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INTRODUCCIÓN. 

En esta tesis se tratan conceptos básicos de topología algebraica y diferen­
ciaL geometría diferencial, teoría ele grupos de Lie y física. El concepto central 
de la. tesis son lab álgebras de Clifford. Estas son álgebras asociadas de manera 
natural a. un espacio vectorial junto con una forma cuadrática. Estas álgebras, 
junto con sus repre..'ientaciones, tienen un papel impOItante en aspectos nmda­
mentales de la geometría diferencial. 

Esta tesis tiene dos objetivos, el primero es calcula.r el grupo fundamental 
de .';'0 (n); y el segundo es analizar aspectos algebraicos y topológicos del grupo 
de Lorentz vía álgebras de Clifford. 

Para lograr el primer objetivo, se comienza con la definición y construcción 
de !a..<; álgebras de Clifford. Dado que este concepto puede ser a primera vista 
muy difícil de visualizar, se plantea nna serie de ejemplos de manera explícita 
Plira reforzarlo. Después de introdncir y analizar la estructura de las álgebra.,>, 
e..<;tas se relacionan con conceptos meramente topológicos a través de los grupos 
clásicos; obteniendo así una serie de re:mltado..<; importantes tanto topológicos 
como algebraicos, 10H cuales nos ayudan a lograr el objetivo en el capítulo 
cuatro. 

Para lograr el segl.mdo objetivo, se comienza con la construcción de las 
transformaciones y el gmpo de Lorentz. Dado que en los capítulos anteriores 
He estudian aspectos topológicos de los g1'11pOS c!ílSicos, estos se relacionan a 
través de hornolIlorfismos con el grupo de LOl'entz, obteniendo a.,>í una apli­
cación explíeita en la física. 

Est.a. tesis surgió corno result.ado de los lütimos cursos de topología que recibí 
de la licenciatura y de los primeros de la maestría.. Para sn leetura, se requieren 
conocimientos lnísicos de las línlas anteH mencioIll.lda...,. aunque la mayoría de 
los resultados y definiciones que se tratan están autocontenidos para facilitar 
su lectura. 

En cuanto al &ieño, la tesis esta formada por cinco capítulos y algunos 
de estos por secciones, que se denotan por doble numeración (3.1,3.2, .. . ). A HU 
vez, las definicioneH, proposicioneH, teoremaH, lemas, etc. se designan con triple 
numeraci6n (a.1.1,a.1.2, .. .. ). Las c1emoHtraciones y ejemploH que se hacen, se 
escriben de la manera mas detallada posible para su comprenHión. 

El capítulo uno trata sobre formas cuadráticas, álgebras de Clifford el (V, q) 
Y álgebras graduadas. En el capít.ulo dos, dado 1m espacio vectorial y UIla forma 
cuadrática part.icular, se calcula de manera e>..-plícita su álgebra de Clifford. El 
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capítulo tres trata de aspectos algebraicos y topol6gicos de los grupos c]¡lsi­
coso En el capítulo cuatro se estudian resultados algebraicos de los grupos 
espinoriales y se c<'lJcula el gmpo nmdamcntal de SO (11.); Y por último, en el 
capítulo cinco se (·~<;tudian algunos aspectos algebraicos y topológicos del grupo 
de Lorentz. 
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1. ÁLGEBRAS DE CLIFFORD. 

1.1. EL ÁLGEBRA DE CLlFFORD DE UNA FOR­
MA CUADRÁTICA. 

En este primer capítulo, el interes principal es familiarizar al lector con el 
concepto de álgebras de Clifford. Los conceptos qne se requieren se encuentran 
distribuidos de la siguiente manera. 

Formas bilineales, formas cuadrática.':i, lK-álgebras, álgebras de Clifford 
Cl (V,q) , propiedad universal de Cl (\1, q), automorfismo canónÍGo de Cl (V, q), 
álgebras graduada.'i, producto tew;orial y antiautomorfismo transpuesto de Cl (ll, q) . 

De aquí en adelante V denotará un espacio vectorial sobre un campo lK, 
donde lK puede ser el campo de los números racionales Q,reales ]R. () complejos 
C. De lo contrario se dirá de maJ.lera. explícita. el eampo sobre el cual trabar 
jaremos. 

D~finici6n 1 Una función f : V x V -+ OC es l¿TUL forma bilineal simétrica 
si c1L1T/.ple l(/.~ siguientes coTulú;ione.s: 

(i) 
(ii) 
(iii) 

f(n+v,w) 
f (1"71, v) 
f (1./" v) 

f (n, w) + .f (v, w) 
rf(n,v) = f(U,TV) 
f (v, 1/,) , 

para todo 11, 7J, W E 1/ Y r 'E lK. 

Ejemplo 2 (1) ConsideTemos a. V =]R.m (donde]R.'" es el pTOdw;to cmteciano 
de TIl, copias de ]R.) U (1 ]K = lR. Definamos 

f: ]R.'" x]R.m ----+ ]R., dada por, 

f (1./" v) E::IXiY¡ 

donde 1/, = (:t},.T2,··· ,xm) y 1) = (Y¡'Y2,'" ,Um)' Entonces J es bilineal 
8'imét1'im. A J, así definida, se le llama producto euclideano. 

l 

0.11 a12 aIm 1 
(!12 0.22 0.2m 

(2) Si eon.o.üderamos A = 

a.~m a2m a,~m 
coeficientes en lK y definimos 

una matriz simétrica con 

h: lK'" x lKm ---> lK dada por 

ÁLGEBRAS DE CLlFFORD. 11 



[ 

0.11 

0.12 

~lrn 
al", 1 (Yl ) o.2m Y2 
· . · . · . 
0.12 Ym 

donde x = (Xl, X2,' . . ,Xm ) y y 
simétriea. 

(VI, Y2,' .. ,1/m). Entonces h es bilineal 

Definición 3 Dada f : V x V --+ OC una fonna bilineal sirnét·rica. La forma 
cuadrática asociada a f es la funci6n q : V --+ OC dada por q( v) = f (11,11), 
'Vv E V 

Ejemplo 4 Usando las formas biUneales simét'riC1Ls ante'riores tenemos: 

(1) q : ]Rm --+ ]R dada por q ("ti.) = f(tt" 1t) = 2:;:1 :¡;;. 
(2) q : OCm --+ OC dada por 

[

al! 

0.12 

~¡I'f): 
Definición 5 Si en part-ic'lllar OC es 1m anillo , Un OC - módulo (izquienJ.o) 
consto. de un gr/Lpo abeliano A funto con 'una operaci6n de multiplic.aci6n e:¡;­
terna 

Ji: OC x A --+ A, dada por, 
¡¡'(T,"tI.) TU 

tal que para. todas las' n, v E A Y 1", 8 E OC se satisfacen las condiciones 
signientes 

( i) 
( i-i) 
( iii) 
(iv) 

rv. E A 
1'(1.1.+1)) 
(-r+s) 'u 

(rs) v. 

ru+rv 
ru + su 
r(su) 

Definición 6 Un álgebm sobre OC es '/Ln conjunto A que simultó.ne,mnente es 
un anülo y '1/,11. OC-módulo. Es deó'l", 1m álgebra (A, +, /1" ,) es 1Ln OC-módulo 
con ot·/U ope-/Ucú5n bínarin, llamada multipl-imcí6n, con 7Lna. condici6n e:Iira 
que ha.ce wmpll.t-i.blcs las opem,óoncs birw:/ias y de multiplim,cú5n esml(],'r, f:sta 
condióón e,~ la sig7Liente: 

(T1/. + su) w r (mil) + s (vw) 
y 

7~ (rv + sw) T (uv) +.., (11111) 

para 1', S E OC, 'u, v, 71! E A. 
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En particular se tiene que: 

(All) V = A (nv) = u. (AV) 

y por lo tanto, AUV es un elemento bien defuüdo de A. Si se imponen condiciones 
en la multiplicación del álgebra tales como asociatividad y existencia de un 
elemento neutro multiplicativo, se obtienen cílgebras asociativas con identidad. 

Ejemplo 7 (1) El conjunto e de los 71iúmeT'O$ complejos. 
(2) El conjunto 1HI de los núme'f'OS cuate1íl:í.o8 . 
(3) El conjlLnto f"¡" (IR) de l(].~ mat1ices clLadrr/,(l(].~ con coeficientes en IR. 
(4) El C071:11Lnto de los polinomios IR [xl con indeterminada x y coeficientes 

en IR. 
( 5) Definamos 

T n (1/) = V @ V ® ... @ V 
oc JI{ oc 

corno el ]J1'Od1Lcto tensorial de V, n veces, A Tn (V) se le llama el espacio 
tensorial de grado n de V , Sea 

00 

T (V) = E9 r (V) = (]K, V , T 2 (V), T :{ (V), .. ,) . 
j~O 

Un demento :p E T (V) es de la fo'rma. :p = ('U'o, 1Lb 'U2 , ' , , ) donde 71" E yn (V) 
y 'tJ.i = O ]JWf'a casi todo 'i. Decimos que un demento t.p E T (V) es de grado 
puro si, y sólo 8'i , cp E yn (V). Obser'vernos q'ue cada. demento de T (V) e.~ 1LTUL 

81l1n.a finüa de elementos de gmdo ¡mTO. 

Definamos en T (V) h~') siguientes operaciones: 

+: T (V) x T (V) 
+ (cp,if!) 

---+ T (V) 
Cp+V'=(V{),1L¡, " ')+(VO,Vl, . .. ) 

(v{)+vo, 1L¡+v¡, . . . ) 

jJ,: ]K X yn (V) 
JI (r , Un) 

---+ Tn (V) 
r (Wl @W2 @ . . . @'Wn ) 

1'7111 @ W2 ® . . . @ tU" 

® : TTI (V) x T'" (V) ---+ yn + m (V) 
@ (Un ! Vm) (X¡ ® X2 @ ... ® X TI ) ® (y¡ ® Yz ® ... ® Ym) 

X¡ ® X2 ® ... ® X" ® YI ® Y2 ® ... ® Ym' 

Así, (T (V) ,+, j1. , ®) es un álgebra. Observemos que los primeros cuatro 
ejemplos son IR - álgebras y el quinto es una ]K - álgebra. 

EL ÁLGEBRA DE CLlFFORD DE UNA FORMA CUADRÁTICA. 13 



Definición 8 El centro o kernel de una IK - rílgebra asociaJiva A con iden­
tidad, lo definimos como 

Z(A) = {a E A I ak = ka, V k E A} 

Proposición 9 El centTO Z(A) de 'una IK-álgelnu A, es suMlgelnn de A. 

Proof. Basta probal" que es cerrada en las operaciones. Sean x, y E Z(A) y 
TEK 

(1) xk kx ,V k E A. 

==? '1' (xk) = r (kx) 

~ (r,r)k = (Tk)x 
~ (r:r:) k = k(r:r) 

~ r:c E Z (A) 

(2) xk },;x y yk = },;y ,V k E A. 

==? xk + yk = kx + ky 

~ (x+y)k = k(x+y) 

~ x +y E Z(A) 

(3) ;r;k k;c y yl.; = kV, V k E A. 

==? (;CiI)k = xCi/k) = x(ky) = k(:r:y) 

~ xll E Z(A). 

por lo tanto, Z(A) es una IK-álgebra. _ 

Definición 10 Sean A y' B IK-álgebms asociativas con identidad. La función 
f : A ---> B se dice que es homomorfismo de IK- álgebras, si es horno­
m07fismo de lK-mód1¿[os y de anillos. 

Consideremos T (V) el álgebra tensorial de V y supongamos que q : V ---> 

IK es una. forma cuadrática sobre V. Definamos 19 (V) , el ideal de T (V) gen­
erado por los elementos de la forma v ® v - q (v) . 1, con v E V. 

Definición 11 El álgebra de Clifford asociada a V 11 a la. forma cuadrática 
q : V ---> IK, es una IK - álgebra asociativa. con identidad, definida, corno el 
cociente 

Cl (V,q) = T (V) / 1q (V) , 

junto con v,na función lineal 

/. : 

14 

---> Cl (\1, q) tal que 
q(v)·l. 
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Observemos que la función lineal 1, : V ---t el (V, q) es una composición 
dada de la siglúente manera: . 

1,: 11 ~ TW) ---t T (V) / le¡ (V) tal que 
1/, 1---> (O, U , O, 0, . ' .. ) 1---> (O, n, 0, ... ) + lq (V) . 

Proposición 12 Consider'ernos la función proyección 

7rq : T (V) ~ el (V, q) ta.l que 
7rq (u(J, V.1,·· · ) (no, '1/.1,'" ) + lq (V). 

Si restringimos 7r q 1\/: V ---t el (V, q) entonceB 7r q Iv es invectiva y coincide 
con la imagen de ¿. 

Proof. Ba..'ita demostrar que cualquier elemento '-P E lq (V) n V es cero. Así 
eualquier elemento 'P E lq (V) n V puede ser escrito eomo: 

donde podemos asumir que las G, y las b¡ son de grado puro. Como '-P E lq (V) n 
V en particular '-P E V lo cnal implica que I: ai ® (v: ® vD ® bi = O donde 
esta suma es considerada sobre los índices tornados corno el grad (ti + gmd b¡ 
lllaximal. Esta ecuación implica. que I: a: q (vD b.¡ = O. Procediendo de manera 
inductiva se tiene que '-P = O. • 

El álgebra de Clifford el (V, q) es generada por el espacio vectorial V e 
el (V, q) y el 1 sujeto a la relaeÍón 

1/ = - q (v) . 1, para 11 E V 

Si la caracteristica del campo OC no es 2, entonces para todos 11, w E V, 

11' 'W + w . v = -2q (11, w) , 

donde 21] ('11, 11)) = q (n + '/j)) - q (1/,) - q (w) es la polarización de q. La relación 
v2 = - 1] (v) . 1 puede ser usada para. dar la siguiente caracterización universal 
del álgebra de Clifford, 

Sea f : V ---t A nna función lineal del espacio vectorial V en una OC - álgebra 
asociativa A con L tal que para todo v E V, la igualdad (J (V))2 = - q (1)) · 1 
se cumple. Entonces existe un único homomorfismo 

¡: el (V, q) ---> A, 

que hace conmutativo el siguiente diagra.ma: 

Cl (V,q) 

V 
, f 
,/ '\. 

f 
~ A 

EL ÁLGEBRA DE CLlFFORD DE UNA FORMA CUADRÁTICA. 15 



es decir f l. = f. 
Mas aún C?!: (Y, q) es la única ]K - álgebra con f~<;ta prc'piedad. En ~1<;te caso 

decimos que f es la extención de J. Al homomorfismo f se le llama homo­
morfismo de Clifford. 
Proof. Para la primer parte, consideremos a Cl (Y, q)como el algebra tensorial 
módulo el ideal T (Y) / Jq (Y). Sea ¿ la composicion de la funcion inyectiva 
j : V ----> TI (V), donde TI (Y) e T (V), con la funcion proyeccion 1f : 

T (V) ----> Cl (V, q). Es decir, i = 1f o j : V ----> Cl (V, q) .Si f : V ----> A es 
2 -lineal con (J (;1:) ) = ¿(x,.7:) ,1, entonces 1 se factor iza como Y ----> T (~T) ----> A 

Y como V"":'" Cl (Y,q) LA. Mas aun, 1 es tlillea.pues'Í1n (t) generaCI (V,q). 
Finalmente la unieidad. de CI (V q) se sigue de la existencia de los dos 

morfislIlos de algebras f: Cl(V,q) ----> CI(V,q¡) y g: Cl(Y,ql) ----> Cl(V,q) 
con ¿1 = f¿ y l. = gl'l lo cual implica que l. = gft y tI = fml por unicidad se 
tiene que fg = gf = J . • 

Consideremos parejas de la f~rma (Y, q) donde Y es un espacio vectorial so­
bre el campo ]K y q una forma cua~lrática sobre V. Definamos un homomorfismo 
f : (Y, q) ----> (vi, ql) de la pareja (V, q) en (VI, Ql), donde 

f : Y ----> VI 

es una función entre los espacios vectoriales V y V¡ tal que el siguiente diagrama 
eonmuta. 

Y f \tí ~ 

q q¡ 

'\. / 
]K 

es decir, q¡f = q. 
Dados f : (V, q) ----> (Vi, ql) Y 9 : (VI, ql) ----> (V2 , q2) definimos la composi­

ción entre estas eomo gf: (V,q) ----> (V2, q2) . Así, con las parejas (Y,q), los 
hornomorfismos entre éstás y la regla de composición, obtenemos lU1I1 eategoria 
que denotaremos eomo Q.I 

La caracterizaeión que se hizo del álgebra de Clifford en la proposición ante­
rior es muy útil. Esto muestra, por ejemplo, que son funtoriales en el sig\úente 
sentido. 

Dados los homomorfismos f: (Y,q) ----> (V¡,ql) y g: (V1,ql) ----> (V2 ,q2) 
de Q, existen homomomsmos 

1: CI(V,q) ----> Cl(\'J,ql) yg: Cl(\'J,l/l) ----> (Vi,q2) ' 
- -tales que se cumple la composiciÓn gl = 9 1 por la unicidad de la proposieión 

anterior. 
Consideremos el álgebra de Clifford Cl(V, q) junto con su función ¿ : V ----> 

CI(V, q). Si definirnos la función 

h: V ----> Cl(v', q) dada por 
h(v) -(t(v)), 

1 Para ver laB definiciones y conceptos básicos de teoria de cat.egorills consultar [¡vla]. 
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entonces h cumple la siguiente propiedad: 

(h(x))(h(x)) 
[-(L(X))] [- (t.(x))] 
(L(X)) (L( .7: )) 
(L(X))2 
q(x) . 1. 

Usando la propiedad universal de Cl(V, q) existe un único homomorfismo 

h = Ct : CI(V, q) ----t Cl(V, q) 

que hace comIlutativo el siguiente diagrama.: 

C1W,q) 

es decir, h = (H. 

V 
l. h 

,/ '\. 
Q 

----t CIW,q) 

Así, se tiene que si v E L(V) entonees a(v) = -ti Y a (a(v)) = a(- v) = v . 
Es ·decir, 0'2 = [ y decimos que a es involutivo. Al homomorfismo a se le 
llama automorfismo canónico de CI(V, q). 

Para investigar el automorfismo canónico a : Cl(V, q) ----t CI(V, q) usare­
mos el siguiente lema del álgebra lineal. 

Lema 13 Si 1tn operador lineal f : IV ----t IV que actúa sobre 'un espacio 
ved07'ial rcal o complejo ~V es invol'ut'ivo (f2 = 1) entoces S1/.S eigenvaloT'es son 
± 1 y es d·iagona.l-izable, es decil'. H' = W + El:! IV _, con ~V+ y W _ espacios 
invariantes C01'1'eS1Hmdientes (J, los eigenvalores + 1 Y -1 respectivamente. 2 

Usando el lema anterior para Q : CI(V, q) ~ CI(V, q), se cumple que el 
álgebra de Clifford se puede ver como: 

CI(V, q) = ClO(V, q) EB Cl1(V, q), 

donde 

cr;(V,q) = {v. E Cl(V,q), tales que, a('Il) = (-lfu} 

para i cero o lU10, los valow.i (-1)'; son los eigenvalores de a. 

Proposición 14 Se C'lLrnplen l(}s sig7Lientes cmuliciones: 

2Yer la demostradón en [NIP] M.Postnikov, página 250. 
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(i) Si n, v E CIO(~~ q) =} ¡.LV E CIO(y~ q). 
(ii) Si 11,,11 E Cl1(V, q) =} 1W E Cl°(V, q). 
(úi) Si 1.L E Cl°(V,q) y v E C11(V,q) =} nv y V7,1, E czt(V,q). 

Proof. (i) a(v.v) = a(n)a(v) = 7lV. 

(ji) n{u1I) = a(u)a(1I) = (-11)( -11) = 1/.V. 
(iü) a(71v) = o{u)(.Y.(v) = ·u (-7) = -1/.'11. Analogo para Q' (-/m) .• 
Con la proposición anterior podernos concluir que 

para cualesquier i, j igl1ales a O ó l. Este resultado recibe un nombre especial. 
Un álgebra A se dice que es álgebra Z2-Graduada si A = AO EB A 1 con 

para cualesquier i, j iguales a O <> l. 
Un morfismo de álgebras Z2-Graduadas es tUl homomorfismo r.p : A -t B 

tal que r.p(Ai
) e B i para. cualquier i igual a O ó 1. 

Observemos que ClO(V, q) es una sull<ílgebra de CI(V, q) pues e! producto es 
cerrado. A e 1° (~I', q) y C II (V; q) se les llaman parte par e impar del álgebra 
de Clifford Cl(V, q) respectivamente. Esta es una observaóón de Atiyall, Bott 
y Shapiro. ;¡ 

.Existe tum filtración natural ¡ o (T (V») e J 1 (T (V) e ... e T (V) de! 
álgebra tensorial T (V) donde . 

Jo (T ('í» 
P (T (V» 
12 (T (V» 

F (T(V» 

oc. 
OCEBV 
OC EB V EB T 2 (V) . 

OC EB V ... EB Tr (V) 

Esta filtración t.iene la propiedad que 

i:S;,' 

jr (T(Y'») 01" (T(V) ~ jr+<t (T(V»), 

pues eada Ti (V) 0 Tj (V) = Ti+j (V) con i ~ T Y j ~ q. 
Definamos 

r (T (V)) = 7rq (JrT (V)) 

donde 7rq : T (V) ----t Cl (V, q) es la proyección natural; y un elemento r.p E 

7r q (FT (V)) es de la forma 

r.p = (un, 'Ul .. '1}".) + Iq (V) 

;lM.F. Atiyah, R.BoH and A.shapiro, CliffOl'd rnodll.lcs,topology,\'o1.3,suppl,1 ,pp.:~-38. 

Pergarnon press.19G4. 
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con ni E Ti (~r) . 
La filtración anterior induce una filtración fO (T (V)) e JI (T (V)) e ... e 

CI(Vq) en el álgebra de Clifford Cl(Y,q), la cual también tiene la propiedad 
de que r (T (V))· r (T (V)) ~ r+ q (T (V)) 'v' T Y q. Este hecho hace a CI(F,q) 
dentro de un álgebra filtrada. 

La función lllllltiplicación en j'" (T (Y)) . r (T (V)) induce la multiplicación 
siguiente 

.: ~,. X ~q ---+ ~'/'+q 'v' 1" Y q. 

donde ~/' = r (T (V)) ///,-1 (T (V)) . 

Definición 15 El álgebra graduada asociada a CI(V, q) se define como 

~* = (f) ~r . 
";::0 

Una relación importante entre el álgebra graduada ~* y el álgebra exterior 
A' V de V se muestra en la siguiente proposición. 

Proposición 16 Para cualquier forma cuadrática q : V ---+ OC, el álgebra 
graduada asociada R* a Cl (V, q) es isomorfa al álgebra exterior 1\*V de V. 

Proof. La composieión ele funciones 

T r (V) ~ f" (T (V )) ---+ ¡r (T (V)) / f"-I (T (V)) dada por 

ai ! ® ai2 ® . . . ® air 1---> [ni! ... ai,'] 

induce una. f\mción 

A' V ---+ Rr tal que 
(1(¡AU21\ . .. Al1r) 1---> [u¡·· . u,.] 

que claramente e!; sobreyectiva, así obtenemos un homomorfismo A' V ---+ ~. 
de álgebra!; graduadas. Para ver que esta función (.~'i inyectiva., procedemos corno 
sigue. El kernel de 

r (V) ---+ ¡r (T(V)) / ¡r-I (T(Y)) 

con .. 'iiste de arreglos T- hOlIlogeneos de elementos ip E Iq (V) de gTado ~ '{". 
Cualquier 'P del kernel puede ser escrito como 

donde Vi E V, Y podernos asumir que ni Y bi son de grado puro con 

grad a~ + grad bi :S T - 2. 
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La parte T"- homogenea de <p eH entonces de la forma 

<?r = L ai ® Vi Q9 Vi. Q9 bi 

donde gn\.d Ili + grad b; = r' - 2, para cada 'l. Como 7l,Aui = O pam todo i, 
vemos que la imagen de t.p en el álgebra f'JCterior eH O. Por lo anterior la ftUlCÍón 
A' V ---; ~. eH inyectiva. • 

La proposición anterior dice que la multiplicación en el álgebra. de Clifford 
es una extención de la multiplicación en el álgebra exterior determinada por la 
forma cuadrática q. 

Proposición 17 Báste un isomorfismo de espacios vect01'iales 

/3 : A'V ---; el (\1, q) 

compat'ible con las f¡:ltraciones . 

Proof. Definamos la función de T - copias del producto directo de V 

f : VxVx .. ·xV ---; el (V, q) tal que 
(VI, . .. v r ) >----> ~ ¿ Hign (a) Vu(l), ... v 17(r) 

f: \/x Vx .. ·xV ---; el (\i , q) dada por 
(V1, ... '/.Ir) >----> ~ ¿ sign (a) Vu(l) ... vu(r) 

donde la smna eH tomada sobre el grupo simótrico de r-elementos. (Si la 
earacteríHtica de ]K no el) ecro, uno debe qtútar el el factor ~) . Esta fundón 

f determina una función lineal ¡ : N'V ---; el (V, q) cuya imagen ef>ta en 
r (T (\1») . La composición de ¡ con la proyección 

r (T (\1» ---; r (T (\1») / r- I (T (\1» 

es la función 
7rq : T (V) ---; el (V, q) . 

y como 7r q I "o; V ---; el (V, q )es inyectiva, tenemos que J es inyectiva, y la 
suma directa de las funciones íJ : A'V ---; el (V, q) es U11 isomorfismo .• 

Reeordemm; algunoH resultados importantes del producto tensorial entre 
espacios vectoriales y álgebras: 

(i) Sean U y V espa.cios vectoriales Hobre el (;ampo ]K, entoncef> el producto 
tem;orial U ® F es un espacio vectorial. 

oc 
(ii) Para la aplicación canó¡úca del producto tensorial .f : U x V ---; U Q9 V, 

oc 
con (11,7) E U x V, eHcribimos 

f(ll, v) = tL Q9 v. 
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Uii) La bilinealidad de f : U x V ---> (J Q9 V se comporta de la manera. 
K 

siguiente. 

Sean U,Ul E U; v , v1, V2 E V Y r E R. 

(u + Ul) Q9 v 
U Q9 (VI +V2) 

ru Q9 v 
u Q9 rv 

u l8i 11 + 'lll l8i V 

'ij, i8I VI + U i8I V2 

r(u l8i V) 
r(u,¿9V) 

(iv) Si {U.diE! y {Vj}jEJ son bases para U y V respectivamente, entonces 
Vi ® Vj forman HIla base para. U i8I V. 

IK 
Si x E U l8i V entonces 

K 

que denotaremos por x = v, l8i ~}, con n E U Y v E V 

Si consideramos A , B álgebras asociativas con 1 sobre OC, podernos definir 
Hna multiplicación en Sil producto tensorial A l8i B de la siguiente manera: 

A Q9 BxA I8i B 
]K K 

[( a ® h) , (al l8i bl )) 

lK 

---> A l8i B 
lK 

f----+ (¡al l8i bbl 

para cualesquiera. a, al E A Y b, bl E B. 

dada por 

Proposición 18 Si A Y B son álgelrm8 asociativas con 1 sobre OC entonces 
A l8i B (~8 ~m, álgeb·ra, con la m:l1ltiplicación definida Ilnte1'ÚJ1'rnentc. 

]K 

Proof. (1) A l8i B es un espacio vectorial pues A y B así lo son. 
]K 

(2) A l8i B es uu anillo pues: 
]K 

(i) A l8i B es grupo abeliano. 
IK 

(ii) El producto · es asociativo ya que 

(iii) El producto· es distributivo 

(a i8I b) [ala2 Q9 b1b2] 
aa 1 U2 l8i bbl b2 

(aa! )a2 Q9 (bbl )b2 

(aal) l8i (bb l )(a2 18i b2) 
[(a Q9 b) (al 0 b1)] (a2 l8i b2) . 
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(0,0,10 bbl ) + (aa2 0 bb2) 
(a 0 b) (al 0 b1) + (a 0 b) (a2 0 b2) . 

(aa2 0 bb2) + (a1aZ 0 b1b2) 
(a 0 b) (0,2 0 b2) + (al 0 b1) (0,2 0 b2) . 

r [(a 0 b) (al 0 b1 )] [1" (a 0 b)] (al 0 b¡) 
(a0b)[r(o,¡0b1)]. 

(3) 1-'1ultiplicando por el (1 0 1) 

(1 ® 1)(0, 0 b) = la 0 1b = a 0 b. 

Por lo tanto A 0 B es un álgebra. asociativa con l. • 
]K , 

Ahora, si considenunos A = AOEBAl Y B = BOEBBl dos algebras Z2-Graduadas 
sobre el campo IK, entonces existe el producto tensorial graduado definido por 

A0 B 

(A0 B)O 

(A~JB)l 

(AO 0 BO)ffi (A1 0 Bl) Y 

(AO 0 Bl) ffi (iF 0 BO). 

Así, A0 B es lUHl álgebra. Z2- Gradllada sobre el campo OC eon la siguiente 
multiplicación 

(A0 B) x (A0 B ) ---4 

((o, 0 b) , (a1 0 b1 )) 1----+ 

A0 B tal que 
(-1)ij (aa1 0 bb1) 

si al E Ai Y b E B i eon 't, j = O, 1. La demostraeión es análoga a la anterior. 
Este resultado nos lleva a lUla filtración JO e fl e ... e A0 B del álgebra 

A0 B Z2-Graduada, donde 

r = L Ji (A) 0I' (A) . 
i+ j ='" 

La importancia del producto tensorial Z2-Graduado para las álgebras de 
Clifford es evidente en la siguiente proposición. Para (,Bto, observemos lo sigu­
iente. 

Para cualesquiera dos formas cuadráticas q1 : U ---+ OC Y q2 : HI ---4 OC, 
podernos definir una forma cuadrática q sobre la suma directa de U EB W dada 
por 

q : U EB W --+ 

q(v,w) 
OC 

Q1(V) + q2(W) . 

A q se le llama suma directa de formas cuadráticas (j1Y q2 (usualmente se 
denota por q = fJl EB Q2) ' 
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Proposición 19 Par'(/, walesqv,iem dos forrnas cuadráticas q¡ : U --+ OC Y 
q2 : W --+ oc. Existe 'un iMrrwrfimw natwral 

'1/.' : Cl(V, q) --+ Cl(U, ql) ® Cl(W, q2) 

del álgebm de dífJonl Cl(V, q) en el p'l'Od1~cto tensorial gmduado CI(U, ql) ® 
CI(W, (j2)' 

Sean " : U -t CI(U, q¡) y J : W -t CI(V, (2) lal; fundonel; lineales corre­
spondientes a las álgebras de Clifford CI(U, ([¡) Y CI(W, q2) re..'lpectivamente. 

C',onsideremos la función 

a: V=UEDW --+ 

n(v,w) 
Cl( U, q¡)®Cl(ltl.-7

, ([2) definida por 
(¿(v) 01) + (10 J(7I)). 

Proposición 20 Observemos que n cumple la sigu'iente pTopiedad, pam todo 
(V,w) EU EDW. 

[ (j~ (v , W)]2 [(1.(1) 0 1 + 1 0 J(W)]2 
(L(V) 01)2 + (_1)0 [¡.(v) 0 J('w)] 

+(_1)1 [L(V) 0 J(w)] + (1 0 J(7I))2 

(1.(11) 01? + (10 J(W»2 
[¿(v) 01] [¿(v) ® 1] + [109 J(1II)] [10 J(7I)] 
(I.(V)? ® 1 + 109 (.7(71))2 

lJ¡(V) ® 1 + 1 ® ([2(W) 

(j¡(71)(1 09 l) + (1 ® 1)(q2(w» 

(ql ED (12) (v, w) . 1 ® 1 = '1(71, w) . 101. 

Proof. De la propiedad universal del álgebra de Clifford Cl(V, '1) existe 

'1/-' : Cl(V, ([) ---> CI(U, q¡)®CI(W, qz) 

tal que hace conmutativo el siguiente diagrama 

UEDW 
'I' 

/ 
Cl(V,q) ~ Cl(U,([1)®CL(IV,f/2) 

es decir, Gt = 'lj;T, donde T = (l. El:) J) Y es tal que T (v, 'UJ) = (¿ ED J) (v , w) = 
¿(v) + J(7I). 

Por otro lado, considerando la inc!ución natural 0'1 : U -> U ED ltl-~ tal que 
(T¡ (v ) = v+O, yel álgebra de Clifford Cl(U, ([1) junto con su función l., podemos 
construir la siguiente composición 

TO'l : U 
T 

--+ Cl (V, q) dada por 

T(TI (1/.) T(O'¡(u» 
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con la siguiente propiedad 

Tal(V)' Tal(V) 
T(v + O) . T(v + O) 
(/.(V) + .1(0)) . (¿(v) + .1(0)) 
(¿(v) + O) . (l. (V) + O) = ¿(V)2 = ql(V) . 1. 

Así, usando la propiedad universal de CI(U, ql) , existe un único morfismo 
9 : CI(U, ql) ---> Cl (V, q) . De manera análoga, usando la inclución a2 : l-l' ....... 
U EB W, tal que a2 (w) = 0+ w, y el álgebra de Clifford CI(W,fJz) junto con 
su función J. Ohtenemos un único morfismo r¡ : Cl(ltl.-', q2) ---> Cl (V, q) . De 
donde definirnos el inverso de '!j; como 

V;-l = 90 '17: Cl(U,(11)®CL(H/,fJ2) 
(a. 0 b) 

---> Cl (V, q) 
I--t 9(a)t,(b). 

tal que 

Demostremos que 'l/J y 'lÍ,-1 son inversos rcciprocarncnte. Sea z = ;¡; + 'Y E 
Cl (V", q) , dondc ,r E CI(U, q1) y Y E CI(W, q2)cntonc0.<; 

·~r\~,(z)) = .~; -l ('1/)(:/: + y)) 
¡p-l [l. (x) 0 1 + 1 ®.J (y)] 
'1/.,-1 (/.(X) ® 1) + ?})- l (1 ®.J (y)) 
rp(¿ (.1')) r¡(1) + <p(1) r¡(J (y)) 
(cp(¿ (x)) · 1) + (1. r¡(.J (y))) 
rpl.(X) . 1 + 1 . 17.J(y) 
Tal(X) + T0'2(Y) 
T(:'C+O)+T(O+y) 
¿ (:r:) + .1 (O) + í (O) + .J (y) 
x+O+ O+y 
x+Y=z 
I CL{\',q) 

de manera análoga 'lji'l/.,-1 = I CI(v.<]¡).icl(V.//2)' Por lo tanto 'l/J es isomorfismo de 
álgebras. _ 

Definición 21 Sea. A un álgebm a.socia.tiva con 1 so!Jr'e el campo oc. Un homo­
morfismo f : A ....... A se dice q1Le es anti-automorfismo de A si f (ab) = f (1)) 
f (o) . 

Proposición 22 Elálgebm. CI(V, q) tiene 'un anti-mdommfismo. 

Proof. Supongamos que :¡: = Xl ® :C2 ® ... ® Xk E T k (V) , entonces la función 

9: T k (V) ---> T k (V) dada por 
9 (:1':1 ® :C2 0· · · 0 x~.) Xk ® :Ck- l 0 :r:k-2 ® ... 0 Xl = :r,T' 
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es un anti-automorfunno en TI.: (V) . Sean 

entonces 

:,: = Xl ® :':2 ® ... ® Xk 

y 

y = !JI ® Y2 ® ... ® !Jk 

ip (Xl ® X2 ® .. . ® Xk ® YI ® Y2 ® . .. ® Yk,) 
l/k ® Yk-I ® ... ®!JI ® ,Tk ® a:k-I ® ... ® ,TI 

yTxT . 

Por lo tanto ip induce un anti-antomorfis11l0 en T (V) el cual deja invariante 
T al ideal Iq (V), pues (x ® x - q (x) . 1) = x ® x - q (x) . 1. Por lo tanto esta 

operación induce un anti-auto11l0rfismo 

T: Cl(v~ q) --> Cl(V, q) dada por 
T(x) x'1' 

lo cual era lo que queriamos demostrar .• 

Definición 23 .4 la función T : Cl(V, q) --> Cl(V, q) lo llamaremos el anti­
automorfismo transpuesto del álgebm de Clifford CI(V, (1). 

Nota 1 RESULTADOS IMPORTANTES. 

-(1) El 11nti-autolllorfisrno transpuesto T 11,,(\/): Iq (V) --> Iq (V) restringido 
11 Iq ,(V) es la función identidad. Pue .. 'i , si v E V entonces T (l. ('/J)) = T (v) 
= v1 = v. 

(2) El autornorfisrno canónico a y el anti-a.utolIlorfis111o transpuesto T in­
dueen ot.ro anti-autol1lorfisrno, en Cl(F, q). A saher. Definamos la función 

<:: Cl(V, q) 
<: (x) 

Adema.,> se cumple que 

--> CI(V, q) dada por 
(aoT)(x). =x. 

Por lo que <: es un anti-autornorfismo. 

Definición 24 .4 la función~' la llamarnos anti-automorfismo conjugación. 

(3) Sea. Cl(V, q) = Cl°(V, q) EB Cl 1 (V, q) el álgebra. de Clifford. La gl'aduación 
de CI(V, q) puede esta.r definida en t.érminos del autornorfismo canónico ex de 
la siguiente manera 

C¡i(V,q) = {:¡; E CI(V,q) 1 O'(:r:) = (-lt :r.} ,i = 0,1. 
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2. LAS ÁLGEBRAS CN y C(N,M) 

Tal vez los conceptos y resultados anteriores parecieron demasiado abstrac­
tos para el lector y q\úzá fue difícil visualizar el concepto de álgebras de Clifford. 
No obstante, en este segundo capítulo retomamos los result.ados ant.eriores y 
los aplicamos a un espacio vectorial, y a una forma cuadrática particular para 
calcular de manera específica algunas álgebras de Clifford. 

En este capítulo estudiaremos las álgebras el (V, (j(n.",») , donde V = IRn+11l, 
JI( = IR Y la forma cuadrática q(n,m) esta definida por: 

lJ(u,m) : 

Nos enfocaremos a estudiar los casos particulares 

el (IRn+O , q(r, .O») y el (IRO+m,q(O,m»), 

es decir, los casos cuando al evaluar la forma cuadrática lJ(n.rn) : IR/+m --> IR 
1 "'TI 2 "'"+,,.? . t o -¡tenernos - L....i~l :J:i y L....i=n+! Xi respectnramen e. 

Para. esto, los conceptos tratados en est.e capítulo son los siguientes: Las 
álgebras el (IRu+rn, q(n,m») , la n-ésima álgebra de Clifford en, isomorfismos de 
álgebras de Clifford en , isomorfismos de álgebras e~, la compactificación de las 
álgebras el (IRn+m, q(n,,,,») , periocidad de isomorfismos y algunas observaciones 
sobre en y C~ . 

Definición 25 Al álgeb'ra el (lRn +O, q(n,O») la denotam.os por en e identifi­

camos al espacio IRn con t' q(n .O) (lRn) ~ e" ya 108 realeslR con IR·l e en' Por' 
otro lado, al álgebra el (lRO+m

, q(O,m») la denotamos por C;, e identificarnos al 

e8pacio lR'" con "q(O,m) (lRrrI
) ~ C;, ya los nnle8lR con Rl e C;,. 

Usaremos la notación ei = (0,0,··· ,1,0,' .. ,O), con un 1 en la i-ésimll. 
coordenada. El álgebra lineal nos permite saber que el, ... ,e,,+m forman una 
base ortononnal de lRT/+rn e el (lRTI+m , q(n,m») . 

Las álgebras el (IRu+m, (j(n,m») tienen una presentación c!(¡ .. <iica dada por la 
siguiente proposición. 

Proposición 26 L08 ei, i = 1, 2, '" ,n+rn genemn a el (lR"+m, q(n.m)) (como 
álgebm m1l,ltiplú;ativarnente) 11 están 87tjeta.S a la8 rela.ciones 

{ 
- 215ij 8i i = j ~ n } 

eie¡ + ejei = 2'( .. , 
Uij St t = J > n 

donde Oij es la delta de k:rvnecker. 
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Proof. Que generan a. el (lRn+m
, q(n,m)) ~e ~igl.le de los rm!Ultado~ obtenido~ en 

e! mpitulo anterior. Ba~ta ver que la.<; relacione~ se cumplen. 
Si i :s n se tiene que: 
(a) supongamos i = j, entonces 

Cíej + eiei 
.) 2 

e; + ei 

2e; 
e; 

(b) S11 pongamos i i- j, entonces 

Si i > n se tiene que: 

eiej + ejei 

e¡Cj 

(a) supongamos i = j, entonce~ 
I 
) 

eíei + ejei 
ef + ef 
2e; 
~ e; 

-2·1 
-2 
-2 
-1 

o 

2·1 
2 
2 
1 

(b) supongamos i i- j, entonces 

• 

eiCj + eje; 

eiej 

o 

De la proposición anterior podemos hacer las siguientes definiciones. 
(a) Llamamos a e" la n-ésima álgebra de Clifford que esta generada 

por el , '" , en como álgebra sujeta a las relaciones 

e; = -1 Y eiCj = -eje; con i i- j para todos 'í , j = 1, ... , n. 

Anexando e11 y el producto de los básicos Gi. de la siguiente forma: e-il ... ei,. 

tal que i l < i 2 < ... < ir con O :s r :s n, obtenemos UIla base como espacio 
vectorial para en. 

(b) Llama.rnos a e,~, la m-ésima álgebra que esta generada por e l '" ,em 

como álgebra sujeta a las relaciones 

ST = 1 yej.ej = -ejei con i i- j para todos i, j = 1, ... , m. 

Anexando e11 y el producto de los básicos Si , de la siguiente forma: Sil' .. , ei. 
tal que i l < i 2 < ... < i .. eon O :s s :s rn, obtenernos una base como espacio 
vectorial para e;n-

Las álgebras el (lRn +m
, q(n,m)) tienen una descomposición en términos de! 

producto tensorial graduado como se observa en la siguiente proposición. 
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Proposición 27 La función 

' . el (m>rl+1fI ) 'IjJ. ll'i., IJ(n,m) 

donde el apaTece n vece8 yei I/po:rece rn. 'VtXf~S, es 1m ísornorfi8'1T1,() de álgelmL8. 

Proof. Basta descomponer IRn+m en suhespa.cios formados por IR, relativos a 
(j(n,m)' Aplicando los H'Bultados del capítulo anterior inductivamente se obtiene 
el isomorfismo. _ 

A continuación daremos explicitamente la descripción de las álgebras 

el (Jll)n+1'fI. ) 
¡r;. , q(n,m) 

como álgebras de matrices sobre los campos IR, e, o IHL 

Ejemplo 28 ISOMORFISMOS DE ÁLGEBRAS e" 

Usaremos el símbolo ~ para. denotar isomorfismo de las álgebras en y e;,.. 
(1) eo ~ IR, llamada el Álgebra de Clifford Trivial. 
(2) el ~ e, donde e es el campo de los números complejos. 

Proof. el es de dim 2 como espaeio vectorial y como álgebra. Por definición, 
la. base es {l = ea, ed; donde ei = -1. Esta relación especifica. la operación 
producto en el y la suma es componente a. componente. 

Así, es suficiente definir la función: 

obsérvese que 

9: el 

9 (a + elb) 
---> e dada por 

a + 'ib, 

9 (1) = 1 
9(Cl) = L 

Es decir, manda básicos en bá.'iicos, por lo tanto, f..'S isomorfismo de álgebras. 

- (3) e2 ~ IHI, donde IHI es el conjunto de los rnhneros cuaternios. 
Proof. C2 es de dim 3 corno álgebra y de dirn 4 como espacio vectorial. Por 
definición, la base es {1,el,e2,ele2} con ei = c~ = -1 Y Cle2 = -e2Cl. Estas 
relaciones e .. o.;pecific,an la operación producto en e2 , y la suma es componente a 
componente. Así, es suficiente definir la función: 

obsérvese que 

92 : e2 ---> IHI dada por 
92 (a + bel + C.e2 + dele2) = (], + bi + ej + dk 

92 (1) 
'fJ2(e¡) 
92 (e2) 
'fJ2 ((;le2) 

1 

j 
k 
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donde i, j Y k son los cuaterniones puros, tambien ::;e cumplen las relaciones 
-jj = k, jk = i, ki = j. Es decir, '-P2 manda básicos en básicos, por lo tanto, e::; 

isomorfismo de álgebras. _ 

(4) C3 ~ lHI EB lHL 

Proof. Ca es de dim 4 como álgebra y de dim 8 como espacio vectorial. 

Por definición, la base es: 

cou cr = e~ = c5 = -1 yeiCj = -ejei cuando i # j . Esta::; relaciones especifican 
la operación producto es C3 y la suma es componente a componente. 

Pam el espacio (lHI ffi lHI ) su base es: 

{(1, 1), (i, i), (j, j), (k, k) , (k, -k) , ( - j , j), (i, -i), ( -1, 1) } . 

Así, es suficiente mandar los Msicos de C3 en los de (lHI ffi 1HI ) de la siglúellte 
forma: 

'-P:l (1) 
'P3(el) 
'-Pa (C2) 

'P3(e3) 

'P3 : C3 ---> 1HI EB lHI tal que 

(1,1) 
(i, i) 
(j, j) 
(k , -k) 

'-Pa(C¡C2) 

'P3 (el ca) 
'-P:l (e2c 3) 
'P3 (el C2 e3) 

(k, -k) 
(-j,j) 
(i, - i) 
(-1,1) 

que clarament.e 4'3 es isomorfismo de álgebras. _ 

(5) C4 ~ M2 ( lHI ). 

Proof. C1 es de dirn 5 como álgebra y de dim 16 como espa.cio vectorial. Por 
definición, la hase es: 

{1, el, e2, ea, C4, CIC2, elC3, c¡e4, e2Ca, C2C4, 

e3e4, c¡e2C3, e le2C,t, CIc:¡e4, e2C3C4, cle2c:~e.¡} 

con ei = e~ - e~ = e~ = -1 Y eiCj = -eje; con ·í # j. Estas relaciones 
especifican la operación producto en c'l y la suma es componente a componente. 
Definamos un morfismo que mande los básicos de C4 en los básicos de M2 ( 1HI ), 
de la siguiente forma: 
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'P'I (1) 

'P4 h) 

[~ ~] 

[~ ~] 

[~ .~ ] 

[~ ~)k] 

[ 
O k] 
k O 

Así, 'P4 manda a los elementos restaIlt('~<; de la base al producto de las ma­
trices conespondientes; de donde obtenemos el ü;ornorfisrno de álgebras. _ 

Proof. C5 es de dimensión 6 corno ;í.]gebra y de dimensión 32 como espacio 
vectorial. Por definición la base es: 

{1 , el, e2, ea, e4, es, el e2, el e~, el e4, el e5, e2e3, e2e4, e2e5, e:le4, e3eS: 
e4e5,ele2e:l, e l e2e4: ele2e5, ele3e4: elC:le5 , ele4CS, e2eae4, e2e3e5, 

e2C4e5, e3e4C5, ele2e3e4, elC2eaes, el C2e,¡e5 , eleae<1e5, e2eaC4e5, ele2eae4e5} 

con ei = e~ = e~ = C~ = e~ = -1 Y c¡ej = -ejCi con 'Í I j. Estas relacio1l0,s 
especifican la opera.ción producto en e5 y la suma es componente a. componente. 
Definimos UII IIlorfismo que mande los blísicos de Cs elllos básicos de M4 ( e ), 
de la siguiente forma.: 
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'P5 (1) l~ ~ ! ~l 
l 
~ ~i ~ ~ 1 
o o o -z 

l ~ I ~ ~¡ 1 

l ~ o ~ ~·l o o o -~ 

o o -i o 

[~ ~ i¡ I 1 

l I ~, ii 11 
Así, 'P5 manda a los elementos restantes de la base a el producto de las 

matrices correspondientes; de donde obtenernos en isomorfismo de álgebras. • 

Ejemplo 29 ISOMORFISMOS DE ÁLGEBRAS 0;,. 
(1) Pn'IYL el ca.so n = O, Có = ~. 
(2) C~ ::::::dR EB Ro 

Proof. C¡ esta gene'rada. por {1,é¡}, ta.l que ér = 1. Esta relación especifica la 
opemcú5n {J'I'Oducto en Cj 11 la suma es componente a componente. Una base 
pam ~ EB IR es {(1, 1) , (1, -1)} . Basta definir 

r.p : Ci ~ ~ EB ~ dada ])07' 

¡p(1) (1,1) 
'P(ét} (1 , -1) 

que claramente es ·isomorfi.smo de álgebms. • 
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(3) C~ ;:::: 1H2 (IR) . 
Proaf. C; esta generada por {1, SI, S2, SIE2} Y se c'umplen las relacione8 sr = 
t:~ = 1 Y El S2 = -E2SI. Esta.~ relaciones especifican la opemción pmdncto en 
C; 11 la SlI,ma es mmponente a componente. Una base pam A[2 (IR) es 

Basta definí'!' 
'P2 : C; --> M2 (IR) dada por-

'P2 (1) [ 1 °
1

] 
O 

[~ ~1] 

[~ ~] 

[~1 ~] 
Clammente '-P2 es isomorfismo de 6.lgebms. • 
. (4) Como último ejemplo demo8tremos que Cl(I,I) (IRHl, q(1,I)) ;:::: kf2 (IR). 

Proaf. Por definición, uno. base pam Cl(1 ,I) (IRHl,Q(1 ,¡» ) es {el,EI , l} 11 se 
cnmplen la8 relacione8 ei = -1, Ei = 1] elE¡ = -Cle¡ . Las cuales especifi­
can la opemción prod'IJ.cto en Cl(l,l) (IRl+I, Q(l ,i)) 11 la S1¿ma e8 componente a 
componente. 

Una ba8e pam M2 (IR) es 

{ [~ ~] , ' [~l ~1], [~ ~l]' [~1 ~]}. 
Basta defini .. r 

I (1) 

f (e¡) 

f(elEI) 
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elammente f es isomorfimw de álgebms. _ 

Consideremos las álgebras de Clifford Cn. Si incluimos los generadores e.¡ de 
C"-l a los generadores Ci de e", tenemos que 0,,-1 es una subálgebra de Cn. 
Por lo que la filtración que se definió en el capítulo anterior es de la siguiente 
forma: 

Co e 0 1 e ... e Cn = IR e e e IHI e ( IHI El) IHI ) e Alz( IHI ) e . .. cOn' 

Un resultado análogo se obtiene para las álgebras O,:. 
La clave de la clasificación de las álgebras Cl(n,m) (IR,,+m, <¡(",m)) para cualquier 

n y ¡TI es el siguiente resultado. 

Teorema 30 Se cumplen los siguientes isomorfismos 

i) 
ú) 
iii) 

e.l ¡IR(n+2l+0, q(n+2 ,O) ~ " 

Cl lTllO+(n+2) ; 
• ll'\. , !J(O,TI+2) 

n+l+m+l el IR : q(TI+I,m+I¡) 
\ 

pam todo n, rn 2: O. I 

Proof, Demostremos i) .Sean el,'" ,en+2 una base ortonorrnal para IR,,+2, y 
sea la forma cua.drática 

q : IR,,+2 --> IR dada por 

q (:c) - ¿~¡2 x7 = -lxl2 

donde x = (:1;1,' . . ,xll+z) . 
Por otro lado consideremos el,'" , E:" los generadores básicos de C~ y sea.n 

E¡: E2 los generadores básicos de O2 , Definamos la función 

:P. : 1R,,+2 --> e~ ®iR e2dada por 

{ 

Ci ® E¡Ez para 1 ~ i ~ n } 
cp (C¡) = 1 ® Ei-n parai = n + 1 ó n + 2, 

Notemos que pa.ra i,j E {1, .. " n}, tenemos que 

y para. k, 1 E {n + 1, n + 2} se tiene que 

C;E.j + fjl~i ® (-1) 
28ij . 1 ® 1, 

1 ® (Ek-nEl-n + E¡-nEk-n) 
28k1 ' 1 ® 1, 

I Por comodidad de notacion. Jos isomorfismos del teorema los denotaremos por 
01("+2,u) ~ CI(U,n) (i\; C/(2.0) , el(0,"+2) ~ CI(n.O) 0 C/(U.2) y el("+l.",+IJ ~ elr" ,,,,) ,~ CI(l ,I)' 
Respectivmnente. Aclcmas recordemos que CI(>1+2,0) = Cn+2 , CI(o.n) = C,~, Cl(2 ,O) = C2 y 
CI(O.II+2) = C;'+2 , CI(0.2) = C:;. 
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tambien se cmnple que 'P (ei) ep (cd + 'P (ek) ep (ei) = O. Se sig'ue entonces 
que (ep (X))2 = 1:¡;12 . 1181 1 para todo x E lR"+2. Por lo tanto, por la propiedad 
universal del álgebra de Clifford existe 

Ahora como íp mapea sobre un conjunto de generadores para e,: i&1t e2 , es 
sobreyectiva. Por otro lado, la dimención de en+2 es igual a la dimención de 
e,: I8IR e2 , por lo que se concluye que ;p es isomorfismo. 

La. demostraci6n de ú) es análoga. Para demostrar iii), procedemos de man­
era Himilar. ConsiderernoH una ba.<;e ortollormal el, .. . , e n+ 1, él, ... ,é77l+1 para. 
lR>I+m+2 tal que q (ei) = -1 Y q (1:j) = 1 para todo i, j. Sea el' ... , e;.., él' ... ,é;" 
Y el, él las baseH correspondientes para lR"+ut y lR2

, definamos la función 

'lÍJ (ei) 
{ 

f"· iO. e"F" para. 1 <_ i <_ n } '" 'el ' 1-1 

1 l8i el para. .¡ = n + 1 

Y 

{ 
éj 181 e1e¡ para 1 ~ j ~m } 

1 181 é)' para j = 'In + 1 

y aplicando el mismo razonamiento que en ep, 'lj; cumple las condiciones para 
aplicar la propiedad universal del álgebra de Clifford. Asi.obtenemos el isomor­
fismo deseado . 

¡, . el (llJl1t +l+m+1 ) el (1llln+m ) ,Q, el (1lll1+1 ) o/. ,JI">. , q(n+l ,m+ l) --> ,JI">. ,q(n.m) '<Y ,JI">. ,Q(1.1)· 

• 
Pa.ra aplicar esta Prol)osición hf¡sica neceHitamos los siguientes resultados 

concernientes al producto tensorial de álgebras sobre R Para J( = lR, C o lHI, 
denotaremos por 111" (k) el álgebra de rnatriceH 11. x n con entradas en J(. 

Proposición 31 Se wmplen los siguientes 'i.~omoTjismos. 

ii) Mn (lR) tg'R J( ~ 1\1" (K) donde J( = C ó lHI y po,m todo n. 

iii) C EB C ~ C@l<C 

iv) C 0!R lHI ~ 1\;12 (C) 

v) lHI 1811< lHI ~ 1"1,1 (lR) 
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Proof. Para demostrar i) y ii) , es suficiente usar los resultados que se conocen 
sobre dimención en el producto tensorial, Asi, tenernos dimensiones (nmf y 
n2 respectivalllente, obteniendo los isomorfismos. 

Para demostrar -iii), definalllos la. función 13 : e ffi e ---+ e Q9R e dada por 

1'3(1 ,0) 
h (0, 1) 

~(l Q9 1+iQ9i) 
~ (1 Q9 1 - i ® i) . 

que manda básicos en básicos, obteniendo asi, el isomorfismo. 
Para demostrar iu) , consideremos a lHI como un e-módulo izquierdo, y 

definamos la función 

'P : e x lHI ---+ H ame (lHI,lHI) 

'P (z,p) IP(z.p) 

<t'(z,p) (x ) zxp. 

Notemos que 'P es IR - bilineal pues 

dada por 
tal que, para. todo :1; E lHI 
donde p es el conjugado de p. 

IP(r (z+w ),p) (:1;) r (z + 'W) :I;P = '/'Z :7:p + 'I"Il):J:p 

'l'c,o(z,p) (:c) + r c,o{ u; ,p) (x) = T [ip( z.p) (:¡;) + 'P(w,p) (x)] . 

Análogo para 'P(z'''(I'+l) )' 

Por la propiedad tilliversal del producto tensorial 0 , existe tilla funcion 
IR-lineal 

'P: e Q9R lHI ---+ H ame (lHI,lHI) = i'vJ2 (C) dada por 

~ (z ·g. p) 'P(z ,l') ' 

'P es homomorfismo de álgebras , pues 

Aplicando ~ sobre una base de e ®R lHI se obtiene que <p es inyectiva. Por 
otro lado como dimR (e ®R lHI) = dirnlR (M2 (C)), <p resulta. ser isomorfismo. 

Para. demostrar ti), consideremos la hillción 

'1)' • lHI x lHI ---+ 

'l/J (PI, 7)2) 
'1/.' (1'1 ,1'2) (:1') 

H 07n{; (lHI ,lHI) 

1/'(P1 ,1'2 ) , 

PI X P2 ' 

da.da por 
tal que, para todo x E lHI 
donde p es el conjugado de p. 

y haden do un análisis semejante que en iv), obtenemos el isomorfismo de­
seado. 

~: lHI ®!R lHI ---+ H ame (lHI,lHI) = M.i (IR) 

• 
Antes de continuar con el estudio de la...:; álgebras 
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observemos que para cualquier (n, m) la complexificación del álgebra OI(II,m) (IR"+m, q(n,~ 
el; solo el álgebra de Clifford sobre e correspondiente a la forma cuadnitica 
complexificada, n<; decir, 

Sin embargo, todas la.'l formas cuadráticas no degeneradas sobre en son equiv­
alentes sobre en. (e). Por lo tanto, ajusbmdo la forma cuadrática por 

qC(n,O) e"+o --+ e 
CJqu,O) ( Zl , Z2, .•. ZT..,) ¿::~i z; 

y 

CJq O,n) : eO+11 --+ e 
CJqO,n) (ZI' Z2, . •. oCT,) ¿:n 2 

.i=i Zi 

y definiendo 

en == 01 (C',qc) . 

tenemos los siguientes isomorfismos. 

en ~ Ol(o.n) 0R e 
Ol (

lTbl+(tt- 1j ) ,0. If' 
~ (1,n-1) ~ ,CJ(1,n-1) ""'IR \l... 

~ Ol(2,"-2) (IR2+(n-2) , CJ(2 ,n-2)) 01R e 
~ .. . ~ OI(n-l,l) (IR(n-1)+1, Q(n -l.l)) 0R e 
~ Cl(n ,O) ':8lR C. 

Teorema 32 Para. todo n 2: 0, existe una periocidad de isomorfismos 

donde 

i) OI(O,n+8) ~ Ol(o.n) 0R 01(0,8) 

ii) Ol(n+8,0) ~ Ol(n,O) 0R 01(8,0) 

iii) en +2 

CI(8,0) = M(16) (IR) 

M(2)(C)' 

Proof. Usando los isomorfismos i) y ü) de la proposición anterior y haciendo 
que n + 8 quede en terrninos de 11. + 2, para luego miar el teorema anterior, 
tenemos que 

Cl(0,n+8) ~ Cl(O,n) 0 Cl(2,0) 0 01(0,2) 0 01(2,0) 0 Cl(0,2). 
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Usando el ejemplo y la proposición anterior tenemos que 

Cl(O,n+8) ~ Cl(O,n) ~ lH! 0 lH!0 M 2 (IR) 01112 (IR) 
~ Cl(Q,Il) 0 -M4 (IR) 0 j\,;J4 (IR) 
~ Cl(o,n) ~ M16 (IR) 

Esto demuestra. el primer isomorfismo. La. seglUlda. periocidad se demuestra 
de manera análoga. Por último, para demostrar iü) basta usar los isomorfismos 
de <Cn , es decir, 

• 

<Cn+2 ~ C/(0.1I+2) 0 <C 
~ CI(n.O) ® CI(o,2) 0 <C 
~ en ®c C2 

Por lo tanto, usando los resultados a.nteriores, podemos constnúr la sigu­
iente t.abla. 

1 2 3 -1 

C" <C lH! lH!$lH! M2 (lH!) 
C~ IR 61 IR 1\.12 (IR) 1\.12 (<C) M2 (lH!) 
<Cn <CEB<C M2 (<C) M2 (<C) EBM2 (<C) M4 (<C) 

5 6 7 8 
Cn M4 (<C) Ms (IR) AJs (IR) 61 ¡'vIa (IR) M16 (IR) 
C' n M2 (lH!) 61 J'l,f2 (lH!) M4 (lH!) M8 (<C) j\116 (IR) 
<Cn M4 (<C)$M4 (<C) Af8 (<C) AJs (<C) 61 Ms (<C) J'l,f16 (<C) 

Combinando la tabla anterior con los isomorfL'lIllOS de perioeidad y el hecho 
de que 

C/p,l) (IR1
+1,(j(1,1)) ~ M2 (IR), 

podemos eonstruir la dasificaeión eomplet.a de las álgebras 

Cl (TIll1l+m ) (n,m) J1'I. , (j¡1l,m) . 

Como se muestra en la siguiente tabla. Léase TI, en el renglón horizontal y m 
en la columna. 

8 -MHi (IR) lvIHi (<C) i\.116 (lH!) 
7 Ms(<C) Ala (lH!) 1\1Is (lH!) EBi\.f¡¡ (lH!) 
6 M4 (lH!) M.1 (lH!) 61 M 4 (lH!) Ms (lH!) 
5 M2 (lH!) EBM2 (lH!) M4 (lH!) AJs(<C) 
<1 M2 (lH!) M4 (<C) Ms (IR) 
3 M2 (<C) M4 (IR) M4 (IR) $M4 (IR) 
2 M2 (IR) M2 (IR) 61M2 (IR) M4 (IR) 
1 IR 61 IR ]vJ2 (IR) i\.12 (<C) 
O IR <C lH! 

O 1 2 

38 LAS ÁLGEBRAS CN y C(N.M) . 



8 M16 (lHI) 67M16 (lHI) Af.12 (lHI) A164 (C) 
7 M16 (lHI) l'v1..12(C) Mli4 (IR) 
6 lV/lO (C) "'/32 (IR) 1\1:\2 (IR) 67111.32 (IR) 
5 M1f; (IR) M16 (IR) EBMlü (IR) M32 (IR) 
,1 A18 (IR) 67M8 (IR) !vI}(j (IR) Ívfw (C) 
3 Afp, (IR) Mp,(C) M8 (lHI) 
2 M 4 (C) M4 (lHI) AI4 (lHI) ffiM4 (lHI) 
1 AI2 (lHI) M 2 (lHI) ffiM2 (lHI) A14 (lHI) 
O lHIffilHI M 2 (lHI) M4 (C) 

3 4 5 

8 Mm (IR) Afl28 (IR) ffiAI128 (IR) M25(; (IR) 
7 M64 (IR) 6711164 (IR) M128 (IR) Mm. (C) 
6 MM (IR) M04 (C) 1\164 (lHI) 
5 A132 (C) A{12 (lHI) M:l2 (lHI) ffiAf32 (lHI) 
-1 MlG (lHI) M16 (lHI) ffiAf16 (lHI) M32 (lHI) 
3 M8 (lHI) 67iVIg (lHI) Mlfj (lHI) M:l2 (C) 
2 AI8 (lHI) M 16 (C) l'vI,12 (IR) 
1 M 8 (C) Jltl¡ü (IR) ¡V!w (IR) ffiMl6 (IR) 
O M8 (IR) Ms (IR) ffi]l,Ip, (IR) MIO (IR) 

6 7 8 

Nota 2 RESULTADOS IMPORTANTES SOBRE LAS ALGEBRAS 
Cn y C~. 

(1) Para todo n ~ 3,)as álgebras de Clifford Cn tiene divisores de cero. 
Basta probar que C3 tiene divisores de cero. Sea 1 + elC2ea Y 1 - ele2e3 en 

C3 , entonces 

1 - (ele2c3)(cle2c3) 
1 + (elc2e3)(e3e2cl) 
1 + (el C2C3e:le2e¡) 
1 + (elc2( - e2el» 
1 + (el(-e2e2)el» 
1 + (ele¡) 
1-1 = O. 

(2) Si n es par entonces el centro Z( C,,) es Ilnidimew;ional (y consiste 
únicamente de los elementos de IR. ) pero si 71 eH impar, entonces el centro 
Z(Cn ) es bidimensional y cHtá generada por el 1 Y c¡n] = el' C2 . e3 ... en (el 
Hubíndice [n] = {1, 2, ... ,71}) . Pues 

como 1, el, C2, ... , e" generan a. C" por definición, entonces y E Z( en) si y 
solo si yei = ei1J, es decir, eiyei = -11, para cualquier -i = 1, "') n. 
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Si i E 1 = {il < i2 < .. . < i".,} e i = iT, entoIlces 

l' 1 'T 
c¡el = (-1) - (-C}¡\{i} Y e¡ei = (-1)""- (-C)¡\{i} 

Si i í 1 Y i'l'-l < i < i t , entonces 

T 1 1~1 Cíel = (-1) - CJU{i} Y ele¡ = (_l)m- CW{i} 

Por lo tanto si y= ¿¡¡¡el, entonces 
1 

C¡yei = 2:)-1)">+1 (-y¡) e¡ + 2) _l)m (-y¡) el, donde rn = 11/ . 
iE I i~ l 

Por lo tanto eiye¡ = -Xi si y solo si Yl = (-1 )m+ly¡ para i E 1 Y Y1 = 
(_1)mY1 para i í l. Como para cualquier 1 =1- 0 existe [nJ y también i E 1 e 
i í 1, se sigue que si eiye¡ = -jI para todo i = 1, .. . , n entoIlces (-1 )"'+1Y1 = 
( -1 )mY1 por lo que ]JI = O. Adqmás Yin] = (-1)"+1y[,,) de donde Y[n] = O si n 
es par. Por lo tanto Y = Y0e0 si n es par y Y = Y0C0 + Y[nje[nj si n es impar. 

(3) Si x E en tal que x = a¡az .. . an con n par y Oi E e r" decimos que x 
es un elemento par. Análogo para :1: E e~¡. 

(4) Para. cuak~<;quier número n, los elementos pares del centro del álgebra 
de Clifford en coincide con IR. Este resultado se sigue de la observación (2) 

. (5) Los resulta.dos anteriores se cumplen para las algebras e~,. 
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3. LOS GRUPOS CLÁSICOS. 

3.1. EL GRUPO GENERAL LINEAL GLn (ffi.) . 

En (~'ite capítulo describiremol; aspectos algebraicol; y topológicos de los 
grupos cl ási COI;. Recordemos algunol; conceptos básicos de topología que se 
usarán durante la lecttll"a de éste y el siguiente capítulo. 

Si conl;ideramos un conjunto X y T una familia de subconjlmtol; de X . 
Decimos que T es una topología de X si, y 1;010, I;i se cumplen las siguientes 
condiciones: 

(i) El conjunto vaeio 0 y X son elementos de T. 

(ii) U 1I'j E T, Para. t.oda {Vj} jEi e T . 
j€i 

(ii) n Uj E T, Para toda {Uj }jEi e T con 1 finito. 
iEi 

Al par (X, T) se le llama. espacio topológico, a 101; elementos de X se le" 
llaman puntos y a los elementos de T se les llaman abiertos de (X, T). 

Para mayor facilidad de lectura y notación, en lo sucesivo denotaremos 
a (X, T) solo como X. Si se requiere decir algo sobre su topología se dirá 
explícitamente. 

Dados dos espacios t.opológicos X e Y, una función .f : X --> Y se dice 
qlle es continua, si para todo U e y abierto, la imagen inversa 1-1 (U) e X 
es abierto de X. 

Diremos que X es disconexo si existen U y V en T ajenos distintos del 
vacío, tales que X = U U V. De lo contrario diremos que X es conexo. 

Por otro lado X es localmente conexo en x E X si posee una base local 
de conexos. Diremos que es localmente conexo si lo es en cada UllO de sus 
puntos. Si el lector desea ver con mayor profundidad estos conceptol; puede 
consult.ar cualquier libro de topologia general. En esta tesis solo usm'emos las 
definiciones anteriores y cuando se requiera algo mas lo introduciremos en su 
momento. 

En ésta primera seceión, describiremos el gmpo generallinf'.a.l GLn (lR) en 
el cas() real. Consideremos el ,ílgebra de las matrices cuadradas Aln (lR) con 
coeficientes en lR y lRn2 el producto cartesia.no de lR, n 2 veces. 

Proposición 33 La funr.i6n 

cp: Mn (lR) dada por 
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donde A = : : .. . 
[

0,11 a¡2 .. . 

a¡" 1 
: . Es 1tn 'isomorfismo. de grupos aditivos. 

a".1 Q.n2 • •. o.n'11, 

Proof. Sean A y B E M" (IR) entonces 

<p (A + B) 

(a¡l + b¡¡, . .. , aln + !Jln, ... , Q,nl + bn1 , ... , arm + b",,) 

(0,11, ... , Q,nn) + (bll , ... b"n) 

¡p (A) + <p (B) 

Por otro lado. Sea A E M" (IR) tal que ¡p (A) = O. es decir, <p (A) = (O, O, . .. ,O) 
si"y solo si, Ilij = O para todo 'Í, j = 1, . . . ', TI. Y esto es eqtúvalente a que A sea 
la ma.triz O. Por lo tanto <p es monomorfislIlo. Si (:1:1, . .. , ~¡;n2) E IRn' entonces 
existe 

X= 
[ 

x¡ 

:1:,,+1 

.1;11(:,-1) 

.. . x" 1 

... T2n 

~¡;n2 

E M" (IR) tal que 

'1' (X) = (Xl, ... , ~Cn2) . Por lo tanto <p es isomorfismo de gTUpOS. • 
El isomorfismo <p induce una topología en 11.1n (IR), es decir, un conjunt.o 

U e Al" (IR) es abierto, si U = '1'-1 (V) , donde V es un abierto en IRn
2

• Por lo 
tanto l\t[" (IR) Y IR"? son espacios topológicos homeornorfos. 

En el capítulo uno definirnos en IRn2 
el producto euclideano por 

Así, podernos definir tilla métrica euclideana en IRn2 
como: 

eon x = (x¡, ... , ~;,,2) e y = (1/1, ...• 1/,,2). El isomorfismo <p anterior, induce un 
producto en Aln (IR) Y una m()trica compatibles con las de IRn

2
, dados por 
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1 

el (A, B) = IIA - EII = (L~.i=l (aij - bij )2r . 
respectivamente, donde A = (G.ij) y B = (b¡j) . 

La función determinante 

det : }'In (lR) 
A 

---t lR dada por 
1-----+ det (A) 

es continua, pues es combinación lineal de los coefieientes de A. 

Definición 34 Llamamos grupo general lineal al conjllnto 

GL" (lR) = {A E Un (lR) / det (A) =} O} 

Nota 3 RESULTADOS TOPOLÓGICOS DEL GRUPO GL" (lR). 

(1) El grupo general lineal GL" (lR) es abierto en M" (lR). 
(2) El grupo general lineal GL r, (lR) es 71,2 variedad. 
(3) El grupo general lineal G L" (lR) no es compacto. 
(4) GLn (lR) no es conexo. 

Proof. Afirmación (1) .. Como la función det : Mn (lR) ---t lR es continua y 
R- {O} e lR es abierto. Así, se tiene que det-1 (lR- {O}) = GLn (lR) Y por lo 
tanto, abierto en I'vln (lR). 

Afirmación (2). 
Por la proposici6n anterior, 111,.. (lR) es home011lorfo a. lR,,2 y por lo tanto 

una n2-variedad. Corno GL,.. (lR) es un abierto de iV1" (lR) , se sigue que es una. 
TI.2-va.riedad. 

Afirmación (3). 
Es suficiente ver que GL" (lR) no es acotado. Sean 1 E Aln (lR) la matriz 

identidad y l' E lR- {O} , entonces det (rI) = 1'''1 = 1'" =} O, por lo tanto 1'1 E 

GL" (lR). 
Por otro lado 

Haciendo tender l' a infinito, 111'111 también tiende a infinito. Por lo tanto 
G Lr, (lR) no es acotado, y por lo tanto no es compacto. 

Afirmación (4). 
Supongamos que es conexo, como la función determinante det es continua, 

entonces det (GLn (lR)) debe ser conexo. Pero det (GL,. (lR)) = lR- {O}, el cual 
es disconexo. Por lo tanto GLn (lR) es disconexo . • 
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3.2. EL GRUPO ORTOGONAL. 

En esta sección describiremos alglillos aspectos topológicos y algebraicos 
del gTUpO ortogonal. 

Definición 35 Una función lineal T : IR" ~ IR" es ortogonal si preser'ua 
distanci..as, esto es, si IIT(x)11 = IIxll pam todo x E IR". 

Teorema 36 Sea una f7/.nción lineal T : IR" ~ IR". Las siguientes afinna­
GÍones son equivalente.s. 

(1) T es ortogonaL 
(2) (T (x) ,T (y)) = (x, y) pam todo T , y E IR". 
(3) Si {VI, V2, . . . vn } es v.na base ortonormal para IR", entonces 

{T (VI), T (112) " " T ('Un)) 

también es una baBe orlonormal de IRn. 
(4) La matT'iz A asociada a T es 'inve1"tible y satisface la condición AlA = J. 

Donde Al es la matriz transpuesta de A. 

Proof. (1) ==? (2) 
. Por lúpótesis tenernos que liT (:/:)11 ~ 1i:r.1I V x E IRn. Esto implica que 

(T (:c) , T (:7:)) = (:r.. x) para todo :1: E IRn. Sustituyendo :/:por x + y obtenemos 

(T (:c + y), T (:r. + y)) = « :/: + y), (:/: + y)). 

Usando la propiedad bilineal y simétrica del producto euclideano obtenemos 

(T (x) , T (:r:)) + 2 (T (.1:) ,T (y)) + (T (y) ,T (y)) = (x, x) + 2 (x, 1/) + (1/,1/) . 

como 
(T(x),T(:¡:)) = (:¡;,x) y (T(y) ,T(y)) = (1),1)) 

se tiene que 2(T(x),T(y)) = 2 (x,y ) lo cual implica que (T(x) ,T(y)) 
(x, 1/) . 

(2) ==? (3) 
Sea {VI, 1!2, . . . vn } una base orto normal pal'a IRn; entonces 

(V;, Vi) = 1 Y (Vi, Vj) = O cuando i =f j . 

por (2) tenemos que 

(T (Vi), T (v;)) = 1 Y (T (Vi), T ('/Jj)) = O cuando i =f j. 

por lo tanto {T (VI) , T (1.'2) , . .. T (111.)} es una base ort.oIlorrnal de IRTl . 
(3) ==? (1) 
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Supongamos que p<u'a alg\llla base ortonormal {VI, V2, ' , . v,,} de lR" se tiene 
que {T(v)) ,T(V2) , .. . T(v,,)} es también UIla base ortonormal de lRn . Sea 
x = a)vl + ... + a."'V71 un vector arbitrario en lR"' . Entollees 

11. 

II xl1 2 = (:0,:1:) = ((11 11 ) + ... + a,,111l , (11111 + ... + (1,,11,,) = La; 
i~1 

pues {VI) V2,'" vn } es un conjunto ortonormal. 
Similarmente, se tiene ql\e 

(

n n \ " 
liT (x) 11

2 = (T(:¡;) ,T(x)) = ~a;T(Vi), ~a¡T(Vi) / = ~a¡' 

(3) =* (11) 

" Se<Ul {v) , V2, . . . v,,} una base ortollorma.l de lRn y T (Vi) = ¿ O:ji,Vj. Corno 

{T (VI) ,T (V2) , . .. T (Vn )} el; ortollormal, se tiene que 
.i=1 

(T (v;) , T (Vi)) = (~O:jiVj, j~ (}j¡Vj) 

y si i =1- .i, 

n 

¿O}i 
j=) 

1 

n 

¿ (\;k¡(l'kj 
j=1 

O. 

Luego la matriz de T en {-Ul' V2, . .. vn} es A 

" ¿ akiakj = O. Lo cual implica que AAt = J. 
k=1 

(4) =* (3) 

11. 

(O:¡j) con ¿ aJi 
j=1 

1 Y 

n 
A-) = At Y A = (T (VI),"" T (v,,)) entonces A = (O:ij) y ¿ (}kiakj = O Y 

k=1 n 

¿ o:;¡ = 1 implica que {T (VI) , T ('V2) , ... T (Vn )} es base ortonorrnal. _ 
j=1 

Definición 37 Una matriz A E GLn (lR) es ortogonal si A-1 = Al. De donde 
A es la matriz de 'una función ortogonal con respecto a una base otto1!ormal 
de lR" . Definamos al cOT/:j1J.nto 

O (n) = {A E GL" (lR) I A-1 = A t } 
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Proposición 38 El confu,nto O (n) es 'Un slI,bgT'l/,po de GL" (IR) , 

Proof. Basta ver que es cerrado bajo el producto. Sean A y B E () (n) entonces 
(AB)-I = B- I A- l = B LAt = (AB)t • 

Definición 39 Al grupo () (n) lo lla.mamos el grupo ortogonal Decimos que 
'uno. matriz ortogonnl A, es una rotación si det (A) = 1. De lo contrario, si 
det (A) = -1, es 'Una reflexión. 

Lema 40 Si A E () (n) ent.onces det (A) = ±1. 

Proof. Sea A E O (n), entonces 

1 det (I) 

por lo tanto det (A) = ±1. • 

det (AA-l) 
det (AA t ) 

det (A) det (AL) 
det (.4) det (A) 
(det (A»2 

Ejemplo 41 Co.btlenw8 108 l),l'i1Tu~TOS wsos de O (n). 
(1) Pa/m n = 1.0 (1) ~ Z2 . 

. (2) Pam TI, = 2.0 (2) ~ SI donde 

SI = {(x, y) E JR2 I :c2 + ¡/ = 1} 

Proof. (1) O (1) ~ Z2. Sea A = [a] E 0(1) . Corno det (A) = ±1 se tiene que 
a = ±1, por lo que Ilna componente de O (1) es el1 y la otra es el -1. Por lo 
tanto 0(1) = {-1, 1}. Pero {-1, 1} es isomorfo a Z2. 

(2) O (2) ~ SI. . 

Sea A = [(~ bl ] E 0(2). Corno det (A) = ad - be = ±1 se tienen dos e (, 
ca.'ios: 

('í) Supongamos que det (A) = (uI - he = 1. Entonces la matriz inversa y 
transpuesta son 

A -1 = [!e ~b] y At = [~ ;;] 

respectivamente. Como se cumple la condición A -1 = Al., concluimos que d = o. 
ve = -l!. 

. Por lo anterior, la matriz A = [~'b ~] con determinante (L2 +ll = 1. Por 

lo tanto, una eomponente de O (2) es isomorfa a la circunferencia SI . 
(ú) SupollgarnoH que det (A) = ad - be = -1. Entonces la matriz illverHI1 y 

transpuesta son 
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respectivamente. Como se cumple la condición A- I = At, concluimos que d = 
-a y e = b. 

Por lo anterior, la matriz A = [~ ~a] con determinante -0,2 - b2 = -1. 

Por lo ümto, la otra componente de O (2) es también isomorfa a la. circunfer­
encia SI. De lo que concluimos que O (2) es isomorfo él SI. • 

En general, usando el caso (i), haciendo a = cos B y b = senO, se tiene que 
toda rotación es de la forma 

R [cos f} senf}] O < O 2 
() = -senO cos (J para - < ¡r. 

La estructura de una matriz ortogonal se generaliza en el siguiente teorema. 

Teorema 42 Toda rnatr'iz ortogonal es similar' a 7Lna de la forma 

1 O O O O O O 

O 1 O O O O O 
O O -1 O O O O 

O 
O O O -1 O O O 
O O O O ~l O O 

O O O O O O 
O O O O O O R.J. 

Proof. Ver la demostradón en [ GMA] o en [\VC] . • 

Nota 4 RESULTADOS TOPOLÓGICOS DEL GRUPO O (n) . 

(1) El grnpo O (n) <:''8 compacto. 
(2) El grupo O (n) no es conexo. 

Proof. (1) O (17,) es compacto. Como el conjunto {-1, 1} e .. 'i cerrado en lR y la 
función determinante det. es continua, se tiene que det.- 1 

({ -1, 1}) = O (11.) el 
cual es cerrado. 

Por otro lado si A = ((/,ij) E O (TI.) entonces los renglones son lUla base 
ortonormal; así 

1 

(n 1)2 

fo 
por lo que O (n) esta acotado y por lo tanto compacto. 
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(2) O (n) no es conexo. 
Supongamos que es conexo y por ser la función det continua, entonces 

det (O (n)) debe ser conexo, pero det (O (n)) = ({ -1, 1 }) el cual es disconexo. 
Por lo tanto O (n) es disCOllf'.xO. Aun más, O (n) = det-1 

({ -1}) U det-1 
({ l}) 

que son dos componentes. • 

3.3. EL GRUPO ESPECIAL ORTOGONAL. 

En esta. sección estudiaremos lUla de las componentes de O (n) j con exacti­
tud fijaremos nuestra atención a. la componente que corresponde a. det-1 

({ 1}) . 
Definamos al conjunto 

80(11) = {A E O(n) I det(A) = 1} 

Proposición 43 El conjnnto SO (n) f.8 'un subgT"'upo de O (n) . 

Proof. Basta ver que es cerrado bajo el producto. Sean A y B E 80 (n) 
entonces det (AB) = det (A) det (B) = 1 . 1 = 1. • 

Definición 44 Al grupo 

80(n) = {A E O(n) I det(A) = l} 

lo llamamos grupo especial ortogonal o grupo de rotaciones. 

Ejemplo 45 ealc7llernos ,los p1imeros casos de 80 (n). De los ejernTllos del 
9'/"'7./:po m'toganal O (n) concluirnos q'ue: 

(1) Sí. n = 1, SO (1) es el 91'upo t1iv'í.a.l. 
(2) Si n = 2, SO (2) es isom01fo a Sl.Ademas si 

A = [(1, f¡] E SO (2) 
e d 

con ad - be = 1, tenernos que su matriz inver'sa es 

A- 1 = [d -b] E 80 (2) 
- e a 

con da - eb = 1. 
SILbemos q7.tl', pam, el caso n = 2, toda. mab'í.z A E SO (2) (;8 sirnila:r (], una 

tie la f0'/7na 

R [
cos e sene] o < e ? e= ,11 , 'o para _ <~1í. -seno cos 
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La e~tructnra general de una matriz A E 80 (n) se obtiene del sigtúente 
teorema. 

Teorema 46 Toda TOtlLción A es sirnilaT a 'Una de la !0'I7na 

ROl O O O O 
O Ro2 O O O 

B= O O O O 
O O O Ro. O 
O O O O 1 

es decir, A = X BX- 1 con X E SO (n). 

Proof. Ver la demostración en [GMA] página 120 . • 

Nota 5 El grupo SO (n) es compacto. 

Proof. Corno el conjmlt,o {1} es cerrado en lR y la flUldón det es continua, se 
tiene que det- 1 

({ 1}) = SO (n) el cual es cerrado. Por otro lado, se tiene que 
SO (71,) e O (n) ; y como O (71,) es compacto, por lo tanto SO (n) también es 
compacto. • 

3.4. EL GRUPO GENERAL LINEAL GLn (C). 

En esta secdón describiremos algunos aspectos topológieos y algebraicos 
del grupo general lineal GLa (te) en el caso complejo. 

Sea 11171 (te) el álgebra de las matrices cuadradas con coeficientes en C; y 
e,,2 el producto cartesiano de e, n2 veces. La nmción definida por 

'lÍ': lv[" (te) --+ e l2 dada por 

[ 

Z 11 Z12 •.. 

donde A = : : .. . 

Znl Zn2 .. . 

Z¡" 1 ,,: .Es un isomorfismo de grupos. La derno~tración 

~nn 

es análoga al caso real. 
Observemos que la nmción/L : C --> JR x lR dada por J.L (a + [,b) = (a, b) es 

un isomorfismo de gTUpOS aditivos. Por lo tanto 0..xiste un isomorfismo 

de gnlpos aditivos. El isomorfismo o; induce una topología en en2
, es decir, 1m 

conjunto U e C',2 es abierto si U = (} -1 (V) donde V es un abierto de JR2n2 . 
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Por otro la.do el isomorfismo 1;' induce una topología. en A1n (e) ; es decir, un 
conjmlto W e Mn (C) es abierto si W =~)-I (U) donde U es un abierto de 
en'. 

Por lo anterior el isomorfismo 

induce una. topología a JUn (e) . De lo anterior se tienen los siguientes homeo­
rnorfüuIlos 

}'"f" (e) s=! e,,2 s=! JR2n2. 

Como en en' tenemos un producto hermitiano dado por 

y una métrica hermitiana 

con z = (Zl , . . . , -<T,2 ) e y = (VI ,"" V,,2 ) en en2
; el isomorfismo 7/1 induce un 

producto en Mn (e) y lUla métrica compatibles con las de en2
, dados por 

y 

respectivamente. Donde A = (Zi.i) y B = (-Vi)) E Mn (C). 
Observemos que si (). (z) = x E JR2,,2 ya (1]) = V E JR2n2 entonces la. métrica 

herrnitiana en e,,2 es compatible con la métrica en JR2n2 . 

La. fundón determinante compleja. 

Det: Afn (C) ----+ 

A ............. 
e 

Det (A) 
dada por 

es continua, pues es combinación lineal de sus coeficientes. 

Definición 47 Llamamos grupo general lineal al conjunto 

GL,,(C) = {A E Mn(C) I Dd(A)"# O} 

Nota 6 RESULTADOS TOPOLÓGICOS DEL GRUPO GL" (C). 
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(1) El grupo eL" (C) es abierto en Al" (C). 
(2) El gTUpO eL" (C) es 2n2 variedad. 
(3) El grupo GL" (C) no es compacto. 

Proof. Afirmación (1) . 
Como la función De/; : 111" (C) ---. e e::; eontinua y e- {O} e e es abierto, 

se tiene que Det,-I (e- {O}) = GL" (C) y por lo tanto abierto. 
Afirmación (2) . 
Sabernos que Al" (e) es homeomorfo a R 2n

2 
y por lo tanto 2n2 variedad. 

Corno GLn (C) es un abierto de Mn (C) , se sigue que es 2n2 variedad. 
Afirmación (:3). 
Es suficiente ver que no es acotado. Sean l E M" (C) la matriz identidad 

y z E e- {O} ,entonces Det (::;1) = zTll = z" f= O, por lo tanto zl E eLn (C). 
Por otro lado 

1 

IlzllIH = (¿:::.i=lllzll¡¡2) 2 

1 

(n 11.:1111 2)2 

fo 11 :: 11/1 

Haciendo tender 1I,:lln a infinito, Ilzlllf[ también tiende a infinito, por lo que 
GL" (e) no es a{:otado, y por lo tanto no es eompacto. _ 

3.5. EL GRUPO UNITARIO U (n) . 

En e::;ta scceión deseribirernoH algullo::; a..'lpectos topológicoH y algebraieos 
del grupo unitario. 

Definición 48 Una funC'ión lineal T : en ---. en es unitaria si pn;serva 
distancias, esto es, si liT (:1:) II JI = lI:rll lJ V :1: E en. 

Teorema 49 Sm una. función l'ineal T : en ---. en. L().~ sig'uientes afirma­
ciones son eqlLiva.lentes. 

(1) T es 'unitaria. 
(2) (T (x), T (Y))f[ = (x,1/)[1 pam todo :C, y E en. 
(3) Si {VI, 712, • . . Vn } es una. base ortonoT"TTI,al¡IO,m, en, entonces 

tamhién es 'una base O1"tono.,.,nal de e". 
(4) La ma.triz A asociada a T es inven'ible y sai'isface la condición A At 

= l. 
Donde AL es la matriz conjugada transpuesta de A. 
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Proof. (1) ===} (2) 
Por hip6tesis tenemos que liT (x)IIH = Il xll H , para todo x E en. Esto 

implica que (T(:r;) ,T(x))[{ = (x,:r)[{ para todo:r E e". Sustituyendo x por 
x + y obtenemos 

(T (x + y) , T (x + 1/)) 1l = «x + y) , (x + y)) Ii' 

Usando la propiedad bilineal y simétrica del producto hermitiano obtenernos 

(T (x) ,T (x)) lJ + (T (x) , T (y)) JI + (T (y) , T (x)) II + (T (y) ,T (y)) II = 
(:E, :r.) JI + (x, y) JI + (y, x) JI + (y, y) 11 . 

liT (x)II;¡ + liT (y)II;¡ + 2 Re (T (:E) , T (y) ) J[ 

por lo tanto 2 Re (T (:7:) ,T (y)) JI .= 2 Re (x, y) JI de donde Re (T (x) ,T (y)) JI = 

Re (:7:, y) II . De la seg1U1da. ig1lakf¡:¡.d obtenemos que 

(2) ===} (3) 

Illl (:r,y)¡¡: = Im(T(x),T(y))}{ 
(x,y)f[ = (T(x),T(Y))f[ 

Sea {VI, V2, .. . 11,,} una. base ortonormaI para e"; entonces 

(Vi, V;) JI = 1 Y (v.;, Vj) ¡¡ = O cuando ·i i j. 

por (2) tenemos que 

(T (Vi)' T (Vi))}{ = 1 Y (T (Vi), T (Vj)) f[ = O cuando i i j. 

por lo tanto {T (VI) , T (V2) , . .. T (v,,)} es una base ortonormal de e". 
(3) ===} (4) 
Sea {V1, 1)2, ... Vn } una base ortonorrnal de en y A = (a;j) la matriz de T 

con respecto a la base: entonces 

(T (v;) , T (Vj)) IJ 

n n 

¿::: ¿::: a.ki (l.ij (Vk, Vj) JI 

1.:=1 j=l 
n 

¿::: a.ki (l.kj = Óij . 

k=1 

Luego si Jf = (Oji) tenemos que AJf = J. 
(4) ===} (1) 

-t 
Si AA = J entonces {T (v¡) , T (V2) : ... T (v,,)} es base ortonorrnal y luego 

T es unitaria. _ 
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Teorema 50 Sea. T : e" ---> en una. función lineal ·unitaria. Los valor'es 
camdcrísficos de T ,W!n de n01ina 1 y e:Liste 'Una base ortonormal de vector-es 
camcterísticos de T. 

Proof. Si v E T es un vector cru:actenstico de T con valor característico A E e 
entonces 

(11,11)[[ (T(v) ,T(v))I1 
(Av, AV) H 

XX (v,u) l/ 

11,X1I¡1 
1. 

Para demostrar la seglUlda afirmaeión procedemos por inducción sobre la 
dimensión de IC". 

Si dim en = 1 la afirmación es inmediata. Supongamos que dim en > l. 
Corno IC es algebraicarnente cerrado existe VI E en eigenvector de T con algún 
eigenvalor. Supongamos sin pérdida de generalidad que IlvllllI = 1. 

Sea 11\-' el sllbespacio de en generado por 7)1 entonees e', = tl-' E!1 W.l y 
dim vV.l = dim ICn - l. 

Afirmación: H/.l es invariante bajo T. 
'Sea w E en tal que (v¡,w)¡¡ = O luego O = (Vl,W) [{ = (T(v¡), T(w))¡¡ = 

(AVI, T (w)) ¡¡ = ,X (v¡, T (w)) II . Por lo tanto (VI, T (w)) JI = O Y T (W.l) e W.l. 
Por hipótesis de inducción sabiendo que la re..'ltricción de T a Hl.l es unitaria 

se sigue la demostración al teorema. _ 

fi A G (¡ro) , ., A 1 ~A De nición 51 Una matr'iz E L" \l... es un~ta1"La 8'1. - = ; entonces 
A es la rnatr'iz de 'Ilna !nnción unitar-í.t¡. con 'respecto a 1L1W bl1.w~ or'toruwrnal de 
en, 

Corolario 52 Si A E GL" (IC) es unitaria, entonces e:Liste otra. mat·,-¡z 'uni­
taria B talque BAB-l es diagonal, con los weficientes de la diagonal de nor'rna 
1. 

Proof. Sea T : e' ---> en la función lineal unitaria correspondiente a A con 
respecto a la base {VI, 'V2, ... v",}, Luego existe una base {w¡, W2, .. . 1Ji,,} de 
eigenvectores ortonormales de A, luego si B es la matriz de cambio de base 
BAB-l es diagonal y como ambas baBes son ortonormales B es unitaria y los 
elementos de la diagonal son de norma 1. • 

Ddinamo~ al conj unto 

Proposición 53 El ('~mjunto U (n) es un subg'T"U]Jo de GL" (C). 
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Proof. Basta ver que c.<; cerrado bajo el producto. Sean A y B E U (n) entOl1Celi 
(AB)-l = B-1A-l = BtAI = (ABf • 

Definición 54 Al g7'UpO U (n) le llamamos grupo unitario. 

Lema 55 Si A E GL" (1(:) es 7lT1itaria, entonces IIDel. (A)II;¡ = 1. 

Proof. 
1 Det (1) 

~:(:~ll) 
Det (AA 

Det (A) Dei (A) 
Del; (A) Del; (A) = 11 Del. (A)II;, 

por lo tanto IIDef (A)II~{ = 1. • 

Ejemplo 56 El gT"lLpO 1/,nitll1'ú¡ U (1) es isom07fo a la circunferru;ia SI. 

Proof. Sea A = Jz] E U (1) con z = a+ib. Como Det (A) = z y IIDet (A)II;[ = 1 
se tiene que IlzlI¡¡ = a2 + b2 = 1. Por lo tanto U (1) es isomorfo a SI . • 

La estructura general de una matriz A E U (11) se obtiene del siguiente 
teorema. 

Teorema 57 Toda mat7'iz 1/,nitaT"ia A es similar' o confugada a nna de la 
forma 

B = [~)l O ~ 1 con II.Aill;¡ = 1 

O O .A" 
es deci'r, A = X BX-l con X E U (n). 

Proof. Ver la demostración en [GMA] pagina. 120 . • 

3.6. EL GRUPO ESPECIAL UNITARIO. 

En esta sección describiremos algunos aspectos topológicos y algebraicos 
del grupo especial unitario. 

Definamos el conjunto 

SU (71,) = {A E U (n) 1 Dei. (A) = 1} 

Proposición 58 El conjunto SU (11) es un 8ubg'l'IPO de U (11,) . 
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Proof. Basta ver que es cerra.do bajo el producto. Sean A y B E SU (n) 
entonces 

Del (AB) 

-

Del (A) Dei (B) 

1·1 

1 

Definición 59 Al grupo SU (11) le llamamos grupo especial unitario. 

Nota 7 RESULTADOS IMPORTANTES DEL GRUPO SU (n) . 
(1) El grupo S U (1) es el gmpo tr,¡,/tial. 
(2) El grupo SU (n) es compacto. 
(1) El grupo SU (1) es el gT'UpO trivial. 

Proof. Sen. A = [z] E SU (1) con z = a + ib. Como Dei (A) = z = 1, se tiene 
que a +ib = 1. Po". lo tanto, a = 1 Y b = O de donde SU (1) es el gmpo t·ritrial. 

(2) El gmpo SU (n) es cornpacto. 
Como el corÜl1nto {1} eB cCTTado en e 1/ la fl1nci6n Det es continua, se 

tiene ql1e Det -1 ( {1}) = SU (n) el C7/,al es cerrado. Por otro lado se tiene que 
SU (n) e U (n) y U (n) es compacto, por lo tanto SU (n) es compacto. _ 

'Observemos que para A E SU (2) , se cumple que si 

(
a b) 1 (d -b) (a e) -t A = c d ' entonces A - = -e a = b d = A 

usando lo anterior, la matriz A E SU (2) se puede ver como 

A= ( 0'-. ~) 
- /¡ a 

que tiene determinante aa + bb = lIall;1 + Ilbll~i = 1. En otras palabras es 
isomorfo al grupo SI. 
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4. GRUPOS ESPINORIALES y GRUPO 
FUNDAMENTAL DE SO (N). 

4.1. GRUPOS ESPINORIALES. 

En esta Dección se d(~'icrihiran algunos aspectos algebraicos de los grupos 
eDpinoríales y se darán algunos ejemplos importanteD de éstOD. 

Cow;ideremos el grupo multiplicativo de unidades en el álgebra de 
Clifford Cl (F, q), definido por el conjunto 

Cl x = {x E el (F, q) I para todo x, existe x- l con xx- l = X-IX = 1} 

Este grupo contiene todos los elementos '/J E F con q (v) =1= O. 
Por lo anterior, considerando las álgebras de Clifford G", se cumple que 

para cada v E ¿'I(".O¡ (lR"+O) = jRn+O e e",todos los elementos fJ(n,O) (v) =1= O son 
invertibles en en. Análogo para las álgebras e;,. 

Definición 60 Definamos la n-esfera como el conjunto 

I ni + ... + 0.;, + a~+l = 1, con ai E jR} 

Observemos que 8" e jR(n+l)+O . 

Proposición 61 Los elementos de la esfem 'Unitaria 8"-1 e jRMO son 'Unidades. 

Proof. Sea x: = ale¡ + ... + anen E 8,,-1, definimos su inverso como 

:1.'-1 

(-0.1)2 + ... + (- an? 
[( -al)e¡ + ... + (- a,.,)Cn ] , yes tal que 

ai + ... + a;' + a;+l 

1 

por lo tanto x-l E 8"-1. Por otro lado 

xx-¡ (alel + ... + ay/en) [( -al)cl + ... + (-an)e,,] 

(a¡e¡ + ... + afien) [-1 (ale¡ + ... + ane,.)] 

ni (- (C¡)2) + ... a~ (- (C n )2) 

ni ( - ( -1)) + ... + n! (- ( -1 ) ) 

ni + ... + 0.;, + a;, 
1 
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• 
Por lo anterior, para cada x definimos su inverso x-lcomo -:¡;, el cual 

coincide con el conjugado de x, es decir, si 

podemos ver a x incluido en Oy, de donde, 

X al el + ... + ane" 
- (alel) - ... - (a l1 en ) 

- (alel + ... + ay/en) 

- ;¡; 

Observemos que si considel'w;nos el caso en que 

entonces y-l = y. 
Analizaremos ahora un suhgrupo especial del grupo multiplicativo de unidades 

correspondiente a las álgebras de Clifford O". 

Definición 62 (1) Definamos Pín(n) als'U.bgT"upo de Olx generado 1l0or la es­
Jera unitaria S,,-l e ]R11+0 . Este gmpo se llama el Grupo de Clifford de 
grado n 

(2) ElsubgnLpo de Pin(n) que consi.9te de los elementos pares lo denotamos 
por Spin(n) y se llama el Grupo Espinorial de grado n. 

Por la definición (1) todo elemento 'u de P¡n(n) puede ser representado ( 
en general no es único) <;omo un producto finito ·U = XIX2X3' .. . I n con Xi E 
sn- l para todo i = 1, ... , n. Por la definición (2), 7.t E Spin(n), es par si u = 
.IIX2Xa· .. x" con n par. 

Ejemplo 63 Calculemos los primeros casos de los gr'1Jpos de Oliffonl. 

Proof. (1) Para n = 1. 
(i) La O esfera es So = {alel I ai = 1} e ]RHO e 0 1 con generador el' La 

condición ai = 1 implica que al = ±1 , por lo tanto So = {-el> el} . 
(ií) Pin( 1) esta generado por los elementos de So. Los posibles productos 

se obtienen de las sig1.liente .. 'i relaciones 

por lo tanto Pin(l ) = {-el, el, -1 , 1} . 
(2) Para TI. = 2 
(i) La l-esfera es SI = {ael + be2 I a2 + b2 = 1} e ]R2+0 e O2 ::::: lHl con 

generadores el Y e2' 
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(ii) El grupo Pin(2) esta generado por los elementos de SI. A'ií, si :/; = 
o,c¡ + be2 e y = CC¡ + dC2 están en S¡ entonces 

por ot.ro lado 

xy (o,e¡ + bC2) (ee¡ + de2) 

o,eci + o,dc¡c2 + bcc2e¡ + bde~ 
o,ed + bde~ + ade¡c2 + bee2e¡ 

-ae - bd + ade¡ e2 + bce2e¡ 

-(ne + bd) + (ad - be) c¡e2 

(-(o,e + bd))2 + (a.d - bC)2 (o,e)2 + 2aebd + (bel)2 + (ad)2 - 2o,dbc + (bc)2 
2 2 2 2 (ac) + (bd) + (o,d) + (be) + 2acbd - 2aelbc 

(a2 + l?) ((? + d2
) 

1 · 1 

1 

por lo tanto P.in(2) = S¡ U S' con S' = {r + 8 (c¡e2) I r·2 + 82 = 1}. 
(3) Para TI. = 3 
(i) La 2-esfera es S2 = {ae¡ + be2 + cea I a2 + b2 + (? = 1} e ]R3+0 e C3 ~ 

JH[ EB JH[ con generadores el, C2 ye3. 
·(ü) P.in(3) esta generado por los elementos de S2. Así, si x = o,c¡ +1)(~2 + ce3 

e y = del + .f e2 + gea están en S2, entonces 

:);11 = (o,e l + bC2 + c(3) (del + fC2 + gca) 
:ry = -(ad + bf + (9)1 + (a.f - db)c¡e2 + (by - cf)e2e3 + (ay - cd)c¡e3 

claramente e¡ e2, el Ca, C2C3 E JH[, por lo tanto, se cumple que 

'];y -Cad + bf + cg)l + (af - db)e¡e2 + (ag - c.d) e¡e3 + (bg - cf)e2e3 

xy al + a2i + a3j + a1k. 

con a¡ = -(ad + bf + cg), 0,2 = (al - db), o,;¡ = (ag - cd) y a4 = .(bg - ej). 
Por otro lado 

a2 
·1 

(-(ad + bf + cg))2 

(ad)2 + 2adbf + (b/)2 + 2adcg + 2bfcg + (cg)2 

(af - db)2 

(af? - 2afdb + (db)2 

(ag - eel) 2 

2 .) 
(ng) - 2ngcd + (cd)-
(by - cf)2 

(b9)2 - 2bgcf + (cf)2 
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Sumando las igualdades tenemos que 

{(~ + a~ + a,~ + a~ = 1 

Por lo tanto, P.in(3) = S2 U S3 donde 

• 
Ejemplo 64 Ejemplos de los pl-imems grnpos espino7'iales. 

Proof. Usando los ejemplos de los grupos de Clifford Pi'n(n) anteriores tenemos 
que: 

(1) Para el caso n = 1. Spin(l) consta de los elementos pares de Pin(l) y 
estos cumplen bajo el producto las relaciones 

por lo tanto Sp'Ín(l) = {-1, 1} ~ íl2 . 

(2) Para el caso n = 2. Spin(2) consta de los elementos pares de Pin(2), 
por lo que Spin(2) = S' con 

(3) Para el c&,>o n = 3. Spin(3) COll,c.;ta de los elementos pares de Pin(3), 
por lo que SPin(3) = S3 con 

• 
Usando el alltomomsmo canónico a : el (V, q) --> el (V, q) y el anti­

automorfismo conjugación ( : el (V, q) --> el (V, q) l. Podemos construir una 
llueva fUIlción 

'PI/. : ~" --> ~n dada por 
'P,,(x) c.t (71) XU 

para cualquier 'U E Pin (71.) y cualquier x E ~n. Esta función cumple las sigu­
ientes propiedades. 

Proposición 65 Se wmplen las siguientes afirmaciones. 
(1) 'Pu. es una f1Lnci6n Z,ineal. 
(2) 'Puv = 'PuVv con n, 1J E Pin (n) . 
(3) 'P.., .. I'P" = '1'".9"'.1 = 'Pl = IR"" eon1,n,71-1 enP.in, (n) e IR." : IR n--> 

IR n la fnnci6n identído,(l,. 

(4) '1'" o ht" = IR"'P,, = 'P". 

1 Vease sus definiciones en el primer capItulo. 
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Proof. Sean :1:, y E ]R 11. Ademils V,7/" n- I
, 1 en Pine (11,) y r E R 

Pro bemol; (1) 

9u(X+Y) n(u)(x+y)u 
(n ('11):1; + n (tt) y) u 
ct (tt) :cu + n (u)yu 
'Pu (x) + 9" (y) . 

9" (r:c) ct(u) (T':J:)rr 
m (u)(x) U 

r('Pu(x)) 

Afirmación (2) 

'P11." (x) n (uv) X7W 
(a (7.L) (}. (v)) X7f,V 
(l' ('/1.) [o' (v) :xl V'I.L 

a (H) [a (v) ~r;vl 'iT. 

(l' ('/1.) [9" (x) 1 u 
9" ('P" (:e)) 
9u 'P" (:e) . 

Afirmación (3) 

'P1I'P" .. , (:r.) ·9",, -- ' (:r) 
91 (:1:) 
(l' (1) :el 
1:/:1 
x 

'Pu··t'Pu(:r) 'Pu·1u (x) 
'PI (x) 
:r. 

Afirmación (4) 

9J'R" (x) 'Pu(ITR n (x)) 
9" (x) 
a (7.L) xU. 

IR "911. (x) 1,1." (9" (x)) 
IR" (n (7L) xu) 
n (7.L) xU . 

• 
UBando el hecho de que tenernos la base {el, e2, ... , en} para ]R" y por la 

proposición anterior,exÍBte un hOlIlorfislIlo del grupo Pin (11,) al grupo de oper­
adorel; lineak'S invertibles. A saber 

'P: Pin (n) ---+ GL" (IR) dada por 
9 (n) 9,,· 
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Proposición 66 Pam todo 11 E Pin (n), el h01nom01jismo CPu es Ortogonal, 
es decir, preserva distanó,as. 

Proof. 

Ilcpu (x) 11 

-

CPu (1:) CPu (x) 
[o: ( u) xu] [a: ( 1t) .:r:u] 
(-uxu) (-v,:ru) 
- 'U:¡; [u (-71.)] xu 
- 'U:¡; [- (un)] xu 
-11.;1; [- (v. - 1u)] X1.t- 1 

7lX . 1 . xu-1 

7l (X', x) 11-
1 = v.llxI11.t-1 = Ilxll1tv.-1 

Ilxll: 

Por la proposición anterior cP induce un homomorfismo en el grupo ortogonal 

cp : Pin (n) ---t O (n) . 

D~finición 67 Una Reflexión a lo largo de un vector v E Rn con v =f. O es la 
transformación lineal dada POI" la fórmula 

2 (x , v) 
Pv (:r) = :7: - -(-) ;C. 

11,11 

PaTa todo x E R".Geometricamente, p,! es la reflexión respecto al hiperplano 
{v} 1 donde {v} 1 = {:r E .R" 1 (x, v) = O}. Esto es, el hiperplallo {V}I sirve de 
"espejo" al vector v , ya que Pu (v) = - v . Si x es ortogonal a v (x..L v), se tiene 
que (x, v) = O Y en consecuencia p.~ (:r) = x . 

Proposición 68 Sea. 7.L E sn-l e Pú~ (n), con'IL =f. 1 Y 71. =f. -1, entonces el 
hornorrwrji.mw 'Pu es 1ma T'f~fie:r:úín en Rn en el hipe'/plano perpendículo:r a. 11 . 

Proof. Consideremos la base ortonormal de Rndada por {1I.l. 712, ... , 7/,,,} con 
ni = '/L. Así, a.plicamos 'Pu 

'P" (1l¡ ) = a (u) ll¡u = -lIUiU. 

Si 'í = 1, entonces - 'll'lLiU = -1t'UU = - 'u(uu) = -71, 

si í =f. 1, ent.onces - tLlI;U = 1.i;v.17 = 1t;. 

Por lo tanto CPu es reflexión. _ 

Proposición 69 El homomorfismo cp : Pin (n) ---t O (n) es un epirnorjisrno 
y el kernel ker (cp) = {1, -1} . 
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Proof. Para demo1;trar que e1; epimorfismo se dara por hecho que O (n) está 
generado por reflexione~. 2 

Para todo 1L E Pin (n), !.p" manda. RT/. a Rn y sabemos que !.p" es ortogonal 
y e~ producto de reflexiones. Esto prueba. que e~ sobreyectiva. Para demo1;trar 
que ker!.p = {-1, 1} , demo~trómoslo por contenciOn0i>: 

i) {-1, 1} e ker!.p pues: 

!.pI (x) 

!.p-l (x) 

por lo tanto, !.pI = !.p-l = hl.'" 
ii) ker !.p e {-1 , 1}. 

a(1) xl 
lxI = x 
a(-I)xI 
-(-I)xl 
lxl = :¡;, 

Supongamos que 1/. E ker !.p con Ji =f. ± 1 e1;to implica que 1L = ei¡ eiz ... eir 

con r > 1 Y que!.p" = I 'iR .. es decir !.p" (x) = :& para todo x E lR n. entonce1; 

:1; 'Pu (:7::) 
Q(U):r.u 
ü (ei¡ ei2 ... ei,. ) ;1; [( _1)r ei,.ei, .... ¡ ... ei,] 

Q(Ci¡)Ü(ei2)" . n (C;,.):7: [(-1)" ei"C;r ... ¡·· .c;,] 
(-1)" (ei,I'-i2 .. . ei,.):C [( -1 r e.¡,.e¡., ... , ... ei¡] 
(-Ir (ei, Ciz .. . Cir) X [( ~ 1)" t'irf!ir .. ¡ ... f!i¡] 

Por lo tanto, tenemos la igualdad 

(-Ir (e'i, eiz . .. ei,) x = :¡; (ei¡ e;2 . .. e·i,.) . 

En particular si :7: = f!i¡ 

donde 

(-1)" (ei¡eiz ' " C¡,._ ¡) Cire;¡ 

(-Ir (-1) (ei, ci2 ... ei" .. l) Ci¡ e¡,. 

(-Ir ( -1) (ei, e;2 ... ei,..J Cir ... , e;¡ eír 
( -1 r ( -1) ( -1) (t'i, Ciz ... eir ... 2) e¡, ei, ... , eir 

(-1)" (_1)2 (ei¡e.iz · ·· eir .. z) t'..¡,t';r ... ¡f'-ir 

continua.ndo con (~'ite proceso r - 1 veces, tenernos 

(-Ir (-1 r-1 
ei¡ ei.¡ (eizci3 ... cir .. 2eir ... ¡ e;r) 

(-Ir (- 1 r- 1 (-1) (CizCia ... Ci,._zeir_, eir ) 

2Consúltcsc una dClllostrilcióll de quc O (71) está generado por reflexioncs en [Me] pá~,'i.na 
119 o cn [We] página 290. 
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y por el otro lado de la. igualdad 

e· e· (e· .. . e· ) tI t1 t2 11' 

de donde concluimos que: 

( -1) ,. ( -1) ,'-1 (-1) (ei2 ... ei
r

) 

(_1)2r-1 (e· .. . p. ) 
"'1.2 ·-"r 

( -1) (C'2 . . . eir ) 

1 (e;2 ... f\r) 

y esta igualdad es cierta si y solo si 

(_llr-l = 1, 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto 7l = ±1 Y así concluimos que ker <P = 
{-l,l} .• 

Definición 70 Sea el homorrunjisrno <p Fin (n) --> O (n), definimos el 
grupo espinaríal en términos de <p como 

Spin(n) = <p- ¡ (SO (n)) . 

Restringiendo a <p de la proposición anterior, al subgrupo Spin(n). El mor­
fislTlo ;p induce un morfismo 

'Po: S'pin (n) --> SO (n) dado por 

'Po ('lL) <Pu' 

Es decir, si 11 E Spin ('11) con n = lL¡1l2 ... 11.,. Y r par, entonces <Pu = 'PUl <PU2 'PUr E 
SO (n) .Por la definición y proposición ant.erior el morfismo <Po es epimorfismo. 

Proposición 71 El centTO de 'Po es el conjunto {-1.1}. 

Proof. Claramente ker 'Po e {-l, l} , pues, si tl E ker 'Po =? t/.f\ = ein para 
cualquier 1; = l, 2, ... , n; entonces u E Z (Gn.). Pero como u es par, entonces 
v. E R. Por lo tanto 

-U:J:l.L 

-tl (-tt) x 
lPX. 

Es decir: <p" = t¿2 IR ; yen consecuencia, por ser <p" ort.ogonal, t¿ = ±l. La con­
tención {-l, l} e ker'Po es análoga a la demostración del ker<p, de la proposi­
ción anterior. _ 
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4.2. GRUPO FUNDAMENTAL DE SO (n) . 

En esta sección calcularemos el grupo fundamental de SO (n) , para ('Sto 
usaremos resultados de los capítulos anteriores y conceptos básicos de grupos 
de Lie. Como nuestra intención es el cálculo del grupo fundamental, no pro­
fundizaremos el tema de grupos de Lie, únicamente usaremos lo necesario para 
nuestro cálculo. 

Definición 72 Se.an Ti : X ---+ Y una función 80breyectiva continua y U e Y 
abierto, decimos que U es cubierto uniformemente por 'ir si se cumple lo 
siguiente: 

(i) Existe una. familia disjunta de abiertos {ud iEI de X tal que Ti-
1 (U) = 

U7.ti . 

(ii) El morfismo 7f lu; : 'Ui ---+ U es homeomorfismo, pam todo i E J. 

La función Ti se dice que es una cubierta de Y si dado cualquier Yo E y 
existe VyO vecindad abierta de Yo cubierta uniformemente por 7f. En este caso, 
a X se le llama espacio cubriente. Cuando Ti : X ---+ Y es homeomorfismo, 
se llama cubierta trivial. Si cualquier cubierta de Y es trivial, decimos que 
y es simplemente conexo. 

Definición 73 Sea G al mismo tiempo un grupo Y 111W n-variPAad. decirnos 
que G es 7Ln grupo de Líe si las operaciones 

p : GxG ---+ G 
dada por p(a,b) al! 

y 
T:G ---+ G 

dada por T (a) a- 1 

son S7¿avcs en ln cstn.tdurn del gr"upo. 

Considerando la primera definición pero con X y Y grupos conexos de Lie,el 
epimorfismo entre estos 7f : X ---+ Y suave, y las m<;tricciones (del inciso (ii)) 
clifeolIlorfislllos. Entonr,cs al morfismo 7r se le llama cubierta de grupos. En 
este caso al grupo X se le llama. grupo cubriente. Diremos que una cubierta 
7f : X ---+ Y de un grupo de Lie Y es universal, si para toda cubierta de 
grupos 7fl : Z ---+ y existe 11n lÍnico lllorfismo de gTllpOS de Lie f : X ---+ Z 
que hace conmutativo el sigl1Íente diagrama: 

e!:i decir, 7rI f = 7f. 

X --L z 
1f' 'if1 

'\. ,/ 
y 
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Por lo~ result,ado~ de la sección anterior, observemos que el grupo S])in ('11) 
para '11 > 1 es conexo y el homomorfbmo <Po de la propo~ición 4.1.7 es epimor­
fismo, por lo tanto <Po e~ cubierta de grupo. Por otro lado, la imagen inversa 
de cualqtúer punto bajo la cubierta <Po consiste de do~ elementos. Esta clase de 
cubierta. es llamada Doble Cubierta. 

El hecho de que 80 (n) tiene una cubierta no trivial, implica, que SO (n) 
no es simplemente conexo, por definición. 

Proposición 74 Para cualq7LÍer n ~ 2 la n-esfera sn es simplemente conexa. 

Proof. Para la demo~tración se dará por hecho, que un espacio topológico X 
es simplemente conexo, si para U y V abierto~, conexos y simplemente conexos, 
se cumple que X = U U V" Y U n Ves conexo.3 

Sean p y q dos puntos antipodales de la esfera S" y sea U = STI - {p} y 
V" = sn - {q} dos conjuntos abiertos de S", Estos abiertos son homL'Omorfos 
a un cubo abierto n-dimel1',ional (por ser 8n una n-variedad) . Y son por lo 
tanto simplemente conexos, La intersección U n V = 8 n 

- {p} U {q} cone..'Ca 
para n -1 ~ 2. Por lo tanto Sft = U U Ves simplemente conexa. _ 

Consideremo~ la función 1J : SO (n) -+ ]Rn que asocia la última columna 
de cada matriz. La imagen de 80 (n) bajo la fUllción 1J, consiste de todos los 
vectores del espado ]Rn de norma 1 y puede ser identificado con la esfera 8"-1 
de.]R"; es decir: ' 

1): 80 (TI.) -+ ]R" 
rb(A) V 

dada por 
con IWII = 1. 

De esta manera SO (n) se identifica con S,,-l e ]R". La imagen inversa de 
todos estos vectores en SO (n) es tilla cla.<;e relativa al subgrupo SO (17. - 1), 
que es la imagen inversa. del vector (O, O, ... , 0, 1) E .)'''-1. Consecuentemente la 
función rp induce una función biyectiva 

ó: 80(n)/80('11-1) -+ 8"-1 , 

Es decir, tenernos la identificación SO ('11) /80 (n - 1) con 8n - 1 y usando la 
proposición anterior sabernos que 8,,-1 es simplemente conexo para n ~ 3. 

Definición 75 Sea 7r : H -+ G cubierta 7},niversal de grupo . El centro de 
7r, definido ])01' el g1'U])O de Lie G, es llamado el grupo fundamental de G o 
grupo de poincaré de G; Ulo denotamos ])01' nI (G) . 

Proposición 76 Dado c'/),alr/,/l;ie7· subgr1./,po cerrado conexo H de un g7"l/,pO de 
Lie G cone:r;o. donde el cOC'Íente F / H es '/l,na variedad simplemente conexa. 
Entonces el gr·/),po fundamental nl (G) de G es (nl (G)) , es un grupo factor 
del gr'/),])o fnruiamental nI (H) del gr'l1po de Lie H. 

aVer una demostrnciólI de est.e hecho en [MP] página. 170. 
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Proof. Sea F un grupo cubriente l>implernente conexo de Gi y sea 11" : F ---+ G 
la cubierta de grupos correl>pondiente. La imagen inven;a 11"-1 (H) = H7r es 
cerrado en F (puCl:\ 11" es continua). :Mál> alÍn la función inducida por 11" que va de 
F / H7r en G/ H es un difeomorfbmo. Por lo tantoF / H" también el> l>implernente 
conexo y por lo tanto se tiene que H" es GOnexo. 

Por lo tanto, la restricción 11" : H11' ---+ H es una cubierta que hace conmu­
tativo el signiente diagrama 

M ---+ E" 

p '" ./ "ll 
H 

donde p : 111 --> H es una cubierta universal del grupo de Lie H. La función 
11" : H" ---+ H (que en si misma es una cubierta) es un epimorfismo; y por lo 
tanto induce un epimorfismo del ker p l>obre el ker 11" H. Esto (:'$ precisamente lo 
que queríamos probar, pues por definición ni (H) = ker Pi y ni (G) = ker 11" = 
ker1l"f:{. _ 

Usando la proposición anterior, péU'a cualquier 71. ~ 3, el gTUpO funda.mental 
ni (SO (71.)) es el grupo factor del grupo nI (SO (3)). Por lo tanto es suficiente 
calcular únicamente el grupo fundamenta.l nI (SO (3)) . 

Conl>ideremos al conjunto de los nlÍmeros cuaterniones imaginarios puros 

lHI* = {ai + bj + ti/;: I i 2 = l = 1.;2 = -1} . 

Para todo q E lHI* se cumple que q = -q. Por otro lado, el gl'UpO de múdades 
es la 3-esfera. 53 e lHI*; pues sabernos que si x E 53 entonces x = x- 1 (ver la 
primera sección de f'Ste capItulo) . 

Para todo :1; E 53 y 1] E !H[* se cumple que 

por lo tanto xqx-1 E !H[*. 

x- 1 ez:q) 

x- 1 q X 
.rqx 

-xqx-1 

- (.rqx-1) 

Proposición 77 Para GlI,alesf]niem. núrneTOs c71a.ternios :1; E 53 Y q E !H[* defi­
namos la función 

<PX : !H[* 

dada por' <Po: (q) 

entonces <PI c'umple las sigll,ientes pTOpiedades. (1) 'Po: es ttna función lineal. 
(2) 'P,. es o1'togonal. 
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Proof. Afirmación (1) 

• 

Si comlideramos q, p E JH[*, entonces 

Afirmación (2) 

x(p + q)x-1 

(xp + xq)x-1 

xp,C1 + xqx-1 

'Px (p) + 'Px (q) . 

Es suficiente ver que preserva distancias. 

lI'?x (q)11 Ilxqx-111 
11:¡;llllqllll:/;-lll 
1 IIqll 1 
II !JII . 

Por otro lado existe una identificación natural del conjunto JH[* con el espacio 
R:l ,es decir, para cada ai+bj +ck E JH[* lo identific<Ul1os con ael +be2+ce3 E R:l , 
esta identificación induce un homomorfismo del grupo 8:3 al grupo ortogonal 
0(3) definido como 

'P: 8 3 ............ 0(3) 
dado por 'P (:/;) 'P,: . 

. Tal que 'Pxy = 'Px'Py. Pues si q E JH[*, 

'P.xy (q) (:1'y) q (xy)-1 

(;¡;y) q (y-l;¡;-l) 
X (yqy-l) x-1 

X ('?y (q)) ;1'-1 

'?X ('Py (q)) 
'Px'Py (q) . 

Más aún, el hecho de qlle 8~ es un grupo conexo, implica que el homomor­
fismo'P tiene su ima.gen dentro del grupo conexo 80 (3). 

Lema 78 Sea /l : G ............ H 7/,n homommfismo de grupos conexos de Lie. Si 
su centro K = ker ¡l es di,~CTeto y dim G = dim H, entonces ¡l es C'/LbieTta de 
gr"upo; y po'/' lo tanto es 'un epim01fismo. 

Proof. Como el centro de ¡l es discreto. El homomorfismo considerado como 
lUlil función sobre su imagen j¿ (G) es isomorfo a G/K, es decir, Il : G ............. G / f( 

es cubierta de grnpo. Por lo tanto, es únicamente necesario probar que Il (G) = 
H . Como la dúnj¿ (G) = dim G = dim H la identidad e E j¿ (G) es un punto 
interior de el suhgrupo Jt (G), es decir, existe Uc vecindad abierta de e en H tal 
que U e /l' (G) . Por conexidad del gTUpO H, la vecindad U" genera a H. Por lo 
tant.o Jt (G) = H. • 
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Proposición 79 El homomorfismo </> ; S;¡ ~ 80 (3) es 7Ln epim07fisrno, y 
el gr"l./.po de segnndo m'den {1, -1} es el centTO de el>, 

Proof. Corno la dimensión de S:les igual a dilllSO(3), por el lema anterior es 
suficiente probar únicamente que {l, -1} es el centro de <p. Pero si 1; E ]( cT<p, 
entonces para los cuaternios unitarios i, j, k tenemos:ci = ix, xj = j:r:, xk = kx 
entonces x E Z(!H[), esto implica que x E IR Y corno IIxll = 1 entonces x = ±1. 
Por tanto J(el'<p = {l , -l} . Por lo tanto <p : 83 ~ SO(3) es cubierta de 
grupos. _ 

La proposición anterior implica que la función </> : S'!. ~ SO(3) es una 
doble cubierta de grupo; es decir, tiene dos componentes. Una donde esM. el 1 
y otra el -l. Como la esfera 83 es simplemente conexa, </> f~<; cubierta universal. 
Por lo tanto II¡SO(3) = Z2, por lo que el grupo II¡SO(n) con n 2: 3 es un 
grupo factor de Z2' Pero Z2 es un grupo no trivial, por lo tanto con n 2: 3, el 
grupo fundamental II¡SO(n) es el grupo de :>egundo orden Z2. 

Cuando n = 1 el grupo SO(l) es grupo unitario. 
Cuando n = 2 el gTllpo de Lie SO(2) es i':lomorfo el eírculo 81

, por lo tanto 
el gl'1lpO II1SO(2) es isoIllorfo al grupo de los nlÍmeros enteros Z.4 

Con los re<;ultados anteriores podemos cOl.lstruir la siguiente sucesión exacta 
eorta. 

{l} -+ Z2 ~ 83 .J:..... SO(3) -+ {I}, 

donde i es la inclusión natural e 1 es la tra¡1~forlllación identidad. 

4 Consultese la. demostración de este hecho en ¡CK]. 
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5. EL GRUPO DE LORENTZ. 

En este capítulo estudiaremos una aplieación importante 11 la Física usando 
los resultados de los capítulo..'l anteriores. 

Consideremos ]R'1 el espacio vectorial sobre IR; y la nmción 

donde 

q : IR4 ---> IR dada. por 
q(v) (v,v)M 

IR4 
X IR4 ---> IR 

:/;5 - x~ - :/;~ - x~ 

eonsiderando a. v como el veetor columna 

Proposición 80 ( , )M : IR1 x IR1 ---> IR es 1ma f01ma bilinea.l sim,étrica., es 
deci'r, es l'ineal en cada cOO1denada y (v , 'W )M = (w ,v )M para todo v, 7ll E ]R'1. 

Proof. Consideremos a los veetorcs 11 = ( :~ ) , v = ( ~~ ), W = ( ~~ ) en 
X2 Y2 Z2 

X3 113 Z:¡ 

]R'1 y '/' E IR. 
(1) La forma ( , )M c~ bilincal pues: 

(1l + V ,71) )M (xo + Yo)zo - (x¡ + y¡h - (X2 + Y2)Z2 - (X3 + Y3) Z3 

(xozo + Yozo) - (X¡ZI + Y¡z¡) - (X2 ZZ + Y2 Z2) - (X3 Z3 + 1I3 Z3) 

(u, W )M + (v, W)M . 

(v" V )M + (u, w)M . Análoga. a. la anterior. 

(rxo)zo - (r·.'Edz¡ - (r:T2)z2 - (r'x:¡ )z3 
r(xozo - :1:1Z¡ - :/;2Z2 - X3Z3) 

T (tI, ,1I))M' 

(2) La forma ( , )M es simétrica pues: 

EL GRUPO DE LORENTZ . 

XOZo - :r: 1Z 1 - :1:2 Z2 - 1;3 Z3 

zo:r:(J - Z I,T¡ - Z2:1:2 - Z3:r:3 

(w,1/. )M' 
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• 
Proposición 81 La forma biline.al ( , )M es no degenerada, es decir, si (u, 1U )M = 

O para todo w E lR'!, entonces u = O. Y la forma ( , )M no está positivamente 
definida, es dcciT, existe 11, =f. ° tal que (u, lt )M = O. 

Proof. La forma bilineal ( , )M es no degenerada pues si (n, w )M = O para 
todo 1U E Rl entonces debe cumplirse en particular para los básicos 

en = (1,0,0,0), e] = (0,1,0,0), C2 = (0.0,1,0) Y e;~ = (0,0,0,1). 

Si hacemos tu = eo y '11 corno en la proposición anterior, tenemos 

y por otro lado 

3;01 - 0- O-o 

3;01 

(U,W)M = ° 
de donde Xn = O. Haciendo lo mismo para el> e2 Y Ca, concluimos que 

1f, = (0,0, O, O). Por otro lado ( , )M no estlÍ positivamente definida. pues si 

• 

(en + e3, en + ea)M 

(eo , eO)M + (ea, ea)M + (eo , e;¡)M + (ea, f!O)M 

1-1+0+0 
O . 

Definición 82 Denotando a lR4 por M. Ya (v, u )M po'''II1{.II~. Definirnos a 
M como el Espacio de Minkovsky de la relatividad especial, con Illtll~I la 
Métrica de Minkovsky. 

Definición 83 Una transfor-maci6n de Lorentz E, es v.na tmnsjo1'1naci6n 
lineal E : M --> M tal que p1"'CseT'lJO, la métr'ica de Minkovsky. Es decir, satis­
fa,ce 

2 2 IIE (u)IIM = Ilv,IIM para todo lL E M 

o bien 

(E (u) ,E (n))M = (71" u)M' 
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Proposición 84 El conjunto L compuesto PO?' todas las tmnsfo.,..,naciones de 
Lo'rentz, 1 j1/.nto con la opemci6n composición 

o : L x L ~ L 
d.ada por' o (Bo, B1) BoB1 

forman un gr''11:po, llamado el Grupo de Lorentz, 

Proof. Sean Bo, B1 , B2 E L Y 11 E M, 
'i) L es cerrado en el producto. es decir, BoB1 es transformación de Lorelltz 

pues 

IIBoB1 (u) ll~ {BoB1 (11,) • BoB1 (u) )M 
(Bo(B1 (11,)), Bo(B1 (11,)) )M 
(B1 (11,) , B¡(v,) )M 
(u, n )M 
117111~[ , 

ú) El producto es al:ioeÍativo pues 

(Bo(B1B2 ) (71) , Bo(B1B2 ) (71) )M 
(B1B2 (11), B1B2 (u) )M 
(B1(B2 (u)), B1(B2 (n)) )M 
(B2 (11) ',B2 (n) )M 
(tl,1L )M 
lIull~ , 

De manera análoga para II (BoB1)B2 ('11) II~ = 11'lL1I~ , 
iii) Por demostral' que existe 1IDa transformación identidad 1 E L tal que 

I 'u = 'U para todo '/1. E M , 

Sean (~ ~1 ~ ~) y u = ( ~~ ) , 
~ O O -1 O X2 

~ :l:kQUe le corresPo~de : la t~flns~:rlIlación 1 y 1l1~';~ector cualquiera n E 
~Ü, respectivamente, Entonces 

Por otro lado, si denotamos el transpuesto de v por tv, entonces en el producto 
tenernos que: 

lEn a l¡''l.mos lfbro~ de Física definen a L como Al1t (M, ( , ) .... ¡l , es decir los alltomorfisIIlos 
de l'vl en M que pre~erv¡¡Il In métrica de Millkoysky. 
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u 
o o n 1V 

-1 O 
( l(xo) -l(-Xl) -1(-.1:2) -1(-.T3) ) O -1 

O O 
( ;xo ;XI X2 J;3 ) . 

Por lo tanto, la matriz 

U 
O O 

~ ) I= 
-1 O 
O -1 

O O O -1 

e:; la matriz que le corresponde a la tran:;formación identidad en L. 
iv) Por demostnu' que para toda B E L existe E-1 E L tal que EE-l = 

E-lB = I , 
Definimos B' := g2 entonces 

(B n, E 11') = ( 71, B" B w), pam todo n, w E M, 

Por otro lado se tiene que: 

(B 1/., B w) = (11, w), 

de donde 
( n, w) = ( u, B* B w) para todo w E M. 

Por lo tanto 
~) = B* B (w) =* B* = B- I 

. 

• 
Proposición 85 El conj7/,nto 8L(2, q = {A E GL2 (q I Det (A) = l} jtmto 
con la m:ult'iplicnci6n us-ual de matrices 

SL(2,q x SL(2,q -t SL(2,q 
dado. por (A, B) f------t AB 

fO'rman un grupo. 

Proof. i) SL(2, q "1- 0, pues la matriz I = (~ ~) E 8L(2, q. 
ii) Si A, B E 8L(2, q entonces AB E 8L(2, q pues, 

Del. (AB) = Det (A) Det (E) = 1 . 1 = 1. 

2 Adelante se hacen algunas aclaraciones sobre B' , por ejemplo que es de LoreIltz, lo cual 
es necesario para esta demost.ración. 
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iii) Claramente el producto es asociativo. 

iv) Exh;te 1 = (~ ~) E SL(2,q tal que lA 

A E 8L(2,q. 

Al 

• 

v) Para toda A E 8L(2, q se tiene que 

1 Det (I) = De/. (AA-1
) 

Det (A) Del; (A- I
) 

1Det (A- 1
) 

Det (A- 1
) , 

por lo tanto A-1 E 8L(2 , q . 

Observemos que el grupo especial unitario 

A para todo 

SU(2) = {A E U(2); A = (~b ~); Det (A) = lo} 
fonna tUl subgrupo de SL(2, q. 

Nota 8 RESULTADOS IMPORTANTES DEL GRUPO DE LORENTZ 

L. 

(1) L Tiene cuatro componentes conexas. 
Proof. Corno 1\1 = lR" eOl1sideremos eualquier s = (-I.,;¡; 1, :E2, :¡;:¡) E Al Y pense­
mos a t corno coordenada temporal y :E1, :¡;2, x~ corno coordenadas espaciales; 
si "quitamos" la coordenada temporal, es decir, si 8 = (:/:1, X2, X3) Y B E L 
tenemos que: 

IIB (8)1I~1 Ilsll~ 
-:r.i - :/:~ - X5 
-(:r.i + x~ + :En 
_11811 2 

donde IIsll2 coincide con la métrica eudidcana, lo eual nos dice que B preserva 
la métrica para s = (:rl,x2,x:l) E lR:l . De donde, la matriz asociada a Bes 
ortogonal. Así, el eonjunto de toda." estas matrices forman el gTUpo ortogonal 
0(3) y usando los resultados del capítulo tres, sabernos que 0(3) tiene dos 
componentes conexas, la del determinante 1 y la del determinante -1. 

Por otro lado si considerarnos a. 8 = (t., XI, :E2, :r::¡) entonces 

11 "112 2 2 2 2 .5 M = t - XI - x2 - x:l 

y en t tenemos dos componentes; la que corresponde a la del tiempo positivo 
y la que corresponde a la del t.iempo negativo. Por lo tanto L tiene cuatro 
componentes conexas .• 

EL GRUPO DE LORENTZ. 75 



(2) Con~iderando la observación anterior; definimo~ al conjunto 80+ (1,3) 
como la componente conexa de L que contiene la transformación identidad J. 
La notación (1, 3) se refiere a lo~ vectores s = (t, :1:1, X2, X3) E M , cuya. norma. 
es t2 

- xi - x~ - :1:t donde el número 1 denota al tiempo po~itivo t > O Y el 
número 3 denota los tres signos negativos. Al conjunto 80+ (1 ,3) se le llama 
el Grupo Propio de Lorentz. 

De~cribiremos ahora un homomorfismo del grupo 8L(2, q al grupo de 
Lorentz L. Para esto identificaremos M con, H donde 

H = {X E M 2 (e) tal que X es Hermitiana, es decir, X = Xt = X*} 

de la siguiente manera: 
Definimos la fUIlción 

a 

Proposición 86 La fll,nó6n a cumple las sig7/.ientes dos pTOpiedades. 
i) a es lineal. 
ii) a (xo, :1:1> :1:2, X3) es hermitiana. . 

. iii) Det (a (xo, Xl, ;02, X3)) = 11811~· 

Proof. Sean x = (xO,X1::C2,X;¡) y y = (YO,Yl,Y2,Y;¡) E M, TER 

a(x+y) 

76 

a (xo + Yo, :E l + YI, :r:2 + Y2, ;T3 + Y3) 

( 
(Xo + Yo) +.(X3 + Y3) (Xl + YI) - i (X2 + Y2) ) 

(Xl + Yl) + ~ (X2 + Y2) (:EO + Yo) - (X3 + Y:~) 

( 
(;EO +X3) + (Yo + ~3) (;El - iX2) + (Yl - iY2) ) 

(Xl + ZX2) + (Yl + 1,1}2) (Xo - X3) + (Yo - Ya) 

( 
Xo + ~;: Xl - i:C2 ) 
Xl + tX2 Xo - X3 

+ ( Yo + Ya Yl - iY2 ) 
YI + iY2 Yo - Y3 

a ((xo, Xl, X2, X3) + a (:1/0, Yl, Y2, 113)) . 

a (TIO, 1';1:¡, 1":1:2, 1'X3) 

( 
TXO + 1'X3 rXl - i1'X2 ) 

r;¡;¡ + íTI2 7'XO - r;¡;3 

l' ( ,~o +,:E3 Xl - ÍJ:2 ) 
Xl + ',X2 Xo - X;~ 

1"a (;co. Xl, :L:2, ;C3) 
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de donde 

por lo que 

• 

bet ( ,xo +X3 X.I - iX2 ) 
Xl + ~X2 ~,() - X3 

(h + .:Z:;¡)(Xo - X3) - [(Xl - iX2) (.T¡ + iX2)] 
X0

2 
- X~ - xi - X~ 

X0
2 

- xi - :¡;~ - X~ 
11 811~ . 

Definición 87 Definamos al conjunto 

donde X = 0'(8) con s = (XO,XI,~;2,X3) E M. Al conjunto ML /ie le llama 
Matrices de Lorentz. 

Proposición 88 El confunto M L es 1m espacio vecifwial sobTe lR de dimensión 
4 con llls oJ!enu:íones ¡l'f'Od7Lcto y S7Lma 1Lsuales de mabices Te"~Jle.ctívamente. 

Proof. Es suficiente dar lUla base para ML. Consideremos el conjunto 

entonces fJ es hase. Pues sí suponernos que 

donde a, b, e y el E lR, entonces 
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( a O) + (O b) + (O -ir:) (d O) 
O a b O ic O + O -ti (~ ~) + (t: ~~) 

Obteniendo así, la igualdad de matrÍcefi 

(~':i~ :~i~)=(~ ~). 

(
a + d b - ic ) 
b+ ic a - el 

(~ ~). 

Igualando las coordenadas de las matrices. obtenemos los siguientes sis­
temas de ecuaciones. 

a + d 
a. - el 

o 
O 

y 
b + ie = O 
b-ú:=O 

Resultando, a = O = d Y b O = c. Por lo tanto, las matrices de /3 son 
linealmente independientes. 

P t 1 d . v (.1'0 + .1'3 X l - í:r,,) ML or o ·ro a o, SI .:\. = . . . - E , entonces 
Xl + ZX2 .1'0 - :1,3 

.- (1 O) (O 1) (O -i) (1 O) _X = :1:0 O 1 + :1:1 1 O + ;1:2 i O + :1:3 O -1 . 

Es decir, X es una combinación lineal de los elementos de /3. Por lo tanto 
{3 e..<; una base para M L. • 

Definición 89 A las rnatrices I, 0'1,0'2 :1} 0':1 se les llaman Matrices de Pauli. 

Por la proposición anterior, hemos identificado el vector .5 = (x(), .TI, X2, X3) E 
M con la matriz X E ML de la siguiente forma 

o bien 
X = xoI + Xlal + X2a2 + Xaa3' 

Notemos que a (el) = 1, a (C2) = al, a (ea) = 1T2, IT (f:4) = 0'3. Donde e¡ son los 
vectores canónicos del espacio vectorial JR.4. En otras palabras la fllllción a es 
un isomorfismo de espacios vectoriale..'l. 

Usando los resultados anteriores, podemos constrnir la. siguiente función. 

c(JA: H ---t H dada por 
9.A. (X) AXA* 

para cualquier A E M2 (C) y cualquier X EH . 
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iSTA TESIS N 
OSAU 

DE LA BIBIJOTECA 
Proposición 90 La funci6n cfJA cumple las signientes afilTna.ciones. 

(i) <PA (X) es a·utoadj-unta. 
(ji) (/JAB (X) = (cfJAcfJB) (X) . PaTa toda A y B E 1\12 (C). 

Proof. (i) rfJA (X) es autoadjuuta. 

(1'1X1'1T 
(1'1*)' X'A' 

1'1XA' 

rfJA (X). 

(ji) La función <PA es lllorfisl1lo de g1'llpOS, es decir, cfJAB (X) = (<PA<PB) (X). 

• 

~~AB (X) (1'1B) X (1'1B)* 

(1'1B) X (B' A') 

A (BXB') 1'1* 

A (cfJa ()e)) A' 

rfJA (<PB (X)) 
~&.4.I¡'Ja (X) . 

Por la proposici6n anterior, <PA induce un morfismo 

<P~ : ML ---> M L dado por 
cfJ~ (X) 1'1X1'1'. 

para toda. A E SL(2, C) a las matrices de lorcntz ML. 

Nota 9 El morfismo ó~ cumple lo sig71iente. 
(i) El morfismo tjJ~ esta bien definido; 
(ji) El mOTfis7no cfJ~ no es inyect·ivo. 
(iíi) Ó~4 (IMd = IML.DoTuie I ML es la. matriz identidad en las matrir-cs de 

Lorentz ML. 

Proof. (i) Es suficiente demostrar que tjJ~ es una transformaeión de Lorentz. 
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Det(1'1X1'1*) 

Det (A) Det (X) Det (1'1*) 

IDet (1'1)1 2 Det (X) 
1 De!. (X) 

IllslI~l 
11811~1' 
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por lo tanto, <p~ es una transformación de Lorentz. 
(ií) El morfismo ifJ~ (X) no es inyectivo. 

<P~ (X) 

Donde, "<P~ (X)I¡~1 
(AXA* ). 

Det (A) Det (X) Det (A* ) 
¡Det (A)¡2 Det (X) 

lDel (X) 
Del, (X). 

Por otro lado 

<P'-A (X) 

Donde, ¡I<p~ (8)¡1~ 
(-A)X(-A)*. 

Det (-A) Del (X ) Det( -A)" 
¡Del; (A)¡2 Dei (X) 

1Det (X) 

Det(X). 

Por lo que <P~ = rp'-A' E¡¡ decir, las matrices A y -A corresponden a la 
misma transformación de Lorentz. 

• 

(iii) <P~ (IMd = JML. 

(A) JML(A)' 
AJMLA* 
AA* 

JML . 

Los resultados anteriores inducen 1Ul morfismo 

7l': SL(2, q ......... 80+ (1,3) dada por 
4' (A) ifJ~4 

Por la proposicit'm anterior incüüo ii), -1; es morfismo, por la observación 
anterior 7/) es transformación de Lorentz y no inyectiva.Adernas '1; (I) = ifJ~, tal 
que para toda X matriz de Lorentz c¡)~ (X) = IX r = X, es la transformación 
identidad de Lorentz. 

Consideremos a la matriz A E SU (2) (la cual satisface que AA' = J, es 

decrr, Al A' ~ 1 ) Y al vedo.' '< ~ ( ~ ) E M, tal que 

80 

( 
1+0 O-W) 

a(eo) = O+iO 1-0 

(~ ~) = J E ML. 
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entonces, la eomposición (<p~ o 0") aplica.da a eo, es tal que 

<b~ (O" (eo)) 

cP~ (l) 
AlA' 

AA" = 1 = O" (eo) . 

Si una transformación de Lorentz B satisface B (eo) = eo, entonces B tam­
bién "l!evd," el espacio tridimencional e* (el complemento ortogonal de eo), que 
consiste de los vectores de la forma 

(Es decir, quitamos la primer coordenada que cOlTesponde al tiempo) en él 
mismo. Lo que significa es que B respeta la métrica en O (3) (ver la sección de 
grupo ortogonal) . Por lo que B es nna transformación ortogonal sobre el espacio 
tridimencional. Puesto ele otra manera, podemos definir al grnpo ortogonal 
como 

0(3) = {B E L 1 B (co) = eo}. 

Con esta definición del grupo ortogonal () (3). Se cumple la siguiente proposi­
dón. 

Proposición 91 El g11tpO O (3) es 8'u,bgnLpo del gr-upo de LOTentz L. 

Proof. Sean B, Bo E O (~). Entonces (BBo) (eo) = B (Bo (eo)) = B (eo) = Cij . 

• 
Por lo tanto, la función 'if; restringida a SU (2), mapea SU (2) en 0(3) 

(adelante se da una demostración de (~<;te hecho). Veamos como actüa '~) en 
algunos ejemplos importantes. 

Ejemplo 92 Ejemplos importantes. 

(1) ConsidcTcmos (L O :::; (J :::; 7r Y Uo = (e~i8 e~O) E SU (2) Y 8 
(xo Xl X2 X3) E M con O" (s) = X E M L.A plicando 'lÍJ tenemos que 

-1/ (V) rTo X rTo' 'l'Uo./~ = U U 
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Por lo tanto, rp' Uo no cambia a Xo y X3, p01'lo que es una rotaci6n al rededor 
del eje X3' Goma rp manda a Xl + iX2 en ei2B (Xl + iX2) , vemos qll,e es ~tna 
rotación de un ángulo de 2() en el plano XI:f2, Esto muestm que (/J~Jo es 'una 
Hitación de 1/,n á:ngv,lo d.e 28 al -red.edor' del eje X3' Nótese qll,e corno O :s 8 :5 7r 

la coTTespondiente mtación es de () a 27r, haciendo un cúnlito completo, Si 
O :5 () :5 271 la cor"respondúm,te mtación es de dos 1!1leltas complet{/,~, 

2 01lS2 eTernos a. :s a :5 7r Y v a = , , E Y 
senO' COS(} 

( ) G 'd O TI' (cosa: -sena) SU' (2) 

s = (:1:0 :/;1 :1:2 X;l) E M con (J (s) E ML.Aplico,ndo 7jJ tenemos que 

ifJ'v.., (X) V;. X ~; 

( 
cos a -sena) ( x() + X3 

sency cos a Xl + iX2 

Si hacemos la identificación del vector 

Xl - iX2 

Xo - X3 ) ( cosa sena) 
-sena cos a 

con la matriz X, bajo la función (J , tenemos que: 

Por lo tanto 

( 
- isenacosa + ícosa:sena -isen2a:-ícos2 a ) 

i cos2 a + isen2a i eos asena - isena GOS a 

(~ ~i) = (12, 

p()'/' lo ta.nto rp'~. debe ser' 'una rotación al r'edr-dor del eje ;T2' Po'r ot7'O lado 
si hacemos la. ideni'ificnción del vector 
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con lo, mat.,.iz X bajo la función (J , tenemos que: 

Aplicnndo <p' ~~, a la mat1'iz (J~, tenemos q1J.e 

-seno: ) (1 O) ( cosa sena) 
cos o: O -1 -sena cos a 

= ( eos 2a se~,2~) 
-sen2a cos 20: 

Esta última matriz es la ídentiji(:acú5n del vector 'Y dado po.,. 

( O) (O) (O) I 

sen20: \ 1 O 
Y = O = sen2o' O + COS 20: O . 

cos20: O 1 

bajo (J .Por lo que podemos concluir' que <p' Vn (e3) = e3 cos 20: + elsen20:. Así 
que <p' v... representa una rotación de nn áng'ulo de 20: al rededor del eje X3 . 

. (3) Consideremos lo, matriz M,. E SU (2), dada por 

con entrodas reales r y.,. =f:. O. Observe que j'I¡I,. = A1,~, entonce,~ 

(
rO ) ( Xo + X3 Xl - iX2 ) (1" r~l) 
O r- l 

Xl + ix2 Xo - x3 O 

Po.,. lo tanto la tmnsfo'f'maci6n de Lonmtz qS~1,. deja Xl 1J ;02 .fijos. Haciendo 
los camb'ios de varútbles con Tespedo a Xo y ;o;¡ 

x~ = m ('1'2 + r- 2) ;¡;o + m ('1'2 - 1'-2) ;1:3 

y 
;T:¡ = m ('1'2 - '1'-2) :1;0 + m ('1'2 + '1'-2) X3 

tenernos que ;T~ y X3 son tales que 
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PO?' lo ta,nto, obtenernos la tTG:n40rmación dada por la siguiente igualdad. 

ó' (X) = ( Xo + :r.3 XI - iX2 ) • 
. 111, X I + ?,X2 Xo - x;~ 

Reconiarulo 111, definición de l(}~~ j1L1u;íones h:illf:r/¡ólicas 

Definición 93 El Levantamiento de Lorentz en la, dire.cóón z con parrí,metro 
1:, es definido corno la, tmnsformaci6n dada por xl. = xI, x2 = X2, Xo = 
(cosh t.) :EO + ( senil, /;)x~ y :E:¡ (scnh l.) :EO + (cosh L) X3 , Y lo denota:rno8 
como Li. 

En otras palabras, ellevantlllhiento de Lorentz LZ es la transformación de 
Lorentz dada por la siguiente matriz. 

\ 

Lt = ( co~ 
ser~h t 

o O senh t ) 
1 O O 
O 1 O . 
O O cosh /; 

Si ilacemos l' = eL en el ejemplo anterior, tenemos que ifJ:w t = L2t. 
Para sintetizar: Sea Re lUla rotación de un ángulo (j al' rededor del eje X3 , 

R(¡ una rotación de un ángulo e en el eje X2. Lo que hemos probado e~ que 

Con lo anterior uno puede hacerse la pregunta natural ¿Cuáles elelIlento~ 
B E L son de la forma ifJA para alguna A E 8L (2, e)? o la pregunta equivalente 
¿cuál es el rango de ifJ? . Para responder a ésta pregunta primero demostraremos 
la siguiente proposición. 

Proposición 94 Toda A E SL (2, e) es h07not6pica a la 'identidad por medio 
de 'una, cm'va At de mat'rices que pe·rl.enecen a SL (2, e) . 

Proof. Por álgebra lineal sabemos que cualquier A E SU (2) es conjugada a 
Ulla matriz triangular superior. En particular, consideremos a la matriz 

(
a b ) A = O a-1 , 

asi, A se puede ver como como el siguiente producto 

A=B(n b )B-I. O (/,-1 
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Ahora consideremos la homotopia defuüda por 

H ; S'U (2) xl --t S'U (2) dada por 
H (A, l:) At donde 

B ( 1 - J; + al !Jt -1) B-1 ° (1 - t + at) 

La hOl1lotopia H es una curva de matrices en 8L (2, e), que cumple la 
condición 

• 

H (A,O) 

H (A, 1) 

Ao = 1 

Al =A . 

Sin embargo, no toda transformación de Lorentz puede ser hOlIlotópico a la 
identidad por una curva continua. Por ejemplo, exüiten transformaciones en el 
grupo de Lorelltz L, qne les corresponden matrices cuadradas de di menciones 
ti x ,1 que tienen determinante negativo. Como el determinante es tilla función 
continua, una. matriz con determinante negativo no puede ser llevada continu­
amente a la matriz identidad que tiene determinante 1 que es positivo, esto l'S 

sin tocar el cero. Por lo tanto existen elementos en L que no pueden estar en 
el rango de </J. Así, podemos afirmar el siguiente resultado . 

. El homomorfismo . . 

'~) ; 8L(2, q 
1,Ú(A) 

--t 50+ (1,3) dada por 
;1 

(PA 

es epimorfismo.Para la demostración usaremos el siguiente lema. 

Lema 95 Toda tmnsfor"mación de Lorentz B , lme.de esc,,..¡bir-se como 

donde Rl Y R2 son TOta.Óoru;s y L:. e8 un levantamiento de Lor'entz en la 
dir-ecci6n de .1;. 

Proof. Podernos escribir 

donde 
s = X1Cl + X2e2 + X3e3 Y :1:6 - 11811

2 
= 1. 

Podemos encontrar una rotación 8 que al componerla. con B rota al vector s 
al eje positivo ;1'3, así que 

8 (B (eo» = 
( 

X(J ) 

II~II . 
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La matri~ autoadjunta que le corresponde a S (B (co)) esta dada por 

( 
x() + IIslI O ) 

O :co -lIsll . 
Ahora, tomando a i que cumpla la condición 

y recordando que el determinante es 1, es decir, 

(:1:0 + IIsll) Cro - IlslI) = x~ - 118112 = l. 

Podemos aplicar Afr obteniendo if)~'I1,. [S (B (eo))] = eo. Por lo tanto cjJ~'I1,. (SE) 
es una rotación llamada R2 • Así tenemos 

o bien 

B = S-1 [(P~'I1J -1 R2. 

Esta C'S la descomposición deseada con R1 = S-1 y L;, = [9~,.rl . Por lo tanto 
¡JI es epirnorfismo. _ 
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6. CONCLUSIONES. 

Los resultados que se obtuvieron en esta t('~<;is fue la. periocidad de L'lQ­

morfismos de Algebras de Clifford Cl(ll ,m) (lRMm , q(n,m)) asocia.das al espacio 
vectoriallRn+m y a la forma cuadra.tica q(n,m) ' Estos isomorfismos nos indujeron 
una identificacion con el algebra de matrices 1'vIn (lR) de la cual se analizaron 
aspectos algebraicos y topologicos en el caso real y complejo de sus subgrupos 
clasicos. Se puso enfasis en los grupos de Clifford y los grnpos espinoriales, los 
cuales se analizaron los primeros casos y además se calculó el grupo nmda­
mental del grupo de rotaciones 80 (n). Por último se aplicaron los resultados 
algebraicos y topológicos al ~'Spacio de Minkovsky de la relatividad especial y 
al gTUpO de Lorentz. 

Obteniendo con esta tesis los antecedentes necesarios para el analisis de " El 
problema de las tijeras de Dirae " • el cual ~'Stabk'Ce que existen sistemas físicos 
a nives subatómicos cuyo estado es alterado por una rotación de 21l' del sistema 
sobre algún eje, pero este regresa a su estado original por una rotaCÍon de 4íT. 
Éstas son las particulas elementales clasificadas como fernúones ( electrones, 
protones, neutrones,etc ) poseen lo que los fsicos llaman "spin un medio (1/2}". 
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