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INTRODUCCION.

En esta tesis se tratan conceptos basicos de topologia algebraica y diferen-
cial, geometrfa diferencial, teorfa de grupos de Lie y fisica. El concepto central
de la tesis son las dlgebras de Clifford. Estas son slgebras asociadas de manera
natural a un espacio vectorial junto con una forma cuadratica. Estas dlgebras,
junto con sus representaciones, tienen un papel importante en aspectos funda-
mentales de la geometria diferencial.

Esta tesis tiene dos objetivos, el primero es calcular el grupo fundamental
de SO (n):y ¢l segundo es analizar aspectos algebraicos y topologicos del grupo
de Lorentz via dlgebras de Clifford.

Para lograr el primer objetivo, se cornienza con la definicién y construccién
de las dlgebras de Clifford. Dado que este concepto puede ser a primera vista,
muy diffcil de visualizar, se plantea una serie de ejemplos de manera explicita
para reforzarlo. Después de introducir y analizar la estructura de las dlgebras,
estas se relacionan con conceptos meramente topoldgicos a través de los grupos
cldsicos; obteniendo asf una serie de resultados iimportantes tanto topol6gicos
como algebraicos, los cuales nos ayudan a lograr el objetivo en el capitulo
cnatro.

Para lograr el segundo objetivo, se comienza con la construccion de las
transforinaciones y el grupo de Lorentz. Dado que en los capftidos anteriores
se estudian aspectos topoldgicos de los grupos cldsicos, estos se relacionan a
través de homomorfismos con el grupo de Lorentz, obteniendo asf una apli-
cacion explicita en la fisica.

Esta tesis surgio como resultado de los Wtimos cursos de topologia que recibf
de la licenciatura y de los prinieros de la maestifa. Para su lectura, se requieren
conocitpientos bésicos de las dreas antes mencionadas, aunque la mayorfa de
los resultados y definiciones que se tratan estdn antocontenidos para facilitar
s lectura.

En cuanto al diseno, la tesis esta formada por cinco capitulos y algunos
de estos por secciones, que se denotan por doble numeracién (3.1,3.2,...). A su
vez, las definiciones, proposiciones, teoremas, lemas, ete. se designan con triple
mumeracion (3.1.1,3.1.2....,). Las demostraciones y ejemplos que se hacen, se
escriben de la manera mas detallada posible para su comprension.

El capitulo uno trata sobre formas cuadraticas, dlgebras de Clifford CI (V, q)
v dlgebras gradnadas. En el capftulo dos, dado nn espacio vectorial y una forma
cuadrdtica particular, se calcula de manera explicita su dlgebra de Clifford. El
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capftulo tres trata de aspectos algebraicos y topolégicos de los grupos cldsi-
cos. En el capftulo cuatro se estudian resultados algebraicos de los grupos
espinoriales y se caleula el grupo fundamental de SO (n); y por iltimo, en el
capitulo cinco se estudian algunos aspectos algebraicos y topolégicos del grupo
de Lorentz.
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1. ALGEBRAS DE CLIFFORD.

1.1. EL ALGEBRA DE CLIFFORD DE UNA FOR-
MA CUADRATICA.

En este primer capftulo, el interes principal es familiarizar al lector con el
concepto de dlgebras de Clifford. Los conceptos que se requieren se encuentran
distribuidos de la siguiente manera.

Formas bilineales, formas cuadraticas, K—dlgebras, dlgebras de Clifford
ClL(V,q), propiedad universal de G (V, q) , automorfismo canduico de CL{V, q),
slgebras graduadas, producto tensorial y antiantomorfismo transpuesto de CL{V, ¢) .

De aqui en adelante V' denotard un espacio vectorial sobre un campo K,
donde K puede sex el cammpo de los mimeros racionales Q,reales R o complejos
C. De lo contrario se dird de manera explicita el campo sobre el cual traba-

Jarenios.

Definicién 1 Una funcién f: VxV — K es una forma bilineal simétrica
st cumple las siguientes condiciones:

(i) flu+v,w) = fluw)+ flv,w)
(it) fu,v) = rf(u,v)= [ {u,rv)
(iii) Fuv) = fv,w),

para todo u,v,w € V y re K.

Ejemplo 2 (1) Consideremos o V' =R™ (donde R™ es el producte carteciano
de m copias de R) y a K =R. Definamos

f: R*"xR™ — R, dada por,
fuv) = 2 T
donde v = (T1,Z9,"* ,ZTm) Y ¥ = (Y1,Y2, ", Um). Entonces f es bilineal

simétrica. A f, asi definida, se le llama producto euclideano.

a a2 ... Qim
. . Q2 G2 ... O2m L .
(2) Si consideramos A = . O i una matriz simétrica con
Q. @ - -+ O

coeficientes en K y definimos
h: K*"x K™ — K dada por

ALGEBRAS DE CLIFFORD. 11



a1 a2 o Oy 0N
Q2 Q2 o Qo Y2
h (:It,y) = (mlym‘l: e ,$7y,)

Qyny, Q2p -7 Q)2 Ym
donde z = (21,Z2,- ,Zm) Y ¥ = (¥1,¥2," " ,¥Ym)- Entonces h es bilineal
simétrica.

Definicién 3 Dada f: V x V — K una forma bilineal simétrica. La forma
cuadrdtica asociada a f es la funcidn q: V. — K dada por ¢(v) = f(v,v),
YoveV

Ejemplo 4 Usando las formas bilineales siméiricas anteriores tenemos:

(1) ¢: R™ — R dada por ¢ (1) = f(u,1) = Y 1w, 22,
(2) ¢ : K™ — K dada por

a1y Ay v Qg Iy

Q2 gz - lom €2
g (u) = hlu,u) = (21,09, ) )

Qi A2rn - o Tn

Definicién 5 Si en particular K es un anillo . Un K—mddulo (izquicrdo)
cansta de un grupo abeliano A junto con una operacion de maultiplicacidn ex-
terna
p: KxA — A, dada por,
plruw) = ru

tal que para todes las u,v € A y r,s € K se satisfacen las condiciones
sigquientes

(3) ru € A
(41) r{u+v) = ru+try
(i) (r+8)u = ru+su

(v) (rsyu = r{su)

Definicién 6 Un dlgebra sobre K es un conjunto A que simultdneamente es
un anillo y un K—mddulo. Es decir, un dlgebra (A, +, 11, ) es un K—mddulo
can. otra operacién binaria, lanada multiplicacidn, con una condicion catra
que hace compatibles las operuciones binarias y de multiplicacion escalar, esta
condicidn es la siguiente:

(ru+sv)w = r(uw)+s(vw)

Y

u(rv + sw) r(wv) + s (uw)

parar, s € K, u,v,w € A,

12 ALGEBRAS DE CLIFFORD.



En particular se tiene que:
(Au)v = A(uww) = u ()

y por lo tanto, Auv es un elemento bien definido de A. Si se imponen condiciones
en la multiplicaciéon del 4lgebra tales como asociatividad y existencia de un
elemento neutro multiplicativo, se obtienen dlgebras asociativas con identidad.

Ejemplo 7 (1) El conjunto C de los nitmeros complejos .
(2) El conjunto H de los niimeros cuaternios .
(3) El congunto M, (R) de las mairices cuadradas con coeficientes en R.

(4) El conjunto de los polinomios R [z] con indeterminada z y coeficientes
en R,

(5) Definamos
T (V) =VoVe..eV
K K

K

como el producto tensorial de V, n veces. A T (V) se le llama el espacio
tensorial de grado n de V. Sea

T(V)= éoT'(V>= (K, V, T*(V), T*(V)....).

Un elemento p € T (V) es de la forma o = (up, uy, s, - -+ ) donde u, € T" (V)
yu; = 0 para casi todo i. Decimos que un elemento ¢ € T (V) es de grado
puro si, y sdlo si, @ € T" (V). Observemos que cada elemento de T (V) es una
suma finita de elementos de grado puro.

Definamos en T (V) las siguientes operaciones:

+: T(V)xT({V) — T(V)
+ (. 9) = p+¢=(uwu, )+ (v, 0, )
= ('LIO + vy, U+, )
p: KxTr(V) — T (V)
(7 1n) = r(wn@u2® - Qwy)

= W QU@ Q wy

®: T(V)xT™(V) — ™™ (V)
® (1, Um) = (11®1:2% RT)QN R - RQYm)
= 1R  RT, XY BY2 8- O Ym-

Ast, (T (V),+,1,®) es un dlgebra. Observernos que los primeros cuatro
ejetnplos son R — algebras y el quinto es una K- 4lgebra.

EL ALGEBRA DE CLIFFORD DE UNA FORMA CUADRATICA. 13



Definicién 8 El centro o kernel de una K —dlgebra asociativa A con iden-
tidad, lo definimos como

Z{A)={a€ A|lak=ka,V k€ A}
Proposicién 9 El centro Z(A) de una K —dlgebra A, es subsigebia de A.

Proof. Basta probar que es cerrada en las operaciones. Sean z, y € Z(A) y
r € K.

(1) zk kx VkhkeA

r(rk) =r(kr)

(ro)k = (rk)z

(rz)k = k(rx)

re € Z (A)

kr y yk=ky Vke€A
ok +yk=kxr+ky
(x+y)k =k{z+y)
z+y € Z(A)

kv yyk=kyVkecA
(wy)k = z(yk) = z(ky) = k(zy)
xy € Z(A).

(2) =k

AT A A

por lo tanto, Z(A) es una K—dlgebra. m

Definicién 10 Sean A y B K—dlgebras asociativas con identidad. La funcién
f:+ A — B se dice que es homomorfismo de K— dlgebras, si es homo-
morfismo de K—mddulos y de anillos.

Consideremnos T (V) el dlgebra tensorial de V y supongamos que ¢ : V —
K es una forma cuadratica sobre V. Definamos I, (V) , el ideal de T (V) gen-
erado por los elementos de la forma v@®@ v —q(v) -1, conv € V.

Definicién 11 FEl dlgebra de Clifford asociada a 'V y a la forma cuadrética
q:V — K, es una K — dlgebra asociativa con identidad, definida como el
cociente

Cl(V,q) =T (V) / I,(V),

junto con una funcion lineal

L V — CI(V,q) talque
GW? = a()-L

14 ALGEBRAS DE CLIFFORD.



Observemos que la funcion lineal + : V- — CI1(V,q) es una composicion
dada de la siguiente manera:

C

L Vo— T(V) — T(V) /I, (V) tal que
w = (0,1,0,0,.--) — (0,u,0.--)+ I, (V).

Proposicién 12 Consideremos la funeidn proyeccion

g T(V) — ClL{V,q) tal que
g (uoyu, o) = (uoytn,- )+ I (V).

Si restringimos wy |v: V. — CL(V,q) entonces m, |v es inyectiva y coincide
con la imagen de ..

Proof. Basta demostrar que cualquier elemmento o € I, (V)N V es cero. Asf
cualquier elemento @ € I, (V)N V puede ser escrito como:

P = Zai & ('I}." & v; — q ('U.") - ].) ® bi

donde podemos asumir que las a; y las b; son de grado puro. Como v € I, (V)N
V en particular ¢ € V lo cual implica que Y af ® (vi ® 1) ® b = 0 donde
esta suma es considerada sobre los mdices tomados como el grad «; + grad b;
maximal. Esta ecuaciou implica que > of ¢ (v]) b; = 0. Procediendo de manera
inductiva se tiene que p =0. =

El 4lgebra de Clifford CI(V,q) es generada por el espacio vectorial V C
Cl(V,q) v el 1 sujeto a la relacion

w?=—gq(v) 1, parav € V.
Si la caracteristica del campo K no es 2, entouces para todos v, w € V,
veowtw-ov=—2¢v,w),

donde 2q (v,w) = q(u+w) — ¢ (u) — q () es la polarizacion de g. La relacion
v? = — q(»)- 1 puede ser usada para dar la signiente caracterizacién universal
del dlgebra de Clifford.

Sea f: V— A una funcién lineal del espacio vectorial V en una K — 4lgebra
asociativa A con 1, tal que para todo v € V, la ignaldad (f (v))? = — q(v)- 1
se cumnple. Entonces existe un unico homomorfismo

Fcuv,q) — 4,

que hace conmutativo el siguiente diagrama:

cuwv,gy L A4

EL ALGEBRA DE CLIFFORD DE UNA FORMA CUADRATICA. 15



es decir ]‘~ L= f.

Mas aiin (/:l (V,q) es la vnica K — slgebra con esta propiedad. En este caso
decimos que f es la extencién de f. Al homomorfismo f se le llama homo-
morfismo de Clifford.

Proof. Para la primer parte, consideremos a CI (V, ¢)como el algebra tensorial
mdédulo el ideal T(V) /I, (V). Sea ¢ la composicion de la funcion inyectiva
j V. — TY(V), donde T' (V) C T(V), con la funcion proyeccion 7 :
T(V) — Cl(V,q). Esdecir, it =m0 j: V — Cl{V,q) Si f:V — Aes
lineal con(f (2)) = ¢(, z),1, entonces fse factoriza como V — T (V) — A

ycomo V — CL(V,q) L, A Mas ann, f@s wnica pues im (¢) genera CL(V, q) .

Finalmente la unicidad de CI(V,q) sc sigue de la existencia de los dos
morfisinos de algebras f: CI{(V.q) — CI(V,q1) y g: CL(V,q1) — CL(V.q)
con 1y = fry 1= g lo cual implica que + = gft y ¢ty = fge; por unicidad se
tiene que fg=gf =1 m !

Consideremos parejas de la forma (V, g) donde V' es un espacio vectorial so-
bre el campo Ky ¢ una forma cuagi.rética sobre V. Definamos wn homomorfisimo
f:(Vig) — (W1, q)) de la pareja (V, q) en (Wi, q), donde

[ V—W

es una funcién entre los espacios vectoriales V' y V) tal que el siguiente diagrama
conmuta.

v Low

q )]

N v
K

es decir, 1 f = ¢.

Dados f: (Vi¢) — (Vi,q1) y 9 (Vi, ) — (Va, ¢2) definimos la composi-
¢ion entre estas como gf : (V,q) — (Va,¢a2). Ast, con las parejas (V] q), los
homomorfismos entre éstas y la regla de composicién, obtenemos una categoria
que denotaremos como Q.

La caracterizacion que sc hizo del dlgebra de Clifford en la proposicién ante-
rior ¢s muy itil. Esto nestra, por ¢jemplo, que son funtoriales en el siguiente
sentido.

Dados los homomorfismos f @ (V,¢) — (Vi,q) vy 9: Vi,q1) — (Va,¢2)
de Q, existen homomorfismos

f:CLV.q) — Cl(Vi,q) ¥y §: CLUV, 1) — (Va, ).

tales que s¢ cumple la composicién ;]7 =g j~'por la unicidad de la proposicién
anterior.

Consideremos el dlgebra de Clifford C{(V, q) junto con su funcién ¢ : V —
CI(V,q). Si definimos la funcion

h: V. — ClV,q) dada por
ho) = —((v)),

IPara ver las definiciones y conceptos basicos de teoria de categoring consultar [Ma].
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entonces h curuple la siguiente propiedad:

(h(z)y* = (h(z)) /L(J‘-))(

(1
—_—
o~ =
—~
N 2]
NN

Il
Q
=
N 7
N "
—

Usando la propiedad universal de CI(V.q) existe un tnico homomorfismo
h=a:ClV,q) — CU{V,q)

que hace comunutativo el siguiente diagrama:

ClVy) = ClWa)

es decir, h = .

Asf, se tiene que si v € o(V) entonces o) = —v y a(a(v)) = a(-v) =
Es-decir, a? = T y decimos que o es involutivo. Al homomorfisino o se le
llama automorfismo canénico de CI{V, ¢).

Para investigar el automorfismo canonico o : Cl(V,q) — CIl(V, ¢) usare-
mos el siguiente lema del dlgebra lineal.

Lema 13 Si wun operador lineal f : W — W que actida sobre un espacio
vectorial real o complejo W es involutivo ([* = I) entoces sus eigenvalores son
x1 y es diagonalizable. es decir, W = W, & W_, con Wy y W_ espacios
invariantes correspondientes o los eigenvalores +1 y —1 respectivamente.

Usando el lema anterior para « : Cl(V,q) — CI(V,q), se cumple que el
algebra de Clifford se puede ver como:

Cl(V,q) = CI°(V,q) ® CI*V, q),

donde

CE(V,q) = {ue CU(V, q), tales que, a(u) = (<1)"u}

para  cero o uno, los valores (—1)" son los eigenvalores de c.

Proposicion 14 Se curnplen las siquientes condiciones:

2Ver la demostracién en [MP] M.Postnikov. pagina 250.

EL ALGEBRA DE CLIFFORD DE UNA FORMA CUADRATICA. 17



(#) Si u,v € CIO(V,q) = uv € CI°(V, q).

(i) St u,v € CINV,q) = wv € CI°(V,q).

(#3) Siu € CO(V,q) y v € CIN(V,q) = wv y vu € CIN(V,q).
Proof. (1) a(uv) = a(uw)a(v) = uv.

(i) a(uv) = a(u)a(v) = (—u)(—v) = vv.

(#41) a(ur) = a(uw)a(v) = u(—v) = —un. Analogo para a (vu). =

Con la proposicion anterior podemos concluir que

CU(Q) - CH(Q)  ClLi+imonz(y )

para cualesquier 4, j iguales a 0 6 1. Este resultado recibe un nombre especial.
Un dlgebra A se dice que es dlgebra Z,-Graduada si A = A° @ A! con

A4 C AlHiymed?

para cualesquier 7, j iguales a 0 6 1.

Un morfismo de dlgebras Zo-Graduadas es un homomorfismo ¢ : A — B
tal que ¢(A') C B para cualquier 7 igual a 0 6 1.

Observemos que C1O(V, q) es una subslgebra de CL(V, q) pues el producto es

cerrado. A CIP(V,q) v CIY(V, q) se les llaman parte par e impar del algebra

de Clifford C [(V, q) respectivamente. Esta es una observacion de Atiyah, Bott
y Shapiro. * _ _

.Existe una filtracién natural f (T (V)) C f Y/(T(V)) C --- C T(V) del
dlgebra tensorial T (V) donde '

Py = K
fAT(V) = KeV
JHT (V) = KeVaT (V).

K@V---@T'(V) = @ T'(V).

%
~
<

=
Il

Esta filtracién tiene la propiedad que
FT)e (@ v)cFairy),
pues cada T (V)@ T7 (V) =T (V) coni <ryj<q.
Definamos _
7wy =, (FT W)
donde 7, : T(V) — Cl(V,q) es la proyeccion natural; y un clemento o €
Ty (f’T (V)) es de la forma
© = (vo,uy - u) + I, (V)

SM.F. Atiyah, R.Bott and A.Shapiro, Clifford modules,topology.vol.3,suppl,1.pp.3-38.
Pergamon press.1964.
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con u; € T*(V).

La filtracion anterior induce una filtracion f*(T(V)) c fH(T(V)) C--- C
Cl(V,g¢) en cl dlgebra de Clifford CI(V.q), la cnal también tiene la propicdad
de que f"(T(V))- fI(T (V) C fr+9(T(V)) V¥ r y q. Este hecho hace a CI(V, q)
dentro de un dlgebra filtrada.

La funcion mudtiplicacién en f™ (T (V))- f9(T (V)) induce la multiplicacion
siguiente

R xR — R Vryg

donde R = fT(T(V)) /(T (V).
Definicién 15 El dlgebra graduada asociada a ClU(V,q) se define como

R = pR".

>0

Una relacién importante entre ¢l dlgebra graduada R* y el dlgebra exterior
A"V de V' se nmestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 16 Para cualquier forma cuadrdtica ¢ - V. — K, el dlgebra
graduada asociade R a ClL(V,q) es isomorfa al dlgebra exterior A*V de V.

Proof. La composicién de funciones

T (V) 25 f (T (V) — f(T(V))./ "~ (T(V)) dada por

;) R 02 Q- @ Uy — [au e 'ah']
induce una funcién

AV — R tal que
(Augh -~ Auy) — [ug

que claramente ¢s sobreyectiva, asi obtenemos un homomorfismo A*Y — R*

de dlgebras graduadas. Para ver que esta funcion es inyectiva, procedemos como
signe. El kernel de

(V) — (T (V) /1T (V)

consiste de arreglos r— howmogencos de elementos ¢ € I, (V) de grado < 7.
Cualquier  del kernel pnede ser escrito como

g = Z(Li [ (’Ui R +q (’U;‘)) X b,-
donde v; € V, y podemos asumir que a; y b; son de grado puro con
grad o; + grad & <r —2,

EL ALGEBRA DE CLIFFORD DE UNA FORMA CUADRATICA. 19



La parte r— homogenea de » es entonees de la forma,
W, = E a; RV; ® U @ by

donde grad a; + grad b; = r — 2, para cada i. Como u;Au; = 0 para todo 1,
vemos que la imagen de ¢ en el dlgebra exterior es 0. Por lo antexior la funcion
AV — R* es inyectiva, m

La proposicién anterior dice que la mudtiplicacion en el dlgebra de Clifford
es una extencion de la multiplicacién en el dlgebra exterior determinada por la
forma cuadritica q.
Proposicion 17 Euwiste un isomorfismo de espacios vectoriales

3. AV — Cl(V,q)

compatible con las filtraciones.

Proof. Definamos la funcién de r — copias del producto directo de V

f: VXVXx.ooxV — Cl(V,q) tal que
(0, w) = 5 2sign(0) Vo), Vo)

fi VxVx--.xV — Cl(V.g) dada por
(v, ) — ,—1, S sign (0) Vaqry - - Va(r)

donde la suma es tomada sobre el grupo simétrico de r—elementos. (Si la
caracterfstica de K no es cero, uno debe quitar el ¢l factor 4). Esta funcion
f determina una funcion lineal f~ : A"V — Cl(V,q) cuya imagen esta en
(T (V)). La composicién de f con la proyeccién

W) — @)/ ;H(rv)
es la funcion
m, T (V) — Cl(V,q).

y como 7, |v: V. — Cl(V.q)es inyectiva, tenemos que f es inyectiva, y la
suma directa de las funciones 5 : A*V — CI(V, ¢) es un isomorfismo. &

Recordemos algunos resultados importantes del producto tensorial entre
espacios vectoriales y dlgebras:

(1) Sean U y V espacios vectoriales sobre el campo K, entonces el producto
tensorial U/ %2 V es un espacio vectorial.

(17) Para la aplicacion canénica del producto tensorial f : UxV — U % v,

con (1, v) € U x V, escribimos
flu,v) =u@u.
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(#44) La bilinealidad de f : U x V — U ® V se comporta de la manera
K
siguiente.
Sean u,u1 € Us v,m,m €V yreR.

(utu)®rv = uQU+y U
UR (M +m) = vV + U
TUR U = r(u®v)
U® T = (L)

ﬁ('n.’) Si {ui}ier ¥ {vs},¢, son bases para Uy V respectivamente, entonces
u; & v; forman una base para U@ V.
X

Six e UV entonces
K

T = Z'rij(u,; & ;)

que denotaremos por x = u v, conn € Uy v e V.
Si cousideramos A, B algebras asociativas cou 1 sobre K, podemos definir
una multiplicacion en su producto tensorial A ® B de la siguiente manera:
X

AgBxADD —JA%B dadla. por
[(a® D), {0y ®b1)] — aay Qbh

para cualesquiera a,ay € Ay b,b; € B.

Proposicién 18 Si A y B son dlgebras asociativas con 1 sobre K entonces
A® B es un dlgebra con la multiplicacion definida anteriormente.
K

Proof. (1) AR B es un espacio vectorial pues A y B asf lo son.
X

(2) A % B es wm anillo pues:
(i) A % B es grupo abeliano.

(i7) El producto - es asociativo ya que

(@®b)[(a1®b1) (2 ® h2)] = (a®D)[a182 R biby]

= aa 6z R bbby

= (aa1)az ® (bby)by

= () @ (bby)(az ® by)

[(a @ b) (a1 ®by)] (a2 ® b2) .

I

(#ii) El producto - es distributivo
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(a@b)[(a: @)+ (a2@b)] = (aa; Q@bby) + (aas & bby)
(a®@b) (a1 ®01) +(a®Db) (a2 ® b2).

[(a@b) + (a & br)] (a2 ® by) (aay ® bby) + (aya5 & by ba)

((l@b) (0‘2 & bz) + (al ® b]) ((lg & bg) .

T [(a®b) (e & b1)] = [r(a®b) (a1 ®b)
= (a®b)[r(ar®h)].

(3) Multiplicando por el (1®1)
Al (e@b)=1le®lb=a®b.

Por lo tanto A ® B es un édg,cbra asociativa con 1. m

Ahora, si conudommos A= AOQBA‘ y B = B*®B! dos algebras Zo—Graduadas

sobre ¢l campo K, entonces existe el producto tensorial graduado definido por

A®B (ARB) @ (A®B)!  donde

Ji

i

(8B = (RIS es)

(ARB)! = (A® BY)@ (4! ® BY).

Asi, A®B es wna dlgebra Zo—Graduada sobre el canipo K con la siguiente
multiplicacion

(ARB) x (A®B) — A®B tal que
((a2b), (@ ®b)) — (-1)7(aa; R bby)

siay € Ay b€ B coni, j =0,1. La demostracion es andloga a la anterior.
Este resultado uos lleva a una filtracién f© C f' € --- C ARB del dlgebra
ARDB Z,—Graduada, donde

=3 A8 ).

a——

La importancia del producto tensorial Zo—Graduado para las dlgebras de
Clifford es evidente en la siguiente proposicion. Para esto, observemos lo sigu-
iente.

Para cualesquiera dos formas cuadrdticas ¢; : U — Ky g : W — K,
podemos definir una forma cuadrética g sobre la suma directa de U & W dada
por

qg: UaW — K
glv,w) = q{v)+qw).

A g se le llaina suma directa de formas cuadrdticas g1y ¢z (usualmente se
denota por ¢ = ¢, B ¢a)-
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Proposicién 19 Para cualesquiera dos formas cuadrdticas q : U — K gy
q2 - W — K. Existe un isomorfismo natural

v : CI(V,q) — CU(U,q1) ® CUW,q2)

del dlgebra de clifford CUI(V,q) en el producto tensorial graduado CUU, ;) @
CI{W, q2).

Sean t: U - CUU,q) y J : W — Cl(V,q) las funciones lineales corre-
spondientes a las dlgebras de Clifford ClL(U, q1) y CI(W, g2) respectivamente.
Consideremos la funcion
a: V=UdW — CUU,q)RCUW,q)  definida por
av,w) = (D) + (1 J(w).

Proposicion 20 Observernos que o cumple la siguiente propiedad, paru todo
(v,w)e U W.

[cx (v, w)]? [({v)R14+1 ® ](u)]

= ()@ 1)+ (~1)°[1(v) ® J(w)]
H)' <v> : )+ (10 9

()2 1)+ (1® J(w)?

[e(v) ® 1| [(v) @1+ [1& J(w)] [1® J(w)]

L))PRL+1&(. (71,))2

= () ®1+1&q¢(w)

= a((1&®1)+(1&1)(ew)

= (pdE)v,w)-181=¢,w) 1®1.

fl

Llv

AW

Proof. De la propiedad universal del dlgebra de Clifford CI{(V, q) existe
¥ ClUV,q) — ClUU, q))®CUW, g2)
tal que hace conmutativo el siguiente diagrama,

UgWw
T o
/ N\
CUV.) L CUUWBCLW, @)
es decir, @« = YT, donde T = (1 J) y es tal que T (v, w) = (1@ J) (v,w) =
(V) + J (w).
Por otro lado, considerando la inclucién natural oy : U — U @ W, tal que

a1 (v) = v+0, y el dlgebra de Clifford CI(U, ¢;) junto con su funcion +, podemos
construir la siguiente composicion

Ter: U 25 UaW - CI(V.g) dadapor

Toy{v) = T(oa(w) = T(u+0)
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con la siguiente propiedad

(Ta(v))?2 = Toy(v) Tor(v)

T+0)-T(v+0)

(t(v) + J(0)) - (e(v)} + J(())).

(e(v) +0) - (1(z) +0) = 1(v)? = q(v) - L.

I

I

Asf, usando la propiedad universal de CI(U, q1). existe un inico morfismo
w: CUU,q) — Cl(V,q). De manera ansloga, usando la inclucion oy : W —
U W, tal que o3 (w) = 0+ w, y el dlgebra de Clifford CI(W,g2) junto con
su funcién J. Obtenemos un dnico morfismo 7 : CH{W,q2) — CI(V.q). De
donde definimos el inverso de % como

vl =pgn: CUU,q)RCL(W.q) — ClL(V,q) tal que
(a@b) — @ (a) n(b).

Demostremos que @ y ¥~ son inversos reciprocamente. Sea z = x4y €
Cl(V,q), donde x € CI(U, q) v y € CU{W, gz)entonces

(™ ')(2) = v (¢(2)) = v (W(w +y))

v (@) @14+ 1®J (1))

B ()@ 1) + T (1@ T ()
w(e () (1) + (1) n(J (v))
(@ (@) -+ (1 9] ()
wiu(z) 1+ 1-nJ(y)

T(Tl(iE) + TO'Q(:I/)

T(x+0) + T(0 + y)

= (x)+ JO)+i(0)+ J(y)

= x4+04+0+y
por lo tanto vl = Icrve

de manera andloga vy = Iy, s)ECU(V.g)- Por 1o tanto ¢ es isomorfismo de
dlgebras. m

Definicién 21 Sea A un dlgebra asociativa con 1 sobre el campo K. Un homo-
morfismo f : A — A se dice que es anti-automorfismo de A si f (ab) = f (b)

fla).
Proposicién 22 El dlgebra CI{(V, q) tiene un anti-automorfismo.

Proof. Supongamos que @ = ; ® 12 @ - - @ xx € T* (V) entonces la funcion

. T (V) — T (V) dada por
W @m®  Qap) = TERLe 1 ®Tp2® - ®m  =a’

24 ALGEBRAS DE CLIFFORD.



es un anti-automorfismo en 7% (V) . Sean
2= rR®Q Qs
y
Yy = n®nd -k
entonces

PERY) = P(EFIRTIR - QLY QY2 ® - DYk, )
e RUYo1 &  QY VT RAp 1 Q- Q1
= 3727,

Por lo tanto ¢ induce un anti-antomorfismo en T' (V') el cual deja invariante
al ideal I, (V), pues (R 2 —q(z)-1)T =28 7 — ¢(x) - 1. Por lo tanto esta
operacién induce un anti-automorfismo

T: ClV.q) — Cl(V,q) dada por
T(x) = zr
lo cual era lo que queriamos demostrar. m

Definicién 23 A la funcion T : CI(V,q) — CU(V,q) lo llamaremos el anti-
automorfismo transpuesto del dlgebra de Clifford CUI{V, q).

Nota 1 RESULTADOS IMPORTANTES.

(1) El anti-automorfismo transpuesto T |1, (vy: Io (V) — I, (V) restringido
a I, (V) es la funcién identidad. Pues, si v € V entonces T'(1(v)) = T (v)
=T =

(2) El antomorfismo canénico « y el anti-automorfismo transpuesto 7' in-
ducen otro anti-automorfismo, en CUV, ¢). A saber. Definainos la funcién

¢: Cl{V,q) — Cl(V,q) dada por
@) = (aoT)(x). ==

Ademas se cumple que

|

aT (zy)
o (xy)”

s (zy)

[l

il

« syl zT)
= a(y’)a(a")
= <(yclr).
Por lo que ¢ ¢s un anti-antomorfisino.
Definicién 24 A la funcion ¢ la Uarnamos anti-automorfismo conjugacion.

(3) Sea CU(V, q) = CI%(V, ) CI}(V, q) el dlgebra de Clifford. La graduacion
de CI(V, ¢) puede estar definida en términos del automorfismo canénico o de
la siguiente manera

CI(V,q) = {.‘L‘ e ClV,q) | o (x) = (-—1)’}'1:} =01
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2. LAS ALGEBRAS Cy Y Ciy pp)

Tal vez los conceptos y resultados anteriores parecieron demasiado abstrac-
tos para el lector y quizd fue diffcil visualizar el concepto de 4lgebras de Clifford.
No obstante, en este segundo capitulo retomamos los resultados anteriores y
los aplicamos a un espacio vectorial, y a una forma cuadratica particular para
calcular de manera especifica algunas dlgebras de Clifford.

En este capftulo estudiaremos las dlgebras Cl (V, q(,‘_,m)) , donde V = R,
K =Ry la forma cnadratica g, . esta definida por:

Yinan) - Rtm — R

. g . _ " g ntm 2
A(nm) (21,22, -y Tty L) = Zi- + Zz a1t
Nos enfocaremos a estudiar los casos particulares
+0 0+mn
CLHR™, quuny) ¥ CLR™™ qom)) »

es decir, los casos (uando al evaluar la forma cuadrdtica qnmy 1 R — R
NN .o T n+m N )
obtenemos — > af vy YU " xf respe ctivamente. o
Para esto, los conceptoa tratados en este capftulo son los siguientes: Las
algehras Cl (]R’H‘"‘ (nmy) + la n—ésima &lgebra de Clifford Cy,, isomorfismos de
algebras de Clifford C,,, isomorfismos de slgebras Cy:, la compactificacion de las
dlgebras Cl (R”+"", q(,,_.m)) , periocidad de isomorfismos y algunas observaciones
sobre C, y Cr.

Definicién 25 Al dlgebra Cl (R”“’ () la denotamos por Cn e identifi-
camos al espacio R™ con i, . (R™) = C, y alos reales R con R-1 C C,. Por
otro lado, al dlgebra Cl (IR‘”"‘ Qo)) la denotamos por Cy, e identificamos al

espacio R™ con 1q, - (R™) 55.C% y alos reales R con R-1 C Cx,.

"

Usaremos la notacion e; = (0,0,---,1,0,---,0), con un 1 en la i—ésima
coordenada. El dlgebra lineal nos permite saber que ey, -, €,4.,m forman una
base ortonormal de R™™ C ¢l S]R"*”‘, q(n,m_)) .

Las slgebras Cl (R*™™, q(nm)) tienen wuna presentacion clsica dada por la
siguiente proposicion.

Proposicién 26 Lose;, i =1,2,--- ,n+m generan o Cl (R"‘“", q(n_m)) {como
dlgebra multiplicativamente) y estan sujetas a las relaciones

e el = —2(51']‘ S’LZZJSTL
6 €6 = 2(5,] Si 7 :J >n

donde 6;; es la delta de kronecker.
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Proof. Que generan a Cl (R"‘*’"‘, q(,L‘m)) se sigue de los resultados obtenidos en
el capitulo anterior. Basta ver que las relaciones se cumplen.

Sii < n se tiene que:

(a) supongamos i = j, entonces

il
l
[\

€6 + ¢;ie; -1

e+ el
2

2e;

e:

o
bl
SN

LA™
Il
|
—

(b) supongamos i # j, entonces

il
o

eie; +¢je;
[

—CjCi

Si i > n se tiene que: :
(a) supongamos i = j, entonces
)
]
e;e; T ee;
24,2
e; e
2¢?

I

Il
N RN

Il

(b) supongainos i # j, entonces

f
<o

€;¢; -+ e5e;
€365 = —€;e;
|
De la proposicién anterior podeinos hacer las siguientes definiciones.
(a) Llamamos a C, la n—ésima algebra de Clifford que esta generada
por ey, -, e, como algebra sujeta a las relaciones

=1y cie; = —eje; con i # j paratodosd, j=1,..,n.

Anexando el 1 y el producto de los bésicos ¢;, de la siguiente forma: ¢;, + - - ¢,
tal que 4 < ip < ... < i, con 0 < r < n, obtenemos una base como espacio
vectorial para C,.

(b) Llamamos a CF, la rn—ésima élgebra que esta generada por €; -+ &
como algebra sujeta a las relaciones

2
i

)

=1yeig; = —gje;cont # j para todos 4, j=1,...,m.

Anexando el 1 y el producto de los basicos ;. de la siguiente forma: €, - - - 55,
tal que 17 < iy < ... <1, con 0 < 5 < 1, obtenemos una base como espacio
vectorial para C7,.

Las algebras Cl (R”’",q(n:m)) tienen una descomposicion en términos del
producto tensorial graduado como se observa en la siguiente proposicion.
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Proposicién 27 La funcion
i CLR™™ gum) — CiBOI® - @CIRCIRCI® - - &CY
donde Cy aparece n veces y Cf aparece . veces, es un. isomorfismo de dlgebras.

Proof. Basta descomponer R™*™ en subespacios formados por R, relativos a
Y(n,m)- Aplicando los resultados del capftulo anterior inductivamente se obtiene
el isomorfisio. m

A continunacién daremos explfcitamente la descripeion de las dlgebras

Cl (Rn+m 'n m,))
como algebras de matrices sobre los campos R. C, o H.

Ejemplo 28 ISOMORFISMOS DE ALGEBRAS C,

Usaremos el simbolo &2 para denotar isomorfismo de las slgebras C, y Cf.

(1) Cp ~ R, llamada el Algebra de Clifford Trivial.

(2) Cy =~ C, donde € es el campo de los niineros complejos.
Proof. C) es de din 2 como espacio vectorial y como dlgebra. Por definicién,
la base es {1 =eg,e1}; donde e} = —1. Esta relacién especifica la operacion
producto en C) y la suma es componente a componente.

Asi, es suficiente definir la funcién:

w: C) — C dada por

plat+ed) = a +ib,
obsérvese que
p(1) =1
pla) = i
Es decir, manda bésicos en bdsicos, por lo tanto, es isomnorfismo de dlgebras.

]

(3) Co~ H, donde H es el conjunto de los nimeros cuaternios.
Proof. (s es de dim 3 como 4lgebra y de dim 4 como espacio vectorial. Por
definicién, la base es {1,61, ez, e1e2} con ¢? =3 = —1y eier = —eze). Estas
relaciones especifican la operacién producto en Ca, y la suma ¢s componente a
componente. Asi, es suficiente definir la funcion:

s : Co — H dada por
@y {a+ bey + cex + degey) = a4+ bi 4+ cj +dk

obsérvese que

@, (1) 1
pp (1) = i
g (€2) =J
0y (ere2) = k
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donde 4,7 ¥ k£ son los cuaterniones puros, tambien se cumplen las relaciones
ij =k, jk =14, ki = j. Es decir, p, manda bésicos en basicos, por lo tanto, es
isomorfismo de dlgebras. m

(4) Cs~H @ H.
Proof. C; es de dim 4 como dlgebra y de dim 8 conio espacio vectorial.

Por definicién, la base es:

{1, €1, 62, €3, €162, €163, €263, €1€2€3}

coued =ef =l = —1lyee; = —eje; cuando i # 4. Estas relaciones especifican

la operacion producto es Ca v la suma es componente a componente.
33

Para el espacio (H ¢ H ) su base es:

{(1: 1): ('iri)» (/:J) (k, k) (k» —’k)v (_.]1.7) (7:’ ”7")’ ("'11 1)} .

Asf, es suficiente mandar los basicos de C en los de (H & H ) de la siguiente
forma:

wg:Cy — H £ H tal que

wa(l) = (1,1) ¢y(ere2) = (k,—k)
woaler) = (i9) wileies) = (=4.9)
ps(e2) = (4.9) ©3(e2e3) = (i,—1)
wales) = (k,—k)  walereaes) = (=1,1)

que claramente 4 es isomorfismo de dlgebras. m
(5) 04 ~ Af[g( H )

Proof. Cy es de dim 5 como dlgebra y de dim 16 como espacio vectorial. Por
definicion, la base es:

{1,e1,e2,e3, €4, 162, €103, €1€4, €2€3, €2€4,
€3€4, £1€2€3, €163, €1€3€4, €2€3€4, 61626364}

N 2 2 2 2 0P — ——mp.p. Pt 1 atnc b :
con €3 = e = 5 = el = -1y ee; = —eje; con i F# . Estas relaciones

especifican la operacion producto en Cy y la suma es componente a componente.
Definamos un morfismo que mande los basicos de Cy en los bdsicos de My H ),
de la siguiente forma:
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s Cq — Ma( H ) dada por

]

o =

S

N

—
laJ)

=
Il

O =
~ O
—_

o<
| I

oy (ea) =

o o
=
o
—

X
N
—
s
)
=
il

P4 (€4)

o> O
<o o
-

Asi, ¢, manda a los elementos restantes de la base al producto de las ma-
trices correspondientes; de donde obtenemos el isomorfismo de dlgebras. =

(6) Cs =~ M,( C).

Proof. C; es de dimension 6 como 4lgebra y de dimension 32 como espacio
vectorial. Por definicién la base es:

{1, €1, €2, €3, €4, €5, €162, €1€3; €1€4, €1€5, €2€3, €2€4, €2€5, €3€,, €3€5,
€4€5,01€2€3, €162, €1€2€5, €1€3C4, €1€3€5, €1€4C5, C2€3€4, €2C3€5,
€2€4€5, €3€4€5, €1€203€4, €1€2€3€5, €1€2€4€5, €1€3€4€5, €2€3€4€3, 8162636’-465}

conel =ef=e2=¢l=¢cl=-1yee; = —eje; cou i # j. Estas relaciones

especifican la operacidn producto en C; y la sima es componente a componente.
Definimos un morfismo que mande los basicos de Cy en los bésicos de My( C),
de la siguiente forna:

s Cy — My( C) dada por
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1000
0100
10001
(i 0 0 0
0 —i 0 0
(}95(61): OOLO
(0 0 0 —
[0 =1 0 0
(er) = 1 0 0 0
Pslf2) = 19 o 0 -1
00 1 0
[0 ¢ 0 0
oo (63) = i 00 0
i) = g 0 0 —
(00 —i 0
(o0 0 -1
oo (6)) = 00 -1 0
Pl = g1 00 0
(10 0 0
0 0 0 -—i
(e5) = 6 0 — 0
Ylfs) = | o i 0 0
|~ 0 0 0

Asl, s manda a los elementos restantes de la base a el producto de las
matrices correspondientes; de donde obtenemos en isomorfismo de dlgebras. m

Ejemplo 20 ISOMORFISMOS DE ALGEBRAS C:.
(1) Para el cason =0, C; = R.
(2) C; ~RaR.
Proof. C} esta generada por {1,e1}, tal que €2 = 1. Esta relacidn especifica la
operecidn producto en C7 y la suma es componente a componente. Uno base
para RGR es {(1,1),(1,-1)}. Basta definir

w:C; — R®R dada por

p(1) = (1,1
(e = (1,-1)

que claramente es isomorfismo de dlgebras. m
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(3) €3 = Mz (R).
Proof C5 esta generada por {1,21, 22,2182} ¥ se cumplen las relaciones ¢
g2 =1y 18y = —602). Estas relaciones especifican lo operacidn. pmdwrto en
C3 y la suma es componente a componente. Una base para M (R) es

ot [o S0 [0e]- [50])

Basta definir
1 Cy — My (R) dada por

o (1) — (1) (1) ]
wy (€1) = ! _01 }
we =[] ]
©g (2152) = . _01 (1) }

Claramente , es isomorfismo de dlgebrds. m
" (4) Como 1ltimo ejemplo demostremos que Cl 1‘1) (R™* quy) = Mz (R).
Proof. Por definicidn, una base pam Cly, 1)( ,q(n) es {e1,e1,1} y se
cumplen las relaciones e? = —1, 27 = 1, ejey = —e,e1. Las cuales especifi-
can la operacidn producto en Clg,p (R »'7(1,1)) y la suma es componente a
componente.
Una base para M, (R) es

10 0 -1 1 0 0 1

oL|*{-1r o |0 ~-1|"|-10 '
Basta definir

[ Cliy (R qayy) — Me (R) dada por

= [é H

e =Y
e = 4
fe = [ 43
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Claramente [ es isomorfismo de dlgebras. m

Consideremos las dlgebras de Clifford C.,. Si incluimos los generadores e; de
C—1 alos generadores e; de C,, tenemos que C, ) es una subdlgebra de C,,.
Por lo que la filtracion que se defini6 en el capftulo anterior es de la siguiente
forma:

CocCyC...CC, = RCCCcCHC(HeoH)CcM(H)C...CC,.

Un resultado andlogo se obtiene para las dlgebras C.
La clave de la clasificacién de las algebras Clis ) (R”’f”", q(.,l,,,,)) para cualquier
n y m es el siguiente resultado.

Teorema 30 Se cumplen los siguientes isomorfismos
i) CLRMF2H g0 CL(R™™ go.n)) @= CL(R*™, g2.09)

@) CL(ROTMH2 g oy CHR"™, gip) Q= CLR™2, g2
7”) Cl Rn+1+m+l:‘](n+1,m+1)) Cl Rn+m:‘1(n,m)) & Cl IRI_H)([(l,l)
1

QR

para todo n,m >0, !

Proof. Damostremos 7).Sean ey, -+ -, €542 nna base ortonormal para R*+2, y
sea la forma cuadrdtica

g: R+ — R dada por
n+3 2
ae) = —¥rPa2 = -l

donde z = (z), -, Tnya) -
Por otro lado consideremos 2y, - -+, £, los generadores bdsicos de G, y sean
Ey, Es los generadores bdsicos de Cy. Definamos la funcién

@ R — C* g Cydada por

() = g R E Ey paral <i<n
PUGI=1 19 Fi_, parai=n+16n+2

Notemnos que para i,5 € {1,...,n}, tenemos que

ple)ple) Te(e)ple) = gy tees®(-1)
25181,

i

y para k, [ € {n + 1.n + 2} se tiene que

plex)ple) tole)wler) = 1R (EBsnbion + EinEin)
= 26,-1®1,

TPor comodidad de notacion, los isomorfismos del teorema los denotaremos por
Cling2,0y = Clo,e) 8 Cliagy, Clignaay = Clowoy  Clioay ¥ Clintranryy = Cliwny & Clivy.
Respectivamente. Ademas recordemos que Cli,q.0) = Crya: Cliony = Cy Clipgy = Co y
Cligntay = Crqa. Cliagy = C3.
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tambien se cumple que @ (e;) @ (ex) + @ (ex) p(e;) = 0. Se sigue entonces
que (¢ (2))* = |2*- 1® 1 para todo x € R**2. Por lo tanto. por la propiedad
universal del dlgebra de Clifford existe

(z (Cpge — C;;. ®Qp Ca.

Ahora como @ mapea sobre un conjunto de generadores para C: ®gr Ca, cs
sobreyectiva. Por otro lado, la dimencidon de Cpiz es igual a la dimencion de
Cr ®x Cs, por lo que se concluye que # es isomorfismo.

La demostracion de 4i) es andloga. Para demostrar 441), procedemos de man-
era sirnilar. Consideremos una base ortonormal ey, -+, €py1, 815 Emt1 PATA
R ™2 tal que g (e;) = —1y q(g;) = 1 paratodoi, j. Sea ey, - ,en, &, , &
y €7, &7 las bases correspondientes para R y R?, definamos la funcién

v RPHE L CLHR™™, gmy) ® CL{R™!, g 1)) dada por

W (e) _ e;@eyey paral <i<n

oA N 1®@cy parai=n+1
N

L®eyey paral < j<mn

v (s;) _ €; ®cyey para 1.__1 <mn

1&ey paraj=m+1

y aplicando el mismo razonamiento que en ¢, ¥ cumnple las condiciones para
aplicar la propiedad universal del dlgebra de Clifford. Asi.obtenemos el isomnor-
fismo deseado .

,;Z, . Cl (R”+l+m+l,Q(n+l,1n+l)) - Cl (Rn+m’q(n.m)) & Cl (Rl+1,(I(1_1)) )

|
Para aplicar esta proposicion bdsica necesitamos los siguientes resultados

concernientes al producto tensorial de dlgebras sobre R. Para K = R, C o H,

denotaremos por M, (k) el dlgebra de matrices n X n con entradas en K.

Proposicién 31 Se cumplen los siguientes isomorfismos.

X

i) M, (R)®g M, (R) M, (R)  para todos n y m.

i) M, (R) ®g [ = M, (R) donde K=C ¢ H y para todo n.
iii) CeC ~ CexC
i) CogzH ~ My (C)
v) HezH ~ My (R)

<o
L
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Proof. Para demostrar i) y 1), ¢s suficiente usar los resultados que se conocen
sobre dimencién en el producto tensorial, Asi, tenemos dimensiones (nm)? y
n? respectivamente, obteniendo los isomorfismos.

Para demostrar #it), definamos la funcién f3 : CeC — C®x C dada por

[(L,0) = $(1®@1+i®i)
f(01) = J(1®1-i®7).

que manda hésicos en bésicos, obteniendo asi, el isomorfismo.
Para demostrar iv). consideremos a H como un C—médulo izquierdo, y
definamos la funcion

9: CxH -— Home(HH) dadapor
w(z,p) = Do) tal que, para todo x € H
Pep () = z2P. donde P es el conjugado de p

Notemos que ¢ es R—bilineal pues
Orarayp) (8) = 7(2+w)ap = rzap + rwap
= ‘rg‘o(z,p) (I) + T(p(w,p) () =r [ P) ) + ‘p(w (:L):I

Andlogo para 9, ,,1)-
Por la propiedad universal del producto tensorial &, existe una funcion
R—lineal
P: C&H — Home(HLH)= M, (C) dada por
;5 (Z > I)) = (,0(_,"7)).

© es homomorfisino de algebras, pues

(p(z:,l,m;l) (7’) = ZZIIW =~ (21]7 ﬁ)p_l = So(z,p) (51.’1? p_l) = ["p(:,p) © 5'9(:,;)1)] (7’) .

Aplicando % sobre una base de C @z H se obtiene que P es inyectiva. Por
otro lado comno dimg (C ®g H) = dimg (M2 (C)), @ resulta ser isomorfismo.
Para demostrar v), consideremos la funcion

W HxH — Homg(HH) dada por
W(p,p2) = Y p2)s tal que, para todo r € H
Upy p2) (r) = V1T D3 donde 7 es el conjugado de p.

y haciendo un andlisis semejante que en i), obtenemos el isomorfismo de-
seado.
¥ HegH — Home (HH) = M, (R)

|
Antes de continuar con ¢l estudio de las dlgebras

Cl(-n_,m) (Rn+m: q(n.,m.)) s

36 LAS ALGEBRAS Cn Y Civ.a) -



observemos que para enalquier (12, m) la complexificacion del dlgebra Cly, n) (R’”"‘, Qi
es s0lo el dlgebra de Clifford sobre C correspondiente a la forma cuadrética
complexificada, es decir,

C’l(n,m) (Rn+1n, q('n,,m)) Qr Cx C’l(-n.,'m.) (Cn+m’ q(n,m)) @C.

Sin embargo, todas las formas cuadriticas no degeneradas sobre C* son equiv-
alentes sobre C, (C). Por lo tanto, ajustando la forma cuadrdtica por

qC(n,0) * cree — r(LC 2
qT(n.0) (31) 22,7 By ) = Zizi =

)7
qe(om) con - ,(F )
ac(o,m) (31 V2 :") = Zv’.':i 4

v definiendo

C.,,, =Cl (Cﬂ, (]1:) .

tenemos los siguientes isomorfismos.

C. = ClonexC
Clany (R, g 1)) @ C
Cligm—ay (R*2 g, 2) @ C

- Gl (R(ﬂ—l)+lvq(n—l.l)) @ C
Clioy @r C.

Q

Q

Q

Q

Teorema 32 Para todo n 2 0, cxiste una periocidad de isomorfismos
i) Clontsy = Clion) ®x Cling)
i) Clingsy = Cling ®= Clisp
i) Cni2 ~ C,@cC

donde

Closy = Cligo) = Mag (R)
Cg 1\’[(2) (C)

Proof. Usando los isomorfismos 1) y 42} de la proposicién anterior y haciendo
que 7 + 8 quede en terminos de n. + 2, para luego usar el teorema anterior,
tenemos que

Cliojnrsy = Cliony ® Clizpy ® Clpay & Cliagy @ Cl,2).-
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Usando el ejemplo y la proposicion anterior tenemos que

~ Cl((),n) ® H ® IHI@ A'{-z (R) ®]\’fg (R)
~ Cligny® My (R) ® M, (R)
~ Cl(()g.,,_) ® Afm (R)

Cl((),n+8)

Bsto demuestra el primer isomorfisino. La segunda periocidad se demuestra
de manera ansloga. Por iiltimo, para demostrar i4) basta usar los isomorfismos
de C,, ¢s decir,

(Cn+'.’ ~ CTl(().n+2) ®C
~ Cling 8 Cligy®C
= (Cn Q¢ (C2
=

Por lo tanto, usando los resultados anteriores, podemos construir la sigu-
iente tabla.

1 2 3 4
c, C H HoH M, (H)
C: Re&R M:(R) M, (C) M, (H)
Cn CeC M 2 ( ) ./‘/.[2 ((C) D 1'\{[2 ((C) 1\{[4 ((C)
5 7 8
Cn M, (C) Mg (R) Wg (R) @ M5 (R) Mis(R)
C,,"; My (H) ) J‘Jo My ( Mg (C) Mg (R)

(Cn ."\’[4 ((C) ¢ .‘\.[4 ((C) ‘r[g ((C) ‘r[g (C) &) 1‘/[3 C) 1"[16 (C)

Combinando la tabla anterior con los isomorfismos de periocidad y el hecho
de que
Cl“ 1) (R +l 1 1)) ~ 1\12 (R)

podemos construir Ja clasificacion completa de las dlgebras

CTl('n,'rr') (R”-Fm’ (1(11,171)) -

Como se muestra en la siguiente tabla. Léase n en el renglén horizontal y m
en la colmmna.

3 A’[l(; (R) A/[l(i ((C) leﬁ (H)
6 1\/]4 (H) ]\{_1 (H) @1\{4 (H) -"\/[8 (H)
5 My (H) DM, (H) M, (H) M; (C)
4 M, (H) My ((C) Mg (R)
3 M, (C) M, (R) M, (R) @M, (R)
2 M, (R) M, (R) @2, (R) M, (R)
0 R C H
0 1 2
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8 ./\’[1(, (H) ‘551\116 (]H[) A{gz (H) A{fiq ((C)
7 A’[](‘, (]H[) A"{(&Q (C) 1\1(;4 (R)
6 _«“/[15 ((C) 1‘/132 (R) Ma, (R) @1\’132 (R)
] 1‘115 (R) ./\’[1(; (R) @1‘/115 (R) 11{[32 (R)
1 My (R)®M, (R) My (R) M;s(C)
3 Mg (R) My (C) My (H)
2 .'\/.[4 ((C) ;’\/14 (H) [\.’[4 (H) @1"[4 (H)
1 Mo (H) My (H) © M, (H) M (H)
0 HeoH M, (H) M, (C)
3 4 5
8 A‘[y_)g (R) 1\«1123 (R) @111-123 (R) 11125(,' (R)
7 111(,-4 (R) @1’1/164 (R) 1"’1128 (IR) 1‘\/1123 ((C)
6 ﬂ’f(;_-; (R) ;"1(;4 ((C) 1’\404 (]H[)
5 Mz (C) Mia (H) My (H) @M (H)
4 .’\’[10 (H) ]\-11(_; (H) @11[10 (H) 1\1‘32 (H)
3 Mg (H) @M, (H) My (H) My (C)
2 My (H) My (C) Mg, (R)
1 1\’18 ((C) l\/[w (R) 1\{[1(; (R) @Af{]ﬁ (R)
0 1’\'13 (R) .l"’[g (IR) @A’[g (R) 1‘/11(5 (R)
6 7 8

Nota 2 RESULTADOS IMPORTANTES SOBRE LAS ALGEBRAS
Cn y Cr.

(1) Para todo n > 3, las dlgebras de Clifford C, tiene divisores de cero.
Basta probar que C3 tiene divisores de cero. Sea 1 + eqeze3 y 1 — ejeze;3 en
Cs, entonces

eree3)(e16263)
(.’.1(’,2(33)<€3t’-261)

(1 + 61626‘3)(1 - 616263) = .
elegeg(igﬂzel)

1—(
= 14/
= 1+4(
= 1+ (ere2(—e2ey))

1+ ((Jl(—eg(ig)el))
1+ (erer)
= 1-1=0.

(2) Si n es par entonces el centro Z(C,) cs unidimensional (y consiste
fnicamnente de los elementos de R ) pero si n es imparx, entonces el centro
Z(C,) es bidimensional y estd generada por el 1y eny = €1 - €3 e3-- - e, (el
subfndice [n] = {1.2,...,n}). Pues

como 1, ey, eg, ..., &, generan a C, por definicién, entonces y € Z(C,) si y
solo si ye; = ey, es decir, e;ye; = —y, para cualquier i =1, ..., n.
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Siiel={ii <ip<..<in}ei=rir, entonces
cier = (1) =)y v erei = (1" (=e)n gy
Sii¢lyip.y <i<i,, entonces
eie; = (1) ey y erei = (=)™ ey

Por lo tanto si y=> yre;, entonces
1

eye; = }:(—-1)"“+1 (—yr)er+ Z(—-l)’"(—y;) er, donde o= |I].

iel il
Por lo tanto e;ye; = —2; sl y solosi yy = (=1)" My parai € [ yy, =
(=1)™yr para i ¢ 1. Como para cualquier I # § existe [n] y también i € [ e
i ¢ 1, se sigue que si e;ye; = — para todo 7 = 1,...,n entonces {— 1)y, =

(=1)™y; por lo que y; = 0. Adqinds ¥z = (—1)"" 'y de donde y: = 0sin
es par. Por lo tanto Y = Ypeg si'n es par y Y = Ypep + Yiney, si nes impar.
(3) SizeC, talque z = a1a2...0, conn pary a; € Cy, decimos que =
es un elemento par. Analogo para x € C},.
(4) Para cualesquier mimero 7, los elementos pares del centro del dlgebra
de Qlifford G, coincide con R. Este resultado se sigue de la observacién (2)
- {5) Los resultados anteriores se cumplen para las algebras C;,.

40 LAS ALGEBRAS Cx Y Civay -



3. LOS GRUPQOS CLASICOS.

3.1. EL GRUPO GENERAL LINEAL GL, (R).

En este capitulo describiremos aspectos algebraicos y topoldgicos de los
grupos clésicos. Recordemos algunos conceptos bésicos de topologla que se
usardn durante la lectwra de éste y el siguiente capitulo.

Si consideramos un conjunto X y 7 una familia de subconjuntos de X .
Decimos que 7 es una topologfa de X si, y solo, si se cumplen las siguientes
condiciones:

(#) El conjunto vacio § y X son elementos de 7.
(1) U w; € 7, Para toda {u;},; C 7.

J€i
(i1) (Y €7, Paratoda {u;},;., C 7 con I finito.

JEs

Al par (X, 7) se le llama espacio topolégico, a los elementos de X se les
llaman puntos y a los elementos de 7 se les llaman abiertos de (X, 7).

Para mayor facilidad de lectura y notacién, en lo sucesivo denotaremos
a (X,7) solo como X. Si se requicre decir algo sobre su topologfa se dird
explicitamente.

Dados dos espacios topologicos X ¢ Y, una funcién f: X — Y se dice
que es continua, si para todo U C Y abierto, la imagen inversa f~1 (U) C X
es ablerto de X. ]

Diremos que X es disconexo si existen U y V en 7 ajenos distintos del
vacfo, tales que X = U U V. De lo contrario diremos que X es conexo.

Por otro lado X es localmente conexo en z € X si posee una base local
de conexos. Diremos que es localmente conexo si lo es en cada uno de sus
puntos. Si el lector desca ver con mayor profundidad estos conceptos puede
consultar cualquier libro de topologia general. En esta tesis solo usaremos las
definiciones anteriores y cuando se requiera algo mas lo introduciremos en su
momento.

En ésta primera seccion, describiremos ¢l grupo general lineal GL,, (R) en
el caso real. Considercanos el slgebra de las matrices cuadradas M, (R) con
cocficientes en R y R* el producto cartesiano de R, n? veces.

Proposicién 33 La funcion
v: M, (R) — RY  dada por
4 (A) = (flm 12,y ... Q1n, 021, @22, -+, 02ny -, Ap), - o 7“1:71)
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Gy 2 o Ay
donde A = : oLl .Es un isomorfismo de grupos aditivos.

Up1 Gp2 - Qpp

Proof. Sean Ay B € M, (R) entonces

i ayy ... Qg by ... b
e(A+B) = ¢ N :
| Ann b1 bun
[an+bn A1n + by
= @ : : :
| @1+ a1 Qnn + ban

= (all + bll: sy Qg + blm e :a'nl + b'n'la R + b'n,ﬂ)

(ally P vann) + (bll) O bun)

P (A) + (D)
Por otro lado, Sea A € M, (R) tal que  (A) = 0, es decir, ¢ (A) = (0,0,...,0)

si, y solo si, a;; = 0 para todo 4, j = 1,...,n v esto es equivalente a que A sea
. . . 2
la, matriz 0. Por o tanto ¢ es monomorfismo. Si (g, ..., %,2) € R™ entonces

existe

] R i
T+l o T2n

X = ; | e M, (R) tal que
-'l_?n(n—l) s Ip2

@ (X) = (r1,...,%,2) . Por lo tanto ¢ es isomorfismo de grupos. m

El isomorfismo ¢ induce una topologfa en M, (R), es decir, un conjunto
U C M, (R) es abierto, si U = p~! (V) donde V es un abierto en R". Por lo
tanto M, (R) y R™ son espacios topologicos homeomorfos.

En el capitulo uno definimos en R™ el producto euclideano por

".2
("I"v y) = E Tl
i=1
o . . 2
Asf, podemos definir una métrica euclideana en R™ eomo:

d(z9) = o=l = (., i - w')

conx = (x1,....22) ¢y = (Y, ..., Yn2). El isomorfismo ¢ anterior, induce un
. . 2
producto en M, (R) y una métrica compatibles con las de R, dados por

(A,B) = Zi'j:] a;50i5
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1

d(A,B)=||A-B| = (27,_1 (s — bij)‘z)f.

respectivamente, donde A = (a;,) ¥y B = (by).
La funcién determinante

det: AM,(R) — R  dada por
A —  det (4)

es coutinua, pues es combinacién lineal de los coeficientes de A.
Definicién 34 Liamamos grupo general lineal al conjunto

GL,(R) = {A € M, (R) /det (A4) # 0}
Nota 3 RESULTADOS TOPOLOGICOS DEL GRUPO GL, (R).

(1) El grupo general lineal GL, (R) es abierto en M, (R).

(2) El grupo general lineal GL, (R) es n? variedad.

(3) El grupo general lincal GL, (R) no es compacto.

(4) GL, (R) no es conexo.

Proof. Afirmacién (1).. Como la funcién det : M, (R) — R es continua y
R- {0} C R es abierto. Asf, se tiene que det™ (R—{0}) = GL, (R) y por lo
tanto, abierto en M, (R).

Afirmacion (2).

Por la proposicién anterior, M, (R) es homeomorfo a R y por lo tanto
una n?-variedad. Como G'L, (R) es un abierto de M, (R), se sigue que es una
n2-variedad.

Afirmacién (3).

Es suficiente ver que GL, (R) no es acotado. Sean I € A, (R) la matriz
identidad y » € R~ {0}, entonces det (rI) = ™1 = r™ # 0, por lo tanto 1 €
GL, (R).

Por otro lado

Il

= (52
(m.Z)%
N

Haciendo tender r a infinito, ||r7| también tiende a infinito. Por lo tanto
GL, (R) no es acotado, y por lo tanto no es compacto.

Afirmacién (4).

Supongamos que es conexo, cono la funcion determinante det es continua,
entonces det (GL, (R)) debe ser conexo. Pero det (GL, (R)) = R— {0}, el cual
es disconexo. Por lo tanto G L, (R) es disconexo. m
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3.2. EL GRUPO ORTOGONAL.

En esta seccién describiremos algunos aspectos topologicos y algebraicos
del grupo ortogonal.

Definicién 35 Una funcion lineal T : R* — R” es ortogonal si preserva
distancias, esto es, si |T (@)|| = ||=|| para todo x € R™

Teorema 36 Sea una funcién lineal T : R* — R™. Las siguientes afirma-
eiones son equivalentes.

(1) T es ortogonal.

(2) (T (x),T (¥)) = {x,y) para todo z,yy € R™.

(3) Si {vy,va.... 1.} es una base ortonormal para R™, entonces

(T (), T (w),...T(va)}

también es una base ortonormal de R™.
(4) La mairiz A asociada o T es invertible y satisface la condicion A'A = 1.
Donde A es la matriz transpuesta de A.

Proof. (1) = (2) ,
. Por hipétesis tenemos que |[T (z)| = ||z V z € R™ Esto implica que
(T{(x),T (x)) = (x,x) para todo x € R™. Sustituyendo wpor x + y obtenemos

(T(z+y), T(+y)={z+y),(x+y).

Usando la propiedad bilineal y simétrica del producto euclideano obtenemnos

(T (x),T (&) +2(T (@), T@) + (T @), T W) = (2.5 +2(z.9) + @1)

como
(T(@),T () =(2.2) y (T(y). T W) = (y,v)
se tiene que 2(T (r},T (y)) = 2{z,y) lo cual implica que (T (z},T (y)) =
<Iz :’/) -
(2) = ()
Sea {v1, 1, ...v,} una base ortonorinal para R*; entonces

(i, 1) =1y {v,v;) = 0 cuando 1 # j.
por (2) tenemos que
(T (), T () =1y (T (), T (v;)) =0 cuando i # j.

por lo tanto {T {(v)),T (v2),...T {vs)} ¢s una base ortonormal de R".
@)=
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Supongamos que para alguna base ortonormal {vy, v, ... 1, } de R* se tiene
aque {T'(n).T(v2),...T (v.)} es también una base ortonormal de R”. Sea
T =@V + ...+ ayty, un vector arbitrario en R, Entonces

Izl = (2, 2) = (@v) + ...+ G, @101 + ... + anvp) = Za?

pues {vl, T,y .. v,,} es un conjunto ortonormal.
Similarmente. se tiene que

1T (2)|° = (T (z), <ZaT v ,Z(I,T v > = iaf

(3)= ()
Sean {vy,v2,...v,} wna base ortonormal de R* y T (v;) = Z ajiv;. Como
‘__
vy 1), ... T (va)} s ortonormal, se tiene que
{T (v1), T (v2),... T (vn)} t 1, se tiene g

1 i3
2 Qi ) iy
i st

n
2
2 o
j=1

<T (’“i) * T (Ui)>

Il

I

= 1
ysii#j,
(T (), T () = <Z Cpilh, O (,ij'l'k_>
k=1 k=1
= Zﬁfkiakj
= 0.
Luego la matriz de T en {vy,ve,...0u,} es A = (czu) con Z(x =1ly
F=1
Z ity = 0. Lo cual implica que AA* = I
m) — @ i
T=A'y A= (T(w),...,T(m,)) entonces 4 = (ay;) ¥y 3, omio; =0y
L2

13
Y- o = 1implica que {T (1)), T (v2),... T (va)} es base ortonormal. ®
i=1

Definicién 37 Una matriz A € GL, (R) es ortogonal si A= = A'. De donde
A es la matriz de una funcion ortogonal con tespecto a una base ortonormal
de R™. Definamos al conjunto

O(n)= {A €eCL,(R)| A7t = At}
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Proposicién 38 El conjunto O (n) es un subgrupe de GL,, (R).

Proof. Basta ver que ¢s cerrado bajo el producto. Sean Ay B € O (n) entonces
(AB) ' =B 'A" ' =B'A'= (AB)' m

Definicién 38 Al grupo O (n) lo lamamos el grupo ortogonal Decimos que
una matriz ortogonal A, es una rotacion si det (A) = 1. De lo conirario, si
det (A) = —1, es una reflexion.

Lema 40 Si A € O(n) entonces det (A) = £1.
Proof. Sea 4 € O (n), entonces

1 = det(])

det (A471)
det (AAY)

det (A) det (AY)
= det(A)det(A)
(det (A))?

I}

por lo tauto det (A) = £1. m

Ejemplo 41 Culculemos los primeros casos de O (n).
(1) Paran =1.0(1) = Z,.
(2) Paran=2.0(2) =S donde

St ={(z,y) eR? | " +4* =1}

Proof. (1) O (1) = Z,. Sea A = [a] € O(1). Como det (A) = &1 se tiene que
a = %1, por lo que una componente de O (1) es el 1 y la otra es el —1. Por lo
tanto O (1) = {—1,1}. Pero {~1,1} es isomorfo a Z,.

(2) O(2) = S

Sea A = [ ;L
CASOS:

(#) Supongainos que det (A) = ad — be = 1. Entonces la matriz inversa y

transpuesta son
a_ |4 =b] o _|ac
AT = [ — a |7 A= b d

respectivammente. Como se cumple la condicién A~ = A*, concluimos que d = a
y¢c= —b.

S ] € O(2). Como det (A) = ad — be = £1 se tienen dos

. . a b .
Por lo anterior, la matriz A = b o | oM determinante a®+5? = 1. Por
lo tanto, una componente de O (2) es isomorfa a la circunferencia S*.
(#1) Supongamos que det (A) = ad — be = —1. Entonces la matriz inversa y

transpuesta son
a_ | —d b t_| @ ¢
AT = [ ¢ —a|?¥ A= b d
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respectivamente. Como se cumple la condicion A™' = A!, concluimos que d =
—-ayc=D

. . a b . .
Por lo anterior, la matriz A = [ b —a } con determinante —a? —b% = —1.
Por lo tanto, la otra componente de O (2) es también isomorfa a la circunfer-
encia S'. De lo que concluimos que O (2) es isomorfo a S, m

En general, usando ¢l caso (2), haciendo a = cosf y b = senf, se tiene que
toda rotacién es de la forma

cosf  senb

R = { —senf cosd } para 0 < 0 < 2r.

La estructura de una matriz ortogonal se generaliza en el signiente teorema.

Teorema 42 Toda matriz ortogonal es similar o une de la forma

1 -0 0 -+ 0 0 0 0
0 10 -~ 0 0 0 0
0 0 -1 - 0 0 0 0
0 N
0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 R, 0 0O
0 0 0 0 0 .0

L0 0 0 0 0 0 Ry, |

Proof. Ver la demostracion en [ GMA] o en [ WC]|. m
Nota 4 RESULTADOS TOPOLOGICOS DEL GRUPO O (n).

(1) El grupo O (n) es compacto.

(2) El grupo O (n) no es conexo.
Proof. (1) O (n) es compacto. Como el conjunto {—1,1} es cerrado en R y la
funcién determinante det es continua, se tiene que det™ ({~1,1}) = O (n) el
cual es cerrado.

Por otro lado st A = (a;;) € O(n) entonces los renglones son una base
ortonormal; asf

1

I Al (Z:j:l a'?j) ’

ol

= (n1)

= Vn

por lo que O (n) esta acotado y por lo tanto compacto.
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(2) O (n) no es conexo.

Supongamos que es couexo y por ser la funcién det continua, entonces
det (O (n))} debe ser conexo, pero det (O (n)) = ({—1,1}) el enal es disconexo.
Por lo tanto O (n) es disconexo. Aun mds, O (n) = det™ ({-=1})Udet™ ({1})
que son dos componentes. m

3.3. EL GRUPO ESPECIAL ORTOGONAL.

En esta seccion estudiaremos una de las componentes de O (n); con exacti-
tud fijareinos nuestra atencién a la componente que corresponde a det™ ({1}).
Definamos al conjunto

SO (n) ={4€0(n)|det(A) =1}
Proposicion 43 El conjunto SO (n) es un subgrupo de O (n).

Proof. Basta ver que es cerrado bajo el producto. Sean A y B € SO (n)
entonces det (AB) =det (A)det(B)=1-1=1. =

Definicion 44 Al grupo
SO(n)={A€0(n)|det(A) =1}
lo llamamos grupo especial ortogonal o grupo de rotaciones.

Ejemplo 45 Calculemos los primeros casos de SO (n). De los ejemplos del
grupo ortogonal O (n) concluimos que:

(1) Sin=1, SO(1) es el grupo trivial.

(2) Sin =2, SO(2) es isomorfo a S*. Ademas si

A= " cs0@
2 4]

con ad — be = 1, tenemos que su matriz inversa es

A= [ L _b] € S0 (2)
—-c a
conda —cb=1.
Subemos que para el caso n = 2, toda matriz A € SO (2) es similor o una
de la forma
cosf  senf
—~senfl cost

Rg:[ }pam0_<_0<‘27r.
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La estructura general de una matriz A € SO (n) se obtiene del siguiente
teorema.

Teorema 46 Toda rotacidn A es similor a una de la forma

Ry, 0 0 0 0
0 R, O 0 O
B=1 90 0 . 0 0
0 0 0 Re O
0 0 0 0 1

e¢s decir, A= XBX~" con X € SO (n).
Proof. Ver la demostracion en [GMA] pégina 120. m
Nota 5 El grupo SO (n) es compacto.

Proof. Como ol conjunto {1} es cerrado en R y la funcion det es continua, se
tiene que det™ ({1}) = SO (n) ¢l cual es cerrado. Por otro lado, se tienc que
SO(n) C O(n); y como O(n) es compacto, por lo tauto SO (n) también es
conpacto. m

3.4, EL GRUPO GENERAL LINEAL GL, (C).

En esta seccidn describiremos alguuos aspectos topolégicos y algebraicos
del grupo general lineal GL, (C) en el caso complejo.
Sea M, (C) el dlgebra de las matrices cuadradas con coeficientes en C; y

2 . . . .
C™ el producto cartesiano de C, n? veces. La funcion definida por

¥: M,(C) — C* dada por

1/"’(/4) = (zll:3121' S Zlas 321 3225 - B2y e e y Snd, - 'yzﬂﬂ.)
2 %12 2
donde A = : Sl .Es un isomorfismo de grupos. La demostracion
Inl Zn2 0 Zan

es andloga al caso real.
Observemnos que la funcion g : C — R X R dada por g (a2 + th) = (a,b) es
un isomorfismo de grupos aditivos. Por lo tanto existe un isomorfismo

4y 2 2
a: C¥ — R™

e . . . ” 2 .
de grupos aditivos. El isomorfismo « induce una topologfa en C*"| es decir, un
. r 2 . . _ . 2
conjunto U C C¥ es abierto si U = o~ (V) donde V' es un abierto de R,

EL GRUPO GENERAL LINEAL GLy (C). 49



Por otro lado el isomorfismo % induce una topologia en Af, (C); es decir, un
conjunto W C A1, (C) es abierto si W = ¢~ (U) donde U es un abierto de
c”

Por lo anterior el isomorfismo

(@ov): M,(C) — C”* — R¥

induce una topologfa a 31, (C) . De lo anterior s¢ tienen los siguientes homeo-
morfismos

M, (C) 2 C™ ~ R¥™,
Como en C tenemos un producto hermitiano dado por

2

(2=, (=)

y una métrica hermitiana

1

112 _\ 2
dy (z.y) = |lx = ylly = (Zm (= — i) (i — m))
con z = (z1....,z2) ey = (Y1,-..,Ya2) €D C"*; el isomorfismo ¥ induce un
. . 2
producto en M, (C) y una métrica compatibles con las de C*, dados por
12

1 __ —
(A, B)y = Zi 1D (=5 Tij + vs575)

1

n? —_\ 2
(4,8 = 14 Bl = (7, (23 = ) o =53]
respectivamente. Donde A = (&;) y B = (13;) € M, (C).
2 2L
Observemos que si v (z) =x € R2 y o (q) = y € R™ entonces la métrica
. 2 . s "
hermitiana en C* es compatible con la métrica en R*.

La funcién determinante compleja

Det: M,(C) — C dada por
A — Det(A)

es continua, pues es combinacion lineal de sus coeficientes.

Definicién 47 Llamamos grupo general lineal al conjunto
GL,(C)= {A € M,(C)| Det(A)#0}

Nota 6 RESULTADOS TOPOLOGICOS DEL GRUPO GL, (C).
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(1) El grupo GL, (C) es abierto en M, (C).

(2) El grupo GL, (C) es 2n? variedad.

(3) El grupo GL,, (C) no es compacto.
Proof. Afirmacién (1).

Como la funcién Det : A, (C) — C es continua y C— {0} C C es abierto,
se tiene que Det™' (C— {0}) = GL, (C) y por lo tanto abierto.

Afirmacién (2).

Sabemos que M, (C) es homneomorfo a R y por lo tanto 2n? variedad.
Como GL, (C) es un abierto de M,, (C), se sigue que es 2n? variedad.

Afirmacién (3).

Es suficiente ver que no es acotado. Sean I € M, (C) la matriz identidad
y £ € C— {0} ,entonces Det (2]) = z™1 = 2™ # 0, por lo tanto zI € GL, (C).
Por otro lado

1

2
It = (e l2lln?)

= n:H"l
2)32

= vulzly

Haciendo tender ||z||,, a infinito, ||2/||,, también tiende a infinito, por lo que
GL, (C) no es acotado, y por lo tanto no es compacto. =

-

3.5. EL GRUPO UNITARIO U ().

En esta seccion describiremos algunos aspectos topoldgicos y algebraicos
del grupo unitario.

Definicién 48 Una funcién lincal T : C* — C" es unitaria si preserva
distancias, esto es, si | T (z)||, = ||zll, V2 €C™

Teorema 49 Sea una funcion lineal T : C* — C". Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

(1) T es unitaria.

2) T (x), T @)y = {x,y)y para todo z, y € C".

(3) Si {v1,m,... 0} es una base ortonormal para C", entonces

{T (i), T{w),...T (v)}

también es una buse ortonormal de C. ,
(4) La matriz A asociada a T es invertible y satisface la condicion A A = 1.
Donde &' es la matriz conjugada transpuesta de A.
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Proof. (1) = (2)

Por hipétesis tenemos que ||T ()|, = |lz||y. para todo x € C". Esto
implica que (T (z),T (x)),; = {r,x), para todo # € C". Sustituyendo z por
7 + y obtenemos

(T+y),TE+y)y={(=+y), @+

Usando la propiedad bilineal y simétrica del producto hermitiano obtenermos

(T(T) ,T(.’L‘))” +(T () rT(y»u +(T (y) ;T(x))n + (T(U) ;T(U»n =
= (w,2)y (0,9 H W)y + WYy
IT (@)3 + IT @)l + 2Re (T (2), T (),

Ii

por lo tanto 2Re (T (x),T (1)) .= 2Re (z,),, de donde Re (T (), T (v))y =
Re (@, 4), - De la segunda igualdad obtenemos que
Ini(z.y) 4 V= I (T (). T (y))
(r9)y = (T(@).TW)y
(2) = (3)
Sea {vy,v2,...v,} una base ortonormal para C*; entonces
(o v3) y =1y (v.v;) y = 0 cuando @ # .
por (2) tenemos que
(T (v:),T(v))y =1y (T(v),T (v5)); = 0 cuando i # j.

por lo tauto {T (m1), 7T (12),...T (1)} es una base ortonormal de C*.

(3) = (4) '

Sea {v1,v2,...v,} una base ortonormal de C* y A = (a;) la matriz de T
cou respecto a la base, entonces

(T (), T (), = <Z an “’“’Za"j ui>
k1 j=1

n
DN e @ (v vy

kel =1
n

= E Api Qg = (S.ij.
k=1

Luego si A" = (@) tenemos que AR =1

(1) =)

Si AA =TI entonces {T (1), T (va).-..T (va)} es base ortonormal y luego
T es unitaria. m
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Teorema 50 Sea T : C' — C" una funcion lineal unitaria. Los valoves
cargcteristicos de T son de norma 1 y existe una base ortonormal de vectores
caracteristicos de T.

Proof. Siv € T es un vector caracterfstico de T' con valor caracterfstico A € C
entonces

(Y, = (T).TW),
(A, Av)
= M (v,0)y
= NI
= 1.

Para demostrar la secgunda afirmacion procedemos por induccion sobre la
dimension de C*.

Si dimC™ = 1 la afirmacion es inmediata. Supongamos que dimC™ > 1.
Como C es algebraicamente cerrado existe v € C* eigenvector de T' con algin
eigenvalor. Supongamos sin pérdida de generalidad que [Jui||; = L.

Sea W el subespacio de C" generado por v entonces C* = W o W y
dim W+ = dimC™ ~ 1.

Afirmacion: W+ es invariante bajo T -

Sea w € C* tal que (vy,1w),y = 0 luego 0 = (v, w); = (T (v1), T (w)), =
(Avy, T (w)) ;= A (w1, T (w)) ;- Por lo tanto (vy, T (w)), = 0y T (W) ¢ Wt.

Por hipétesis de induccién sabiendo que la restriccion de T a W+ es unitaria
se sigile la demostracion al teorema. m

. . . . . . _ —t
Definicién 51 Una matriz A € CL, (C) es unitaria si A™' = A'; entonces
A es la matriz de una funcidn unitaria con respecto o una base ortonormal de

(O

Corolario 52 Si A € GL,, (C) es unitaria, entonces ewiste otra matriz uni-
taria B tal que BAB™! es diagonal, con los coeficicnies de la diagonal de norma
1.

Proof. Sea T : C* — C" la funcion lineal unitaria correspondiente a A con
respecto a la base {v, vs,...v,}. Luego existe una base {wi,ws,... w,} de
eigenvectores ortonornales de A, luego si B es la matriz de cambio de base
BADB™! es diagonal y como amnbas bases son ortonormales B es unitaria y los
elementos de la diagonal son de norma 1. =

Definamnos al conjunto

U(n) = {A € GL,(C)| A~} = Z’}
Proposicién 53 El conjunto U (n) es un subgrupo de GL, (C).
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Proof. Basta ver que es cerrado bajo el producto. Sean Ay B € U (n) entonces
(AB)'=B'A"'=BA = (4B)' m

Definicién 54 Al grupo U (n) le llarmamos grupo unitario.

Lema 55 $i A € GL, (C) s unitaria, entonces | Det (A)|% = 1.
Proof.
1 = Det(l)
= Det (AA™Y)
= Det (AR
= Det (AR
= Det(A) Det (A

Det(A) Det (A) = ||Det (A)|
por lo tanto || Det (A)H?, =1 m

Ejemplo 56 El grupo unitario U (1) es isomorfo a la circunferncia S*.

Proof. Sea A = [3] € U (1) con z = a+ib. Como Det (A) = z y || Det (A)|3; =1
se tiene que ||2[|5 = o® + b2 = 1. Por lo tanto U (1) es isomorfo 2 S'. m

La estructura general de una matriz A € U (n) se obtiene del siguiente
teorema.

Teorema 57 Toda matriz unitaria A es similar o conjugada a una de lo
forma

MO0
B=| o . 0| con|N}=1
0 0 M
es decir, A= XBX ' con X € U(n).

Proof. Ver la demostracion en [GMA] pagina. 120. =

3.6. EL GRUPO ESPECIAL UNITARIO.

En esta seccion describiremos algunos aspectos topolégicos y algebraicos
del grupo especial unitario.
Definamos el conjunto
SU (n)={A€U(n)|Det(A) =1}

Proposicion 58 El congunto SU (n) es un subgrupo de U (n).
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Proof. Basta ver que es cerrado bajo el producto. Sean A y B € SU (n)
entonces

Det (AB) = Det(A) Det (B)
1-1
1

[l

(]
Definicién 59 Al grupo SU (n) le llammamos grupo especial unitario.

Nota 7 RESULTADOS IMPORTANTES DEL GRUPO SU (n).

(1) El grupo SU (1) es el grupo trivial,

(2) El grupo SU (n) es compacto.

(1) El grupo SU (1) es el grupo trivial.
Proof. Sea A =[z] € SU(1) con z = a+1b. Como Det (4) = z = 1, se tiene
que a+ib=1. Porlo tanto,a =1 y b =0 de donde SU (1) es el grupo trivial.

(2) El grupo SU (n) es compacto.

Como el conjunto {1} es cerrado en C y la funcion Det es continua, se
tiene que Det ~1 ({1}) = SU (n) el cual es cerrado. Por otro lado se tiene que
SU (n) U (n) yU{n) es compacto, por lo tanto SU (n) es compacto. W

‘Observemos que para A € SU (2}, se cainple que si

_(ad a1 d =bN (@ T\ —
A—(C d),entoncesA *(—c (.7,)—(5 E>_A

usando lo anterior, la matriz A € SU (2) se puede ver como

(5
-b a

que tiene determinante ag + bb = |||, + |[b]% = 1. En otras palabras es
isomorfo al grupo S!.

o
(7]
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4. GRUPOS ESPINORIALES Y GRUPO
FUNDAMENTAL DE SO (NV).

4.1. GRUPQOS ESPINORIALES.

En esta seccidn se describiran algunos aspectos algebraicos de los grupos
espinoriales v se dardn algunos ejemplos importantes de éstos.

Consideremos el grupo multiplicativo de unidades en el algebra de
Clifford C1(V, q), definido por el conjunto

Cl* = {x € CL(V,q) | para todo z, existe z~" con rz7l =27l =1}
Este grupo contiene todos los elementos » € V con ¢ (v) # 0.

Por lo anterior, considerando las dlgebras de Clifford C,,, se cumple que
para cada v € ¢, (R**9) = R € Cp,todos los elementos g0 (v) 5 0 son
invertibles en C,. Analogo para las dlgebras CJ,.

Definicién 60 Definomos la n-esfera como el conjunto
: 2 2, 2
St = {m =16 + oo + Ay + Qi1 | 67+ Fan Fan =1, cona; € R}
Observemos que S* ¢ R0,

Proposicién 61 Los clementos de la esfera unitaria S*~' € R™® son unidades.

Proof. Sea = = aje; + ... + aze, € S, definimos su inverso como

b = [(—a1)er + ...+ (—an)eq], ¥ es tal que
(=a)? 4.+ (=ax)? = al+.. +al+al,
=1

por lo tanto 7! € $"~L. Por otro lado

7l =

(are1 + ... + anen) [(—ar)er + ... + (—an)en]
(are1 + .. + anen) [—1 (a8 + ..o + auey)]
= (= ()) 4 dE (= ()

= (= (1) + ...+ (= (-1))

= u..f—f—...—kai—ka,?,

=1
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]
Por lo anterior, para cada z definimos su inverso z7'como —z, ¢l cual
coincide con el conjugado de x, es decir, si

T=ae;+..+a.e, €SICR™ C O,

podemos ver a x incluido en C,, de donde,

T = me+...+a,e,
= —(ager) — - — (@nn)
= —(me1+ ...+ ane,)
= -z

Observernos que si consideramos ¢l caso en que

y c Sm.—l C R0+m cC

m
)
entonces y~! = y. '
Analizaremos ahora un subgrupo especial del grupo multiplicativo de unidades
correspondiente a lag dlgebras de Clifford C,,.

Definicién 62 (1) Definamos Pin(n) al subgrupo de C1* generado por la es-
fera unitaria S™"Y C R0, Este grupo se llama el Grupo de Clifford de
grado n

(2) El subgrupo de Pin(n) que consiste de los elementos pares lo denotamos
por Spin(n) y se llama el Grupo Espinorial de grado n.

Por la definicién (1) todo elemento w de Pin{n) puede ser representado (
en general no es 1inico) como un producto finito v = 12223 - %, con x; €
S8"=1 para todo i = 1,...,m. Por la definicién (2), w € Spin(n), es par sl u =
T)To%3 -+ Ty CON M DAL,

Ejemplo 63 Calculemos los primeros casos de los grupos de Clifford.

Proof. (1) Paran = 1.

(3) La 0 esfera es S° = {aje, | a} =1} C R? C C) con generador e,. La
condicién o = 1 implica que ¢, = +1, por lo tanto S* = {—e¢), ¢1} .

(i7) Pin(1) esta generado por los elementos de S¢. Los posibles productos
se obtienen de las siguientes relaciones

—erey =eg(—e)) =1y () = (—¢)’ = =1

por lo tanto Pin(l) = {—e;,e;,—1,1}.

(2) Paran =2

(i) La 1—csfera es S' = {ae; + bes | +02 =1} C R** Cc Co = H con
generadores e; y es.
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(#) El grupo Pin(2) esta generado por los clementos de S'. Asf, si 2 =
aey + bey e y = cep + dey estdn en St entonces

zy = (ae; + bea) (cer + deo)
= ace? + adejeq + beegey + bdel
= amf + l)deg + adeyey + beegey
—ac — bd + adeyegy + boegey
= —(ac+bd) + (ad — be) eges

por otro lado

(—(ac+bd))* + (ad — be)® = (ac)’ + 2achd + (bd)* + (ad)® — 2adbe + (be)’
= (ac)® + (bd)* + (ad)’ + (be)® + 2achd — 2adbe
= ((12 + 1)2) ((:2 + d2)
= 11
=1
por lo tanto Pin(2) = STUS con 8§ = {r + s(ejey) | v + 52 = 1}.
(3) Paran =3
(i) La 2—esferaes S? = {ae; + bea+cez | a2 + 024+ 2 =1} CR*O C Oy~
H & H con generadores ¢;, €2 ¥ €. :
(i1) Pin(3) esta generado por los elementos de 2. As, six = ae; +hey+cey
ey = de; + fes + ges estan en 52, entonces

a2y = (aey + bez + ce) (deg + fea + ges)
7y = —(ad+ bf +cg)1 + (af — dB)ere + (by — f)eaes + (ag — cd)ere

claramente e ey, e1e3, ez € H por lo tanto, se cumple que

Ty —(ad + bf + cg)1 + (af — db)ejes + (ag — cd)eyey + (bg — ¢f Jeaes
Ty = a1+ a4 azj+ a4k

cou a; = —(ad+bf +¢g),02 = (af — db),a3 = (ag — cd) y ag = .(bg — ¢f).
Por otro lado

a} = (—(ad+Dbf+cg))’
(ad)® + 2adbf + (bf)? + 2adcg + 2bfeg + (cg)?
a (af — db)®
= (af)® —2afdb+ (db)’
a2 = (ag—cd)?
= (ag)® = 2aged + (ed)?
az = (bg—cf)?
= (bg)” - 2bgef + (cf)?
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Sumando las ignaldades tenemos que
af + ag + (1,;'; + aﬁ =1
Por lo tanto, Pin(3) = S? U S® donde
S% = {al +b(eres) + c(ezes) + d(eres) Sa2 + 02+ + d> = 1}.

|
Ejemplo 64 Ejemplos de los primeros grupos espinoriales.

Proof. Usando los ejemplos de los grupos de Clifford Pin(n) anteriores tenemnos
que:

(1) Para el caso n = 1. Spin(1) consta de los elementos pares de Pin(1) y
estos cumplen bajo el producto las relaciones

—l=e?=(—e)?y 1 = —eje, = e1(~¢y).

por lo tanto Spin(l) = {-1,1} =~ Z,.
(2) Para el caso n = 2. Spin(2) consta de los elementos pares de Pin(2),
por lo que Spin(2) = 5’ con

S'={r+s(eier) /1*+s*=1}.

(3) Para el caso n = 3. Spin(3) consta de los eleinentos pares de Pin(3),
por lo que SPin(3) = S con

S = {a+b(erer) + c(eae3) + d(eres) /a® + V2 + 7+ d* = 1}

]

Usando el antomorfismo canénico o : CL(V,q) — CI(V,q) y el anti-
automorfismo conjugacion ¢ : Cl(V,q) — CL(V,q) . Podemos construir una
nueva funcion

v, R — R" dada por
b (5) = alu)am
para cualquier v € Pin (n) y cualquier © € R”. Esta funcién cumple las sigu-
ientes propiedades.

Proposicién 65 Se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) ¢, es una funcién lineal.

(2) Yoo = 0u2, conu, v €& Pin(n).

(3) @19y = P01 =, = Ign. Conl,u,u™" en Pin,(n) elpn :R™ —
R ™ la funcidn identidad.

(4) @, 0 Imn = Ignip, = 0,

Wease sus definiciones en el primer capitulo.
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Proof. Sean 2, y € R *. Ademds v,u,u™!, 1 en Pin. (n) yr € R.
Probenos (1)

alw){r+y)w
(e()r+a(w)y)T
o () 2T + o (u) y
P, (1) + 0, ().
wfu) (ra)w

ra(u) (x)T

(9, (2))

0, (x +y)

Il

@, (r)

I

Afirmacion (2)
Puu (‘T) = & ('U,U) Ty

il
—
Q
—
=
=
=
~
—
=
N
5
3
=

1§

=3

—

=

N

—

2 ;

—~

=
N

Il
-
~
—~
~
=
=
~

= a(u)lp, @]T
v, (2, (2))
= (?'911.(7911 (‘L) *

Il

Afirmacién (3)

Py 1 ([)
o1 (7) _
= a(l)zl
121

PutPr -1 (‘T)

J

Il

Py-19y (‘T) = i‘:,?u--.xu(ﬂf)

I
A
~
—

&
N

Afirmacion (4)
pule (1) = @Iz~ (2))

[’R 40, ('E) = Ign (ﬂDu .I))_

|

Usando el hecho de que tenemos la base {e},ea,...,e,} para R y por la
proposicion anterior,existe un homorfismo del grupo Pin (n) al grupo de oper-
adores lineales invertibles. A saber

w: Pin(n) — GL,(R) dada por
o) = .
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Proposicién 66 Para todo u € Pin(n), el homomorfismo ¢, es Ortogonal,
es decir, preserva distancias.

Proof.

e @ = pu(2) v (2)
= [a(w) 7] [ (u) 27]

= (—uru) (—uzn)
= —uz[u(—u)|zu
= —uz[— (wu)|zu
= —uz [-— (u 1-u)] !
= uzx-1-zu™t
= u{v,z)u ' =ulz|ut = ||r|w?
= =’

- !

Por la proposicién anterior ¢ induce un homomorfismo en ¢l grupo ortogonal

w: Pin{n) — O(n).

Definicién 67 Una Reflexidn a lo largo de un vectorv € R* conv #0 es la
transformacién lineal dade por la férmula

Para todo © € R™ Geometricamente, p, es la reflexion respecto al hiperplano
{v}! donde {v}* = {r € R* | (z,v) = 0}. Esto es, ¢l hiperplano {v}" sirve de
"espejo” al vector v, ya que p, (v) = —v. Si & es ortogonal a v (z L ), se tiene
que (z,v) = 0 y en consecuencia p, (z) = z.

Proposicién 68 Seau € S*' C Pin(n), conu # 1 yu # -1, entonces el
homororfismo p,, es una refleidn en R™ en el hiperplano perpendicular o w.

Proof. Considercinos la base ortonormal de R*dada por {u,tuz,..., 1} con
uy = u. Asf, aplicamos ¢,

w0, () = a(u) T = —uwa.
Sii =1, entonces — wwT = —wut = —u(ul) = —u,
sif# 1, entonces — wwll = wUT = ;.

Por lo tanto ¢, es reflexion. =

Proposicién 69 El homomorfismo ¢ : Pin(n) — O (n) es un epimorfismo
y el kernel ker (¢) = {1,—1}.
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Proof. Para demostrar que es epimorfismo se dara por hecho que O (n) estd

generado por reflexiones.?

Para todo u € Pin (n), ¢, manda R* a R* y sabemos que ¢,, es ortogonal
y es producto de reflexiones. Esto prueba que es sobreyectiva. Para demostrar

que kerp = {—1, 1}, demostrémoslo por contenciones:
i) {—1,1} C ker¢ pues:

(1) = a(l)al
= lzl=x
o (x) = a(-1)s1
= —(-1)zl
= 1zl =2,

por lo tanto, ¢, = w_; = Ign.
1) kero C {—1,1}.

Supongamos que w € keryp con u # 1 esto implica que u = ee;, - -
con > 1y que ¢, = Ig » es decir @, () = z para todo x € R ™ entonces

ro= ¢, (x)
= aEu);};E

~

o

Por lo tanto, tenemos la igualdad

eiei e )@ [(=1) ey ey
afe,)ale,) - ale, e [(-1) e e, .,
(1) (e, e e )@ [(=1) e ;- ¢
(=) (eneiy e )r (1) e e - -

(1) (e es e )z =256, e )

En particular si ¢ = ¢;,

donde

(_1)r ((”ilciz T

(1) (eq €5y - e,) €0 = €5, (€05, 0 -2,

e, ) €, (—1)" (enei -6 _,) eien
= (1) (1) (e, 05, - €5,.,) €ir €,
= (=1)"(=1) (e i€, .0) €ir., i 84,
= (=1 (=1)(=1) (€€, - - €ir.y) €514, s,
= (=1 (=1)* (es iy - €50 ) €0, 64,0,

continuando con este proceso T — 1 veces, tenemos

(=) (e en e )es, = (1) (1) ey e, (Cigliy - €1ynisn )

= (=1) (_1)r—1 (1) (%eia "'@i,_gﬂi,-le-i,)

' Cir

2Constiltese nna demostracion de que O (n) estd generado por reflexiones en [MC] pagina
119 0 en [WC] pégina 290.
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y por el otro lado de la igualdad

e (eneiyrei) = ey (e e)
= (—1) (eip+--ei,)
de donde concluimos que:

O (o) = (<1) (e e)
(1) (e rei) = L(ey--es)

v esta igualdad es clerta si y solo si
21
(-1 =1,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto © = &1 y asf concluimos que ker ¢ =
{-1,1}. =

Definicién 70 Sea el homomorfismo ¢ : Pin(n) — O(n), definimos el
grupo espinorial en términos de © como

Spin(n) = ¢~ (S0 (n)).

Restringiendo a ¢ de la proposicién anterior, al subgrupo Spin(n). El mor-
fisrno @ induce un morfismo

9, Spin(n) — SO(n) dado por
P, (1) = P

Es_ decir, si 1 € Spin (n) conu = wuy -+ u. y 7 par, entonces @, = 9, o, Pu, €
SO (n) .Por la definicién y proposicién anterior el morfismo ¢, es epimorfismo.

Proposicion 71 El centro de p, s el conjunto {—1,1}.

Proof. Claramente kerp, C {—1,1}, pues, si u € kery, => ue; = eju para
cualquier ¢ = 1,2,...,n; entonces u € Z (C,). Pero como u es par, entonces
u € R. Por lo tanto

0, (¥) = —uzu
= —u(-u)z
= u’z.
Es decir: p,, = w?lx ; y en consecuencia, por ser ¢, ortogonal, u = 1. La con-
tencion {—1,1} C keryp, es andloga a la demostracion del ker ¢, de la proposi-
cién anterior. m
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4.2. GRUPO FUNDAMENTAL DE SO (n).

En esta seccién calcularemos el grupo fundameutal de SO (n), para ésto
usareinos resultados de los capitulos anteriores y conceptos basicos de grupos
de Lie. Como nuestra intenciéu es el célculo del grupo fundamental. no pro-
fundizaremos el tema de grupos de Lie, tinicamente usaremnos lo necesario para
nuestro cdlculo.

Definicién 72 Sean 7 : X — Y una funcién sobreyectiva continua y U CY
abierto, decimos que U es cubierto uniformemente por m si se cumple lo
stquiente:

(i) Existe uno familia disjunta de abiertos {u;} ,; de X tal que 7' (U) =
L) .

(¥3) El morfismo 7 |,,: u; — U es homeomorfismo, para todo 1 € I.

La funcién 7 se dice que es una cubierta de Y si dado cualquier yy € Y
existe V,, vecindad abierta de y, cubierta uniformemente por 7. En este caso,
a X se le llama espacio cubriente. Cuando # : X — Y es homeomorfismo,
se llama cubierta trivial. Si cualquier cubierta de Y es trivial, decimos que
Y es simplemente conexo.

Definicién 73 Sea G al mismo tiempo un grupo y une n—uvariedad, decimos
que G es un grupo de Lie si las operaciones

p:GxGE — (G

dada por  p(a,b) = ab
Y

7:G — G

dada por  T(a) = qa!

son suaves en lo estructure del grupo.

Considerando la primera definicién pero con X y ¥ grupos conexos de Lie,el
epimorfismo entre estos 1 X — Y suave, y las restricciones (del inciso (44))
difeomorfisimos, Entonces al morfismo m se le llama cubierta de grupos. En
este caso al grupo X se le llama grupo cubriente. Diremos que una cubierta
7 : X — Y de un grupo de Lie Y e¢s universal, si para toda cubierta de
grupos T, 1 Z — Y existe un tinico morfismo de grupos de Lie f: X — Z
que hace conmutativo el siguiente diagrama:

x L

T T

. v
v

es decir, m f = 7.
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Por los resultados de Ja seccién anterior, observemos que el grupo Spin (n)
paran > 1 es conexo y el homomorfismo ¢, de la proposicion 4.1.7 es epimor-
fismo, por lo tanto p, es cubierta de grupo. Por otro lado, la imagen inversa
de cualquier punto bajo la cubierta g, consiste de dos elementos. Esta clase de
cubierta ¢s llamada Doble Cubierta.

El hecho de que SO (n) tiene una cubierta no trivial, implica que SO (n)
no es simplemente conexo, por definicién.

Proposicién 74 Para cualquier n 2 2 la n-esfera S™ es simplemente coneza.

Proof. Para la demostracion se dard por hecho, que un espacio topolégico X
es simplemente conexo, si para U y V abiertos, conexos y simplemente conexos,
se cumple que X = VUV y UNV es conexo.’

Sean p v ¢ dos puntos antipodales de la esfera S* y sea U = S" — {p} v
V = 8" — {4} dos conjuntos abicrtos de S”. Estos abiertos son homeomorfos
a un cubo abierto n—dimensional (por ser S™ una n-variedad). Y son por lo
tanto simplemente conexos. La interseccion U NV = S* — {p} U {¢} conexa
paran —1 2 2. Por lo tanto S® = U UV es simplemente conexa. m

Consideremos la funcion ¢ : SO (n) — R™ que asocia la 1iltima columna
de cada matriz. La imagen de SO (n) bajo la funcion ¢, consiste de todos los
vectores del espacio R™ de norma 1y puede ser identificado con la esfera 5!
de.R™; es decir:

$¢: SO(n)y — R*  dada por
o(4) =V eon |V]|=1

De esta manera SO (n) se identifica con $*~* € R™. La imagen inversa de
todos estos vectores en SO (n) es una clase relativa al subgrupo SO (n - 1),
que es la imagen inversa del vector (0,0,...,0,1) € $”7*. Consecuentemente la
funcién ¢ induce una funcion biyectiva

§:80(n) /SO (n—1) — S™Y,

Es decir, tenemos la identificacién SO (n) /SO (n — 1) con S™7! y usando la
proposicién anterior sabemos que S™! es simplemente conexo para n > 3.

Definicién 75 Sea v : H — G cubierta universal de grupo . El centro de
w, definido por el grupo de Lie G, es llamado el grupo fundamental de G o
grupo de poincaré de G; y lo denotamos por I, (G).

Proposicién 76 Dado cualquier subgrupo cerrado conexo H de un grupo de
Lie G conezxo, donde el cociente F/H es una variedad simplemente coneza.
Entonces el grupo fundamental 11, (G) de G es (I} (G)) , es un grupo factor
del grupo fundamental T1) (H) del grupo de Lie H.

#Ver una demostracién de este hecho en [MP) pagina 170.
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Proof. Sea F un grupo cubriente simplemente conexo de G; y searw : F — G
la cublerta de grupos correspondiente. La imagen inversa n7* (H) = H, es
cerrado en I (pues 7 es continua). Mds ain la funcién inducida por 7 que va de
F/H, en G/H es un difeomorfismo. Por lo tantoF/ H; también es simplemente
conexo y por lo tanto se tiene que H; es conexo.

Por lo tanto, la restriccion = : H; — H es una cubierta que hace conmu-
tativo el signiente diagrama

M — H;

o N wu
H

donde p: M — H es una cubierta universal del grupo de Lie H. La funcién
7 : He — H (que en si misma es una cubierta) es un epimorfismo; y por lo
tanto induce un epimorfismo del ker p sobre el ker mg. Esto es precisamente lo
que querfamos probar, pues por definicion II; (H) = ker p; y 1 (G) = kerm =
kermy. m

Usando la proposicién anterior, para cualquier n > 3, el grupo fundamental
0, (SO (n)) es el grupo factor del grupo IT; (SO (3)). Por lo tanto es suficiente
calcular tinicamente el grupo fundamental 1T, (SO (3)) .

Consideremos al conjunto de los ndmeros cuaterniones imaginarios puros

H' = {ai +bj + dk | i* =5° = k" = —1}.
Para todo g € H* se cumple que § = —q. Por otro lado, el grupo de unidades
es la 3—esfera $* C H*; pues sabemos que si # € S? entonces 7 = 27! (ver la

primera seccién de éste capitulo).
Para todo z € S% y ¢ € H* se cumple que

(J.’(].’L’_ 1) =1 (7q)

non

|

5 21

[

8
53

por lo tanto zqz~' € H*.

Proposicién 77 Para cualesquiera mimeros cuaternios z € S° y g € H* defi-
namos la funcion

e, H* —  H
dada por  p.(qg) = =xqz 7l

entonces , cumple las siguientes propiedades. (1) o, es una funcion lineal,
(2) @, es ortogonal.
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Proof. Afirmacion (1)
Si consideramos q, p € H*, entonces

p.(p+q) = z(p+q)a!
(zp+zq) 2~
apx~t + xqz”
= 9. (p) +v.(q).

1

1

Il

Afirmacion (2)
Es suficiente ver que preserva distancias.

[lzqz "]

!l gl =1
Tlqll L

llall-

e (Dl

It

L]

Por otro lado existe una identificacién natural del conjunto H* con ¢l espacio
R3,es decir, para cada ai+bj+ck € H* lo identificamos con aey +beg+ces € R?,
esta identificacion induce un homomorfismo del grupo $* al grupo ortogonat
O(3) definido como

©: 8 — 03)
dadopor p(z) =y,
“Tal que w,, = 9,0, . Pues si ¢ € HY,

P (@) = (zy)q(zy)™
= (ey)q(y'a™)
= z(ygy ')
= v (p, ()27}
. (0y (@)
P, (q) -
Mss arin, el hecho de que 8% es un grupo conexo, implica que el homomor-
fismo ¢ tiene su iinagen dentro del grupo conexo SO (3).

I

Lema 78 Sea p: G — H un homomorfismo de grupos canexos de Lie. Si
su centro K = kerpu es discreto y dim G = dim H, entonces i es cubierta de
grupo; y por la tanto es un epimorfismo.

Proof. Como el centro de p es discreto. El homomorfismo considerado eomo
wna funeion sobre su imagen p (G) es isomorfo a G/ K, es decir, pp: G —.G /K
es cubierta de grupo. Por lo tanto, es dnicamente necesario probar que 1 (G) =
H. Como la dimp (G) = diinG = dim H la identidad e € £ (G) es un punto
interior de el subgrupo p (G), es decir, existe U, vecindad abierta de e en H tal
que U C 11 (G). Por conexidad del grupo H, la vecindad U, genera a H. Por lo
tanto u(G) = H. m
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Proposicién 79  El homomorfismo ¢ : $* — SO (3) es un epimorfismo, y
el grupo de seqgundo orden {1, =1} es el centro de ¢.

Proof. Como la dimensién de S%es igual a dim SO(3), por el lema anterior es
suficiente probar tnicanmente que {1, ~1} es el centro de ¢. Pero si z € Kerg,
entonces para los cuatermios unitarios 4, j, k tenemos i = iv, xj = j, 2k = kx
entonces © € Z(H), esto implica que x € R y como ||z|| = 1 entonces z = +1.
Por tanto Ker¢ = {1,~1}. Por lo tanto ¢ : $* — SO(3) es cubierta de
grupos. m

La proposicién anterior implica que la funcién ¢ : S — SO(3) es una
doble cubierta de grupo; es decir, tiene dos componentes. Una donde estd el 1
y otra el —1. Como la esfera $* es simplemente conexa, @ cs cubierta universal.
Por lo tanto II;SO(3) = Z,, por lo que el grupo I1)SO(n) con n > 3 es un
grupo factor de Zs. Pero Zs es un grupo no trivial, por lo tanto con n > 3, el
grupo fundamental I1;SO(n) es ¢l grupo de seguudo orden Zs.

Cuando n = 1 ¢l grupo SO(1) es grupo unitario.

Cuando n = 2 el grupo de Lie SO(2) es isomorfo el cireulo S*, por lo tanto
el grupo I1;.50(2) es isomorfo al grupo de los mimeros enteros Z.*

Con los resultados anteriores podemos coustruir la signiente sucesion cxacta
corta

{1} — 2, = $* 55 SO3) — {1},

donde 7 es la inclusién natural ¢ I es la transformacion identidad.

*Consultese la demostracién e este hecho en [CK].
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5. EL GRUPO DE LORENTZ.

Exn este capftulo estudiaremos una aplicacién importante a la Fisica usando
los resultados de los capitulos anteriores.
Consideremos R? el espacio vectorial sobre R; y la, funcién
g: R* — R dada. por
g(v) = (v,v)y
donde
R 4
(, )y @ R'xR*—R
P — g2 2 2 2
(v, 0)yy = ag— 2] — a5 — 23
considerando a v como ¢l vector columna
o
I
T2
Ty
Proposicién 80 (, )y, : R* x R* — R es una forma bilineal simétrica, s
decir, es lineal en cada coordenaday (v ,w Yy = (w ,v ) para todo v, w € R

o Yo 20
R P : . Y n _ hn . 21
Proof. Consideremos a los vectores u = U= LW = en
T2 2 <3
L3 Y3 %3
R'yreR.
(1) La forma ( , ), s bilineal pues:
(utv,w)y = (@o+y0)z0 — (X1 +y)a — (T2 +y2)22 — (T3 + y3)23

(Zozo + Yoz0) — (2121 + Y121) — (T222 + Yoz2) — (2323 + Y323)
= (g (0w -

(w,v+wiy (u, v Yy + (U, w)y - Andloga a la anterior.

(ruw Yy = (rap)zy — (rzy)z — (riag)zy — (123)33
= r(2o2g — 212) ~ 2%y — T323)
= 7r{u,why.

(2) La forma ( , )y es simétrica pues:

('U., w >M ToZy — 1%y — N2y — T3y
2Ty — L1 L] — ke — 23y

(w0 Yy -

Il
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Proposicién 81 La forma bilineal { , )y €8 no degenerada, es decir, st (u,w Yy =
0 para todo w € R, entonces u = 0.Y la forma (, )y, no estd positivamente
definida, es decir, existe u # 0 tal que (u,u )y, = 0.

Proof. La forma bilineal (, ), es no degenerada pues si (u,w )y, = 0 para
todo w € R* entonces debe cunplirse en particular para los basicos

¢ =(1,0,0,0), ¢; =(0,1,0,0), e2 =(0,0,1,0) y e3 =(0,0,0,1).
Si hacemos w = ey y u como en la proposicién anterior, tenemnos

(w )y = 2l1—0-0-0
b= l'I?()].

]
y por otro lado [

(hyw )y =0
de donde x; = 0. Haciendo lo mismo para ey, ey y e3, concluimos que

u = (0,0,0,0). Por otro lado (, )y no estd positivamente definida pues si
1 = ey + ez entonces o

(wudy = {en+eseq+es)pm
((i(), (‘,())M + (63, 63>M + (60, 63>M + ((13, 60>M
= 1-140+0

0.

Definicién 82 Denotando a R* por M. Y a (u,u Yy por [|ullzg - Deﬁniﬂgos )
M como el Espacio de Minkovsky de la relotividad especial, con ||ully, la
Métrica de Minkovsky.

Definicién 83 Una transformacion de Lorentz B, es una transformacion
linecol B: M — M tal que preserva la métrica de Minkovsky. Es decir, satis-
face

B (w)|3 = ||ullis para todou € M

0 bien

(B(u), B (u))y = (4, udy.
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Proposicién 84 El conjunto L compuesto por todas las transformaciones de
Lorentz, ! junto con la operacién composicion

o: LxL — L
dade por o(Bs,B1) = BB

forman un grupo, llamado el Grupo de Lorentz.

Proof. Sean By, B), B, €L y u € M.
1} L es cerrado en el producto, es decir, BoB; es transformacién de Lorentz
pies

IBoBy ()% = (BoBi(u), BoBy () )y
{(Bo(B1 (), Bo(Bi (v)) )m
(Bi(u), By (u) )y

(U, 1 Ypq

el -

1) El producto es asociativo pues

(Bo(B1By) (w), Bo(B1B2) (u) )
(B1B2 (1), BB (u) )

(B1(Bz (u)), Bi(B2 (1)) Ym

(Ba (), B2 (1) )

i

[llv -

|| Bo (B1 Ba) () |34

I

De manera andloga para [[(BoBy) By (w)|2g = [[ull3 -
i11) Por demostrar que existe una transformacién identidad I € L tal que
Tu = para todo 1w € M.

10 0 0 o
. 0 -1 0 0 | ™
Sean 0 0 -1 0 yu= 5 |

b |

5 0o 06 0 -1 €3
fa mah que le corresponde a la transformacién I y wn vector cualquiera u €
M, respectivamente. Entonces

10 0 0 I 1) Iy
0 -1 0 0 Ty . —1(—1?1) _ )
0 0 ~1 0 i) - —1(-—-.’1}2) - Ty
0 0 0 -1 C3 —‘1('—;1?3) T3

Por otro lado, si denotamos el transpuesto de ¢ por tv, entonces en el producto
tenermnos que:

'En algunos lfbros de Fisica definen a L como Aut (M, {, },,), es decir los antomorfismos
de M en M que preservan la métrica de Minkovsky.
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= (1(’1,()) —1(—.’131) -—-1(-—.’122) -—1(—*.’1.”.3))

occ o~
o
|
—
o
I

= (z 7 1y 73).

Por lo tanto, la matriz

1 6 0 O
0 -1 0 0
I'= n 0 -1 0
0 0 0 -1

es la matriz que le corresponde a la transformacion identidad en L.

iv) Por demostrar que para toda B € L existe B™! € L tal que BB~ =
B 'B=1.

Definimos B* := B2 entouces

(B u,Bw)={(u,B*B w), para todo u,w € M.
Por otro lado se tiene que:
(B u,Bw)={u, w,

de donde
{(u, w)={u, B*B w) para todo w € M.

Por lo tanto
w=B*B(w) = B*'=B"".

Proposicién 85 El conjunto SL(2,C) ={A € GL;(C) | Det(A) = 1} junto
con la. multiplicacion usual de matrices

: SL(2,C) x SL(2,C) — SL(2,C)
dada por (A, B) — AB

forman un grupo.

Proof. i) SL(2,C) # @, pues la matriz I = < (1) € SL(2,C).
i1) Si A, B € SL(2,C) entonces AB € SL(2,C) pues,

0
1

Del (AB) = Det (A) Det(B)=1-1=1.

% Adelante se hacen algunas aclaraciones sobre B*, por cjemplo gue es de Lorentz, lo cual
es necesario para esta demostracion.
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i1#) Claramente el producto es asociativo.

iv) Existe | = (1) (1) ) € SL(2,C) tal que IA = Al = A para todo
A€ SL(2,C).

v) Para toda 4 € SL(2,C) se tiene que

1 = Det(I)= Del (AA"‘)
Det (A) Det (A7)

= 1Det (A7)

= Det (A7),
por lo tanto A™' € SL(2,C).

|
Observemos que el grupo especial unitario

SU(2) = {A cUQ): A= < _“l-) g ) . Det (A) = 1.}
forma un subgrupo de SL(2,C).
Nota 8 RESULTADOS IMPORTANTES DEL GRUPO DE LORENTZ
L

(1) L Tiene cuatro componentes conexas.
Proof. Como M = R" consideremos cualquier s = (4, 2, 29, 3) € M y pensc-
mos a ¢ como coordenada temporal v @1, w2, r3 como coordenadas espaciales;
st "quitamos” la coordenada temporal, es decir, si s = (@1,22,23) y B € L
tenemos que: :
2 a2
I1BGnm = lslim )
= —1F —a}— 1}
_ g2 2 g a2
= —(xf ;{-.rg + %)
= = |lsl

donde ||sH2 coincide con la métrica euclideana, lo cual nos dice que B preserva
la métrica para s = (i1, T2, 73) € R%. De donde, la matriz asociada a B es
ortogonal. Asi; el conjunto de todas estas matrices forman el grupo ortogonal
0(3) v usando los resultados del capftulo tres, sabemos que O(3) tiene dos
componentes conexas, la del determinante 1y la del determinante -1.
Por otro lado si consideramos a s = (1,21, T3, 23) entonces
sl = 8 — 2} — 23 ~ 2}

y en t tenemos dos componentes; la que corresponde a la del tiempo positivo
v la que corresponde a la del tiempo negativo. Por lo tanto L tiene cuatro
componentes conexas. m
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(2) Considerando la observacion anterior; definimos al conjunto SO* (1, 3)
como la componente conexa de L que contiene la transformacién identidad 1.
La notacién (1, 3) se refiere a los vectores s = (t, 71,22, %3) € M, cuya norma
es t2 — 7% — 22 — 73; donde el ndmero 1 denota al tiempo positivo £ > 0y el
mimero 3 denota los tres signos negativos. Al conjunto SO (1, 3) se le Hama
¢l Grupo Propio de Lorentz.

Describiremos ahora un homomorfismo del grupo SL(2,C) al grupo de
Lorentz L. Para esto identificarermos M con, H donde

H= {X € M, (C) tal que X es Hermitiana, es decir, X = Xt = X‘}

de la siguiente manera:
Definimos la funcion

g : M—H
Ty + L3 Ty — 1%
dada por o (zg, 21,72, 23) = LA 2 ) =X
xry +1T2 To — I3

Proposicién 86 La funcidén o cumple las siguientes dos propiedades.
i) o es lineal.
it) o (o, Ty, T2, T3) s hermitiana.
_111) Det (0 (g, 1,02, T3)) = |18][24-

Proof. Sean x = (7, 71,29, 23) Yy = (yo. %1, Y2, ¥3) E M, r € R.

il

7 (26 + Yo, 21 + Y1, T + Yo, T3 + Y3)
_ {zo + o) + (3 + v3) (.11+y1)—'i-(1:2+y2)>
/ 11+J1)+l To+y2) (zo+ o) — (w3 +u3)
_ (o4 x3) + (wo +u3) (w1 — i) + (41 — iy2) )
(z1 +dz0) + (11 +1y2)  (To — 23) + (Yo — Ys)

_ Tyt ¥3 Il—llo
Ty + iy Ty -3

+ -1
+<l/o Y3 W yz)

a(x+y)

it Yo—Us
= o ((vo,%1,%2.T3) + 0 (Yo Y1, Y2, 93)) -
(7(7'(.7.7(),11'1,.1'2,1'3)) = (7(7'.7'(),7'.’1:1,7'.7.72,7':1:3)

_ rTo+ T3 TI7 — %
- Ty +irTs Ty — T3

- r Ty + Ty T — I’L'2
- it + 'iﬂ!g Ty — T3
= ra(xg. 71,52, %3)

i) o (g, Ty, g, T3) €8 Lermitiana.
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o (1o, 21, T2, T3) =

X
_ T+ Ly &y —1%g
Ty + le Ty — T3

de donde

Xt — To+ a3 T) +iTe
Ty — 1%y X9 — T3
por lo que
X — To+a3 T — 1T - X
T+ 1r9 Ty — T3

i) Det (o (29,21, T2, 23)) = ||8||ar-

Det (o (g, 21,72, 23)) = l?ct ( ::10:7?2 2;_10 wl;L: )

(1o + z3)(m0 — x3) — [(T1 — d22) (21 + im2)]
202 — 25 — 23 ~ 22

To? — x} — 2% — 22

= sllis-

i

I

il

]
Definicién 87 Definamos al conjunto

. v _ [ TotTs T —i%
ML—{A GMZ(C)|X—<3~_1+11:Q Ty — 3 )}

donde X = o(s) con s = (xg,1,,29,73) € M. Al conunto ML se le llama
Matrices de Lorentz.

Proposicién 88 FEl congunto ML es un espacio vectorial sobre R de dimension,
4 con las operaciones producto y suma usuales de matrices respectivamente.

Proof. Es suficiente dar una base para ML. Consideremos el conjunto

b= = ()= ()= (1) (3 )

entolces 4 es base. Pues sl suponemos que

10 01 0 —i 1 0\ _ (00
(o 1)+ (3 0) (5 7)+e(5 5)-(20)
donde a,b,cy d € R, entonces
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a+d b—ic
b+ic a—d
00
00/

Obteniendo asi, la igualdad de matrices

a+d b—ic\ (00
b+ic a—d j  \0 0/

Igualando las coordenadas de las matrices, obtenemos los siguientes sis-
temas de ccuaciones.

e« + d = 0 b+ i¢c = 0

a —d =0 Y b — e =0
Resultando, a = 0 = d y b = 0 = ¢. Por lo tanto, las matrices de 5 son
linealmente independientes.

. T Ty Ty — AT
Por otro lado, si X = ( 0+ T3 ?

T +ixe Xp— 23

10 01 0 —i 10
_X:,’l;()(O 1>+.’I,'1<1 0>+L2<Z 0 )+.’L‘3<0 _1>

Es decir, X es una combinacién lineal de los elementos de 5. Por Jo tanto
B es una base para ML. =

) € ML, entonces

Definicién 89 A las matrices I, 01, 04 y oy se les laman Matrices de Pauli.

Por la proposicién anterior, hemos identificado el vector s = (xy, 71,22, 3) €
M con la matriz X € ML de la siguiente forma

10 01 0 — 1 0
Koo 1) en(5 ) (00 n (o B)

o bien
X =10l + 3,0 + 7202 + X303,
Notemos que 0 (¢,) =1, 0 (e2) = 01, 0 (e3) = g2, 7 (¢4) = a3. Donde ¢; son los
vectores canonicos del espacio vectorial RY. En otras palabras la funcién o es
un isomorfisio de espacios vectoriales.
Usando los resultados anteriores, podemos construir Ja siguiente funcién.

b4 H — H dada por
6a(X) = AXA"

para cualquier A € M, (C) y cualquier X € H.
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Proposicién 90 La funcion ¢, cumple las siguientes aftrmaciones.
() ¢4 (X) es autoadjunta.
(1) ¢ 4p (X) = (¢p4¢p5) (X) .Para toda A y B € M (C).

Proof. (i) ¢4 (X) es autoadjunta.

(@4 (X)) = (AXA"Y
(A" X~ AT
AXA*

= (PA(X)-

(1) La funcién @4 es morfismo de grupos, es decir, @45 (X) = (¢4¢p) (X)-

¢ap(X) = (AB)X (AB)

= (AB)X (BA")
A(BXB) A
= A(gy (X)) A"
¢4 (dp (X))
= da0p(X).

Il

]
Por la proposicion anterior, ¢4 induce un morfisimo

&y ML — ML dado por
S (X) = AXA".

para toda A € SL(2,C) a las matrices de lorentz ML.

Nota 9 El morfismo ¢y cumple lo siguiente.

(1) El morfismo ¢y esta bien definido,

(i1) El morfismo ¢4 no es inyectivo.

(i50) &y (Ime) = Imi.Donde Iuy es la matriz identidad en las matrices de
Lorentz ML.

Proof. (i) Es suficiente demostrar que ¢, es una transformacion de Lorentz.

164 (X)IE, = Det(AXA")
= Det{A)Det{X) Det(A*)
= |Det(A))? Det (X)
= 1Det (X)
= 1””“,2\1
Il

i
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’ .. .
por lo tanto, ¢4 es una transformacion de Lorentz.
(%) El morfismo ¢’y (X) no es inyectivo.

Pa(X) = (AXA").
Donde, ||¢'y (X)||3, = Det (A) Det (X) Det (A)
= |Det(A))? Det (X)
= 1Det (X)
= Del(X).

Por otro lado

¢_a(X) (—A) X(-A).
184 ()13, = Det(—A)Det (X ) Det(—A)*
= |Det(A))? Det (X)
= 1Det(X)
= Det(X).
Por lo que ¢y = ¢ 4. Es decir, las matrices A y —A corresponden a la

misma transformacion de Lorentz.
.. 7
(Z'Ll) D4 ([ML) = ImL.

Donde,

Il

(A) I (A)”
Ay A"
AA*

IML-

&'y (I)

n

Los resultados anteriores inducen un morfismo

¥ SL(2,C) — SO*(1,3) dada por
¢(4) = s

Por la proposicién anterior incisio i4), ¥ es morfismo, por la observacion
anterior 4 es transformacién de Lorentz y no inyectiva. Ademas v (I) = ¢}, tal
que para toda X matriz de Lorentz ¢} (X) = IXI* = X, ¢s la transformacion
identidad de Lorentz.

Consideremos a la matriz A € SU(2) (la cual satisface que AA* = I, es
1
0
0 € M, tal que
0

(e — [ 1+0 00
ole0) = {o4i0 1-0
10Y_
- (0 1)—IEML.
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entonces, la composicién (¢, o o) aplicada a e, es tal que

(@aoa)(en) = d&ly(o(eo))
= &y (I)
= ATA*
= AA =1=0(e).

Si una transformacién de Lorentz B satisface B (ey) = ey, entonces B tam-
bién "lleva” el espacio tridimencional ef- (el complemento ortogonal de eg), que
consiste de los vectores de la forma

(Es decir, quitamos la primer coordenada que corresponde al tiempo) en él
mismo. Lo que significa es que B respeta la métrica en O (3) (ver la seccion de
grupo ortogonal). Por lo que B es una transformacién ortogonal sobre el espacio
tridilnencional. Puesto de otra manera, podemos definir al grupo ortogonal
como

O@B)={BelL|Bley) =ep}.

Con esta definicion del grupo ortogonal O (3). Se cumple la siguiente proposi-
cion.

Proposicién 91 El grupo O (3) es subgrupo del grupo de Lorentz L.

Proof. Sean B, By € O (3). Entonces {BBy) (eg) = B (Bs (en)) = B (eg) = e.
]

Por lo tanto, la funcién @ restringida a SU (2), mapea SU (2) en O (3)
(adelante se da una demostracion de éste hechio). Veamos como actia ¢ en
algunos ejemplos importantes.

Ejemplo 92 Ejemplos imnportantes.

—if
(1) Consideremos a 0 < 8 < 7wy Uy = ( (’0 P(L')g > e SU(2)ys =

( To T1 %2 T3 ) €M con o (s) =X € ML.Aplicando ¥ tenemos que

Y (X) = Uy X Uy

e 0 Ig+ T3 Ty — T2 ot 0
0 e? Ty +1Ts To — Ty 0 ¥
( To + 23 e (g — izy) >

e (21 + 1) T — I3
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Por lo tanto, q’)'Ua no cumbia a g Y T3, por lo que es uno rotacion al rededor
del eje z3. Como ¢ manda a 71 + iz, en 8 (1, + iI2), VEMos que es una
rotacion de un dngulo de 28 en el plano x13,. Esto muestra que (b?,a es una
rotacidn de un dngulo de 26 al rededor del eje 3. Notese que como 0 <8<«
la correspondiente rotacidn es de O a 2w, haciendo un circuito completo. Si
0 < 8 < 2r la correspondiente rotacion es de dos vueltas completas.

CosSQ  —Send ,

) € SU(2)y
seney  cos
s=(m w1 2 x3) €M cono(s) € ML Aplicando v tenemos que

Fu(X) = VaX Vg

_ Cos @ —sena xo+ T3 I —iTa cosq  Senq
Senc  Cos v Ty +iTy Tp— T3 —$EnQ  COS
S1 hacemos la identificacion del vector

0

(2) Consideremos a 0 < @ < 7wy Va =

con la matriz X, bajo la funcién o, tenemos que:

0(82)=02=<? BZ)

Por lo tanio

/ *
&y, (02) = Voo V)
COSQx T —Sena 0 —i CoSQx  Sendy
- SeN COS @ i O —SEnY  COS (¢
—196NQ  —1COS & CoOS G Sen
- icosa  —isena —sena  Cos o

) . . .
B —iSENQ oS (& + I cos asena —isenfa — icos® o
- icos® o + isen’a 1 COS (LSETIE — TSETX COS (Y

0 —i
“\io )7
Por lo tanto &'y, debe ser una rotacion al rededor del eje . Por otro lado

st hacemos lo tdentificacion del vector

eM

iy
w
Il

-0 O C
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con la. matriz X bajo la funcidn o, tenemos que:

0(03)203:(5 _01)

Aplicando ¢'y, @ la matriz o3, tenemos que

‘/(10'3‘/:
COSx —Send 1 0 cosa  seno
Sen Cos o 0 -1 —sena  cosS«

B ( cos 2x sen‘Za)

il

&', (03)

- —sen2n  cos2a

Esta ltima matriz es la identificacidon del vector y dado por

0 X 0 0

sen2e ! 1 5 | O

= 0 = sena 0 + ¢0s 20 0
Cos 20 0 1

hajo o. Por lo que podernos concluir que ¢y, (e3) = €3 cos 20 + ey sen2a. Ast
que ¢'v, Tepresenta una rotacion de un dngulo de 20 al rededor del eje 3.
(3) Consideremos la matriz M, € SU (2), dada por

, (7 O
M, = < 0 r'i)

con entradas reales v yr # 0. Observe que M, = M}, entonces

o (X) = M.XAM}
_ r 0 To+ L3 T — T2 r 0
- 0 ! Zy +ize 2o — T3 0 7t
_ 2 (xg +23) Wy — T
o wy iz T2 (zg—13) )
Por lo tanto la transformacion de Lorentz ‘#5,1\1.. deja z1 y T2 fijos. Haciendo
los cambios de variables con respecto o Ty Y T3

-9

=8P+ + §) (PP )
Y
=) (P =r @+ (§) () wy
tenetnos que x, y xy son tales que
w4 2y =72 (To+13) ya,—ay =72 (3 — T8) -
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Por lo tanto, obtenemos la transformacion dada por la siguiente igualdad.

0= FrE nom),

Ty + 1% Ty — T

Recordando lo definicién de las funciones hiperbdlicas

cosh u = G) (" +e™) ysenhu= (%) (e* —e™)

Definicién 93 FEl Levantamiento de Lorentz en la direccion = con pardmetro
t, es definido como la transformacion dada por x; = x), @) = T4, 2y =
(cosh t)xo 4+ ( senh t)xs y 2y = (senh i)z + (cosh 1) 23, y lo denotamos
como Li.

En otras palabras, el levantarhiento de Lorentz L] es la transformacion de
Lorentz dada por la signiente magriz.
1

cosht 0 0 senht
- 0 10 0
L= 0 01 0
senht 0 0 cosh ¢

Si hacemos 7 = e* en el ejemplo anterior, tenemos que ¢, , = L3,
Para sintetizar: Sea R una rotacion de un dngulo 4 al rededor del eje 23 |
R upa rotacidon de un dngulo 4 en ¢l eje 22. Lo que hemos probado es que

’ 3 Y ) Y _r=z
Oy = R3p, Oy, =5y ¥ Py, = L3
Con lo anterior uno puede hacerse la pregunta natural ;Cudles elementos
B € Lson delaforma ¢4 paraalguna A € SL(2,C)? O la pregnnta equivalente
icudl es el rango de ¢7 . Para responder a ésta pregunta primero demostraremos

la siguiente proposicién.

Proposicién 94 Toda A € SL(2,C) es homotépica a la identidad por medio
de una curva Ay de matrices que pertenecen a SL(2,C).

Proof. Por algebra lineal sabemos que cualquier A € SU (2) es conjugada a
una matriz triangular superior. En particular, consideremos a la matriz

a b
Az(o af‘)’

asi, A se puede ver como como el siguiente producto

- a b -1
A_B<0 (L_1>B .
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Ahora consideremos la homotopia definida por

H: SU@2)xI — SU(2) dadapor

H(At) = A donde
. 1—-1t+al bt 1
A= B( 0 (l—H—at)_l)B

La homotopia H es una curva de matrices en SL(2,C), que cumple la
condicién

(A,0) = Ay=1
A=A

—

P
—

=
Il

]

Sin embargo, no toda transformacién de Lorentz puede ser homotépico a la
identidad por una curva continua. Por ejemplo, existen transformaciones en el
grupo de Lorentz L, que les corresponden matrices cuadradas de dimenciones
4 x 4 que tienen determinante negativo. Como el determinante es una funcién
continua, una matriz con determinante negativo no puede ser llevada continu-
amente a la matriz identidad que ticne determinante 1 que es positivo, esto es
sin tocar el cero. Por lo tanto existen clementos en L que no pueden estar en
el rango de ¢. Asl, podemos afirmar el siguiente resultado.

El homomorfismo .

w: SL(2,C) — SO%(1,3) dada por
/ i
v (A) = @
es epimorfismo.Para la demostracién usaremos el siguiente Jema.
Lema 95 Toda transformacion de Loventz B, puede escribirse como
B =R LR,

donde Ry y Ry son rotaciones y L. es un levantamiento de Loreniz en la

direccion de z.
T
B(ey) = ( SO )

s=a1e) + Toes + 7363 ¥ 28— |Is]? = 1.

Proof. Podemos escribir

donde

Podemos encontrar una rotacién S que al componeria con B rota al vector s
al eje positivo ry, asi que

I
0
0

sl
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La matriz autoadjunta que le corresponde a S (B (eg)) esta dada por

(M )

Ahora, tomando & r que cumpla la condicién

v = (g + lsll)™" = o — lsl.

Y recordando que el determinante es 1, es decir,

(o + |Is])) (0 — lisl)) = 23 — |Is|* = 1.

Podemos aplicar M, obteniendo ¢y, [S (B (eq))] = eo. Por lo tanto ¢y, (SB)
es una rotacion Hamada Ry . Ast tenemos

S, (SB) = Ry,
o hien
B=5"[¢)]" R

- . g 1-1
Esta es la descomposieion deseada con Ry = S~y L = [¢,,] . Por lo tanto
1 s epimotfisnio. m
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6. CONCLUSIONES.

Los resultados que se obtuvieron en esta tesis fue la periocidad de iso-
morfismos de Algebras de Clifford Cly, ) (R”*’", q(,,_,m)) asociadas al espacio
vectorial R**" y u la forma cuadratica Q(nm)- E8tos isomorfismos nos indujeron
una identificacion con el algebra de matrices M, (R) de la cual se analizaron
aspectos algebraicos y topologicos en el caso real y complejo de sus subgrupos
clasicos. Se puso enfasis en los grupos de Clifford y los grupos espinoriales, los
cuales se analizaron los primeros casos y ademss se caleuls el grupo funda-
mental del grupo de rotaciones SO (n). Por tltimo se aplicaron los resultados
algebraicos y topoldgicos al espacio de Minkovsky de la relatividad especial y
al grupo de Lorentz.

Obteniendo con esta tesis los antecedentes necesarios para el analisis de * El
problema de las tijeras de Dirac ™, el cual establece que existen sistewmas fisicos
a nives subatémicos cuyo estado es alterado por una rotacion de 2w del sistema
sobre algln eje, pero este regresa a su estado original por una rotacion de 4r.
Estas son las particulas clementales clasificadas como fermiones ( electrones,
protoues, neutrones.ete ) poseen lo que los fsicos llaman “spin un medio (1/2)".
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