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Resumen

En este trabajo se realiza el estudio del problema de-decaimiento de estados cuénticos
arbitrarios confinados inicialmente en potenciales radiales de alcance finito. Este estudio se
realiza mediante un formalismo basado en el desarrollo de la funcién de onda dependiente
del tiempo en términos de estados resonantes, lo que permite analizar su dindmica mediante
el uso de expresiones analiticas exactas. Se destaca la obtencidén de una expresién analitica
para la funcién de onda dependiente del tiempo en la region externa del potencial, Wz (7, t).

También se obtiene el comportamiento a tiempos largos de la funcién de onda y de sus
probabilidades de superviencia y no-escape a partir de los propiedades de las funciones M
que las describen. Esto nos permite demostrar que el comportamiento de la funcién de onda
en este régimen temporal es proporcional a t73/2 y que, tanto la probabilidad de no-escape,
P(t), como la probabilidad de supervivencia, S(t), se comportan en el tiempo como ¢~3.

Otra de las aportaciones de nuestro estudio consiste en el desarrollo de una expresién
equivalente, en el régimen de tiempos largos, para la funcién de onda de las regiones in-
terna y externa del potencial. Esta expresién se obtiene aplicando el método de la fase
estacionaria a la forma integral del propagador del sistema, ya sea de la regién interna o
externa, para obtener la contribucién dominante en la regién de interés. A partir de la
expresion de la funcién de onda obtenida por este método, se derivan las expresiones para
la probabilidad de supervivencia y para la probabilidad dé no-escape obteniendo nueva-

mente el comportamiento ¢~3. Estas expresiones representan un resultado general para el

decaimiento de las ondas S de estados inicialmente confinados en la regién interna de un

potencial radial de alcance finito.

Para verificar las diversas expresiones analiticas desarrolladas, se realiza un estudio
numérico del decaimiento en la regién interna y externa de un potencial delta de Dirac. En
el estudio numérico se verifica la excelente descripcién que brindan las distintas expresiones

analiticas al analizar el comportamiento de las cantidades ¥;,(r,t), S(t), P(t) y Wez(r, t).
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Capitulo 1

INTRODUCCION

En 1899, a tres anos del descubrimiento de Beckerel de la radiactividad natural, Elster y
Geitel [1] encontraron experimentalmente la razén de decaimiento exponencial en sustancias
radiactivas. En 1900, Rutherford [2] introdujo el concepto de vida media al definir el tiempo
de vida 7, que es el tiempo al que una cierta cantidad de nucleos radiactivos Ny al tiempo
t = 0, disminuye a la mitad de su valor original. En 1905, Schweidler [3] mostré la naturaleza
estadistica del decaimiento, la cual consiste en que la probabilidad de desintegracién de
un nucleo no depende de su momento de formacion y el tiempo al que decae sélo puede
predecirse estadisticamente. Esta idea fue verificada experimentalmente por Kohlrausch [4]
en 1906. Experimentos posteriores mostraron ademas que el ti-empo de vida 7 no depende de
variables externas como la presidn, la temperatura o el medio quimico circundante. La ley
de decaimiento exponencial puede escribirse como P(t) = N(t)/Ny = exp[-T't], y describe
la probabilidad P(t) de que un sistema haya decaido a un tiempo t. N(t) es el nimero de
nucleos que no han decaido a ese tiempo y la cantidad I" es conocida como la anchura de

decaimiento, la cual se relaciona con el tiempo de vida 7 mediante 7 = In2/T.

Con el advenimiento de la mecanica cudntica en 1928, Gamow [5, 6] y Gurnéy y Con-
don [7, 8] abordéron de manera simultdnea el problema del decaimiento espontdneo de
particulas « en ciertos nuicleos atémicos. El enfoque desarrollado por Gamow consistié en
resolver la ecuacién de Schrodinger para un sistema de particulas o confinadas por un po-
tencial efectivo de barrera resultado de la combinacién de las fuerzas nucleares atractivas
con las fuerzas de repulsién coulombianas en el nicleo. Gamow impuso la condicién de
frontera de onda saliente a grandes distancias del nicleo, lo que lo condujo a soluciones con
eigenvalores complejos de la energia y a la definicién de estados resonantes, para los cuales
la densidad de probabilidad decae exponencialmente como funcién de tiempo. Gamow in-
terpreté la parte imaginaria del eigenvalor de la energia como la anchura de decaimiento (o

1



constante de decaimiento), ['/2, en el proceso de desintegracién. Esto le permitié encon-
trar una relacién entre la anchura de decaimiento y la energia de la particula o emitida, la
cual coincidia con la férmula experimental de Geiger-Nuttall [9]. También encontré qﬁe la
razén de desintegracién de las particulas obedece la ley de decaimiento exponencial dada
por exp(—t/7) donde nuevamente aparece el tiempo de vida, 7, que en este planteamiento
estd dado por la relacién 7 ~ A/I". Inicialmente, el enfoque de Gamow no fue bien recibido
por Born, uno de los fundadores de la mecédnica cudntica moderna, quién argumentaba que
la hermiticidad del hamiltoniano del sistema debia conducir necesariamente a eigenvalores
reales de la energia y no a eigenvalores complejos. Sin embargo, el éxito y las potenciales
aplicaciones de este formalismo no podfan ser ignorados, por lo que Born [10] abord$ in-
mediatamente el problema utilizando operadores hermitianos y eigenfunciones con valores
reales. Para esto, Born supuso que dentro del niicleo existe un conjunto discreto de estados
estacionarios mientras que fuera de él, el potencial coulombiano tiene un espectro continuo
que se traslapa con las energias discretas de adentro. Después, considerd estos dos conjuntos
de funciones de onda como completos y expandié el paquete de onda inicial en términos de

éstos para obtener los mismos resultados de la teoria de Gamow 1.

Aun cuando la ley de decaimiento exponencial ha sido observada en diversos campos
de la fisica, esta ley nb es totalmente consistente con la mecinica cudntica, ya que como
lo demostrara Khalfin en 1957 [11], existen desviaciones del decaimiento exponencial. En
su trabajo pionero, Khalfin predice la existencia de un comportamiento no-exponencial del
decaimiento en los regimenes de tiempos muy largos o muy cortos comparados con el tiempo
de vida del sistema. Los trabajos teéricos [12, 13] que surgieron posteriormente, se enfoca,_ronA

"a describir este tipo de desviaciones mediante modelos unidimensionales que simulan el
escape de una particula inicialmente confinada en un ntcleo. En este contexto destaca el
trabajo desarrollado por Winter [13], quien en 1961 propone un modelo unidimensional
simple para explorar el problema del decaimiento no-exponencial en donde una particula
puede escapar de la regién de confinamiento mediante el tunelaje a través de una barrera de
potencial. El modelo consiste en un estado inicial confinado a ¢ = 0 en la regién interna de

un potencial compuesto por una pared infinita en z = —a y una delta de Dirac §(z) en z = 0.

'Esto nos deja entrever que el que un hamiltoniano sea hermitiano o no (y que, por lo tanto, sus energias

sean reales o complejas), depende enteramente de la base que utilicemos para resolver el problema.



A un tiempo ¢ > 0 la particula inicialmente confinada en la regién —a < z < 0 empieza a
escaparse del sistema. Dicho problema involucra la solucién de la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo mediante un desarrollo de la funcién de onda en eigenfunciones de
la energia, con una condicién inicial dada por la eigenfuncién de la particula en una caja de
paredes infinitas. Este planteamiento le permitié a Winter obtener una expresién integral
para la funcién de onda dependiente del tiempo. Mediante un andlisis de la corriente de
probabilidad en z = 0, y con base en aproximaciones analiticas e integraciones numeéricas.
Winter demostrd la existencia de pequenias desviaciones del comportamiento exponencial
para valores extremadamente pequenos y valores extremadamente grandes de ¢ con respecto
a la vida media del sistema. Una de las dificultades presentes en estos enfoques numéricos
es el comportamiento altamente oscilatorio del integrando, lo cual dificulta el calculo de
la funcién de onda en puntos alejados de la regién de interaccién. Las limitaciones de los
enfoques numéricos ha sido enfatizada por van Dijk, et al. [14], quienes han mostrado que

éstos pueden resultar computacionalmente prohibitivos para valores grandes de la posicion.

El interés por el estudio teérico de los aspectos dinamicos de las desviaciones no-
exponenciales del decaimiento sigue vigente, ya que hace poco mas de una década que dieron
inicio los primeros intentos experimentales por verificar esta antigua prediccién cuantica. En
el contexto experimental, sélo se ha reportado la existencia de desviaciones no-exponenciales
del decaimiento en el régimen de tiempos cortos en un sistema artificial [15, 16] consistente
en atomos de sodio ultra-frios confinados en un potencial éptico acelerado generado por
dos laseres. Otros experimentos realizados en el contexto de decaimiento nuclear radiac-
tivo, como los realizados por Norman et al. [17], han reportado resultados negativos en el
régimen de tiempos cortos (hasta 107* vidas medias 6 10"4t1/2) en sistemas como GO.CO, y

en el régimen de tiempos largos (hasta 45 vidas medias 6 45t1/2) en 56 Mn.

Para entender completamente el fendmeno del decaimiento cudntico, es preciso disponer
de soluciones analiticas que exhiban de manera transparente el comportamiento de las can-
tidades fisicas involucradas. A lo largo de estas lineas, Garcia-Calderén 18], ha desarrollado
un formalismo que permite explorar, con base en soluciones analiticas exactas, la evolucién
temporal del decaimiento cuantico. El enfoque se fundamenta en la solucién de la ecuacién
radial de Schrédinger dependiente del tiempo para potenciales arbitrarios de alcance finito,

utilizando la condicién inicial a ¢ = 0 de un estado arbitrario, ¥(r,0), localizado en la




region de interaccion del potencial definido en el intervalo 0 < r < a. Una aportacién fun-
damental de este formalismo es que permite obtener expresiones analiticas para la funcién
de onda dependiente del tiempo, W¥(r,t), en la regién interna del potencial, asi corﬁo de
cantidades relevantes en el proceso de decaimiento como lo es la probabibilidad de super-
vivencia, S(t) = |fy ¥*(r,0) ¥(r, ) dr|2. Estas cantidades son expresadas en términos de
desarrollos que involucran a los estados resonantes, u,(r), del sistema y sus correspondien-
tes eigenvalores complejos de la energia, k2 [19]. Esto es, cada término del desarrollo puede
ser expresado por coeficientes formados por el traslape del estado inicial con sus respecti-
vos estados resonantes, multiplicados por una funciéon que depende de los eigenvalores de
la energia y que ademds gobierna la dependencia temporal. Dicha funcién resulta ser la
misma que Moshinsky encontré en el estudio del fenémeno que denominé difraccién en el
tiempo [20, 21] y es llamada funcién M. El formalismo de estados resonantes es una herra-
mienta tedrica que ha permitido analizar explicitamente las contribuciones exponenciales y
no-exponenciales del decaimiento a tiempos largos (comparados con el tiempo de vida del
sistema) utilizando las propiedades analiticas y desarrollos asintéticos de la funciones M.
Asi, por ejemplo, se ha obtenido analiticamente que el comportamiento en el régimen de
tiempos largos de S(t) va como ¢~3. Sin embargo, al comparar a la probabilidad de su-
pervivencia, S(t), con la probabilidad de no-escape, P(t) = [y |¥(r, t)l2 dr [19], se generd
una controversia con otros autores respecto al comportamiento asintético de esta ultima
[22, 23, 24], ya que se encontraron comportamientos diferentes para P(t). Esta ambigliedad
fue provocada por un término de traslape de las eigenfunciones resonantes, u,(r), en P(t)
que finalmente se resolvi6 mediante el andlisis del comportamiento asintético de la densidad
de corriente, J(t), lo cual llevé a la conclusién de que ese término de traslape se anula y por
lo tanto P(t) también se comporta asintéticamente como ¢~3 [25]. Durante la existencia de
la controversia se llegd a cuestionar la validez del formalismo de estados resonantes para
describir el comportamiento asintético de P(t) [24] y esto ha motivado a realizar un andlisis
alternativo exacto. El analisis involucra la obtencién del comportamiento asintético de la
probabilidad de no-escape, P(t), a través de la funcién de onda expresada en téminos de
la forma integral de su propagador, al cual se le aplica el método de la fase estacionaria
[26]. Una contribucién importante de este trabajo de tesis consiste en aplicar este anélisis

alternativo a un potencial delta de Dirac.



Otra contribucién ain m4s importante del presente trabajo consiste en la extensién
del formalismo de Garcia-Calderén para describir el decaimiento en la regién externa de
potenciales de alcance finito. Esta extensién nos permite conocer el comportamiento de la
funcién de onda en regiones alejadas del potencial. Existen por ejemplo, problemas como
el de la ionizacién atémica causada por el decaimiento nuclear ¢, y la radiacién de frenado
(bremsstrahlung) en el decaimiento o que requiren del conocimiento de la funcién de onda
para valores muy grandes de 7 y/o ¢, y con esta nueva herramienta podriamos explorar
tales problemas. Con base en este nuevo marco tedrico, se estudia la evolucién temporal de
la funcién de onda dependiente del tiempo, Ve, (r,t), asi como la propagacién en la regién
externa del potencial. En este caso también se realiza el cdlculo de la forma asintética de
la funcién de onda a partir de su propagador, desarrollado mediante el método de la fase
estacionaria, pero ahora en términos de la funcién de Green saliente correspondiente a la
regién externa. Todas estas nuevas herramientas son utilizadas en el presente trabajo para
estudiar diversos aspectos del problema de decaimiento aplicado al modelo del potencial

delta de Dirac en tres dimensiones, de intensidad A y localizado a una distancia a del

origen.

Una vez expuestos los antecedentes y la idea general de la investigacién que se pretende
realizar en el presente trabajo de tesis, a continuacién se presenta la distribucién del mate-
rial por capitulos. En el capitulo 2 se reproduce, por completez, el formalismo de estados
resonantes para la regién interna del potencial. A partir de este formalismo, se derivan las
expresiones analiticas para la funcién de onda, ¥;,(r,t), la probabilidad de supervivencia,
S(t), y la probabilidad de no-escape, P(t). En el capitulo 3 se muestra una aportacion im-
portante del presente trabé.jo al hacer una extensién del formalismo presentado en el capitulo
2 a la regién externa del potencial. De esta forma se obtiene una expresién analitica para
la funcién de onda de la regién externa, W.,(r,t). En el capitulo 4 se manipulan las ecua-
ciones derivadas en los capitulos 2 y 3 para obtener los comportamientos a tiempos largos
de todas ellas. Ademds, se utiliza el método de la fase estacionaria en la expresién integral
del propagador de la funcién de onda para obtener una expresién para el comportamiento
de la funcién de onda a tiempos largos. Este desarrollo, a su vez, nos permite obtener
nuevas expresiones para las cantidades asociadas a la funcién de onda de la regién interna.

En el capitulo 5 se desarrolla un ejemplo numérico de la aplicacién de las ecuaciones de-



sarrolladas en los capitulos anteriores. El ejemplo consiste en un estado cudntico, ¥(r,0),
confinado inicialmente por un potencial delta de intensidad A localizado a una distancia a
del origen. En este capitulo se hacen los célculos tanto para la regién interna como pafa la
externa del potencial y se comparan sus desarrollos asintéticos con los obtenidos mediante
el método de la fase estacionaria. Finalmente. en el capitulo 6 se presentan las conclusiones,

las aportaciones y algunas secuelas interesantes del presente trabajo.



Capitulo 2

EL FORMALISMO: DESCRIPCION PARA LA REGION
INTERNA

El objetivo del presente trabajo consiste en describir analiticamente el problema de de-
calmiento cudntico en potenciales radiales de alcance finito. Esto es, nos interesa encontrar
expresiones analiticas para la evolucién temporal de una funcién de onda inicialmente con-
finada en la regién interna de ese potencial. Deseamos que esta descripcién involucre tanto

a la regién interna del potencial como a la regién externa del mismo.

A la fecha existe un formalismo, desarrollado por Garcia-Calderén [27], que nos ofrece
una descripcién analitica de dicha evolucién en la regién interna del potencial. Esto se
logra a través de la representacién de la funcién de onda y de cantidades tales como la

. probabilidad de sﬁpervivencia y la probabilidad de no—eséape en términos de. los estados

resonantes del sistema.

Con el fin de que nuestro trabajo sea autocontenido, presentaremos en este capitulo la
derivacién de tal formalismo. Veremos que la funcién de onda puede expresarse analitica-
mente en términos de cantidades simples como las funciones M y las eigenfunciones y los
polos resonantes. Esto ofrece una clara ventaja con respecto a otras derivaciones ya que
nos permitird manipular las expresiones y realizar calculos precisos de la funcién de onda y

de las cantidades asociadas a ella.
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2.1 La Funcion de Onda de la Regién Interna

El problema que nos ocupa es el de encontrar una solucién de la ecuacién de Schrédinger

para la parte radial en el problema de decaimiento!

2 0
—8%2-+V(r)+l(l%1) U(r,t) =1 5.0(r 1), (2.1)

para un potencial que posee simetria esférica y es de alcance finito, i.e., V(r) = 0 para
r > a.2 La funcién de onda, U(r,t), ademas satisface las condiciones de frontera usuales,
es decir, debe anularse en el origen a todo tiempo: ¥(0,t) =0 y la funcién de onda inicial,
U(r,0), debe estar contenida en la regién interna del potencial: ¥(r > a.0) = 0. Ademas,
por tratarse de un problema de decaimiento. la funcién de onda debe satisfacer la condicién
de onda saliente, esto es, que a partir de r = a4, la funcién de onda debe estar representada
por una funcién que se aleja del origen.

Sélo abordaremos el problema de decaimiento de ondas S (I = 0) (aunque es posible
hacerlo para los casos [ # 0) por lo que la ecuacién a resolver se reduce a

2 _
[_% + V(r)} U(r,t) =1 (%\I/ (r, ). (2.2)

2.1.1 La funcion de onda en términos de la funcion de Green

Utilizando la nocién de propagador, la solucién de la ecuacién (2.2) se relaciona con su

condicién inicial como
a
T (r, 1) :/ ¥ (+',0) g(r, ;1) dr, (2.3)
0

donde el propagador g(r,7’; t) es la funcién de Green dependiente del tiempo, la cual satisface

la siguiente ecuacién

( ) g( 1 ’Z) 4 g( ? 7!)7 (! L)

g(0,7;t) = 0, (2.5)

g(r,';0) = 6(r' =) (2.6)

YA lo largo de todo el trabajo haremos uso de unidades A = 2m = 1.
%2 es el alcance del potencial y el pardmetro que separa a la regién interna de la externa.
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2.1.2 La funcion de Green saliente

El método desarrollado por Garcia-Calderén consiste en desarrollar a la funcién de Green
g(r,r';t) en términos de una base tal que permita separar en forma natural, la dependencia
temporal de la espacial de la funcién de onda asociada. Para lograr esto, calculamos la

transformada de Laplace de esta funcién de Green, denotdndola por g(r.r'; s),
o0
g(r,r'ss) = / g(r, v’ t)e 5t dt. (2.7)
0
Para simplificar el andlisis, resulta conveniente introducir una nueva variable, k, dada por
k= (is)l/2 , (2.8)

lo que nos permite definir a la funcién de Green saliente G*(r,7'; k), usada normalmente

en la literatura [28], como

Gt (r,r' k) =1g(r,7';s). (2.9)

Aplicando la transformada a ambos lados de la ecuacién (2.4), obtenemos

82

* o0 8 . I;t
o [ atnrie St + Vgl is) = iUttt

—st 1
5 C dt, (2.10)

y, utilizando las propiedades de la transformada de Laplace para la derivada y para la

condicién inicial (2.6), llegamos a

2
%+is—V(r}} ig(r,r';s)=4d(r—r"), (2.11)
o bien, .
02 :
m+k2 —V(r)} Gt(r,r'ik)=6(r—1'). (2.12)

Ademss, G (r,7'; k) debe satisfacer las condiciones de frontera siguientes:

Gt (0,7';k) =0, (2.13)

[£G+(r, r';k)} = [ikG™ (r,7"; k)] r <a, (2.14)

r=a4’
or r=a,
condiciones que provienen de que la funcién de onda debe anularse en el origen a todo

tiempo y de la condicién de onda saliente.
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Asi, nuestro problema original ha sido transformado en otro equivalente, donde debe-
mos encontrar la funcién de Green saliente tal que satisfaga la ecuacién (2.12) junto con
las condiciones de frontera (2.13) y (2.14). Para tal efecto, en la siguiente subseccic’)n; uti-
lizaremos herramientas de variable compleja para escribir a G (r,7'; k) como un desarrollo
en términos de sus polos complejos y los correspondientes residuos.

Una vez encontrada la forma explicita de la funcién de Green saliente, G*(r,7’; k),
podremos calcular a la funcién de Green, g(r,7';t), a través de la transformada inversa de

Laplace de la ecuacién (2.9).

2.1.3 Obtencién de la funcién de Green saliente: desarrollo en estados reso-

nantes

En esta subseccidn expresaremos a la funcién de Green saliente a través de un desarrollo
tipo Mittag-Leffler para escribirla en términos de sus polos y residuos. Encontraremos que
los residuos estan asociados a los llamados estados resonantes del problema. Asi mismo,
se discutird la normalizacién de dichos estados, los cuales tienen la peculiaridad de estar
asociados a energias complejas, representando asi procesos de decaimiento.

Regresemos nuestra atencién a la ecuacién (2.12) y notemos que, parar # 7', Gt (r,7'; k)
satisface una ecuacién diferencial ordinaria homogénea, es decir, satisface la ecuacién de

Schrodinger del problema. Es bien conocido que G (r,7’; k) puede ser escrita como [28],

Gt (r,7';k) = —¢(k’TV<V)(J;§k’T>), (2.15)

donde 7. indica el menor entre r y 7/, y r~ el mayor. La funcién ¢ (k,r) representa a la
solucién regular de la ecuacién de Schrodinger del problema con condiciones de frontera en

el origen de la forma

$ (k,0) = 0; [%} =1 (2.16)

la funcién f (k,7) es irregular en el origen y estd definida por la condicién de que parar > a
(que es a partir de donde el potencial se anula), se comporte como exp (tkr), es decir, como

una onda saliente, lo que implica que para r = a satisface

f(k,a) = e [-‘”é#] = ikete, (2.17)
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lo cual la define completamente. La funcién W (k) representa al Wronskiano de f (k,r) y

(k)
W () = ¢ (k,r) LI g g gy S2IT)

Para una interacciéon de alcance finito, la funcién de onda saliente G (r,7';:k), como

. (2.18)

funcién de k, puede ser extendida analiticamente a todo el plano k complejo, donde tiene
un ndimero infinito de polos que estdn distribuidos en una forma bien conocida [28, 29] y
que surgen de los ceros del Wronskiano (2.18). Ademds de los polos ligados y antiligados?,
existen los polos resonantes o puramente complejos, los cuales se distribuyen solamente en
la mitad inferior del plano k. A cada polo complejo k, = a, — ib,, con a,,b, > 0, le
corresponde, debido a la invariancia ante inversién temporal, un polo complejo k£_,, situado
simétricamente con respecto al eje imaginario, es decir, k-, = —k};. En el ejemplo que
discutiremos en el capitulo 5, utilizaremos un potencial sin parte atractiva, por lo que no
habrédn estados ligados, y, por lo tanto, todos los polos de G~ (r,r'; k) se encontrardn en la
mitad inferior del plano k£ complejo. Es por esto que nuestro anélisis se restringe a estados
resonantes.

Como se muestra a continuacién, los polos complejos de la funcién de Green salient.e
estan relacionados a los estados resonantes del sistema. Los estados resonantes pueden ser
definidos como las soluciones de la ecuacién de Schrédinger del problema [5, 30, 31],

% + [lcz - V(T)] up(r) =0, (2.19)

que obedecen las usuales condiciones de frontera en el origen,
un(0) =0, ' : (2.20)

y que a distancias r > a, describen una situacién donde no hay particulas incidentes, es

decir, u, (1)  exp (tkpr), y por lo tanto, satisfacen la condicién de onda saliente

[@ZT@] an tknun (a) . (2.21)

Gamow [5] demostré que la condicién de onda saliente (2.21) implica que los eigenvalores

de la energfa del problema son necesariamente complejos, es decir, k2 = E, = e, —i[',/2,

3Los polos puramente imaginarios localizados en la mitad superior del plano k corresponden a los es-
tados ligados del problema, mientras que los polos puramente imaginarios localizados en la mitad inferior

corresponden a los estados antiligados.
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donde ¢, representa a la posicién de la resonancia y I',, se refiere a su correspondiente
anchura®. Los eigenvalores complejos mencionados corresponden precisamente a los polos
complejos de la funcién de Green saliente del problema. Mas ain, resulta que los estados
resonantes pueden también ser definidos como los residuos en los polos complejos &, de
G*(r,r'; k) [32]. Aqui seguimos a Garcia-Calderén [18] para escribir
R(r,7' ky) = lim [(k — kn) Gt (r,r; k)] = tn (1) tn () (2.22)
k—kn 2k,
suponiendo que los estados resonantes se normalizan como
a i
/0 ul (r)dr + g (a) = 1. (2.23)
Estas dos ultimas expresiones nos permiten, por un lado, relacionar a los polos y residuos
de la funcién de Green saliente con los estados resonantes, u,,, y los polos resonantes, k,, y
por otro, definir la normalizacién de estos estados resonantes.
Consideremos ahora la integral [18]
/.

% / %dz =0, (2.24)
que es tomada a lo largo del contorno C’ de la Figura 2.1, que consiste de un circulo grande,
cuyo radio eventualmente iré a infinito, y circulos pequenios que rodean a todos los polos de
G*(r,7’;z) en el plano z asi como el punto donde z = k. Como el integrando es analitico
dentro de este contorno, la integral se anula, como estd indicado en el lado derecho de la
ecuacién (2.24). Para el circulo grande, se puede probar que la funcién de Green saliente

tiende a cero exponencialmente en todas las direcciones del plano complejo z [33], esto es,
Gt(r,7';2) 5 0 cuando |z| = oo, T« <1s<a (2.25)

Por lo tanto, no hay contribucién del circulo grande en la Figura 2.1 y, considerando las
contribuciones de todos los circulos pequerfios, incluyendo el que estd alrededor de z = &,
uno obtiene [18, 34, 35, 36, 37]

oo /
—.+— . _ u‘n(r)u'n.(r). 226
Gh(rr'ik)= > U (b — ) (2.26)

n=—oo

“Las condiciones de frontera anteriores también proveen la soluciones ligadas y antiligadas correspon-
diendo respectivamente, a valores imaginarios positivos, k. = 1,,, € imaginarios negativos, kn, = id., donde

ambos, v, ¥ d. son reales.
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plano z

FicuraA 2.1 El contorno C’ en el plano z para la integral dada por la ecuacién (2.24). Los

circulos pequefios rodean a todos los polos de G*(r,r’; z) asi como a z = k.

donde hemos agregado el subindice in para indicar que esta funcién es sélo valida para la
region interna del potencial, es decir, para (r,7') < a. Sustituyendo la ecuacién (2.26) en

la ecuacién (2.12) obtenemos, después de algunas manipulaciones algebraicas, las reglas de

suma [18, 37]

00 7
Z M =0 re <15 < a, (2.27)
~7 n=-o00 n
y
1 o
5 Z up (Pup (r') =6 (r —1'); re <7s <a. (2.28)
n=—o0c

Las ecuaciones (2.27) y (2.28) han sido también derivadas siguiendo un desarrollo de
G;;(r, r’;k) en términos de potencias inversas de k [34, 35].
Podemos rescribir a la ecuacién (2.26) notando que
1 1 1 1
S . S U B —-— 2.29
2k (k — kn) 2k [k—kn kn] (229)
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lo cual nos permite utilizar la regla de suma (2.27), y expresar a G (r,7'; k) como

1 & up () ug (1)
+ fopy n n
Gin(rar ’k) - 2% Z Lk — kn . (230)

n=-—o0o
Hemos asi pues determinado la forma explicita de G*(r,7'; k) a través de un desarrollo
valido para la regién interna del potencial. Utilizando este desarrollo encontraremos ahora

explicitamente a la funcién de Green, g (r,7';t), para la regién interna.

2.1.4 Determinacién de la funcién de Green

Una vez que hemos determinado a G*(r,7';k) para la regién interna, podemos obtener

g(r,7';t) a través de la transformada inversa de Laplace de la ecuacién (2.9), esto es,

1 ctico
g(r,r'st) = __/ G*(r,r'; k) e ds, (2.31)

211 Je—ico

que, en términos de la variable k£ (ecuacién(2.8)), se transforma en la integral a lo largo del

contorno hiperbélico Cy de la Figura 2.2 [18, 30], es decir,
g(r,r'st) = L G*(r, s k) e~ %7 2k dk. (2.32)

27 Jey

Para calcular esta integral, deformaremos el contorno Cy para explotar las propiedades
analiticas de G*(r,r'; k) usando el teorema de los residuos. De esta forma podemos obtener
expresiones que involucren una suma de términos que decaen exponencialmente mas una
contribucién integral a lo largo de cierta trayectoria del plano k& complejo [30, 38]. Si el
potencial se hace cero después de cierta distancia y las cantidades de interés son definidas
dentro de la regién del potencial, podemos proceder como sigue. Primero deformamos el
contorno Cy al contorno C' como se muestra en la Figura 2.2. Esto puede hacerse fécilrn'e.nte
ya que exp (—ik2t) converge cuando k se incremente en el cuadrante superior izquierdo del
plano k. Como hemos supuesto ausencia de estados ligados, podemos escribir la ecuacion

(2.32) como
e ,
glr,r'it) = = / G* (r,r'; k) e 2k dk. (2.33)
T J—0

Podemos entonces sustituir a la ecuacion (2.30) en la ecuacién (2.33) para obtener un
desarrollo de g(r,7';t) en términos de los estados resonantes del problema. La tnica integral

que necesitamos determinar es
0 e—ikzt

{
— dk. 2.34




2.1. La FuncidN DE ONDA DE LA REGION INTERNA 15

P plano k
/ Co
i c_
-1 X1
-2 X2
®-3 ®3

F1GURA 2.2 El contorno Cy en el plano & para la integral dada por la ecuacién (2.32), el

cual puede ser modificado hacia el eje real C gracias al factor e~#*t ¢l cual forza a la

integral a anularse en la porcién del circulo indicada por la linea punteada. También se

indican los polos complejos de la funcién de Green de la ecuacién (2.15).

Para evaluar la integral anterior, es importante mencionar que existe un tipo de integral
que ha sido discutido por Moshinsky [21, 20] la cual aparece en la descripcién de efectos
transitorios en problemas dependientes del tiempo en Mecanica Cuéntica [18, 19, 39, 40] y

puede ser denotada como

7 00 e—ikzteik:c 1 .5 _
M = T T k= e/ , 2.35
(@00 =5 [ S —ak = 5= iy, (235)
donde
I_2qt s /4
Yo=pp € (2.36)

y la funcién w (iy,) estd definida en términos de la funcién de error complementaria [41]

w(z) = e erfc(—iz) . (2.37)
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En nuestro caso, es claro que la integral (2.34) corresponde a la funcién de Moshinsky,
M (0, ky, t), o, abreviadamente, M (ky, t).

Asi, la funcién de Green dependiente del tiempo para la regién interna, gy, (r,7'; 1), foma
la forma [18],

o0

Gin(r,r'st) = Z Up (r) up (r') M (kp, t), re <rs <a. (2.38)

n=—00
Habiendo obtenido a la funcién de Green para la regién interna, en la siguiente sub-

seccion procederemos a la determinacién de ¥, (r,t) para una condicién inicial arbitraria,

U (r,0).

L]

2.1.5 Determinacion de la funcién de onda

Recordemos que si nuestro estado inicial es W (r,0), al tiempo ¢, ¥ (r,t) estd dada por la

integral

U (r,t) = /Oa T (r',0) g(r,r';t) dr’. (2.39)

Sustituyendo la forma explicita de la funcién de Green recientemente encontrada, pode-

mos escribir a la funcién de onda de la regién interna como

Uin (r,t) = i Chun (1) M (kn,t); r <a, : (2.40)

n=—oo

donde el coeficiente C,, se define como
a
Cp = / (7, 0) un(r) dr. (2.41)
0

La eigenfuncion, u,(r), estd normalizada de acuerdo con la ecuacién (2.23) y la funcién de

onda inicial, ¥ (r,0), de la forma usual como
¢ 2
[0k =1 (242)
0

Notemos que la expresién (2.40) para la funcién de onda tiene la peculiaridad de que el
comportamiento en r estd separado del comportamiento en ¢t. Esto nos facilita el estudio de
la misma, ya que se pueden analizar sus propiedades temporales y espaciales por separado.

En forma andloga a como se defini6 al coeficiente Cy,, definimos al coeficiente C;, como

C*nz/o T* (1, 0) un (r) dr. (2.43)



2.2. LAS PROBABILIDADES DE SUPERVIVENCIA Y DE NO-ESCAPE 17

Ambos coeficientes, C,, y C,, obedecen algunas relaciones ttiles: multipliquemos las ecua-
ciones (2.27) y (2.28), por ¥ (r,0) y ¥* (r,0), respectivamente, e integremos el resultado

desde el origen hasta un radio a para obtener [18],

X, CuCy
Z T_0, (2.44)
n=—0oc
y
1 & .
5 > CulCr=1. (2.45)
n=-—0oc

Por 1ltimo, al sustituir la ecuacién (2.40) en la ecuacién de Schrédinger dependiente del

tiempo, encontramos que también se satistace esta otra regla de suma:

w —
> CpCrkn =0. (2.46)

n=-—0oc

La utilidad de estas relaciones se probara al momento de calcular cantidades tales como
las probabilidades de supervivencia y de no-escape. Al realizar los desarrollos asintéticos
de las funciones M involucradas en tales cédlculos, encontraremos términos iguales a las
relaciones anteriores, especialmente a la de la ecuacién (2.44), que podremos sustituir in-

mediatamente y asi deducir de antemano el comportamiento de-dichas cantidades.

2.2 Las Probabilidades de Supervivencia y de No-Escape

Existen en la literatura dos cantidades asociadas a la funcién de onda de la regién interna que
- se han propuesto para describir la evolucién temporal del decaimiento: (7) la probabilidad
de supervivencia, S(t), del estado inicial a un tiempb t deépués del inicio del proceso y (%)
la probabilidad de no-escape, P(t), de encontrar a la particula todavia confinada al tiempo
t. De las dos nociones, la probabilidad de supervivencia es la que ha sido més utilizada en
estudios clasicos de decaimiento [42] particularmente en contribuciones no-exponenciales [11]
y también en estudios dindmicos de caos cuédntico [43]. Sin embargo, las probabilidades de
supervivencia y de no-escape corresponden a dos definiciones y tipos diferentes de fenémenos
[44]. Por ejemplo, en ausencia de decaimiento, como en una regién cerrada, la probabilidad
de no-escape como funcién del tiempo es siempre la unidad, mientras que la probabilidad

de supervivencia en general varia con el tiempo.
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Siguiendo con nuestra notacién, en donde tenemos al estado inicial, ¥ (r,0), confinado

en una regién del espacio, la amplitud de supervivencia se define como
a
Aft) = / T (r,0) T (r,) dr, (2.47)
0 .

y S(t) =|A(t)|? es la probabilidad de encontrar al estado ¥ (r,t) en su valor inicial ¥ (r, 0).
Por otro lado, la probabilidad de que la particula, descrita inicialmente por una funcién de
onda inicial confinada en la regién de interaccién del potencial, ¥ (r,0), no haya escapado

fuera del potencial al tiempo t estd definida por

a
P(t) = / T (r,8) O (r,¢) dr; | (2,48)
0
la normalizacién del estado inicial implica que S(0) = P(0) = 1.
Debido a los limites que involucran las integrales, es claro que sélo necesitamos conocer a
la funcién de onda en la regién interna del potencial para describir completamente a ambas
probabilidades. Sustituyendo la ecuacién (2.40) en la ecuacién (2.47) obtenemos

A= S CaCald (k) (2.49)

n=-—o00
por lo que, dado que S(t) = |A (t)|?, obtenemos
oC o0 _ _
S)y="> > CuCpCiClM (kn,t) M" (kyt). (2.50)
nN=—X[=—00 .
Similarmente, la probabilidad de no-escape, por sustitucién de la ecuacién (2.40) en la

ecuacién (2.48), se lee

[o o] o

PA)= 3 3 CaCi IuM (kayt) M" (k). (2.51)

n=—ool=-cc

donde I,,; esta definida por
I, = /Oa uy (r) un (1) dr. (2.52)
Notemos que S(t) y P(t) son muy similares pues poseen la misma dependencia en
las funciones M. Las integrales I, que aparecen en P(t) reemplazan al producto de los
coeficientes Cp, C} que aparecen en S(t).
Reproduciendo el formalismo de Garcia-Calderén hemos desarrollado expresiones anali-
ticas para la funcién de onda en la regién interna y para sus cantidades asociadas (ecuaciones

(2.40), (2.50) y (2.51)), encontrando en el camino algunas relaciones ttiles (ecuaciones (2.44)

v (2.45)).



Capitulo 3

EXTENSION DEL FORMALISMO A LA REGION
EXTERNA

A través de los anos, el estudio de la evolucién temporal de la funcién de onda en el probl(fma
de decaimiento se ha centrado en la regién interna del potencial [12, 13, 18, 19, 45]. De hecho,
en la mayoria de los estudios se aborda el problema de la ley exponencial de decaimiento
y de su desviacién a tiempos cortos y largos con respecto a la vida media del sistema.
Para tales andlisis basta con conocer a la funcién de onda, ¥ (r,t), dentro de la regién de
interaccién. Sin embargo, si deseamos estudiar una situacién fisica, en donde la particula
se escapa del sistema para interactuar con el medio circundante, es necesario contar con
herramientas que nos permitan explorar a la funcién de onda en todo el espacio.

En nuestro intento por realizar tal descripcién en forma analitica, presentaremos en este
capitulo una de las principales aport.aciones de nuestro trabajo: el desarrollo de la funcién
de onda en la regién externa del potencial. El contar con una expresioén analitica representa
una ventaja con respecto a los enfoques basados en la solucién numérica de la ecuacion de
Schrodinger, en donde el cdlculo de las cantidades fisicas en ciertos regimenes de interés (r
y t grandes) se vuelve computacionalmente prohibitivo [14].

En la siguiente seccidn, nos concentraremos en el desarrollo de una expresién analitica
para la funcién de onda de la regién externa del potencial siguiendo un procedimiento similar
al del capitulo anterior. Mediante una manipulacién conveniente, veremos que podemos
aprovechar nuestro conocimiento adquirido en la derivacién de la regién interna y asi obtener
mas facilmente la expresién para la funcién de onda de la regién externa.

Encontraremos que dicha funcién es descrita, al igual que en la regién interna, en
términos de los estados resonantes del problema. Nuevamente, al poder expresar a la
funcién de onda en términos de cantidades simples tales como las funciones M, las eigen-
funciones resonantes y los polos resonantes, podremos manipularla y efectuar asi cdlculos
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precisos de la misma.

3.1 La Funcion de Onda de la Regién Externa

En forma andloga a como se hizo en el capitulo anterior, procederemos a derivar a la
funcién de onda de la regién externa del potencial. Sin embargo, aprovecharemos nuestro
conocimiento de la regién interna para expresar a la funcién de Green saliente de la regién
externa, G1.(r,r', k), en términos de la funcién de Green saliente de la regién interna,
G} (r,7' k), y asi obtener ficilmente la expresién para la funcién de Green de la regién
externa, gez(r,r’,t). Una vez obtenida esta tltima funcién, es directo calcular la expresién
para la funcién de onda para la regién externa.

Iniciaremos nuestra derivacién de la funcién de Green de la regién externa a partir de
la ecuacién (2.33), en donde, en principio, necesitariamos conocer en forma explicita a la
funcién de Green saliente de esa regién (GL,(r,7';k)). Sin embargo, este planteamiento
no es realmente necesario si hacemos las siguientes manipulaciones: primero, utilicemos la
ecuacién (2.15), que define a la funcién de Green saliente para cualquier regién y susti-

tuydmosla en la ecuacién (2.33), de modo que obtenemos

, i ¢k ) flkr) iz

Tt = — —_— 2k dk, 3.1
g(r.r58) 27 /_oo W (k) ¢ (3:1)
en donde hemos supuesto que r’ < r. Ahora, multipliquemos por la unidad, expresada como

el producto de las exponenciales e¥**¢ y reacomodemos términos para obtener

ol t) = %/_‘: (_‘N’;f_&;m) f (k) ek =% o di. (32)

Esta manipulacién nos permite identificar en la ecuacién anterior que la expresién entre
paréntesis corresponde a la funcién de Green saliente Gi+n(r, r’; k) evaluada en r = a (ver
la ecuacién (2.15) y la primera de las ecuaciones(2.17)); ademds, haciendo r > a, de modo

que, por definicién, f (k,r > a) = e**" obtenemos
] m . .
glr,1'st) = o / G7 (a,r'; k) FT=0) =7t o g (3.3)
T J—co

De esta forma podemos identificar en la ecuacidon anterior a la funcién de Green saliente

para la regién externa del potencial como

G (r,r' k) = G (a,r's k) %779, (3.4)
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en donde, por construccién, r' <ayr > a.
Sustituyendo (2.30) en (3.3) tendremos ahora que evaluar la integral
i o0 eik(r—a)e—ikizt
— —dk 3.

la cual corresponde a la funcién M (r — a. k,, t). Finalmente, podemos escribir la siguiente

ecuacion

o0

Gez(r,7'5t) = Z Un (r') un (a) M (r — a, kn,t); r<a, r>a. (3.6)

n—=—0o0
Asi, hemos encontrado una expresién para la funcién de Green en donde una de las
variables (r) puede ser evaluada para valores mayores a a. t
Al igual que en la regién interna, si nuestro estado inicial es ¥ (r,0), podemos calcular

a la funcién de onda de la regién externa al tiempo ¢ a través de la integral

a
\Dez (T', t) = / \II (T'I7 0) gez("'v T'I; t) d'f',, (37)
0
para obtener
[e.o]
Wer (rt) = > Cpun(a) M (r — a,kn, t) ; r>a, (3.8)
n=-—00

donde el coeficiente C,, esta definido por la primera de las ecuaciones (2.41).

Esta ultima ecuacién para la funcién de onda de la regién externa difiere de la de la
regi6én interna (2.40) en el sentido de que aqui estdn mezcladas las dependencias temporal
y espacial en la funcién M. Esto tendra como consecuencia que al analizar las propiedades
en los limites de tiempos largos necesariamente se establezcan también propiedades para la
depehdencia espacial.

En este momento tenemos a nuestra disposicién las expresiones para describir la evolucién
temporal de la funcién de onda en cualquier regién del espacio ':

[e.°]
> Chun (r) M (kn,1) r<a
T (rt) = o2 (3.9)
Y. Chup (@) M (r — a,kn,t) r > a.

n=—oo
Con estas herramientas matematicas, en el siguiente capitulo, estudiaremos el compor-

tamiento a tiempos largos de la funcién de onda y de sus cantidades asociadas.

INotemos que se puede verificar inmediatamente la condicién de que ambas expresiones son iguales para

rT=a.




Capitulo 4

DESARROLLOS A TIEMPOS LARGOS

En su trabajo pionero de 1957, Khalfin planted la existencia de contribuciones no-exponen-
ciales al decaimiento cudntico [11, 46]. Demostré que, debido a que los posibles valores de
la, energia en un sistema estan acotados por abajo, es decir, debido a que pueden ir de un
valor minimo (el estado base) a infinito, deben de existir desviaciones del comportamiento
exponencial en el decaimiento a tiempos cortos y largos con respecto a la vida media del
sistema en cuestién. A partir de ese momento se desperté un gran interés por definir este
comportamiento tanto en el contexto tedrico [13, 38, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54] como en
el experimental [15, 16, 17, 55, 56]. En la literatura podemos encontrar algunos estudios
enfocados en la descripciéon del régimen de tiempos largos de las cantidades asociadas a la

funcién de onda de la regién interna [18, 57].

En la seccién (4.1) del presente capitulo, desarrollaremos las expresiones para el com-
portamiento a tiempos largos de la funcién de onda de la regién interna del potencial y de
sus cantidades asociadas. Posteriormente, en la seccién (4.2), desarrollaremos una nueva
expresion para la funcién de onda de la regién externa. Por ultimo, mediante el uso del
método de la fase estacionaria, que nos permite evaluar la contribucion principal de cierto
tipo de integrales, desarrollaremos en la seccién (4.3) una nueva expresion para el compor-
tamiento de la funcién de onda a tiempos largos, vilida tanto para la regién interna como
para la externa del potencial. Esta expresién nos servird para verificar nuestros resultados.
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4.1 La Regién Interna

A continuacién derivaremos una expresién para tiempos largos para la funcién de onda
de la region interna del potencial. Para lograrlo, haremos uso de desarrollos asintdticos
de las funciones M/(y,) involucradas en la descripcién de dicha funcién. De este modo,
encontraremos el tipo de desviaciones del comportamiento exponencial que experimentan
la funcién de onda y sus cantidades asociadas a tiempos largos como fue previsto por Khalfin.
Aunque este tipo de desarrollos ya fueron reportados en la literatura [18, 57], por completez

los incluimos aqui.

Tomemos como punto de partida la expresién para la funcién de onda de la regién

interna (ver ecuacién (3.9)):
o
Uin (r,t) = Z Chup (r) M (kn,t), r <a, (4.1)
n=—=oo

en donde el coeficiente C), estd dado por la ecuacién (2.41). Como podemos ver. la ecuacién
(4.1) involucra una suma en donde se utilizan todos los polos resonantes del sistema, es
decir, tanto los polos del tercer cuadrante, k_,, como los del cuarto, k,. Sin embargo,
podemos expresar la misma ecuacién como funcién sélo de los polos del cuarto cuadrante

utilizando la relacién que existe entre ambos subconjuntos de polos debido a la invariancia

ante inversion temporal, i.e., k_, = —k. Asi, la ecuacion anterior se puede reescribir como
o -0
\I}in(rvt) = Z Cmum(r)M(k;m,t) + Z Cmum(r)M(kmat)a r < a,
m=1 m=—1
o
= Z [Crntm (1) M (km, t) + ComUem(r)M (k—m, t)], r < a,
m=1
o0 R

3
I

en donde hemos utilizado las relaciones C_,, = C} y u_m(r) = u),(r) que se obtienen
también de la invariancia ante inversién temporal.

Notemos que el comportamiento en el tiempo de la funcién de onda (4.2) estd definido
enteramente por la funciones M (y,) involucradas, por lo que, para describir el régimen de
tiempos largos, necesitaremos algin desarrollo asintético de estas ultimas. En el apéndice

A obtenemos este desarrollo para M (z,q,t), tanto para £ = 0 como para r # 0 a partir de
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la conexién que existe entre las funciones M(y,) y la de error complementaria, erfc(y,) (ver

ecuaciones (2.35) y (2.37)).

Utilizaremos el desarrollo asintético para M(z = 0,¢,t) = M(q,t) (ecuacién (A.8)) que

establece que, para |g[t'/2 > 1y 5 <argq < 2m,

Mg.t) = —ia [(ﬁ) . i(—i)m (1.3..,.éri2m— 1)) <q2m+11m+1/2)] o (4.3)

m=1

donde la constante « esta definida por

e—-i7r/4

R
il

N (44)

Ademds, utilizaremos la siguiente identidad (ecuacién (7.1.11) de la referencia [41]):
w(y) =277 —w(-y) (45)

que, para las funciones M, se vuelve

M (z,q,t) = €™t — M (~z, —q,1), (4.6)
en donde hemos utilizado la definicién usual de y = ”2;—712/;36_”/4. En particular, para la
regién interna, en donde z = 0 y y = —qt'/2e=""/4 la ecuacién (4.6) se vuelve

M(g,t) = e — M (~q,t). (4.7)

Observando la condicién para el argumento de ¢ (§ < argq < 2m) para utilizar el

desarrollo (4.3) y, dado que tanto los polos k&, del cuarto cuadrante, como sus negativos,
—k,, satisfacen dicha condicién, podemos utilizar la identidad (4.7) en la primera de las

funciones M de la ecuacién (4.2) para escribir a la funcién de onda como

00 00
Uin (r,t) = Z Crmm (1) e~Hkmt — Z Crtim (1) M (=K, t)
m=1

+ ) Crnup(r) M(=ky,t), r<a, (4.8)

y entonces aplicar el desarrollo (4.3). Antes de hacerlo hay dos aspectos que destacar con
respecto a esta dltima ecuacion: el primero es que se trata de una expresién completa en

el sentido de que nos permite calcular a la funcién de onda de la regién interna a cualquier
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tiempo, t. El segundo aspecto consiste en que logramos extraer y escribir explicitamente
el término que corresponde a la contribucién exponencial. Esto implica que las desvia-
ciones del comportamiento exponencial. ya sean a tiempos cortos o largos, estardn dadas
exclusivamente por los desarrollos asintdticos correspondientes de las funciones M.
Utilizando el desarrollo (4.3) en la ecuacién (4.1) podemos obtener las contribuciones

no-exponenciales a la funcién de onda de la region interna a tiempos largos que, a hasta

orden t3/2? van como

o0 o0
_ Cmum (1) 1 . Cmum (1) 1
\I/in(T,t)—2aIm[ZT (ﬁﬁ)_lalm ZT (W)’ r < a.
(4.9)
La ecuacién anterior puede simplificarse con la ayuda de la regla de suma senalada en la
ecuacion (2.27), a partir de la cual, puede demostrarse que el término Im [ ® %T—)} =
0, de modo que la potencia t!/? no contribuye al valor de ¥;,(r.t) y asi, el primer término

relevante sera el de t=3/2. Por lo tanto. a segundo orden, podemos decir que la funcién de

onda de la regién interna a tiempos largos se comporta como

Uin (r,t) = —talm [i M} (L) , r < a. (4.10)

R A AU
Utilizando este 1ltimo desarrollo podemos obtener las expresiones a tiempos largos de las
funciones asociadas a la funcién de onda de la regién interna, es decir. de las probabilidades
de supervivencia, S(t), y de no-escape, P(t), ecuaciones (2.50) y (2.51), respectivamente.

A segundo orden, estas cantidades se comportan como

9 > C4l /1
m=1""m
, _
|a|2 e Cm C* crCy - 1
P(t) m;[ k‘3 k‘*s ms - ijs t_3 (4~12)
en donde
In, = / " (Y (r)dr
0
um(a)ug(a)
= Br7/ s 4.13
h— K) )
e
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_ ur, (a)u; (a)
s = Sl k) (4.14)

Notemos que ambas probabilidades en el régimen de tiempos largos van como ¢~3.

A continuacién veremos qué sucede con la funcién de onda de la regién externa del

potencial.

4.2 La Regién Externa

Para conocer el comportamiento a tiempos largos de la funcién de onda de la regién externa
del potencial utilizaremos el mismo procedimiento de la seccién anterior sélo que aplicac‘io a
la ecuacién (3.9) para la funcion de onda para la regién externa. Esta ecuacidn. expresada
s6lo en términos de los polos del cuarto cuadrante, se escribe como
[o.0] .
Uy (r,t) = Z [Crmtm (@) M (1 — a,kpm, t) + Crup () M (r — a. -k, . t)]. r > a.
m=1
(4.15)

Una vez mas utilizaremos el desarrollo asintético de la funcién M (y,) pero esta vez para

z # 0 (ecuacién (A.12)) que establece que, para % L1, gt > 1y 5 <argq < 2m,

. 1 iz%q% + 2zq — 21 1
M(.’E,q,t) = - [(W) + ( 4q3 (m) + ., (4.16)

donde la constante « estd definida por la ecuacién (4.4).

Nuevamente, observando la condicién para el argumento de g (5 < argg < 2m) y, dado
que tanto los polos k, del cuarto cuadrante, como sus negativos, —k,, también satisfacen

dicha condicién, podemos utilizar la identidad (4.6):
M (.’L‘, q, t) = eizqe—iq2£ -M (—37, _qat)

en la primera de las funciones M de la ecuacién (4.15) para escribir a la funcién de onda

como

[o.0] x
Uez (1,1) = Y Cratim (a) eilr=alkm o=—ikpt _ > Crntim (@) M (a — 1, —km, 1)
m=1 m=1

o0
+ Z CT);I u:n (a) M (T — a, _k:nvt) ) r Z a, (417)
m=1

y entonces aplicar el desarrollo (4.16). Ahora tenemos una expresién completa para la

funcién de onda en la regién externa en el sentido de que es vélida para cualquier tiempo, .
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Ademads, como hemos separado en forma explicita a la parte exponencial, las desviaciones
a tlempos largos y cortos otra vez estaran dadas por los desarrollos asintéticos correspon-
dientes de las funciones M involucradas.

Utilizando el desarrollo (4.16) en la ecuacién (4.17) podemos obtener las contribuciones
no-exponenciales a la funcién de onda de la regién externa a tiempos largos que, a segundo

orden van como!

0 o0

: Crnum (a) Crum (a) 1

\Ilex(r,t)——za[(r—a)Re<Zk—2 +Im Zk—3 <m>, r > a,
m=1 m m=1 m

(4.18)
en donde ya hemos eliminado la contribucién que va como t~1/2 ya que nuevamente aparece

como coeficiente la suma Im [ e %ﬂ] que, como ya vimos, se anula.
Notemos que si hacemos r = a en la ecuacién anterior obtenemos la misma ecuacién

que la de la funcién de onda de la regién interna (ecuacion (4.10)) evaluada también en

r = a. Ademsds, de las condiciones para poder utilizar el desarrollo asintético para argu-

mentos grandes, tenemos que se deben satisfacer las siguientes condiciones: (2’;/“2 < 1),
(Ilcn|tl/2 > 1). Esto implica que en el limite de tiempos largos, ademés, se debe satisfacer

que estemos a distancias relativas r, pequefias de modo que se satisfaga que r —a sea siempre

mucho menor que 2¢1/2.

4.3 Meétodo de la Fase Estacionaria para Evaluar a la Funcién de Onda

A continuacién desarrollaremos una nueva expresién para el comportamiento a tiempos
largos de la funcién de onda de las regiones interna y externa del potencial utilizando el
método de la fase estacionaria [18]. Este método [58] nos permite ‘obtener, de la expresién
integral de la funcic’)n_de onda en términos de la funcién de Green, el término dominante
en el limite de tiempos largos que nos da la mayor contribucién al valor de la funcién de
onda. La expresién integral que utilizaremos serd la que define a la funcién de Green del

problema, ecuacién (2.33):

’ 1 &0 + ’ —ik?t
g(r,r'st) = 2—/ Gt (r, ' k) e~ 2k dk. (4.19)
T J—-c0

'Aunque, tanto para la expresién para la funcién de onda de la regién interna, como para la de la regién
externa, hicimos los desarrollos hasta segundo orden, debemos tener presente que en ambas regiones es

posible desarrollar las expresiones a cualquier orden deseado.
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El método consiste en hacer un desarrollo de Taylor de la funcién de Green saliente alrededor
de los puntos silla del integrando? , que en este caso corresponden sélo al valor de k = 0,
de modo que la ecuacién anterior cambia por

e, 0G*(r,r'; k)
g(T7T7t)“2ﬂ_ |:G (T,T,O)/ 8]9

—00

et ok d + (

/ e WO dk + .| .
k=07 -

(4.20)
La primera de las integrales de la expresién (4.20) se anula ya que el integrando es

impar y, realizando el cambio de variable 1kt = u? en la segunda integral para resolverla,

obtenemos .
v—i |0Gt(r.7"; k) 1 1

oy Ty L L

de modo que, al calcular la funcién de onda (ecuacién (2.3)), se obtiene que
. 1 1
\I’(T, t) =aC (7", 0) m +0 m s (4.22)

en donde nuevamente aparece la constante o definida por la ecuacién (4.4) y

. a + /. k

¢ (r,0) = / U (r',0) 0GT(n k) | (4.23)

0 Ok k=0

De aqui podemos concluir que en el limite ¢ > 1, la funcién de onda tiende al valor

O(r,t) = a C (r,0) 23% (4.24)

resultado que, con respecto a la potencia del tiempo, concuerda con el obtenido en las
ecuaciones (4.10) y (4.18).

" Este resultado es valido tanto para la regién interna como para la externa del potencial
y para utilizarlo, s6lo necesitamos conocer a la funcion de Green saliente de la region
correspondiente para calculé.r el coeficiente C (r,0). Al momento de realizar clculos con
las expresiones encontradas en las primeras dos secciones del presente capitulo para las
funciones de onda de las regiones interna y externa del potencial, éstos deben de coincidir
con los cédlculos realizados con la expresién para la funcién de onda encontrada en esta

seccién. De hecho, utilizaremos esta comparacién para mostrar que nuestros calculos son

consistentes.

2Estos puntos se obtienen a partir de los ceros de la parte imaginaria del coeficiente del pardmetro ¢ en

el exponente de la exponencial que aparece en la integral en cuestidn, en este caso, de los ceros de k2.



Capitulo 5

APLICACION DEL FORMALISMO

En este capitulo aplicaremos las herramientas desarrolladas en los capitulos anteriores para
describir problemas de decaimiento de ondas S en potenciales de alcance finito y con simetria
esférica. Especificamente, el problema que resolveremos es el de un estado cudntico confi-
nado inicialmente (a t = 0) por un potencial delta de Dirac localizado a una distancia a del
origen. El estado inicial estard dado por las eigenfunciones de la caja de paredes infinitas

definida en el intervalo 0 < r < a.

A un tiempo t > 0, el estado escapa de la regién de confinamiento y la dindmica puede
ser descrita mediante la densidad de probabilidad en la regiones interna (r < a) y externa
(r > a) del potencial, como funciones del tiempo y de la posicién (V;n(r,t) y Wer(r. 1),
. respectivamente). Aunque el cdlculo de ambas probabilidades puede darnos informacién
importante de la dindmica del sistema, podemos utilizar también otras cantidades fisicas
asociadas a la funcién de onda de la regién interna, W;,(r,t), como son la probabilidad de
supervivencia, S(t), y la probabilidad de no-escape, P(t). La primera nos provee informacién
en el tiempo de qué tanto se parece la funcién de onda, W, (7, t), a la funcién de onda original,
¥ (r,0), mientras que la segunda ﬁos da informacién en el tiempo sobre qué fraccidén de la

funcién de onda, Uy, (7, t), se encuentra todavia en la regién interna del potencial, 0 < r < a.

Para el cdlculo de todas estas cantidades (Uipn(r,t), S(t), P(t) y Wez(r,t)), es necesario
conocer los polos y las eigenfunciones resonantes, k, y un(r) respectivamente, y los coefi-
cientes Cy, y Cy (definidos por las ecuaciones (2.41) y (2.43)) asociados a cada uno de ellos.
Los conjuntos de polos y eigenfunciones resonantes se obtienen a partir de la solucion de
la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo con condiciones a la frontera de onda
saliente. Este planteamiento nos conduce a una ecuacién trascendental para los polos, la
cual es resuelta mediante el método de Newton-Raphson [59].
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Aunque las expresiones que poseemos describen las soluciones para cualquier tiempo ¢,
en el ejemplo que resolveremos. nos enfocaremos a aquellos tiempos en donde se observa
el decaimiento de tipo exponencial y las desviaciones de éste a tiempos largos, es decir,
excluiremos de la descripcién las desviaciones del comportamiento exponencial a tiempos

cortos. Este ultimo estudio lo dejaremos para un trabajo posterior.

Los resultados de nuestro estudio se presentan en tres secciones. En la seccién 5.1 nos
dedicamos a la tarea de calcular los polos, las eigenfunciones resonantes y los coeficientes
Cny Cr. En la seccién 5.2 abordamos el problema del decaimiento en la regién interna

.
del potencial. Calculamos la funcién de onda asi como las probabilidades de supervivencia
y de no-escape y, con la finalidad de que nuestro trabajo sea autocontenido. reproducimos
los resultados obtenidos por Garcia-Calderén et al. [19], para S(t) v el cilculo de P(¢), de
acuerdo a los resultados discutidos en la referencia [25]. Ademads, se plantea la aproximacién
de un solo polo y se deriva para este caso particular la expresién de la funcién de onda a
tiempos largos [60] a partir de la expresién que se obtuvo en la seccién 4.3, en donde se

aplico el método de la fase estacionaria.

Por ultimo. en la seccién 3.3 se presenta el estudio sistemético del problema de de-
caimiento en la regién externa del potencial. Es importante senalar que la solucién en la
region externa es otra de las principales aportaciones del presente trabajo [61]. Antes de
estudiar el limite de tiempos largos, se analiza el comportamiento general de la funcién de
onda. Este andlisis involucra el célculo numérico de las funciones M (x,q,t), el cual se hace
con una rutina desarrollada por Poppe, et al. [62], para calcular a la funcion w(z). Aqui se
senala un punto importante que, de no tomarse en cuenta, puede conducir a errores en el
cdlculo numérico de la funcién de onda. Por ejemplo, puede llegarse a la situacion en que la
funcién de onda de la regién externa evaluada en 7 = a no sea idéntica a la funcién de onda
de la regién interna evaluada también en r = a, 0 a que el comportamiento de la funcién de
onda a tiempos largos sea como t~1/2 en vez de t73/2, Posteriormente, se hace el andlisis de
la funcién de onda a tiempos largos y distancias pequenias. Por dltimo, en forma andloga a
como se hace para la regién interna, se plantea la aproximacién de un solo polo y se deriva
la expresion asintdtica para la funcién de onda que se obtiene a partir de la forma explicita

de su propagador.
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5.1 El Potencial de Alcance Finito y la Funcién de Onda Inicial

El potencial de alcance finito y con simetria esférica mds sencillo que podemos utilizar es el
de la delta de Dirac tridimensional. La ventaja de utilizar este potencial reside en que sus
polos pueden ser calculados en forma sencilla. Ademds, puede derivarse en forma explicita
al propagador de la funcién de onda, condicién necesaria para hacer uso del método de la

fase estacionaria visto en el capitulo 4.

La expresién para el potencial delta de intensidad X localizado en r = a es la siguiente:

V(r)=Xd(r —a). (5.1)

Ademds de definir al potencial, debemos establecer la funcién de onda inicial del pro-

blema. La funcién de onda a t = 0, que utilizaremos es

Y(r,0) = \/gsen (ﬂr> Oa —1), g=1,2...., (5.2)

a

que es no-nula sélo en la regién interna del potencial gracias a la funcién de Heaviside,
©(a — 7), i.e., la funcién de onda inicial normalizada se encuentra confinada en la region
interna del potencial (» < a). Esta funcién de onda inicial corresponde a los estados de una
particula confinada en una caja de paredes infinitas. En la Figura 5.1 podemos ver una

representacion pictoérica del potencial, V(r), y del estado inicial, ¥(r,0),cong=1ya = 1.

Una vez que hemos definido al potencial de alcance finito, V(r), y a la funcién de onda
inicial, ¥(r,0), podemos obtener en forma explicita los ingredientes fundamentales para el
calculo de todas las cantidades de interés. Esto es, podemos calcular los polos, k,, y los
estados resonantes, u,(r), que son solucién de la ecuacion de Schrodinger estacionaria con
condiciones de frontera de onda saliente. Ademads, podemos calcular los coeficientes C,, y
C,, definidos por la funcién de onda inicial, ¥(r,0), y las eigenfunciones resonantes, u,(r).

Empezaremos calculando los estados resonantes, u,(r), y los polos complejos, k,, del

problema utilizando la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo (ecuacién (2.19)),

d%un(r)
dr?

en donde las soluciones satisfacen las condiciones de frontera de onda saliente (2.20) y (2.21)

+ [19,21 -V (r)] un(r) =0,

reescritas también aqui:
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Ad(r-a)
(.0 1

FiGurA 5.1 Representacién del potencial delta, V(r) (ecuacién (5.1)), y del estado inicial
U(r,0) (ecuacién (3.2)), con ¢ =1y a = 1. El estado inicial estd dado por las eigenfunciones
de una particula en una caja de paredes infinitas.

=

Por tratarse de un potencial de tipo delta, deben de satisfacerse ademas las condiciones de

] = tkpun (a), r > a.
r=a4

continuidad de la funcién de onda y de discontinuidad de su derivada en r = a, i.e.,

un (a+) = un(a-), ' (5.3)
[dud—()]_[dud—()] = Aun(a). (5.4)

Combinando las cuatro ecuaciones anteriores, obtenemos la ecuacién para los polos

complejos, k,, del problema,
(tkn, — A)sen (kna) — kn cos (kna) = 0. (5.5)

Como podemos ver, es una ecuacién trascendental que podemos resolver en forma numérica.

Sin embargo, antes de realizar esta tarea, conviene destacar algunas caracteristicas impor-
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tantes de los polos k,,. Sila intensidad de la delta, A, tiende a infinito (es decir, se vuelve una
pared infinita), entonces la ecuacion se satisfard para valores de k, tales que sen (k,a) = 0,
es decir, si los polos son tales que Re (k,) = nm/a y Im (k,) = 0. Vemos entonces que, en
el limite A — o0, obtenemos los eigenvalores del problema de una particula en una caja
de paredes infinitas, como era de esperarse. En cambio, si A tiende a cero (no hay poten-
cial), entonces los eigenvalores seran aquellos para los cuales se cumpla que tan (kpa) = —1
condicién que se satisface si Im(k,) —» —oc. Como el negativo de la parte imaginaria de
k, corresponde a la anchura de la n-ésima resonancia, estamos obteniendo que en este caso
éstas tienen anchura infinita, por lo que se traslapan unas con otras y obtenemos asi‘ los
eigenvalores del continuo, es decir, obtenemos la solucién para la particula libre. Para los

valores intermedios de A, los polos variardn suavemente entre estos dos limites como lo

muestra la Figura 5.2.

- 1
A ->infinito A ->infinito A ->infinito

00F PEE :
10.0 | |
<
E 200} z [
0 j e
-30.0 -

j | . % L
10 15 20 25 30

0.0 0.5

FicUrA 5.2 Dependencia de los primeros tres polos resonantes: k; (linea solida), k (linea

a trazos) y k3 (linea a puntos), con respecto a variaciones del parametro A (a = 1).
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Recordemos también que, debido a la invariancia ante inversién temporal [46], para cada
polo complejo k, = a, — i3, situado en el cuarto cuadrante del plano complejo &, existe
un polo complejo k_, = —k; situado en el tercer cuadrante de este plano. Por lo tanto,
s6lo necesitamos calcular los polos del cuarto cuadrante para determinar todos los polos
resonantes del problema. Para el clculo numérico de los polos utilizamos el método de
Newton-Raphson [59]; los valores iniciales se calcularon a partir de los valores en los limites
A—=0y A—=oc.

A continuacién presentamos una tabla con los primeros 10 polos del cuarto cuadrante

del plano complejo para el valorde A =200y a = 1:

n | bn

1 || 3.13-243 x 1074
2 || 6.26—-9.70 x 10744
3 || 9.39-2.18 x1073
4 || 12.50 — 3.86 x 10733
5 || 15.63 —6.00 x 10734
6 || 18.76 — 8.60 x 1073
7 | 21.88 —1.16 x 1073
8 || 25.00 —1.51 x 1072
9 | 28.14 —1.90 x 1072
10 || 31.26 — 2.32 x 10~ 2.

Encontraremos ahora la forma explicita de las eigenfunciones resonantes regresando
nuestra atencién a las coundiciones (5.1) y (5.1). La primera de las condiciones (ecuacién
(5.1)) nos define a las eigenfunciones u,(7) en la regién interna del potencial. Esta condicién

se cumple si

un(r) = A, sen(knr), r <a, ' (5.6)

en donde A, es la constante de normalizacién de los estados resonantes calculada a partir

de la ecuacién (2.23), de modo que

/ 2X
An = m (57)

La segunda de las condiciones (ecuacion (5.1)) es la condicién de onda saliente para las

eigenfunciones a partir de 7 = a, condicién que se satisface proponiendo

un(r) = B, eiknr: T2 a, (5.8)
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donde el coeficiente B,, es la constante de normalizacién que se calcula con ayuda de la
ecuacion (2.23):
2 ke (5.9)

n Ao + e~ 2thne )

En la Figura 5.3 presentamos la densidad de probabilidad, |u,(r)|? de las primeras tres

eigenfunciones resonantes para los valores de A = 10 y A = 200. Para comparar con los

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
r/a

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURA 5.3 Médulo cuadrado de los tres primeros estados resonantes, |u,(r)|?: (a) n =1,
(b) n =2y (c) n = 3 usando los pardmetros a = 1, A = 10 (linea sélida) y A = 200 (linea a

trazos).
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valores para A = 200 (presentados en la pagina 34), mostramos a continuacién los valores

de los primeros tres polos para A = 10:

n H kn
H 2.88 — 6.65 x 10725

584 —2.06 x 10714
8.88 — 3.48 x 10~Y4

W o o=

Como podemos observar en la Figura 5.3, en la region interna (0 < 7 < a), las eigenfun-
ciones exhiben una simetria similar a la de los estados de una particula en una caja de
paredes infinitas. Nétese el cambio drastico de la |u,(r)|? en la regién externa, donde se
presenta un comportamiento de crecimiento exponencial como funcion de la posicion. Este
comportamiento de las eigenfunciones en la regién externa ha hecho pensar que los estados
resonantes, o estados de Gamow, no pueden ser utilizados para describir el problema de
decaimiento. Sin embargo, a través de los afios, se ha demostrado que describen a la per-
feccién dicho problema. En particular, estos estados pueden ser visualizados como parte de

un conjunto completo de estados que ademds incluye a los estados ligados y un continuo de

funciones de onda [30].

Ahora calcularemos los coeficientes C,, y C, dados por las ecuaciones (2.41) y (2.43), es

decir, por las ecuaciones

Cp = /0 V(0 un(rdri G [V (0 un(r)ar (5.10)

Dado que en nuestro ejemplo ¥(r,0) es una funcidn real, ambos coeficientes son iguales, es

decir,

C, = Cp= \/?An/ sen (27—r7~> sen(k,r)dr,
a 0 a

_ Aa sen (qm — kpa)  sen (qm + knpa)
— V da + e 2ikna - ’

qm — kpa gm + knpa

Aa [qursen(kna)(—l)q]
o + e-2ikna kZaZ — g2n? :
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A continuacién verificaremos la validez de las reglas de suma dadas por las ecuaciones
(2.44), (2.45) y (2.46) para cuando los pardmetros del sistema son A =200 y a = 1. En la
Figura 5.4 mostramos como cambia el valor de la suma

1 M
Sl‘\/{ = ERG liz C?n_:l ’
m=1
conforme aumentamos el niimero M de términos sumados y notamos que efectivamente
tiende a 1 en concordancia con la ecuacién (2.44). En las Figuras 5.5 y 5.6 mostramos como

cambian los valores de las sumas

1.00000 F-=-=-=---- ==~ /
S1, = 0.99999996896
0.99998 -
=
¥ 0.99996 |
0.99994
S1, = 0.99991565014
0.99992 -
| N | |

0 25 50 75 100

FIGURA 5.4 Verificacién de la primera regla de suma (ecuacién (2.44)), para los coeficientes
Cn y Cn. La intensidad del potencial es A = 200.
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000 - o o

$2,,=-3.1642x 107
-2.00

-4.00

-7
s2 (107)

-6.00

S2, =-8.4749 x 107

-8.00 |- /

0 25 50 75 100

FIGURA 5.5 Verificacidn de la segunda regla de suma (ecuacion (2.45)), para los coeficientes
Cn y Cn. La intensidad del potencial es A = 200.

respectivamente, y notamos que ambas tienden a cero conforme aumentamos el nimero M

de términos sumados de acuerdo con las ecuaciones (2.45) y (2.46).

Una vez que tenemos los ingredientes principales, es decir, los polos complejos, ky, las
eigenfunciones resonantes, u,(r), y los coeficientes Cp, y Cn, estamos en posicién de calcular
todas aquellas cantidades que caracterizan a nuestro problema!. Esto es, podemos estudiar
a la funcién de onda para la regién interna, W;,(r,t), y a sus cantidades asociadas, tales
como las probabilidades de supervivencia, S(t), y de no-escape, P(t). También podemos

calcular a la funcién de onda para la regién externa, Wo(r,t), y estudiarla para diferentes

CasSos.

'Notemos que el estado inicial se eligié de tal forma que para un valor de q dado, posea caracteristicas
similares a la de la eigenfuncién resonante correspondiente al polo g. Suponemos que esta situacion se debe

de reflejar de alguna forma en los resultados que obtengamos.
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FIGURA 5.6 Verificacion de tercera regla de suma (ecuacién (2.46)), para los coeficientes
Chy C,. La intensidad del potencial es A = 200.

5.2 Calculos en la Regién Interna

A continuacién presentaremos los resultados que se obtienen en la regién interna para el caso
del potencial delta de Dirac. Como mencionamos al inicio del capitulo, sélo presentaremos
el decaimiento de tipo exponencial y sus desviaciones a tiempos largos. En esta seccién
reproduciremos algunos de los resultados presentados en las referencias [18], [19], [25] y [45].
Ademas confirmaremos los célculos a través del método de la fase estacionaria desarrollado
en la seccién 4.3 del capitulo anterior. Es importante destacar que el uso del método de la
fase estacionaria para obtener el comportamiento a tiempos largos de la funcién de onda,
confinada inicialmente dentro de la regién del potencial delta, y para cualquier regién del

espacio, es una de las contribuciones importantes del presente trabajo [60].
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5.2.1 La funcién de onda a tiempos largos

Las contribuciones exponencial y de desviaciones a tiempos largos para la funcién de onda
se pueden obtener a partir de la ecuacién (4.10) agregéandole el término que corresponde
al decaimiento exponencial (ver ecuacién (4.8)). Esto es, podemos escribir a la funcién de

onda de la regién interna como

Tin (1,1) = Y Cratiyy (r) e %t —ia Im {Z Cmtim () (T)} (t%) (5.12)
m=1

3
m=1 km—

con o = e~/ /7. ’

En la Figura 5.7 presentamos el comportamiento de la densidad de probabilidad de la
region interna, |, (r,t)|%, como funcién de la posicién a diferentes tiempos. Estos tiempos
estdn reescalados en unidades de vida media del primer polo. es decir, con respecto a su
tiempo de vida 7 = 1/(4a;3;) donde o) y 5, son la parte real y el negativo de la parte
imaginaria de ese polo, respectivamente. En todos los casos se utilizé el valor de A = 200
y un total de 10 polos®. Notemos que a un tiempo eorto (t/7, = 1072 vm), la funcién de
onda interna es practicamente igual a la funcién de onda inicial (¢/7; = 0 vm), es decir, la
funcién de onda todavia no ha cambiado de manera significativa. Sin embargo, a tiempos
posteriores (1 vm en adelante), la funcién decae significativamente. Ademds, la funcién de
onda pasa de ser una funcién simétrica con respecto a r = a/2 a ser una funcién asimétrica

conforme abandona la regién interna.

5.2.2 Las probabilidades de supervivehcia, S(t), y de no-escape, P(t)

A partir de la ecuacién (5.12) podemos calcular a la amplitud y a la probabilidad de super-

vivencia, A(t) [19, 18] y S(t), respectivamente, obteniendo

> %2 = CZ 1
A(t) = Z C,zn e ®mt _ inIm lz k_3m1 (m) ) (5.13)
™

m=1 m=1

2En todo el trabajo hacemos los célculos sélo con 10 polos que es el nimero de polos a partir del cual las

graficas no cambian apreciablemente.
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[P (rHf

e (ryf (107

FiGURA 5.7 Densidad de probabilidad en la regién interna, |¥;,|?, como funcién de la
posicién. (a) t/7; = Ovm (linea sélida), 1072 vm (linea a trazos), 1 vm (linea a puntos) y
2vm (linea a trazos y puntos). (b) 55 vm (linea sélida), 56 v (linea a trazos), 57 vin (linea
a puntos) y 58 vim (linea a trazos y puntos). Los pardmetros del sistema son A = 200, a =1
y se consideré la contribucién de 10 polos.
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S _ < C2 02 oilk? —k2"y . - 2 ikt - C?n 1
(t) = Z mCs e m 3 — QIm « Z Cme Im Z E (;‘ﬁ)
m=] 7

m,s=1 m=1

o ~2 12
+ o Im[z%} (t%) (5.14)

m=1
la cual es una expresién en donde vemos claramente, y en forma separada. las contribuciones
exponencial y de tiempos largos (en donde se comporta como t~3). El segundo término de
la parte derecha de la ecuacién corresponde a la interferencia entre ambos comportamientos

que, como veremos mas adelante, es el responsable de las oscilaciones que aparecen entre el

cambio de un comportamiento al otro.

*

A partir de la ecuacién (5.12), podemos calcular también la forma explicita de la pro-

babilidad de no-escape, P(t), obteniendo

0 (2 2t
P(t) = 3 CnClpye k)
m,s=1

o0 * * * A
- rela $ [y, GG ] t} ()

3 3
m,s=1 k'm km

2 < * * *
+ ﬂRe > [C"‘CSI —Cmc-sl‘.} (1> (5.15)

la cual también se comporta como ¢t~ a tiempos largos y consta ademés de un término
exponencial y otro de interferencia. Los coeficientes I, e Iy estan dados por las ecuaciones
(4.13) y (4.14), respectivamente:

_ um (a) u5 (a)
ms — Z(km—k;) )

My

(5.16)

»

P um (@) uj (a)
e =0 =% 4 k)

En la Figura 5.8 comparamos a la probabilidad de supervivencia, S(t), con la probabi-

(5.17)

lidad de no-escape, P(t), para dos casos diferentes. El primero corresponde al caso en que
el estado inicial se asemeja al primer estado resonante, u), es decir, ¢ = 1 en la ecuacién
(5.2). El segundo corresponde al caso en que estado inicial se asemeja al segundo estado
resonante, ug, es decir, ¢ = 2. En las graficas podemos corroborar que, ademds de tratarse

de cantidades por definicién diferentes, también lo son en su comportamiento. Graficamos
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FiGUrA 5.8 Comparacion entre la probabilidad de supervivencia (linea sélida) y la proba-
bilidad de no-escape (linea a puntos) para dos estados iniciales distintos: (a) ¢ = 1 y (b)
g = 2. Los pardmetros del sistema son (A a) = (200,1). En el cilculo se utilizaron las

ecuaciones (5.14) y (5.15) considerando la contribucién de 10 polos.
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el logaritmo natural de las dos probabilidades para destacar sus comportamientos ya que en
su decaimiento se involucran varios 6rdenes de magnitud, ademas asi podemos identificar
claramente la regién de decaimiento exponencial que aparece como una linea recta. Para el
caso ¢ = 1, notamos que en ambas probabilidades existe, en primer lugar. una regién de de-
caimiento exponencial, caracterizada por una recta de pendiente —I'; = 2Im (k?), seguida
del decaimiento no-exponencial, que a tiempos largos se comporta como ¢~2. También ob-
servamos que la transicién entre ambos comportamientos: exponencial y no-exponencial,
estd caracterizado por un régimen oscilatorio. Dichas oscilaciones se muestran con detalle
en el recuadro de la Figura 5.8 (a), en donde hemos amplificado esa regién. E] origen de
'
este comportamiento es la interferencia que existe entre los términos que describen al com-
portamiento exponencial y al no-exponencial que, en esa region, son del mismo orden. Es
a partir de esta regién de interferencia en donde se puede apreciar mas claramente la dife-
rencia entre S(¢) y P(t). Por otro lado, para el caso ¢ = 2, que corresponde al decaimiento
de un estado exitado, observamos que la dindmica es totalmente distinta a la observada
en el estado base ¢ = 1. Esto se ilustra en la Figura 5.8 (b), en donde se aprecia que
antes de que S(t) y P(t) manifiesten el comportamiento no-exponencial a tiempos largos de
t=3, existen dos regimenes de decaimiento de tipo exponencial. El primero de ellos es un
decaimiento exponencial caracterizado por una recta de pendiente —T'; = 2Im (k3) debido
al decaimiento del estado inicial al estado base, seguido de otro decaimiento exponencial
de pendiente diferente (—T';) debido al decaimiento del estado base. En este caso, las dife-
rencias entre ambas probabilidades son méas evidentes. En ambos casos se utiliz el mismo

valor de intensidad de la delta, A = 200.

5.2.3 La aproximacién de un solo polo

De los calculos de la seccién anterior podemos conjeturar que, independientemente del
estado inicial, en la region de decaimiento exponencial siempre llegaremos a una situacion
en donde éste estard gobernado por el primer polo resonante, en donde el decaimiento es

de la forma eIt

. Con esto en mente, cabe esperar que sea una muy buena aproximacion
tomar s6lo el término correspondiente a ese primer polo en la suma de exponenciales de la
ecuacién de la funcién de onda de la regién interna, es decir, tomar sélo el término m =1

de la primera de las sumas de la ecuacién (5.12). Realizando esta aproximacién obtenemos
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una nueva expresion para la funcién de onda de la regién interna

. , X O u 1
\Pin (T, t) = Clul (T‘) B_lk%t —talm [Zl %(T—)] <m) . (518)
m= m

asi como para sus cantidades asociadas, es decir, para la probabilidad de supervivencia [18],

22 . ) 2y 20 C2 1 > 2 2

_ - * —1 m m

5= |otff e <2 ot 1m | 35 o () +lalim | 3= G2 (3).
(5.19)

y para la probabilidad de no-escape

P(t) = |Cy|*Ije "
CnC Crot - 1 ) /1
) Re{amzzl{ KT TR | ()

| E [CnCi, _ CnC 1
+ Z |:k:3 k3 ms - k3 k3- Ims] (t_3> B (520)

m,s=1

el cual es también un resultado nuevo derivado de la ecuacién (5.15) y en donde I'} =

~21m (k?).

En las Figuras 5.9 a 5.14 comprobamos que, tanto para la funcién de onda de la regién
interna, como para las probabilidades de supervivencia y de no-escape, la aproximaciéon de
un solo polo es bastante buena. En particular, si el estado inicial se parece al primer estado

resonante, ¢ = 1, esta aproximacién resulta ser excelente.
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F1GURA 5.9 Verificacién de la aproximacion de un solo polo en la regién exponencial (linea a
cuadros) para la funcién de onda de la region interna (ecuacién (5.18)) para el caso r/a = 0.5
con g = 1. Para poder comparar, se incluye el cilculo exacto (ecuacién (5.12))(linea sélida)
calculada con 10 polos. Los pardmetros del potencial son A = 5000 y a = 1.

Cuando el estado inicial se parece a un estado resonante mayor, g =2 y ¢ = 5, vemnos
que utilizando la aproximacion de un solo polo somos capaces Unicamente de describir del
decaimiento exponencial caracterizado por el primer polo en adelante. Los valores de A que
utilizamos para realizar los cdlculos son, A = 5000 para las graficas de la funcion de onda y

A = 200 para las graficas de las probabilidades de supervivencia y de no-escape.

Con esta aproximacion es posible, por lo menos a partir de cierto tiempo en adelante,
describir el decaimiento sin importar cudl fue el estado inicial. Esto nos muestra que el

sistema eventualmente pierde memoria de su configuracién original.



5.2. CALCULOS EN LA REGION INTERNA 47

0.0

-20.0

Ln S(t)

-40.0

-60.0 L

| N
0.0 50.0 100.0 150.0
t/t

FIGURA 5.10 Verificacidn de la aproximacién de un solo polo en la regién exponencial (linea
a cuadros) para la probabilidad de supervivencia (ecuacién (5.14)) con ¢ = 1. Para poder
comparar, se incluye el cdlculo exacto (ecuacién (5.19))(linea sdlida) calculada con 10 polos.
Los pardmetros del potencial son A =200y a = 1.

5.2.4 El método de la fase estacionaria

Recordemos una de las aportaciones importantes presentada en la seccién (4.3), en donde,
utilizando el método de la fase estacionaria, calculamos una expresién para la funcién de
onda a tiempos largos valida para todo el espacio. En esta subseccién utilizaremos dicha
expresion para desarrollar una ecuacién para el comportamiento a tiempos largos de la
funcién de onda en la regién interna. A partir de ella, desarrollaremos las ecuaciones
correspondientes para las probabilidades de supervivencia y de no-escape.

Para poder utilizar la ecuacién (4.24)

¥(r,1) = aC(,0) (5577) (5.21)
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FIGURA 5.11 Verificacién de la aproximacién de un solo polo en la regién exponencial
(linea a cuadros) para la probabilidad de no-escape (ecuacién (5.15)) con ¢ = 1. Para poder

comparar, se incluye el calculo exacto (ecuacion (5.20))(linea sélida) calculada con 10 polos.
Los pardmetros del potencial son A =200y a = 1.

en donde

- ¢ G~ (r,r';k '

C(r,0) = / g0y | 2R (5.22)

0 ok
k=0

Es necesario contar con la forma explicita de la funcién de Green saliente para la regién
interna, G} (r,7'; k), para el potencial delta. Esta funcién la obtendremos a partir de la
ecuacién (2.15):

G* (r,r'sk) = _—¢(k,;‘;)(£)(k,7‘)’ (5.23)

en donde ¢ (k,r’) representa a la solucién regular de la ecuacién de Schrédinger. f (k.7) es
una funcién con condicién de onda saliente a partir de 7 = a, y W (k) es el Wronskiano de

f(k,7) y ¢(k,r). Siguiendo el procedimiento presentado por Newton [28] para el potencial
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FI1GURA 5.12 Verificacién de la aproximacién de un solo polo en la regién exponencial
(linea a cuadros) para la funcién de onda de la region interna (ecuacién (5.18)) para el caso
r/a = 0.5 con (a) ¢ = 2 y (b) ¢ = 5. Para poder comparar, se incluye el célculo exacto
(ecuacién (5.12))(linea sdlida) calculada con 10 polos. Los pardmetros del potencial son
A=5000ya=1.
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FicURA 5.13 Verificacidn de la aproximacién de un solo polo en la regién exponencial (linea
a cuadros) para la probabilidad de supervivencia (ecuacién (5.14)) con (a) g =2y (b) ¢ = 5.
Para poder comparar, se incluye el calculo exacto (ecuacién (5.19))(linea sélida) calculada
con 10 polos. Los pardmetros del potencial son A =200y a = 1.



5.2, CALCULOS EN LA REGION INTERNA 51

0.0

—
jLY)
v

-20.0

Ln P(t)

_40.0

-60.0

5 | 3 | 1 [ H | H

0.0 150.0 300.0 y 450.0 600.0 750.0
0.0

-20.0

Ln P(t)

-40.0

-60.0

0.0 2.0 4.0 6.0 B.0 10.0
3
t, (10°)

FIGURA 5.14 Verificacién de la aproximacién de un solo polo en la region exponencial (linea
a cuadros) para la probabilidad de no-escape {ecuacién {5.15)) con (a) g =2y (b) ¢ = 5.
Para poder comparar, se incluye el cdlculo exacto (ecuacién (5.20))(linea sélida) calculada
con 10 polos. Los parametros del potencial son A =200y a = 1.
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V (r) = Ad (r — a) encontramos que

k /
bin (k,7") = ———Sen](c i (5.24)
ikr A ika
fin(k.7) =™ — z senk(r—a)e (5.25)
Y
4 A tka .
W (k)=1+ ;o sen (ka) ™, (5.26)

de modo que la funcién de Green saliente para la regién interna es de la forma

sen(kr') ik(r— sen k(r—a) g
. , » x}cr/r {ez (r—a) _ ) (7‘ —a) ———Z_(T_a) ] _
Gl (rr k) = — - sentka) (5.27)
[etke 1 rastie]
A partir de la expresién anterior podemos obtener
{BG;Z Fr, -r’:k]} _ irr’ . (5.28)
ok =0 (1+ Aa)

Una vez que tenemos la forma explicita de la derivada de la funcién de Green saliente

para la regién interna. podemos evaluar la ecuacién (5.22) y obtener que

Vo irClg) i}
C(r,0) = T (5.29)
donde
Clg) = /Oa O (r'.0) ' dr
- i cos (qm) = —a\/z—a(—l)q. (5.30)
qm qm
y, finalmente,
Uin(r.t) = aC(r.0) (#) (5.31)
_ _taCle) (.

Hemos obtenido asi la contribucién en forma explicita de la funcién de onda para tiempos

largos [60].
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Comparando el coeficiente correspondiente al término t~3/2 de la ecuacién (5.31) con
el correspondiente de la expresién para la funcién de onda a tiempos largos obtenido en la

subseccién 5.2.1 (ecuacién (5.12)) vemos que se debe de satisfacer la siguiente identidad

C(r,0) = —iIm li C’"Z—;"(T)] . (5.33)

m=1

En la Figura 5.15 mostramos la comparacion entre ambos miembros de la ecuacién (5.33)

para el caso r = a y A = 200. Esta figura nos muestra cémo la suma

M
Sy = —ilm lz ——szgl(a)]
m=1 m

tiende al valor C(a,0) conforme aumentamos el nimero M de términos sumados, su-

giriéndonos que la igualdad (5.33) se satisface al tender M a infinito.

-11-13;:/C=—11.1422528x10'6

-11.16f /e
I S,,, = -11.1422535 x 10

119

= 1122}

=

n 1125}

-11.28 -’/s1 =-11.3018545 x 10°

e
0 100 200 300 400 500

FIGURA 5.15 Verificacién de la igualdad (5.33) correspondiente al coeficiente del término
t3/2 de la funcién de onda en r = a. La intensidad del potencial es A = 200.
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A partir de la ecuacién (5.32) podemos encontrar que la contribucién a tiempos largos

para la probabilidad de supervivencia es igual a

st - et (1)

5.34
(1+ a)! (5:34)
y la contribucién a tiempos largos para la probabilidad de no-escape es igual a
Py = lL’C?@ (5)- (5.35)
3(1+Xa)' \£3

‘Las expresiones para P(t) y S(t) permiten mostrar, mediante férinulas simples, el com-

portamiento asintético de ¢t~ para ambas cantidades.

A continuacién mostraremos la comparacién de los calculos utilizando el formalismo de

polos y funciones resonantes con el calculo donde se utiliza la forma explicita de la funcién

de Green de la regién interna.
En la Figura 5.16 hacemos la comparacién entre ambas funciones de onda.

En la Figura 5.17 vemos la comparacién entre ambos calculos de la probabilidad de

supervivencia.

Finalmente, en la Figura 5.18 presentamos la comparacién entre ambas probabilidades

de supervivencia.

En todos los cdlculos se utilizaron los valores deA = 200 y ¢ = 1 y vemos que las curvas
se traslapan completamente en la regiéon de tiempos largos, mostrando de esta manera
que el comportamiento correcto es el de ¢~3/2 para la funcién de onda y de t~* para las

probabilidades de supervivencia y de no-escape.
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FIGURA 5.16 Verificacién del traslape entre la funcién de onda de la regién interna (linea
sélida) (ecuacién (5.18)) y el calculo a tiempos largos (linea a puntos) (ecuacién (5.32)),
para el caso r/a = 0.5, A=5000,a =1y g = 1.

5.3 Calculos en la Regién Externa

A continuacion presentaremos los resultados del estudio numérico realizado para explorar
la dindmica de la funcién de onda de la regién externa del potencial delta, W..(r,t), dada
por la ecuacion (4.17). En el tratamiento que hemos realizado hasta el momento, nos hemos
enfocado en el estudio de las cantidades de interés en el régimen de decaimiento exponencial
y de desviaciones a tiempos largos. Sin embargo, en el caso de la funcién de onda de la regién
externa es importante analizar primero su comportamiento en general antes de estudiar estos
limites. Esto se debe a que, a diferencia de lo que sucede en la expresién para la regién
interna, en donde la dependencia temporal y la espacial son independientes una de la otra
(ver ecuacién (4.8)), en la funcién de onda de la regién externa ambos comportamientos

estdn determinados por la misma funcién, esto es, por la funcién M (x.q.t) (ver ecuacién
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FIGURA 5.17 Verificacién del traslape entre la probabilidad de supervivencia (linea sélida)
(ecuacion (5.14)) y el cdlculo a tiempos largos (linea a puntos) (ecuacién (5.34)), para el
caso A=200,a=1yqg=1.

(4.17)). Esto necesariamente implica que debemos definir con precisién lo que significa
tomar el “limite de tiempos largos”. Eso lo vislumbramos cuando utilizamos por primera vez
el desarrollo asintético de la funcién M(z, ¢,t) (ecuacién (4.16)), en donde vimos que tratar
con tiempos largos necesariamente implica considerar distancias pequenas. Ademads, vimos
que para poder cancelar exactamente la contribucién de t~'/2 en la funcién de onda mediante
la aplicacién de la regla de suma, fue necesario considerar que el tiempo, ¢, fuese mucho
menor que la escala de tiempo asociada al primer polo. Asi pues, estas dos restricciones
en el uso de los desarrollos asintéticos de las funciones M, limitan la regién de validez de
los mismos. En la subseccién 4.3.1 realizamos un andlisis general de la funcién de onda
de la regién externa para establecer las condiciones bajo las cuales se pueden considerar

tiempos largos o distancias pequenas y utilizar los desarrollos asintéticos de las funciones
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FIGURA 5.18 Verificacién del traslape entre la probabilidad de no-escape (linea sélida)
(ecuacién (5.15)) y el cdlculo a tiempos largos (linea a puntos) (ecuacién (5.35)), para el
caso A =200, a=1yqg=1.

M involucradas.

Un resultado interesante que se desprende del estudio de Wez(r,t) como funcién de T
y t, es la existencia de una estructura en la densidad de probabilidad a la cual llamamos
frente de onda. Dicha estructura se manifiesta como un cambio en el comportamiento de
Wer(r,t). En la subseccién 5.3.1 estableceremos un criterio basado en el anilisis de dicho
frente, mediante el cual serd posible separar la dindmica de W,z (r,t), tanto en su evolucién
temporal como en la espacial, en dos regimenes: ¢) como funcién de r, nos divide el régimen
de distancias pequefias y de crecimiento exponencial del régimen de distancias largas; )
como funcién de ¢, nos divide el régimen de tiempos cortos del régimen de decaimiento
exponencial y de tiempos largos. Este es un resultado importante si nuestro deseo es el de

describir unicamente el régimen de decaimiento exponencial y de desviaciones a tiempos
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largos. Propondremos una expresién para representar a dicho frente y veremos hajo qué
condiciones se puede utilizar.

Una vez estudiado el comportamiento general de la funcién de onda, exploraremos el
régimen de interés de nuestro estudio. En la subseccién 5.3.2 presentamos la ecuacién que
define el régimen de tiempos largos (distancias pequenas) y de decaimiento exponencial
(crecimiento exponencial) como funcién del tiempo (de la posicién) considerando siempre
al frente de onda en los cdlculos. Por dltimo, en las subsecciones 5.3.3 y 5.3.4. en analogia a
como hicimos en la regién interna, presentamos la aproximacién de un polo v la expresién

asintotica para la funcién de onda que se obtiene con el método de la fase estacionaria.

5.3.1 Comportamiento general de la funciéon de onda.

Realizaremos nuestro estudio de la funcién de onda de la regién externa a partir de la

ecuacion (4.17) que reescribimos aqui:

00

Vealr t) = z [Cmum (a) ei(r_a)k"‘e_ik-ri‘]
m=1
= D [Cmum (&) M(a =1, =k, t) = Crup(a)M(r — a. =k, 1)] . (5.36)
m=1

Vemos que, ademds de la contribucién exponencial al comportamiento de la funcién de
onda, dada por el primer término del lado derecho de esta ecuacién, tenemos contribu-
ciones adicionales dadas por las funciones M involucradas en el desarrollo. Como hemos
mencionado con anterioridad, estas funciones son las responsables de las desviaciones del
comportamiento exponencial en los regimenes de tiempos cortos y de tiempos largos. o,
equivalentemente, de distancias grandes y de distancias pequenas.

Iniciamos nuestro estudio con el analisis de | W, (r,¢)|? como funcién del tiempo en la
frontera del sistema, r = a. En este caso, es de esperarse que tanto |¥..(r,t)|? como
| W;n(r,t)|? exhiban un comportamiento idéntico debido a la continuidad de las soluciones
en r = a. En la Figura 5.19 ilustramos este caso para el sistema A = 200, a =1y g=1.
Tal como lo anticipamos, las curvas correspondientes se traslapan. En este momento es
importante destacar el siguiente punto. Mediante el uso de dos métodos distintos hemos
encontrado que el comportamiento de la funcién de onda, |¥..(r, t)|?, a tiempos largos va

como t~3/2; ver ecuaciones (4.18) y (4.24) del capitulo 3. Uno de estos métodos, presentado
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FiGURA 5.19 Comparacién de la evolucion temporal de |¥,.|? (linea a cuadros) (ecuacién
(5.36)) con | ¥;,)? (linea solida) (ecuacién (5.12)). Ambas curvas se traslapan. Se incluye el
céleulo de [¥,.;|? sin la eliminacién del término t~Y/2 (linea a puntos), lo que conduce a un
resultado erréneo.

en la seccidn 3.2. involucrd el desarrollo asintético de la funcién M y de su suma sobre
todos los polos, k,, del sistema. Ahi encontramos que, al utilizar la regla de suma (2.27).
la contribucién t~1/2 se anula, dando como resultado el comportamiento t=3/2. Aunque
asi demostramos analiticamente que el término ¢t~'/? se anula exactamente, al realizar el
cdlculo numérico de la funcién de onda mediante la ecuacién (5.36), dicho término no
lo hace. Para mostrar lo que sucede si no eliminamos explicitamente el término que va
como t~'/2 de nuestos cilculos, hemos agregamos también a la Figura 5.19 el cilculo sin la
eliminacién de dicho término, en donde vemos que la funcién de onda resultante presenta
un comportamiento erréneo. Es claro de la figura, que no se satisface la igualdad con la
funcién de la regién interna. La razén de este comportamiento es que la regla de suma que
—1/2

anula al término t involucra una suma sobre un nimero infinito de polos resonantes
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(m =1 a oc) y. dado que en los cdlculos numéricos necesariamente sumamos hasta cierto
polo finito &y, la suma no se anula. Aidn mds, esta contribucién domina sobre el término
7f—3/‘2 iando res 4 E 1 -ial » .
que va como arrojando resultados erréneos. Es por esto que resulta crucial anular por
nuestra cuenta dicha contribucién.
Andlogamente. al hacer célculos de la funcién de onda con respecto a la posicidn, r,
debemos tener en mente que el no eliminar explicitamente el término que va como t~}/?
de los cédlculos a distancias pequenas nos arrojarad resultados erréneos. En la Figura 5.20

mostramos esta situacién para el médulo de la funcién de onda® , |¥(r, )

. como funcién de

r en la vecindad de la frontera » = a.

Una vez més. vemos claramente que si no eliminamos por nuestra cuenta el término de
orden t~'/2_ entonces no se satisface la condicién de continuidad de la funcién de onda en la
frontera. Observemos ademds que el comportamiento erréneo exhibe oscilaciones de gran
amplitud con respecto a la solucién correcta.

Una vez aclarado el punto anterior. mostraremos el comportamiento general de la funcidn
de onda. En las Figuras 5.21, 5.22 y 5.23 mostramos la evolucién de Ja densidad de proba-
bilidad con respecto a la posicién. r. para tres valores distintés del tiempo: t/7; = 1072 vin.
t/T1 =107 'vim y t/75 = 8vm

Estas figuras muestran cémo la funcién de onda presenta un frente que avanza conforme
aumenta el tiempo. Esta es una caracteristica que proviene exclusivamente de las funciones
M. Para contrastar con este resultado, graficamos también la contribucion puramente
exponencial a la funcién de onda, linea a trazos, y vemos que ésta, por si sola, no reproduce
dichos frentes. El término que va como t73/? tampoco es el responsable de dicho frente ya
que en esa regién no es aplicable el limite de distancias cortas. Con esto podenios concluir
dos cosas: 1) que el frente proviene del desarrollo de las funciones M a tiempos cortos
(distancias largas) en donde ya no estd presente el régimen exponencial y i) que para
considerar este frente en una expresién del tipo exponencial méds desviaciones a tiempos
largos (distancias pequenas), deberemos agregarlo por nuestra cuenta. Es con este ultimo
propésito que procederemos a obtener una expresién que nos permita caracterizar al frente

de onda, por lo menos bajos ciertas condiciones de la funcién de onda inicial. Ya hemos

3Presentamos el médulo de la funcién de onda (sin elevar al cuadrado) para que las diferencias entre

ambos cdlculos sean mds evidentes.
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FiGurA 5.20 Evolucion de |¥(r,t)| como funcién de r en la vecindad de la frontera r = a.
Comparamos el caso |¥.(r,t)| (linea a trazos), en donde no se cancela el término ¢=1/2,
con la solucién |We,(r, t)| (linea a puntos) en donde hemos eliminado el término t~1/2. Los
pardmetros utilizados son A = 200, a = 1, ¢ = 1l y t/7; = 8vm. La grafica (b) es una
ampliacién de la grifica (a)
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FIGURA 5.21 Densidad de probabilidad (linea sélida) como funcién de la posicién para el
sistema A =200, a =1y ¢ =1 a un tiempo t/7; = 0.001 vin. Como referencia se agrega el
término puramente exponencial de la funcién de onda (linea a trazos) y el frente de onda

(linea a puntos).

visto que, cuando el estado inicial se asemeja al primer estado resonante (q=1), el régimen
de decaimiento exponencial puede ser descrito completamente por el término exponencial
debido al primer polo resonante, k| = «; — i3,. Utilizando esta misma idea, supondremos
que el frente de onda queda también descrito por este primer polo y proponemos que su
posicién a un cierto tiempo estd determinada por una relacién del tipo: z = v;t, en donde
aun debemos determinar la velocidad v,. Si observamos con cuidado el médulo cuadrado

de la exponencial debida al primer polo resonante:

|eiklze—ik'ftl2 — 6261(r—a)e—4alﬂlt’ (5.37)

podemos notar que, para un valor especifico de la posicién, 7, existe un valor del tiempo, £,

en donde el exponente se anula. Este par de valores estd dado por la relacién (r —a) = 2t
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FIGURA 5.22 Densidad de probabilidad (linea sélida) como funcién de la posicién para el
sistema de la Figura 5.21 sélo que a un tiempo ¢/7; = 0.01 vim. Como referencia se agrega

el término puramente exponeucial de la funcién de onda (linea a trazos) y el frente de onda
(linea a puntos).

relacién que tiene la forma z = v;t. Proponemos entonces que el frente de la funcién de
onda viaja en el espacio con una velocidad dada por 2c; y que este frente nos separa
a la funcién de onda en dos regiones: una que contiene a las contribuciones exponencial
y de desviaciones a tiempos largos (o distancias pequenas) y la otra que contiene a las
desviaciones a tiempos cortos (o distancias grandes). Recordemos que esta suposicién es
solamente vilida para el caso en que el estado inicial se asemeja al primer estado resonante.
Para comprobar la validez de esta suposicién hemos graficado en las Figuras 5.21, 5.22 y
5.23 la contribucién exponencial debida al primer polo pero cortada a partir del valor en
donde (r — a) = 2 tp. en donde tg es el valor del tiempo para cada grafica en particular.

Conforme ¢ aumenta. observamos que la amplitud del frente crece en forma exponencial.
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FiGura 5.23 Densidad de probabilidad (linea sélida) como funcién de la posicién para el
sistema de la Figura 5.21 s6lo que a un tiempo t/7| = 8 vin. Como referencia se agrega el
término puramente exponencial de la funcién de onda (linea a trazos) y el frente de onda
(linea a puntos).

Para estos valores grandes de t observamos que |¥.,|? reproduce razonablemente para

pequefia el comportamiento exponencial tipico de |ui(r)|? en la regién externa.

En forma andloga a como sucede para un tiempo fijo tp, cuando graficamos a la funcion
de onda en el tiempo para una posicién fija 7, ésta presenta un frente en t = (rp —
a)/2a;, antes del cual se encuentran las desviaciones a tiempos cortos y después del cual
se encuentran las contribuciones exponencial y de desviaciones a tiempos largos. Debido
a que el frente que se propaga en r es muy pronunciado (ver Figura 5.23), es de esperarse
que en la evolucién temporal de |¥,.|?, éste se manifieste también con un cambio abrupto
en la densidad de probabilidad. Esto se puede puede apreciar en la Figura 5.24 en donde

graficamos la probabilidad como funcién del tiempo para un valor fijo de la posicién r/a =
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[#(r,t) (107)
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FI1GURA 5.24 Densidad de probabilidad (linea sélida) como funcién del tiempo para el
sistema A =200, a =1y g =1 en una posicion r/a = 189.9. Como referencia, se agrega el
término puramente exponencial de la funcién de onda (linea a trazos) y el frente de onda
(linea a puntos). Nétese que el mdximo de la funcion de onda ocurre aproximadamente en
los vismos valores (r/a,t/71) que en la Figura 5.22

189.9. Esta grafica nos proporciona atiin mas informacién: Observando el maximo del frente

de onda, notaremos que éste ocurre a un valor cercano de t/7; = 0.1 vin (recordemos que

el cdlculo se hizo con un valor de r/a = 189.9).

Similarmente, en la Figura 5.22, en donde el valor del tiempo es /71 = 0.1 vin, vemos
que el maximo ocurre a un valor aproximado de r/a = 190. Esto nos indica que la aparicién
del maximo de la probabilidad como funcién de la posicién se corresponde con la aparicién
del maximo de la misma como funcién del tiempo. Este comportamiento se puede explicar
a partir de nuestra férmula aproximada de aparicién del frente de onda: (r —a) — 2t = 0,

en donde se relaciona r con ¢ y viceversa.
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FiGURA 5.25 Densidad de probabilidad como funcidn del tiempo para tres valores distintos
de la posicién: r/a = 5000 (linea sélida), r/a = 10° (linea a trazos) y r/a = 2 x 10° (linea a
puntos). Los pardmetros del sistemoa son A = 200, a = 1 y ¢ = 1. Los célculos se realizaron
con 10 polos.

En la Figura 5.25 se ilustra el paso del frente de onda a través de distintos valores
de la posicién. Notemos que entre mas lejos estamos, el méximo del frente es cada vez
menor. Este es un comportamiento completamente contrario a lo observado en los calculos
con respecto a la posicion, en donde a tiempos cada vez mayores, el maximo del frente es
también cada vez mayor (ver Figuras 5.21 a 5.23). Esto también puede ser explicado con
la parte exponencial de la funcién de onda, en donde vemos que su mddulo decrece con el

tiempo mientras que aumenta con la posicién.

En el caso en que la condicién inicial sea tal que se parezca mas al n-ésimo estado
resonante (g = n), entonces, en lugar de que el frente de onda esté determinado por el

primer polo, lo estard por el n-ésimo polo. Un ejemplo de esta situacion se ilustra en la
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Figura 5.26 para el caso en que el estado inicial se parece al quinto estado resonante (g = 5).
Como podemos ver, aunque la posicién del frente estd razonablemente localizada, tanto la
magnitud de la probabilidad como su anchura ya no estdn siendo bien caracterizadas. Es
por esta razén que. en los cdlculos que realicemos con la férmula para tiempos largos y

de decaimiento exponencial modulada por el frente definido aqui, nos restringiremos a los

casos en donde ¢ = 1.
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FicuraA 5.26 Densidad de probabilidad como funcién del tiempo (linea sélida) para un
valor de ¢ = 5. El valor de la posicién es r/a = 10,000. Ademads, se agrega nuestra
aproximacién del frente de onda (linea a puntos). Como podemos ver, el frente de onda
ya no caracteriza correctamente a la forma general de la probabilidad. Los pardmetros del

sistema son A = 100 y a = 1. Los calculos se realizaron con 10 polos.
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5.3.2 Comportamiento exponencial de la funcién de onda y sus desviaciones a

tiempos largos o distancias pequenas.

Una vez que hemos encontrado la forma de describir la propagacién del frente de la funcién
de onda en el tiempo y en la posicién. procederemos a escribir una expresién para dicha
funcién que incluya tnicamente las contribuciones exponencial y la de desviaciones a tienipos
largos (distancias pequerias). Nos restringiremos al caso en donde la condicién inicial se ase-
meja al primer estado resonante (¢ = 1). En forma andloga al analisis para la regién interna,
escribiremos a la funcién de onda de la region externa en dos partes: (i) la contribucién

exponencial y (i) la contribucién no-exponencial que proviene del desarrollo asintético de
las funciones M involucradas, esto es, *

Yeert) = @[2a1t—<-r—a>}{z[cmum<a>ef<r-a>kme—ikzﬂr]

m=1

- [wm (z C_H) ‘m (g C_H)} (_)} 6539

m=1 m=1

en donde la funcién de Heaviside, ©[2at — (r — a)], es la que caracteriza al frente de
onda dada la coudicién inicial (5.2) y o = e~"//2\/r. Hemos agregado el superindice
ap a la funcién de onda para indicar que se trata una aproximacién en lo que se refiere
a la localizacién del frente de onda. En la Figura 5.27 se muestra el comportamiento de
la funcién de onda con respecto a la posicién, 7, para el caso de A = 1000 a un tiempo
t/T; = 1vm y su aproximacién mediante el uso de la ecuacién (5.38). Vemos que la aproxi-
macion es satisfactoria en la regién de distancias pequenas y en la localizacién del frente de
onda. Las oscilaciones que aparecen antes de decaer la probabilidad no son reproducidas
exactamente porque en el calculo de desviaciones a distancias cortas estamos utilizando
s6lo la contribucién de orden de t~3/2 y estamos despreciando todos los demds 6rdenes:
¢75/2 t=7/2 . De incluirlos, debemos obtener esas oscilaciones.

En la Figura 5.28 se muestra el comportamiento de la funcién de onda con respecto al
tiempo, t, para el caso de A = 100 en una posicién r/a = 5000 y su aproximacién mediante
el uso de la ecuacién (5.38). Vemos que la aproximacién también es satisfactoria.

Recordemos que nuestro interés en el presente trabajo es describir el comportamiento
exponencial y las desviaciones de éste a tiempos largos. En la Figura 5.29 mostramos la
misma comparacién que en la Figura 5.28 pero ahora graficando el logaritmo natural de la

densidad de probabilidad y a un intervalo mucho mayor del tiempo. Notamos que asi, la
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FI1GURA 5.27 Densidad de probabilidad con respecto a la posicién (linea gris) a un tiempo
t/ry = lvm, y su aproximacién {linea negra) mediante el uso de la ecuacién (5.38).(a)
Se presenta cémo la aproximacién reproduce el frente de onda. (b) Se muestra cémo la
aproximacién reproduce mejor las oscilaciones de la regién exponencial y de distancias

cortas cuando r es menor. Los pardmetros del sistema son A = 1000, a =1y g = 1.
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aproximacion dada por la ecuacién (5.38) es excelente para describir el comportamiento del
régimen de decaimiento exponencial y de tiempos largos. En la Figura 5.28, notamos una
mayor discrepancia debido a que estamos graficando justo en donde se encuentra la tran-
sicién del régimen de tiempos cortos al régimen de decaimiento exponencial. Sin embargo,
al observar en un intervalo mayor de tiempo. notamos que esas discrepancias realmente no
son de importancia, por lo que podemos utilizar nuestra aproximacién para describir este

régimen.

20

[¥(r,HI° (107)

O-O | | |
8.0 8.0 10.0 11.0 12.0
t/

1

FIGURA 5.28 Densidad de probabilidad con respecto al tiempo (linea a puntos) en una
posicién r/a = 5000, y su aproximacién (linea sélida) mediante el uso de la ecuacion (5.38).
Los parametros del sistema son A =100, a =1y g=1.
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F1GuRA 5.29 Logaritmo de la densidad de probabilidad con respecto al tiempo (linea sélida)
y su aproximacién mediante el uso de la ecuacién (5.38) (linea a cuadros). Los parametros

del sistema son los mismos que los de la Figura 5.28.

5.3.3 La aproximacién de un solo polo

Al igual que en la regién interna, podemos aplicar la aproximacién de un solo polo en la
expresion aproximada para la funcién de onda de la regién exponencial y de tiempos largos

(ecuacién(5.38)) para obtener obtener

Teo (r,t) = Ot~ (r —a)] { Crus (a) =17

, X Crum (a 2. Cru (@ 1
- o [(r—a) Re (Z T()) +Im (Z Z—}n()ﬂ (m) }(5.39)

m=1 m=1
en donde nuevamente, restringiremos los calculos para los casos en donde ¢ = 1 ya que para
g > 1 estas ecuaciones no son buenas aproximaciones.

En la Figura 5.30 presentamos el comportamiento de la funcién de onda con respecto
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F1Gura 5.30 Logaritmo de la densidad de probabilidad en el régimen de decaimniento ex-
ponencial y de desviaciones a tiempos largos (linea sélida) y su aproximacién de un solo
polo (linea a cuadros) (ecuacién (5.39)). Ademds, se incluye el comportamiento asintético
a tiempos largos (linea a puntos) (ecuacién (5.42)). Los pardmetros del sistema son los
mismos que los de la Figura 5.28.

al tiempo, t, para el caso de A = 100 en una posicién r/a = 5000 y su aproximacién de un
solo polo, calculada mediante el uso de la ecuacién (5.39). Vemos que la aproximacion es

bastante buena.

5.3.4 EIl método de la fase estacionaria

Para encontrar la funcién de Green saliente de la regién externa aprovecharemos la relacién
que obtuvimos en el capitulo 3 entre ésta y la funcién de Green saliente de la regién interna.

ecuacion (3.4):

GL(r ' k) = G?;l(a,r';k)eik(r_a). (5.40)
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FIGURA 5.31 Densidad de probabilidad calculada a partir de la ecuacién (5.12) para la
funcién de onda de la regidon interna evaluada en » = a (linea sélida) comparada con la
aproximacion de un solo polo calculada a partir de la ecuacion (5.38) para la region externa,
también evaluada en r = a (linea a cuadros). Ademds, se incluye el comportamiento a
tiempos largos para la regién externa (ecuacién (5.42)) (linea a puntos). Los pardmetros
del sistema son los mismos que los de la Figura 5.19.

Derivando la ecuacién anterior con respecto a k y evaluando en k = 0 obtenemos que

. 1:8(;;-2(7':7' k):‘ - i('l‘ _ G,)GZ—-;(G,,TI;O) +
k=0

ok ok

k=0

ilr + Xar — Aa?]r’

= - (5.41)
De modo que, para la region externa
iaC(q) {1+ ar — Aa? ,
\Il(:‘.r (Tr t) = - (1 N /\[I.)2 ( +3/2 ) (542)

donde nuevamente aparece el coeficiente C(q) definido por la ecuacion (5.30):
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Clg) = —a\q/j_a (—-1)9. (5.43)

En las Figuras 5.30 y 5.31 mostramos este limite asintético y vemos que en ambos casos
la densidad de probabilidad lo satisface. En especial, en la Figura 5.31, en donde hacemos
el cdlculo en r = a, corroboramos que. para que se satisfaga el limite asintético. es de suma
importancia eliminar por nuestra cuenta el término t~'/2 de las funciones M como ya se

discutié en la seccién 5.3.1.



Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este trabajo se realizé, desde una perspectiva general, el estudio del problema de de-

caimiento de estados cudnticos arbitrarios confinados inicialmente en potenciales radiales
L]

de alcance finito. Este estudio se realizé6 mediante un formalismo que permite analizar la

dindmica de la funcién de onda con base en expresiones analiticas exactas.

Entre las aportaciones mas importantes de esta investigacion se encuentra el desarro-
llo de nuevas herramientas teéricas para explorar los aspectos dindmicos del decaimiento
cudntico. Entre éstas se destaca la obtencién de una expresién analitica para la funcién
de onda dependiente del tiempo en la regién externa del potencial, ¥..(r,t). asi como el
desarrollo de diversas férmulas asintéticas para describir a la funcién de onda en los diversos
regimenes espaciales y temporales de interés. A continuacién presentaremos una ampliacién
del contenido de estas aportaciones, asi como de los resultados que se desprenden de nuestro

estudio del decaimiento en la regién interna y en la regién externa del potencial.

Con la finalidad de estudiar el decamiento de un estado cuantico ¥(r, ¢t = 0), se utilizé un
formalismo basado en el desarrollo de la funcién de onda dependiente del tiempo, ¥(r,¢t),
en términos.de estados resonantes. Dicho formalismo fue desarrollado originalmente por
Garcia-Calderén (1976) y ofrece una gran ventaja sobre algunos otros enfoques desarrolla-
dos en el contexto de la mecdnica cudntica ortodoxa. Esto se debe en gran medida a que
permite analizar por separado, y con base en expresiones analiticas exactas, las contribu-
ciones exponenciales y no-exponenciales en el proceso de decaimiento. La solucién completa
del problema involucra el conjunto completo de polos y de estados resonantes asociados a

la funcién de Greeen saliente del sistema.

En el presente trabajo se obtuvieron desarrollos asintéticos de la funcién de onda ¥ (r, t),
validos en la regidn interna y externa del potencial a cualquier tiempo, ¢. Dichas expresiones
se obtuvieron aplicando las propiedades de las funciones M, las cuales poseen desarrollos

75
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asintoticos en potencias inversas de ¢ para valores grandes de su argumento. Con base en
estos desarrollos se obtuvieron expresiones analiticas para describir la evolucién temporal
de ¥(r,t) en el régimen de tiempos largos. En particular, esto nos permitié demostrdr que
el comportamiento de la funcién de onda en este régimen temporal es proporcional a t~3/2,
Una conclusién importante que se desprende inmediatamente del resultado anterior, es que.
tanto la probabilidad de no-escape, P(t), como la probabilidad de supervivencia, S(t), se

comportan en el tiempo como 3.

Otra de las aportaciones relevantes de nuestro estudio fue el desarrollo de una expresién
equivalente, en el régimen de tiempos largos, para la funcién de onda de las regiones intgrna
y externa del potencial. Esta expresién fue obtenida aplicando el método de la fase esta-
cionaria a la forma integral del propagador del sistema, ya sea de la regién interna o externa,
para obtener la contribucién dominante en la regién de interés. A partir de la expresién de
la funcién de onda obtenida por este método. se derivaron nuevas expresiones tanto para
la probabilidad de supervivencia como para la probabilidad de no-escape obteniendo nue-
vamente el comportamiento ¢t ~3. Estas expresiones representan un resultado general para
el decaimiento de las ondas S de estados inicialmente confinados en la regién interna de un
potencial radial de alcance finito. Finalmente, este método fue utilizado para corroborar
la validez de nuestros resultados obtenidos utilizando el formalismo de estados resonantes

para tiempos largos.

Para verificar las diversas expresiones analiticas desarrolladas para la descripcién de la
dindmica de la funcién de onda, realizamos un estudio numérico del decaimiento en la regién
interna y externa del potencial. Para esto calculamos la funcic')n de onda de la regién interna,
Uin(r,t), y las cantidédes asociadas a ésta como lo son la probabilidad de supervivencia,
S(t), y la probabilidad de no-escape, P(t), y posteriormente estudiamos la funcién de onda
de la region externa, W,.(r,t). Es importante destacar que sélo nos enfocamos al estudio de
los procesos de decaimiento en resonancia, i.e., al estudio de situaciones en donde la energia
del estado inicial es muy cercana a una de las energias de resonancia del sistema. Para
ilustrar este enfoque tedrico se utilizé un potencial delta de Dirac de intensidad A y de radio
r = a, dado por V(r) = A§(r —a) y un estado inicial normalizado descrito por ¥(r,t = 0) =
(2/a)/?sen(qnr/a), donde (g = 1,2,3,...). En el estudio numérico verificamos la excelente

descripcién que brindan las distintas expresiones analiticas al analizar el comportamiento
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de las cantidades W;,(r,t), S(t), P(t) y Wer(r,t). Las expresiones asintéticas también
fueron verificadas en situaciones donde el decaimiento ocurre via estados cudnticos cuyas
energias son cercanas a las de resonancias de orden superior, i.e., ¢ > 1. En otras palabras.
podemos afirmar que el comportamiento es valido para toda ¢. En el caso de decaimiento
resonante, verificamos que el estado cudntico que decae, pierde memoria de su configuracién
inicial, ya que en el régimen de decaimiento exponencial, el comportamiento de ¥(r.t) esta
invariablemente gobernado por el primer polo resonante.

Otro de los aspectos que abordamos en el presente trabajo fue el estudio de la dindmica
de la funciéon de onda, W..(r,t), en la regién externa del potencial, r > a. Para esto
obtuvimos una expresién analitica para la funcién de onda en términos de los polos v de
los estados resonantes asociados a la funcién de Green saliente del sistema. El método
mediante el cual obtuvimos la solucién se discute con detalle en el capitulo 3 y es otra de
las aportaciones importantes de esta investigacién. De igual forma que en el caso de la
regién interna. obtuvimos expresiones asintéticas para la funcién de onda, y a partir de

éstas obtuvimos expresiones analiticas para describir el régimen de tiempos largos.

Si bien es cierto que utilizando los desarrollos asintéticos de las funciones M hemos
logrado describir el comportamiento correcto a tiempos largos de la funcién de onda y de
sus cantidades asociadas, es importante sefalar que estos resultados también pueden ser
obtenidos al hacer los cédlculos directamente con las funciones M involucradas, siempre y
cuando se tomen las siguientes precauciones: En nuestro estudio demostramos formalmente
que, a partir de las propiedades de las funciones M y de las llamadas reglas de suma,
las contribuciones de la forma ¢t~!/2 en ¥ se anulan exactamente. Es por esta razén que
para poder evaluar nﬁméricamente en forma correcté a la funcién de onda ¥(r.t), tanto
de la regién interna como de la externa, es necesario omitir las contribuciones t~'/2 en los
desarrollos de las funciones M. De lo contrario, si ignoramos este tipo de modificaciones
en la solucién, inevitablemente obtendremos resultados erréneos. Esto es una consecuencia
de que en el célculo numérico de ¥(r,t) sélo se considera un nimero finito (no infinito) de
términos.

Es importante destacar que en la regién externa (r > a), la cantidad relevante en
conexién con la dindmica del decaimiento es la densidad de probabilidad, |¥..|>. Para

estudiar esta cantidad y verificar nuestras expresiones asintéticas, utilizamos el modelo del
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potencial delta de Dirac y el estado inicial discutido al principio de este capitulo. En nuestro
estudio numérico de la densidad de probabibilidad, observamos que, a diferencia de lo que
ocurre en la regién interna, |¥,;|? exhibe un frente de onda bien definido cuando es analizada
como funcién de r 6 t. Un efecto interesante que se encontrd al analizar la evolucién del
frente como funcién de la posicidn, es la propagacién de dicha estructura en la regién r > a
para distintos valores de ¢t. El frente exhibe un comportamiento peculiar: su amplitud
crece conforme la posicién r se incrementa, y dicho crecimiento estd gobernado por una
exponencial que crece en el tiempo. Ademds, conforme el frente avanza en r, su dispersién
en el espacio disminuye, i.e., la densidad de probabilidad muestra un frente cada vez ‘mais
delgado y mads alto conforme el tiempo aumenta. El frente en |¥,;|? también se manifiesta
en la evolucién temporal para distintos valores fijos de la posicién. Aqui se observa que
para un valor fijo de la posicién rp, la densidad de probabilidad inicia con valores muy
pequenos y exhibe un crecimiento abrupto sélo una vez que ha transcurrido un tiempo tp,
al cual asociamos con la llegada del frente al punto de observacion ry. Esto nos indica
que debemos esperar cierto tiempo para registrar un valor significativo de la densidad de

probabilidad. Una vez alcanzado el valor méximo, \IJE$|2 decrece conforme ¢ aumenta. Este

comportamiento general del frente marcé la pauta para caracterizar la posicién espacial y
temporal de dicha estructura para utilizarla en la férmula asintética a tiempos largos de
W.,. Del andlisis se demuestra que la posicién del frente obedece una relacién de la forma
r = vgt (t = r/vq) en la evolucién espacial (temporal). Esto es, demostramos que el frente
se propaga en forma aproximada con una velocidad v, = 24 donde o4 es la parte real del
polo kg, t.e., ag = Reky, y que ademds existe una correspondencia en la posicién de los

maximos en r con respecto a aquellos observados en ¢.

Respecto de las desviaciones no-exponenciales del decaimiento en la regién externa,
podemos afirmar que es crucial eliminar explicitamente la contribucién de t=42 en W,
para garantizar la continuidad de la funcién de onda en la frontera del potencial, r = a.
En nuestro estudio numérico mostramos que si realizamos nuestros calculos utilizando la
expresién general para la funcion de onda, la cual involucra la suma de funciones M, entonces
debemos eliminar numéricamente la contribucién de t~1/2 para obtener el comportamiento

asintético correcto.

A partir de los resultados y conclusiones obtenidas en nuestro trabajo de investigacion,
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podemos afirmar que contamos con una herramienta poderosa para estudiar el fenémeno de
decaimiento cudntico con base en funciones analiticas exactas. Ciertamente, en el contexto
del decaimiento existen otros aspectos interesantes en la dindmica relacionados con los
procesos que ocurren a escalas pequefias de tiempo. Mas atn, el enfoque tedrico presentado
en este trabajo podria ser la base para incursionar en el problema del decaimiento en
estructuras cuinticas artificiales en una dimensién, en donde los paradmetros que caracterizan
a los potenciales pueden controlarse a voluntad. El estudio de estos problemas es una secuela

natural del presente trabajo, asi como la base de futuras investigaciones.



Apéndice A

DESARROLLO ASINTOTICO PARA LA FUNCION
M(z,q,t) PARA TIEMPOS LARCOS

En este apéndice obtendremos el desarrollo para tiempos largos de la funcién M (z, q,t). Este
desarrollo se puede obtener a partir de su expresién en términos de la funcién compleja de

error complementario, erfc(y,) (ver ecuaciones (2.35) y (2.37))
1.
M(z,q,1) = 5 /et erfe(y,), (A1)

en donde z es un nimero real (positivo, negativo o cero), ¢ es un numero complejo y ¢ es

un numero real positivo. Ademds, y, estd definida por

T - 2qte—iﬂ’/4
241/2 :

Yg = (A.2)

Existe un desarrollo asintético para la funcién erfc(y,) para argumentos y, grandes [41]

dado por
; 1 2 (-1)™-1-3..-(2m —1)
Y erfe(yy) ~ —=— + Y ,
e¥e erfc(y,) ﬁyq + 2 ﬁ2my3m+1

(A.3)

aplicable cuando |y, > 1y |argy,| < 3¢ . Utilizando este desarrollo en la ecuacién (A.1),
obtenemos que el comportamiento de la funcién M(z,q,t) para argumentos y, grandes es
de la forma

M(z,q,t) ~ ioet® /4 L + Z (=)™ (1 : 3“';?:” — 1)> <( 1)2m+1>] , (A4)

27 /4 in /4
Yq€ / o yqelﬂ’/

y que se puede utilizar siempre que el argumento y, satisfaga las condiciones

ygl > 1, (A.5)

3
|arg yq| < T (A.6)
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La constante « esta definida por la ecuacién

1
PRI &0

Un caso especial en la ecuacién (A.4) es cuando z = 0, donde obtenemos que

M(g,t) ~ —ia [(#) +§::l(—i)m (1 . 3'";%:1 — 1)) <q2m+11m+1/2>] ' (A.8)

con las condiciones |g[t!/? > 1y 7/2 < argq < 2 [63].

«

Analicemos ahora el caso mds general, en donde z # 0. De la condicién (A.5) y de

la. definicién de y, (ecuacién (A.2)), vemos que para poder hacer uso del desarrollo (A.4),

necesariamente debe cumplirse que

1/2

> 1. (A.9)

—qt
‘21&1/2 1
Considerando que nos interesan los desarrollos para tiempos largos, vemos que, grosso modo,

la ecuacidn anterior se satisface si

T
21&1}2 <1 (A.10)
y
lglt'/? > 1. (A.11)

en donde hemos tomado en cuenta que ¢ es siempre una cantidad positiva. Tomando en

cuenta estas condiciones para z, q y t, y desarrollando hasta orden t=3/2_ podemos escribir

la ecuacién (A.4) como!

, iz? 1 zq—1 1
M(z,q,t) =~ Za[1+4_t [—W— 2% m}»

: 1 iz2q? + 2zxq — 2i 1
o [<qt1/2) " ( 4g° (tm) ' (12

Ademds, si se cumplen las condiciones (A.10) y (A.11), la condicién (A.6) se puede reescribir

1

como
g < arggq < 2. (A.13)

Notemos que si en esta ultima ecuacién para M(z,q,t) hacemos z = 0 , obtenemos el

desarrollo a segundo orden de la ecuacién (A.8).

'Aunque aqui desarrollamos iinicamente hasta términos del orden t~3/? debe quedar claro que podemos

hacerlo hasta el orden deseado.
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