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Introducción 

En las últimas décadas importantes ramas de las matemáticas como los 
grupos Kleinianos y Fuchsianos, la geometría hiperbólica, los mapeos cuasi
conformes, la teoría de Teichmüller y las 3-variedades hiperbólicas han tenido 
un desarrollo extraordinario al interactuar unas con otras. 

Estas ramas, que inciden directamente con áreas centrales de la matemá
tica, como el álgebra, el análisis real y complejo, la topología y la geometría, 
han sido desarrolladas principalmente por Troels J0rgensen y William 
Thurston (medalla Fields) en sus trabajos sobre las 3-variedades hiperbóli
cas. También, Denis Sullivan y Curt Mc Mullen (medalla Fields) han 
trabajado sobre notables relaciones de la geometría hiperbólica con los sis
temas dinámicos. 

En todas estas ramas la teoría de las superficies de Riemann es un tema 
central. En esta tesis se presentan los fundamentos de las superficies de Rie
mann en relación con las acciones discontinuas de subgrupos de PSL(2, C) 
en la esfera de Riemann. 

En el primer capitulo se muestran los preeliminares necesarios para desa
rrollar los espacios cocientes como superficies de Riemann. Se establecen los 
resultados básicos de la topología de conjuntos, así como ciertos resultados 
sobre discontinuidad, de la métrica hiperbólica, de las transformaciones de 
M6bius complejas y del conjunto límite. Se demuestra, para el caso elemental, 
que el conjunto ordinario es el conjunto máximo de discontinuidad. También 
se exhiben vecindades estables en el plano complejo extendido, las cuales se 
utilizaran en el teorema principal. 

El teorema principal establece que si se tiene un sub dominio D de iC y 
un grupo G que actúa discontinuamente en D, al identificar las orbitas, se 
obtiene que el espacio cociente es una superficie de Riemann. 

Posteriormente, usando el teorema de uniformización de Riemann se mues
tra que cualquier superficie de Riemann cerrada es conformemente equiva-

VII 
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lente a la esfera, el toro o un toro de género g. Se identifican la superficies de 
Riemann hiperbólicas con aquellas que provienen de una acción discontinua 
en el disco unitario. Obteniendo de está manera un reciproco del teorema 
principal. Se exhiben también ejemplos que describen el teorema principal 
con un grupo de traslaciones cuyo cociente es conformemente equivalente a 
<C* = <C - {O}. 

Finalmente se describen conjuntos estables. Mostrando algunos ejemplos, 
como familias de horodiscos. 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1. Resultados topológicos 

Se usarán algunos resultados básicos de la topología. 

Definición 1 Sea X un conjunto, una topología en X es una colección no 
vacía T de subconjuntos de X llamados conjuntos abiertos, tales que satis
facen los siguientes cuatro axiomas: 

(AX 1) El conjunto vacío 0 es abierto. 

(AX 2) EL conjunto X es abierto. 

(AX 3) La unión de cualquier familia de conjuntos abiertos es un conjunto 
abierto. 

(AX 4) La intersección de cualesquiera dos conjuntos abiertos es un conjunto 
abierto. 

Definición 2 Sea X un espacio y x E X. Se dice que el conjunto N e X 
es una vecindad de x en X, si existe un conjunto abierto U en X tal que 
x E U e N. 

Se definirán los conceptos de continuidad y compacidad. 

Definición 3 Sea f : X ----+ Y una función. Se dice que f es continua en 
un punto p de X, si para toda vecindad N del punto f(p) en Y, existe una 
vecindad M del punto p en X, tal que f(M) e N. Se dice que f es continua 
en X , si esto se cumple para todo punto de X. 

1 



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 

Obsérvese que si f : X ---r Y es una función continua, a cada abierto 
U e Y su imagen inversa f-l(U) es abierta en X. 

Definición 4 Sea X un espacio topológico y M e X . Se dice que M es 
compacto, si dada una cubierta abierta {Uj}jEI de M, se puede extraer una 
subcubierta finita {Uit , Uh , ... , Ujk } de M. 

En el siguiente teorema se muestra la compatibilidad de la continuidad 
con la compacidad. 

Teorema 1.1.1 Sea f : X ---r Y continua y K e X c mpacto, entonces 
f(K) es compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea {"ihEI una cubierta abierta de f(K), entonces 
como f es continua {¡-1("i)hEl es una cubierta abierta de K, por lo 
que hay una subcubierta abierta finita {f-l("iJ, ¡-1("i2)' ... , ¡-1("i,..)} . 
Aplicando ¡ se tiene que {"i!' "i2' ... , "i,..} es una subcubierta finita de 
f(K), por lo tanto f(K) es compacto. 

o 

Proposición 1.1.2 Todo conjunto cerrado K, en un espacio compacto X, 
es compacto. 

DEMOSTRACIÓN Sea {UihEI una cubierta abierta de K en X. Como K 
es cerrado su complemento KC es abierto. Por lo tanto {UihEI U KC es 
una cubierta abierta de X. Al ser X compacto tiene una subcubierta finita 
{Ui Jk=l U KC. Por lo tanto {Uik }k=l es una subcubierta finita de K, por lo 
que K es compacto. 

o 
En general los subconjuntos compactos son cerrados. 

Definición 5 Un espacio topológico es de Hausdorjj, si dados a, b E M, 
tales que a =1 b, existen conjuntos abiertos ajenos U y V en M, tal que a E U 
yb E V. 

Proposición 1.1.3 Todo subespacio topológico E, de un espacio topológi
co Hausdorjj X, es un espacio topológico Hausdorjj. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea a, b dos puntos distintos en E. Como X es Hausdorff, 
existen conjuntos ~biertos U y V en X, tales que a E U, b E V Y unv = 0. 
Ahora sea U· = E n U y V· = E n V, se tiene que a E U·, b E V· Y 
U· n V· = 0, por lo tanto E es Hausdorff. 

o 

Teorema 1.1.4 Sea K compacto en un espacio topológico X de Hausdorjj, 
entonces K es cerrado. 

DEMOSTRACIÓN. Hay que probar que KC es abierto. Sea y E KC y para toda 
x E K sean Vx y Wy vecindades abiertas de x y de y tal que vxnwy = 0. Como 
K e (UXEX Vx ), existe una subcubierta abierta finita { VX l' VX2 , ••• , VXm } de 
K, sea W = n;=l WYj ' por lo tanto W es una vecindad abierta de y y es 
ajena a K . En consecuencia, KC es abierto. 

o 

Teorema 1.1.5 Toda función f continua y biyectiva de un espacio compacto 
X, en un espacio topológico HausdorjjY, es un homeomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN. Basta probar que f es cerrada. Si E es algún conjunto 
cerrado en X, entonces por la proposición 1.1.2 E es compacto y f(E) 
también lo es. Finalmente, se sigue del teorema 1.1.1 que f(E) es cerrado, 
por lo tanto f es cerrada. 

o 

Otro concepto básico de la topología que se usará es el de conexidad. 

Definición 6 Sea X un espacio topológico y A e X. Se dice que A es conexo 
en X, si no existen abiertos no vacios U y V de X , tal que A e U u V y 
unv = 0. 

También la conexidad es compatible con la continuidad. 

Teorema 1.1.6 Sea X conexo y f : X --+ Y es continua, entonces f(X) 
es conexo en Y. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que f(X) no es conexo en Y por cual 
existen G, H abiertos en Y tales que f(X) e G u H y G n H = 0. En 
consecuencia X = f-l(G) U f-l(H) Y f-l(G) n f - l(H) = 0. Como f es 
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continua, tenemos que f-l(G) y f-l(H) son subconjuntos abiertos de X, lo 
cual es una contradicción ya que X es conexo. 

o 

A continuación se definirán otros conceptos de la topología, como las 
funciones de identificación y los espacios cocientes. 

Definición 7 Una transformación continua f : X --* Y suprayectiva, se 
dice que es una identificación, si un conjunto E e Y es abierto (o cerrado) 
en Y, si sólo si f-l(E) es abierto (o cerrado) en X. 

Teorema 1.1.7 Si f : X --* Y es una tmnsformación abierta o cerrada 
supmyectiva, entonces f es una identificación. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos f abierto, sea E un conjunto de Y tal que 
f-l(E) es abierto en X. Como f es suprayectiva, entonces f[f-l(E)] = E, 
ya que f-l(E) abierto en X y f es abierto, se sigue que E es abierto en Y. 
Analogamente para f cerrado. 

o 

El recíproco del teorema no es cierto. Por ejemplo, se puede construir 
fácilmente una función f : (0,1) --* (0,1) que es una identificación, tal que 
f I¡t,~l= ~ por lo que f no es abierta. Véase figura 1.1. 

[ 
o 

[ ] ] f > 
1/3 2/3 1 

[ 
o 

flft,z6] 
I 

1/2 

Figura 1.1: Las identificaciones no son abiertas 

] 
1 

Teorema 1.1.8 Sea f : X --* Y una identificación y g: Y --* Z, tal que 
9 o f es continua, entonces 9 es continua. 

DEMOSTRACIÓN: Sea h = 9 o f : X --* Z y W un abierto en Z, 
V = g-l(W) Y U = f - l(V), entonces h-1(W) = f-l(g-l(W)) = U. Ahora, 
como h es continua, U es abierto y ya que f es una identificación, V es 
abierto en Y, por lo cual 9 es continua. 

o 
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Obsérvese que si ¡ : X ~ Y es suprayectiva y se tiene una topología en 
X, entonces Y hereda de manera natural una topología que hace que ¡ sea 
una identificación, es decir un conjunto V e Y es abierto, si sólo si ¡-l(V) 
es abierto en X. 

Ahora se verá la proyección natural. Dado X un espacio topológico y 
UiEI Xi una partición de X. Sea Q el conjunto cuyos elementos son los 
subconjuntos Xi, i E J, por lo que la cardinalidad de Q es la misma que la 
de J. A la función p: X ~ Q que a cada x E X le asocia el subconjunto al 
que pertenece se le llama la proyección natural. Si a Q se le da la topología 
de identificación a Q se le llama espacio cociente de X. 

1.2. Transformaciones de Mobius 

En esta sección se presentan los conceptos básicos de la proyección es
tereográfica, de métrica cordal y de la clasificación de las transformaciones 
de M6bius. Es útil incluir el infinito en el estudio de las transformaciones de 
M6bius. 

Definición 8 El plano complejo extendido es el plano complejo junto con el 
infinito, C = ce U { 00 }. 

Si se toma la esfera unitaria §2 = {x E IR3 Ilxl = 1} llamada la esfera de 

Riemann y se proyecta desde el polo norte, se obtiene una biyección con C, 
dada por 

La función inversa esa dada por 

(0,0,1), SI Z = oo. 
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[eL [2], p. 2]. A esta biyección se le llam~ proyección estereográfica. De 
esta manera se obtiene una métrica en e llamada cordal, definida por 
d(zl, Z2) = 17r(Zl) - 7r(z2)1. Un cálculo muestra que 

21 z1 - z21 

2 
si Z2 = oo. 

[cf. [1], p. 22]. Resulta que la métrica cordal define los mismos abiertos en 
e que la métrica euclidiana. 

Las trasformaciones de M6bius están definidas por: 

az+b 
z --t , 

ez+d 

a, b, e, d E e, ad - be f- O. Estas transformaciones de M6bius están definidas 
en el plano complejo extendido e de la siguiente forma: 

a) Si e = 0, se define T(oo) = 00, 

b) Si e f- 0, se define T(oo) = ~ y T ( -~) = oo. 

Usando la métrica cordal se tiene que las transformaciones de M6bius 
son continuas en e [cf. [1], p. 22]. Estas transformaciones de M6bius pueden 
definirse también por las matrices de la forma 

donde las entradas son números complejos y el determinante es 1. A este 
grupo de matrices se la denota por SL(2, e) . 

El grupo PSL(2, e) se define como el cociente de SL(2 , e) sobre su cen
tro ±I d. Usando el primer teorema de isomorfismo de grupos, se le puede 
identificar con el grupo de transformaciones de M6bius complejas. ~e puede 
clasificar a las transformaciones de M6bius por sus puntos fijos en e. 

DefinicióE 9 Sea T una transformación de Mobius que fija exactamente un 
punto en e, entonces a T se le llama parabólica. 
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Es fácil probar que si una transformación de Mübius fija exactamente 
dos puntos, entonces es conjugada en PSL(2, C) a una transformación de la 
forma z ---7 az, con a E C. 

Definición 10 Sea T E PSL(2, C) tal que fija exactamente dos puntos. 
Supóngase que T también es conjugada en PSL(2, C) a la transformación 
S(z) = az, entonces 

a) Si lal = 1, a T se le llama elíptica. 

b) Si a E jR+, a T se le llama hiperbólica. 

c) Si lal # 1 Y a ti. jR+, a T se le llama loxodrómica. 

1.3. Acción discontinua 

Primero se definirá el concepto de acción de grupo en un conjunto. 

Definición 11 Sea G un grupo y X un conjunto. Una acción de G en X es 
una función q; : G x X ---7 X, (g, x) M gx tal que: 

a) (I,x) M x, 

b) (g, q;(h, x)) M q;(gh, x). 

En este trabajo se considerará el caso X = iC y G = PSL(2, C) y la 
acción está dada por (g, z) ---7 g(z). 

Definición 12 Sea G un grupo que actúa en un conjunto X y x E X. Se 
define el estabilizador de x como el subgrupo de G 

Gx = {g E G I g(x) = x} 

y a la órbita de x como 

G(x) = {g(x) E X I 9 E G} . 

Definición 13 Un subgrupo G < SL(2, C) es discreto si dada cualquier 
sucesión de matrices {An} e G tal que An ---7 A, existe no > O tal que 
An = A para toda n :::: no· 
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Intuitivamente esto significa que si pensamos en las matrices C4 , estos 
puntos no se acumulan. En este trabajo solamente se trabajará con grupos 
discretos. 

Definición 14 Un subgrupo G < PSL(2, C) de transformaciones de M6bius 
es discreto si el correspondiente grupo de matrices en SL(2, C) lo es. 

Para iniciar la discusión de discontinuidad se necesita la siguiente defini
ción. 

Definición 15 Sea G < PSL(2, C). Se define el conjunto de puntos límites 
de G, como el conjunto de los puntos w E iC tales que existe z E iC y trans
formaciones distintas gn E G, n E N tales que gn(z) ---1- w. A este conjunto 
lo denotaremos por A( G) o simplemente por A. 

La cardinalidad de los puntos límites separa a los grupos de transforma
ciones de Mübius en dos categorías. 

Definición 16 Sea G < PSL(2, C). Se dice que G es elemental sí A(G) 
consiste de a lo más dos puntos y es no elemental en el caso contrario. 

Resulta que si G es no elemental A( G) es perfecto, esto es que A( G) es 
cerrado y sin puntos aislados. Todo conjunto perfecto no vacío es no numer
able, por lo tanto A(G) es no numerable [cf. [1], p. 97]. La definición de 
puntos límites en el caso no elemental se puede definir de otra manera: Si 
G < PSL(2, C) es no elemental y Ao es el conjunto de puntos fijos de las 
transformaciones loxodrómicas o hiperbólicas de G, la cerradura de Ao es 
precisamente el conjunto límite de G, A(G) [d. [1]' pp. 96, 97]. 

Definición 17 El complemento de A, denotado por n se le llama el conjunto 
ordinario de G. 

Se definirá el concepto de discontinuidad. 

Definición 18 Sea X un espacio métrico y G un grupo de homeomorfismos 
de X en X . Se dice que G actúa discontinuamente en X si dado cualquier 
conjunto compacto K e X, se tiene que g(K) n K =1= 0 para solamente un 
número finito de elementos de G. 
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Resulta que el conjunto donde un grupo discreto actúa de manera menos 
caótica es precisamente f2. 

A continuación se mencionarán algunos resultados que se usarán en el 
presente trabajo, las demostraciones se pueden consultar en [1] o con may
or detalle consultar [9}. Un primer resultado muestra consecuencias casi 
inmediatas. 

Proposición 1.3.1 Sea X en espacio métrico y G un grupo que actúa dis
continuamente en X, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones: 

i) Si ep : X ~ Y es un homeomorfismo, entonces epGep-l actúa de forma 
discontinua en Y. 

ii) Si x E X Y g¡, g2, ... es una colección de elementos distintos de G, 
entonces la sucesión gl (x), g2 (x), ... no puede converger a ninguna y E X. 

iii) Si x EX, entonces el estabilizador Gx es finito. 

Cierto comportamiento de la acción de una transformación de Mübius en 
discos detecta la existencia de puntos límites. 

La conjugación se comporta bien en los puntos límites. 

Lema 1.3.2 Sea G < PSL(2, C) y h E PSL(2, C), entonces 

A(hGh-1
) = h(A(G)). 

Existe otra variación importante del conjunto límite. 

Definición 19 Sea G < PSL(2, C) y lEC. Se define AG(z) (o A(z)) 
como el conjunto de los puntos w E C con la propiedad de que existen 
una colección de transformaciones distintas gn E G, n E N, tales que 
gn(z) ~ w . 

Resulta que si G es no elemental, entonces para toda z E C se tiene que 
A = A(z) [cf. [1], p. 98]. 

A continuación se mostrará la clasificación de los grupos elementales. Los 
del tipo 1 consisten de transformaciones elípticas y son finitos. Estos son 
conjugados a los grupos platónicos, es decir las isometrÍas del tetraedro, del 
cubo, del dodecaedro, etcétera. Los del tipo 2 son aquéllos que contienen 
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órbitas en C que consiste~ de un solo punto. Por último, los de tipo 3 son 
aquéllos cuyas órbitas en te consisten de dos puntos. 

Mostramos una breve descripción de los grupos elementales de tipo 2 y 
3. Los grupos de tipo 2 son de dos subtipos, dependiendo si consisten de 
trasformaciones parabólicas y posiblemente elípticas o de grupos sin trasfor
maciones parabólicas. En el primer caso, al conjugar se puede suponer que 
la órbita que consiste de un solo punto es la del punto al infinito y el grupo 
es de la forma 

Z t---+ wkz + nA + mB, 

donde k, m, n E :lo, O ~ k ~ q, q =1= 5 Y q ~ 6, A Y B son vectores linealmente 
independientes o B = O. 

En el caso de los grupos de tipo 2, al conjugar se puede suponer que 
todos los elementos del grupo fijan a O e 00 por lo que las transformaciones 
son loxodrómicas o hiperbólicas y posiblemente elípticas. En este caso, las 
órbitas que consisten de un solo punto son la del cero y la del infinito, y las 
trasformaciones del grupo son de la forma 

donde a, w E te con lal =1= 1, O, k, n E:lo Y O ~ k < q. 

Finalmente en los grupos de tipo 3, al conjugar se puede suponer que la 
órbita que consiste de dos puntos consta del cero y del infinito y las trans
formaciones son entonces de la forma 

donde k, n E:lo, O ~ k < q. [cf. [1], p. 89] 

Supongamos que G < PSL(2, te) actúa discontinuamente en un dominio 
D y 00 r/: D, entonces G actúa discontinuamiente en D, en la métrica cordal, 
si y sólo si G actúa discontinuamente en D con la métrica euclidiana, ya que 
K es compacto en te si y solo si su proyección en la esfera de Riemann §2 (C) 
lo es. Por otra parte si 00 E D usando la proposición 1.3.1 se puede conjugar 
y el grupo conjugado actúa discontinuamente en un dominio que no contiene 
al 00 y se puede usar la métrica euclidiana. 
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Teorema 1.3.3 Sea G < PSL(2, C), si n =1=- 0, entonces n es el dominio 
máximo de discontinuidad de G, es decir 

i) G actúa discontinuamente en n. 
ii) Si G actúa discontinuamente en un abierto D e C, entonces Den. 

DEMOSTRACIÓN. La demostración para el caso no elemental se puede 
consultar en [1] o con mayor detalle consultar [9]. Probaremos aquí el 
resultado para el caso elemental, consideramos cuatro casos: 

i) Si G es de tipo 1. Como el grupo es finito, entonces evidentemente n = C. 
ii) Si G es de tipo 2 con elementos parabólicos, usando la proposición 1.3.1 
podemos suponer que el grupo es de la forma z M wk 

Z + nA + mB, con 
k, m, n E Z, O ::; k ::; q, q =1=- 5 y q ::; 6, donde A y B son dos traslaciones 
linealmente independientes o B = O. 

Se afirma que dada r > O existe una No E N tal que si Inllml 2 No, 
entonces 

InA+mBI > r . 

Se mostrará que la afirmación implica el teorema. Dado un compacto K, 
se puede tomar un disco D = { Izl < r I z E C } tal que K e D y basta 
probar que g(D) n D =1=- 0 para un número finito de transformaciones. 

Ahora para toda z E D, -lzI > -r y usando la afirmación 

InA + mBI > 2r, 

si Inllml 2 No, No E N, por lo que 

Iz+mA+nBI2InA+mBI-lzl > 2r-r = r 

lo cual muestra que g(D) n D =1=- 0, para solamente un número finito de 
traslaciones. En el caso de que el grupo tenga también elípticas, como éstas 
son un número finito de rotaciones, se obtiene que g(D) n D =1=- 0, solamente 
para un número finito de transformaciones en G y G actúa discontinuamente 
en el plano complejo. 

Ahora mostramos la afirmación. Sin pérdida de generalidad, los vectores 
A y B forman entre si un ángulo agudo, entonces 

si solo si 
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si n y m son del mismo signo, esto se cumple para 

21 12 2 · r. r m B > r, l.e. m > IBI o SI n> IAI · 

Si n, m son de signo opuesto, tomando cos 8 < 1 - é, se tiene que 

n21AI2 + 2nmcos81AIIBI + m21BI2 

> n21AI2 + 2nm1AIIBI(1 - é) + m21BI2 > r 2 

si sólo si 
m 2 r 2 

n
2
x + 2(1 - é)nm + --;- > IAIIBI' 

donde x = 1~\. Esta última desigualdad es 

tomando a Inllml > No suficientemente grande tenemos que 

-nm> 2éIAIIBI. 

lo cual prueba la afirmación. 
Otra manera de probar la afirmación es observar que los vectores A y B 

generan un paralelogramo que podemos llamar Ro,o y al trasladarlo obtene
mos paralelogramos Rn,m, n, m E Z. Es evidente que estos paralelogramos 
cubren C. Tomando un punto Zn,m en el interior de cada paralelogramo Rn,m, 
se sigue que solamente un número finito de paralelogramos cubre B(O, r), ya 
que se sigue del teorema de Weierstrass. [d. [3], p. 40] 

iii) Si G es de tipo 2 con elementos loxodrómicos o hiperbólicos y posiblemente 
elípticos. Usando la Proposición 1.3.1 podemos suponer que el grupo es de 
la forma 

donde a, w E e, lal > 1, O, k, n E Z yO::; k < q [d. [4], p. 89J. 
Dado K compacto en e - {O} existen TI , r2 E lR+ tal que el anillo 
A = { z E C I TI < Izl < r2 } contiene a K como subconjunto, si T( z ) = a z, 
z E A, M E lR+ Y T2 < M, se tiene que Irn(z)1 = lanzl > lanTll > M, 
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M 
como lanl ----* 00 , existe No tal que si n > No, se cumple lanl > y 

TI 

m(K) n K = 0, si n > No. 
Aplicando ahora las interacciones de T-1 y tomando O < é < TI, se 

tiene que 
IT-n(z )1 = la-nzl < la-nT21 < é, 

como la-ni ----* O, existe No E N, tal que si -n < -No, se tiene 

é la-ni <-, 
T2 

etcétera. Finalmente como el grupo solo puede tener un número finito de 
transformaciones elípticas, se sigue que g(A) nA =1= 0 (y también se sigue 
que g(K) n K =1= 0) para un número finito de transformaciones. Por lo tanto 
el dominio de discontinuidad n es <C - {O}. 

iv) Si G es de tipo 3, el grupo tiene transformaciones loxodrómicas o hiperbóli
cas y posiblemente elípticas. Usando la proposicion 1.3.1, se puede suponer 
conjugando que el grupo es de la forma 

donde k, n E Z, O :S k < q. [cf.[B] p. 89]. Dado un compacto K E <C - {O} 

existe un anillo A = { z E <C I r < Izl < ~ }, tal que A contiene al compacto. 

De manera análoga al caso anterior se sigue que solamente para un número 
finito de transformaciones se tiene que g(A) nA =1= 0. 

o 

Obsérvese que si G actúa discontinuamente en C, entonces A(G) = 0 y 
G sería necesariamente discreto y elemental de tipo 1, es decir finito, y la 
condición g(C) = C se cumple solamente para un número finito de transfor
maciones, lo cual muestra la consistencia de la ~efinición de acción discon
tinua cuando se usa la métrica cordal, ya que <C es compacto y para todo 
grupo G < PSL(2, <C), si 9 E G g(C) = C. 

Usando la Proposición 1.3.1 inciso ii) se sigue de la demostración an
terior que los grupos elementales tienen uno (o dos puntos) límite, ya que 
n = iE - { a} (o n = C - {a, j3 }), donde a es el punto fijo parabólico 
(o a, j3 son los puntos fijos de las transformaciones loxodrómicas o hiperbóli
cas) y evidentemente a (o a y j3 son los puntos límites). También se tiene 
que los que son de tipo 3 tienen dos puntos límites, ya que n = C - {a, j3}. 
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Obsérvese que la prueba del Teorema 1.3.3 inciso iii) implica que si K es 
un compacto en e - {a, ,8} y T es el generador loxodrómico o hiperbólico 
de G con puntos fijos a y ,8, entonces m(z) converge uniformemente a a en 
K, donde a es el atractor, cuando n ----t oo. Se tiene un resultado análogo 
para los grupos de tipo 3. 

Teorema 1.3.4 Sea G < PSL(2, <C) y suponga que n =1=- 0; sz z E n, 
entonces el estabilizador Gz es cíclico finito. 

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema anterior G actúa discontinuamente en n y 
por el inciso iii) de la proposición 1.3.1, se tiene que Gz es finito y por lo tanto 
Gz consiste de transformaciones elípticas. Conjugando se puede suponer que 
Gz es un grupo de rotaciones. Se afirma que G contiene una rotación de 
ángulo mínimo, de otra manera existe hn (z) = é~n tal que si n ----t 00 Y 
hn(z) ----t Id, entonces el grupo no sería discreto. Ahora supongamos que 
g( z) = é r z es una rotación de ángulo menor, entonces si h( z) = é~ z es 
otra rotación en Gz , si na < , < (n + 1) a, aplicando h-n(z) = ei(-na)z, 
entonces h-ng(z ) = ei(-y-na)z sería una rotación de ángulo más pequeño, ya 
que O < , - na < a, por lo tanto Gz es cíclico. O 

Para la demostración del siguiente teorema se necesita el siguiente lema, 
el cual se puede consultar en el capítulo 4 del [cf. [1], p. 68]. 

Lema 1.3.~ Sean h, 9 E PSL(2, <C) tales que tienen un punto fijo a en 
común a E <C pero que no fijan a los mismos puntos, entonces el conmutador 
es parabólico con punto fijo a. 

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad a = 00, es decir h(z) = az + b 
y g(z) = az +,8. Calculamos el conmutador 

= z +k, 

donde k es constante, es decir el conmutador es una traslación. 
O 
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Teorema 1.3.6 Sea G < PSL(2, C) discreto, tal que !1 # 0, entonces para 
toda z E !1 existe una vecindad abierta N e !1 tal que 

g(N) = N s't g(z) = z, 

g(N) n N = 0 S't g(z) # z. 

DEMOSTRACIÓN. Primero se probará el caso z=O. Como O E n se sigue 
del lema 1.3.5 y del teorema 1.3.4 que el subgrupo estabilizador Go es 
cíclico finito y sin pérdida de generalidad, conjugando se puede suponer que 
el segundo punto fijo es 00, es decir que Go es un grupo de rotaciones. 

Sea B el disco abierto {z E te I Izl < é}, tal que B e !1. Como G 
actúa discontinuamente en !1, tenemos que g(B)nB # 0 para un número 
finito de transformaciones 9 E G - Go, llamemos a estas transformaciones 
g¡, g2, ... , gn· Sea r = min { Igk(O)1 > O I 1 :s; k :s; n } y D el disco 
{ z I Izl < ~ }. Para cada una de las gk por continuidad podemos tomar 
un disco abierto Nk con centro en O tal que gk(Nk) n D = 0 y Nk e D. 
Finalmente tomando el disco abierto 

n 

Se sigue que si Ig(O)1 > O, entonces g(N) n N = 0 y si g(O) = O, entonces 
g(N) = N. 

Se demostrará el caso general. Sea z E !1(G), el subgrupo Gz fija a z y a 
...... u- z 

otro punto w E C. Sea <p(u) = -- y G' = <pG<p-l, por el lema 1.3.2 
u-w 

de invariabilidad bajo conjugación se tiene que !1(G' ) = <p(!1(G)). Además 
se tiene que <pGz<p-l = G~(z). 

Aplicando el primer caso al grupo G' existe una vecindad 

N' e !1(G' ) = <p(!1(G)) 

de <p(z) = O, tal que 

=N, SI <pg<p-l (O) = 0; 

= 0, SI <pg( z) #0. 
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y 
<pg<p- l(N) n N = 0, si <pg(z) -1 o. 

Finalmente <p-l(N') = N es una vecindad abierta de z y se sigue fácilmente 
que 

si g(z) = z, entonces g(N) = N, 

si g(z) -1 z, entonces g(N) n N = 0. 

o 

Las vecindades descritas en el teorema anterior se les llama estables, estos 
conjuntos se discutirán posteriormente. 

r I ____ 
,/,/ gk(Nk~,\9k(D) 

í~--"\ \ 
\ 9,(0) ) ) 
,,>~ / 

Figura 1.2: Vecindades estables. 

1.4. Métrica hiperbólica 

Introducimos algunos conceptos básicos de las métricas hiperbólicas en el 
disco 

~ = {zEqlzl < l} 
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y en el semiplano superior 

H 2 = {x+iy lO < 1mz} . 

Definición 20 Sea A una región en IRn. Una densidad en A es una función 
continua>. : A --+ IR+ . 

Definición 21 Sea>. una densidad en A e IRn y , una curva de clase C 1 

en A, se define la >. - longitud de , como 

h(r) = ¡b >.(r(t)) Ir'(t) I dt. 

Se extiende esta definición de manera natural a curvas de clase C1 por 
tramos. 

Definición 22 Sea>. una densidad en A, se define la >. - distancia de Zl a 
Z2 puntos en A, como 

P.x(Zr, Z2) = inf-yl.x(r), 

donde el ínfimo es sobre todas las curvas, de clase C1 por tramos que unen 
Zl con Z2· 

Resulta que esta distancia define una métrica en A [cf. [1], p. 7]. 
Usando densidades se pueden definir dos modelos del plano hiperbólico: el 
disco ~ = {z E e I Izl < 1} con densidad 

2 
O"(w) = 1-lw12 

y el semiplano superior JHI2 = {x + iy I O < 1m z} con densidad 

1 
>.(z) = -1 -. 

m z 

Estos dos modelos son isométricos. Para mostrar esto se necesita primero 
una definición. 

Definición 23 Sea A abierto en IRrt y f : A --+ IRn diferenciable. Se dice 
que f es conforme en Xo E A, si D f(xo) es el producto de una matriz orto
gonal por una matriz escalar k 1, k E IR+. Al número k se le llama factor de 
conformalidad y se denota por j-t¡(xo). 
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Obsérvese que dadas A y B regiones en lRn
, f : A ~ B una biyección 

conforme y una densidad >. : A ~ lR+, se puede definir otra densidad (j en 
B, de tal manera que f sea una isometrÍa. Esto se obtiene definiendo en B 
la densidad 

>.(x) 
(j(f(x» = -(-) . 

/-tI x 

Se sigue que f es una isometría, ya que si , : [a , b] ~ A es una curva de 
clase C l 

Como toda curva en B es de esta forma, se sigue la afirmación. De esta 
observación se sigue que la función 

f( z ) = z - ~. 
z+~ 

es una isometrÍa de JH[2 en 6. [d. [1] . p. 41] 

Al disco unitario 6. con métrica hiperbólica se le llama el disco de Poincaré. 
Usando esta métrica se puede definir también el área. 

Definición 24 Sea A una región en 6., entonces el área hiperbólica de A 
está dada por 

h - área(A) = J ¡ (1 _ ~ZI2)2 dx dy. 

En algunos casos es necesario usar la integral de Lebesgue. 



Capítulo 2 

Superficies de Riemann 

2.1. Nociones básicas 

De manera intuitiva una superficie de Riemann es un espacio que local
mente es como el plano complejo. 

Definición 25 Una superficie de Riemann es un espacio topológico conexo 
de Hausdorff M, tal que existe una familia { (1)j, Uj ) I j E J} que cumple las 
siguientes condiciones: 

a) {Uj I j E J} es una cubierta abierta de M. 

b) Cada 1>j es un homeomorfismo de Uj en un subconjunto abierto del plano 
complejo. 

c) Si U = Ui n Uj =1= 0, entonces 1>i1>j l : 1>j(U) ---+ 1>i(U) es una transfor
mación analítica. 

Obsérvese que en el inciso e) la función 1>i1>j l no sólo es analítica sino 
que también es conforme, ya que la inversa 1>j1>¡l es analítica. A las parejas 
{ (1)j, Uj ) I j E J} se les llama cartas coordenadas y a la familia de éstas se 
le llama atlas . 

Definimos ahora el concepto de analiticidad entre superficies de Riemann. 

19 
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Figura 2.1: Funciones de transición. 

Definición 26 Sean M y N superficies de Riemann y ¡: M -t N 
una transformación continua, supóngase también que M tiene un atlas 
{(</>j,Uj ) I j E J} y que {(1/Jk, Vk) I k E K} es el atlas de N, se dice que ¡ 
es analítica, si cada transformación 

1/Jkf</>jl : </>j(Uj n ¡-l(Vk)) -t e 
es analítica, donde Uj n ¡-l(Vk) =1- 0. 

U sando el inciso e) de la definición 25 para checar la analiticidad de 
¡, basta hacerlo para subatlas de M y de N que cubran ambas superficies 
respectivamente. Esto se sigue ya que dada x E Uil tal que f(x) E Vk , se 
puede tomar una vecindad U de x, tal que U e Uj n UI , donde (</>1, UI ) 

está en el subatlas de M, (1/Ji, Vi) está en el subatlas de N y U e f-l(VknVi). 
De esta manera como 
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Figura 2.2: Funciones analíticas entre superficies de Riemann. 

se sigue que f es analítica en una vecindad de x, al ser composición de 
funciones analíticas. 

Definición 27 Sean 'Y y (J dos curvas en una superficie de Riemann M tal 
que se intersectan en x E M, se dice que estas curvas forman un ángulo 
() E M, si dada una carta coordenada (4Jj, Uj ), tal que x E Uj, se tiene 
4Jj(¡ n Uj) y 4Jj((J n Uj) se intersectan en un ángulo () en 4Jj(Uj ). 

Para mostrar que la definición no depende de la carta coordenada, sea 
(4Ji, Ui) otra carta coordenada tal que Ui n Uj = U =1- 0 y x E U, donde 
x es la intersección de las dos curvas en la superficie de Riemann, ahora 
como 4Ji4Jj l es conforme se tiene que 4Ji4Jj l(4Jj(¡ n U)) y 4Ji4Jj l(4Jj((J n U)) 
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se intersectan formando un ángulo () en 1:>i(X). Por lo que la definición no 
depende de la carta coordenada. 

Mostraremos ahora un ejemplo de una superficie de lliemann. Sea 
M = e u {oo} con atlas dado por las cartas coordenadas (1:>b UI ) y (1:>2, U2 ), 

donde 

y 

UI = te, 

1:>1(Z) = Z 

U2 = {oo} U {z E te I z # O}, 

1:>2(Z) = {~' 
O, 

si z =1= 00; 

SI Z = oo. 

Ahora si z E UI n U2 , entonces 

que es analítica en 1:>l(UI n U2) = te - {O} . Análogamente 

que también es analítica en 1:>2(UI n U2) = te - {O}. 

Obsérvese que una superficie de lliemann es conexa por trayectorias. Esto 
se sigue ya que un espacio topológico, que es conexo y localmente conexo por 
trayectorias, es necesariamente conexo por trayectorias [d. [12], p. 89J . Este 
último hecho es consecuencia de que las componentes por trayectorias son 
abiertas. 

Si M es una superficie de Riemann y Wj E M, j = 1, 2, ... , n tal que 
n < 00 entonces M - {WI, .. . , wn } es también una superficie de Riemann. 
Para probar esto basta con mostrar que M - { WI} es también una superficie 
de Riemann. Evidedentemente M - { WI} es también conexa por trayectorias. 
Ahora si WI E Uj n Ui es claro que 1:>: Uj - { WI} ----1- te es un homeomor
fismo en un abierto 1:>j(Uj ) - c/>j(Wl) y también la función 1:>i1:>j l es analítica 
en 1:>j (Uj n Ui - {Wl} ). Por lo tanto M - { WI} es una superficie de Riemann. 
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Proposición 2.1.1 Sea f : M ~ N una transformación analítica no 
constante entre dos superficies de Riemann M y N entonces f es abierta, 
es decir que transforma subconjuntos abiertos de M en subconjuntos abiertos 
enN. 

DEMOSTRACIÓN. Se afirma que f no es localmente constante. Suponien
do cierta la afirmación, sea U un abierto de M, se puede suponer que 
U = Uj,k(Ujnf-1nU) donde (4)j, Uj ) y ('l/Jk, Vk) son cartas coordenadas de !vI 
y de N respectivamente. Si denotamos a los conjuntos abiertos (Uj n f-1 n U) 
por Wj,k y como 4>j es un homeomorfismo se tiene que 4>j(Wj,k) también es 
abierto. Ahora, como las funciones analíticas no constantes son abiertas [cf. 
[4], p. 419] se sigue que la función 'l/Jkf4>j 1(4)AWj,k)) es abierta. También es 
abierta 'l/Jkf4>¡I(4)j(Wj,k)) = f(Wj,k). Por consiguiente en un conjunto abierto 
de N, Uj,k f(Wj,k) = f(Uj,k(Wj,k)) = f(U) es abierto. 

o 

Falta probar la afirmación. Si f es constante en un abierto W de M, sea 
Z E W y Zo E M - W. Sea l' una trayectoria con abiertos W 1 , W 2 , .. . , W m tal 
que cada uno de ellos es de la forma Uj n f-l(Vk ) y que Z E W1 . Se sigue 
entonces del principio de continuación analitíca (cf. [4], p. 384) que f es 
constante en W n W 1 y por lo tanto en W 1 . Este principio establece que si 
f, 9 son funciones analíticas en una región A y f(zn) = g(zn) donde Zn -+ a 
tal que zn E A y a E A entonces f _ 9 en A. 

Este principio implica también que f es constante en W 1 n W2 y por lo 
tanto en W 2 ; iterando este proceso se tiene que f(z) = f(zo) contradiciendo 
que f no era constante. Por lo tanto f es constante en todo M lo cual es una 
contradición ya que f únicamente era constante en un abierto W de M. Por 
lo que la afirmación es cierta, es decir que f no es localmente constante. 

Proposición 2.1.2 Sea f : M ~ N una transformación analítica no 
constante, donde M y N son superficies de Riemann, si M compacta entonces 
f es sobre. 

DEMOSTRACIÓN . Como M es un conjunto compacto y f es continua, en
tonces f(M) es compacto y por lo tanto también es cerrado. Por otra parte, 
por la proposición 2.1.1. f es abierta, por lo cual f(M) es un conjunto abier
to . Finalmente como N es un conjunto conexo, necesariamente f(M) = N. 
Por lo tanto f es sobre. 

o 
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2.2. Superficies de Riemann como cocientes 

Podemos ahora enunciar y probar uno de los resultados principales del 
trabajo, éste establece que el espacio cociente del dominio de discontinuidad 
es una superficie de Riemann. 

Teorema 2.2.1 Sea D un subdominio de e y G < P SL(2, C) tal que actúa 
discontinuamente en D, entonces DI G es una superficie de Riemann, donde 
DI G es el espacio de identificación obtenido al identificar las órbitas. 

DEMOSTRACIÓN. Probaremos primero que DIG es conexo por trayectorias. 
Para esto sean WI, W2 E DIG, por lo que existen Zb Z2 E D, tal que 
7r(Z1) = W1 y 7r(Z2) = W2. Como D es conexo y es localmente conexo por 
trayectorias, entonces es conexo por trayectorias, por lo que existe una trayec
toria, tal que une a Z1 con Z2. Por lo cual 7r({) es una trayectoria en DIG 
que une a W1 con W2, ya que 7r es continua 

Resulta que 7r es una transformación abierta. Para demostrarlo, sea A 
abierto tal que A e D, si 9 E G, se tiene que g(A) es abierto por ser 9 un 
homeomorfismo y por consiguiente 

U g(A) 
gEG 

es abierto. Por lo cual7r(A) es abierto, ya que su imagen inversa es el abierto 
definido en U9EG g(A) y 7r es de identificación. 

Probaremos ahora que DI G es Hausdorff, para esto usaremos la métrica 
cordal. Sean Z1, Z2 dos puntos distintos en D, 0< r < 1, 

y 
r r 

An = { Z I dc(z, Z1) < -}, Bn = { z I dc(z, Z2) < -}, n ~ 1. 
n n 

Si 7r(An) n 7r(Bn) i= 0 para toda n, entonces existe Wn E An y gn E G, tal 
que gn(Wn) E Bn . Sea K = K 1 U K 2, entonces como K es compacto 

gn(K) n K i= 0 

para un número finito de transformaciones gn ya que G actúa discontinua
mente en D, por lo tanto {g1, g2, ... } es finito. Por consiguiente existe una 
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subsucesión gnk' k --+ 00, donde gnk = g. Obsérvese que wnk --+ ZI Y 
g(wnk ) --+ Z2, ya que g(wnk ) E Bnk' Ahora g(ZI) = límk-Hx>g(wnk) = Z2. 

Si 7r(ZI) =1= 7r(Z2) esto implica que no existe ninguna transformación 
9 E e, tal que g(ZI) = Z2. Por lo tanto existe N tal que si m > N 
7r(Am ) n7r(Bm ) = 0. Por lo tanto como 7r es abierta, se sigue que Die es de 
Hausdorff. 

A continuación se hará la construcción del Atlas. Usando el teorema 1.3.6 
si Z E D, existe un disco abierto Nz , tal que Nz e D y 

SI g(z) = z; 

si g(z) =1= z . 

Obsérvese que Nz - {z} no contiene puntos fijos de e. Si h fija un punto 
de N z , h es necesariamente elíptica. Por la descripción anterior h( z) = z, 
también h(óNz ) = óNz , por lo que óNz es un circulo de Apolonio y es claro 
entonces que el otro punto fijo no está en N z . [cf. [5], p. 28] 

Ahora construimos las transformaciones de transición. Si w E D es un 
punto fijo, sea a una transformación de Mübius tal que a(w) = O Y 
a(Nw ) = ~, donde ~ es el disco unitario. Si el estabilizador ew es de orden 
n, éste es generado por alguna transformación 9 elíptica y 

1 2,..i 
aga- (z) = zen , z E ~. 

Para cada uno de estos puntos fijos se definen cartas coordenadas como 
(1)w,7rw(Nw)), donde 7rw es la restricción de 7r a Nw y 1>w = qwaw(7rw)-I, 
donde q( z) : ~ --+ ~ esta dada por q( z) = zn. Para los puntos w que no 
son puntos fijos, se definen cartas coordenadas como (aw(7rw)-I, 7rw(Nw)). La 
figura 2.3 muestra la transformación 1>w. 

Probamos ahora que 1>w = qwaw(7rw)-1 es un homeomorfismo. Esto es 
evidente si w no es un punto fijo elíptico, si w sí lo es checamos primero la 
biyectividad. Un punto 7rw (z) E 7rw(Nw ) bajo 7r~1 va a n puntos gk(z) en Nw 
y para toda z E Nw tenemos que 

donde k E {O, 1, ... ,n - 1} y la composición no depende de la k. Por 
lo que un punto 7rw(z ) E 7rw(Nw) es mandado a un solo punto en el 
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l= q cr (1t,,,5' 

I 

Figura 2.3: La función analítica 4Jw del atlas. 

D 
G 

disco ~ bajo qwO"w. Por lo tanto 4Jw es la biyección de 7rw(Nw) en ~, ya que 
evidentemente 4Jw es suprayectiva. 

Mostramos que 4Jw es continua. Tenemos que 4Jw = qwO"w(7rw)-l, es decir 
4Jw7rw = qwO"w Y 7rw es de identificación. Se sigue del teorema 1.1.8 que 4Jw 
es continua. 

Finalmente para mostrar que 4Jw es un homeomorfismo, basta demostrar 
que q es abierta, ya que O" lo es y la preimangen de un abierto bajo 4Jw es 
abierta ya que 4Jw es continua. Se checa facilmente que qw(z) = zn es una 
función abierta o si se quiere, esto se sigue ya que las funciones analíticas son 
abiertas [cí. [4], p. 419] . Por lo tanto 4Jw es un homeomorfismo. 

Ahora se verá que las funciones de transición 

son analíticas en A e ~, donde A = 4J11.(7r11. (N11. ) n 7rv (Nv )) 

Supongamos primero que u y v son puntos fijos elípticos G-equivalentes. 
Sean 0u E Nu-{u}, 0v E Nv-{v}, tales que 7r(011.) = 7r(ov) = o, obsérvese 
que 0 1, y 0v no son puntos fijos elípticos. Sea 9 E G tal que 9(011.) = 0v, 

entonces en una vecindad de 0u coinciden 7rv9 Y 7ru, es decir 
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Ya que a u y av no son puntos fijos elípticos, entonces 1rv es uno a uno en 
una vecindad de av , por lo que hay una inversa local, tal que 1r;l(a) = av 

en una vecindad de a. Aplicando 1r;1 se tiene 

en una vecindad de a. Por lo que 1r;l1ru es analítica en una vecindad de a u . 

Mostramos la analiticidad de <Pv<p:;;I, u =1= v, para los puntos que no son 
fijos y para u, v =1= oo. 

La composición es analítica, ya que 1r;l1ru es analítica, O"~l, O"v son de 
M6bius y qv es analítica. Falta mostrar que q~l(Z) = zl/n, z E ~, es tam
bién analítica. Tomando un semirrayo L en ~ que no contenga al punto 
quO"u(au), se define la rama de logaritmo z ----1- e~logz de tal manera que 
esta función sea holomorfa en ~ - L, lo cual muestra que q~l es holo
morfa para toda z E A - {O}, ya que se pueden considerar distintos 
semirrayos. Esto muestra que la composición es holomorfa en A, ya que 
la composicióil <Pv<p:;;I es holomorfa en A e t:.., salvo quizá en O, sin embargo 
como la imagen de esta función está contenida en ~, se sigue que está acota
da y que O es una singularidad removible [d. [4], p. 249]. Por lo tanto <Pv<p~l 
es analítica en A. La figura 2.4 ilustra la analticidad de las funciones de 
transición. 

En el caso de u o v sean 00, por ejemplo si u = 00, entonces 

esta composición no es analítica en el sentido usual, ya que no podemos decir 
que 1r;l1roo es analítica, pero es de M6bius y también O" lo es. Por lo tanto 

es una función de M6bius del disco en el disco, lo que implica que es analítica. 
Por lo tanto <Pv<p~l lo es. 

Si u o v no son puntos fijos elípticos G-equivalentes (1ru(Nu) n 1rv(Nv)) 
consisten de puntos no elípticos ( es decir sus preimágenes en D no los fija 
ninguna transfomación en D salvo la identidad) y en estos casos los argu
mentos de arriba muestran que 1r;l1ru es analítica en A. 

o 
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J2. 
G 

Figura 2.4: La analiticidad en las funciones de transición. 

Obsérvese que la función descrita en la prueba anterior 7r : D ~ DIG es 
analítica, como función entre superficies de Riemann, donde D está provista 
con la estructura trivial, si 00 ti. D Y con la estructura de la esfera si 00 E D 
(como en el ejemplo de la sección 2.1). Por lo que si D e <e, en una vecindad 
Nw (como en la prueba del teorema de cociente) se tiene que 

es holomorfa. En el caso que 00 E D , sea f (z) = 11 z el homeomorfismo de 
la carta coordenada, como la analiticidad se checa localmente, basta suponer 
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que 00 E Nw . Entonces 

es holomorfa, ya que a f es una transformación de M6bius que va del disco 
en el disco y con esto se muestra la analiticidad de 7r. 

2.3. El grupo de una superficie de Riemann 

Hay un resultado recíproco del teorema 2.2.1 del cociente para el cual 
se requieren ciertos resultados de la topología algerbráica y el teorema de 
uniformización de Riemann que no probaremos en este trabajo, sin embargo 
describiremos estas ideas. Para enunciar el resultado se necesita primero la 
siguiente definición de la topología algebráica. 

Definición 28 Sea p : E ----t X una función continua entre dos espacios 
topológicos, se dice que E es un espacio cubriente de X si para toda x E X se 
tiene una vecindad N de x, tal que p-l (N) es la unión disjunta de conjuntos 
abiertos de E los cuales se proyectan homeomórficamente en N por p. 

El conjunto N de la definición anterior se dice que está parejamente cu
bierto. Se dice que un espacio cubriente E es la cubierta universal de X, si E 
es simplemente conexo. No definiremos de manera formal que significa que 
un espacio topológico sea simplemente conexo. Intuitivamente un espacio es 
simplemente conexo si toda curva cerrada se puede contraer a un punto. 

Necesitamos algunos fundamentos más de la topología algebráica. De 
manera análoga a como se define una superficie de Riemann, una n-variedad 
topológica es un espacio Hausdorff, que localmente es homeomorfo a abier
tos en Rn cuyas funciones de transición son continuas. Evidentemente una 
superficie de Riemann es una dos-variedad topológica. 

Teorema 2.3.1 Sea M una variedad topológica, entonces M tiene una cu
bierta universal. 

Una demostración se puede consultar en [8] p. 24. Ahora enunciamos el 
resllltado recíproco del teorema 2.2.1. 
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Teorema 2.3.2 Dada una superficie de Ri~mann R se puede construir una 
superficie de Riemann simplemente conexa R, que es una cubierta universal 
de R. 

DEMOSTRACIÓN. Como R es una 2-variedad por ser sup~rficie d~ Riemann, 
existe una cubierta universal de R que denotaremos por R. Si 7r : R --+ R es 
la proyección, dado un atlas {(<Pi, Ui,)1 i E J} en R, mostramos que Él tiene 
una estructura analítica que la hace su erficie de Riemann. Sin pérdida de 
generalidad, Ui se puede suponer parejamente cubierto. En caso de no estarlo 
se toman abiertos más pequeños que cubran a Ui que si lo estén (denotamos 
por Ui ,k, k E Ji, a las preimagenes de 7r). De esta forma se obtiene un altas 
de Él como {( <Pi7r, Ui,k) 1 i E J, k E Ji}. Ahora las funciones de transición son 
analíticas, ya que éstas están dadas por 

<Pj7r(<Pi7r) - l = <Pj7r7r- 1<p¡1 = <pj<p¡l. 
~ 

Por consiguiente R es una yuperficie de Riemann y su estructura la hereda de 
R . Obsérvese que por ser R superficie de Riemann, las funciones de transición 
son además de analíticas conformes. 

o 

Probaremos que existe un grupo de transformaciones de Móbius G que 
preservan a Él y que Él/ G es conformemente equivalente a R. A conti
nuación definimos el concepto de transformaciones cubrientes. 

Definición 29 Sea (X ,p) un espacio cubriente de un espacio topológico 
X, el grupo de transformaciones cubrientes consiste de los homeomorfismos 
g : X --+ X, tales que hacen conmutativo el siguiente diagrama. 

X ~ X 

(2.1) 

Usaremos el teorema de uniformización de Riemann que describe como 
son las superficies de Riemann simplemente conexas. Una demostración se 
puede consultar en [6] pp. 215-228 o en [7] pp. 143, 144. 

Teorema 2.3.3 (De Uniformización) Sea R una superficie de Riemann 
simplemente conexa, entonces R es conformemente equivalente a la esfera 
e (82), o al plano complejo e, o al disco unitario ~ . 
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Obsérvese que si R es la cubierta universal de una superficie de Riemann 
R, entonces R es la esfera e, el plano C o el disco unitario ~. Más aún, 
las transformaciones cubrientes son biyecciones analíticas conformes. Para 
mostrar esto, sea f : R ---+ R una transformación cubriente y z E R, 
w = f(z), entonces se pueden tomar vecindades abiertas Uj de z y Uk de 
w, tal que f(Uj) = Uk y 7rj(Uj ) = 7rk(Uk) = U, donde U es parejamente 
cubierta. Se puede suponer también que R tiene como carta coordenada 
la pareja (ep, U). Por consiguiente al levantar la estructura de superficie de 
Riemann de R a R (como en la prueba del teorema 2.3.2) se tiene 

(véase la figura 2.5), es decir con estas cartas coordenadas las transfor
maciones 5:ubrientes localmente son la identidad y por lo tanto f es analítica 
de R en R con la e~ructura heredada de R. Sin embar~o, por el .!.eorema 
de uniformización R es conformemente equivalente a RE, donde RE es el 
mismo espacio que R pero con la estructura trivial. Sea 9 : R ---+ RE dicha 
biyección conforme, por lo que se tiene que 

R -4 (2.2) 

donde h = gfg-l, entonces h es composición de transformaciones analíticas 
(entre superficies de Riemann), por lo tanto es analítica con el atlas trivial, 
es decir en el sentido usual. Se puede por lo tanto remplazar a RE por R 
en toda la discusión, ya que 9 es un homeomorfismo y se obtiene que las 
transformaciones cubrientes son analíticas. 

Recordamos ahora el teorema del mapeo de Riemann, una demostración 
se puede consultar en [5] p. 222. 

Teorema 2.3.4 Sea A una r-egión simplemente conexa, tal que A i C, 
entonces existe una biyección confoTme f : A ---+ ~. Mas aún, si Zo E A, se 
puede suponer- f(zo) = O Y f'(zo) > O, con tales especificaciones f es única. 

Vemos a continuación que las biyecciones conformes de la esfera en la 
esfera, del disco en el disco y del plano en el plano son de Mübius. 
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1tj(~ 
R 

Figura 2.5: Las transformaciones cubrientes son biyecciones analíticas 
conformes. 

Teorema 2.3.5 Cualquier biyección conforme del disco b. en el disco b. es 
de Mobius. 

DEMOSTRACIÓN. Sea f una biyección conforme de b. en b. tal que f(zo) = O 
f'(zo)·o· i(J • 

con Zo E b. Y If'(zo) I = el > O. Comporuendo a f con <p(z) . ze- SI 

g(z) = <pf(z), se tiene que h(z) = z_ - Zo l' esta función es evidentemente 
-zoz+ 

de Mobius y h(z) = O. Si Izl = 1, se tiene 

Ih(z)1 = I z - Zo I = ~ Iz - Zol = Iz - zol = 1 
-zoz+l Izll-zoz+ll l-zoz+zl 

y h(zo) = O, por lo cual h(b.) = b.. 

Ahora, h'(zo) > O ya que 

, 1 - Izol2 
h (z) = ( -)2' 1 - ZoZ 

y si z = Zo, entonces 

h'(zo) = 1 _ ~z012 > O. 
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Se sigue entonces de la unicidad en el teorema del "mapeo" de Riemann que 
h = g, lo cual implica que f es de M6bius. 

o 

Definición 30 Sea f una función holomorfa en una vecindad de 00, si f 
esta definida en 00 , se dice que f es holomorfa en 00 (o que f tiene un polo 
de orden k en 00), si 

g(z) = f (~) 
es holomorfa en una vecindad del cero (o tiene un polo de orden k en cero). 

Lema 2.3.6 Sea f entera en C, tal que f(oo) = 00, entonces f es 
necesariamente un polinomio. 

DEMOSTRACIÓN Como f tiene un polo de orden k en 00, si g(z) = f(ljz), 
entonces se sigue de los resultados básicos sobre polos de la variable 
compleja que 

1 1 . . 
en D(O, E) - {O}, E> O [d. [4], p. 250J. Sea R = - y w = -, por consIgUIente 

E z 

I f~~) 1< M, si Iwl > R, es decir, If(w)1 < Mlwkl 

si Iwl > R. 
Finalmente, se sigue del teorema de las desigualdades de Cauchy [d. [4], 

p. 172J que si RI > R Y n > k, n E N 

n!M 
Rn - k 

1 

Ahora, si Rl --700, entonces Ifn(O)1 --7 O, por lo cual fn(O) = O para toda 
m > k Y P es constante en una vecindad del cero y por lo tanto se sigue que 
es constante en el plano por el principio de continuación analítica [cf. [4], p. 
384J. Integrando k veces se obtiene que f es un polinomio. 

o 

Teorema 2.3.7 Cualquier· biyección meromorfa de la esfera de Riemann en 
si misma es de M obius. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea f : e ~ e una biyección meromorfa. Consideramos 
dos casos. 

Caso 1, si el polo Zo es distinto de oo. Obsérvese que el orden del polo 

es 1, de otra manera :7 tendría un cero de orden k ~ 2 [cf. [4], p. 248] Y 

f no sería inyectiva, entonces f(z)(z - zo) es holomorfa en <C y se sigue del 
lema 2.3.6 que f(z)(z - zo) es un polinomio, este es necesariamente de grado 
menor igual a 1 por la biyectividad y toma un valor finito en oo. 

Caso 2; si f(oo) = 00, por el lema 2.3.6 f es un polinomio, el cual es de 
grado uno, ya que f es biyectiva. Por lo tanto f es de Mobius. 

o 

Teorema 2.3.8 Cualquier biyección conforme de <C en <C es de Mobíus. 

DEMOSTRACIÓN Sea f conforme de <C en <C y g(z) = f (1/ z), 9 es analítica 
en una vecindad agujerada de cero. El cero no es una singularidad esencial, 
ya que f es inyectiva, por la misma razón, esta singularidad no es un polo 
de orden k, k ~ 2. Sin embargo el O es un polo simple, ya que si fuera 
una singularidad removible f sería acotada en una vecindad de 00 y por el 
teorema de Liouville sería constante. 

Se sigue entonces que f es una biyección meromorfa de e en e y f es 
de Mobius, f( 00) = 00, es decir f es de la forma z ~ az + 13, a, 13 E <C. 

o 

En los siguie~tes resultados denotaremos por R a una superficie de 
Riemann y por R a su cubierta universal, que como se probó también es 
una superficie ~e Riemann. Obsérvese que el grupo G de transformaciones 
cubrientes de R no contienen elementos elípticos, ya que 7r : R ~ R es 
un homeomorfismo local. El siguiente resultado muestra que, las transforma
ciones cubrientes actúan discontinuamente. 

~ 

Proposición 2.3.9 Sea G un grupo de~ transformaciones cubrí entes de R, 
entonces G actúa discontinuamente en R. 

DEMOSTRACIÓN. Sea K compacto en R, K puede ser cubierto por un número 
finito de discos abiertos NI, N 2 , ... , !:1m , tal que Ni e Ni, donde 7r(Ni ) es 
parejamente cubierta para toda i y Ni son también abiertos. Basta probar 
que dadas i f. j, g(Ni ) n N j f. 0 para un número finito de elementos de G. 
Supóngase que para una pareja i, j, se tiene que g(Ni ) n N j f. 0 para un 
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número infinito de elementos de G, como gk(Ni ) son subconjuntos ajenos se 
puede tomar una sucesión infinita gk(Yk), Yk E Ni, k E N, tal que gk(Yk) E Nj, 
para toda k. Como Nj es compacto existe un punto de acumulación x y 
tenemos dos casos: Si x E g(Ni ) para alguna 9 o si x tf:. g(Ni) para toda g. 

En el pri~er caso, si se toma un disco abierto B vecindad de x, tal <J.,.ue 
B e g(Ni)nNj , se tiene que ¡r(B) está parejamente cubierta, ya que ¡r(Nj ) 

lo está. Como h(Ni ) n g(Ni ) = 0, si h =1= 9 tenemos que B n h(Ni ) = 0 para 
toda h E G-g, lo cual es una contradicción ya que x es punto de acumulación 
de gk(Yk), Yk E Ni. 

En el segundo caso, si x tf:. g(Ni ) para toda g, entonces ¡r(Ni) y ¡r(x) son 
disjuntos en R, como R es un espacio métrico Hausdorff y ¡r(Ni ) es cerrado, 
se puede encontrar una vecindad M de ¡r(x), tal que ¡r(Ni ) n M = 0, lo 
cual implica que 

¡r-l(M) n (U g(Ni )) = 0 
gEG 

lo cual nuevamente es una contradicción. 
o 

Por consigl.:iente, hemos probado el recíproco del teorema del cociente. 

Teorema 2.3.10 Sea R una superficie de Riemann, entonces R es con
formemente equivalente a Rj G donde R es su cubierta universal, esto es, 

R es la esfera e, el plano te o el disco unitario ~, y G es un grupo de 
transformaciones de Mobius que actúa discontinuamente, el cual no contiene 
elípticas. 

Usando el teorema de uniformización, analizamos como s~n to<!..as las 
superficies de Riemann de acuerdo a sus cubiertas universales R. Si R es la 
esfera e, ~n virtud del teorema 2.3.7 el grupo de transformaciones cubri
entes de R es un grupo de transformaciones de Mobius, ya que como se 
mostró (después de la definición 26) éstas son biyecciones conformes. Es 
claro también, que como la analiticidad de una función entre superficies de 
Riemann no depende de las cartas coordenadas, esto implica que cualquier 
transformación cubriente en la esfera es también una biyección meromorfa de 
e en e, en el sentido de los CtITSOS básicos de variable compleja. Esto último 
se sigue de la descripción de la esfera como superficie de Riemann dada al 
inicio del capítulo. Ahora, sea G < PSL(2, C) dicho grupo de transforma
ciones cubrientes de R, como G actúa discontinuamente en R (proposición 
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2.3.9), no hay elementos parabólicos, ni hiperbólicos o loxodrómicos, por lo 
tanto G = Id Y R = C. 

En el caso de que R sea conformemente equivalente a C, se sigue del te<}
rema 2.3.8 y de los argumentos anteriores que el grupo de transformaciones 
cubrientes G es de M6bius. Ahora, el grupo G actúa discontinuamente en C, 
se sigue entonces de la proposición 2.3.9 que las únicas transformaciones no 
triviales son las traslaciones. Como G actúa discontinuamente en un abierto 
de C, G es discreto. Más aún, es un grupo elemental ya que actúa discon
tinuamente en C. Por lo tanto se trata de un grupo periódico o doblemente 
periódico o el trivial, como se mostró en la sección de grupos discontinuos en 
el capítulo 1. Si G es el grupo trivial entonces R = C. El siguiente resultado 
describe el cociente del plano bajo la acción discontinua de un grupo cíclico 
de traslaciones. 

Teorema 2.3.11 Sea G < PSL(2, C) el grupo cíclico < T >, donde 
T(z) = z + A, entonces C/G es la superficie de Riemann C· = C - {O}. 

DEMOSTRACIÓN. Obsérvese primero que por el teorema 2.2.1 C/G es una 
superficie de Riemann, renombramos a la proyección 7r : C ----+ C/G de dicho 
teorema, como 'Ij; : C ----+ C/G. Sea 9 : C ----+ C· la composición de 4>34>24>1, 
donde 

4>1 (z) = 1, 4>2 (z) = 2 7r i z y 4>3 (z) = eZ
, 

entonces g(z) = e27fizjA. Obsérvese que 4>24>1 transforma el rectángulo 
infinito determinado por 0, A Y 00 en el paralelogramo determinado por 
0, 1 Y 00 Y que la multiplicación por 27ri transforma el rectángulo infinito 
determinado por 0, 1 Y 00 en el rectángulo infinito horizontal determinado 
por 0, 27ri Y 00 (véase la figura 2.6). Por último la exponencial transforma 
biyectivamente la franja {z I ° ::; 1m z < 27r} en C· . 

1 > 

o 

Figura 2.6: composición de 4>14>2 
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Se quiere definir f : C/G ---+ C*. Dado u E C/G, sus preimágenes bajo 
'I/J son de la forma w+nA, n E Z. Ahora, ya que g(w+nA) = g(w) se puede 
definir a f(u) como g(w), en efecto g(w + nA) = e27Ti (w+n>')j>' = g(w), por 
lo que 9 está bien definida. Mostramos ahora la inversa de f. Obsérvese que 
para cualquier punto v E C* sus preimágenes en C bajo 9 son puntos de la 
forma 

k E Z, donde log v es cualquier rama de logaritmo definida en una vecindad 
de v. Por lo tanto se puede definir una inversa de f de la forma 

f-l(V) = 'I/J (~IOgV + Ak) = 'I/J (AIog.v) . 
2nz 2nz 

Finalmente se muestra que f es analítica, usamos la notación de la prueba 
del teorema 2.2.1. Por ser C/G una superficie de Riemann, tiene cartas 
coordenadas (CPw, 'l/Jw(Nw)), donde Nw es un disco abierto en C y 'l/Jw es la 
restricción a Nw (como w no es punto fijo CP-w = o-w'I/J;/); se tenía que o-w era 
una función de Mobius, tal que o-w(Nw) = Do. Por último para puntos en Do 

fcp:;;/ = g'I/J-l'I/Jwo-;;/ = go-;;/ 

es una función holomorfa con derivada g' (z) = 2 ~ i e2 
7T i z j >. i= O. Obsérvese 

que C* hereda una estructura de superficie de Riemann de manera natural 
del plano complejo. 

Do 

T 
C 

1/11 \.g 
C/G -+ C* 

f 

o 

En el caso de que el grupo sea doblemente periódico < T, S >, esto es de 
la forma T(z) = Z+A, S(z) = z+J-t Y A, J-t son linealmente independientes, 
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entonces la superficie de Riemann es un toro. Esto se sigue, ya que evidente
mente el paralelogramo descrito en la figura 2.7 es un conjunto fundamental 
(esto es que contiene un punto por cada órbita) y el cociente se define en 
topología como un toro. 

) 

Figura 2.7: El cociente del grupo doblemente periodico es un toro. 

Por último sea R conformemente equivalente al disco ~, entonces R es de 
la forma ~/G, donde G actúa discontinuamente en ~ y nO tiene elementos 
elípticos. 

Resulta que las superficies de Riemann son orientables, por lo que se 
dará a continuación la definición de una dos-variedad diferenciable orientable. 

Definición 31 Una dos-variedad diferenciable M es orientable, si es posible 
cubrirla con una familia de vecindades coordenadas de tal forma que si un 
punto p E M pertenece a dos vecindades de esta familia, entonces en el 
cambio de coordenadas el determinante del Jacobiano es positivo en p . 

Se sigue entonces que las superficies de Riemann son orientables, ya que 
las funciones de transición son analíticas y por Cauchy-Riemann el determi
nante del Jacobiano es de la forma 

y el determinante es positivo. 



2.3. EL GRUPO DE UNA SUPERFICIE DE RlEMANN 39 

Se dice que una superficie o una dos-variedad es cerrada si es compacta 
y sin frontera. La suma conexa de las variedades de dimensión dos consiste 
en quitar un disco en cada una de ellas y pegarlas por las fronteras de los 
discos eliminados. Así uniendo dos toros se obtiene un 2 - toro (ver figura 
2.8). Se dice que la esfera tiene género cero, el toro tiene género uno, el 
2 - toro tiene género dos y pegando n toros, se obtiene un n-toro de 
género n (ver figura 2.9) [cf. [10], p. 12]. Resulta que el género clasifica a 
las dos-variedades topológicas cerradas, es decir, dada cualquier dos-variedad 
topológica cerrada M, se tiene que M es homeomorfa a una esfera o a un 
n-toro, n E .N. 

Figura 2.8: Forma de pegar dos toros. 

Si R una superficie de Riemann cerrada con genero 9 = O, entonces Res 
una esfera y su cubierta universal es también una esfera [d. [8], p. 24], es 
decir que R = C. Si R es cerrada con genero 9 = 1, entonces R es un toro 
y su cubierta universal R = C. Por último si R cerrada con genero 9 2: 2, 
entonces su cubierta universal R = ~, ya que en el análisis de los primeros 
dos casos, las superficies son de género menor igual que 1. 

~ 
~~ 

toro 2-toro 

~-~--------~-(<=::::> -C--=:>. <=» 
------_/'-----_._-~.-/ 

3-toro 

Figura 2.9: Superficies cerradas. 
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Definición 32 Un grupo e < PSL(2, C) es un grupo fuchsiano si hay un 
disco e - invariante en el cual e actúa discontinuamente. 

Una superficie de Riemann R se dice que es de tipo hiperbólico si es 
de la forma 6./e, donde e actúa de manera discontinua en 6. y e no tiene 
elementos elípticos. A esta acción se le llama propiamente discontinua. Como 
se mostró en los en la sección 1.4, 6. tiene métrica hiperbólica inducida por 
la densidad 

2 
O"(w) = 1 _ Iw12· 

~ Sea Z E 6. y 9 E e, si unimos por medio de una ClUva -:y a z con g(z) en 
R y proyectamos esta ClUva a R se obtiene una ClUva cerrada en R, ya que 
7rg(z) = 7r(z). 

De manera recíproca, dada una curva cerrada "( : [0,1] ---1- R y z E 6., 
donde 7r(z) = "((O), se sigue del teorema de levantamiento de trayectorias de 
la topología algebraica [cf. [8], p. 18] que hay una curva única -:y : [0,1] ---1- R, 
tal que 7r o 9 = "( y -:Y(O) = z. Nótese que 

7r(9(1)) = "((1) = "((O) = 7r(z), 

por lo que existe alguna h E e, para la cual-:y(l) = h(z). Obsérvese que "( se 
puede medir usando -:y. Tomando una partición de -:y, donde los segmentos de 
esta subdivisión están en abiertos parejamente cubiertos y se miden en 6. con 
la métrica hiperbólica. Nótese que esta medición es invariante, ya que las 
transformaciones de M6bius que preservan 6. son isometrías hiperbólicas 
[cf. [1], p. 37]. Además los levantamientos difieren por transformaciones de 
M6bius en e. El área también se puede calcular de manera análoga. Para 
continuar la discusión introducimos la siguiente definición general. 

Definición 33 Se dice dos curvas continuas "(o, "(1 : [0,1] ---1- A en un espa
cio topológico son homotópicas, si existe H : [0,1] x [0,1] ---1- A una función 
continua, tal que HI{s} x O = "(o(s) y HI{s} x 1 = "(l(S), s E [0,1]. A 
la función H se le llama homotopía; si ésta además satisface la condición 
H(t, 1) = H(t, O) , para toda t E [0,1], se dice que la homotopía es relativa 
a {0,1}, yseescribe"(O~"(l rel{O,l}. 

Regresando al contexto de las superficies de Riemann hiperbólicas 
afirmamos que si "( : [0,1] ---1- R es una ClUva cerrada homotópica (relativa 



2.3. EL GRUPO DE UNA SUPERFICIE DE RlEMANN 41 

Figura 2.10: Levantamiento de curvas. 

a {O, 1}) a un punto en R, entonces si z E 6. es tal que 7r(z) = )'(0) y 9 es el 
levantamiento único de )' a 6., tal que 9(0) = z se tiene que 9 es una curva 
cerrada es decir 9(0) = 9(1). Para probar esto, sea H : [0,1] x [0,1] -+ R, 
una homotopía relativa a {O, 1}, tal que 

HJ[0,1] x {O} =)' y HJ[0,1] x {1} = w, w E R, 

obsérvese que 9(0) = 9(1) = w 

w 

110,01(1) 

Y 

Figura 2.11: Una curva)' homotópica a un punto w 

Ahora, se sigue del teorema de levantamiento de homotopías (llamado 
también de monodromía [cf. [1], p. 122]), que la homotopía H se puede 
levantar a una homotopía Íi : [0,1] x [0,1] -+ 6., tal que Íi : [0,1] x {O} = 9 . 
También, se sigue fácilmente de la unicidad del teorema de levantamiento de 
trayectorias que 

Íi ( { O} x { 1}) = Íi ( { 1} x { 1}) = 9( O) = 9( 1) = z, 

por lo cual la curva es cerrada. 
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A continuación exponemos un caso particular del teorema 2.3.11. Sea 
G grupo cíclico de PSL(2, C) generado por T(z) = z + 1, entonces JHI2 es 
un dominio de discontinuidad y se sigue del teorema 2.2.1 que R = JHI2/G 
es una superficie de lliemann. Obsérvese que este ejemplo es una restricción 
de la superficie discutida en el teorema 2.3.11, al tomar>. = 1. Se sigue de 
dicho teorema que esta superficie de lliemann es conformemente equivalente 
a ~. = {z E C 1 Izl < 1} - {a} . 

Proposición 2.3.12 Sea f(z) = e21rizJ JH[2 provisto con la métrica hiperbóli
ca y ~. provista con la métrica definida por la densidad 

1 
a(w) = (-loglwl)lwl' 

entonces f es una isometria. 

DEMOSTRACIÓN. Como se mostró anteriormente f(z) = e21riz es una biyec
ción conforme de JH[2 en ~ •. En virtud de la sección 1.4, basta probar que la 
densidad descrita en ~. está definida por 

>.(z) 
jl¡(z) . 

El factor de conformalidad de f está dado por 

donde z = x + i y . Por lo tanto la densidad en ~. heredada por f es 

>.(z) 1 1 
jl¡(z) (Imz)2rre-27rY (2rry)e-27rY · 

Ahora, si f(z) = e21riz = w, entonces 

1 
z =-2 . logw+k, kEZ, 

rr'l 

donde log es una rama de logaritmo. Por consiguiente 

. -iloglwl argw 
x + 'ly = 2rr + k + -Z;-' 

(2.3) 
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entonces 
loglwl 

y= - . 
27f 

Por lo tanto 
e-2rry = e10g Iwl = Iwl . 

Finalmente se sigue entonces de (2.3) que la densidad inducida por f en ~ * 
está dada por 

1 1 
w~ =----.,........,-

(-log Iwl) e-2rr y (-log Iwl)lwl· 

o 
Ahora mostramos que el área de D = {z I O < Izl < n en ~* coincide 

con el área en JH[2 del rectángulo W = [0,1] X [1~~2, 00), la cual es finita. 
Haciendo un cambio de variable Iwl = r el área en ~ * de D está dada por 

! ~ ! r é dA = r 2 r r dO dr = 27f r 2 dr 
JD (log IwlPlwl2 Jo Jo r 2(logr)2 Jo r(logrp · 

Ahora haciendo otro cambio de variable log r = u se tiene que 

1 ~ dr t Og ~ 1 [1]IOd 1 1 
f: r(logr)2 = Jlogf: u2 du = -~ logf: = -log ~ + logé· 

Por consiguiente tomando el límite cuando é -+ O se tiene que 

27f 
Area(D) = -1 - . 

og2 

Ahora el área de W en JH[2 esta dada por 

r ~dA Jw y2 

Calculamos tomando el límite cuado t -+ 00 

Á
t lo! 1 Át 

1 [ 1] t 2 lím - dx dy = lím - dy = lím - - = ~ 
t~oo ~ o y2 t~oo ~ y2 t~oo y ~ log2 ' 

211" 211" 2 'iT 

lo cual no es sorprendente, ya que regiones isométricas deben tener la misma 
área. 
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2.4. Conjuntos estables 

En esta sección se describirán los conjuntos estables, los cuales son útiles 
para describir cocientes. 

Definición 34 Sea D e iC un dominio de discontinuidad G - invariante, 
se dice que Do e D es estable con respecto a G, si para toda 9 E G sucede 
que 

g(Do) = Do o g(Do) n Do = 0. 

El subgrupo de G de las transformaciones 9 tales que g(Do) = Do se 
le llama el estabilizador de Do. Al estabilizador de Do lo denotaremos por 
GDo . En el capitulo 1, sección 1.3, teorema 1.3.6, se exhibieron ejemplos 
de conjuntos estables. 

Obsérvese que si Do es estable con estabilizador Go, se sigue del teore
ma 2.2.1 que Do/Go es una superficie de Riemann, la cual no siempre es 
homeomorfa a la proyección 7r(Do) como lo muestra el siguiente ejemplo. 

Sea D = C y G el grupo generado por T(z) = z+l, se tiene que el conjunto 
Do = {x + i Y I a ~ x < 1} es estable con estabilizador es G Do = Id. Por lo 
tanto la superficie de Riemann 

Do/GDo = Do/Id = Do 

es un espacio simplemente conexo. En cambio al proyectar Do a la superficie 
de Riemann, se tiene que 7r(Do) = e - {a}, como se muestra en el teorema 
2.3.11, sin embargo este conjunto no es simplemente conexo. En consecuencia 
las dos superficies no son homeomorfas. 

El siguiente teorema muestra las condiciones suficientes para que exista 
en un Hausdorff un homeomorfismo entre Do/GDo y 7r(Do). 

Teorema 2.4.1 Sea G un subgrupo de PSL(2, C) que actúa discontinua
mente en una región D e e y Do es estable con estabilizador G Do . Si 

(i) Do es abierto en D, o 

(ii) Do/GDo es compacto, 

entonces Do/GDo con la topología cociente y 7r(Do) como subespacio topológi
co de D / G son homeomorfos. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea 11" : D ---} D / G la función de identificación; se sigue 
del teorema 2.2.1 y de su prueba que D/G es una superficie de Riemann, 
que 11" es una transformación abierta y que 1I"(D) es Hausdorff. La restricción 
de 11" a Do la denotamos como 11"0, obsérvese que 1I"(Do) también es Hausdorff, 
en virtud de la proposición 1.1.3. 

Ahora sea cP : Do ---} Do/ G Do la función de identificación. Mostramos 
que cP siempre es abierta, aún si Do no es abierto. Para esto, sea A un abierto 
relativo a Do, esto es A = V n Do, donde V es abierto en e (o en D), si 
9 E G Do, como 9 es un homeomorfismo, se tiene que 

g(A) = g(V) n g(Do) = g(V) n Do 

y g(A) es abierto. También como cP-1(cP(A)) = U9EGv
o 

g(A) se sigue que cP 
es abierta. 

Denotamos a la composición de cP- 1 con 11"0 como e, esto es, 

e = 11"0 o cP- 1 : Do/GDo ---} 1I"(Do). 

Probamos primero que e está bien definida. Esto se sigue, ya que x, y E Do y 
x rv y mod GDo' existe 9 E GDo ' tal que g(x) = y y en este caso 1I"0(x) = 1I"0(y). 

Do 

</> .,/ ')¡ 'lro 

(2.4) 

Mostramos que e es biyectiva. Es inyectiva, ya que si u, v E Do/GDo , satis
facen que e(u) = e(v); entonces existen x, y E Do, tales que 

cP(x) = u y cP(y) = v. 

Además, 1I"0(x) = 1I"0(y), por lo que existe 9 E G, tal que g(x) = y. Sin 
embargo, como Do es estable 9 E GDo ' ya que x, y E Do. Por consiguiente 
x rv y mod GDo Y u = v. La función e es sobre, ya que si z E 11" (Do) , se 
tiene que z = 1I"(x), X E Do; tomando cP(x) = w, se tiene que 

1I"0cP-1(w) = 1I"0(x) = 1I"(x) = z . 

A continuación mostramos que e es continua. Si U es abierto en 11" (Do) , 
se tiene que U = V n 1I"(Do), donde V es un abierto en D/G. Ahora 

1I"ü1(V n 1I"(Do)) = 11"-1 (V) n Do 
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que es un abierto en Do, Y como 1> es abierta, se tiene que 

es un abierto en Do/Go. Por consiguiente O es biyectiva y continua. 
Ahora probamos que sí Do es abierto, entonces O es una función 

abierta. Sea U abierto en DO/GDo ' entonces 1>-l(U) es abierto en Do Y 
por consiguiente es abierto en te. Finalmente, como 

y 7r es una función abierta, se tiene que 

es abierto en 7r(D) y por lo tanto también es abierto en 7r(Do). En conse
cuencia O es un homeomorfismo. 

Para el segundo caso, si Do/GVo es compacto, como O es una función 
biyectiva y continua de un compacto en 7r(Do), que es Hausdorff (proposi
ción 1.1.3), se tiene, en virtud del teorema 1.1.5, que O es también un 
homeomorfismo. 

o 

Obsérvese que, como se mostró en la observación después del teorema del 
cociente 2.2.1, si D un subdominio de e y Do e D es abierto y estable, 
entonces la función 1> es analítica. Más aún la 7ro también es una función holo
morfa entre superficies de Riemann, ya que es la restricción de una función 
holomorfa a un abierto. 

Nótese que O = 7r01>-1 también es analítica (véase el diagrama 2.4). 
Esto se sigue, ya que se pueden tomar subatlases de 7r(Do) Y de Do/GDo ' 

Como en la prueba del teorema del cociente 2.2.1, se puede tomar de tal 
manera que w E Do, Nw e Do y las mismas cartas coordenadas tanto para 
DO/GDO , como para 7r(Do). Obsérvese que como Do estable, se tiene que si 
w un punto fijo elíptico de orden k en G Do, también lo es en G. Finalmente 
adaptando la notación de la prueba del teorema 2.2.1 se tiene 

( ) -1 Ll A. - 1 - 1 ()-1 A.-1 A. -1 -1 Id 
qwO"w 7ro w U'f/wO"w qw = qw{J 7ro w 1I"O'f/ 'f/w{Jw qw = , 

donde 1>w = 1> I Nw y (1I"0)w = 11"0 I Nw . En consecuencia Do/GDo y 7r(Do) 
son conformemente equivalentes. 
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Exhibimos un segundo ejemplo, donde Do/GDo Y 7r(Do) no son home
omorfos. Sea D = {x + iy E e I o ~ y < 1} Y G el grupo generado por las 
transformaciones T(z) = z + 1 Y S(z) = z + i. D es estable con respecto 
a G y el estabilizador es G D =< T >. Se sigue del teorema del cociente 
2.2.1 que 7r(D) = D/G es una superficie de Riemann que es un toro, ya 
que el paralelogramo [0,1] x [0,1] es un conjunto fundamental y el cociente 
en topología se define como un toro ( que es un conjunto compacto, ya que 
es la imagen continua de un compacto). Al ser compacto el toro es también 
cerrado. El toro 7r(D) no es homoemorfo al anillo D/GD , ya que este últi
mo no es compacto. Para probar que no es compacto, tomamos la cubierta 
abierta {4>(An)}nEN del anillo D/GD , donde 

An = {z E e I O ~ 1m z < 1 - ~} . 

Obsérvese que 4>(An) son conjuntos abiertos, ya que An son abiertos en D y 
4> es de identificación. Por lo que concluimos que D / G D no es compacto, ya 
que {4>(An)}nEN no tiene una subcubierta finita. 

Figura 2.12: Conjunto estable y su identificación. 

A continuación mostramos algunos ejemplos del teorema 2.4.1, necesita
mos primero una definición. 

Definición 35 Sea h un elemento hiperbólico de un grupo fuchsiano G y sea 
A el eje de h. Decimos que h es un elemento simple de G, si para toda 9 E G 
sucede que 

g(A) = A o g(A) nA = 0. 

Sea G < PSL(2, e) tal que actúa discontinuamente en JHI2 y 9 E G 
una transformación hiperbólica simple que fija a O e 00 y L la geodesica 
que une a O con oo. Supongamos también que G no tiene elementos elípticos 
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de orden 2 que preserven a L, i.e., que intercambien a O con oo. Sea K 
el subgrupo de G estabilizador de L. Este grupo es cíclico, ya que es un 
subgrupo de homotecias abeliano [d. [11], p. 14]. Sea 9 el generador de K, 
g(z) = kz, i.e. K =< 9 >. Ahora, es claro que L/ K es una curva simple 
cerrada, por lo que es compacta, se sigue entonces del teorema 2.4.1 que 
7f( L) es homeomorfo a esta curva simple cerrada, donde 7f: JHI2 -t JHI2 / G Y 
JHI2 / G es la superficie de Riemann definida por G. 

En el caso de que el grupo G tenga elementos elípticos de orden dos, 
el subgrupo estabilizador de L lo llamaremos K 1, el cual contiene estos 
elementos elípticos de orden dos. Por lo que K < K¡ < G. Como las 
transformaciones elípticas de orden dos intercambia O e 00, el subgrupo K¡ 
tiene Índice dos. Como en los argumentos anteriores, L/ K¡ es una curva 
compacta homeomorfa a 7f( L ). 

Por último exhibimos un segundo ejemplo del teorema 2.4.1, primero 
probamos un lema. 

Lema 2.4.2 Sea G un subgr-upo de PSL(2, C) que actúa discontinua
mente en D un subdomínío de C. Supóngase también que 9 E PSL(2, C), 
G ' = gGg-¡ y D' = g(D), entonces D/G es conformemente equivalente a 
D'/G ' . 

DEMOSTRACIÓN: A la proyección de D' en D' / G I la denotamos por 
'T}. Se define 

h = 'T}g7f-¡ : D/G -t D'/G ' , 

esta función está bien definida, ya que si Z¡, z2 E D Y z¡ rv Z2, entonces 
existe f E G, tal que f(z¡) = Z2. Por lo que 9 f(z¡) = g(Z2), lo cual im
plica que (g f g-¡)(g(z¡» = g(Z2) y 9 f g¡ E G ' . Obsérvese que G ' actúa 
discontinuamente en D l. (Proposición 1.3.1) 

Ahora, mostramos que las superficies son conformemente equivalentes. 
Sea Nw e D y g(Nw) = Ng(w) e D'. Entonces se puede tomar cartas 
coordenadas {(</>w,7fw(Nw» I w E D}, donde </>w = qwaw7f;;/, como en 
el teorema del cociente 2.2.1. Para D' / G I se toma un atlas de la misma 
manera con cartas coordenadas (('l/Jg{w) , 'T}g(w) (Ng(w))}, donde g(w) E D' Y 
'l/Jg{w) = qg(w) ag(w)'T}~~). Podemos suponer que ag(w) 9 = aw, obsérvese tam
bién que qw = qg(w), ya que w es elíptico de orden k, si y sólo si g( w) es 
elíptico de orden k. Finalmente se muestra que 

'l/Jg{w) h </>;;/ 
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es holomorfa. Esto se sigue, ya que localmente, en un subatlas de D/G yen 
uno de D' /G ' , se tiene que 

-1 -1 -1 -1 -1 -1 Id 
qg(w) O"g(w) 1]g(w) 1] 9 1r 1rw O"W qw = qg(w) O"g(w) 9 o"w qw = . 

Por lo tanto las superficies de lliemann D / G y D' / G I son conformemente 
equivalentes. 

o 

Definición 36 Un horodisco Q en lH[2 es un disco abierto tangente a i en 
un punto a, o es un semiplano de la forma {z 11m z > Yo}, en este caso se 
dice que el horodisco está basado en oo. 

Figura 2.13: Horodisco. 

Sea G < PSL(2, C), supongamos que G actúa discontinuamente en lH[2 

y que hay un horodisco Q, el cual es estable con estabilizador GQ =< 9 >, 
donde 9 es parabólica. Como Q es estable y abierto, por el teorema 2.4.1, 
se tiene que Q/GQ es conformemente equivalente a 1r(Q). 

Resulta que Q/GQ es conformemente equivalente a un disco perforado 

~; = {z E C 10< Izl < T, T < 1}. 

Para mostrar esto, obsérvese primero que en virtud del lema 2.4.2, se puede 
suponer que Q es un horodisco basado en oo. Esto se logra mandando el punto 

-1 
de tangencia del horodisco a a 00, por una función de la forma cp(z) = --, 

z-a 
la cual preserva lH[2 [cf. [U], p. 8]. En este caso Q = {x + iy I y> Yo}. 

Se puede suponer también (conjugando otra vez si es necesario) que el es
tabilizador GQ está generado por h(z) = z + 1. Nuevamente, este es un caso 
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Figura 2.14: Horodisco estable basado en oo. 

particular del teorema 2.3.11. En este caso, sea f : Q ---* b.; la composición 
hfb donde h(z) = 27riz y h(z) = eZ

, esto es, f(z) = e21riz . Obsérvese 
que h transforma al rectángulo determinado por R¡ = (0,1) x (yo,oo) en 
el regtángulo horizontal R2 = (-00, -Yo) x (O, 2 7r) Y la exponencial trans
forma biyectivamente al rectángulo R2 en b.;. Se sigue del teorema 2.3.11 
que Q/GQ es conformemente equivalente a b.; . Por consiguiente 7r(Q) es 
conformemente equivalente a b.. = {a E e I O < Izl < l. 

Para concluir esta tesis formamos el espacio (IHI2t pegando 00 (el punto 
fijo de h) y todas sus G-imágenes a IHI2. Definimos la topoloGÍa de (IHI2)* de 
la siguiente forma: se toman los subconjuntos abiertos de IHI2 junto con lo 
conjuntos de la forma 

{oo}U{X+iyly>t}, 

t > Yo Y sus G-imágenes, es decir los horodiscos, los cuales se definen como 
vecindades abiertas de las G-imágenes de oo. 

Nótese que con esta topología 00 no tiene una vecindad compacta. Si 
así fuera existiría to, tal que W = {z I Imz > to} seria una vecindad 
compacta de 00, pero entonces {n + i( to + 1)} es una sucesión en W la cual 
no converge. Claramente, no converge a un punto en IHI2 , ya que los abiertos 
de IHI2 son también abiertos en (IHI2)*. Tampoco converge a 00, pues se puede 
encontrar una vecindad de 00 la cual no contiene a ningún elemento de la 
sucesión, por ejemplo {z I Imz > to + 2}. 

Se puede probar que (IHI2) * / G es también una superficie de lliemann esto 
se puede consultar, por ejemplo, en [13]. 
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