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INTRODUCCIÓN 

El surgimiento de la Topología General es consecuencia de la reconstrucción del fundamento 
del cálculo infinitesimal realizado durante el siglo XIX. 
La Topología General se puede considerar como el estudio abstracto del concepto de punto 
límite. Muchos conceptos matemáticos importantes son construidos sobre las propiedades de 
los puntos límite. 
La Topología General se inició a partir de los artículos de G. Cantor publicados de 1879 a 1884. 
Él se dedicó a la investigación de los conjuntos de números reales, originando de esta manera, 
tanto a la teoría de conjuntos como a la Topología. También definió y estudió en el contexto de 
los subconjuntos de espacios euclideanos, algunos de los conceptos fundamentales de la 
Topología. 
Posteriormente, nuevos e importantes conceptos topológicos, también relativos a los espacios 
eUclideanos, fueron introducidos de 1893 a 1905 por C. lordan, H. Poincaré, E. Borel, R. Baire y 
H. Lebesgue. 
B. Riemann fue el precursor en 1854 de la generalización de los espacios euclideanos a los 
espacios abstractos. 
Cerca de 1900, cuando los conceptos topológicos fundamentales ya estaban introducidos, 
apareció un pequeño número de artículos que mostraban la existencia de estructuras 
topológicas en ciertos conjuntos especiales tales como: el conjunto de curvas (por G. Ascoli), el 
conjunto de funciones (por C. Arzela, Y. Yolterra, D. Hilbert y l. Fredholm.) y el conjunto de 
rectas y planos en el espacio tridimensional (por E. Borel.) Así se preparó el terreno para un 
tratamiento axiomático de los conceptos de límite y de la cercanía de un punto a un conjunto o 
de un conjunto a otro conjunto. 
Los espacios abstractos con una estructura topológica fueron originalmente introducidos por 
M. Fréchet en 1906 y por F. Riesz en 1907 y 1908. M. Fréchet definió los espacios en términos 
de sucesiones convergentes y F. Riesz en términos de puntos de acumulación. 
l. B. Listing fue el primero en usar la palabra "topologie" en una carta a su anciano profesor de 
escuela Müller en 1836. Él tenía antipatía por el término "geometria situs" debido a G. Leibniz, 
entonces usado para las ideas topológicas y escribió el libro "Yorstudien zur Topologie" en 1847 
Fue el primer uso publicado de la palabra "topologie". La materia fue conocida como "analysis 
situs" debido a H. Poincaré, por muchos años y sólo hacia finales de los años veinte del siglo XX, 
se usó la palabra inglesa "topology" por S. Lefschetz. 
La primera definición satisfactoria de espacio topológico fue propuesta por F. Hausdorff en 
1914. Él definió un espacio topológico como un conjunto abstracto provisto de un conjunto de 
vecindades que satisfacen ciertos axiomas, desarrollando una idea que apareció en artículos 
de D. Hilbert de 1902 y de A. Weyl de 1913, quienes dieron una descripción axiomática, en 
términos de vecindades, del plano y de una superficie de Riemann, respectivamente. 
La contribución de F. Hausdorff fue dar una adecuada generalidad a conceptos introducidos 
por sus predecesores y desarrollar una sistemática y exhaustiva teoría. 
Otro conjunto de axiomas fue propuesto por R. L. Moore. En su libro de 1932, él dió una 
caracterización axiomática del plano y discutió varias clases de espacios abstractos, obtenidos 
al considerar que sólo algunos de estos axiomas se cumplen. 
La versión original de este enfoque data de un artículo de 1916. 
Los conceptos de conjunto abierto y conjunto cerrado, conjunto interior y conjunto cerradura, 
fueron introducidos y estudiados por G. Cantor en la clase de los subconjuntos de espacios 
euclideanos. 
F. Hausdorff generalizó estos conceptos a espacios abstractos en 1914. 



La importancia del Análisis Multivaluado fue reconocida tempranamente, a inicios del siglo XX, 
y varios matemáticos prominentes como F. Hausdorff, L. Vietoris y K. Kuratowski hicieron 
investigaciones en el tema. Sin embargo fue hasta los años sesenta que surgió un estudio 
sistemático del Análisis Multivaluado. Actualmente se establece como el estudio de funciones 
cuyo contradominio es un conjunto de conjuntos, con estructura topológica. De esta manera 
con una estructura topológica en un conjunto de conjuntos, se tiene el concepto de cercanía o 
distancia entre conjuntos, y ya no solamente entre puntos abstractos. 
La llamada "distancia" de un subconjunto a otro de un espacio métrico, definida como el ínfimo 
de las distancias de un punto de un subconjunto a un punto del otro subconjunto, no es una 
métrica en el conjunto de todos los subconjuntos del espacio métrico, pues ésta no satisface la 
desigualdad del triángulo. 
F. Hausdorff es el primero que definió una métrica en el conjunto de los subconjuntos cerrados 
de un espacio métrico acotado. L. Vietoris definió en 1923 una topología en el conjunto de los 
subconjuntos cerrados de un espacio topológico. Ambas topologías coinciden en el conjunto de 
los subconjuntos compactos de un espacio métrico acotado. 
La topología de Pixley-Roy fué introducida en 1969, en el caso especial de los números reales y 
fué generalizada por E. Van Douwen en 1977, para conjuntos arbitrarios. 
La topología de Fell fue introducida en 1962. 

En este trabajo se pretende entonces, exponer los elementos básicos de la Topología General 
en espacios topológicos cuyos miembros son conjuntos y los elementos básicos del Análisis 
Multivaluado. Se intentó, la mayoría de las veces, generalizar las definiciones y los resultados 
establecidos en la bibliografía consultada, para el conjunto de subconjuntos cerrados del 
espacio topológico, al conjunto de todos los subconjuntos del espacio topológico, con la 
topología de Vietoris. 
En la sección I se tratan algunas de las posibles topologías que se pueden definir en P(X) y por 
tanto en todos sus subconjuntos. Para tener los conceptos de convergencia de sucesiones de 
conjuntos y de continuidad de funciones multivaluadas es suficiente tener esta estructura. 
En la sección 11 se dan relaciones de contención entre las topologías de Vietoris, semifinita 
inferior, semifinita superior, de Pixley - Roy y de Fell. En que caso coinciden la topología de 
Vietoris y la de Fell, la de Vietoris y la de Hausdorff. Se muestran resultados principalmente 
sobre las relaciones entre las propiedades de densidad, separación, compacidad y completitud 
de X y P(X) o sus subespacios. 
En la sección 111 se definen los conceptos de continuidad y semicontinuidad de funciones 
multivaluadas y se analiza su interrelación. Se trata la continuidad o semicontinuidad de 
funciones multivaluadas canónicas. Se muestran resultados que relacionan la regularidad, 
la normalidad o la compacidad de un espacio topológico con la continuidad o semicontinuidad 
de cierta función multivaluada. Se muestran las escalas y su papel en la caracterización de los 
espacios topológicos y en la compactificación de los espacios de Tychonoff por medio de los 
conceptos de conjunto nulo o conulo. Se definen ciertos espacios de conjuntos relacionados 
con la compactificación de Alexandrov de un espacio topológico y se muestra su relación con la 
topología de Fell. 
Al final se ine/uye un Anexo con las propiedades de los paréntesis triangulares, curvos y 
cuadrados en la topología de Vietoris y una bibliografía de las fuentes utilizadas, y en donde se 
puede encontrar la referencia de los resultados no demostrados. 
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Este trabajo intenta mostrar que es posible un tratamiento de principio unificado, general, 
simple, claro y riguroso del tema. No es posible ser exhaustivo, sin embargo se incluyeron 
resultados más o menos representativos del área, según las fuentes bibliográficas consultadas, 
con las limitantes del tiempo y los recursos disponibles. 
Se adoptó libremente una notación que no coincide con la usualmente utilizada. 
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PRELIMINARES. 

Se presentan algunas definiciones, notaciones y lemas útiles para la lectura del trabajo. 

Definiciones: 

(X,T) es un espacio topológico: 

To o espacio de Kolmogoroff ssi para cada par de puntos del espacio existe una vecindad de un punto, que 
no lo es del otro punto. 

TI o espacio de Fréchet ssi todo subconjunto finito del espacio es cerrado. 

T2 o espacio de Hausdorff ssi cada par de puntos del espacio tienen vecindades ajenas. 

T3 o espacio regular ssi es un espacio de Fréchet y cada subconjunto cerrado C del espacio y cada punto 
del espacio no perteneciente a C, tienen vecindades ajenas. 

T3.S , espacio completamente regular o espacio de Tychonoff ssi es un espacio de Fréchet y para cada 
subconjunto cerrado C del espacio y cada punto del espacio no perteneciente a C, existe una función 
continua f:(X,T) ~ [0,1] tal que f[C] s {O} Y f(x) = 1. 

T4 o espacio normal ssi es un espacio de Fréchet y cada par de subconjuntos cerrados ajenos del espacio 
tienen vecindades ajenas. 

Ts o espacio completamente normal ssi es un espacio de Fréchet y cada par de subconjuntos separados 
del espacio tienen vecindades ajenas. 

T6 o espacio perfectamente normal ssi es un espacio normal y todo subconjunto cerrado del espacio es Go' 

Cero dimensional ssi el espacio tiene una base de cerrados. 

Localmente compacto ssi cada punto del espacio tiene una vecindad de cerradura compacta. 

Paracompacto ssi toda cubierta abierta del espacio tiene un refinamiento abierto y localmente finito. 

Metacompacto ssi toda cubierta abierta del espacio tiene un refinamiento abierto y punto finito. 

De Lindel6f ssi toda cubierta abierta del espacio tiene una subcubierta numerable. 

MetaLindel6f ssi toda cubierta abierta del espacio tiene un refinamiento abierto y punto numerable. 

Pseudocompacto ssi toda función real continua del espacio es acotada. 

Real compacto ssi el espacio es homeomorfo a un subconjunto cerrado de un producto de rectas reales. 



Primero numerable o débilmente separable ssi todo punto del espacio tiene una base local numerable. 

Segundo numerable o completamente separable ssi el espacio tiene una base numerable. 

Separable ssi el espacio tiene un subconjunto denso numerable 

Finito ssi es un espacio discreto y compacto. 

De Stone ssi para cada Xo # Xl E X existe una función f:(X,T) ~ R continua tal que f(xo) = O Y f(xl) = 1. 

De Moore ssi es un espacio regular y desarrollable. 

Conexo ssi no tiene ninguna separación. 

Localmente conexo ssi cada vecindad de cada punto del espacio contiene una vecindad conexa del punto. 

Disconexo ssi tiene una separación. 

Totalmente disconexo ssi los únicos subconjuntos conexos del espacio son los de un elemento. 

Otras definiciones: 
La densidad de un espacio topológico es el menor cardinal de los cardinales de los subespacios densos del 
espacio. 

Una función continua r:(Xo,To) ~ (Xl,T¡) se llama retracción de (Xo,To) a (Xl,Tl) ssi existe una función 
continua s:(Xl,T¡) ~ (Xo,To) tal que r o s = 1XI' 

Notaciones: 

Dado un espacio topológico (X,T), se consideran los espacios de conjuntos siguientes: 

P(X):= conjunto de subconjuntos de X. 

E(X):= conjunto de subconjuntos no vacíos de X. 

C(X):= conjunto de subconjuntos cerrados de X. 

K(X):= conjunto de subconjuntos compactos de X. 

J(X):= conjunto de subconjuntos finitos de X. 

Jn(X):= conjunto de subconjuntos de cardinalidad menor o igual a n de X, n E N. 
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Observaciones: 

También se pueden considerar el conjunto de subconjuntos perfectos, densos en ninguna parte, dominios, 
regiones de X, etc. 
Si X tiene más estructuras matemáticas se pueden considerar más subespacios como: 
el conjunto de subconjuntos convexos, absorbentes, balanceados, acotados, borelianos de X, etc. 

Se tiene que: 

U n E N Jn(X) = J(X), Jn(X) ~ Jn+l(X) para cada n E N Y J(X) ~ K(X). 

J(X) ~ C(X) si (X,T) es un espacio de Fréchet. 

C(X) ~ K(X) si (X,T) es un espacio compacto. 

K(X) ~ C(X) si (X,T) es un espacio de Hausdorff. 

C(X) = K(X) si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff. 

Lemas. 

Lema de Alexander. 
Un espacio topológico es un espacio compacto si y sólo si toda cubierta del espacio formada por abiertos 
de una subbase de la topología del espacio, tiene una subcubierta finita. 

Lema de Urysohn. 
(X,T) es un espacio normal si y sólo si para cada e y D subconjuntos cerrados y ajenos de (X,n existe 
una función continua f:(X,T) -+ [0,1] tal que e ~ fl[{O}] y D ~ fl[{l}] Y (X,T) es un espacio de Fréchet. 
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l. TOPOLOGÍAS EN EL ESPACIO P(X) y SUS SUBESPACIOS. 

Introducción a los elementos básicos de la Topología en espacios de conjuntos. 

Sea (X,T) un espacio topológico. En donde T es una topología en el conjunto X. 
En P(X) se definen las bases de topología Bo, B1, B2, B3 Y B4. 
Por Tso, TSl, TS2, TS3 y Ts., se denotan las topologías generadas por tales bases. 

Sea Bo:= {(Ao,,,.,An) I Ai E T, 0:5 i:5 n, n E N} U {{4>}}. 

En donde (Ao,,,.,An):= {E ~ X I E ~ UO sisn Ai, En Ai"* 4>, 0:5 i:5 n}. 
Bo es base de topología pues: 
Si u:= (Ao,,,.,An) y v:= (So,,,.,Bm) son elementos de Bo se tiene que 

u n v = (Ao n B,,, .,An n B,So n A,,,.,Bm n A) E Bo. En donde A:= Uo sisn Ai y B:= U Osi sm Bi. 

u n {4>} = 4> = (4)) y P(X) = (X) U {4>} = U Bo. 
La topología Tso se llama topología finita, de Vietoris o "exponencial". 
OBSERVACIONES: 4> 11' (Ao,,,.,An). 4> E Bo. 4> es un punto aislado. 

Kuratowski define (Ao,,,.,An):= { E ~ X I E ~ Ao y E n Ai "* 4>, 1 :5 i :5 n }. 

Sea B1:= { (Ao,,,.,An) I Ai E T, O :5 i :5 n, n E N} U {{4>}}. 

En donde (Ao,,,.,An):= { E ~ X lEn Ai '" 4>, 0:5 i :5 n }. 
B1 es base de topología pues: 
Si u:= (Ao,,,.,An) y v:= (So,,,.,Bm) son elementos de B1 se tiene que 

u n v = (Ao,,,.,An,So,,,.,Bm) E B1, Un {4>} = 4> = (4)) y P(X) = (X) U {4>} = U B1. 
La topología TSl se llama topología semifinita inferior. 
OBSERVACIONES: 4> 11' (Ao,,,.,An). 4> E B1. 4> es un punto aislado. 

{ (A) I A E T} U {{4>}} ~ B1 es subbase de TSl pues (Ao,,,.,An) = (Ao) n ". n (An) y 

(A) n {4>} = 4> = (4)) . 

Sea B2:= { [A] I A E T}. En donde [A]:= conjunto de subconjuntos de A. 
B2 es base de topología pues: 

Si u:= [A] y v:= [B] son elementos de B2 se tiene que u n v = [A n B] E B2 Y P(X) = [X] = U B2. 
La topología T S2 se llama topología semifinita superior. 
OBSERVACIONES: 4> E [A], 4> 11' B2 Y {4>} = [4>] E B2. 4> no es un punto aislado. 

Sea B3:= { [E,A] I E ~ X Y A E T}. 
En donde [E,A]:= conjunto de subconjuntos de A que son superconjuntos de E. 
B3 es base de topología pues: 

Si u:= [E,A] y v:= [D,B] son elementos de B3 se tiene que u n v = [D U E,A n B] E B3 Y 

P(X) = [4>,X] = U B3. 
La topología TS3 se llama topología de Pixley - Roy. 
OBSERVACIONES: 4> = [E,A] E B3 con E ex A y {4>} = [4>,4>] E B3. 4> es un punto aislado. 



Para la definición de las topologías anteriores no es necesario considerar una topología particular 
en X, pero si (X,T) es un espacio localmente compacto, se define: 

B4:= { (Ao, .. . ,An) n (Bc) j Ao, ... ,An, B E T Y de cerradura compacta, n E N} U {{<I>}}. 
B4 es base de topología pues: 

Si u:= (Ao, ... ,An) n (Bc) y v:= (Co, ... , C~) n (Ise) son elementos de B4 se tiene que 

u n v = (Ao, ... ,An,Co, ... ,Cm) n (Bc n [se) E B4, P(X) = (X) U {<I>} = U B4 Y u n {<I>} = <1> = (<1» n (X), 

pues X = <l>C y BC n lse = (B U ó¡C = (B U Df 
OBSERVACIONES: 

{ (A),[Bc] lA, B E T Y de cerradura compacta} U {{<I>}} es subbase de TB •. 

Si (X,T) es un espacio compacto entonces B4 = { (Ao, ... ,An) n (Bc) I Ao, .. . ,An, B E T, n E N} U {{<I>}} 
y { (A),[Bc] lA, B E T } es subbase de TB •. 
<1> E B4. <1> es un punto aislado. 
La topología T B. se llama topología de Fell. 

Considerando las posibles intersecciones entre sí de las anteriores topologías, TSI n Tel, Tel n TB4, 

Ta, n Ta., Ta1 n TB' n Ta. se tienen otras topologías para P(X). 
La definición de estas topologías depende de topologías en X, pero considerando funciones biyectivas 
entre P(X) y 2x

, y las topologías en 2x cuya definición no depende de considerar ninguna topología en 
X, se tienen otras topologías en P(X) que no dependen de ninguna topología en X. 
Por ejemplo, considerando en 2 = {a,l} la topología de Sierpinski y en 2x la topología producto o caja 
o alguna otra topología inicial o final y la función biyectiva <p:P(X) -+ 2x, con <p(E):= la función 
característica de E, E s;;; X. 
Dado que el cardinal de P(X) y 2x es el mismo, el análisis en P(X) es un caso especial del análisis en 
los espacios de funciones. Sin embargo es más Simple tratar este caso por separado. 
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PSEUDOMÉTRICA DE HAUSDORFF EN P(X). 

En el caso de que (X,T) sea pseudometrizable se puede definir una pseudométrica en P(X) de la 
siguiente forma: 

Sean (X,p) un espacio pseudométrico acotado con mas de un punto, D, E, F ~ X no vacíos y p "* O. 
Se definen: 

p[D,E]:= inf { p(d,e) I d E D, e E E }. Este número es llamado "distancia" entre conjuntos. 

p[d,E]:= p[{d},E], d E X. 

p[D,e]:= p[D,{e}], e E X. 

Para cada número real r > O, VP,(E):= { x E X I p[x,E] < r }. 
<p[D,E]:= sup { p[d,E] I d E D }. 

<p[E,D]:= sup { p[e,D] I e E E}. 

A(E):= sup { p(x,y) I x, y E E }. Este número se llama diámetro de E. 
A(cp):= O. 
Jl:P(X) x P(X) -4 R. En donde: 
R := conjunto de los números reales. 

Jl(D,cp) = Jl(cp,E):= A(X). 

Jl(cp,cp):= O. 
Jl(D,E):= max { <p[D,E], <p[E,D] }. 

Se tiene que: 

VP,(E) = U e e E BP,(e) . 

Jl(D,E) = sup { I p[x,D] - p[x,E] I I x E X} = sup { p[d,E], p[e,D] I d E D, e E E } = 
= inf { r > O I D ~ VP,(E) y E ~ VP,(D) }. 

p[D,E] = p[E,D] = p[D,E]. 

p[{d},{e}] = p(d,e) = Jl({d},{e}) = <p[{d},{e}] = <p[{e},{d}] y Jl({d},E) = Jl(E,{d}) = <p[E,{d}]. 

Ip[x,E] - p[y,E]1 $ p(x,y), para cada x, y E X. 

p[d,E] y Jl({d},E) no son necesariamente iguales. 

E = { X E X I p[x,E] = O }. 

p[D U E,F] $ min { p[D,F], p[E,F] }. 

<p[D,E] Y <p[E,D] no son necesariamente iguales. 

<p[D,E] = inf { r > O I D ~ VP,(E) }. 

<p[E,D] = inf { r > O I E ~ VP,(D)}. 
A(E) = A(E). 
A({e}) = O. 

A(D U E) $ A(D) + A(E) + p[D,E] 
Si D ~ E entonces A(D) $ A(E). 

Para cada d E D Y e E E, p[D,E] $ p[d,E] = <p[{d},E] $ p(d,e) $ <p[D,E] $ Jl(D,E) $ A(X). 

p[D,F] $ p[D,E] + p[D U E,F] + A(E). 
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TEOREMA. Il es una pseudométrica en P(X). 

Prueba: 

Sean D, E ~ X. 
Il(D,E) = Il(E,D). Simetría. 
Il(D,E) ~ o. Positividad. 
Si D = E entonces Il(D,E) = O. 
Ahora se establecerá la desigualdad del triángulo: 
Sean d E D, e E E Y F ~ X. 
p[d,F] ~ p(d,e) + p[e,F] ~ p(d,e) + Il(E,F) implica p[d,F] ~ p[d,E] + Il(E,F) ~ Il(D,E) + Il(E,F). 
Entonces q>[D,F] ~ Il(D,E) + Il(E,F). 
Análogamente se tiene que: 
p[f,D] ~ Il(F,E) + Il(E,D) implica q>[F,D] ~ Il(D,E) + Il(E,F). 
Luego Il(D,F) ~ Il(D,E) + Il(E,F). 

TEOREMA. (X,p) y (P(X),Il) son del mismo diámetro. 

Prueba: }'(X):= sup { p(x,y) I x, y E X } ~ }'(P(X)) y }'(P(X)):= sup { Il(D,E) I D, E ~ X } ~ }'(X). 

TEOREMA. Illqx) x qX) es una métrica en C(X). 

Prueba: 
Sean D, E subconjuntos cerrados de X. 
O = Il(D,E) si y sólo si q>[D,E] = q>[E,D] = O si y sólo si p[d,E] = p[e,D] = O para cada d E D Y para 
cada e E E si y sólo si D ~ E y E ~ 15 si y sólo si D = 15 = E = E. 

OBSERVACIONES: 
Il se llama pseudométrica de Hausdorff. 
Il está acotada por }'(X). 
La topología generada por Il en P(X) se llama topología de Hausdorff. 
También en C(X) se puede definir la topología de Wijsman por medio de la pseudométrica p. 
Sea C(X):= {f:(X,p) -+ R I f es continua} y <1>:C(X) -+ C(X) con 

p[x,E] 
(<1>(E))(x):= , E E C(X) y X E X. 

1 + p[x,E] 
La topología de Wijsman en C(X) es <1>-l{Tp}, en donde Tp es la topología producto relativa a C(X) y 
se tiene que las topologías de Hausdorff y de Vietoris la contienen. 
Si X es un espacio normado también se pueden definir las topologías de Mosco en el conjunto de 
subconjuntos cerrados y convexos de X, y la topología de Attouch - Wets en el conjunto de 
subconjuntos cerrados de X. 
Referencia 10. 
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II. RESULTADOS EN EL ESPACIO P(X) y SUS SUB ESPACIOS. 

Relaciones de contención entre las topologías definidas en P(X). 

TEOREMA. TBO es la topología supremo de TBl y TB2. 

Prueba: 

Se tiene que (Ao, ... ,An) = (X,Ao, ... ,An) y [B] = (B) U {QJ}. Luego B1 ~ Bo y B2 ~ TBO. 

Por tanto B1 U B2 ~ TBo y TBl U TB2 ~ TBO. 

Sea 't una topología en P(X) tal que TBl U TB2 ~ 't. 

(Ao, ... ,An) = (Ao, ... ,An) n [A] E 't con A:= U o s i s n Ai dado que (Ao, ... ,An) E TBl ~ TBl U TB2 ~ 't Y 

[A] E TB2 ~ TBl U TB2 ~ 't. Luego Bo ~ 't Y por tanto TBo ~ 't. 

OBSERVACIÓN: y U B2 es una subbase de TBO, pues y U B2 ~ TBo, (A) n [8] = (A n B,8) y 

(Ao, ... ,An) = (Ao) n ... n (An) n [A]. En donde y := {(A) I A E T} U {{QJ}}. 

TEOREMA. TBO ~ TB3. 

Prueba: 

Sea E E (Ao, ... ,An) E Bo, luego E E [E,A] con A:= U o s i s n Ai. 

Si D E [E,A], entonces E ~ D ~ A, luego QJ '" E n Ai ~ D n Ai, O ~ i ~ n y por tanto D E (Ao, ... ,An). 

Entonces [E,A] ~ (Ao, ... ,An). Luego (Ao, ... ,An) = U E E (AO, ... ,AA) [E,A]. Esto es Bo ~ TB3. 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio localmente compacto entonces TB. ~ TBO. 

Prueba: 

Sea (Ac, ... ,An) n (Se) E B4. Como (Ao, ... ,An) E Bo y (Se) E Bo se tiene que (Ac, ... ,An) n (Se) E TBo. 
Luego B4 ~ TBO. 

Coincidencia de las topologías de Vietoris y de Fell. 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff entonces (TBo)qx) = (TB4)qX). 

Prueba: 
Como TB. ~ TBo, se tiene que (TB.)qX) ~ (TBO)qX). 

Sea E E v:= (Ao, ... ,An) n C(X) E (TBO)qX) y K:= (U o s i s n Ai)e. 

K es compacto pues es un subconjunto cerrado de un espacio compacto y K n E = QJ. 
Como el espacio es normal, para cada k E K, existe Uk E Vk abierta tal que Ü. es compacto y Ük ~ E' 
pues K ~ Ee y Ee 

E T. Por tanto, K ~ U k E K Uk ~ U k E K Ük ~ E' y entonces existen ko, ... ,km E K 

tales que K ~ U o si< m Ukj ~ U O S j s m Ükj ~ Ee. Luego E E (Ao, ... ,An) n «U o s j s m Ükj)e) n C(X) = :W. 

Por tanto v ~ w. 

Si D E w, entonces D n Ai * QJ, O ~ i ~ n y D ~ n O s j s m (Ükj}' ~ Ke = U o s i s n Ai. 
Por tanto D E v. Luego w ~ v. Por tanto v = W E (TB.)qX). Luego entonces (TBO)qx) ~ (TB')qX). 
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COROLARIO. Si (X,T) es un espacio finito, entonces Tso = Ts,. 

Prueba: C(X) = P(X) en un espacio discreto. 

TEOREMA. Sea x E (X,T) y Bx ~ Vx:= conjunto de vecindades de x. Entonces: 
Bx es base local de x en (X,T) si y sólo si { (v) I v E Bx} = B{x} es base local de {x} en (P(X),Tso). 

Prueba: 
~) 

Sea v E V{x}:= conjunto de vecindades de {x}. Por lo tanto existe (Ao,,,.,An) E Bo tal que 
{x} E (Ao,,,.,An) ~ v. 
Luego x E Ai, O :s; i :s; n. 

Por tanto x E n o ~ i ~ n Ai =:A E T Y existe u E Bx tal que x E u ~ A. 
Luego {x} E (u) ~ (A) ~ (Ao,,,.,An) ~ v. 
<=) 
Sea v E Vx. Luego existe Av E T, tal que x E Av ~ v. Por tanto {x} E (Av) ~ (v), luego (v) E V{x} . 
Por tanto existe (w) E B{x} tal que {x} E (W ) ~ (v) con W E Bx. Por tanto x E W ~ V. 

Resultados sobre propiedades de densidad. 

TEOREMA. Si (E,TE) es un subespacio topológico de (X,D, entonces (P(E),(TE)s,) = (P(E),(Tso)P(E)' 

En donde TE := { A n E I A E T}. 
Prueba: 

Se tiene que (Ao n E,,,.,An n E) = (Ao,,,.,An) n P(E). 

COROLARIO. Si E es un subconjunto denso de (X,D, entonces P(E) es un subconjunto denso de 
(P(X),Tso). 

Prueba: 

Sean cp :f= (Ao,,, .,An) E Bo y A:= U o ~ i ~ n Ai. Por lo tanto A n E E (Ao,,,.,An) n P(E) pues 

A n E n Ai = En Ai :f= cp, O :s; i :s; n, A n E ~ A Y cp E {cp} n P(E). 
Por lo tanto P(E) = P(X). 

TEOREMA. Para todo espacio topológico (X,T), J(X) es un subconjunto denso de (P(X),Tso). 

Prueba: 

Sea cp :f= (Ao,,, .,An) E Bo, entonces {ao,,,.,an} E J(X) n (Ao,,,.,An). En donde ai E Ai, O :s; i :s; n y 

cp E {cp} n J(X) = {cp}. 
Por lo tanto J(X) = P(X). 

COROLARIO. Si (X,T) es un espacio de Fréchet entonces J(X) es un subconjunto denso de 
(C(X),(T so)qX) 

Prueba: Es inmediato de la prueba anterior pues {ao,,,.,an} es cerrado. 
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TEOREMA. Si (X,T) es un espacio de Hausdorff, entonces Jn(X) es cerrado en (P(X),TBo), para cada 
n E N diferente de cero. 

Prueba: 
Sea E E (Jn(X»c. Por lo tanto existen al menos n + 1 puntos eo, ... ,en en E, luego existen n + 1 conjuntos 
abiertos de X ajenos Ao, ... ,An tales que Ao E V .. , ... ,An E Ven. 
Luego E E (Ao, ... ,An) ~ (Jn(X»c. Luego (Jn(X»c es abierto. 

TEOREMA. Para todo espacio topológico (X,T), E(X) es un conjunto abierto y cerrado en (P(X),TBO). 

Prueba: E(X) = (X) E Bo y (E(X»c = {cjJ} E Bo. 

TEOREMA. (X,T) y (P(X),TBO) son de la misma densidad. 

Prueba: 
Sean a y 13 las densidades de (X,T) y (P(X),TBO) respectivamente. 
Sea D un subconjunto denso de (X,T) de cardinal a. 
Por lo tanto J(D) ~ P(D) ~ P(X). Luego J(D) = P(D) = P(X). 
Esto es, J(D) es un subconjunto denso de (P(X),TBO) del mismo cardinal de D. Luego 13 $ a. 
Sea N un subconjunto denso de (P(X),TBO) de cardinal 13 . 

Por lo tanto, para cada A E T no vacío, se tiene que N n (A) ~ cjJ si y sólo si existe NA E N Y NA E (A) 

si y sólo si existe NA E N Y NA n A ~ cjJ. 

Por lo tanto M:= { x. E X I x. E NA n A y A E T no vacío} es un subconjunto denso de (X,T) de cardinal 
menor o igual a 13. Luego a $ 1M I $ 13. 
Luego a = 13 . 

COROLARIO. (X,T) es un espacio separable si y sólo si (P(X),TBO) es un espacio separable. 

Prueba: En la demostración anterior sea a Ó 13 numerable. 

TEOREMA. Para todo espacio topológico (X,T) y para cada n E N, Jn(X) es un subconjunto denso de 
(P(X),TB2). 

Prueba: Si [A] E B2, entonces cjJ E Jn(X) n [A]. 

OBSERVACIÓN: En particular la cerradura de {cjJ} es P(X). 
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Resultados sobre propiedades de separación. 

TEOREMA. Para todo espacio topológico (X,T), (C(X),(TBa)qx) es un espacio de Kolmogoroff. 

Prueba: 

Sean D '" E E C(X) y supóngase que D - E = D n ¡:c '" eP. 
Por tanto D E (¡:C) n C(X) y E ¡¡; (¡:C) n C(X). 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio de Fréchet entonces (C(X),(TBa)qx) es un espacio de Fréchet. 

Prueba: 

Sean D '" E E C(X) y supóngase que D - E = D n Ee", eP. 
Como existe x E D - E se tiene que {x} ~ D n Ee si y sólo si De U E ~ {x}e. 

Por tanto D E «Ee) - [{x} e]) n C(X) y E E ([{x} e] - (¡:C» n C(X), pues {x} e es abierto dado que {x} es 
cerrado. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio regular si y sólo si (X,T) es un espacio de Fréchet y (C(X),(TBa)qx) es un 
espacio de Hausdorff. 

Prueba: 
~) 

Sean D '" E E C(X). 
Supóngase que existe x E E-D. 

Luego, existen subconjuntos abiertos de (X,T), A y 8, tales que D ~ A, x E 8 Y A n 8 = eP. 
Por tanto D E [A], E E (8) Y [A] n (8) = eP. 
<=) 
Si (X,T) no es un espacio regular entonces existen un subconjunto cerrado de (X,T) no vacío E '" X Y 
x E Ee tales que para todo par de subconjuntos abiertos A y B con E ~ A Y x E 8 se tiene que 

A n B '" eP. Dado que E U {x} es un subconjunto cerrado de (X,T) y E *" E U {x}. 

Si E E (Aa, ... ,An) y E U {x} E (Bo, ... ,8m), en donde (Aa, ... ,An) n (Bo, ... ,8m) = eP, entonces 

E ~ (U o s i s n Al) =:A, En Ai *" eP, 05 i 5 n. 
E U {x} ~ (U Osjsm 8j) =:8, (E U {x}) n 8j *" eP, O 5j 5 m. 

Por tanto E ~ A n B E (Aa, ... ,An) n (Bo, ... ,Bn) y esto es una contradicción. 

COROLARIO. Sea H ~ P(X) tal que C(X) ~ H. Si (X,T) es un espacio de Fréchet y (H,(TBa)H) es un 
espacio de Hausdorff entonces (X,T) es un espacio regular. 

Prueba: 
Si (H,(TBa)H) es un espacio de Hausdorff entonces (C(X),(TBa)qx) es un espacio de Hausdorff, por ser 
ésta una propiedad hereditaria. 
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TEOREMA. (X,T) es un espacio de Tychonoff si y sólo si (X,T) es un espacio de Fréchet y (C(X),(TBO)qx)) 
es un espacio de Stone. 

Prueba: 
~) 
Sean D of. E E C(X). 
Supóngase que existe x E E - D Y D * cp. 
Sea f:(X,T) -+ [0,1] una función continua tal que f(x) = 1 Y f[D] = {O}. Entonces: 
r:(C(X),(TBo)qx)) -+ R con r(H):= sup f[H] es continua, r(D) = O Y r(E) = 1. 
Si D = cp, sea r(D):= O. 
~) 

Sean D E C(X), D of. cp, X, X E DC y F:(C(X),(TBo)c(X)) -+ [0,1] continua tal que F(D) = O Y F(D U {x}) = 1. 

Luego sea f:(X,T) -+ [0,1] con f(z):= F(D U {z}), z E X. 
Se tiene que f es continua, f[D] = {O} Y f(x) = 1. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio normal si y sólo si (X,T) es un espacio de Fréchet y (C(X),(TBO )qX)) es 
un espacio regular. 

Prueba: 
~) 

Sea E un subconjunto cerrado no vacío de (X,T) y E E (Ao, ... ,An) E Bo. 

Por lo tanto E s;;; U o ~ i ~ n Aí = :A, E n Ai * cp, O ~ i ~ n y existe un subconjunto abierto B de (X,T) tal que 
Es;;; Bs;;; 6 s;;; A. 

Luego, sean Xo E E n Ao , ... , Xn E E n An. Por lo tanto Ao E Vx" .. . ,An E Vx,. 
Luego existen subconjuntos abiertos 8o, ... ,Bn de (X,T) tales que Xo E 80 s;;; 60 s;;; Ao, .. . ,Xn E Bn s;;; 6n s;;; An. 
Por lo tanto E E (B,80, ... ,Bn) s;;;~, ... ,Bn) = (6,60, .. . , 6n) s;;; (Ao, .. . ,An). 
Si E = cp entonces E E {cp} = {cp} s;;; v, para cada v E Vq,. 
~) 

Sea E un subconjunto cerrado no vacío de (X,T) y A un subconjunto abierto de (X,T) tal que E s;;; A. 
Por lo tanto E E (A) E VE. Luego existe (80, ... ,Bn) E VE tal que E E (80, ... ,Bn) = (60, ... , 6n) s;;; (A). 

Por lo tanto si B: = U o ~ i s n Bi se tiene que E s;;; B s;;; 6 = U o s i ~ n 6i s;;; A. 

OBSERVACIÓN: En este teorema, la regularidad del espacio (C(X),(TBo )qx)) es equivalente a su 
regularidad completa. 
Referencias 1 y 12. 
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TEOREMA. Si (X,T) es un espacio de Fréchet entonces (P(X),TB2) es un espacio de Kolmogoroff. 

Prueba: Sean D "* E E P(X) y supóngase que existe x E D - E. 
Por tanto D ¡! [{x}C] y E E [{x}C], pues {x}c es abierto dado que {x} es cerrado. 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio de Fréchet entonces (P(X),TB3) es un espacio de Hausdorff y cero 
dimensional. 

Prueba: 
Sean D "* E E P(X) y supóngase que existe x E D - E. 
Sea A E T tal que E ~ A Y x ¡! A. 
Si E = <p, sea A = <p. 
Si E"* <p, sea A = {x}c. 

Por tanto E E [E,A], D E [D,X] y [E,A] n [D,X] = <p. 
B3 es una base de cerrados pues si [E,A] E B3. 

[E,Al' = K U L con K:= { D ~ X lEn DC *" <p } y L:= { D ~ X I D n AC *" <p }. 

Si D E K entonces existe x E En DC. 
Luego sea Ao E T tal que D ~ Ao y x ¡! Ao. 

Por tanto D E [D,Ao] y K = U o E K [D,Ao]. 

Si DEL entonces existe x E D n AC = AC n (Dc)'. 
Luego sea Bo E T tal que DC ~ Bo y x ¡! Bo. 

Por tanto D E [BoC,X] y L = U o E L [BoC,X]. 
Por tanto [E,Al' E TBJ. Por tanto [E,A] es abierto y cerrado. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio primero numerable y de Fréchet si y sólo si (J(X),CTBJ)J(X» es un espacio 
de Moore. 

Referencias 4 y 5. 
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Resultados sobre propiedades de compacidad. 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio compacto y ceX) ~ H ~ P(X), entonces (H,(TBO)H) es un espacio 
compacto. 

Prueba: 

Se sabe que { (A) n H, [B] n H I A, B E T} es una subbase de (TBO)H. Supóngase que 

H = (U I E ¡(A;) U U i E J [Bi]) n H con Al, Bj E T. 

Si D:= (U l E 1 AI)C, entonces D n Al = ep y D ~ (Al), para cada i E 1 Y D E H. 

Por tanto D E U i E J [Bi], luego existe k E J tal que D E [Bk] Y entonces D ~ Bk. 

Por tanto BkC ~ DC = U l E 1 Al. Bkc es un conjunto compacto por ser un subconjunto cerrado de un 
espacio compacto. 

Luego existe un subconjunto finito F ~ 1 tal que Bkc ~ U l E F Al. 

Por tanto H = (U I E F (Al) U [Bk]) n H. En efecto: Sea E E H, luego E ~ Bk si y sólo si E E [Bk] Ó 

E rx Bk si y sólo si En Bkc 
:1: ep, luego E n (U l E F Al) :1: ep. 

Por tanto E n Af :1: ep, para alguna f E F. 
Por tanto E E (Af). 
Por tanto, por el lema de Alexander se tiene el resultado. 

TEOREMA. Si { {x} I x E X } ~ H ~ P(X) y (H,(TBO)H) es un espacio compacto, entonces (X,T) es un 
espacio compacto. 

Prueba: 
Sea {AI}I E 1 una cubierta de X con subconjuntos abiertos. 

Luego {(Al) n H }I E 1 U {ep} es una cubierta de H con subconjuntos abiertos. 

Sea entonces {(Al) n H }I E F U {ep} una cubierta de H, en donde F ~ 1 es finito. 
Luego {AI}I E F es una cubierta finita de X. 

En efecto: x E X si y sólo si {x} E H si y sólo si {x} E (Af) n H, para alguna f E F si y sólo si 

{x} n Af ~ ep, para alguna f E F si y sólo si x E Af, para alguna f E F. 
Por tanto, (X,T) es un espacio compacto. 
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COROLARIO. Sea C(X) ~ H ~ P(X). (X,T) es un espacio compacto y de Fréchet si y sólo si (H,(TBo)H) 
es un espacio compacto y (X,T) es un espacio de Fréchet. 

Prueba: Se tiene de los dos teoremas anteriores. 

COROLARIO. Si H = C(X) entonces: (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff si y sólo si 
(H,(TBO)H) es un espacio compacto y de Hausdorff, y (X,T) es un espacio de Fréchet. 

Prueba: 
~) 

Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces (X,T) es un espacio compacto y normal. 
Luego (H,(TBO)H) es un espacio compacto y regular, luego compacto y de Hausdorff. 
~) 
Si (H,(TBO)H) es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces (X,T) es un espacio compacto y regular, 
luego un espacio compacto y de Hausdorff. 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y C(X) ~ H ~ P(X), entonces (H,(TB4)H) es un 
espacio compacto. 

Prueba: 

Se sabe que { (A) n H, [Bc] n H lA, B E T Y de cerradura compacta} U {{4>}} es una subbase de 
(T B4)H. 

Supóngase que H = (U le [ (Al) U U j e J [B{]) n H. 

Si D:= (U le [ Ai)c, se tiene que D n Al = 4>, D i! (Al) para cada i E 1 Y D E H. 

Luego D E U j e J [B{]. Por tanto existe k E J tal que D E [BkC
], luego D ~ BkC

• 

- C U Entonces Bk ~ D = I e [ Al . 

Luego existe un subconjunto finito F ~ 1 tal que Bk ~ U I e F Al, pues Bk es compacto. 

Por tanto H = (U I e F (Al) U [Bkc]) n H. 
En efecto: 

Sea E E H, luego E ~ Bkc si y sólo si E E [BkC
] Ó E ex. Bkc si y sólo si En Bk '4= 4>. 

Luego E n (U I e F Al) '4= 4>. 
Por tanto E n Af '4= 4>, para alguna f E F. Por tanto E E (Af). 
Por tanto, por el lema de Alexander, (H,(TB4)H) es un espacio compacto. 

COROLARIO. Si (X,T) es un espacio localmente compacto entonces (E(X),(TB4)E(X» es un espacio 
compacto. 

Prueba: (E(X»c = {4>} E TB4. Por tanto, E(X) es cerrado en (P(X),TB4). 
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TEOREMA. Para todo espacio topológico (X,T), (J(X),(TB3)J(X) es un espacio metacompacto. 

Prueba: 
Sean e una cubierta de J(X) con subconjuntos abiertos y para cada E E J(X), VE E e tal que E E VE. 

Luego C' := { [E,X] n VE I E E J(X) } es un refinamiento abierto y punto finito de C. 

Para cada D E J(X), { U E C' I D E U } es finito, pues D E U = [E,X] n VE si y sólo si E E J(D). 

También se tienen los siguientes teoremas, para los cuales solo damos las referencias. 

TEOREMA. Sea (X,T) un espacio regular. 
Son equivalentes: 
l.(X,T) es un espacio compacto. 
2.(ceX),(TBo)qX) es un espacio compacto o paracompacto o metacompacto o de Lindelof o metaLindelof. 
Referencia 6. 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio regular entonces normalidad y compacidad son propiedades 
equivalentes en (ceX),(TBo)qx). 

Referencias 3, 6 Y 16. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio compacto y metrizable si y sólo si (X,T) es un espacio de Fréchet y 
(ceX),(TBO)qX) es un espacio metrizable. 

Referencia 1. 

Sea L(X):= ceX) n K(X). 
Para (X,T) un espacio de Fréchet se transfieren algunas propiedades entre (X,T) y (L(X),(TBO)L(X) como 
lo muestra el resultado siguiente. 
Sea P una de las propiedades topológicas: 
Completamente separable, débilmente separable, de Hausdorff, de Stone, regular, de Tychonoff, 
compacto y Hausdorff, localmente compacto, metrizable, cero dimensional, discreto, totalmente 
disconexo, conexo, localmente conexo o realcompacto. 
Entonces se tiene que: 

TEOREMA. (X,T) tiene la propiedad P si y sólo si (L(X),(Tso)L(X) tiene la propiedad P. 
Referencias 1 y 16. 
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TEOREMA. Sea H ~ P(X) tal que J(X) - {cp} ~ H. Entonces: 
(X,T) es un espacio conexo si y sólo si (H,(TBo)H) es un espacio conexo. 

Prueba: 
~) 

Si (X,T) es un espacio conexo entonces Xn es un espacio conexo con la topología producto y 
Jn(X) - {cp}, con n E N distinto de cero, es conexo con la topología de Vietoris. 

Entonces: ( U n E N Jn(X) ) - {cp} = J(X) - {cp} es conexo con la topología de Vietoris. 

Por tanto J(X) - {cp} ~ H ~ J(X) - {cp} = E(X) implica que H es conexo. 
~) 

Se tiene que U H = X. Si X no es conexo entonces existen conjuntos abiertos, no vacíos, ajenos 

A y B tales que X = A U B. 

Se tiene que H ~ P(X) = [A] U (B) Y [A] n (B) = cp . 

Como H es conexo y A '" X, se tiene que H n [A] = cp y H ~ (B) . 

Por tanto, para cada h E H, h n B '" cp. 

Intercambiando A y B se tiene que h nA'" cp. 
Por tanto todos los elementos de H son inconexos, pero esto es una contradicción pues H contiene a 
{x}, para todo x E X, que son conjuntos conexos. 

Coincidencia de las topologías de Vietoris y de Hausdorff. 

TEOREMA. (Tf.l)K(X) = T~ = «Tp)BO)K(X)' En donde TJ := IlIK(X) x K(X). 

Prueba: 

Sean cp, X '" A E Tp Y E E [A] n K(X) . 
Si E '" cp entonces existe un número real r> O tal que r < inf { p(x,y) I x E AC y y E E}. 

Por tanto B~,(E) ~ [A] n K(X). En efecto: 
Si D E B'\(E) entonces D ~ VPr¡(D,E)(E) ~ vPr(E) ~ A, pues p[d,E] s; TJ(D,E) < r, para cada d E D Y 

x E VPr(E) si y sólo si p[x,E]:= inf { p(x,y) I y E E} < r. Luego x E A. Por tanto D E [A] n K(X). 

Si E = cp entonces B~r(E) = {cp} ~ [A] n K(X), en donde O < r < '\(X). 

Por tanto [A] n K(X) = U E E [Al n K(X) B~r(E) E T~. 
Si A = cp, {cp} = B~,(cp) E T~. Si A = X, K(X) = B~r(E) con r ~ '\(X), para cada E E K(X). 

Sea E E (A) n K(X). 

Luego existe x E E n A y un número real r > O tal que BPr(x) ~ A. 

Por tanto B~r(E) ~ (A) n K(X). En efecto: 
D E B~,(E) si y sólo si TJ(E,D) < r. Luego p[e,D] < r, para cada e E E. 
Luego existe d E D tal que p(x,d) < r. 

Por tanto si cp '" D ~ D n A entonces D E (A) n K(X). 
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Por tanto (A) n K(X) = U E e (A) n K(X) B~r<E) E T~. 

Sea E E K(X). 

{ 

K(X) si r ~ A(X). 
Si E = ep entonces B~r<ep) = 

{ep} si r < A(X). 

Si E "* ep entonces, sean ep "* D E B~r(E) Y O < t = min { r -l1(E,D),l1(E,D) }, si D "* E ó t = r, si D = E. 
Luego, existe Jt !;;; D finito no vacío tal que D!;;; VPV2(Jt), pues D es precompacto al ser compacto. 

Por tanto D E VD:= «vPt(D) n (n x E J, (BPV2(X))) n K(X)) !;;; B~r(E). 

En efecto: D!;;; VPt(D) y D n BPV2(X) "* ep, para cada x E Jt. 

Sea C E VD. Luego C !;;; VP¡(D) y existe Cx E C n BPV2(X) "* ep, para cada x E Jt. 
Por tanto p(x,Cx) < tj2. Luego p[x,C] < tj2. 
Para cada d E D, p(d,cx) :$ p(d,x) + p(x,Cx) < (tj2) + (tj2) = t. Por tanto, para cada d E D, p[d,C] < t. 
Luego <p[D,C] :$ t Y análogamente <p[C,D] :$ t, lo cual implica que l1(C,D) :$ t. 
Luego l1(C,E) :$ l1(C,D) + l1(D,E) :$ t + l1(D,E) < r. Por tanto C E B~r(E) . 

Por tanto B~r(E) = U o e B'.(E) VD U {ep} , si r ~ A(X) Ó B~r(E) = U O E B' .(E) VD , si r < A(X). 
De donde B~r(E) E «Tp)SO)K(X). 
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Resultado sobre la propiedad de completitud. 

TEOREMA. (X,p) es un espacio completo si y sólo si (P(X),J.I) es un espacio completo. 

Prueba: 
~) 
Sea S una sucesión de Cauchy en (P(X),J.I). Se tiene que S -+ Ls S. 
En efecto: 
Para cada e > O Y para cada m E N, existe nm E N tal que J.I(S(n),S(nm» :o:; e/4m+1, para cada 
n ~ nm, donde nm+l ~ nm. 
Sen) y S(nm) no pueden ser uno vacío y el otro distinto del vacío. 
Pues J.I(<I>,E):= A(X) con E <;;; X no vacío. 
Si ambos son vacíos se tiene que Sen) = <1>, para cada n ~ nmo Y esta sucesión converge a <1>. 
Sea entonces Xm E S(nm) '" <1>. 
Se tiene que J.I(S(nm+l),S(nm» 5 e/4, para n = nm+l. 
Por tanto existe Xm+l E S(nm+l) tal que p(Xm,Xm+l) 5 e/4. 
Por tanto (Xm)m e N es una sucesión de Cauchy en (X,p) y entonces existe p E X tal que 
(Xm)m e N -+ p, luego p E L = Ls S. 
Por tanto para cada e > O, existe O # M E N tal que p(XM,P) :o:; e/4, para cada n ~ M Y 
p(XO,XM) 5 p(Xo,x¡) + ... + p(XMo¡,XM) 5 e/4M + . 0 0 + e/4M = e/4. 
Por tanto p(Xo,p) 5 p(XO,XM) + p(XM,P) 5 e/4 + e/4 = e/2. 
Luego Xo E Seno) implica que p[Xo,L] 5 e/2. Por tanto para toda x E Seno) se tiene que p[x,L] 5 e/2. 

Por otro lado se tiene que Ls S = n m e N (U n e Rm Sen»~ y J.I(S(n),S(no» 5 e/2, para cada n ~ no. 
Por lo tanto S(ñ) <;;; { X E X I p[x,S(no)] 5 e/2 } = 1jI-1S(no)[[0,e/2]], para cada n ~ no. 

Luego L <;;; U n e ROo Sen) = U n e ROo Sen) <;;; 1jI-1S(no)[[0,e/2j]. 
En donde ljIS(no):(X,p) ~ R con (ljIS(no)(x):= p[x,S(no)] es una función continua. 
Por tanto I E L implica que p[I,S(no)] 5 e/2. Luego J.I(S(no),L) 5 e/2. Entonces para cada e > O, 
existe no E N tal que J.I(S(n),L) 5 J.I(S(n),S(no» + J.I(S(no),L) < e/2 + e/2 = e, para cada n ~ no. 
(:::) 
Sea (Xn)n e N una sucesión de Cauchy en (X,p). 
Por tanto ({Xn})n e N es una sucesión de Cauchy en (P(X),J.I). 
Luego existe L E E(X) tal que ({Xn})n e N -+ L. 
Esto es, para cada e > O, existe N E N tal que p(I,Xn) 5 J.I({Xn},L) 5 e, para cada n ~ N Y para cada I E L. 
Por tanto (Xn)n e N -+ 1, para cada I E L. 
(Luego ILI= 1). 
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IJI. MAPEOS ENTRE ESPACIOS Y ESPACIOS DE CONJUNTOS. 

Introducción a los elementos básicos del Análisis Multivaluado. 
Definiciones: 
Sean X, Y conjuntos. Toda función <p :X ~ P(Y) se llama función multivaluada. 
Sean (X,T), (Y,~) espacios topológicos y <p:(X,T) ~ (P(YUBO). 

<p es semicontinua inferiormente ssi para cada cr E ~, { X E X I <p(x) n cr "* 4> } E T. 
<p es semicontinua superiormente ssi para cada cr E ~, { X E X I <p(x) s cr } E T. 
<p es semicontinua ssi <p es semicontinua inferior o superiormente. 

TEOREMA. <p:(X,T) ~ (P(Y),~BO) es semicontinua inferiormente y <p.1[ {4>}] E T si y sólo si 
<p :(X,T) ~ (P(YUB1 ) es continua. 

Prueba: 
Se tiene que: 
cr E ~ si y sólo si (cr) E ~B1 . 

<p01[(cr)] = { X E X I <p(x) E (cr) } = { X E X I <p(x) n cr "* 4> }. 
Por tanto <p01[(a)] E T si y sólo si { x E X I <p(x) n a "* 4> } E T. 

TEOREMA. <p:(X,T) ~ (P(Y),~BO) es semicontinua superiormente si y sólo si 
<p:(X,T) ~ (P(YUB2) es continua. 

Prueba: 
Se tiene que: 
a E ~ si y sólo si [a] E ~B2. 

<p01[(a]] = { X E X I <p(x) E [a] } = { X E X I <p(x) s a } . 
Por tanto <p01[[a]] E Tsi y sólo si { x E X I <p(x) s a } E T. 

TEOREMA. <p:(X,T) ~ (P(Y),~BO) es continua si y sólo si <p es semicontinua inferior y 
superiormente. 

Prueba: 
~) 
Se tiene por los dos teoremas anteriores. 
<=) 

Sea (80, ... ,Bn) = (80) n ... n (Bn) n [B] E ~Bo. En donde Bi E ~, 0 :5 i :5 n y B:= U O:S i:S n Bi. 

Por tanto <p01[(80, ... ,Bn)] = <p01[(80)] n ... n <p01[(Bn)] n <p01[(B]] E T Y <p01[{4>}] = <p01[[4>]] E T. 
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COROLARIO. Si <p:(X,T) -+ (P(Y),~BO) es semicontinua y 1<p(x)1 = 1, para cada x E X, entonces <p es 
continua. 

Prueba: 
Si <p es semicontinua inferiormente, se tiene que para cada (J E ~, 

{ X E X I <p(x) ~ (J } = { X E X I <p(x) n (J '" cjJ } E T. 
Por tanto <p es semicontinua superiormente. 

Si <p es semicontinua superiormente, se tiene que para cada (J E ~, 

{ X E X I <p(x) n (J '" cjJ } = { X E X I <p(x) ~ (J } E T. 
Por tanto <p es semicontinua inferiormente. 

Definiciones: 
La función f:X -+ Y es una selección de <p ssi f(x) E <p(x), para cada x E X. 
Referencia 1. 
La función f:P(X) -+ R es una función de Whitney ssi 
f(cjJ) = O = f( {x}), para cada x E X. 
SiA ~ B entonces feA) :5 f(B). 
Referencia 15. 

OBSERVACIÓN: 
A:(C(X),~lqx») -+ R, con A(E):= diámetro de E, es una función continua con (X,p) un espacio compacto, 
y es una función de Whitney. 
Referencias 13 y 15. 

Funciones multivaluadas canónicas. 

TEOREMA. Sea {fi:(X,T) -+ (P(YUBO)}¡ e 1 Y f:(X,T) -+ (P(Y),ho) con f(x):= U ¡ e 1 f¡(x). 
Si I es finito y f¡ es semicontinua superiormente para cada i E I entonces fes semicontinua 
superiormente. 

Prueba: 

Se tiene que f1[[B]] = n l e 1 f¡o l[[B]]. 
En efecto: 

x E f1[[B]] si y sólo si f(x) = U ¡ e l f¡(x) E [B] si y sólo si f¡ (x) E [B], para cada i E I si y sólo si 

x E f¡ol[[B]], para cada i E I si y sólo si x E n ¡ E 1 f¡ol[[B]]. 
Si B E T, entonces [B] E ~B2 . Luego f¡ol[[B]] es abierto de T, para cada i E 1, luego f1[[B]] es abierto de T. 
Por tanto f:(X,T) -+ (P(Y),~B2) es continua. 
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TEOREMA. Sea {fi :(X,T) --+ (P(Y),~BO)}i E 1 Y f:(X,T) --+ (P(Y),~BO) con f(x):= U i E 1 fi(X). 
Si fi es semicontinua inferiormente para cada i E I entonces f es semicontinua 
inferiormente. 

Prueba: 

Se tiene que f1[(B)] = f1[[BCt] = (f1[[Bc]])c = (n i E 1 fi-1[(B)C]t = U i E 1 fi-1[(B)]. 

Si B E T, entonces (B) E ~Bl . Luego f¡-l[(B)] es abierto de T, para cada i E 1, luego f1[(B)] es abierto de T. 
Por tanto f:(X,T) --+ (P(Y),~Bl) es continua. 

Se tiene también: 

TEOREMAS. 
Sean f:(X,T) --+ R, r :(C(X),(TBo)qx) --+ R con r(E):= sup f[E] y f:(ceX),(TBO)qX) --+ R con 
f(E):= inf f[E]. R:= reales extendidos, E E cex). 
Si f es continua entonces r y f son continuas. 
Referencia 1. 

Sea (X,T) un espacio de Fréchet. 

Son equivalentes: 
1. (X,T) es un espacio normal. 

2. 1j/:(C(X),(TBO)C(X)2 --+ (ceX),(TBO)C(X) con Ij/«D,E»:= D n E es semicontinua superiormente. D, E E ceX). 

OBSERVACIÓN: 
(X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff si y sólo si Ij/ es semicontinua superiormente para productos 
arbitrarios. 

Referencia 12. 

Son equivalentes: 
1. (X,T) es un espacio regular_ 
2. <P:(ceX),(TBO)qxi --+ (ceX),(TBO)qX) con <p«D,E»:= D - E es semicontinua inferiormente. D, E E cex). 
Referencia 12. 

Sean (Xi,Ti)i E 1 espacios compactos y (X,T):= TI i E 1 (Xi,Ti). Entonces: 
f:n i E 1 (C(Xi),«(Ti)BO)C(Xi) --+ (ceX),(TBO)qx) con f«Di)i E 1):= ni E 1 Di es continua. Di E C(Xi), i E 1. 
Referencia 13. 
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TEOREMA. Sean f:(X,T) --+ (Y,~) y f*:(P(X),TBO) --+ (P(YUBO) con f*(E):= f[E] y E E P(X). 
Entonces: f es continua si y sólo si f* es continua. 

Prueba: 
~) 
Si E = <p, f*(<p) = f[<p] = <p. 
Para cada v E VcjJ en ~BO se tiene que {<p} ,; v y existe u:= {<p} E VcjJ en TBo tal que 
f*[u] = f*[{<p}] = {<p},; v. 
Si E '" <p. Sea v:= (80,,,.,8n) E Vf*('). 

Por tanto f[E],; U osisn 8i =:8 y f[E] n 8; '" <p, O $ i $ n. 
. (1 (1 (1 n (1 . Sea u. = ( [80],,,., [8n]), E,; [8] Y E [8;] '" <p, O $ I $ n. 

Por tanto u E VE Y f*[u] ,; v. 
En efecto: 

D E u si y sólo si D,; U osisn (1[8;] = (1[8] Y D n (1[8;] '" <p, O $ i $ n. 

Luego f*(D) = f[D] ,; 8 Y (f*(D) = f[D]) n 8i '" <p, O $ i $ n. 
Por tanto f*(D) E v. 
é=) 
Sea x E X, luego f* es continua en {x}. 
Por tanto para cada v E Vf*({X», existe u E V{x} tal que f*[u] ,; v. 
Sea 8 E Vf(x), luego v:= (8) E Vf*({x}) y existe u:= (Ao,,,.,An) E V{x} tal que f*[u] ,; v. 

Luego A:= n o s I s n Ai E Vx es tal que f[A] ,; 8. 
En efecto: 
A E u, luego f*(A) E v. Por tanto f[A] E (8) si y sólo si f[A] ,; 8. 

COROLARIO. Sean f:(X,T) --+ (Y,~) y f*:(P(X),TBO) --+ (P(Y),~BO) con f*(E):= f[E] y E E P(X). 
Entonces: f es un homeomorfismo si y sólo si f* es un homeomorfismo. 

Prueba: 
f es biyectiva si y sólo si f* es biyectiva. 
f y (1 son continuas si y sólo si f* y «(1)* son continuas. 
«(1)* o f*»(E) = «(l)*(f*(E» = (l[f[E]] = E, luego «(1)* o (f*) = lp()(). 

«f*) o «(l)*)(H) = f*«(l)*(H» = f[(l[H]] = H, luego (f*) o «(1)* = lpM' 

Por tanto (f*r1 = «(1)*. 
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TEOREMA. Sean f:(X,T) --+ (Y,I) suprayectiva y f:(P(Y),IBo) --+ (P(X),TBO) con f(H):= fl[H]. 

Entonces: f es continua si y sólo si f es abierta y cerrada. 

Prueba: 
~) 
Sea A E T. 

(frl[(A)] = { H E P(Y) I f(H) E (A) } = { H E P(Y) I f(H) nA*- cp } = (f[A]) E I BO, 

ya que f(H) n A = fl[H] nA*- cp si y sólo si H n f[A] *- cp. 
Por tanto f[A] E I, pues f[A] E I si y sólo si (f[A]) E I Bo, y por tanto f es abierta. 

(f r l [[A]] = { H E P(Y) I f(H) E [Al} = { H E P(Y) I f(H) ~ A } = [(f[AC])C] E I Bo, 

ya que f(H) ~ A si y sólo si fl[H] ~ A si y sólo si AC ~ (fl[H])c. 
Por tanto (f[AC])C E I, pues (f[AC])C E I si y sólo si [(f[Ac])c] E IBo, y por tanto f es cerrada. 
<=) 
Sea A E T. 

{ H E P(Y) I f(H) nA*- cp } = { H E P(Y) I H n f[A] *- cp } = (f[A]) E I Ba, 

pues f es abierta y f(H) n A = fl[H] nA*- cp si y sólo si H n f[A] *- cp. 
Por tanto f es semicontinua inferiormente. 

{ H E P(Y) I f(H) ~ A } = { H E P(Y) I H ~ (f[Ac])c} = [(f[Ac])c] E I Ba, 

pues f es cerrada y f(H) ~ A si y sólo si fl[H] ~ A si y sólo si AC ~ (fl[H])c 

si y sólo si AC ~ fl[Hc] si y sólo si f[Ac] ~ HC si y sólo si H ~ (f[Ac])c. 

Por tanto f es semicontinua superiormente. 

COROLARIO. Sean f:(X,T) --+ (Y,I) suprayectiva y f:(P(Y),IBo) --+ (P(X),TBO) con f(H):= fl[H]. 

Entonces: f es un homeomorfismo si y sólo si f es un homeomorfismo. 

Prueba: 

fes biyectiva si y sólo si f es biyectiva. 

(frl = (fl)O = f*. 

f Y fl son continuas si y sólo si fl y f son abiertas (cerradas) si y sólo si (fl)O y f son continuas. 
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TEOREMA. cr:(P(P(X»,(TBo)Bo) ~ (P(X),TBo) con cr(E):= U E Y E ~ P(X) es continua. 

Prueba: 
Para cada v E VarE), existe u E VE tal que cr[u] ~ v. En efecto: 

cr(E) = U E = <1> si y sólo si E = <1> o E = {<I>}. 
Si u:= [{<I>}] = {<I>,{<I>}} entonces cr[u] = {<I>} ~ v. 

cr(E) = U E '* <1> si y sólo si E '* <1> y E '* {<I>}. 

Sean v:= (Ao,oo .,An) y u:= ([A],(A,Ao),oo.,(A,An». En donde A:= U o s i s n Ai. 

Se tiene que u E VE, pues si e E E entonces e ~ U E = cr(E) ~ A. 

Luego E ~ [A] ~ [A] U (A,Ao) U .00 U (A,An). 

Además existe hi E cr(E) n Ai, O s; i s; n. 
Esto implica que existe ei E E tal que hi E ei. 

Luego ei E (A,Ai) pues ei ~ A Y hi E ei n Ai. 

Por tanto ei E En (A,Ai), O s; i s; n. Luego E E u. 

Si D E u, D ~ [A] U (A,Ao) U oo . U (A,An), D n [A] '* <1> y existe di E D n (A,Ai), O s; i s; n. 
Se tiene que h E cr(D) si y sólo si existe d E D tal que h E d. 
Luego h E A pues d ~ A. 
Por tanto cr(D) ~ A. 

Por otro lado di ~ A Y di n Ai '* <1>. 

Pero di n Ai ~ cr(D) n Ai. Luego cr(D) E V. 

Por tanto cr[u] ~ V. 

TEOREMA. T]:(P(P(X»,(TBO)BO) ~ (P(X),TBO) con T](E):= n E y E ~ P(X), es semicontinua 
superiormente. 

Referencia 1. 

TEOREMA. Sea F:= (f)lv. En donde Y:= { {y} I y E Y}. Entonces: 

f es continua si y sólo si f es continua. 

Prueba: 
=» 
La restricción de una función continua a un subespacio es una funcion continua. 
~) 

Se tiene que cr o (f)* = f. En efecto: 
(Y,~) ;: (Y,(~BO)y) y (P(Y),~BO) ;: (P(Y),«~BO)y )80)' 
f:(Y,(~BO)y) ~ (P(X),TBO). 

(f)*:(P(Y),«~BO)y )BO) ~ (P(P(X»,(TBO)BO) es continua. 

(f)*(H) = f[H] = {f({y}) I {y} EH} = {fl[{y}] I {y} EH}. Sea HE P(Y). 

cr«f)*(H» = cr(f[H)) = U { fl[ {y}] I {y} EH} = fl[H] = f(H). 
y la composición de funciones continuas es continua. 

22 



TEOREMA. f:II o ~ i ~ n (X,T)i ~ (P(X),TBO) y n E N con f((xo, ... ,Xn»:= {xo, .. . ,Xn} es continua. 

Prueba: 
Sea (Ao, ... ,Am) E V{x., ... ,x,} . 

Xi E {Xo, ... ,Xn} c;;; U o s j ~ m Aj =:A, luego existe O ~ K; ~ m tal que Xi E Ak;, O ~ i ~ n. 

y se tiene que {Xo, ... ,Xn} n Aj * <1>, O ~ j ~ m. Por tanto, existe O ~ Ij ~ n tal que Xlj E Aj. 

Si Bo:= n { Ak E {Ao, ,,. ,Am} I Xo E Ak }, .. . , Bn:= n { Ak E {Ao, ,,. ,Am} I Xn E Ak} 
se tiene que Bo x .. . x Bn E V(x ••...• x,) y f[Bo x .. . x Bn] c;;; (Ao,. " ,Am). 
En efecto: 

f[Bo x ... x Bn] = { {Yo,,, .,Yn} I (Yo,···,Yn) E Be x" .x Bn }, {YO¡,,·,Yn} C;;; A Y {Yo,,, ·,Yn} n Aj * <1> 

pues Ylj E Blj n Aj para cada O ~ j ~ m. 

TEOREMA. f:(X,T) ~ (X,(TBO)x) con f(x):= {x} es un homeomorfismo. 

Prueba: 
f es una función biyectiva. 

f es una función continua pues fl[(A) n X] ::: fl[[A] n X] = A, para cada A E T. 

f[A] = { {a} I a E A } = X n (A), luego f es una función abierta. 
Por tanto fl es una función continua. 
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TEOREMA. <p:TI oslsn (P(X),TBO)I ~ (P(X),TBO) con <p«Eo, ... ,En»:= U osl< n El Y n E N es continua. 

Prueba: 
Sea \jI:TI o s I s n (P(X),TBO)I ~ (P(P(X»,(TBO)BO) con \jI«Eo, ... ,En»:= {Eo, ... ,En}. 

Luego 0"( \jI«Eo, .. . ,En» = 0"( {Eo, ... ,En}) = U {Eo, ... ,En} = U o s I s n El = <p«Eo, .. . ,En». 
Por tanto <p = O" o 'V. Luego <p es continua por ser composición de funciones continuas. 

TEOREMA. 

T]:TI os i s n (P(X),TBO)I ~ (P(X),TBO) con T]«Eo, .. . ,En»:= n o < I s n El es semicontinua superiormente. 
Referencia 1. 

TEOREMA. Sea X:= U o s I s n XI con XI cerrados de (X,T) y ajenos entre sí y n E N. Entonces: 

<p:TI os i < n (P(XI),(TI)Bl ) ~ (P(X),TB1 ) con <p«Eo, ... ,En»:= U osi s n El, El ~ XI Y TI := Tx¡, O ~ i ~ n, es un 
homeomorfismo. 

Prueba: 
<p es invectiva. Pues si p = (Do, ... ,Dn) * (Eo, ... ,En) = q se tiene que <p(p) * q>(q). 

<p es suprayectiva. Pues si E ~ X, se tiene que E = U o s I < n (E n XI). 

Por tanto <p«E n Xo, ... ,E n Xn» = E. Luego q> es biyectiva. 
<p es continua. 
En efecto: 
Sea v:= (A) E V",«E., ... ,E"J) ' 

Por tanto (U 0< I < n El) n A * !p. Luego existe O ~ j ~ n tal que EJ n A * !p. 

Luego, sea u:= «(Xo) U {!P}) X .. . x (A) x ... x «Xn) U {!P}) E V(Eo, ... ,EJ, ... ,En). Entonces <p[u] ~ v. 
t lugar J. 

<p'1:(P(X),TB1 ) ~ TI osi < n (P(XI),(TI)Bl ) con <p.l(E):= (E n Xo, ... ,E n Xn) = H es continua. 
En efecto: 

Sea v:= «Ao n Xc) U {!P}) X ... x «(An n Xn) U {!P}) E VH con Al E T, O ~ i ~ n. 

Luego, si u:= (A) U {!P}. En donde A:= U o s I s.n Al. Se tiene que u E VE Y <p.l[U] ~ v. 
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TEOREMA. 
Sean (Y,~) un espacio de Fréchet, f:(X,T) ~ (Y,~) función continua y f*:(P(X),TBO) ~ (c(Y),(lso)c(Y) 

con f*(E) = f(E]. 
Son equivalentes: 
a. (Y,~) es un espacio normal. 
b. Para cada espacio (X,T) y cada función continua f:(X,T) ~ (Y,n f*:(P(X),TBO) ~ (C(Y),(~Bok(Y) 
es una función continua. 

Prueba: 

a. ~ b. 
Sea E E P(X). 
Si E = <p, f*(<P) = <p. Por tanto f*[{<P}] = {<P}. 
Si E *" <p. Sea v:= (Ao, ... ,An) E Vf·(E). 

Por tanto f*(E) <;;; U o ~ I ~ n Al Y f*(E) n Al *" <p, O :> i :> n. 

Por tanto existe B E Vf"(E) tal que f(E] <;;; f*(E) <;;; B <;;; B <;;; U o s I s n Al, 

<p *" f(E] n Al c;; f*(E) n Al <;;; B n Al y E n (1[B n Al] *" <p, O :> i :> n. 

Por tanto si u:= «(1[B n Ao], ... ,(1[B n An]), entonces u E VE, pues 

E <;;; (1[B] = U o s I s n (1[B n Al] y B = U o s I s n (B n Al). 

Sea D E u, luego D <;;; (1[B] Y D n (1[B n Al] *" <p, O :> i :> n. 

Por lo tanto f[D] <;;; B, f[D] <;;; B <;;; U OSlsn Al Y <p *" f(D] n B n Al = f[D] n Al <;;; f[D] n Al, O:> i:> n. 

Luego f(D] E v. Luego f*[u] <;;; v. 
b. ~a. 

Sea e <;;; y cerrado y X:=Y con T:= P(Y-C) U T'. 

En donde T':= { D <;;; Y I <p *" D n e = B n e para alguna B E ~ con B c;; D }. 
T es topología en X. 
i:(X,T) ~ (Y,~) con i(x):= x, es continua, pues ~ <;;; T. 
(i)*:(P(X),TBO) ~ (C(Y),(~BO)C(Y) con (i)*(E) = E es continua. 

Luego sea v vecindad de e en ~, para [v] n C(Y) E Ve en (~BO)C(Y), existe u:= (Ac, ... ,An) E Ve en TBO tal 

que (i)*[u] <;;; [v] n C(Y). 

Sea A:= U osls n Al, como A E u, se tiene que (i)*(A) = A E [v]. 
Esto es A c;; v. Por tanto e <;;; A <;;; A c;; v. 
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TEOREMA. Si (X = Y,T = ~) es un espacio normal y f = 1x , entonces f* = (Ix)* es una retracción de 
(P(X),T BO) a (C(X),(T BO)C(X)). 

Prueba: 

(C(X),(TBO)C(X)) -+ (P(X),TBO), i(E) = E. 

1C(x) J. .t f* 

(C(X),(TBO)C(X)) 

f*(i(E)) = f*(E) = f(E) = E = E = 1qx)(E). 
Por tanto (Ix) * o i = 1qx). 

Las escalas son ejemplos de funciones multivaluadas y permiten dar caracterizaciones simples de los 
espacios topológicos completamente regulares, perfectamente normales y pseudocompactos en 
términos de sus conjuntos conulos, como se mostrará a continuación. 

Definiciones: Sean O = [0,1] Y (X,T) un espacio topológico. 
Una función ep :(D,5) -+ P(X) tal que para cada d E O Y cada e E O mayor a d se tiene que 
-- . 
ep(d) ~ ep(e), se llama una escala en (X,T). 

El conjunto N(ep):= n ep[D] se llama núcleo de la escala ep. 

TEOREMA. La función epc:(D,5) -+ P(X) en donde epc(d):= (ep(l - d)t es una escala en (X,T). 
epc se llama la escala complementaria de ep. 

Prueba: Se tiene que si e E O es mayor a d E O entonces ep(l - e) ~ ep(l - e) ~ ep(l - d) ~ ep(l - d) 

pues 1 - d E O es mayor a 1 - e E D. Luego (ep(l- d))c ~ (ep(l :... d))c ~ (ep(l - e)t ~ (ep(l '- e))c 

TEOREMA. Si QJ (/O ep[D] entonces ep[D] es una base de filtro en (X,T) y 
N(ep) = puntos de adherencia de ep[D]. 

Prueba: Sea x punto de adherencia de ep[D]. Por tanto x E ep(d), para cada dEO. Por tanto existe 

fd E O tal que es menor a d. Por tanto x E ep(fd) ~ ep(d) ~ q>(d). Por tanto x E n q>[D]. 

Sea x E n ep[D]. Por tanto x E q>(d) ~ ep(d), para cada d E O. 

Por tanto x E (n d e O ep(d)) = puntos de adherencia de q>[D]. 
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TEOREMA. Sean f;(X,T) -+ [0,1] una función continua y q>¡;(D,:s;) -+ P(X) en donde 
q>r(d) ;= fl[[O,d]], d E D. 
Entonces; q>f es una escala en (X,T), N(q>f) = fl[{O}] y N(q>,c) = fl[{1}]. 

Referencia 7. 

TEOREMA. Si q>;(D,:s;) -+ P(X) es una escala en (X,T) entonces existe una función continua 
f;(X,T) -+ [0,1] tal que fl[{O}] = N(q» Y fl[{1}] = N(q>c). 

Referencia 7. 

Definición: Un subconjunto e de (X,T) es un conjunto nulo de (X,T) ssi es el núcleo de alguna escala 
q> en (X,T). 

Definición: Un subconjunto e de (X,T) es un conjunto conulo ssi su complemento es un conjunto nulo 
de (X,T). 

OBSERVACIONES: Los conjuntos nulos (conulos) son cerrados (abiertos) y Go (F,,). cp Y X son 
conjuntos nulos y conulos. 

TEOREMA. Sea (X,T) un espacio normal y e un subconjunto de (X,T). e es cerrado (abierto) 
y Go (F,,) en (X,T) si y sólo si e es un conjunto nulo (conulo) de (X,T). 

Prueba: 

=» Sean Ao ;;¿ Al ;;¿ oo. abiertos de (X,T) tales que e = n n E N An. 
Se tiene entonces que por el Lema de Urysohn, para cada n E N existe una función continua 
fn;(X,T) -+ [0,1] tal que e ~ fn-1[{0}] y M ~ fn-1[{1}]. 
Sea f;(X,T) -+ R con f(x) := r n e N Tn-1 fn(X)_ 
O :s; fn(X) :s; 1 si y sólo si O :s; Tn-1 fn(X):S; Tn-1. Para cada n E N. 

Se tiene que O :s; f(x) :s; r n e N 2-n-1 = L Por tanto f;(X,T) -+ [0,1] Y e = fl[ {O}]. En efecto; 
Si x E e entonces fn(x) = 0, para cada n E N Y por tanto f(x) = O. 
Si f(x) = O Y x 11' e entonces existe m E N tal que x 11' Am. Por tanto fm(x) = 1 Y 
f(x) ~ Tm-1 fm(X) = 2-m-1 > O Y esto es una contradicción. 
f es continua y se tiene que N(q>f) = f1[{0}] = C. 

<=) Sea e = N(q», para alguna escala q> en (X,T). Por tanto existe una función continua 
f;(X'T) -+ [0,1] tal que e = N(q» = f 1[{0}]. 

Dado que {O} = n n E N (-1/n+1,1/n+1). Se tiene que f1[{0}] = n n E N f 1[(-1/n+1,1/n+1)]. 
Por tanto e es un conjunto cerrado y Go en (X,T). 

27 



Sea (X,T) un espacio de Fréchet. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio de Tychonoff si y sólo si el conjunto de conjuntos conulos de (X,T) es 
una base de T. 

Prueba: 

~) Sean A E T Y x E A. Luego existe una función continua f:(X,T) ~ [0,1] tal que f(x) = 1 Y 
AC ~ f 1[{0}]. Sea B:= (fl[{O}]f B es un conjunto conulo de (X,T) y x E B ~ A. 

<=) Sea e ~ X cerrado no vacío y Xo E eC. Luego existe un conjunto conulo B de (X,T) tal que 
Xo E B ~ eC. 

Luego existe una función continua f:(X,T) ~ [0,1] tal que BC = fl[ {O}]. 
Por tanto e ~ fl[{O}] y f(xo) ~ O. 
Se tiene que la función g:(X,T) ~ [0,1] con g(x) := min {1,f(x)jf(xo)} es continua, e ~ g-l[ {O}] Y 
g(xo) = 1. 

Definición: Sea B base de la topología T en el espacio X. 
B es base normal de T ssi: 
1. Si x E B E B entonces existe A E B tal que x E AC ~ B. 

2. Si A Y B E B entonces A n B E B Y A U B E B. 
3. Si A Y BE B son tales que AC y B

C son ajenos, entonces existen L y M E B ajenos tales que LC ~ A 
Y MC~ B. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio de Tychonoff si y sólo si T tiene una base normal. 

Prueba: 

~) Si (X,T) es un espacio de Tychonoff entonces el conjunto de conjuntos conulos de (X,T) es una 
base normal de T. 

<=) Sean B una base normal de T, e ~ X cerrado no vacío y x E ~. Sea B E B tal que x E B ~ eC. Por 
ser B una base normal de T, existe A E B tal que x E AC ~ B Y existe una función continua 
f:(X,T) ~ [0,1] tal que AC ~ fl[{1}] Y BC ~ f 1[{0}]. Por tanto f(x) = 1 Y e ~ BC ~ f 1[{0}]. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio normal si y sólo si T es base normal. 

Prueba: 

~) T es base de T y la primera y tercera condición de la definición de base normal se cumplen por la 
propiedad de separación de conjuntos cerrados ajenos en los espacios normales. 
La segunda condición se cumple pues T es una topología. 

<=) Si T es base normal entonces la propiedad de separación de conjuntos cerrados ajenos es 
equivalente a la tercera condición de la definición de base normal. 
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TEOREMA. (X,T) es un espacio completamente normal si y sólo si todo subespacio de (X,T) es un 
espacio normal. 

Prueba: 

=» Sean E ~ X, Go Y Gl subconjuntos cerrados ajenos de (E,TE). Es decir Go = eo n E y Gl = el n E 
con eo y el subconjuntos cerrados de (X,T). Se tiene que Go Y Gl son subconjuntos separados de 

(X,T), pues (Go n Gl) U (Go n G¡) ~ (eo n Gl ) U (el n Go) = eo n el n E = Go n Gl = <1>. 
Por tanto existen subconjuntos Ao Y Al, abiertos ajenos de (X,T), tales que Go ~ Ao Y Gl ~ Al. 

Por tanto Go ~ Ao n E y Gl ~ Al n E. Por tanto (E,Td es un espacio normal. 

<=:) Sean Go Y Gl subconjuntos separados de (X,T) y E:= X - «Go - Go) U (G l - Gl». Se tiene que 
Go Y Gl son subconjuntos cerrados ajenos de (E,TE). Por tanto como este subespacio es normal, 

existen subconjuntos Aa y Al abiertos de (X,T) tales que Go ~ Aa n E y Gl ~ Al n E y estos 
abiertos relativos son ajenos. 

Por tanto se tiene que Go ~ Aa n G1
C y Gl ~ Al n GO

C y estos abiertos son ajenos. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio perfectamente normal si y sólo si T es el conjunto de conjuntos 
conulos de (X,T). 

Prueba: 
=» Un conjunto conulo es un conjunto abierto y un conjunto abierto es un conjunto F (J Y por tanto es 

un conjunto conulo, por ser el espacio normal. 
<=:) T es base de T, por tanto el espacio es de Tychonoff y luego entonces el conjunto de conjuntos 

conulos es base normal del espacio. Por tanto T es base normal y luego el espacio es normal. 
Luego todo conjunto cerrado es nulo y por tanto Gs . 

TEOREMA. (X,T) es un espacio pseudocompacto si y sólo si toda familia localmente finita de 
conjuntos conulos de (X,T) es finita. 

Prueba: 
=» Sea H una familia infinita y localmente finita de conjuntos conulos no vacíos de X. Se tiene que 
para cada n E N diferente de cero, existen Hn E H Y fn:(X,T) ~ [O,n] contint,Ja tal que fn' l [{O}] = Hnc 

y fn' l [{n}] :#: <1>. Por tanto la función f:(X,T) ~ R con f(x):= ~ n e N fn(x) es continua y no acotada. 
<=:) Si (X,T) no es un espacio pseudocompacto entonces existe una función continua, no acotada y 
positiva f:(X,T) ~ R, tal que para cada n E N diferente de cero, existe Xn E X con f(Xn) > f(Xn'l) + 1. 
{ f 1[(f(Xn) - 1/2,f(Xn) + 1/2)] I n E N} es una familia infinita y localmente finita de conjuntos conulos. 

TEOREMA. (X,T) es un espacio de Tychonoff si y sólo si el conjunto U de cubiertas finitas con 
conjuntos conulos de (X,T), es una uniformidad de X compatible con T. 

Referencia 7. 
La compactificación de Stone - Cech de un espacio de Tychonoff. 

Se define en base en los ultrafiltros sobre el conjunto de sus conjuntos nulos. 
Sean (X,T) un espacio de Tychonoff, N(X):= conjunto de conjuntos nulos de (X,T), 
I3(X):= { F ~ P(X) I F es ultrafiltro sobre N(X) }, E:= {F E P(X) I F ~ E para alguna F E F } Y 
B:= { E' I E E N(X) }. B es base de topOlogía en I3(X). 
(P(X),TB) es un espacio compacto y de Hausdorff. 
<p:(X,T) ~ (P(X),TB) con cp(x):= { E E N(X) I x E E }, es invectiva, abierta y continua. 
<p[X] es denso en I3(X). 
(P(X),TB,<p) es la compactificación de Stone - Cech de (X,T) y posee la propiedad universal. 
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Sean (X,T) un espacio de Fréchet y (X*,T*) su compactificación de Alexandrov. 

Esto es: X* := X U {co}, co !I' X. P(X*) = P(X) U F{{.,}}. 

F{{.,}} := { E U {co} I E ~ X} = { D ~ X* I co E D }. 

T* := TU { A U {co} I A E T Y AC es compacto } . T* es topología en X*. 

OBSERVACIONES: 
(X*,T*) es espacio compacto y de Fréchet. 
{co} es cerrado en (X*,T*). 
(X,T) es espacio localmente compacto y de Hausdorff si y sólo si (X*,T*) es espacio de Hausdorff. 
(X,T) es espacio compacto si y sólo si {co} es un punto aislado en (X*,T*). 
(X*,T*) es metrizable y separable si y sólo si (X,T) es espacio localmente compacto, de Hausdorff y 
completamente separable. 
El filtro generado por {co} en X* se denota por F., y F., - {{co}} se denota por F. 

TEOREMA. F., es cerrado en (P(X*),(T*)BO)' 

Prueba: 
(F.,)c = P(X) = [X] E TBO ~ {T*)BO' 

COROLARIO. (F., ,( (T*)BO )F.,) es un espacio compacto. 

Prueba: Todo cerrado en un espacio compacto es un espacio compacto. 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio compacto entonces (F,«T*)BO)F) es un espacio compacto. 

Prueba: 

FC = P(X) U {{co}} = [X] U ({co}) es abierto. 
Por tanto F es cerrado en (P(X*),(T*)BO)' 

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, entonces 

(F., n C(X*),( (T*)BO)F., n C(x*)) es un espacio compacto y de Hausdorff. 

Prueba: 
(C(X*),«T*)BO)C(X*)) es un espacio compacto, y es de Hausdorff por ser (X*,T*) un espacio regular, 
(pues es un espacio normal por ser un espacio compacto y de Hausdorff). 

Por tanto F., n C(X*) es un espacio compacto por ser la intersección de espacios compactos, y es de 
Hausdorff por ser ésta una propiedad hereditaria. 
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TEOREMA. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, entonces 

(F n ceX*),((T*)BO)F n C(x*» es un espacio localmente compacto y de Hausdorff. 

Prueba: 

(F",,- F) n ceX*) = {{ro}} = ({ro}) es cerrado en (F"" n ceX* ),((T*)BO)F"" n C(X*». 

Por tanto F n ceX*) es abierto en este espacio, que es localmente compacto (por ser compacto) y 
regular, y es de Hausdorff por ser ésta una propiedad hereditaria. 
~ f /,p 'tf ~ Y- n-0 1,,"- ......... 'B -1-

La topología de Fell nos permite dar una descripción más simple de los espados anteriores, como 
se mostrará a continuación. 

TEOREMA. Sea <P:(ceX) - {CP},(TB.)C(x)- {<!>}) -+ (F n C(X*),((T*)BO)Fn C(X*» con <p(E):= E U {ro}. 

Si (X,T) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff entonces <p es un 
homeomorfismo. 

Prueba: 

D *" E si y sólo si <p(D):= D U {ro} *" E U {ro} =:<p(E). Por tanto <p es invectiva. 

<p[ceX) - {cp}] = F n ceX* ). Por tanto <p es suprayectiva. 
Por tanto <p es biyectiva. 
Sea A E T tal que A es compacto. 

<p[(A) n ceX)] = (A) n F n ceX*) es abierto relativo. 

<p[(N ) n ceX)] = (Áe U {ro}) n F n ceX*) es abierto relativo. 
Luego, <p es una función abierta. Por tanto, <p.I es una función continua. 
Sea BE T. 

Para cada b E B, existe Ub E Vb abierta tal que Üb es compacto y Üb ~ B, luego (B) = U b E 8 (Ub) y 

<p.I[(B) n F n C(X*)] = (B) n ceX) = (U b E 8 (Ub)) n ceX) es abierto relativo. 

El abierto relativo [B] n F n C(X*) es vacío. 
Sea B E T tal que Be es compacto. 

(B U {ro}) n F n ceX*) = F n ceX*). 

<p.I[F n ceX*)] = ceX) - {CP} es abierto relativo. 

<p0I[[B U {ro}] n F n ceX*)] = (B) n ceX) es abierto relativo. 

Sea E E (B) n ceX). Por tanto cp *" E ~ B si y sólo si Be ~ E' E T. Luego existe AE E T tal que AE es 
compacto y Be ~ AE ~ AE ~ Ee si y sólo si E ~ (AE)' ~ (AE)e ~ B. 

Por tanto, (B) n ceX) = U E E (8) n C(X) «(Ae)e) n C(X) . 
Luego, <poI es una función abierta. Por tanto, <p es una función continua. 
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COROLARIO. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff entonces 
(C(X) - {cjJ},(Ts.)c(x) - {<!J}) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff. 

Prueba: El espacio codominio de la función qJ del teorema anterior es un espacio localmente compacto 
y de Hausdorff. 

TEOREMA. Sea 1jI: (C(X),(Ts.)C(x) ~ (F", n C(X*),«T*)SO)F"'n C(X*) con IjI(E):= E U { <Xl}. 
Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff entonces ljI es un homeomorfismo. 

Prueba: IjI Ic(x)-{<!J} = qJ y qJ[{cjJ}] = {{<Xl}} = ({ <Xl} ) n F", n C(X*) es abierto. 

COROLARIO. Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff entonces (C(X),(Ts.)C(x) es un espacio 
compacto y de Hausdorff. 

Prueba: El espacio codominio de la función ljI del teorema anterior es un espacio compacto y de 
Hausdorff. 

COROLARIO. Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff entonces (C(X) - {cjJ},(Ts')c(x) - {<!J}) es 
un espacio compacto y de Hausdorff. 

Prueba: C(X) - {cjJ} es cerrado en (C(X),(Ts.)C(x), por tanto es un espacio compacto, y es de 
Hausdorff por ser ésta una propiedad hereditaria. 

fin 

32 



Sean D, E, Ei~ X para cada i E 1. 

[E] = (E) U {<I>}. 

(Eo, ... ,En) = (Eo, ... ,En) n [E] con E:= U oSi s n Ei. 

(Eo, ... ,En) = (X,Eo, .. . ,En) = (Eo) n .. . n (En) . 

(n i e 1 Ei) = n i E 1 (Ei). (D,E) = (E,D). 

(U i E 1 Ei) = U i E 1 (Ei) . (D,E) = (E,D). 

[n i E 1 Ei] = n ¡El [Ei]. (D,D,E) = (D,E). 

U I E 1 (Ei) ~ (U i E 1 Ei). (D,D,E) = (D,E). 

(n i E 1 Ei) ~ n I E 1 (El) . (E,E) = (E). 

ANEXO 

Si n I el Ei te <1> entonces (n I E I Ei) = n i E 1 (El) . (E,E) = (E) . 

U i E I [Ei] ~ [U I E I El]. 

(D) n [E] = (D) n (E) = (D n E,E). 

(Eo n E, ... ,Enn E) = (Eo, ... ,En) n P(E). 

(D) ~ (E). 
D ~ E si y sólo si (D) ~ (E). 

[D]~[E] . 

(D) te (E). 
D te E si y sólo si (D) te (E) . 

[D]te[E]. 

En donde EC es el complemento de E. 
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Sea H S;;; P(X) tal que J(X) S;;; H. En (H,(TBO)H) se tiene que: 

TEOREMA. (Eo, ... ,En) = ( t o, .. . ,tn). 

Prueba: 

Sean D E ( t o, ... ,tn) y (Ao, ... ,Am) n H E VD. E:= U osis n Ei y A:= U osj sm Aj 
Luego D S;;; t n A, D n t i ~ <1> , osi s n y D n A¡ ~ <1>, os j s m. 
Por lo tanto A n ti ~ <1> , osis n y Aj n t ~ <1>, os j sm. 
Luego existe pi E A n Ei, os is n y existe q¡ E Aj n E, ° sj s m. Sea entonces F:= {po, ... ,pn,qo, ... ,qm}. 
Por lo tanto F E (Eo, ... ,En) n (Ao, ... ,Am) n H. 

Luego D E (Eo, ... ,En). Por lo tanto (t o, ... ,tn) S;;; (Eo, .. . ,En). 

Por otro lado se tiene que (Eo, ... ,En) S;;; ( t o, ... ,tn) y (to, ... , tn) es cerrado, pues 
( t o, ... ,tn)C = «t)c) U [(to)c] U ... U [(tnn es abierto. 

Por lo tanto (Eo, ... ,En) S;;; (t o, .. . ,tn). 

COROLARIO. (Eo, ... ,En) = (to, ... ,tn). 

Prueba: 
(Eo, ... ,En) = (X,Eo, ... ,En). 

----
Luego (Eo, ... ,En) = (X,Eo, ... ,En) = (X,t o, ... ,tn) = (to, ... ,tn) . 

COROLARIO. [E] = [t]. 

Prueba: 

[E] = (E) U {<I>} luego [E] = (E) U {<I>} = (E) U {<I>} = (t) U {<I>} = [t]. 

COROLARIO. (Eo, ... ,En) = (l::o, ... ,l::n) n [1::] con E:= U osis n Ei. 

Prueba: 

(Eo, ... ,En) = «Eo, ... ,En)C)C = «EC) U [EoC] U ... U [EnC])C = 
= (<E") U [EoC] U ... U [~])C = [(EO)C] n «EoC)C) n ... n «~)C) = 
= [1::) n (l::o, ... ,l::n) pues (EC)C = 1::. 

En donde 1:: es el interior de E y t es la cerradura de E en la topología T. 

b 



TEOREMA. E es cerrado si y sólo si (E) es cerrado . 

Prueba: 

E = ~ si y sólo si (E) = (~) = (E). 

TEOREMA. E es cerrado si y sólo si (E) es cerrado. 

Prueba: 

E = ~ si y sólo si (E) = (~) = (X,~) = (X,E) = (E) . 

TEOREMA. E es cerrado si y sólo si [E] cerrado. 

Prueba: 

E = ~ si y s610 si [E] = [~] = [E]. 

COROLARIO. E es abierto si y s610 si (E) es abierto. 

Prueba: 

E es abierto si y sólo si E
C 

es cerrado si y s610 si (E
c
) es cerrado si y s610 si (Ec) U {el>} es cerrado 

si y s610 si (E)C es cerrado si y s610 si (E) es abierto. 

COROLARIO. E es abierto si y sólo si (E) es abierto. 

Prueba: 

E es abierto si y s610 si E
C 

es cerrado si y s610 si [El = (E)c es cerrado si y s610 si (E) es abierto. 

COROLARIO. E es abierto si y sólo si [E] es abierto . 

Prueba: 

E es abierto si y sólo si E
C 

es cerrado si y sólo si (Ec) = [E]c es cerrado si y s610 si [E] es abierto. 

c 
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