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INTRODUCCION

El surgimiento de la Topologia General es consecuencia de la reconstruccion del fundamento
del calculo infinitesimal realizado durante el siglo XIX.

La Topologia General se puede considerar como el estudio abstracto del concepto de punto
limite. Muchos conceptos matematicos importantes son construidos sobre las propiedades de
los puntos limite.

La Topologia General se inici6 a partir de los articulos de G. Cantor publicados de 1879 a 1884.
El se dedicé a la investigacién de los conjuntos de niimeros reales, originando de esta manera,
tanto a la teoria de conjuntos como a la Topologia. También definié y estudié en el contexto de
los subconjuntos de espacios euclideanos, algunos de los conceptos fundamentales de la
Topologia.

Posteriormente, nuevos e importantes conceptos topoldgicos, también relativos a los espacios
euclideanos, fueron introducidos de 1893 a 1905 por C. Jordan, H. Poincaré, E. Borel, R. Baire y

H. Lebesgue.
B. Riemann fue el precursor en 1854 de la generalizacion de los espacios euclideanos a los

espacios abstractos.

Cerca de 1900, cuando los conceptos topoldgicos fundamentales ya estaban introducidos,
aparecié un pequeiio nimero de articulos que mostraban la existencia de estructuras
topoldgicas en ciertos conjuntos especiales tales como: el conjunto de curvas (por G. Ascoli), el
conjunto de funciones (por C. Arzela, V. Volterra, D. Hilbert y 1. Fredholm.) y el conjunto de
rectas y planos en el espacio tridimensional (por E. Borel.) Asi se preparoé el terreno para un
tratamiento axiomatico de los conceptos de limite y de la cercania de un punto a un conjunto o
de un conjunto a otro conjunto.

Los espacios abstractos con una estructura topolégica fueron originalmente introducidos por
M. Fréchet en 1906 y por F. Riesz en 1907 y 1908. M. Fréchet defini6 los espacios en términos
de sucesiones convergentes y F. Riesz en términos de puntos de acumulacién.

J. B. Listing fue el primero en usar la palabra "topologie" en una carta a su anciano profesor de
escuela Miiller en 1836. El tenia antipatia por el término "geometria situs" debido a G. Leibniz,
entonces usado para las ideas topoldgicas y escribié el libro "Vorstudien zur Topologie" en 1847
Fue el primer uso publicado de la palabra "topologie”. La materia fue conocida como "analysis
situs" debido a H. Poincaré, por muchos aiios y sélo hacia finales de los aiios veinte del siglo XX,
se uso la palabra inglesa "topology” por S. Lefschetz.

La primera definicién satisfactoria de espacio topolégico fue propuesta por F. Hausdorff en
1914, El definié un espacio topolégico como un conjunto abstracto provisto de un conjunto de
vecindades que satisfacen ciertos axiomas, desarrollando una idea que aparecié en articulos
de D. Hilbert de 1902 y de A. Weyl de 1913, quienes dieron una descripciéon axiomatica, en
términos de vecindades, del plano y de una superficie de Riemann, respectivamente,

La contribucién de F. Hausdorff fue dar una adecuada generalidad a conceptos introducidos
por sus predecesores y desarrollar una sistematica y exhaustiva teoria.

Otro conjunto de axiomas fue propuesto por R. L. Moore. En su libro de 1932, él dié una
caracterizacién axiomatica del plano y discutioé varias clases de espacios abstractos, obtenidos
al considerar que sdlo algunos de estos axiomas se cumplen.

La versién original de este enfoque data de un articulo de 1916.

Los conceptos de conjunto abierto y conjunto cerrado, conjunto interior y conjunto cerradura,
fueron introducidos y estudiados por G. Cantor en la clase de los subconjuntos de espacios

euclideanos.
F. Hausdorff generaliz6 estos conceptos a espacios abstractos en 1914.



La importancia del Analisis Multivaluado fue reconocida tempranamente, a inicios del siglo XX,
y varios matematicos prominentes como F. Hausdorff, L. Vietoris y K. Kuratowski hicieron
investigaciones en el tema. Sin embargo fue hasta los afios sesenta que surgi6 un estudio
sistematico del Analisis Multivaluado. Actualmente se establece como el estudio de funciones
cuyo contradominio es un conjunto de conjuntos, con estructura topolégica. De esta manera
con una estructura topoldgica en un conjunto de conjuntos, se tiene el concepto de cercania o
distancia entre conjuntos, y ya no solamente entre puntos abstractos.

La llamada "distancia" de un subconjunto a otro de un espacio métrico, definida como el infimo
de las distancias de un punto de un subconjunto a un punto del otro subconjunto, no es una
métrica en el conjunto de todos los subconjuntos del espacio métrico, pues ésta no satisface la
desigualdad del triangulo.

F. Hausdorff es el primero que definié una métrica en el conjunto de los subconjuntos cerrados
de un espacio métrico acotado. L. Vietoris definié en 1923 una topologia en el conjunto de los
subconjuntos cerrados de un espacio topolégico. Ambas topologias coinciden en el conjunto de
los subconjuntos compactos de un espacio métrico acotado.

La topologia de Pixley-Roy fué introducida en 1969, en el caso especial de los nimeros reales y
fué generalizada por E. Van Douwen en 1977, para conjuntos arbitrarios.

La topologia de Fell fue introducida en 1962.

En este trabajo se pretende entonces, exponer los elementos basicos de la Topologia General
en espacios topolégicos cuyos miembros son conjuntos y los elementos basicos del Anélisis
Multivaluado. Se intentd, la mayoria de las veces, generalizar las definiciones y los resultados
establecidos en la bibliografia consultada, para el conjunto de subconjuntos cerrados del
espacio topolégico, al conjunto de todos los subconjuntos del espacio topolégico, con la
topologia de Vietoris.

En la seccién I se tratan algunas de las posibles topologias que se pueden definir en P(X) y por
tanto en todos sus subconjuntos. Para tener los conceptos de convergencia de sucesiones de
conjuntos y de continuidad de funciones multivaluadas es suficiente tener esta estructura.

En la seccién II se dan relaciones de contencion entre las topologias de Vietoris, semifinita
inferior, semifinita superior, de Pixley — Roy y de Fell. En que caso coinciden la topologia de
Vietoris y la de Fell, la de Vietoris y la de Hausdorff. Se muestran resultados principalmente
sobre las relaciones entre las propiedades de densidad, separacion, compacidad y completitud
de X y P(X) o sus subespacios.

En la seccion III se definen los conceptos de continuidad y semicontinuidad de funciones
multivaluadas y se analiza su interrelacion. Se trata la continuidad o semicontinuidad de
funciones multivaluadas candnicas. Se muestran resultados que relacionan la regularidad,
la normalidad o la compacidad de un espacio topolégico con la continuidad o semicontinuidad
de cierta funcién multivaluada. Se muestran las escalas y su papel en la caracterizacion de los
espacios topolégicos y en la compactificacion de los espacios de Tychonoff por medio de los
conceptos de conjunto nulo o conulo. Se definen ciertos espacios de conjuntos relacionados
con la compactificacién de Alexandrov de un espacio topolégico y se muestra su relacién con la
topologia de Fell.

Al final se incluye un Anexo con las propiedades de los paréntesis triangulares, curvos y
cuadrados en la topologia de Vietoris y una bibliografia de las fuentes utilizadas, y en donde se
puede encontrar la referencia de los resultados no demostrados.



Este trabajo intenta mostrar que es posible un tratamiento de principio unificado, general,
simple, claro y riguroso del tema. No es posible ser exhaustivo, sin embargo se incluyeron
resultados mas o menos representativos del area, segin las fuentes bibliograficas consultadas,
con las limitantes del tiempo y los recursos disponibles.

Se adopto libremente una notacion que no coincide con la usualmente utilizada.



PRELIMINARES.
Se presentan algunas definiciones, notaciones y lemas dtiles para la lectura del trabajo.
Definiciones:
(X,T) es un espacio topoldgico:

To 0 espacio de Kolmogoroff ssi para cada par de puntos del espacio existe una vecindad de un punto, que
no lo es del otro punto.

T; o espacio de Fréchet ssi todo subconjunto finito del espacio es cerrado.
T o espacio de Hausdorff ssi cada par de puntos del espacio tienen vecindades ajenas.

T3 0 espacio regular ssi es un espacio de Fréchet y cada subconjunto cerrado C del espacio y cada punto
del espacio no perteneciente a C, tienen vecindades ajenas.

T35 , espacio completamente regular o espacio de Tychonoff ssi es un espacio de Fréchet y para cada
subconjunto cerrado C del espacio y cada punto del espacio no perteneciente a C, existe una funcién
continua f:(X,T) — [0,1] tal que f[C] = {0}y f(x) = 1.

T4 0 espacio normal ssi es un espacio de Fréchet y cada par de subconjuntos cerrados ajenos del espacio
tienen vecindades ajenas.

Ts 0 espacio completamente normal ssi es un espacio de Fréchet y cada par de subconjuntos separados
del espacio tienen vecindades ajenas.

Te 0 espacio perfectamente normal ssi es un espacio normal y todo subconjunto cerrado del espacio es G;.
Cero dimensional ssi el espacio tiene una base de cerrados.

Localmente compacto ssi cada punto del espacio tiene una vecindad de cerradura compacta.
Paracompacto ssi toda cubierta abierta del espacio tiene un refinamiento abierto y localmente finito.
Metacompacto ssi toda cubierta abierta del espacio tiene un refinamiento abierto y punto finito.

De Lindeldf ssi toda cubierta abierta del espacio tiene una subcubierta numerable.

Metalindel6f ssi toda cubierta abierta del espacio tiene un refinamiento abierto y punto numerable.
Pseudocompacto ssi toda funcién real continua del espacio es acotada.

Real compacto ssi el espacio es homeomorfo a un subconjunto cerrado de un producto de rectas reales.



Primero numerable o débilmente separable ssi todo punto del espacio tiene una base local numerable.
Segundo numerable o completamente separable ssi el espacio tiene una base numerable.

Separable ssi el espacio tiene un subconjunto denso numerable

Finito ssi es un espacio discreto y compacto.

De Stone ssi para cada o # x; € X existe una funcién f:(X,T) — R continua tal que f(xo) = 0y f(x;) = 1.
De Moore ssi es un espacio regular y desarrollable.

Conexo ssi no tiene ninguna separacion.

Localmente conexo ssi cada vecindad de cada punto del espacio contiene una vecindad conexa del punto.
Disconexo ssi tiene una separacion.

Totalmente disconexo ssi los Gnicos subconjuntos conexos del espacio son los de un elemento.

Otras definiciones:

La depsidad de un espacio topolégico es el menor cardinal de los cardinales de los subespacios densos del
espacio.

Una funcién continua r:(Xo,To) = (X1, T1) se llama retraccion de (Xo,To) @ (X1,T1) ssi existe una funcién
continua s:(X1,T1) = (Xo,To) tal que ro s = 1x,.

Notaciones:

Dado un espacio topoldégico (X,T), se consideran los espacios de conjuntos siguientes:
P(X):= conjunto de subconjuntos de X.

E(X):= conjunto de subconjuntos no vacios de X.

C(X):= conjunto de subconjuntos cerrados de X.

K(X):= conjunto de subconjuntos compactos de X.

J(X):= conjunto de subconjuntos finitos de X.

Jn(X):= conjunto de subconjuntos de cardinalidad menor o igual a n de X, n € N.



Observaciones:
También se pueden considerar el conjunto de subconjuntos perfectos, densos en ninguna parte, dominios,
regiones de X, etc.

Si X tiene mas estructuras matematicas se pueden considerar mas subespacios como:
el conjunto de subconjuntos convexos, absorbentes, balanceados, acotados, borelianos de X, etc.

Se tiene que:
Unen dn(X) = J(X), In(X)  In+1(X) para cada n € Ny J(X)  K(X).

J(X) = C(X) si(X,T) es un espacio de Fréchet.
C(X) < K(X) si (X,T) es un espacio compacto.
K(X) < C(X) si (X,T) es un espacio de Hausdorff.

C(X) = K(X) si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff.

Lemas.

Lema de Alexander.
Un espacio topoldgico es un espacio compacto si y sdlo si toda cubierta del espacio formada por abiertos

de una subbase de la topologia del espacio, tiene una subcubierta finita.

Lema de Urysohn.
(X,T) es un espacio normal si y sélo si para cada C y D subconjuntos cerrados y ajenos de (X,T) existe

una funcién continua f:(X,T) — [0,1] tal que C c f[{0}] y D c f1[{1}] y (X,T) es un espacio de Fréchet.

III



I. TOPOLOGIAS EN EL ESPACIO P(X) Y SUS SUBESPACIOS.
Introduccion a los elementos basicos de la Topologia en espacios de conjuntos.

Sea (X,T) un espacio topoldgico. En donde T es una topologia en el conjunto X.
En P(X) se definen las bases de topologia Be, B1, B2, B3 y Ba.
Por Tae, Tes, Tsz, Te: y Tas, Se denotan las topologias generadas por tales bases.

Sea Bo:= { (As,...,.An) |Aie T,0<i<n, neN}U{d}.

En donde (As,...,An):= {Ec X | Ec Uo<i<n A, E[NAi£#d,0<i<n}.

Bo es base de topologia pues:

Si u:= (Ao,...,An) ¥ V:= (Bs,...,Bm) son elementos de Bo se tiene que

uNv=<¢A[)B,..A [1B,B[)A,..Bm[)A) e Bo. En donde A:= Ug<i<n Ay B:= U o<i<m B
uN{d} = = yPX) =X U{d} = UBo.

La topologia Te. se llama topologia finita, de Vietoris o "exponencial".

OBSERVACIONES: ¢ ¢ (As,...,An). ® € Bo. d es un punto aislado.

Kuratowski define (Ao,..., A= {Ec X |[EcAyE[JA £, 1<i<n}.

Sea Bi:= { (Ao,...,.A") |AeT,0<i<n,neN}U{d}

En donde (As,...,An):i= {Ec X |E[Ai#],0<i<n}

B1 es base de topologia pues:

Si u:= (As,...,An) y Vi= (B,...,Bm) son elementos de B1 se tiene que

UV = (As,....An,Bs,...Bm) € By, u[1{d} = & = () y P(X) = (X) U {¢} = UBx.
La topologia Ts: se llama topologia semifinita inferior.

OBSERVACIONES: ¢ ¢ (Ao,...,An). ® € B1. ¢ es un punto aislado.

{(A)| A e T}U {{d}} < B1 es subbase de Ta: pues (Aq,...,An) = (Ad) [ ... [] (An) y
A N{d} = = @)

Sea Bz:= { [A] | A e T }. En donde [A]:= conjunto de subconjuntos de A.

B2 es base de topologia pues:

Si u:= [A] y v:= [B] son elementos de B2 se tiene que u (v =[A[]B] € B2 y P(X) = [X] = UBa.
La topologia Te: se llama topologia semifinita superior.

OBSERVACIONES: ¢ < [A], @ ¢ B2y {¢} = [d] € Bz. ¢ no es un punto aislado.

Sea Ba={[EA]|EcXYAeT}

En donde [E,A]:= conjunto de subconjuntos de A que son superconjuntos de E.

B3 es base de topologia pues:

Si u:= [E,A]y v:= [D,B] son elementos de Bs se tiene que u[Jv=[DUEA()B] e Bsy

P(X) = [$,X] = U Ba.

La topologia Tes se llama topologia de Pixley — Roy.

OBSERVACIONES: ¢ = [E,A] e BaconEz Ay {®} = [d,d] € Bs. ¢ es un punto aislado.
1



Para la definicién de las topologias anteriores no es necesario considerar una topologia particular
en X, pero si (X, T) es un espacio localmente compacto, se define:

Ba:= { (Aoye.esAn) () (BS)| As....An, B € Ty de cerradura compacta, n e N } U {{d}}.

Ba es base de topologia pues:

Si u:= (Ao,...,An) [ (BS) y vi= (Cs,...,Cm) [] (D) son elementos de B se tiene que

UMV = (Aoeee An,Co,e., Cm) (1 (B 1 D% € Bs, POX) = %) U {0} = UBay uN{d} = ¢ = ) N (x),
pues X = p°y BN D = (BU D) = (8U D).

OBSERVACIONES:

{ (A),[B] | A, B e Ty de cerradura compacta } U {{¢}} es subbase de Te..

Si (X,T) es un espacio compacto entonces Bs = { (As,...,An) [ (B) | As,...,An, B e T, n e N} U {{d}}
y { (A),[B] | A, B € T } es subbase de Te..

@ e B4. ¢ es un punto aislado.
La topologia Ts. se llama topologia de Fell.

Considerando las posibles intersecciones entre si de las anteriores topologias, Te: n Tez, Te: ﬂ Tes,

Toz () Tes, Tee [] To:z [ Tas se tienen otras topologias para P(X).

La definicién de estas topologias depende de topologias en X, pero considerando funciones biyectivas
entre P(X) y 2%, y las topologias en 2% cuya definicién no depende de considerar ninguna topologia en
X, se tienen otras topologias en P(X) que no dependen de ninguna topologia en X.

Por ejemplo, considerando en 2 = {0,1} la topologia de Sierpinski y en 2* la topologia producto o caja
o alguna otra topologia inicial o final y la funcién biyectiva @:P(X) - 2% con @(E):= la funcién
caracteristica de E, E c X.

Dado que el cardinal de P(X) y 2% es el mismo, el andlisis en P(X) es un caso especial del analisis en
los espacios de funciones. Sin embargo es mas simple tratar este caso por separado.



PSEUDOMETRICA DE HAUSDORFF EN P(X).

En el caso de que (X,T) sea pseudometrizable se puede definir una pseudométrica en P(X) de la
siguiente forma:

Sean (X,p) un espacio pseudométrico acotado con mas de un punto, D, E, F < X no vacios y p # 0.
Se definen:

p[D,E):= inf{ p(d,e) | d € D, e € E }. Este nimero es llamado "distancia" entre conjuntos.
p[d,E]:= p[{d},E], d € X.

p[D,e]:= p[D,{e}], e € X.

Para cada numero real r > 0, VP(E):= { x e X | p[x,E] <r }.

@[D,E]l:=sup{ p[dE] |deD}.

¢@[E,D]:=sup { p[e,D] |e e E }.

ME):= sup { p(x,¥) | X, ¥y € E }. Este nimero se llama diametro de E.

AN):= 0.

u:P(X) x P(X) = R. En donde:

R := conjunto de los nimeros reales.

H(D,d) = u(d,E):= MX).

p(d,d):= 0.

K(D,E):= max { ¢[D,E], ¢[E,D] }.

Se tiene que:
VP(E) = U ece B(e) .

w(D,E) = sup { | p[x,D] - p[x,E]l | x € X} = sup { p[d,E], p[e,D] |de D, e c E} =
=inf{r>0]|Dgc V{E) Yy Ec V(D) }.

p[D,E] = p[E,D] = p[D,E].

pl{d}{e}] = p(d,e) = p({d}{e}) = o[{d}{e}] = p[{e},{d}] y p({d},E) = W(E{d}) = @[E{d}].
Ip[x.E] - ply.E]l < p(x,y), para cada X, y e X.

pld,E] y u({d},E) no son necesariamente iguales.

E={xeX|pxE]=0}

p[D U E,F] < min { p[D,F], plE,F] }.

¢[D,E] y ¢[E,D] no son necesariamente iguales.

@[D,E]=inf{r>0]DcVE)}.

@[ED]=inf{r>0]| Ec V(D) }.

ME) = ME).

A{e}) = 0.

AMD U E) < A(D) + A(E) + p[D,E]

Si D ¢ E entonces A(D) < A(E).

Paracadad e Dy e e E, p[D,E] < p[d,E] = ¢[{d},E] < p(d,e) < @[D,E] < pu(D,E) < A(X).

pID,F] < p[D/E] + p[D U E,F] + A(E).



TEOREMA. 1 es una pseudométrica en P(X).
Prueba:

Sean D, Ec X.

W(D,E) = u(E,D). Simetria.

u(D,E) = 0. Positividad.

Si D = E entonces w(D,E) = 0.

Ahora se establecerd la desigualdad del tridrigulo:
SeandeD,ecEyFcX

pld,F] < p(d,e) + ple,F] < p(d,e) + p(E,F) implica p[d,F] < p[d,E] + u(EF) < W(D,E) + p(E,F).
Entonces ¢[D,F] < u(D,E) + W(EF).

Analogamente se tiene que:

p[f,D] < u(F,E) + u(E,D) implica ¢[F,D] < u(D,E) + u(E,F).
Luego p(D,F) < u(D,E) + u(E,F).

TEOREMA. (X,p) y (P(X),p) son del mismo didmetro.

Prueba: A(X):= sup { p(x,y) | X, ¥ € X} < A(P(X)) y MP(X)):= sup { i(D,E) | D, E < X } < M(X).

TEOREMA. pi|cx) « cx) €5 una métrica en C(X).

Prueba:

Sean D, E subconjuntos cerrados de X.

0 = u(D,E) si y sélo si ¢[D,E] = @[E,D] = 0 si y solo si p[d,E] = p[e,D] = 0 para cada d € D y para
cadae e EsiysolosiDcEYyEcDsiysdlosiD=D=E=E.

OBSERVACIONES:
L se llama pseudométrica de Hausdorff.
. esta acotada por A(X).
La topologia generada por p en P(X) se llama topologia de Hausdorff.
También en C(X) se puede definir la topologia de Wijsman por medio de la pseudométrica p.
Sea C(X):= { f:(X,p) = R | fes continua } y ®:C(X) = C(X) con
p[x,E]

((E))(x):= —— ,EeCX)yxeX

1 + p[xE]
La topologia de Wijsman en C(X) es ®{Tp}, en donde Tp es la topologia producto relativa a C(X) y
se tiene que Ias topologias de Hausdorff y de Vietoris la contienen.
Si X es un espacio normado también se pueden definir las topologias de Mosco en el conjunto de
subconjuntos cerrados y convexos de X, y la topologia de Attouch — Wets en el conjunto de
subconjuntos cerrados de X,
Referencia 10.



I1. RESULTADOS EN EL ESPACIO P(X) Y SUS SUBESPACIOS.
Relaciones de contencidn entre las topologias definidas en P(X).
TEOREMA. T es la topologia supremo de Ts: y Te..

Prueba:

Se tiene que (As,...,An) = (X,Ao,...,An) y [B] = (B) U {®}. Luego B1 c Bo y Bz < Tse.

Por tanto B1 U Bz < Tee y Ta: U a2 < Te.

Sea T una topologia en P(X) tal que Ts: U Te: < T.

(Roj...,An) = (Ao,...,An) (1 [A] € T con Ai= U o51<n Aidado que (As,...,An) € Terc T U Tl c Ty
[A] € T2 < Tos UTsc 1. Luego Bo c T y por tanto Teo c T.

OBSERVACION: v U B: es una subbase de Tso, pues ¥ U B: < Tas, (A) [1[B] = (A[1B,B)y
(oj...,Any = (A)) [ ... [ (An) M [A]. En donde ¥ := { (A) [A € T } U {{d}).

TEOREMA. Tso c Taa.

Prueba: .

Sea E € (As,...,An) € Bo, luego E e [E,A] con A:= U o<i<n A

SiD e [E,A], entonces EcDcA,luegod =E[JAcD[)A,0<i<nyportantoD e (As,...,An).
Entonces [E,A] < (As,...,An). Luego (As,...,An = U € ¢ (ao,...am [E,A]. Esto es Bo c T

TEOREMA. Si (X, T) es un espacio localmente compacto entonces Ts: < Tso.

Prueba:
Sea (Ao,...,An) [1(B) & Bs. Como (A:,...,An) € Boy (BS) e Bo se tiene que (As,...,An) [ (BS) € Tso.

Luego B4 < Tse.
Coincidencia de las topologias de Vietoris y de Fell.

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff entonces (Teo)cpy = (TB«)cqx)-

Prueba:
Como Ts« < Tao, se tiene que (Ts«)ex) < (To)cx).

Sea E € vi= (Ao,...,An) [ C(X) € (Teo)ery Y Ki= (U 05150 A)S.

K es compacto pues es un subconjunto cerrado de un espacio compacto y K (] E = ¢.

Como el espacio es normal, para cada k e K, existe uk e Vi abierta tal que G« es compacto y Gk c E
pues K c ESy E° e T. Por tanto, K = U ke k uk = U k « x Tk < E° y entonces existen ko,...,km € K
tales que K ¢ Uosjsm Ukj U 0sjem Uy C E. Luego E € (Aq,...,An) ﬂ ((U osjsm ﬁ"j)c) ﬂ C(X) =:w.
Por tanto v c w.

SiDew,entoncesD[JA#d,0<i<snyDc(locjem (k) K = Uocicn Al

Por tanto D € v. Luego w c v. Por tanto v = w e (Ts«)cx). Luego entonces (Teo)cx) < (Tse)crx)-

5



COROLARIO. Si (X,T) es un espacio finito, entonces Tso = Taa.
Prueba: C(X) = P(X) en un espacio discreto.

TEOREMA. Sea x e (X,T) y Bx c Vx:= conjunto de vecindades de x. Entonces:
B, es base local de x en (X, T) siy s6lo si { (v) | v e B } = By es base local de {x} en (P(X), Tso).

Prueba:

=)

Sea v e Vy:= conjunto de vecindades de {x}. Por lo tanto existe (A,,...,An) € Bo tal que

{x} € (Ao,...,An)c V.

Luegox € Ai, 0<is<n.

Portanto x € [ o<i<n A=A € Ty existe u € B, tal que x e u c A.

Luego {x} € (u) < (A) < (As,...,An) C V.

<)

Sea v e Vx. Luego existe Ave T, tal que x € Av c v. Por tanto {x} e (Av) c (v), luego (v} e V.
Por tanto existe (w) € By tal que {x} € (W) c (v) conw e By. Portantox e wc v.

Resultados sobre propiedades de densidad.

TEOREMA. Si (E, Te) es un subespacio topolégico de (X,T), entonces (P(E),(Te)ss) = (P(E),(Teo)r(ey)-

Endonde Te:={A[1E|AeT}
Prueba:

Se tiene que (As [ E,...,An [ ] E} = (As,...,An) [ ] P(E).

COROLARIO. Si E es un subconjunto denso de (X,T), entonces P(E) es un subconjunto denso de
(P(X),Tgo).

Prueba:

Sean ¢ # (As,...,An) € Bo y A:= U o<i<n A. Por lo tanto A [ E € (As,...,An) [ P(E) pues
ANENA=ENA#d,0<isn ANEcAyd e {d} ) PE).

Por lo tanto P(E) = P(X).

TEOREMA. Para todo espacio topoldgico (X,T), J(X) es un subconjunto denso de (P(X), Tso).

Prueba:
Sea ¢ # (As,...,An) € Bo, entonces {as,...,an} € J(X) N {Ao,...,An). Endonde ai e A, 0<i<ny

® e {d} N IX) = {D}.
Por lo tanto J(X) = P(X).

COROLARIO. Si (X,T) es un espacio de Fréchet entonces J(X) es un subconjunto denso de
(C(X)(TBo)erx))

Prueba: Es inmediato de la prueba anterior pues {a.,...,an} es cerrado.
6



TEOREMA. Si (X,T) es un espacio de Hausdorff, entonces Jn(X) es cerrado en (P(X),Teo), para cada
n e N diferente de cero.

Prueba:
Sea E e (Jn(X))". Por lo tanto existen al menos n + 1 puntos es,...,en en E, luego existen n + 1 conjuntos

abiertos de X ajenos As,...,An tales que Ao € Vey,...,An € Ven
Luego E e (As,...,An) < (Jn(X))". Luego (Jn(X))° es abierto.

TEOREMA. Para todo espacio topoldgico (X,T), E(X) es un conjunto abierto y cerrado en (P(X), Tso).

Prueba: E(X) = (X) € Boy (E(X))" = {¢} e Bo.
TEOREMA. (X, T) y (P(X),Tso) son de la misma densidad.

Prueba:

Sean a y B las densidades de (X,T) y (P(X),Teo) respectivamente.

Sea D un subconjunto denso de (X,T) de cardinal a.

Por lo tanto J(D) c P(D) c P(X). Luego J(D) = P(D) = P(X).

Esto es, J(D) es un subconjunto denso de (P(X),Te.) del mismo cardinal de D. Luego B < .
Sea N un subconjunto denso de (P(X),Tso) de cardinal p.

Por lo tanto, para cada A € T no vacio, se tiene que N N (A) # @ si y solo si existe Na e Ny Na € (A)

siy s6lo si existe Na € Ny Na[1A = &.

Por lo tanto M:= { xa € X | xx € Na[ 1Ay A e T no vacio } es un subconjunto denso de (X,T) de cardinal
menor o igual a p. Luego o < |M| < B.

Luego a = B.

COROLARIO. (X,T) es un espacio separable si y solo si (P(X),Tse) es un espacio separable.
Prueba: En la demostracion anterior sea a 6 B numerable.

TEOREMA. Para todo espacio topoldgico (X,T) y para cada n € N, Jn(X) es un subconjunto denso de
(P(X), Tez).

Prueba: Si [A] € B2, entonces & e Jn(X) [ [A].

OBSERVACION: En particular la cerradura de {¢} es P(X).



Resultados sobre propiedades de separacion.
TEOREMA. Para todo espacio topoldgico (X,T), (C(X),(Teo)crx)) €S un espacio de Kolmogoroff.

Prueba:
Sean D # E e C(X) y supdngase que D~ E = D [) E = &b.
Por tanto D e (E%) [ C(X) y E & (E9) N C(X).

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio de Fréchet entonces (C(X),(Tso)cx)) €S un espacio de Fréchet.

Prueba:

Sean D # E e C(X) y supéngase que D—E =D [) E = ¢.

Como existe x € D — E se tiene que {x} c D [ E®siy sdlo si D° U E c {x}".

Por tanto D e ((E9) = [{x}]) N C(X) y E e ([{x}] - (E%) [ C(X), pues {x}° es abierto dado que {x} es
cerrado.

TEOREMA. (X,T) es un espacio regular si y sdlo si (X,T) es un espacio de Fréchet y (C(X),(Tse)cpx) €s un
espacio de Hausdorff,

Prueba:

=)

Sean D # E € C(X).

Supdngase que existe x € E - D.

Luego, existen subconjuntos abiertos de (X,T), Ay B, talesque Dc A, x e By A[1B = ¢.
Por tanto D € [A], E e (B) y [A][] (B) = o.

<)
Si (X,T) no es un espacio regular entonces existen un subconjunto cerrado de (X,T) no vacio E # X y

x e EC tales que para todo par de subconjuntos abiertos Ay B con E c Ay x B se tiene que
A B = ¢. Dado que E |J {x} es un subconjunto cerrado de (X,T) y E # E U {x}.

SiE e (As,...,An y E U {} € (Bo,...,Bm), en donde (As,...,An) [ (Bq,...,Bm) = &b, entonces
Ec(UosicnA)=:A ENA#d, 0<i<n,

EUM cUosjsmB) =B, EUONNB#d, 0<j<m.

Por tanto E = A [ B & (As,...,An) [ ] (Bs,...,Bn) y €sto es una contradiccion.

COROLARIO. Sea H c P(X) tal que C(X) c H. Si (X,T) es un espacio de Fréchet y (H,(Tss)u) es un
espacio de Hausdorff entonces (X, T) es un espacio regular.

Prueba:
Si (H,(Tso)w) es un espacio de Hausdorff entonces (C(X),(Tso)c(x)) €S un espacio de Hausdorff, por ser

ésta una propiedad hereditaria.



TEOREMA. (X,T) es un espacio de Tychonoff si y solo si (X,T) es un espacio de Fréchet y (C(X),(Tso)cix))
es un espacio de Stone.

Prueba:

=)

Sean D = E e C(X).

Supdngase que existe x e E=Dy D # ¢.

Sea f:(X,T) = [0,1] una funcién continua tal que f(x) = 1 y f[D] = {0}. Entonces:
f*:(C(X),(Teo)ey) = R con f*(H):= sup f[H] es continua, f'(D) = 0y f*(E) = 1.
SiD = ¢, sea f'(D):= 0.

<)

Sean D e C(X), D # @, X, x e D¢y F:(C(X),(Tee)epn) = [0,1] continua tal que F(D) = 0y F(D U {x}) = 1.

Luego sea f:(X,T) = [0,1] con f(z):= F(D U {z}),ze X.
Se tiene que f es continua, f[D] = {0} y f(x) = 1.

TEOREMA. (X,T) es un espacio normal si y sélo si (X,T) es un espacio de Fréchet y (C(X),(Tso )cx) €S
un espacio regular.

Prueba:

=)

Sea E un subconjunto cerrado no vacio de (X,T) y E € (Aq,...,An) € Bo.

Porlotanto Ec U o<i<n A =:A E NA # ¢, 0 <i < ny existe un subconjunto abierto B de (X,T) tal que
EcBcBcA.

Luego, sean X € E [ As ..., Xn € E[) An. Por Io tanto Ao € Vy,...,An € Vi,

Luego existen subconjuntos abiertos By,...,Bn de (X,T) tales que xo € Bo = Bo c As,...,Xn € Bnc Bn < An.
Por lo tanto E  (B,By,...,Bn) < (B,Bo,...,Bn) = (B,Bo,..., Bn) < (As,...,An).

Si E = ¢ entonces E € {¢} = {d} c v, para cada v € Vy.

<)

Sea E un subconjunto cerrado no vacio de (X,T) y A un subconjunto abierto de (X,T) tal que Ec A.
Por lo tanto E € (A) € Ve. Luego existe (Bs,...,Bn) € Ve tal que E e (Bx,...,Bn) = (Bs,..., Bn) < (A).

Por lo tanto si B:= J o<i<nBise tiene que Ec Bc B = U o< <n Bi c A.
OBSERVACION: En este teorema, la regularidad del espacio (C(X),(Tso )erx) €s equivalente a su

regularidad completa.
Referencias 1y 12.



TEOREMA. Si (X,T) es un espacio de Fréchet entonces (P(X),Tsz) es un espacio de Kolmogoroff.

Prueba: Sean D = E € P(X) y supdngase que existe x e D — E.
Por tanto D ¢ [{x}“1y E e [{x}°], pues {x}° es abierto dado que {x} es cerrado.

TEOREMA. Si (X, T) es un espacio de Fréchet entonces (P(X),Ts:) es un espacio de Hausdorff y cero
dimensional.

Prueba:

Sean D # E € P(X) y supdngase que existe x e D - E.
SeaAeTtalqueEcAyxe A

SiE=¢,seaA=d.

SIE= @, seaA = {x"

Por tanto E e [E,A], D € [D,X]y [EA][][DX] = .

B3 es una base de cerrados pues si [E,A] € Ba.
[EAF=KULconK:={DcX|ED°#d}yL:={DcX|DNA %0}
Si D e K entonces existe x € E[] D,

Luegosea Aoe Ttalque D c Aoy x & Ab.

Por tanto D € [D,Ac] y K = U o k [D,A0].

SiD e L entonces existe x € D[] A® = A°[) (D)".

Luego sea Bo e T tal que D° = Bo y x ¢ Bo.

Portanto D € [BoS,X] y L = U p 1 [BoSX].

Por tanto [E,A]° e Tss. Por tanto [E,A] es abierto y cerrado.

TEOREMA. (X, T) es un espacio primero numerable y de Fréchet si y sélo si (J(X),(Ts:)sx)) es un espacio
de Moore.
Referencias 4 y 5.
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Resultados sobre propiedades de compacidad.

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio compacto y C(X) c H c P(X), entonces (H,(Tgo)n) €s un espacio
compacto.

Prueba:

Se sabe que { (A) (M H, [B] NH | A, B e T} es una subbase de (Teo)s. Supéngase que
H=(UiciWUUjes[B)MNHconA, B e T.

SiD:= {U i 1 A), entonces D Na=ao yD ¢ (A), paracadaie IyD e H.

Por tanto D € U j. s [B;], luego existe k € J tal que D e [B] y entonces D < Bx.

Por tanto B« < D¢ = [J . 1 Ai. B«  es un conjunto compacto por ser un subconjunto cerrado de un
espacio compacto.

Luego existe un subconjunto finito F < 1 tal que B < U i < ¢ A

Por tanto H = (U  « ¢ (A) U [Be]) N H. En efecto: Sea E € H, luego E < Bk siy s6lo si E e [B 6
EBksiysolosiE(BE £, luego EN (UicrA) # .

Por tanto E ) Ar # &, para alguna f ¢ F.

Por tanto E € (As).
Por tanto, por el lema de Alexander se tiene el resultado.

TEOREMA. Si { {x} | x € X} = H< P(X) y (H,(Tee)u) €s un espacio compacto, entonces (X,T) es un
espacio compacto.

Prueba:

Sea {Ai}i 1 una cubierta de X con subconjuntos abiertos.

Luego {(A) [N H }ie1 U {d} es una cubierta de H con subconjuntos abiertos.

Sea entonces {(Ai) M H ¥ er U {d} una cubierta de H, en donde F c I es finito.

Luego {Ai}; ¢ s una cubierta finita de X.

En efecto: x e X si y s6lo si {x} e H siy solo si {x} (A7) [ H, para alguna f e F si y s6lo si

{x} [ Ar= &b, para alguna f e F si y s6lo si x € Ar, para alguna f e F.
Por tanto, (X,T) es un espacio compacto.



COROLARIO. Sea C(X) c H c P(X). (X,T) es un espacio compacto y de Fréchet si y sélo si (H,(Teo)n)
es un espacio compacto y (X,T) es un espacio de Fréchet.

Prueba: Se tiene de los dos teoremas anteriores.

COROLARIO. Si H = C(X) entonces: (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff si y sdlo si
(H,(Tsa)u) es un espacio compacto y de Hausdorff, y (X,T) es un espacio de Fréchet.

Prueba:

=)

Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces (X, T) es un espacio compacto y normal.
Luego (H,(Tso)4) es un espacio compacto y regular, luego compacto y de Hausdorff.

<)
Si (H,(Teo)n) es un espacio compacto y de Hausdorff, entonces (X, T) es un espacio compacto y regular,

luego un espacio compacto y de Hausdorff.

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y C(X) < H c P(X), entonces (H,(Ts«)x) es un
espacio compacto.

Prueba:

Se sabe que { (A) (1 H, [BI 1 H | A, B e Ty de cerradura compacta } U {{®}} es una subbase de
(Tea)n.

Supéngase que H= (U ic1(A) UU ey B NH.

SiD:= (U1 A), setieneque D[ A=, D ¢ (A) paracadaie IyD e H.

Luego D € Uy [Bi]. Por tanto existe k e J tal que D e [Bk‘], luego D < B« .
Entonces Bk c D= U .1 A

Luego existe un subconjunto finito F < I tal que Bk Uier Ai, pues Bk es compacto.
Portanto H = (U < ¢ (A) U [B<]) N H.

En efecto:

SeaE e H, luego E = B si y sélo si E e [B] 6 E < B siy sélo si E () Bk # .
Luego EN (Ui e A) # &.

Por tanto E [ Ar # &, para alguna f < F. Por tanto E e (Ar).
Por tanto, por el lema de Alexander, (H,(Te«)4) €s un espacio compacto.

COROLARIO. Si (X,T) es un espacio localmente compacto entonces (E(X),(Ts«)g(x)) €5 un espacio
compacto.

Prueba: (E(X))¢ = {®} e Ts.. Por tanto, E(X) es cerrado en (P(X),Ts:).



TEOREMA. Para todo espacio topoldgico (X,T), (J(X),(Tss)sx)) €S un espacio metacompacto.

Prueba:
Sean C una cubierta de J(X) con subconjuntos abiertos y para cada E € J(X), ve € C tal que E € ve.

Luego C' := { [EX] [ ve | E € J(X) } es un refinamiento abierto y punto finito de C.
ParacadaD e J(X), {ue C'|D e u}esfinito, puesD e u = [EX] [ vesiy séloSiE e J(D).

También se tienen los siguientes teoremas, para los cuales solo damos las referencias.

TEOREMA. Sea (X, T) un espacio regular.

Son equivalentes:

1.(X,T) es un espacio compacto.

2.(C(X),(Teo)erxy) €S UN espacio compacto o paracompacto o metacompacto o de Lindel6f o metaLindel6f.

Referencia 6.

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio regular entonces normalidad y compacidad son propiedades
equivalentes en (C(X),(Tso)cx))-
Referencias 3, 6 y 16.

TEOREMA. (X,T) es un espacio compacto y metrizable si y sdlo si (X,T) es un espacio de Fréchet y
(C(X),(Tso)crx)) €5 un espacio metrizable.
Referencia 1.

Sea L(X):= C(X) [ K(X).

Para (X,T) un espacio de Fréchet se transfieren algunas propiedades entre (X,T) y (L(X),(Tgo)Lx) como
lo muestra el resultado siguiente.

Sea P una de las propiedades topoldgicas:

Completamente separable, débilmente separable, de Hausdorff, de Stone, regular, de Tychonoff,
compacto y Hausdorff, localmente compacto, metrizable, cero dimensional, discreto, totalmente
disconexo, conexo, localmente conexo o realcompacto.

Entonces se tiene que:

TEOREMA. (X,T) tiene la propiedad P si y solo si (L(X),(Tso)ux)) tiene la propiedad P.
Referencias 1 y 16.



TEOREMA. Sea H c P(X) tal que J(X) - {¢} < H. Entonces:
(X,T) es un espacio conexo si y s6lo si (H,(Te)x) €s un espacio conexo.

Prueba:

=)

Si (X,T) es un espacio conexo entonces X" es un espacio conexo con la topologia producto y
Jn(X) - {¢}, con n e N distinto de cero, es conexo con la topologia de Vietoris.

Entonces: (U nen In(X) ) - {&} = J(X) - {&} es conexo con la topologia de Vietoris.

Por tanto J(X) - {&} c H < J(X) - {®} = E(X) implica que H es conexo.

<)

Se tiene que U H = X. Si X no es conexo entonces existen conjuntos abiertos, no vacios, ajenos
AyBtalesque X = A UB.

Se tiene que Hc P(X) = [ATU B) y [A1N (B) =& .

Como H es conexo y A # X, se tiene que H[1[A] =¢dyHc (B).

Por tanto, para cadah € H, h[1B # ¢.

Intercambiando A y B se tiene que h [ A # ¢.
Por tanto todos los elementos de H son inconexos, pero esto es una contradiccién pues H contiene a

{x}, para todo x e X, que son conjuntos conexos.

Coincidencia de las topologias de Vietoris y de Hausdorff.

TEOREMA. (T, )kx) = Ty = ((To)so)kex. En donde 1:= pkx) x k().

Prueba:

Seand, X # A e T,y E e [A] [ K(X).

Si E # ¢ entonces existe un nimero real r > 0 tal que r < inf { p(x,y) | x e Ay y € E }.

Por tanto B"(E) < [A] [] K(X). En efecto:

Si D e B"(E) entonces D c Vn(o,e)(E) < VP(E) c A, pues p[d,E] <n(D,E) < r, paracadad e Dy
X € VP{E) siy sblo si p[x,E]:= inf{ p(x,y) | y € E } < r. Luego x e A. Por tanto D e [A] [ K(X).
Si E = ¢ entonces B"(E) = {¢} c [A] n K(X), en donde 0 < r < A(X).

Por tanto [A] N K(X) = U & « a1 n ko) B"E) € T,

SiA =0, {®} = B'{D) e T,,. Si A = X, K(X) = B'(E) con r > A(X), para cada E € K(X).

Sea E e (A) [ K(X).

Luego existe x € E NAa y un nimero real r > 0 tal que B(x) c A.

Por tanto B"(E) c (A) [ K(X). En efecto:

D e B"(E) si y s6lo si n(E,D) < r. Luego p[e,D] < r, paracada e ¢ E.

Luego existe d € D tal que p(x,d) <r.

Por tanto si ¢ # D = D[] A entonces D e (A) [ K(X).
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Por tanto (A) (1 K(X) = U e« w ke B'E) € Ty

Sea E e K(X).

K(X) si r 2 A(X).
Si E = ¢ entonces B"() =
{d} sir < AX).

SiE #+ ¢ entonces, sean ¢ # D € B'(E) y 0 < t = min { r - n(E,D)n(ED) },siD+ Edt=r,siD=E.
Luego, existe J; c D finito no vacio tal que D < VPy2(Jy), pues D es precompacto al ser compacto.

Por tanto D e vo:= ((V?(D)) N (N x € & (B%2(x))) N K(X)) < B'(E).

En efecto: D ¢ VP(D) y D[] B?ya(x) # ¢, para cada x € Jr.

Sea C e vo. Luego C c V(D) y existe ¢, € C [ B?ya(x) # &, para cada x € Ji.

Por tanto p(x,cx) < t/2. Luego p[x,C] < t/2.

Para cadad e D, p(d,c) < p(d,x) + p(x,cx) < (t/2) + (t/2) = t. Por tanto, para cadad e D, p[d,C] < t.
Luego ¢[D,C] < t y analogamente ¢[C,D] < t, lo cual implica que n(C,D) < t.

Luego 1n(C,E) < n(C,D) + n(D,E) <t + n(D,E) < r. Por tanto C e B™(E).

Por tanto B"(E) = U o < se) vo L {@} , sir 2 A(X) 6 B'(E) = Upeoue vo, sir < AX).

De donde B"(E) € ((Tp)so)kx)-



Resultado sobre la propiedad de completitud.
TEOREMA. (X,p) es un espacio completo si y sdlo si (P(X),u) es un espacio completo.

Prueba:

=)

Sea S una sucesién de Cauchy en (P(X),u). Se tiene que S — Ls S.

En efecto:

Para cada ¢ > 0 y para cada m e N, existe nm € N tal que p(S(n),S(nm)) < /4™, para cada

n = nm, donde Nm+1 2 Nm.

S(n) y S(nm) no pueden ser uno vacio y el otro distinto del vacio.

Pues u(d,E):= A(X) con E c X no vacio.

Si ambos son vacios se tiene que S(n) = ¢, para cada n = nm. Y esta sucesion converge a ¢.
Sea entonces xm € S(nm) # .

Se tiene que p(S(nm+1),S(nm)) < £/4, para n = Nm+1.

Por tanto existe xm+1 € S(nm+1) tal que p(xm,xm+1) < /4.

Por tanto (xm)m « ¥ €5 Una sucesion de Cauchy en (X,p) y entonces existe p e X tal que
(Xm)men = p,luegope L=1LsS.

Por tanto para cada € > 0, existe 0 # M e N tal que p(xw,p) <¢/4, paracadan>My

p(Xo,XM) < p()(o,)(n] o PR o p(XN-1,XM) <efdM + ... + ¢/4M = g/4.

Por tanto p(Xo,p) < p(Xo,Xu) + p(Xw,p) < &/4 + €/4 = ¢/2.

Luego Xo € S(no) implica que p[xo,L] < €/2. Por tanto para toda x e S(no) se tiene que p[x,L] < &/2,
Por otro lado se tiene que Ls S = [1m e ([ I epm 5(n)) y n(S(n),S(no)) < &/2, para cada n = No.
Por lo tanto S(n) < { x € X | p[x,5(no)] < &/2 } = ysn[[0,¢/2]], para cada n > no.

Luego Lc U nernS(n) = U nern S(n) < y'lsn[[0,2/21].

En donde ys(ny:(X,p) — R con (ysne)(X):= p[x,S5(ne)] es una funcién continua.

Por tanto | e L implica que p[1,S(no)] < /2. Luego u(S(no),L) < £/2. Entonces para cada > 0,
existe no € N tal que p(S(n),L) < u(S(n),S(no)) + u(S(ne),L) < €/2 + ¢/2 = ¢, para cada n = no.
<)

Sea (xn)n « ¥ UNa sucesion de Cauchy en (X,p).

Por tanto ({Xn})n « n €5 una sucesion de Cauchy en (P(X),u).

Luego existe L e E(X) tal que ({xn})nen— L.

Esto es, para cada ¢ > 0, existe N e N tal que p(l,xn) < p({xn},L) < ¢, paracadan= Ny paracadal e L.
Por tanto (xn)ne~ — |, paracada | e L.

(Luego |L|= 1).



III. MAPEOS ENTRE ESPACIOS Y ESPACIOS DE CONJUNTOS.

Introduccion a los elementos basicos del Analisis Multivaluado.

Definiciones:
Sean X, Y conjuntos. Toda funcién @:X = P(Y) se llama funcién multivaluada.

Sean (X,T), (Y,%) espacios topoldgicos y @:(X,T) = (P(Y),Zz).

¢ es semicontinua inferiormente ssi paracadac € %, { x € X | ¢(x) No# PreT
@ es semicontinua superiormente ssiparacadac e X, {xe X | p(X)c c } e T.

¢ es semicontinua ssi ¢ es semicontinua inferior o superiormente.

TEOREMA. ¢:(X,T) - (P(Y),Za) es semicontinua inferiormente y @™ '[{}}] € T si y sélo si
@:(X,T) = (P(Y),Z») es continua.

Prueba:

Se tiene que:

o € 2 5iys6losi (o) € b1,

ol ={xeX|oX) e@}={xeX|ox)No*d}

Por tanto ¢[(c)] e Tsiysdlosi{xe X | o) No#d}eT.

TEOREMA. @:(X,T) = (P(Y),Zs:) es semicontinua superiormente si y sélo si
©:(X,T) = (P(Y),Zs2) es continua.

Prueba:

Se tiene que:

o € 2 sl y solo si [c] € Zs.

oMlell={xeX|oX) elcl}={xeX|@(X)co}.
Por tanto ¢'[[c]] e Tsiysblosi{xe X |@(X)coc}eT.

TEOREMA. ¢:(X,T) = (P(Y),Zs0) es continua si y solo si ¢ es semicontinua inferior y

superiormente.
Prueba:
=)
Se tiene por los dos teoremas anteriores.
=)

Sea (Bo,...,Bn) = (Bo) [ ... [ (Bn) [ [B] € Svo. Endonde Bie 5,0 <i<nyB:=U,<i<n B
Por tanto ¢ [(Bs,...,.Bn)] = ¢ [(B)] N ... N @ [(B)] N @™ [[B]] € Ty ¢ [{d}] = ¢ [[p]]  T.



COROLARIO. Si 0:(X,T) = (P(Y),Zs0) es semicontinua y |((x)| = 1, para cada x e X, entonces ¢ es
continua.

Prueba:
Si @ es semicontinua inferiormente, se tiene que para cada o € Z,

{xeX|oco}={xeX|oW)No*dp}eT.
Por tanto ¢ es semicontinua superiormente.

Si ¢ es semicontinua superiormente, se tiene que para cada o € Z,

{xeX|oX)Notd}={xeX|oX)co}eT.
Por tanto ¢ es semicontinua inferiormente.

Definiciones:

La funcién f:X = Y es una seleccién de ¢ ssi f(x) e ¢(x), para cada x € X.
Referencia 1.

La funcion f:P(X) = R es una funcién de Whitney ssi

f(d) = 0 = f({x}), para cada x € X.

Si-A < B entonces f(A) < f(B).

Referencia 15.

OBSERVACION:
A:(C(X),1tle) = R, con A(E):= didmetro de E, es una funcion continua con (X,p) un espacio compacto,

y es una funcioén de Whitney.
Referencias 13 y 15.

Funciones multivaluadas canénicas.

TEOREMA. Sea { fi:(X,T) = (P(Y),Z80) et ¥ F:(X,T) = (P(Y),Z8s) con f(x):= U e1fi(x).
Si I es finito y fies semicontinua superiormente para cada i € I entonces f es semicontinua

superiormente.
Prueba:
Se tiene que F[[B]] = i1 f[[B]].
En efecto:

X e f‘[[B]] siy sélo si f(x) = U1 fi(x) e [B] siy sélosifi(x)  [B], para cada i I siy s6lo si

x e fi{[[B]), para cada i e Isiy sdlosix e (1.1 fi'[[B]].
SiB e T, entonces [B] € Ss.. Luego fi'[[B]] es abierto de T, para cada i e I, luego f'[[B]] es abierto de T.
Por tanto f:(X,T) = (P(Y),Zsz) es continua.

18



TEOREMA. Sea { fi:(X,T) = (P(Y),Zs) Jie1 y Fi(X,T) = (P(Y),Z8s) con f(x):=U;c1fi(x).
Si fi es semicontinua inferiormente para cada i € I entonces f es semicontinua
inferiormente.

Prueba:

Se tiene que F[(B)] = '[[B1 = (F'[IBI = (N1 F 1B = Ui 1 F[(B)].

SiB e T, entonces (B) € Zp:. Luego f|'1[{8)] es abierto de T, paracadai e I, luego f 1[(B)] es abierto de T.
Por tanto f:(X,T) = (P(Y),Z8:) es continua.

Se tiene también:

TEOREMAS.

Sean f:(X,T) - R, f":(C(X),(Teo)erx)) = R con f(E):= sup f[E] y £:(C(X),(Teo)crxy)) = R con
f(E):= inf f[E]. R:= reales extendidos, E e C(X).

Si f es continua entonces f* y f son continuas.

Referencia 1.

Sea (X,T) un espacio de Fréchet.

Son equivalentes:
1. (X,T) es un espacio normal.

2. y:(C(X),(Th BU)C()())Z = (C(X),(Teo)cpxy) con w((D,E)):= D () E es semicontinua superiormente. D, E e C(X).

OBSERVACION:
(X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff si y sdlo si y es semicontinua superiormente para productos

arbitrarios.
Referencia 12.

Son equivalentes:

1. (X,T) es un espacio regular.

2. @:(C(X),(Tao)epn)? = (C(X),(Tso)erxy) con @((D,E)):= D - E es semicontinua inferiormente. D, E e C(X).
Referencia 12.

Sean (X, Ti); « 1 espacios compactos y (X,T):= I, . (X, Ti). Entonces:
i1 o 1 (COX6),((Ti)Bo)epxy) = (C(X),(Tso)erxy) con F((Di)i < 1):= IT i . 1 Di es continua. Di € C(Xi), i e L.
Referencia 13.



TEOREMA. Sean f:(X,T) = (Y,Z)y F:(P(X),Te) = (P(Y),Zro) con f*(E):= f[E] y E e P(X).
Entonces: f es continua si y sélo si f* es continua.

Prueba:

=)

SIE =, () = fld] = .

Para cada v e Vg en Zgo se tiene que {¢} c v y existe u:= {d} € Vg en Teo tal que
] = F{p} ={d}c V.

SiE # ¢. Sea v:= (By,...,Bn) € Vee).

Por tanto flE] c U o<i<n Bi=By f[E][1Bi£ ¢, 0<i<n.

Sea u:= (F[Bd),...,F'[Bnl), Ec FBIyENF[B] =, 0<i<n.

Por tanto u € Ve y f*[u] c v.

En efecto:
DeusiysdlosiDecUo<i<nFi{B]=F[B]yDNFB]+d, 0<iz<n.

Luego fX(D) = f[D] c By (F*(D) = fID]) [ Bi # ¢, 0 <i<n.

Por tanto f*(D) e v.

<)

Sea x € X, luego f* es continua en {x}.

Por tanto para cada v € Vex)), existe u e Viy tal que F¥[u] c v.

Sea B e Vi), luego v:= (B) € V() Y existe u:= (As,...,An) € Vi tal que F¥[u] c v.
Luego A:= ) o<i<n Al € Vy es tal que f[A] = B.

En efecto:
A € u, luego f*(A) e v. Por tanto fTA] e (B) si y s6lo si fTA] c B.

COROLARIO. Sean f:(X,T) = (Y,Z)y f*:(P(X),Teo) = (P(Y),Zo) con f¥(E):= f[E] y E e P(X).
Entonces: f es un homeomorfismo si y solo si f* es un homeomorfismo.

Prueba:

f es biyectiva si y solo si f* es biyectiva.

fy ! son continuas si y solo si f* y (t’l)* son continuas.

((F*)* o P)E) = (F)*(P(E)) = FIFE]] = E, luego (F1)* o (F*) = 1epe.
(%) o (F1Y¥)(H) = FX((F)*(H)) = fIF'[H]] = H, luego (F*) o (F')* = 1p).
Por tanto (F) = (F*)*.
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TEOREMA. Sean f:(X,T) = (Y,Z) suprayectiva y o {(P(Y),Z8s) = (P(X),Tgo) con f° (H):= f[H).
Entonces: f~ es continua si y s6lo si f es abierta y cerrada.

Prueba:

=)

SeaAeT.

() LA ={HePY)|f(H e@}={HePY)|FHNA*+d}= (A s,
ya que f(H) (VA = F'[H1 [N A # ¢ siy solosiH[) f[A] # ¢.

Por tanto f[A] € Z, pues fTA] € Z si y solo si (f[A]) € Zso, y por tanto f es abierta.
(FY'[[A]] = { H e P(Y) | f°(H) e [A]} = { H € P(Y) | f'(H) c A } = [(fIA])] € Zs0,
ya que f(H) c A si y s6lo si f'[H] < A si y sélo si A = (F'[H])".

Por tanto (f[A])° e 3, pues (fTA))° € 3 siy s6lo si [(f[A])"] e Sso, y por tanto f es cerrada.
<)

SeaAeT.

{HePM | FHNA£d}={HePY) | HNMA+d} = (fA]) e s,

pues f es abierta y f"(H) (1A = F'[H] (A # & si y slo si H [ f[A] # ¢.

Por tanto f~ es semicontinua inferiormente.

{HeP(Y)|f(H) cA}={HePY)|Hc (AD} = [(TAD] € Sro,

pues f es cerrada y f°(H) < A si y s6lo si f1[H] < A si y sdlo si A° < (F[H])°

si y sélo si A° < FI[H] si y slo si fTA] c H® si y s6lo si H < (TA])".

Por tanto f° es semicontinua superiormente.

COROLARIO. Sean f:(X,T) = (Y,3) suprayectiva y f":(P(Y),Z8) = (P(X),Teo) con f°(H):= F[H].
Entonces: f es un homeomorfismo si y sélo si f~ es un homeomorfismo.

Prueba:

f es biyectiva si y slo si f° es biyectiva.

()t = (F1)° =,

fy f* son continuas si y s6lo si f*y f son abiertas (cerradas) si y sélo si (F*)” y f~ son continuas.
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TEOREMA. o:(P(P(X)),(Teo)ss) = (P(X),Teo) con o(E):= |J E y E < P(X) es continua.

Prueba:
Para cada v e Vg, existe u e Vg tal que o[u] c v. En efecto:

o) = UE=¢siysolosiE=doE = {d}.

Si u:= [{d}] = {®,{d}} entonces o[u] = {d} c V.

ofE)=UE# dsiyslosiE+ dyE + {d)}.

Sean v:= (As,...,An) y U:= ([A],(A,Ad),...,(A,An)). En donde A:= U ¢<i<n A
Se tiene que u e Vg, pues si e € E entonces e ¢ UE= o(E) c A.

Luego Ec [Alc [ATUAAYU ... U (AAn).

Ademds existe hi € o(E) [1A, 0 <i<n.

Esto implica que existe ei € E tal que hi € ei.

Luego ei e (A A) pueseic Ay hi e e [) A.

Portanto ei € E () (AA), 0 <i<n.LuegoE € u.
SiDeu,Dc[AIUAAYU ... U(AA), DAl # dyexistedi e D[ (AA), 0<i<n.
Se tiene que h € o(D) si y solo si existe d e D tal que h e d.

Luego h € A puesd c A.
Por tanto o(D) c A.

Porotro lado dic Ay di[) A # &.

Pero di () Ai c o(D) [] Ai. Luego o(D) € v.
Por tanto o[u] c v.

TEOREMA. n:(P(P(X)),(TBo)so) = (P(X),Teo) conn(E):i=[NEyEc P(X), es semicontinua
superiormente.
Referencia 1.

TEOREMA., Sea f* := (t”)ly. En donde Y:= { {y} | y € Y }. Entonces:
f~ es continua si y solo si f* es continua.

Prueba:
=)
La restriccién de una funcién continua a un subespacio es una funcion continua.

<)
Se tiene que o o (F*)* = f°. En efecto:
(Y,Z) = (Y,(Zro)y) ¥ (P(Y),Zro) = (P(Y),((ZB0)y)so)-
:(Y,(S8)y) = (P(X), Tao).
(fa)*:(P(Y),((Zm)y)m) = (P(P(X)),(Tso)ns) €5 continua.
(FP)*(H) = F[H] = { F°GyD) 1 {y} e H} = { F[{y}] | {y} € H }. Sea H e P(Y).
o((FY*(H)) = o(F*[H]) = U { F' Iy} | {y} € H} = F'[H] = F°(H).
Y la composicién de funciones continuas es continua.
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TEOREMA. f:I1 o<i<n (X,T)i = (P(X),Teo) y n € N con f((Xs,...,%n)):= {Xo,...,xn} €5 continua.

Prueba:

Sea (Ao,...,Am) € Vi, x0}

Xi € {Xo,..xn} € U 0<j<m A =:A, luego existe 0 < K, < m tal que xi € Ax, 0 <i<n.

Y se tiene que {xs,....xn} [1Aj # &, 0 < j < m. Por tanto, existe 0 < | < n tal que x € A;.
Si Bo:= [ { Ak € {Ao,...,Am} | Xo € Ax },..., B:= [] { Ak € {As,...,.Am} | Xn € Ak }

se tiene que Bo x...x Bn € Viy,.. x) ¥ f[Box..x Bn] < (Aq,...,Am).

En efecto:

f[Box...x Bn] = { {Yo,-...,¥n} | (Yoy...,¥n) € Box...x Ba }, {Yos...Yo} S Ay {Yo,...¥a} 1A £ &
pues y; < By [ Ay para cada 0 < j < m.

TEOREMA. f:(X,T) = (X,(Tso)x) con f(x):= {x} es un homeomorfismo.
Prueba:

f es una funcidn biyectiva.

f es una funcién continua pues f'[(A) (1 X] = F'[[A] (1 X] = A, para cada A e T.

f[A] = {{a} | a € A} = X[ (A), luego f es una funcién abierta.
Por tanto f* es una funcién continua.
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TEOREMA. ¢:IT o<i<n (P(X),Tao) = (P(X),Teo) con ¢((Eo,....En)):= U s<i<nE y n € N es continua.

Prueba:
Sea y:Il g<i<n (P(X),Teo)i = (P(P(X)),(TBo)so) con w((Es,...,En)):= {Ex,...,En}.

Luego U(HJ((EO,...,En)) = o({Es,...,.En}) = U {Es,...,En} = U o<i<n Ei = @((E,...,En)).
Por tanto ¢ = o o y. Luego @ es continua por ser composicion de funciones continuas.

TEOREMA.
1 o<i<n (P(X),Too)i = (P(X),Tse) con n((Eo,...,En)):= M o<i<n Ei es semicontinua superiormente.
Referencia 1.

TEOREMA. Sea X:= [J o<i<n Xi con Xi cerrados de (X, T) y ajenos entre si y n e N. Entonces:

@:IT o<i<n (POX),(T)as) = (P(X),Te:) con @((Es,...,En)):= U o<i<n B, Eic Xiy Tiz=Ty, 0<i<n, esun
homeomorfismo.

Prueba:

@ es inyectiva. Pues si p = (Dy,...,Dn) # (Es,....En) = q se tiene que @(p) # ¢(q).
@ es suprayectiva. Pues si E c X, se tiene que E = [J y<i<n (E[] X)).

Por tanto @((E [ Xo,...,E [ Xn)) = E. Luego ¢ es biyectiva.

@ es continua.

En efecto:

Sea vi= (A) € Viy((E,..E)

Por tanto (U o<i<n E) [1A # ¢. Luego existe 0 < j < n tal que Ej [ A # ¢.

Luego, sea u:= ((Xs) U {d}) x...x ® oy (%) U {®}) € Veo,...g5,...en. Entonces @[u] < v.
ugar j.

@ :(P(X),Ter) = IT,cicn (POX),(Ti)s:) con @(E):= (E[) Xs,...,E [ Xn) = H es continua.
En efecto:

Sea vi= ((Ao [ X)) U {d}) x..x (An N Xn) U {dh}) € VuconA e T,0<i<n.

Luego, si u:= (A) U {@}. En donde A:= Uos< isn Ai Setienequeu € Vey (p"[u] c V.
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TEOREMA.
Sean (Y,Z) un espacio de Fréchet, f:(X,T) = (Y,Z) funcién continua y f*:(P(X), Tas) = (C(Y),(Zso)crr)

con f*(E) = f[E].

Son equivalentes:

a. (Y,Z) es un espacio normal.

b. Para cada espacio (X,T) y cada funcién continua f:(X,T) - (Y,Z), f*:(P(X),Tss) = (C(Y),(Zeo)ctvy)
es una funcion continua.

Prueba:

a.=>b.

Sea E € P(X).

SIE = @, (@) = . Por tanto ()] = {&}.
Si E # ¢. Sea vi= (Aq,...,An) € V).

Por tanto *(E) c U o<i<n AYF(E)NA 2, 0<i<n.

Por tanto existe B e V) tal que flE] c F(E) c B B < U v<i<n A,

b+ AEINACcHE NAcBNAYENFBNA]£d,0<i<n.

Por tanto si u:= (F'[B ) AdJ,....F [B () An]), entonces u e Vg, pues
EcF'Bl=UocicnF'BNAlYB=Uocicn (BN A).

SeaD e u,luegoDc FB]yDNFBMNA]#d, 0<i<n.

Por lo tanto f[D] < B, fID] = B< U s<i<n Ay d # fID] N B A= f[D] N A< fID] A, 0 <i <n.
Luego f[D] e v. Luego f*[u] c v.

b. = a.

Sea C c Y cerrado y X:=Y con T:= P(Y-C) U T".

Endonde T:={DcY|d#D[]C=B()CparaalgunaBe 3 conBcD}.
T es topologia en X.
i:(X,T) = (Y,Z) coni(x):= x, es continua, pues Z c T.

(i)*:(P(X),Tao) = (C(Y),(Zso)erry) con (i)*(E) = E es continua.
Luego sea v vecindad de C en ¥, para [v] [ C(Y) € Vc en (Sso)ery), existe u:= (As,...,An) € Vc en Teo tal
que (i)*[u] < [v] N C(Y).

Sea A:= U o<i<n A, cOMO A € U, se tiene que (i)*(A) = A e [v].
EstoesAcv.PortantoCcAcAcwv.
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TEOREMA. Si (X = Y,T = %) es un espacio normal y f = 1y, entonces f* = (1x)* es una retraccion de
(P(X), Teo) a (C(X),(Tro)crxy)-
Prueba: _
(CX)(Teo)eexy)) = (P(X),Teo) , i(E) = E.

1(;();} 4 v f*

(C(X),(TBo)cxy)

f*(i(E)) = f*(E) = f(E) = E = E = 1¢x(E).
Por tanto (1x)* o i = 1¢rx).

Las escalas son ejemplos de funciones multivaluadas y permiten dar caracterizaciones simples de los

espacios topoldgicos completamente regulares, perfectamente normales y pseudocompactos en
términos de sus conjuntos conulos, como se mostrara a continuacién.

Definiciones: Sean D = [0,1] y (X,T) un espacio topoldgico.
Una funcidn ¢:(D,<) = P(X) tal que para cada d € D y cada e « D mayor a d se tiene que

o(d) c (p(é), se llama una escala en (X, T).
El conjunto N():= [] @[D] se llama niicleo de la escala ¢.

TEOREMA. La funcién ¢:(D,<) = P(X) en donde @“(d):= (¢(1 - d)) es una escala en (X,T).

¢° se llama la escala complementaria de ¢.
Prueba: Se tiene que sie e Des mayorad e Dentonces p(1-e)cp(l-e)c @(l =d)c @(1 -d)
pues 1-d e Desmayoral-e e D. Luego (p(1 - d))° < (o(1 - d))° < (@(1 - €))° < (9(1 — &))°

TEOREMA. Si ¢ ¢ ¢[D] entonces ¢[D] es una base de filtro en (X,T) y
N(p) = puntos de adherencia de ¢[D].

Prueba: Sea x punto de adherencia de @[D]. Por tanto x e ¢(d), para cada d e D. Por tanto existe
fa < D tal que es menor a d. Por tanto x € @(fa) < ¢(d) < ¢(d). Por tanto x e [] ¢[D].

Sea x e [ @[D). Por tanto x e ¢(d) < ¢(d), para cada d e D.

Por tanto x e (|) ¢ o ®(d)) = puntos de adherencia de ¢[D].
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TEOREMA. Sean f:(X,T) = [0,1] una funcion continua y @r:(D,<) - P(X) en donde
@dd):= F[[0,d]], d € D.
Entonces: ¢r es una escala en (X,T), N(¢) = F'[{0}] y N(of) = F [{1}].
Referencia 7.

TEOREMA. Si ¢:(D,<) = P(X) es una escala en (X,T) entonces existe una funcién continua

f:(X,T) = [0,1] tal que F'[{0}] = N(¢)y F[{1}] = N(¢°).
Referencia 7.

Definicion: Un subconjunto C de (X,T) es un conjunto nulo de (X,T) ssi es el nlcleo de alguna escala
@en (X,T).

Definicion: Un subconjunto C de (X,T) es un conjunto conulo ssi su complemento es un conjunto nulo
de (X,T).

OBSERVACIONES: Los conjuntos nulos (conulos) son cerrados (abiertos) y Gs (F,). ¢ y X son
conjuntos nulos y conulos.

TEOREMA. Sea (X,T) un espacio normal y C un subconjunto de (X,T). C es cerrado (abierto)
y Gs (F,) en (X,T) si y sélo si C es un conjunto nulo (conulo) de (X,T).

Prueba:

=) Sean Ao o A; o ... abiertos de (X,T) tales que C =[] n e n An.
Se tiene entonces que por el Lema de Urysohn, para cada n € N existe una funcion continua
f:(X,T) = [0,1] tal que C < fn '[{0}] y A" < fu '[{1}].
Sea f:(X,T) = R con f(X) := £ nen 2™ fa(x).
0<fn(x)<1siysdlosi0<2™ fax)<2™, Paracadan e N.
Se tiene que 0 < f(x) < T nen 2™ = 1. Por tanto f:(X,T) = [0,1]yC = f'l[{O}]. En efecto:
Si x e C entonces fa(x) =0, para cada n € Ny por tanto f(x) = 0.
Sif(x) = 0y x ¢ C entonces existe m e N tal que x ¢ Am. Por tanto fm(x) = 1y
fox) 2 2™ fm(x) = 2™ > 0 y esto es una contradiccién.
f es continua y se tiene que N(gf) = 1{{Cl}] =C.
<) Sea C = N(p), para alguna escala ¢ en (X,T). Por tanto existe una funcién continua
f:(X,T) - [0,1] tal que C = N(¢) = F'[{0}].
Dado que {0} = [\ nen (-1/n+1,1/n+1). Se tiene que F [{0}] = N nen FA[(-1/n+1,1/n+1)].
Por tanto C es un conjunto cerrado y G; en (X,T).
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Sea (X,T) un espacio de Fréchet.

TEOREMA. (X,T) es un espacio de Tychonoff si y sélo si el conjunto de conjuntos conulos de (X,T) es
una base de T.

Prueba:

=) Sean A e Ty x € A. Luego existe una funcion continua f:(X,T) = [0,1]talquef(x) =1y
ASc t’l[{O}]. Sea B:= (f’l[{u}])c. B es un conjunto conulo de (X,T)y x e Bc A.
<) Sea C c X cerrado no vacio y xg e C°. Luego existe un conjunto conulo B de (X,T) tal que
xo € Be C~
Luego existe una funcién continua f:(X,T) - [0,1] tal que B = f[{0}].
Por tanto C < F[{0}] y f(xo) # 0.
Se tiene que la funcion g:(X,T) = [0,1] con g(x):= min {1,f(x)/f(xo)} es continua, C c g'lf{U}] y
g(xo) = 1.

Definicién: Sea B base de la topologia T en el espacio X.

B es base normal de T ssi:

1. Six € B € B entonces existe A € B tal que x € A°c B.

2.SiAyBeBentoncesA[1Be ByAlJB eB.

3.SiAy B e B son tales que A y B son ajenos, entonces existen L y M ¢ B ajenos tales que L c A
y M“cB.

TEOREMA. (X,T) es un espacio de Tychonoff si y sélo si T tiene una base normal.

Prueba:

=) Si (X,T) es un espacio de Tychonoff entonces el conjunto de conjuntos conulos de (X,T) es una
base normal de T.

<) Sean B una base normal de T, C ¢ X cerrado no vacio y X € C". Sea B e B tal que x € B < C°. Por
ser B una base normal de T, existe A e B tal que x e A® c B y existe una funcion continua
f:(X,T) = [0,1] tal que A® c F'[{1}]y B < F*[{0}]. Por tanto f(x) = 1y C B = F'[{0}].

TEOREMA. (X,T) es un espacio normal si y sélo si T es base normal.

Prueba:

=) T es base de T y la primera y tercera condicién de la definicion de base normal se cumplen por la
propiedad de separacion de conjuntos cerrados ajenos en los espacios normales.
La segunda condicién se cumple pues T es una topologia.
<) Si T es base normal entonces la propiedad de separacién de conjuntos cerrados ajenos es
equivalente a la tercera condicion de la definicién de base normal.
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TEOREMA. (X,T) es un espacio completamente normal si y sélo si todo subespacio de (X,T) es un
espacio normal.
Prueba:
=) Sean E c X, Go y Gy subconjuntos cerrados ajenos de (E,Te). Es decir Go = Co[1Ey G, = C; [ E
con Cp y C; subconjuntos cerrados de (X,T). Se tiene que Gy y G; son subconjuntos separados de
(X,T), pues (Go 1 G1) U (Go N G1) = (CoNG) U (C1NGo) = N CLNE=Go Gy = .
Por tanto existen subconjuntos A y Ay, abiertos ajenos de (X,T), tales que Go c Aoy Gy c A,

Por tanto Go < Ao [ E'y G; c A; [] E. Por tanto (E,Te) es un espacio normal.

<) Sean Gy y G, subconjuntos separados de (X,T) y E:= X - ((Go - Go) U (G; - Gy)). Se tiene que
Go ¥ G; son subconjuntos cerrados ajenos de (E, Tg). Por tanto como este subespacio es normal,
existen subconjuntos Ag y A, abiertos de (X,T) tales que Go = Ag[1Ey G; = Ay [) E y estos
abiertos relativos son ajenos.

Por tanto se tiene que Go < Ao [1 Gy Gy = A [ Go® y estos abiertos son ajenos.

TEOREMA. (X,T) es un espacio perfectamente normal si y solo si T es el conjunto de conjuntos
conulos de (X,T).

Prueba:
=) Un conjunto conulo es un conjunto abierto y un conjunto abierto es un conjunto F, y por tanto es

un conjunto conulo, por ser el espacio normal.

<) T es base de T, por tanto el espacio es de Tychonoff y luego entonces el conjunto de conjuntos
conulos es base normal del espacio. Por tanto T es base normal y luego el espacio es normal.
Luego todo conjunto cerrado es nulo y por tanto G; .

TEOREMA. (X,T) es un espacio pseudocompacto si y sélo si toda familia localmente finita de
conjuntos conulos de (X,T) es finita.

Prueba:
=) Sea H una familia infinita y localmente finita de conjuntos conulos no vacios de X. Se tiene que

para cada n e N diferente de cero, existen Hn € Hy fa:(X,T) = [0,n] continua tal que fn'l[{O}] = Hn®
y fn'l[{n}] # ¢. Por tanto la funcién f:(X,T) = R con f(x):= X n e fn(X) €s continua y no acotada.
<) Si (X,T) no es un espacio pseudocompacto entonces existe una funcidn continua, no acotada y
positiva f:(X,T) = R, tal que para cada n € N diferente de cero, existe xn € X con f(xn) > f(xn-1) + 1.
{ FU(f(xn) - 1/2,f(xa) + 1/2)] | n e N } es una familia infinita y localmente finita de conjuntos conulos.

TEOREMA. (X, T) es un espacio de Tychonoff si y sdlo si el conjunto U de cubiertas finitas con
conjuntos conulos de (X,T), es una uniformidad de X compatible con T.

Referencia 7.
La compactificacién de Stone - Cech de un espacio de Tychonoff.

Se define en base en los ultrafiltros sobre el conjunto de sus conjuntos nulos.

Sean (X, T) un espacio de Tychonoff, N(X):= conjunto de conjuntos nulos de (X,T),

B(X):= { F < P(X) | F es ultrafiltro sobre N(X) }, E:= {Fe p(X) | Fc EparaalgunaFeF } y
B:= { E° | E € N(X) }. B es base de topologia en B(X).

(B(X),Te) es un espacio compacto y de Hausdorff.

@:(X,T) = (B(X),Te) con g(x):= { E € N(X) | x € E }, es inyectiva, abierta y continua.

@[X] es denso en B(X).

(B(X),Te,) es la compactificacién de Stone — Cech de (X,T) y posee la propiedad universal.
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Sean (X,T) un espacio de Fréchet y (X*,T*) su compactificacién de Alexandrov.
Esto es: X* := X U {0}, o ¢ X. P(X*) = P(X) U Fga-

Fepy = {EU{=} |EcX}={DcX*|oeD}

T :=TU{AU {<} | A e Ty A es compacto }. T* es topologia en X*,

OBSERVACIONES:

(X*,T*) es espacio compacto y de Fréchet.

{} es cerrado en (X*,T*).

(X, T) es espacio localmente compacto y de Hausdorff si y sdlo si (X*, T*) es espacio de Hausdorff.
(X,T) es espacio compacto si y sélo si {«c} es un punto aislado en (X*,T*).

(X*,T*) es metrizable y separable si y solo si (X,T) es espacio localmente compacto, de Hausdorff y
completamente separable.

El filtro generado por {«} en X* se denota por F., y F. - {{=}} se denota por F.
TEOREMA. F., es cerrado en (P(X*),(T*)go)-

Prueba:
(F=)* = P(X) = [X] € Tao < (T*)po.

COROLARIO. (F., ,((T*)s0 )r) €5 un espacio compacto.
Prueba: Todo cerrado en un espacio compacto es un espacio compacto.

TEOREMA. Si (X, T) es un espacio compacto entonces (F,((T*)so)¢) €S un espacio compacto.

Prueba:

F¢ = P(X) U {{0}} = [X] U ({}) es abierto.

Por tanto F es cerrado en (P(X*),(T*)go).

TEOREMA. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, entonces
(Fa [ COX*),((T*)ao)r= 1y cox) €5 un espacio compacto y de Hausdorff.

Prueba:
(C(X*),((T*)so)crx+)) €5 un espacio compacto, y es de Hausdorff por ser (X*,T*) un espacio regular,

(pues es un espacio normal por ser un espacio compacto y de Hausdorff).

Por tanto F., [] C(X*) es un espacio compacto por ser la interseccién de espacios compactos, y es de
Hausdorff por ser ésta una propiedad hereditaria.
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TEOREMA. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, entonces
(F ) €O, ((T*)go)e nox) s un espacio localmente compacto y de Hausdorff,

Prueba:
(Fr F) [ C(X*) = {{0}} = ({cc}) €5 cerrado en (F. [ COC*),((T*)eo)e 1 cxey)-

Por tanto F [ C(X*) es abierto en este espacio, que es localmente compacto (por ser compacto) y
regular, y es de Hausdorff por ser ésta una propiedad hereditaria.

NopaEY £y now vl
La topologia de Fell nos permite dar una descripcion mas simple de los espacios anteriores, como
se mostrard a continuacion.

TEOREMA. Sea ¢:(C(X) - {®}(Ta)epo - @) = (F [ CX*¥),((T¥)so)e y coxy) con (E):= E U {eo}.
Si (X,T) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff entonces ¢ es un
homeomorfismo.

Prueba:
D # E siy s6lo si g(D):= D U {=} # E U {0} =:9(E). Por tanto ¢ es inyectiva.
o[C(X) — {d}] = F [ C(X*). Por tanto ¢ es suprayectiva.

Por tanto ¢ es biyectiva.
Sea A e T tal que A es compacto.

oL(A) N CX)] = (A) N F [ C(X*) es abierto relativo.

o[(AS N €)1 = (AU {=0}) N F [ C(X*) es abierto relativo.

Luego, ¢ es una funcién abierta. Por tanto, @™ es una funcién continua.

SeaBeT.

Para cada b e B, existe ub € V, abierta tal que T es compacto y @b < B, luego (B) = U bes (ub) y
o [B) N FN cx*)] = B) N CX) = (U bes (un)) [ C(X) es abierto relativo.

El abierto relativo [B] [ F [ C(X*) es vacio.

Sea B < T tal que B es compacto.

B U {=) NF N Ccx*) = F N Cx*).

o[F () CX*)] = C(X) - {&} es abierto relativo.

¢o'[[BU {31 N F N CO*)] = B) [ C(X) es abierto relativo.

Sea E e (B) [ ] C(X). Por tanto ¢ # E < B si y s6lo si BS  ES e T. Luego existe Ae e T tal que Ae es
compacto y B c Ae ¢ Ae < E€ siy sélo si E < (Ae)* < (Ae)° < B.

Por tanto, (B) [ C(X) = U e« ®nax ((Ae)% N C(X) .

Luego, ¢! es una funcion abierta. Por tanto, ¢ es una funcién continua.
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COROLARIO. Si (X,T) es un espacio localmente compacto y de Hausdorff entonces
(C(X) = {d},(Te«)crx) - ¢¢3) €S UN espacio locaimente compacto y de Hausdorff.

Prueba: El espacio codominio de la funcién ¢ del teorema anterior es un espacio localmente compacto
y de Hausdorff.

TEOREMA. Sea y:(C(X),(TBs)cpy) = (Fo N c(x* )((T*)Bo)k= ) c(x+)) con w(E):= E U {}.
Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff entonces y es un homeomorfismo.

Prueba: ylcx - @) = @ Y Q[{P} = {{=}} = {=}) [ F. [ C(X*) es abierto.

COROLARIO. Si (X,T) es un espacio compacto y de Hausdorff entonces (C(X),(Ts«)cx)) €5 un espacio
compacto y de Hausdorff.

Prueba: El espacio codominio de la funcidn y del teorema anterior es un espacio compacto y de
Hausdorff,

COROLARIO. Si (X, T) es un espacio compacto y de Hausdorff entonces (C(X) — {&},(Ts«)cx) - (¢) €5
un espacio compacto y de Hausdorff.

Prueba: C(X) - {¢} es cerrado en (C(X),(Ts«)crx)), por tanto es un espacio compacto, y es de
Hausdorff por ser ésta una propiedad hereditaria.

fin
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ANEXO

Sean D, E, Eic X paracadai e L.

[E] = (E) U {®}.

(Es,....En) = (Es, ....En) N [E] con E:= U osisn Ei.
(Es,....En) = (X,Ex,....En) = (Eo) N ... N (En).

(E)° = (E) U{®}.

(Eso,....En)* = (E9) U [Eo“IU ... U [En‘] con Ei= U osisn Ei.
(Eo,....En)° = [EYU ... U [En].

[E]° = (E9).

(Nic1E)=Nic1(Ed. (D.E)=(ED).
Uie1E)=Uic1(E). (D,E) = (ED).

[Nic1 El=Ni<:[El {D,D,E)={D,E).

Uie1(E) cWUie1Ei. (D.DE) = (DE).
(Nic1E)cNier(E). (EE)=(E).
SiNie1Ei=®entonces (Nic1 E)=Nier (E). (EE) = (E).
Uier[Elc U1 Ei.

(D)N[E]= (D) N(E)=(DNEE).
(EoNE,....EnN E) = (Es,...,.En) N P(E).
D c E siy sélo si Eg?é ((E)>
[D] < [E].
(D) #(E).
D #E siy s6lo si (D) = (E).
[D] # [E].

En donde E° es el complemento de E.



Sea H c P(X) tal que J(X) = H. En (H,(Tgo)) se tiene que:

TEOREMA. (Eu ,,,,, En) = (Eu...,‘En).
Prueba:

Sean D e (Eo,....En) ¥ (Ao,...Am) NH € Vp. Ei= Uo<i<n EiyAi=Ussjsm A

LuegoDc ENA,DNEi #®,0<isnyDNA =D, 0<j<m.
POHOtﬂntOAnEiﬂm,osisny‘AjﬂE#Q‘nsjsm.

Luego existe pi € A[ Ei, osisny existe g € Aj[1 E, 0sjsm. Sea entonces F:= {po,...,pn,qo,...,.qm}.

Por lo tanto F € {Eq,...,En) N {As,...,Am) N H.

Luego D e (Eq,...,En). Por lo tanto (Es,...,En) c (Eo,...,En).
Por otro lado se tiene que (E,...,En) < (Eo,...,En) y (Eo,..., En) es cerrado, pues
(Eo,....En)® = ((E)%) U [(E2)J U ... U [(En)"] s abierto.

Por lo tanto (Es,...,En} c (Es,...,En).

COROLARIO. (Es,...,En) = (Ex,...,En).

Prueba:
(Ea ..... En] = <x.Eo ..... En),
Luego (Es,....En) = (X,Eo,...,En) = (X,En....,En) = (Eo,m,En)‘

COROLARIO. [E] = [E].

Prueba:

[E] = (E) U {®} luego [E] = (E) U {®} = (E) U {®} = (E) U {0} = [E].

COROLARIO. (En,”.,,En) = (Eo,...,En) N [E] con E:=Uo<i<n Ei

Prueba:

(Eoy. En) = (B En))° = (E)UES]U... U [Ex]) =
= (BYUIEAU .. UED" = [E)] N(EDIN.-.. N (ED) =
= IE] n (Eo,,,.,En) pueS {Ec)c - E

En donde E es el interior de E y E es la cerradura de E en la topologia T.



TEOREMA. E es cerrado si y sélo si (E) es cerrado.

Prueba:
E = E siy sélo si (E) = (E) = (E).

TEOREMA. E es cerrado si y sélo si (E) es cerrado.
Prueba:

E=Esiysolosi (E)=(E)=(X.E)=(XE) = (E).
TEOREMA. E es cerrado si y solo si [E] cerrado.

Prueba:
E = E siy solo si [E] = [E] = [E].

COROLARIO. E es abierto si y sélo si (E) es abierto.

Prueba:

E es abierto si y sélo si E€ es cerrado si y sélo si (E°) es cerrado si y sélo si (E9) U {®} es cerrado
si y sélo si (E)° es cerrado si y solo si {E) es abierto.

COROLARIO. E es abierto si y solo si (E) es abierto.

Prueba:

E es abierto si y solo si E® es cerrado si y solo si [E®] = (E)° es cerrado si y s6lo si (E) es abierto.

COROLARIO. E es abierto si y sélo si [E] es abierto.
Prueba:

E es abierto si y sélo si E® es cerrado si y sélo si (E®) = [E]° es cerrado si y sélo si [E] es abierto.
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