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INTRODUCCION

El presente trabajo est4 dirigido principalmente a estudiantes de la carrera de Matemati-
cas de nivel intermedio (quienes hayan cursado Anélisis matemético I y II, en el caso
de la facultad de Ciencias) y a estudiantes que tengan una formacién en el 4rea de
Analisis matemético equivalente al mencionado.

La intencién de este trabajo es exponer de manera breve y clara resultados, a mi
parecer importantes de Teorfa de la medida; ademas de mostrar también, de manera
breve y general, hasta dénde ha llegado la discusién sobre estos resultados. En partic-
ular, se expone un resultado poco conocido incluso entre quienes se dedican al Anélisis
maternético, a saber, el Teorema de Banach y Kuratowski..

Para la presentacién de dichos resultados, se ha dividido el trabajo en cinco capitu-
los, tratando de respetar en lo general, las ideas de los autores. En el primer capftulo
se da una motivacién histérica mostrando, a grosso modo, c6mo surge el concepto de
medida y c6mo surge la Teorfa de la medida misma. Situdndonos en el siglo XVIII, a
partir de un cambio sustancial en el concepto de funcién y por ende, un cambio dentro
del concepto de integral de una funcién, se da lugar lugar al surgimiento de una nueva
Teorfa.

En el segundo capitulo, se presentan las aportaciones de Lebesgue a la Teoria de
la medida, se hace notar que dichas aportaciones le permitieron al autor desarrollar,
a su vez, una de las Teorfas de integracién més importantes hasta nuestros tiempos.
También se plantea en este capitulo lo que se conoce como el “problema de la medida”
y la manera en que Lebesgue aborda este punto.

En el tercer capitulo, se presenta la respuesta al problema de la medida dada
por Vitali y, como consecuencia, una generalizacién de dicho problema planteada por
Banach; se expone ademés, la respuesta a esta generalizacién dada por el mismo
Banach y Kuratowski. Se enuncian también otras generalizaciones sobre el mismo
problema dadas por otros matem4ticos como Hausdorf, Tarski.

El cuarto capftulo presenta algunas conclusiones que se desprenden de los capftulos
anteriores sobre el problema de la medida..

Por dltimo, se presentan algunos resultados, basicamente de Teorfa de conjun-
tos, que se utilizan en el desarrollo y justificacién de los resultados planteados en los
primeros capitulos.
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Capitulo 1

MOTIVACION HISTORICA:
SURGIMIENTO DEL
CONCEPTO DE MEDIDA Y
DE LA TEORIA DE LA
MEDIDA

Uno podria pensar que el concepto de “medida” de un conjunto de mimeros reales
surge como una generalizacién natural de los conceptos de longitud, drea y volumen.
Pero, curiosamente, no es asi. Sus orfgenes se encuentran en la Teorfa de Integracién.

1.1 Replanteamiento de los conceptos de funcién y de la
integral de una funcién

Nuestro punto de partida se situar4 en el siglo XVIII (a finales de éste) con el re-
planteamiento del concepto de funcién y, por lo tanto, con el replanteamiento del
concepto de integracién de una funcién.

En esa época el proceso de integracién era pensado como el proceso de encon-
trar la solucién a una ecuacién diferencial y la funcién misma era pensada como una
“ecuacién”.

Geométricamente la integracién era considerada como el célculo de un 4rea deter-
minada por una funcién f cuyos valores son mayores o iguales a cero. Idea que, por
cierto, prevalece hasta nuestros dfas.

Pero estas ideas algebraicas sobre funcién e integral comenzaron a cambiar cuando
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se presenté el problema de la cuerda vibrante y d’Alembert dio solucién a la ecuacién
de onda dejando ver que las funciones generadoras de las soluciones no necesariamente
venfan dadas por una tinica “ecuacién”, sino que podian estar definidas por distintas
“ecuaciones” en distintos subintervalos de su dominio, o hasta por curvas “trazadas al
azar” sin corresponder a una “ecuacién”. Observacién que hizo notar Euler, y quien
llamé a dichas funciones , funciones “arbitrarias”.

El matemético francés J. Fourier también contribuyé a este cambio con su trabajo
sobre la representacién de cualquier funcién mediante una serie trigonométrica. El
planteamiento de Fourier era el siguiente:

Si f(z) (que aparece en los problemas de contorno) est4 definida en[—, I], entonces

f(z) = *an-i—Z{anoos( )+b,,sen( )}v:e{ﬁn] (1.1.1)

Para demostrar la igualdad (1.1.1) da, entre otros, el siguiente razonamiento:
De (1.1.1) se tiene

/ 2 f(a)dz

Il

f_’,éwf_’,(i{w(“”)m o (59)} )
/—aodx+2f{anms %) + busen (25 Jas,

y como el segundo sumando del lado derecho de la igualdad vale cero, tenemos

1 l
= j f(z)de.
-1
Anédlogamente

et [ soron (2} =} [ s (2)

Fourier supone que
1 1
[! {'I]_l{lgosn(z}}dr = r;]l-nge‘/:l Sn(z)dz,
P ) krz k)
Sp(z) = 2ao+§{akcos ( 7 ) +bksen( 7 )},

Sin embargo, la igualdad que supone Fourier no es cierta para cualquier funcién S, (z).
Pero entonces jcudl era el significado de la integral definida para una funcién
“arbitraria”? Habfa que reconsiderar el concepto de integral para dichas funciones.
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Figure 1.1: Gréfica de una funcién arbitraria de Fourier

Su trabajo acerca de la transmisién del calor en los sélidos hacfa pensar a Fourier
que las funciones “arbitrarias” eran en realidad mds generales que las que aparecian
en el problema de la cuerda vibrante y, en 1822, da una definicién de funcién:

“En general, la funcién f(z) representa una sucesién de valores u ordenadas cada
una de las cuales es arbitraria. Como la abscisa = recibe una infinidad de valores, hay
un nimero igual de ordenadas f(z) y todas ellas tienen valores numéricos concretos,
ya sean posilivos, negativos o nulos.

No suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley comiin a todas ellas; se
suceden unas a otras de una manera arbitraria y cada una de ellas viene dada como
si fuera una cantidad aislada.™

Aunque Fourier no haya tomado tan literal sus propias palabras, pues los ejemplos
dados por él no dejan claro lo contrario, no cabe duda que su definicién da un salto
cualitativo dentro del concepto de funcién.

La primera definicién analitica de continuidad de una funcién es dada por el

! Grattan-Guinnes, Del célculo a la terfa de conjuntos (Madrid, Alianza Editorial, S.A.,1984) p.
199.
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matemdtico francés Augustin-Louis Cauchy en el afio de 1821:

Una funcién f(x) que toma valores finitos para todo z entre a y b, es continua entre
estos dos lfmites si el valor absoluto de f(z + «) — f(z) “disminuye indefinidamente
con el de o? para cualquier .

Basdndose en esta definicién, en 1823, en su libro Résumé des legons données a
I'Ecole royale polytechnique sur le calcul infinitésimal, procede a dar su definicién
analitica de la integral de una funcién de la siguiente manera:

Sea f una funcién continua y sea P = {xg,z},...,Zn |a=2g < 71 < ... <z, = b}
una particién del intervalo [a, b]. Tomemos lasuma S = 3" | f(zi—1)(z; — Ti-y) cor-
respondiente a dicha particién. Se puede probar que las sumas S y S’ correspondientes
a dos particiones P y P’ difieren en una cantidad arbitrariamente pequena con tal de
que las longitudes de todos los subintervalos [z;_1, ;] en las dos particiones sean lo
suficientemente pequenas. Entonces, “el valor de S terminard obviamente por ser
constante. .. Este lfmite se denomina la integral definida” >

Partiendo de ésta definicién, la existencia de la integral de una funcién no depende
de si la misma estd dada por una “ecuacién” o no. M4s ain, basta con satisfacer la
definicién de continuidad en el sentido de Cauchy para que la integral tome un valor
determinado.

La integrabilidad de una funcién continua es utilizada por Cauchy para estudiar
la representacién de una funcién continua mediante una serie trigonomeétrica.

Posteriormente, trabajando con funciones discontinuas, hace la siguiente aclaracién:

“Es necesario observar que las funciones discontinuas introducidas en el cdlculo
dejan de ser continuas nicamente para algunos valores de las variables.”Y, para
estas funciones, extiende su concepto de integral como sigue:

Si una funcién es continua en un intervalo [a,d], excepto en un punto ¢, en una
vecindad del cual f puede ser acotada o no, se puede definir la integral de f como

Jim [ f ™ s + l:,."(‘”}dz]

cuando éste exista.

Indudablemente se habfa logrado un avance tanto en el concepto de funcién como
en €1 concepto de integral, e incluso se dejaba planteado un problema que més tarde
serfa resuelto por el matemético alemdn Dirichlet: ;puede definirse la integral para
cualquier funcién acotada en un intervalo [a,b] dado?

2 Guines,ob.cit., p. 200.

3Guines, ob.cit., p.201
4 Garcia, M.A. Surgimiento de la Teoria de la medida, p. 4
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P.G.L. Dirichlet, trabajando tdmbien sobre la representacién de una funcién me-
diante una serie trigonométrica, considerando funciones con un mimero finito de dis-
continuidades y, tomando la interpretacién literal de la definicién de funcién dada por
Fourier, en 1829 obtiene la siguiete funcién

f(z)= 'r!i_lpm['Ili_{Iullo(cosmln:r)z"]

o, equivalentemente,

)1, sizeQ
f(z)'{o, si z¢Q

con z € [—m,7|. Veamos la equivalencia:

k
|cosmlrz| =1siz= —fr oo keZ,

g

. k
|cosmlnz| < 1siz# =it

entonces .
fm(z) = lim (cosm!rz)®™ = L s% e ?’ smkek
n—+co 0, siz+# 5
En particular,
z € Il => fr(z) =0 Ym. = limpm—00 fn(z) = 0.
Por otra parte

zeQ= a:=§, con p,q € Z y con factores irreducibles
= Jm € Z tal que q divide a m!,

ésto es, existe r € Z tal que qr =m!,

— s=2-E-X,

= z=2% conk=prei,

= fm(z)=1.

Més aiin

fm(z)=1 = m=ﬁk’l=%$nl++1;‘ij“'

= fmu(z)=1.

Por lo tanto
z € Q= limm_ fm(z) =1
Por lo tanto
. 1, si z€Q
= liMm—oo = !
f(z) = limm—.00 fm(z) 0, si 2¢Q

Est4 funcién es utilizada por Dirichlet para dar un ejemplo de una funcién no inte-
grable. De hecho, tenemos un ejemplo de una sucesién de funciones fr,(z) integrables
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cada una de ellas, las cuales convergen a la funcién f(z) que no lo es, luego entonces
no se da la igualdad entre

Jin [ i@z y [ lim fm(od

misma que se necesita para representar a f mediante una serie de Fourier. Esta es
una de las limitaciones de la integral de Riemann que serén superadas con la integral
de Lebesgue.

Finalmente la definicién de funcién dada por Fourier comienza a tomar forma con
¢l ejemplo de Dirichlet.

Pero Dirichlet no se quedé ahf, él pensaba que, sin embargo, una funcién podia
soportar un mimero infinito de discontinuidades y seguir siendo integrable, y plante6
que lo 1inico que se necesitaba para “garantizar” dicho resultado era que:

“Si a y b representan dos cantidades arbitrarias entre —m y , sea siempre posible
encontrar dos nimeros v y s enlre a y b, lo suficientemente prézimas para que la
funcién permanezca continua en el intervalo de r a 5.”°

En terminologfa moderna, Dirichlet estarfa pidiendo que el conjunto de discon-
tinuidades de la funcién fuera denso en ninguna parte ( diseminado, en aquellos tiem-

pos):

Definicién 1.1.1 Un conjunto A es denso en ninguna parte si y sélo si el interior de
la cerradura del conjunto A es vacto ((A)° = @).

Probaremos la equivalencia entre estas dos definiciones:

Afirmacién: Sea A el conjunto de discontinuidades de f.

A es denso en ninguna parte si y sélo si se satisface la condicién de Dirichlet.

Demostracién:

=>| Supongamos que para todo intervalo (r,s) C (a,b) C [—m, 7] existe una
discontinuidad de f en (r, s), entonces la cerradura del conjunto de discontinuidades
de f contiene al intervalo (a,b) y, por lo tanto, A no es denso en ninguna parte. Pues
si £ € (a,b), en toda vecindad (r,s) de z existe algiin punto de discontinuidad de
[, entonces existe una sucesién de puntos z, , donde la funcién es discontinua, que
convergen a , entonces x estd en la cerradura del conjunto de discontinuidades de f.
Por lo tanto, (a,b) pertenece a la cerradura del conjunto de discontinuidades de f.

4=| Sea z un punto interior de la cerradura de A, y sea ¢ > 0 tal que (z —
€,z + €) C A. Por la condicién de Dirichlet, existen r y s tales que f es continua en
(r,8) C (z—¢,z+¢), entonces todo el intervalo (r, s) est4 contenido en el complemento

*Ibid., p.203
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de la cerradura de A. Por lo tanto = no puede ser punto interior de la cerradura de A.
Por lo tanto A es denso en ninguna parte.

Dirichlet no pudo probar su conjetura pues no es cierta (como veremos més ade-
lante).

M4s tarde, suméndose a la taréa de resolver el problema de la convergencia de
series de Fourier, R. Lipschitz crey6 haber demostrado la conjetura de Dirichlet. Su
error fue pensar que la condicién de Dirichlet implica que el conjunto de puntos de
acumulacién del conjunto de discontinuidades de f debe ser finito.

Para una funcién f con un mimero finito de discontinuidades en el intervalo [a, 8],
Lipschitz define la integral como sigue:

Sea ¢ un punto donde la funcién f es discontinua, entonces

[ 1@az = i [ [ " fayde + / ; f(r)dx] -

Si el conjunto de discontinuidades tiene un punto de acumulacién ¢, entonces define

/: f(@)dz = im [ :_6 f(z)dz + /c ; f(z)d:n]

Es importante sefialar la diferencia conceptual entre las dos definiciones arriba
mencionadas. En la primera definicién se supone que f es continua en [a,c— &) y en
[c+8,b], y se define la integral de f en [a,b] con un punto de discontinuidad ¢ en dicho
intervalo. Con esta primera definicién podemos definir de manera inductiva la integral
de f en [a,b], si f es discontinua en un mimero finito de puntos del intervalo [a, 8]:

Si 2 < 3 < ... < Ty < Tpy fueran los puntos de discontinuidad de f, entonces

[tz = m [ [ e [ f(z)dr]

con 8 < Tny1 — Tn; donde
Ty —h
[ s

ya estaria definida pues f sélo tendrfa n puntos de discontinuidad en el intervalo

Ia‘! Tn4l — 6}1 Y 5
f f(z)dz
Tns1td

también estarfa bien definida pues f serfa continua en el intervalo [zn41 + 6,b]

En la segunda definicién se supone que f tiene un conjunto de discontinuidades con
un solo punto de acumulacién ¢ y, como f tendria un mimero finito de discontinuidades
en los intervalos [a,c — 8] y [c + 8, b], las integrales

]
f@)z /i (o
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estarfan bien definidas de acuerdo con la primera definicién. Finalmente, con esta
segunda definicién, podemos establecer nuevamente de manera inductiva la integral
de f en [a,b], cuando el conjunto de discontinuidades-de f tiene un mimero finito de
puntos de acumulacién, de manera andloga a como se hizo con la primera definicién
cuando se trataba de un mimero finito de puntos de discontinuidad de f.

Cabe senalar que también se calculaba la integral mediante la asociacién de la
misma con la primitiva de una funcién dada.

A excepcién de Riemann, hasta ese momento la forma de abordar el problema de
la integracién de una funcién habfa sido exter la definicién de la integral a funciones
que tuvieran tantas discontinuidades como fuera posible.

1.2 La integral de Riemann

En 1854 el matem4tico alemén Bernhard Riemann presenta una memoria (publicada
después de su muerte) acerca de la integrabilidad de funciones. En él cambia el enfoque
para atacar el problema de la integracién de una funcién. Retomando la idea dada
por Cauchy, establece la siguiente definicién de integrabilidad para cualquier funcién
acotada:

Consideremos una particién {zq, 71, ..., zn} del intervalo.Una funcién f definida y
acotada en el intervalo [a,b] es integrable si las sumas

S=Y f(t:)(@: — zi-1),con t; € [zi-1,,
i=1
tienden a un valor inico conforme z; — z;_1 tiende a cero para toda i. En tal caso, ese
valor iinico se llama el valor la integral definida de f,

[ sty

Precisa Riemann que cuando dicho limite no existe, la notacién f: f(z)dz no tiene
ningiin significado, y menciona como se define la integral de una funcién cuando ésta
tiende a infinito conforme la variable z tiende a un cierto valor, sefialando:

“Otras ertensiones, debidas a Cauchy, de la definicién de la integral definida en
el caso en que tal definicion no se sigue de las nociones fundamentales que preceden
, pueden ser cdmodas para ciertas clases de investigaciones, pero no son admitidas
en general, y la arbitrariedad que existe en las definiciones de Cauchy serfa suficiente
para impedir que sean aceptadas universalmente.”%

®Garcia, M.A. Surgimiento de la Teorfa de la medida. p. 7
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Con la definicién anterior, se plantea el problema de caracterizar a las funciones
integrables:

“Busquemos ahora la extensidn y el limite de la definicidn precedente y hagdmonos
esta pregunta : ; en qué casos una funcién es susceptible de integracién ?, j en qué
casos no lo es 277

Establece dos criterios de integrabilidad basados en el concepto de oscilacién de
una funcién en un intervalo ( que més tarde serfa enunciado por Hankel):

Definicién 1.2.1 Sea f : [a,b] = R acotada. La diferencia

sup{f(z) : z € [zx_1, zx]} — Inf{f(z) : = € [zk-1,2x]}

se llama la oscilacion de f en [Tx_q,xx], con k=0,1,...,n.

Criterio 1.2.2 f es integrable si y sélo si para todo € > 0 y { > 0,existe § > 0 tal que
si P es una particién cualgquiera del intervalo [a,b], a =10 < 71 < ... < T, = b, con
Az = z; —xi-) <6V i, entonces S(P,() < ¢, donde S(P,() representa la suma de
todos los Ax; para los cuales la oscilacidn de la funcién en [z;_1,z;] es mayor que (.

Criterio 1.2.3 Sea Oy, la oscilacién de f en [zy_y, x|, entonces f es integrable siy
sélo si

EL:ER.O;OJ;; =0; 6k =TI — Lk-1-

Utilizando el Criterio 1.2.2 da un ejemplo de una funcién integrable (en el sentido
de Riemann) cuyo conjunto de discontinuidades es denso en el intervalo:
Sea

Hay={ F=™ conm el entero més préximo a z, si z # 3,43, 43, ..
0, siz=td 43,43, .
Sea
®n(z) = ¢(nz)
Por qltimo, sea
f@)=ple) + 2D 442D,
n

f es discontinua en todos los puntos donde ¢,, lo es; es decir, f es discontinua en
z = £ con (p,q) = 1 y p impar. Dicho sea de paso, el valor de la integral de esta
funcién es cero.
"Loc.cit.




1. MOTIVACION HISTORICA: SURGIMIENTO DEL CONCEPTO DE
MEDIDA Y DE LA TEORIA DE LA MEDIDA 10

Hoy se conoce a la funcién de Riemann como:

Fehm 1/n, siz=m/nconm,n € IN
0, en cualquier otro caso

Aunque no se trata de la funcién original tiene la misma propiedad que aquella:
ser discontinua en un conjunto denso, en este caso en los racionales.

El ejemplo de Riemann es un ejemplo de una funcién que no cumple la condicién
de Dirichlet para ser integrable.

1.3 Teoria de integracién y Teoria del contenido

Una caracterfstica importante de la funcién de Riemann es que las discontinuidades
son discontinuidades de salto. Es decir, existe el lfmite por la derecha y el limite por
la izquierda en el punto de discontinuidad; adema4s, el conjunto de puntos en los que
la magnitud del salto es mayor que un mimero ¢ dado es finito.

Prestando atencién en lo anterior, Hermann Hankel, quien definiendo la oscilacién
de una funcién f en un punto £ como Oj(z) = lims_,0O5 (con O la oscilacién de f
en (z — 8,z + §)), plantes el siguiente resultado:

J esintegrable si y sélo si para toda ¢ > 0, el conjunto S; = {z € [a,b] | Oy(z) > ¢}
se puede encerrar en un mimero finito de intervalos de longitud total arbitrariamente
pequeiia.

Y, pensando que los conjuntos densos en ninguna parte (diseminados, como él les
llamé) pueden ser encerrados en un mimero finito de intervalos cuya longitud total
puede ser tan pequena como se quiera , establecié de manera errénea el siguiente
resultado:

Sea f una funcién acotada, f es integrable si y sélo si para toda ¢ > 0, el
conjunto S; = {z € [a,b] | Oy(z) > £} es denso en ninguna parte.

El problema con este resultado es que la condicién de que S, sea denso en ninguna
parte no es suficiente para que f sea integrable.

Es asf como la Teorfa de la Integracién comienza a ser analizada a partir de la
Teorfa de Conjuntos y es asf como comienza a surgir el concepto de medida de un
conjunto de mimeros reales.

Durante varios afios se traté de caracterizar a las funciones integrables en base
a la propiedad topolégica del conjunto de sus discontinuidades. En dicha bisqueda,
como el mismo resultado de Hankel muestra, se aprecia que existia una confusién
entre lo que deberfa pensarse como un conjunto “despreciable” desde el punto de vista
topolégico y un conjunto “despreciable” desde el punto de vista de la teorfa de la
medida. Pero es a principios de la década de los 70’s del siglo XIX cuando la Teorfa
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de Conjuntos comienza a formalizarse. Es en esa época cuando Cantor realiza sus
primeras aportaciones a esta drea de las matemaéticas.

Trabajando acerca de la unicidad de la representacién de una funcién mediante
una serie trigonométrica, Cantor estudié conjuntos que tienen la propiedad de que su
conjunto derivado n-ésimo resulta ser un conjunto finito, para alguna n.

El conjunto derivado n-ésimo de un conjunto dado se define como sigue:

Sea A C R . Definimos a A() como el conjunto de puntos de acumulacién de
A. A A 1o llamaremos el ler. conjunto derivado de A o simplemente el conjunto
derivado de A. A(? es el conjunto de puntos de acumulacién de AW); es decir, A®) es
el conjunto derivado de AW y 1o llamaremos el 20. conjunto derivado da A. Siguiendo
con esta notacién, A representa el conjunto de puntos de acumulacién de A1 y
se llama el conjunto derivado n-ésimo de A.

Se di6 cuenta que los conjuntos con la propiedad anterior resultaban ser conjuntos
diseminados y, adem4s, se podfan encerrar en un mimero finito de intervalos de longitud
total arbitrariamente pequena.

Decimos que un conjunto tiene contenido cero si, para toda ¢ > 0, existe una
familia finita de intervalos abiertos que cubren al conjunto tal que la suma total de
sus longitudes es menor que €.

Decimos que un conjunto es de la. especie si su conjunto derivado n-ésimo es un
conjunto finito, para alguna n.

En terminos de las definiciones anteriores lo que Cantor descubrié fue que los con-
juntos de 1a. especie son conjuntos densos en ninguna parte y también son conjuntos
con contenido cero.

Este resultado parece haber aumentado la confusién al reforzar la idea, durante
esa época, de pensar a los conjuntos de la. especie como la tinica posibilidad para los
conjuntos densos en niguna parte.

Posteriormente se desarrollarfan métodos para mostrar conjuntos densos en ninguna
parte que no son de primera especie, permitiendo aclarar la confusién.

Paul Du Bois Raymond en 1880 di6 un ejemplo de un conjunto denso en ninguna
parte que no era de la. especie:

Tomemos una sucesién de intervalos ajenos, {I,}, que convergen a un punto p.
Para cada I, definamos un conjunto @, de orden n tal que Qn C In. Sea @ = UQy.
Los conjuntos @, son densos en ninguna parte y ajenos entre si, entonces @ es un
conjunto denso en ninguna parte. Por otro lado, p pertenece a @™ para toda n, por
lo tanto, @ no es de la. especie. No obstante, el conjunto @ tiene contenido cero (cada
Qn es de contenido cero y forman una sucesién convergente a p).

Por su parte, J. S. Smith, Vito Volterra y el mismo Cantor construyeron conjuntos
densos en ninguna parte que no tienen contenido cero.
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Un conjunto con esta propiedad, basado en el método de construccién de Cantor,
es el siguiente:

Dividamos el intervalo [0, 1] en tres subintervalos con la misma longitud, eliminemos
el subintervalo abierto central y definamos a F; como la unién de los intervalos cerrados
que quedan; ahora, dividamos a cada subintervalo de Fy en 3? subintervalos con igual
longitud, eliminemos el subintervalo abierto central en cada caso y definamos a F2 como
la unién de los subintervalos cerrados restantes; juntemos cada grupo de subintervalos
contiguos en un solo subintervalo y dividamos cada subintervalo que se forma en 3%
subintervalos, quitemos el subintervalo abierto central..., y as{ sucesivamente. Sea
F = NF,. El conjunto F es un conjunto denso en ninguna parte que no tiene contenido
cero.

Surge entonces una nueva clase de conjuntos, los conjuntos con contenido cero, y
se establece la siguiente relacién entre esta clase y las otras dos clases de conjuntos:

Conjuntos (acotados) de la. Especie C Conjuntos con Contenido Cero C Densos
en Ninguna Parte.

Esta relacién permitié construir funciones no integrables cuyo conjunto de discon-
tinuidades es denso en ninguna parte. Como ejemplo damos la funcién caracteristica:

1, z€B

XB(I)={0 TeB

donde B es un conjunto cerrado, denso en ninguna parte y C(B) > 0 (en particular
B puede ser el conjunto F).

Ademés, recordemos que Riemann ya habfa dado un ejemplo de una funcién inte-
grable cuyo conjunto de discontinuidades es denso en todo el intervalo.

Quedaba claro que el “desprecio” del conjunto de las discontinuidades en el sentido
topolégico no determinaba si una funcién era o no integrable.

Contando con estos elementos, en 1881 Axel Harnack demuestra el siguiente

Teorema 1.3.1 f es integrable si y sélo si para toda o > 0, el conjunto de puntos en
donde la oscilacién de la funcidén es mayor que o tiene contenido cero.

La importancia de la construccién de conjuntos densos en ninguna parte de con-
tenido exterior positvo fue m4s all4; permitieron construir funciones derivables, cuya
derivada fuera acotada pero no integrable y, en consecuencia, para ellas no se valdria
la conclusién del Teorema fundamental del célculo (establecido por Gaston Darboux):

Teorema 1.3.2 Si una funcién [ tiene una derivada f’acotada y Riemann-integrable
en el intervalo [a,b], entonces '
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[} @)z = 1) - £(a).

Tan sélo sea porque la integral del lado izquierdo de la igualdad no estarfa definida.

Siguiendo las ideas de Vito Volterra, vamos a construir una funcién, definida en el
intervalo [a, b], con las propiedades anteriores, a partir de nuestro conjunto F:

Como el complemento de F' es una unién de intervalos abiertos ajenos (a,b) de
[0, 1], vamos primero a definir nuestra funcién f en cada uno de dichos intervalos. Sea
f:(a,b) — R con

(z—a)’sen(zX;), si a<z <z
flz;a,0) =< k=cte., si 71 <z <x9
(b—z)2sen(zl;), si zp<z<b

donde z; es el punto situado a la derecha de a correspondiente al primer méximo de la
funcién A(z) = (z — a)?sen(zL;) que est4 a la izquierda del punto medio ¢ del inter-
valo {a,b) (siendo z; < ¢) y 2 es €l punto situado a la izquierda de b correspondiente
al primer méximo de la funcién B(z) = (b— z)%sen(zL;) que esté a la derecha del
punto ¢ (siendo z3 > ¢) y k = A(zy).

Ahora bien, por una parte, un punto (z,y), con = < c est4 en la gréfica de A(z) si
v sélo si y = A(z); por otra parte, el punto simétrico de (z,y) con respecto a la recta
z=ces (2c—=z,y) = (2(42) — z,y) = (a + b—x,9), ¥ (2c — 2,y) estd en la gréfica
de B(z) si y sélo si y = B(2c — z).

Si W(z) = z?sen(l), entonces A(z) = ¥(z —a) y B(z) = ¥(b—z),

entonces B(2c—z) =Bla+b—z)=¥(b—(a+b—1x)) = ¥(z —a) = A(z),

entonces los méximos de A(r) se reflejan en los méximos de B(z). Por lo tanto z;
¥ T son simétricos respecto a la recta x = c. Por lo tanto A(z;) = B(z2).

Por todo lo anterior, f(z;a, b) esté bien definida y goza de las siguientes propiedades
en el intervalo (a, b):

lo. Para todo = € [a,b], |f(z;a,b)| < (b—a)?; es decir, f es acotada en [a,b],
20. f(z;a,b) es derivable en todo el intervalo (a, b),
30. |f'(z;a,b)| < 2(b—a)+ 1. Esto es, f* est4 acotada,

4o. f’(z;a,b) no tiene limiteen z =a y en z = b.

Definamos ahora a g : [0,1] — R como

Gy f(z;a,b), si z € (a,b), con (a,b) un intervalo de [0,1] — F
. 0 sizeF

La funcién g(x), asi definida, tiene tres propiedades, a saber:
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1. g(z) es derivable y acotada debido a que |g(z)| < |f(z;a,b)] < (b—a)? <1,
2. g’(z) también es acotada pues |g'(z)| < |f(z;a,b)] <2(b—a)+1 < 3,

3. g’(z) es discontinua en todo punto de F:

F es cerrado y denso en ninguna parte, entonces 8F C F' y (F)° = @, entonces
F = 8F. Si z € F, entonces z € §F, entonces en toda vecindad de x existen puntos
de F*, entonces podemos construir dos sucesiones {u,} y {vn} convergentes a x tales
que la sucesién {g(u,)} converja a 1 y la sucesién {g(vn)} converja a 0

De todo lo anterior, el conjunto de z € [0, 1] para los cuales la oscilacién es mayor
o igual que 2 es el conjunto F, que tiene contenido exterior estrictamente positivo.
Aplicando el criterio de integrabilidad que utiliza el concepto de oscilacién, concluimos
que ¢’ no es Riemann-integrable.

A partir de este momento se comienza a desarrollar la “teorfa del contenido” por
mateméticos como Cantor, Harnack, Peano y Camil Jordan.

Tres anos més tarde, en 1884, Cantor y Stolz introducen, cada quien por su parte,
la idea de contenido (exterior). Podemos decir que se crea asi en 1884 la primera
Teorfa de la Medida.

1.4 Teoria del Contenido de Jordan

Si bien el trabajo de Riemann resolvia el problema de la integral de una funcién de
una variable, no era lo suficientemente preciso para el caso de las funciones de dos o
méds variables. .

Generalmente, la integral de una funcién de dos variables, f(z,y), se definfa sobre
una regién R del plano limitada por una curva

Asf que las sumas de Riemann para este caso quedaban de la siguiente manera:

S= Zf(zl':yiJa(Rl'J)'

con a(R; ;) =4rea de R; ;.

Pero existen dos tipos de rectdngulos, los que estdn totalmente contenidos en £
y los que tienen puntos en comiin con R, considerando ademés que los “pedazos” de
rectdngulos de la “orilla” no tienen una édrea definida. Entonces j qué recténgulos
deberfan de tomarse ? Para resolver este problema, se argumentaba que daba igual
tomar unos u otros pues la suma de las 4reas de los rectdngulos que cortan la curva
(los “pedazos™) se puede hacer arbitrariamente pequeia (haciendo el cuadriculado o
particién cada vez mds fino).
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Figure 1.2: Regi6n de integracién en el plano
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Camille Jordan habfa aceptado esta idea. De hecho, habia trabajado con ella en
la primera edicién de su libro Cours d’analyse. Pero en 1890 Peano construyé una
curva que llenaba el cuadrado unitario, lo que tal vez obligé a Jordan a replantear sus
resultados.

En 1892, Jordan decide tratar a la regién R como un conjunto de puntos en R2,
de la misma manera en que lo habfa hecho Riemann para el caso en R.

Para el caso en R, dada una particién P del intervalo [a,b] en intervalos Iy

(ie. [a,b] = UP_,Ix), define el contenido interior, Ci(E), y el contenido exterior,
Ce(E), de un conjunto E como sigue:

Ci(E) = sup > U,

IkCE
Ce(E) = inf w%a I(Iy).
Como
Uncelk C B CUpnezelk,
entonces

Y UL)<CAE)<C(B)< Y UIk)

IcE IkNEe
Asf, un conjunto seré medible (Jordan-medible) si
Ci(E) = C.(E).
En tal caso, su contenido (1inico) seré
C(E) = Cy(E) = Ce(E).

Con este planteamiento generalizé la condicién de integrabilidad de Riemann de la
siguiente manera:
Sea [a,b] = Up_,Fy una particién P de [a,b] en conjuntos medibles disjuntos Ej.
Entonces
L(P) =3k mC(E) y U(P)=3k_ MC(Ey)

donde My y my representan el supremo y el infimo, respectivamente, de f en Ej.
Entonces la integral inferior y la integral superior quedan definidas como

PPuf=swpLP) y [°f=infU(P)

respectivamente. Y

b _b
f es Riemann-Integrable si y sélo si f f= / T3
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[or=[a=1s

De las definiciones anteriores se desprenden dos resultados:

en tal caso

1. Si un conjunto A es de contenido cero entonces A es Jordan-medible.

2. Todo intervalo acotado I es Jordan-medible. Més axin C(I) = I(]).

Ademés, dado un intervalo [a, b, 1a familia de subconjuntos de [a, b] que son Jordan-
medibles forma un 4lgebra de subconjuntos de [e,b]. Y la funcién que relaciona cada
conjunto Jordan-medible con su contenido es finitamente aditiva.

Es importante sefialar que la Teoria de el Contenido de Jordan y la Teorfa de
Integracién de Riemann son equivalentes. Todo resultado que se pueda establecer en
la Teorfa de Integracién de Riemann tiene su anélogo en la Teorfa de el Contenido de
Jordan. Como ejemplos mencionaremos los siguientes resultados:

1. Sea f una funcién no negativa definida en |[a, b].

f es Riemann-integrable si y s6lo si el conjunto E = {(z,y) | = € [a,}],0 <
y < f(z)} es Jordan-medible.

2. Sea A un subconjunto del intervalo [a, b] y sea X 4 la funcién caracteristica sobre
A, entonces

f = Eatie =) ¥ f * Xa(2)dz = Ci(A).
b b

3. Sea f: E — R una funcién acotada definida sobre un subconjunto acotado
E de R o de R? Jordan- medible. Para cada particién P de E en n conjuntos
Ey, B, ..., E, Jordan-medibles ajenos, definimos

S7(P;f) =Y MiC(E;) y S_(P;f) = Tj-1miC(E;),
en donde, para cada j € {1,2,...,n},
M; = sup{f(z) : = € E;} y m; = inf{f() : x € E;},
entonces .

| r@a= tim s ey [ f@aa= tim s P,

con |P|| = max{C(E;) : j € {1,2,..,n}}.
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En particular:
f es Riemann- integrable sobre F si y sélo si el lfmite de las sumatorias

Zf{&j)C{EJ)! con 'sj € Ej pa'ra'cadn J € {1,2,...,!’1},
i=1
existe cuando || P|| — 0, y es independiente de los puntos &; que se tomen.
Adems4s, en ese caso, se tiene

n
z)dr = lim JC(E;).
1@ i, 6O
Es Jordan quien finalmente logra establecer la Teorfa de Integracién de Riemann
desde el punto de vista de la Teorfa de la Medida.

1.5 Los conjuntos Borel-medibles y la medida de Borel

Otros matematicos también dieron sus propias definiciones de medibilidad de un con-
junto contribuyendo al desarrollo de la Teorfa de la medida. Tal es el caso de Emile
Borel.

Cuando se trata de ver cudl es la medida de un conjunto numerable, Axel Har-
nack sefiala que si en la definicién de contenido exterior se acepta una familia infinita
numerable de intervalos que cubren al conjunto en lugar de una familia finita con la
misma propiedad, se obtiene una paradoja, pues todos los conjuntos numerables ten-
drfan “contenido exterior” cero, en particular el conjunto @ N [0, 1] que es denso en
[0, 1]; pero con la definicién original dicho conjunto tiene contenido exterior 1, lo que
le parecia més razonable.

Borel, en su tesis doctoral, en 1894, trabajando sobre un problema de prolongacién
analitica, encuentra un resultado importante para la teorfa de la medida: dos conjuntos
que no son medibles y que, en términos de su contenido, son indistinguibles. El trabajo
de Borel es el siguiente:

Considerese la funcién f(z) = Y27, An/(z —as) donde Ap, 2z y a, son mimeros
complejos y 3 07, |An| < 0. Sea C una curva cerrada simple convexa en el plano y
supongamos que N = {a,}2°, es un subconjunto denso de C.

Siz ¢ C,laserie Yo | Ay/(z — an) converge pues la distancia de z a C es positiva.
De hecho, f(z) define dos funciones analiticas distintas, una al interior de la regién
limitada por C' y la otra en el exterior de dicha regién.

Bas4dndose en una idea de Cantor, Borel se propone demostrar que las dos fun-
ciones pueden "conectarse" una con otra obteniéndose asf una forma generalizada de
prolongacién analitica. Tomemos dos puntos @) y @2, uno en el interior de la regién
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Figure 1.3: Prolongacién analitica

(digamos @) y el otro en el exterior de la misma, y tomemos la mediatriz del seg-
mento que une a @ con Q9. Para cada punto p de la mediatriz existe un tinico arco
circular que une a Q; con (2. Estos arcos se cortan s6lo en estos puntos, asf que
intersectan al conjunto N en conjuntos ajenos. Por lo tanto, se tiene a lo més una
cantidad numerable de puntos py,ps,...,Pn,... de la mediatriz tales que los arcos
correspondientes a dichos puntos cortan a C en algiin punto de N. El problema para
Borel era entonces probar que existe un arco circular que una @ con @ sobre el cual
la serie 3> | A,/(z — ap) converja absoluta y uniformemente.

Con el objetivo de ilustrar sus métodos en los cursos que daba, Borel consider6 un
caso anélogo para una funci6n de variable real:

Sean f(z) = Y02, pAa-, con A, >0, 12, V2 <00 y {an}®, denso en
[0,1].

Cada an, puede encerrarse en un intervalo I, = (an — un, @n + un), donde

et

Sea By =uU2, 1,
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z¢ B, = ::¢I,,Vn = |z—ay |2 Uy = ,ﬁlgé
= g <da= e = 2 %A/  vn
= Yonm1 Tg__“T <Y kA
D Bl - converge uniformemente en [0,1] = By.

Sélo falta mostrar la existencia de puntos z pertenecientes al intervalo [0,1] que
no se encuentran en ninguno de los intervalos Iy, Iy, ..., I, ...

Para mostrar la existencia de tales puntos Borel establece y demuestra que todo
intervalo cerrado y acotado es compacto. Entonces, baséndose en el resultado an-
terior, si la familia numerable de intervalos abiertos {I,I5, ..., I, ...} cubre a [0,1],
existe una coleccién finita de estos intervalos en la cual [0, 1] est4 contenido; eviden-
temente, la suma total de las longitudes de los intervalos de la coleccién es mayor
que la longitud de [0, 1], luego entonces $°2° | I(I,,) > 1([0,1]). Pero, por otro lado,

TR ) =0, A =4 con A=F2 A% es decir, Y2, U(I,) se puede
hacer tan pequefia como se quiera. Por lo tanto, la familia {1y, I, ..., I, ...} no sélo
no puede cubrir al intervalo [0, 1], sino que existe una cantidad infinita no numerable
de tales puntos z (pues si fueran una cantidad a lo m4s numerable se podrfan encerrar
en una familia numerable de intervalos {J;, Js, ...} cuya suma total de sus longitudes
sea tan pequefia como se quiera).

Si P es el conjunto de puntos en donde la serie no converge, entonces P C N2, By,
entonces P se puede encerrar en una cantidad numerable de intervalos I, cuya suma de
sus longitudes se puede hacer tan pequena como se quiera haciendo k suficientemente
grande. Ademds, como {a,} C P y {an} es denso en [0,1], entonces C.(P) = 1,
Ci(P)=0y C([0,1] = P) =1, Ci([0,1] — P) = 0. Por lo tanto Py [0,1] — P no son
medibles, pero sus contenidos interior y exterior json iguales! Borel consideraba que
el primero deberfa tener medida 0 y el segundo medida 1.

Surgirfa asf un nuevo concepto tan importante para el desarrollo de la Teorfa de
la medida introducido por Borel:

Se dice que un conjunto A tiene medida cero si para cualquier € > 0 existe una
coleccién numerable de intervalos abiertos Iy, Iy, ..., I, ..., tal que

i) ACUX, Iy,
i) T Un) <

Borel pertenecia a la escuela de los constructivistas. Siendo consecuente con su
forma de pensar y retomando lo anterior desarrolla su propia Teorfa de la medida y,
en 1898, hace el siguiente planteamiento:
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“Cuando un conjunto esté formado por todos los puntos de una cantidad infinita
numerable de intervalos que no se solapan y que tienen longitud total s. entonces dire-
mos que el conjunto tiene medida s. Cuando dos conjuntos no lienen puntos comunes
y sus medidas son s y s’, entonces el conjunto obtenido uniéndolos, es decir, su suma,
tendrd medida s + s’.

De una manera més general, si tenemos una infinidad numerable de conjuntos
tales que dos a dos no tienen puntos comunes, y que tienen medidas 51,82, ..., Sny -+
enlonces su suma tiene medida sy + 39 + ... + 8 + ...

Todo esto es consecuencia de la definicién de medida. He aquf ahora algunas
nuevas definiciones: Si un conjunto E tiene medida s y contiene todos los puntos de
otro conjunto E’ de medida s’, entonces el conjunto E-E’ diremos que tiene medida
s—s..

Los conjuntos para los cuales se puede definir una medida en virtud de las defini-
ciones precedentes, los denominaremos conjuntos medibles... "

En otras palabras, los conjuntos medibles segiin Borel o, simplemente, conjuntos de
Borel, son aquellos conjuntos que se pueden construir mediante la aplicacién numerable
de las operaciones de unién y/o diferencia sobre los intervalos o sobre conjuntos de
Borel previamente construidos.

Borel consideraba las definiciones de Jordan acerca de la medida de un conjunto
més generales que sus propias definiciones. M4s aiin, sefialaba que los trabajos de
investigacién realizados por él y por Jordan abordan problemas totalmente distintos
(de hecho la familia de conjuntos Jordan-medibles tiene una cardinalidad mayor que la
de los reales pues, en particular, los subconjuntos del conjunto de Cantor son Jordan
medibles, mientras que la familia de conjuntos medibles bajo la definicién de Borel
tiene la cardinalidad de los reales).

Es Borel quien, considerando la medida de un intervalo como su longitud , establece
las propiedades que debe satisfacer una medida m:

1) Si ;NI # @, coni# j, entoces m(UXI,) = Yoo, m(In).
2) Si A y B son dos conjuntos medibles y A C B, entonces
m(B — A) = m(B) — m(A).

3) La medida de un conjunto nunca es negativa.

Sin embargo, P es un subconjunto de B = N2, B; Borel-medible y de medida
cero, pero de lo anterior no se desprende que P sea Borel-medible.
Para resolver este problema Borel plantea la siguiente definicién:

$Guinness ,ob.cit., p.229
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Si un conjunto E estd “encajado” entre dos conjunto A y B, entonces decimos
que m(A) < m(E) < m(B), sin preocuparnos de si E es o no medible de Borel.

Como @ C P C B, entonces P tiene medida cero.

La conclusién de Borel sobre su trabajo antes planteado es que la serie converge
en [0, 1] excepto en un conjunto de medida cero.

Cabe mencionar que el conjunto P resulta ser Borel-medible.

Hasta aquf se habfa avanzado notablemente en la Teorfa de la medida y su relacién
con el concepto de integral. Pero todavia faltaba un paso importante por dar.



Capitulo 2

TEORIA DE LA MEDIDA DE
LEBESGUE

En su tesis doctoral, “Integrale, longueur, aire”, en 1902, Henri Lebesgue logra conjun-
tar el trabajo de Camille Jordan y Emile Borel para establecer un concepto de medida
més general que la dada por ellos y asi desarrollar una Teorfa de Integracién aiin més
general que la dada por Riemann.

Siguiendo la idea de Borel, comienza su tesis planteando lo que el llama “El Prob-
lema de la Medida de los Conjuntos”. Més tarde, en su libro Legons sur l'intégration
et la recherche des fonclions primitives, retoma este problema:

“He aquf la cuestion a resolver:

Nosotros nos proponemos asignar a cada conjunto E acotado, formado de puntos
de ox, un nimero positive o nule, m(E), que nosotros llamaremos la medida de E y
que salisface las siguientes condiciones:

1" Dos conjuntos iguales tienen la misma medida.

2" El conjunto suma de un nimero finito o de un infinito numerable de conjuntos,
sin puntos comunes dos a dos, liene por medida la suma de medidas

3' La medida del conjunto de todos los puntos de (0,1) es 17!

Donde dos conjuntos son iguales si, al trasladar uno hacia el otro, coinciden y el
conjunto suma es la unién de los conjuntos en cuestién.

Una vez planteado el problema, Lebesgue procede a la construccién de una nueva
medida y a la construccién de su Teorfa de la medida. Nosotros expondremos a

continuacién sus ideas:

! Lebesgue, H.,Legons sur lintégration et la recherche des fonctions primitives (Paris, Gauthier-
Villars, 1904). p 103.
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De las propiedades 1',2" y 3’ se desprenden:

R1: La medida de un conjunto que consiste de un sélo punto, {a}, vale cero.

Demostracién:

Supongamos que mfa} =r >0, y sean ry,ry,...,Ty,... UNna enumeracién de los
racionales pertenecientes al intervalo (0,1), entonces

m(0,1) = m(Upl,rn) = Zm(rn) = ir =00
n=1 n=1

lo cual contradice la condicién 3'.
Por lo tanto m({a}) =

Corolario 2.0.1 la medida de un conjunto numerable vale cero.

R2: La medida de un intervalo es igual a su longitud.
Demostracién:
Los intervalos de la forma (a,a+1) con a € Z* son traslaciones de (0,1)

= m(a,a+1)=m(0,1)=1=|a—(a*l)|=Ia,a£1)

~.m(0,n) =m[(0,1) U{1}U(1,2) U{2}U...U{n—1} U (n — 1,n)] = {n[m(0,1)]

=n=1[(0,n)
Para los intervalos de la forma (0, 1) con n € N tenemos
m(0, =~ }—m{n,n]—...—m{"_l 1),
como (0, l)—(U k-l k)l 2, K1} entonces
m{Up-y (55 ,,,)]—'2__::; 1m(5E ) = 3k m(0, 1) = n[m(0, 1)) =1

s m(O, Z)=z
.. m(0,2) = plm(0, 1)) = p(3)
. m(0,8) =E con p,ge Z*
Para los intervalos (0,b) con b = 0.ajasa3...ax.... un irracional, se tiene
(0,8) = [UR,(0.a1a2a3...ak, 0.a182a3...ak1)] U (U {0.a1a3@3...ax }) U (0,0.a1),
entonces
m(0,b) = m[UZ,(0.a1a2a3...ak, 0.a1a2a3...ax 11 )] + m{UZ {0.a1a2a3...ax }]
+ m(0,0.a1)
=Y 11((0.010203...ar41) — (0.a10203...ax)] + 0.0,
= (52, 0.000...a541) + 0.0 = b
. m(0,b) = b= 1(0,b)
Finalmente, cualquier intervalo acotado (e, b) se puede ver como una traslacién del
intervalo (0,b — a). Por lo tanto m(a,b) = l(a,b)
Supongamos por el momento que el problema de la medida tiene solucién. Tomemos
un conjunto £ C I y una familia de intervalos abiertos {I,,}, a lo més numerable, que
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cubran al conjunto E; la suma total de las longitudes de los intervalos I, debe ser una
cota superior de la medida de E. Define entonces Lebesgue la medida exterior de

E, my(E), como

me(E) = inf{il(fn) | ECcu, I}

n=1
De la definicién de medida exterior se infiere:
a) mg(2)=0.
b) A C B = m.(A) < m.(B).
Por otro lado, por la condicién 2', se tiene
m(E) + m(E° 1) =m(I),

entonces )
m(E) =m(I) —m(E°NI) =m(I) —m(E°NI) > 0.

Define Lebesgue la medida interior de E, m;(E), como
m;(E) = m(I) — m.(E° N I).

Probablemente Lebesgue basé su definicién de medida interior en la relacién andloga
para el caso del contenido, a saber

ci(E) = U(I) - co(E° N ).

Claramente tenemos
me(E) > m(E) > mi(E)

Sin embargo, notemos que tanto la medida interior como la medida exterior de un
conjunto F, asi definidas, son independientes de la existencia o no existencia de una
medida m.

Procederemos entonces a demostrar la veracidad de la desigualdad entre la medida
exterior y la medida interior al margen de la existencia del valor m(E).

Afirmacién 1: Para todo conjunto acotado E de mimeros reales se tiene

me(E) > m;(E)

Demostracién:
Sean {I.} y {Iin} dos familias numerables de intervalos abiertos que cubren a E
y EF, respectivamente. Evidentemente la unién de las familias cubre al intervalo I,
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entonces, por el Teorema de Heine - Borel (considerando cubierto al intervalo [a, b] tam-
bién por la unién de dichas familias), existe un mimero finito de intervalos, Iy, Iy, ..., Ij.
pertenecientes a la unién de las familias, que cubren al intervalo I, entonces
n 1 UIn) + Sy UIm) 2 o5, U(E) 2 m(a, b)
= Yol U(In) 2 m(a,b) — 30 U(Im)
= {322 ,l(I,) | E c U1} esté acotado inferiormente por
m(a,b) — 3 o0_; I(Im), con la familia {I,} previamente elegida
= inf{}7, Uln) | E CURL,In} 2 m(a,b) — 30, I(Im)
= me(E) 2 m(a,b) — 35y (Im)
= 3 =1 l(Im) = m(a,b) — me(E)
= {30 _I(Im) | E° CUZ_,In} esté acotado inferiormente por
m(a, b) — me(E)
= inf{330 1 l(Im) | E° C U3y Im} > m(a,b) — me(E)
= me(Ec) > m(a,b) — m(E)
=> me(E) > m(a,b) — me(EF)
. me(E) 2 mi(E).

Corolario 2.0.2 Un conjunto es medible si su medida exterior es igual a cero

La relacién entre m.(E) y m;(E) le da la pauta a Lebesgue para proponer una
definicién de medibilidad y de medida de un conjunto.

Definicién 2.0.3 Decimos que un conjunto acotado E C I es medible si
me(E) = mi(E);
en tal caso su medida, m(E) , es ese valor inico; es decir
m(E) = m.(E) = mi(E)

A esta medida se le llama (por obvias razones) la medida de Lebesgue, y a
los conjuntos medibles, mediante la definicién de Lebesgue, se les llama conjuntos
Lebesgue-medibles (L-medibles).

Lebesgue aclara que es sélo para estos conjuntos que estudiaré el problema de la
medida. Confiesa no saber si existen conjuntos no medibles; sin embargo, sefala, en
caso de existir tales conjuntos, el trabajo desarrollado en su libro “... no es suficiente
para afirmar ni que el problema de la medida es posible, ni que él es imposible para
tales confuntos.™

Verificaremos, siguiendo a Lebesgue, que la medida m definida arriba satisface las
condiciones 1°,2 y 3’ requeridas para una medida:

? Lebesgue,ob. cit., p.106
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1’ Proposicién 1: La medida exterior es invariante bajo traslaciones.
Demostracién: Sea A un conjunto acotado y A un mimero real fijo.

Por definicién A+ A={z+A|z€ A} ¥y
me(A) =inf{3°07, (In) | AC UL, In}
Sean I, = (an,bn) ¥ Jn = (an+Xbn+2),
= U(Jn)=(bn+A)—(an +A) =bp + A —an — A= b, — a, = I(I,) (lalongitud
de un intervalo es invariante bajo traslaciones)
= Y1 i) = X2, 1(Jn)
Ademds (A+A) C UL Jn, pues y € (A+A)=>y =0+ A con zg € 4;
como
peEA=a, <zg<by,=apn+A<zTo+A<b+ A
= y=x9+A€J, CUZ,J,
Por lo tanto
me(A) =inf {320 I(I) | ACUX I} =me(A+A)
=inf{302, i(Jn) | A+ A CURLJn}
Por lo tanto m, es invariante bajo traslaciones.

Corolario 2.0.4 La medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones. Esto es, la
condicién 1’ se satisface.

2’ Si Ay, As, ..., Ap, ..., €8 una sucesién de conjuntos L-medibles, ajenos dos a dos,
cuya unién esté oontemda en I, entonces A = U A, es L-medible, y

m(A) = 3272 m(An)-

Demostracién:

Como la unién numerable de intervalos y la interseccién de dos uniones numerables
de intervalos, digamos U2, I; y U2, J;, se pueden reescribir, cada uno de ellos, como la
unién numerable de intervalos ajenos, los conjuntos en cuestién son medibles. Ademas,
se tiene

m{(UZ1 1) U (U2, 55)] = m(UE2 L) + m(Ui2y i) — m{(UR2, ) N (U2, 4))-

Sean {I?}2, v {JI'}2, dos familias numerables de intervalos abiertos que cubren
a A, y A NI, respectivamente, con la propiedad de que
m[(U, I?) N (U2, JP)] = =, con € > 0.
Sean
ay =U2 I] y '31 =
( i=1 s)nﬁl y ,62=(U221J?}ﬂﬁ1
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a3=(UR,)NBy ¥y PB3=(UR,0P) NG,
ag=UR NGy ¥y By=(UZJH) NGB,

Ahora bien,
AnNAp = B, AnNAp2=0,...AnNA =0
= A C AL G CUR IO LA C A e U0, oA, CASCUE T
— An C IV, E)
= A, C B,
= An C (U, 17) N Byy
= AnCap
= A=UZ, 1A, CUR  0n
= m(A) < 322, m(an) veervenrnneeenens (1)
Pero esta suma infinita jestd acotada? Veamos:
m{a) +m(8;) = m(a,b) + §
m(az) +m(By) = m{(U2,I7) N By] + m{(UR,J7) N By] < m(By) + 3
m(as) + m(B3) = m[(U2, 1) N By] + m[(U2,J3) N By] < m(By) + 55

Entonces
m(ay) + m(ag) + m(as) + ... + m(ay) + ...
< (m(a,b) —m(By) + 5) + (m(B,) — m(B2) + 52) + (m(By) — m(B3) + 55) + -
et (M(Bny) —m(By) + 57) + ... = m(a,b) + 337, 5= = ma,b) +¢
Por lo tanto 3 2° | m(an) < m(a,b) + <.
Por lo tanto }"7° | m(ay) estd acotada.
Luego entonces m,(A4) < oo.
Por otro lado
m(An) < m(an) < m((UR,I7) < m(An) + 5,
entonces
%\ M(An) € T, m(on) € T2, m(An) + . e (2)
Por lo tanto, por (1),
me(A) < 3onZy m(4n) +e.
Por lo tanto
me(A) < 3707 m(A4y).
Veamos ahora como es la medida exterior de A°N I
m(B;) =m(a,b) + § —m(a)
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m(By) < m(By) + 57 — m(az) = m(a,b) + § —m(a) + 5z — m(az)
Supongamos que
m(Bn_1) < m(Bn_a) + i1 — Mm(an-1)

< m(a,b) —m(ey) — m(az) — ... —mfen-1) + § + 37 + ... + 7=,
entonces
m(B,) <m(B,_1) + 3= —m(an)
<m(a,b) — m(a) — m(ag) — ... —m(an-1) + § + 57 + ... + 37 + 35 — m(an)

= m(B,) <m(a,b) -3 m(a)+5+HF+.+5r+w
= m(B,) Sm(a,b) - YL m(a) + 5+ 3+t F o
- E:Znn m(a.) + E?in-{»l m(ai)v
= m(B,) <mla,b) — 32 m(an) +§+ 55+ F T + 50
+m(eni1) + m(ny2) + ..y
y dado que
AT =1-Ug, An = I0 (U, 45)° = TN(NZ2, A7) € (M3, 47)
g [n:c‘:l((uiil‘}l"}] = rl?:llen
— me(A°N 1) < m(B,) < [m(1) - 2, m(an)] +2¢,
si n es lo suficientemente grande como para que 3 2 . m(a;) <e. Entonces
me(A°NT) < m(I) - 3222 m(am) + 2 < m(I) — 377 m(An) +2¢
(pues, por (2), — 2:11 m(Ay) = — E:;l m(ay)
= m(I) - 307, m(An) =2 m(I) - 377, m(an))
= m.(A°NTI) <m(I)— 32, m(An)
=3 o m(A,) < m(I) —m(A°NI)
= 3 2 m(A,) < my(A) s (3)
Por lo tanto, de (2) y (3), tenemos
me(4) < T, m(An) < mi(A).
Por lo tanto, el conjunto A es L-medible y m(A) = 322, m(A,).

3* La medida del intervalo (0,1) es igual a su longitud.

Demostracién:
Para toda € > 0 se tiene
L+e=1(0-35,14+5) >me(0,1) >m;(0,1) =m(a,b) — m.((0,1)° N (a, b))

> m(a,b) — [m(a,0+ §) + m(1 — §,b))
=m(a,b) - [(§ —a) +(b-1+§)]
=m(a,b)—[b—a—1+¢]
=(b-a)-(b—a)+1—¢
=1-¢

=>14e2me0,1) 2m;(0,1) >1—¢
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. m(0,1)=1
Enseguida, Lebesgue muestra dos propiedades importantes para sus conjuntos me
dibles, a saber que la unién e interseccién numerable de conjuntos medibles es medible.
Nosotros enmarcaremos las dos propiedades en el siguiente

Teorema 2.0.5 La familia L de conjuntos Lebesgue-medibles es una o-dlgebra. Es
decir

1. El complemento de un conjunto medible es medible.

2. La unién (o interseccién) de una coleccién numerable de conjuntos medibles es
medible.

Demostracién:
1. Sea A un conjunto medible, entonces

me(A) = mi(A) = m(I) — me(A°),
= me(A°) = m(I) — me(A) = m(I) — m[(A°)] = mi(A°)
. A° es medible.

2. Sean A y B dos conjuntos medibles y £ > 0.

Sean {I1}, {I%}, {J}} vy {J2} unas cubiertas abiertas (formadas por intervalos
abiertos) para A, B, A® y BF, respectivamente, tales que
m[(Up In) N(Upy )l < § Y mf(Up2, 13) N (U, J2)] < 5.
Entonces
D=B-A=BNAC(U2,I2)N(UX,J}) ¥
D = (BNAY) = AUBE C (U2, 12) U [(U2.1J2) 1 (U2, I1))-
Y como
(U520 2) 0 (U ] N (U2 ) U (U320 02) 1 (U2, )]
€ (U0 22) N (U2 T U (U2, 72) 1 (U2, J2))
= m[(UR2, 1) N (U J)] N (U5, 10) U (U5, J2) N (U, J)))) < e,
entonces
me(D) — my(D) = me(D) — [m(I) — me(DF)] = me(D) + m,(D°) — m(I)
S m{(UR, 12) N (U5 )] + m{(UR2, 1) U (U524 J7) 0 (U2 J7))] — m(1)
<m{I)+e—-m(I)=¢
=> me(D) —my(D) <e.
. Por lo tanto m,(D) = my(D)
Por lo tanto D es L-medible.
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Por lo tanto la diferencia de dos conjuntos [-medibles es L-medible.

Ahora, tomemos una familia {A;, A, A3, ..., An, ...} de conjuntos L-medibles y de-
finamos los conjuntos

By = Ay, By = Ay — A1, By = A3 — (A1 U Ay), ..., B = A — (U} A)), ...

Los conjuntos B, resultan ser ajenos dos a dos. En efecto, consideremos dos
conjunto B, y Bm con n # m; sin pérdida de generalidad, podemos suponer m < n,
entonces

B = Am - (U:?:IIA') CAnC U:‘____IIA,- C By

Por lo tanto B, NB,, = @ sin # m.

Més aiin, los conjuntos B, son conjuntos L-medibles. Claramente B; y Bj son
L-medibles;

A1 U Ay = Aj U (A3 — Ay) = By U By es L-medible, por lo tanto B3 es L-medible;
AJUAs U A3 = (Al U Ag) U (A3 — (A U Ay)) = B U By U B3 es L-medible, por
lo tanto By es L-medible; y asi sucesivamente.

Por lo tanto

AjUAUAZU..UA,,..
= A1U (A2 — A1) U (43 — (A1 U A2)) U ..U (An — (U] 4D U .. = U, Bn

es L-medible.

Por lo tanto la familia L es una o-dlgebra.

En particular, los conjuntos medibles bajo la definicién de Borel son con-
juntos Lebesgue-medibles. Continuando con la relacién anterior, se tiene el sigu-
iente teorema debido a Lebesgue:

Teorema 2.0.6 Si E es un conjunto medible, entonces eristen dos conjuntos medibles
de Borel Ay B tal que BC EC A y m(B)=m(E) =m(A).

Por otro lado, considerando que

{{L:}2., | L € E con ILjun intervalo abierto}

C {{Ix}2, | It C E con I un intervalo abierto} y

{{L:}, | E C U, I; con I; un intervalo abierto}

C {{Ix}2, | E C U Ik con Ii un intervalo abierto},
se tiene

(i) | L BY c {8, W(Ik) | Ie € B} y

{8 (5) | E c UL B} € {22, W) | E C U2, Ik},
entonces

sup{3L, W(L) | L C B} <sup{} 32, L) | Ik CE} y

inf{30, () | E C ULy L) > inf{2, 1) | E C U, I},
entonces
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Ci(E) < my(E) < me(E) < Ce(E).

La desigualdad anterior implica que los conjuntos Jordan-medibles también
son Lebesgue-medibles y la medida es la misma.

Lebesgue encontré cotas mds precisas para la medida de un conjunto que las de
Jordan consiguiendo as{ ampliar la familia de conjuntos medibles y, a su vez, ampliar
la familia de funciones integrables. Su Teorfa de la medida no sélo es méds general que
la de Jordan y la de Borel sino que, ademés, contiene a las dos.

Para terminar con esta seccién enunciaremos la caracterizacién dada por Lebesgue
para las funciones Riemann-integrables y que es la que usualmente se maneja en los
cursos modernos de anélisis:

Una funcién acotada f definida sobre un intervalo cerrado [a,b] y con
valores en los reales es Riemann-integrable si y sélo si el conjunto de puntos
donde la funcién es discontinua tiene medida cero.



Capitulo 3

EL PROBLEMA DE LA
MEDIDA

3.1 Un conjunto no medible

En 1905 Vitali prueba que el problema planteado por Lebesgue no tiene solucién
mostrando la existencia de un conjunto no medible.

Antes de dar dicho conjunto tendremos que establecer un resultado que nos servird
para la correspondiente demostracién de la afirmacién hecha arriba:

Lema 3.1.1 Sea E C [0,1) un conjunto medible. Entonces para cada y € [0,1) el
conjunto E + y es medible y m(E + y) = m(E).

Demostracién: Sean Ey = EN[0,1-y) y Es=EN[l1—-y,1).

Es claro que los conjuntos E; y E» son conjuntos medibles, ajenos y que
E=E UE,.

Entonces m(FE) =m(E;) + m(Es).

Por otro lado
zeBi=z2<l—y=>z4+y<l=>Ety={w|w=z+y}=E +v.
Entonces E) + y es medible y m(E; +y) = m(E).

Anélogamente
z€EBR=>1-y<z=21<z+y=>EBty={w|w=(z2+y) -1}
={wlw=z+(@y-1)}=E+(y—1).

Entonces F» 4y es medible y m(Es +y) = m(Ez + (y — 1)) = m (Ey).
Resulta que los conjuntos Ey +y y FE» 4 y son ajenos, pues de lo contratio
ze(Brty)N(Erty)=>z€Brtyyz € B+ (y-1)
>r=nt+yoconzn el y
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z=zp+(y—1)con znn€by=>21+y=2z+(y—1)=>2=2+1, lo que es
una contradiccién.
Ademds E+y=(E1+y)U(F2+y),
. m(E +y) =m(Er +y) + m(Ez +y) = m(Er) + m(Ep) = m(E),
. m(E +y) = m(E).
Construccién del conjunto no medible:
Tomemos z,y € [0,1). Diremos que s~y <=z -y Q.
La relacién anterior, ~, es una relacién de equivalencia.
Demostracién:

l. z~z:z—2z=0€Q.
2. gy y~vzizvys=Sr—yY=1eQ = y—z=—T€EQ=y~uz

3. zrvy yy~vzzvzizvyss-yYy=r€Qy y~vzey—2=9€Q
= z-—z=(z—y)+y—2)=r+q€Q ;. z~z

Esta relacién genera una particién del intervalo [0,1) en clases de equivalencia, es
decir, dos elementos pertenecen a la misma clase de equivalencia si su diferencia es un
racional, y, por lo tanto, dos elementos pertenecen a distintas clases de equivalencia si
su diferencia es un irracional. Por ejemplo, todos los racionales pertenecen a la misma
clase de equivalencia, mientras que v/2 pertenece a otra clase de equivalencia (a la
misma clase a la que pertenecen todos los mimeros de la forma v2 + g, ¢ € Q).

Por el axioma de eleccién podemos formar un conjunto P que conste de uno y sélo
un elemento de cada clase de equivalencia.

Afirmacién: P es un conjunto no medible

Demostracién: Sea {r;}{°, una enumeracién de los mimeros racionales del in-
tervalo [0,1), con rg = 0.

Definimos los conjuntos P, = P4 r; ,coni=1,2,..

Los conjuntos F; tienen las siguientes propiedades:

P1)Los conjuntos P; son ajenos:

Supongamos que P,NP; #0 =3z €[0,1) talque z € P; ¥

zePj=>z=p;+ri y z=pj+r;,conp,p;EPy

Tt €EQ=>pitri=pj+r;

:r(p;+ri}z(p5+rj)modl =>(p,'+r.') —(pj+r,-) =0modl
= pi+ri—pj—rj=nconn=1006 -1

= pi—pi=ri—Titn=>p; —p; EQ=>pi ~p; =>pi =pj
=rj-ri+n=0=r;-n;€Z

Como0<rj<ly -1<—n<0=-1<r;j—r;<1
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=r-n=0=r=rn=1i=]
Por lo tanto los conjuntos F; son ajenos dos a dos.
P2) UR,P: = [0,1):
C|Esta contencién es clara pues P; C [0, 1)Vi
D! z €(0,1), entonces x pertenece a alguna de las clases de equivalencia, entonces
z tiene un representante z’ en P.
Tenemos dos casos:

I) £<=z:

r~r’=>r—-'=reQ,on0<r<1
r=z'+r=>z=12'+r; pa. i=>z€PF; pa. i

I z<':

Se ve que la forma de llegar de z’ a z es sumandole “un nimero” w y
luego restarle 1.
Esdecir, z=2'+w—-1=2>z-2'+1=w,
comoz~z' = weQn(0,1) = w=r; pa. i
Sz=z'4+ri—1pa.i=>z=a2"+r; p. a. i=z € P, pa. i.
o URe P=[0,1).
De lo anterior, se tiene que
m[0,1) = m(UF;) = 3_2, m(F;).
Como P; es una traslacién médulo 1 de P
Y2ym(P) =Y 2, m(P)
Entonces
m[0,1) = 322, m(P).
Si m(P) =0, entonces m[0, 1) = 0. Mientras que si m(P) > 0, entonces
m[0,1) = co. Pero m[0,1) = 1.
Por lo tanto P no puede ser medible.

3.2 Teorema de Banach y Kuratowski

Una vez demostrado que el problema de la medida no tiene solucién, varios mateméti-
cos se dieron a la tarea de buscar condiciones menos restrictivas para la funcién "m"
con la finalidad de garantizar la medibilidad de todos los subconjuntos del intervalo
[0,1] (o, equivalentemente, de todos los subconjuntos de la recta real). Uno de esos
matemdticos fue Stefan Banach.

En 1929 Banach plantea la siguiente generalizacién del “problema de la medida”:
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{Existird una funcién “m” que, eliminando la condicién de invariabilidad bajo

traslaciones y anadiendo la condicién que para X compuesto de un solo elemento
m(X) =0 , le asigne a cada subconjunto X de E = [0,1] un valor real?

La respuesta que dan Banach y Kuratowski a este problema es negativa y es pre-
sentada como un Teorema, el cual nosotros llamaremos “Teorema de Banach y Kura-
towski”.

Para la demostracién de este resultado, con la intencién de separar todos los argu-
mentos y resultados que no utilizan la Hipétesis del continuo, seguiremos el esquema
que a continuacién se indica. Primero definiremos una relacién de orden parcial en
el conjunto de sucesiones de enteros positivos (dada por B. y K.) y enunciaremos dos
Proposiciones (Proposicién 3.2.2 y Proposicién 3.2.3); enseguida probaremos que la
Proposicién 3.2.2 implica la Proposicién 3.2.3; continuaremos con el planteamiento de
un Teorema (Teorema 3.2.5), el cual es una modificacién del Teorema de Banach y
Kuratowski, y probaremos que la Proposicion 3.2.3 implica dicho Teorema ; luego,
enunciaremos el Teorema de Banach y Kuratowski, un Lema y un Corolario, y de-
mostraremos que el Teorema 3.2.5 implica el Teorema de Banach y Kuratowski. Pos-
teriormente, asumiendo la Hipdtesis del continuo, mostraremos la equivalencia entre
las dos Proposiciones dadas y verificaremos la veracidad de la Proposicién 3.2.2 para,
finalmente, obtener el resultado buscado (Corolario 3.2.13).

Comencemos pues con el desarrollo del esquema planteado.

Definicién 3.2.1 Sean S = {k;} y T = {n;} dos sucesiones de enteros positivos, con-
venimos escribir T < S, si n; < k; Vi.

Proposicién 3.2.2 Eriste una familia F' de la potencia del continuo cuyos elementos
son sucesiones de enteros positivos y tal que, para cualquier sucesién S, el conjunto
de sucesiones T € F, con T < S, es a lo mds numerable.

Proposicién 3.2.3 Eriste una familia de conjuntos A tal que
lo. E=AluAlu..uAlu..

E=A}uA}u..uAlu..

E=AjUAjU...UALU...

20. Los conjuntos de una misma linea son disjuntos.

30. Dada cualquier sucesién de enteros positivos ky, ks, ..., k;, ..., €l conjunto'
N2,(AjUA3U ..U A} ) es alo més numerable.
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Teorema 3.2.4 Proposicién 3.2.20 = Proposicién 3.2.3

Demostracién:

De acuerdo con la Proposicién 3.2.2, existe una familia F' de sucesiones que tiene la
cardinalidad de E, entonces se puede establecer una biyeccién entre ambos conjuntos,

Tee—=zeonT, e Fyz€eE.
Sea Ty = nf,n3,...,n{, ...
Definimos los conjuntos A} de la Proposicién 3.2.3 de la siguiente manera:
z € A} cuando k =nf.
Por ejemplo: si nf =2, z¢€ A}
sind =17 =z€Al
sing =12, ze€ASf,.

Es decir, el primer elemento n§ de T, define a que conjunto de la primera fila
pertenece r; el segundo elemento n de T, define a que conjunto de la segunda fila
perienece x; y asf sucesivamente. Es claro que lo. se satisface.

Porotro lado, re A¥NA¥k =z A% y zeAk=2nf=i y nf=j=i=]
Por lo tanto, también 20. se satisface.

Para probar 30, demos una sucesién arbitraria de mimeros naturales kj, kg, ..., ki, ...,
y tomemos z que pertenece a N2, (A{UAjU...UA}) :

T€NX(AJUAU..UAL) =z € (AJUALU..UAL), Vi

=z € Aj, con 1<j<kYizj=nf <kVi=>T;<S.
= {T: |z € NP, (A UARU...U A} )} es alo més numerable
s fz]zen®(AjUASU...UA] )} es alo més numerable.

Teorema 3.2.5 No existe ninguna funcién m que haga corresponder a cada conjunto
X C E un nimero real m(X) de manera que

1. Para cada X compuesto de un solo elemento, m(X) =0
2. m(X) es sigma aditiva
3. m(E)#0

Teorema 3.2.6 Proposicién 3.2.8 => Teorema 3.2.5

Demostracién:
Supongamos que existe una funcién que satisface las condiciones del Teorema 3.2.5.

Sea m(E) = a # 0. Tomemos una familia de conjuntos A% que satisfacen las condi-
ciones lo. y 20. de la Proposicién 3.2.3.

Por 20, a =m(E) = 332, m(4}),
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entonces existe k; tal que | 307, ., m(A})|< lod

definiendo R' = A} ., UA} ,,U..., se sigue que | m(R") |< 4.

En general, sea R = A} ,, UA} ,,U ... (los mimeros k; serdn definidos inducti-
vamente m4s adelante). Puesto que para toda i se tiene

E-R'-R*— . —R™?
=UP,Ai -R' —R*— .. - R
=(AjUALU..UAU..)-R —R?— - R"1
=(Ai-R' -R?— . —-R"WU(A,-R' —R*— .. —R"YHYu..,
entonces
m(E—R'—R?— .. —R"1) =% m(Ai —-R'-R? - .. - R*1) (por 20. y
2)). Ahora vamos a definir a k;, suponiendo definidos los mimeros k, kg, ..., ki-1.
Como la medida de £ — R! — R? — ... — R*! es finita, existe k; suficientemente
grande tal que
| T (4 R =R — . - R < fih, y
(RR-R'-R:—...—- R
= (A} VAL ,U.) - R -R*~ .- B!
z(AidH~R1—R2—-...—R"*1)U(Ai‘_+2—R‘ —R?— .. —RYHu..
=4 —R' - R - .. - )
s Im(RE-R'—R*— .. - RY)|< 4%

Por otro lado, observemos que
UR, Ri=R'UR?U RAU...
=(RYU(R?-RHU(R*-R’-RYU..

=UR, (R —R' - R?— .. - RY),
entonces
| m(UZ, ) |=| m(UE, R~ R' — R? — ... - R"Y) |
=| T2, m(R —R' — R — .. - RY) |
<YR, |mR-R'-R—..~ R |

ST s <
Haciendo b= m(UX,RY) y ¢=m(E — UZX,R'), se tiene

a=b+e

= a—-b=c¢

= |ecl=la-bl2lal- b2k,
y como

E —UR R = (UZ, RY)° = N2y (RY)° = N2, (4] U AJU.. UAL),
se sigue que

| m(n2, (4] VA5 U..UAL)) |2 L # 0.
Por lo tanto, por (1) y (2), el conjunto N2, (Aj U A3 U ..U AL ) es no numerable.
Por lo tanto, la condicién 3o0. no se satisface, lo cual es una contradiccién.
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La contradiccién provino de haber supuesto la existencia de dicha funcién m.
Por lo tanto, el teorema ha quedado demostrado.

Teorema 3.2.7 (de Banach y Kuratowski) No eriste ninguna funcidn m que haga
corresponder a cada confunto X C E un nimero real m(X) de manera que

1. Para cada X compuesto de un solo elemento, m(X) =0
2. m es sigma aditiva

3. m no es idénticamente cero.

Observemos que 1. se desprende de 1’ y 2’ del problema de la medida, y que m
puede tomar incluso valores negativos.
Para demostrar el siguiente teorema necesitamos dos resultados:

Lema 3.2.8 Sean a,b,c,d nimeros cardinales infinitos tales que a < b y ¢ < d.
Entoncesa+c < bd

P.D.
i) a+ec<bd

i) a+c#bd
Demostracién:

i) Supongamos que a = |A|, b= |B|, ¢=|C|, y d = |D|, con A, B,C, D ajenos
¥ |¥| denota la cardinalidad del conjunto. Por hip6tesis, existen f : A — B
y g : C — D inyectivas. Sean a1, a2 elementos de A con a; # ag, sean ¢y, c2
elementos de C con ¢; # ¢2, y sea F : AUC — BxD con

(f(z),9(c1)) size Aperoz#a
Fz)=1 (f(a1),9(z)) sizeC
(f(az2),9(c2)) siz=a.

F es inyectiva. Por lo tanto |A| + |C| < |B]|D|. Por lo tanto a + ¢ < bd

1) Supongamos que a + ¢ = bd. Entonces existe G : BxD — AUC tal que G seria
inyectiva.
Caso I) Para algiin dy € D sucede que G(b,dy) € A para todos los b € B. En tal
caso sea ¥ : B — A con ¥(b) = G(b,dp). G inyectiva implica ¥ inyectiva. Lo
que es una contradiccién (pues a < b).
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Caso II) Para todo d € D hay algin b; € B tal que G(b4,d) € C. Por el
Axioma de eleccién, existe una funcién ® : D — B tal que G(®(d),d) € C. Sea
¥r: D — C, con ¥/(d) = G(P(d),d). G inyectiva implica W/ inyectiva. Lo que
es una contradiccién (pues ¢ < d).

Corolario 3.2.9 Supongamos a < |R| y ¢ < [R|. Entonces a+c < |R]|.

Teorema 3.2.10 Asumiendo el Azioma de eleccién, el Teorema 3.2.5 implica el Teo-
rema 3.2.7.

Demostracién:
Supongamos que existe una funcién m que satisface las condiciones del Teorema
3.2.7.
Si m(E) =0, por 3., existe E; C E tal que m(E;) # 0. Como
E =(E — Ey)U Eq, por 2, m(E — E,) # 0. Por lo menos uno de los dos conjun-
tos Ey, E — E; debe tener la cardinalidad de E (si no fuera asi: sean a=|E| ¥
c¢=|E - E|. Por el Corolario 3.29 a+c<|E|, peroa+c= |[EyU(E— Ey)| =
|E|, lo cual es una contradiccién); Sin pérdida de generalidad, supondremos que E;
tiene la cardinalidad de E. Entonces podemos establecer una funcién f biyectiva entre
E, y E , y podemos definir una funcién m* para todos los subconjuntos X de E de la
siguiente manera: m*(X) = m(f(X)).
Afirmacién: m* hereda las propiedades de m.
Demostracién: _
1’) Sea X un subconjunto de E con un solo elemento, entonces f(X) es un sub-
conjunto de £
(y de E ) con un solo elemento, entonces m(f(X)) = 0, entonces m*(X) =0
2') Sea {X;}22, una sucesién de subconjuntos disjuntos de E
fX)NFX;) #0 =>3TyeE, talque y€ f(X:) ¥ y€ f(X;) = () € X;
y [y € X;
= X; N X; # 0, lo que es una contradiccién.
Por lo tanto {f(X;)}2, es una sucesién de subconjuntos disjuntos de E; (y de
E).
Entonces
m* (U, X:) = m(f(U2,X5) = m(UR, f(X3)) = 12, m(f(X3)) = 322, m*(Xa).
3') f(E) = Ey = m*(E) =m(f(E)) = m(E;) #0 .".m* noes idénticamente cero.
Por lo tanto, existe una funcién m* que satisface las condiciones del Teorema 3.2.5.

Teorema 3.2.11 Asumiendo la Hipétesis del continuo, la Proposicién 3.2.2 y la Propo
sicién 3.2.3 son equivalentes.
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Sélo necesitamos probar que la Proposicién 3.2.3 implica la Proposicién 3.2.2.

Demostracién:

Sean A} los conjuntos que satisfacen la Proposicién 3.2.3, sea

T = {1, 2,y 1y | 15 €N} y se8 F = {T | (2, 4, #0}.

Cada N2, A}, es a lo mds numerable por la condicién 30. (3.2.3) y, por otro
lado, U(NR, A},,) = E por la condicién lo. (3.2.3), entonces debe haber una cantidad
infinita no numerable de conjuntos ”filAL. Por lo tanto F y E tienen la misma

Sea S = {ki, k2, ..., ki, ...} una sucesién arbitraria de mimeros naturales. El con-
junto NE,(A§ UAU...UAY), por 3o. (3.2.3), es a lo mds numerable.

Tomemos U(N2, A},), con n; < k; Vi.

Probaremos que U(N2;4;,) € N2, (Aj UAU...UAL ), con n; < k; Vi :

Sea z € U(NR,A},) =z € N2 AL, =>x € A}, (con ny < k; Vi )

= r€(AjUAU...UAL) Vi=>z€NX,(A]UAU...U A} ). Ademés

(N2, 4%,) N (N2, AL,) = 0 (delocontrario z € A}, y z € Al,, contradiciendo
20).
Asi que por cada conjunto ry?glA;',( tenemos, al menos, un elemento

£ €NZ,(A{UA U..UA}L). Por lo tanto, existe a lo més una cantidad nu-

merable de conjuntos n;?;lA;'“, con n; <k; Vi, y por cada uno de estos conjuntos
tenemos una sucesién T'. Por lo tanto, el conjunto {T € F | T < S} es a lo més nu-
merable.

Ahora, probaremos la veracidad de la Proposicién 3.2.2 (y, por tanto, la veracidad
de la Proposicién 3.2.3):

Teorema 3.2.12 Asumiendo la Hipdtesis del continuo y el Azioma de eleccién (bajo la
forma del Principio del buen orden), eziste una familia F, de la potencia del continuo,
cuyos elementos son sucesiones de enteros positivos y tal que para cualquier sucesién
S, el conjunto de sucesiones T € F, con T < S, es a lo mds numerable.

Demostracién:
Tomemos la familia de todas las sucesiones cuyos elementos son mimeros naturales,
h={S|S:Nu{0} — N}.

Por un lado C(R) = C(i) = 2%; por otro lado, el Principio del buen orden implica

que el conjunto A se puede bien ordenar:
So, 51,52, ...8wy .- Sayeey €ON Sy ER

Ahora, utilizando la Hipétesis del continuo ( C(R) = ®; ), el conjunto de prede-
cesores de cualquier elemento del conjunto es a lo més numerable.

Construcién por induccién transfinita sobre a: '

1) Para a =0, sea £, =0, ie., Sy — S¢, = So.
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Evidentemente, para § < a, no ocurre que Sy < Sg ni S, = Sg,-
2) Hipétesis de induccién:
Supongamos que, dada a, el conjunto de predecesores de S,

{n,Ts,...,T;,... | T; = S, p.a~y < a}, tiene la propiedad de que a cada i se le
puede asignar un nimero &; tal que, para § < i, no se tiene T, < Sp, de tal manera
que la asociacién es inyectiva (tampoco se tiene Tg, = S, ), Es decir, a cada sucesién
T: le asociamos una sucesién Tg, con las condiciones antes mencionadas:

N T ..T; ..

L bl
Tf: TﬁnTéu
Denotemos a cada suwsién ©como
£ £
:{t}!tgvt:h = g: }‘TE] ‘_{tl:tgl tly -y ,1; }
B={18.8 .8 )% < {58 5, -}
Ti= {6, 65, 85ty .}, Tgi = )

Sea p; > max{t, tf‘}

Por ltimo, sea £, tal que S¢ = {p;}.

Si f < a nosetiene S¢ <Sp ni Sg, =S¢, (por construccién).

Definimos a la familia /' como el conjunto de sucesiones Se, -

La familia F tiene la cardinalidad del continuo, pues la construccién se ha hecho
para cada a. Ademds, dada cualquier sucesién Sg, si S¢ < Sy setiene que a < f3;
como el conjunto de mimeros a menores que B es un conjunto a lo més numerable,

también lo serd el conjunto {S¢_|S¢_ < Sg}. Con lo que queda probado el Teorema.
Finalmente tenemos el siguiente

Corolario 3.2.13 Asumiendo la Hipdtesis del continuo, no eriste una funcién
m:X —R, con X C E, que satisfaga:

1. Para cada X compuesto de un solo elemento m(X) = 0,
2. m(X) es sigma aditiva,
3. m(X) no es idénticamente cero.

De esta manera, queda probada la afirmacién de Banach y Kuratowski.
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3.3 Otras generalizaciones del “problema de la medida”

En la bisqueda por encontrar una funcién medida definida para todos los subconjuntos
acotados de la recta real o, equivalentemente, para todos los subconjuntos del inter-
valo (0, 1], varios mateméticos se dieron a la tarea de estudiar otras alternativas para
€l problema de la medida; ésto es, modificando las condiciones pedidas por Lebesgue,
haciéndolas menos restrictivas, para entonces, quizés, poderle asignar un valor a to-
dos los subconjuntos del intervalo [0, 1]. A continuacién presentaremos los resultados
obtenidos en ese sentido:

En 1914, M. Hausdorff plante6 el problema de la medida en sentido amplio, que
consiste en encontrar una funcién medida m definida para todos los subconjuntos
acotados de la recta real con las siguientes caracterfsticas:

1. m es no negativa,

2. m es finitamente aditiva,

3. m es invariante bajo traslaciones,
4. m((0,1)) = 1.

La solucién a este problema fué dada por Banach en 1923, e incluso probé que el
problema andlogo en dos dimensiones también tiene solucién. No obstante, Hausdorff
habfa demostrado que el problema anélogo para el caso de tres o més dimensiones no
tiene solucién.

En 1929, S. Banach y C. Kuratowski demostraron, asumiendo la Hipétesis del
continuo, que la siguiente generalizacién del problema de la medida propuesta por
Banach tampoco tiene solucién:

Encontrar una funcién m definida para todos los subconjuntos del intervalo [0, 1]
con valores en los reales y que satisfaga:

1. Para cada X compuesto de un solo elemento, m(X) =0,
2. m es sigma aditiva,
3. m no es idénticamente cero.

(En la seccién 3.2 se expone este resultado).

El resultado anterior muestra que aiin quitando la condicién de invariabilidad bajo
traslaciones a la funcién medida, el problema planteado po Lebesgue no tiene solucién.

Estudiando el problema de la medida en sentido amplio, en 1930, A. Tarski propuso
el siguiente problema:
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Encontrar una funcién m definida para todos los subconjuntos del intervalo [0,1]
tal que:

1. m es no negativa,
2. m es finitamente aditiva,

3. La medida de un intervalo es su longitud.

Tarski demostré que este problema y sus andlogos en cualquier otra dimensién
tiene solucién, pero que la solucién no es tnica.

A. Horn y A. Tarski, en 1948, demostraron que el problema de la extensién de una
funcién finitamente aditiva definida sobre un élgebra de conjuntos a un dlgebra més
grande tiene solucién. En particular, asumiendo el Axioma de eleccién, se tiene

Teorema 3.3.1 Sean A y B dos dlgebras de subconjuntos de un conjunto I, tal que
A C B, B € B— A ym una funcién con valores en los reales definida sobre A con las
siguientes propiedades:

1. m es no negativa,
2. m es o0— aditiva,
3. m(T') < oo.
Por dltimo, sean
mi(B) = sup{m(D) | D C B, D € A},
me(B) =inf{m(D) | BC D,D € A}.
y ¢ un mimero real tal que m;(B) < ¢ < m.(B)
Entonces eriste m*: B — R, que satisface las propiedades para m y tal que
m*B)=c

Finalmente tenemos el siguiente

Teorema 3.3.2 Asumiendo la Hipdtesis del Continuo, no eriste una extension de la
medida de Lebesgue sobre todos los subconjuntos del intervalo [0, 1], ni de cualquier
otra medida (o -aditiva).



Capitulo 4

CONCLUSIONES

La Teorfa de la medida surgue a partir de la necesidad de caracterizar a las funciones
integrables. Es Jordan quien por primera vez, logra establecer la Teorfa de integracién
en términos de la Teorfa de 1a medida. El desarrollo de ésta iltima permitio, a su vez,
desarrollar la Teorfa de integracién. Las aportaciones en uno y en otro sentido no
son pocas, sin embargo, podemos sefalar en especial las contribuciones hechas por
Henri Lebesgue. Este iltimo logra conjuntar los trabajos de Borel y Jordan para
desarrollar una Teoria de la medida a partir de la cual logra desarrollar una Teorfa
de integracién vigente hasta nuestros dias, siendo una de las més importantes. Por
otro lado, Lebesgue deja planteado un problema, llamado por él mismo el "problema
de la medida" (ver capftulo 2), para el cual no tiene respuesta pero que despertarfa el
interés de varios mateméticos.

Como puede apreciarse, el problema de la medida de un conjunto de niimeros reales
es, en esencia, un problema de extensién. Es decir, se define una funcién medida m
sobre una familia de conjuntos y después se procede, de ser posible, a extender esta
funcién a una familia més grande de conjuntos, tanto como se pueda. Ahora, como
también se puede observar, una manera de lograrlo, partiendo de que la medida de un
intervalo es igual a su longitud, es siguiendo el procedimiento dado por Lebesgue (ver
capitulo 2). Esta opcién es la tinica que puede darse manteniendo la propiedad de o-
aditividad para dicha funcién; condicién importante cuando se trata de extender una
funcién definida sobre un 4lgebra a la o-4lgebra generada por ella. El problema con
esta opci6n es que no se podria definir dicha funcién sobre todos los subconjuntos del
intervalo [0, 1]. Otra manera de lograrlo es eliminando las propiedades de invariancia
bajo traslaciones y o-aditividad. La primera de ellas se tiene que eliminar si se desea
extender la Teorfa de la medida a conjuntos en donde no estén definidas operaciones
algebraicas; la segunda se reemplaza por la propiedad de aditividad finita. El problema
con esta iltima es que la forma de lograr la extensién no es dnica. Asi que se tienen
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dos opciones: o nos quedamos con la propiedad de o-aditividad y la unicidad de
la extensién sin poder abarcar a todos los subconjuntos del intervalo [0,1], o nos
quedamos con la propiedad de aditividad finita, abarcando a todos los subconjuntos
del intervalo [0,1], pero la extensién no seré vnica. En la teorfa moderna se prefiere
la primera opcién.



Capitulo 5

APENDICE

A continuacién daremos algunas definiciones y resultados que se utilizan en éste trabajo
Definicién 5.0.3 E+y={w|w=2z+y con z€ E}

Definicién 5.0.4 Sean z y y dos nimeros reales que perienecen al intervalo [0,1).
Definimos la suma modulo 1 de z yy como

. T4y siz+y<l1
r+y= N
z4+y—lsiz+y=1
Definicién 5.0.5 La traslacion modulo 1 de E es el conjunto

E+y={w|w=z+y para algin z € E}

Definicién 5.0.6 Un conjunto ) es llamado un conjunto ordenado, si dada la
relacién < para cualesquiera dos elementos a y b del conjunto se satisfacen las sigu-
ientes dos condiciones:
1. Si a # b, entonces se salisface sélo una de las siguinies condicones: a < b o
b<a.

2. Sia <byb=<c, entonces se tiene a < c.

Definicién 5.0.7 Un conjunto ordenado ) se dice bien -ordenado, si tanto 2 como
cualquier subconjunto no vacié de Q2 tienen un primer elemento bajo el orden prestable-
cido para los elementos de Q2. El conjunto vacfo es también considerado un conjuiio
bien-ordenado.

Definicién 5.0.8 Un nimero ordinal (u ordinal) es un conjunio bien ordenado
(X, <) tal que

a={zeX|z<a}
para toda a € X.
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Principio del buen orden: Todo conjunto puede ser bien-ordenado.
Axioma de eleccién: Sea F' un conjunto de conjuntos no vacfos, disjuntos dos a

dos. Entonces existe un conjunto M que consta de precisamente un elemento de cada
miembro de F.

Teorema 5.0.9 El Azioma de Eleccién y el Principio del buen orden son equivalentes.

Hipétesis del continuo: La cardinalidad de los reales es R; (|R| = &;).
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