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Resu!1l.en 

Se ddill(~n las hipcrsU1H'rficies de rotación con curvatura cOllstaJlt(~ (~ JI va­
riedades de LorclIl.z .Y ~e estudia el caso part icu lar del espacio de lle Sitter 
most.rando a lgunas de sus propicdad(~s y proporcionando ej<,mplos ( \¡.~ super­
ficies tipo espacio 1I11lbílicas y 110 umbílicas. Se hace una cara.cteriza.ción local 
de tales hipersuperficics cllando la dimensión es mayor que dos , en términos 
de sus curvaturas principales. Se estudiall algunos casos especiales de hiper­
superficies de rotación con curvatura media constante en el espacio hiperbóli­
co. También se clasifican las hipersuperficies de rotación tipo espacio con Hr 
constante en el espacio de De Sitter §7+ J

; Hr se considera corno la función 
r-ésima simétrica normalizada de las curvaturas principales. Finalmente se 
hace una clasificación de las superficies de rotación tipo espacio y tipo tiempo 
en el espacio de De Sitter §1. 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1. U n poco de historia 

Una superficie mínima es una superficie regular cuya curvatura media es 
nula en todos sus puntos. 

A principios del siglo XVIII sólo se conocía una superficie mínima, el 
plano. El 'geómetra e ingeniero francés J. B. Meusnier construyó los primeros 
ejemplos no triviales de las superficies mínimas; a saber, el catenoide y el 
helicoide. Otro ejemplo no trivial conocido como superficie de Scherk, fue 
publicado en 1835, su autor fue H. F. Scherk. 

Sea e una curva suave y cerrada en el espacio. El problema de Plateau1 

consiste en la construcción de una superficie con frontera igual a la curva 
dada y con área mínima. El mismo Plateau estudió el problema por métodos 
experimentales por el año de 1850. Las superficies de área mínima se realizan 
físicamente con membranas de agua jabonosa. 

La primera solución matemáticamente satisfactoria de este problema fue 
dada por el matemático alemán H. A. Schwarz en el año de 1865. Sin saberlo 
Schwarz, Riemann estaba trabajando al mismo tiempo en el mismo problema; 
posiblemente, Riemann tampoco conocía el trabajo de Schwarz. 

Antes de que el cálculo de variaciones se utilizara en las superficies mí­
nimas, se había observado que existía una relación entre estas superficies 
y el análi sis complejo desarrollado en el siglo XIX. Uti lizando el análisis 
complejo, K. T. Weierstrass desarrolló las fórmulas de representación que 
pueden describir cualquier superficie mínima en lR3

. En 1866, WeiersLrass 

¡Llamado así en honor del físico belga J. A. Plateau. 
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r< ~("() lI oció qll l.' d prohlc l1 Ja d(' P la.1.c<!.u era hastan1.c complicado, por lo que 
rest. rill gió el prohlr.' IJl il al (:aso ( '.11 el que la írolltera de la c urva estaba formada 
por segmentos dI' I íll C<I. reda. t' ll lugar de UIla. curva general. 

La prillwra solució; ¡ g( ' IJ( ~ r a.1 cid prohlema de Plateau fue finalmente dada 
en 19:11 por el norteamericano J. Douglas y por el húngaro T. Radó, de 
manera inde pe ndiente. Tanto Douglas corno Radó admitieron en sus estudios 
a las superficies no regulares. 

En 1936 Douglas obtuvo la medalla Fields por su trabajo sobre las su­
perficies mínimas. Como es frecuent.e en la historia de las matemáticas, la 
solución de este problema generó inmediatamente nuevas interrogantes. El 
teorema demostrado por Douglas y Radó mostró sólo la existencia de su­
perficies mínimas para una curva cerrada, pero dijo muy poco sobre sus 
propiedades geométricas. 

U no de los trabajos importantes del siglo XX en esta área fue realizado a 
principios de la década de 1960 por R. Osserman, quien introdujo desarrollos 
que llevaron a la construcción de nuevas superficies mínimas. El trabajo de 
Osserman se basó en artículos de Weierstrass, Radó y Douglas. En su trabajo, 
Osserman pudo describir muchas superficies mínimas sin frontera. 

Existen muchas obras dedicadas al tema de las superficies mínimas; entre 
otros tenemos los textos de Osserman [23], H. B. Lawson [15] y M. do Carmo 
[9, 10, 11, 12]' sólo por mencionar algunos. 

1.2. Algunas generalizaciones 

Existen generalizaciones de la teoría de las superficies mínimas en varias 
direcciones. ti. ',;;ólll t inuación mencionaremos algu nas de estas generalizaciones. 

Comenzaremos con las superficies con curvatura media constante no nula, 
de las cuales harernos una breve reselia hi stóri ca. 

La primera referencia que se tiene de ellas aparece en el trabajo de Ch. E. 
Delaunay realizado en 1841 [8] donde él clasifica las superficies de rotación 
con curvatura media consta nt.e. En una nota de Sturm se destaca que las 
superfi cies con curvatura Inedia constante son puntos críticos de un problema 
variacjona1. 2 Además Delaunay no sólo clasificó tales superficies , t.ambién 
dió una construcción geomét.rica que se puede generalizar a ot ros espacios , 
t.ales como 1HI3 . 

2En el caso de las superficies mínimas, el problema va riacional consiste prec isamente 
en minilllizar el á rea de la superficie. 
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COIllO ya se había mencionado, las superficies 1ll1/lIITlaS SOIl aquellas en 
las que se pide que la curvatura media se anule; esta curvat.ura está dada 
por k l i k2

, donde k l y k2 son las ·· curvaturas prin<:i]iales. Más en general, 
podemos consideraren Ulla variedad n-dimensional la siguiente función de 
las curvaturas principales k¡, k2 , ••• ,kn : 

f(k¡,k 2 , ••• , kn ) = k¡ + k2 + ... + kn 

y decir que una hipersuperficie es mínima si f(k¡, k2 , .•. ,kn ) = O. Podemos 
caracterizar dicha superficie como un punto crítico de un problema varia­
cional. 

También podemos tomar otra función sencilla, por ejemplo, 

g(k¡, k2 , ••• , kn ) = k¡k2 ••• kn ; 

es decir, el producto de las curvaturas principales. Si este producto se anula, 
existen muy pocas superficies que satisfacen esta propiedad; por ejemplo, en 
IRa sólo tenemos cilindros, conos y planos.3 

Entre estos extremos se encuentran las r-curvaturas medias: 
1 

H=-" k···k 
r (n) L.....t '1 'r 

r it< .. ·<ir 

(1.1) 

donde las ki son las curvaturas principales. Las ¡'-curvaturas Hr se revisarán 
en detalle en el capítulo cuatro. 

Una línea de investigación general consiste en tratar de generalizar las 
propiedades de H¡ y Hn al caso de Hr. Por ejemplo, Barbosa y Colares 
mostraron que las hipersuperficies r-mÍnimas (es decir, Hr = O) también son 
puntos críticos de un problema variacional. En [24] se caracteriza y clasifica 
todas las hipersuperficies de rotación con Hr constante. 

La teoría mencionada se puede extender también a los casos de las varie­
dades semi-riemannianas, donde para cada punto p E M elegimos una forma 
bilineal ( , )p en 'fpM, simétrica, no degenerada, no necesariamente definida 
positiva y que varía diferenciablemente con p. 

Corno ejemplo de variedad semi-riemanniana tenernos a lR~+2, que denota 
a JRn+2 dotado de la métrica 

n+l 

(11, v) = - lLoVo + L 11iVi 

i=l 

3Las superficies que satisfacen ulla ecuación del tipo h(kl, k 2 ) = O SOIl las superficies 
de Willmorc . 



4 1.3. EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD 

donde iI = (110,'lJI , ...• 1I.;I1. I) , V o::: (-t'o.1'¡, . . . ,l'n+I)' 

Otro (ücmplo <~s S;"H • la. esfera uni1.¡¡ria cn lR;'+2; es dccir , 

también conocida como espacio de De Sit1.er. 
Una hipersuperÍlcie de una variedad semi-riemanniana es de tipo espa­

cio si la métrica inducida en la hipcrsuperficie es una métrica riemanniana. 
En 1977, Goddarci conjet.uró que las únicas bipcrsuperficies de S~+J completas 
tipo espacio con curvatura media constante son umbílicas. Sin embargo, en 
1981 Dajczer y Nomizu construyeron ulla superficie completa con curvatura 
media constante H en Si la cual no es umbílica. Este ejemplo mostró que la 
conjetura de Goddard es falsa en general, por lo que se buscaron condiciones 
adicionales para que lIna hipersuperficie sea tot.almente umbílica. 

Los primeros resultados en esta dirección se obtuvieron independiente­
mente por Ramanathan y por Akutagawa en 1987, los cuales probaron que 
si la curvatura media H de una superficie completa en Si satisface H 2 < 1, 
entonces la superficie es umbílica. 

Akutagawa también, mostró que cuando n = 2, para alguna constante 
H 2 > 1 existe una superficie no umbílica de curvatura media constante H 
en el espacio de De Sitter S~ . Un año después, S. Montiel [20] resolvió el 
problema de Goddard en el caso compacto en Si sin restricción sobre el rango 
de H. Montiel const.ruyó ejemplos de hipersuperficies tipo espacio completas 
no umbílicas en 37+ 1 con curvatura media constante l/ tal que l/2 > 4(:~I), 
incluyendo los llamados cilindros hiperbólicos. 

1.3. El concepto de estabilidad 

La cuestión de estahil idad para hipersuperficies en variedades rieman­
nianas surge en un artículo de Barbosa y do Carmo [2]' además de otro 
interesante artículo de Barbosa, do Canno y Eschenburg [3] . Ellos mostraron 
que las esíeras son los úni cos puntos críticos estables de la fun cional de área 
que mantiene el volumen constante. El concepto de estabilidad se define en 
el ca pítulo cuat.ro. 

En el caso riernannia no, las hipersuperfi cies con curvatura media COII -

5tall(,(' son pUIlt.OS crít. icos del prohlema variacional de minimizar el área 
para va ria,ciolles que preservan PI volumen; esto ocurre también en el ca-
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so lor<'ntziano, aunque en est.e segundo caso el problema funda.mental es el 
de maximizar el área. 

En 1984, .J. L. Barbosa yM. do Canllo [2] public;tron tUl teorema. de es­
tabilidad para hipersllperficies con curvatura media constant.e. Este teorema 
afirma que las únicas hipersuperficies compactas estables y con curvatura 
media constante en IRn+l son las esferas. El teorema de estabilidad fue ex­
tendido en 1988 para hipersuperficies con curvatura media constante en los 
espacios §n+l y IHIn +! por Barbosa, do Carmo y Eschenburg. Barbosa y Oliker 
dieron una definición para la estabilidad de las hipersuperficies tipo espacio 
con curvatura media constante en los espacios de Lorentz y obtuvieron varios 
resultados de estabilidad en 1R~+1 y §~+1. 

Para el estudio de la teoría de superficies en formas espaciales, son muy 
importantes los problemas de construcción o clasificación de superficies con 
curvatura constante. Las hipersuperficies con curvatura media constante tam­
bién son importantes en la teoría de la relatividad. 

El interés en el estudio de las variedades de Lorentz reside en el hecho 
de que sirven corno modelos del espacio tiempo en la relatividad general. En 
particular, el espacio de De Sitter es un modelo tiempo espacio con curvatura 
seccional constante. En este contexto, las hipersuperficies de curvatura media 
constante son importantes, por ejemplo, para el estudio de la propagación de 
las ondas gravitacionales [19]. 
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Capítlllo 2 

Geometría Básica de los 
espacios de Lorentz 

2.1. Variedades serni-riemannianas 

Recordemos primero que una forma bilineal simétrica en un espacio vecto­
rial V sobre IR es una función ]R-bilineal 9 : V x V -+ lR, con g( v, w) =g( w, v) 
para toda pareja de vectores v y w E V. 

Definición 2.1 Una forma bilineal simétrica en \1 es 

l . definida positiva (negativa) si pam cada v =1= O ocurre que g{ 17, v) > 
O (< O). 

2. semi-definida positiva (negativa) si g( v, v) ?: O (~. O) para toda 
v E V. 

3. no degenerada si g( v , w) = O pam toda w E. V implica que v = O. 

Ejemplo 2.2 Coma de costumbre, IRn denota al conjunto 

dotado de la form a {¡ilinfal, simétrica y definida positiva 

<ionde llJ = (w) , ... , w",). 

7 
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Si g es ulIa forlllil hiliJleal simét.rica en \1 , entonces para. t.odo sl1hespacio 
W en V la rest.ricción glwxw, dCllot.ada solamente por glw, es también bi­
lineaJ y simétrica. Si g es (scmi-)dcfinida, también lo es glw. Sin embargo, si 
9 es no degenerada., puede ocurrir que glw sea. degenerada. 

Definición 2.3 Ei Índice v de la forma bilineal simétrica 9 en V es la 
dimt:nsión del mayor .~ubespacio W e V en el cual glw es definida negativa. 

Así O ::; v ::; dim V, y v = O si y sólo si 9 es definida positiva. 

Definición 2.4 Un producto escalar 9 sobre un espacio vectorial V es 
una forma bilineal simétrica no degenerada en V. 

Definición 2.5 Un tensor métrico 9 sobre una variedad M es un campo 
tensorial simétrico no degenerado de orden 2 sobre M de índice constante; 
es decir, para cada p E M, gp es un producio escalar en TpM. 

Definición 2.6 Una variedad semi-riemanniana es una variedad M pro­
vista con un tensor métrico g. 

El valor común v del Índice gp en una variedad semi-riemanniana M es 
llamado el Índice de M; claramente, O ::; v ::; n = dim M. Si v = O, M es 
una variedad riemanniana; en este caso, cada gp es entonces un producto 
escalar en TpM. Si v = 1 Y n :::: 2, M es una variedad de Lorentz. 

El significado geométrico del Índice de la variedad semi-riemanniana deri­
va de la tricotomía: 

Definición 2.7 Un vector tangente v a IvI es 

l. tipo espacio si (v , v) > O o v = O. 

2. nulo si (v , v) = O y v i= O. 

S. tipo tiempo si (11, v) < o. 

El conjunt.o de vectores nulos en 7~M es lIa.rnado el cono nulo en p E M. 
La categoría a la cual pertenece un vector tangente es ll amada carácter 
causal. Esta terminología deriva de la teoría de la relatividad. 
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Ejemplo 2.8 Sea 

~;; "-= {(VI, " " v n ) IVi E lR}, 

con la métrica de Índice v dada por 

n 

(vp , wp ) = - L V¡W¡ + ¿ VjWj . 

¡=I j=v+1 

Este espacio se reduce a ]Rn si v = O. Para n ;:::: 2, lR.~ es llamado el espacio 
de Minkowski; si n = 4 éste es un ejemplo de espacio-tiempo relativista. 

Fijando la notación 

E¡ = { 
-1, para 1 S i S v, 
+1, para 1/ + 1 S i S n, 

entonces el tensor métrico de lR.~ puede ser escrito 

9 = L E¡du¡ (/9 du¡ 

para las coordenadas usuales (u¡, . .. , Un) en lR.~. 

2.2. Ecuaciones de estructura 

Sea M una variedad semi-riemanniana con 9 un tensor métrico de Índice 
v. 

Un conjunto de vectores V¡, ... , V n en el espacio tangente J~M en Ull 

punt.o p E M es ortonormal si I(V¡, vj)1 = Jij para toda i , j = ] , 2,3 , . .. , n. 

Un marco lnóvil ortonormal es un conjunto de campos vectoriales 
diferenciables {el, " ' ) en} definidos en un conjunto ahierto de M que en 
cada punto son ortonormales. Denotamos 

( ) { 
-1, 1 S i S 1/, 

é i = e¡, e¡ = 1 + 1 <. < 
J V -' l ...::: n. 

Las l-formas {OIJ . .. ,8n } definidas por 8¡(ej) = J¡j , son las formas duales 
asociadas al marco {el, . .. ,en}' 
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Proposición 2.9 SUI. { (; I , ... , en} Uf/. 1/w.rco móvil orlO1t01"Tnal rn !tna varie­
dad sem.i-nl'1l/.mm.wrw !'vI" C01I. Jonnas duales {O l " •• , On}. Entonces existen 
I-J01"TnIL8 Wij únicas filIes qu.e Wij == -Wji Y 

n+l 

dOi == ¿ éjWij 1\ Oj . 
j=1 

(2.1 ) 

La demostración de este hecho puede verse en el apéndice. Las 1-formas 
Wij se llaman formas de conexión para el marco {el, "" en}. La ecuación 
(2.1) se llama primera ecuación de estructura. 

Otro resultado fundamental es el siguiente. 

Lema 2.10 (de Cartan) Sean vn un espacio vectorial de dimensión nj y 
W¡ , ... ,Wr : V n --t IR, r :S n , Jonnas lineales en V que son linealmente 
independientes. Suponemos que existen Jormas 81, • .. ,8r : V --t lR tal que 
¿~=l W¡ 1\ 8¡ = O. Entonces 

8¡ = ¿ a¡jwj, con a¡j = aj¡ . 
j 

Demostración. Completaremos las formas W¡ a una base 

W., ... ,Wr ,Wr +l , '" ,Wn 

de V' y escribimos 

8i == ¿ a¡jwj + ¿ b¡lw¡, l == r + 1, . .. , n 
1 

Utili zando la hipótesis, obtenemos 

n 

O == ¿ Wi 1\ Oi == ¿ aij W¡ 1\ Wj + ¿ bil Wi 1\ WI 

i<j i<1 

Como Wk 1\ W s , k < s, k. s == 1, ... , n son linealmente independientes, con­
cluimos que bil == O Y aij == aj,' • 
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Por 01.1"0 bulo, definimos n:· 2crormas nlj o, llamadas [m·ma.s de curvatura 
de 111, media.nte: 

ni] = &vij -. 2.: EkWik 1\ (V!:) 

ko=\ 

(2.2) 

Corno las formas nij tienen grado dos, ellas pueden ser escritas corno 

.donde R;jkl + Rij1k = O. 
Las formas de curvatura permiten definir varios tipos de curvatura en M, 

siendo de las más importantes la curvatura seccional, que introduciremos a 
continuación. 

Sea P e TpM un subespacio no degenerado de dimensión dos del espacio 
tangente TpM de M en p E lvl. Escojamos un marco ortonormal el, . . . , en 
en una vecindad de p de tal modo que e¡, e2 generen a P. El número 

(2.4) 

depende sólo del subespacio P y es llamado la curvatura seccional de P, 
denotada I«P). 

2.3. Derivación de campos y formas 

Las formas de conexión permiten defin ir una noción de derivación para 
campos de vectores en .M. 

Definición 2.11 Sean X y Y c.ampos vectoriales dife1'enciables m M y sea 
{ e,} un m,(l1"(:O ortonormal en un abierto U e M. Supongamos que Y = 
Li Yi ei · é'ntonces definimos la derivada covariante de Y con respecto a X 
como 

Dx y = ~ { dy;( X) + Ej ~ Wij(X)Yi } ej (2.5 ) 

Se puede mostrar que f) x y es independiente del marco {e;} y por lo 
tanto se puede definir globalmente en M. 
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liemos definido la derivada IJx Y por mcdio de las formas de conexión. 
Most.ra.remos que puede seguirse el camino inverso, es decir, podemos definir 
Ia.s forllla.s de conexióll en t,{~rminos de la derivada; para esto, hagamos Y = C¡ 

en la. ecuación (2.5), de modo quc!Jj = J¡j es constante; t.enemos 

de donde 

Si denotamos 
r~¡ = (De.(e¡),ej} = W¡j(ek), 

éstos son los símbolos de Christoffel. 

y 

En particular, cuando Y = e¡ tenemos: 

n 

Dei e¡ = L EjWij(C¡)ej 
j=1 

(Deie¡, ej) = Wij(e¡) . 

(2.6) 

El siguiente resultado muestra que D satisface las propiedades usuales de 
una conexión. La demostración aparece en el apéndice. 

Lema 2.12 Para campos vectoriales X y Y en M y para cada 1 ~ i,j ~ n, 
son válidas las ecuaciones: 

X (Y,Z) = (Dx Y, Z) + (Y, DxZ) , 

O¡j(X, Y) = (Dx Dye¡ - Dy Dxe¡ - D¡X.y]ei, ej). (2.7) 

Este Lema nos dice que los !tij definen al tensor de curvatura usual , como 
el) [9], mientras que J) es la conexión semi-Riernannialla de M. 

Definición 2.13 Pum campos vedoriales X, Y , Z y W en M , dtfinimo8 

!t(X, Y, Z, W) = (lJx Dy Z - f}y f)x Z - D¡x.y]Z, W). 
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Proposición 2.14 /)ara CIlUt)J'I., 'ul'c/91'ia ies X, Y, Z ?J ~V en M, se tie.ne 

i,} i. ) ,k,1 

(ümdc Ilij kl = Oij( e k, el ). 

De nuevo, dejamos la demostra-:ión de este hecho para un apéndice. Ahora 
veremos cómo Jeri val' formas en M . 

Sea r¡ una l-forma diferencial en M y {c;} un marco ortonormal en una 
vecindad U de un punto p E M . Sea r¡ = Lir¡iOi, donde {Oi} son las formas 
duales de {Ci}' La derivada dr¡ es una forma bilillealdefinida de la siguiente 
manera: 

dr¡ = ~ (dr¡j + ~ Cjr¡iWij) /\ (Jj . 

Es decir, las componentes r¡ij = dr¡(Ci,Cj), i,j = l, ... ,n de dr¡ en el 
marco {ei} están dadas por 

(2.8) 

Se puede ver que la definición no depende de la elección del marco {Ci}. 
La derivada de l-formas permite extender los operadores diferenciales 

gradiente y laplaciano al caso de las variedades semi-riemannia.nas. 
Sea f : M -t IR una función diferenciable definida en una variedad semi­

riemanniana M. El gradiente de f es el campo vectorial grad f en M defiiJido 
por (grad f, X) (p) = df(p)(X), para todo p E M Y X E TpM. 

Dado UTI marco {Ci } en M, df se puede escribir corno df =: Li JiOi. La 
fUll ción fi es llamada la derivada de I en la dirección de ei. A su vez, la 
deriva,da de df está dada por 

d (dI) = L d (fiOi) 

= ~ ((~fj + ~ éJiWij) /\ ()j 

donde por (2.8), 



14 2.4. ELEMENTO DE VOLUMEN 

La forma bi!ineal d ((~{) es llamada el hessiano de j en la métrica de M. 
La. traza de esta forma bilineal, esto es, la fun ción dada por f!,.j = 2:i jii , es 
ll amada el laplaciano de f . 

2.4. Elemento de vol unlen 

Definición 2.15 Sea M una var'iedad semi-riemanniana n-dimensional. Un 
elemento de volumen para M es una n-forma diferenciable dM tal que 
dM (eI, ... , en ) = ±1, para todo marco móvil ortonormal en M . . 

Lema 2.16 Una variedad semi-riemanniana o1'ientable en M tiene un ele­
mento de volumen globalmente definido. 

Demostración. Sea x : U e lRn --+ M un sistema coordenado. Para 
cualesquiera campos vectoriales Vi, ... , Vn en U, escribimos: 

y definimos: 

Las propiedades del determinante muestran que dMx es una n-forma en 
x (U). 

Si el,' .. , en es un marco móvil ortonormal en :1: (U) , entonces tenernos: 

Luego, si v es el índ ice de M, tomando el determinante de las matrices 
de las mét ricas anteriores tenemos 

1 I 

= det (eij ) Idet (gij ) 12 det (eij) Idet (gij) 12 signo( detC% )) 

= dMx (e l , ... ,en ) dMx (el, ... , e,,) signo( det(gij)) 
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Sean ahora x : lJ e R" - + "-1 Y Y : 1 ¡ e IR" -'¡ M dos siste lll<tS coordena­
dos orientados positivament.e t.ales que x (lJ) (l y( V) /:0. Most.raremos que 
dMx Y dMy coillcidcll e n :r(lJ) (l y(V) . 

Sean VI, . . . , Vn campos de vectores e ll x(U ) ny(V) . Sea V) = Li V.ij iJ~ .. 
Enlonces 

. Sean V; = Li Vija~i y dMy(~, ... ,vn) = det(vij) Idct(hij )lt, donde 

hij = ( a~i ' a~J)· ASÍ, dMx = .J dMy para algún número J por determinar. 

Para esto, observemos que si {el, ... , en} es un marco ortonormal tenemos 
que 

dMx (el, ... , en) = .J dMy (el, . .. ,en) . 

Luego, J = ±l. Como J > O, entonces J = 1 Y dMx = dMy en x (U) n y(V), 
por lo tanto dM está definido globalmente. • 

Observación 2.17 Si el, . . . ,en es cualquier marco ortonormal y 

diremos que el marco está orientada positivamente. En este caso, si (}l , . .. , ()n 

es la base dual de {e¡} , entonces dM = (}I 1\ .. . 1\ (}n. 

Utilizaremos el siguiente lema en el cálculo de la primera fórmula de 
variación de área. 

Lema 2.18 S ea A( t) = (aij (t)) , t El , una familia diferenciable de matrices 
n x n tal que A(O) = J d. Entonces: 

d / 
-(del A(t))lt-o = t.razaA (O) . 
di -

Una demost ración de este resultado se encuentra en [15], p . 18:1. 
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Capítulo 3 

Inmersiones tipo espacio 

3.1. Hipersuperficies semi-riemannianas 

Definición 3.1 Sea M una variedad semi-r'iemanniana. Una hipersuper­
ficie semi-riemanniana M es una subvariedad semi-riemanniana de codi­
mensión 1, Así, el co-índice de M en M (el índice común de todo espacio 
normal a TpM) debe ser () íÍ 1, 

Proposición 3.2 Sea c un valor ¡'egular de J : M -t R. Si M = f- 1 (c) es 
una hipcrsuperficic semi-I'icmanniana de M, entonces (grad J , grad f) 1= O 

en .M y U = I~~:~f¡ es un campo de vectores normales 'unitarios en /'vl. Es 
decir, grad J es normal Il T~M. 

Demostración. Como grad J es métri camente equivaJen te a la diferencial 
df, se sigue que (grad J, grad J) 1= O enM, 

Sean E ,]~M, Entonces (grad J, v) = v (f) = v(fLv.) = 0, ya que .r es 

COll sUUlte (:n ,H , • 

Proposición 3.3 ,':if,o M una hipersuperJióc scmi-¡'icmannúma en ulla va­
riedad oricntablc At. M es oricntablc si y sólo si exist c un campo diJerr;nóable 
de ¡'tclmTS norlllales unitarios en Al, 

Den1ostración. I>cfini rClTIO,; un carnpo direrenciahle de vect.ores 11Il1 -

t.arios U normales a M d(~ la sigui ente llIanera: para cada. fI E !V! , !'xist.cn 
dos vectores nOrJna!cs uniiarios de ¡V! en d punto Ji. Escogelllos uno dI' e llos 
corno U(p) t.omando U1Ja. pal'a.rnetrización posit.iva ,7: : \lo e IR" - , ;\1 , con 

17 
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J/ E .¡-( lJo) , .Y defillielldo (/(1/) COII la, cOlldic ic'lIl d(~ qlll' la mat.riz: 

[
n d ] ~) :-" ",~, 1/(1/) 

(.11 U.l'l 

t.ellga determillant.e posit.ivo. Est.o 110 depende de 'la paralllet.rización posit.iva 
elegida, porque si y: Wo e IR" -+ M, con y E y(wo), es otra parametrización 
posit.iva, tenernos (jue: 

[ O () ] [a o ] - - [A O] n--, ... , n-, U(p) = n--, ... , n--, U(p) . A, donde A = O 1 
UXI (¡Xn UYI UYn 

y A es la matriz jacobiana de y-lo X en el punto ::.-1 (p). Como x y y 

son positivas, tenernos que det A > O, o sea que del. A > O. Por lo tanto, 

det. [+-, ... ,.¿L, U(p)] > O si y sólo si det [+-, ... , .,0 ,U(p)] > O. 
vX I VI" uYl UYn 

Resta mostrar que el campo es diferenciable. Como la subvariedad M es 
localmente la imagen inversa ¡-l(C) de un valor regular, M puede ser cubierta 
por vecindades conexas V, en cada una de las cuales está definido un campo 
diferenciable de vectores unitarios normales v, a saber v(p) = Ig~::~l:ll ' Dada 
una parametrización positiva ¡jJ : Vo e IRn -+ M, se tiene: 

[
8¡jJ(X) o¡jJ(x) ] 

del. -",--"",~, U(¡jJ(x)) > O 
UXI (JX n 

para todo x E Vo, o bien ese determinante es negativo en todos los puntos 
de Vo. En cualquier caso tenemos v(p) = U(p) para todo p = ¡jJ(x), o bien 
v (p) = -U (p) para t.odo J) = ¡jJ(x). En cualquier caso U es diferenciable 
en V. Como la., vecindades V cubren a M , concluimos que el campo U 
est.á globalmente definido y es direrenciable en M . • ' 

Sean /\1 "+ 1 una variedad semi-riemanniana oricntable y x : Mn -+ JWn+1 
lIlIa illlTlersión de una variedad conexa y orientable con frontera 8M (posi­
blemente vacía) e ll JI~/. Consideremos ell M Ulla métrica inducida por la 
inm (~rsión x. Cuando la, mét rica inducida es una métrica riemanniana , a la 
illlllersión 1: se le Il a,lIla, tipo espacio. Por el momento consideraremos sólo 
illllwrsiollcs de ('stc tipo. 

Localllwn1.f'. ,T es un encaje y podemos cOllsiderar a 1\1 corno IIna subva-
ri('dad M e 1\1 y a .r como la aplicación de i nclllsión. U 11 marco e l , . .. , Cn + I 
el l !I~f está adaptado a M si rest.ringidos a M , los campos e l , .. . , en SOll 
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t.ange!l tes a A4 yestáll positi vameIl te orient.ados . ;\ veces denot.are rn os Cn+1 
IV, Y le ll amaremos el vector -norma l a M . 

(:onsidcremos un marco { e l ,' .. , e n+1 } en 1\1 adaptado a M . Denotemos 
por {O l , " " O,,+I} a las formas dua les asociadas a este marco y sean L')i j, 
i, j = ¡ , ... , 11. + 1 las formas de conexión. Restringiéndonos al haz tangente 
TM de M , O'd .1 = O Y consecuent.emente , por la ecuación (2.1) tenemos 

n 

O = dOn+1 = L éjWn+1 ,j 1\ Oj 
j=1 

Por el lema de Cartan 2.10, concluimos que: 

n 

tVn+.I,i = L hijOj , donde hij = hji . 
j=1 

(3.1 ) 

En la siguiente definición yen lo sucesivo, X(M) denotará al conjunto de 
campos vectoriales -diferenciables definidos en una variedad M. 

Definición 3.4 La segunda forma fundamental de M e 1\1 es la 2-
forma B : X(M) x X(M) -+ F(M) definida mediante la igualdad 

n 

B(X, Y) = L W n+1 ,i(X)Oi(Y) = L hijOj(X)Oi(Y). (3.2) 
i ,j 

Las fun ciones hij se llaman los coeficientes de la segunda forma fun­
damental. 

lk la definición de B Tenemos que 

n 

B(Ck, Ck) = 2..: h¡jO¡(ek)Oj{ ed = hu. 
i ,j= 1 

Luego la traza de H está dada por ~n h , . ~ L..,¡.1 :::::: 1 II • 

Definición 3 .5 I,a curvatura media de M e 1\1 fs tá dada por: 

1 I n 

H = -- t.raza LJ = - - Lh¡¡. 
11 1l. . 

t.:::: 1 

(:U) 
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Exist.e una ddiniciólI alternat.iva de la segunda forma fundall1ental. Si 
ell cada punto de M e M descomponcmos Tp.~1 en IIna parte tangente en 
7~M y una parte normal ell TpM.1., Y dcnotamos por X( M).1. al conjunto de 
call1pos vectoriales definidos en M y que son normales a M en cada punto, 
podemos definir una transformación 

11: X(M) x X(M) -+ X(M).1. 

dada por 
lI(X, Y) = (Dx y).1. . 

donde 1. denota la proyección de un vector en el espacio normal TpM1. y D 
es la conexión en M. 

Lema 3.6 La transformación 11 es F(M)-bilineal y simétrica. 

Existe otro operador importante en este contexto. Definimos el operador 
de forma S: TM -+ TM como 

S(X) = -(DXN)T (3.4 ) 

donde T denota la proyección de un vector en TpM y N representa un campo 
vectorial unitario, normal a M. 

A continuación veremos la relación entre los conceptos arriba definidos. 

Lema 3.7 Dados los campos X, Y E X(M) y un campo N E X(M)1. uni­
tario, se tiene 

-B(X, Y) = (I ¡(X, Y), N) = (Y, S(X)). 

Demostración. 

(Y, S(X)) (Y, - ( Üx Nf) = -(Y, Dx IV) 

(Dx Y, IV) = (J/(X, Y), IV) 

(~{ dYj(X) + é j ~Wij(X)Yi} ej, N) 
LWi,n+I(X)Yi = - H(X , Y); 

hemos utilizado el hecho de que Yn+1 = O en M, por lo que dYn+1 (X) = O 
para todo X E X(M) .• 
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Observación 3.8 En la, literatura , la 2-fonna 13 11 el opcl'adoT' 11 rcciben 
indistintamente el nombre de segunda forma fundam ental de M e fA . La 
norma de la segunda forma fundamental está dada por 

n 

111/11
2 = IIBII2 = L h¡j' 

i.j=1 

El siguiente resultado relaciona las conexiones de M y de fA. 

Lema 3.9 Dadas M e M, si V, W E .:t(M), entonces 

- T 
Dx Y = (DxY) , 

donde D es la conexión semi-Riemanniana en M. 

Tenemos entonces que 

DxY = DxY + H(X, Y) 

para X, Y E .:t(M). 

Definición 3.10 Definimos A: TM -+ TM por A(X) = DxN. 

La relación de A con los conceptos anteriores proviene del hecho de que 

B(X, Y) = (A(X), Y) . 

Obtendremos ahora la ecuación de Gauss, que relaciona las formas de 
curvatura flij de M con las formas de curvatura ñij de Mn+l y con la segunda 
forma fundamental. En los siguientes cá.lculos, recordemos que M es de tipo 
espacio, de modo que E l = ... = En = +1 Y En+l = - 1. Entonces, es válida 
la siguiente cadena de igualdades: 

fl ij - nij = dwij - t Wik /\ Wkj - {dwij - ~ EkWik /\ Wkj } 

k=l k=1 

= En+IWi,n+1 /\ Wn+l,j = Wn+l,i /\ Wn+l,j. 

Ahora, usando la ecuación (3.1), tenemos 
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De la ecuación (2 .:~) y del resultado anterior, se tiene 

L (ili jk l - Hijkl ) OA: 1\ 01 = L hikhjlOk 1\ ()¡ = L (hikh jl - hilhjk ) Ok 1\ 01 

k < 1 k ,1 k<1 

obteniendo así la ecuación de Gauss, 

(3 .5) 

Por último, definimos la curvatura de Ricci en la dirección de N, dada 
por 

n n 

Ricci(N) = L s1(N, e., N, e;) = - Lé.én+IR,,+I,.,n+l,i = LR,,+l,.,n+I, •. 
i=l i=l 

(3.6) 

3.2. Hipersuperficies umbílicas en §~+l. 

Consideremos el espacio de Minkowski JR.~+2, es decir, el espacio vectorial 
JR.n+2 provisto con la métrica 

n+l 

(v, w) = -VoWo + L VjWj, 
j=l 

donde v = (vo"" ,Vn+I)'W = (wo"",Wn+l)' 
El espacio de De Sitter §~+I es una subvariedad de JR.~+2 definida de 

la siguiente forma: 

§~+I = { x E 1R.~¡+2 I (x,x) = 1 }. 

Proposición 3 .11 El espacio de De Sitter satisface las siguientes propiedades: 

1. El campo vectorial de posición V de §~+I es en todo punto, normal al 
espacio de De Sitter; 

2. § 7+1 tiene curvatura seccional constante igual al; 

3. Si x : Mn ~ §;¡+I es una inmersión tipo espacio de una variedad 
orientable }\4 y N es un campo vectorial unilUl'io normal a M , tenemos 
que Ricci(N) = n. 
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Demostración. 

1. Consideremos el campo vectorial de posición de §~+I, V : §~+I --1 

1R~+2 Y definamos f : §~+I --1 IR corno x >---+ (V(:r) , V(x)) . Tcnemos 
que dfx(w) = 2 (dVx(w), V(x)). Pero sabemos que fl~~+ : es constante. 

Entonces (dVx(w) , V(x)) = O, para todo x E §;,+l Y w E Tx§~+I. Así, 
el vector de posición V(x) es normal al espacio de De Sitter. 

2. Sea {eo, el, ... , en+l} un marco ortonormal de R.7+2 en cada punto de 
§7+l, donde eo = V es el campo vectorial de posición de §~+l. Tenemos 

n+l 

dV = ¿(Jiei (3.7) 
i=O 

y de la ecuación (2.5) se sigue que 

n+l 

Dxeo = ¿ éiWoi(X)e i (3.8) 
i=O 

De las ecuaciones (3.7) y (3.8) obtenemos 

(3.9) 

La l -forma dual (Jo restringida al espacio tangente Tx §7+ l es nula. Por 
lo tanto, 

n+l 

0= dOo = ¿éiWOi /\ Oi 
i=O 

Luego, por el lema de Cartan 2.10, 

n+1 

WOi = ¿ Ei hijOj 

j~O 

Comparando (3.9) Y (3.10) se tiene que 

hij = Óij . 

(:1.10) 

La ecuacón de Gauss implica entonces que .la curvatura de §7+l es 

Consecuentemente, §~+I tiene curvatura seccional constante R jij = l. 
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:1. Seall e l, .. . ,Cn , Cn+1 = N, un marco adaptado a x. Usando la definiciólI 
de Ricci(N) en (3.6), tenemos 

n 

Ricci(N) = L Rn+l,i,n+l,i = n, 
i=l 

lo que concluye la demostración .• 

Definición 3.12 Sea (Mn+l,g) una variedad semi-Riemanniana con métri­
ca 9 y sea [) su conexión semi-Riemanniana. Se dice que una inmersión 
x : Mn -+ Mn+l es totalmente umbílica si para todo p E Mn se satisface 

([)x Y, N) (p) = ..\(p) (X, Y) , ..\(p) E R. 

para cualesquiera X, Y E 3:( M) Y todo campo unitario N E 3:( M).l . 

Ejemplo 3.13 Sea Mn una hipersuperficie de tipo espacio en §~+1 dada por 
la intersección de §~+1 con un hiperplano afin de R.~+2,- esto es, 

. M n = {x E §~+1; (x, a) = r} , 

donde a = (aQ, al, ... , an +1) E R.~+2, lal2 = (J' = 1,0, -1, r 2 > (J'. 

Afirmamos que N(p) = (a-rp)f es un campo unitario normal a Mn . 
(r·_u) 

De hecho tenemos 
1 

(N(p),p) = (2 )1 (a-rp,p) 
r - (J' • 

1 r 

(
2 )1 (a,p) - (2 )1 (p,p) r-(J'. r-(J'. 

r 

(r 2 - (J')t 

De esta manera, N(p) E Tp§~+l. 
Por otro lado, 

1 
(N(p), N(p)) = - 2- (a - rp,a - rp) 

r -(J' 

= - 2-
1 

- {(a, a) - 2 (a, p) + r 2 (p, p) } 
r -(J' 

1 { 2 2} (J' - r
2 

= --- (J'-2r +r = ---
r 2 - (J' r 2 - (J' 

= -1. 
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AII;i log<l,rne nte se muestra, que si x E 1~Mn, entonces (N(p), ;r, ) = O. 
Por otro lado, para t.odo X E .I( M) se cumple que 

S(X) = -Vx N = -iJx ( 1 (a 7 P)) 
(72 - u)t -

7 { - - } 7 
--.--1 Dxa - 7Dxp = IX 

(72 - 0')2 (72 - 0')2 

de modo que 

(DxY,N) (- (S(X), Y) N, N) = - (S(X), Y) {N, N} 
7 

(S(X) , Y) = 1 {X, Y} . 
(72 - uF 

Por lo tanto, M es totalmente umbílica y, consecuentemente, la curvatura 
media es constante e igual a H = ~. 

(7"2-u)1 

Ahora calculamos la curvatura seccional de Mn. Sean ei, ej una base de 
un plano P e TpM. Entonces 

Ya sabemos que la curvatura seccional de §~+1 es 1, de modo que por la 
ecuación de Gauss (3.5) tenemos 

J( = Rijij = 1 _ ( 7 I ) 2 

(72 - 0')2 

En otras palabras , 

Consideramos tres casos: 

f{ = __ 0' __ . 

7 2 - a 
(3.11 ) 

1. (J' = 1. En este caso, Mn es isométrica al espacio hiperbólico de cur­
vatura seccional [{ = - -il' y con curvatura media H = __ T -r la cual 

T - (T 2 _!)2' 

asume cada uno de lo~ valores en (1, CX)). 

2. a = O. Mn tiene curvatura seccional K = O Y la curvatura media f{ 

cumple f{2 = l. Mn es isométrica'al espacio euclidiano. 



26 3.3. HIPEItSUPEIlFICIES NO UMBÍLlCAS EN §~+I 

:1. a = - l. 111" tiene curvatura seccional f{ = T'~I' es isométrica a la 

esfera y t.iene curvatura media 1/2 = T;:I' En este caso 1/2 asume cada 
lino de los valores en el interva.lo [O , l) . 

Las hipersuperficies del último inciso son llamadas las esferas de §~.+1. Si 
T =1= 0, M es una esfera pequeña. Si T = 0, M es una esfera grande. Éstas son 
las lÍnicas hipersuperficies compactas descritas en este ejemplo. 

3.3. Hipersuperficies no umbílicas en §~+l 

Como ya hemos dicho, Goddard [13] conjeturó que toda hipersuperficie 
completa con curvatura media constante en §~+1 es totalmente umbílica, y 
por tanto dicha hipersuperficie sería equivalente a alguna de los ejemplos 
de la sección anterior. Ahora veremos un ejemplo de hipersuperficie con las 
mismas propiedades excepto la de ser totalmente umbílica. 

Ejemplo 3.14 Consideremos la hipersuperficie tipo espacio en §~+1 dada 
por 

M n = {x E §~+l; -x~ + x~ + ... + xr = - senh2 r} , 

con r > ° y 1 ::::; k ::::; n . Mn es isométrica al producto riemanniano 

del espacio hiperbólico k-dimensional y la esf em (n - k)-dimensional con 
curvaturas seccionales 1 - coth2 r y 1 - tanh 2 r, respectivamente. 

Afirmamos que 

1 
N(p) = h l (po , p¡,··· ,Pk,O, .. . ,O)+(tanl17·)p 

sen r cos ') r 

para P E §~+1 es un campo normal unitario de Mn. En efecto, 

1 
(N(p) , p) = h h ((po,Pt,···,Pk,O, ... ,O),p)+tanhr(p,p) 

sen r eos r 
1 2 

I h (-senh r)+tanbl' 
sen 1 r cos r 

= - tanh l' + tanh l' = ° 
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lo que irnplica que N(p) E: :1~)§7+1. 
Para ver que N(p) es de tipo t.i~~lIlpo, calcularnos 

1 
(N(p), N(p)) = --2---2- ((Po, ... , Pk, O, ... , O) , (Po, ... , Pk, O, .. . , O)) 

senh r cosh r 
2 tanh r . . 2 

+ -h--I - ((Po, . . . , Pk, O, ... , O) , p) + tanh r (p, p) 
sen r cos J r 

senh 2 r 2ianhr(-senh2 r) 2 
----:::--------,,-- + + tanh r 
senh2 r cosh2 r senh r cosh r 
tanh2 r = ---2- - tanh 2 r = - tanh2 r(csch2 r + 1) 
senh r 

= - tanh2 r(coth2 r) = -1 

Análogamente se muestra que (N(p),x) = O. 
Por otro lado, para x E TpMn, tenemos 

- - [ 1 ] S(X)=-DxN=-Dx h h (]Jo,···,Pk,O, ... ,O)+tanhrp 
sen r cos r 

1 - -
=- h h Dx[(po,···,Pk,O, ... ,O)]-tanhrDxp. 

sen . r cos r 

De esta manera, si se escoge X = (Po, . .. , Pk, O, .. . O), entonces 

- iJ x N = -- ( 1 + tan h r') X 
senh r cosh r' 

1 + senh
2 

r X 
senh r cosh r 

cosh 2 r 
= - --------X = -- coth r X 

senh r cosh r 

y si escogemos X = (O , ... ,0, Pk+l, ... , p.,.), entonces 

-DxN = - (- tanh r)X = tanh rX 

La ecuación ( :~.4) implica que 87J tiene dos valores propios, a saber CGth,. 
y tanh r con multiplicidades k y n - k, respectivamente. Entonces, j\1" 110 es 
umbílica y tiene curvatura media constante 

1 
H = -(kcothr+(n - k)tanhr). 

n 
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Ik esta lIlalWra, para. k = 1 se tiene 

2 1 1 
H = 1" [('oth 1" + (n - 1) tanh r] 

n 

= ~ [coth2 r + 2(n - 1) + (n - 1)2 tanh2 r] . 
n 

Tomamos COt,h2
1· = n - 1 lo cual hace que n > 2, Y obtenemos 

1 
H2 = 2 [(n -1) +2(n -1) + (n -1)2 tanh2r] 

n 
1 

2 2 [4(n-l)], 
n 

lo que implica que H 2 2 4(:~1). Como k = 1 Y n > 2 entonces H 2 alcanza 

todos los valores posibles en el intervalo [4(:~1) , 00) . 



Capítulo 4 

Hipersuperficies de rotación 

4.1. Definición y . parametrizaciones 

Hemos visto que §~+l es una hipersuperficie semi-riemanniana completa 
y simplemente conexa con curvatura seccional 1 en 1R~+2. Ahora estudiare­
mos algunas de sus subvariedades; en particular, haremos una clasificación 
de las hipersuperficies de rotación tipo espacio con Hr constante en el espa­
cio de De Sitter Sr, donde Hr es la función simétrica normalizada T'-ésima 
de las curvaturas principales. Terminaremos este capítulo dando una clasifi­
cación completa de las superficies de rotación hiperbólicas de t ipo espacio y 
una clasificación parcial de las superficies correspondientes de tipo tiempo. 
Ut ilizaremos la siguiente definición para las hipersuperficies de rotación. 

Una aplicación lineal A E .c(IR~+2) es una transformación ortogonal de 
1R~+2 si (A x, Ay) = (x, y) para todo par de vectores x , y E 1R~+2. Al conjunto 
de transformaciones ortogonales de 1R~+2 lo denotaremos por O( n + 1, 1). Si 
G es la matriz de la métrica de 1R~+2con respecto de alguna base, entonces 

O(n + 1, 1) = { A E .c(IR~+2) I (AxrC(Ay) = xtCy , para toda x,y E R;¡+2} 

= { A E .c(R~+2) I AtGA = G } 

por lo que (det(A))2 = l. Denotaremos entonces por SO( n + 1, 1) al conjunto 
de transformaciones ortogonales con det.erminante 1, es decir; 

SO( n + 1,1) = { !l E O( n + 1, 1) I del. A = 1 }. 

Se muest.ra fácilmente que SO( n + 1,1) t.iene est.ructura de grupo con la 
composición, y se llama grupo de rotaciones de 1R~+2. 

29 
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Definición 4.1 Sm [>k un 81/,/)(;.'qH/,ÓO lIcct01'ia/ Á:-dimensiona/ de lR.7+2
• De­

cimos que pk es lorentziano (n;sp. riemanniano, degenerado) si g-dPk 

tierle 'll7W m,ariea de LOl'cnlz (resp. ricm,<Lllnúw<L, (ügcTlc1'(u/a) . Escogemos 
¡>2 y p :¡ :::) p2 Y e unlL curva r'cgu/1L7' tipo espucio (7·CSp. tipo tiempo) en 
§;¡+ 1 n ([>3 \ P2) , pummclrizadu por longitud de urco. Seu G el subgrtlpo de 

SO( n + 1,1) que deju fijo u p2 punto a p'unto; es decir', 

e = { A E SO( n + 1, 1) I Ax = x, pam toda x E p2 } . 

El conjunto 

M = {yly = Ax, pam toda A E e, x E e } 
es la órbita de e bajo la acción de e. Esta órbita es una hipersuperficie 
tipo espacio (resp. tipo tiempo) de rotación esférica (resp. hiperbóli­
ca, parabólica) en §7+1 genemda por e, siemp7'C que p2 sea lorentziano 

(resp. riemanniano, degenemdo). 

Ahora veremos cómo dar parametrizaciones explícitas de las hipersuper­
ficies de rotación . 

En 1R7+2, sea p3 = {(x, y, O, ... , O,w) Ix, y,w E lR.} Y 

el(u) = (x(u),y(u),O, ... , O,w(u)), 

con u E J = (-E, E), una curva en p3 n §7+1 parametrizada por longitud de 
arco y que satisface 

X2 (u) + l (11) - w2 (11) = 1 (4.1 ) 

y 

(4.2) 

donde E = 1 si el es tipo espacio, y E = -1 si el es de tipo tiempo. 

Sea O'(t l • .. . , tn- I ) = (f.l'I,'" ,O'n ) , con O'i = f.l'i(t l , ••• , tn) , O'i+O'~+"'­
O'~ = -1, \lila pa rarnet rización ortogonal del espacio hiperbóli co unitario. De 
aquÍ sc siguc que 

J(II , . . "t,,_I,11) = (X , y ,WO'I, ... ,WO'n) 

es \Ina pa,rarnetri zación de la hipersuperficie de rotación generada por la curva 
;I:(u) , y(u) y w('u ) a lrededor de p2 en el caso hiperbólico. 
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, ) 2 2 2 A ' Aqul Y_.I( :;;,X = Xo + XI + .. . - X,,+I con 10 = 1. SI , 

()J (' " , -:--) = :r,y,wo¡, ... ,won ) 
(u. 

a J 001 aOn 
~ = (O,O ,w-;-, . .. ,w-;-). 
uij uij uij 

Como o es una parametrización ortogonal, se sigue que 

(aJ aJ) 
9-1 ali' alj 

9-1 (~{ , ~~) = OijW
2 

Un campo normal unitario N está dado por 

N = «y'w - w'y) , (X'w - :I'W') , o(y'x - J;'y)) 

y además se cumplen las igualdades 

0
2 

J ("" ") -;--) 2 = X ,y ,ÜW 
(11, 

a2J ( ,ao) -,- , -= O, O,w-
(húJl j al] 

a
2

J ( a
2

J ) -,-- = o,o,w-- . 
dL/Ji j aliai j 

31 
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De a.quí se sigile que l a~ curvas coordenadas son líneas de curvatura. 
Antes de calcular la,> curvaturas principales ex presaremos x, y en términos 
de w. Usando las ecuaciolles (4.1) y (4.2) po,ra la curva el, omitiendo la 
variable ti, podemos hacer 

I 

X = (w 2 + 1 F <:os c.p (4.3) 

y 
I 

Y = (w1 + 1F senc.p (4.4) 

para una función c.p definida posteriormente. Derivamos (4 .3) y (4.4) Y susti­
tuimos en (4.2), para obtener 

I ! I WW' 
X = - (w2 + 1) 2 sen c.p c.p + I COS c.p 

(w2 + 1)2 

y 
, (2 )! , ww' y = w +1 2COSc.pc.p + I senc.p 

(w2 + 1)2 

Sustituimos estas ecuaciones en la ecuación (4.2) y obtenemos 

[ ]

2 
I ww' 

F; = - (w 2 + 1) 2 sen c.pc.p' + ! cos c.p 
(w2 + 1)2 

[ ]

2 

! , ww' ' 2 
+ (w 2 + 1) 2 cos c.pc.p + ! sen c.p - w 

(w2 + 1) 2 

es decir , 

( ,)2 2 
( 

2 ) 2 '2 ' , WW cos c.p 
é = w + 1 sen c.pc.p - 2ww sen cp cos cpc.p + -"-----'2----'-

w + 1 

( ,)2 2 
( 

2 ) 2'2' , ww sen cp ' 2 + w + 1 cos c.pcp + 2ww sen cpcoscpcp + 2 - v.J 
W + 1 

( 2 )'2 [ 2 2 1 (ww') 
2 
[2 2 1 '2 = W + 1 cp sen cp + cos cp + - , -- cos cp + sen cp - w 

w 2 + 1 

( 2 )'2 (WW,)2 ' 2 
=w +lcp+---w 

w 2 + 1 

(4 .5) 

(4.6) 
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Consecuentemente, 

de donde 

1 

, ± (éW2 + w'2 + é)2 
tp = (w2 + 1) (4.7) 

siempre que éW2 +w,2 +é > O en 1 (cuando éW2 +W,2 +é = O, tp es constant.e). 
Entonces la función tp (u) es de la forma 

1 

fu (éW (t)2 + W' (t)2 + é) ,-
tp ( u) = ± 2 dt. 

o W (t) + 1 
(4 .8) 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el signo es positivo. Así, las 
coordenadas del contorno de la curva el están dadas en términos de W y sus 
derivadas. 

Podemos de esta manera calcular las curvaturas principa les. 
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¡\ lo I<ugo de las Cllr V¡' S coorc!('nac!¡¡.s I i t C i l (' 1110S 

k, = - !:,{;r'y --- y' ;r) 

-- :[( _ (w·2 + J ) i S( ~ rt <.p<.p' + _.-:,,~:', . cos.p ) ((:..;2 + 1) l sell ,p) 
(,"' +1 ) 1 

-( (w 2 + 1) ~ cos <.p'P' + -;.'f'W' í SC ll <.p )(t.:2 + 1 ) ~ cos <.pl 
\w+1)1 

- ~ [- (w2 + 1) sen 2 <.p<.p' + ww' cos <.p sen <.p ( 4.9 ) 
- (w2 + 1) cos2 <.p<.p' - - ww' sen <.p cos <.pl 
~[(W2 + 1)<.p'(cos2 <.p+sen2 <.p)] 

1. [(W2 + 1) «W2+Wr2+<)~l = _ (cw2 +wn+<)~ 
w w2 +1 w 

Para calcular kn , usaremos las ecuaciones (4.3)- (4 .6): 

y' x = [( w 2 + 1) t cos <.p<.p' + wv./! sen <.p] [( w 2 + 1) ~ cos <.p] 
(w 2 + 1) 2 

= (w 2 + 1) cos2 <.p<.p' + ww'sen <.pcos <.p. 

, [ (2 ) ! , ww' 1 xy = - w -t 1 2 sen <.p<.p + ! cos <.p 
(w + 1) 2 

= - (w2 + 1) sen2 <.p<.p' + ww' sen <.p cos <.p . 

Entonces 

y'x - x'y = (w 2 + 1) cos2 <.p<.p' + (w 2 + 1) sen\~<.p' = (w 2 + l)<.p'. 

De la ecuación (4.7) tenemos 

I 

(w 2 + I )<.p' = ( é W
2 + wr1 + e) 2" 

lo que implica que 

, I 2 I 2 12 .!. 
y x-;ry = (t.: +l)<.p =(ew -t-w -t E) 2 ( 4.10) 

Además , 

11 11 _ (' . ')' _ 1, _ 2 , . '2 '" )_~(" ' ')' ") y x - x y - y.1: - .. c y - 2" \ tW -r w + ,. . Leww + ~w w 

I 

(t W2 + W'2 + e» 
E.WW' +w'w l

' é WW' +w'w" 

y':c _ .. .1:'y 
(4.11 ) 
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Si derivamos la ecuación (4.1) .se 9b}ienen las igualdades 

2xx' + 2yy' - 2ww' = 0, xx' + yy' = ww'. 

Derivando nuevamente obtenemos la ecuación 

xx" + (x')2 + yy" + (y')2 = ww" + (W')2 

y si sustituimos (4.2), se tiene 

xx" + YY" + é = WW" 

xx" + YY" = WW" - é 

Ahora derivamos la ecuación (4.2) para obtener 

x'x" + y'Y" = w'w" 

y despejamos x" y y" en el siguiente sistema 

xx" + YY" = WW" - é 

x'x" +.y'y" = w'w" 

De esta forma llegamos a la pareja de igualdades 

y ohtellemos 

lo que implica que 

y'(WW" - é) - yw'w" 
x" = =--'--------"---'=--­

xy' - x'y 

" xw'w" - x(ww" - é) 
Y = 

xy' - x'y 

y'2(WW" - é) - yy'w'w" 
x" y' = "---'-----'-------=.-"--­

xy'- x'y 

xx'W'W" - X'2(ww" - é) 
y"x' = ---------''------~ 

xV' - x'y 

'" '" éWW" - éW'2 - I 
xy-yx= 

XV' - x'y 

35 

(4.12) 



36 4.1. DEFINICIÓN y PARAMETRIZACIONES 

Por ot.ro lado, sahelllos que 

k ( N ) [ 1/(' ') '( 1/ 1/) (1/' 1/ ')] - 'n = -E ,'r"" = E -W X y - y x + W x y - y XI + W y x -:¡; y . 

Sustituimos (4.10), (4.11) Y (4.12) en esta ecuación y obtenemos: 

[ 
'( , + ' 1/) 

k 1/( , ') W EWW W W 
n=E W yx-xy-

y'x - x'y 

[ 

EWI/ + W ] wl/ + EW 

= E y'x - x'y = (EW2 + W,2 + E)t· 

_ W(EWWI/ _. EW,2 - 1)] 
y'x - x'y 

Consecuentemente, las curvaturas principales para la hipersuperficie ge­
nerada por la curva el son 

1 

(EW2 + W,2 + E)2 
Ek¡ = -'--------'-­

W 

WI/+ EW 
Ekn = -----.:..--~1 , 

(EW2 + w'2 + E)2 

(4.13) 

donde i = 1,2, .. . , n - 1, E = 1 si la hipersuperficie es de tipo espacio, 
mientras que E = -1 si es de tipo tiempo. 

Observemos que estas fórmulas son válidas para: 

El conjunto de parejas (w,w') con W ~ O Y w,2 ~ -EW2 - E es conocido 
como "región relevante". 

Una de las diversas generalizaciones de la curvatura media es la r-ésima 
curvatura media H r , que describimos a continuación; en esta parte desa­
rrollaremos una técnica de estudio de las hipersuperficies con Hr constante 
y más adelante regresaremos al caso particular T = 1 para hacer un análi sis 
breve sobre los puntos críticos de la primera integral de una función Gr que 
corresponderá.n a los ll amados cil indros hiperbólicos definidos por Mont.iel ell 
[20]. 

Ut.ilizando las ecuaciones (1.1) Y (4.1 :3), obtenemos la fórmula para la 
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¡--ésirna curvat.ura. media: 

De esta manera se sigue que 

éW" +W 

1 

(éw 2 + W '2 + 10 » 

y entonces, 

, ,.--2 

n 11 rWr = (n - 1·) (éW
2 + W '2 + lo ) > + ¡- (éW

2 + W '2 + lo) ,- W (éW" + W) (4.14) 

Multiplicarnos por w,,-r-I (~stá última ecuación, obt.eniendo 

, 
11 n-I ( ) (2 12 )" n - r - I n rW = TI - 1" éW + W + lO W 

, --2 

+ ( 2 12+)'- n - r(" ) r EW + W E W éW + W 
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Lllego entollces, 

(n - 1°) (éw2 + w,2 + t: )~ w,,-r-I 

+ r (éW2 + w'2 + é)5 --1 W,,-r(éW" + w) - nlfrw"'-\ = O 

Esta ecuación diferencial puede ser escrita en la siguiente forma 

d [w,,-r (t:w2 + W'2 + t:)t] 
H ,,-\ O 

dw - n r W = 

la cual se integra con respecto a w, suponiendo que Hr es constante: 

w,,-r (t:w2 + W,2 + é) ~ - Hrwn = e 
Hacemos 

( 4.15) 

Se puede decir que la ecuación (4.15) es una primera integral de (4.14). 
Dada una solución w, la pareja (w,w') nos describe las curvas de nivel de la 
función: 

Gr(u, v) = un- r(t:u2 + 1)2 + t:)~ - Hrur 

con u > O Y éU
2 + v 2 + é ~ O. 

De esto, podemos enunciar el siguiente resultado. 

Lema 4.2 El conjunto de parejas ordenadas (w, w'), donde w es una solu­
ción de (4-14), son las componentes conexas de las curvas de nivel de Gr 

contenidas en la región relevante. 

Una hipersuperficie correspondiente a una solución constante de la ecuación 
(4.14) se llama cilindro. 

Para el caso particular n > r = 1 tenemos que H. = H es la curvatura 
media. La ecuación (4.15) toma la forma 

(4.16) 

Analizamos las curvas de nivel de G I y é = 1. Es evidente que G I = O en 
los puntos del eje w', y si If ~ O, tamhién en los puntos de la cónica 
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Pa.ra obt.ener los puntos crít.icos de G I calculamos 

!)'=w- I -lh.;+(n-I) (w +w +1)2-Hw de 1 11 2 [w2 , ('l 12 ! )] 

uw (w 2 +W12 + 1)1 

iJG I 
n-I [ w

l 1 
aw l = w (w2 + w12 + 1) k . 

Cuando w = O, los puntos críticos están en el eje wl
• Cuando wl = O, los 

puntos críticos satisfacen la ecuación 

I 

w2 _ nHw (w2 + 1)2 + (n -1)(w2 + 1) = O (4.17) 

Como w 2 > O, podemos escribir senh(t) = w y sustituyendo en la ecuación 
(4.17) obtenemos 

senh2
( t) - nH senh(t) cosh( t) + (n - 1) cosh2

( t) = O 

Si dividimos entre senh2 (t), tenemos la relación 

1 - nhcoth(t) + (n -1)coth2(t) = O 

Resolviendo esta ecuación para coth(t) se tiene que 

( ) 
_ nH ± yln2H2 - 4(n - 1) 

coth t - () 2n-l 

De la igualdad csch2 (t) = coth2 (t) -1 y dela relación última se sigue que 

[
nH ± yln2H2 - 4(n _1)]2 -1 

2(n - 1) 

(nH±yln2H2-4(n-l)r -4(n-I)2 

4(n-l)2 

o en forma equivalente, 

(nH ± yln2H2 - 4(n -1)f -4(n - 1)2 

4(n-l)2 
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es decir , 

2(n - 1) 
W = sellh(t) = ---;=====~==~====== 

[GH ± Jn2H2 - 4(n -- I)f - 4(n - 1)2 

Para el caso n2 H 2 - 4 (n -1) = O o H = 21fT, obtenemos un único 
punto crítico, cuya primera coordenada denotaremos por Wo. Esto es, 

2 n-l 
wo =--

2-n 

Para 2? < H < 1 tenemos dos puntos críticos cuyas primeras coorde­
nadas denotaremos por Wo, W¡. Podemos suponer sin pérdida de generalidad 
que Wo < W¡. 

Finalmente si H ~ 1 tenemos solamente un punto crítico cuya primera 
coordenada denotaremos también por Wo. 

Tenemos las siguientes propiedades para Wo y W¡, como funciones de H. 

1. w5 y w; --+ ;=~ cuando H --+ 2?+, lo cual se mostró anterior­
mente. 

2. W¡ es una función creciente de H si H --+ 1 +, ya que 

2(n - 1) 
w) --+ -¡~==~~==~====~~======~ 

H-t)+ J(n ± Jn2 - 4(n - 1))2 - 4(n - 1)2 

2(n - 1) 

J(n ± vn2 - 4n + 4)2 - 4(n - 1)2 

2(n - 1) 

J(n ± J(n - 2)2)2 -- 4(n - 1 F 
2(n - 1) 

J(n ± (n - 2))2 - 4(n - 1)2 

Si tomamos el signo (+) en la lÍltima expresión, vemos que W¡ -+ oo. 

Por otro lado, si 1 < 11 < 2, w) -+ ~, tomamos el signo (-) y 
yn(2-n) 

TI = 2, tenemos que w) -+ oo . 
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a. W() es una función decreciente de lJ y Wu ---t 1 + cuando 11 ---t oo. 

4. Wo < W¡ < W2 siempre que estús valores estén definidos; aquÍ W2 es 
la intersección de la curva de Il i vd-cero de G 1 con el eje W y satisface 
(I-Jl 2

)W2=1. 

Los puntos críticos aquí obtenidos corresponden a los llamados cilindros 
hiperbólicos (ver, por ejemplo, Montiel [20]). Notamos que estos cilindros 

hiperbólicos son no umbílicos y que el valor especial JI = 2ifFI es pre­
cisamente el valor a partir de! cual una hipersuperficie puede dejar de ser 
umbílica, como afirma e! siguen te resultado. 

Teorema 4.3 (Akutagawa [lJ) Sea Mn una hip~rsuperficie completa, tipo -
espacio y con curvatura media constante H en §~+1 e 1R~+2. Si se cumple 
que 

1. H 2 :S 1 pam n = 2, 

2 H 2 < 4(n-J) > 3 
• _ n 2 para n _ , 

entonces M es totalmente umbílica. 

En resumen: 

Caso hiperbólico para r = 1 Y curvatura media constante 

Ecuación de la primera integral 

Ecuación de los puntos críticos 

W
2 + (n - 1) (w2 + 1) - nJlJw.JJ+l = O 

Si G(w,w') = O Y w #- O, entonces: 
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Resol viendo esta ('cuación 

W '2 = -1 + (1/ 2 
- l)w2 

W '2 
2 1 

=w -
(H2_ 1) (/1 2-1) 

dw = (H2 _ 1) du 
'¡w2 

- H21_1 

W I 

cosh- I 
--'1""--- = (H2 -1)2 u , 
(H2_1)' 

lo que implica que 

1 [ 1 ] W = Vfl2=T cosh (H2 
- 1) 2 U 

[f2 -1 

con soluciones existentes para H > 1. 

4.2. Superficies de rotación hiperbólica y tipo 
espacIo 

En esta sección damos una clasificación de las superficies de rotación 
hiperbólicas tipo espacio con curvatura media constante no nula en §~. 

Sea 1R~+2 el espacio de Minkowski de dimensión n + 2 con la base natural 
e¡, ... , en+2 cuya métrica { , ) está dada por 

n+ 1 

(x, y) = L XiYi - Xn+2Yn+2, 
t=l 

donde X,Y E 1R~+2, x = (xJ, . .. , Xn+2), y = (Y¡" ", Yn+2)' El espacio de 
De Sitter (n + 1 )-dimensiona l §~+I está definido por 

§~+¡ = {:c E lR.~+21 (x, .x ) = I} 

Por lo que vimos en el capítulo anterior §~+J es una hipersuperficie semi­
riemanniana completa, simplemente conexa con curvatura seccional constante 
1 en lR.~+2. 
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Una superficie de rotación hiperbólica en el espac Io :3-dimensional de 
De Sitter S~ obtenida por la rotación de la curva 

el (x( u), y(u), O,w( u)) 

está dada mediante 

MI : r(u , v) = (x(u),y(u),w(u) senh(v),w(u) cosh(v», 

con u E J, v E IR. Este tipo de rotación de IR1 fija un plano tipo espacio, en 
este caso, el plano xy. 

La primera forma fundamental de MI es édu2 + w(u)2dv2. Cuando é = 1, 
la superficie es tipo espacio, cuando é = -1, la superficie es tipo tiempo. 

Sea 

NI(u, v) = (y'(u)w(u) - w'(u)y(u),x'(u)w(u) - w'(u)x(u), 

(y'( u )x( u) - x'( u )y( u» senh( v), (y'( u )x( u) - x'( u )y( u)) cosh( v» 

el campo vectorial normal unitario de MI en Si. 
Entonces para la superficie MI se debe cumplir 

(N" ru) = (NI, rv) = (NI, r) = O, 

(N" NI) = - é. 

Realizaremos el cálculo de (N" NI) ' Las otras igualdades se verifican de 
la misma forma (omitiremos u, para facilitar el cálculo): 

(NI, NI) = (y'w - w'y)2 + (w'x - XW')2 

+(y'x - x'y)2senh2(v) + (y'x - x'y)2cosh2(V) 

(y'w _w'y)2 + (w'x - xw')2 - (y' x - x'y)2 

W2(é + W'2) + w'2(l + w2) - 2viw,2 - (EW2 + W'2 + c) 

-é 

De las ecuaciones (4.13) obtenemos 

es decir, 
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Sin pérdida de generalidad , supouemos que l<.{u) > O. Cuando w(u) =1= d e, 

tomamos w(u)2 = n(u) - !, y sustituimos en la ecuación anterior. Como 
e/ = 2ww' y u" = 2ww" + 2w,2, obtenemos: 

1 

c/' + 4éa = -2H (4éa 2 
.- E + a'2) 2 

Como w( u) =1= cte., entonces a =1- O. De aquí obtenemos: 

a" +4éa ------..,.. = -2H 
(4m2 - é + a'2)~ 

Integrando con respecto a a, 

(a
f2 + 4éa2 

- é)~ = -2Ha + a, con a - 2Ha > O, 

donde a es la constante de integración. Simplificando esta expresión se obtiene 

Resolvemos la ecuación (4.18) por casos. 
Caso 1 (tipo espacio). Como é = 1, (4 .18) se transforma en 

a f2 = a 2 - 4Haa + 4(H 2 
- 1)0'2 + 1. 

Ahora consideramos los subcasos respecto al valor de H. 

1. Si H2 = 1, entonces la ecuación (4.19) se reduce a 

0"2 = -aHa + a 2 + 1 

Resolviendo esta ecuación para a =1= O, se obt iene 

Por lo tanto, tenemos 

a(u) = { S I a = O, 
S I a =1= O. 

(4.18) 

(4.19) 

(4 .20) 

Para las soluciones posteriores, tomaremos la constallte de integración 
igual a cero. 
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2. Cuando 11 2 > 1, resolvernos la ecuación 

y obtenemos como solución 

_ Ha y'a2 -(H2-1) 2 
a(l¿) - 2(H2 -1) + 2(H2 -1) cosh(2JH2=lu), 

para a 2 > H 2 - l. 

Análogamente, se muestra que si a 2 < H 2 
- 1, entonces 

_ Ha y'H2-(1+a2) 2 
a(u) - 2(H2 -1) + 2(H2 -1) senh(2JH2=lu) 

Si a 2 = H 2 
- 1, entonces la ecuación (4.18) toma la forma 

y al resolver obtenemos 

() H 2au 
a u = - + e 

2a 

Cuando H 2 > 1 resolvemos la ecuación (4.17), obteniendo 

0'2 4(H2 -1)a2 -4/1aa+a2+1 
a(u) l/a + v'a2 -1±1I2 (2 ~ ) 

2(H2_ 1) 2(l/2_1) sen VI - n-u 

siempre que a 2 > H 2 - l. 
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Caso 2 (tipo tiempo). Como é = -1, entonces la ecuación (4.18) toma 
la forma 

cP = 4(H 2 + 1)a2 
- 4Haa + a 2 

- 1 

Resolviendo esta ecuación para a 2 > H 2 + j se tiene 

/-la Va2 - (lf2 + 1) ~ 
a(u) = 2(H2 + 1) + 2(/-12 + 1) senh(2v /-12 + lu) 
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Similarmente, para a 2 < /-12 + 1 obtenemos 

Ha J/-I2+I - a2 -

ü(lI) = 2(1-12 + 1) + 2(JJ2 + 1) cosh(2~+ lu) 

Por último, si a2 = 1-1 2 + 1 entonces (4 .18) se transforma en la relación 

y resolviendo esta ecuación, llegarnos a 

() H 2au 
au =-+e 

2a 

Resumiendo lo anterior podemos concluir el siguiente resultado. 

Teorema 4.4 (Véase [18].) En el espacio de De Sitter 3-dimensional Sr, 

1. Una superficie de rotación hiperbólica · de tipo espacio es congruente a 
alguna de las siguientes superficies. 

a) r(u,v) = (asen(u),acos(u),bsenh(v) , bcosh(v)), 

donde u E [0,27f], V E lR ya, b son constantes reales. 

b) r(u,v) = (x(u),y(u),w(u)senh(v),w(u)cosh(v)), 

donde u E J, v E lR Y 

x(u) = (W(U)2 + 1)& COSI.p (u), 
2 1 

y(u) = (w(u) + l)2 senl.p(u) , 

C01/. 

1" (W(t) 2 + w'(t)2 + 1)& 
cp(u) = u (w(t)2 + 1) dt. 

La función. w( 11) tiene In siguiente cxprcsión. dependiendo de a y 
11 : 

I 

2) ( 
a ll J a2

- (lf2-l) _1 (2 ~/2 -) 1) '2 
2(112 - 1) + 2(112-1) COS 1 V 1/- - 11l - '2 ' 

si a 2 > 1f2 - 1 > O. 
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I 

) (
aH v'II L I-a2 . h(2 ~2 ·1) 1) '2 ."J 2(112-1) + 2(112_1) sen vn- - iU - 2" ' 

si O < a2 < /[2 - l. 
I 

1) (aH v'a2+1 11 2 , (2 l}Tr?[f2) 1) '2 
-'1 2(112-1) + 2(H2-1) sen VI - n-u - 2" ' 

si H 2 
- 1 < O. 

2. Una superficie de rotación hiperbólica de tipo tiempo es congruente a 
la superficie 

4.3. 

r(u , v) = (x(u),y(u),w(u) senh(v),w(u) cosh(v)), 

donde u El, v E R, Y 

con 

x(u) = (w(U)2 + l)t cos<p(u) 

y(u) = (w(u? + l)t sen <p(u), 

_ ["(-w(t?+w'(t)2-1)t 
<p(u) - Jo (w(t)2 + 1) dt. 

La función w( u) tiene la siguiente expresión dependiendo de a y H: 

I 

(
aH y'a2_(H2+1) ~ 1) '2 

2(H2+1) + 2(H2tl) senh(2v H2 + 1u) - 2" ' 
I 

( .ti. + e 2au _ !) '2 
2a 2 ' 1 

(
aH v'H2+1 a2 h(2 ~2 1) 1) '2 

2(H2+1) + 2(H2+1) COS V n- + lU - 2" ' 

a2 = H 2 + 1, 

a2 < H 2 + 1. 

Superficies de rotación hiperbólica y tipo 
tiempo 

La superficie 

M 2 : r(u , v) = (x(u) , y(u),w(u) cosh(v) ,w(u)senh(v)) , u E 1, v E lR 

es por defini ción la superficie de rotación hiperbólica en §~ obtenida por la 
rotación de la curva C2(u): C2 (U) = (x(u),y(u),w(u),O), u E l . Dado que el 
análisis de estas superficies es análogo al de la sección anterior, hacemos sólo 
un breve resumen. 
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La primera fOrITld fundamental de M2 es du 2 _. w( U )2<11,2 Y es siempre de 
tipo ticmpo. Sca 

N2(u , v) = (y'(u)w(u) - w'(u)y(u),w'(u)x(u) _ .. x'(u)w(u), 

(x'(tt)y(u) - y'(u)x(u)) cosh(v), (x'(u)y(u) - y'(u)x(u)) senh(v)) 

el campo vectorial normal unitario de M2 en §~ . 
Entonces, para la superficie M2 se deben cumplir las relaciones 

(N2 , ru) = (N2 , rv) = (N2 , r ) = O, 

(N2 , N2 ) = 1 

En este caso las superficies tienen curvatura media constante H -::J: O si y 
sólo si se tienen las siguientes relaciones sobre el intervalo 1: 

y además, 

X(U)2 + Y(U)2 + w(U)2 = 1 

X'(U)2 + y'(U)2 + w'(u)2 = 1 

(4.21 ) 

(4.22) 

2Hw = W2(X"Y' - y"X') - WW'(X"y - y"X) + (ww" -1)(x'y - y'x) (4.23) 

Ahora resolvemos dichas ecuaciones. Para la ecuación (4.21) proponemos 
las soluciones 

donde Iw(u)1 < 1. 

{ 
x(u) = (1 - w(u)2)t cosep(u) 
y(u) = (1 - W(U)2)~ sen ep(u) 

( 4.24) 

Derivarnos las ecuaciones (4.24) y sustituimos en la ecuación (4.22), obte­
niendo 

{ 

x'(u .) = _(l - w2)tsellepep'-~cosep 
(J-w2 )1 

y'(u) = (! - w2)&cosepep'- ~sellep 
(l-w2 )1 

Mediante cálculos directos, despejamos ep' y obtenemos 

(4.25) 

Suponiendo que l - w2 _w'2 > O sobre el intervalo J (cuando) _w2 _W,2 = 
O, entonces cp es constante). 
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Así, la función 'P( 1l) es de la forma 

¡U (1 -W(l)2 -W'(l)2)~ 
'PCu) = ± dl 

() 1 - w(l) 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el signo es positivo. Ahora 
calculamos las curvaturas principales: 

k • 

donde i = 1,2, . .. , n - 1, con la condición W,2 :S 1 - w2. 

De las ecuaciones (4.24) y (4.25) podemos obtener 

, , (1 2)' (1 2 12)! xy-yx=- -w 'P =- -w -w 2 

'+ ' " 11 11 (' ')' ww w w xy-yx= xy-yx =-
x'y - y'x 

( 4.26) 

(4.27) 

Derivamos las igualdades (4.21) Y (4.22) Y tenemos el sistema de ecua­
ciones diferenciales 

xx' + yy' = -ww' 

xx" + yy" = -ww" - 1 

x'x" + y'y" = -w'w" 

de donde despejamos x" y y" para obtener 

( , ')" '( " 1) ,,, x y - y x x = y ww + - yw w 

(x'y - y'x)y" = -x'(ww" + 1) + xw'w" 

De esta ecuaciones se deduce la relación 

", ", 1 + ww" - w'2 
xy-yx=-

xy' - x'y 

1 + ww" - W,2 

x'y - y'x 
(4.28) 

Si sustituimos las ecuaciones (4.26), (4.27) Y (4.28) en (4.2:3) oht.enelllos 

" '2 2w2 1 211 (1 2 '2)1. WW +w + - = - . w -w - w 2 (4 .29) 
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Sin púdida de generalidad, podemos suponer que w(u) > O. Si w(u) Wl 

es constante, hacemos el cambio de variable o(u) = w 2 
- i y entonces (4.29) 

se convierte en la ecuaciólI 

( 4.30) 

ya que 0
1 = 2wwl Y o" = 2w12 + 2ww". En virtud de que w( u) =f. cte. y o =f. O, 

tenemos de la ecuación (4.30) que 

(1 - 402 
- 0/2)t = 2Ho + a con 2Ho + a> 0, (4 .31) 

donde a es la constante de integración. 
Al resolver la ecuación anterior llegamos a que 

aH JH2 + l-a2 
o(u) = - 2(H2 + 1) + 2(H2 + 1) sen(2JH2 + lu) , ( 4.32) 

donde tomamos la constante de integración como cero. 
De todo lo anterior podemos concluir el resultado siguiente. 

Teorema 4.5 En el espacio 3-dimensional de De Sitter Sr, la superficie de 
rotación hiperbólica obtenida al girar la curva e2 es tipo tiempo y congruente 
con alguna de las siguientes superficies. (Véas e [lB].) 

1. r(u,v) = (asen(u),acos(u),bcosh(v),bsenh(v)), donde a y b son cons­
tantes, u E [0,2JT], V E IR. 

2. r(u,v) = (x(u),y(u),w(u)cosh(v),w(u)senh(v)), donde u E l,v E IR. 
Además, 

x(u) 

Y(11) 

ep(u) 

(1 - W(1l)2)t cosep(u) 

(1 - w( u )2)t sen ep( 11) 

r -O...(l_-_w-,-(:....:t ),-2 -;--:W-;:-,I (,--,t )-'.2 )_t dt 
./0 1 - w(t)2 

1 

(
aH JH2+I -a2 1)' 

w(u) = -2(H2+1)+ 2(1-12+1) sen(2v'7fT+lu)+2 

dond(: a y H son constantes y a2 < 1-12 + l. 



Capítulo 5 

Estabilidad 

En este último capítulo estudiamos las fórmulas para la primera y segunda 
variación del área, así como la definición de estabilidad. Además estudiare­
mos algunas características de las hipersuperficies tipo espacio con curvatura 
media constante relacionadas con estos conceptos. 

5.1. Primera variación del área 

Sea x : Mn -+ Ñ/n+l una inmersión tipo espacio, donde M es una varie­
dad conexa, compacta con frontera 8M (posiblemente vacía) y Ñ/n+l es una 
variedad de Lorentz. 

Definición 5.1 X: M x (-t,t) -+ Ñ/ es una variación de x si: 

2. X t : M -+ M tE (·- e, e), definida por p >--t X(p, t) , es una inmersión 
tipo espacio. 

s. Xo = :r o 

Definición 5.2 IAI función de área de la inmersión A ( - ( , c) -+ lR 
esl.á dada Jlor 

A(t) = { dM t , 

.1M 

51 
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donde dM¡ (é.~ el elemento de volumen de M en la marica inducida por X, . 
La función de volumen V : (-(, () -t JR está dada pOl' 

V(i) = r X·dM. 
lMx[o,t] 

Para cada p E M , consideremos la curva X p : 1 -t M, t H X(p, t) . 

El campo w(p) = (~) es el campo variacional de X . Denotemos f = 
It=o 

- (w, N) , donde N es el campo normal de la variedad M . Entonces tenernos 

w = f N + campo tangencial. 

Lema 5.3 Con las definiciones y notaciones anteriores, tenernos: 

1. ~~(O) = - JMnHf dM, 

2. ~~ (O) = - JM f dM, 

donde H es la curvatura media de la inmersión x . 

Demostración. 

1. Tenernos inicialmente la igualdad 

dA(t) = !!:.- (1 dM) = 1 !!:.- (dM) . 
di dt t dt t M M . 

Mostraremos que 

d . 
- (dM,) 11=0 = - n (H N , W) + dlv W, 
di 

donde 11 N es el vector de curvatura media. 

Fijemos p E M Y consideremos un marco móvil e] , 00' en en x( Up ), donde 
Up es una vecindad del punt.o p E M , tal que 

a) e l , 00' en son ort.onormales en la métrica inducida. por x; 
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Ddillamos .lJij(l) == (dX, (c¡) , dX I (Cj)) y consideremos 8) . O2, .. . ,O" las 
respectivas ¡-form as duales de e ), . .. ,en' 

Se ticne quc 

dM, == det,(y¡j (t)) 01 1\ ... 1\ O" == Vdet(9¡j(t)) dM. 

Luego, 

d lId 
dt (dM¡)lt=o == 2 Jdet (gij(t)) dt (detgij(t)) dMt!t=o 

lId 
2 -.¡r.d=:=etT(g=¡j ~(O~)) dt ( det (gij ( t ))) I t=od M 

Por hipótesis, 9i;(0) == (dx(e¡),dx( ej )) = Óij. Entonces det(9¡j(0)) == 1 

Y 

d lId I -(dM¡) == - - (g¡j(t)) dM 
dt t=o 2 dt t=o 

Usando el lema 2.18, tenemos 

d I Id 1 n I -(dM¡) == --d (det(g¡j(t)))lt=odM == - Lgkk(O)dM. 
dt t=o 2 t 2 k=1 

Sean el , ... ,en levantamientos de el, .. . , en en Up x l e M x l. Entonces 
[ft, ek] == O para k == 1, ... , n. Denotemos por w, e., ... , en las imágenes 
dadas por la aplicación dX de los campos ft, el , ... ,en' Entonces 

Por otro lado, 
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Consecuentemente, 

y por lo tanto, 

1 n n n _ 

2" Lg~k(O) = L Ck (w, Ck) - L (w, (De.Ck)x(p)) 
k=l k=l k=l 

= ~ ek (w, ek) - (w, ~(De.ek)x(p)). 

Como 0= (De.ek)p = (De.ek)~(p)' se sigue que De.Ck = (De. Ck)N. Por 
lo tanto, 

1 n n 

2" L g~k(O) = L ek (w , ek) - (w, nH N) . 
k=l k=l 

De esta manera, 

Por lo tanto, 

~I = - { (nHN,w}dM + { divwdM 
t 1=0 1M 1M 

= - { (nH N,w}dM + { (w,N ) dI]", 
1M IBM 

donde N es el vector normal unitario de aM en la orient.ación inducida 
y dI]" es el elemento de volumen de aMo 

Como Wl8M == O, la segunda parte de la ecuación se anu la y tenemos 
que 

~~ 11=0 = -.L (nll N , w) dM. 
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Adcrnás, por la. ecua.ción (2.6) se tiene 

Entonces, 

1 ~ - ).1 - L (De,e; 
n . 

1=1 

dAI 
di t=O 

-L (nHN,w}dM = 1M (nHN,w}dM 

L nH(N,w}dM = - 1M nHfdM. 
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2. Fijamos un punto p E M Y escogemos un marco móvil orto normal adap­
tado, orientado positivamente, e¡, . .. , en, en+¡ = N en x(p). Entonces 
X*(dM) = a(p,i)dM "di, donde 

a(p,i) = (X*dM)(e¡, ... ,en,:J 

.- dM (dXt(e¡), ... ,dXt(en), ~:) . 

Tenemos entonces 

a(p,O) dM (dx( e¡), ... ,dx( en), w) 

dM(dx( e¡), . .. ,dx( en), f N + componente tangencial) 

dM(dx( el), ... , dx(xn), J N) 

+dM(dx(e¡), .. . ,dx(en),comp. tangencial) 

J dM (dx( el) , .. . , dx(cn ), N) 

JdM(e¡ , ... , en ) = f. 
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Como es válida li! cadena d(~ iguaJdades 

dV d l -1-(1) = -1 a(p, T)dM 1\ dT 
el l t . MX[O,t] 

= :t {1M (1/ 
a(p,T)dT) dM} 

= 1M (:1 11 

a(p, T)dT) dM 

= 1M a(p, t) dM, 

se sigue que ~~ (O) = 1M f dM .• 

Definición 5.4 Una variación es normal si w es paralelo a N. La variación 
preserva volumen si V(t) = V(O) = O, para todo t. 

Lema 5.5 Dada una función diferenciable f : M -+ IR con fl8M = O Y 
1M f dM = O, existe una variación normal que preserva volumen cuyo campo 
variacional es f N. 

Demostración. Sea <jJ : (-e, e) x M -+ lR. una función diferenciable tal 
que <jJ(O,p) = O Y <jJ18M = O. Definamos 

X : (-(,e) x M -+ M, (t,p) >----t expx(p) <jJ(t,p)N. 

Afirmamos que X es una variación normal con (8a~)t=o = (~~)I=O N . 
La diferenciabilidad de X es consecuencia de la diferenciabilidad de las 

func)ones p >----t x(p), P >----t N(x(p)), (t,p) >----t <jJ(t,p), ya que X es com­
posición de todas ellas en conjunto con la exponencial, la cual también es 
diferenciable. Tenemos por un lado que 

XO(p) = X(O,p) = expx(p) <jJ(O,p)N = expx(p) a = x(p). 

y si pE DM, entonces 

X,(p) = expx(p) <jJ(t,p)N = expx(p) a = .r(p). 

Consecuentemente, (Xd laM = ·1:laM. 
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Es claro que XI es inmersión y además , 

( DX) ( (ü<!» ) (Jl 1=0 = d( ex !>,,(p) )4>(t ,p)N (Jl N I.=U 

(
D<!» ((J<!» 

= d(exPx(p))<t (Jl t=oN= (Ji t=oN. 

Mostraremos ahora que <!> puede ser escogida para satisfacer las hipótesis 
del lema. 

Calculemos entonces la función volumen V(t) relativa a la variación X . 
Observemos que X = e o t/;, donde 

t/;: (-t:,t:) x M -i IR. x M, (t,p) t---t (<!>(t,p),p) 

y 

e: IR. x M -i M, (u,p) t---t expx(p) Nx(p). 

Si denotamos E( u,p) = det(de(p, u)), entonces 

V(t) = [ X·dM = [ t/;·e·dM. 
J[O,tJxM J[O,tlxM 

Por definición, (e o t/;)* dM es una (n + l)-forma diferencial definida en 
(-(, ( ) x M mediante 

[( e o t/;)* dM](t,p) (V., ... , vn+¡) 

= dM X(t,p) (de(4>(t,p),p)dt/;(t,p)VI, ... , de(4)(t,p),p)dt/;(t ,p)Vn+l) 
= det( de(4)(t ,p),p)) det( #(t ,p))( dM 1\ dt)( V., ... , vn+¡) 

o, de otra forma, 

(e o t/; r dM(t, p) = det( de(4)(t,p),p )) det( dt/;(t ,p))dM 1\ dt. 

Por otro lado, 

( f!.P. *) d¡f;(t ,p) = 'O I 
(t ,p) 

Luego, det(dt/;(t ,p)) = ~~ (t , p). Además, 

V(t) = [ E(<!>(t,p),p)~<!>(t,p)dM I\dt 
J[O ,tlxM (A 

= 1M (1 t 

E(<!>(t,P) , P)~~(l,P)dt) dM. 
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Ahora conside ramos el problema de Callchy 

o</> f(p) 
a¡(t , p) =E( </>(t , p),p)' 

</>(O,p) = O. 

Tenemos que 

puesto que eXPx(pl es un difeomorfismo local. 
Luego, el problema de Cauchy está bien definido y por el teorema de 

existencia y unicidad de las EDP, tiene una solución única </>. 
Sustituimos </> en V(t) = fM (I~ E~dt) dM, Y tenemos 

V(t) = L (l t 

Ef~) dt) dM 

= L (l t 

f(P)dt) dM 

= L f(p)tdM = t 1M f(p)dM = t· O = O 

para todo t E (-(, (). Por lo tanto, X preserva volumen y además, 

8X { 8</>} a¡(O,p) = [dexpx(p¡] <I>(I ,p)Nx(p) a¡(t,p)Nx(p) 1=0 

= [dcxpx(p)] O ~~(O,p)Nx(p) = ~~(O , p)N 
= JJJ!L N. 

E(O,p) 

Como E(O,p) = det.(dc(o,p)) = 1, tenemos aa~ (O , p) = f(p)N Y por lo 
tanto X es normal. 

De la hipótesis fl8M = O, se sigue que ~~(t , p) = O, para todo p E o .M. 
Luego </>( l , ]l) es constant.e en relación a. t. Por la condición inicial <1>(0, p) = 0, 
se tiene </>(t,p) = O, para todo p E ()M .Y para. todo t E (-(, () . Esto concluye 
la demostración. _ 
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Pan. \lna variacióll dada X de una inmersión :1' : Mn ~ JWn+l, denot.emos 

lIu = A~O) i HdM, 

donde A(O) = A. 
Definamos el siguiente operador: J : (-(, () ~ IR, dado por 

t I----t J(t) = A(t) + nHoV(t) = A(t) + n~g/ 1M HdM. 

Proposición 5.6 Sea x : Mn ~ Iftn+l una inmersión tipo espacio. Entonces 
son equivalentes: 

1. x tiene curvatura media constante igual a Ho; 

2. Para cualquier variación X de x que preserva volumen tenemos que 
A'(O) = O. 

3. Para cualquier variación X de x, J'(O) = O. 

Demostración. 1 => 3) Derivando J(t) , tenemos que 

J'(t) = A'(t) + nHoV'(t). 

Al evaluar en t = O Y usar el Lema 5.3, tenemos 

J'(O) = A'(O) + nHo V'(O) = - 1M nH fdM + nHo 1M f dM 

Como por hipótesis H == Ho, tenemos 

J'(O) = - { nHofdM + nHo ( fdM = O 1M 1M 
3 => 2 ) Sea X una variación de x que preserva volumen; es decir, V(t) == 

V(O). Entonces, V'(t) == O. 
Además, por hipótesis , .}'(O) = O. Luego, 

J'(O) = A'(O) + nHoV'(O) = A'(O) = O 
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2 => 1} Supongamos, por contradicción, que existe algún punto p E 
M donde (H - 110 ) (p) = H (p) - 110 # o. Podemos suponer además que 
(/-1 - Ho) (p) > O. Afirmamos que fM(/-1 - Ho)dM = O. En efecto, 

I)H - Ho)dM = L [H - A-1(0) L HdM] dM 

= 1M HdM - 1M (A-1(0) L HdM) dM 

= L HdM - (A-1(0) L HdM) L dM 

= 1M HdM - A-1(0) [1M HdM] A(O) = O. 

Consideremos ahora los conjuntos: 

D+ = {q E M; (H - Ho)(q) > O}, D- = {q E M;(H - Ho)(q) < O}. 

Como H - Ho : M ~ IR es continua y (H - Ho)(p) > O, entonces existe 
una vecindad V" de p tal que (H - Ho)lv" es estrictamente positiva. Por 
otro lado, como fM(H - Ho)dM = O, entonces existe alguna vecindad V¡; de 
algún otro punto ¡; de M, donde (H - Ho) Iv¡; < O. Como M es compacto, 
entonces podemos tomar funciones </> no negativas con soporte sop( </>} e 
V" e D+ \ aM, cuyo producto por H - Ho sea tal que f M </>(H - Ho} dM 
asuma un valor positivo arbitrario. Análogamente, tenemos una fun ción ¡/J 
no negativa con soporte sop( ¡/J) e V¡; e D- \ aM tal que fM ¡/J (H - Ha) dM 
asume un valor negativo arbitrario. Entonces existen fun ciones </> y ¡/J no 
negativas y diferenciables por partes tales que p Esop( </» e D+ ; sop( ¡/J ) e f) ­

y fM(</>+ ¡/J )(H -Ho)dM = O. 
Denotemos f = (</>+ ¡/J) (H - Ho). Si q E aM, entonces 

f(q) = (</>(q) + ¡/J (q)) (H (q) - Ho (q)) = O(H(q) - Ho{q)) = O. 

Por lo tanto, el lema anterior indica que existe una variación normal 
que preserva volumen, cuyo vector variacional es f N. Por hipótesis, A'(O) = 
- fMnHfdM = O para tal variación. Como fMfdM = O, t.enemos que 
.f~ Hof dM = o. Luego entonces 

0= L f(H - Ho)dM = L (</> + VJ )(H - /-Io)2dM > o. 

Esto es una contradicción. De esta manera, H = Ho en M . • 
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5.2. Segunda variación del área 

Ahora calcularnos la segunda variaciólI de J = A(t) + nJloV(t). Tenernos 
que 

dJ dA dV 
di(t) = -;¡¡(t) + nHo-;¡¡(t) 

= - 1M n HtftdMt + nHo L ftdMt 

= L (-nHt + nHo) ftdMI, 

donde Ht es la curvatura media de X t y ft = (aa~ , Nt ) , siendo N t es el vector 
normal de Xt. 

Tenemos entonces que 

Haciendo t = O Y considerando que la curvatura media de x es constante, 
tenemos: 

ePJ (oHt 
di2(0) = 1

M 
-nTt(O)fdM, con (Htllt=o = Ho. 

Teorema 5.7 Sea x : Mn -+ M una inmersión tipo espacio con curvatura 
media constante Ho y sea X una variación de x que preserva el volumen . 
Entonces J"(O) depende solamente de f y está dada por 

donde D. es el laplaciano en la m étrica inducida, 11 EII es la norma de la 
segunda forma fundamental de x, y Ricci( N) es la curvatura de Ricci (nor­
malizada) de M en la dirección de N. 

Probaremos el resultado para variaciones normales. El hecho de que X 
sea normal significa que w = a&~ (O) = f N. 

Para calcular la segunda derivada de J es suficiente calcular (ªf!t) (O) . 
Para hacer esto vamos a probar dos lemas. 
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Lema 5.8 grad f = Dw (Nd/=o . 

Demostración. Sea x: U ~ M una parametrización alrededor del punto 

J1 E M. Sean} levantamientos de los campos 0
8 a x(u) x 1 e M x l. Te-

nemos que [ft ,x~~;] = O para i = 1, .. . ,n. Por lo tX~nto , [dX (ft), dX (o~)] = 
o. 

En consecuencia, si Vi = dX (o!,) y W = dX (ft) , tenemos que para 

cada 1 ::; i ::; n, O = [W, Vi] = DWVi - Dv, W. Luego entonces, DWVi = Dv. W . 
Ahora se tiene 

Entonces 

(Dw Nt , Vi) It=o = - «( Nt) It=o, (DWVi) 1/=0) = - (N, (Dv, W) It=o) . 

Pero Wlt=o = f N Y (Dv, W) It=o = Dv, (f N) = vd!] N + f Dv, N. Esto 
implica que 

(DwNt , Vi) = - (N, Vi [f] N + fDv,N) 

= - (N, Vi U] N) - (N, f Dv, N) 

= -Vi [f] (N, N) 

= vdf]· 

Observemos que (N, N) = (en+l ,en+l) = -1. Además, (\7 f,Vi) = D"J = 
Vi [f] . Por lo tanto, grad f = Dw (NI) bo, lo cual concluye la prueba del lema . 

• 
Asociado con cada Xi tenemos una segunda forma fundament.al B y una 

aplicación A definidas como en el capítulo 2, relaciona.das por 

H(X, Y) = (AX, Y) . 

Lema 5.9 Si X Y Y son vectores en TpM entonces 

Demostración. Calcularemos la derivada de [J de dos maneras diferen­
tes. Primero usaremos que B(X, Y) = (fJxN, y). Sea W = dX (ft) = ~~. 
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Podernos extender X y Y a campos vectoriales tangentes en ~1 t.ambién 
ll amados X y Y tal que [X, W] = [Y, W] = O en el punto p. 

EIlt.onces, tenemos 

a a( - ) 
al B(X, Y) = al. Dx N, Y 

= (DwDxN, y) + (DxN, Dw Y ) 

Usamos la ecuación (2 .7) para obtener 

(DwDxN, y) = (DxDwN, y) + (D[w,x]N, y) + ñ (W,X, N, Y). 

Luego, 

(DxDwN, y) + (D[w,x]N, W) 

+ñ (W, X, N, Y) + (Dx N, Dy W) . 

Haciendo t = O, usando el lema anterior, la expresión de W y [X, W]p = O, 
tenemos 

Observemos además que 

(Dx(DwN)t=o, y) + (DoN, W) + 

+f2 (fN, X, N, Y) + (DxN, Dy f N) 

(Dx(grad J) , Y) + fñ(N, X, N, Y) 
+f (Dx N, DyN). 

(DxN,DyfN) = (DxN ,Y[J]N +fDv N ) 

= (ñxN, Y [J] N) + f (Dx N, Dv N ). 

EllÍlt.irno término es igu al a f(AX , AY) = f(A 2X,Y) y el término 
Y[J] N desaparece ya que f es constante en M. 

Derivamos ahora de otra manera observando que B(X, Y) = (AX , Y) . 
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%t H(X, Y) = %t (AX, Y) = (Dw(AX) , y) + (AX , Dw Y ) 

= ((%tA) X + A (bWX)T , y) + (AX , IJyW) 

= ((%tA) X, y) + (A(Dx wf, y) + f (AX, DyN) 

= ((%tA) X, y) + f (A(bIN), y) + f (AX, byN) 

= ( (%tA ) X, y) + f (A 2 X, y) + f (AX, AY) 

= ( (%t A ) X, y) + f (AX, A Y) + f (AX, A Y) 

= ( (%t A ) X, y) + 2f (AX, A Y) 

Entonces 

(bx grad f , y) + f[!(N, X, N, Y) + f (bx N, by N) 

= ((%t A)X,Y)+2 f (AX , AY). 

Finalmente, observando que (bx N, Dy N) = (AX , AY) , se tiene 

((%tA) X , r) = (Dx grad f'y) + fñ (N , X, N, Y) - f (A 2X, Y) . 

lo que termina la prueba. • 

Proposición 5.10 Para variaciones normales tenemos 

DM . . . 2 
- n.- ,- (O) = tlf + IIlI CCl (N ) - 111811 . al 

Denl0stración. Sea {el,' . . , en, {;n+1 = N} un marco adaptado a la iTl -
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Illc rsión .1: de la cual X es una vari ación. Ent.onces 

TI TI 

L (A 2e;, ei) = L (A( e;), A(e;) 
i= J i=1 

n 

= L h~j = IIBII2 
i ,j=1 

y además 
n 

;=1 

Por definición, el tensor de Ricci es 

n 

Ricci(N) = Lñ(N, Ci,N, Ci) = - LEiEn+1R..+l ,i,n+l ,i 
i=1 i 

n 

= L Rn+l ,i,n+l ,i. 
1=1 

Observemos que 

aH n a 
-n75t = L at (A( c;), Ci) 

1=1 

~ (/ D(Ac;) ) / Dei)) = f;;; \-d-t -, C; + \ A(Ci) , di 

Por lo t a.nto, 

aH n ah;; n \ (a) ) 
-n (Jt = L Ti = L atA Ci,C; . 

,=1 t = ) 

y por el lema a.nterior, tenemos 
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(5.1 ) 

(5.2) 
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Consecuen tC/llen t.e 

oH 11 (( o) ) -n-,- = L -;:¡A ei,e. 
di . oi 

1= 1 
11 

.=1 
n n n 

i=1 .=1 i=l 

= /::"f + f Ricci(N) - f IIBII2 , 

lo que prueba la afirmación .• 

5.3. Estabilidad y campos de J acobi 

Definición 5.11 Sea x ; Mn -+ Mn+1 una inmersión tipo espacio con cur­
vatura media constante. La inmersión x es estable si J" :S O para toda 
variación de x que presel·va el volumen. Si M no es E!mpacta, diremos que 
x es estable si para toda subvariedad con fro ntera M e M, la restricción 
x I M es estable. 

Sea F el conjunto de fun ciones diferenciables f ; M -+ IR con fl 8M = O Y 
J~fdM =0. 

Proposición 5.12 Una inmersión x ; Mil -+ M"+l es estable si y solamente 

si .1"(O)(J) :S O para toda f E :F. 

Demostración. Supongamos que JII(O)(J) :S O para toda f E :F. Sea 
X ; (-c, () x Mil -+ M"+1 una variación dc x que preserva el volumen. Sea 

f ; M -+ IR dada por p I-t - (( 8; )t=0 ' N). 
En virt.ud de que X fija la frontera, (~"J~) (O,p) = O para toda pE M. 

Luego, fl 8M = o. Como V'(O) = .f~ fdM , tenemos queO = \1'(0) = 1M fdM . 
Así fE :F. 

Por la construcción de f efecl.uada arriba tenemos que X = X(J) y por 
hipót.esis debemos tener .1"(0) = J~ (O) = J~(f) :S O. Por lo tanto, x es 
estahle. 

Recíprocame nt.e, supongamos que x es estable. Sea f E F . Por el lema 5.5 
t.enemos la ex istencia de una variación X(f) ; (-e, e) x M -+ M"+l normal 
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que preserva volumen con campo vari acional dado por J N. Por hipót.esis , 
t.enemos entonces que J~(f)(O) = JII(O)(I) :::; O .• 

Definamos la forma bilineal 1 : F X F -+ IR mediante 

1(I,g) = L 9 {D.J - IIBI12 J + Ricci(N)J} dM (5.3) 

Definición 5.13 Sea x : Mn -+ Mn+l una inmersión con curvatura media 
constante. Un campo vectorial normal W = fN , fE F , es un campo de 
Jacobi si y sólo si f E K er l. 

Proposición 5.14 Sea f E F. Entonces f N es un campo de Jacobi si y 
solamente si 

D.f + (Ricci(N) -IIBII2) f = c 

donde e es una constante. 

Demostración. Si D.f + (Ricci(N) + IIBII2) f = c, tenemos 

1(I,g) = IMgCdM=cIMgdM 

para toda 9 E F. Por lo tanto, f N es un campo de Jacobi . 
Supongamos ahora que f N es un campo de Jacobi . Sea Fo el valor medio 

de F = D.f + (Ricci(N) -IIBln f en M ; es decir, 

fM FdM 
Fo = fM dM 

Entonces tenemos que 

1M (F - Fo) dM = O. 

Como por hipótesis, fM gFdM = O para toda 9 E :F y IM gl-'odM O, 
tenemos que 

[ g(F-Fo)dM=O 1M 
para toda 9 E F. Mostraremos que F == Fa. 

Supongamos que existe algún p E M t.al que (F - Fo) (p) > O. Por con­
tinuidad , tenemos la exi stencia de un abierto UI e M t.al que (F - Fa) IV

I 
es 

est ri ctamente positivo. Como J~ (F - I~) dM = O, exi ste IITl a biert.o U1 de 
M tal que (F - Fo) IV2 es estrictamente negativo. Consideremos una fun ciólI 
diferenciable <P : M -+ IR tal que: 
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2. 4>lu¡ sea no Il egativa y 4>lu2 sea no positiva; 

3. 4> E F. 

Entonces, JM 4> (F - Fo) dM será positivo, en contradicción con el hecho 
de que 

1M 9 (F - Fo) dM = O, para cualquier 9 E F . 

Esto demuestra la suficiencia. • 

5.4. Valores propios dellaplaciano 

Sea iJ> E CCXJ(M). Definimos una norma en CCXJ(M) por: 

Al completar CCXJ(M) con respecto a la norma 11 ·111 obtenemos el llamado 
espacio de Sobolev, denotado por L¡(M). 

Sea 8M = 0 y M compacta, entonces ~ es un operador elíptico auto­
adjunto en Li(M) . Por la teoría espectral de los operadores auto-adjuntos, 
sabemos que ~ tiene valores propios discretos O = Ao :S Al :S . . . :S A¡ -t 00 

Y las correspondientes funciones propias {iJ>¡} que satisfacen ~iJ>¡ = -A¡<I>¡, 
<I>¡ E C=(M) n Li(M), pueden ser escogidas de tal manera que {<I>;} formen 
una base ortonormal de Li(M) . 

Si 8M = 0 y N = {J E Li(M): JMJ = O}, ~ es un operador elíptico 
auto-adjunto en N, Y podernos encontrar una base ortonormal {J¡} , con 
~J; = -AJ¡, Ji E C=(M) n N, tal que 

, {J IV JI
2 

} Al = mf 2: J E H 
IJI 

Uti li zaremos los siguientes resultados cuyas demostraciones aparecen en 
Spivak [26] . 
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Lema 5.15 El p"imer 1)(/101' propio Al d p- la es/cm § n cstá dado pOI' Al = nk , 
dond p- k (~s la curvatum su:cio!l.o1 de § " . 

Observación 5.16 Si :r t.i ene curvatum m edia constante, c nlone(~.~ la jónnu­
la de la segunda tJariacián (4.4) se puede escribir 

[(J, f) = 1M (J /).j - IIBI12 f2 + nf2) dM 

= - 1M {lIgrad fll
2 + (IIBII2 - n) f2} dM 

Lema 5.17 Pam cualquier inmersión tipo espacio tenemos 

IIBII2 - nH2 ~ O 

La igualdad se da si y sólo si la inmersión es umbíliea. 

Demostración. Sean k¡, ... , kn las curvaturas principales de x en pE M. 
Entonces 11 BII2 = 2::7=1 k; Y 

IIBII2 = ¿ (ki - k j )2 = ¿ (k; + kJ) - 2 ¿kikj = n2H 2 - 2 ¿ kikj. 
i<j i<j i<j i<j 

Por lo que 

;<j 

Se muestra por inducción que 

¿ (k; + kj) = (n - 1) ¿ k; , (5.4 ) 
i<j 

lo que implica que 

i<i ;<j 

= (n - 1) 11 BI1 2 - 2 ¿ kik j (5.5 ) 
i < j 

Sumando las ecuaciones (.'>.4) Y (5.5) tenernos 

( 2 2) '" 2 n IIRII - n/-l =L,(k¡ - k j ) ~ O 

por lo que 11 HII 2 - n lJ2 ~ O; si p es umbílica, entonces 1113112 - n l/ 2 = 0, lo 
que prueba el Lema. • 
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Ejemplo 5.18 La.s f:sfr."fa.s dr. §;,+I son r.s/.ables. 

Denlostración. Consideremos una esfera M en §;'+I con curvatura media 
11. Corno M es isomét.rica a una esfera euclidiana con curvat.ura seccional 
r'~1 ' el Lema 5.15 implica que el primer valor propio dellaplaciano de M es 
ÁI = r 2"¡.1' De la proposición 3.11, tenemos que Ricci(N) = n, de modo que 
la segunda fórmula de variación está dada por 

1"(O)(f) = - 1M {lIgrad fll
2 + (IIBII2 - n)f2} dM 

::; -L (Á¡ + nH2 - n)f2dM 

Por el lema 5.17 se tiene IIBII2 = nH2 = T~~¡' Así, 

lo que demuestra que la esfera M E §~+l es estable. • 



Apéndice A 

Algunas demostraciones 
técnicas 

En este apéndice incluimos la demostración de algunas proposiciones del 
capítulo 1. 

Proposición A.l (Prop. 2 .9) Sea {el, ... , en} un marco móvil ortonor­
mal en una variedad semi-riemanniana Mn con form as duales {O¡, .. . ,On}' 
Entonces existen l-formas Wij únicas tales que Wij = -Wji y 

n+1 

dOi = L éjWij 1\ Oj 
j=1 

(A.I) 

D emostración . Supongamos que ex isten I-formas Wij que satisfacen las 
condiciones de la Proposición. Entonces existen fun ciones unívocamente de­
terminadas ak. y bk tales que' '- 1] l) . 

(A.2) 

(A.3) 

con hjk = - bk)· 
Sustituimos la ecuación (1\.2) en la ecuación (A.l) obteniendo 

71 
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dO, = L E.j a~jOk A Oj = L E. ja7j Ok A Oj + L E. jatOk A Oj 
j,k k<j k> j 

= L E.jatOk A Oj - L EjatOj A Ok 
k<j k>j 

= L Ej a7/h A Oj - L EkaikOk A Oj = L(Eja7j - Eka{k)(h A Oj. 
k<j . k<j k<j 

Entonces tenemos: 

L b~jOk A Oj = L(Ejat - Ekaik)Ok A Oj 
k<j k<j 

Así, 

(A.4) 

para k < j, donde 
(A.5) 

Veamos que la ecuación (A.4) es válida para toda 1 ::; j,k ::; n. En 
primer lugar, sabemos que es válida para k < j . Ahora para k = j tenemos 
que bjj = O. Ya que Ejafj - Ejafj = O. Así, bjj = Ejat - Ejafj' . 

Finalmente, supongamos que k > j. De (A.4) tenemos que bjk = Eka;k -

Ejat. Como b~k = -b~j, tenemos: 

Pe rmutando cíclicamente la ecuación (A. ,S) , tenemos: 

y, usando la ecuación (A.4) , 
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Este sistema de ecuaciones puede escribirse de la siguiente forma: 

[ 

éJ O ék] [aJi 
] __ [ b~j ] 

é. ék O akj - bik 
O éj éi aik bji 

Calculamos el determinante de este sistema de ecuaciones: 

det [:~ ~k é~ ] = éj(éké ;) + ék(éiéj) = 2éiéjék i= O 
O éj éi 

Y por la regla de Cramer existe una solución única para a7j dada por: 

ak = ~ (éib~j - ékbji + éjbik ) 
'J 2 éiéj 
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Por lo tanto, como las l-formas Wij se escriben como Wij = ¿ a7/h y 
las a7j son únicas entonces las l-formas Wij también lo son. Para probar la 
existencia definamos las l-formas Wij usando la última ecuación; entonces, 
claramente estas formas satisfacen las condiciones de la Proposición. • 

Lema A.2 (Lema 2.12) Para campos vectoriales X y Y en M y para cada 
1 ::; i , j ::; n , son válidas las ecuaciones: 

X (Y, Z) = ([) x Y, z) + (Y, D x Z) 

n ij (X , Y) = (DxDy ei - DyDx ei - D[x'y] ei,ej) . 

Demostración. Para probar (A.ti) , sean Y = ¿ Yi ei y Z 
Entonces, 

(A.6) 

(A.7) 

(Ux Y, z) + (Y, Dx Z) = (~ { dyj(X) + éj ~ Wij(X)Yi} ej , ~ Zk ek) 

+ (~YiCj, ~ {dZk(X) + é k ~ Wik(X) Zi} ek ) 
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COtrlO el trla.reo {e;} es ortoI1ormal , lo anterior es igual a. 

i ,j 1 ,] 

Ahora realizaremos la prueba de (A.7): 

(DxDye¡ - DyDxe¡ - D[x,y]e¡,ej) 

= (D(De.(Y)))(X),ej) - (D(De.(X)))(Y),ej) - (De.([X, Y]),ej) 

Calculemos ( D( De. (Y)) )(X), ej). 

(D(De.(Y)))(X),ej) = (( D (~ékWij(Y)ek)) (X),e j ) 

= ( {~D(ékWij(Y))ek} (X), ej ) 

= ( {~ (ékekvik(Y) + ék t é/Wi/(Y)W/k) ek} (X), ej ) 

n n 

= L ékekv¡k(Y)(X) (ek, ej) + L ékéIW¡I(Y)Wlk(X) (ek, ej} 
k=l k=l 

= (ekvij(Y)) (X) + L éIWil(Y)Wlj(X) . 
1 

Análogamente , 

((D(lJei(X))) (Y), ej) = (dWij(X)(Y) + LéIWil(X)Wlj(Y). 

y 

n 

= L ékWik([X, Y]) (ek, ej) = Wij([X, Y]). 
k= l 
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Luego, 

(/) X¡)I'Ci - ¡)Y/) XCi - /) ¡X ,I' lCi, (; j) = 
(dWij(Y)) (X) - (dwi j(X))(Y) - Wij [X , Y] 

+ L Edwij(Y)Wkj(X) - Wij(X)Wkj (Y)} (A.8) 
k 

Por otro lado, 

n 

Oij(X, Y) = dwij(X, Y) - L EkWij "Wkj(X, Y) 
k=1 

n 

- L Ek(Wik(X)WdY ) - Wik(Y)Wkj(X))) (A.9) 
k=1 

Comparando (A.8) Y (A.9) obtenemos la ecuación (A.7) . • ' 

Proposición A.3 (Prop. 2.14) Para X , Y, Z , W campos en M , 

i, .j i,j,k,1 

Demostración. De hecho, si Z = ¿ i Ziei Y W = ¿I 'Wl e¡, se tiene 

n n 

= L{d(rlzi( Y) + Ei LZjWij(Y))(X) 
i= l 

n n 

+ éi L[dzk(Y) + Ek L ZjWij (Y) ]Wki( X) }c; 
k= 1 j= 1 
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1)(' 1<1, misrna forma" 

n n 

DI'UxZ L ((d(dzi(X)))(Y) + é, L d( ZjWij(X))(Y) 
i:::.: J j = 1 

n n 

+ éi ¿)dzk(X) + éle L ZjWjle(X)]wki(Y)}ei 
k=1 j = 1 

y 

n 

D[x,y]Z = ¿)Dz.)([X, Y])ei 
i=l 

= t { dzi([X, Y]) + éi t ZiWij([X, Y]) } ei· 

Ahora, 

(DxDyZ - DyDxZ -- D[x,y]Z, W) 
= (DxDyZ, W) - (DyDxZ , W) - (D[x,Y]Z, W) 

n n n 

= L {d(dzi (Y))(X) + éi L(d(zjWij(Y)))(X) + éi L((dzle(Y) 
j=l k= 1 

n n 

+ L{(d(dzi(X)))(Y) + é¡ ¿)d(zjwj¡(X))(Y) 
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Además, 

n 

n 

L é;W;(d(dz;(Y)))(X) + Lw;dzj(X)w;j(Y) 
i=l ',) 

¡,i 

n 

- Lé;W;(d(z;(X)))(Y) 
;=1 

- Lw;dzj{Y)Wj;(X) - Lw;zj{d(Wj;)(X)))(Y) 
¡,i ij 

- L w;dzk(X)Wki(Y) 
;k 

- L ékWiZjWjk(X)Wki(Y) - L é;Widz;([X, Y]) 
ijk , 

') 

L é;W;d(dz;(Y)))(X) + L é;W;dzj{X)Wji(Y) + L é;W; dzk(Y)Wki(X) 
i=l ¡ ,i ; ,k 

n 
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- L é;W;(d(dz;(X)))(Y) - L é;W;dzj (Y)Wj;(X) - L é;W;dzk(X)Wk;(Y)-
i=l ' ,) j,k 

- L w;E;dz;([X, Y]) 

1,) 

+ L E;w;{(d(dz;(Y)))(X) - (d(dz; (X)))(Y) - dz;( [X, Y])} = O 
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Luego. 

(lJx/Jl' Z -- jJl'lJxZ - D¡x,l']Z, W) 

• 

== Lw;zj (d(w;j(Y)))(X) + LW;EkZjWjk(Y)Wki(X) 

- L Wi ZjWji([X, Y]) 

i,j k 

-[d(Wji(X))](Y) - L EkWjk(Y)Wki (Y)Wki(X) 
k 

-Wji([X, Y])} 

== LWiZjOij(X, Y) 
i,i 

L WiZjEkE/XkYkOij(ek, e¡) 
i,j,k,/ 

L EkE/W;Zj XkYkR;jk/ 
i,j,k,/ 
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