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Resumen

Se definen las hipersuperficies de rotacion con curvatura constante en va-
riedades de Lorentz y se estudia ¢l caso particular del espacio de De Sitter
mostrando algunas de sus propiedades y proporcionando ejemplos de super-
ficies tipo espacio nmbilicas y no umbilicas. S¢ hace una caracterizacion local
de tales hipersuperficies cuando la dimension es mayor que dos, en términos
de sus curvaturas principales. Se estudian algunos casos especiales de hiper-
superficies de rotacién con curvatura media constante en el espacio hiperbali-
co. También se clasifican las hipersuperficies de rotacion tipo espacio con H,
constante en el espacio de De Sitter S’,‘H; H. se considera como la funcion
r-ésima simétrica normalizada de las curvaturas principales. Finalmente se
hace una clasificacion de las superficies de rotacion tipo espacio y tipo tiempo
en el espacio de De Sitter S}.
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Capitulo 1

Introduccién

1.1. Un poco de historia

Una superficie minima es una superficie regular cuya curvatura media es
nula en todos sus puntos.

A principios del siglo XVIII sélo se conocia una superficie minima, el
plano. El'\geémetra e ingeniero francés J. B. Meusnier construyé los primeros
ejemplos no triviales de las superficies minimas; a saber, el catenoide y el
helicoide. Otro ejemplo no trivial conocido como superficie de Scherk, fue
publicado en 1835, su autor fue H. F. Scherk.

Sea C una curva suave y cerrada en el espacio. El problema de Plateau!
consiste en la construccion de una superficie con frontera igual a la curva
dada y con darea minima. El mismo Plateau estudié el problema por métodos
experimentales por el ano de 1850. Las superficies de area minima se realizan
fisicamente con membranas de agua jabonosa.

La primera solucion matematicamente satisfactoria de este problema fue
dada por el matematico aleman H. A. Schwarz en el afio de 1865. Sin saberlo
Schwarz, Riemann estaba trabajando al mismo tiempo en el mismo problema;
posiblemente, Riemann tampoco conocia el trabajo de Schwarz.

Antes de que el cédlculo de variaciones se utilizara en las superficies mi-
nimas, se habia observado que existia una relacién entre estas superficies
y el analisis complejo desarrollado en el siglo XIX. Utilizando el andlisis
complejo, K. T. Weierstrass desarrollé las formulas de representacién que
pueden describir cualquier superficie minima en R®. En 1866, Weierstrass

"Llamado asi en honor del fisico belga J. A. Plateau.
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reconocio que el problema de Platesu era bastante complicado, por lo que
restringio el problema al caso en ¢l que la frontera de la curva estaba formada
por segmentos de lmea recia en lugar de una curva general.

La primera solucion general del problema de Plateau fue finalmente dada
en 1931 por el norteamericano J. Douglas y por el hingaro T. Radd, de
manera independiente. Tanto Douglas como Radé admitieron en sus estudios
a las superficies no regulares.

En 1936 Douglas obtuvo la medalla Fields por su trabajo sobre las su-
perficies minimas. Como es frecuente en la historia de las matematicas, la
solucién de este problema generé inmediatamente nuevas interrogantes. El
teorema demostrado por Douglas y Radé mostroé sdlo la existencia de su-
perficies minimas para una curva cerrada, pero dijo muy poco sobre sus
propiedades geométricas.

Uno de los trabajos importantes del siglo XX en esta area fue realizado a
principios de la década de 1960 por R. Osserman, quien introdujo desarrollos
que llevaron a la construccion de nuevas superficies minimas. El trabajo de
Osserman se baso en articulos de Weierstrass, Radé y Douglas. En su trabajo,
Osserman pudo describir muchas superficies minimas sin frontera.

Existen muchas obras dedicadas al tema de las superficies minimas; entre
otros tenemos los textos de Osserman (23], H. B. Lawson [15] y M. do Carmo
[9, 10, 11, 12], sélo por mencionar algunos.

1.2. Algunas generalizaciones

Existen generalizaciones de la teoria de las superficies minimas en varias
direcciones. A ¢gpntinuacion mencionaremos algunas de estas generalizaciones.

Comenzaremos con las superficies con curvatura media constante no nula,
de las cuales haremos una breve resena histérica.

La primera referencia que se tiene de ellas aparece en el trabajo de Ch. k.
Delaunay realizado en 1841 [8] donde ¢l clasifica las superficies de rotacién
con curvatura media constante. En una nota de Sturm se destaca que las
superficies con curvatura media constante son puntos criticos de un problema
variacional.? Ademas Delaunay no sélo clasificé tales superficies, también
di6 una construccién geométrica que se puede generalizar a otros espacios,
tales como HP.

?En el caso de las superficics minimas, el problema variacional consiste precisamente
en minimizar el darea de la superficie.
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Como ya se habia mencionado, las superficies minimas son aquellas en
las que se pide que la curvatura media se anule; esta curvatura estd dada
por ’i‘—*zi‘ donde %y y ky son las curvaturas principales. Mas en general,
podemos considerar en una variedad n-dimensional la siguiente funcién de
las curvaturas principales ky, ks, ..., ky,:

J(kykay oo k) = kv + ko + - + Ky

y decir que una hipersuperficie es minima si f(ki,kz,...,kn) = 0. Podemos
caracterizar dicha superficie como un punto critico de un problema varia-
cional.

También podemos tomar otra funcién sencilla, por ejemplo,

g(k11k2'}"'3kn) :klkZ"'k 1

es decir, el producto de las curvaturas principales. Si este producto se anula,
existen muy pocas superficies que satisfacen esta propiedad; por ejemplo, en
R? sélo tenemos cilindros, conos y planos.®

Entre estos extremos se encuentra.n las r-curvaturas medias:

H, = (ﬂ) Z ku" ir (1-1)
i ooy

donde las k; son las curvaturas principales. Las r—curvaturas H, se revisaran

en detalle en el capitulo cuatro.

Una linea de investigacion general consiste en tratar de generalizar las
propiedades de H, y H, al caso de H,. Por ejemplo, Barbosa y Colares
mostraron que las hipersuperficies r-minimas (es decir, H, = 0) también son
puntos criticos de un problema variacional. En [24] se caracteriza y clasifica
todas las hipersuperficies de rotacion con H, constante.

La teoria mencionada se puede extender también a los casos de las varie-
dades semi-riemannianas, donde para cada punto p € M elegimos una forma
bilineal (, ), en T, M, simétrica, no degenerada, no necesariamente definida
positiva y que varia diferenciablemente con p.

Como ejemplo de variedad semi-riemanniana tenemos a R7*%, que denota
a R"*? dotado de la métrica

n+1

(u,r?) = —uptlg + E ;v
i=1

3Las superficies que satisfacen una ecuacién del tipo h(k;, ks) = 0 son las superficies
de Willmore.
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donde w = (g, 11, - Ung1)y V= (20.01, -, Vpp1)-

Otro cjemplo es 8™, la esfera unitaria en R} *?; es decir,

Sit = {r e RIM i (r,0) = 1),

también conocida como espacio de De Sitter.

Una hipersuperficie de una variedad semi-riemanniana es de tipo espa-
cio si la métrica inducida en la hipersuperficie es una métrica riemanniana.
En 1977, Goddard conjeturé que las inicas hipersuperficies de S7+' completas
tipo espacio con curvatura media constante son umbilicas. Sin embargo, en
1981 Dajczer y Nomizu construyeron una superficie completa con curvatura
media constante H en S? la cual no es umbilica. Este ejemplo mostré que la
conjetura de Goddard es falsa en general, por lo que se buscaron condiciones
adicionales para que una hipersuperficie sea totalmente umbilica.

Los primeros resultados en esta direccién se obtuvieron independiente-
mente por Ramanathan y por Akutagawa en 1987, los cuales probaron que
si la curvatura media H de una superficie completa en S} satisface H? < 1,
entonces la superficie es umbilica.

Akutagawa también, mostré que cuando n = 2, para alguna constante
H? > 1 existe una superficic no umbilica de curvatura media constante [
en el espacio de De Sitter §}. Un aiio después, S. Montiel [20] resolvié el
problema de Goddard en el caso compacto en S7 sin restriccién sobre el rango
de H. Montiel construyé ejemplos de hipersuperficies tipo espacio completas
no umbilicas en 87*" con curvatura media constante H tal que H? > ﬂi;_;_ll1
incluyendo los llamados cilindros hiperbélicos.

1.3. El concepto de estabilidad

La cuestion de estabilidad para hipersuperficies en variedades rieman-
nianas surge en un articulo de Barbosa y do Carmo [2], ademds de otro
interesante articulo de Barbosa, do Carmo y Eschenburg [3]. Ellos mostraron
que las esferas son los unicos puntos criticos estables de la funcional de area
que mantiene el volumen constante. El concepto de estabilidad se define en
el capitulo cuatro.

En el caso riemanniano, las hipersuperficies con curvatura media con-
stante son puntos criticos del problema variacional de minimizar el area
para variaciones que preservan el volumen; esto ocurre también en el ca-
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so lorentziano, aunque en este segundo caso el problema fundamental es el
de maximizar el area.

Sn 1984, J. L. Barbosa y M. do Carmo [2] publicaron un teorema de es-
tabilidad para hipersuperficies con curvatura media constante. Este teorema
afirma que las 1nicas hipersuperficies compactas estables y con curvatura
media constante en R™*! son las esferas. El teorema de estabilidad fue ex-
tendido en 1988 para hipersuperficies con curvatura media constante en los
espacios S"*! y H"*! por Barbosa, do Carmo y Eschenburg. Barbosa y Oliker
dieron una definicién para la estabilidad de las hipersuperficies tipo espacio
con curvatura media constante en los espacios de Lorentz y obtuvieron varios
resultados de estabilidad en R+ y ST+,

Para el estudio de la teoria de superficies en formas espaciales, son muy
importantes los problemas de construccién o clasificacién de superficies con
curvatura constante. Las hipersuperficies con curvatura media constante tam-
bién son importantes en la teoria de la relatividad.

El interés en el estudio de las variedades de Lorentz reside en el hecho
de que sirven como modelos del espacio tiempo en la relatividad general. En
particular, el espacio de De Sitter es un modelo tiempo espacio con curvatura
seccional constante. En este contexto, las hipersuperficies de curvatura media
constante son importantes, por ejemplo, para el estudio de la propagacién de
las ondas gravitacionales [19].
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Capitulo 2

Geometria Basica de los
espacios de Lorentz

2.1. Variedades semi-riemannianas -

Recordemos primero que una forma bilineal simétrica en un espacio vecto-
rial V sobre R es una funcién R-bilineal g : VxV — R, con g(v, w) = g(w, v)
para toda pareja de vectores vy w € V.

Definicion 2.1 Una forma bilineal simélrica en V' es

I. definida positiva (negativa) si para cada v # 0 ocurre que g(v,v) >
0 (<0).

2. semi-definida positiva (negativa) si g(v,v) > 0 (< 0) para toda

ve V.
4. no degenerada si g(v,w) = 0 para toda w € V implica que v = (.
Ejemplo 2.2 Como de costumbre, R® denota al conjunto
{v=(v1,...,1) |, €ER}
dotado de la forma bilineal, simétrica y definida positiva

& )
(v,w) = é vy,

donde w = (wy,...,w,).

=1
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Si g es una forma bilineal simétrica en V', entonces para todo subespacio
W en V la restriccion glwxw, denotada solamente por glw, es también bi-
lineal y simétrica. Si g es (semi-)definida, también lo es g|w. Sin embargo, si
g es no degenerada, puede ocurrir que g|lw sea degenerada.

Definicién 2.3 i indice v de la forma bilineal simétrica g en V' es la
dimension del mayor subespacio W C V en el cual glw es definida negativa.

Asi0 < v <dimV, y v =0 si y sélo si g es definida positiva.

Definicion 2.4 Un producto escalar g sobre un espacio vectorial V es
una forma bilineal simétrica no degenerada en V.

Definicién 2.5 Un tensor métrico g sobre una variedad M es un campo
tensorial simétrico no degenerado de orden 2 sobre M de indice constante;
es decir, para cada p € M, g, es un producto escalar en T,M .

Definicién 2.6 Una variedad semi-riemanniana es una variedad M pro-
vista con un tensor métrico g.

El valor comin v del indice g, en una variedad semi-riemanniana M es
llamado el indice de M; claramente, 0 < v < n =dimM. Siv =0, M es
una variedad riemanniana; en este caso, cada g, es entonces un producto
escalar en T,M. Siv =1y n >2 M es una variedad de Lorentz.

El significado geométrico del indice de la variedad semi-riemanniana deri-
va de la tricotomia:

Definicién 2.7 Un vector tangenle v a M es
1. tipo espacio si (v,v) >0 0 v =0.
2. nulo si {(v,v) =0 yv #£0.
3. tipo tiempo =i (v,0) < 0.
El conjunto de vectores nulos en T,M es llamado el cono nuloenp e M.

La categoria a la cual pertenece un vector tangente es llamada caracter
causal. Esta terminologia deriva de la teoria de la relatividad.
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Ejemplo 2.8 Seca
]R: = {(Uh S .,U"] 1Ui = R}:

con la métrica de indice v dada por

v n
-~
(vp, w,) = —Zv;w.'-k Z vw;.

i=1 j=p+l

Este espacio se reduce a R™ si v = 0. Para n > 2, R} es llamado el espacio
de Minkowski; si n = 4 éste es un ejemplo de espacio-tiempo relativista.
Fijando la notacion

_J -1, paral <i<y,
=7 5 parav+1<i<n,

entonces el tensor métrico de RY puede ser escrito

g= Z g;du; @ du;

- n
para las coordenadas usuales (u,...,u,) en RL.

2.2. Ecuaciones de estructura

Sea M una variedad semi-riemanniana con g un tensor métrico de indice
.

Un conjunto de vectores vy,...,v, en el espacio tangente I, M en un
punto p € M es ortonormal si |(v;,v;)| = &;; para toda 2,7 =1,2,3,... ,n.

Un marco mévil ortonormal es un conjunto de campos vectoriales
diferenciables {e;,...,¢,} definidos en un conjunto abierto de M que en
cada punto son ortonormales. Denotamos

~1, 1<i<u,

e = (e, &) = {

Las 1-formas {0,,...,0,} definidas por #; (¢;) = §;;, son las formas duales
asociadas al marco {e;,...,e,}.
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Proposicién 2.9 Sca {¢;....,¢,} un marco méuvil ortonormal en una varie-
dad semi-riemanniana M™ con formas duales {0,,...,0,}. Entonces existen
[-formas wy; inicas lales que wy; = —wj; y
n+1
dﬂ,‘: E e_,wl-,-/\l)j. {21)
=1

La demostracion de este hecho puede verse en el apéndice. Las 1-formas
w;; se llaman formas de conexién para el marco {ey,...,€,}. La ecuacién
(2.1) se llama primera ecuacién de estructura.

Otro resultado fundamental es el siguiente.

Lema 2.10 (de Cartan) Sean V™ un espacio vectorial de dimensién n; y
Wiy..oywy = VP = R, r < n, formas lineales en V que son linealmente
independientes. Suponemos que existen formas 60;,...,0, : V — R tal que
Yoi_ywi Ab; = 0. Entonces

0,‘ = E A505, con a;; = Qy;.
i
Demostracion. Completaremos las formas w; a una base
Wiy ooy WryWrgyy. oo yWn

de V* y escribimos

Gi:Za,-J-wjﬁ—Zb,-;wf, £'=r+l,...,n
{

1

Utilizando la hipotesis, obtenemos

0 = z“:w,- ANl = Za,'j w.-/\w‘,-—kZb.-g w; A wy
i=1 i il
= Z(a;J — aji) wi Awj + Z bit wi Aw.
i<) 1<l

Como wp Aw,, b < s, k.s = 1,...,n son linealmente independientes. con-
cluimos que by =0y a;; = aj;. m
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Por otro lado, definimos n* 2-formas §,;, llamadas formas de curvatura
de M, mediante:

;= dwij — L Exwik A Wy, (2.2)
k=1

Como las formas {1;; tienen grado dos, ellas pueden ser escritas como

l n
hj=—3 E ekt Rijube N O = — E exetRijiilx A O (2.3)
" k=1 k<l

donde Riji + Rijue = 0.

Las formas de curvatura permiten definir varios tipos de curvatura en M,
siendo de las mas importantes la curvatura seccional, que introduciremos a
continuacion.

Sea P C T, M un subespacio no degenerado de dimensién dos del espacio
tangente T,M de M en p € M. Escojamos un marco ortonormal e,..., €,
en una vecindad de p de tal modo que ey, €; generen a P. El mimero

le[ehez)
(e1,€1) (€2, €2) — (€1, €2)?’

(2.4)

depende solo del subespacio P y es llamado la curvatura seccional de P,
denotada K(P).

2.3. Derivacion de campos y formas

Las formas de conexion permiten definir una nocién de derivacion para
campos de vectores en M.

Definicién 2.11 Scan X y Y campos vectoriales diferenciables en M y sea
{e.} un wmarco ortonormal en un abierto U C M. Supongamos que Y =
5. yiei. Entonces definimos la derivada covariante de Y con respecto a X

COmao
DxY =) {dy_,(-\’) +e,-Zw.—,—{X)y.—} € (2.5)

i

Se puede mostrar que DyY es independiente del marco {¢;} v por lo
tanto se puede definir globalmente en M.
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Hemos definido la derivada Dy Y por medio de las formas de conexion.
Mostraremos que puede seguirse el camino inverso, es decir, podemos definir
las formas de conexién en términos de la derivada; para esto, hagamos Y = ¢;
en la ecuacion (2.5), de modo que y; = d;; es constante; tenemos

f),\’t’!.‘ = Z ajw,-j(_\']ej
bl
de donde
(Dxei, ;) = wi;(X)
Si denotamos )
I = (Dei(€i), €5) = wij(ex),

éstos son los simbolos de Christoffel.
En particular, cuando Y = ¢; tenemos:

D, = Zejwij(ei)ej (2.6)
=1

(De,ei, €5) = wij(e:).

El siguiente resultado muestra que D satisface las propiedades usuales de
una conexion. La demostracién aparece en el apéndice.

Lema 2.12 Para campos vectoriales X yY en M y para cada 1 < 1,5 <n,
son vilidas las ecuaciones:

X(Y,2Z) = (DxV,Z)+ (Y, Dx Z),
Q.‘j{,\,, }’) = (Dx Dyc‘- = Dy Dx !l Dlx_;-](:,-., (,'J> ‘ (27}

Este Lema nos dice que los §2;; definen al tensor de curvatura usual, como
ij
en [9], mientras que D) es la conexion semi-Riemanniana de M.

Definicién 2.13 Para campos vectoriales X, Y, Z y W en M, definimos

QUX, Y, Z W)= (D,\- DyZ — DyDx 7 — Dix 12, W} :
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Proposicién 2.14 Vara campos vectoriales X, Y, Z y W oen M. se tiene

AX,Y,Z,W) =) Z;WQ;(X,V) = ) eeZiW; XeYiRju,

] 1,3.k,1
donde H,‘jH = Sl.‘j(t‘k.(‘;).

De nuevo, dejamos la demostiracion de este hecho para un apéndice. Ahora
veremos como derivar formas en M.

Sea 1 una 1-forma diferencial en M y {e;} un marco ortonormal en una
vecindad U de un punto p € M. Sea n = 3. n:0;, donde {6;} son las formas
duales de {e;}. La derivada dn es una forma bilineal definida de la siguiente

manera:
dn = Z (dn_,- ¥ Z Emiwi_i) Ab;.

-

Es decir, las componentes 1;; = dn(e;,¢;), i,7 = 1,...,n de dn en el
marco {¢;} estdn dadas por

Z 17:;0; = dn; + Z €5Miwij - (2.8)

Se puede ver que la definicién no depende de la eleccion del marco {e;}.

La derivada de 1-formas permite extender los operadores diferenciales
gradiente y laplaciano al caso de las variedades semi-riemannianas.

Sea f: M — R una funcién diferenciable definida en una variedad semi-
riemanniana M. El gradiente de f es el campo vectorial grad f en M definido
por {grad [, X') (p) = df(p)(X), paratodope M y X € T,M.

Dado un marco {e;} en M, df se puede escribir como df = 3. fi0.. La
funcion f; es llamada la derivada de f en la direccion de e;. A su vez, la
derivada de df esta dada por

d(df) = Zd(f.-a,-)
= Z (rffj + ZE.‘fiw"j) It l")j

donde por (2.8),

Z fi0i = df; + Z &i fiwi;
F i
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La forma bilineal d (df) es llamada el hessiano de [ en la métrica de M.
La traza de esta forma bilineal, esto es, la funcién dada por Af =3, fi, es
llamada el laplaciano de f.

2.4. Elemento de volumen

Definicién 2.15 Sea M una variedad semi-riemanniana n-dimensional. Un
elemento de volumen para M es una n-forma diferenciable dM tal que
dM (ey,...,e,) = %1, para todo marco mavil ortonormal en M.

Lema 2.16 Una variedad semi-riemanniana orientable en M tiene un ele-
mento de volumen globalmente definido.

Demostracién. Sea z : U C R® = M un sistema coordenado. Para
cualesquiera campos vectoriales Vy,...,V, en U, escribimos:

g
Vi= 2 vig,

y definimos:

dM, (Vi, ..., V,) = det (v;;) |det (gi;)]?

Las propiedades del determinante muestran que dM, es una n-forma en
z (U).

Si e;,...,€, es un marco movil ortonormal en = (U), entonces tenemos:
PO _ ] a\ _
ij€i = (r.,-,cj) = c;,a, (3”8—1‘3 = - €irGrs€js-
r 5 "y

Luego, si v es el indice de M, tomando el determinante de las matrices
de las métricas anteriores tenemos

(=1)" = (det (€;;))* det (gi;)
= det (e;) [det (g5;)|? det (e3;) |det (gi;)|? signo(det(gs;))
=dM, (ey,...,e,)dM; (ey, ..., €, )signo(det(g;;))

Entonces (dM, (€1,...,€a))* =1y por lo tanto dM; (ey, ..., €,) = £1.
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Sean ahora  : U CR" = M v y: U CR" -5 M dos sistemas coordena-
dos orientados positivamente tales que z(U)Ny(V) # @. Mostraremos que
dM, y dM, coinciden en x(U) Ny(V).

Sean Vi,...,V, campos de vectores en z(U) Ny(V). Sea V, = 3. u,-j-;f_i_—l-.
IEntonces

dM,(Vi,...,V,) = det(v;;) |det(g;|?
Sean V, = Z,.ﬁ,-j% y dM,(V4,..., V) = dct{ﬁ',—,—”det(h,-jﬂ%, donde

My = 5‘3—.,%’—). Asi, dM, = JdM, para algin nimero J por determinar.

Para esto, observemos que si {ey,...,€,} es un marco ortonormal tenemos
que
dM; (e1,...,e,) = JdM, (ei,...,€,).

Luego, J = +1. Como J > 0, entonces J =1y dM, = dM, en z (U)Ny(V),
por lo tanto dM esta definido globalmente. m

Observacién 2.17 Si e, ..., e, €s cualquier marco ortonormal y
dM (ey,...,e,) =1,

diremos que el marco esld orientada positivamente. En este caso; sif,,...,0

es la base dual de {e;}, entonces dM =0, A--- A0,

n

Utilizaremos el siguiente lema en el cilculo de la primera férmula de
variacién de area.

Lema 2.18 Sea A(t) = (a;;(t)), t € I, una familia diferenciable de matrices
n x n tal que A(0) = Id. Entonces:

%(det A(1))]i=0 = traza A'(0).

Una demostracion de este resultado se encuentra en [15], p. 183.
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Capitulo 3

Inmersiones tipo espacio

3.1. Hipersuperficies semi-riemannianas

Definicién 3.1 Sea M una variedad semi-riemanniana. Una hipersuper-
ficie semi-riemanniana M es una subvariedad semi-riemanniana de codi-
mension 1. Asi, el co-indice de M en M (el indice comin de todo espacio
normal a T,M ) debe ser 0 3 1.

Proposicién 3.2 Sca ¢ un valor reqular de f : M - R. Si M = [~'(c) es
una hipersuperficie semi-riemanniana de M, entonces (grad f,grad #0
en M yU = ii{j—:%—‘ es un campo de veclores normales unitarios en M. Es
decir, grad f es normal @ T,M.

Demostracion. Como grad f es métricamente equivalente a la diferencial
Af. se sigue que (grad [,grad f) # 0 en M.
Sea v € T,M. Entonces {grad f.v} = v([f) = o(f|x) = 0, ya que [ es

constante en M. m

Proposicién 3.3 Sca M una hipersuperficic semi-ricmanntana en una va-
riedad orientable M. M es orvientable si y solo si existe un campo difercnciable
de veetores normales unitarios en M.

Demostracion. Definiremos un campo diferenciable de vectores uni-
tarios [/ normales a M de la siguiente manera: para cada p € M, existen
dos vectores normales uniiarios de M en el punto p. Escogemos uno de ellos
como U(p) tomando una parametrizacion positiva o : 14 € R* — M, con

17
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p € x(vg). y definiendo U(p) con la condicion de que la matriz:

tenga determinante positivo. Esto no depende de’la parametrizacion positiva
elegida, porque siy : Wy C R" = M, con y € y(wy), es otra parametrizacion
positiva, tenemos que:

4 g 9 e ~ (A0
[E‘ ) (P]] [ B U(p]]-A, dondeA:[O l]

y A es la matriz jacobiana de y™' o z en el punto i"(p). Como = y y
son positivas, Lenemos que det A > 0, o sea que det.A > 0. Por lo tanto,
det [ax e ,U(p)] > 0 siy sélo si det [ 55 ag U(p)] > 0.

Resta mostrar que el campo es dlferenma.ble. Como la subvariedad M es
localmente la imagen inversa f~!(c) de un valor regular, M puede ser cubierta
por vecindades conexas V, en cada una de las cuales estd definido un campo
diferenciable de vectores unitarios normales v, a saber v(p) = Dada
una parametrizacion positiva ¢ : Vo C R®™ — M, se tiene:

det [dé(r], ; o) U (& )}] >0
dry dr

grad /(p)
lgrad f(p)|*

para todo r € Vg, o bien ese determinante es negativo en todos los puntos
de V;. En cualquier caso lenemos v(p) = U(p) para todo p = ¢(zx), o bien
v(p) = —U (p) para todo p = ¢(z). En cualquier caso U es diferenciable
en V. Como las vecindades V cubren a M, concluimos que el campo U
estd globalmente definido y es diferenciable en M. m

Sean M™! una variedad semi-riemanniana orientable y = : M™ — M™+!
una inmersion de una variedad conexa y orientable con frontera M (posi-
blemente vacia) en M. Consideremos en M una métrica inducida por la
inmersion . Cuando la métrica inducida es una métrica riemanniana, a la
inmersion x se le llama tipo espacio. Por el momento consideraremos sélo
inmersiones de este tipo.

Localmente, r es un encaje y podemos considerar a M como una subva-
ricdad M C M y a r como la aplicacion de inclusion. Un marco e, . .., ¢,41
en M esta adaptado a M si restringidos a M, los campos ¢,...,¢, son
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tangenles a M y estan positivamente orientados. A veces denotaremos €,4 =
N,y le llainaremos ¢l vector normal a M.

Consideremos un marco {€;,...,€x4} en M adaptado a M. Denotemos
por {0y,...,0,11} a las formas duales asociadas a este marco y sean wj,
i,j = 1,...,n+ 1 las formas de conexion. Restringiéndonos al haz tangente
TM de M, 8,,; = 0 y consecuentemente, por la ecuacién (2.1) tenemos

0=dbnys =) _wnp1; A0,
i=l1
Por el lema de Cartan 2.10, concluimos que:
Whttg = Z h"jﬂj, donde h,’j =5 hj,'. (31)
i=1

En la siguiente definicion y en lo sucesivo, (M) denotard al conjunto de
campos vectoriales diferenciables definidos en una variedad M.

Definicién 3.4 La segunda forma fundamental de M C M es la 2-
forma B : E(M) x (M) — F(M) definida mediante la igualdad

BOX,Y) =} wntnd(X)0LY) = 3 his0i(X)0:(Y ). (3-2)

Las funciones h;; se llaman los coeficientes de la segunda forma fun-
damental.
De la definicion de B Tenemos que
H((.'k,(fk) = Z h,-_,—B,-(ck)BJ-{ek) = h-kk-
3=1

Luego, la traza de B estd dada por 3°7 | hj;.

Definicién 3.5 La curvatura media de M C M estd dada por:

1 l
= ——trazal} = —— i o
H ~ traza | n;a,, (3.3)
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Iixiste una definicion alternativa de la segunda forma fundamental. Si
en cada punto de M C M descomponemos T,M en una parte langente en
T,M y una parte normal en T,M*, y denotamos por X(M)* al conjunto de
campos vectoriales definidos en M y que son normales a M en cada punto,
podemos definir una transformacion

1T:%(M) x X(M) = X(M)*

dada por ,
10X, Y) = (Dx¥Y)".

donde * denota la proyeccién de un vector en el espacio normal T,M* y D
es la conexion en M.

Lema 3.6 La transformacion I es F(M)—bilineal y simétrica.

Existe otro operador importante en este contexto. Definimos el operador

de forma S: TM — T'M como
S(X) = —(DxN)T (3.4)

donde T denota la proyeccién de un vector en T,M y N representa un campo
vectorial unitario, normal a M.

A continuacién veremos la relacion entre los conceptos arriba definidos.

Lema 3.7 Dados los campos X,Y € X(M) y un campo N € X(M)* uni-
lario, se liene

-B(X,Y)=({I1(X,Y),N)=(Y,5(X)).
Demostracion.

(¥, 5(X))

Il

(Y,=(Dx N)Ty = —(Y, Dx N)
(DxY,N) = (II(X,Y),N)

<E {dyj()() o> E“;Zwu(;\')yi} €5, ,u'\">

|
Wintt (X )y = —B(X,Y);

hemos utilizado el hecho de que y,4; = 0 en M, por lo que dy,41(X) =0
para todo X € X(M). m
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Observacién 3.8 En la literalura, la 2-forma B y el operador 11 reciben
indistintamente ¢l nombre de sequnda forma fundamental de M C M. La
norma de la segunda forma fundamental estd dada por

MR = 1BIE = 3 42,
ij=1
El siguiente resultado relaciona las conexiones de M y de M.
Lema 3.9 Dadas M C M, si V,W € X(M), entonces
DxY = (DxY)",
donde D es la conezion semi-Riemanniana en M.
Tenemos entonces que
DxY = DxY + II(X,Y)
para X,Y € X(M).
Definicién 3.10 Definimos A: TM — TM por A(X) =
La relacion de A con los conceptos anteriores proviene del hecho de que
B(X,Y) = (A(X),Y).
Obtendremos ahora la ecuacién de Gauss, que re]_aciorla las formas de
curvatura (0;; de M con las formas de curvatura €2;; de M™*! y con la segunda

forma fundamental. En los siguientes célculos, recordemos que M es de tipo

espacio, de modo que ¢, = --- = g, = +1 y €,47 = —1. Entonces, es vilida
la siguiente cadena de igualdades:

n n+1
Qi — Qi = duwy; — Zwik A wi; — {dw.-,— = Zﬁkwik A ij}

k=1 k=1
= EntiWint1 A Wnt1y) = Watr,i A Wnyr .

Ahora, usando la ecuacién (3.1), tenemos

Qij — Vi; = Wnpri AWngrj = (Z -’2.‘&9:«) A (Z hjt9f) = Zhskh_ﬁﬂk A0y
k=1 =1 k.
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De la ecuacion (2.3) y del resultado anterior, se tiene
Z (R.‘jm = H.,'J'H) O N0 = Z hich Ok A0 = Z (hikhji — hihji) 0k A O
k<l k k<l

obteniendo asi la ecuacion de Gauss,

Riji — Rijie = hichji — hihji. (3.5)

Por iiltimo, definimos la curvatura de Ricci en la direccion de N, dada
por

Ricci(N) =Y Q(N,ei, Nyei) = — Y eignpi Rusrint1i = O Rusrimsric
i=1 i i=1
(3.6)

3.2. Hipersuperficies umbilicas en S7*.

onsideremos el espaci inkowski , es decir, acio vectori
Consid 1 espacio de Minkowski R}*?, es decir, el espacio vectorial
R™*? provisto con la métrica

n+l

(v,w) = —vowq + Z v;w;,

i=1

donde v = (vg,y ..., Vng1) ,w = (Wo, ..., Woy1).
El espacio de De Sitter S}*' es una subvariedad de R}*? definida de
la siguiente forma:

St = {z €RM*? | (s,2) =1 }.
Proposiciéon 3.11 FEl espacio de De Sitter satisface las siguientes propiedades:

1. El campo vectorial de posicion V de ST es en todo punto, normal al
espacio de De Sitler;

o

. ST liene curvatura seccional constante igual a I;

3. 8ix: M® = S es una inmersion lipo espacio de una variedad
orientable M y N es un campo veclorial unitario normal a M, tenemos
que Ricci(N) = n.
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Demostracién.

1. Consideremos el campo vectorial de posicion de S, V - §t*' -
R'*? y definamos f : S;*' = R como z — (V(z), V(z)). Tenemos
que dfz(w) = 2(dV:(w), V(x)). Pero sabemos que flgns+: es constante.
Entonces (dVi(w), V(z)) = 0, para todo z € ST y w € T.ST*. Asi,
el vector de posicion V(x) es normal al espacio de De Sitter.

2. Sea {eg,€1,---,€n1} un marco ortonormal de R™*? en cada punto de
Si+! donde eo = V es el campo vectorial de posicién de Si*!. Tenemos

n+l1
dv =Y b (3.7)
i=0
y de la ecuacion (2.5) se sigue que
n+1
D.eo =Y ewoi( X)es (3.8)
i=0

De las ecuaciones (3.7) y (3.8) obtenemos

woi = €ib;. (3.9)
La 1-forma dual 8, restringida al espacio tangente T,S‘{'“ es nula. Por
lo tanto,
n+1
0= Cmu = ZE;wu,' A 0,‘
=0

Luego, por el lema de Cartan 2.10,

n+1

wo; = ZEJE,'J'QJ' (110)

=0
Comparando (3.9) y (3.10) se tiene que
B =4
La ecuacén de Gauss implica entonces que la curvatura de Si*! es
Rijrt = b0 — badjx.

* ) “
Consecuentemente, S} tiene curvatura seccional constante R, = 1.
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3. Secan ¢y,...,€,,¢ap1 = N, un marco adaptado a x. Usando la definicién
de Ricci(N) en (3.6), tenemos

n
Ricci(N) = E Rntiingri =m,
=1
lo que concluye la demostracion. m

Definicién 3.12 Sea (M »+1,g) una variedad semi-Riemanniana con métri-
ca g y sea D su conerién semi-Riemanniana. Se dice que una inmersidn
z: M™ - M™! es totalmente umbilica si para todo p € M™ se satisface

{D_xy, N) {P) = A(p) <X$ Y} ) A(F) €R
para cualesquiera X,Y € X(M) y todo campo unitario N € X(M)*.

Ejemplo 3.13 Sea M™ una hipersuperficie de tipo espacio en S;*' dada por
la interseccion de ST con un hiperplano afin de R1*?; esto es,

={z €8i*(z,0) =7},
donde a = (ag,ay,...,an41) € R¥2, |¢1|2 =0=1,0,-1,72> 0.
Afirmamos que N(p) = é:’% es un campo unitario normal a M™.

De hecho tenemos

(NP = ———rla=pp)

= _0] PR o ?(p,p)

T T

Il
[ R

(2 —o‘)% (72 —0]§
De esta manera, N(p) € T,S7*.
Por otro lado,

(N(p), N(p)) = = (a—p,a— )

T2

1
2_g {(ava> —-2((.!,]1) +72<Pai’)}
2
] {0—272+72}=J =

T

-0 A

=-].
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Anilogamente se muestra que si # € T,M™, entonces (N(p),z) = 0.
Por otro lado, para todo X' € X(M) se cumple que

—~DxN =—Dx (ﬁ(a - Tp))
S - 7 (Dxa=1Dxp} = ——— T X

(12 —0)2 2 —g)3

S(X)

de modo que

(DxY,N) = (=(8(X),Y)N,N)=—(S(X),Y)(N,N)
- <S(X),Y>=ﬁ(x,v>-

T —a

Por lo tanto, M es totalmente umbilica y, consecuentemente, la curvatura
T

media es constante e igual a H = e
T =0

Ahora calculamos la curvatura seccional de M™. Sean e;, e; una base de
un plano P C T, M. Entonces

hij = wnqa4(e;) = —Blej, &) = (e;, S(e:)) = €85 (——1—) :

(12 - 0)7

Ya sabemos que la curvatura seccional de S}*' es 1, de modo que por la
ecuacion de Gauss (3.5) tenemos

2
T
K=Rj;=1- e Ak
- ((r*—aﬁ)

a

En otras palabras,
K =—

(3.11)

72 —0

Consideramos tres casos:

1. & = 1. En este caso, M™ es isométrica al espacio hiperbdlico de cur-
vatura seccional k' = —1,—,]_1 y con curvatura media i/ = —"— la cual

(72—1)’}

asume cada uno de los valores en (1, 00).

2. ¢ = 0. M™ tiene curvatura seccional K = 0 y la curvatura media H
cumple H? = 1. M™ es isométrica‘al espacio euclidiano.
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3. ¢ = —1. M" tiene curvatura seccional A = r.%“, es isométrica a la
i " 2 X g
esfera y tiene curvatura media I1? = 7737~ Iin este caso H? asume cada

uno de los valores en el intervalo [0, 1).

Las hipersuperficies del dltimo inciso son llamadas las esferas de S7*'. Si
7 # 0, M es una esfera pequena. Si 7 = 0, M es una esfera grande. Estas son
las tinicas hipersuperficies compactas descritas en este ejemplo.

3.3. Hipersuperficies no umbilicas en S}*!

Como ya hemos dicho, Goddard [13] conjeturé que toda hipersuperficie
completa con curvatura media constante en S]*! es totalmente umbilica, y
por tanto dicha hipersuperficie seria equivalente a alguna de los ejemplos
de la seccién anterior. Ahora veremos un ejemplo de hipersuperficie con las
mismas propiedades excepto la de ser totalmente umbilica.

Ejemplo 3.14 Consideremos la hipersuperficie tipo espacio en ST+ dada
por

M* = {z € S{*'; -z} + 2} +--- + 2} = —senh®r},

conr>0yl<k<n. M" esisomélrica al producto riemanniano
H*(1 — coth?r) x 8" *(1 — tanh®r)

del espacio hiperbélico k-dimensional y la esfera (n — k)-dimensional con
curvaturas seccionales 1 — coth?r y 1 — tanh® r, respectivamente.

Afirmamos que

N(p) = ————— (pos 1y - Pk, 0,...,0) + (tanh r)p
senh r cosh r

para p € S}*' es un campo normal unitario de M™. En efecto,

1

senhrcoshr

1 ;
= ——————(—senh®r) + tanhr
senhrcoshr

= —tanhr 4 tanhr =0

(N(p),p)

I

((plhpls"":pk101'"so]vp) +LaﬂhT(P1P>
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lo que implica que N(p) € 7,871
Para ver que N(p) es de tipo liempo, calculamos

{N(p], N(P)) = ((p“!""spkvo" i ’U)!(pﬂv' "vpksov"'!o)}

senh?r cosh*r
2tanhr
senh r coshr

senh’r 2tanh r(—senh?r)

((pﬂa---spk-ios“' ,0),;0) + tanh?r(P$P)

i tanh®
senh? r cosh? r + senh r coshr R Aprst
tanh?

g O 3 L tanh®r= —toub? r(csch?r +1)
senh®r

= —tanh® r(coth?r) = —1

Anilogamente se muestra que {N(p),z) = 0.
Por otro lado, para z € T,M", tenemos

1

senh r cosh r

S(X)z—DxN=—Dx[ (po,...,pk,o,...,tl)+tanhrp]

= _mpx [(pD‘!"‘:pk'rO:----,O)] —ta.nhf'Dxp_

De esta manera, si se escoge X = (po,...,Pk,0,...0), entonces

1
senhr coshr
1 + senh?r

senhr coshr

2
cosh™r ,
=——————X = —cothrX
senhr cosh r

—f)xN:—( +Lanhr‘)X

gz '

y si escogemos X = (0,...,0.pxs1....,pa), entonces
—DxN = —(—tanhr) X =tanhr X

La ecuacién (3.4) implica que S, tiene dos valores propios, a saber coth r
y tanh r con multiplicidades k v n — k, respectivamente. Entonces, M™ no es
umbilica y tiene curvatura media constante

H = - (kcothr + (n — k)tanhr).
n
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De esta manera, para £ = 1 se tiene
H* = -}% [cothr + (n — 1)tanh r]?
= nlz [r,ot.If2 r+2(n — 1) + (n — 1)*tanh? r] .
Tomamos coth?r = n — 1 lo cual hace que n > 2, y obtenemos
H? = % [(n—1)+2(n — 1) + (n — 1)* tanh® r]
> (- 1)),

lo que implica que H? > 7 Como k = 1 y n > 2 entonces H? alcanza
todos los valores posibles en el intervalo [ﬂ:T—’l‘ oo)



Capitulo 4

Hipersuperficies de rotacion

4.1. Definicion y parametrizaciones

Hemos visto que S} es una hipersuperficie semi-riemanniana completa
y simplemente conexa con curvatura seccional 1 en R}*%. Ahora estudiare-
mos algunas de sus subvariedades; en particular, haremos una clasificacién
de las hipersuperficies de rotacion tipo espacio con H, constante en el espa-
cio de De Sitter S}, donde H, es la funcién simétrica normalizada r-ésima
de las curvaturas principales. Terminaremos este capitulo dando una clasifi-
cacién completa de las superficies de rotacién hiperbélicas de tipo espacio y
una clasificacion parcial de las superficies correspondientes de tipo tiempo.
Utilizaremos la siguiente definicién para las hipersuperficies de rotacion.

Una aplicacién lineal A € L(R}*?) es una transformacién ortogonal de
R1*? si (Az, Ay) = (z,y) para todo par de vectores z,y € RI*2. Al conjunto
de transformaciones ortogonales de R}** lo denotaremos por O(n + 1,1). Si
(' es la matriz de la métrica de R} 2con respecto de alguna base, entonces

On+1,1)= { A € L(R}Y?)|(Az)'G(Ay) = ¢'Gy, para toda z,y € R} %}
={ A€ L(R}*?) | A'GA =G}

por lo que (det(A))? = 1. Denotaremos entonces por SQ(n+1, 1) al conjunto
de transformaciones ortogonales con determinante 1, es decir;

SOm+1.1)={ A€Om+1,1)| det A=1}.

Se muestra facilmente que SO(n + 1, 1) tiene estructura de grupo con la
composicién, y se llama grupo de rotaciones de R}

29
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Definicién 4.1 Sca P* un subespacio vectorial k-dimensional de Ry*2. De-
cimos que P* es lorentziano (resp. riemanniano, degenerado) si g_,|p«
ticne una mélrica de Lovenlz (resp. ricmanniana, degenerada). Fscogemos
Pty PP 5 Py C una curva regular lipo espacio (resp. tipo tiempo) en
St N (P?\ P?), paramelrizada por longitud de arco. Sea G el subgrupo de
SO(n + 1,1) que deja fijo a P? punto a punto; cs decir,

G={A€SO(n+1,1)| Az =z, para todaz € P* }.

El conjunto
M = {yly = Az, para toda A€ G,z € C}

es la 6rbita de C bajo la accion de GG. FEsta orbita es una hipersuperficie
tipo espacio (resp. tipo tiempo) de rotacién esférica (resp. hiperbéli-
ca, parabélica) en S}*' generada por C, siempre que P? sea lorentziano
(resp. riemanniano, degenerado).

Ahora veremos cémo dar parametrizaciones explicitas de las hipersuper-
ficies de rotacion.
En R}*?, sea P® = {(z,¥,0,...,0,w)|z,y,w € R} y

Ci(u) = (2(u), y(u),0, ..., 0,w(u)),

con u € I = (—¢,€), una curva en P3N S} parametrizada por longitud de
arco y que satisface

r? (u) +y2(u) —wz(u) =1 (4.1)
}F
o (u) + y? (u) —w?(u) = ¢ (4.2)
donde £ = 1 si () es tipo espacio, y ¢ = —1 si ('} es de tipo tiempo.

Sea ally, ... lay) = (@1,...,05),con a; = &;(ly,...,1,), a?+ai+---—
a? = —1, una parametrizacién ortogonal del espacio hiperbélico unitario. De

aqui se sigue que
Sty lumyyu) = (2, y,wa, . .., way)

es una parametrizacion de la hipersuperficie de rotacién generada por la curva
x(u). y(u) y w(u) alrededor de P? en el caso hiperbdlico.
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Aqui g_y(z,z) =2+ xf+---—z2,, con e = 1. Asi,
af .
du (!‘ yﬂ""nls L‘Jn'n)
af doy day,
—_— 0 0 — ——
Fal e TR T,

Como « es una parametrizacion ortogonal, se sigue que

af af\ _ n, 2 wa?
(3u Bu) = o h el - =
= 4y el 4o ad)

?+y? —w? =g

af of\ _ ,Oay ,Oay,
-1 (E}E’B_t,) = 0+0+ww at’_ﬂl-i" O

af af 200y 8oy 2 0ay, day,
(at, at) oo, T T oy ot
= wz(%%+..._%%)

ol; at_,- ot; ot ’

Si denotamos ay; = Y, <%—‘:*, ‘;,—‘:*), tenemos
i 7

af aof _—
o’ dt; ¥
Un campo normal unitario N estd dado por

N = ((y'w — W'y), (z'w — 2u'), a(y'z — 2'y))
y ademas se cumplen las igualdades

b

Ju?

02 f ,da
dud, (0 0.5 )

. . (0 L
atot,  \" Yoo )
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De aqui se sigue que las curvas coordenadas son lineas de curvatura.
Antes de calcular las curvaturas principales expresaremos z,y en términos
de w. Usando las ecuaciones (4.1) y (4.2) para la curva €y, omitiendo la
variable u, podemos hacer

x = (wz-i-l)]icostp (4.3)

y=(w*+ l)% sen (4.4)

para una funcién ¢ definida posteriormente. Derivamos (4.3) y (4.4) y susti-
tuimos en (4.2), para obtener

1
7' =—(w+1)7senyp !p'-}-—*w'w—'ICOS‘P (4.5)
(w?+1)2
¥ '
3
y":(w2+l)’cosgotp'+ LLSCH‘P (4.6)
(w?+1)2

Sustituimos estas ecuaciones en la ecuacién (4.2) y obtenemos

2
I
e=|—-(w+ 1)%sent,a(p'+ ——-ww—,cosw
@+ 1f

ww'

2
(2—w'£ sen KP] - w”
w

+ [(uf + l]% cos @’ +
es decir,

AV 2
: - ; ww')” cos
£ = (w? + 1) sen® pp”? — 2w’ sen @ cos py’ + (d) cos”

w? +1
2 2
; ww')” sen
+ (w2 +1) cos? gotp'z + 2ww’ sen @ cos gy’ + (wlT(p —w"?
12
. . 3 ww g :
= (w® +1) 97 [sen® o + cos® ] + (2 +]I [cos® @ + sen? ] — w™
2 173 {WW')? 2
= (w® + l) @+ —w
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Consecuentemente,

(ww')’
w?+1

2
e+ w? (-wf-l—l +1) =({...1:‘!+1)(,¢:a'r2

—w? +w? +1 :
i (m) = (@ +1) "

g (wz 4_1)“9.‘1

w?+1
2
wr g ”
s+w2+1—(w +1)¢
e(w?+1) +w?
a1l metlet
ewt+etw?
@17 7

de donde

¥ i(5w2+w“+e]%
S (w41 7

(4.7)

siempre que ew? +w?+¢ > 0 en I (cuando ew?+w?+¢ = 0, ¢ es constante).
Entonces la funcion ¢ (u) es de la forma

“(ew (1)* +w' (1)° + e)%
oG+ dt. (4.8)

p(u) ==
0

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el signo es positivo. Asi, las
coordenadas del contorno de la curva C) estan dadas en términos de w vy sus
derivadas.

Podemos de esta manera calcular las curvaturas principales.
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A lo largo de fas curvas coordenadas f; tenemos

k= ‘(r’y -~ y'r)
= ,__[ —{w? + I] sen @y’ ((-"Jz +I)'J‘_5°"‘P)
’}-%npjf—. i i)““‘w”]
= —1[—(w?+1)sen? c,o&,a +ww cos @sen @ (4.9)
— (w? + 1) cos? py’ — ww' sen p cos ¢]
4 1) (coeiip + sext ]
sswrrt] _ (arst

wi4l w

{(w + I'!z cos '’ -|—

€ |-

= 2 [(w’+l}{“"

Para calcular k,,, usaremos las ecuaciones (4.3)-(4.6):

r

y'z = (w2+1}%cos(ptp'+(T—”s"“5":| [(w +1)? cos<p]
L

= (w? + 1) cos® pp' + ww' sen @ cos .

i ’

zy = |- (w®+ 1);_sen¢p<p'+Lcoszp [(w +1)? sentp]
L (w+1)2

= — (w® + 1) sen® ' + ww' sen p cos @.

Entonces

Yz —z'y = (W + 1) cos? o' + (w? + 1) sen pp' = (W + 1)¢'.

De la ecuacion (4.7) tenemos

(WP + 1) = (6:..02 +w? + s)%

lo que implica que

; ] L
y'r — 'y = (W 4+ 1)¢’ = (ew? + w? +¢)? (4.10)
Ademas.

1
Y’z — 2"y = (y'z —2'y) = E(sz e S}_%(‘Jc‘ww' + 2w'w")

cww’ + W cww’ + w'w”

- L= (4.11)
(sw? +w? 4 ¢)? yr—ury
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Si derivamos la ecuacién (4.1) se obtienen las igualdades
2xx’ + 2yy’ — 2ww' =0, zz' +yy = ww'.
Derivando nuevamente obtenemos la ecuacion
zz" + (2') + yy" + (¥)" = ww" + (W)’
Y si sustituimos (4.2), se tiene

zz" +yy’ + € = ww"

Iz" + yyh‘ == Ww” —¢

Ahora derivamos la ecuacién (4.2) para obtener

r_n

1o fon
rr +yy =ww

y despejamos z” y y” en el siguiente sistema

xIH + yyﬂ'

f_ I 1"

Tr +yy =ww

Il
E
&

|
o

De esta forma llegamos a la pareja de igualdades

z” B yl'(wwn o 5) e ywtun

Ty —z'y
o I

p_ Tw'w"” — z(ww"” —€)
zy' - zly

y obtenemos

w o Y ww” —€) — yy'w'w”
Ty =

Ty — 'y
u s ITWW" — 2 ww" —g)
y'z' =
zy — 'y
lo que implica que
1 12 l
"ot T W — EW" —
'y -yt = ————

ry — 'y

(4.1:
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Por otro lado, sabemos que
—k, = _\‘f(N,T‘uu) = [-_wﬂ(mfy L y;x) 4 w"(r”y . ynr.‘) i w(y”r" _ .l.‘"y")] )
Sustituimos (4.10), (4.11) y (4.12) en esta ecuacion y obtenemos:

W'(eww' + ww")  wleww" —ew™ —1)

kﬂ = L‘)”(y!I s I‘y}
y'z—aly y'z—z'y
[6w"+w] w" + ew
=£

YT —2'y|  (cw?+w?+e)i

Consecuentemente, las curvaturas principales para la hipersuperficie ge-
nerada por la curva C; son

ew? +w?+¢ z W + ew
i BT BT . AT e
W (ew? + w'? + )2
donde ¢ = 1,2,...,n — 1, € = 1 si la hipersuperficie es de tipo espacio,
mientras que ¢ = —1 si es de tipo tiempo.

Observemos que estas férmulas son vélidas para:
w?> —e(W+1)

El conjunto de parejas (w,w') con w > 0 y w? > —cw? — ¢ es conocido
como “region relevante”.

Una de las diversas generalizaciones de la curvatura media es la r-ésima
curvatura media H,, que describimos a continuacion; en esta parte desa-
rrollaremos una técnica de estudio de las hipersuperficies con H, constante
y mas adelante regresaremos al caso particular 7 = 1 para hacer un andlisis
breve sobre los puntos criticos de la primera integral de una funcién G, que
corresponderan a los llamados cilindros hiperbolicos definidos por Montiel en
[20].

Utilizando las ecuaciones (1.1) y (4.13), obtenemos la {érmula para la
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r-ésima curvatura media:

n
(r) i, = > ki ki oo ks,

1€ <ig<-<ir €n

_ s—l [((sw +w?+¢)? )]r
(n—l [((ew + w'? +5)2)] ! ew' +w
p— I (ewz+wa+5)%
_ n—r()[(ew + w'? +£)%]

r—1
4T (n) (ew? + W + 5)5 ew' +w
BAF @ (ew? + w? +€)7

De esta manera se sigue que

1 r
_ (ew? + w? +¢)?
nH, = (n—r) [ "
- qr—1
5 (w? + w' 4-.5)'i ew +w
r 1
| w ] (ew?+w?+e)?
b i»)(smz +w? +€)?
= n — -
w"
1 (sw? 4 W' +E]%-| w ew" + w
r
| wr (&02 + w”? +5}% (Ew;; +w"'3-|—€}'13

y entonces,

nH.w" = (r':—r)(5w2+w'2+€)%+?‘ (sz-l-w +E)‘2_w(ew +w) (4.14)

Multiplicamos por w"™ ™! estd iltima ecuacion, obteniendo

n!frwﬂ_l g [f! st I") (Eu-’ +w!2 +E),§ q=r=1

r=2

+r(ew’+w?+e )’ WM (ew"” + w)
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Luego entonces,
(n—r)(ew® + W + 4 ™ el
+r(ew® +w? + E)TI W (ew" +w) —nHw =0
Esta ecuacién diferencial puede ser escrita en la siguiente forma
i
d [w""’ (ew? +w® + 5)’]
dw

—nHw"'=0
la cual se integra con respecto a w, suponiendo que H, es constante:
" (.‘:(...1:t I gt = E)g - Hw"=C
Hacemos
Grw,w') =" [(sw2 +w?+ E)% - rw’] (4.15)

Se puede decir que la ecuacién (4.15) es una primera integral de (4.14).
Dada una solucién w, la pareja (w,w’) nos describe las curvas de nivel de la
funcion:

Go(u,v) = u" " (eu® + v* + €)7 — Hou"
conu>0yeu?+vi+e>0.

De esto, podemos enunciar el siguiente resultado.

Lema 4.2 FEl conjunto de parejas ordenadas (w,w'), donde w es una solu-
cién de (4.14), son las componentes conezas de las curvas de nivel de G,
contenidas en la region relevante.

Una hipersuperficie correspondiente a una solucion constante de la ecuacion
(4.14) se llama cilindro.

Para el caso particular n > r = 1 tenemos que H, = H es la curvatura
media. La ecuacion (4.15) toma la forma

G, (w,w') = w*! [(5{...12 Fiw g e)% — Hw] (4.16)

Analizamos las curvas de nivel de G, y £ = 1. Es evidente que G; =0 en
los puntos del eje w', y si H > 0, también en los puntos de la cénica

W (1l — H*) 4w = -1.
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Para obtener los puntos criticos de (7 calculamos

a0,
dw

2
e w—l_ Hw+(n—1) ((w"‘ +w?+ 1)% - Hw)
(W4 w?+1)?

()(l[ - w'
T P sy H
Ow (W? + w? + 1)3

Cuando w = 0, los puntos criticos estin en el eje w’. Cuando w' = 0, los
puntos criticos satisfacen la ecuacién

wz—nHw(w2+l)%+(n——l)(w2+1)=0 (4.17)

Como w? > 0, podemos escribir senh(t) = w y sustituyendo en la ecuacién
(4.17) obtenemos

senh®(t) — nH senh(t) cosh(t) + (n — 1) cosh?(t) = 0
Si dividimos entre senh?(t), tenemos la relacién
1 — nhcoth(t) + (n — 1) coth?(t) = 0
Resolviendo esta ecuacién para coth(t) se tiene que

nH + /n*H? — 4(n —1)
2(n—-1)

coth(t) =

De la igualdad csch?(t) = coth?(t) — 1 y de la relacién dltima se sigue que

2
i) = [ny + /n?H? — 4(n — 1)] .

2(n—1)

) (nﬂim) —4(n—1)

4(n —1)?

O en forma equivalente,

2
, (nH + /nZH? — 4(n — 1}) —A(n —1)?

senh?(t) 4(n —1)2
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es decir,
2An—1)

\/(nai\/mm)z_q(n_ e

Para el caso n?H* —4(n—1) =00 H = 5@, obtenemos un tnico
punto critico, cuya primera coordenada denotaremos por wg. Esto es,

w = senh(l) =

n—1
w§=2_n

Para 3{?‘-7—1 < H < 1 tenemos dos puntos criticos cuyas primeras coorde-
nadas denotaremos por wp,w;. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que wy < Wy.

Finalmente si H > 1 tenemos solamente un punto critico cuya primera
coordenada denotaremos también por wy.

Tenemos las siguientes propiedades para wg y w;, como funciones de H.

n—1

- + ” -
1. w? y w? — 2=L cuando H —s 22717 | cual se mostré anterior-
0 Y 1 2—n n 1
mente.

2. w; es una funcién creciente de H si H — 17, ya que
2(n—1)
w; —
o1 J(n & /n? =4 — D)2 — 4(n - 1)?
. 2(n—1)
\ﬂn +vn?—4n +4)? —4(n —1)?
_ 2(n—1)
V(£ /= 2)2 — d(n — 1)
B 2(n —1)
VrEm =2 —An—1)?

Si tomamos el signo (+) en la dltima expresion, vemos que w; — 0o.

Por otro lado, si | < n < 2, w; — —2=L— tomamos el signo (=) y

v n(2-n)

n = 2, tenemos que w; —+ 00.
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3. wy es una funcién decreciente de H y wy — 11 cuando H — oo.
4. wy < wy < wy siempre que estos valores estén definidos; aqui wy es

la interseccion de la curva de nivel-cero de (¢) con el eje w y satisface
(1 = H)wy = 1.

Los puntos criticos aqui obtenidos corresponden a los llamados cilindros
hiperbélicos (ver, por ejemplo, Montiel [20]). Notamos que estos cilindros
hiperbélicos son no umbilicos y que el valor especial H = 2 :_' es pre-
cisamente el valor a partir del cual una hipersuperficie puede dejar de ser
umbilica, como afirma el siguente resultado.

Teorema 4.3 (Akutagawa [1]) Sea M™ una hipérsuperficie completa, tipo
espacio y con curvatura media constante H en Sit' C R}, Si se cumple
que

1. H* <1 paran =2,
2, Hagﬂ:T—'lpamnz&

enlonces M es tolalmente umbilica.

En resumen:

Caso hiperbélico para r = 1 y curvatura media constante
Ecuacion de la primera integral
Gi(w,w') = w™! (m— le)
Ecuacion de los puntos criticos
Wt (n—1) (W +1) —nHwVe? +1=0
Si G(w,w') =0 yw # 0, entonces:

7 (] — Hz)wg = —]
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Resolviendo esta ecuacion

W= =14+ (1* - 1)t

wrz 2 1
H2—1) Y T o
dw
= (H? - 1) du
cosh™! T = (H?- l)%u,
(H’-U;
lo que implica que
1 " L
w = WCOS}I [(h’ = l) ‘Ll:]

con soluciones existentes para H > 1.

4.2. Superficies de rotacion hiperbdlica y tipo
espacio

En esta secciéon damos una clasificacion de las superficies de rotacion
hiperbélicas tipo espacio con curvatura media constante no nula en S3.

Sea R}*? el espacio de Minkowski de dimensién n +2 con la base natural
€1,...,€n42 Cuya métrica { , ) estd dada por

n+l1
(I!y) = Zmiyi — Tn42ln42,

=1

donde z,y € R, ¢ = (21,...,Zn32), ¥ = (Y1,--,Yns2)- El espacio de
De Sitter (n + 1)—dimensional S;*! esta definido por

n+l __ n42 -
ST = {z e Rj**|(z,2) = 1}
Por lo que vimos en el capitulo anterior S}*" es una hipersuperficie semi-

riemanniana ('.Olll])](’(.'d. simplomente conexa con curvatura seccional constante
. n+2
1 en RY™*.
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Una superficie de rotacién hiperbolica en el espacio 3-dimensional de
De Sitter S? obtenida por la rotacion de la curva

Ci(z(u), y(u),0,w(u))

estd dada mediante
M, : 7(u,v) = (z(u), y(u),w(u) senh(v),w(u) cosh(v)),

con u € I,v € R. Este tipo de rotacion de Rf fija un plano tipo espacio, en
este caso, el plano zy.
La primera forma fundamental de M, es edu® + w(u)?dv®. Cuando € = 1,
la superficie es tipo espacio, cuando € = —1, la superficie es tipo tiempo.
Sea

Na(u,v) = (y'(w)eo(ar) — o' (w)y(u), ' (w)o(u) — o (w)2(u),
(v (w)(u) — '(u)y(w)) senh(v), (¢/(u)z(u) — 2'(u)y(u)) cosh(v))

el campo vectorial normal unitario de M; en S%.
Entonces para la superficie M, se debe cumplir

(Nhru) - (Nhru) = (Nlar) = 0)
(NI,N]) = —E€.

Realizaremos el cilculo de (Ny, N;). Las otras igualdades se verifican de
la misma forma (omitiremos u, para facilitar el calculo):

(Wi B) = (oo =)+ (e — 2P
+(y'z — z'y)? senh®(v) + (y'z — z'y)? cosh?(v)
= (Yw—u'y)’+ (W' — 2')’ - (y'z — 2'y)?
w?(e +w?) + w?(1 + w?) — Www? — (ew? + wW* +¢)

S
£

De las ecuaciones (4.13) obtenemos

=g —wi =t =g

(ew? + w? +¢)?

2Hw =

£l

es decir, ,
—2Huw(ew? + w? +€)7 = 26w + ww”" + W 4 ¢
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Sin pérdida de generalidad, suponemos que w(u) > 0. Cuando w(u) # cle,
tomamos w(u)? = a(u) — 1, y sustituimos en la ecuacién anterior. Como
o = 2w y o = 2ww" + 2w?, obtenemos:

-

" +4ea = —2H (4ea® — £ + a?)
Como w(u) # cte., entonces a # 0. De aqui obtenemos:

o' + dea
(4ea? —+€ o -
Integrando con respecto a a,
(o + 4ea® — .‘;‘)2l =-2Ha+a, con a—2Ha >0,
donde a es la constante de integracién. Simplificando esta expresion se obtiene

o? = a* —4Haa + 4(H? — €)a® +¢. (4.18)

Resolvemos la ecuacién (4.18) por casos.
Caso 1 (tipo espacio). Como € = 1, (4.18) se transforma en

o? =a®* —4Haa + 4(H? — 1)o* + 1. (4.19)
Ahora consideramos los subcasos respecto al valor de H.
1. Si H? = 1, entonces la ecuacién (4.19) se reduce a

a? = —alla+a*+1

Resolviendo esta ecuacion para a # 0, se obtiene

; H . 5
a= (a® +1 —4a*u?) = E(ﬂ2 + 1 —4d*u?).

Por lo tanto, tenemos

alu) = { constante, si a=10, (4.20)

H 22y o
w(a® +1—4d*?), si a#0.

Para las soluciones posteriores, tomaremos la constante de integracion
igual a cero.
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2. Cuando H? > 1, resolvemos la ecuacién
o = 4[1!":"2 - ])(12 —AHaa 4+ a* 41

y obtenemos como solucion

Ha SE—T=1) :
NHT—1) T 2H=1) cosh(2VH? — Tu),

a(u) =

para a® > H? — 1.

Analogamente, se muestra que si a> < H? — 1, entonces

2y VI AL ) i BT )

NHE-1) T 202 -1)

a(u) =

Si a®> = H? — 1, entonces la ecuacién (4.18) toma la forma
o = 4a*a® — 4Haa + H?

y al resolver obtenemos
'q Zau
a(u) = B +e

Cuando H? > 1 resolvemos la ecuacién (4.17), obteniendo

a' 4(H? = 1)a*? —4Haa + a® + 1
afu) = 2”?'_” + ‘Z,_‘,'“;;'fﬁz sen(2vi — H2u)

siempre que a? > H? — 1.

Caso 2 (tipo tiempo). Como € = —1, entonces la ecuacion (4.18) toma
la forma

a? =4(H* + 1)o® —4Haa + a* — 1

Resolviendo esta ecuacién para a® > H? + 1 se tiene

_ Ha vai—(H*+1) ;. -
a(u) = 2{”7‘+1)+ S+ 1) senh(2V H? + 1u)
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Similarmente, para a? < H? + 1 obtenemos

Ha VHT 4+ 1 —a? 7
au) = S+ 1) + ST+ T) cosh(2v H? + 1u)

Por 1ltimo, si > = H? + 1 entonces (4.18) se transforma en la relacion
o? =4d’a® — 4Haa + H?

y resolviendo esta ecuacion, llegamos a
H
alu) = — 4™
Resumiendo lo anterior podemos concluir el siguiente resultado.

Teorema 4.4 (Véase [18].) En el espacio de De Sitter 3-dimensional S,

1. Una superficie de rotacion hiperbdlica de tipo espacio es congruente a
alguna de las siguientes superficies.

a) r(u,v) = (asen(u),acos(u),bsenh(v),bcosh(v)),
donde u € [0,27], v € R y a,b son constantes reales.
b) r(u,v) = (x(u),y(u),w(u) senh(v),w(u) cosh(v)),
dondeuel,veRy
z(u) = (w(u)? + 1) cos p(u),
y(u) = (w(u)? + 1)7 sen p(u),

con .
“w(t)? + (1) 4 1)2
tp{u)zf @) ) + 1
0 (w(t)? +1)
La funcion w(u) tiene la siguiente expresion dependiendo de a y
H:

W=

1) (L(@®+1 —4a*®) - )7 sia#0 y H* = 1.

E
2

. & ,/,ﬂ-(u?—l] . ;
2) (2“,:’_”+ =) msh(h/”‘—l-u.]—%) ;

sia?>H*—=1>0.
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1
9) (ot + e senh(2V/ AT — Tu) - 1),
si0<a’< H?-1.
1
1) (2{:;2-1) + 2(H3‘] :; sen(2v1 — H?u) %)
si H2—1<0.

2. Una superficie de rotacion hiperbolica de tipo tiempo es congruente a
la superficie

r(u,v) = (z(u), y(u),w(u) senh(v), w(u) cosh(v)),
dondeue [LveR, y
a(u) = (w(u)? +1)* cos p(u)
y(u) = (w(u)* +1)% sen p(u),

con

_ [t e+ - 17
o= | -
La funcion w(u) tiene la siguiente expresion dependiendo de a y H:

1

:f . 2 2

(2”;5“1 ® ;(H{:ITI) senh(2VH? + 1u) — %) , a?> H? 41,
!

(Erer=—~1)7, @ =H 41,

(2(H2+1} T % cosh(2v H? + 1u) — ') , @ <H*+1.

4.3. Superficies de rotaciéon hiperbdlica y tipo
tiempo
La superficie
M, : r(u,v) = (2(u),y(u),w(u) cosh(v),w(u) senh(v)), u €I, v €R

es por definicién la superficie de rotacién hiperbélica en §} obtenida por la
rotacion de la curva Ca(u) : ep(u) = (x(u),y(u),w(u),0), v € 1. Dado que ¢l
analisis de estas superficies es andlogo al de la secciéon anterior, hacemos sélo
un breve resumen.
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La primera forma fundamental de M, es du® — w(u)*dv? y es siempre de
tipo tiempo. Sea

No(u,v) = (y'(u)w(u) — w'(w)y(u),w(u)z(u) — ' (u)w(u),
(='(u)y(w) — ' (s)=(u) cosh(v), ((u)y(x) — ¥'(u)a(u)) senh(v))

el campo vectorial normal unitario de M; en S3.
Entonces, para la superficie M, se deben cumplir las relaciones

(N;;,r,_.) = (N;;,r,_.) = (Nﬂ’r) =0,
(NQ,NQ) = l

En este caso las superficies tienen curvatura media constante H # 0 si y
solo si se tienen las siguientes relaciones sobre el intervalo [:

2(w)? + y(u)? +w()? =1 (4.21)
2'(u)? + ¢/ (u)? + ' (u) = 1 (4.22)

y ademas,
9Hw = w?(zuyt = yuz:) - ww'(z"y _ yﬂz) + (wwn _ 1)(1"3} _ yr:) (423)
Ahora resolvemos dichas ecuaciones. Para la ecuacion (4.21) proponemos
las soluciones
{ z(u)
y(u)
donde |w(u)| < 1.
Derivamos las ecuaciones (4.24) y sustituimos en la ecuacion (4.22), obte-
niendo

(1 — w(u)?)? cos p(u)

(1 — w(u)?)7 sen p(u) (4.24)

(u) = —(1 —w?)? senpy’ — —;“““’ cos
(w) = (1 -w?)3cospy’ o e FheE)
y = i e L

Mediante calculos directos, despejamos ¢’ y obtenemos

- (1 — _wrz)g

e 1 —w?

Suponiendo que 1 —w? —w™ > 0 sobre el intervalo I (cuando 1 —w?—w'? =
0, entonces @ es constante).



CAPITULO 4. HIPERSUPERFICIES DE ROTACION 49

Asi, la funcion ¢(u) es de la forma

(1 —w(t)? — w'(2)?)3
Plu) = / 1 —wi(l) C

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el signo es positivo. Ahora
calculamos las curvaturas principales:

2 o2k
2 (Nz,?'w) = __(z y—y'z)= (]""T“")-
(w"+w) W+t w

- Nsruu o = -
¥ Yy —yr (1 -w?-—w?):

ki

kx

donde ¢ = 1,2,...,n — 1, con la condicién w? < 1 — w?
De las ecuaciones (4.24) y (4.25) podemos obtener

2y —y'e=—(1-w)y = —(1 -’ —u") (4.26)
wwl_}_wfwﬂ

I” sy "I= z." =" !zl'=_
y—y'z=(a'y—y'z) pm—

(4.27)

Derivamos las igualdades (4.21) y (4.22) y tenemos el sistema de ecua-
ciones diferenciales

r_n ! ron

rr tyy = —ww
de donde despejamos z” y y" para obtener
(I!y _ y."m)zh‘ i y!{wwﬁ' + ]) _ yw!wﬂ'
(xl'y s y":s)y” i -—x"(ww" +1) + zwiw”
De esta ecuaciones se deduce la relacion

a2 Lk
L'”y' _ yﬂxr — _l +"-‘-:‘-“J 'w — 1 +:’-‘-’w . W (4_28)

Si sustituimos las ecuaciones (4.26), (4.27) y (4.28) en (4.23) obtenemos

ww' +w? + 2% — 1 = —2Hw(l —w? — w?)} (4.29)
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Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que w!{u} > 0. Si w(u) no
es conslante, hacemos el cambio de variable a(u) = w? — 1 y entonces (4.29)
se convierte en la ecuacion

a" +4a = —2H(1 — 4a* — o)z (4.30)

ya que o = 2ww’ y o = 2w? + 2ww"”. En virtud de que w(u) # cte. y a # 0,
tenemos de la ecuacion (4.30) que

(1 -—4a® —a?)? =2Ha+a con 2Ha +a > 0, (4.31)

donde a es la constante de integracién.
Al resolver la ecuacion anterior llegamos a que

aH VH? +1 —a? 5
2{H24_1)+ S+ T) sen(2V H? + 1u),

a(u) = —

(4.32)

donde tomamos la constante de integraciéon como cero.
De todo lo anterior podemos concluir el resultado siguiente.

Teorema 4.5 En el espacio 3-dimensional de De Sitter S, la superficie de
rotacion hiperbolica obtenida al girar la curva C, es tipo tiempo y congruente
con alguna de las siguientes superficies. (Véase [18].)

1. r(u,v) = (asen(u), acos(u),bcosh(v),bsenh(v)), donde a y b son cons-
tantes, u € [0,27], v € R.

2. r(u,v) = (z(u),y(u),w(u) cosh(v),w(u) senh(v)), donde u € I,v € R.

Ademads,
z(u) = (1 —w{u)i)% cos p(u)
ylu) = (1 —w(u)‘z)% sen (u)
_ (1 —w(t)? - w'(t)?)?
@lu) = f I — () dl

_ all VH? 41— a? : = 1 :
wlu) = (*2(112—1—1]-1- TR sen(2v 11 +]u}+:j)

donde a y H son constantes y a* < H? + 1.



Capitulo 5
Estabilidad

En este iiltimo capitulo estudiamos las férmulas para la primera y segunda
variacion del area, asi como la definiciéon de estabilidad. Ademas estudiare-
mos algunas caracteristicas de las hipersuperficies tipo espacio con curvatura
media constante relacionadas con estos conceptos.

5.1. Primera variacion del area

Sea z : M™ — M™! una inmersién tipo espacio, donde M es una varie-
dad conexa, compacta con frontera @M (posiblemente vacia) y M™*! es una
variedad de Lorentz.
Definicién 5.1 X : M x (—¢,€) =+ M es una variacién de z si:

i. X es C*™.

2. X;: M =5 M L€ (—¢c), definida por p— X(p.1), es una inmersion
lipo espacio.

3. -\’G = ir.
4 Xlom = zlom-

Definicién 5.2 La funcién de area de la inmersion A : (—e,¢) =5 R
estd dada por
z"l(!}:f dM,,
M

ol
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donde dM, s ol clemento de volumen de M en la métrica inducida por X,.
La funcién de volumen V : (—¢,¢) = R estd dada por

V(t) =/ X*dM.
M x[0,1]

Para cada p € M, consideremos la curva X, : I — M, t = X(p,t).
El campo w(p) = (%Z)I es el campo variacional de X. Denotemos f =
t=0

—{w, N}, donde N es el campo normal de la variedad M. Entonces tenemos
w = fN + campo tangencial.
Lema 5.3 Con las definiciones y notaciones anteriores, tenemos:
1. %40) = - [,,nHf dM,
2 %{ﬂ) =— [y f dM,
donde H es la curvatura media de la inmersion z.
Demostracién.

1. Tenemos inicialmente la igualdad

dA(t) _d [ d
Cdt T dt (/M dM‘) T Iy dt (dM,).

Mostraremos que

d
7 (M) |0 = —n (HN, W) + div W,
il

donde I N es el vector de curvatura media.

Fijemos p € M y consideremos un marco movil e, .., €, en z(U,), donde
U, es una vecindad del punto p € M, tal que

a) €y,..,e¢, son ortonormales en la métrica inducida por ;

b) (Deyci), = (Dasyendry (¢5)) ] = 0
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Definamos ¢;;(1) = (dX(e;), dX(¢;)) y consideremos 6,.0,,. .., 0, las
respectivas 1-formas duales de ¢;,..., e,.

Se tiene que

dM; = /det(gi;(1)) 01 A --- AO, = [det(gi;(t)) dM.

Luego,
Mo = 5o (et 0(0) M
= 5oy e 6O lead
Por hipdtesis, gi;(0) = (dz(e;), dz(e;)) = 6;. Entonces det(g;;(0)) = 1
3
Gm)| = 52 )

Usando el lema 2.18, tenemos

d 1d 1
M| = 5 (det(gi;(1)))le=0dM = EZng(O]dM'

=0 k=1

Sean €1, ..., €, levantamientos de ey,. .., e, en U,x I C M xI. Entonces
[at ,E},] =0parak=1,...,n. Denotemos por @, €y,...,6E, las imigenes
dadas por la apllca.rmn dA de los campos 31,01, .., €n. Entonces

gkk(t) G (a'Xt(ck}, dX;(Ek)) = (ék,ék) i

Por otro lado,

, d d Dey _
gi(l) = a(gxk(i)) == (€x€k) =2 <Ttk‘f~’k>
=92 (j)wék,ék) =2 (D,-.kt:) -+ [-‘;), ék] ,5&) i

ya que [@, &] = Dyéx — Dy @. Ademds,

(@, & = [d\’ (;) ,d_\'(a.)] =dX [;—’ta] =0
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Consecuentemente,

ghi(t) = 2(De@, &) = 2 [ex {w, k) — (, De,ér))

y por lo tanto,
Z 9k (0) = Z ék (@, &) — Z (@, (Deyr) x(r))
= Zek (w ek <w, Z(Dckek)x{;’])

Como 0 = (D, ex), = (Dq e;‘) =) %€ sigue que Ds, &, = (Dg,é)N. Por
lo tanto,

= Zgﬁ(ﬂ) Z é (@, ex) — (@,nHN).

k——
De esta manera,

n
=—(nHN,&) + Y ex(@,e) = — (nHN, @) + diva.

t=0 k=1

d
(M)

Por lo tanto,

dA
dt |,_,

—/ {nHN,u’;)dM+/ divdM
M M

«f (nHN,&)dM +/ {w, N) do,
M aM

donde N es el vector normal unitario de @M en la orientacion inducida
y do es el elemento de volumen de M.

Como w|anm = 0, la segunda parte de la ecuacién se anula y tenemos
que

dA|
dtIU_

{(nlIN,w)dM.
M
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Ademas, por la ecuacion (2.6) se tiene

= Z {Z Gwijle)e }
;Z((n-}lwi,n-fl(ei)N)

(Z hi;0; (&) N)

n

%Z (Dl

=1

Il

1 n
= —Zh.‘gN =—HN
n <
=1
Entonces,

dA g -
— = — (nHN,u}dM:f (nHN,&)dM
dit =0 M M

LnH(N,w)dM=-/MandM.

2. Fijamos un punto p € M y escogemos un marco moévil ortonormal adap-
tado, (_Jrientado positivamente, ey,...,€n,€,41 = N en z(p). Entonces
X*(dM) = a(p,t)dM A dt, donde

= a
a(p,t) = {X'dM)(el,---,Cng)

_ dxX
= dM (de(e,), e dXy(en), —) ;
ot
Tenemos entonces

a(p,0) = dM(dz(ey),...,dr(e,),w)

dM(dz(ey),...,dx(e,), fN + componente tangencial)
= dM(dz(ey),... dz(x,), fN)

+dM (dz(ey), . . ., dz(e,), comp. tangencial)
fdM(dz(ey),...,dz(e,), N)

= fdM(e,...,¢e,) = [.
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Como es vilida la cadena de igualdades

dV d
—(l) = ._,/ a(p,7)dM A dT
dt di Mx[o,]

- % {fM ([a(p,r)df) dM}
5 fM (% fut a(p,T]d‘r) M

= [ atp.tyam,
M
se sigue que 4-(0) = f,, f dM. =

Definicién 5.4 Una variacidn es normal siw es paralelo a N. La variacion
preserva volumen si V(t) = V(0) = 0, para todo t.

Lema 5.5 Dada una funcidn diferenciable f : M — R con flay = 0 vy
Sy fAM =0, existe una variacidn normal que preserva volumen cuyo campo
variacional es fN.

Demostracién. Sea ¢ : (—¢,¢) X M — R una funcién diferenciable tal
que ¢(0,p) =0 y ¢|laps = 0. Definamos

X (_51() xM — M‘s (t,jﬂ) chpz(p)¢(tip)N'

Afirmamos que X es una variacion normal con (% o= (%)!:0 N.

La diferenciabilidad de X es consecuencia de la diferenciabilidad de las
fungiones p — z(p), p —> N(x(p)), (t,p) — #(t,p), ya que X es com-
posicién de todas ellas en conjunto con la exponencial, la cual también es
diferenciable. Tenemos por un lado que

- - . —
Aﬁ(p) =X ((}! p) = expr(p) ‘p(O!p)‘l‘V = expr{p} 0= ‘E(p)‘
y si p € M. entonces
, -
,\f(p] = cxpx(p] Qﬁ(t’p)N — expr(p) 0= .I'(p].

Consecuentemente, (Xy) [aar = zam.
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[is claro que X; es inmersion y ademas,

dX dé
e CE i CHL

d¢ e
= d (exp,)) g (a)'_o N = (a)‘_n N.

Mostraremos ahora que ¢ puede ser escogida para satisfacer las hipdtesis
del lema.

Calculemos entonces la funcion volumen V(i) relativa a la variacion X.
Observemos que X = e o 1, donde

(-6 )x M > RxM, (,p)— (¢(t,p),p)

e:Rx M- M, (up)r— €XPy(p) Ne(p)-
Si denotamos E(u,p) = det(de(p,u)), entonces

V(t) = f X*dM = P e"dM.
[0,8]xM

[0.4]xM

Por definicién, (e o))" dM es una (n + 1)-forma diferencial definida en
(—¢,€) x M mediante

[(e © 1!b). dM] (t.p) (Uh suy vn-H)

= dMx (1) (de(o(1.p) ) 8P 1,0)01> - - - » D€(4(1.) ) I (1,p) V1)
= det(d6[¢{‘_p}.P)} det(dﬂb(t‘p))(dﬂ’f A dt)(vl, g v““)

o, de otra forma,

(e0¥)"dM.y) = det(deqg(i,p).) det(dipy))dM A d.

Por otro lado,
9
dd'(’-nl = ( 301 i )
(t,p)

Luego, det(diy, ) = %(t,p]. Ademas,

V(i) :/ !L‘(qb[t,p]‘p)d—qb(z,p}dflf Adt
[0,e]x M ot

= : ~ d¢ |
= ];f (ﬂ L(Q{'(LP)?P)?]T(!‘;J)d[) dM.
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Ahora consideramos el problema de Cauchy

%, 1)
2P = B
#(0,p) = 0.

Tenemos que

E(¢(t,p),p) = det(dege,p).p) = det[(dexp,i))oepN.g] # 0

puesto que exp,, es un difeomorfismo local.
Luego, el problema de Cauchy esta bien definido y por el teorema de
existencia y unicidad de las EDP, tiene una solucién tdnica ¢.

Sustituimos ¢ en V(1) = [, (f(: E%?dt) dM, y tenemos

V(:)=L([E%dc) M
= [ ([ rorac) am

=/f(p)th=t/f(p)dM=t-0=0
M M

para todo ¢ € (—¢,¢€). Por lo tanto, X preserva volumen y ademas,

axX d¢
le'(ﬂa p) = {[d"-xl’x(p)]w_pw:m a(is P}Nr\‘vl}
¢ ; d¢ '
= [dexp,) g 3¢ 0 P)Nen) = 57-(0, PN

_ f(p)
-~ E(0, P}N

t=0

Como E(0,p) = det(depy) = 1, tenemos %XT(O, p) = f(p)N vy por lo
tanto X es normal.

De la hipdtesis flap = 0. se sigue que ':i—‘:’([,p} = 0, para todo p € dM.
Luego ¢(t, p) es constante en relacion a t. Por la condicion inicial (0, p) = 0,
se tiene ¢(1, p) = 0, para todo p € M y para todo t € (—¢, ). Esto concluye

la demostraciéon. m
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Para una variacion dada X de una inmersién ¢ : M™ = M™*! denotemos

1
Hy = WL HdM,

donde A(0) = A.
Definamos el siguiente operador: J : (—¢,¢) = R, dado por

t— J(1) = A(t) + nHoV(t) = A(t) + %/M HdM.

Proposicién 5.6 Seaz: M" — H“”una inmersion thO ESPGCIIO. Enlonces
son equivaier:tes:

1. z tiene curvatura media constante igual a Hy;

2. Para cualguier variacion X de x que preserva volumen tenemos que

A'(0) =0.
3. Para cualquier variacién X de z, J'(0) = 0.
Demostracion. I = 3) Derivando J(1), tenemos que
J'(t) = A'(t) + nHoV'(1).

Al evaluar en { = 0 y usar el Lema 5.3, tenemos
J'(0) = A'(0) + nHoV'(0) = — ]MandM +nH, fM fdM
Como por hipétesis H = Hy, tenemos
J'(0) = —/ nHyfdM +nHuf JfdM =0
M M

3 = 2) Sea X una variacién de & que preserva volumen; es decir, V(1) =
V(0). Entonces, V'(1) = 0.
Ademas, por hipétesis, J'(0) = 0. Luego,

J'(0) = A'(0) + nHoV'(0) = A'(0) =0
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2 = 1) Supongamos, por contradiccion, que existe algin punto p €
M donde (I — Ho)(p) = H(p) — Ho # 0. Podemos suponer ademas que
(H — Ho)(p) > 0. Afirmamos que [,,(H — Ho)dM = 0. En efecto,

fM(n — Ho)dM = [M [H — A7Y(0) j;u HdM] M
=LHdM—/M(A"(O)/M HdM) M
" ]M HdM — (A"(O) /M HdM) fM M

& fM HdM — A~ (0) [ /M HdM] A(0) =0.

Consideremos ahora los conjuntos:
D* = {q€ M;(H — Ho)(q) >0}, D™ ={q€ M;(H — Ho)(q) <0}.

Como H — Hy : M — R es continua y (H — Ho)(p) > 0, entonces existe
una vecindad V, de p tal que (H — Ho)|y, es estrictamente positiva. Por
otro lado, como [, (H — Ho)dM = 0, entonces existe alguna vecindad V; de
algin otro punto p de M, donde (H — Ho) |y, < 0. Como M es compacto,
entonces podemos tomar funciones ¢ no negativas con soporte sop(¢) C
V, ¢ D*\ dM, cuyo producto por H — Hj sea tal que fM ¢(H — Hy) dM
asuma un valor positivo arbitrario. Analogamente, tenemos una funcién 1
no negativa con soporte sop(¢)) C Vz C D™\ M tal que [, o (H — Hy) dM
asume un valor negativo arbitrario. Entonces existen funciones ¢ y % no
negativas y diferenciables por partes tales que p €sop(¢) C D*;sop(yp) C D~
Y Sy (¢+ %) (H — Ho)dM = 0.
Denotemos f = (¢ + ) (H — Hyp). Si ¢ € 9M, entonces

f(q) = (¢(q) +¥(q)) (H (g) — Ho(q)) = 0(H(q) — Ho(q)) = 0.

Por lo tanto, el lema anterior indica que existe una variacion normal
que preserva volumen, cuyo vector variacional es fN. Por hipdtesis, A'(0) =
— [y nHfdM = 0 para tal variacion. Como [,, fdM = 0, tenemos que
’M HofdM = 0. Luego entonces

0= / f(H — Ho)dM = [ (¢+)(H — Ho)*dM > 0.
M M

Esto es una contradiccion. De esta manera, H = Hoen M. m
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5.2. Segunda variacién del area

Ahora calculamos la segunda variacion de J = A(t) + nHoV (t). Tenemos
que

dA dv
- () +nHo—-(1)

—/ n!lgflth‘i‘”!Igf fngf
M M

dJ
E(”

f (—n”, + nHo)flth
M

donde H, es la curvatura media de X, y f, = {%, Nt) , siendo N, es el vector
normal de X|.

Tenemos entonces que

dtz()—fu( ‘m‘) fdM,+ f( nH,+nHU){‘?aft‘dM + fir (th)}

Haciendo t = 0 y considerando que la curvatura media de = es constante,
tenemos:

JH,
a0 = [ a0 aM, con (1) leo = Ho

Teorema 5.7 Sea + : M™ — M una inmersion lipo espacio con curvalura
media constante Hy y sea X una variacion de x que preserva el volumen.
Entonces J"(0) depende solamente de [ y estd dada por

J0)(f) = fM (fAf = IBI? f* + Ricci(N)f?) dM

donde A ¢s el laplaciano en la mélrica inducida, ||B|| e¢s la norma de la

segunda forma fundamental de x, y Ricci(N) es la curvalura de Ricei (nor-
malizada) de M en la direccion de N.

Probaremos el resultado para variaciones normales. El hecho de que X
sea normal significa que w = %{0) = fN.

Para calcular la segunda derivada de J es suficiente calcular (22¢) (0).
Para hacer esto vamos a probar dos lemas.
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Lema 5.8 grad f = Dy (N:),_,-

Demostracién. Sea x : [/ = M una parametrizacion alrededor del punto

p € M. Sean 8%. levantamientos de los campos d%' ax(u)x I CMxI. Te

nemos que [%, 5‘i—.] =0 parai=1,...,n. Por lo tanto, [d/\'[%),dX(%]] =
0. i
En consecuencia, si v; = dX (5%-) y W =dX (%) , tenemos que para

cada 1l <i<n,0=[W,uv]= Dwv;— D, W. Luego entonces, Dwv; = D, W.
Ahora se tiene
0= W (N, v)) = (Dw Ny, v;) + (N, Dw:)
Entonces
(Dw N, ;) li=o = — ((Ne) le=0; (Dw i) li=0) = — (N, (Dy, W) |e=a) -

Pero Wli=o = fN y (DyW) |i=0 = Dy, (fN) = v [f]N + fD,,N. Esto
implica que

(Dng,v.-) = — (N,v.— [f]N+va‘N)
—(N,v; [[]N}) = <N,fD,,..N>
= —vi [f/](N, N)

=u[f].

Observemos que (N, N) = (€nt1,€n41) = —1. Ademis, (Vfv)y=D,f=

v; [f]. Por lo tanto, grad f = Dw (N¢) |¢=0, lo cual concluye la prueba del lema.
@

Asociado con cada X tenemos una segunda forma fundamental B y una
aplicacion A definidas como en el capitulo 2, relacionadas por

B(X,Y) = (AX,Y).

Lema 5.9 Si X yY son vectores en T,M entonces

<(%A) x,v> = (Dxy grad [,Y) + fQ(N,X,N.Y) — [ (A2X,Y).

Demostracién. Calcularemos la dcri_vada de I3 de dos maneras diferen-
tes. Primero usaremos que B(X,Y) = (DxN,Y). Sea W = dX (§) = &

at ot "



CAPITULO 5. ESTABILIDAD 63

Podemos extender X y Y a campos vectoriales tangentes en M también
llamados X y Y tal que [X,W] = [Y,W]=0en el punto p.

Entonees, tenemos

g , d
G BXY) = a—t(!)xN,Y) ) )
— <DwaN,Y>+<DxN, Dwy)

Usamos la ecuacién (2.7) para obtener
<DwaN, Y) = (DwaN, Y) + <D[w_x}N, Y> + Q(W, X,N, Y) .

Luego,

9 = 5 ’
—B(X,Y) = (DXDWN,Y)-F(D[W_X]N,W)

ot
+Q(W,X,N,Y)+ (DxN,DyW).

Haciendo t = 0, usando el lema anterior, la expresién de Wy [X, W] =0,
tenemos

%B(X,Y) = (Dx(DwN)=0,Y) + (DoN,W) +
+Q(fN,X,N,Y)+(DxN,Dy fN)

(Dx(grad f),Y)+ fQN,X,N,Y)

+f{DxN,DyN).

|

Observemos ademas que

(DxN,Dy fN) = (DxN,Y [f]N + fDyN)
= (DxN,Y [fIN)+ f(DxN,DyN).

Ll Ailtimo término es igual a [(AX,AY) = [(A*X,Y) y el término
Y[/]N desaparece ya que f es constante en M.
Derivamos ahora de otra manera observando que B(X,Y) = (AX,Y).
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B v d . o
5 PX.Y) = E)*g‘("'x'y) = (Dw(AX),Y) + (AX, DwY)

,—A) X+A (nw\'}"",y> + (AX, Dy W)

2=

x,Y> + (ADxW)",Y) + f(AX,DyN)

S

x,v) + f{A(DYN),Y) + f (AX, Dy N)

X, Y> + f(A’X,Y) + f (AX, AY)

S

X, v> + [(AX,AY) + f (AX, AY)

S

]
P T
e T i s e e

B TreE
\.._./'\-..._../\-..__:h_/\.__../\.__./

®

X, Y> +2f (AX, AY)
Entonces
(Dxgrad [,Y) + fQN,X,N,Y) + f(DxN,DyN)
= <(%A> X, v> +2f (AX, AY).
Finalmente, observando que (Dx N, Dy N) = (AX, AY), se tiene
4 " ] N —— e
EA X.Y) = (Dx grad f,Y ) + fQ(N,X,N,Y) - f(r’l X,Y )
lo que termina la prueba. m

Proposiciéon 5.10 Para variaciones normales tenemos

1, - !
a0y ap 4 FRica(v) - F1I-

Demostracién. Sea {¢1,..., ¢4, ¢p1 = N} un marco adaptado a la in-
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mersion & de la cual X es una variaciéon. Entonces
Z(A e ) = Z (A(e:), A(es))
= Z (Z €Wairj(€)Wai; (6-‘))
=1 i=1
= Z h3; = ||BI? (5.1)
1,5=1
y ademas
Af = (De(grad f),e:) (5.2)

Por definicién, el tensor de Ricci es

Ricci(N) = ZQ(N e, N, )= Zslsn+l Rnyrimiri

1=1
= E Roy1imsr i,
i=1

Observemos que
oH ~ 9
L= 2 g A

-2 () (10 52)

9H “~ Oh;; . a
= ZW = ; ((EA) e,-,e,-> 3

Por lo tanto.

v por ¢l lema anterior, tenemos

<(i 1) X, Y> =(Dxgrad f,Y) + fQ(N,X,N,Y) — f(A’X,Y).
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Consecuentemente

aH 8 ]
-—H—(:j[— = ; <(;}?A) Ciy f-’£>

= Z {(f)c. grad f, c;} + fQ(N, e, N, e)—f (A“"c,-,e,-)}

i=1
= i (De‘ grad f, c,-) + iffl(N, e, N, e) — if(Aze,-,e.-)
i=1 i=1 i=1

= Af + fRicci(N) - f||BI],

lo que prueba la afirmacién. m

5.3. Estabilidad y campos de Jacobi

Definicién 5.11 Sea z : M™ — M™! una inmersion tipo espacio con cur-
vatura media constante. La inmersion z es estable si J” < 0 para toda
variacion de z que preserva el volumen. Si M no es compacta, diremos que
z es estable si para toda subvariedad con frontera M C M, la restriccion
x| es estable.

Sea F el conjunto de funciones diferenciables f : M — R con flay =0y
Jag fAM = 0.

Proposicién 5.12 Una inmersion x : M™ — M™t! es estable si y solamente
i J'(0)(f) < 0 para toda f € F.

Demostracién. Supongamos que J”(0)(f) < 0 para toda f € F. Seca
X:i(—¢e)x M" M™t! una variacién de x que preserva el volumen. Sea
[ :M — R dada por pr— — (%) _,, N).

En virtud de que X fija la frontera, (%)) (0,p) = 0 para toda p € M.
Luego, flam = 0. Como V'(0) = [,, fdM, tenemos que 0 = V'(0) = [, fdM.
Asi [ € F.

Por la construccion de [ efectuada arriba tenemos que X = X{f) y por
hipétesis debemos tener J"(0) = J{(0) = J:\'—m < 0. Por lo tanto, r es
estable.

Reciprocamente, supongamos que r es estable. Sea f € F. Por el lema 5.5
tenemos la existencia de una variacion X(f) : (—¢,¢) x M — M™' normal
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que preserva volumen con campo variacional dado por fN. Por hipdtesis,
tenemos entonces que J;:'U)(G) =J"0)(f)<0. m
Definamos la forma bilineal 1 : F x F = R mediante

1(.9)= [ {AF = IBI £ + Ricci(N)f} aM (5.3)

Definicién 5.13 Sea z : M™ — M™*! una inmersién con curvatura media
constante. Un campo vectorial normal W = fN, f € F, es un campo de
Jacobi si y sélo si f € Ker I.

Proposicion 5.14 Sea f € F. Entonces fN es un campo de Jacobi si y
solamente si

Af + (Ricci(N) = |BI") f = ¢
donde ¢ es una constante.

Demostracién. Si Af + (Ricci(N) + ||B||*) f = ¢, tenemos

f(f,g)=Lgch=c Mng

para toda g € F. Por lo tanto, fN es un campo de Jacobi.
Supongamos ahora que fN es un campo de Jacobi. Sea Fj el valor medio
de F = Af + (Ricci(N) — || B||*) f en M; es decir,

Ju FdM

Fo =
fM dM -

Entonces tenemos que
f (F — Fo)dM = 0.
M

Como por hipétesis, fM gF'dM = 0 para toda g € F y fM glodM = 0,
tenemos que

[ ot Far =0
M

para toda g € F. Mostraremos que F' = I

Supongamos que existe algin p € M tal que (I' — Fy)(p) > 0. Por con-
tinuidad, tenemos la existencia de un abierto Uy C M tal que (I — Fy) |, es
estrictamente positivo. Como fM (F"— Io)dM = 0, existe un abierto U/, de

M tal que (F — Ip) |u, es estrictamente negativo. Consideremos una funcién
diferenciable ¢ : M — R tal que:
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1. sopop C Uy U Uy
2. |y, sea no negativa y @lu, sea no positiva;
3. o€ F.

Entonces, [,, ¢ (F — Fo) dM seré positivo, en contradiccién con el hecho
de que

/ g(F — Ip)dM = 0, para cualquier g € F.
M .

Esto demuestra la suficiencia. m

5.4. Valores propios del laplaciano

Sea ¢ € C*°(M). Definimos una norma en C*(M) por:

jet = ([ le@p+ [ |w|’)%

Al completar C*°(M) con respecto a la norma ||-||; obtenemos el llamado
espacio de Sobolev, denotado por L}(M).

Sea M = () y M compacta, entonces A es un operador eliptico auto-
adjunto en L?(M). Por la teoria espectral de los operadores auto-adjuntos,
sabemos que A tiene valores propios discretos 0 = Mg < X <--- <\, =5 0
y las correspondientes funciones propias {®;} que satisfacen A®; = —\;®,,
®; € C*(M)N L*(M), pueden ser escogidas de tal manera que {®;} formen
una base ortonormal de L}(M).

SioM =@y H = {f € L}(M): fo = (]} , A es un operador eliptico
auto-adjunto en H, y podemos encontrar una base ortonormal {f;}, con
Af;==Aifi, [i € C®(M)nN H, tal que

[ }
A = inf S H
{ e

Utilizaremos los siguientes resultados cuyas demostraciones aparecen en
Spivak [26].
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Lema 5.15 El primer valor propio Ay de la esfera 8" estd dado por Ay = nk,
donde k es la curvalura seccional de S™.

Observacién 5.16 Siz tiene curvalura media conslante, enlonces la formu-
la de la sequnda variacion (4.4) se puede escribir

1 )= /M (fAT = B 12 + nf?) dM
= [ {llerad A7+ (UBN? =) 12}

Lema 5.17 Para cualquier inmersion tipo espacio tenemos
|BII> = nH* >0
La igualdad se da si y sélo st la inmersion es umbilica.

Demostracion. Sean k..., k, las curvaturas principalesde zenp € M.
Entonces | B|]* = S0, k? y

=1
IBIP =3 (k= k) =Y (k2 +k2) -2 kik; = n?H?> -2 ik
i<j i<j i<j i<j
Por lo que
IBI = n*H? = =2 kik;.
i<y

Se muestra por induccion que

S (R+E)=(m—1)) K, (5.4)

i<j i

lo que implica que

Y (ki—k) =(n=1)) " k=2 kik;

1<) ' 1<j
=(n—-1)||B|> -2 kik; (5.5)
1<y

Sumando las ecuaciones (5.4) y (5.5) tenemos
n(|BIP —nH?) =" (ki — k;)* > 0
i<y

por lo que || B||* — nH?* > 0; si p es umbilica, entonces ||B||> — nH? = 0. lo
que prueba el Lema. m
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Ejemplo 5.18 Las esferas de SiH! son estables.

Demostracién. Consideremos una esfera M en 87" con curvatura media
. Como M es isométrica a una esfera cuclidiana con curvatura seccional
;:j'Jr—l, el Lema 5.15 implica que el primer valor propio del laplaciano de M es
A1 = - De la proposicién 3.11, tenemos que Ricci(N) = n, de modo que

la segunda formula de variacion esta dada por
sO)) == [ {llgrad SI7 + (187 = )17} abt
< —/ (M +nH? —n)frdM
M

Por el lema 5.17 se tiene || B||* = nH? = ':;T:l' Asi,

IO < - [M (s + nH? — n) f2dM

j TN F2dM =0
mM\72+1 1241 T

lo que demuestra que la esfera M € S7*! es estable. m




Apéndice A

Algunas demostraciones
técnicas

En este apéndice incluimos la demostracion de algunas proposiciones del
capitulo 1.

Proposicién A.1 (Prop. 2.9) Sea {e1,...,en} un marco mdvil ortonor-
mal en una variedad semi-riemanniana M™ con formas duales {6,,...,0,}.

Entonces cxisten 1-formas w;; inicas tales que wi; = —wji y
n+l
dO‘-:Zajw,-jAﬂj (Al)
J=1

Demostracion. Supongamos que existen 1-formas w;; que satisfacen las
condiciones de la Proposicion. Entonces existen funciones univocamente de-
terminadas af; y b, tales que:

n

W= an_ﬁk (A.2)
k=1
I i .
d0; = 3 > b0k A0 (A.3)
k.

L e N
con b}k = bk_,'

Sustituimos la ecuacion (A.2) en la ecuacién (A.1) obteniendo

71
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d; = Zs,-af‘;(),‘ A f)'J = ZEj(I‘.ﬁG;‘ A ﬂj =+ Z E.j'(t:;ok A 0‘,'

1.k k< k>3
- E i E ak.0.
= 5,{1;4,-0,(/\0_, - sJa,-J-G, A Oy
k< k>;
— ak 3 J o E ok J i
- ZSJ“UG!:AGJ #5 Zska‘.kﬂkn 0, = (EJa‘-J- eka,-k)l?kl\ﬂ_,.
k< © k<) k<j

Entonces tenemos:

Zbijgk N 93‘ = Z(s;a:‘j — 6&&{;,)9* A 0:'

k<j k<j
Asi,
ij = s,-af_,— - ekaf:k, (A.4)
para k < 3, donde
af, = —db, (A.5)

Veamos que la ecuacién (A.4) es vilida para toda 1 < j,k < n. En
primer lugar, sabemos que es vélida para k < j. Ahora para k = j tenemos
que b5, = 0. Ya que ¢;af; — €;ak; = 0. Asi, bf; = ¢;af; — ¢;af,

ij ij* )
Finalment.f:, supongamos que k > 3. De (A.4) tenemos que b}, = exaly —
e;jaf;. Como bl = —bj;, tenemos:

. ]
ki = €3 — EkAy,

Permutando ciclicamente la ecuacién (A.5), tenemos:

b
&5 = %50
a = —a

ik k3

C S
Qi = Oy

y. usando la ecuacion (A.4),
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Sustituyendo (A.5) en las ecuaciones anteriores, obtenemos:

i N -
ky = TEjG — Erdyy
R L Cm——.
b, = Eky; — il

b‘-‘- = —E.'.'ﬂ‘:k = Sjﬂ}”

Este sistema de ecuaciones puede escribirse de la siguiente forma:

£; 0 e Q;E,' bi‘_i
1 e
€; Ek 0 a,u- = — b-':ck
2 7
0 £; & a bJ‘

Calculamos el determinante de este sistema de ecuaciones:
€5 0 Ek
det | & exr 0 | =ej(ere:) +ex(eig;) = 2e:6581 # 0
0 E; &

Y por la regla de Cramer existe una solucién tnica para a,:-‘j dada por:

e 1 eiby; — exbh; + ;b7
LA Ei€j

Por lo tanto, como las 1-formas w;; se escriben como w;; = ):af-‘jﬂk y
las aj; son tnicas entonces las 1-formas w;; también lo son. Para probar la
existencia definamos las 1-formas w;; usando la dltima ecuacién; entonces,
claramente estas formas satisfacen las condiciones de la Proposicién. m

Lema A.2 (Lema 2.12) Para campos vectoriales X yY en M y para cada

1 <14, < n, son vdlidas las ecuaciones:

XY, Z)y={DxY,Z) +(Y,Dx Z)
ﬂ,'_,'(.\', Y} == <D,\ Dy(‘.,- - Dy h;;(.’..‘ — D{x_y]e,', (,'j) .

Entonces,

(DxY,Z) + (Y. Dx Z) = <E {dyj{,\') + Zw,-,-()()y.-} ¢

i

(A.6)
(A7)

Demostracién. Para probar (A.6), scan ¥ = Y ye; y Z = Y zje;.

4 <Z 9% Y {dzk()(} +ex Y wik .\')z,-} q.>
T k i
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Como el marco {¢;} es ortonormal, lo anterior es igual a

Z €;2;(dy;(X) + €5 z Yiwii( X)) + Z €;9i(dz;(X) +¢; Z ziwi; (X))

J ' J !

- ZE, (z_,-dyj(.\'] + yjdzj(A')) -+ Z y;Zjngj(/\') -+ Zy,-zjwj,- =X (Y, Z) .
i i i

Ahora realizaremos la prueba de (A.7):

(DxDye; — Dy Dxe; — Dix yyei, €5)
= <(D(D¢.(Y)])(X),€J> - ((D(DE.(X))](Y))eJ) - (Deg([X! Y]]!e.f>
Calculemos ((D(D.,(Y)))(X),€;)-

(D(De(Y)))(X),€5) = <(D (Z ekw,-_f(Y)ek)) (X)a65>
k=1

= <{Z D(akw;,-(ynek} (X),e,->
k=1
= <{i (Skdwik(Y) + &k is;w,—;(Y)w;k) ck} (X),e_,—)

k=1 =1

=3 exdwin(Y)(X) (erse5) + Y exewa(Y Jon(X) (ex, €;)
k=1

k=1
= (dwis (V) (X) + Y (Y Jwi;( X).
i

Analogamente,

((D(Dei(X))) (Y), ;) = (dwij(X)(Y) + Ze;w,—;(X]w;j{Y)‘

(D(e)([X.Y]),€;) = <Z exwirer([X, Y]), 6:‘>

k=1

=) ewwir([X, Y]) {ex, &) = wis([X, Y]).

k=l
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Luego,
<Dx Dye; — Dy D;\- e; — D[x'y}(?.-,(:j) = ;
(dwij(Y')) (X) = (dwij(X))(Y) — wij [X, Y]
+ ) e {wi(Vwis(X) — wig(X)wri(Y)} (A8)
k

Por otro lado,

Qi;(X,Y) = dwi;(X,Y) — Zﬁkw‘ij Aw;(X,Y)
k=1

= X(wi;(Y)) = Y(wii(X)) — wi([X, Y1)

=Y er(wn(X)wii (V) — wir(Y)wii (X)) (A.9)

k=1
Comparando (A.8) y (A.9) obtenemos la ecuacién (A.7). =
Proposicién A.3 (Prop. 2.14) Parae X,Y,Z,W campos en M,
WX, Y, Z,W) = Z;W;(X,Y) = Y exe1ZiW; X1YiRiju,
i ikl
donde R"jk; = Q,-J-{e,,,c;].

Demostracion. De hecho, si Z = Zi ze;y W= Zr wrey, se tiene

Dx Dyz = (f__) {i{dz,[}/) + & i ij,'j(Y}](t,'}) (X)

1=1 =1

n

= {d(dz(Y) + &Y ziwi(V))(X)

i=1

t& Y [dz(Y) + e Y zwi(V)wi( X) e,
k=1

=1
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De la misma forma,

DyDxZ = Y {(d(dz(X)))(Y)+e D d(zwy(X))(Y)

tei y [dz(X) + e Y zwin(X)Jwwi(Y)}e:
k=1

1=l

y
Dixy)Z = g(bzi)([X'Y])es
= : {dz.-([X, Y)) + sé; 2w y])} .
Ahora,

(DxDyZ — DyDx 7 — Dixy)Z, W)
= (DxDyZ,W) — (DyDx Z,W) — (Dix v1Z,W)

=Y {d(dz(Y)(X) + & > (d(zjws (V))(X) + & Y _[(dzi(Y)
i=1 =1 k=1

+er Y zwir(Y)wi(X)]} <¢ 3. w;q>
1

i=1

+ 3 {dd=(X))Y) + & 3 (d(zjwiu(X))(Y)

=1 1=1

=0 ZId:k(‘X) + €k Z ijj'k()\' :I)u,‘k,”]]} <(:,‘, Z u;eg>
k=1 i

=1

_ Z{a’zk[.\', Y] +e; Z zwi([X, YD} <c‘-, Zu;(:;

=1 !

)
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(DxDy7 —

Ademas,

> cund(dsY ))(X)

DyDxZ - Dixy)Z,W)

ZE wi(d(dz:(Y)))(X) + andq(/\ Jwiz (Y)

=1

+ Z w,-dzj;{d(wij(y)))(x)

+ Z widzi(Y Jwii(X) + Z exwiz;wik (Y )wri (X)
ik ik

— Y ewi(d(z:(X)))(Y)
i=1

= D_widz(Y)wis(X) = D wizi(d(wi)(X))(Y)

- Zw.—dzk(x)wki(y)

ik

=Y arwnizjwin(Xwr(Y) - Z ewidzi([X,Y))

ik

—Zw.-z_,—wj.-([x, Y)).

+ Z iwidz( X )w;i(Y) + Z cxwidzi(Y i (X)

— 3 enldds(XN)Y) - Zeeutdvmwﬂ(«\) =Y ewidz(Xw(Y)-

=1

- Zw,-s,-dz,([_x,y])

1.k

= thw {dz;(X)w;i(Y) + dz;(V)w;i( X) — dz;(Y)w;i(X) — dz;( X )y

+ Z;.w.—{ (d=(Y)(

X) = (d(dz:(X)))(Y) — dz:([X,¥Y])} =0

(Y)}



Luego.
(DxDyvZ — DyDxZ— DixyZ,W)
= Y wiz(dws(Y)X) + Y wienzjwmn(¥ Jwr( X)
]

1.5k
=3 wizi(d(wii(X))NY) = Y exwiziwin( X wri(Y)
14,] 1,7.k
= Zu.—z,—w,—,—([x, Y1)

= Y wirldwi(V)X) + 3 exwin(Y ol X)
1,j k

—[d(wis(XNIY) = Y enwip(¥ Jwrs (V) wri( X)
k
-w;i([X,Y])}
= Zw.‘zjﬁ.‘j{)(, Y)

n

= ZwiZjQ,'j (Zstkek,ZY:es)
1,7 i=1 !
= Z w.'ZjEkﬂXkYinj(eks e.l)
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