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Introduccion

Actualmente es reconocida la importancia que tiene la estadistica aplicada a diversas
dreas del conocimiento. Cada vez son mds las diferentes disciplinas que usan como
herramienta los métodos estadisticos, para el andlisis y la interpretacién de datos, todo
esto con el fin de mejorar la toma de decisiones.

La estadistica bayesiana, es un enfoque alternativo (en la resolucién de problemas
estadisticos) a la estadfstica cldsica y frecuentista. Utiliza el teorema de Bayes combi-
nando la informacién a priori y la de los datos (funcién de verosimilitud) para obtener la
distribucién a posteriori. De la distribucién a posteriori es de donde se derivan los esti-
madores y, cuya interpretacion, difiere radicalmente de la interpretacién proporcionada
por la inferencia clésica.

La estadistica bayesiana proporciona un completo paradigma de inferencia estadfs-
tica y teorfa de la decisién con incertidumbre. Estd firmemente basada en fundamentos
matemaéticos estrictos y una metodologfa coherente con la que es posible incorporar
informacién inicial relevante. La inferencia sobre una cantidad de interés queda descri-
ta mediante modificaciones en la incertidumbre a la luz de la evidencia, y el teore-
ma de Bayes especifica c6mo estas modificaciones deben llevarse a cabo. Los métodos
bayesianos pueden ser aplicados a problemas que han sido inaccesibles a la teorfa fre-
cuentista tradicional.

Cuando se trabaja con distribuciones iniciales “no informativas”, los resultados de
los métodos bayesianos coinciden en los resultados numéricos presentados por los méto-
dos clésicos, aunque como se dijo anteriormente, las interpretaciones de estos resultados
difieren radicalmente de los obtenidos a través de los métodos bayesianos.

El presente trabajo es una revisién bibliografica. Haremos un recuento de algunos
conceptos relacionados con el andlisis bayesiano. Como es bien sabido, en el enfoque
bayesiano para problemas de seleccién de modelos y contrastes de hipétesis la he-
rramienta principal son los factores de Bayes. En el caso en que al definir los factores
de Bayes, se usa una distribucién a priori impropia, éstos no estan bien definidos. Los
“factores de Bayes intrinsecos”, definidos por Berger y Pericchi (1996), es un método
interesante para resolver dicho problema, por lo que se hace un andlisis exhaustivo del
método.

Se hace una revisién exhaustiva de un método propuesto por Moreno, Torres y

T
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Casella (2002), para el problema que se presenta cuando se quiere comprobar si los
vectores de coeficientes de regresion son iguales, para dos modelos de regresién normales
independientes, cuando no se conoce la varianza de los errores.

Por lo que el presente trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera:

En el primer capitulo, se presenta una introduccién a la teoria de la estadistica
bayesiana, asi como también se definen algunos conceptos bdsicos del anilisis bayesiano,
comenzando con la definicién de lo que es la probabilidad subjetiva, hasta tratar los
problemas tipicamente estadisticos, que son: estimacién, contraste de hipétesis y predic-
cion.

En el segundo capitulo, se describe el modelo de regresién lineal normal, y las
propiedades de los estimadores relacionados con los pardmetros del modelo. Se hace
un repaso de los conceptos basicos de los modelos de regresién lineal normales desde el
punto de vista bayesiano.

En el tercer capitulo se hace una revisién exhaustiva a la metodologfa intrinseca,
para solventar el problema del uso de distribuciones a priori impropias en los problemas
de seleccién de modelos y de contraste de hipétesis, como herramienta “automadtica”,
disefiada para, a través de distribuciones a priori no informativas estdndar, proporcionar
distribuciones a priori propias con las que pueda calcularse un factor de Bayes, asin-
téticamente verdadero. Se muestran algunas comparaciones con algunos otros métodos
bayesianos, y se definen las distribuciones a priori intrinsecas.

Por 1iltimo, en el capitulo cuatro, se hace una revisién exhaustiva al método pro-
puesto por Moreno, Torres y Casella (2002), para solventar el problema que se presenta
cuando se quiere comprobar si los coeficientes de regresién son iguales para dos modelos
de regresién normales independientes, cuando no se conocen las varianzas de los errores.
Estos autores generan una distribucién a priori propia (distribucién intrinseca) para la
cual el factor de Bayes y la probabilidad a posteriori del modelo, estdn bien definidos;
y usan a la probabilidad a prosteriori del modelo como una herramienta de seleccién.

El paquete computacional usado para las soluciones numéricas en este trabajo, es
el Mathematica.



Capitulo 1

Conceptos basicos del analisis
bayesiano

La estadistica bayesiana constituye una alternativa a la estadistica clésica o frecuen-
tista, en la solucién de problemas habituales estadisticos, como son, estimacién, prueba
de hipdtesis y prediccién. En el enfoque bayesiano el pardametro no es simplemente un
nimero, sino que se considera una variable aleatoria. La inferencia respecto a los posi-
bles valores del pardmetro, se obtiene aplicando el célculo de probabilidades (teorema
de Bayes) para obtener su distribucién condicionada a la informacién disponible. Una
vez obtenida la distribucién de probabilidad del pardmetro, los problemas habituales
de inferencia quedan resueltos con la distribucién a posteriori.

La estadistica bayesiana también puede plantearse como un problema de decisién
estadistica. La estructura de un problema de decisién en un ambiente de incertidumbre
est4d compuesto por un espacio D de acciones, una o—algebra, £, de subconjuntos de
un conjunto ©, y un conjunto C de consecuencias posibles.

El espacio D de acciones debe definirse de manera que sea exhaustivo, y sus e-
lementos mutuamente excluyentes, los elementos de la o—4dlgebra, &, son los eventos
relevantes al problema de decisién, y el conjunto C de consecuencias posibles, describe
las consecuencias de elegir una accién del conjunto D, cuando ocurre un evento en £.

La informacién que el estadistico tiene sobre la verosimilitud de los distintos eventos
relevantes al problema de decisién, debe ser cuantificada a través de una medida de
probabilidad sobre el espacio ©. De la misma manera, es posible cuantificar las pre-
ferencias del estadistico entre las distintas consecuencias, esto se puede hacer mediante
el uso de una funcién de utilidad, donde la solucién 6ptima de el problema de decisién
consiste en elegir aquella accién en D que la maximice.

El enfoque bayesiano tiene dos ventajas principales. La primera es su generalidad
y coherencia, conceptualmente todos los problemas de inferencia se resuelven con los
principios del cdlculo de probabilidades y teorfa de la decisién. La segunda, es la ca-
pacidad de incorporar la informacién a priori adicional a la muestra que se tenga del
pardmetro, sobre el cual se desea inferir.
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Esta fortaleza, es sin embargo, también su debilidad, porque exige siempre re-
presentar la informacién inicial respecto al vector de pardmetros mediante una dis-
tribucién a priori, m(f). Este es el aspecto mas controvertido de esta teorfa, ya que
algunos cientificos rechazan que la informacién inicial - que puede incluir los prejuicios
del investigador - se incluya en un proceso de inferencia cientifica; aunque en princi-
pio, esto podria evitarse estableciendo una distribucién a priori no informativa o de
referencia.

El proceso intelectual asociado a la inferencia bayesiana es mucho mds coherente
con el pensamiento usual del cientifico que el que ofrece el paradigma frecuentista. Los
procedimientos bayesianos constituyen una tecnologia emergente de procesamiento y
andlisis de informacién para la que cabe esperar una presencia cada vez méds intensa en
el campo de la aplicacién de la estadistica a la investigacién en un futuro préximo.

A lo largo de este capitulo, haremos una revisién de todos los conceptos bésicos
de la estadistica bayesiana, desde la definicién de lo que es la probabilidad subjetiva
hasta tratar los problemas tipicamente estadisticos, que son: estimacién, contraste de
hipétesis y prediccién.

1.1. Informacién a priori y probabilidad subjetiva

1.1.1. Probabilidad subjetiva

La estadistica bayesiana, basada en una interpretacién subjetiva de la probabi-
lidad, establece que la probabilidad que un estadistico asigna a cada uno de los posibles
resultados de un proceso, representa su propio juicio sobre la verosimilitud de que se
obtenga algiin resultado. Este juicio estard basado en opiniones e informacién acerca del
proceso. Ademds, esta interpretacién subjetiva de la probabilidad puede ser formalizada
(Degroot, (1982)).

En general, si los juicios de un estadistico acerca de las verosimilitudes relativas a
diversas combinaciones de resultados, satisfacen ciertas condiciones de consistencia, en-
tonces puede demostrarse que sus probabilidades subjetivas para los diferentes sucesos
posibles, pueden determinarse en forma tinica.

Un elemento importante en las decisiones de muchos problemas es la informacién a
priori que se tenga acerca del pardmetro de interés 6. La informacién que el estadistico
tiene sobre la verosimilitud de dichos sucesos debe ser cuantificada a través de una
medida de probabilidad sobre el espacio paramétrico ©.

1.1.2. Distribucién a priori no informativa

Sea F = {f(z|#): 60 € ©}, una familia paramétrica de distribuciones de proba-
bilidad. Un modelo estadistico bayesiano estd formado por un modelo pardmetrico,
f(z | 6), y una distribucién a priori sobre los pardmetros, m(6).

En ciertos problemas, el conocimiento a priori sobre el verdadero valor del pardme-
tro @ puede ser muy débil o vago, ésto ha llevado a generar un tipo de distribuciones
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iniciales llamada distribuciones a priori no informativas, las cuales reflejan un estado de
ignorancia inicial. Por ejemplo, en el contraste de dos hipétesis simples, la distribucién
a priori que asigna una probabilidad de % a cada hipétesis, podrfa considerarse no

informativa. Un ejemplo més complejo serfa el siguiente.

Ejemplo 1 Supdngase que el pardmetro de interés es la media, 6, de una distribucion
normal, y a priori no se dispone de ningun dato o no se quiere evidenciar nada sobre
ella. Puesto que su espacio paramétrico es © = (—00,00), si necesitamos una distribu-
cion a priori no informativa, parece razonable dar igual peso a todos los posibles valores
de 8. Desafortunadamente, si elegimos w (6) = ¢ > 0, entonces w asigna “masa” infini-
ta a R es decir, [7(0)dd = oo, o sea, ™ es una distribucién impropia. Sin embargo,
con tal w, puede trabajarse satisfactoriamente. La eleccion de c es irrelevante, asi que
tipicamente la distribucion a priori no informativa para este problema es w () = 1.

Como en el ejemplo anterior, ocurre con frecuencia, que la distribucién a priori no
informativa natural (7 (f) = 1), es una distribucién a priori impropia; es decir, que
tiene “masa” infinita.

No obstante, la situaciéon mds simple es cuando el espacio paramétrico © es un con-
junto finito de n elementos. La distribucién a priori no informativa natural es entonces,
la que asigna a cada elemento de © probabilidad 1/n. Uno puede generalizar ésto a
O infinito, dando a cada # € © igual densidad, teniendo asf una distribucién a priori
no informativa 7 (6) = c. Esta distribucién fue inicialmente introducida por Laplace
(1812), y fue duramente criticado debido a una falta de invarianza bajo transformacién
(ver Jaynes, 1983).

Por ejemplo, en lugar de considerar el pardmetro 6, supéngase que el problema
ha sido parametrizado en términos de 7 = exp (¢). Esto es, una transformacién uno a
uno, y por lo tanto no deberfa afectar la respuesta final. Pero, si 7 () es la densidad
para 6, entonces la correspondiente densidad para 7 es (notando que el jacobiano de la
tranformacién es df/dn = dlogn/dn =n"1)

m* (1) = n~"x (log).

Por lo tanto, si la densidad a priori no informativa para 6 se elige como una cons-
tante, entonces se deberfa elegir la densidad a priori no informativa para n proporcional
a 17“3 para mantener consistencia ( y llegar a la misma respuesta en ambas parametriza-
ciones). Asi, llegamos a la conclusién de que no podemos elegir densidades a priori no
informativas para # y 7 constantes y mantener la consistencia.

La falta de invarianza de las distribuciones a priori constantes ha llevado a la bisque-
da de distribuciones a priori no informativas que sean apropiadamente invariantes bajo
transformaciones.

Los esfuerzos para derivar distribuciones a priori no informativas considerando los
problemas de invarianza bajo transformacién comenzaron con Jeffreys (1947).

Ejemplo 2 (Berger, (1985))(Pardmetros de localizacion). Supongamos que Q2 y © (es-
pacios paramé-tricos), son subconjuntos de R, y que la densidad de X es de la forma
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f(x]6) = f(x — 0) (es decir, depende solamente de (x—0)). Para determinar una dis-
tribucion a priori no informativa en esta situacion, supongamos que, en lugar de obser-
var X, observamos la variable aleatoria ¥ = X +c¢ (c € §RP). Si definimos n = 6 + c,
es facil mostrar que Y tiene densidad f(y —n). Si Q = © = RP, entonces el espacio
muestral y el espacio paramétrico para (Y,n) también estin en RY. Sean m y 7* dis-
tribuciones a priori no informativas para (X, 0) y (Y,n) respectivamente, el argumento
anterior implica que ™ y 7 deberian ser iguales, es decir

Pr(0€A)=Pr(neA), (1.1)
para cualquier A € RY. Puesto que n = 0 + ¢, es cierto que
Pre(neA)=P,(n=0+ccA)=P, (€ A-c), (1.2)
donde A —c = {z —c,z € A}. Combinando (1.1) y (1.2) se tiene que
P, A)=P. (0 A—c). (1.3)

Ademds, este argumento se aplica para ¢ €RF, ast que (1.3) se cumple Ve €RP. Cual-
quier distribucion m que satisface esta relacion se dice que es una distribucion a priori
mvariante para cambios de localizacion. Asumiendo que la distribucion a priori tiene
una densidad, podemos escribir (1.3) como

m(0)df = /Aarr(ﬂ—c)dﬂ.

/ﬁ(@)d@:

JA—-c

Si esto se cumple VA, entonces puede demostrarse que
w(@)=nw(@—-c), V6.

Tomando 6 = ¢, se tiene que m(c) = m(0). Recordemos, que esto se cumple V ¢ €RF.
La conclusion es que m puede ser una funcidn constante. Asi, es conveniente elegir una
constante igual a 1, por lo que una densidad a priori no informativa para un parémetro
de localizacion es w(0) = 1.

Para problemas més generales, varias sugerencias han sido propuestas para deter-
minar distribuciones a priori no informativas. El método mas usado es el de Jeffreys

(1947), el cual propone
r(0) =162, 9eR

como una distribucién a priori no informativa, donde I () es la informacién esperada

de Fisher, que bajo suposiciones que comtinmente se satisfacen, (ver Lehmann (1983))
estd dada por

21 X|0

1(6) = —Ep [——m——a Oigg | )] .
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Si @ = (6,0, ...,Bp)’, Jeffreys (1961) sugirié el uso de
m(0) = [det1(0)]Y/%, 6 e R (1.4)

donde I(@) es la matriz de informacién esperada de Fisher, que bajo condiciones de
regularidad, es la matriz con elemento (3, j)

2
1;; (0) = —Ey %&0} log f(X[0)] .

Otra distribucién a priori no informativa tambien de mucha relevancia, es la dis-
tribucidn a priori de referencia (7f (6;)) , desarrollada en Bernardo (1979) y modificada
para problemas multiparamétricos en Berger y Bernardo (1992). Esta distribucién no
puede describirse de manera simple, pero puede entenderse como una generalizacion de
la distribucién a priori de Jeffreys distinguiendo entre los pardmetros de ruido y los de
interés.

1.2. Anadlisis bayesiano

1.2.1. Distribucién a posteriori

El anélisis bayesiano se hace combinando la informacién a priori 7 () y la informa-
cién muestral = en lo que se denomina la distribucién a posteriori de # dado z, sobre
la que se basan todas las decisiones e inferencias.

Definicién 1 La distribucién a posteriori de 6 dado x, denotada por w (6|z) se define
como la distribucion condicional de 8 dado = y estd definida mediante el teorema de

Bayes por
20| 2) = L E1O(O)

[ f( | O)n(6)do’

El teorema de Bayes combina la creencia a priori que se tenga acerca de 6 con la
informacién sobre 8 contenida en la muestra, z, para dar una imagen completa de la
creencia final sobre 6. En otras palabras, la distribucién a posteriori combina la creencia
a priori que se tenga acerca de # con la informacién que se tenga de # contenida en la
muestra z, para dar una imagen compuesta sobre la creencia final acerca de 6.

Teniendo las distribuciones f(z | €) y m(8), ademds de obtener la distribucién a
posteriori de @, también se pueden obtener, la distribucién conjunta de (z, 6)

hz,0) = n(0)f(z | 9),

y la distribucién marginal de z,

sl / h(x,ﬂ)dt?:./ f(z | 0)n(6)db,
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es claro que (con la condicién de que m(z) # 0)

h(z,6)

m(x)

7 (flx) =

Tal como la distribucién a priori refleja nuestra creencia acerca de ¢ antes de la
experimentacion, asf 7 (f|z) refleja la actualizacién de nuestra creencia acerca de 6
después (posterior a) de observar la muestra x.

2

Ejemplo 3 Supdngase que X ~ N (0,0?) , donde 0 es desconocido pero o2 es conocido.

Sea 7 (0) = N (s, T2), donde p1 y T son conocidas. Entonces

— )2 T — )2
h(a:,9)=7r(6')f(x[9)=(2ﬂ07)‘lexp{_% [(9 m” 9)]}_

e e
Para encontrar m(x), ndtese que definiendo

= T2+O'2

— =2 A,
p=T “+0 22

y completando cuadrados obtenemos que

1{(0-p® @=0>| _1[/1 1\, _rp = w2
5[ Tt | =3 |mta) - 2mrn) et (B m
1 B 1 2 2

| o o
1 1l & | pooxzN2 1 2?

R REALAE S IC
2'0_ p 72+02]+2p 2752) T\ Eta

X[, 1p@ & 2 (u—=z)?

= gF ghp('r?—i—o?)] +2(02+72)

Por lo tanto,

o= ror o o= 2+ ] Yo )

y la distribucion marginal de x es

/Zh(x,ﬁ)dﬁ

= ./m (2mo7) ™! exp {—%p [9 _.lr; (% + %)]2}@@ {_2(('(;2——:3_22)}d9

— 00

- (21rp)_1f2 (UT)_l exp {—%} 2
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de aqui se sigue que la distribucion a posteriori de 6 es

h(z,6) (2mo7) ™" exp { 5P [9 -1(4 + > } exp 2(5 +T )}
m (z) (2mp)~ 1’;2 (o7)7! exp{ 5%5;"’}:—}

- (B)"eo{pl-3 (5 2]}

Nétese que la distribucion marginal de X es una distribucién normal N (,u, (02 + 7'2))
y que la distribucion a posteriori de @ dado x también es una distribucion normal

N (u(z),pt), donde

m(0lz) =

(z) 1(,u+$) o? + 7%
z) = = (&S +=) = T
H p\12 o2 a2 £ 720 VR L2
2 2
0'2+T2(#+I)=$_0'2+T2($_

Como un ejemplo concreto, consideremos la situacién en la que a un individuo se le
aplica una prueba de inteligencia y se desea estimar su coeficiente intelectual. Supon-
gamos también que la variable aleatoria, X, que representa la inteligencia del individuo,
se distribuye como una N (#,100), donde 6 representa el verdadero CI (coeficiente de
inteligencia) del individuo. Asumamos también que 6, en la poblacién, se distribuye
de acuerdo a la distribucién normal N (100,225). Usando las ecuaciones obtenidas
anteriormente, se sigue que, marginalmente, X sigue una distribucién A (100, 325) ,
mientras que la distribucién a posteriori de # dado x es también normal con media

) — (100) (100) +(225) 5 _ 400 + 92
@) =""noo+2m ~ 1B

y varianza

1 _ (100)(225) _ 900
© (100 +225) 13

Asi, si el individuo tiene un resultado de 115 puntos en la prueba de inteligencia, su CI
verdadero tiene una distribucién a posteriori N (110,39, 69,23) .

= 69,23.

Familia Conjugada.

En general, m(z) y 7 (0|z) no son féciles de calcular. Si por ejemplo, X es una
distribucién normal N (8, 0?) y 6 es una distribucién Cauchy C (i, ), entonces m (6|z)
sélo puede evaluarse numéricamente. Una gran parte de la literatura bayesiana se dedica
a encontrar distribuciones a priori para las que 7 (f|z) pueda calcularse facilmente. Un
tipo de distribuciones para las que se cumple ésto son las llamadas distribuciones a
priori conjugadas, que han sido extensamente desarrolladas en Raiffa y Schlaifer (1961).
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Definicién 2 Sea F la clase de funciones de densidad f(x|0). Una clase p de distribu-
ciones se dice que es una familia conjugada para F si 7 (0|x) estd en la clase p para
toda f€F yme p.

Para una clase de densidades F, una familia conjugada frecuentemente puede de-
terminarse examinando la funcién de verosimilitud I, (8) = f (z|@), y eligiendo, como
una familia conjugada, la clase de distribuciones de la misma forma funcional. Las
distribuciones a priori resultantes son frecuentemente llamadas distribuciones a priori
conjugadas naturales.

Cuando tratamos con distribuciones a priori conjugadas, generalmente no hay necesi-
dad de calcular explicitamente m (z). La razén es que como

7 (0]z) = h (z,0) /m ()

entonces los factores que involucran a @ en 7 (@|z) deben ser los mismos que los fac-
tores que involucran a @ en h(z,0). Por lo tanto, sélo es necesario mirar los factores
que involucran a 6 en h(z,0), y ver si se puede reconocer que pertenezca a un tipo
de distribucién en particular, si es asf, entonces 7 (f|z) es esa distribucién. La densi-
dad marginal m () puede entonces determinarse, si se desea, dividiendo h (z, #) entre

w(0)z) .

1.2.2. Inferencia bayesiana

Los principales problemas de la inferencia estadfstica son estimacién puntual, esti-
macién por intervalos y contraste de hipétesis. Desde el punto de vista bayesiano, la
inferencia sobre 6, debe depender estrictamente de la distribucién a posteriori 7 (6|z),
por lo que puede usarse para describir las propiedades de 6.

Estimacién puntual

El uso inferencial més simple de la distribucién a posteriori es hacer una estimacién
puntual para 8, con una medida de precisién asociada. En el caso de la estimacién
puntual pueden usarse, por ejemplo, la media, la moda, o la mediana como estimadores
de 6.

Para estimar 6, las técnicas cldsicas pueden aplicarse a la distribucién a posteriori.
La técnica cldsica méds comun es la estimacién de maxima verosimilitud, que elige como
estimador de 6 el valor 8 que maximiza la funcién de verosimilitud [ () = f (z|d) . La
estimacién bayesiana de 6 se define como sigue.

Definicién 3 La probabilidad mdzima generalizada_estimada de 6 se define como la
moda mds grande, 8, de w (8|z) (es decir, el valor 0 que mazimiza m (0|x)). (Berger,
(1985))

Otras estimaciones bayesianas de 6 son la media y la mediana de 7 (6|z) . La media
y la mediana (y la moda) son relativamente faciles de encontrar cuando la distribucién
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a priori, y por lo tanto la distribucién a posteriori, pertenecen a una familia conjugada
de distribuciones.

La media y la mediana de la distribucién a posteriori son frecuentemente (Berger,
1985), mejores estimadores de # que la moda. Aquf probablemente mereceria la pena
calcular y comparar las tres estimaciones en un estudio bayesiano, sobre todo con
respecto a su robustez a cambios en la distribucién a priori.

Cuando se presenta una estimacién estadistica, es necesario indicar la precisién de
la estimacién. La medida bayesiana usual, de la precisién de una estimacién es, (en una
dimension) la varianza a posteriori de la estimacién, definida como sigue.

Definicién 4 Si @ es un pardmetro real con distribucion a posteriori @ (8|z), y & es el
estimador de 6, entonces la varianza a posteriori de § es

Vi (@) = B0 [(6 - 6)7] .
Cuando ¢ es la media a posteriori
i () = E"OR) [g],

entonces
Vi () =VT™(2),

es la varianza a posteriori (y esto es la varianza de 0 para la distribucidn a posteriori
7 (0|z)). La desviacion estdndar a posteriori es \/V™ (z). Notese que

Vi@ = B[00 = B0 -u" (a)+ 4" (a) - )] (15)
= B|0-1" @) +ER0- 1" @) (" (@) - 8) + B (1" (z) - 6)’]
= V™ (2) +2(" (2) - 0) (E[f] - 4" () + (k" (z) — 6)?
= V™ (2)+ (4" (z) - ).
La probabilidad méxima generalizada estimada (la moda a posteriori) es a menudo
un estimador razonable, aunque seguramente se encuentren dificultades de existencia

y unicidad en el caso multivariado.
La media a posteriori es

t
W (2) = (4] (@), ..., 5 (2)" = E7@19) [g],
que es un estimador bayesiano muy simple, y su precisién puede escribirse a través de
la matriz de covarianzas a posteriori,

V™ () = E"O) [(0 — 7 (2)) (6 — p™ (2))1]

Por ejemplo, el error estdndar del estimador uf (z) de 0; serfa \/V (z), donde VT (z)
es el elemento (7,i) de V™ (z).
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El andlogo a (1.5), para una estimacién general d de 8, puede demostrarse que es

V3 (z) = E"O) [(0 - 6) (6 - 6)'] = V™ (2) + (1" (2) - §) (4" () - 8)',

otra vez, es claro que la media a posteriori minimiza Vj (z) .(Berger, (1985)).

Otra aproximacién comun en inferencia es presentar un intervalo de confianza para
0, el andlogo bayesiano de un intervalo de confianza clésico es llamado conjunto creible,
el cual se define a continuacién.

Conjuntos Creibles

Definicién 5 Un conjunto creible al 100(1-a) % es un subconjunto C de © tal que

(0|xz)df (caso continuo),

—a<P — [ aF™®l=) (gy = Jom

1-a< P(Clz) /C Q S w(flz) (caso discreto),
feC

Puesto que la distribucién a posteriori es una distribucién de probabilidad sobre
©, uno puede hablar de la probabilidad de que € esté en C. Esto estd en contraste
con los procedimientos de confianza cldsicos, los cuales solamente son interpretados,
cldsicamente, en términos de probabilidades de cobertura, (es decir, la probabilidad de
que la variable aleatoria X sea tal que el conjunto de confianza C(X) contenga a 6).

En la eleccién de un conjunto crefble para #, es usualmente deseable intentar mini-
mizar su tamano. Para hacer ésto, hay que incluir en el conjunto s6lamente aquellos
puntos con la densidad a posteriori més grande, es decir, los valores “mds probables”
de 6.

Definicién 6 El conjunto creible de mazima densidad a un nivel de confianza 100(1 —
a) % para @ , es el subconjunto C de © de la forma

C={0€0O:70|z) >k(a)},
donde k () es la constante mds grande tal que
P(Clz) >1—a.

Los conjuntos crefbles bayesianos son usualmente mucho més faciles de calcular que
los intervalos de confianza clédsicos, particularmente en situaciones donde un estadistico
suficiente simple no existe.

Para ¢ multivariado, la definicién de un conjunto crefble de méxima densidad per-
manece igual. En el caso multivariado, el uso de la aproximacién normal para la dis-
tribucién a posteriori es a menudo especialmente valioso, debido a las dificultades au-
mentadas del cédlculo, pero con las herramientas computacionales, hoy en dia esto es
mas factible.
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Contraste de hipétesis

En el contraste de hipétesis clédsico, una hipétesis nula Hy : 8 € ©g y una hipétesis
alternativa Hj : 6 € ©, se especifican. Un procedimiento se evaliia en términos de las
probabilidades de error de tipo I y error de tipo II. Si rechazamos una hipétesis nula
cuando deberfa ser aceptada, diremos que se ha cometido un error de tipo I. Por otra
parte, si aceptamos una hipdtesis nula que deberia ser rechazada, diremos que se ha
cometido un error de tipo II. En ambos casos decimos que se ha producido un juicio
erréneo.

Para que las reglas de decisién (o contraste de hipétesis) sean buenas, deben di-
senarse de tal modo que se minimicen los errores, para cualquier tamano de muestra;
un intento de disminuir un tipo de error suele ir acompanado de un crecimiento del otro
tipo. En la préctica, un tipo de error puede ser més grave que el otro, y debe alcanzarse
un compromiso que disminuya el error mds grave.

En el anilisis bayesiano, la tarea de decidir entre Hy y H; es conceptualmente
més facil. Se seleccionan las distribuciones a priori 7; (6;),7 = 0,1, y se calculan la
probabilidades a posteriori g = P (Oglz) y a1 = P (©|z), para los pardmetros de las
hipétesis nula Hy, y la hipétesis alternativa, Hi, respectivamente. La tarea de decidir
entre ambas hipétesis depende de dichos resultados. La ventaja conceptual es que ag
y «; son las probabilidades (subjetivas) de las hipétesis con base a los datos y la
distribucién a priori.

Aunque las probabilidades a posteriori de las hipétesis sean las medidas bésicas
bayesianas en problemas de contraste, los siguientes conceptos relacionados también
son de interés.

Definicién 7 A la razén o,/a; se le denomina la razén de probabilidad a posteriori
de Hy respecto de Hy, y mo/m1 la razén de probabilidad a priori, donde mo y w1 denotan
las probabilidades a priori de ©g y Oy, respectivamente. Ademds

_razon de probabilidad a posteriori  ap/ay  aom

razén de probabilidad a priori mo/m1 oqmo’

es denominado factor de Bayes a favor de ©y.

Muchos investigadores prefieren utilizar “razones” que probabilidades, ya que a
menudo es conveniente resumir la evidencia en términos de la razén de probabilidad
a posteriori, (por ejemplo ap/a; = 10 claramente nos dice que Hy es 10 veces mas
probable de ser verdadero que Hj). El interés en el factor de Bayes es que algunas
veces puede ser interpretado como “la razén dada por los datos para Hy respecto de
H,”. Esta interpretacién es claramente vilida cuando las hipétesis son simples, es decir,
cuando ©g = {6} y ©1 = {6, } porque entonces

_ mof (x]6o) o = mf (x]61)
mof (2]00) + m1 f (z]61) Y7 7of (z]80) + 1 f (2]61)

Qg

por lo que
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a0 _ mof (2]6o)
ar i f(z]01)’

y en consecuencia

_ aom _ f(z6o)
aqmo  f (2[61)
En otras palabras, B representa la razén de verosimilitudes de la hipétesis nula Hy
respecto de la hipétesis alternativa Hy, la cual se interpreta (incluso por muchos no
bayesianos) como “la razén dada por los datos para Hy respecto de H;”.
En general, sin embargo, B dependerd de la distribucién a priori. Para explorar esta
dependencia, es conveniente escribir la distribucién a priori de la siguiente forma

[ mogo (0) si 6 € O

m(8) = { mo () sifeO (18}
donde gy y g1 son densidades (propias) que describen cémo la “masa” a priori, se
extiende sobre las dos hipétesis. (Recordemos que 7y y 71 son las probabilidades a
priori de ©g y ©1). Con estas representaciones podemos escribir

ao _ Joo 4F™) (60) _ Jo, f (2l6) modF% (6) /m(z) _ o o,  (2]6) dF* (6)

a Jo, dFTOR) 0)  [o, f(2l0) mdFe (0) /m(z) 1 Jo, f(2]6) dF9: (6)

Por lo tanto

o £ @l0)dF® (6) [, f(210) go (6) dB

Jo, f (x|0) dF91(6)  [g, f(|6)91(0)db"
que representa la razén de verosimilitudes “ponderadas” (por go y ¢1) de ©q respecto
a 91.

Debido a la participacién de gg y g1, esto no puede interpretarse como una medida
del soporte relativo para las hipétesis, proporcionado tinicamente por los datos. Algunas
veces, sin embargo, B serd relativamente insensible para elecciones razonables de gy y
g1, y entonces tal interpretacién es razonable.

Es interesante mostrar el uso de distribuciones a priori impropias en problemas de
contraste de hip6tesis. Supongamos que consideramos una distribucién a priori impropia

[ cogo(9) si 6 €0
71'(9)—{ c191 (0) s10eB\; ’

donde gp y g1 son funciones cuya integral diverge, por lo que las constantes norma-
lizadoras ¢y y e¢; estdn indeterminadas. En este caso las probabilidades a priori 7 y
w1, serdn infinitas, por lo que la razén a priori mp/7; no estard definida y el factor de
Bayes serd de la forma

B
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_ 0 Jo, f (@B)dF® (8) _ co [ £ (26) go (6) db
&1 Jo,  @0)dF9: (8) o1 [ f ([6) g1 (8) o’

y estard definido salvo la constante ¢o/c1, que es arbitraria.

Son muchos los métodos que se han estudiado en un intento de resolver el problema
del cdlculo del factor Bayes con distribuciones a priori imporpias; en el capftulo 3 se
hace un anadlisis de algunos de ellos, mostrando una especial atencién a los llamados
factores de Bayes intrinsecos.

Ejemplo 3 (continuacion). Supongamos que el individuo al cual se le hace la prueba
de inteligencia, es clasificado en razén de su CI, que puede ser menor o igual al CI medio
(100), o mayor. Formalmente, se desea contrastar

B

Hy : 6 <100,
con respecto a
Hy : 6 > 100.
Recordemos que la distribucion a posteriori de 6 es N' (110,39, 69,23), estandarizan-
do los resultados y usando tablas de la distribucion normal esténdar, obtenemos que
ap = P (6 <100|x) = 0,106, a; = P (6 > 100|z) = 0,894,
y, por lo tanto, la razén de probabilidades a posteriori es

ag 0,106 1

20 0110,

a; 0,894 8,44 fi
Ademids, la distribucién a priori es N (100, 225) , asi que mp = P™ (# < 100) = 1/2 = m;
y la razén de probabilidades a priori es 1. Asi, el factor de Bayes resulta

_am _ 1
T ogmy 8,44°

B

Lo que significa que el coeficiente intelectual del individuo en cuestién es mayor o igual
a la media poblacional, o lo que es lo mismo, debemos rechazar Hj.

A continuacién se definirdn explicitamente las pruebas unilaterales, las de una
hipétesis nula puntual, y la prueba de hipétesis muiltiple, sefialando los rasgos ge-
nerales de las pruebas bayesianas y comparando los enfoques clédsicos y bayesianos en
cada caso.

Contraste de hipé6tesis unilateral. Sea {f (z,0),0 € ©} una familia de funciones
de densidad, © C R. El contraste de hipétesis unilateral es de la forma

Hy:0<80y ws H1:9>90,

o equivalentemente
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Hi:0>600 vs Hy:0<6y.

Desde el punto de vista bayesiano este tipo de contraste no presenta ninguna carac-
terfstica extraordinaria, sin embargo, ésta es una de las pocas situaciones de contraste
en la que el contraste cldsico, particularmente el uso del p — value, a veces tiene una
justificacién bayesiana. Consideremos un ejemplo: Supéngase que X es una v.a. que
sigue una distribucién N (9, 02), con o conocida, y consideremos la distribucién a pri-
ori no informativa uniforme, 7 (6) = 1. Supongamos que se desea realizar el contraste:
Hy:0<80y wvs Hp:8>6.

En este caso se tiene que

h(z,0) =7 (0) f(z]|0)=F(=]6),

la distribucién marginal de z,es

m@ = [ falodw=en et [~ e {—(‘“2;3)2 } a0 =1

@ z —0)?
w(@|x)= hﬂg (’;;) = (2m) Y20 exp {—(279)} ‘

Por tanto la distribucién a posteriori de § dado x es una N/ (.7;, 02) . Tipificando este
resultado se tiene

ag=m(0 <6 |z)=2((6—z)/20%),

donde ® es la funcién de distribucién de una A (0,1).

Desde el enfoque cldsico el p — value contra Hyp es la probabilidad, cuando 8 = 6,
de observar un X “més extremo” que el dato observado x. Puesto que X ~ N (9,02) ,
tipificando el resultado, el p — value sera

p—value= Py, (X >2)=1—-2((x—bp) /o).

Como consecuencia de la simetria de la distribucién normal, se sigue que ag es
igual al p—wvalue contra Hy, lo cual nos indica que en este caso los resultados obtenidos
mediante ambas inferencias coinciden.

Contraste de hipétesis nula puntual o simple. Es muy comin en la estadfstica
clésica (Zellner, 1984) plantear contrastes de la forma
Ho:0=0p vs H;:0+# 6.

Tal contraste llamado contraste de hipétesis nula puntual es interesante, particu-
larmente por que, desde el punto de vista bayesiano, contiene algunas caracteristicas
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nuevas, pero principalmente porque las respuestas bayesianas difieren radicalmente de
las respuestas cldsicas.

Antes de discutir estos problemas, se hardn algunos comentarios acerca de la na-
turaleza de este tipo de contraste. En primer lugar, los contrastes de hipétesis nula
puntual son comiinmente realizados en situaciones inapropiadas. En la prédctica nunca se
daré el caso en el que se tome en consideracion la posibilidad de que § = 8y exactamente
(ver Hodges y Lehmann ,1954, y Lehmann, 1959). Mds razonable serfa la hipétesis nula
6 € ©y = (0p—b,0p+b), donde b > 0 es alguna constante elegida de tal forma que
todo 6 en Oy pueda considerarse indistinguible de 6.

Un ejemplo en el que podria presentarse esta situacién serfa el intento de analizar
una sustancia quimica observando algiin rasgo #, de su reaccién con otra sustancia
quimica conocida. Desearfamos probar, por ejemplo, si realmente la sustancia quimi-
ca desconocida posee un componente especifico, con una reaccién fuerte, 6y, con una
precisién b. Entonces serfa razonable plantear la hipétesis Hy : 8 € (6g — b,6y + b)
contra Hy : 6 ¢ (6o —b,6p +b). Un ejemplo similar que involucra la ciencia forense,
puede encontrarse en Lindley, 1977 (ver también Shafer, 1982). De hecho, hay también
muchos problemas de decisién que conducirfan a hipétesis nulas del tipo del intervalo
anterior con una b grande, pero tales problemas serdn raramente bien aproximados, por
un contraste de hipdtesis nula puntual.

Puesto que realmente uno deberfa contrastar Hy : 6 € (6 — b, 0o + b) ,serfa nece-
sario saber cuando es licita la aproximacién de Hp por Hp : 6 = 6. Desde la perspectiva
bayesiana, la aproximacién resultara razonable si la probabilidad a posteriori de Hy sea
practicamente igual en ambos contrastes. Ademads otra condicién importante para que
ésto se verifique, es que la funcién de probabilidad sea aproximadamente constante en
(6o — b, 8y + b) . Pese a que desde la perspectiva bayesiana resultard mas sencillo tratar
directamente con la hipétesis del intervalo que estimar la efectividad de su aproximacién
por una hipétesis nula puntual, a continuacién se describe este tipo de contraste, aunque
antes nos detendremos en una puntualizacién importante.

Para llevar a cabo un contraste bayesiano de una hipétesis nula puntual Hy : 6 = 6,
no es posible utilizar una densidad a priori continua, puesto que en este caso esta dis-
tribucién a priori (y por supuesto la distribucién a posteriori) darfan una probabilidad
de cero a #p. Una aproximacién razonable, por lo tanto, es dar a fy una probabilidad
positiva mg, y a @ # 6p la distribucién a priori m1g; (f), donde 711 = 1 — 7o y g1 es
propia. Uno puede pensar en g como la “masa” que se le asignarfa a la hipétesis nula
real Hy: 0 € (0p — b,0¢ + b), si no se hubiera aproximado por la hipétesis nula puntual.

La densidad marginal de X serd

m(z) = /  (218) dF™ (6) = f (2/80) mo + (1 — m0) my (),

donde

ma (z) = /  (2/6) dF® (9),
J{0#£00}
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es la densidad marginal de X con respecto a g;. Por lo tanto la probabilidad a posteriori
de 8 = 6y es

f (@|60) mo _ [ (z|6o) mo _ |14 (A=m0) (=) -

m(x)  f(z|60) mo+ (1 —mo) my () o f (z]6o)

La razén de probabilidad a posteriori (recordando que 73 = 1 — ) ser4,

m (Bolz) =

o _ _wlolz) _m fzlf)
ar 1-m(fof) m mi(z)’

asf el factor de Bayes para Hy contra H; serd

f (z]6o)

s m (z)

Contraste de hipé6tesis miiltiple La caracteristica més interesante de este tipo de
contraste es que no tiene mayor dificultad que el que tiene, desde el punto de vista
bayesiano, el contraste de dos hipdtesis. Pues tan sélo se trata de calcular la probabi-
lidad a posteriori de cada hipdétesis.

Ejemplo 3 (Continuacidn). Supongamos que el individuo al cual se le hace la
prueba de inteligencia, es clasificado en razén de su CI, que estd por debajo del CI medio
(menor que 90), comprendido en la media (90 a 110) o por encima del CI medio (mayor
que 110). Llamando a estas tres regiones ©1,09 y ©Og, respectivamente, y recordando
que la distribucién a posteriori es N (110,39,69,23), estandarizando los resultados y
usando tablas de la distribucion normal estdndar, obtenemos que para x = 115.

P(©1]z =115) = 0,007

P (©)z = 115) 0,473
P(©3jz=115) = 0,520

I

lo cual nos indicaria que el nivel de inteligencia (CI) del individuo en cuestion, estd
por encima del CI medio.

Inferencia predictiva En muchas ocasiones el propdsito de un andlisis estadistico
es predecir el valor de una observacién futura, ., con base a la informacién disponible.
Ahora bién, la distribucién marginal m(z), definida anteriormente, describe nuestro
conocimiento a priori acerca de z, y es llamada distribucién predictiva a priori.

Para tener conocimento acerca de z,, una observacién futura, se puede calcular:

m(. | ) = [@ (o | O)F™O (6) = /e f(a | ) (0 | 2)db,

que se conoce como la distribucion predictiva a posteriors.



Capitulo 2

Analisis bayesiano del modelo
lineal

La regresién lineal es una de las herramientas estadisticas més ampliamente usadas.
En este capitulo hacemos un andlisis del modelo lineal normal, centrdndonos en el caso
simple de regresién lineal miltiple con distribuciones a priori uniformes.

Hacemos un repaso de los conceptos bésicos de la estadfstica bayesiana, aplicindolos
a los modelos de regresién lineal normales.

2.1. Introduccién al modelo de regresion

Los modelos de regresién estudian la relacién estocdstica cuantitativa entre una
variable de interés (variable respuesta) y un conjunto de variables explicativas. Cuando
se estudia la relacion entre una variable de interés, variable respuesta o variable depen-
diente y, y un conjunto de variables regresoras (explicativas independientes) X, pueden
darse las siguientes situaciones:

i) Existe una relacién funcional determinista entre ellas en el sentido de que el
conocimiento de las variables regresoras determina completamente el valor que toma la
variable respuesta, ésto es,

y = 9(X).

1) No exista ninguna relacién entre la variable respuesta y las variables regresoras,
en el sentido de que el conocimiento de éstas no proporciona ninguna informacién sobre
el compartamiento de la otra.

ii1) El caso intermedio, es que existe una relacién estocdstica entre la variable res-
puesta y las variables regresoras, en el sentido de que el conocimiento de éstas tltimas
permite predecir con mayor o menor exactitud el valor de la variable respuesta. Por
tanto, siguen un modelo de la forma,

y =9(X) +¢,

25
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donde € una variable aleatoria de media cero.

Las relaciones estocésticas son las que ocurren en la mayorfa de las situaciones y su
estudio corresponde a los denominados modelos de regresion.

El objetivo basico en el estudio de un modelo de regresién es el de estimar la funcién
de regresién, g, y el modelo probabilistico que sigue el vector de error aleatorio €. En el
caso de que esta forma funcional no pueda estimarse, g(X) puede aproximarse mediante
y = X0 + €. La estimacién de ambas funciones se hace a partir del conocimiento de
una muestra de las variables en estudio.

Una vez estimadas estas funciones se tiene conocimiento de la relacién funcional de
la variable respuesta con las variables regresoras, dada por la funcién de regresién que
se define como sigue,

9(X)=E(pl6,X) Vu=1,.,n

Esto permite tener una idea general del comportamiento de la variable respuesta en
funcién de las variables regresoras. También, se puede predecir el valor de la variable
respuesta de un individuo del que se conocen los valores de las variables regresoras.

2.2. Modelo lineal general

2.2.1. AnaAlisis del modelo lineal

Consideremos el modelo lineal

y = X0 +¢, (2.1)

donde y es un vector de observaciones de dimensién nx 1, X es una matriz de constantes
conocidas de dimensién n X k, @ es un vector de coeficientes de regresién desconocidos
de tamano k x 1, y € es un vector de variables aleatorias de dimensién n x 1 que tiene
media cero (llamado a menudo vector de errores).

Explicitamente el modelo es

[y ] [ 1zig-ze | [ 6 ] [er ]
Yu = 1 zyo Tk 0., + | ey % (22)
| Yn | | lopo- @k | [ Ok | | & |

y en particular para la u — ésima observacién

Yu = 01%01 + 02Tu2 + ... + OkTur + €4 (2.3)

En el modelo lineal, y es la variable dependiente, variable respuesta o la variable
de salida, mientras que las 2's se refieren a las variables independientes o variables de
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entrada. La relacién entre la variable dependiente e independientes, consideradas como
vectores, se obtiene escribiendo al modelo en la forma

y=x01 + - +x0; + €, (2.4)
donde

X;':(.’tu,...,.’b‘ui,...,xm),, i=1,...,k,
son las columnas de la matriz X, llamada matriz de disenio.

El modelo tiene una amplia aplicacion:

1. Se emplea frecuentemente en problemas de regresién, donde (zy1,Zu2, ..., Tuk)
pueden ser los niveles, o funciones de los niveles, de cantidades como temperatura o
presién, que han sido fijados u observados en una serie de experimentos.

2.- Igualmente se aplica, cuando algunas, o todas las x;’s son vectores de variables
“indicadoras”. Una z,;, que toma solamente los valores uno o cero, puede usarse para
indicar la presencia, o ausencia de una caracteristica f; para la observacién y,,.

Como un ejemplo simple, el modelo

Yu = 0 + €y, M= Loy B (2.5)

puede escribirse de igual forma como

Yu = T1u0 + €u, Bo=1, TN R

O como

y =x,0 +¢, (2.6)

donde x; es una columna de unos. Este modelo es un caso especial de (2.4).
Como un segundo ejemplo, supéngase que se espera que la variable respuesta sea
una funcién cuadratica de una variable &, asi que el modelo toma la forma

Yu = 61 + 9261.-. <+ 9353 + Eu, (27)
entonces tendriamos que
:I"u]=1: $u2=£u! $U3=€31 uzla"'vn:
y, por lo tanto,
y = X0, + X260 + x303 + €, (2.8)

y otra vez este modelo es un caso especial de (2.4).
Como un ejemplo final, en los modelos del anélisis de varianza con un criterio de
clasificacién, tipicamente interesa la comparacién de k tratamientos para los que las
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k
respuestas medias son 6 ...,0. Supéngase que tenemos n = Y  n; observaciones, las

primeras n; de éstas se hicieron con el tratamiento 1, las siguientes ng del tratamiento
2, ete. El modelo apropiado escrito en la forma de (2.2) serfa

I  Dlasun 0 B _
: . . €1
Yy 10cceen- 0
Yni+1 ) senimaia 01 E 91 T
T 1 S (2.9)
0 | Ok |
Yn—np+1 10.----- 0
¢ : =
| v ] [ 10 0 | L J

Asi, los modelos asociados con regresién polinomial, regresién muiltiple, analisis de
varianza, disenios de bloques aleatorizados, disenos de bloques incompletos y diserios
factoriales estdn todos inmersos en el modelo lineal general.

Si se asume que € se distribuye como una distribucién normal multivariada N/ (0, 021)
y que el rango de la matrix X es k, entonces

160?) = () oo |5z (- X6) (v - X6)| (210)

. 1 " -n 1 2 NN a
= (\/ﬁ) o exp{ = [vs +(0-0)X'X(6 9)”,
donde,

0 = (X'X)" X'y v=n—k

—~ —~
£ (Y—Y)U(Y—Y) , 5 = X0.

De esto se sigue que (Box y Tiao (1973)):
a) @ es un vector de estadfsticos conjuntamente suficientes para 6 si o
b) 0 y s% son conjuntamente suficientes para (9 o )
)

2 es conocido:

¢) 8 tiene una distribucién normal multivariada A/ (9 o? (X'X) ) y

d) vs? se distribuye, independientemente de 9 como una distribucién o?y?2,
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2| v _v
(Ga(s®| 5, 522)) -
En las siguientes subsecciones se distinguen dos situaciones: la primera en la que la
varianza o? se supone conocida, y la segunda donde o? se supone desconocida.

2

2.2.2. Varianza o° conocida

Si 02 es conocida, entonces la distribucién a posteriori de 8 es ( Box y Tiao (1973))
7 (0ly) o< 7 (0) 7 (§|9,a2), (2.11)

donde 7 (@) es la distribucién a priori y 7 (§|9,02) es la densidad de una distribucién

g el
normal multivariada N}, [9,02 (X X) } Entonces, la distribucién a posteriori para 6
es

. (8ly) s exp [-T;(e-ﬁ)’x’xw-ﬁ)] , (2.12)
¥ puesto que

/ﬁexp{-él—(e—a)’x’xw-@)}de o* (vam)”

o2 - |X’X|1‘!2 .
donde R es la regién —oco < 6; < 0o, i=1,...,k, se tiene que
. 11/2
‘X X[ U e
T (8ly) = ——— exp [—-—2(9—9)’}{ X(G—G)] , —oa<lienn T=1uak
(V2mo) 20

(2.13)
Todas las inferencias relevantes sobre 6 pueden hacerse ahora con el conocimien-
to de que la distribucién a posteriori de 6, es la distribucién normal multivariada

Ne {@,02 (X'X)_I] .

Algunas propiedades de la distribucién de 6
La funcién de densidad 7 (@]y) es una funcién monétona decreciente de la forma
cuadrética definida positiva
Q(6) = (0-6)X'X(6-6). (2.14)

De las propiedades de la distribucién normal multivariada, Wilks (1962), se tiene
que la forma cuadratica @ (6) se distribuye a posteriori, como o%x3.
Denotando (haciendo una particién)
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6, 1 ~ [6 ] X4
al . en] o = [R]
T ’ k—r r Tr k—r
X Xs | X Xs 3 Cu Ci2]"
XX =111 X'X) = 2.15
[)(21{1 | XoX2 |, . (%X Ca Cox |, )’ (&-15)

donde 1 < r < k. Se sigue de las propiedades de la distribucién normal multivariada
que
a) La distribucién marginal a posteriori de un subconjunto de 6, digamos 6, es

la distribucién normal multivariada N (51,02011) y, en particular, la distribucién
marginal de 0; es N (@i, 0'202'{) , donde Cj; es el 1 — ésimo elemento de la diagonal de

X,
b) La distribucién condicional a posteriori de 2, dado 64, es la distribucién normal

5 i =1
multivariada NVj_, [92‘1,02 (X2X2) } , donde
52,1 = 52 - (X;X2)_1X;X1(91 — 51) (216)

2.2.3. Varianza ¢? desconocida

En muchos casos la varianza o no es conocida, y entoces se usa la informacién acerca

de 02 que se obtiene de la muestra. Por el lema del apéndice A2.1, la distribucién a
posteriori de (8,02) es
7 (0,0%y) 7(0,0%)7(s%|0?)m(6]60,0?). (2.17)
En el modelo de regresién normal, una distribucién a priori no informativa conveniente
es la distribucién uniforme sobre (6,logo) (Box y Tiao (1973))
m(0,logo) o c.

Equivalentemente

7 (0,0) x o},

en consecuencia
7(8,0%) x 072 (2.18)

Sustituyendo (2.18), en (2.17) y por el mismo argumento del apéndice A2.1, la
distribucién conjunta a posteriori de (9,02) puede factorizarse de la siguiente manera

7 (0,0%y) = m(0?|s*)m(8]8,0?), (2.19)
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donde la distribucién marginal a posteriori de 02 es vs?x;2, v = n—k, y la distribucién

a posteriori condicional de 6, dado 0, es la distribucién normal multivariada dada por
(2.13).
La distribucién marginal a posteriori de 6 es

m(Bly) = ‘/lw(9,02|y) do”* (2.20)

r [g (v + k) ‘x’xr’(2 "

Il

J [1 (9-5)’x’X(9—§)}_%[””‘)
[T (3))°T (3v) (vo)* ue 1
-0 < 6; < o =N -

que es la distribucién ¢ multivariada descubierta independientemente por Cornish (1954)
y por Dunnet y Sobel (1954). Denotemos la distribucién (2.20) por

tk [5, SE(XFX)_l,U] .
A continuacién se muestran algunas de las propiedades mads relevantes de la dis-
tribucién marginal de 6.
Algunas propiedades de la distribucién de 6.

1. La funcién de densidad en (2.20) es una funcién monétona decreciente de la forma
cuadrdtica

Q () = (0-0) X'X(0-9).

2. La cantidad Q (@) /ks? se distribuye a posteriori como una distribucién F con
(k,v) grados de libertad.

3. La distribucién marginal de un subconjunto r-dimensional, 6, tiene una dis-
tribucién ¢ multivariada

t!" (al'.! 32011; 'U) ’

esto es,

m(0ily) = (2.21)

L @+n]|Ci| s 1+ (91 = al)tcﬁl (91 = @1) i)

TOTT () (Vo ’

—00 < 6; < 00, 8= L, et
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donde la notacién es la misma que la de (2.15).

En particular 8; tiene la distribucién ¢ (@i, s%cii, v) ; esto es,
9: — 0:
t = 1 1
LRVAET
tiene la distribucién ¢ — Student univariada con v = n — k grados de libertad.

(2.22)

4. La distribucién a posteriori condicional de un subconjunto de dimensién (k — )
de los pardmetros 05, dado 0, es también una distribucién ¢ multivariada. Especifica-
mente, 5, tiene la distribucién

” , -1
b o [92,1, $1(XoXz) v+ 'r] ,

donde R ~ < R
021 =0, — (XoX2)  X;Xy (60:-81),

35,1 = (v+'r)_1 [vs2 - (91 - @1)'0;11 (91 —61)} :

5. Supéngase que © = (¢, ¢y, . .. ,q‘)m)’, m < k, es un conjunto de pardmetros de
tal forma que

¢ = D@,

donde D es una matriz de rango m. Entonces la distribucién a posteriori de ® es
&ty [D@, D (X'X) ' D, v] .

Ejemplo 4 Un método microscépico para pesar objetos sumamente ligeros, se cree
tiene un error que es aprorimadamente normal. También se cree que sobre el rango
pertinente de pesos, el error tiene media cero y una varianza constante. Se obtuvieron
los siguientes datos de un experimento donde se hicieron 18 mediciones del peso de dos
especimenes, A y B. Se obtuvieron 2 mediciones del peso para el especimen A solo, 9
para el especimen B solo y 7 mediciones del peso para los especimenes A y B juntos.

A solo B solo A y B juntos
109() 1140 1290 2172 2330)
85(4) 12106 9gg(11) 203(") 22109
140(12)  134(14) 243(10)  921(13)
122(15)  133(16) 229(17)
125(18)

Los nimeros entre paréntesis asociados a cada peso, se refiere al orden en el que se
hicieron las mediciones de los pesos. En el presente andlisis este hecho es irrelevante.
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A manera de ilustrar lo planteado hasta aqui, sin el propdsito de hacer un andlisis
estadistico completo sino sélo un andlisis inferencial inicial, se propone el siguiente
modelo

y=X0+e¢,

donde X, una matriz de dimensién 18 x 2 y el vector de observaciones y se muestran
a continuacion.

109 10
85 10
114 0 1
129 0 1
121 0 1
98 0 1
140 0 1
134 0 1
122 0 1
Y=1 133 =g 1
125 0 1
217 o
293 11
203 11
221 11
243 1 1
221 11
| 229 | 11 ]

Para el andlisis, tenemos que

v _ 9 7 P 0,1684 —0,0737
wx = |3 0| w00 00 |

. [17e1 ~ |6 | [ 98895
AF = [2683} = [@2 = | 124421
De aqui tenemos que

18
3 y? =510521 0' X'y =507976,

i=1

18 18
-~~~ A;
Y wi-%)? =Y v -0 X'y =252,
i=1 i=1

$2=1578 s=12,56,
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por lo que

Q) = (6-8)X'X(6-6)
= 9(6, —98,9)% + 14 (8, — 98,9) (62 — 124,4) + 16 (6 — 124,4)% .

Dados los supuestos y los datos, todo lo que puede decirse sobre el vector de pardmetros
0’ = (01,02) desde la perspectiva de la distribucion a priori no informativa w (9, 0'2) x
o2, estd contenida en la distribucion a posteriori conjunta de (01,62), que por (2.20)

es una distribucidn t bivariada

98,9 0,1684 —0,0737
2 {[ 124,4 } 1278 [ —0,0737  0,0947 J ’16}

Las distribuciones de probabilidad marginales para 0, y 0y de acuerdo a la ecuacién
(2.22) son: para 6 la distribucidn

£ (98,9, 26,57352, 16)

y para O3 la distribucion
t(124,4,14,94366, 16) .

El problema para hacer inferencias acerca de # puede resumirse en la siguiente
forma.

Dados los supuestos, todo lo que podemos conocer a cerca de #= (61, 62) estd con-
tenido en la distribucién conjunta a posteriori ¢ bivariada.

2.2.4. Conjuntos creibles HPD para el modelo lineal

En la subseccién 2.2.3 vefamos en (2.20) que en relacién a una distribucién a
priori no informativa en # y o la distribucién a posteriori de 8 es una distribucién
t — multivariado. Ademds, también vimos que la cantidad

Q () /ks* = (0—0) X' X(6—-8) /ks*,

se distribuye a posteriori como una distribucién F con (k,v) grados de libertad. Supon-
gamos que ahora estamos interesados en la siguiente cuestion:

i Esté el punto paramétrico 8y = (610, 620,...,0k0) en el conjunto creible de mé-
xima densidad al (1 — a) %?

Tenemos que 7 (@]y) es una funcién monétona decreciente de la cantidad

(0—8) X'X(6—86) /ks>.

El punto particular 8 estd incluido en el conjunto crefble HPD (1 — «) % si y solamente
sf

(00—8) X' X(0,—8) <ks*F (k,v,a). (2.23)
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Ejemplo 4 (Continuacién). Supdngase que el interés particular ha sido asociado
con los valores del pardmetro 619 = 09 = 120. Tal interés podria surgir debido a una
teoria, que diga que ambos especimenes deberian pesar 120 microgramos. Una pregunta
interesante podria ser si el punto (120,120) ha sido excluido o no, en, por ejemplo, el
conjunto creible HPD al 95 %. Hay que considerar si la cantidad @ (8) /25* es mayor
o menor que F (k,v,a). Asi, tenemos lo siguiente

Q (6o)
252
9(120 — 98,9)2 + 14 (120 — 98,9) (120 — 124,4) + 16 (120 — 124,4)?
= 2 x 157.8
3015,
= 3m6 - %%

que es mas grande que F' (2,16, 0,05) = 3,63 asf que el punto (120, 120) ha sido excluido.

Para propésitos de cdlculo y verificacién, es 1til indicar las cantidades necesarias
en una tabla de anilisis de varianza como se muestra a continuacién. Mientras dicha
tabla habitualmente se interpreta en términos de teorfa muestral, ésta también tiene
una funcién 1itil en un enfoque bayesiano. En particular, la pregunta de si #p est4, o no
estd en un conjunto creible HPD se determina calculando el cociente de los cuadrados
medios en la ultima columna de la tabla, y tomando el valor de F (k,v, @) de la tabla
de la distribucién F.

Andlisis de varianza para determinar si el punto (619 = 120,059 = 120)

esta incluido dentro de un conjunto creible HPD, dado.

Fuente Suma de Cuadrados G.deL. C.M. F
Dif. de pardmetros  (8p—0) X X(6o—8) = 3,015 2 1,507.5
Residual (y-9) (y—-¥)=2,525 16  157.8 9,56
Total (y — X68p) (y — X8g) = 5,540 18

2.2.5. Introduccién al contraste de hipétesis como seleccién de mod-
elos

En relacién al ejemplo de la subseccién anterior, supéngase que estamos interesados
en el contraste

Hy:0=80y vs H,:0#8,.

Entonces, en realidad estarfamos comparando dos modelos, que serfan
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My { f (y|610,020, - -, Ok0,01) , 7Y (610,620, - -, Ok0;01) }
¥ )
My : {f (y161,6,...,0k,05),75 (61,02, ...,0k;02)}
tomando distribuciones a priori de la forma
c1 Cc2
7 (610,020, - -,0k0;01) = —, 7Y (01,02,...,0k02) = —,
a1 a2

y probabilidades a priori para los modelos
P[Ml]zp P[M2]=1_P,

entonces la tarea de aceptar o rechazar lo que la evidencia de los datos nos dice, se
reduce a calcular las probabilidades a posteriori ag = P (M;|z), oy = P (Ma|z) y el
factor de Bayes, (ver subseccién 1.2.2.).



Capitulo 3

Factores de Bayes intrinsecos.

En el contexto de seleccién de modelos o comparacion de modelos, éste puede consi-
derarse como un problema de decisién estadistico. Existen diferentes criterios de resolver
el problema. En Bernardo y Smith (1994) se plantean tres criterios de éstos. El primero,
el cual es llamado criterio M-cerrado, se cree que uno de los modelos {M;,7 € I'} es el
verdadero, sin el conocimiento explicito de cudl de ellos es el verdadero modelo. Desde
éste critero tiene sentido asignar probabilidades a los modelos, cuyas probabilidades
son las que cree el estadfstico, por su experiencia, que se tienen.

El segundo criterio, el cudl es llamado, M-completo, corresponde a una actuacién
individual, como si {M;,i € I}, fuera un conjunto de modelos especificos, disponibles
para comparacién de modelos. Desde esta perspectiva no tiene sentido asignar proba-
bilidades a los modelos.

El tercer criterio, llamado M-abierto, también se considera que el conjunto de mo-
delos son simplemente un rango de modelos especificos, disponibles para comparacion,
tampoco tiene sentido asignarles probabilidades a los modelos, puesto que no se tiene
creencia que el verdadero modelo esté en el conjunto considerado.

Los problemas de decisién estadistico, envuelven éste problema, introduciendo una
funcién de utilidad y una distribucién inicial sobre el espacio de decisiones relevantes al
problema. La funcién de utilidad cuantifica las consecuencias de una accién particular
de un espacio de decisiones.

Ms4s sin embargo en el presente trabajo se considera solamente el criterio M-cerrado,
y se resuelve el problema de comparacién de modelos usando probabilidades a posteriori
y factor de Bayes.

Por otro lado, entre los diferentes métodos bayesianos que se presentan en la lite-
ratura para la comparacién de modelos o el contraste de hipétesis, destacan los pro-
cedimientos basados en los factores de Bayes. Sin embargo, estos procedimientos tienen
la limitacién de que si se trabaja con distribuciones a priori impropias, entonces los
factores de Bayes quedan definidos salvo una constante multiplicativa. Esto ha llevado
a los bayesianos a usar distribuciones a priori propias convencionales o aproximaciones
ordinarias al factor de Bayes, tales como el criterio de informacién bayesiana de Schwarz.

37
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El factor de Bayes intrinseco introducido por Berger y Pericchi (1993, 1996) es un
método interesante para resolver esta dificultad.

En este capitulo estudiaremos algunos de los diferentes métodos propuestos en la
literatura para solventar dicho problema, haciendo un andlisis exhaustivo del méto-
do propuesto por Berger y Pericchi (1993, 1996), llamado método intrinseco, que es
totalmente automético en el sentido de requerir solamente distribuciones a priori no in-
formativas estdndares, para generar distribuciones a priori propias (a priori intrinsecas)
y que parece corresponder a un factor de Bayes verdadero, al menos asintéticamente.

3.1. Preliminares

Consideremos los modelos M;, My, ..., M,, de tal forma que la variable aleatoria
correspondiente a los datos X tiene densidad f; (z|6;) bajo el modelo M; y, los vectores
de pardmetros 6; son desconocidos y de dimensién k;.

En el enfoque bayesiano para comparacién de modelos, en el enfoque M—cerrado
(Bernardo y Smith, (1993)), se considera que uno de los modelos a comparar es el
verdadero, sin el conocimiento explicito de cudl de ellos lo es. Asi, se selecciona una
distribucién a priori 7; (6;) para los pardmetros de cada modelo, junto con probabili-
dades a priori p; de que cada modelo sea el verdadero. La probabilidad a posteriori de
que M; sea el verdadero modelo serfa

-1

P (Mjlz) = pr B (3.1)

ya que

P(Mjlz) = DigiM) P nmz‘(I)Ps:
;P(w]M P(M;) ;mj (z) pj
(emn) (< B
= L ACTE: [ Pi 5.
= jzzlmi (x) pi ‘;p% Bj% ?

donde Bj; es el factor de Bayes de M; frente a M;, definido como

m; () _ [ f; (x16;) ; (6;) db; (3.2)
mi (@) [ fi (2]6:) 7 (6:) db; ‘

y m; () es la densidad marginal de X bajo el modelo M;.

Nétese que el factor de Bayes facilita la comparacién entre varios modelos, indepen-
dientemente de qué modelos estén bajo consideracién. Si nosotros cambiamos la lista
de posibles modelos, por ejemplo, agregando un nuevo contendiente My, entonces

ng (G’J) =
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la probabilidad a priori p; y la probabilidad a posteriori cambiardn, pero el factor de
Bayes no se alterar4.

Aunque en el problema anterior se ha usado un lenguaje bayesiano estandar, nétese
que uno no tiene debe asumir estrictamente que uno de los modelos a comparar, sea
el verdadero modelo; en particular, Bj; puede verse como la razén de verosimilitudes
“ponderada” de M; frente a M; y por lo tanto puede interpretarse solamente en tér-
minos de soporte comparativo de los datos para los dos modelos. (Ver Kass y Raftery,
1995) para discusion y referencias concernientes a este punto de vista). Aunque en este
capitulo sé6lo se discutird formalmente el problema de seleccién de modelos, este desa-
rrollo también puede aplicarse al contraste de hipé6tesis, que se puede plantear como un
caso particular de seleccion de modelos, como vefamos en la subseccién 2.2.5.

Para el cdlculo del factor de Bayes a menudo se usa como distribucién a priori una
distribucién no informativa 7¥ (6;), por ejemplo:

i) Distribucién a priori “uniforme”, n¥ (6;) = 1.

ii) Distribucién a priori de Jeffreys, w7 (6;) = (det (I; (6‘1-)))% , donde I; (6;) es la
matriz de informacién esperada de Fisher, correspondiente al modelo M;.

#31) Distribucién a priori de referencia, % (6;) . Bernardo(1979) y Berger y Bernar-
do (1992).

Usando cualquiera de las distribuciones a priori anteriores, el factor de Bayes que
se produce es

_mY (2) _ [ £ (al6;) 7Y (6;)db;
md (z) [ fi(«|6;) 7 (6;) db;
La dificultad con esta expresién es que 72 (#;) son tipicamente impropias, y por

lo tanto, definidas solamente salvo una constante ¢;. Por lo tanto Bg estd definido
solamente salvo una constante

B} (z) (3.3)

cj/ci,
que es arbitraria. (Berger y Pericchi; (1993), (1996)).

La inclusién de estas ¢; es debatible, y esto no exime el hecho de poder considerar
el valor de 1 para estas constantes y poder realizar los cdlculos pertinentes.

Una solucién comin a este problema se basa en usar parte de los datos como
una muestra de entrenamiento. La idea es dividir la muestra x, en dos partes
x=(x(),z(n=1)), y (1), la muestra de entrenamiento, es usada para convertir
7V (8;) en distribuciones a posteriori propias de la forma

fi (z (1) |6:) Y (6:)
m{ (z(1)

donde, (abusando un poco de la notacién) f; (z (1) |6;) es la densidad marginal de X (1)
bajo M; y

Y (Gile (1) =

m @) = [ fi (@ (1) 6) 7 (6:) dB. (34)
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De aquf la idea es calcular el factor de Bayes con el resto de los datos, usando
7V (8;]z (1)) como distribucién a priori. Tomando en cuenta lo anterior, enunciamos el
siguiente lema.

Lema 1 El factor de Bayes del modelo j frente al modelo i, condicional sobre la mues-
tra de entrenamiento x(l) y asumiendo que 7Y (6;|x (1)) es propia, estd dado por:

Bji(z(n — )]z (1)) = Bji () = B (z) - B (z(1)), (3.5)
donde
_m(z()
B (z(1)) = ¥ (2(0)
Demostracion

[ fi(@(n =165,z 1) 7} (6;]= (1)) db;
[ fi(@(n=1)16i, 2 (1) nf (Bila (1)) d; °

Bji(l) =

por otro lado,

fi(z(n—1)105,2(1)) fi (z (1) |6:) = fi (]6:),

fi(z (1) |6:) 7Y (6:)
mY (z()

' (Gife (1) =

andlogamente tenemos que

fi(z(n—=0105,2 1) f; (= (1) 16;) = f; (=16;) ,

fi (@ () 16;) 7Y (8;)

my (z()

¥ (8;]z (1) =

por lo que sustituyendo en la ecuacién de Bj;(l) tenemos que
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Bi(l) = [ fi(@(n—=1)165,2 (1))=Y (8;]x (1)) db;
T [ fi(e (n=1) 165,z 1)) 7N (65]x (1)) db;
/] f,f fif;'ﬁi;i) 2 (zf:f!fg(:ui) @) o,

i(z]0:) filz()16:)7N (6:) o
J 7Gmwn " mreay 9

f,(a:|9 )fr (9 )
[RASLAC)

db;

f fi «""|9 )“ d9

/i (wl9 )?T (8;)d0; mY (z (1))
[ £: () 7N (6:) d8;  mY (z (1))
= B;-}( (z) - Bjj (@)

El factor de Bayes

J £ (18;) =3 (8;) dB; m¥ (= (1))
[ i (o)« (6:)d8;  m¥ (@ (1))’

fue propuesto por Lempers (1971) y fue llamado factor de Bayes parcial del modelo M;
frente al modelo M; por O’Hagan (1995). Si la muestra de entrenamiento produce
distribuciones a posteriori propias, entonces este factor de Bayes estd propiamente
definido, aunque las distribuciones a priori 7% (6;) sean impropias. Considerando que
en ese sentido el factor de Bayes parcial proporciona una solucién al problema, ésta es
poco satisfactoria, porque confia en una divisién arbitraria de los datos, es decir, en
los datos de la muestra de entrenamiento z (I) y los datos de comparacién de modelos
z(n-=1).

Claramente, en (3.5) vemos que la arbitrariedad en la eleccién de las constantes
multiplicativas de 7y (6x), k = i, j, se elimina, ya que el cociente arbitrario ¢;/c; que
multiplica a Bj}' se cancela con el cociente ¢;/c; que multiplica a Bg (z (1)) . El factor
de Bayes parcial, corrige, al factor de Bayes original Bf{ con el término Bg (z (1)),
cancelando las constante y resolviendo el problema. Pero el uso de muestras de en-
trenamiento sélo tiene sentido si mY (z(1)) en (3.4) es finita. Esto se formaliza en la
siguiente definicién.

Bji(l) =

Definicién 8 Una muestra de entrenamiento x (1), se llama “propia” si
0 <m¥ (2(1)) < o0
para todo M;, y es minimal, st es propia y ningin subconjunto de x (1) es propio.

Ejemplo 5 Supongamos que X = (X1,Xs,...,X,), donde X; son iid N (0,0 ) bajo
el modelo My e iid N'(p, 03) bajo el modelo Mg Consideremos las distribuciones a
priori no informativas 7Y (01) = 1/o1 y 7Y (u,09) = 1/03.
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Aunque m¥’ (z;) = 2;\/’:‘_‘" es facil demostrar que mY (z;) = oo . A continuacién
mostramos estos resultados.
Considerando p = 1,a = %, en el apéndice A3.4 tenemos que

g ]

. 1 :
N N
m I; = I 9 L 9 d9 = —_— 1 5 .._.d
1 ( ) / lfl( I 1) 1 ( 1) 1 / \/2_6 o) o1

0

1 > -2 —Eitr
= — o, “e 2% do = -
V2 fg ! : V2 2./z;

por otro lado tenemos que, haciendo el cambio de variable y = (x; — u) /o2; y* =
(z; — p)? /o3; dy = —dp /o9, resulta

ml () = ]e fa (2:162) 7 (82) b

oo g=. o] 1 2
1 -5z @-p)" 1
e “72 - —dudo
[-oo /0 V 2770'2 O'% S

| 0 _i(ii:f_)z 1
— e 2\ o2 ) .—dud
[0 V2no}3 ./—oo o2 T2

S | 9 1.9
e 2¥ dy| do
V2ro3 [/m ”} :

/
/

2
2moy

gl sl

1 o0
052d02 = [_o_] = 00.
2o

Por lo tanto una sola observacién no es una “muestra de entrenamiento”. Las mues-
tras formadas por dos o més observaciones distintas sf lo son. A continuacién verificamos

esta afirmacién.
1

= o (36)

1
md (z (1)) = W; v, my (z(1))

Las densidades marginales de X () bajo los modelos M; y M, se obtuvieron de la
siguiente forma.

0] =Ly (22422 1
@)= [ Ao @)= [ e T L,
JBOy JO m o1

w?—i—x@

tomando u = —%2' (x? -+ x?); du = —(—03—3—)0101;
1 1
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0 0
1
md (z;,2;) = / L ou du f etdu
J—oo 2T (3:2+:cz) 2?T(I2+I2-) —oo
1y § =y
1

por otro lado,

m (1)) = /e f2 ( (1) 102) 7Y (6) dby
L.
oo oo _1 R I AR | f ORP
L [ [ ) Ly,
—oJo 2moj ob

R R
oo e I;g(ml x_?) 1 oo _;%[”_%(xi—xj)r 1 d d
S € "2 ©—Aap| 4oy,
JO 05 —oo a3

tomando y = (u — % (i — x;)) [oo; dy = dp/og;

1 2
oo _4a3(1'—$j) 1 1 00 Lo (z;—x;)7 1
N e T 4
7 ) = _—a— dos = — 4"; o],
haci - 1 — _ (zi—z;)? .
aciendo u = ~ (i — ;)% du = —5-3—dos se tiene que
0':2- Ty
1 2 1
N u
my (m(l))z—/ edu = ————.,
VT (@i = 2)* J-oo V7 (zi — ;)

Lo cual demuestra el resultado (3.6).

Generalmente para una muestra de entrenamiento minimal, todos los pardmetros
en todos los modelos deben ser identificables y a menudo es una muestra de tamaro
méx {k; } ; recordemos que k; es la dimensién de 6;. Sin embargo, puede ser una muestra
mds pequefia, especialmente si las distribuciones a priori ¥ son propias en algunas
variables. De hecho, si las distribuciones a priori 7V son propias, entonces el conjunto
de las muestras de entrenamiento minimales es el conjunto vacio.

3.2. Otros métodos bayesianos

En los problemas de seleccién de modelos y contraste de hipétesis, el uso de dis-
tribuciones a priori impropias ha llevado a algunos bayesianos a utilizar distribuciones
a priori propias convencionales o modificaciones de los factores de Bayes. Entre los
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factores de bayes propuesto para solventar dicho problema, destacan el “criterio de in-
formacion bayesiano” (CIB), propuesto por Schwarz (1978), la aproximacién de Jeffreys
(1961) y el método de Smith and Spiegelhalter (1980). A continuacién se muestran
algunos métodos bayesianos “automédticos”, para la solucién de dicho problema.

3.2.1. Distribuciones a priori convencionales

Jeffreys (1961) introdujo el uso de distribuciones a priori convencionales para la
seleccién de modelos y contraste de hipétesis. Por ejemplo, en la situacién del ejemplo
1, él argument6 el uso de

1 1 1
a.ﬂ02(1+#2/05) _0_2-?1'(0%+,u2)’

m (O-l) — o,ila ] (Iu‘: 02) = (37)

para lo que utiliz6 una distribucién a priori no informativa estdndar para el parame-
tro de escala, pero una densidad (propia) Cauchy (0,02) para la distribucién a priori
condicional de p dada o5. Con la eleccién de 7 (p|oy) propia, la indeterminacion, sal-
vo una constante, del factor de Bayes queda eliminada, al menos en términos de pu.
Ademds, en esta situacién, Jeffreys identificé 02 = 02 = o?; despreocupéndose de la
indeterminacién de 7 (¢) = 1/0; ya que al aparecerle la misma constante multiplicativa
en ambos modelos, estonces ésta se cancelarfa.

El argumento de Jeffreys para (3.7) es bastante largo y puede o no ser convincente.
Su solucién, es, sin embargo, bastante razonable; es natural la eleccién del “tipo” de
distribucién a priori para p dado o2, y se sabe que las distribuciones a priori Cauchy
son robustas en varios sentidos.

Aunque es fécil objetar el “imponer” tales elecciones sobre el andlisis, es crucial
recordar que no hay otra alternativa (excepto subjetividad). Cualquier método por de-
fecto alternativo corresponde a la imposicién de alguna distribucién por defecto (propia)
0, peor ain, termina por no corresponder a un andlisis bayesiano verdadero. Este pro-
blema es bastante importante para merecer énfasis.

Principio 1.- Los métodos que corresponden al uso de distribuciones a priori por
defecto (propias) plausibles son preferibles a aquéllos que no corresponden a ningin
andlisis bayesiano verdadero.

De aqui en adelante, se intentard mencionar qué métodos bayesianos por defecto son
0 no son consistentes con este principio. Dentro de las propuestas consistentes con este
principio podemos mencionar a Zellner and Siow (1980), Poirier (1985), Stewart (1987),
Mitchell and Beuachamp (1988), Albert (1990), George y McCulloch (1993), McCulloch
y Rossi (1993), Raftery (1993), Madigan y Raftery (1994) y Verdinelli y Wasserman
(1995). La limitacién de estos enfoques es que tienden a construir distribuciones a priori
por defecto para un escenario especifico y aquf la meta es construir un método general
y automatico, consistente con el principio anterior.
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3.2.2. Meétodos asintéticos y criterio de informacién de Bayes

El método asintético de Laplace (Haughton (1988); Kass and Raftery (1995)) pro-
duce, como una aproximacién a Bj;,

BL_ _ f_j (ﬂ,igj) (det j})_lﬂ ' (271')"’3':’2 5 (aj)
" fi ($|§1) (det ﬁ)_lﬂ (2’”)’\-”r2 i (az) ’

donde I; y @i representan la matriz de informacién observada de Fisher y el estimador
de mdxima verosimilitud bajo el modelo M;, respectivamente.

(3.8)

Cuando el tamano de la muestra tiende a infinito, el primer factor de BJ{;, normal-
mente tiende a cero o infinito, mientras que el segundo factor tiende a una constante.
El criterio de informacién de Bayes (CIB) propuesto por Schwarz (1978) surgi6 reem-

plazando este segundo factor por una constante apropiada.

Debido a que 7; (93-) y mi (6; ) en (3.8) no son constantes normalmente (es decir,

independientes de los datos) en problemas de seleccién de modelos, entonces el uso
de CIB no puede corresponder a un verdadero anélisis bayesiano y por lo tanto viola
el principio 1. Sin embargo, ésta violacién es a menudo poco severa. Ademéds, Kass y
Wasserman (1992), argumentan que esta aproximacién corresponde asintéticamente a
un factor de Bayes verdadero en el estudio de modelos anidados.

La expresién asintética (3.8) tiene mucha utilidad teérica. En la seccién 3.3 se uti-
lizard para ayudar a desarrollar distribuciones a priori propias convencionales y también
resulta muy 1itil para evaluar propuestas en los problemas de comparacién de modelos.
Si el criterio propuesto (expresado en forma de factor de Bayes) no es asintéticamente
equivalente a B;‘i, entonces puede concluirse que no se comporta como un factor de
Bayes verdadero.

Existen muchos problemas de seleccién de modelos para los cuales el resultado
asintético difiere de (3.8), (ver Haughton and Dudley (1992)). Es interesante ver que
los factores de Bayes intrinsecos (FBI) a menudo tienen éxito, como se muestra en las
siguientes subsecciones.

3.2.3. Distribuciones a priori no informativas convencionales

En la seccién 3.1 observamos que el problema con las distribuciones a priori no
informativas, 7V, es que el factor de Bayes est4 definido salvo constantes multiplicativas,
¢i, v que el cociente de estas constantes serfan a su vez un factor multiplicativo de los
factores de Bayes. Se han hecho esfuerzos, para especificar de manera convencional las
constantes ¢;. Por ejemplo, Smith y Spiegelhalter (1980) y Spiegelhalter y Smith (1982)
propusieron elegir ¢;, de tal forma que Bj; (z (I)) sea igual a 1, cuando z () se elige
como la muestra de entrenamiento minimal (imaginaria), favoreciendo lo més posible
al modelo més simple.
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Desafortudamente este método, bastante razonable, tiende a satisfacer el principio
1, pero sin lograrlo, ya que estd predispuesto sistemdticamente en favor del modelo
més complejo. Esta tendencia surge por la especificaciéon de que Bj; (x (1)) sea igual
a 1, aunque la muestra de entrenamiento (imaginaria) sea escogida para favorecer al
maximo al modelo més simple.

3.2.4. Muestras de entrenamiento

La idea de la eleccién de muestras de entrenamiento, discutida en la seccion 3.1, se
ha utilizado de manera informal en muchas ocasiones. Algunos desarrollos mds formales
de esta idea, pueden encontrarse en Lemper (1971), Atkinson (1978), Geisser y Eddy
(1979), Spiegelhalter y Smith (1982), San Martini y Spezzaferri (1984) y Gelfand, Dey
y Chang (1992), aunque no todos estos trabajos se utilizan para el célculo de factores
de Bayes ordinarios. Otras referencias, asi como el comportamiento asintético general
de métodos de muestras de entrenamiento, han sido proporcionados por Gelfand y Dey
(1994).

El método de Aitkin (1991) también puede considerarse como un método de muestra
de entrenamiento; tomando la muestra entera x, como muestra de entrenamiento para
obtener 7 (6;|z) y entonces usar esta distribucién como una distribucién a priori en
(3.5) para calcular el factor de Bayes. Este doble uso de los datos no es consistente con
la l6gica bayesiana, y el método viola el criterio asintético de forma severa.

O’Hagan (1995) propuso usar una parte fraccional de la verosimilitud [f (z]0)]*,
en lugar de una muestra de entrenamiento. Esto tiende a producir una respuesta més
estable que la producida por el uso de una muestra de entrenamiento particular, pero
también falla el criterio asintético, a menos que o o 1/n cuando el tamano de la muestra
crece. El factor de Bayes obtenido a través de este procedimiento es llamado factor de
Bayes fraccional y su comportamiento ha sido bastante estudiado, particularmente, para
elecciones tales como a = mg/n, donde my es el tamano de la muestra de entrenamiento
minimal. Esta opcién puede resultar atractiva en los factores de Bayes que corresponden
al uso de distribuciones a priori por defecto, al menos para modelos lineales y ciertas
elecciones de distribuciones a priori no informativas.

Independientemente del trabajo de Berger y Pericchi (1993), De Vos (1993) propuso
un método de muestra de entrenamiento para modelos lineales que es similar al método
propuesto por estos autores (ver Berger y Pericchi (1995) para discusién).

3.3. Factores de Bayes intrinsecos.

3.3.1. Modelos anidados

Se asume que M) estd anidado en Ma, en el sentido de que puede escribirse 8 =
(&,m) y que fi y fo satisfacen

fi(2l61) = fa (z|€ = 01,m =), (3.9)
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donde 7 es un valor especifico de 7. En algunas ocasiones es conveniente identificar 6,
con (81,7mq) , para que de esta forma 6, y 62 pertenezcan al mismo espacio. También, al-
gunas veces simplemente se escribe 03 = (61,71) , aunque esto es peligroso (pero comun)
en la préctica. El peligro radica en que 6 en f; (z|01) y en fa (x| (61,7)) pueden tener
interpretaciones muy diferentes, y debido a la igualdad de simbolos, pareceria 16gico
asignarles la misma distribucién a priori (especialmente cuando se usan las distribu-
ciones a priori por defecto). Esta es una cuestién importante, porque muchos de los
esquemas para el desarrollo de distribuciones a priori convencionales, estdn basados en
una formalizacién en la igualdad de tales pardmetros. Los factores de Bayes intrinsecos
naturalemente evitan el problema, como se verd en la subseccién 3.4.2.

Supuestol.- Si My estd anidado en Ma, entonces se asume que cuando el tamano
de la muestra tiende a infinito (n — 00), se tiene que

=~ bajo My .4
0 "5 03 = (61,mp) (3.10)

donde 52 es el estimador mdximo verosimil de Ms.

3.3.2. El factor de Bayes intrinseco

Para un conjuno de datos z, generalmente existen muchas muestras de entrenamien-
to como la que se definié en la seccién 3.1.
Sea

Xr = {2(1),2(2),....,a(L)}, (3.11)

el conjunto de todas las muestras de entrenamiento minimales, x (I). Claramente, el
factor de Bayes By (z (1)), definido en (3.5), dependerd de la eleccién de la muestra
de entrenamiento minimal. Para eliminar esta dependencia y aumentar la estabilidad
de los factores de Bayes, una idea natural es promediar los Bs; (z (1)) sobre todas las
T (f) € Xp. _

Debido a que existen diferentes tipos de medias, Berger y Pericchi (1996), definieron
dos nuevos factores de Bayes, a los que denominaron factores de Bayes intrinsecos.

1.- Para la media aritmética, el denominado factor de Bayes intrinseco aritmético
(FBIA) est4 definido por:

L L
Bl =13 BueW)=BY 1> Bi=0). (312)

2.-Para la media geométrica, el denominado factor de Bayes intrinseco geométrico
(FBIG) estd definido por:

1/L

L 1L L
Bif = (H By (33(5))) = Bj] - (H B (1?(3))) ; (3.13)
1=1 1=1
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donde el factor B, (z (1)) est4 definido en (3.5).
Es necesario subrayar que aunque cada una de estas funciones han sido llamados
por sus autores “factores de Bayes”, realmente no son factores de Bayes verdaderos. Sus

comportamientos son estudiados por Berger y Pericchi (1996a, 1996b, 1997a, 1997b)
en varios contextos.

Notas que deben tomarse en consideracion.

Nota 1 Bélc = Béf‘, puesto que la media geométrica es menor o tgual a la media
aritmética. Por tanto BLC favorecerd al modelo anidado mds simple mds que Bi{.

Nota 2 B4 se define como 1/Bi y no como (3.12) con los indices invertidos. La
asimetria surge porque M, estd anidado en My; para BiC no eriste problema; invir-
tiendo los indices en (3.13) claramente resulta 1/BC, ya que:

L - ; 1/L
IG _ BN, N(z =Bi;-
Biy = Bi (Ele( (f))) it (H!I;IB{\; (5‘7(’3)])

L -1/L g
: (EB{% (x(m) = 51

I
3
o

Nota 3 Cuando el tamario de muestra es pequeno, se tendran problemas debido al uso
de una parte de los datos como muestra de entrenamiento.

Ejemplo 5.— (Continuacion). X = (X1, Xs,...,Xn) es una muestra i.i.d. de M; :
N (0, J%) o My: N (,u,a%). Consideremos las distribuciones a priori no informativas
™V (01) = 1/o1, y, 7 (u,02) = 1/03, haciendo los cdlculos respectivos se obtiene que

(21 nz\ ™2

n ¥
donde s* = Y (x; — )%,
i=1
Demostracién

BY = my _ -’{92 fa (x]02) 75 (62) dez,
m ~ [o, fi (z|1) 7Y (81) déy
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.Z; af -z’ n(u-7%)2

00 = oo _ ( )

/ 1 20 / ‘252 . 1
o ( o

———————
2m)™/2 g7+

oo 1 _ 1=1 2 1,;2
= f n/2 n+l % e ' (?) dos
o (2m)"“oy

1}’2 00 _ 1=1
e (2?{) / “(n+1)e 205 d0.2
(2m)™%n1/2 Jo

(gﬁ)ﬂﬂ nl/2

D] -
-
Il
Pl
()
=4
P R 1
| 3
S

por otro lado,

Asi, tenemos que
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2m) /2
@m)2nt/2 " 2

M L
il
[ =]

L |
—_—
823
o

Bé\{ - \ n —'ﬂ.‘!‘g
(3
1 1] i=1 r (E)
(2m)™/2 2 2 2
N/
2
K
e z = ;
S a? - nTQ)
i=1

o lo que es lo mismo,

donde s? = Y (z; — 7)2.

i=1
n
2 b
o lo que es lo mismo L = n(n—1)/2, y por los resultados (3.5), (3.6), y por las
definiciones (3.12) y (3.13), se sigue que

Nétese que X7 consiste en todos los pares de observaciones diferentes L =

B (z1 (1) — 22 (z))i’
=By L Z « 2/7 (23 (1) + 3 ()] @:18)

_ Ti — x})

= le n(n_l)z\/—[x SpggB ]
g
L 2

(z1 (1) — 22 (1)) .
By =Bg - (E 2/ [23 (1) + 23 (1)] ) ‘ (5:16)

Noétese que B! y BIC estan definidos para cualesquiera modelos anidados, inclusive
para aquellos que 1no son estz:’mdares, como el siguiente.

Ejemplo 6 Supdngase que X = (X1,Xs,...,X,) es una muestra i.i.d. de M; : X; ~
N (61,1) con 8 < 0 6 My : X; ~ N (62,1) con 8, € R. Es importante recordar
que 01 y 02 podrian ser, a priori, cantidades distintas, incluso cuando 03 < 0. Usar
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el mismo stmbolo, 6, tanto en My como en My, puede causar que uno asuma que, por
ejemplo, w1 (0) (bajo M, ) sea igual a w3 (8]0 < 0) (bajo M>). Tales supuestos no estdn
garantizados.

En este caso las distribuciones a priori no informativas son

7 (61) = Licoo0) (01), y 5 (02) =

por lo que

N = 4 —l(a:‘:—ﬂg)Q
my (.'L'g') = Ee 2 dfs =1,
o =00

y por otra parte haciendo u = z; — 6;; du = —db;

0 1 o T —lu
my (z;) = / mys ~3(=i~01" g, Z"_\/E 1% dy

\/ﬁ/ e3P =1-(z;) = ®(~a),

donde @ (-) es la funcién de distribucién de la normal estdndar.

Puesto que m{’ (z;), y mj’ (z;) son ambas finitas entonces las muestras de entre-
namiento minimales serdn de una sola observacién.

Por otro lado, se tiene que

-1 3 (2i-02)?
o0 1 et
X md (z) Loo (0N e dfs
By (z) = N n
mp (2) 5 AT @6
s ) e =1 do,
~1 3 (2i—02)° -1 3 (wi—62)?
0 2
P oo We = B2+ o Jz}_w) g = d6>
== 3 Z(:r‘.___ol) 3
[ e e e
expq —1 Zn:zl-z—ﬂf?
renombrando k = { i (‘=i_1 )}
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k[[2 e (V) gy 4. o0 e (V=)' gp,

J—c0 \/om
B (@) = —— =
k [IEOO ‘/_ (\/_9] ‘n:t)gdgl]
[y, [ —J=‘ 2 at I 7:” 2 dt
T —0o0 m i “\/_‘T 1 \/_ 2
= . = 12 T U
[y —e\/#zdt P = 2 gt
- g i ® (—/nT) _ 1
S (—ynz) | @(—ymD)
por lo tanto tenemos que
N 1
By (z) = s (3.17)
Asf, (3.12) y (3.13) resultan
Bif = : i i«p (—2;) (3.18)
T (—ymz) ni W '

- 1/n
BIG = (_lﬁff) . !];ll:@(—ml)] : (3.19)

Esto es un ejemplo no estdndar que es dificil de manejar por métodos ordinarios,
en parte esto se encuentra indicado por el hecho de que la expresion asintética Bﬁ (y
por lo tanto el CIB), aqui no son vélidos. Algunas correcciones asintéticas han sido
proporcionadas por Haughton y Dudley (1992), quienes han estudiado problemas muy
generales de este tipo. Para este caso, la expresién asintética andloga a (3.8) es

- 72 (T)
B = B (—y/nz) 1 (min {z,0})’ \320)

que es vélida, si w9 es continua y 7 es continua y tiene limite finito, m; (0), en cero.

3.3.3. El factor de Bayes intrinseco esperado

Para muestras de tamano pequeno, el promedio de las muestras de entrenamiento en
(3.12) y (3.13) puede tener una gran varianza, y esto no es deseable, puesto que indica
una inestabilidad de los factores de Bayes intrinsecos. También, el cdlculo puede ser un
problema cuando L es grande. Berger y Pericchi (1996), proponen una atractiva solucién
a este problema, reemplanzando los promedios en (3.12) y (3.13) por sus respectivas
esperanzas, evaluadas en los estimadores méximos verosimiles. Formalmente, Berger y
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Pericchi (1996) definen el factor de Bayes intrinseco aritmético esperado (FBIAE) y el
factor de Bayes intrinseco gemeétrico esperado (FBIGE) por

lw)

Bif® = BY -2 3" [EMBY (x )], (3:21)
y =
L
BLFE = BY -exp {% > _E}" [log B} (X (1))] } ; (3.22)
=1

respectivamente, donde las esperanzas son bajo el modelo M», con # igual al estimador
méximo verosimil . Si las X () son intercambiables, como es comiin, es decir,

f(x,z,...,20) = f (Ia(l).ma&],“.,xa(n)) )
V permutacién o definida sobre el conjunto {1,2,...,n}, entonces los promedios sobre
L sobran.

Es obvio el hecho de que y estdn justificadas como aproximaciones
de (3.12) y (3.13) para L grande y bajo Mj. Pero éstas también son aproximaciones
vélidas bajo el modelo M; si el supuesto 1 de la subseccién 3.3.1. se satisface, porque
entonces bajo el modelo M, @2 = (01,70) lo cual, junto con (3.9), demuestra que las
esperanzas en (3.21) y (3.22) son equivalentes a B! y BI¢ bajo M. Esta propiedad
es Unica para modelos anidados y, desafortudamente, impide derivar aproximaciones
andlogas de (3.21) y (3.22) para problemas con modelos no anidados.

ME IGE
By Bj;

Ejemplo 5.- (Continuacion) Puesto que las X (1) son intercambiables, por (3.6) y
(3.22) se tiene que

X?: ""X 2 1 _e{—nf_/sz}
BIAE = B21 é:‘-:‘z ( S J) : = B2Nl . (W A (323)
27 | X2+ X2

(ver Berger y Pericchi (1993), para el cdlculo de esta esperanza). Ademds,

s 32
BIGE — 321 exp{ ;\fz log (Xz 2)(.‘,') - }’
o0/ [Xl- +Xj]

donde 6 = (Z,s?/n). Esta puede ser evaluada sélamente como una serie infinita (ver
Berger y Pericchi (1994)); pero el cdlculo numérico es directo.

Ejemplo 6.—(Continuacién). Usando Bé’f‘ y BIS y considerando la intercambia-
bilidad de las muestras de entrenamiento X (1)

B = 2= 5 @ (7))

\/_x) (3.24)
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BIGI_‘I _

1
2= Gy P (s (K

respectivamente, donde X; ~ N (0,1) bajo My y @2 = Z. De nuevo, B{lcE no puede
encontrarse de forma explicita.

Como ocurrfa con B4, Berger y Pericchi (1996) definen BI#\F = 1/BIAE . En este
caso no existe otra opcién, porque en muchos problemas (tales como en los ejemplo 5

y 6)
EgjﬂB{‘z’ (X (1)) = 0.

Esto también explica la definicién de Blgt = 1/BI{!; aunque BI$! podrfa definirse
como (3.12) con los indices invertidos, el promedio de B (z (1)) normalmente divergerfa
cuando L — oo, resultando un factor de Bayes que violarfa el principio 1 y por lo tanto
no vilido.

3.3.4. Comparaciones

A continuacién hacemos una pausa para comparar los factores de Bayes intrinsecos
con otros métodos, asf como obtener una visién en estos casos simples para ver si nues-
tros objetivos son alcanzados. Las comparaciones que se hacen son con la expresion
asintética (3.8), la aproximacién de Schwarz, y con los métodos de Jeffreys (1961) y
Smith y Spiegelhalter (1980). Asf como también se comparardn estos factores entre sf.

Ejemplo 5.— (Continuacién). Es facil demostrar que los estimadores mdximo vero-
stmiles para ambos modelos son

n 1/2
;3%2 2y 1/2 )
P 1A R P
Demostracion.
Sabemos que X; ~ N (0, o%) bajo M por lo que
3 =2
R R A et
Ti) = € 1 Ir,22,...,T 3
Y roy % (2m)"/? o

por lo que

dlog [f (z1,22,...,%4)] __r =t
doq o1 o
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y esto es igual a

01 = (E2 + 32/n) A,

Por otro lado, X; ~ N (,u, o%) bajo M, por lo que

¥ (zi-k)?
1 "2_12'(-'5:"}‘)2 1 —‘-:—29—
i) = € “%u = f(z1,29,...,0p) = ————— %G 5
f @) V2mos it ) (ZW)“/zan
mn n
dlog(f (en, 20zl M o E5E
=1 3 — U{:}#: =,
ou o5 n

dlo T1,%2,...,T n = =
g[f( } ! ’n)]=__‘_+11—3=[]¢}0'2:11 y
Oos 02 03 n
que es lo mismo que
g2 = Af—,
n

T
donde s2 = 3 (z; — p)?.
i=1
Tomando en cuenta los resultados anteriores se tienen las siguientes aproximaciones:
Aprozimacién asintdtica: (3.8) estd dado por

Bl =52 250 (3.25)

-~

o1 m(01)
Recordemos que

6 («12)) (deti})'” . @0 @

e (awE) " e (3)

donde I; y 0 representan la matriz de informacién de Fisher observada y el estimador
de maxima verosimilitud bajo el modelo M;, respectivamente.

Entonces, puesto que bajo M;, X; ~ N (0,0%), se tiene que k; = 1 y la matriz de
informacion observada de Fisher es igual a
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r n
a2 Zx?
L) = ~ 9% log f (z|01) N _gi=l
1) = do? oo 0?2 o4
1 aT1=0] ] 1 ﬁ :r2
5 T
- (]'1:31: x::'
T 2 E
3% z
B n El > n? 3n?
= n - 2| = 7 | ™ ~— n
2% [(La Seaf 3l af
= = Li=1 i=1
on? 2n
—— — _ = — :—-2-
2 o
2T )
L =1

Esto implica que

(detfl)_ = %.

Por otro lado, bajo My, X; ~ N (,u, cr%) entonces se tiene que ko = 2 , ademas,

b=

Z (zi —H)z
log f (1,22, Zn|,0) = —”IT — 5 log (2m) —nlogas,

y la matriz de informacién observada de Fisher es

[ 8%log f(zluo) 82log f(aluo)
f s ap® Oudog
2(z) = o%log f(alwo)  0%log f(zlu,o)
daad, 2 o o
| R fe (1,0)=(7,5)
23 (wi—p)
_n =1
= = “Eg N %2
23 (zi—n) 33 (xi—p)?
__i=1 =1 +l12_
= 0’% G; g3 {y,,o‘):(f‘ %)
23" (2:i-%)
:'_.:_15 £=IA
= , 72 s ,
2 Z (.’L‘g—f)
i=1 2n
a3 2
2 2
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de aqui tenemos que

por lo tanto,

(1/ry"205) - exp [ £ (- 2 1253 - - o) - ma (70)
(1/(2m)"25}) - exp [- 5 xf/zaf] S (om) 2o (B) '

g=1

L as
21 —

Sustituyendo los estimadores méximo verosimiles correspondientes, en esta expre-

n n
sién se tiene que, tomando en cuenta que s* = > (xi— T)Q ¥ 3laf= s2 4+ nT2,
i=1 i=1

67 - 6% exp(—n/2) - (2m)2% . 7y (@2)

A
By =

)
)

=
b SEER g |

Q)
[ S
=
L]
) T e
Sl

|
o
=5
s
ot
+
=
8l
(%]
ST
El
T~
(3]
| )
[ ]
=
[ 3]
. 4

P
&
ey

)
s,
—

gy %" (%2)

o

I

._.
=
5

P
)
3

o ST g

que demuestra la afirmacién anterior.
Aproximacién de Schwarz.- Estd dada por

BsmBé\{

‘21““\/2?'

Aprozimacidn de Jeffreys. Para las distribuciones a priori en (3.7), Jeffreys (1961)
aproximé Bsy por
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1
By, = BY 55" : 3.26
21 21 02 Gomr [1 +ﬁ2/3§] ( )
Aprozimacion de Smith y Spiegelhalter (1980).- El factor de Bayes de estos autores
es de la forma

B

S8 __ ~21

B =4,

Es qtil volver a escribir 7a (p1, 02) como

w2 (1, 02) = 73 (loz) - 72 (02) -

Si ahora elegimos las distribuciones a priori no informativas m (o) = 1/o; y
7y (02) = 1/09 entonces B se convierte en

3 m () &
1

B - N
By = Ba =
0] E

(3.27)

— Bé\{ . 32 R (IE|32) &
Nétese que By, es de esta forma, con 7 (1t|os) una distribucién Cauchy(0, o9) ; por
lo que se tiene que By, es consistente con (3.7).
Asimismo, (3.23) y (3.24) pueden reescribirse como

1 — exp {—nz?/s?} = 1 —exp {—7i*/53
BiAE — BX . =BN .55- . (3.28

¥

{Xi - X;}°
mﬁ{ﬁ+xﬂ

Recordemos que una de las metas de Berger y Pericchi (1996) era desarrollar un
método automédtico que pudiera “reproducir” un factor de Bayes verdadero. Pues bien,
resulta que BI*F se comporta increfblemente bien ya que se demuestra que

~ 1
Bé?E = BQA{ g -6—215,@.32) log

2 /.2
(o) = LR A0/,
2y [u? /o)
es una distribucién a priori propia (integra uno sobre p) y, ademds, es practicamente

equivalente a la eleccién de Jeffreys de 7y (u|og) como Cauchy (0,03); de hecho, las
densidades de las dos distribuciones a priori nunca difieren en mas del 15 %.

(3.29)



3.4. DISTRIBUCIONES A PRIORI INTRINSECAS 59
Esta extraordinaria propiedad de Bi'f‘E no es compartida, desafortudamente, por
B%']GE . Este no corresponde a un factor de Bayes para una distribucién a priori propia.

Comparando B, o B5*¥ con BS{¥, vemos que el tltimo es m4s grande por un factor
de /7 (1 +ﬁ2/3§), es decir,

1
Vv (1+7%/33)’
que siempre es mas grande que uno (y puede ser arbitrariamente grande). Este fenémeno
es generalmente verdadero y propociona el apoyo para la predisposicién en la subseccién

3.2.3. de que 32818 estd sesgado hacia el modelo més complejo.
Similarmente, By, es mas grande por un factor de \/7/2 (1+ IEQ/S%) , es decir,

J _ pss
By =By -

B} = B§,- : ,
V2 (1+5%/33)

y estd, en sI mismo, sesgado hacia el modelo mds complejo.
Si se hubiera escogido 73 (u|o2) como una N (0, a%), entonces

B2Ll = .8251 - exp {——-:52/23%} .

Si M fuera el verdadero modelo y n fuera grande, entonces T = 0 y B = BS).
Esta es la base para el argumento de Kass y Wasserman (1994) que dicen que Bfl es
aproximadamente un factor de Bayes cuando el modelo més simple es el verdadero, en
una situacién de modelos anidados.

La historia para BL' y B¢ es similar. Notablemente, el promedio en B otra vez
corresponde a una distribucién a priori propia. El término correspondiente de (3.13)
es cualitativamente similar, pero otra vez, no corresponde a una distribucién a priori
propia.

3.4. Distribuciones a priori intrinsecas

3.4.1. Definicién y motivacién

Desde el punto de vista teérico, la principal razén referente a los factores de Bayes
intrinsecos y factores de Bayes fraccionales es determinar si efectivamente se corres-
ponden con un factor de Bayes verdadero para distribuciones a priori razonables. De ser
asf, se tiene una justificacién bayesiana para ambos métodos y la consistencia de estos
factores de Bayes se cumplirfa automaticamente. Berger y Pericchi (1996) resolvieron
asintéticamente esta cuestiéon obteniendo las denominadas distribuciones a priori
intrinsecas.

En el ejemplo 5 (continuacién), en la subseccién 3.3.5 , vimos que Bé'{q y Bé’{m eran
aproximadamente iguales a los factores de Bayes verdaderos para la distribucién a priori
(condicional) propia (3.29). Tal distribucion a priori si existe es llamada distribucién a
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priori intrinseca. Esto eliminarfa la necesidad de calcular muestras de entrenamiento
y eliminaria lo concerniente acerca de la estabilidad de los factores de Bayes intrinsecos.

Alternativamente, los factores de Bayes intrinsecos pueden verse como un método
para aplicar a “muestras de entrenamiento imaginarias”, para determinar distribuciones
a priori convencionales (razonables) para usar en problemas de seleccién de modelos y
contraste de hipétesis. Ademas, esto podria verse como el complemento a la teorfa de las
distribuciones a priori de referencia ( Bernardo (1979); Berger y Bernardo (1992)), en la
cual se desarrollan distribuciones a priori convencionales para problemas de estimacién.

Como sucede con las distribuciones a priori de referencia, las definiciones de las
distribuciones a priori intrinseca, de Berger y Pericchi (1996), se centran alrededor del
uso de una muestra de entrenamiento imaginaria (asintética). Con frecuencia, se pueden
utilizar argumentos asint6ticos para verificar la siguiente aproximacion, que Berger y
Pericchi (1996) establecieron como condicién.

Condicién A. Cuando el tamano de muestra tiende a infinito, para distribuciones
a priori en una clase apropiada, Y, (3.2) puede aprorimarse por

Ty (93) LUk (91)
Bji = Bji - —=——=C - (L+0(1)), (3.30)
T (L‘?j) ; (95)
donde @5,- Y Eﬂ- son los estimadores mdximo verosimiles bajo M; y M;, respectivamente,
y 0(1) — 0 en probabilidad bajo M; y M;.
Esta condicién puede verse facilmente para comprender la situacién asintética es-
tdndar de B;-r‘i, pero también para comprender las situaciones no estdndares tales como
la del ejemplo 6; ver (3.17) y (3.20).

Para definir las distribuciones a priori intrinsecas, Berger y Pericchi (1996) comen-
zaron igualando (3.30), con (3.12) o (3.13), produciendo

m; (6;) = (8; -
ﬂ;(g;?) ﬂ g; .(1+0(1)) = BY, (3.31)

definiendo a gﬁ’ como la media aritmética o la media geométrica de Bﬁf (z (1)). Poste-
riormente hicieron algunos supuestos sobre el comportamiento limite de las cantidades
en (3.31). La siguiente condicién tipicamente se satisface.

Condicién B. Cuando el tamatnio de muestra tiende a infinito, se tiene lo siguien-
te:

i) Bajo M;, gj e 93-,55 —YP;(05), ¥y .ég e B}‘ (0;) .
ii) Bajo M;, 0; — 0;,0; — 1, (6:), y BY — By (6:).
Donde, 1, (0;) denota el limite del estimador mdzimo verostmil 0; bajo el modelo
M; en el punto 0;.

Normalmente, para k=1 o k = j,
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BY. (6x) = Jim Byl

L
%ZBg (X (E))] caso aritmético,
1=1

By (0k) = Jlim_ exp{

ZlogB (X () }} caso geométrico, (3.32)

donde si las X (l) son intercambiables, entonces los limites y los promedios sobre L
pueden eliminarse.

Usando la condicién B y tomando limites en (3.31), primero bajo M; y después
bajo M;; Berger y Pericchi (1996) obtuvieron dos ecuaciones funcionales, que son las

que definen las distribuciones a priori intrinsecas, (?T_‘;, ! )

Las dos ecuaciones funcionales son la siguientes:

wh(8;) Y (; (6)))

3 = B: (0;

A (i 6) o
y

N (¥; (6:) ©f (6;)
Otra vez, la motivacion, se centra en que las distribuciones a priori que satisfagan las
ecuaciones (3.33) y (3.34), tendrén respuestas que serdn asintéticamente equivalentes
a aquéllas obtenidas usando los factores de Bayes intrinsecos.
También puede notarse que las soluciones no son necesariamente tinicas ni necesa-
riamente propias. Por ejemplo, esto se tiene en las situaciones en las cuales

B: (0;) = B} (6;) =
ya que en estos casos se ve que
mf (0x) = 7§ (6x), para k=13,

son soluciones de las ecuaciones anteriores, resultando las distribuciones a priori in-
trinsecas, de nuevo las distribuciones a priori no informativas.

3.4.2. Distribuciones a priori intrinsecas para modelos anidados.

En el escenario de los modelos anidados de la subseccion 3.3.1 y bajo el supuesto 1,
las soluciones a (3.33) y (3.34), estdn dadas por

i (01) =77 (61), 75 (02) =73 (82) B3 (82). (3.35)

Demostracion.
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Sustituyendo (3.35), en las ecuaciones (3.33) y (3.34) tenemos que

7} (62) B3 (62) 7Y (11 (62))
my (62) 7Y (vy (62))

= Bj (02),

my (13 (61)) B3 (12 (61)) 7Y (61)
7y (Yo (61)) 7Y (61

Existen también otras soluciones, quizds incluso soluciones que son distribuciones
propias, pero las soluciones en (3.35) son las més simples. (Ver Dmochowski (1994)
para caracterizaciones interesantes de distribuciones a priori intrinsecas para modelos
anidados).

= B; (¥ (61)) -

Ejemplo 5.- (Continuacién). Para B, se sigue de (3.23) y (3.32) que

B3 (82) = 03 - m} (ulo2)

donde wi (plos) estd definido en (3.29).
Por lo tanto las distribuciones a priori intrinsecas son

w1 (o) =) (01) = 1/01,

. 1
74 (1, 02) = 5 (02) B3 (,09) = - 5 (ploa). (3.36)

Por tanto, Béf‘ se comporta (asintéticamente) como un factor de Bayes verdadero
que usa las distribuciones a priori no informativas de referencia para o; y 09, y la
distribucién propia Trg (i|os), para la distribucién a priori condicional de p dada os.
Ademsés de la propiedad de ) (u|o2), es también notable que la distribucién a priori
intrinseca para o9 es la distribucién a priori de referencia 1/09, y no la distribucién
a priori de Jeffreys (formal) 1/03 que se utilizé para calcular Bi{*. Berger y Pericchi
(1996) también observaron este 1ltimo comportamiento en otros ejemplos; los factores
de Bayes intrinsecos parecen intentar convertir la original ﬁiv en distribuciones a priori
de referencia para pardmetros comunes o modelos similares.

Ejemplo 6.- (Continuacién). Para BI{, vemos de (3.18), (3.24), y (3.32) que

B3 (02) = @ (-—92/\/5). Por lo tanto, las distribuciones a priori intrinsecas (3.85)
son

i (61) =7} (61) =1,

75 (6:) = 1-® (~62/V3). (3.37)
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Dos caracterfsticas de las distribuciones a priori intrinsecas son de particular in-
terés. Primera, en (—o0,0), las distribuciones a priori 7], 74 no son proporcionales.
Recordemos que los modelos se escribieron como M : 6; <0, M3 : 02 € R, a diferencia
de My : 0 < 0,Ms : 8 € R, para enfatizar que 6;, © = 1,2, podrian tener diferentes in-
terpretaciones bajo cada modelo y diferentes distribuciones a priori intrinsecas, incluso
en su dominio comuin. Esta posibilidad parece haberse realizado. Nétese, sin embargo,
que sobre (—00,0), 71, wé difieren substancialmente cerca del cero.

La segunda caracteristica interesante de las distribuciones a priori intrinsecas es que

Tl )by = [ (=0o/V2) dby = —
./0 3 (62) b2 ./0 ( 2/ ) 2=
por lo tanto 7} (62| {#2 > 0}) es propia.

El comportamiento de las distribuciones a priori intrinsecas, observado en los ejem-
plos anteriores es tipico para modelos anidados. Pardmetros “comunes” (o al menos,
pardmetros que pueden ser identificados en el sentido de la definicién (3.9)) normal-
mente tienen distribuciones a priori intrinsecas que son distribuciones a priori estdn-
dares no informativas o ligeras variantes, mientras que pardmetros que estdn sélamente
en los modelos més complejos (o que tienen dominios extendidos en los modelos més
complejos) tienen distribuciones a priori intrinsecas propias (condicionales). (Ver Berger
y Pericchi (1995) para una aplicacién en modelos lineales normales anidados).

En general, dados M; : {f1 (z]01),m1 (61)} y M2 : {fg (z|0s) , mY (92)} dos modelos
para los cuales se tiene que:

(7) f1(z|61) estd anidado en f3 (z|62),

(it) 71 (61) es una distribucién a priori propia,

(iii) md (6) es una distribucién a priori impropia, y suponiendo que para una
muestra de tamano n la funcién de verosimilitud f5 (z1, 2, ...,z|02) es integrable con
respecto a 73 (f2), se demuestra que asintéticamente la metodologfa intrinseca genera
una tnica funcién de densidad 7% (62) llamada distribucién a priori intrinseca (Berger
y Pericchi (1996)). Esta distribucién es de la forma

w5 (82) = 73 (62) Eyh g, B12 (2 (1), (3.38)

donde la esperanza se calcula con respecto a la densidad de la muestra de entrenamien-
to, z(l), y considerada bajo el modelo M;. Ademas, se cumple que (3.38) es una
distribucién a priori propia.

Teorema 1 Para el factor de Bayes intrinseco aritmético (FBIA), supéngase que (3.32)

se cumple y que ™ (01), es propia. Entonces wh(63) ,definida en (3.85), es también
propia.
Demostracion.-

Puesto que se asume que existe el limite en (3.32), entonces es cierto que
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. L
] i (6s) = / y (92)(hm EM: %ng(x(z))])dez (3.39)

= thZf/ﬂQ (82) f2 (z (1) |62) BY (z (1)) dz () dfy

a l
= gLn;OEZ/mé”(m(z))-W:&dw(t)

1
= ILngoE Z (1)
=1
= lim = =1,

la pemiltima lfnea se sigue del hecho de que si ﬁ{v es propia entonces mi’ también lo

es.

La gran generalidad de este teorema es atenuada por la condicién de que 7' () sea
propia. Por otra parte, Berger y Pericchi esperan mostrar que la distribucién impropia
'rr}lv pueda ser manejada por un argumento limite apropiado.

Finalmente, nétese que no existe un teorema andlogo al teorema 1 para BélG , ya
que, como vimos en la subseccién 3.3.5, BI¢ (equivalente a BIFF en términos de dis-
tribuciones a priori intrinsecas, por (3.32)) no corresponde a un factor de Bayes con
distribuciones a priori propias.



Capitulo 4

Pruebas de igualdad de
coeficientes de regresion

Tanto para el enfoque frecuentista como para el enfoque bayesiano, comprobar si
los vectores de coeficientes de regresién son iguales, para dos modelos de regresién
normales independientes, cuando no se conocen las varianzas de los errores, presenta
varias dificultades.

En el enfoque frecuentista, no se aplica la teorfa para el contraste de hipétesis nor-
males debido a que las varianzas no estdn relacionadas, y en el enfoque bayesiano, las
distribuciones a priori generalmente usadas son impropias y, por lo tanto, la solucién
basada en el factor de Bayes no puede usarse. Moreno, Torres y Casella (2002), pro-
ponen una solucién interesante para este problema, en el cual no se considera ninguna
informacién a priori subjetiva.

En este capitulo se hard un andlisis exhautivo de la propuesta de estos autores,
en donde primero se genera una distribucién a priori propia “objetiva” (distribucién
a priori intrinseca) para la cual el factor de Bayes y la probabilidad a posteriori del
modelo estdn bien definidos, y en donde la probabilidad a posteriori de cada modelo se
usa como una herramienta de seleccién.

Este procedimiento de contraste de hipétesis se compara con algunas aproximaciones
frecuentistas propuestas en la literatura, tales como el estadistico modificado de Chow,
propuesto por Conerly y Mansfiel (1988).

A continuacién se define el estadistico de Chow.

4.1. El estadistico de Chow

Existen diversas técnicas para contrastar las situaciones de inestabilidad o sensi-
bilidad de una ecuacién estimada para una muestra dada. Todas estdn en torno a la
discusién de que, sf es factible suponer cambios en cada uno de los puntos muestrales, o
que puede identificarse una observacién de cambio llamada punto de cambio o quiebre,
un contraste muy conocido para la estabilidad de las relaciones entre dos ecuaciones

65
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(modelos) estimadas es el de Chow.

La filosoffa principal del estadistico de Chow, consiste en evaluar estadisticamente
si el vector de pardmetros estimado para toda la muestra difiere de aquel que se calcula
considerando dos o méds submuestras.

Consideremos el modelo lineal y = X0 + €, donde X es una matriz de dimensién n x
k, si hay dos submuestras, (1) y (2), en las cuales los pardmetros no son necesariamente
los mismos, entonces podemos escribir:

] Xib1+e& i€(1)
Yi=\ Xi02+¢e i€(2

y la hipétesis que deseamos probar es:

Hy: 6, =02

el nimero total de observaciones es n = n; 4+ ny y el nimero de pardmetros es k.

Es decir, el estadistico de Chow estd basado en una subdivisién de la muestra, a
continuacién se describe el proceso paso a paso.

1.- Dividimos la muestra de n observaciones en dos grupos. El primer grupo tendrd
n; observaciones, y el segundo grupo tendra ng observaciones, donde ng = n —n;.

2.- Se ejecuta una regresién separadamente para cada uno de los dos grupos de la
muestra y calculamos la suma de los cuadrados de los errores para cada grupo de la
muestra. SCE, y SCFE>. La suma de los cuadrados del error es la suma de los cuadrados
de los errores de cada muestra: SCE, + SCEs.

3.- Asumimos que el coeficiente de regresién es el mismo antes y despues del perio-
do n;. Estimamos el modelo otra vez pero sobre las n observaciones. Y obtenemos la
suma, de cuadrados del error: SCE.

4.- El estadistico de prueba es:

(SCE — SCE; — SCE,) [k
(SCE, + SCEs) [ (n—2k)°

5.- Si F > Fj pn—ok, rechazamos la hipétesis nula, y entonces se tendria un cambio
estructural en la muestra.

Conerly y Mansfiel (1988), proponen un estadfstico de Chow modificado, el cudl se
basa en la aproximacién de Satterthwaite (1946), es decir, en las estimaciones usuales
de minimos cuadrados de los dos vectores paramétricos. (para més detalles ver Conerly
y Mansfiel, (1988)).

F=

4.2. Definicién y motivaciéon

Supdngase que se tiene disponible un conjunto de n; observaciones sobre (y, 2, .., k)
que satisface al modelo de regresién normal

y1 = X101 +¢1, €1 NN(U, O'%I) ; (4.1)
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donde y1 = (y1,¥%2,-- -, ynl)t, 0, = (611,021,. .., 9k1)t v X es una matriz de dimensién
n1 X k de valores observados de los (k—1) regresores. Como es usual, la primera columna
de X; se toma como un vector de unos.

Ademis, se dispone de un conjunto de ny observaciones para el cual

y2 = X983y + &9, gg ~ N (0, O'%I) . (4.2)

El problema de contraste Hy : 8; = 65 vs Hy : ) # 05 es de interés préctico
y ademds tedricamente es desafiante; lo han estudiado muchos autores entre los que
destacan Zellner (1962), Theil (1971, pp.131), Smith (1975), (1980), Smith y Cook
(1980), y Williford, Smith, Mansfiel, Conerly y Bishop (1986).

Por tanto para las observaciones (n1,y1, X)) se tiene que

yr =x4 (T) 01 + ¢ (T), e (T)~N (0, 0%) "

para T'=1,2,...,ny, y para las observaciones (ns,ys, X3) se tiene que

yTZXE(T)ez +62(T), 62(T) "VN(U,U%),

para T = ny + 1,...,n; + ny. El contraste Hy vs Hj, es equivalente al problema de
demostrar si ocurre un cambio puntual sobre T = n; + 1.

Bajo el enfoque frecuentista el problema tiene una solucién exacta solamente cuando
se acepta la condicién de homoscedasticidad, es decir, cuando se tiene que o1 = 09,
se obtiene usando el procedimiento del cociente de verosimilitudes y se basa en el
estadistico

et B T T LR
P (91 s 92) [(xgxl) b RERS) 1] (92 - 91) Jks?, (4.3)
donde R
8; = (X!X)™' Xty;,
(ng +no — 2k) s? = (n1 — k) sf + (n2 — k) 3%,
Yy

(ni — k) s} = (Yi = Xiai)t (ys' - Xiai) ;

Cuando Hj es verdadero, el estadistico (4.3) tiene una distribucién F con k y
(n1 + ng — 2k) grados de libertad (Chow 1960), tal y como se expone en la primera
seccién de este capftulo.

Cuando no se acepta la condicién de homoscedasticidad, el estadistico F' tiene una
distribucién que depende del pardmetro de ruido o/09. Algunas referencias de apro-
ximaciones a la distribucién del estadistico F, modificaciones de él, y pruebas para el
contraste Hy vs Hj son, entre otras, Toyoda (1974); Schmidt y Sickles (1977); Ali y
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Silver (1985) y Conerly y Mansfiel (1988). Sin embargo, no se tiene claro cual de éstas
aproximaciones puede usarse para una aplicacién especifica.

En el enfoque bayesiano para el contraste de hipdétesis, el factor de Bayes es la
herramienta principal, ( ver, por ejemplo, Jeffreys (1961), pp. 245-249 y Berger (1985),
seccién 4.3.3.). Esta es una alternativa a la utilizacién de regiones de méxima densidad,
como vefamos en la subseccion 2.2.5, los cuales situan el problema de contraste de
hipétesis en un marco de estimacién (Box y Tiao (1973), seccién 2.9).

Moreno, Torres y Casella (2002), notan que el contraste Hy vs H; es un problema de
dos muestras, que puede plantearse como un problema de comparacién de dos modelos.
De hecho, si tomamos ¢, (y| 1£,X), que denota la densidad de la distribucién normal
p— variada con media p y matriz de covarianzas ¥, entonces, bajo Hp, la muestra
(n1,¥1, X1,n2,¥2, X2) tiene una densidad

f] (YI,Y‘2|9: T11T2) = ‘i)nl (Yl |X16$ T%I) qf)ng (YQIX-Qe} TEI) ? (44)
y bajo Hy

f2 (y1,y2/01,02,01,02) = ¢, (v11X161,031) ¢,,, (v2|X202,031) . (4.5)

Para comparar los modelos (4.4) y (4.5), calculamos el factor de Bayes

Bia (y1,y2) = m1 (y1,¥2) /m2 (y1,¥2),
donde

my (y1,y2) = /fl (¥1,¥2|0,71,72) ™1 (0,71, T2) dOdT1dT2,

mQ(YI,YQ)=]f2(Yl,Y2I91,92,01,02)?f2(91,92,01,02)6531639263016502,

son las distribuciones marginales de los datos para las distribuciones a priori

m (9: T1, TQ)

2 (91 3 92: gy, 0-2)

respectivamente.

Con informacién a priori no subjetiva, la distribucién a priori comminmente usada es
una densidad uniforme para las @’s y una densidad uniforme para logo?, como vimos
en la subseccién 2.2.3. Por lo tanto, una formulacién bayesiana por defecto para el
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contraste de hipétesis de Hy vs Hy es la de comparacién del modelo M; contra el
modelo Ma, (ver subseccién 2.2.5) donde

C
M : {fl (¥1,¥20,71,72),m1 (6, 71,72) = 715}, (4.6)
T1T3
¥
C
M, : {f:z (¥1,¥2/01,62,01,02) ,m2(61,02,01,02) = ﬁ}j}- (4.7)
105

Aquli, las c:-s son constantes positivas arbitrarias que no pueden determinarse (ver Ber-
ger y Pericchi,(1996)), porque 7 no es una funcién integrable. Para estas distribuciones

a priori impropias el factor de Bayes resulta

a [ fi1(y1,y2/6,71,72) 71275 2d0dT1dT)
c2 f2(y1,y2/61,02,01,02) d01d02dodos’

por lo que puede apreciarse que depende de la constante arbitraria ¢;/co, y en con-
secuencia no estd definido de manera tinica. (Moreno, E. Torres, F. and Casella, G.
(2002)). De nuevo, la inclusién de estas ¢; es debatible, y si consideramos valores con-
stantes 1, también pueden realizarse los cédlculos correspondientes.

Sin embargo, las distribuciones a priori impropias para pardmetros en modelos
anidados pueden convertirse, a través del método intrinseco (Berger y Pericchi (1996);
Moreno (1997); y Moreno, Bertolino y Racugno (1988)) en distribuciones a priori in-
trinsecas, para las cuales el factor de Bayes estd bien definido. Algunas justificaciones
para el uso de distribuciones a priori intrinsecas para seleccién de modelos y contraste
de hipétesis han sido proporcionadas por Berger y Pericchi (1996, 1997a, 1997b, 1988),
Moreno (1997), Moreno, Bertolino y Racugno (1998) y De Santis y Spezzaferri (1999).
El método ha sido previamente usado para proporcionar distribuciones a priori in-
trinsecas razonables para una variedad de problemas de contraste de hipétesis (Berger
y Pericchi (1996, 1998); Moreno, Bertolino y Racugno (1998, 1999); Bertolino, Moreno
y Racugno (2000); Moreno y Liseo (2001); entre otros).

Como resumen, podemos decir que por definicién, el factor de Bayes para distribu-
ciones a priori intrinsecas y el factor de Bayes intrinseco artimético (FBIA), definido en
el capitulo 3, coinciden asintéticamente. Para tamanos de muestra pequenos o mode-
rados, el FBIA puede ser inestable, por ejemplo, para muestras que tienen un mimero
pequeno de muestras de entrenamiento minimal. Ademds, el FBIA no existe cuando
el tamano de muestra es mds pequeno que el tamano de muestra de entrenamiento
minimal, una situacién que se encuentra en el problema de cambio puntual . Final-
mente, el FBIA no satisface la relacién de coherencia P (Mj|x) = 1 — P (M|x). El
factor de Bayes para distribuciones a priori intrinsecas es un factor de Bayes verdadero
asintéticamente y por lo tanto, su comportamiento es coherente.

Puesto que el modelo M; estd anidado en el modelo M, las distribuciones a priori
intrinsecas pueden ser derivadas usando la teorfa intrinseca estdndar.

BY (y1,y2) =
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En un escenario por defecto, es usual asumir que cada modelo tiene una probalidad
a priori de 1/2, entonces la probabilidad a posteriori de M; est4 dada por

1
P (M|y1,y2) = Ry — (4.8)

ya que por definicién

Pl = P(y1,y2| M) P (M) _ P (y1,y2|M1) 3
R 2 P (y1,y2|M1) § + P (y1,y21Mz) §
EIP(YI,W[M&)P(M:')
_ P (y1,y2| M) _ my (y1,¥y2)
P (y1,y2|M2) 4+ P (y1,y2|M2)  mi(y1,y2) + m2 (y1,¥2)
1 i 1
T miyiya)tmalyrys) m2%!1:)’2% ~1+B ?
g lml(yl,ye) : 1+ Y1i.y2 + Bai(y1,¥2)

lo que demuestra el resultado (4.8).

La probabilidad a posteriori en (4.8) es una medida del soporte que los datos dan
a la hipétesis nula (ver, por ejemplo, Lavine y Schervish (1999)). En efecto, la decisién
6ptima bajo pérdida 0-1, es elegir M si la desigualdad P (Mi|y1,y2) > P (Maly1,y2)
se cumple. Ademds, ésta es una regla consistente: se elige el verdadero modelo con pro-
babilidad que tiende a uno cuando el tamaiio de la muestra tiende a infinito (O "Hagan
(1994), seccién 7.52).

El supuesto de homoscedasticidad reduce la complejidad de los modelos subyacentes.
De aquf en adelante, estaremos interesados en comprobar si realmente tal hipétesis es
apoyada por los datos disponibles.

4.3. Distribuciones a priori intrinsecas y factor de Bayes

En esta seccién se hard uso de los factores de Bayes intrinsecos definidos en el
capitulo anterior. Asi como la metodologfa intrinseca desarrollada en el mismo capi-
tulo, para calcular las distribuciones a priori intrinsecas para modelos de regresién
heteroscedésticos.

4.3.1. Distribuciones a priori intrinsecas.

Como vimos en el capitulo 3, si se asume que f (x]|01) estd anidado en f3 (x|02) y
se tiene que para algin tamano de muestra n la funcién de verosimilitud

f;g (3:1,2:2, i ‘,$n|92)

es una funcién integrable con respecto a mh (62), entonces, la distribucién a priori
intrinseca (Berger y Pericchi, (1996)) es la distribucién a priori propia 7} (62) definida
por
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w3 (62) = 75 (82) B}, [Bi2 (z ()] , (4.9)

donde la esperanza se toma con respecto a la densidad de la muestra de entrenamiento
minimal z (1) bajo el modelo M.

La construccién de la distribucién a priori intrinseca (4.9) requiere de una distribu-
cién a priori propia 71 (61) para el modelo mds simple. Sin embargo, en el anélisis por
defecto, tipicamente esta distribucién a priori es impropia. En esta situacién podemos
proceder de la siguiente manera, colocamos una distribucién a priori degenerada sobre
un punto 81, y se halla la correspondiente distribucién a priori intrinseca (4.9) condi-
cional sobre este punto, 7} (62]0;). Entonces, la distribucién a priori intrinseca 72 (62)
se obtiene integrando sobre el pardmetro 8 en 7} (62]61) usando 7i¥ (6,).

Este procedimiento es equivalente al procedimiento limite intrinseco propuesto por
Moreno, Bertolino y Racugno (1998). La ventaja es que la distribucién a priori propia
7} (02]6;) tiene una interpretacién interesante, como veremos en secciones posteriores.

4.3.2. Distribuciones a priori intrinsecas para modelos de regresién
heteroscedasticos.

Para los modelos (4.6) y (4.7) es facil ver que una muestra de entrenamiento es un
vector (z1,22) de 2 (k + 1) réplicas independientes de (y, za,..., %) .

Para demostrar que el tamano de muestra minimal para los modelos (4.6) y (4.7)
es un vector (z1,z9) hay que verificar que

0 < m;(z1,22) < o0, 1=1,2.

Demostracidn.-
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m (2z1,22) =

I

/cbkﬂ 21|Z10,73I) ¢4y (22|Z20, TQI) dﬂdrldn
TiT

1
///’ 21 uz )~ kH1)/2 g p{—2—2(21 ~7.0) (2, — zle)}
T
. iy 1
74 ‘Tgll 1/2 (27) (k+1)/2 exp {—F (Zg — Z26) (ZQ = de)}
2

X —];-d9dT1d‘T2

/I / (r1r2) " (2m) =D

xexp{ 5.2 (zlz1 27,0 — 0'Z}z, — S‘Z‘1Z19)}
T

1
X exp { o % (z222 z2229 - thEZQ = O*Z¢ Z29) } — 5 d0dT1dT2

TiT
/// i) k+1) (21)" {k+l)exp{ ZgTzi 322:2}
: 1 2
to (ZE )00 (4 )
g ' 1o (2121 | Z5Zo ' 2
+16 —%—+—§g—)a

dBdTldTQ,
7172

completando cuadrados y tomando

tenemos que

t
JEat Zam __l_zzt (721) L2
2 2 == DRSS 13
271 275 2 =
: 2
Z]Zl Z2Zz _ ¢ 2 1 '
5 5 = Z; (771) oz,
T T
1 E i=1
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1
X Wd’l"] d’TQ "
T1Ta

haciendo un cambio de variables a coordenadas polares, tomando 71 = rsengp y 79
rcos; donde 0 <7 < ooy 0 < ¢ < 7; nos queda que

(s
my (Zl,Z2) = W < 00,
donde
vt /2 (k+1) (k+1)
d= / (senso()kﬂm(cos f,)fz ¥,
+0 @ |P1]

Py = Z{Z: (seny)” + Z4Z; (cos ¢)?,

Yy
Q1 = ziz) (seny)® + zbzs (cos p)? — C'PTIC,

donde

C = 24z (senp)? + Zbzy (cosp)?,

la integral J no puede calcularse analfticamente, pero la integracién numérica es muy
prictica ya que su dominio es un conjunto acotado.
Por otro lado

my (21, 22)

' 1
= /// Ori1 (2112101,031) ¢y py (22]Z202,03]) mdeldﬂgdo‘ldog
JJSS 192

. i g 4 1
//// |021| ™/ (2m) ~*+D/2 exp {_ﬁ (21 — Z1601)" (21 — zlol)} do,
1
Xpy1 (22]2202,031) ——dOsdodos,
g105
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pero

(21 — 2161)" (21 — Z16,)
o s t 5 s
= (Z; —Z191+2191 —Zlel) (Z1 — 71641 + 72,64 —Z191)

= z'Hz + (91 - al)tzizl (91 —61) ;

donde H; =1 -7, (ZﬁZl)_l Z‘i, entonces sustituyendo en ms (21, z2) tenemos que

ms (Z],Z2) = [/// —(k+1) 271- —(k+1)/2
X exp{ = (zlﬂlzl + (61 -9 ) 2T (91 = 61)) } a8,

1
X k41 (2212292; U%I) T‘Qdﬂgdaldog

i
_ ~(k+1) () ~(k+1)/2 _z1Hyz;
e exp {5 }
t -
X exp {—2?% (91 " 91) YAV (91 » 91) } 0,

‘ 1
XPr41 (Z2|Z292, U%I) ;Q;Q'dﬂgdﬂ'ld(?g
152

t k/2
_ ~(k+1) (k+1)/2 z1H,2; (2m)
= [[feremontonay{ oL T,

(%)

1
X¢k+1 (ZQ|Z292, 031) “’-2;2"0{92(10'1(.{0'2
1 2

(0'1 e Ztlel
= // 1}2 o {‘1—2}
z*z | 207

1
X b1 (22]Z202, 021) ——5d0dodos.
0103

Anéslogamente

-1 -1/2 t
dé, = (02) _(27) ex {_—zzngg}'

' 7205, 021
/ ¢"k+1 (ZQ| 202,03 ) |ZEZ2I1)(2 20’%

Sustituyendo en mg (z1,22) tenemos que, por el apéndice A3.3 tomando p =2, a=

(Z?ngg‘) /2,
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my (21, 22)

_ /f (0t em 2 [ ziHiz) (02) ! m)
2t 2, |M/? 20 |24 7|/

H doyd
xexp{—zg 222} o1doy

20% 2 3
B 1 ZéHiZi .
= L) H/ |22; |”2 {“ 207 }db’
. 1 1 ZEHi25 1 _ L
— (271') Hz ( 2 ) |ZtZ]1‘{’2 - 2 1?}2 <001
i=1 ibi (27) [1 12¢Z;|"'* 2t H2;
1=1

lo que demuestra el resultado anterior.
Las densidades de la muestra de entrenamiento para los modelos son

(z1,22) ~ Niy1 (210, 73I) x Niy1 (220, 731) bajo el modelo M,

(z1,22) ~ Nit1 (Zlﬂl,J%I) X Nis1 (Z291,J%I) bajo el modelo Ms.

Se asume que rango (Z;) = k, para i =1,2.

Lema 2 La distribucion a priori intrinseca para la comparacion de los modelos (4.6)

Y (4.7) es
ﬂ—] (91 7 621 a1, 02) — /ﬂj (9] ’ 921 a1, U2|8‘ T1, T2) W{V (9} T1, T?) dngldTQ)

donde

3/2
-1 1 a;
7l (01,02,01,04|0,71,72) = Hqﬁk ( 10, (o} +17) (2!Z:) ) x — (1 - —2) ,

donde ¢y, es la densidad de una distribucion Ny (9, (o? +77) (ZﬁZi)_l) .
Demostracion.-
Puesto que se quiere la distribucién a priori condicional sobre (8, 71,72), entonces
aplicamos la ecuacién (4.9) a los modelos

M} : Niy1 (21|1210, 731) - Ni1 (22]220,731), @ (6,71,72) = (8,71, 72),
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Mé* :Nk+1 (Z]|Z191,T¥I) 'J'V:ia.,.] (22|Z292,T%I) § ?'l'é\IF (91,62,0’1,0’2] = 02 55
1

donde 4 (8,71, 72) es la delta de Dirac en el punto (8,71,72) .
Haciendo los cédlculos respectivos se puede ver que

2
27 1/2
B{\é (ZI:ZZ) — ? H }Zﬁzi\ / Z,EH,;Z;’ -Nk+1 (Z§|Zi9,‘?‘§1) -
i=1
ya que, por definicién tenemos

H Niet1 (2:2:6,721)

m; (21’22) = i=1

ms (21, 22) mg (21, 22)
2

[T Ni+1 (2] Z:6, 771)

i=1

[

2 1/2
2 I1 |2¢Z:|'/*2t Hiz,
=1

Bi\é (ZI!ZQ) =

- QZTH\z‘z 12 2 Hizi Ny (2:|2:0,721) ,

=1

donde

Por (3.38), tenfamos que

©! (82)
= 'rrév (62) EM2|92 [B{\; (zl,z2)]

= // 2 H \ZtZ [112 2 H;z:Nj 1 (zl|Z 0, T2I) Ni+1 (2i|Zi 6;,0? )dzleQ

27 2 :
= 33 H |Z§Zz‘|u H / 2 H,2Njo 11 (2i|Zi6, THT) Nicy1 (2] 205, 071) dz;.
172 =1 i=1"
Ahora, desarrollando y completando cuadrados tenemos que :

/Z;?Hézi - Nict1 (2|20, 771) - Ny (2i|Z:85,071) dz;

o? |2tZ:| "'
7i (L4 03/r2)¥%

1

(27)

Il

— Nk (6116, (03 +72) (2i2:) ")



4.3. DISTRIBUCIONES A PRIORI INTRINSECAS Y FACTOR DE BAYES 77

y sustituyendo en 7/ (63) tenemos que

' (62)

= f;m | e (000, 02+ (212) ™)

i=1

o?|ztz;|"V?
T¢(1+of/'rf)3'z2
11 o}zz|  of|zze
(2ﬂ)”2 (21T)1/2 71 (14 U?/T%)Sﬂ 7o (1+ 03/73)3"2

2
= 7 1% (2l

2
< [T (6116, (03 +72) (22:) )
i=1

1
i (1+02/73)

- fbvk (6i16, (o7 +77) (22:) ™)

3/2

_ HM( 10, (07 +77) (242) ") x = (1 +02/72) ™",

Ti

por lo tanto,

2
I . 0. e B ptgy 1) e 2/,2)73/2
w! (61,02,01,0010,m1,72) = [[ i (6416, (o +72) (242:) ) x - (1+0F/7) ™%,

=1

por lo que el lema queda demostrado.

Por construccién, la distribucién a priori intrinseca 7/ (61,02,01,02|0,71,72) inte-
gra uno para cualquier punto (68, 71,72) . Sin embargo, la distribucién a priori intrinseca
incondicional es impropia; aunque sea limite unico de distribuciones a priori intrinse-
cas (Moreno, Bertolino y Racugno, (1998)). De aquf en adelante, nos referiremos al
par (ﬂ{v (@,71,72),7! (01,09, 01,02)) como distribuciones a priori intrinsecas para los
modelos M} y Ms respectivamente.

Nota 4 En la distribucion a priori intrinseca (4.10), 01 y 03 son independientes, condi-
cional sobre (0,71,72,01,02), también o1 y og son independientes, condicional sobre

(79,78

4.3.3. Consideraciones de diseno.

La distribucién a priori intrinseca (4.10) depende de la matriz de disenio Z;, ¢ = 1, 2,
que corresponde a la muestra de entrenamiento minimal (z1,z2). Para determinar
(ZEZ;-)_1 podemos proceder usando la idea fundamental en el factor de Bayes in-
trinseco aritmético (FBIA); promediando sobre todas las submatrices observadas de
orden (k+ 1) x k. Esto es, dada la muestra de variables regresoras de tamano n; con
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1 I%ng e I‘icn,'
se consideran todas las submatrices de (k + 1) x k. Se denotard esta clase de matrices
como {Z;(l),l =1,...,L;}. Entonces, (zgzi)‘l se define como

(Z'z =—Z Wz:v)~", i=12
‘tl

4.3.4. El factor de Bayes para modelos de regresién heterosceddsticos.

El factor de Bayes para comparar el modelo M; vs M; con las distribuciones a
priori intrinsecas (?TIN (0,71,72), 7! (81,09, 01,02)) estd dado por

fmg (yl,y2|6,~rl,72)?r1 (9 Tl,Tg)dodTlde

Bay (y1,y2) = = 4.11
( ) [ f1(y1,y2|0,71,72) 7Y (8,71, 72) dOdT1dT2’ 1)
donde,
ma (y1=YQ|9:Tl)T2)
/f2 (¥1,¥2/01,02,01,02) ! (81,02,01,02|0,T1,72) d01dB2do1dos,
¥
N ] - C1
my (0,71,72) T%T%.

Nétese que Ba; (y1,y2) estd bien definido, puesto que la constante arbitraria ¢; que
aparece en ’JT{V (8,71, 72) se cancela.

Lema 3 El factor de Bayes para probar la igualdad de los coeficientes de regresion,
bajo heteroscedasticidad, es

B (y1,¥2) = (4.12)

I
J,

w2 w2 pw/2 N
B= /U /(] /(] Q(”—k+2) dﬁald@?d@&

Y]

donde

n=mn;+n, Y

'TF;‘]:Z ] -
Jz/ Sﬁ;:—kfz)cos 1;02 P
0 @ [Py
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donde
senyws (0052 @Yo + sen? posen? 993) 48

= 2 2 2 2 . )3/2’
seny; (cos? g + sen?p; sen?p, cos? pg)

P=|Aq|"2|Ag| 2 |A2,

2 2 ¢ 2
Q=) yiATlyi- (ZXEAZI)&) A (ZXEAIIw) ;
i=1

=1 i=1

A = (Im + X, (ZiZl)—l th) sen’p,sen®p, cos? g + X (ZEZi)"l X! cos® ¢y,
Ag = sen®o, [(Im + K (EhZS) xg) sen?pysen?p, + X (Z4Zs) ™ X} cos? (,o;,] ,

2
A= Z XtATIX;,

i=1
P, = XﬁXl sean,a + XEXQ cos? ©,

Q= yiy;senztp + y%yg cos? ©— CtPflc,

C = Xlyisen?p + Xbys cos? .
Demostracién.- El numerador de la ecuacién (4.11) se reduce a una simple inte-
gracién numérica después de implementar los dos pasos siguientes. Primero, se hace

una integracion con respecto a 61,6, y 6.
(7) Por un lado

/ Mo, (vilXi0:, 071) Ny (9,;[9, (0f +77) (z;frz,v)“) de;

= /‘|art-2[|_1’r2 (277)'””?2 exp {—21

%
-1/2
(

(yi — Xi0:)" (yi — Xiﬂt)}

x|(oF+77) (Ziz) )| (e

X exp {—% (6: - 0) ((oF +72) (zgz‘,-)‘l)_1 6; — 9)} d6;

o™ (2n)~™/2 |22z,

(0 + )7 (2m)*”

Xfexp{— - (Ys—Xif?z‘)t(yf;—Xfei)}

2
207

X exp {-% (6:-0) (o2 +72) (22) ") (6: - e)} d6);.

ESTA TESIS NO SAL!
OF Oy

LA BIBLI
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Anslogamente a cdlculo anteriores, tenemos que desarrollando y completando cuadrados
se llega a que

[ Na: (yil X85, 03T) Ny (91-|9, (07 +77) (zzzi)'l) do;
= Ny (9ilXi0,0%1+ (o +72) X, (22:) ' XY).
(1) Por otro lado

2
/ {HNn,- (vi|X:6, Aa‘)} dae

=1

— IAll—lf'Z |A2|—1f2 (27].)—(71;'4'?12)/2

1 (y1 —X10)" (A1)~ (y1 — X10)
. / ‘”‘p{ 1 (y2 - X28)" (A)™ (y2 — X20) } w0,

este cdlculo es andlogo a la integracién con respecto a @, en el célculo de la distribucién
marginal mq(z;,22), por lo tanto,

. 2
/{HNm (yi|Xi61Ai)}d9
. i=1
2 2 t 2
expq —3 ZIIYEAZ‘w +3 (21 XﬁA:lyi) Al (Zl XEAi_lYi)

(2m) B2 | A2 | Ag/2 | AM2

?

donde 5
A=) XAy

i=1

Segundo, transformando las variables 71, 72,01, 02 a coordenadas polares se obtiene

/ / /m2 (Yl;Y2|9,71:T2) ﬂ{V (G)TT.:TE) deTlde

- f//f2(Y1,Y2[91192,01,02)ﬂr(91,92,01,02|9,‘T1,T2)

xwiv (60,71, 72) dOdTdT2
Clr (n—;-{-?) .
2 (2m)(n=R)/2

donde n = n; + nag
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El denominador de (4.11) se reduce a una simple integracién numérica. En efecto,
una integracién analitica con respecto a @ usando (#) tranformando las variables 71, 72
a coordenadas polares, y usando un procedimiento andlogo al cdlculo de my(z1,z2), se
obtiene

el n—k+2
/ fr (1, y216,71,72) w1’ (8,71, 72) dBdradry = (275)‘“3""")23'

Las integrales I y J no pueden calcularse analiticamente y por lo tanto se necesita
de integracién numeérica.

4.4. Comparaciones

El factor de Bayes de la seccién 4.2 se dedujo sin imponer alguna condicién sobre las
varianzas de los modelos. Cuando la homoscedasticidad puede aceptarse, la dimensién
de los espacios paramétricos se reduce. Por otra parte, como el contraste de la seccién
4.2 puede verse como un contraste para la igualdad de regresiones bajo el supuesto
de heteroscedasticidad, se pueden combinar los resultados de las dos secciones para
obtener una prueba incondicional para la igualdad de regresiones.

4.4.1. Prueba de homoscedasticidad.

Probar la condicién de homoscedasticidad involucra la comparacién entre los mo-
delos

(Y1:Y2) o fl (YI:y2|'71172!T) = an (X171:T2I) X Nng (X272!T21) ) (413)

(y1,¥2) ~ fi (y1,¥2(61,02,0) = Np, (X101,071) x Ny, (X202,031) .

Bajo el punto de vista bayesiano por defecto los modelos a comparar son

. c
MHO : {fl (Y1,Y2|’)’1,’)’2,T): ?T{\ (71:72!7) :T_;}‘ (414)
¥
c
MHE {fz (y1,Y2/61,02,01,02), =5 (61,02,01,02) = 02—;2}- (4.15)
102

La distribucién a priori intrinseca para (61,02, 01, 02) estd dada en el siguiente lema.
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Lema 4 La distribucidon a priori intrinseca para comparar los modelos (4.14) y (4.15)
es

?TI (91 ’ 92: gy, 02) = / 'HJ (91! 92: ay, 02|‘Tl= Y2, T) ?T{V (7] y Y2, T) d‘hd‘hdﬂ

donde

L
T(1+ af/ﬂ)'g/g’

2
! (61,02,01,0971, 72, T) = HG’)k (Gihh (*’73 "‘"'2) (Zﬁzi)_l) *
i=1

donde ¢, es la densidad de una distribucion N (‘yi, (0% +72) (ZﬁZi)‘l) A

Demostracion.-
Puesto que se quiere la distribucién a priori condicional sobre (v;,7,,7), entonces
aplicamos la ecuacién (4.9) a los modelos

My :Nk+1 (zl|zl’711721) 'Nk+1 (Z2|Z272,721) ’ "T{V (71,72,‘7') =0 (71,72, 7),

% s
M3* : Niy1 (21121601, 031) - Nicy1 (22]2202,031), 7} (81,02,01,02) = o
1¥2

donde § (7,,79,7) es la delta de Dirac en el punto (v;,79,7) -
Por definicién

B (21,22)
2
2i|Ziy;, 721
my* (ay,2) _ A il )

m3* (z1,29) my (21, 22)

2
I1 Nict1 (2i|Ziy;, 721) o 2 5
= =l = =12z 2 2t Hiz:Niy1 (2iZivi, 71)
i=1

C

2
(2r) [1 |2¢2:| " 2t Hizi
i=1

donde

por (3.38), tenfamos que
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m' (62)

= ‘}'ré\lr (82) Ezfiz)lez [Bir'\é? (Z],Zg)]

: 2
c 2m ;
= =3 ][? H IZEZz‘IU2 2iH2i N1 (2i|Zivi, 7°T) Nisr (2i|2:6:, 071) dzydzs
172 7 i=1

o |28 Z1 |2 |24 Zo|* {2
= ?Tl : ltl'r%oé 2 2| HfzﬁHfz,-Nk.H (Zilzi“yi,TQI)NkH (Zilzigz',a?l) dz;.

Anilogamente al resultado del lema 2 tenemos que, desarrollando exponenciales y com-
pletando cuadrados

/ 2iHiziNit1 (2| Zivvi, 1) Niey1 (2i|Zi6i, 071) dz;

o? |Z¢z:| "

= — i (Bt (07 + %) (Zi2) ™)

(2?1-)1/2 T (1+ U?/T2)3‘(2’
Sustituyendo,
' (62)
2W‘Z3Z1[IX2‘Z%Z2‘1K2 2 | e
%38 1;11 G (0:hi (02 +7%) (Zi2) ")

o |Ztz| 2
% 3/2
T (1 4 J?/TQ)

2
_ v (o2 +72) (Z27:)1) x L 2 /.2)=3/2
= 11;[1}\@ (91|’Y;, (o +7%) (2}Z:) ) X (1+07/7%) ,

por lo tanto

"TI (91 ) 92’ o1, 02'71 y Y2y T)
2

-1l [Nk (9"17"’ (o7 +7%) (Zﬁzi)ml) X % (1+02/72) 72,

i=1
lo que demuestra el lema anterior.
Nota 5 7! (01,05,01,03]7,,72,7) es una densidad de probabilidad condicional sobre

un punto arbitrario (7yy,7,,T). En esta distribucion a priori, 0, es independiente de 0
condicional sobre (7vy,79,01,02,T), y 01 es independiente de oy condicional sobre T.
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La distribucién a priori intrinseca incondicional para los pardmetros 6;,8,,01,09

es
7! (01,02,01,0) i
- ///;rrl (01,02,01,02]71,72,T) %d’rld'yng
- ///ﬁN’“ (9"1% (oF +7%) (Zﬁzz‘)—l) s % (1+02/72) 7 ﬂd-ndndr
v =l
= # /ﬁ /.Nk (9i|’n, (0 +77) (Zﬁzi)‘l) d%«r_l3 (14 02/72) 2 4r,
4 2,
pero

/N}c (92- O78 (cr? + 7'2) (ZEZi)ul) dvy; =1.

Por lo tanto, se tiene que

2
! (01,02,01,02) = 1 / IH%(1+G;‘?/T2)—3,’2} dr,

i=1
que es una densidad impropia pero,
(i) Es limite tnico para la distribucién a priori intrinseca propia.
(i) No depende de la matriz de diseno Z;.
(ii1) El factor de Bayes para (?r{v (v1,Y2,7) , 7! (91,6‘2,0‘1,02)) estd bien definido,
ya que la constante arbitraria ¢; que aparece en 7! (01,02,01,02) es exactamente la
misma que la que aparece en 71 (v1,72, 7).

Lema 5 El factor de Bayes para comparar los modelos de prueba (4.13) con las dis-
tribuciones a priori intrinsecas ﬂ’]\r (Y1,72,7) y 7 (81,02,01,02) estd dado por

é?l (YI!YQ) (ﬂ 2k+1 f2 / / n 2&4_1)};’2 dftoldthQJ (4]‘7)

2
donde D = ¥ y'Hiyi, Hi = I, - X; (X!X;) 7' X,
=1

N sen?p, cos? @, sen™~ktlp, cosm2 R+l
2= )
cos? g, + sen2p, senp, )*/% (cos? o, + sen?p; cos? e

1 1 Y2 1 ¥i P2

Q2 = yiH;yisen’p, + yHiyi cos® g,.
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Asumiendo a priori que P (M’HO) = P (MHE) = %, la probabilidad a posteriori,
de que la condicién de homoscedasticidad se cumpla, estd dado por
1

P (M*©°|datos) = - d
1+ Ba (y1,¥2)

4.4.2. Prueba de igualdad de regresiones bajo homoscedasticidad.

Cuando P (M H O|dat03) no es pequeno, puede ser de interés probar la igualdad de
los coeficientes de regresién, esto es, probar Hy vs Hy, bajo la condicién de homoscedas-
ticidad. En este caso el problema es comparar los modelos

C
MHO . {fl (y1,v210,7), =V (8,7)= T—;} (4.18)
Yy
C
MO {f2 (y1,y2/61,02,0), =¥ (81,02,0) = 0—22}; (4.19)
2
donde
f1(y1,y200,7) = Mo, (X18,721) x Ny, (X20,7°0) ,
Yy

f2(y1,52001,02,0) = Np, (X161,0%1) x Ny, (X262,0°T) .

La distribucién a priori intrinseca de (61,83, 0) condicional sobre (8, 7) es

1
7(1+02/72

2
<
! (61,82,00,7) = o TN (8il6, (02 +7%) (ziz) "), (420)
i=1
donde la matriz de disefio Z; es de orden (k+1) x k y Zy es de orden k x k. La
diferencia del orden de estas matrices se debe al hecho de que bajo la condicién de
homoscedasticidad, la muestra de entrenamiento minimal z; y z; tienen tamanos k + 1
y k respectivamente.

El factor de Bayes para las distribuciones a priori intrfnsecas n! (61,62,0(0,7) y
7V (0,7) es

/2 M—(n—k+l)}'2
172112 172 dp,
|A["* [Tizy [Ad]

* n—k 2
Bl (v1,¥2) = |X*X|'? (y'Hy) Y/ /O (4.21)
donde

H=1I,-X(XX)'X!, X= ( i; )
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2
A=Y "XIATIX; =1, cos’ o + X, (21Z:) T X,

t=1

2 2 4 2

M=) yA]ly: - (Z XiAflyé) A (Z XiAflys) :
=l i=1 i=1

4.4.3. Una prueba incondicional

En una situacién general, probar la hipétesis nula de que los coeficientes de regresién
en dos modelos lineales son iguales se basa en la probabilidad a posteriori de la hipétesis
nula. Esta probabilidad se obtiene condicionando sobre la homoscedasticidad y sobre
la heteroscedasticidad, esto es

P (Hyp|datos) = P (Hy|datos, HE) P (H E|datos) + P (Hyp|datos, HO) P (HO|datos) .
De los resultados de las secciones anteriores tenemos lo siguiente

1

P (Hyp|datos, HE) = T
21

donde Bs; estd dado en la expresién (4.12),

P (HO|datos) = 1 — P (HE|datos) = —,
1+ By

donde By est4 dado en la expresion (4.17),

P (Hy|datos, HO) = iTlﬁT’
21

donde B3, estd dado en la expresién (4.21).

4.5. Ejemplos.

Comparacion con el estadistico de Chow modificado.

Como un primer ejemplo, se hace una pequena simulacién y se compara la probabi-
lidad a posteriori de la hipétesis nula con el p — value frecuentista. Especificamente, se
contrastan los modelos (4.1) y (4.2) usando la probabilidad a posteriori de Hy (4.8),
el factor de Bayes (4.12) y también el estadistico de Chow modificado propuesto por
Conerly y Mansfield (1988).
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Considérense los modelos

M :y;=a+bri+e&, e~N(0,77),i=12,

My:y; =ai+bzi+e, e~N(0,07),i=12,

bajo cuatro casos:

Tabla 1 : Configuraciones paramétricas para las simulaciones

Homoscedasticidad || Heteroscedasticidad
My verdadero a=1,b=2 a=1b=2
T1=T2=1 T1=112=2
a1=1,b1=2; 0121,5122;
M, verdadero || (a) a4y = 2.by = 2 (b) Gy =2 by = 2
gp=03=1 oy,=1,00,=3
a1=1,61=2; a1=1,b1=2;
() ap =1,bp =3 (d) ag=1,b =3

o1=092=1

0'121,0'223
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Para cada situacion se generan valores de x; uniformes en el rango (0,5), y se
generan las y; de la distribucion normal apropiada, con ny = 9 observaciones tomadas

de My y ns = 11 observaciones tomadas de M. Este proceso se generdé 100 veces.

Generamos 100 datos de una distribucién normal con media 1 + 2z (con z ya pre-
fijado) y varianza 1, obtenemos datos sobre la vertical de 1 + 2z, centrados en 1 + 2z

y con varianza 1.

Si movemos z entre 0 y 5, obtenemos que la nube de puntos se mueve, pero mante-
niendo la varianza. Esto es lo que se muestra en el primer caso. Asi para todos y cada

uno de los cuatro casos.

Los resultados se presentan en la siguiente tabla (los errores estdndares estdn entre

paréntesis).

Tabla2 : Probabilidad a posteriori de Hy basada en el factor de Bayes (4.12), y
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los p — values del estadistico de Chow mod: ficado (los errores estandares estan

entre paréntesis)

|| Homoscedasticidad ” Heteroscedasticidad
Prob. a pos. Chow Mod. || Prob. a pos. Chow Mod.

M verdadero 971 470 ,962 .426
(,004) (.042) (,005) (.042)

M5 verdadero (a) .849 176 (b) .849 148
(,042) (.029) (,062) (.026)

(c) .066 .004 (d) .592 .049
(,026) (.001) (,059) (.009)

Las gréficas dadas en la figura 1 (apéndice A4.1) demuestran una realizacién de los
datos de cada uno de las cuatro configuraciones de los pardmetros (a)-(d), los cuales
corresponden a cuatro casos, en los cuales el modelo nulo es falso.

La posicién (1,1) de la tabla 2, significa que se ha simulado de un modelo ho-
mosceddstico con varianza 1, y que es una sola linea de regresién con a = 1, y b = 2.
Para cada una de las 100 simulaciones se ha calculado el valor de probabilidad a pos-
teriori del modelo verdadero (es decir, del modelo del que provienen las simulaciones).
Ahora, el valor medio de esas probabilidades a posteriori es 0,971 y el error estdn-
dar 0,004. Anélogamente se hizo el cdlculo para las otras tres configuraciones de los
pardmetros. El resultado es excelente pues con esa media habrd pocos valores menores
a 0,5 (en cuyo caso se rechazaria el modelos del que provienen las simulaciones). Sin
embargo en el estadistico de Chow los p — values son altos pero no tan altos como
cabrfa esperar (uno espera p — values cercanos a unos).

En cada caso la probabilidad a posteriori del modelo nulo es mds grande que el
p-value del estadistico de Chow modificado, demostrando que el estadistico de Chow
modificado tiene una gran tendencia a rechazar el modelo de la hipétesis nula ( una
tendencia que se observa en muchos procedimientos de seleccién de modelos). Esto es
particularmente evidente en los casos (a) y (b), donde la probabilidad a posteriori de
la hipétesis nula es bastante grande, y el p-value, aunque es “no-significativo” tiende a
favorecer a la hipétesis alternativa.

Ejemplo 7 Abundancia de especie animal seleccionada
MacPherson (1990) describe un estudio que compara dos especies de alga marina

con diferentes caracterfsticas morfolégicas. Para cada especie de alga marina, se han
medido la relacién entre su biomasa (el peso seco) y la abundancia de especies de
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animales que usaron la planta como un huésped. Los datos se muestran en la siguiente

tabla

Tabla 3 Biomasa (peso seco) y abundancia de especies de animales,
sobre dos plantas de algas marinas (MacPherson, (1990)).

Caulocystis || cephalornothos (C) " Sargassum ‘ verruculosum (S)
Abundancia Peso seco Wundancia ” Peso seco
681 28.8 67 2.5
320 12.1 222 12.5
244 (250 131 8.6
219 6.5 225 10.8
422 9.9 Tl BT
441 12.7 391 12.0
347 7.6 142 4.5
176 8.5 123 4.9
229 i) 186 8.0
363 14.1 239 9.7
310 11.0 294 4.1
161 9.6 256 6.7
337 12.0 435 11.2
331 9.2 460 10.5
337 215 222 4.8
825 30.4 572 10.1
707 24.4 224 6.4
514 1 g 344 4.6
901 28.5 661 14.3
957 26.0 439 143
277 8.7

129 3.6

430 8.6

338 4.5

530 11.5

para cada especie de alga marina, se hace una regresién del log(abundancia) sobre la

biomasa, y la pregunta de interés es si la relacién es la misma en las dos especies.

Un andlisis de covarianzas, ajustando una regresién comin a ambos modelos, con-
siderando una hipétesis con pendiente comin y otra hipétesis con término indepen-
diente comuin y haciendo una regresién por separado para cada modelo, producen un
p—wvalue de 0,0477 para la hipétesis del término independiente comiin y 0,0153 para la
hipétesis de pendientes comiin, lo cual nos lleva a concluir que la respuesta de especies
de animales es diferente. Sin embargo, existe evidencia de heteroscedasticidades en la
gréifica de la figura 2, (apéndice A4.2) y en los errores residuales estdndar de las regre-
siones individuales (0,4593 para la especie S y 0,2895 para la especie C). Por lo tanto, se
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procede con la prueba de igualdad de regresiones bajo heteroscedasticidad, y se obtiene
un p-value del estadistico de Chow modificado de 0,634 y una probabilidad a posteriori
de Hy de 0,997 usando el factor de Bayes intrinseco. Por lo tanto, una vez considerada
la heterocedasticidad, la evidencia para la respuesta de especies de animales similares
es bastante fuerte.



Conclusiones

Una de las conclusiones es que podemos apreciar que los factores de Bayes intrinsecos
son completamente autométicos en el sentido de que sélo se basan en los datos y en
distribuciones a priori no informativas estdndares. Sin embargo, aun existe el problema
de la eleccién 6ptima de la muestra de entrenamiento minimal.

Otra de las ventajas que se tiene es que los factores de Bayes intrisecos pueden
usarse para contrastes de hipétesis bayesianas estdndar.

Puede ser usado para modelos anidados o no anidados y para comparacién multiple
de modelos y prediccién. Son invariantes para trasformaciones univariadas de los datos.
Su comportamiento asintético como un verdadero factor de Bayes para distribuciones
a priori intrinsecas razonables, lo hace preferible a otras aproximaciones, tal como el
método de Jeffrey.

Ahora, sobre las desventajas de los factores de Bayes intrinsecos es que computa-
cionalmente es muy costoso, ya que su cédlculo puede ser bastante intensivo, pueden no
ser estable para un tamarno de muestra pequerio y también que no son invariantes para
transformaciones multivariadas de los datos.

Otra de las cosas, es que podemos apreciar que el problema de igualdad de coefi-
cientes en dos modelos de regresion lineal normal puede ser tratado como un problema
de dos muestras para modelos anidados. Esto nos permite resolver el problema de ca-
librado que surge cuando se usan las distribuciones a priori convencionales estdndares
para los pardmetros. En un ambiente homosceddstico y heteroscedéstico se obtienen
distribuciones a priori calibradas con las cuales se pueden calcular los factores de Bayes
y las probabilidades a posteriori de los modelos. El procedimiento de comparacién de
modelos presentado se basa en estas probabilidades a posteriori.

También se ha visto que no hay ningun problema numeérico especial en el cdlculo de
las probabilidades a posteriori de los modelos. Las simulaciones muestran que el selec-
cionador de modelos basado en las distribuciones a priori intrinsecas tiende a modelos
mdés parsimoniosos que el estadistico de Chow modificado, requiriendo una fuerte e-
videncia antes de rechazar la hipétesis nula. Ademds, se ha visto que al considerar la
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heteroscedasticidad pueden derrumbarse facilmente los resultados de un andlisis en los
que no se considera.
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P (M; | y1,y2) Probabilidad a posteriori del modelo M;
B N(%lﬂ Esperanza con respecto a la densidad de la muestra de
z(l)|62

entrenamiento minimal z (I) bajo el modelo M»

o (Z| 7.0 T?I) Densidad de la distribucién normal multivariada con
REL L S media Z;0 y varianza 721



Apéndice

A2.1

Lema 6 Sea t un estadistico suficiente para 6, con distribucion conjunta g(t|0). En-
tonces,
1(0]x) oc 1;(0]t) donde  11(0|t) o g(t|@).

En otras palabras, la funcidn de verosimilitud obtenida de la distribucién de t es la
misma que la obtenida de la distribucion de x.

Demostracion. Por el teorema de factorizacion (estadistico suficiente) sabemos
que

f(x16) = g(t|0)m (x) .

La distribucién de probabilidad f(x|0) puede ser considerada como una funcién de 6 y
no de x, Fisher (1922) le llamé funcidn de verosimilitud de 6 dado x, y la designé por
1(0]x), donde

1(0]x) = g(t|@)m (x).

Esto significa que la funcion de verosimilitud es proporcional a g(t|0), ya que m(x)
puede verse solamente como una constante de proporcionalidad, es decir

1(0]x) o g(t]6),

que prueba el lema.
Ejemplos del lema anterior son los siguientes.

Ejemplo 8 Distribucion normal, varianza conocida. Supéngase que y es un vector
aleatorio de una distribucion normal N (9, 02) , donde o se supone conocida. Entonces,
la funcién de verosimilitud de 0 es

n =
L(6lo,y) o exp [-575 (0 -7)°] - (1)
a
Por otro lado, la media muestral § se distribuye como

f (716,0%) = % exp [-% 7 - 9)2} . =ewdiidion,
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ast que, dado 7,
o Tl o
L (610,7) o exp [~55 (0 -7)°) @)

de aquif se tiene que
L(6lo,y) o i1 (6o,7).

Ejemplo 9 Distribucion normal, media y varianza desconocidas. En este caso, la fun-
cion de verosimilitud 1 (0,0]y) basada en las n observaciones independientes, y, estd
dada por

L(8,0ly) cc o™ exp {—%2 [(n -1)s?+n(7- 9)2] } ‘ (3)

n

Ahora, es bien conocido que: a) § ~ N(9,02/n), b) (n—1)s%* = ) (yu —7)° ~
u=1

o?x%_1, y ¢) Y y s son estadisticamente independientes. Ast,

T (‘y", S2|9,0') =7 (“§|9, 02) T (32|or2) .

donde
vn

" (§|9, 02) - 2o

[-%(9-@)2], —00 < < 00,

2)5%) = 1 n—1)\3"D (32)%{71-1)—1 e _(n—-1)s?
mlelr )= I'[3(n-1)] \ 202 ® 202 ’

se sigue que, dado (*g, 32) g

L (8,07, %) x o™ exp {_ri? [(n -1)s?+n(0—- §)2] } : (4)

De aqui se tiene que
L(0,0ly) o<y (6,07, 5°) .

A3d.1

Paraa >0,p >0
/ 2P le™dz = a7PT (p).
0
A3.2
Paraa > 0,p >0

/ o~ Pe=92 " g — a7PT (p) .
Jo
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A3.3

Paraa>0,p >0
S 2 1
/ P~ le ™% dy = §a”p‘(2I' (p/2).
Jo

A3.4

Paraa>0,p >0

/ g~ PH)e=ae™? gy %a_pml" (p/2).
Jo

A4.1

Cédigo en R para generar la gréfica del ejemplo 1.

#Inciso a

for (j in 1:50) {

el rnorm(1,0,1)

for (i in 1:9) {

x1_runif(1,min=0,max=>5)

yl 1+42*x1+el

ab_ cbind(x1,yl) # array bidimensional combinando las columnas
write.table(ab, file="c:\\proba.txt”, append = TRUE , col.names = FALSE,
row.names=FALSE)

}

e2 rnorm(1,0,1)

for (i in 1:11) {

x2_runif(1,min=0,max=>5)

y2_24+2*x2+e2

ab_ cbind(x2,y2) # array bidimensional combinando las columnas
write.table(ab, file="c:\\probal.txt”, append = TRUE , col.names = FALSE,
row.names=FALSE)

}

}
# Inciso b

for (j in 1:50) {

el rnorm(1,0,1)

for (i in 1:9) {

x1 _runif(1,min=0,max=5)

yl 142*x1+el

ab_ cbind(x1,y1) # array bidimensional combinando las columnas
write.table(ab, file="c:\\probb.txt”, append = TRUE , col.names = FALSE,
row.names=FALSE)
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}

e2 rnorm(1,0,3)

for (iin 1:11) {

x2 runif(1,min=0,max=>5)

y2 2+2%x2+e2

ab_ cbind(x2,y2) # array bidimensional combinando las columnas
write.table(ab, file="c:\\probbl.txt”, append = TRUE , col.names = FALSE,
row.names=FALSE)

}
}

# Inciso ¢

for (j in 1:50) {

el rnorm(1,0,1)

for (i in 1:9) {

x1 _runif(1,min=0,max=>5)

yl_142*x1+el

ab _ cbind(x1,yl) # array bidimensional combinando las columnas
write.table(ab, file="c:\\probc.txt”, append = TRUE , col.names = FALSE,
row.names=FALSE)

}

e2 rnorm(1,0,1)

for (iin 1:11) {

x2_runif(1,min=0,max=>5)

y2_14+3*x2+e2

ab_ cbind(x2,y2) # array bidimensional combinando las columnas
write.table(ab, file="c:\\probcl.txt”, append = TRUE , col.names = FALSE,
row.names=FALSE)

}

}
# Inciso d

for (j in 1:50) {

el rnorm(1,0,1)

for (iin 1:9) {

x1_runif(1,min=0,max=>5)

yl 142*x1+el

ab_ cbind(x1,y1) # array bidimensional combinando las columnas
write.table(ab, file="c:\\probd.txt”, append = TRUE , col.names = FALSE,
row.names=FALSE)

}

e2 rnorm(1,0,3)

for (iin 1:11) {

x2_runif(1,min=0,max=>5)

y2_143*x2+e2
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ab_ cbind(x2,y2) # array bidimensional combinando las columnas
write.table(ab, file="c:\\probdl.txt”, append = TRUE , col.names = FALSE,
row.names=FALSE)

}
}

datosa <- read.table(”c:\\proba.txt”, header=F)
datosal <- read.table(”c:\\probal.txt”, header=F)
datosb <- read.table(”c:\\probb.txt”, header=F)
datosbl <- read.table(”c:\\probbl.txt”, header=F)
datosc <- read.table(”c:\\probe.txt”, header=F)
datoscl <- read.table(”c:\\probcl.txt”, header=F)
datosd <- read.table(”c:\\probd.txt”, header=F)
datosdl <- read.table(”c:\\probdl.txt”, header=F)
par(mfrow=c(2,2))

plot(datosa, xlab="(a)”,ylab="", ylim=c(0,15))
points(datosal, col=2)

plot(datosb, xlab="(b)” ylab="", ylim=c(0,15))
points(datosbl, col=2)

plot(datosc, xlab="(c)” ,ylab="", ylim=c(0,15))
points(datoscl, col=2)

plot(datosd, xlab="(d)”,ylab="", ylim=c(0,15))
points(datosdl, col=2)

A4.2

Cédigo en R para hacer la gréfica del ejemplo 2.
abundancia.c_c(681,320,244,219,422,441,347,176,229,363,310,161,337,331,337,
825,707,514,901,957)
biomasa.c_¢(28.8,12.1,7.5,6.5,9.9,12.7,7.6,8.5,7.3,14.1,11.0,9.6,12.0,9.2,21.5,30.4,
924.4,11.1,28.5,26.0)

log.abundancia.c_log(abundancia.c)

ml_Im(log.abundancia.c ~biomasa.c)
abundancia.s_¢(67,222,131,225,71,391,142,123,186,239,294,256,435,460,222,572,
224,344,661,439,277,129,430,338,530)
biomasa.s_c(2.5,12.5,8.6,10.8,3.7,12.0,4.5,4.9,8.0,9.7,4.1,6.7,11.2,10.5,4.8,10.1,6.4,
4.6,14.3,14.2,8.7,3.6,8.6,4.5,11.5)

log.abundancia.s log(abundancia.s)

m2_Im(log.abundancia.s ~biomasa.s)

summary(m1)

Call:

glm(formula = labundancial ~biomasal)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
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-0.58618 -0.11019 -0.01120 0.18065 0.49374

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 5.149821 0.136718 37.668 < 2e-16 ***

biomasal 0.053933 0.008063 6.689 2.83e-06 ***

Signit. codes: 0 **%.0,001 = 001 “*.0.06 %2 0.1° * 1
(Dispersion parameter for gaussian family taken to be 0.0838382)
Null deviance: 5.2606 on 19 degrees of freedom

Residual deviance: 1.5091 on 18 degrees of freedom

AIC: 11.073

Number of Fisher Scoring iterations: 2

summary(m?2)

Call:

glm(formula = labundancia2 ~biomasa2)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.75682 -0.30000 0.01585 0.31114 0.71518

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 4.58389 0.23121 19.825 5.85e-16 ***

biomasa2 0.11773 0.02639 4.461 0.000178 ***

Signif. codes: 0 “***’ 0.001 “**' 0.01 “**’ 0.05 ‘> 0.1’ 1
(Dispersion parameter for gaussian family taken to be 0.2109639)
Null deviance: 9.0507 on 24 degrees of freedom

Residual deviance: 4.8522 on 23 degrees of freedom

AIC: 35.961

Number of Fisher Scoring iterations: 2

# Valores ajustados

yg.c_5.14982+-0.05393*biomasa.c
yg.s_4.5839+0.1177*biomasa.s

# Gréficas

plot(biomasa.s,log.abundancia.s, xlab="Biomasa” ,ylab="log(abundancia)”,
ylim=c(4,7))

points(biomasa.c, log.abundancia.c, col=2)

lines(biomasa.s, yg.s, col=3)

lines(biomasa.c, yg.c, col=4)

legend(3,7,c(”Especie S”,”Especie C”,” Ajuste S”,” Ajuste C”), lty=rep(1,4),
col=(1:4)).
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Figura 1: Las cuatro grédficas de dispersién corresponden a las cuatro configuraciones
paramétricas dadas en la tabla 1.
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Figura 2: Gréfica de dispersién de los datos dados en la tabla 3. Las lineas son los
ajustes por minimos cuadrados.
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