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Prdlogo

El presente trabajo constituye la primera parte de un proyecto en curso, cuyo propésito es
hacer una presentaciéon de la Geometria Analitica usando el lenguaje vectorial; cosa que, por
supuesto, ha sido llevada a cabo por distintos autores. Sin embargo, estamos convencidos de
la validez de nuestro esfuerzo, en tanto que nuestra presentacion incluye algunos elementos
novedosos, tales como:

- Una justificacion de la importancia de trabajar con sistemas de referencia ortonormales.

- Una discusién de los fundamentos geométricos del método de eliminacién gaussiana
para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

- El uso del sistema Maple para reforzar la parte operativa y visual de los temas presen-
tados.

Se eligié Maple debido a que ademads de ser uno de los sistemas méas desarrollados dentro del
drea de los Sistemas de Algebra Computacional, se tiene la ventaja de contar actualmente
con una licencia institucional de este sistema en la UNAM, por lo que cualquier alumno o
profesor puede tener acceso a este software en forma inmediata. Se trabajé con la versién 7
de Maple, la cual requiere:

e Version 95 o posterior de Microsoft Windows.

e Microprocesador Pentium a 100 o ms Mhz.

16 Mb de memoria RAM (recomendable 32 Mb).

80 Mb de espacio libre en el disco duro.

Una unidad de CD-ROM.

Monitor de 640 X 480 pixeles como minimo (recomendable de 800 X 600 pixeles), de
8 bits y 256 colores (recomendable 16 o 24 bits).



iv PRrROLOGO

La presentacion del material estd organizada en 3 capitulos.

- El capitulo 1 es una introduccién al conocimiento y uso interactivo de Maple.

- En el capitulo 2 se construye una estructura para el espacio geométrico y se desarrollan
algunos temas de Geometria en dos dimensiones, usando funciones de los paquetes de
Maple para reforzar la parte operativa y visual.

- El tercer capitulo se dedica al estudio de la recta y familias de rectas en el plano, y se
introduce el método de eliminacion gaussiana para calcular el punto de interseccion de
rectas no paralelas, haciendo énfasis en su fundamento geométrico.

Las figuras que aparecen en el capitulo 1 se capturaron con Paint Shop Pro. La composicién
de la teoria, ejemplos, ejercicios y graficas que se incluyen en este libro se han realizado con
Maple 7, en su version para Windows. Los listados con el c6digo necesario para la creacion
de las gréficas de los capitulos 2 y 3, se encuentran al final de este trabajo en los Anexos 1
y 2, respectivamente. La composicién final se ha hecho con LATEX, en UNIX.

Para recopilar la informacion acerca de Maple y sus aplicaciones, se usé la ayuda del mismo
sistema y los libros que se incluyen en la bibliografia.

Me parece oportuno expresar mi agradecimiento a mi esposo, el Prof. José Luis Torres
Rodriguez, con quien me inicié en el estudio de Maple, y a quien también le agradezco su
aportacion en la creacién de este trabajo, tanto en Maple, como en la conversién a LATEX.

Aunque nos queda ain mucho camino por recorrer, consideramos bienvenidas las criticas,
comentarios y sugerencias. Los interesados, favor de dirigirse a las siguientes direcciones:

Yolanda Pimentel Alarcén

e-mail: ypa@hp.fciencias.unam.mx

José Guerrero Grajeda

e-mail: jgg@hp.fciencias.unam.mx

México, D.F. mayo de 2004.



Capitulo 1

Introducciéon a Maple en Windows

En este capitulo se describe el Sistema de Célculo Cientifico Maple. En seguida se explica la
interfaz de Maple en Windows indicando la forma en que el usuario puede interactuar con esta
aplicacién. A continuacién se da una guia para consultar la ayuda de Maple, y finalmente,
se presentan las caracteristicas mas importantes de una hoja de trabajo al iniciar una sesién
en Maple, dando al usuario las bases para moverse con seguridad en este sistema. Se utilizé
Maple 7 en su version para Windows para la realizacién de este trabajo. Aunque la sintaxis
es muy parecida en todas las versiones en Windows, incluso para el Sistema Linux, se optd
por la versiéon de Maple 7 principalmente por el conjunto de funciones que se encuentran en
las bibliotecas usadas en esta tesis.

1.1 ;Qué es Maple?

El desarrollo que en los ultimos anos han tenido los diferentes programas de calculo cientifico
aparecidos en el mercado, ha contribuido a que este tipo de software se convierta en una
herramienta fundamental de apoyo a las matematicas a todos los niveles, y no sélo para los
profesionales de esta ciencia. Entre estos programas destaca Maple, que se ha venido desarro-
llando desde 1980 por el “Simbolic Computation Group” de la Universidad de Waterloo,
Canada. La primera versién comercial (3.3) aparecié en 1985; la versién 5.3 a mediados de
1994, la versién (7.0) en el 2002, la versién (8.0) en el 2003 y la tiltima versién (9.0) a finales
del mismo ano. Maple es un sistema de cdlculo cientifico, es decir, simbdlico, numérico y
grafico. Es uno de los sistemas mas capaces y difundidos en la actualidad, sus caracteristicas
le permiten adaptarse a todo tipo de plataformas (MS-DOS, Windows, Macintosh, UNIX)
y se usa para multiples clases de aplicaciones cientificas, técnicas, docentes, etc.

Maple es un sistema de cémputo avanzado para la solucién de problemas matematicos.
Cuenta con una gran variedad de operaciones matematicas que permiten la interaccién con
el dlgebra, cdlculo, matematicas discretas, graficacién, cémputo numérico y muchas otras
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areas de las matematicas. También proporciona un ambiente para el desarrollo de programas
matemdticos por medio de su extensa biblioteca de operaciones y funciones pre-definidas.
Se compone de més de 3000 instrucciones para llevar a cabo algebra y aritmética bésica, asi
como temas avanzados, tales como teoria de grupos, entre otras.

Este sistema contiene instrucciones para visualizacion de funciones matematicas, herramien-
tas que facilitan la introduccién de expresiones, procedimientos que complementan de una
manera amplia el conjunto de funciones y rutinas que proporciona el programa al arrancar,
ofreciendo la posibilidad de ser modificadas y ampliadas por parte del usuario; por lo que
si no encontramos la funcién o el procedimiento necesario, podremos crearlo a través de las
herramientas disponibles en Maple; ademas soporta un lenguaje moderno de programacion,
haciendo una herramienta poderosa y flexible para que los usuarios la puedan aplicar en la
educacion, investigacion y en la industria.

1.1.1 Caracteristicas generales de Maple

e Maple estd disponible para una gran variedad de equipos de cémputo, desde computa-
doras personales hasta supercomputadoras como Cray Y/MP.

e Es un sistema interactivo; el usuario introduce expresiones, el sistema las evaliia, mues-
tra el resultado correspondiente y queda a la espera de nuevas instrucciones.

e Usa una sintdxis proxima a la notacién matematica, dado que el objetivo primario es
conseguir un lenguaje apropiado para expresar algoritmos matematicos.

Es un sistema abierto y extensible. El usuario dispone de un lenguaje de programacién
de alto nivel, similar a C o Pascal, con el que puede definir nuevas constantes, funciones
y dominios de cémputo, junto con las estructuras de datos y las operaciones para
representar y manipular objetos en esos dominios.

Maple posee una estructura modular, compuesta por los siguientes elementos:

e La interfaz del usuario, llamada Iris.- Escrita en C, se encarga tanto de la comunicacién
entre el usuario y el sistema, como de la entrada de las expresiones introducidas por el
usuario, presentacion en pantalla de las mismas, asi como de los resultados generados
por el sistema y el trazado de gréficas.

e FEl nicleo.- Escrito también en C, interpreta la entrada y se ocupa de las manipulaciones
algebraicas bdsicas, tales como la aritmética racional y las operaciones elementales
con polinomios. Ademas, contiene el intérprete que ejecuta el codigo del lenguaje de
programacién. El nicleo y la interfaz se cargan en la memoria al arrancar el sistema.
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e La Biblioteca.- Almacena los conocimientos matematicos del sistema, proporcionando
las funciones que realizan tareas complejas, como factorizacién de polinomios, inte-
gracién de expresiones o resolucién de ecuaciones. Estas funciones (més de 2500 en
la versién 5.3, y mds de 3000 en la version 7.0) estan escritas en el lenguaje de pro-
gramacién Maple y residen en carpetas que se cargan en la memoria a medida que
se necesitan, casi siempre de forma automatica, optimizando asi la memoria para que
puedan ejecutarse los distintos procesos que el usuario vaya solicitando.

Esta division niicleo-biblioteca permite incluir en el primero, compiladas, sélo aquellas
funciones fundamentales del sistema, manteniendo el resto en la segunda. Se consigue
asi un sistema compacto, que gestiona racionalmente los recursos de la computadora
sin interferir en la eficiencia de la ejecucion. Ademas, el usuario puede examinar y
modificar el c6digo de las funciones de la biblioteca o anadir otras nuevas, constituyendo
su propia biblioteca. Los algoritmos implementados por este procedimiento poseen la
misma funcionalidad e integracién en el sistema que las funciones de la biblioteca.

e Fl sistema de ayuda.- Como cualquier programa complejo, Maple estd dotado de un
completo sistema de ayuda que permite utilizarlo eficientemente. Los distintos sistemas
de ayuda residen en carpetas externas que se cargan en la memoria cuando el usuario
los pone en marcha.

1.2 Interfaz de Maple

Al entrar a Maple, se inicia un nuevo archivo, y se despliega un documento en blanco con un
signo “>”, llamado linea de comandos, donde se pueden introducir inmediatamente funciones
e informacion. Aparece también en la parte superior de la pantalla una barra de menis.

1.2.1 Barra de Menis (MENU BAR)

Esta barra estd conformada por los distintos meniis de Maple. Cuando se trabaja en un
documento, en el que se introducen instrucciones o comentarios, se presenta la Barra de
Menitis Estandar y aparece de la siguiente forma:

File Edit View Inset Format Spreadsheet Window Help

Figura 1.1: Barra de menis estandar

Se puede seleccionar cualquiera de estos menis y aparecera su correspondiente lista de
opciones, s6lo hay que seleccionar la que se desee usar en ese momento. Estas opciones
también aparecen en la Barra de Herramientas.
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1.2.2 Barra de Herramientas (TOOL BAR)

Esta barra esta conformada por grupos de botones que proporcionan un acceso directo a
diferentes opciones que se encuentran en la barra de ments. La barra de herramientas puede
desplegarse u ocultarse en la pantalla, usando la opcion TOOLBAR del meni VIEW.

e El primer grupo contiene botones de algunas opciones que se pueden solicitar desde el
menu FILE, y son los siguientes:

New @J Inicia un documento nuevo.

Open . Abre un documento de Maple ya existente.

Open URL . Abre una pagina de WWW en un navegador, desde Maple.

Save @ Guarda el documento actual en un archivo con extension “.mws”.

Print . Imprime una copia del documento actual.

e El segundo grupo contiene botones de algunas opciones del meni EDIT, como los que
se listan a continuacién:

Cut . Corta informacién.

Copy . Copia informacién.

Paste IEI Pega o pasa la informacién previamente cortada o copiada.

Undo . Deshace el iltimo cambio hecho en la hoja de trabajo. (Maple guarda
los registros de las ultimas acciones que se han realizado en la hoja de trabajo)

Redo IE' Rehace el 1ultimo cambio previamente deshecho con la opcion Undo
(Se pueden rehacer las acciones que se han deshecho con anterioridad).

e El tercer grupo estda conformado por opciones del meni INSERT, que son las siguien-
tes:

- Standard Math Input . Permite insertar expresiones matematicas dentro
de la hoja de trabajo, a partir de expresiones de Maple, es decir, nos sirve para
insertar, en una region de texto, expresiones como: fjﬂ VT dz

- Text . Permite insertar regiones de texto dentro del documento o bien con-

vertir regiones de entrada (o input) en texto. Ejecuta la misma accién que
PARAGRAF - BEFORE del mismo menui.
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- Maple Input . Permite insertar una region de entrada para introducir ins-
trucciones, debajo de la posiciéon del cursor .

- Section o Subsection (Indent) EI Inserta secciones y subsecciones dentro de
la hoja de trabajo. Ejecuta la misma accién que INDENT del meni FORMAT.

- Outdent . Remueve secciones y subsecciones dentro de la hoja de trabajo.
Esta accion se encuentra en el meni FORMAT.

e El cuarto grupo esta formado por los siguientes botones:

- EEI Retrocede o avanza ligas. Cuando se trabaja en un documento con hiperli-
gas, Maple guarda un historial de las ligas que se han estado consultando.

- . Detiene la ejecucion de algiin comando que se esté ejecutando en Maple.

- . Permiten desplegar el documento actual a una escala del 100%, 150%

y 200% respectivamente. Ejecutan la misma accién que ZOOM - FACTOR del
meni VIEW.

- @ Permite indicarle a Maple cudndo debe o no ocultar los caracteres no impri-
mibles de la hoja de trabajo (nueva linea, tabuladores, etc.).

+»
- " i & P 4
= . Permite maximizar la ventana en la cual se trabaja actualmente, a su tamafio
maximo.

- @ Reinicia Maple. Ejecuta la misma accién que la instrucciéon restart en la
linea de comandos.

1.2.3 Barra de estado (STATUS BAR)

La barra de estado se encuentra en forma horizontal en la parte inferior de la ventana, puede
aparecer o no en la pantalla, usando la opcion STATUS-BAR del menii VIEW. Muestra
el estado en que se encuentra Maple en todo momento, despliega mensajes de diagnéstico,
el tema de la hoja de ayuda que se esté consultando en ese momento, y en cuanto al sistema
se refiere, muestra el tamano del documento actual y el tiempo de procesador ocupado. En
esta barra también se puede saber la ubicacién de una hoja de ayuda que se presente como
una liga en un documento. Por ejemplo, si se coloca el mouse sobre una liga y se mantiene
presionado el botdén izquierdo, en ese momento aparece por el lado izquierdo de la barra de
estado, el path que conduce a esta hoja de ayuda. De forma andloga, aparece un pequeno
mensaje en la linea de estado, al mantener oprimido algtin bot6n en la barra de herramientas,
indicando el tipo de operacién que se estd ejecutando sobre el documento en ese momento.
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1.2.4 Paletas (PALETTES)

La opcion PALETTES, se encuentra en el meni VIEW. Una paleta es una ventana que
se despliega de manera independiente a la hoja de trabajo. El uso de estas paletas facilita
al usuario la insercién de expresiones matematicas, por medio de botones que representan
simbolos predefinidos, expresiones, operadores, matrices o vectores, es decir, nos sirve para
insertar en la linea de comandos, de una region de entrada, diferentes instrucciones, de
manera que aparezca la sintaxis de esas instrucciones y sélo se tenga que completar los datos
que falten.

Las paletas disponibles en esta version de Maple son:

e Symbol Palette. Paleta de simbolos.- Permite usar, en las expresiones introducidas,
simbolos y letras griegas.

e Expression Palette. Paleta de expresiones.- Permite construir expresiones que con-
tengan integrales, derivadas, sumas, productos, limites y algunas funciones tales como
exponencial, logaritmo, seno, coseno y tangente.

e Matrix Palette. Paleta de matrices.- Permite construir matrices de diferentes dimen-
siones.

e Vector Palette. Paleta de vectores.- Permite insertar vectores columna y renglon en
el documento que se esta trabajando.

1.2.5 Barra de contexto (CONTEXT BAR)

La barra de contexto puede desplegarse u ocultarse con la opcion CONTEXT BAR del
meni VIEW. Dependiendo del contexto del documento, es decir, si se trabaja en una regién
de texto, de entrada, de gréficas o de salida de instrucciones. Algunas de estas barras se
describen a continuacion:

Barra de contexto para regiones de texto

Los botones que aparecen en esta barra permiten hacer modificaciones sobre el texto que
conforma el documento. Se puede modificar por ejemplo, el estilo, fuente y tamano, ademéds
de hacer alineacion del texto. Sus elementos se describen a continuacion:

e Menu de Estilos [P Noma i . Permite seleccionar un estilo predefinido que se
puede aplicar sobre el texto escrito, ademds permite definir estilos propios a conve-
niencia del usuario. Cabe mencionar que los estilos predefinidos sélo se pueden aplicar
sobre parrafos completos. Si se selecciona una parte de un pérrafo, el estilo aplicado
afectard el parrafo o la seccién completa.
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’ Times New R . . ' -
e Menii de fuentes ™% | = permite modificar el tipo de fuente utilizado
en el documento. Esta opcion si se puede aplicar sobre porciones de texto ya que no
afecta necesariamente a un parrafo completo.

L - 12 . . - -~ -

e Menti de tamano ___Ij. Permite modificar el tamano de la fuente que se esta
usando. Esta opcién también puede ser aplicada a palabras sencillas ya que tampoco
afecta necesariamente a parrafos completos.

e Opciones para caracteres Bm Permiten colocar el texto en negritas, cursi-
vas y subrayado respectivamente. Se pueden localizar en CHARACTER STYLE

del menit FORMAT.

e Opciones para parrafos . Permiten hacer alineaciones sobre el texto. A
la izquierda (es la opcién predeterminada), centrado y a la derecha, respectivamente.
Se pueden localizar en PARAGRAPH STYLE del meni FORMAT. A diferencia
de otras aplicaciones donde se maneja texto, Maple no cuenta con una opcién para
justificar.

e Ejecucién Total . Permite ejecutar el documento completo, es decir, al opri-
mirlo se ejecutaran todas las instrucciones que se encuentren dentro de una region de
entrada (input) en la hoja de trabajo. Realiza la misma accién que EXECUTE
WORKSHEET del meni EDIT.

Barra de contexto para regiones de input

La regiones de input o de entrada son las lineas de comandos donde se pueden introducir todas
las instrucciones o funciones que el usuario desea que Maple ejecute. Cuando trabajamos en
regiones de input, los elementos que muestra esta barra son los siguientes:

_éi_w! ! !:'!!!

Figura 1.2: Barra de contexto para regiones de entrada

Y sus funciones se describen a continuacion:

® E Permite convertir una expresién en notacién de Maple a notacion matematica y
viceversa. Por ejemplo, se puede cambiar la expresion “alpha+beta"2” a su notacién
matemadtica “oa+ 32” y de cualquier forma que se ejecute esa instruccion, el resultado
sera el mismo.

° . Permite convertir una expresion ejecutable a no ejecutable y viceversa, es decir,
se puede convertir una instrucciéon en una regién de input, a texto y después regresarse
a su forma original.
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® . Permite corregir de manera automatica la sintaxis de la expresion actual. Se
puede corregir, por ejemplo, la expresion de la siguiente regiéon de entrada, en la cual
hace falta un paréntesis:

> sqrt(x”3)+cos(x))"3;

donde Maple manda un mensaje de error, pero después de oprimir el boton de correcién,
automaticamente se agrega un paréntesis en la expresion, de manera que la salida sea
la siguiente:

> (sqgrt(x”3)+cos(x))"3;

s [II Ejecuta la expresion actual. Es equivalente a oprimir la tecla Return estando
colocado el cursor en la linea de comandos.

° . Esta tecla ejecuta las instrucciones de todas las regiones de entrada existentes en
el documento actual. Es la misma opcién de ejecucion total que aparece en la barra
de contexto para regiones de texto.

Barra de contexto para regiones con expresiones en notacion matematica

Esta barra aparece cuando se estd trabajando con una expresion escrita en notacion matema-
tica, es decir, cuando se trata de una region de output (o salida, que es el lugar donde se
despliegan los resultados de las instrucciones ejecutadas por Maple), de una region de input
convertida a notacién matemaética, o bien una expresion matématica introducida como parte
del documento. Sus elementos son los siguientes:

Figura 1.3: Barra de contexto para regiones con expresiones en notaciéon matemaética

Los primeros 4 botones son los mismos que se encuentran en la Barra de contexto para
regiones de Input. Y los demads son:

° ; Campo de Edicién.- Es la barra que contiene las formulas de alguna ex-
presién escrita en notacion matematica.

° . Permite sustituir todas las ocurrencias de una variable en una expresiéon matema-
tica, por el contenido del campo de edicién.

. . Permite cambiar unicamente la parte de la expresion matemadtica que ha sido
seleccionada, por el contenido del campo de edicién. Se puede hacer esto seleccionando
lo que se quiera modificar, tecleindolo en el campo de edicién y oprimiendo la tecla
Return.
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B E Permite cancelar la ediciéon de una expresion en notacion matematica.

Maple también cuenta con otro tipo de barras de contexto, dependiendo del tipo de docu-
mento en el que se esté trabajando actualmente, se pueden mencionar las siguientes: barra
de contexto para graficas en dos dimensiones, barra de contexto para graficas en tres dimen-
siones, barra de contexto para animaciones y barra de contexto para hojas de célculo.

1.3 El sistema de ayuda de Maple

Si es la primera vez que se trabaja con Maple, es recomendable consultar la opcién “NEW
USERS TOUR?” del meni HELP, donde se le ofrece al usuario una introduccién muy
completa tanto al sistema Maple como a la forma de interactuar con él, es decir, se menciona
desde la creacién de un documento nuevo, ejecutando los comandos mas sencillos, hasta el
manejo de las funciones mds complejas que contienen las paqueterias de este sistema de
calculo cientifico.

Las diferentes formas en que se puede consultar la ayuda en el sistema Maple son las
siguientes:

e En la linea de comandos.- Se puede acceder a la ayuda de Maple desde la linea de
comandos, cuando ya se sabe la instruccién o funcién a buscar, a través del operador
“?” . o bien, solicitando la informacién por tema o subtema de la siguiente manera:
“7tema”, “?temafsubtema)”.

e Navegando por el sistema de ayuda.- Siempre que se consulta una pagina de
ayuda, en la parte superior aparece el Navegador del sistema de ayuda de Maple,
conformado por cinco columnas, por medio de las cuales se puede explorar todo el
sistema de ayuda. Las columnas contienen temas y subtemas de la pagina principal.
Seleccionando alguno, apareceran todos los subtemas correspondientes en la columna
inmediata derecha, al mismo tiempo que en la parte inferior de este navegador aparecera
la hoja de ayuda correspondiente al subtema seleccionado.

e A través de los meniis.- Otra forma de pedir ayuda que no sea en linea, es cuando
no se sabe exactamente el nombre del tema, funcion o instruccién que se esté buscando.
Maple ofrece algunas opciones a través de las cuales se pueden hacer bisquedas, por
ejemplo de palabras clave o, con ayuda de un indice, se puede navegar entre las hojas
que componen el sistema de ayuda. Estos métodos se encuentran disponibles en las
opciones del menu HELP.

Una vez que se consulta la ayuda, en particular el “TOUR?”, se cierra la pagina de ayuda
y se regresa al documento que se estd trabajando. Este documento esta estructurado de la
siguiente manera:



10 CAPITULO 1. INTRODUCCCION A MAPLE EN WINDOWS

1.4 Estructura de la Hoja de Trabajo de Maple

Al iniciar una sesion en Maple se genera un documento conocido como “hoja de trabajo”
(“worksheet”), donde el usuario puede empezar a trabajar. Todas las hojas de trabajo
estan compuestas por diferentes regiones, en las cuales se pueden aplicar distintas opera-
ciones. Al final de una sesién en Maple, se guarda el archivo junto con todas sus diferentes
regiones, desde el menti FILE con la opcion SAVE AS y se teclea el nombre deseado, el sis-
tema automaticamente lo guardara con la extension “.mws”, correspondiente a los archivos
creados en Maple. A continuacion se describen las regiones que pueden conformar una hoja
de trabajo.

1.4.1 Regiones de entrada (INPUT REGION)

Las “regiones de entrada” o “input”, son aquellas en las cuales se introducen las ins-
trucciones que debe ejecutar Maple. La fuente predeterminada para el texto que se utiliza
en este tipo de regiones es COURIER NEW, tamaiio 12, color rojo; pero si de desea
cambiar es necesario seleccionar el estilo “C Maple Input” de la opcion STYLES del
meni FORMAT, donde se proporciona un conjunto de fuentes, colores y tamanos que per-
miten cambiar el estilo de la fuente. Estos mismos estilos pueden ser asignados manualmente
por el usuario a cualquier regién de la hoja, para ello es necesario marcar la zona a la cual se
le desea cambiar de estilo y aplicarle uno nuevo, el cual puede ser seleccionado directamente
en la barra de contexto.

Los datos que se colocan en las regiones de entrada siempre son interpretados y ejecutados

por Maple al oprimir la tecla Return, o bien al hacer clic en el botén , de la barra de
contexto para regiones de entrada. Para estas dos opciones de ejecucion, el cursor se puede
colocar en cualquier posicién de la instruccién y de igual forma Maple la interpreta y la
ejecuta, siempre y cuando la instruccién finalice con un punto y coma (*;”).

Estas regiones de input estan formadas por celdas en las que aparece un prompt formado
por los simbolos: [ >. A la regién delimitada por estos simbolos se le conoce como linea
de comandos. Después de ejecutar una instruccion, el sistema coloca el cursor de manera
automatica en la siguiente regién de entrada. Por ejemplo:

> 3 + 8;
11

El lugar donde aparece la operacién aritmética, es decir, la suma “3+48” es la region de
entrada.

Es posible escribir una instruccién que ocupe varias lineas, para ello se escribe la primera
parte de la expresion en la linea de comandos y después se oprime la combinacion de teclas
Shift-Return para insertar una nueva linea de entrada inmediatamente abajo, sin ejecutar la
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linea anterior, y entonces continuar con la instruccion. Si fueran varias instruciones, deben
ir separadas por comas y se ejecutardn al oprimir la tecla Return. Ejemplo:

> 4 + 5, 5*8, 30/2;
9, 40, 15

Las regiones de entrada pueden ser colocadas antes o después del lugar en el cual se encuentra
el cursor. Existen varias formas de insertar una de estas regiones:

e Antes del cursor. Se puede usar la opcion EXECUTION GROUP - BEFORE
CURSOR del meni INSERT, o bien, la combinacién de teclas rdapidas correspon-
diente; en este caso CTRL-K.

e Después del cursor. Se puede usar la opcion EXECUTION GROUP - AFTER
CURSOR del meni INSERT, o las teclas rapidas CTRL-J. Se ejecuta la misma

operaciéon que al usar el botén , de la barra de herramientas.

Es posible colocar texto inerte en una region de entrada, para proporcionar al usuario una
mayor claridad en las instrucciones. A este tipo de textos se les conoce con el nombre de
“‘comentarios”. Para introducir un comentario se teclea el simbolo “#” en la regién de
entrada y a continuacién el texto del comentario, Maple no interpreta nada que se encuentre
después de ese simbolo. Ejemplo:

> 3 + 8; # Esta es una operacidén aritmética.
11

1.4.2 Regiones de salida (OUTPUT REGION)

Las “regiones de salida” o “output” son aquellas en las que se despliega el resultado de
las instrucciones ejecutadas por Maple. Estas regiones aparecen debajo de las de entrada,
pues al ejecutar una instruccion, los resultados siempre aparecen inmediatamente abajo de
la linea que los gener6. Al aparecer la region de salida, se puede observar que esta contenida
dentro de la misma celda donde se encuentra su respectiva regiéon de entrada. La fuente
predeterminada para la regién de salida es COURIER NEW, tamano 10, color azul.
Ejemplo:

= B56/T:
8

El lugar donde aparece el resultado de la operacion aritmética, es decir, la suma “8”, es la
“region de salida”.

Maple permite manipular las regiones de salida dependiendo de las necesidades del usuario;
se puede modificar su forma, seleccionando alguno de los formatos que maneja Maple, los
cuales son:
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e Maple Notation.

e Character Notation.

Typeset Notation.

Standard Math Notation.

Estos se pueden seleccionar con la instruccion OUTPUT DISPLAY del meni OPTIONS.
Con la opcién predeterminada, Standard Math Notation, se puede reutilizar ya sea toda
la salida o s6lo una parte de ella, en una nueva expresion, unicamente seleccionando la parte
deseada, copiandola y pegandola en la regién de entrada.

Cabe mencionar que al llevar a cabo ciertas funciones cuyas salidas ocupan un espacio
considerablemente més grande que las instrucciones que las generaron (por ejemplo cuando
se crean graficas o animaciones), es recomendable guardar el documento sin las regiones de
salida, pues éstas se pueden generar nuevamente en el momento que se desee. Es posible
eliminar una salida seleccionada o todas las salidas que se ejecutaron en la hoja de trabajo,

usando la opcion REMOVE OUTPUT del meni EDIT.

1.4.3 Regiones de Texto (TEXT REGION)

Las regiones de texto son areas de la hoja de trabajo que contienen texto inerte, el cual Maple
no interpreta ni ejecuta, en las cuales se pueden introducir comentarios o explicaciones. Se
pueden trabajar como en un editor de texto; es decir, es posible por ejemplo, colocar acentos
oprimiendo la tecla del acento y en seguida la vocal a acentuar, o también se puede alinear
el texto a la izquierda, a la derecha o centrado, usando los botones de la barra de contexto
o bien con las opciones en PARAGRAPH del meni FORMAT.

También es posible modificar el estilo de una region de texto, es decir, al seleccionar una
parte del texto se le puede cambiar el tipo de fuente, estilo, tamano y color, por medio de
los botones de la barra de contexto o con la opcion CHARACTER del meni FORMAT.

En la region de texto es posible introducir expresiones en notacién matematica, como

2% 4+ 5z = Ta? + cos(e¥®). Para ello se usa el botén , de la barra de herramientas,
o bien con la opcion STANDARD MATH del meni INSERT. A continuacion se intro-
duce la expresion que se desea en notacion de Maple, para ser automaticamente convertida
en notacion matemadtica. Por ejemplo para introducir la expresién anterior, se utilizé la
siguiente expresion en Maple x"3+5%x = 7*x"2+cos(exp(sqrt(8))). Si se desea escribir la
expresion: f:r vz dr, es necesario escribir su respectiva notacién en Maple de la siguiente
forma: int(sqrt(x),x = -Pi .. Pi).
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1.4.4 Graficas y animaciones

Otro tipo de regiones que pueden aparecer en una hoja de trabajo son aquellas en las cuales
Maple despliega las graficas y animaciones en 2 y 3 dimensiones. Por default el despliegue
de las gréaficas y animaciones se hace en linea, es decir, exactamente debajo de la instruccion
que las genera, como parte de la regién de salida en la misma hoja de trabajo. Pero si se
desea que la grafica o animacion se despliegue en una ventana independiente de la hoja de

trabajo, se usa la opcion PLOT DISPLAY - WINDOW, del meni OPTIONS.

Manipulacién de las gréficas

Para graficar la funcién: z?sin(z), para —3 < z < 3, es necesario usar la intruccién plot,
y en seguida introducir como parametros el nombre de la funcién en notaciéon de Maple y el
rango en el cual se quiere graficar.

5 plot(x"2%ain(x), Hx==3..3);

4 P
2 \E"-.
//
-3 =2 = 1 2 3
/}/ x
\ -2
.\ //
\__ .

Una vez que se despliega la grafica, ésta se puede manipular a conveniencia del usuario; por
ejemplo, se puede cambiar a lineas o puntos el despligue de la grafica, seleccionar diferentes
tipos de ejes, eliminarlos, etc. Para eso es necesario pulsar el mouse sobre cualquier punto
dentro de la grafica, ésta quedara seleccionada, y en ese momento aparecera una nueva barra
de contexto en la parte superior de la ventana de Maple. Los botones que aparecen en esa
barra permiten la manipulacién de la grafica.

En este tipo de regiones, es de gran utilidad el botén , yva que por lo general Maple
nos presenta las graficas distorsionadas de tal forma que el usuario pueda visualizar ciertos
detalles importantes en el despliegue, pero no se encuentra en la proporcién correcta. Este
boton modifica la escala en la que se despliegan las graficas. Otra forma de graficar en la
escala correcta, es agregando en la instrucciéon plot, después del nombre de la funcién y
el rango donde se desea graficar, la opcién ”scaling=CONSTRAINED”. Esta tltima
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permitird obtener una mejor aproximacion a la grafica real, con lo cual podemos apreciar de
manera mas exacta el comportamiento de la funcién en el intervalo dado.

Para graficar en tercera dimensién, por ejemplo la funcién: ze~=*~¥") para —2<z <2,
—2 <y <2, seusa lainstruccién plot3d, dando como parametro el nombre de la funcién
en notacién de Maple y los rangos en los cuales se desea graficar.

> pleot3d(x*exp(-x"2 - y"2), %x=-2..2, yv=-2..2,
> orientation=[75, 68], axes=boxed);

También se puede manipular este tipo de graficas dependiendo de las necesidades del usuario;
por ejemplo, se puede modificar la escala, el tipo de malla con que se crea la superficie, el
color, desplegar o no los ejes, rotar la grafica para lograr una mejor vision de la misma, etc.
Para esto se debe pulsar el ratén sobre algun punto dentro de la grafica, al seleccionarse
aparecera una barra de contexto en la parte superior de la ventana y con los botones que
aparecen en ésta, se pueden hacer varias de las modificaciones mencionadas.

Manipulaciéon de las animaciones

Como ya se menciond, las animaciones de funciones también pueden aparecer como parte
de una hoja de trabajo de Maple. Una manera de crear una animacion es por medio de
la funcion animate3d del paquete plots, el cual debe ser cargado en la memoria con la
instruccién “with(plots):”, en seguida se introduce la funcién y los pardmetros que se
requieran para realizar la animacion.

La instruccién animate3d permite realizar animaciones en 3 dimensiones. Por ejemplo, si
tenemos la funcion: cos(t z)sin(ty), para —71 <z <7, —7 <y <7yl <t <2, de manera
predeterminada se divide el rango de “t” en 8 intervalos iguales, estos valores, sustituidos
en la funcién dada, generan cada uno un cuadro con una grafica diferente. La presentacion
de estas graficas en secuencia es lo que produce la animacién. Es posible manipular las
animaciones para cambiar algiin aspecto en su presentacion, tal como el punto de vista del
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observador, el color, la luz que incide sobre las gréficas, el estilo, los ejes y el nimero de
cuadros.

Cuando se solicita una animacién en Maple, el sistema calcula todas las graficas que la
formaran y a continuacién nos despliega el primer cuadro.

> with(plots):
> animate3d(cos(t*x) *sin(t*y),x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,t=1..2);

Warning, the name changecoords has been redefined

Para que se muestren las graficas animadas es necesario pulsar el ratén en cualquier punto
dentro de la zona de la animacion, de esta manera quedara seleccionada y en ese momento
aparecera una nueva barra de contexto en la parte superior de la ventana de Maple. Los
botones que aparecen en esta barra permiten controlar la animacién. Oprimimos el botén

, y con eso se inicia el despligue de las graficas que conforman la animacién. Por otro lado,

el boton E, permite detener la animacion una vez iniciada. A continuacién se muestran
algunos cuadros generados en la animacién anterior:




Capitulo 2

Construccion de una Estructura para
el Espacio Geométrico

En esta parte nos proponemos introducir la estructura de espacio vectorial, fundamental en
matematicas, como elemento basico del método analitico en Geometria. Para ello partire-
mos del concepto de vector pensado como un segmento dirigido, y haremos énfasis en la
importancia del concepto de ortogonalidad en la construccion de sistemas de referencia para
el espacio geométrico. Introduciremos también los paquetes linalg y geometry, de Maple,
mostrando su relevancia en relacion con nuestro estudio.

2.1 Vectores y operaciones

El uso de los vectores como segmentos dirigidos (flechas) tiene su origen en la fisica, donde
son usados para visualizar conceptos como los de velocidad, fuerza, etc. Por nuestra parte y
para nuestros propdésitos, los concebiremos como sigue:

DEFINICION 2.1: Dados dos puntos P1 y P2 del espacio de dos o tres dimensiones
llamaremos vector (que simbolizaremos por v) asociado a P1 y P2 al segmento de recta
con extremo inicial en P! y final en P2. Adoptaremos la convencién v = P1P2, cuya
interpretacién geométrica es:

P2

e
/ v
/

P1

Figura 2.1: Representacion geométrica de un vector
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Llamaremos:
V2 = {v /v estd en el espacio bidimensional}
V3 ={v /v estd en el espacio tridimensional}
De ahora en adelante, a menos que especifiquemos lo contrario, si hablamos de un vector v,
lo consideraremos indistintamente en V2 o en V3.
Introduciremos ahora una primera nocién de gran importancia.

DEFINICION 2.2: Diremos que dos vectores v1 y v2 son iguales (v1=v2) si los segmentos
que van del extremo inicial de uno de ellos al final del otro, se cortan en sus puntos medios.
Geométricamente se tiene:

P2 P4

P1 P3

Figura 2.2: vl = v2

Lo que estd detras de esta definicién es el hecho de que los segmentos P1P2 y P3P/ son lados
opuestos de un paralelogramo y PI1P/, P2P3 son sus diagonales que, como se sabe, se cortan
en sus puntos medios. Este resultado tendremos oportunidad de probarlo més adelante, pero
por el momento, la relevancia del concepto de igualdad entre vectores consiste en que nos
permite "verlos” a todos coincidiendo en el mismo punto inicial, digamos O, puesto que si
v es cualquier vector, siempre existird otro, digamos w, con extremo inicial en O y tal que
v=1w.

Figura 2.3: Igualdad de vectores, v = w.
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Al punto O, lo llamaremos origen.

EJERCICIO 2.1: Dado un vector v = P1P2 y un punto O que no pertenece a v, construir
w con extremo inicial en O y tal que, w = v, utilizando sélo regla y compas.

La definicién de igualdad de vectores juega el papel de un primer momento importante de
sintesis en nuestra construccién pues nos permite elegir, de entre todos los vectores iguales
(esto es, de la clase de los iguales) a uno de ellos, a saber, aquél cuyo extremo inicial es el
origen, lo que da lugar a la siguiente “vision” geomsétrica.

Figura 2.4: Representantes de clases de vectores iguales.

Pero mads atin, el considerar a cualquier vector v partiendo del origen, nos permite establecer
una equivalencia entre vectores y puntos, de V2 6 V3, pues a cada vector v le estd aso-
ciado de manera unica un punto P, a saber, el extremo final de v, e inversamente, lo que
simbolizaremos por v = P.

Figura 2.5: Vector v con punto o extremo final P
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DEFINICION 2.3: Si v = P1P2, se define v_ como el vector v. = P2P1, con extremo
inicial P2 y final P1.

P2

P1

Figura 2.6: Representacion de v_

Pasemos ahora a introducir dos operaciones en V? y V3 que son fundamentales para nuestro
estudio.

DEFINICION 2.4: Suma de vectores. Sean vl = P1P2 y v2 = P3P/ vectores (en V%o
V3). Considérese ahora v2 con extremo inicial en P2, esto es v2 = P2P5; entonces la suma
de vl y v2 es el vector: (vl + v2) = P1P5.

P4
P3
P2

vi vi+v2

P1

Figura 2.7: Representacion de vI1+v2

DEFINICION 2.5: Sean PI y P2 dos puntos en V2 o V3, r la recta definida por ellos y ¢
un numero real cualquiera. Si P1 # P2 y v = P1P2, entonces t v es el vector con extremo
inicial en P1 y extremo final P3 en el rayo de r que contiene a P2 si 0 < ¢, o en el rayo
opuesto, si t < 0.
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tv, t>0

P1

tv, t<0

Figura 2.8: Representacion de t v

Geométricamente, la construccién de ¢ v se muestra en la siguiente figura:

P3
tv, t<0

Figura 2.9: Construccién geométrica de ¢ v
La idea de la construccién es muy simple:

1. Por P1 tomado como origen, se traza la recta real R.

. Se fija la unidad sobre R y se localiza t.

2

3. Se traza el segmento 1P2.

4. Por t se traza una recta r? paralela a 1P2 y se determina P3.
b}

. Se hace entonces tv = P1P3.

Una cosa que resulta clara de la figura, y que habremos de probar algebraicamente més

adelante, es que el “tamano” o “magnitud” de tv, que simbolizaremos por ||tv||, es justamente

t veces el “tamano” de v, ya que ?ﬁ—?g =1 =1t <= PIP3 =t P1P2, y como el “tamafio”
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o “magnitud” de un segmento siempre se considera mayor o igual que 0, resulta entonces
natural que ||tv|| = || [|v]].

Por cierto, existe un vector muy importante con magnitud cero, al que simbolizaremos por
0, cuyos extremos inicial y final coinciden; esto es, 0 = PP. Y también, como v y tv estan
sobre la recta r, es claro que dos vectores vl y v2 seran paralelos si y sélo si v1 = tv2, para
algin ¢t en R.

Ahora un primer resultado central.

TEOREMA 2.1: Las operaciones de suma de vectores y producto de un vector por un
nimero real, satisfacen las siguientes propiedades:

Dados v1, v2, v3 vectores, v cualquier vector y t1, t2 en R, entonces:

1. vl +v2 =v2 + vl

2. (vl + v2) + v3 = vl + (vV2 + v3)
3. v+ (-v)=0

4 v+0=0+v=v

5. lv=v

6. (t1t2)v =11 (t2v)

7. t1 (vl + v2) = t1 vl + t1 v2

8. (t1+t2)v=1tlv +t2v

Una ilustracion de la propiedad 1, puede verse como sigue:

Figura 2.10: Propiedad 1.
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Mas adelante, se probardn estas propiedades; por ahora lo que nos interesa establecer es que
V2 y V3 con las operaciones y propiedades anteriores constituyen espacios vectoriales de 2 y
3 dimensiones respectivamente, los que denotaremos por Ey = [V2, +, *], E3 = [V?, +, *].

Con la construcciéon de Ey y E3 hemos dado un paso central en nuestro propdsito de introducir
el método analitico en Geometria. Veamos ahora un resultado que nos serd de gran utilidad
en lo sucesivo:

TEOREMA 2.2: Sean vl y v2 vectores distintos de cero y no paralelos; entonces si
tvl +sv2=20cont sen R, debe suceder que t = s = 0.

La demostracion la haremos por contradiccion, suponiendo que, digamos, t # 0. Entonces,
tvl = -s V2 <= vl= -3 v2

Lo que es una contradiccion con el supuesto de que v! y v2 son no paralelos. Por lo tanto,
debe tenerse t = 0; y entonces, t v = 0 y como v2 # 0, se debe tener s = 0. qed.

Probaremos ahora nuestro primer resultado geométrico.
TEOREMA 2.3: Las diagonales de todo paralelogramo se cortan en sus puntos medios.

Para probarlo tenemos el origen O y vl, v2, vectores no cero y no paralelos y con ellos
construyamos el paralelogramo que mostramos en seguida.

Figura 2.11: Construccién de un paralelogramo

Cuyas diagonales estan dadas por: dI = vl + v2 y d2 = vl - v2.

Ahora, el punto P de interseccion de d1 y d2 se puede escribir como:
P=tdl =1t (vl + v2)
Pero también como:

P=9v2+sd2=v2+ s (vl - v2)
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de donde resulta:
t (vl +v2) =v2 +s(vl -v2) <= (t-s)vl+ (t-s+1)v2=20
y como v no es paralelo a v2, se tiene que:
t-s=0yt+s-1=20
lo que nos da:
f=l=t=1¢
y de aqui se tiene:

S=§

Por lo tanto las diagonales d1 y d2 se cortan en sus puntos medios.

EJERCICIO 2.2: Probar el resultado equivalente para las medianas de un triangulo.

2.2 Sistemas de Referencia en dos dimensiones

Consideraremos primeramente el caso de Ey. Tomemos el origen O y dos vectores vl y v2,
ambos distintos del vector cero y no paralelos.

vi

Figura 2.12: vl y v2

Resulta entonces que todo vector v de E; se puede expresar de forma tnica, como:
v=xuvl +yv2--- (1)

con z, y en R.

La construccién geométrica de (1) puede verse como sigue:
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1. Dado v, por su extremo final se trazan lineas paralelas a v y v2.
2. Se localizan las intersecciones de dichas rectas, con las que contienen a v y v2.

3. Resulta entonces que v es una diagonal del paralelogramo de lados z v1 y y v2, o bien:

v==zvl + y vl

Figura 2.13: Construccién geométrica de v = z vl + y v2

Si v estd, digamos, sobre la recta que contiene a v1, entonces v = z vl + 0 v2.

Figura 2.14: Caso en que v y v! son paralelos., es decir, v = z v1.

Anélogamente se resuelve el caso en que v esta sobre la recta que contiene a v2.

Para mostrar la unicidad de (1), supongamos que también se tiene:

v=c'vl +y v2 - (2)
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De (1) y (2) se tiene que:
(z-2" Jvl + (y-y'Jv2=20
y por el TEOREMA 2.2,
T Pr= =B
y-y' =0=y=y
qed.

Tenemos asi que [0, v1, v2] con vl y v2 no cero y no paralelos, constituyen un sistema de
referencia para E5 , en tanto que cualquier vector de E; se puede expresar de forma tnica
como:

v=zvl +yv2

Y como vl y v2 estan dados, podemos decir entonces que todo v en Fy queda univocamente
representado por los valores z, y en R, lo que se escribe como:

v = [, y/
donde z, y se llaman las componentes de v con respecto al sistema [0, v1, v2].
Pero también dado que cada vector v estd asociado con un punto P, escribiremos:
v = [z, y] = P(z, y)

y en este caso, z, y se llaman las coordenadas de P.

La introducciéon de un sistema de referencia para E,, tiene consecuencias importantes; la
primera de ellas es, como hemos visto, identificar los vectores o puntos de Fy con pare-
jas ordenadas de numeros reales, lo que facilita muchisimo las cosas, pues por ejemplo, si
consideramos los vectores vl y v2 dados como:

vl = z1 vl + yl v2

v2 = 22 vl + y2 v2
entonces:
vl + v2 = (x1 + z2)vl + (y1 + y2)v2
o bien:
vl + v2 = [z1 + 22, yl + y2]
Y si v es vector y « es un escalar en R, entonces:

av=a(zvl +yvd) =azvl +ayvl=[laz ayl
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esto es, las operaciones de suma de vectores y producto de un escalar por un vector que
definimos de forma geométrica, ahora quedan definidas en términos de sumas y productos
de nimeros reales, cosa que permite, por ejemplo, probar facilmente las propiedades de
espacio vectorial 1-8 vistas en el TEOREMA 2.1.

Por ejemplo, si vI = [z1, y1], v2 = [22, y2], v3 = [z3, y3], y t en R, usando lo anterior se
tiene:

(vl 4 v2) + v3 = [(z1,y1) + (22, y2)] + [23, y3]
= [z1 + 22,y + y2| + [23, y3|
= [(z1 + 22) + 23, (y1 + y2) + y3]
= [z1 + (22 + 23),y1 + (y2 + y3)]
= (z1,y1) + [(z2 + 23, y2 + y3)]
= (e1,y1) + [(22,92) + (23,y3)]
= vl + (v2 + v3)

t(vl +v2) = t[(z1,y1) + (22, y2)]
= tlzl + 22, y1 + y2]
= [t(z1 + 22), t(y1 + y2)]
= [tzl + tx2, tyl + ty2)
= [tzl,tyl] + [tz2, ty2]
= t[z1, y1] + t[z2, y2]
= tvl 4 tv2

La demostracion de las propiedades restantes se deja como ejercicio.
Veamos cémo queda ahora el problema de calcular la norma de un vector.

Sea v = [z, y]; se trata de calcular ||v||.

Escribamos a v como:
v=zvl +yvl

que geométricamente puede verse como sigue:
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x v

Figura 2.15:

y sea ¢ el dngulo entre v1 y v2. La figura correspondiente es:

Figura 2.16: phi = angulo ¢.

Ahora, si llamamos v, al angulo que se muestra en la siguiente figura:

Figura 2.17: psi = dngulo .
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Resulta que ¥ = 180 - ¢; de donde, aplicando la ley de los cosenos, resulta:
[0]* = [lev1||* + [|yo2][* - 2 [lev1]| ||yv2|| cos ¥
La idea ahora es que si ¥ = 90°; se tiene que:
lol[* = 22 [[o2||* + y* ||v2|[®
y si ademds pedimos que: ||v|| = ||v2]| = 1, se tiene finalmente:
ol = 2% + 42

o bién:

Una observacién importante aqui es que el haber llegado a esta expresion para la norma de
v se debe a dos supuestos fundamentales:

1. ¥ = 90°
2. |Jut]| = [jo2]] = 1

Pero si 1 = 90°, entonces: ¢ = 90°, de donde, se tiene que si nuestro sistema de referencia
dado por v1 y v2 es tal que: vl es ortogonal a v2 y ||vl|| = |[v2|| = 1, entonces ||v|| =

V2 + y

Este resultado muestra la importancia de trabajar con sistemas de tipo ortonormal, donde
los vectores bdsicos son ortogonales y tienen norma igual a 1. Es usual simbolizar a estos
vectores como el = [1,0] y e2 = [0, 1], y el sistema ortonormal correspondiente tiene la
forma universalmente conocida:

Figura 2.18:



30 CONSTRUCCION DE UNA ESTRUCTURA PARA EL ESPACIO GEOMETRICO

De ahora en adelante nos referiremos a este tipo de sistema, y como una primera aplicacién
veamos el célculo de la distancia entre dos puntos P1(z1,y1)y P2(z2,y2). Geométricamente
tenemos:

P1

P2

e2

Figura 2.19:

Si “vemos” a PI1 y P2 como vectores, resulta que:

d(P1, P2) = ||P2 — P1|| = ||[22 — 21, y2 — y1]|| = /(22 — 21)* + (y2 — y1)?

que es la conocida férmula para calcular distancias entre puntos, sélo que ahora sabemos
que su simpleza es consecuencia de trabajar con un sistema ortonormal.

Hemos llegado entonces, a partir de la expresiéon v = [z, y] = P(z, y), z, y en R, a identificar
los vectores del plano con parejas ordenadas de nimeros reales, los que podemos interpretar
como componentes del vector v, o como las coordenadas del punto P. Pero las parejas orde-
nadas (z, y), z, y en R, constituyen justamente el producto cartesiano de R consigo mismo;
esto es:

RXR={(z, y): z,yen R} = R?

lo que nos permite establecer la equivalencia E2 = R?.

Ahora, antes de continuar con nuestra construcciéon, hablemos un poco de la interaccién con
Maple.
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2.3 Los paquetes linalg y geometry

Como ya lo anunciamos, se trata de bibliotecas de Maple que nos serén de utilidad en nuestro
estudio y se cargan de la siguiente manera:

> with(linalg):
> with(geometry) :

Una vez que ambos estan disponibles, veamos como interaccionar con ellos. Por ejemplo, las
instrucciones para definir y graficar un vector son las siguientes:

> wvl:=vector([-3,5]); # se asigna el vector a la variable vl

vl = [-3, 5]

> plots[arrow] (vl, shape=arrow, scaling=constrained); # shape
> # determina el tipo de flecha, scaling presenta la grafica
> # a escala

-3-25-2-15-1-05 0

Ahora, dado que dos vectores vl=[zl, y1]| y v2=[z2, y2] son iguales si y sélo si z1 = z2 y
yl = y2, definamos un vector v2 y comparémoslo con v1 usando nuestra herramienta:

> v2 := vector([29 - 32, sqgrt(25)]);
v2 =[-8, 5]

W

equal (vl, v2); # funcidn ldégica que devuelve true si son

W

# iguales los vectores y false en caso contrario.
true

Para graficar un conjunto de vectores, es necesario asignar las graficas a una variable y
llamarlas con la funcién display del paquete plots. Veamos esto.
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> v3 := vector([4, 5/2]); v4d := vector([13, 1]);
> v5 := vector([-3, 1.5]); # se definen los vectores
5
3= {4, =
0= )
vf = [13, 1]
v5 = [-3, 1.5]
> # se definen las graficas. La opcidn predeterminada
> # es shape=double_arrow
> grafv3:=plots[arrow] (v3):

A

grafvd:=plots[arrow] (v4, shape=harpoon, color=blue):
grafv5:=plots[arrow] (v5, shape=arrow, color=black):
plots[display] (grafv3, grafvd, grafv5, scaling=constrained,
view=[-4..14,0..4]);

# view especifica en qué rangos de los ejes coordenados

# para x y para y, respectivamente, se desea graficar.

2 4 6 8 10 12 14

O/ N W

2.3.1 Ejemplos de Operaciones Vectoriales Fundamentales

SUMA

Ejemplo: Calcular v1 + v2,si vl = [3, 2] y v2 = [-4, 1]

Analiticamente: vl + v2 =[3,2] + [-4, 1] = [3 + (4), 2 + 1] = [-1, 3]

Directamente se puede calcular la suma de la siguiente forma.
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> wvl:=vector([3,2]); v2:=vector([-4,1]);

ol =3, 2|

v2 = [—4, 1]
> suma := evalm(vl + v2);

suma := [—1, 3
Geométricamente:

> grafvl:=plots[arrow] (vl, shape=arrow) : # grafica de vl
> grafv2:=plots[arrow] (v2, shape=arrow) : # grafica de v2

> grafsuma:=plots[arrow] (suma, shape=arrow, color=blue):
> # grafica de la suma

> plots[display] (grafvl, grafv2, grafsuma,

> wview=[-5..4, 0..4], scaling=constrained) ;

# se despliegan los valores de las graficas

\

-4 -2 0 2 4

DEFINICION: Si vl = [z1, y1] en E? y v2 = (22, y2] en E? , entonces:

vl - v2 = vl + [-v2] = [z1, y1] + [-22, -y2] = [z] - 22, yI - y2].

Ejemplo: Calcular el vector diferencia v1-v2 si v1 = [3, 2] y v2 = [-4, 1] y de la repre-
sentacién ordinaria de v1, v2, vI - v2. (La forma ordinaria es la representacién de los vectores
anclados en el origen).

> diferencia := evalm(vl - v2); # vl y v2 ya estdn definidos
diferencia := (7, 1]
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W

grafdiferencia:=plots[arrow] (diferencia, shape=arrow,
color=blue) : # grdfica de vl - v2 en su forma ordinaria

plots[display] (grafvl, grafv2, grafdiferencia, view=[-8..8,
0..4], scaling=constrained); # grédfica de los tres vectores

Of . N W

Producto por un escalar

Ejemplo: Sea v1=[2, 1] y t = 3. Calculamos el producto t v1:

>

vl:=vector([2,1]); tresvl:=evalm(3*vl);
§if i={7. 1]
tresvl := [6, 3]

Para graficar v1 y ¢ vl requerimos hacer lo siguiente:

>

v

v2:=evalm(2*vl) : # se necesita crear un multiplo de vl
gvl:=plots[arrow] (vl, color=gold): # grdafica de vl
gv2:=plots[arrow] (vl, vl, color=gold): # grafica de un

# miltiplo de vl

gv3:=plots[arrow] (v2,vl, color=gold): # gréafica del ultimo
# miltiplo de vl

gtresvl:=plots[arrow] (tresvl, color=red) :# grafica del

# vector 3*vl

plots[display] (gvl,gv2,gv3, gtresvl, scaling=constrained) ;
# grafica de los 4 vectores
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NORMA
Ejemplo: Calcular la norma de v = [5, -4].

Solucion:

|[v]| = /52 + (—4)2 = /25 + 16 = V41

> v:=vector([5,-4]);

v =[5, —4]
> mnorm(v, frobenius); # es necesario indicar el tipo de
> # norma que se requiere

Vi1

DISTANCIA

Ejemplo: Calcular la distancia entre P1(2, -3) y P2(1, -5).

Definiremos primero la férmula de la distancia como una variable para que automaticamente
se lleven a cabo las operaciones dentro de la raiz, sélo faltara evaluar los valores correspon-
dientes a las coordenadas de los vectores.

> distancia := sqgrt((x2 - x1)7°2 + (y2 - yl1)72);
> # se define la distancia
distancia = \/$22 — 22221 + 21?4+ y2%2 —2y2 yl + y1?

> eval (distancia, {x1=2, yl=-3, x2=1, y2=-5});

V5

Como a cada vector se le asigna una pareja ordenada, también se puede calcular la distancia
entre P1y P2 con la instruccién distance que se encuentra en el paquete geometry.
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> point(Pl, 2,-3); point(P2,1,-5); # se definen las parejas
> # ordenadas como un punto en el plano
> distance(P1,P2); # se calcula directamente la
> # distancia entre los dos puntos
P1
P2
V5

2.3.2 Producto interno de vectores

Si vl y v2 son vectores no nulos y vI es perpendicular a v2, entonces v1, v2, y vl - v2 tienen
representaciones geométricas que forman un triangulo rectangulo.

vi-v2

0.5 1 1.5 2

Figura 2.20: Representacion geométrica de v1, v2, v1-v2.

Aplicando el teorema de Pitdgoras a este tridngulo, se tiene:
vt — w2|]* = [|o1|[* + [|02]]* --- (3)
Ahora, con vl = (z1, y1) y v2 = (22, y2), la ecuacion (3) es equivalente a:
(21 —22)* + (y1 —y2)* = (z1® + y1?) + (222 + y2%) --- (4)
Si el primer miembro de la ecuacién (4) se desarrolla, se encuentra que:

z1% - 22122 + 22% + y1? - 2yly2 + y22 = (x1? + y1?) + ( 22% + y2?)



2.3. LOs PAQUETES linalg Y geometry 37

o bien, ordenando los términos del primer miembro, se tiene:
(1% + y1?) + (222 + y2?) - 2(z122 + y1y2) = (z1% + y1?) + (22% + y2?) --- (5)

Sumando -(z1? + y1?) - (22? + y2?) a cada miembro de la ecuacién (5) se obtiene:

—2(zl22+y1y2) =0
de donde:
zlz2 + yly2 =0--- (6)

Veamos ahora lo siguiente:

DEFINICION: Sean vl = [z, y1] y v2 = [z2, y2], entonces la expresién z1 z2 + yI y2
se llama PRODUCTO ESCALAR de vl y v2, y se escribe vl.v2.

Usando esta definicién y volviendo a la expresién (6), tenemos que si v1 y v2 son ortogonales,
su producto escalar es igual a cero. El inverso también es cierto y su demostracién se deja
COmo ejercicio.

Ejemplo: Demuestre que vl = [6, 12] y v2= [-6, 3] son vectores perpendiculares.

Solucién: Se tiene que v1.v2 = [6,12] . [-6,3] = (6)(-6) + (12)(3) = -36 + 36 = 0. Por lo
tanto vl y v2 son perpendiculares. Lo vemos en Maple:

> vl:=vector([6,12]); v2:=vector([-6,3]);
vl = [6, 12]
v2 := [—6, 3]
> dotprod(vl,v2); # calcula el producto punto entre

> # dos vectores

Propiedades del Producto Interno de vectores
Si vl y v2 son vectores de E?, y r, s son escalares, entonces:
1. v1. v2 = v2. vl. Conmutatividad.

2. r[vl . v2] =[rwvl]. v2 =wvl. [rv2]. Asociatividad escalar.

3. sl + v2] =s.vl +s.02 y [vl + v2].s = vl.s + v2.s. Distributividad.



38 CONSTRUCCION DE UNA ESTRUCTURA PARA EL ESPACIO GEOMETRICO

4. vl.vl = ||v1||°. Propiedad de la magnitud respecto al producto interno.
DEMOSTRACIONES:

1. vl.v2 = v2.v1. Conmutatividad.
Sean v1 = [z1, y1] y v2 = [z2, y2], entonces:
v1.v2 = [z1, y1] . [22, y2] = z122 + yly2 = 22z + Y2yl = (22, y2| . [z1, y1] = v2.v1
Mostramos ahora un ejemplo de esto en maple, donde se observard que el producto
punto v1.v2 dara el mismo resultado que lo obtenido con v2.v1.
> wl:=vector([1,2]);
> v2:=vector([3,41]);
gl 1= |1, 2]
v2 = [3, 4]
> dotprod(vl,v2); # con esta instruccidén se calcula el

> # producto punto vl1.v2
11

> dotprod(v2,vl); # con esta instruccidn se calcula el

v

# producto punto v2.vl
11

2. 1 [vl.v2] = [rvl] .v2. Asociatividad escalar.

Sean vl = [z1, y1] y v2 = [z2, y2], entonces:

r(vl.v2) = r{[z1, y1).[z2, y2|]
= r{z1z2+ y1y2)
=rzlzd+ ryly2
= (r z1)z2+ (r y1)y2
= [r z1,r y1].[z2, y2|

= [r[z1, y1]).[z2, y2]
= [r v1].v2
Ejemplo:
s e
¥ i=5b

> zr*(dotprod(vl,v2)); # se calcula r [v1.v2]
95
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> dotprod((r*vl),v2); # se calcula [rvl] .v2
55

3. s.fvl + v2] =s.wl +s.v2 y [vI+v2].s = vls + v2s. Distributividad.

Sean vl = [z1, y1] y v2 = (22, y2], entonces:

s.[v1+v8] = s.[[x], y1] + [22, y2]]
= s.[z1 + 22,yl + y2]
= [s[z1 + 22|, s[yl + y2]|
= [szl + sz2, syl + sy2]
= [sz1, syl] + [sz2, sy2]
= s[zl, yl1] + s[z2,y2]

= s.vl + s.v2
La otra demostracién es andloga.
Ejemplo:
> - W
§i=T
> evalm(s * evalm(vl + v2)); # se calcula s.[vl + v2]
28, 42]
> evalm((s*vl)+ (s*v2)); # se calcula s.vl + s.v2
28, 42]
Y para [vI+v2].s = vl.s + v2s
> evalm( evalm(vl + v2)* s); # se calcula [vl + v2].s
(28, 42]
> evalm(((vl*s)) + ((v2*s))); # se calcula vl.s + v2.s
(28, 42]
4. vl.wl = ||v1|*. Propiedad de la magnitud respecto al producto interno.
Sean vl = [z, y], entonces vi.vl = [z, y] . [z, y] = 22 + % = ||v1|]®.
Ejemplo:
> print(vl); # recordamos el valor del vector vl

[1, 2]
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> dotprod(vl,vl); # se calcula vl.vl
)
> normav := norm(vl, frobenius); # se calcula la norma

> # de vl1l, con la opcidén "frobenius" que se refiere a la
> # norma de vectores en Maple.

normav = V5

> (normav”"2); # se calcula 1la norma de vl al cuadrado.
5
2.3.3 Angulo formado por dos vectores

Sean vl = [z1, yl] y v2 = [22, 2], no nulos y no paralelos, y el vector diferencia v2 — vl =
(22 — x1, y2 — yl1].

Figura 2.21: Ley de los cosenos para los vectores v1, v2 y wv2-vl. phi = angulo ¢

Por la ley de los cosenos se tiene que:
|02 — v1|* = [|v2]|* + ||o2]* - 2 ||01]| |[v2]| cos 6 --- (7)

Substituyendo los valores de v1, v2 y v2 — v1:

2 2 2
V(@2 —z1)2+ (y2 + y1)? = a1? +y1? + /22% + y2% -2 ||v1]| ||v2]| cos ¢
Desarrollando los cuadrados tenemos:

122 — 22122 + 122 + y2% — 2yl1y2 + y1% = z1% + y1? + 222 4 y2% - 2 ||v1]| ||v2|| cos ¢
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Eliminando términos semejantes:

—2xlz2 — 2yly2 = - 2 ||v1]] ||v2]|| cos ¢

Factorizando:
—2(z122 + yly2) = - 2 ||vI]| ||v2|| cos ¢

De donde:

(z122 + yly2) = ||v1]| ||v2]|| cos ¢
Substituyendo:

v2 . vl = ||v2|| ||v1]|| cos ¢
Despejando:
cos ¢ = H—zgl'ﬁl_zf‘_lT - (8)

Entonces:

¢ = angulo cuyo coseno es II::gII.II:f‘II
Ejemplo: Encuentre el valor del 4ngulo entre los vectores v1 = [-1, 4] y v2 = [2, 3].

Solucién: Tenemos que ||v1|| = /(—=1)2+ 42 = V1T y |[v2|| = V2% + 3% = /13, de manera

que, usando la ecuacién (8):

= 1 = 0 — -
cos ¢ = [2,3] . [14] o= = 2 = 20 = 6726727941

Por lo que ¢ es el dngulo cuyo coseno es .6726727941.

Calculemos este dngulo en Maple:

> vl := vector([-1,4]); v2 := vector([2, 3]);
vl = [-1, 4]
v2 = (2, 3]
> normavl := norm(vl, frobenius); normav2 := norm(v2, frobenius);

normavl = /17
normav? = /13
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cosalfa := ((dotprod(v2,vl))/((normav2)* (normavl))):;
1013 /17
cosalfa := 91

evalf (cosalfa);
0.6726727941

Ya tenemos el valor del coseno, pero para encontrar el valor del angulo se hace lo siguiente:

>

>

>

W

angulo := arccos(cosalfa); # se encuentra el arccos del
# valor obtenido
angulo := arccos(lo 1 \/ﬁ)
D= 291
convert (angulo, degrees);
101317
180 arccos(ﬁ) degrees
221
m
evalf (%) ;
47.72631098 degrees

Podemos graficar estos vectores para observar el angulo formado entre ellos.

gvl := plots[arrow] (vl, color=gold, width=0.2): #grafica
# de vl

gv2 := plots[arrow] (v2, color=gold, width=0.2): #grafica
# de v2

plots[display] (gvl,gv2, scaling=constrained) ;

-1 005 115 2
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2.3.4 Componentes y Proyecciones

Anteriormente se llego a que cualquier vector v = [z, y] de E?, se puede escribir en una y
s6lo una combinacién lineal de un par dado de vectores unitarios ortogonales, el = [0, 1] y
e2 = [1, 0]. Es decir, hay una y s6lo una pareja de escalares tales que:

v==zel +ye2-.- (9)

Para determinar el valor de z y de y, tomese primero el producto escalar de cada miembro
de la ecuacién (9) con el.

Tenemos: el.v = el . (zel + ye2), entonces:
el.v =z (el.el) + y (el.e2) --- (10)
Debido a que el.el = |[el||* = 1y el.e2 = 0, la ecuacién (10) es equivalente a:
elv=gzg--- (11)

Témese ahora el producto escalar de cada miembro de la ecuacién (9) con e2.

Tenemos:
e2.v = e2.(xel + ye2)
de donde:
e2.v =z (e2.el) + y (e2.€2) = z (0) + y(1)
es decir:

e2v=y-- (12)

Por lo tanto, los tinicos nimeros reales que satisfacen las condiciones impuestas para z y
parayson el . vy e2. v. Por lo tanto las COMPONENTES del vector v estdn dadas por :

v==zxel +ye2 = (el.v) el + (e2.v) €2 --- (13)

Se empleard el simbolo Comp,, v para denotar a la primera componente de v y el simbolo
Comp,, v, para denotar a la segunda componente. Es decir:
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Comp,; v = (el.v)
Comp,, v = (€2.v)

Entonces la ecuacién (13) también se puede escribir de la siguiente forma:
v=zel +ye2=(el.v)el + (e2. v)e2 = Comp,, vel + Comp, ve2--- (14)
Tomando solamente la expresion:
v=(el.v)el + (e2.v)e2 .- (15)

se proporciona la descomposiciéon tnica de cualquier vector v, en componentes que son
miltiplos escalares de los vectores ortonormales el y e2. Al vector formado por Comp,,
v el se le conoce como la proyeccién del vector v sobre el y al vector Comp,, v €2 se le
conoce como proyeccion del vector v sobre e2.

Ejemplo: Calcule Comp,, vy Comp,, v, siv = [2, 1].

Solucién:
> el:=vector([1,0]1);
> e2:=vector([0,1]);

> w:=vector([2,1]);

el :=[1, 0]
e = [0, 1]
9 = [2, 1]

Ahora emplearemos la ecuaciéon (15) para expresar a v como la suma de componentes vec-
toriales paralelas a el y e2.

Entonces:

2,1] = [[1, 0].[2, 1]][1, 0] + [[0, 1].[2, 1]][0, 1]
= 2[1,0] + 1[0,1] = [2, 0] + [0, 1]
- [2! 1]
De donde se observa que las componentes estan dadas por: Comp,, v =2y Comp,, v = 1.

En Maple lo calculamos asi:

> compvel=dotprod(el,v);
compvel =2

> compve2=dotprod(e2,Vv);
compve2 =1



2.3. LOS PAQUETES linalg Y geometry 45

2.3.5 Proyeccion de un vector sobre otro

Tomemos ahora dos vectores no paralelos v1 y v2 en E?. Se plantea ahora el problema de
encontrar la proyeccion del vector v2 sobre v1, es decir, aquel vector formado por un multiplo
escalar de w1, digamos t v1, dado de la siguiente manera:

4 Pphi

0 1 1 2 3 @ 5

Figura 2.22: Proyeccién de v2 sobre v1. phi = angulo ¢

En la figura se oberva que se forma un dngulo ¢ entre v1 y v2, ademas se aprecia el tridngulo

formado por t v1, v2 y (tvl - v2). Por trigonometria sabemos que: cos(¢) = %ﬁi, de donde:

|t 1] = [[v2]] cos(¢)

Ahora, usando el resultado para cos ¢ visto antes, tenemos que:

. . v2
It v1]] = ||v2ll (i),
de donde:
2 vl . w2
let]®

que es el valor escalar por el cual se tiene que multiplicar a v1 para obtener la proyeccién
de v2 sobre v1. Es decir:

Proy,, v2 =t vl = w@g vl

La proyeccién de v2 sobre v! la denotaremos como: Proy,, v2. Entonces la ecuacién anterior
queda:

Proy,,; v2 = 1’[‘1‘?‘;—]11’23 vl --- (16)
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Ademais, si quisiéramos encontrar la magnitud de este vector solamente tenemos que calcular

la norma de la proyeccién de v2 sobre v1, es decir:

|| Proy,, v2|| = Magnitud de la proyeccién del vector v2 sobre v1.

Ejemplo: Encuentre la Proy,, v2 y la magnitud de este vector, si v1 = [5, 2] y v2 = [1, 7].

Solucién: de acuerdo a la ecuacién (16) anterior, debemos calcular lo siguiente:

vliv2=1052].[1,7=5+14=19
Ademés, |[v1||* = V5T + 22° = V29" = 29.
Por lo tanto la proyeccién queda de la siguiente manera:

Proy,; v2 = % * ol = % (5; 2) = (%} —3%)

Sélo falta calcular la magitud de este vector, es decir:
95 38 9025 |, 1444 10469
||Proy, v2]| = \/(E)Q"'(E)z: \/'azT"F"saT st

Simplificando tenemos:

— /10469 __ !@ _ /361 _ V192 _ 19
”Proyv.f 'UQH = 841 29 — V29 —\/2—9 — _29 —

En maple lo calculamos de la siguiente manera:

> vl := vector([5, 2]);

> wv2:=vector([1,7]);
gt = 8. 4

w8 =17

> prodpunto dotprod(vl, v2);
prodpunto := 19
norm(vl, frobenius):;

normadevl := /29

> normadevl

> escalar:= (prodpunto)/ (normadevl)"2;
escalar := E
29
> proyeccion := evalm(escalar*vl);
proyeccion 1= [9—5, 3—8]
29" 29

Por 1ltimo calcularemos la norma de la proyeccion:

19v29 _ 19
29 29 29

=]

I
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> normadeproyeccion := norm(proyeccion, frobenius) ;
; 19 v29
normadeproyeccion = 59

Podemos simplificar estos calculos creando un procedimiento para encontrar la proyeccion
del vector v2 sobre v1. Tomando en cuenta el resultado visto anteriormente de proyecciones,

es decir, crearemos un programa sencillo que calcule da proyeccion de v2 sobre vl, usando

la siguiente férmula: Proy,, v2 = TTFIT%?- vl.

El listado es el siguiente:
> proydev2sobrevl:=proc(V2::vector, V1::vector)
> vector[evalm( ((dotprod(Vvl,Vv2))/((norm(V1, frobenius))"2))*(Vl))];
> end;

proydev2sobrevl := proc(V2::vector, V1::vector)

VeCtoT evalm(dotprod( V1, V2)+ V1 fnorm( V1, frobenius)?)
end proc

Una vez creado el procedimiento, que en este caso se llama ”proydev2sobrevl”, se ejecuta
cuando se llama a este procedimiento por su nombre y se le da como parametros los vectores
v2 y vl. Es muy importante el orden en que se llama a los vectores al momento de ejecutar el
procedimiento, porque el primer vector que se introduce es el vector que se quiere proyectar,
mientras que el segundo vector, es el vector sobre el cual se estd proyectando.

Ejecutemos este programa usando los vectores vl y v2 definidos anteriormente:

> proydev2sobrevl (v2, vl);
vector rgs 38
5
Se observa que se llega al mismo vector encontrado substituyendo los valores del producto
punto, de la norma y del vector v1, por separado, como se llevé a cabo en el ejemplo anterior.

Cabe mencionar que una vez creado un procedimiento para calcular la proyeccién de un
vector sobre otro, se puede usar para cualesquiera dos vectores, siempre y cuando se respete
el orden en que se introducen los parametros al momento de ejecutar este procedimiento.

Por ejemplo, si se desea calcular la proyeccion del vector vl = [3, 7], sobre el vector e2, es
necesario recordar quién es e2 y utilizar este procedimiento, de la siguiente forma:

> vl := vector([3, 7]);
vl = (3, 7]
> print(e2);
[0, 1]
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> proydev2sobrevl (vl,e2);
vectorp, 7

Grafiquemos los vectores para visualizar esta proyeccion.

> gvl:=plots[arrow] (vl, shape=arrow, color=blue):

> ge2:=plots[arrow] (e2, shape=double_arrow, width=0.3,
> color=red):

> gproyeccion:=plots[arrow] (vector([0,7]),
> shape=double_arrow, color=green):

> plots[display] (gvl,ge2,gproyeccion, scaling=constrained) ;

U 051152253

2.3.6 Calculo del area de un poligono

Iniciemos planteandonos el problema de calcular el drea del paralelogramo definido por:

vl = [z1, y1] y v2 = (22, y2]

vi

Figura 2.23:
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Sabemos que
A = base * altura
A = [|v]| * [|A]

Y sélo nos resta saber quién es h. Veamos la siguiente figura.

viort

v2

vi

Figura 2.24:
Se tiene que:
h = Proy, o v2
donde vlort es el vector ortogonal a v y tal que:
1. Angulo (v1, viort) = 90°.
2. ||vlort|| = ||v1]].
Puede verificarse facilmente que:
vlort = [-y1, z1].
De lo anterior resulta:

A = 1|01 |] 11Progyger v21| = [[o2|| BLoos2l |lutort]| = |vtort . ve|

pues: ||v1|| = ||viort]|

Por lo tanto:

A = |z1y2 — z2y1|
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y si llamamos
determinante(v1, v2) = z1y2 - 2yl

tendremos la siguiente:

DEFINICION: Sean los vectores vl = [z1, y1] y v2 = [£2, y2], entonces el drea del
paralelogramo formado por v1 y v2 esta dada por:

Area = |vlort . v2| = |z1y2 — 12yl| = |determinante(vl, v2)|

Ejemplo: Calcular el drea del paralelogramo formado por los vectores: v1 = [7, 1] y

v2 = [2, 3].
> wvl:=vector(([7,1]); vlort:=vector([-1,7]); v2:=vector([2,3]);
vl = (7, 1]
vlort := [—1, 7]
v8 = [2,3]
> Area:=dotprod(vlort,v2);
rea 1= 19

Ahora veremos que el area obtenida con el producto punto coincidird con el area obtenida
al encontrar el valor del determinante formado por los vectores vl y v2.

> M:=matrix([[7,1],[2,3]1]); # Creamos la matriz formada por
> # vl y v2
71
M = [2 3]
> det (M) ; # obtenemos su determinante
19

Graficaremos los vectores junto con el paralelogramo que se forma con v1 y v2 de la siguiente
manera

Usaremos la funcién polygonplot del paquete plots, dando los 4 puntos que conforman
al paralelogramo. En este caso, el primer punto es el origen, después cualquiera de los dos
vectores, por ejemplo v1, el tercer punto es la resultante vl + v2 , y el ultimo punto serd v2.
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> suma := evalm(vl + v2); # se calcula el tercer punto
suma := |9, 4]

> cuatropuntos := [[0, 0], [7, 11, [9, 41, [2, 3]1]: # se
> # define una lista con los 4 puntos

> paralelogramo:=plots[polygonplot] (cuatropuntos, color=cyan,
> scaling=constrained): # se define el paralelogramo usando
> # la lista anterior

gvl := plots[arrow] (vl, shape=double_arrow, color=red,
width=0.2): # grafica de vl
> gv2 := plots[arrow] (v2, shape=double_arrow, color=blue,

> width=0.2): # grdafica de v2

> plots[display] (gvl, gv2, paralelogramo ,
> scaling=constrained) ;

Area de un triangulo

Usando lo anterior se tiene el siguiente

COROLARIO: Sean los vectores vl = [z1, yl] y v2 = [z2, y2], entonces el drea del
tridngulo formado por v! y v2 esta dada por:

Area = lfort- 2l _ 1 jeterminante(vl, v2)|.



52

CONSTRUCCION DE UNA ESTRUCTURA PARA EL ESPACIO GEOMETRICO

viort

Figura 2.25: Area del triangulo formado por vl y v2.

Ejemplo: Calcular el area del tridngulo formado por los vectores: vl = [3, 2] y

v2 = [-1, 4].

> wvl:=vector([3,2]); v2:=vector([-1,4]); vlort:=vector([-2,3]);

> areal

vl :=[3, 2]
v8 = [~1, 4]
vlort ;= [—2, 3]

abs ( (dotprod(vlort,v2))/2);
areal : =7

Graficaremos los vectores junto con el tridngulo que se forma con v1 y v2, de la siguiente

manera:

Usaremos la funcién polygonplot dando los 3 puntos que forman al tridngulo, en este caso,
el primer punto es el origen, después cualquiera de los dos vectores, por ejemplo vl y el
ultimo punto sera el vector restante, es decir v2.

> trespuntos:=[[0,0],[(3,2],[-1,4]]: # lista con los vértices
> # del tridngulo

VoV VYW

v

3%

tridngulo := plots[polygonplot] (trespuntos, color=yellow,
scaling=constrained) :

# se define el tridngulo con la lista anterior
gvl:=plots[arrow] (vl, shape=double_arrow, color=red,

width=0.2): # grafica de vl
gv2:=plots[arrow] (v2, shape=double_arrow, color=blue,
width=0.2): # grdfica de v2

> plots([display] (gvl, gv2, tridngulo , scaling=constrained) ;
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Areas de Poligonos

El método descrito anteriormente para calcular dreas de paralelogramos y triangulos puede
generalizarse al cdlculo de dreas de poligonos, ya que un poligono puede descomponerse en
triangulos. Tenemos entonces que el area total de un poligono esta dada por la suma de las
areas de los tridngulos formados a partir del poligono.

Area Poligono con k tridngulos = (AreaT1 + AreaT2 + ... + AreaTk)

El método para calcular el drea de un poligono usando Maple se ilustra en el caso siguiente:

Ejemplo: calcule el drea del poligono formado por los vectores: vl = [2, 3], v2 = [2, -1],
v8 =[5,2], vf =3, 4], v5 = [7, 1], v6 = [-2, 1], v7 = [-3.5, -2].

Solucién: Primero graficaremos los vectores, para poder determinar un poligono que se pueda
dividir posteriormente en triangulos.
> vl:=vector([2,3]); v2:=vector([2,-1]); v3:=vector([5,2]);

> véd:=vector([-3,4]); vb:=vector([7,1]);
> vb6:=vector([(-2,1]); v7:=vector([-3.5,-21);

il =[2, 3|
v2 = [2, —1]
58 =[5,2]
v = [-3, 4]
vh =7, 1]
v6 = [-2, 1]

v7 := [-3.5, 2]
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tvl = textplot([2.5,3:5;'wl*]):

tv2 := textplot([2.7,-1.2,'v2']):

tv3d := textplot([5.7,2.4,'v3']):

tvd := textplot([-3.5,4.6,'v4d"]):

tv5 := textplot([7.7,1.4,'v5']):

tve := textplot([-2.5,1.5,'v6']):

tv7 := textplot([-4,-2.2,'v7']):
gvl:=plots[arrow] (vl, shape=double_arrow, color=blue,
width=0.1):

gv2:=plots[arrow] (v2, shape=double_arrow, color=blue,
width=0.1) :

gv3:=plots[arrow] (v3, shape=double_arrow, color=blue,
width=0.1) :

gvd:=plots[arrow] (v4, shape=double_arrow, color=blue,
width=0.1) :

gv5:=plots[arrow] (v5, shape=double_arrow, color=blue,
width=0.1):

gvb:=plots[arrow] (v6, shape=double_arrow, color=blue,
width=0.1) :

gv7:=plots[arrow] (v7, shape=double_arrow, color=blue,
width=0.1):

plots[display] (gvl, gv2, gv3, gv4, gv5, gvé, gv7, tvl,
tv2, tv3, tv4d, tvb, tv6e, tv7, scaling=constrained);
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De acuerdo a las graficas de los vectores, debemos construir el poligono en el orden en
que se va a dibujar cada uno de sus lados, es decir, empezaremos con cualquier vector, y
seguiremos en direccion contraria de las manecillas del reloj, hasta recorrer los siete vectores.
Empezemos con el vector v2 = [2, -1], y asi sucesivamente.

Por lo tanto el poligono estara dado por:

poligono = v2, v, v3, vl, v4, v6, v7

sietepuntos := [[2; 1], [7., 11, [5, 2]; [2+ 31 [=3: 4],
[=2: 11s [=3.5s =21]z

poligono:=plots[polygonplot] (sietepuntos, color=red,
scaling=constrained): # se define el poligono con la lista
# de sus vértices ya ordenados

plots[display] (gvl, gv2, gv3, gv4d, gv5, gv6, gv7, poligono,
scaling=constrained) ;

Como se formaron 7 tridngulos, debemos calcular 7 determinantes creados por todos los
vectores tomados de dos en dos en forma consecutiva, esto es:

>

>

>

tril:=[[0;0] ’ [21'_1]1 [7:1]] :
trianl:=plots[polygonplot] (tril, color=red):
detl:=(1/2)*(det(matrix([[2,-11,[7.111)));
9
detl = —
BL=3

tri2:=[[0,0], [711] ' [5121]:
trian2:=plots[polygonplot] (tri2, color=cyan):
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det2:=(1/2)* (det(matrix([[7,11,[5,211)));:
9
det? = “2-

trildz=[[0,0].:[5.2],[2:3]1]z
trian3:=plots[polygonplot] (tri3, color=yellow) :
det3:=(1/2) *(det (matrix([[5,2],[2,311)));

11

t3 = —
detd 5

trid:=[[0,01,[2,3],[-3,4]1:
triand:=plots[polygonplot] (trid, color=green):
detd:=(1/2)*(det (matrix([[2,3]1,[-3,411)));

17

det4 = —
et4 5

Eribe=[[0, 0], [<«3,4]): [<2,1]1]:
trian5:=plots([polygonplot] (tri5, color=gold):
det5:=(1/2) * (det (matrix([[-3,4],[-2,111)));

5
dets = —
etd 5

rri6y=[10,01, [»2,1]1. [=3.5,=2]1]
trian6:=plots[polygonplot] (tri6, color=pink):

det6:=(1/2)*(det (matrix([[-2,1],[-3.5,-211)));
det6 := 3.750000000

txi7:=[[0,01,[-3.5,-27,[2:;-1]1]%
trian7:=plots[polygonplot] (tri7, color=orange) :

det7:=(1/2) * (det (matrix([[-3.5,-2],[2,-111)));
det7 := 3.750000000

De manera que el poligono queda seccionado de la siguiente forma:

plots[display] (gvl, gv2, gv3, gv4, gv5, gv6,gv7,
trianl, trian2, trian3, triand, trianb, trian6,trian7,
scaling=constrained) ;
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Ya que tenemos los 7 determinantes, sélo falta sumarlos para obtener el area total del
poligono:

> area := detl + det2 + det3 + detd + det5 + det6 + det7;
area := 33.00000000

Por lo tanto el area del poligono es: 33.



Capitulo 3

Linea recta en dos dimensiones

3.1 Construccion de la recta

Recordemos que al principio de este trabajo definimos un vector v como el segmento dirigido
que va de un punto inicial P1 a un extremo final P2, y escribimos tal segmento como P1P2.

Ahora, usando lo que ya sabemos, podemos interpretar geométricamente esto como:

P1 P2
2
1.5
1
0.5
0 1 2 3 4
Figura 3.1:

Ahora bien, nuestro segmento P1P2 es un conjunto de puntos del plano, y resulta que todos
ellos tienen la forma

P=Pi+t(P2-Pl)

Geometricamente podemos visualizar esto en la siguiente gréfica:
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t(P2-P1

P1 P2
2
15
1
0.5
0 1 2 3 4
Figura 3.2:

donde, si por ejemplo ¢ = 0, tendremos P = P1; si t = 1/2, P sera el punto medio del
segmento P1P2 y si t = 1, resulta que P = P2. Asi, podemos escribir:

P1P2={P/P=Pl+t(P2-Pl),ten[0,1]}

Ejemplo: Grafique el segmento dirigido que va de P1 a P2, donde P1 = (2,3) y
P2 = (5, 2). Y encuentre el punto medio de este segmento.

Solucidén: Definimos los vectores y después sustuimos en la ecuacién

P1P2={P/P=Pl1+t(P2-Pl),ten[0,1]}

> Pl := vector([2, 3]); P2 := vector([5, 21);
> dif := evalm(P2 - Pl);

Pl = |2, 3|

P2 =[5, 2]

dif :=[3, —1]
> P := evalm(Pl + t* (P2 - Pl));

P:=[2+3t3-1

> t := 0: # se evaluan los valores de t
> PIni := evalm(Pl + t*(P2 - P1l));
PIni := [2, 3]
> t :=1/2: PMedio := evalm(Pl + t*(P2 - P1));

T b
PMedio := |=, =
edio [2, 2]
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> T o= ls PFin := evalm(Pl + t*(P2 - P1l));
PFin := [5, 2]
> gPl:=plots[arrow] (P1l, shape=arrow, color=red):

> gP2:=plots[arrow] (P2, shape=arrow, color=blue):
> gPMedio:=plots[arrow] ([7/2,5/2], shape=arrow, color=blue):
> gseg:=plots[arrow] (P1, dif, shape=arrow, color=blue):

> plots[display] (gPl, gP2, gPMedio, gseg, scaling=constrained);

Una pregunta natural en este contexto es: ;qué sucede si no se impone la condicién ¢ en [0,1]
y se permite tomar ¢ en R? Es claro que en este caso lo que se tiene es la recta que contiene
al segmento P1P2. Si llamamos r a tal recta, podemos escribir:

r={P/P = Pl1+t(P2- Pl),ten R}

o bien,

r={P/P=Pl+tv,ten R, v=P2— Pl}

v r
P=P1+tv, t<0 P=P1+tv, t>1

4 2 0 2 4 6

Figura 3.3:
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Ejemplo: Construir la recta que pasa por P1 = (3, 1) y P2 = (5, 3), usando la ecuacién:
P1P2={P /P =Pl +t(P2-Pl),ten |0, 1] } y variando el pardmetro t.

Solucién:

>

>

>

Pl:=vector([3,1]); # extremos del segmento P1lP2
P2:=vector([5,3]);
v:=evalm(P2-Pl);

P1:=[3,1]
P2 =[5, 3]
= |2, 2|

Damos entonces diferentes valores para t.

>

W

W

W

W

W

v

v

P := Pl + t*(P2 - Pl1); # ecuacidén de la recta
Po=P2

eval (P, t=2);

P2
tigual2 := evalm(-Pl + 2*P2);

tigual2 := [7, 5]

eval (P, t=3);

£e
tigual3 := evalm(-2*P1 + 3*P2);

tiguald :=[9, 7|
eval (P, t=5);
P2
tigual5 := evalm(-4*P1 + 5*P2);
tigual5 = [13, 11]
eval (P, t=-1);
P2
tigual_1 := evalm(2*Pl - P2);
tigual -1 = [1, —1]
eval (P, t=-2);

P2
tigual_2 := evalm(3*P1l - 2*P2);
tigual _2 := [-1, —3]
eval (P, t=-0.5);
P2

tigual Op5 := evalm(1.5*P1 - 0.5*P2);
tigual _Op5 := [2.0, 0.]
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Graficaremos las representaciones geométricas de todos estos vectores, y usaremos al vector
diferencia para graficar la recta que los contiene.

> gPl := plots[arrow] (Pl, shape=arrow, color=blue,
> head _width=0.2):

> gP2 := plots[arrow] (P2, shape=arrow, color=blue,

> head_width=0.2):

> gv := plots[arrow] (P1l, v, shape=double_arrow, color=red,
> width=0.15, head_length=0.5):

W

gtigual2 := plots[arrow] (tigual2, shape=arrow,
> color=blue,head_width=0.2):

> gtigual3 := plots[arrow] (tigual3, shape=arrow,
> color=blue, head _width=0.2):

> gtigual5 := plots[arrow] (tigual5, shape=arrow,
> color=blue, head _width=0.2) :

> gtigual_1 := plots[arrow] (tigual_1, shape=arrow,
> color=blue, head _width=0.2):

> gtigual_2 := plots[arrow] (tigual_2, shape=arrow,
> color=blue, head_width=0.2):

> gtigual_O0p5 := plots[arrow] (tigual_Op5, shape=arrow,
> color=blue,head width=0.2):

> plots[display] (gPl, gP2, gtigual2, gtigual3, gtiguals5,
> gtigual_1,gtigual_2, gtigual_O0p5,gv, scaling=constrained) ;

10

:/24631012

Ahora para graficar la recta, tomaremos los puntos extremos [-1,-3] y [13,11]:

> print(tigual_2);
[—L _3]
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> print(tigualb);
[13, 11]
> wvecdif := evalm(tigual5 - tigual_2);
vecdif := [14, 14|
> gvecdif := plots[arrow] (tigual_2, vecdif,
> shape=double_arrow, color=red,width=0.15, head_length=0.5):

> plots[display] (gPl, gP2, gtigual2, gtigual3, gtigualh,
> gtigual_1,gtigual_2, gtigual_0p5, gvecdif,
> scaling=constrained) ;

10

224681012

De lo visto antes resulta:
r={P/P=Pl+tv,tenR}={P/P-Pl=tv,tenR}
Partiremos ahora de la ecuacién:
r={P/P=Pl+tv,tenR} - (1)

que nos da una caracterizacién de los puntos de r. Ahora bien, supongamos que:
P = [z, y], P1 = [z1, y1], v = [v], v2] , de (1) tenemos:

[z, y] = [21, y1] + t [v]1, v2]
de donde:

x=x1+4+t vl

y=yl+tv2 @
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A (2) se les conoce como ecuaciones paramétricas de la recta, donde [z1, y1] son las coorde-
nadas de P1 en 7, con P1 fijo y [v1, v2] es un vector que nos da la direccién de 7.

Por otra parte, desarrollando (1) tenemos:

r={P/P — P1 = tv}
= {P/P — P1 es paralelo a v, pues P — P1 tiene la forma tv}
— {P/det(P — P1, v) = 0}
={P/(z —z1)v2 — (y — yl) vl = 0}
= {P/zv2—z1v2 —yvl +ylovl =0}
={P/—-v2z+vly+ (v2z1 —vlyl) =0}
={P/Az+By+C=0; A= —v2, B=vl,C = —v”".P1}

A la expresion: Az+By+C=0---(3)

se le conoce como ecuacién cartesiana de r, donde n = [A, B] = [-v2, v1]= 0" y
C =~y ; PL.

De (3) se tiene: Ax+By+C=0=>y:-§—x-—g

o bien: y=mzx+b--- (4)

que se conoce como la ecuacién “pendiente, ordenada al origen” de 7, lo que surge a partir
de que, si llamamos ¢ al angulo que forma r con el eje X:

n={A,B]

Figura 3.4: phi = angulo ¢
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se tiene que
tan ¢ = - & = m , = ¢ = angtan(m).

Ademads, si en (4) hacemos z = 0, resulta:

que es la ordenada del punto (0, b) de interseccién de r con el eje Y.

Ejemplo: Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta que contiene al punto P1 =
(1, 4) y que tiene a v = [3, -2] como vector de direccién.

Solucién: debido a que v es un vector director de la recta, y el vector normal es:
n=[2, 3] = [A, B]

entonces, por la ecuacién (3) anteriormente descrita, consideramos A = 2 y B = 3, para
obtener:

Az+By+C=0=2r+3y+C=0
Pero recordemos que si P1 esta en la recta:
C = Pl=-n.Pl=-[23.[L4]=-12(1) + 3(4)] = -[2 + 12] = -14.
Por lo que C = -14.

Entonces la ecuacion cartesiana ordinaria queda asi: 2z + 3y - 14 = 0.

Hagdmoslo ahora usando Maple:

> Pl := vector([1l, 4]);

P1:=]1, 4]
> v := vector([3, -21);

v:=[3, -2
> n := vector([2, 3]);

n:=[2, 3]
> ecuacion := A*x + B*y + C;

ecuacion :== Az + By+C
> eval (ecuacion, {A=2, B=3});
2z +3y+C
> C := -l*dotprod(n, Pl);
C := —dotprod(n, P1)
> eval (ecuacion, {A=2, B=3, C=-14});
2z+3y—14

Graficando el vector director, el vector normal y la recta, tenemos:



3.2. FAMILIAS DE RECTAS 67

plots[arrow] (P1,v, shape=double_arrow, color=blue):

gv
gn
grecta := plots[implicitplot] (2*x + 3*y - 14, x=-10..10,
yv=-10..10, color=blue):

I

plots[arrow] (P1l,n, shape=arrow, color=black):

VoV vV Y

A"

plots(display] (gv, gn, grecta, scaling=constrained);

3.2 Familias de rectas

Hablamos de una familia de rectas cuando tenemos un conjunto de ellas con una caracteristica
en comun. Por ejemplo, si partimos de la ecuaciéon general:

r:Az+By+C=0

y consideramos: n = [A, B] fijo, C en R, al hacer variar C obtendremos la familia de rectas
paralelas a r, pues todas ellas son ortogonales a n.

707

Figura 3.5:
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Anélogamente, la ecuacién:
rovt: . Brx+Ay+ C =0,

con n°"* = [-B, A] fijo y ¢ en R, nos representa la familia de rectas ortogonales a r.

- -4 % 2 4. 6

Figura 3.6: n_ort = n°"

Como se observa, en ambos casos hemos hecho variar C' dejando fija la direccién de las rectas
de la familia, dada por n y n°™ respectivamente. La pregunta ahora es: jqué pasa si dejamos
libres n y C, esto es, A, By C?7 No es dificil de imaginar que la respuesta se corresponde
con un conjunto de rectas en todas direcciones, pero que, en principio no consituyen una
familia en el sentido que nosotros hemos fijado.

Sin embargo, a partir de la condicién de dejar libres a A, B y C, es posible hablar de una
familia, si nos planteamos el problema de determinar todas las rectas que pasan por un
punto, digamos P0(x0, y0) del plano.

|
o
\
\
o
~r
N
-3

Figura 3.7:
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La cuestion estd en deducir la forma que tiene cualquier recta de dicha familia, y como
cualquiera de ellas debe contener a P0(z0, y0), una posibilidad es la siguiente:

Dada la ecuacion:
Az +By+C=0

para n = [A, B] dado, es claro que si hacemos C = —n.P0, PO = [z0, y0], la ecuacién
correspondiente:

Az+ By-n.P0=0

representa una recta que pasa por PO0.

Consideremos ahora las siguientes dos rectas no paralelas, que pasan por P0.

rl: Alz+Bly+ Cl=0
r2: A2z 4+ B2y +C2=0

Entonces, de manera similar al caso de vectores en el plano, cualquier otra recta que pase
por PO es de la forma:

arl+ fr2,a Ben R

lo que es claro, dado que PO satisface ambas ecuaciones, y esto resuelve el problema de
caracterizar a cualquier recta que pase por P0.

Ahora bien, el problema inverso, esto es, el plantearse determinar P0 a partir de, digamos,
dos rectas que lo contengan, constituye el punto de partida de uno de los problemas centrales
en matematicas aplicadas: calcular la solucién comin de un sistema de ecuaciones en espacios
de dimensién mayor o igual a 2; y uno de los métodos més exitosos para este propésito es
el llamado método de eliminacién gaussiana, que para el caso de rectas en el espacio de dos
dimensiones consiste en lo siguiente:

Supongamos nuevamente que nuestras conocidas r1 y r2:

rl: Alz + Bly+C1=0
r2: A2z + B2y+C2=0

contienen a P0, lo que geométricamente puede verse como sigue:
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°
2
PO
5
-1 1 2 3 4 5
1
-2
Figura 3.8:

Ahora, como nuestro interés es determinar las coordenadas de P0, nos resulta absolutamente
indistinto tomar cualesquiera dos de las rectas de la familia que pasan por PO, y lo interesante
aqui es que hay un elemento de dicha familia, que llamaremos r3, que tiene la forma:

r3: y = y0
y se ilustra en la siguiente figura:
eh r2
2
P 3
-2 0 2 4 6
1
-5
Figura 3.9:

Evidentemente, si nos planteamos determinar P0(z0, y0) a partir del sistema:

rl: Alz+ Bly+Cl1=0

r3: y = y0

s6lo debemos sustituir y0 en r1 para obtener con ello la coordenada z0 de P0. Lo tinico que
representa problema es, entonces, decir quien es 73, o bien, quiénes son las constantes a y (3
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que me producen a r3, lo que en nuestro caso es muy simple, pues si elegimos 3 =1y

_ _A2 i
= -47, resulta:

A2
arl+Br2=——rl+1r2

Al
A2
=(—-A2z — T

Bly-— %01 —0) + (A2 + B2y + C2 = 0)
de donde se tiene que:
r3: (B2-422)y+ (C2-42C1) =0
que puede escribirse como:
B3y+C3=0

y de aqui resulta finalmente:

r3: y=-g—‘;— = y0.

Hecho esto, procediendo como antes dijimos, se obtiene z0 y con ello hemos resuelto nuestro
problema de determinar PO.

Una observacién importante es que nuestro procedimiento consistié en transformar el sistema
de ecuaciones dado por r1 y r2 en otro, con rl y 73, y obtener P0 a partir de este ultimo.
Hecho esto, lo que nos permite garantizar que este es el punto buscado, es que r3 es un
miembro de la familia de rectas cuya intersecciéon comin es exactamente PO0.

Ejemplo: Encuentre la interseccién de las rectas: 3z -5y =1y 42 + 3 y = 11, usando
eliminacion gaussiana.

Solucion: para resolver este problema, se va a cargar en la memoria una biblioteca que con-
tiene un conjunto de instrucciones y funciones de Algebra Lineal llamada “Linear Algebra”.
No se van a utilizar las funciones de eliminacién gaussiana de la biblioteca “linalg”, debido
a que serfa necesario también hacer cédlculos para obtener los resultados en un médulo en
particular que nos resuelva con eliminacién gaussiana el sistema dado.

> with(LinearAlgebra): # se carga en la memoria la biblioteca
> with(geometry) :

Definimos las ecuaciones:
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> ecuacionl:=3*x-5*y=1;
> ecuacion2:=4*x+3*y=11;
ecuactonl :=3rx —5Hy=1

ecuacion? :=4r+ 3y =11

Creamos el arreglo M con la sintaxis del paquete “LinearAlgebra”:

> M = 2<3, 45|<-5, 35|<1, 11s>;
3 -5 1
SR [4 3 11]

Se resuelve el sistema:

> GGaussianElimination (M) ;

3 =6 1
0 B

3 3

Del 1ltimo renglén obtenemos que: ? = ?33, por lo que y = 1, entonces sélo falta sustituir
este valor en el renglon anterior que representa la ecuacion: 3 x - 5 y = 1, de la siguiente
manera:

> wvaly := 1;
> ecuarenglonl:=3*x-5*y=1;
valy ;=1

ecuarenglonl :=3zx —5y =1

> ecuadex:=eval (ecuarenglonl, y=valy);
ecuader :==3x—5=1
> valx:=solve (ecuadex, x);

valr == 2

Por lo tanto se llega a la conclusion que el punto (2, 1) es la solucién del sistema de ecuaciones.

Graficando ambas rectas y el punto de interseccion tenemos:
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73

» point(s, 2, 1);

> 1line(Rl, 3*x - 5*y
> line(R2, 4*x + 3*y

> draw({R1, R2, S},

S

I

R1
R2

color=[blue,

1, [ v1):
11, I=; ¥1);:

red,

red],

axes=normal) ;



Anexo 1

Listado de imagenes del capitulo 2

En este anexo se incluye el c6digo de Maple usado para generar las imagenes correspondientes
al capitulo 2.

Antes de ejecutar las instrucciones correspondientes a cada imagen, es necesario cargar los
siguientes paquetes:

> with(plottools):
> # este pagquete se carga para usar la funcidn point
> with(plots):
> # este paquete se carga en la memoria para hacer uso de
> # las funciones arrow, display y textplot.
Figura 2.1
> wvl:=vector([2,3]):
> 3= textplot([1.4,1.2,%"]):
> tpl := textplot([-0.5,-0.5,'P1']):
> Ep2 1= textplot([2.7,3.4,"P2¥]):
> gvl:=arrow(vl, shape=arrow, color=blue):
> gpunto:=display(point([0,0]),symbol=circle,color=blue):
> display(gvl, tpl,tp2,tv, gpunto,axes=none);
Figura 2.2
> wl:=vector([2,3]):
> v2:=vector([3,0]):
> difl:=evalm(v2-vl):
> suml:=evalm(vl+v2):
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textplot([2.7.2, YPY])
textplot([-0.5,-0.5,'P1"]):
textplot{[2.5.3 .4, B2 1)z
textplot([2.5,-0.5,'P3']):
textplot([5.5,3.4,'P4']):
textplot ([0.5,1.45,'vl‘]):
textplot([4.5,1.45,'v2']):

(ot O 5
T T 'O
N
I
o

=

o,
1=
1l

V V. V V VvV V Vv
(53 cr
< 'O 'O
Pos W
1
[

T

<

(N
I

> gvl:=arrow(vl, shape=arrow, color=blue):

> gv2:=arrow(v2,vl, shape=arrow, color=blue):

> gdifl:=arrow(vl, difl, shape=arrow, head_width=0.001) :
> gsuml:=arrow(suml, shape=arrow, head_width=0.001):

> gpunto:=display(point([2.5, 1.5]),symbol=circle,

> color=blue) :

> display(gvl,gv2, tp, tpl, tp2, tp3, tp4,tvl, tv2,gdifl, gsuml,
> gpunto, axes=none);

Figura 2.3

> wvl:=vector([2,3]):

> v2:=vector([3,0]):

> difl:=evalm(v2-vl):

> suml:=evalm(vl+v2) :

> tv := textplot([0.5,1.45,'v']):

> tw := textplot([4.5,1.45,'w']):

> tO0 := textplot([3,-0.5,'0']):

> gvl:=arrow(vl, shape=arrow, color=blue):

> gv2:=arrow(v2,vl, shape=arrow, color=blue):

> gdifl:=arrow(vl, difl, shape=arrow, head _width=0.001):
> gsuml:=arrow(suml, shape=arrow, head_width=0.001):
> gpunto:=display(point([2.5, 1.5]),symbol=circle,

> color=blue):

> display(gvl,gv2,tv,tw,tO0, gdifl, gsuml, gpunto,
> axes=none) ;
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Figura 2.4
> wvl:=vector([1l,2]): wv2:=vector([0,1]): wv3:=vector([-1,0]):
> wvéd:=vector([0,-1]): wv5:=vector([1,0]):
> wv6:=vector([1/2,0.7]): v7:=vector([-1/2,0.7]):
> wv8:=vector([-1/2,-0.7]1): wv9:=vector([1/2,-0.7]1):
> wvl0:=vector([0.7,0.4]): wvll:=vector([-0.7,0.4]):
> wvl2:=vector([(-0.7,-0.41): wvl13:=vector([0.7,-0.41):
> tO0 := textplot([0.1,-0.13,'0']):
> grafl:=arrow(vl, shape=arrow):
> graf2:=arrow(v2, shape=arrow, color=blue):
> grafld:=arrow(v3, shape=arrow, color=blue):
> grafd:=arrow(v4, shape=arrow, color=blue):
> graf5:=arrow(v5, shape=arrow, color=blue):
> grafé6:=arrow(vé6, shape=arrow, color=blue):
> graf7:=arrow(v7, shape=arrow, color=blue):
> graf8:=arrow(v8, shape=arrow, color=blue):
> graf9:=arrow(v9, shape=arrow, color=blue):
> grafll0:=arrow(vl0, shape=arrow, color=blue):
> grafll:=arrow(vll, shape=arrow, color=blue):
> grafl2:=arrow(vl2, shape=arrow, color=blue):
> grafl3:=arrow(vl3, shape=arrow, color=blue):
> display(tO, grafl, graf2, graf3, grafd4, graf5,
> grafé6, graf7, graf8, graf9, grafl0, grafll, grafl2, grafl3,
> scaling=constrained, axes=none);
Figura 2.5
> wvl:=vector([5,3]):
> t0 := textplot([-0.5,-0.5,'0"]):
> tp := textplot([5.5,3.5,'P']):
> tv := textplot([2.2,1.8,'v']):

W

gvl:=arrow(vl, shape=arrow) :

display(gvl, tO, tp, tv,axes=none);
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> vl:=vector([5,3]): v2:=evalm(-1*vl):

> tpl := textplot([-5.5,-3.5,'P1l']):

> tp2 = textplot([0.5,0,3,YP2']):

> tv_ := textplot([-2.2,-1.7,'v_']):

> gv2:=arrow(v2, shape=arrow):

> display(tpl, tp2,tv_,gv2,axes=none) ;
Figura 2.7

> vl:=vector([-2,3]):

V VV VvV V vV V V V VYV VYV VOV VYV OV VOV VY VYV VY Y

v2:=vector([1,4]):
v3:=evalm(v2-vl):
vd:=vector ([-1.5,4.5]):
vos=vector([1.5,5.5])
vb6:=evalm(v5-vl) :

v7:=evalm(v2-vd) :
tpl := textplot(([(0,-0.3,'P1']):

tp2 := textplot([~-2.3,3,;"P2']):
tp3:= textplot([-2,4.5,'P3']):

tpd := textplot([1.9,5.5,'P4']):
tp5 := textplot([1.5,4,'P5']):

tvl = textplot([=1:3,1.5; “vlY]):
tv2:= textplot([-0.7,3.1,'v2']):
tv22 := textplot([-0.3,4.6,'v2']):
tsuma := textplot([l,1.5,‘vi+v2']):

gvl:=arrow(vl, shape=arrow, scaling=constrained) :
gv2:=arrow(v2, shape=arrow, scaling=constrained) :
gv3:=arrow(vl,v3, shape=double_arrow,
scaling=constrained) :

gvd:=arrow(vd,v3, shape=double_arrow,
scaling=constrained) :

gv5:=arrow(vl,v6, shape=arrow, head width=0.0001,
scaling=constrained) :
gvé6:=arrow(v4,v7,shape=arrow, head_width=0.0001,

scaling=constrained) :
display(gvl,gv2,gv3,gv4,gv5,gv6, tpl, tp2, tp3, tp4, tp5,
tvl, tv2, tv22, tsuma, scaling=constrained, axes=none) ;
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Figura 2.8

VooV VWY

VooV VYWY

vV vV VOV VY Y

W

VvV VYV

v

vl:=vector([3,2]):
pl:=evalm((1.8)*vl):
p2:=evalm(3*vl):
p3:=evalm((-1.2)*vl):
pd:=evalm( (-2) *vl) :

I

tpl
tp2
tp3

textplot ([0,-0.8,'P1']):

textplot ([3,1.1,'P2']):
textplot{[5.8:3, ‘B3 ])3

tv textplot([1,1.3,'v']):

tr textplot ([8.5,6.5,'r']):

tvneg := textplot([-5.5,-4.5,'tv, t<0']):
tvpos := textplot([9.8,5,'tv, t>0']):

11

gvl:=arrow(vl, shape=arrow, scaling=constrained) :
gpl:=arrow(pl, shape=arrow, head width=0.5,
scaling=constrained) :

gp2:=arrow(p2, shape=arrow, head_width=0.0001,
scaling=constrained) :
gp3:=arrow(p3, shape=arrow, scaling=constrained) :
gp4d:=arrow(p4, shape=arrow, head_width=0.0001,
scaling=constrained) :

grafpuntol :=display(point([0,0]),symbol=circle,
color=blue):

grafpunto2:=display (point([3,2]),symbol=circle,
color=blue) :
grafpunto3:=display(point([5.4,3.6]),symbol=circle,
color=blue) :
grafpuntod:=display(point([-3.6,-2.4]),symbol=circle,
color=blue) :

display(gvl,gpl,gp2,gp3,gp4, tpl, tp2, tp3, tv, tr, tvneg,
tvpos,grafpuntol, grafpunto2, grafpunto3, grafpunto4,
scaling=constrained, axes=none) ;
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Figura 2.9

> vwvl:=vector([3,2]):

> pl:=evalm((1.8)*vl):

> p2:=evalm(3*vl):

> p3:=evalm((-1.2)*vl):

> pd:=evalm((-2)*vl):

> v2:=vector([-4.8,0]1):

> wv3:=vector([3.8,0]):

> véd:=vector([7,0]):

> wvb:=vector([10,0]):

> v6:=vector([-6,0]):

> p5:=evalm(p3-v2):

> pé6:=evalm(v3i-vl):

> p7:=evalm(vd-pl):

> tpl := textplot([0,0.7,'P1']):

> tp2 = textplot([3,2.8,*P2"]):

> tp3 := textplot([5.7,4.6,'P3']):

> v = textplot([1l.9,0.7,%r"])z«

> k£l 1= textplot{(4,=0.5,%1"]):

> tt = textplot{([-4.8,0.8,"t"]):

> ttt := textplot([7.1,-0.5,'t*]):

> tvneg := textplot([-3.2,-4,‘tv, t<0']):

> tvpos := textplot([7.2,3.5,'tv, t>0']):

> tp33 := textplot([-3.4,-3.2,'P3']):

> gvl:=arrow(vl, shape=arrow) :

> gpl:=arrow(pl, shape=arrow, head_width=0.5,

> scaling=constrained) :

> gp2:=arrow(p2,shape=arrow, head_width=0.0001,

> scaling=constrained) :

> gp3:=arrow(p3, shape=arrow) :

> gp4d:=arrow(p4, shape=arrow, head_width=0.0001) :

> gv2:=arrow(v2, shape=arrow, head_width=0.0001) :

> gv3:=arrow(v3, shape=arrow, head_width=0.0001) :

> gvd:=arrow(v4, shape=arrow, head_width=0.0001) :

> gv5:=arrow(v5, shape=arrow, head_width=0.0001) :

> gv6:=arrow(v6,shape=arrow, head_width=0.0001) :
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gp5:=arrow(v2,p5, shape=arrow, head_width=0.0001,
scaling=constrained) :

gp6:=arrow(vl,p6,shape=arrow, head_width=0.2):
gp7:=arrow(pl,p7, shape=arrow,

head_width=0.0001, scaling=constrained) :
grafpuntol:=display(point([0,0]),symbol=circle,
color=blue):
grafpunto2:=display(point([3,2]),symbol=circle,
color=blue) :
grafpunto3:=display(point([5.4,3.6]),symbol=circle,
color=blue):
grafpuntod:=display(point([-3.6,-2.4]),symbol=circle,
color=blue):
grafpunto5:=display(point([-4.8,0]),symbol=circle,
color=blue):
display(gvl,gv2,gv3,gvd,gv5,gve,gpl,gp2,gp3,gprd, gp5,
gp6,gp7, tpl, tp2, tp3, tv, tl, tt, ttt, tvpos, tvneqg, tp33,
grafpuntol,grafpunto2, grafpunto3,grafpunto4d, grafpunto5,
scaling=constrained, axes=none) ;

Figura 2.10

>

VoV VWV

v

Vo v vV VOV OV VYV VY

vl:=vector([4,1]):
v2:=vector([1l,3]):
v3:=evalm(vl+v2) :

tvl := textplot([2,0.2,'v1']):

tvll := textplot([2.5:3:7,'vli*])}:

tv2 := textplot([0.2,1.5,'v2']):

tv22 := textplot([4.8,2,'v2']):

tsumal := textplot([2.1,2.3,'v2+vl‘]):
tsuma2 := textplot([2.8,1.5,'vi+v2']):

gvl:=arrow(vl, shape=arrow) :

gv2:=arrow(v2, shape=arrow) :

gv3:=arrow(v3, shape=arrow, head_width=0.3) :
gvlt:=arrow(v2,vl, shape=arrow, head_width=0.2) :

gv2t:=arrow(vl,v2, shape=arrow, head _width=0.2) :
display(gvl,gv2,gv3,gvlt,gv2t,tvl, tvll, tv2, tv22,

tsumal, tsuma2, scaling=constrained, axes=none) ;
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Figura 2.11

> wvl:=vector([(4,0]):
v2:=vector([2,2]):

W

> v3:=evalm(vl+v2):

> véd:=evalm(vl-v2):

> tO0 := textplot([-0.2,-0.2,'0']):

> tvl := textplot([2,-0.2,'v1l‘]):

> tv2 := textplot([0.6,1,'v2"']):

> tp := textplot([2.6,1,'P']):

> tdl := textplot([4.5,1.7,'dl‘'])

> td2 := textplot([3.9,0.5,%d2*]):

> gvl:=arrow(vl, shape=arrow, head_width=0.2) :

> gv2:=arrow(v2,shape=arrow, head_width=0.2) :

> gv3:=arrow(v3,shape=arrow, head_width=0.2) :

> gvéd:=arrow(v2,v4d,shape=arrow, head_width=0.2) :

> gvlt:=arrow(v2,vl, shape=arrow, head_width=0.2):

> gv2t:=arrow(vl,v2,shape=arrow, head _width=0.2) :

> grafpuntol:=display(point([0,0]),symbol=circle,

> color=blue):

> grafpunto2:=display(point([3,1]),symbol=circle,

> color=blue) :

> display(gvl,gv2,gv3,gvd,gvlt,gv2t,tO,tvl, tv2, tp, tdl,

> td2,grafpuntol,grafpunto2,axes=none, scaling=constrained) ;
Figura 2.12

> wl:=vector([3,-11):

> wv2:=vector([1l,2]):

> tO0 := textplot([-0.2,-0.2,'0']):

> twvl := textplot([1l.5,-1,'v1l‘]):

> tv2 := textplot([0.3,1.3,'v2']):

> gvl:=arrow(vl, shape=double_arrow,scaling=constrained) :

> gv2:=arrow(v2, shape=double_arrow, scaling=constrained) :

> grafpuntol:=display(point([0,0]),symbol=circle,

> color=blue) :

> display(gvl,gv2, t0, tvl, tv2, axes=none, grafpuntol,

> scaling=constrained) ;
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Figura 2.13

vV vV VY Y Y VY Y Y VYV VYV VY Y YV VYV VYV Y Y

v vV Vv vV VvV VOV WV

vl:=vector([3,-1]): v2:=vector([1l,2]):
xvl:=evalm(-1.2*v1l): yv2:=evalm(2*v2):
vi:=evalm(xvl+yv2) :

pl:=evalm(-1.7*vl): p22:=evalm(-1.2%v2):
p3:=evalm(yv2+pl): pd:=evalm(xvl+p2):
rl:=evalm(3*vl): r2:=evalm(4*v2):

tv := textplot([-1.1,2.3,'v‘]):

tvl textplot([1.5,-1,'v1']):

tv2 textplot([0.2,1.3,'v2']):

t0 := textplot([-0.2,-0.4,'0']):

txvl textplot ([-2,0.1, ‘xvl1*]):

tyv2 textplot ([-3.3,3.2,'yv2']):
gvl:=arrow(vl, shape=double_arrow,width=0.15,

1]

]

scaling=constrained) :

gv2:=arrow(v2, shape=double_arrow,width=0.15,
scaling=constrained) :

gxvl:=arrow(xvl, shape=double_arrow, width=0.15,
scaling=constrained) :

gyv2:=arrow(xvl,yv2, shape=double_arrow,
width=0.15,scaling=constrained) :
gv:=arrow (v, shape=arrow, scaling=constrained) :
grl:=arrow(pl, rl, shape=arrow, head_width=0.0001,
scaling=constrained) :

gr2:=arrow(p2, r2,shape=arrow, head_width=0.0001,
scaling=constrained) :

gr3:=arrow(p3, rl,shape=arrow, head_width=0.0001,
scaling=constrained) :
grd:=arrow(p4,r2,shape=arrow, head_width=0.0001,
scaling=constrained) :
grafpuntol:=display(point([0,0]),symbol=circle,
color=blue) :
display(gvl,gv2,gxvl,gyv2,gv,grl,gr2,gr3,gr4,
tv,tvl, tv2, t0, txvl, tyv2,grafpuntol, axes=none,
scaling=constrained) ;
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Figura. 2.14

vV oV

MoOoVY VOV VYV VY Y VY Y Y Y Y

vl:=vector([3,-1]): xvl:=evalm((1l.7)*vl):
p2:=evalm((-1.2)*vl): p3:=evalm((3.5)*vl):

v2:=vector([1,2]):
t0 := textplot([-0.2,-0.4,'0']):

tvl := textplot([1.1,-0.8,'v1l‘']):
tv2 := textplot([0.1,1.2,'v2']):
txvl := textplot([5.8,-1.2, '‘v=xvl‘']):

gvl:=arrow(vl, shape=double_arrow, scaling=constrained) :

gxvl:=arrow(xvl, shape=arrow, head_width=0.5):
grl:=arrow(p2,p3, shape=arrow, head_width=0.0001,
scaling=constrained) :

gv2:=arrow(v2, shape=double_arrow, scaling=constrained) :

grafpuntol:=display (point([0,0]),symbol=circle,
color=blue) :
grafpunto2:=display(point([5.1,-1.7]),symbol=circle,

color=blue) :
display(gvl,gv2,gxvl,grl, tO, tvl, tv2, txvl,grafpuntol,

grafpunto2, axes=none, scaling=constrained) ;

Figura 2.15

VoWV VYV YV VY Y Y Y

VoV

vl:=vector([4,1]):
tvl:=evalm(3*vl) :
v2:=vector([1,3]):

v3:=evalm(vl+v2) :
tv := textplot([5.5,4.4,'v']):

tvll 2= textplot([12.2,2.4,"Ww1l"]):
tv2 := textplot([0.2,2,'v2']):
txvl := textplot([2,0.2,'xv1‘']):

tyvZ = textplot([5.1,2.4, yv2V]):
gvl:=arrow(vl, shape=arrow) :

gv2:=arrow(v2, shape=arrow) :
gv3:=arrow(v3, shape=arrow, head_width=0.3) :
gtvl:=arrow(tvl, shape=arrow, head width=0.2):

gv2t:=arrow(vl,v2, shape=arrow, head_width=0.2) :
display(gvl,gv2,gv3,gtvl,gv2t, tv,tvll, tv2, txvl, tyv2,

axes=none, scaling=constrained);



ANEXO 1

85

Figura 2.16

>

VoV VOV YV VYV VY VY Y VYV VYV Y Y

vl:=vector([4,1]): tvl:=evalm(3*vl):

v2:=vector([1l,3]): wv3:=evalm(vl+v2):
tv := textplot([5.5,4.5,'v']):

tvll := textplot([l2.2,2.4,'v1‘']):
tv2 textplot ([0.2,;2;Yv2"]}:
txvl textplot([2,0.2,'xvl1‘]):
tyv2 textplot([5.3,2.9,; *ywWw2%]):
tEi textplot([1.3,1, pbi']):

tfi2 := textplot([5.3,1.8, 'phi‘]):
puntosl:=[ [0,0],[0.97,0.29],[0.8,0.5], [0.23,0.8]]:

angulol:=[polygonplot] (puntosl, color=cyan) :
pantoed:= (4,11,[4.97,1.29]),.[4.8,1.5], [4.23,1.8]]:

angulo2:=[polygonplot] (puntos2, color=cyan):
gvl:=arrow(vl, shape=arrow) :

gv2:=arrow(v2, shape=arrow) :

gv3:=arrow(v3, shape=arrow, head_width=0.3):
gtvl:=arrow(tvl, shape=arrow, head_width=0.2) :

gv2t:=arrow(vl,v2, shape=arrow, head_width=0.2):
display(gvl,gv2,gv3,gtvl,gv2t,tv,tvll, tv2, txvl, tyv2,

tfi,tfi2,angulol,angulo2, axes=none, scaling=constrained) ;

Figura 2.17

vV vV vV VvV

vV VYV V V V VV VYV

vl:=vector([4,1]): tvl:=evalm(3*vl):

v2:=vector([1,3]): wv3:=evalm(vl+v2):
tv = textplot([5.5,4.4,%w*]):

txvl := textplot([2,0.2,"'xv1‘']):
tyv2 := textplot([5.1,2.4,'yv2']):

tfi := textplot([3.2,1.5,'psi‘]l):
puntosl:=[ [4,11,[4.2,1.6],[3.7,1.3], [3.3,0.8141]:

angulol:=[polygonplot] (puntosl, color=cyan):
gvl:=arrow(vl, shape=arrow, head_width=0.1) :

gv2:=arrow(v2, shape=arrow, head_width=0.1) :
gv3:=arrow(v3, shape=arrow, head_width=0.1) :
gtvl:=arrow(tvl, shape=arrow, head_width=0.1) :

gv2t:=arrow(vl,v2, shape=arrow, head_width=0.1) :
display(gvl,gv3,gv2t, tv, txvl, tyv2, tfi,angulol,

axes=none, scaling=constrained) ;
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Figura 2.18
> wvl:=vector([1,0]): wv2:=vector([0,1]):
> tvl:=evalm(4*vl): tv2:=evalm(4*vl):
> tO0 := textplot([-0.2,-0.2,"0']):
> tel := textplot([1l,-0.2,'el']):
> te2 := textplot([-0.3,1,'e2']):
> gvl:=arrow(vl, shape=arrow) :
> gv2:=arrow(v2, shape=arrow) :
> gtvl:=arrow(tvl, shape=arrow) :
> gtv2:=arrow(tv2, shape=arrow) :
> grafpuntol:=display(point([0,0]),symbol=circle,
> color=blue) :
> display(gvl,gv2,gtvl,gtv2, t0, tel, te2,grafpuntol,
> axes=none, scaling=constrained);
Figura 2.19
> wvll:=vector([5,2]): wvl12:=vector([1.5,3]):
> wvl3:=evalm(vll-vl1l2):
> wvl:=vector([1l,0]): wv2:=vector([0,1]):
> tvl:=evalm(4*vl): tv2:=evalm(4*v2):
> tO0 := textplot([-0.2,-0.2,'0']):
> tel := textplot([l,-0.2,'el*]):
> te2 := textplot([-0.3,1,'e2']):
> tpl := textplot([l1.7,3.3,'P1']):
. P2 = bexeplet([5:2,2.3; "P2Y]) 3
> gvll:=arrow(vll, shape=arrow, head_width=0.2):
> gvl2:=arrow(vl2,shape=arrow, head_width=0.2):
> gvl3:=arrow(vl2,vl13, shape=arrow, head_width=0.2):
> gvl:=arrow(vl, shape=arrow, head_width=0.2) :
> gv2:=arrow(v2,shape=arrow, head width=0.2):
> gtvl:=arrow(tvl, shape=arrow, head _width=0.2):
> gtv2:=arrow(tv2,shape=arrow, head_width=0.2):
> display(gvll,gvl3,gvl2,gvl,gv2,gtvl,gtv2, tO,tel, te2,
> tpl, tp2,axes=none, scaling=constrained);
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Figura 2.20

>

vV vV OV VWV VYV VYV OV VIV

u:=vector([(-1,2]): wv:=vector([2,1]): dif:=evalm(u-v):

vl:=evalm(0.3*v): ul:=evalm(0.3*u):
tvl := textplot([-1.2,2.2,'v1']):

tv2 := textplot([2.2,1.2,'v2']):

tdif := textplot([0.6,1.9,'vl-v2']):
puntesl:=[ [0,0],[0.6,0.3],[0.3,0.88), [-0.3,0.6]]:

angulol:=[polygonplot] (puntosl, color=cyan) :
gv:=arrow(v, shape=arrow) :

gu:=arrow(u, shape=arrow) :

gdif:=arrow(v, dif, width = 0.1):

#empieza en v y lleva la direccion de dif
display(gv,gu,gdif, tvl, tv2, tdif, angulol, axes=none,
scaling=constrained) ;

Figura 2.21

>

vV V V V VYV VYV VOV VYV

u:=vector([0.5,2]): ve=vector([2,1]):
dif:=evalm(u-v):

vl:=evalm(0.3*v): ul:=evalm(0.3%*u):
tvl = textplot([1.1,0.4;*x1Y]):

Ev2 = textplot([0.1,1.2, *w2"]):z
tdif := textplot([1.5,1.7,'v2-v1']):

tfi := textplot([0.55,0.65,'phi‘']):
puntosl:=[ [0,0],[0.6,0.3],[0.15,0.6]1]:

angulol:=[polygonplot] (puntosl, color=cyan) :
gv:=arrow(v, shape=arrow) :

gu:=arrow(u, shape=arrow):

gdif:=arrow(v, dif, width = 0.1):
display(gv,gu,gdif, tvl,tv2,tfi, tdif, angulol,
axes=none, scaling=constrained) ;

Figura 2.22

>

v Vv vV VvV

vl:=vector([5,0]): v2:=vector([3,4]):

v3:=vector ([0,4]): tvl:=evalm((3/5)*vl):
tvll := textplot([4,-0.25,'v1l‘]):

tv2 := textplot([1.3,2.25; *v2'])z
ttvl := textplot([1.5,-0.25,'tvl']):
tfi := textplot([0.95,0.4,'phi‘]):
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> puntosl:=[ [0,0]1,[0.5,01,[0.45,0.25]1,[0.3,0.411]:
> angulol:=[polygonplot] (puntosl, color=cyan) :
> gvl:=arrow(vl, shape=arrow, head_width=0.25):
> gv2:=arrow(v2, shape=arrow, head_width=0.3):
> gtvl:=arrow(tvl, shape=arrow, head_width=0.3):
> gv3:=arrow(tvl,v3, shape=arrow, head_width=0.001) :
> display(gvl,gv2,gtvl,gv3,tvll,tv2,ttvl, tfi,angulol,
> axes=none, scaling=constrained);
Figura 2.23
> wvl:=vector([4,0]): v2:=vector([0.8,2]):
> hi:=vector([0,2]):
> tvl := textplot([1.8,-0.3,'v1‘']):
> tv2 := textplot([0.3,1.6,'v2']):
> th := textplot([1l,1,'h']):
> tA := textplot([2.5,1,'A']):
> puntosl:=[ [0,0],[4,0],[4.8,2],[0.8,2]1:
> poll:=[polygonplot] (puntosl, color=yellow) :
> gvl:=arrow(vl, shape=double_arrow,color=blue,width=0.1):
> gv2:=arrow(v2, shape=double_arrow, color=blue) :
> gh:=arrow([0.8,0],h, shape=double_arrow, width=0.05,
> head_width=0.05, color=red):
> display(gvl,gv2,gh,poll,tvl, tv2, th, tA,
> scaling=constrained, axes=none) ;

Figura 2.24

>

vV vV vV VYV

vV oV vV

vl:=vector([4,0]): v2:=vector([0.8,2]):
proyvlp:=vector([0,2]):

vip:=vector([0,4]):

tvl := textplot([3,-0.3,'v1‘']):

Ev2 = textplot([0.8,2.3; “\2%]) =

tvlperp := textplot([-0.6,3.8, 'viort‘]):

th := textplot([l,1,‘'h*]):

thh := textplot([-0.3,1,'h']):

puntosl:=[ [0,0],[0.8,0],[0.8,2],[0,2]11]:
poll:=[polygonplot] (puntosl, color=yellow):
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gvl:=arrow(vl, shape=double_arrow,color=blue,width=0.1) :
gv2:=arrow(v2, shape=double_arrow, color=blue) :
gproyvlp:=arrow(proyvlp, shape=double_arrow, width=0.05,
head_width=0.3, color=red):

gvlp:=arrow(vlp, shape=double_arrow,width=0.09,
head_width=0.3, color=green) :

gh:=arrow([0.8,0],h, shape=double_arrow, width=0.05,

head_width=0.05, color=red):
display(gvl,gv2,gh,gproyvlp, gvlp, tvl, tv2, tvlperp, th, thh,

poll, scaling=constrained, axes=none) ;

Figura 2.25

VoYV VY Y Y VY VY Y Y VY Y Y

vl:=vector([4,0]) :
v2:=vector([2,1.5]):

proyvlp:=vector([0,1.5]): vlp:=vector([0,4]):
tvl := textplot([2,-0.25,'v1l‘']):

tv2 = textplot([0.9,1.2, Ww2v]):
tlvorto := textplot([-0.7,4,‘'vlort*]):

th := textplot([-0.6,1.2,'h']):
puntosl:=[ [0,0],[4,0],[2,1.5]]:

poll:=[polygonplot] (puntosl, color=green) :
gvl:=arrow(vl, shape=double_arrow,color=blue,width=0.1) :

gv2:=arrow(v2, shape=double_arrow,color=blue) :
gproyvlp:=arrow(proyvlp, shape=double_arrow, width=0.12,
color=red) :

gvlp:=arrow(vlp, shape=double_arrow, width=0.09,
head_width=0.3, color=yellow):

gh:=arrow([2,0], proyvlp, width=0.1l, color=red):
display(gvl, gv2, gh, gproyvlp, gvlp,tvl, tv2, tlvorto,

th, poll, scaling=constrained, axes=none) ;
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Listado de imagenes del capitulo 3

En este anexo se incluye el cédigo de Maple usado para generar las imagenes correspondientes
al capitulo 3.

Antes de ejecutar las instrucciones correspondientes a cada imagen, es necesario cargar los
siguientes paquetes:

> with(plottools):
> # este paquete se carga para usar la funcidén point

> with(plots):

> # este paguete se carga en la memoria para hacer uso de

> # las funciones arrow, display y textplot.
Figura 3.1

> u:=vector([1l,2]): v:=vector([4,2]):

> dif:=evalm(v-u):

> tpl := textplot([l,2.3,*P1l']):

> tp2 := textplot([4:2.3,'P2*]):

> gv:=arrow(v, shape=arrow):

> gu:=arrow(u, shape=arrow):

> gdif:=arrow(u, dif, width = 0.2, color=blue):

> display(gv, gu, gdif, tpl,tp2, scaling=constrained);
Figura 3.2

> u:=vector([1l,2]): v:=vector([4,2]):

> dif:=evalm(v-u):

> tpl = textplot([0.8,2.2,"P1l*]):

> tp2 := textplot([4.2,2.2;,YP2*]):

> thdif 2= textplot([1.7,2.4,%C(P2=P1)"]):
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gv:=arrow(v, shape=arrow): gu:=arrow(u, shape=arrow) :
gdif:=arrow(u, dif, width = 0.1, color=blue):
gdif2:=arrow(u,evalm(0.4*dif),width=0.3,color=red) :
display(gv, gu, gdif, gdif2, tpl,tp2,ttdif,
scaling=constrained) ;

vV V V VvV V

Figura 3.3

u:=vector([1l,2]): v:=vector([4,2]): dif:=evalm(v-u):
pp:=evalm(0.4*dif): p:=evalm(pp+u):

pp2:=evalm(-1.5*dif): p2:=evalm(pp2+u):
tneg := textplot([-5,1.6, 'P=Pl+tv, t<0']):

tpos := textplot([6,1.6,'P=Pl+tv, t>1']):
tv:= textplot([1.5,2.5,*V*]):

txr := textplot([6,2.5, ‘r%]):

gv:=arrow(v, shape=arrow) :

gu:=arrow(u, shape=arrow) :

gp:=arrow(p, shape=arrow):

gp2:=arrow(p2, shape=arrow):

gdif:=arrow(u, evalm(0.37*dif), width = 0.3, color=red):
gdif2:=arrow([-4.5,2], evalm(3.5*dif), width = 0.1,
color=blue, head_width=0.0005, head_length=0.001):
gdifp:=arrow(u,evalm(dif*0.4),width=0.25, color=yellow) :
display(gv,gu,gp,gp2,gdif,gdif2, tneg, tpos, tv, tr,
scaling=constrained) ;
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Figura 3.4

v:=vector([1,1]): ul:=evalm(5.5*v): wvp:=([-1,1]):
otrovp:=evalm(2.5*vp): puntol:=([-1.7,0.4]):

punto2:=([0.5,2.6]): =r:=([0,1]):
tv := textplot([0.3,0.7,'v']):

tmB := textplot([0.5,-0.2,'-B']):

tA = textplot([1.3.,0.5,%A"]):

tfi := textplot([0.55,0.2,'phi‘]):

totrov := textplot([0.8,3.3;'w‘']):

tn := textplot([-2.5,2.8,'n=[A,B]']):

puntosl:={ [0,0),[0.-3415,0],[0:3,0.15);[0.23,0.24]]+
angulol:=[polygonplot] (puntosl, color=cyan):

V Vv VvV VvV
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> gv:=arrow(v, shape=double_arrow,width=0.15,color=blue) :
> gvtras:=arrow(punto2, v, shape=double_arrow,width=0.15,
> color=blue):
> gul:=arrow(puntol, ul, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005):
> gr:=arrow([1l,0],r, shape=arrow,head_width=0.0005) :
> gotrovp:=arrow(otrovp, shape=arrow) :
> display(gv, gvtras, gul, tv, tmB, tA, tfi, totrov,
> tn, gotrovp, gr, angulol, scaling=constrained) ;
Figura 3.5

> wv:=vector([1l,1]): ul:=evalm(5.5*v): wvp:=([-1,1]):
puntol:=([-1.5,-2.4]1): punto2:=([-2.5,-2.41):
punto3:=([-3.5,-2.4]) :puntod:=([-4.5,-2.4]) :
punto5:=([-0.5,-2.41): punto6:=([0.5,-2.4]):
punto7:=([1.5,-2.4]): punto8:=([2.5,-2.4]):

punto9:=([-5.5,-2.41]1):
tn := textplot([-1.2,1.2,'n']):

tr 3= textplot([4.3,:3.:3:"¥"]):

gul:=arrow(puntol, ul, shape=double_arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001, width=0.05):
gu2:=arrow(punto2, ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001) :
gul:=arrow(punto3, ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001) :
gud:=arrow(puntod, ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001):
gub:=arrow(punto5, ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001):
gub:=arrow(punto6, ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001):
gu?:=arrow(punto7, ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001) :
gu8:=arrow(punto8, ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001):
gu9:=arrow(punto9, ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001):

gvp:=arrow(vp, shape=double_arrow, color=blue,width=0.1) :

V vV V VYV VOV VY VY VY VY Y Y Y Y VY VY VY Y Y
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> display(tn,tr, gul,gu2,gu3,gud4,gu5,gub,gu’7,gu8,gu9,
> gvp, scaling=constrained);

Figura 3.6
> w:=vector([1l,1]): wvp:=([-1,1]):
> ul:=evalm(5.5*v): u2:=evalm(5.5*vp):
> otrovp:=evalm(2.5*vp) :
> puntol:=([-1.5,-2.4]): punto2:=([6.4,-2.4]):
> punto3:=([5.4,-2.4]):puntod:=([4.4,-2.4]):
> punto5:=([-0.4,-2.4]): punto6:=([0.4,-2.4]):
> punto7:=([1.4,-2.4]): punto8:=([2.4,-2.4]):
> punto9:=([3.4,-2.4]):
> tn as fextplot([-1.2; 1.42,YHAY] ) &
> tr := textplot([4.3,3.3,'x"]):
> ‘tnort := textplot{[1.15,1.28;'n._ort']):
> gv:=arrow(v, shape=double_arrow, color=blue):
> gvp:=arrow(vp, shape=double_arrow,color=blue,width=0.1) :
> gul:=arrow(puntol,ul, shape=double_arrow, color=blue,
> head_width=0.0005,head_length=0.001,width=0.05) :
> gu2:=arrow(punto2, u2, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gqgu3:=arrow(punto3, u2, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gud:=arrow(punto4, u2, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gub:=arrow(punto5, u2, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gub:=arrow(punto6, u2, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gu7:=arrow(punto7, u2, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gu8:=arrow(punto8, u2, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gu9:=arrow(punto9, u2, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> display( tn,tr,tnort,gul,gu2,gu3,gud4,gub5,gu6,gu’,
> gu8,gu9,gvp, gv, scaling=constrained);
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Figura 3.7
> wv:=vector([1l,1]): wvp:=([-1,11):
> ul:=evalm(5.5*v): puntol:=([-0.8,-1.7]):
> v2:=vector([1,0]): u2:=evalm(5.5*vp):
> punto2:=([4.8,-1.8]): otrov2:=evalm(8*v2):
> puntodeotrov2:=([-2,1.05]): wv3:=vector([1,0.5]):
> uld:=evalm(5.5*v3): punto3:=([-1,-0.4]):
> vwvd:=vector([0,1]): ud:=evalm(5.5*v4):
> punto4:=([1.95,-1.5]): v5:=vector([-1,0.5]):
> ub:=evalm(5.5*v5): punto5:=([4.7,-0.3]):
> tPO := textplot([2,1.5,'P0']):
> gv:=arrow(v, shape=arrow, color=blue):
> gpuntodeotrov2:=arrow(puntodeotrov2, otrov2, shape=arrow,
> width=0.15, color=blue, head width=0.0005,
> head_ length=0.001):
> gul:=arrow(puntol,ul, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_ length=0.001):
> gu2:=arrow(punto2,u2, shape=arrow, color=blue,

> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gu3:=arrow(punto3,u3, shape=arrow,color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001) :
> gud:=arrow(puntod,ud, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gub:=arrow(punto5,u5, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> grafpunto:=display(point([1.9455,1.05]),symbol=circle,
> color=blue):
> display(tP0,gul,gu2,gu3,gud, gu5, gpuntodeotrovz,
> grafpunto, scaling=constrained) ;
Figura 3.8
> wv:=vector([1l,1]): ul:=evalm(5.5*v):
> puntol:=([-1.5,-2.4]): punto2:=([5.4,-2.4]):
> vp:=([-1,1]1): wu2:=evalm(5.5*vp):
* EPD = textplot(l2,1.5; P0>]):
» tr2 = textplob([4:2.8;%r2"]):
> trl := textplot([5,-1.6,'rl"*]):
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> gul:=arrow(puntol,ul, shape=arrow, color=blue,
> head_width=0.0005, head_length=0.001):
> gu2:=arrow(punto2,u2, shape=arrow, color=blue,
> head width=0.0005, head_length=0.001):
> grafpunto:=display(point([1.93,1.05]),symbol=circle,
> color=blue):
> display(tP0,tr2,trl, gul, gu2, grafpunto,
> scaling=constrained) ;
Figura 3.9

>
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vi=vector([1l,1]): wpi={([-=1,1]):
ul:=evalm(5.5*v): u2:=evalm(5.5*vp):
puntol:=([-1.5,-2.4]): punto2:=([5.4,-2.4]):
v2:=vector([1,0]):

otrov2:=evalm(8*v2): puntodeotrov2:=([-2,1.05]):

r:=([0,1]):

EPO := textplot([2,1.5,'P0*]):
tr2 := textplot([4,2.8,'r2']):
trl = textplot{[5,=1.6,%l"]):
tr3 := textplot([5.2,;1.3,*xr3 Y] )=

ty0 := textplot([2.2,0.6, 'yo*]):
gpuntodeotrov?:=arrow(puntodeotrov2, otrov2,

shape=arrow, width=0.15, color=blue,head_width=0.0005,
head_length=0.001) :

gul:=arrow(puntol,ul, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001):
gu2:=arrow(punto2, u2, shape=arrow, color=blue,
head_width=0.0005, head_length=0.001):
grafpunto:=display(point([1.93,1.05]),symbol=circle,
color=blue) :

gr:=arrow([1.95,0],r, shape=arrow,head_width=0.0005) :
display(tP0,tr2,trl, tr3,ty0, gul, gu2, grafpunto,

gpuntodeotrov2, gr,scaling=constrained) ;



Conclusiones

A lo largo de esta tesis se ha visto la posibilidad de trabajar en un espacio geométrico no
necesariamente rectangular, debido a que las operaciones definidas en el espacio construido
en este trabajo se pueden realizar en cualquier sistema en el plano; sin embargo, se observé
que al trabajar en un sistema ortonormal, se facilita cualquier construccién o desarrollo de la
Geometria Analitica. También es importante senalar la relacién que existe entre los sistemas
de ecuaciones lineales y el método de eliminacién gaussiana usado para facilitar el problema
de la resolucion de este tipo de ecuaciones.

Este material muestra, ademads, algunas de las ventajas que ofrecen actualmente los sistemas
de dlgebra computacional, como una herramienta para la obtencién de soluciones a problemas
de indole matemadtica. El sistema elegido para este fin fue Maple, el cual ha mostrado ser de
gran utilidad para el manejo de diversos temas, particularmente de la Geometria Analitica,
debido a que al comparar los procedimientos necesarios para resolver algin problema en
forma algebraica y los procedimientos andlogos en Maple, se observa que la solucién se obtiene
en este sistema con un desarrollo mucho menor al método algebraico usado cominmente.

Lo anterior, sin embargo, no implica que el uso de Maple pueda sustituir los métodos
matematicos tradicionales; s6lo se pretende incluirlo como apoyo en el desarrollo de la parte
operacional de problemas de tipo matematico, lo cual implicaria un ahorro en el tiempo
empleado durante el proceso de encontrar una soluciéon a estos problemas, permitiendo al
usuario dedicar mayor atencién a la parte de este proceso que no puede ser resuelta por
medio de la computadora.

Otra gran ventaja de usar Maple es el manejo de la parte visual de los problemas analiticos;
por ejemplo, se puede graficar algin elemento matematico que se estd estudiando, de forma
facil y rdpida, haciendo uso tnicamente de las instrucciones mas elementales que se en-
cuentran en las bibliotecas correspondientes a la parte de graficacién. Al respecto, se debe
tener en mente que no se requieren conocimientos profundos de cémputo, de sistemas de
algebra computacional y tampoco de Maple, para abordar el material expuesto, el cual se
ha intentado presentar de una forma sencilla al lector.

Finalmente, cabe mencionar que esta tesis forma parte de una serie de trabajos que tienen
como objetivo impulsar el uso de este sistema como una herramienta para los fines antes
expuestos, facilitando asi el estudio de temas de tipo cientifico abordados por alumnos,
profesores, e investigadores, al incorporarse en asignaturas en las que pueda ser de utilidad.
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