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Introducción 

En este trabajo, siguiencio a J. Morales en [4] estudiaremos la clase de grupas finitos 

no abelian05 con todos sus subgrupos normales propios abelianos. Se darán caracteri

zaciones de esta clase dtstinguiendo los casos cuando los grupos tengan al menos dos 

subgrupos normales Illi\.},;males y cuando sólo tengan un subgrupo normal maximal. 

En el primer caso, esta c.!ase coincide con la clase de grupos finitos no abelianos con 

todos sus subgrupos propios abelianos y que tienen al menos dos subgrupos normales 

maximales. 

Haremos notar que si un grupo finito tiene todos sus subgru}X)S propios abelianos, 

entonces es soluble y que existen grupos finitos solubles con todos sus subgrupos nor

males propios abe1ianos con subgrupos propios no abelianos. También daremos UD 

ejemplo de un grupo finito no soluble, no simple con todos sus suhgrupos normales 

propios abelianos y que tiene subgrupos propios DO abelian06. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Definición 1.1 Sea X un conjunto. Una operación binaria sobre X es una func:Wn de 

XxXenX. 

Definición 1.2 U", grupo es un conjunto no vac(o e, con una opernci6n binaria sobre 

G, usualmente escrita como multiplicación, que soJiaface a), b) 11 e) 

a) 91(9'293) = (9192)93 con 9ll 92, 93 E e, 
b) Existe 1 E G tal que 91 = 19 = g, paro todo 9 E G, 

e) Paro toda 9 E G existe 9-1 tal que 99-1 = 9-19 = 1. 

Definición 1.3 Se dice que un grupo G es conmutativo o abeliano si ab = ba poro toda 

a,be G. Si a,b E G 11 ah = ba se dice que a yb conmutan. 

Definición 1 .4 Si G es un grupo, se dice que H es un subgrupo de. G, si H e8 un 

subconjunto de G que con la operación binaria de G rutringida a H resulta ser un 

grupo. 

Not4ci6n: Si H es un suhgrupo de un grupo e, se escribe COmQ H :5 G. 
3 
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Definición 1.5 Sea G un grupo, H :::; G. Se dice que H es un subgrupo normal de G 

si gHg-t ~ H poro todo 9 EH 11 se denota por H :9 G. 

Definición 1.6 Sea G 'un grupo, x E G 11 n E N se define xn inductivamente: 

Definición 1. 7 Sea G un grupo, X ~ G. Se define el grupo generatkl por X como el 

subgrupo de G más ~io que contiene a X 11 se denota por (X ) . 

Definición 1.8 Si G es un grupo 11 G = ({x }), paro alguna x E e, se dice que G es 

cíclico. 

Not4ci6.-" ({x} ) ~ (xi 

Definición 1.9 Sea G tm grupo. Se define el orden de G como el número de elementos 

del grupo G 11 lo denotamos como IGI. 

Definición 1.10 Sen G un grupo, x E G. El orden de x se define como el orden de 

(x) y se denota o(x). 

Definición 1.11 Si S 11 T son subconjuntos no vacíos de un grupo G, el conjunto 

{st I 8 E S, t E T} se denota como ST. 

Si T = {t} . En lugar de S {t} se escribe Sto 

Si G es un grupo, H, K:::; G , DO siempre se cumple que H K es un subgrupo de G, 

el siguiente teorema D06 da una condición necesaria y suficiente para q~e H K sea un 

subgrupo de G. 

Teorema 1.12 Setm H,K subgrupos de un grupo G. Entonces HK es un subgrupo de 

C si 1/8010 si HK = KJl, 
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Definición 1.13 Si S ~ G y t E G el conjunto St se le conoce como lo. ciase lateroI 

derech4 de S en G, ron representante t . 

Análogamente al conjunto tE se le conoce como la clase lateral izquien:l4 de S en G 

representada por t . 

Teorema 1.14 Si H :$; G, entonces Ha = Hb si Y sólo si 00-1 EH. AMlogamente, 

aH = bH si Y sólo si b-1a E H . 

Teorema 1.15 Si H :::; G, el número de clases laterales derechas de H en G coincide 

con el número de clases lat~es izquierdas de H en G. 

Definición 1.16 Si H::; e, el índice de H en G, denotado por (G: H), es el número 

de ciases laternles izquierdas (o derechas) de H en G. 

T"""""" 1 .17 (Lagmnge) Si G un grupo y H'; G, IGI ~ IG, H] IHI. Si G es fini'" 

IHI divide a IGI. 

Teorema 1.18 Si G es uro grupo finito de orden p con p un primo, G es cíclico. 

Teorema 1.19 Si N <1 G, entonces las c1aJes laterales izquierdas (derechas) de N en 

G con la operaci6n Qinaria aNbN = abN forman un grupo, denotado por G/N, de 

orden IG , H] . 

Definición 1.20 Sean G y H grupos. Una funci6n J : G - H es un homomorfismo si 

poro todo a, b E G, !(oh) ~ !(a)!(b) .Un mcnomorfismo es un Iwmom<>rfimw inyectivo 

y un isomorfim¡.o es un homomorfisrrw Inyectivo. Decimos que G es isomorfo a H y lo 

denotamos por G;! H, si exirte. un isomorfismo f: G _ H . 

Definición 1.21 Sean G, H grupos, f : G - H un homomorfismo, se defim: 

Ndcleo de!~ {aE G I !(a) = l} 

Imagen de! ~ {h E H I h ~ !(a) poro alguna a E G} 

Se denota al Ndcleo de! como ker(f) yola Imagen de! como Im(l) . 
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Teorema 1.22 f : G - H es un Iwmomorfismo de grupos f es inyectivo si y sólo si 

ker(f) ~ {I}. 

Definición 1.23 Un auf,omorfismo de un grupo G es un isomorfismo (() : G - G. Un 

subgrupo H de G es llamaJo caracteristico en G, si <p(H) = H para todo automorfismo 

de G. 

Los automorfismos d~ un grupo G con la operación composici6n de atdomorfimos 

es un grupo, denotado por Aut(G). 

Teorema 1.24 Si p es un primo, Atd(z,,) 9!!: Zv-l. 

Teorema 1.25 (Tebremas de Isomorfismo) 

1.- Si G y H son grlJpos y f : G _ H un homomorfismo con núcleo K, K es un 

sWgrujX> n<>nn<>l de O y G/K'" !mU) . 

2.-8t'.lln N y T suhgrupos de G. Si N es normal en G, N n T es normal en T y 

T/(NnT) " NT¡N 

3.-SellG un grupo, K::; H :5 G, K yH suhgrupos normales deG. EntoflCe4 H/ K 

es un sWgrujX> normal de O/K y (O/K) /(H/ K) " O/H. 

Teorema 1.26 Si G es un grupo deliro de orden n, G es isOt1Wrfo a 7.". 

Teorema 1.27 z" x z", ~ Zmn si Y sólo si (n,m) = 1. 

Teorema 1.28 Si G es un grupo finito de orden p con p un primo, G el dclico 

Definición 1.29 Sea X un conjunto, una permutación de X es una funci6n biyectiva 

deXenX. 

Definición 1.30 El conjunto de permutaciones de X con la composici6n de funciones 

forma un grupo simétri=o el cual se denota por Sx, si X tiene n elementos este grupo 

se denota por Sn. 
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Definición 1.31 Si a E S .. ti i E {1, 2,·· -,n} . entonces o: fija a i si a(i) = i ti o

mueve a i si a(i) #- i. 

D efinición 1.32 Se dice que a E S .. e~ un ciclo de tamaño r si existen 

i l , i2,' . " ir E {l , 2, ' . " n} = Jn diferentu tal que: 

1) a fija a los elementos de Jn diferentes a i t ,i2," ·,i .. , 

2) a(id = i2. a(i2) = i3,' o', a(i,._d = ir, a(i,.) = i l · 

Definición 1.33 Se día!. que a E S .. es una tnmsposici6n, si Q es un ciclo de tamaño 

2. 

Teorema 1.34 Si n 2.: 2, en~,Qnces t.QC/.o a E S .. se puede expresar como un producto 

de transposiciones. 

Definición 1.35 Una pennutaci6n a E S .. es par, si se expresa como un producto de 

un número par de tral~)8'Ícion~. 

Teorema 1.36 El8Ubconjunto de S .. que con..mte de todas llls pern1utaciones pares, es 

un StJhgrupo de 8n lllln1lldo el grupo alternante de n elementos ti es denotado por An. 

Definición 1.37 Sea G un grupo. Si a, b E G el conmutador de a ti b denot4do por 

la, b}, " la, b} - aba"'b- ' 

Definición 1.38 Sean H, K ~pos de un grupo G. Se define (H, K] como 

IH,K } - ({ Ih,k} I h E H,k E K} ) 

Definición 1.39 El S1Jbgrupo derivado de G denotado por G', u: 

G' - IG,G} 
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Teorema 1.40 Si G es un grupo N:5: G. Entonces N <J G y G/ N es abeliano si y 

solo si G/:S N. 

Teorema 1.41 Si G es un grupo abeliano finito y d es un ditlisor del orden de G , 

entonces G tiene un subgrupo de orden d. 

Teorema 1.42 Si G es un grupo abeliano, todo 8ubgrupo de G es normal. 

Teorema 1.43 Si G f!8 un grupo cíclico finito y d un divisor del orden de e, entonces 

G tiene un único subgrupo de orden d. 

Teorema 1.44 Si G es un grupo, tal que sólo tiene como subgrupos a {l} y G, G es 

cíclico de orden primo. 

Teorema 1.45 Si G es un grupo y H , K :s G finitos, se tiene que 

IHKI ~ (lHIIKI)/IHnKI· 

Teorema 1.46 Si H :$ G y [O : H] = 1'1, existe un homomorfi.mw ({J : G _ Sn con 

k",,,) ,,; H. 

Definición 1.47 Sea G un grupo, x, y E G. Se dice que x y y son conjugados en G si 

existe 9 E G tal t¡tJ-e Y = gxg-1
• 

Definición 1.48 El centro de un grupo G, denotado por Z(G), es el 8tJbgrupo 

{a E G 1 ag = 9a paro todo 9 E G}. 

Definición 1.49 Sea G un grupo, H :s G. El centrnlizador de H en G es el subgrupo 

Co(H) ~ {x E G I xh ~ hx para cada h E H}. 

Teorema 1.50 Si a E e, el número de conjugados de a en G es iguGI al índice del 

Co((a)) en G. 
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Observación. Como Gc«a» = {xEG l xa=ax} ; denotamos Cc«a» como 

CG(a). 

Definición 1.51 Sea G un grupo, H:S G. El normalizador de H en e, denotado por 

NG(H ), es d ..bgrupo 

NG (H) ~ {a E G I aHa- ' ~ H}. 

Definición 1.52 Sean H, K suhgrupos de un grupo G. H y K son conjugados en G 

si existe 9 E G tal que gHg- l = K. 

Teorema 1.53 SIX/. G un grupo y H < G finito. Entonces H tiene exactamente 

[G , NG(H) J conjugado, en G. 

Teorema. 1.54 (Cauchy) Si G un grupo finito, p un primo que divide al arden de e, 
entonces G tiene un elemento de orden p. 

Definición 1.55 Si p es un primo y G un grupa, se dice que G un p-grupo si cada 

elemento tiene orden una potencia de p. 

Definición 1.56 Sea G un grupo finito y p un divisor primo de I G I denotamos por 

I G 1" a la mayor potencia de p que divide 1 G J, esto es I G 11'= p" donde n E N es tal 

que rI' divide I G 1 pero p"+l ya no lo divide. 

Definición 1.57 Si p e" un primo, un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G, es 

un subgrupo de G de orden I G 1" . 

Teorema 1.58 (Thoremas de Sylow). Sro G un grupo finito y p un primo 

a) G tiene al menos un p- subgrupo de Sylow. 

b) Si H Y K son p-subgropos de Sylow de G, existe a E G tal que K = aRa- I , 

e) Todo p-suhgrupo de G eJta contenido en un p- suhgrupo de Sylow de G. 

d) Si r es el número de p-suhgruPOfl de Sylow de G y P es un p-subgrupo de 

Sylow de G, r= 1 (modp) yr I IGI, " másr I [G, PI. 
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Teorema 1.59 Si G es un grupo de orden 12 y G no es isomorfo a ~, entonres G 

contiene un elemento de orden 6; además, G tiene un 3-subgrupo de Sylow nonnal, lo 
que implica que G tieTl'- exadamente dos elementos de orden 3. 

Demostración: Si P ~ un 3-subgrupo de Sylow de e, entonces IPI = 3 Y por lo 

tanto P =< b >. para algún b de orden 3. Dado que [G: PI = 4, existe un homomor

fismo t/J: G _ S. cuyo núcleo K es un subgrupo de P (1.46); romo !PI = 3, entonces 

K = 1 o K = P. Si K = 1, entonces 1/1 es inyectivo y por lo tanto G es isomorfo a UD 

subgrupo de 8. de orden 12 y como el único subgrupo de orden 12 de 8. es A., entonces, 

G 9! A.t, lo que contradic.:: la hipótesis del lema. Por lo tanto K = P y P <J e, esto 

prueba que P es el úni..:::o 3-subgrupo de Sylow y esto implica que les únicos elementos 

en G de orden 3 80.11 b Y I? Ahora [e: Gc(b)] es el número de conjugados de b. Dado 

que todo conjugado de b tiene orden 3, [O: Gc(b)] :5 2 Y ICc(b)] = ti o 12; en cada 

caso, Gc(b) contiene un elemento a de orden 2 y como a coWDuta ron b, y b es de orden 

3, ah tienE". orden 6. 11 

Teorema 1.60 Si G e.<¡ un grupo no abeliano de orden 12 11 no es isomorfo a At , 

entonces G es generodo ptW dos elementos a y b que cumplen (1) d (2) 

(1) aS = t? = 1 11 bab- I = a-1 , 

(2) a' _ 1 Y ¡} _ a' - (00)'. 

Si se cumple (1) G es is()f7U)fjo al grupo c:Uhedriro ~~. 

Si se cumple (2) al grupo G se le conoce como el grupo T. 

Demostrncwn: Sea G un grupo no a.belia.no de orden 12 no isomorfo a .4... 
Sea K un 3- subgrupo de Sylow de G. Por el teorema anterior K es nOn¡lal en G, 

K es delico de orden 3, .K = (k) . 

Sea. P un 2- subgrllpo de Sylow de G, como el orden de P es 4 se tiene que P G:!! Z .. 

Ó P = {l , x , 11, X1l} • donde 105 elementos x, 11 Y Xli tienen orden 2. 



G = K P porque K P es de orden 12. 

Supongase p= {l,x , y,xy}. 
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No todo elemento de P conmuta con k, porque G no es abeliano.(Si se supone que 

x , y, xy conmutan con k, se obtiene que P e Gc(K) y K e Cc(K), esto implica que 

G = PK e Cc(K), entonCES K e Z(G). Analogamente P e 2(0) , por lo tanto 

G = KP e Z(G) y se tiene que G = Z(G} , lo cual es una contradicción). 

Supongase que x no conmuta con k , entonces XkX- l = k2 = k-l. 

Si y no conmuta con k entonces, yx conmuta con k. En efecto, yky = k- 1 por lo 

tanto se tiene que xkx = yky, y-Ixk = kyx- I , (yx)k = k(yx) . 

Sea 1 -::f:. z E P, que conmuta con k, a = zk es un elemento de orden 6; 

xax = xzkx = z(xkx) = z-lk- 1 = (Zk)-l = a-l , Se ha visto que 

Comentario: D I2 tiene un subgrupo isomorfo a 83, generado por x y k. 

Supongase, P =< x >~ Z4. 

X y k no conmutan, ya que si lo hicieran se tendría que G =< x, k > sería abeliano. 

X2 conmuta con k, pues 

Se tiene que: 

a = :il k es de orden 6, 

a3 = (x2k)3=x6k3 =X2, 

(ax)2 = axax = kx3kx3 = (kx-1)kx-1 = (x-1k-t)kx- 1 = x-1(k-tk)x- 1 = x - 2 =X2. 

Entonces G = (a, x I 0 6 = 1,03 = X2 = (ax)2) ~ T . • 

En el ejemplo 3.5 se muestra un grupo de orden 12 que cumple con la condición (2) 



Definición 1.61 Una serie normal de un gropo G, es una serie de subgrupos 

G = Gil ~ G I ~ ... 2: G r = 1, con G; ~ G paro toda. i. 

12 

Definición 1.62 Se día! que una serie nOfTnal G = Go ~ G I ?: ... ?: Gr = 1 de un 

grupo G es una serie central si , paro cada i , G./GH1 esta contenida en el centro de 

G/G.+1 · 

Definición 1.63 Un gnJ1'O G es nilpotente .si tiene una serie central. 

Teorema 1.64 Si G es un grupo finito, los siguientes enunciados son equivalentes: 

1) G es nilpotente, 

2) El normalizador de cualquier subgrupo propio H de G crece, es decir, 

H < Na(H), 

3) Todo subgrupo de Sylow de G es normal en G. 

Teorema 1.65 Si G es un p- grupo finito con p un primo, entonces G es nilpotente. 

En particular todo S1Jbgrupo maximal de G es normal en G. 

Definición 1.66 El suh!Jrupo de Frottini de un grupo G finito, denotado por t/>(G), es 

la intersección de todos los subgrupos maximales del grupo finito G. 

Definición 1.67 Un gropo G es abeliano elemental si y s610 si G 9! z,. x z,. x .. . x 7,.. 

Teorema 1.68 Si G es un p-grupo, p primo, N <l G y G/N es abeliano elemental, 

entonces ~(G) < N 

Definición 1.69 Un grupo G es simple, si los únicos subgrupos normales de G son 1 

yG. 

Teorema 1. 70 Si n ?: 2, entonces PSL(n, F) es simple, no abeliano excepto cuando 

n~2YIFI~263. 
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Definici6n 1.71 Sea G(O) = G , G(i+l) = (G(;»)' = el subgrupo conmutador de C(i) , La 

serie derivada de G es la serie: 

Definici6n 1.72 l}n grupo G es soluble, si la serie derivada de G tennina en la iden~ 

tillad. 

Teorema 1.73 Si G es un grupo nüpotente, G es soluble. 

Corolario 1.74 Si p es un número primo, todo p-grupo finito es soluble. 

Teorema 1 .75 Si G ' es Joluble y N <J G, entonces G/ N es soluble. 

Teorema 1. 76 Un grupo simple soluble tiene orden primo. 

Teorema 1.77 Si N ~ G, N 'Y G/N son solubles, entonce3 G es soluble. 

Definición 1.78 Un grupo G es supersoluble si tiene una serie normal 

G = Ao 2: Al 2: ... ?: A.. =< 1 > 

tal que .40/.40+1 eiJ cfclico paro i = 0, 1, ' . " (n - 1). 

Teorema 1.79 Si M es tm stdIgrupo normal Y cíclico de G y G/M es supersoluble, G 

es super'soluble. 

Teorema 1.80 (P. Hall) Si G es un grupo soluble y IGI = mn ron (m, n) = 1, G tiene 

un subgrupo T de orden m y si R es otro subgrupo de G de orden m, entQnce.s R y T 

son conjugados. 

Teorema 1.81 Tod" aulJgrupo m4Ximal de un grupo finito supersoluble es de índice 

primo. 
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Teorema 1.82 Sea p un número primo, si p dittitk al orden de un grupo supersoluble 

finito G, entonces G tiene al menos un subgrupo de índice p. 

Demostraci6n: Podemos suponer que IGI = p"m con p t m. 

Como G es supersoluble, G es soluble. Por el Teorema de Hall, G tiene un subgrupo 

S de orden m. Sea M un subgrupo maxim.al de G que contenga aS, como 

IGI - IG , SI ISI ,p" - IG , SI - IG , M] 1M , SI y como M es lID subgrupo maximal, 

IG, M]-p . • 

Teorema 1.83 Sen G un grupo finito supersoluble ere orden n, 11 sea m un dillisor de 

n , entonces G contiene al menos un subgrupo de orden m. 

DemostracWn: Inducción sobre el orden de G. Sea p un divisor primo de n/m, 

entonces n = mhp con h entero, es decir, p I IGI , utilizando el teorema anterior, 

tenemos que G tiene UD subgrupo M de índice P. por lo que M tiene orden mh, además 

M es supersoluble (por ser subgrupo de G que es supersoluble), de orden menor a 

lGI , entonces por hipótesis de inducción M contiene un subgrupo H de orden m, y H 

también es un subgrupo de G de orden M _ • 

Definición 1.84 Un subgrupo H de un grupo finito G es llamedo un subgropo de Hall 

si IHI 11 [G : H ] son primos relativos. 

Definición 1.85 Si H 11 K son grupos H x K, con la operación 

(h, k)(h', k') - (hh',kk') 

es un grupo, llam&:lo el producto directo de H y K . 
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Dejinici6n 1.86 Sean N 11 H grupos, sea 'P un homomor:fi.mw de H en Aut(N) . De

fmimos una operoci6n binaria en N x H como (n¡,htl(n2 , 'v.!) = (nl'P(hl}(~) , hlh,). 

N x H con la operaci6n binaria definida anten'onnente es un grupo; el elemento iden

tidad es (1,1) 11 el inverso de (n , h) es ('P(h-l)(n-1),h-1), este grupo es llamado el 

producto semi4irocto de N por H correspondiente a!.p , 11 se denota por N >:1.,. H. 

ObservaciÓn. Sean N Y H grupos. Si 'P : H - Aut(N) es el homomorfismo 

trivial, entonces N >4.,.. H es el producto directo de N y H. 

El siguiente teorema. caracteriza a los grupos de orden pq oon p y q ntlmeros primos. 

Teorema 1.87 Sean P 11 q. números primos con p > q. Se tiene que: 

(i) Si G es un gropo de orden pq, G tiene un subgrupo normal de OT'den P 11 este 

subgrupo es el único subgrupo de G de orden P, 

(ii) Si qf(p- 1) 11 G es un grupo de ordenpq, G es deliro, 

(tú) Si q I (P - 1), existe un grupo no abeliano de orden pq, 

(iu) Si q I (p - 1). G 11 G I son grupos no abelianos de orden pq, entonces G es 

uomcrfo a G, y G - (o,b I a" - b' - 1,bab-' - o',"',, l(modp) , q!1(modp)). 

Denwstmcwn: (i) Sea P un subgrupo de G tal que IPI = p. Existe un homomor

fismo <p' G ~ S[G"'1 tal que 1 ~ ker(<p) ~ P. 

Si ker('P) = (1), se tiene que pq I q! , esto implica que p I (q - 1)! y entonces 

pi (q - i) para alguna i, 1 :$ i ~ (q - 1), por lo que se concluye que P:$ q - i < q,que 

es una contradicci6n. Pur lo tanto ker(<p) = P y P ~ G. 

Si PI es un rubgrupo de G de orden p, se tiene que P Pt es un rubgrupo de G Y 

utilizando el Teorema de Lagrange, existe m E Z tal que (¡} !(IP n PII»m = pq, esto 

implica que pm = q IP nP11· 
Si Pl "" P, entonces pm = q y esto es una contradicción, por lo tanto se concluye 

que PI = P. 
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(ii) Sro P ~ (a) el único sul>grupo de amen p de e y Q ~ (b) un sul>grupo de e de 

orden q. 

Se tiene que 000-1 = ar con r'1 :: l(modp). Si r =fl(modp), entonces r es un 

elemento de orden q en z" - {O} Y se tiene que q I (P - 1) , lo que es una controdicción, 

por lo tanto r =: l (modp) y bab- 1 = ar = a, esto implica que ha = ah y 0(00) = pq. Se 

concluye que G es un grupo deliro. 

(iii) Sen Q un grupo de orden q 11 P un grupo de orden p. Como Aut(P) ~ ~l Y 

q I (P - 1), existe s6/0 un sul>grupo de Aut(P) de onJen q. Soo!; el subgrupo de Au/(P) 

de orden q, f : Q - S un i8omorjiamo, o: : S - Aut(P) la incltui6n. Se tiene que 

O' o f : Q - Aut(P) es un monomorjiamo, y se constnJye P )400! Q que es un grupo no 

abeliano de orden pq. 

(iv) Sean G 11 GI grupos fU) abelianos de orden pq, P, PI los subgrupos de orden p 

de G y GI re8POCtivamente ti Q, Ql 8tlbgrupos de orden q de G y GI respectivamente. 

Si P ~ (a), Q ~ (b), '" ~ Ii' ~ 1, bab- I ~ a' , r' '" I(modp) , r ;l1(modp), 

e ~ (a,b I '" ~ Ii' ~ I , bab-I ~ a',r' '" I(modp),r ;ll (modp)). 

Si PI ~ (a), QI ~ (/!) , a' ~ i!' ~ 1 , /!a/!-I ~ a', s' '" l (modp), • ;ll(modp), 

el ~ (a,/! I a' ~ i!' ~ 1,/!a/!-1 ~ a',.' '" l (modp),s ;ll (modp). 

Si H es el grupo multipliClltilJO de Zp; r, s E H , o{r) = o{s) = q. Como H tiene 

sólo un subgropo de ordenq, s=r, qtt; como s=:rf(modp), aro =0' , 

Se tiene que e = b' genero a Q • cac-1 = ffab-' = aro = a·, él = 1, aP = 1. 

G = (a, el aP = ¿¡ = 1, cac-I = a', Sf == l(modp) , s ;1:1 (modp» , 

el ~ (a,/! I al' ~ i!' ~ 1,/!a{3-1 ~ a',.' '" l (modp),s;l1 (modp) 

entonces, G Y GI son isomorfos. • 

ObservaciÓn. En la demostración del teorema anterior no se utilizan 108 teoremas 

de Sylow. 



Capítulo 2 

Grupos finitos solubles no abelianos 

con todos sus subgrupos normales 

propios abelianos 

En este capítulo se estudiarán los grupos finitos no abelianos con todos sus subgrupos 

normales propias abelian08 y se darán caracterizaciones de tales grupos. 

. 
2.1 Grupos finitos solubles no abelianos con todos 

sus subgrupos normales propios abelianos y con 

al menos dos subgrupos normales maximales. 

Los grupos no abelianos de orden V con p primo, son solubles,tienen todos sus subgru

pos propios abelian06 y tienen al menos dos subgrupas normales maximales. 
17 
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El siguiente teorema caracteriza a los gruJX15 finitos solubles no abelianoo con to

dos sus subgrupos normales propios abelianos con al menos dos subgrupoo normales 

maximales. 

Teorema 2.1 SetJ G un gT1J'{JO finito soluble. Las siguientes condiciones a) y b) son 

equivalentes: 

a) a.1 G no es abeliano, 

a.2 Cada subgnJpo normal propio de G es abeliano, 

a.3 G tiene al menos dos subgrupos normales maxirnales. 

b) b.l G es un Jl-grupo, 

b.f G/Z(G) es abeliano elemental de orden p' , 

b.9 ~(G) ~ Z (G). 

Demostración: a) implica. b) 

Sean M Y N suhgrupos normales m.aximales distintos de G. 

(1) G/ M n N es abeliano. 

&ta afirmación se cumple, ya que G/M y G/N son simples y solubles (por 1.75), 

por lo tanto son clcliC06 de orden primo (por 1.76) y en consecuencia son abellan06, 

lo que implica que G' e M y G' e N (por (1.40) ::::;.), por lo tanto a e M n N y 

G/M n N es abeliano (1.40 <=) 

(2) G/MnN es abeliano de ordenpq (p,q primos ). 
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Se üene que le , M] = p y le, N] = q ( p, q primos ), además 

le, M nN] = le, M IIM, M nN], 

y utilizando uno de los tooremas de isomorfismos y que M y N SOD subgrupos 

normales maximales distintos,se tiene que (M¡M n N) 9!: (MN/N) ~ G/N y por lo 

tanto 

le , M n N] = le , Mlle , N] = pq. 

(3) (1) " M n N e z(e) . 

En efecto M e Gc(MnN) ya que (MnN) e M y como M es un subgrupo normal 

de G, por &..2 se tiene que M es abeliano. Análogamente N e Gc(M n N) y por lo 

tanto e = MN e CG(M n N ), entonces M n N e z(e). 

Además se t iene que < 1 >=1- M n N ya que si M n N =< 1 >, entonces 

(G/ M n N) = G pero est.o es una contradicción , ya que por afirmación 2, G/M n N es 

abeliano y G no es abeliano por hipótesis a. l. 

(4) G/M n N es abeliano elemental de orden p2 . 

En la afirmación 2 vimCEi que G/ M n N es abeliano de orden pq COD P y q primos. 

Si q fuera diferente de p, entonces G/M n N sería cíclico y romo M n N e Z(G), G 

resultaría abeliano lo que es una oontradicción. por lo tanto p = q y G/M n N es 

de orden p2¡ como losl1nioos grupos de orden V son 1.,. x z,. y Zp2, entonces G/MnN 

es necesariamente isomorfo a 1.,. xz,. ya que de otra forma, G resultaría abeliano. 

(5) eesunp-grupo. 
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Como 1 e I~ le , M n NJ I M n N 1 y le , M n N] ~ ¡J (alinnacióo 4), basta 

probar que M n N es de orden una potencia de p. Supongamos que q 11 M n N, con q 

un primo diferente a p, como < 1 ># M n N < Z(C) (por a.firmación 3), se tiene que 

M n N = (M n N)p' x (M n N}p ; H = (M n N)p' es de fDwce una potencia de p en G 

( le, HJ ~ le, MnN]I(MnN) ,H] ), y su o,den es primo re1ativocoop, podo tanto 

es un p'-subgrupo de Hall de G. Sea K un p- subgrupo de Sylow de G. Se tiene que 

G = H K. Como H < Z( G) entonces tanto H como K son subgrupos normales propios 

de G y por consiguienteabelianos, de donde se sigue que G = HK = H x K es abeliano, 

pero por la hipotesis 8-1, G no es abeliano, por lo que tenemos una contradicción. Por 

10 tanto M n N es de orden una potencia de p y G es UD p-grupo. 

(6) MnN~Z(e) 

En efecto, ya que G es un p-grupo no abeliano entonces Z(G) #- G y por lo tanto 

le ,Z(e)J ~ p' coo.;> 2; como M n N < Z(e), sólo falta demostrar que 

Z(e) < MnN. 

Como Z(G)jM n N;i G/M n N entonces por la a.firmaci6n 4 se tiene que 

1 Z(e)/MnN I~ pó 1 Z(e)/MnN I~ 1, si 1 Z(e)/MnN I~ p, entooceo 1 Z(e) 1- p, 

y esto es una contradicción ya que < 1 > 1= Mn N. Por lo tanto se tiene que como 

p' ~ le, MnN] ~ le, z(e)JIz(e) , MnNJ 

eotoo"" le, z(e)J ~ ¡J y z(e) ~ M n N. 

(7) e/z(e) es abeliano elemental de ordeo ¡J. 

Se sigue de las afirmaciones 6 y 4. 

(8) Z(e) e ~(e). 

Como G es un p-grupo, cada subgrupo maximal de G es normal en G (1.65). Pero 

de la Afirmación 6, resulta que si M y N son subgrupos maximales direrente6 de G, 



21 

entonces M n N = Z(G) , por lo que ¡xxiemos concluir que cada subgrupo maximal de 

G contiene a Z(G), y de la definición de subgrupo de Fratinni obtenemos que 

Z(C) e ~(C). 

(9) ~(C) e Z(C) . 

Como GI Z(G) es abeliano elemental entonces se sigue de 1.68 que ~(G) e Z(G). 

(10) ~(C) ~ Z(C) . 

Esto se sigue de las afirmaciones 8 y 9 . 

Por último concluimos, a partir de las afirmaciones 5, 7 Y 10 que a) implica. b) 

b) implica a) 

De b.2 se sigue que G DO es abeli&no. Además G tiene al menos dos subgrupos 

maximales ya que de otra. forma G resultaría cíclico y por lo tanto abeliano. Siendo G 

un p-grupo, cada subgrupo maximal de G es normal (1.68), por lo tanto G tiene al 

meD06 dos subgrupos DOrmales maximales. 

Entonces, para demostrar que vale a) solo DOS resta demostrar que cada subgrupo 

normal propio de G es abeliano , pero para obtener esto, es suficiente demostrar que 

cada subgrupo maximal es abeliano. Sea M un subgrupo maximaI de Gj por b.3 se 

tiene que Z(O) = 4>(G) e M y como M es maximal [G: M] = p, entonces utilizando 

b.2, 

,; ~ [C, Z(G)[ ~ [C, M][M, Z(C)[ , 

de donde se sigue que I M/Z(G) 1= p y por lo tanto M es abeliano _ 
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2.2 Grupos finitos solubles no abelianos con todos 

sus subgrupos normales propios abelianos y con 

un único subgrupo normal maximal. 

~ es un grupo no abeliano soluble con todos sus subgrupos normales propios abelianos 

y sólo tiene un subgrupo normal maximal. 

Para dar una caractenzl\Ción de los grupa; finitos solubles no abelianos con todos sus 

subgrupos normales propios abeliana; y que tienen un solo subgrupo normal maximal, 

utilizaremos el Teorema de Maschke el cual se estudiará a continuación. 

Definición 2.2 Si G e.9 U'F\ grupo y F un rompo, una F-representaci6n de G es un 

1wmomorfismo cp: G - GL(V) donde Ves un F-espacio vectorial de dimensi6nfinita. 

Definición 2.3 Si G e.8 un grupo, F un campo, V un F-espocio vectorial de dimen· 

sión finita igual /l n .y r.p : G _ GL(V) es un homomorfismo, se dice que cp es una 

F-representación de G 30m v de grado n. 

Recordemos la siguiente definición: 

Definición 2.4 Sro F un campo, V un F-espacio vectorial y T: V _ V una trons· 

fonnacidn lineal. Si W t:S un subespac.io de V que cumple que T(W) f;; W , decimos 

que W es un subespacio tk V T -invariante. 

Definición 2.5 Se4 F un campo, G un grupo, V un F - espacio veclorial, V' una 

F - representaci6n de G sobre V. Un sube8pacio I;?-invariante de V es un subespado 

W de V tal QU' ",(g )(W) S;; W para toda 9 E G. 

Si W es un sube.!pacio ¡p-invariante de V, entonces!{J induce F-repre!entaciones 

de G en lo! espacios "JeCtoriale! W y V / W. Estas representaciones son llamadas cons

tituyenteJ de F. 



Definición 2.6 Sea G un grupo, F un campo, V un F -espacio vectorial de dimensión 

finita y rp una F -representación de G sobre V. 

1. rp es F-irreducible si O, V san los únicos subespaCa:os rp-invariantes de V, 

2. rp es F -reduc\ble si no es F - irreducible, 

3. rp es completmnente reducible si V = lIí. $ V2 $ ... $ Vn , donde cad4 V. es un 

subespacio de V, rp- invariante y F - irreducible. 

Observación. Si F es un campo y V un F-espacio vectorial de dimensión n , 

como GL(V) S!! GL(n,F) , podemos oonsiderar las F-representa.ciones de G, oomo 

homomorfismos de G en GL(n, F). 

Recordemos 106 siguieutes teoremas (1 ) y (2) de álgebra lineal. 

(1) Sea T : V _ V una transformación lineal sobre un F-espa.cio vectorial V , 

donde F es un campo,y sean fj y {3' bases ordenadas de V . Sea Q la matriz de cambio 

de coordenadas que cambia las {! - coordenadas en f3 -coordenadas.Entonces: 

(2) Sea V un F-l3Spacio vectorial. de dimensión n , y sea. T: V _ V una transfor

mación lineal. Supong8.IDOS que W es un subespacio vectorial. de V , T-invariante, de 

dimensión k. Enton~ para cada base fj de V que extienda a una base de W, ITJ,6 tiene 

la forma: 

donde A es una ma{.m de k x k , O es la matriz cero de (n - k) x k y'S es una 

matriz de k x (n - k) . 

El siguiente lema lo u.saremos en la demostración del teorema de Mascb.ke. 
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Lema 2.7 Sea F es un campo, G es un grupo !I V un F -espacio vectorW de dimensi6n 

n. Se tiene que: 

a) Una F-representaci6n lineal tp de G es ¡p-reducible si y sólQ si existe una matriz 

invertible S 

con entroda.o en F tal que S-'",(g)S ~ (O(g) «g)) '""""' O Y P 60n ronsti
O P(g) 

tuyentes de F, 

b) Una F - representcci6n lineal 'P de G es completamente reducible si y 8610 si 

existe una matnZ 

¡nvertible S ron entrodas en F t4l que S-lrp(g)S = ( <PI (g). , O ) paro teda 
O " .(g) 

9 E G, donde cada ¡Pi e& <p¡-il'T'educible. 

Demostraci6n: o) Supongase que 'P es una F-representaci6n reducible de G. 

Existe W BUbespacio propio no trivial de V ¡p-invariante. Entonces usando el teo.(2), . 

existe una. base f3 pa.:.ll. V t,al que para toda 9 E G, IIfl(g)Jp tiene la forma: 

( 

O(g) «g)) 
O P(g) 

y utilizando tea. 1, t.enem06 lo que queríamos demostrar. (La otra implicación es 

inmediata). 

b) Es inmediato de la de.6.nición de F - representaciÓD de G completamente reducible 

y de los teoremas (1) y (2) . • 

Teorema 2.8 {MC$c.'Ike} Sea G un grupo y F un campo.Si le camcterlstica de F no 

divide al orden de G, toda F - representaci6n de G es completamente reducihk. 

Demoslrnci6n: Sea. cp una F -representación de G sobre un espacio vectorial de 

dimensión n, la demostración se hará. por induc<:ión sobre n. 



Si n = 1, entonces !(J es !(J-irreducible y se cumple el teorema. Supongamos que 

n > 1. Si !(J es F -irreducible, se termina la prueba, si !(J es F -reducible, 

",(g) = (U(g) ((g» ) , para toda 9 E G. 
O {3(g) 

Como", es un homomorfismo ",(gh) = ",(g)",(h) para cada g, h E G, entonces, 

(9h») = 
iJ(gh) 

",(gh) = ",(g)",(h) = (U(g) ((g» ) (U(h) 
O {3(g) O 

= (U(9)U(h) U(g)(h) +(g)P(h) ) , 

O P(g)iJ(h) 

Por lo tanto, (gh) = U(g)(h) + (g)P(h) para g, h E G. 

(gh)P«gW')P(g) = (gh)P(h-'g-')iJ(g) 

= (gh)iJ(h-'g-'g) 

= (gh)P(h-') 

= U(g)(h)P(h-') +((g). 

(h) ) 

{3(h) 

De (gh)iJ«gh¡-')P(g) = U(g)(h)iJ(h-') + ((g) se tiene, 

L: «(gh)P((gW')iJ(g)) = L: (U(g)(h)P(h-') +(g») , 
h€G hEG 



y como L:"G (IT(g)C(h)¡1(h-') + (g)) - L:/oeG IT (g)C(h)¡1(h-') + L:"G (g) , 

(~(9h)¡1«gW')) ¡1(g) - IT(g) ( ~ (h)¡1(h-')) + IGI (g) , 

I~I (~(9h)¡1«gW')) ¡1(g) - ~~) (~(h)¡1(h-')) +(g) 

Si definUn06 M - ~ L:G(gh)¡1«gh)-') se tiene que, 

M¡1(g) - IT(g)M + (g) plUa cada 9 E G 

Sea 5 - (~ ~) , donde 1 denota la matriz identidad. Enton"", para 9 E G 

",(g)5 _ (IT(g) (g)) (1 M) _ (IT(g) n(g)M + (g) ) 
O ¡1(g) O 1 O ¡1(g) 

_ (n(g) M¡1(g)) _ 5 ( IT(g) O ) 

O ¡1(g) O l1(g) 

De ESta igualdad se obtiene que: 

O )plUagEG 
¡1(g) 
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Por hipótesis de inducción n y {3 son completamente reducibles, entonces V' es 

completamente reducible. _ 

Obeervación. El teorema de Maschke se puede enunciar también de la siguiente 

manera. 
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Teorema 2.9 Sea G un grupo finito 11 F un campo tal que la caroctertStica de F no 

divida al orden de G. Sea V un F-espacio vectorial de dimenai6n finita 11 

~ , G _ GL(Vl un Iiomom<njismo de G en el grupo linrol de V. Si W e V .. 

un subespacio propio de V ¡p- invariante, entonces existe U e V subespacio de V 

¡,p-invanante tal que V = W ES U. 

A continuación se darán dos caracterizaciones de los grupos finitos solubles no 

abelianos oon un sólo subgrupo normal maximal y todos sus subgrupos normales propios 

abelianos. 

Teorema 2.10 Si G es un grupo finito soluble, entonces la.s siguiente.! condiciones aJ, 

b) 11 e) son equivalentes: 

al a.l G no es abeliano, 

a.2 Cada subgrt¡po nOfl'll4l propio de G es abeliano, 

a.3 G tient: s610 un subgrupo nonnal maximal. 

b) b.l G u producto semidirecto de un p' - grupo abeliano M, no tritlial que 

coincide con G, con un p.grupo cíclico H (p un primo), 

6.2 H P :5 Z (G) 11 N = MHP = M x H P es el único subgrupo normal 

maximal. 

e) c.1 G es producto semidirecto de un pi - grupo abeliano M con un p-grupo 

cíclico H (p un primo) , 

c.2 Si 11. es un generador de H, 11. induce en M un automorjismo de or

den p que no deja fijo ningún elemento distinto de la identidad de M"./ U; 



28 

(i = 1, 2,- · ·, s) con IMI =p~lp~ ... y" Y M". es la Pi oomponenteprimaria de 

M. 

Demo8trnci6n: a) implica b): 

Sea. N e1l1nico subgrupo Dormal maximal de G I entonces: 

(1) [O, N] = p, con p un primo. 

(2) O/O'es un p - grupo. 

La a.firmaciÓn (~), se cumple ya que, G/C' es abeliano (1.40). si existiera. un primo 

q tal que, q divide al orden de G/G', entonces G/G' tiene un subgrupo normal (1.42) , 

T/O'de indice q (porque como q/ 1 O/ C' 1, entooces existe k E Z tal que 1 O/O' 1= qk, 

entonces por 1.41 , G/ C' tiene un subgrupo TIC', de orden k, y por lo ta.nto 

[O/C" T/O'] = q). 

Abora como (TjC') <l (G/C ), utilizando el teorema de oorrespondencia obtenemos 

que T <l G Y tG : TI = q, por lo tanto T es non:na1 ma.xima.J. en G y por lo tanto T = N 

(Por hipótesis a.3),10 cual implica que P = q. 

(3) De la definición de ¡I - subgnJpo de Hall, e' es un ¡I-subgrupo de Hall de 

O (y por lo tanto, siendo normal es el1lnico ¡I-subgrupo de lIalJ de O, (1.80)). &te 

resultado se cumple ya. que, por ser G' característico en G, entonces G' <J G Y utilizando 

la hipótesis 8..2) , obtenemos que G' es abeliano. 

(3. 1) G' tiene un solo p- subgrupo de Hall M, el cuál es caracteristico en 0'. 

G' tiene un solo JI -subgrupo de Hall, ya que por ser G' abeliano, M es normal en 

G' (1.80) . Tenemos que si m E M Y el ord(m) = t,entooce;; p no divide a t. Sea 

tp E Aut(O'), como 

1 = ",(1) = ",(m') = (",(m»' , 
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el orden de rp(m) es t, por 10 tanto P nodivide al orden de rp(m) y se tiene que tp(m) 

pertenece 8. M.o 
Como M es caracterfstico en G' y G' es característico en e, entonces M es caracte

rfsticoen G, de esto se sigue que M es normal en G. CornaC/G' y G/1M sonp-grupos, 

se tiene que G/M es un p-grupo y por 10 tanto M es un p-subgrupo de Hall de G 

además, G/M es un p-grupo con UD único subgrupo maximal, pues de lo contrario, G 

tendría al menos d06 subgrupos normales maximales lo que contradice la. hipótesis a..3, 

por lo tanto G/M es cíclico y G' e M ; pero M e G' por 10 tanto (JI = M y G' es el 

único rI-subgrupo de Hall de G. 

(4) G = G'H,donde H es un p - subgrupo de Sylow de G. 

(5) H "" un p - gro"" cJclico. 

En efecto, como GjC' es cfc1ico(ya que G/M es cíclico) y utilizando un teorema de 

isomodismo y (4) 

G/G' ~ «G'H)/G') '" (H/G' n H) ~ H , 

por lo tanto b.l se cumple. 

(6) lf" < Z(G). 

En efecto, como H =< h > con h E H , lP' centraliza aH, además como [G : NI = P 

(1), entonces Hl' < Nycomo G' < N (ya que N es el único subgrupo normal maximal), 

entonces H" centraliza a G' ya que N es abeliano y como G = G' H , entonces lP 

~aliza. G, esto "" lf" < Z(G). 

(7) N ~ G'lf" ~ G' x lf". 
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En efecto, como G' y H" son normales en e, entonCf:'8 G'H" es normal en e, y 

utilizando (4) obtenemas: 

I Gil G'B I IG'BI IG'IIBI IBI lB I 
G' B' = G' B' = IG' B'I = IG'IIB'I = IB'I = B' ' 

y como H es cíclico, I :, I = p, por lo tanto IG : e IfPJ = p, como GIH' < N Y se 

cumple (1) , entonces N = G' H1' = G' X 1P. Con lo que demostramos que a) implica 

b) .• 

b) implica a), 

De b.l se sigue que G DO es abeliano. Sea R normal en e, se tiene que 

R < N = M x H1' ya. que N es elónioo subgrupo normal maximal y como N = M x 1fP 

es abeliano, entonces R es abelian~ 

a) implica e): 

Como a) implica b.l), y b.l) enuncia exactamente 10 mismo que c.l), se tiene que 

a) implica c.l) . Por lo tanto solo basta verificar que a) implica c.2). 

Sea. 11. UD generador de H . Entonces en virtud de que [G : NI = p se tiene que 

H1' e N y ya. que N es abelliano y M e N, h' induce la identidad en M, por lo tanto 

h indoce en M un automorfismo de orden p. 

Sea Mp¡ la Pi-componente primaria de M. Como M", es característico en M y 

Mp; / Me: característico en Mp¡ y en M, se tiene que 11. deja invariante a Mp;, y a ~', 

por lo tanto h induce UD automorflsmo en MPi/MC:. Sólo basta demostrar que h no deja 

fijo ningún elemento düerente de la. identidad de M,../ M:;, supongamos que h deja fijo 

a bM:: con b E Mpi - M::, hbh-1Aq: = bM:: de donde se sigue que b-1hM-1 E M:: 

. Como h deja lijo en el p; grupo &beli&no elemental M~/M::, al BUbgrupo (bAP,;) 
Y Pi no divide a. p, se tiene en virtud del Teorema de Mascbke que h deja. fijo a. un 

complemento TjM:: de (bM;:) en MJ>jj~, lo que implica que T es normalizado por 
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(h) ~ H. 

L = MPJ. x o •• X Mp;_, X T X MJI(+ , X .•. x Mp. 

es normalizado por K y K = LB es un 8Ubgrupo de índice Pi. en G, por lo tanto K es 

un subgrupo maximal de G. 

Comob- 1hbh-1 E ~; e T , se tiene que b-1hb E Th, lo que implica que b normaliza. 

a K y comob f/. K se tiene que K e No (H) = e, ya que K es maximal y K:j: Nc(H) , 

por lo tanto, K es un subgrupo normal maximal de G donde (G : K} = Pó , con Po '" p. 

Esto contradice la hipóte3is de que G sólo tiene un subgrupo normal maxima! , de 

esto podemos concluir que h no deja fijo ningún elemento difErente de la identidad de 

Mp¡ /M:; , lo C1ULl prueba. c.2) . 

e) implica a) : 

Como M es abeliano, entonces M es soluble, además G/ M es soluble ya que 

G/ M ~ (MH/M) '" (H /M nH) ~ H y H es soluble (1.74). 

Dado que G/M Y M son solubles ,entonces G es soluble (1.77). 

Afumaci6n. IP' centraliza a M. 

Demostración. GG(M) = {g E G I gm = mg, para todam E M}, como h induce 

en M UD automorfismo, llamemoslo J. de orden p y ¡(m) = hmh-1, donde m E M , 

entonces p(m) = hPmh-P = m y por lo tanto hPm = mhP, para toda m E M, lo cuál 

u.plica que 1fP e e.(M), es decir 1fP < Z(M) .O 

Como se cumple 1& afirmación anterior, entonces HP <1 G = MH, Y por lo tanto 

N = M JlP = M X H" es un subgrupo nor:ma.l abeliano de G (N es abelia.no porque HP 

es delico y por lo tanto abelia.no, además M es abeliano por hipótesis). N es maxlmal 

en G, ya que IG/ NI ~ I(MH)/ (MH') I ~ (lMI IHI) / (IMI I1fP1) ~ p. Si demostramoo 

que N es el único subgrupo normal maximal de G, se tendrá que cada subgrupo nor:ma.l 

propio de G es abeliano. 
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Supongamos que G tiene un subgrupo normal maximal de G, S =F N. Como G es 

soluble y S es soluble, entonce6 G/ S es soluble, además G/ S es simple, de esto se sigue 

IG : SJ es UD primo. Si l(~: S] = p, entonces S contiene a tod06108 p-elementos de 

e , entonCES M e S , de RQW que SIM :s G/ M y por 10 tanto, utilizando el teorema 

de Lagrange, (G/M , S/M] - (G , SI - p; pero como G/M'" H es delico, G/M sólo 

tiene un subgrupo d·~ lndi~ p (1.43). Y como 

(G/M , N/M] - (G, N] - (G , MB'] - (MH, MB'] - (MH) / (MH")I- (H/ H"I - p, 

se tiene que 8/M = N/M Y N = S, contradiciendo la hipóU!sis, por lo tanto 

(G, SI -" con,,;'p. 

Como S es normal en G y GIS es de orden Pi> S contiene todos los subgrupos de 

Sylow de G con excepción de MI'< ; además se tiene Que [MJ>i : (M", n S)] = Pi ya que 

utilizando uno de la¡ teoremas de isomorfismo G/S - (M~S)/S '" M~/(M~ n S) y 

por lo tanto Al&: e Mp; n S ya que Mp) (M,.. n S) es deliro de orden Pi. Como H < S 

(porque como H es unp-grupo cíclico, H es parte de algún grupo de Sylow, diferente 

de MPi ' ya que p -=F Po Y S contiene a todcsloo subgrupos de Sy low de G con excepción 

de M",), h E S (H = < h » y ya que S es normal en e, entonces (M""h) e S (porque 

si r E (M",.,h1. r = mhm-1h- 1, para alguna m E Mp;" &hora como S <J G Y h E S, 

mhm-1 E S , por lo tanto r E S ). observemos que M,.. car M, esto debido a que la. 

imagen de un subgrupo de Sylow, K bajo cualquier automorfismo, es un 8ubgrupo de 

Sylow cuyo orden coincide con el orden de K , ahora como M,.. CM M <l e, se tiene 

que M,.. es normal en e, entonces [M,.. ,hJ e (M", n S )_ Si M,.. es cíclico se tiene 

[M~, w,:]-p, y como (M~, (M~nS))-,,;y 

[M~, M~]- (M~, (M",n S)] [(M",nS) , M~] , " tiene que (M",nS) e w,: , pero 

M~ e (M,.. n S), ent.ooCE6 MC: = (M,.. n S) y por lo tanto [Mp<. h] e M:: _ 

h induce el automorfismo J, en M,.. j M::, el cual se define de la siguiente manera, 
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sea m E M~, f(m~} = hmh-lM~, este automorfismo esta bien definido, ya que 

hmh-1M:: E Mp,/M:¡ (M", <lG) Y si consideramos mM::, miMe: E M",/M&: tales que 

mm-1 E ~. entont:.e6 hmh- lhmílh-l = hmmílh-l E MC;, ya que M";.;carMp; <J C, 

lo que implica que ¡ (mM:;) = f(mtM:;). Como IMp; ,h] e MC: y m E Mp;. entonces 

mhm- 1h-1 E M'" por lo tanto mM'" = hmh-1M"¡ = f(mMP¡) es decir h induce el 
"" Pi p; Pi ' , 

automorfismo idéntico en M",JM&:, lo que es UD absurdo. 

Si M", no es cíclioo, (Mp; nS)jM:; es un Pi- grupo abeliano elemental, además oomo 

MI'< <1 G y S <J G, entonces (M,¡nS) <J G y utilizando el teorema de la correspondencia 

((M~ nS)/M::) <l (G/M::), abo," como 

hmh-1M:: = hM::mM::h-1M:: E (Mp;nS)jM:: (porque«M",nS)/M::) <l (G/M;:» 

entonces (MJIi n S)/~· es dejado invariante por el automorfismo inducido por h. Por 

lo tanto h deja invariante un subgrupo propio del grupo abeliano elemental Mp¡/M::. 

Si tp: H -+ Aut(M",/M::) ese1 homomorfismo tal que cp(h)(xM:n = (h-l%h)M~I, 

como MpJ Me: es abeliano elemental, M",j u:: es un ~ -espacio vectorial, y ya que 

GL(M"JM&:) - Aut(M,,'/M&:), y 'I'(h')((M~nS)/M::) e (M.nS)/M&:, entonCES po, 

el teorema de Maschke (comop, IIHIl, existe un complementoT/M&: de (M",nS)/M:: 

en M.IM&: tal que 'i'(h)(T/M;.' ) e T/M&: por lo tanto, IT, h] e T, pero 

IT,h] e IM~,h] e M~ nS y podo tanto IT,h] e Tn (M. nS) - M::. 

SeatE T,oomo [T, h] e MC.I,entonoestht-1h-1 E M:: y por lo tanto 

t~ = hth-1 M:: = f(tu::), es decir, h induce el automorfismo idéntico en T/M;:. 10 

que es un absurdo, ya que por hipótesis tenemos que h no deja fijo ningún elemento 

=F 1 de M,../Aq;, por lo tanto G tiene sólo un subgrupo normal m.a.ximal . • 

El siguiente corolario da una caracterización de 106 grupos solubles no abeli.a.n06 con 

todos sus 8Ubgrupoe normales propios cíclicos y con sólo un subgrupo normal maximal. 

Corolario 2.11 Sea G un grupo finito 801uble. 1& siguientes condiciones son equiva· 
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a) a.l G no es abeliano, 

a.2 Todo BUbgropo normal prop1o de G es cíclico, 

a.3 G tiene sólo un subgrupo normal maximal. 

b) b.1 G es producto semidirecto de un ¡I-grupo cíclico M ron un p-grupo cíclico 

H (p, primo), 

b.2 Si h es un generador de H, h induce en M un automorfismo de orden p que 

no ckjafijo a ningún elemento::F 1 de M".JM;: (i = 1,2," ' , s) donde IMI = p~l~ ... Jf.' 
Y MI'< es la Pi -componente primaria de M. 

Demostrncwn: Que b) implica a) : .es inmediato de la demostración del teorema 

anterior.( e) implica a» yen virtud del enunciado del teorema anterior se obtiene que 

a) implica b) .• 

Corolario 2.12 Sea G un gropo finito soluble no abeliano tal que todo BUbgropo nonnal 

propio G es cíclico y G tiene 8010 un 81.Ibgrupo normal maximal, si 

IGI = p~'P2"'2 ... JI;0 ronPI > P2 > ... > P. (Pi - primo), él único subgropo normal ma.ximal 

N de G es de ordenprlP2"'2 ... Jf:o-l. 

Demostrnci6n: G es super80luble ya que G/N es de orden primo y N es delico 

(1.79). Dadc que un grupo superso1ub1e tiene subgru1'O' eJe tcd<>s los orc1en<s posibla(l.S9), 

entonces G tiene un subgropo R de índice P. en G JI como P. es el menor de los pri

mos que dividen a IGI, R .. norma/ en G (cfr. (SI, XI . 12.5, pdg. 190) Y ya que 

IG , RI - P. cntoncu R es el únice subgrupo norma/ maxim4l de G, esto es R _ N . 

Utilizando el teorema de Lagrnnge, se concluye que INI = pf'P2"'2 ... V:--1 • • 

Observación. Si en el corolario anterior sólo se pide que todo subgrupo nonnal 

sea abeliano (no nec:ewiamente deliro), entonces no es IlE!CEfl&riamente cierto que si 



IGI = pf'p'22 
•• . ¡p,' con PI. > 1>2 > ... > p" el único subgrupo normal maximal N de G €S 

de orden pflp'22 ... p:,-I. 

Ejemplo 2.13 At tiene todos sus subgrupos nonnales abelianos IAtI = 3.22 Y el único 

subgrupo normal mnximai es de orden 4. 

Sin embargo si sólo I'e pide que todo subgrupo normal propio de G sea a.beliano, 

pero se impone la condición de que el grupo G sea. supersoluble, entonces también es 

cierto que si IGI = pf'lJ"'?···Jf:' con PI> 1>2 > ... > P. (p¡-primo), el único subgrupo 

normal ma.ximal N de G es de orden pf'pr ... 11':,-1. 





Capítulo 3 

G r upos finitos no abelianos con 

todos sus subgrupos normales 

propios abelianos 

En esta sección se darán ejemplos de Grupos finitos DO abelianos oon todos sus subgru

pos normaJ.es propios abelianos, con alglln subgrupo no abeliano de donde concluimos 

que la. clase de los grupos DO abelianos coo todos sus subgrupos normales propios 

abelianos, contiene propiamente a la clase de loe grupos no a.belianos con todos sus 

subgrupos propios abelian06. 

37 
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3.1 Ejemplos de grupos solubles no abelianos tal 

que todo subgrupo normal propio es abeliano,con 

algún subgrupo no abeliano 

Ejemplo 3.1 8ron H 11 M grupos de orden 2 11 15 respectivamente. 

H = (h), M= (o,bl a3 = 1,tI = l,bab- I =a) . 

C0naWere3. ,,(h) , M ~ M homomorfismo tal que ,,(h)(a) ~ a' y ,,(h)(b) - b'. 

¡,p(h) es un automorfismo. Solo es necesario probar que ¡p(h) e.! inyedivo: 

Supongas. que ,,(h)(a;¡,i) - 1, 1 " i " 3,1 " j " 5 

haibih-1 = ha'h-1hbih- 1 = a2ib4; = 1, entonces o"b"i = 1, 312i 11 514j , por lo 

tanto 31 i 115 I j , entonces a;bi = 1. 

Sea '" ' H ~ Aut(M) d homomorfismo que extiende a ". 

HQremrJ& ver que G = M )4~H es un grupo no abeliano con todos sus 8'Ubgrupos 

nonnale8 propios abeliono.s 11 con un 8Ubgrupo no abeliano. 

Como 1/1 e8 no trivial G no es abeliano. 

M es un 2'-gropo abeliano, H es un 2-grupo delioo. 

h induce en M un automorfismo de orden 2 : 

(0")2 = h2ah-2 = a ; (lI')2 = h2bh-2 = b. 

El automorfiamo inducido por h en M no deja fijo a ningún elemento diferente de 

la identidad en (a) 11 (b) , ya que si (a i )h = a; . se tiene que a' = ha'h- I = a2i • entonces 

aí = 1. Analogamente sibi = (bi)", paro alguna O ~j ~ 4,bi =Wh-1 =b"i, entonces 

64.;-; = 1, e8 decirtrj = 1, por lo tanto 513j, 5 jj 11 i = O. 

Del teorema 2.10 tenemo.. que G es un grupo soluble no abeliano UJl que todo sub

grupo nOfT1llJ1 propio de G es abeliano JI G tiene solamente un ruhgropo maximal. 
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Como a3 = 1, h2 = 1, hah- 1 = a2 = a- 1 , (a , h ) ~ S3 , es un subgropo no abeliano de 

G. 

Ejemplo 3.2 Sean H, K , L grupos de orden PI ,P:¡ , q rupectivamente, con PhP:! y q 

primo, diferente.!, '" " I (modq) y p," I (modq). 

S"" H ~ (a), K~ (b) , L~ (e) . 

G~,,,, , L - Aut(H xK) el ~ tal """",(e)((a"l>')) ~ (a" , I>"), 

i , j e Z 

r' = l modp¡ , 1 < r:S PI - 1; r =t: l (modp¡), 

8' _ l modP2. 1 <":s P2 - 1; r =t:l (modp,l 

A continuaci6n se detrlO8tront que ¡p(c) es un automorfismo. 

",(e)" un ~ porque, 

r,o(c)(a' , b")(a" ,b"» = ¡p(c)«ai+U,bi+tl)) = (a(i+u)to,bU:)') = (a",·ur, tI·+t>·) 

~ (a"" , 1>" )(a" ,b") ~ ",(e)((a' , I>'))",(e)((a' ,b')). 

",(e) es inyectioo: 

SUporIgamo, """ ",(e)((a',I>')) ~ (1,1) , como 

",(e )((a',I>')) ~ (a"",I>") ~ (1, 1), en!<>n=a" ~ 1, 1>" ~ 1, uta impÜC4 """'" I ir y 

p, I j8. 

CQfflQ 1 $ r $ PI - 1, entonces PI. 1 i fI como O $ i $ PI - 1, entonces i = O. 

Análogamente j = O Y podemos concluir que (aí
, bi) = el , 1). 

Como tp(c) es inyectioo 11 H x K es finito , entonces r,o(c) es sobre. 

Haret1UJs ver que G = (H x K) )4<pL es un grupo no abeliano con todos 8U8 subgrupos 

nonnales propios abelionos y con un subgrupo no abeliano. 

Como t.p no es trivial, G es no abeliano. 

H x K es un q - grupo abeliano, L es un q-grupo ceclico. 



El generador de L induce en H x K un automorfi.tmo de orden q : 

I'(c)(."¡';)) ~ (."Y·) 
,,'(c)(.',¡';)) ~ l'(c)(."Y·) ~ (."' ,¡,;.,) 

1"(c)«.'Y)) ~ I"- ' (c)(.",¡';·) ~ ( .... Y··) 
~ (.", l)'(l,b")i ~ (.,l)'(l,b)' ~ (.',¡';). 

Se concluye que I.p(c) es un automcrfismo de orden q. 

I.p( e) no deja fijo a ningún elemento de H Y K distinto de la identidad: 

Supong ... que I'(c)(.', 1)) ~ (.', 1), 0< i ~ (p, -1) 

(a ir
, 1) = (ai

, 1), entonces air == ai
, de aquí que air

-
o = 1 Y se tiene que PI. 1 (ir - i), 

PlI i(r - 1), PlI i , lo que Unplim que i ~ O y (."1) ~ (1,1). 

Analogamente I.p(c) no deja fijo a ningún elemento de K distinto de la identidad. 

Utilizando 2.10, tenemos que todo subgrupo normal propio de e es a.beliano 11 e 
tiene solamente un subgrupo normal maximaL 

Como H car H x K <1 e, entonces H <1 G y HL es un subgrupo de G no a.belicno. 

Ejemplo S.3 Si H, K son grupos deliros, IHI =,r , IKJ = q, p y q primos, 

p' '" 1 (modq), q I (P - 1). 

Existe r tal que 

r' '" l(modp'), 1 < r ~ p' - 1 Y q!l(modp'). 

p { r ya que si P J r, entoncu p'l I r'I, e.no implica. que ¡? J r" Y se tiene que 

r' '" O(modP'). H ~< • >, K ~< b > y I'(b) , H - H , el hom=wrfUmo tal que 

I'(b)(.) ~ .', donde 

I'(b) ... un .utomcrfismo de H . 

S610 es necesario probar que I.p(b) es inye.ctivo: 
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Si ~(b)(ai) = 1, entonces ai
," = 1 Y se tiene que r? I ir , como p t r, entonces r? I i , 

por lo tanto ai = 1 

Sru '1" K - Aut(H) el homomcrfismo W que 'I'(b)(ai ) - a,j. 

e = H )4<p K u un gr¡JPO no abeliano de orden ¡?q . 

Como rp'(b)(a) = arq = a se tiene que 1p(b) es un automorfismo de orden q. 

rp(b) no deja fijo ningún elemento de HI HP distinto de la identidad ya que si se 

supone que ¡p{b) deja fijo al elemento a' JlP E H / 1f1' entonces 

Como al HP = are HP, a,rt-t E lf1', lo que implica que a,,"-t = a jp, tr - t == jp 

(mal"'), tr - t " jp (modp), tr - t " O (modp) entonces, p I t(r - 1) Y P I t . Se 

concluye que al E Jl1'. 

Aplicando el teorema 2.10 podemos concluir que G es un grupo no abeliano que 

solo tiene un subgrupo normal maximal y todos sus subgrupos normales propios son 

abelianos. 

Ejemplo 3.4 Si al ejemplo anterior le pedimos además que r ~l(modp), entonces G 

tiene un ~po no abeliano. 

HP K es un subgrupo no abeliano de G. 

Como HP car H <1 e, entonces HP <l G Y por lo tanto HP K es un subgropO~ de G, 

además Jl1' K no es abeliano ya que si HP K fuera abeliano se tendría que: 

aP =baPb-1 =arJI , entonce.9ar¡:>-p= 1 yporlotanto¡? I (rp-p) deaqu!quep I (r-l), 

lo que es una controdicci6n ya que p f (r - 1) O 

Si p = 3, q = 2 y r = 8, se cumplen las condiciones impuestas en los ejemplos 3.3 

y 9·4· 



3.2 Ejemplo de un grupo no soluble tal que todo 

subgrupo normal propio es abeliano,con algún 

subgrupo no abeliano 

En esta sección se dará un ejemplo de un grupo no soluble, no simple tal que todo 

subgrupo normal propio es abeliano y tiene un subgrupo no abeliano. 

Ejemplo 3.5 El grupo SL(2,7) no es soluble, tiene todos sus subgrupos normales pro

píos abelianos y tiene un subgrupo no abeliano. 

SeIl G ~ SL(2,7), como PSL(2, 7) ~ SL(2, 7)/Z(SL(2, 7)) .. simpk no obeliano, 

entonces SL(2, 7) no ea soluble, ya que si SL(2, 7) fuero soluble $e tendría que. PSL(2, 7) 

seria soluble, lo cual es una controdicción, ya que to4o grupo simple soluble tiene orden 

primo y PSL(2, 7) no es abeliano. 

Tod<> subgropo normal propio de SL(2, 7) es abeliano, ya que paro probar que PSL(n, F), 

con n2: 2 es limpie, excepto cuando n = 2 Y IFI = 2 d IFI = 3, Be h4a. ver que. si 

N <l SL(2,7) entonce.o N S; Z(SL(2,7)) y como Z(SL(2, 7)) " obelo,ono, en"""", ,e 

tiene que. N es abeliano. 

Probaremos que. SL{2, 7) tiene un subgrupo no abe.Uano. 

SeIln A ~ (~ ~), B ~ (: ~) E 8L(2,7) 

Se afirma que: 

A4 = 1,B3 = I ,ABA-l = B'l,A2B = BA2 

En efecto: 
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Como A' - (: :) E Z (SL(2, 7)), .. tiene que A' conmuta con B. 

Si H = (A) ,K = (B), se tiene que HK = KH, por lo tanto S = KH u un 

subgrupo de SL(2,7) de 01'den 12 Y como AB = B~ A , S es no abeliano. 

Observaciones. Si M -::f:. 1 es un subgrupo propio de S, M es de orden 2, 3, 4 Ó 6. 

(A) = H es de orden 4, H 2 = (Al!) es de orden 2, K = (8) es de orden 3, 

(BA2) = KJI'l es de orden 6. 

Como H es UD 2-subgrupo de Sylow de S y todos los 2-subgrupos de Sylow soo 

conjugados, entonces todos los subgrupoe de S de orden 4 son isomorfos a H. 

Como Al! E Z(S) es de orden 2, entonces A2 es el t1nico elemento de orden 2 ya que 

de otra forma se tendría. un subgrupo de S de orden 4 no isomorfo a H. 

Si S tuviera UD subgrupo de orden 6 no isomorfo a {BAl! } ~ Ze, se tendría que en S 

existiría UD elemento de orden 2 que no estaría en el centro de S , lo que es un absurdo. 

Por lo tanto S no tiene subgrupos isomorfa; a Ss. 

Hemos probado que si 1 ~ M ~ S, M es cíclico, es decir S es un grupo no abeliano 

con todos sus subgrupos cíclicos y por consiguiente abelian08. 

S no es isomorfo a A. porque S tiene elementos de orden 6. 



S DO es isomorfo a D I '1. porque S tiene elementos de orden 4, por 10 tanto S es 

isomorfo al grupo T. 

T~ (a,~ I a'~ l,p' ~a3 ~ (a~)' ) 

Si a = A2B y b = A , mostraremos que S = (a,b 1 a6 = 1, l? = a3 = (00)2). 

a6 = (A~B)(I = Al~,B6 = J. J = J , 

a3 = (A~B)3 = A6IJ3 = A~ = l? , 

(00)' ~ (00)(00) ~ (A'BA)(A'BA) ~ BA'BA' ~ (BA-')(BA-'), 

Como ABA- t = B-l , se tiene que: 

(BA- ')(BA-') ~ (A- 'B-')(BA-') ~ A-' ~ A'A' ~ A' ~ A' ~ /l. 

Hemos probado que a6 = 1, a3 = l?, (00)2 = l? 

(a,b) S;;; S, (a) ~ (a,b) , ya que b es de orden 4, por lo tanto (a,b) = S y 

s ~ (', b I .' ~ l , b' ~.' ~ (oo)') . 

En virtud de los ejemplos anteriores se tiene que la. clase de los grupos finitos no 

abelianos con todos sus subgrupoe propios abelian06, esta contenida. propiamente en la. 

cIase de los grupos finitos, no simples, no abeli8l106 con todos sus subgrupoe normales 

propios abelia.noe. 

En lo que sigue baremos ver que la ciase de los grupos finitos no a.belianos con todos 

sus subgrupos propios a.belianos, esta contenida propiamente en la clase de los grupos 

finitos , solubles no abelianos con todos sus subgrupos normala¡ propios abelianos. 

El siguiente lema. lo usaremos para hac:et ver que si G es un grupo finito no abeliano 

con todos sus subgrupoe propios abeli8.D06, entonces G es soluble. 



Lema 3.6 Si G es un grupo finito de orden mayor a 1, con todos sus subgrupos propios 

abelianos, entonces existe un subgrupo normal A de G con [G : AJ un primo. 

Demostración: Si el lema fuera falso, existe al menos un grupo G diferente de la 

identidad tal que todo subgrupo propio de G es abeliano y G no tiene un subgrupo 

normal de índice un primo. De e3tos grupos, consideramos un grupo, de orden minimo. 

Este grupo G tiene las siguientes propiedades: 

a) G,. 1. 

b) 1bdo subgrupo propio de G es abeliano. 

e) No existe un subgrupo normal de índice primo en G . 

d) Si X es un grupo con 1 < IXI < IGI y si todo subgrupo propio de X es abeliano, 

entonces X posee un subgrupo normal de índice primo. 

Suponemos que existe N <1 G oon 1 e N e G. Entonces 1 < [G : Nj < JGI. 1bdo 

subgrupo propio de G/N tiene la forma S/N con S un subgrupo propio de e, s es un 

subgrupo abeliano de G (Por b», por lo que S/N es también UD grupo abelia.no. 

Como 1 < [G , N} < IGI, y todo subgrupo propio de G/N", abeliano, utilizando d) 

tenemos que G/ N tiene un subgrupo normal de índice un primo p , este grupo normal 

tiene la forma W/N con W normal en G, además utilizando uno de los teoremas de 

iaomorfismo (G , W} = (G/N, W/N} = p, lo cual contradice e), por lo tanto DO existen 

subgrupos normales propios de G, es decir, 

(1) G es simple. 

Si G fuera abeliano, todo subgrupo de G debe ser UD subgrupo normal, y por (1) e 
no debe tener subgrupos normales propios, entonces, IGI = [e: 1] debe ser UD primo, 

lo que contradice e), esta oontradicción prueba que: 

(2) G no es abeliano. 
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Como Z(G) es normal en G y G es simple no abeliano, entonces 

(3) Z(G) = 1. 

Sean U y V ,ubgrupos maximales de G, U " V, U e U u V , U < (U,v) entoDces 

(U,v) = G. 

Por b) U Y V son abelianos, se tiene que U e Cc(U n V) , V e Gc(U n V), 

UuV e Go(unv), entonces G = (U, V) e Go(Unv) entoDces unv escentralizsdo 

p<>r G 

y se sigue que U n V e Z(G) = I(Por (3)), esto prueba qlle' 

(4) U n V = 1 para cualesquiera par de ,ubgrupos maximsles diferentes U y V de G. 

Si 9 E G y {g} = G, entonces G debe ser abeliano y esto oontradioe (2). Entonces 

{g} e G y como G es finito, existe un subgrupo maximal de G que contiene a g, es 

decir, 

(5) 1bdo elunento de G esta contenido en un subgrupo ma.xi.m.al de G. 

De (4) Y (5) ten"""" 

(6) 1bdo elemento de G, diferente de la identidad pertenece a uno 

y sólo un subgrupo maximal de G 

, esto también se puede expresar de la siguiente forma : 

(6·) Los subgrupos maximales de G forman una partición de G.' 

Si U es UD subgrupo ma.ximal de G, como U ~ Nc(U) tenem06 que No(U) = U ó 

No(U) = G. Si No(U) = G, entonces U <l G, Y por (1) tenemos que U = 1, pero dado 
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que U = 1 es un subgrupo ma.ximal de G, entonces G tiene sólo dos 5Ubgrupos y en 

consecuencia G es cíclico de orden primo, contradiciendo (2). Entonces NG(U) = V, Y 

hemos demostrado 

(7) Si U .. un subgrupo maxllnal de G, enton"" U ~ NG (U). 

Si U es un subgrupo maximal de e, 9 E G, U' = g-lUg también es un subgrupo 

maximal de G. Supong8.ll105 que U· es una clase de subgrupos m.axima.les de G que 

80n conjugad05 en G. Como la conjugación es un isomorfismo, ent.oD:C:ES todaJ los 

subgrupos en U • son isomorfos y tienen el mismo orden, denotamos este orden por 

o(U·) y denotamos la cardinalidad de la clase U • por c(U*), la cual es exactamente 

[G, NG(U)J para toda U " U ' . De (6') deducimos que el conjunto G es igual a la 

unión de todos los subgrupos maximales de G y si denotamos por M* el ooojwrto de 

subgrupos max:i.m&les de G, se tiene de (6*) que: 

IGI~1+ ¿ [o(U)-IJ, 
UeM" 

Sumando sobre las ~ U· de subgrupos maximalES conjugados y de,;¡pués sobre 

klI element06 en estas cIases. obtenemos: 

IGI ~ 1 + ¿ ¿ [o(X) - 1], 
u· xeU· 

Pero o(X) ~ o(U'), para todo X " U' Y c(U') ~ [G , NG(X)J para toda X E U " 

por lo que: 

(8) IGI- 1+ ¿ c(U')[o(U) - lJ . 
u· 

Para todo subgrupo maximal X E U* tenemos : 



IGI = o(X) IG , xJ = o(X) IG , NG(X)J , 

y. que por (7) X = NG(X), y además o(X) IG , NG(X)J = o(U·)c(U·) . 

Si j al el número de clases conjugadas de subgruJXlS maximales de G 

( (8) es una suma de j sumandos), entonces obtenem08: 

IGI = 1 + ¿: c(U')o(U) - c(U') = 1+ j IGI- ¿: c(U') 
, v· 

, esto lo reescribimos como 

(9) b -IJ IGI + 1 = ¿: c(U·). 
U" 

Recordamos que: 

.. 

c(U') = IG , NG(X)J , P"'" todo 8ubgrupo ""oomaJ X de G que pert.eneco .Ia clase 

U· de subgrupos ronjugad06 maximales, además X DO es un subgrupo normal de G 

(P"'que si X;¡ G, X maximal y normal, G no _. simple) , y 0<l'D0 IGI = o(U') «U'), 

entonces c(U*) es un divisor propio de IGI entonces c(U*) :$ llGI . Combinando esto 

con 9) obtenemos b - IJ IGI < b - IJ IGI + 1 = Lv. c(U') ,; Ij (IGI) . 

Dado que IGI es un entero positivo, esto es equivalente oon: j - 1 < ~j ó ~j < 1, 

entonces O < j < 2 , de esto obtenem06 

(lO) j = l . 

Esto significa primero que existe una. y sólo una. clase U· de subgrupos maximales 

conjugados y por (9) LUo c(U*) = 1, es decir c(U*) :::: 1. Entonces existe uno y sólo un 
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subgrupo maximaI de G, con lo que se contradice (6"'), por lo tanto existe un subgrupo 

no abeliano normal A con [G : Al un primo 6 G = 1. • 

Teorema 3.7 Si G es un grupo finito no abeliano tal que cada subgrupo propio es 

abeliano, G es soluble V por lo tanto G pertenece a la clase de los grupos solubles no 

abelianos con todos sus subgrupos flOf"TTlOks propios abelianos. 

Demostrnci6n: Por el 'Teorema anterior existe M <J G tal que G/M es de orden 

primo por lo tanto M y G/M son solubles, por lo tanto G es soluble. _ 

Sean el, c2 , es las siguientes clases (te grupoo,: 

el = la clase de los grupos finitos con todos SUS subgrupos propios abelianos, 

C2 = la clase de los grupos finitos solubles con todos sus subgrupos normales propios 

abelianos, 

C3 = la clase de los grupal finitos no simples con todos sus subgrupos normales 

propios abelianos. 

En virtud del ejemplo 3.1 y del teorema anterior podemos concluir que el esta 

contenida propiamente en C;¡. 

En virtud del ejemplo 3.5 y del teorema anterior podemos concluir que C2 esta 

oontenida propiamente en Ga-

Para terminar veremos un resultado de O.J Schmidt que generaliza el teorema 3.7. 

Teorema 3.8 (O.J Schmidt) Si todo suhgrupo maximal de un grupo finito no nilpotente 

G es nilpotenle, entoncu G es soluble. 

Demo8tmción: Supongase que existelJ. grupos finitos DO nilpoteIItes, no solubles, 

con todos 8US 8Ubgrupos maximales nilpotentes. De entre estos grupos sea G de orden 

m1nimo. 



Observación: G ti.ene al menos 2 subgrupos maximales, ya que si G tiene sólo UD 

subgrupo maximal M , M ~ G, existe x E G y x ~ M, (x) es un subgrupo de G que no 

esta contenido en M y romo M es un subgrupo maximal (x) = G, es decir, G es deliro 

y esto implica que G es so!uble, 10 que es una. contradicción ya que, estamos suponiendo 

que G no es soluble. 

Si N es un subgrupo normal propio no trivial, INI < IGI, N no es nilpotente, pero 

todo subgrupo maximal d~ N es nilpotente, por lo tanto N es soluble. 

Como N < S ;¡;: e, s maximal de G, entonces S/N es un subgrupo maxim.al de 

G/N Y ES nilpotente po", .. S ES nilpotente, Y dado que IG / NI < IGI y todo subgrupo 

maximal de G/N es nilpotente, entonces G/N es soluble. 

Dado que N y G/ N son solubles, entonces e es soluble 10 que es una contradicción, 

por lo que e no tiene subgrupos normales propios, es decir, G es simple. 

Supongamos que todo par de subgrupos maximales distintos de e se intersectan en 

!. Sea M alg11nsubgrupomaximal, oomoNG(M) ~ G (po,que M,o G) Y M ~ NG(M), 

entonces Na(M) = M (ya que M es ma.ximal). 

Si lel = n y IMI = m , entODces M tiene n/m conjugados(por 1.53 ) Y cada par de 

estos se intersectan trivialmente (porque la conjugación es un automorfismo , y entonces 

los conjugados de M también son maximales). Entonces los conjugados de M ,-tienen 

(m - 1)(;;) = :' - ;; = n - ;; ,elementos no triviales. Como m ;;:: 2 (ya que si 

m = IMI = 1, entonces M = (1) Y M es maximal, por 10 que IGI = p, con p un primo, 

es decir G es un p-grupo finito Y esto implica (por 1.74) que G es soluble, lo que es 

una contradicción), ;; $ j y por lo tanto (a) n - ;; ;;:: j > ni l
, además es claro (b) 

n-;;; .5 n-2 < n - 1(porque ;; ;;:: 2, ya que;; , n f. m y como m I n entonces n = ma, 

para algu..na a E Z, tenemos que a =;;;, por lo que a;;:: 2). Ahora de las desigualdades 

(a) y (b) tenemos que .!!¡l < n - ;; < n - 1. 
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Si tod06106 maximales de G fueran conjugados, dado que n - ;; < n - 1, entonces 

n - ;;; + 1 < n lo que es una contradicción ya que n - ;;. + 1 = n, por lo tanto no 

todos los ma.ximales son conjugados, por lo que existen MI y M2 subgrupos maximales 

de G tajes que DO son oonjugadas, además la intersección de estos dos subgrupos no 

es trivial, ya que si fuera trivial dado que ";1 < n - ;, < n - 1 Y que cada elemento 

diferente de la identidad. de G pertenece exactamente a un subgrupo maximal, n - 1 es 

la suma de enteros que estan entre ";1 y n - 1 pero esto es imposible. Elegimos MI y 

M2 subgrupos ma.ximaJ.es distintosde G, cuya intersección 1 tiene orden máximo. 

Sea N ~ NG(I), dado que M,es nilpotente, 1 # NM,(I) (1.64), además 1 e NnM, 

( ya. que 1 e MI y 1 e N) , 1 no puede ser normal en e, ya que G es UD grupo simple, 

por lo que se tiene que Na(I) ~ G y N esta contenido en un subgrupo maximaJ M. 

Entonces J = MI n M2 ~ NM ¡ (1) = MI n Na(I) < MI n M, reescribiendo lo anterior 

ohtenem06 que 1 < MI n M y dado que MI y M son subgrupos maximales de G se 

contradice que 1 es de orden máximo, por 10 que se concluye que G es soluble. _ 



" 
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