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Prefacio

En la teoria cldsica de calculo de variaciones, los teoremas de suficiencia para minimos
locales requieren que el “extremo” de interés sea no singular. En el caso de minimos
locales fuertes, las condiciones suficientes clasicas incluyen ademas la condicion reforzada
de Weierstrass. En la primera parte de esta tesis se presentan tres enfoques diferentes de
suficiencia en los que se refuerza la condicién necesaria de Weierstrass de manera distinta
a como se refuerza en la teoria clasica.

Como punto de partida puede uno preguntarse por qué las condiciones de suficiencia
clasicas requieren que el extremo de interés sea no singular. Con el propésito de responder
a esta pregunta es necesario analizar con detalle las demostraciones de suficiencia clésicas.
En particular, Hestenes [12] proporciona una demostracién de suficiencia para el problema
isoperimétrico de Bolza en donde prueba que si una trayectoria “suave” zp no singular
satisface la ecuacién de Euler, la condicién reforzada clasica de Weierstrass, y su segunda
variacion es positiva sobre el conjunto de variaciones admisibles no nulas, entonces zq es
un minimo fuerte estricto. Al estudiar con detalle esta demostracién, uno puede observar
que la hipétesis de no singularidad del extremo zy junto con la suposicién de que zg
satisfaga la condiciéon de Legendre (implicada por la condicién necesaria de Weierstrass)
son suficientes para que z( satisfaga una condicién de no negatividad sobre la funcién
exceso de Weierstrass. No es dificil notar que si z( satisface esta nueva condicién junto con
la ecuacién de Euler, asi como la positividad de la segunda variacién, entonces zo sigue
siendo un minimo fuerte estricto.

Aparentemente, hemos ganado dos cosas: primero, hemos removido la condicién de no
singularidad; segundo, hemos debilitado la condicién reforzada cldsica de Weierstrass. Sin
embargo, no es dificil demostrar que este nuevo reforzamiento de la condicién necesaria de
Weierstrass implica no singularidad del extremo zy. De esta manera, con la motivacién de
remover la condicién de no singularidad en las condiciones clasicas de suficiencia, hemos
debilitado la condicién reforzada clasica de Weierstrass. Este “relajamiento” responde

al objetivo principal de introducir condiciones de suficiencia puesto que proporciona una



nueva condicién que puede, en general, facilitar la verificacién de la condicion reforzada
clasica de Weierstrass.

En el segundo enfoque, con el propésito de llenar parcialmente la laguna que existe en-
tre las condiciones necesarias y suficientes para la optimalidad, proporcionamos una nueva
demostracién de suficiencia fuerte. Las hipétesis de este nuevo resultado presentan dos
cambios fundamentales. Primero, se debilita aiin mas la condicion reforzada clasica de
Weierstrass, de forma que la evaluacién sobre la funcién exceso de Weierstrass se hace
a lo largo de la trayectoria de interés, de la misma manera como se realiza al aplicar la
condicién necesaria correspondiente. Segundo, como era de esperarse, algunas de nuestras
hipétesis originales tuvieron que reforzarse. Esto nos llevé a imponer algunas hipdtesis
de uniformidad en las funciones que delimitan el problema. Este nuevo resultado de su-
ficiencia, nuevamente, presenta ventajas claras sobre los resultados clasicos de suficiencia
ya que, en general, las hipdtesis de uniformidad suelen ser mas faciles de verificar que la
condicion reforzada clasica de Weierstrass. Ademads, cuando el conjunto de admisibilidad
estd relativamente acotado con respecto al conjunto donde pertenecen las derivadas, nues-
tras condiciones de uniformidad se satisfacen automdticamente de manera que, en estos
casos, las condiciones necesarias y suficientes son mas parecidas entre si de lo que lo son
en la teoria clésica.

En el tercer enfoque se presenta un resultado de suficiencia basado en un “método de
expansion”. Nuevamente, la evaluacién de la funcién exceso de Weierstrass a lo largo de
una trayectoria zo se hace sobre puntos de la forma (¢, zo(t),Zo(t),#) y no sobre puntos
(t,z,%,u) con (t,z,z) en una vecindad débil de z¢ y (¢, z,u) admisible. Si una trayectoria
xo satisface esta nueva condicion reforzada de Weierstrass y su primera variacién es no
negativa sobre el conjunto de variaciones admisibles, entonces xy es un minimo global. Por
lo tanto, este resultado es una herramienta que sirve para verificar si una trayectoria es
6ptima sin necesidad de que sea suave, no singular, o posea una segunda variacién positiva.
Por consiguiente, este resultado puede responder a problemas en los que la teoria clasica no
es aplicable. Por otro lado, este enfoque presenta ventajas claras sobre otros que, en ciertos
casos, pueden responder a problemas singulares. Por ejemplo, Ewing [9] utiliza un método
que consiste en introducir un término de penalidad y, por medio de las propiedades de
los ejemplos particulares, puede determinar la optimalidad. Sin embargo, como él mismo
afirma, su método no representa una panacea para atacar ejemplos particulares.

La segunda parte de esta tesis estd enfocada a responder algunas preguntas cruciales
relacionadas con condiciones necesarias de segundo orden para problemas mads generales
que el de cdlculo de variaciones. Especificamente, nos interesa generalizar la teoria de

Jacobi, en términos de una nocién “adecuada” de puntos conjugados a ciertos problemas
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de control 6ptimo. El problema que analizaremos es el problema de Lagrange de puntos
fijos donde los conjuntos a los que pertenecen los estados y los controles son subconjuntos
abiertos de R™ y R™ respectivamente y las dindmicas son no lineales.

Para el problema de puntos fijos en cédlculo de variaciones se sabe bien que si zg es un
extremo no singular, entonces no existen puntos conjugados a %y en el intervalo abierto
(to,t1). La no existencia de tales puntos es una condicién necesaria de segundo orden.
Recientemente ha habido un interés por extender el concepto de puntos conjugados a
problemas de control 6ptimo. En particular, para ciertos problemas que involucran res-
tricciones con igualdades en los controles, la definicién de puntos conjugados dada en [26]
generaliza el resultado cldsico de cdlculo de variaciones en el sentido de que, si se reducen
a este caso, ambas nociones coinciden. Por otro lado, en [14] y [27] se publicé un enfoque
totalmente distinto aplicable incluso al caso singular. Esta nueva teoria ha permitido
resolver problemas no considerados hasta ahora ni siquiera en cdlculo de variaciones, ya
que la condicién de Jacobi resulta, en términos de esta nueva nocién de conjugacién, valida
aun para extremos singulares.

Este nuevo enfoque, sin embargo, presenta dos caracteristicas poco deseables. No debe-
mos olvidar que el objetivo principal de introducir una caracterizaciéon de la condicién
de segundo orden es obtener una manera mas sencilla de verificarla. Contrario a dicho
objetivo, se pueden plantear ficilmente ejemplos para los que es mas sencillo verificar la
negatividad de la segunda variacién que probar la existencia de dichos puntos conjugados.
Por otro lado, se sabe que si la segunda variacion es no negativa entonces los conjuntos
definidos en [14] y [27] son vacios en el intervalo abierto, pero ain sigue abierta la pregunta
de si el reciproco se satisface o no.

Generalizando el enfoque que se presenta en [2] y [3] para el problema bdsico de célculo
de variaciones, en este trabajo introducimos ciertos conjuntos de puntos, aplicables al
problema de control 6ptimo, para los que la no negatividad de la segunda variacién sobre
el conjunto de variaciones admisibles es equivalente a la no existencia de dichos puntos.
Maés atin, estos nuevos conjuntos contienen, respectivamente, a los conjuntos definidos
en [14] y [27]. Por tdltimo, demostramos que nunca es mas ficil encontrar variaciones
negativas, o que los conjuntos de [14] y [27] son no vacios, que verificar la pertenencia a
dichos conjuntos.

Con la idea de ilustrar este hecho, se presentan dos ejemplos en los que se puede verificar
trivialmente la existencia de puntos conjugados en el sentido de estas nuevas definiciones
mientras que, detectar si los conjuntos proporcionados en [14] y [27] son no vacios, se

convierte en una tarea desesperanzadora.



1 Reforzamientos de la Condicidn

de Weierstrass




1 Introduccidon

Para el problema de puntos fijos en calculo de variaciones, la teoria de la condicién de Jacobi
depende de la hipétesis de que el extremo de interés satisfaga la condicién reforzada de
Legendre y, por lo tanto, sea no singular. En este caso, la condicién de Jacobi se vuelve
una condicién necesaria para la optimalidad, y los teoremas clasicos de suficiencia incluyen
la condicion reforzada de Jacobi. Por otro lado, si el extremo es singular, la teoria de
Jacobi no es aplicable.

Recientemente ha surgido un interés por generalizar la condicién de Jacobi para extremos
singulares. Ciertos conjuntos de “puntos conjugados generalizados” se introdujeron en [2,
3, 14, 19, 27] e, independientemente de hipdtesis de no singularidad, la no existencia de
tales puntos se ha establecido como una condicién necesaria para minimos locales. Estas
nuevas nociones de conjugaciéon han aparecido como un intento por generalizar la teoria de
Jacobi a ciertas clases de problemas de control 6ptimo, pero también han llevado a nuevos
resultados en la teoria clasica de calculo de variaciones.

Por otro lado, como explica claramente Ewing [9], existe una laguna entre el conjunto de
las condiciones necesarias de Euler, Weierstrass y Legendre, y las hipé6tesis de cualquiera
de los teoremas cldsicos de suficiencia. Ewing dedica una seccién entera (ver [9, Seccién
3.7]) a problemas en los que la condicién “reforzada de Legendre” no se satisface. En
dicha seccién muestra como se puede llenar parcialmente la laguna entre las condiciones
necesarias y suficientes por medio de una técnica discutida en [8] basada en agregar un
término de penalidad. Este procedimiento se ilustra por medio de tres ejemplos donde
la trayectoria examinada es singular, de manera que la condicién reforzada de Jacobi no
es aplicable, pero uno puede establecer directamente por medio de las propiedades de los
ejemplos particulares la existencia de un “campo de extremos” que implica suficiencia.
Sin embargo, esta técnica no es necesariamente aplicable en general. Ewing afirma que
“aunque el uso del término de penalidad proporciona un avance en la teoria, no corresponde
a una panacea para atacar ejemplos particulares. jDe hecho no hay panaceas!”.

Los teoremas generales de inmersién o campos de la teoria de ecuaciones diferenciales

son una parte fundamental en las demostraciones usuales de suficiencia. Las condiciones
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reforzadas de Legendre y Jacobi implican la existencia de un “campo de Mayer” que
contiene al extremo de interés. Mcshane [15] introdujo un enfoque totalmente distinto que
establece condiciones suficientes para un minimo relativo débil, sin hacer uso de campos
o “métodos de expansién”. Este enfoque fue modificado posteriormente por Hestenes
[12], con el que obtuvo un teorema de suficiencia para un minimo relativo fuerte en el
problema isoperimétrico de Bolza. Puesto que la teoria de campos de Mayer no se puede
aplicar a un problema isoperimétrico sin transformarlo en un problema de Lagrange, la
demostracién dada en [12] ilustra cémo este método se puede utilizar en casos en los que
no necesariamente existen campos de Mayer. Este método también se puede extender
a problemas variacionales mds generales. Por ejemplo, Rosenblueth [16] lo utiliz6 para
establecer suficiencia en sistemas que involucran retardos en los estados, y en [18] lo utiliz6
para cierto tipo de problemas de control éptimo. Esta técnica no sélo evita el uso de la
teoria de campos sino también de la teoria de “conjugacion”, ya que se basa explicitamente
en la positividad de la segunda variaciéon sobre el conjunto de variaciones admisibles en
lugar de la condicién reforzada de Jacobi. La condicién reforzada de Legendre, por otro
lado, también juega un papel crucial en la demostraciéon dada en [12] para minimos fuertes.

Recientemente, Clarke y Zeidan (7], y Loewen [13], introdujeron dos enfoques de sufi-
ciencia sin utilizar el método de campos. En [7] se demuestra que si el extremo de interés
satisface las condiciones reforzadas de Legendre y Jacobi, entonces la existencia de una
solucién simétrica de la “desigualdad de la matriz de Riccati” asociada al problema in-
duce una solucién explicita de la desigualdad de Hamilton-Jacobi. El enfoque dado en
[13] se basa en argumentos de convexidad local. En particular, ambas técnicas unifican el
tratamiento de minimos locales débiles y fuertes.

Todas las demostraciones de suficiencia que hemos mencionado requieren, como una
hipétesis fundamental, la condicién reforzada de Legendre. Al menos desde el punto de
vista de la teoria clésica, la laguna mencionada anteriormente parece seguir abierta. Por
otro lado, para minimos locales fuertes, la condicion reforzada de Weierstrass juega también
un papel fundamental en el conjunto de condiciones suficientes clasicas. El propdsito
principal de este capitulo consiste en mostrar como, para teoremas de suficiencia, se pueden
reemplazar ambas condiciones por otras que se obtienen al modificar, al menos desde tres
puntos de vista diferentes, la manera en la que la condicién necesaria de Weierstrass se
refuerza usualmente.

El primer enfoque se basa en la demostracién dada por Hestenes, utilizando el concepto
de una “sucesion convergente direccional”, que es una generalizaciéon de la nocién usual
para vectores en espacios de dimensién finita. Para el segundo enfoque mostramos cémo,

bajo ciertas hipétesis de continuidad uniforme en las funciones que delimitan el problema,
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la condicién reforzada de Weierstrass clasica se puede reemplazar por una que, en general,
puede resultar mas facil de verificar. Por 1ltimo, el tercer enfoque se basa en un método
de expansién que proporciona suficiencia para minimos locales o, incluso, globales, y no
requiere de hipétesis de no singularidad del extremo admisible.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccién 2 planteamos el
problema bésico de calculo de variaciones junto con las condiciones clasicas de optima-
lidad. En la Seccién 3 introducimos el concepto de sucesiones convergentes direccionales
y demostramos ciertas propiedades fundamentales de dichas sucesiones. Las Secciones 4,
5 y 6 incluyen los tres puntos de vista mencionados anteriormente y, a través de varios
ejemplos, ilustramos en la Seccién 7 la utilidad de los nuevos teoremas de suficiencia que

se obtuvieron en este trabajo.



2 Planteamiento del problema y condiciones

cldsicas de optimalidad

Con la idea de situar claramente los resultados principales de este capitulo, presentaremos
en esta seccién un breve resumen de las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad
en cdlculo de variaciones. Un estudio detallado de estos resultados se puede encontrar, por
ejemplo, en [6, 9, 11, 12].

Supongamos que tenemos dados un intervalo T" := [to, ¢1] en R, dos puntos &, &; en R",
un conjunto abierto relativo A en 7' x R™ x R", y una funcién L que mapea T x R" x R"
aR, (t,z,%) — L(t,z,z). Denotemos por X el espacio vectorial de todas las funciones C*

a trozos o seccionalmente suaves que mapean T a R", definamos

X(A):={ze X |(tz@t),zt) e AteT)},
Xe(A) :={z € X(A) | (o) = &0, z(t1) = &1},

y consideremos la funcional I: X — R definida por

) = / Lt o(t), 5(0)dt (3 € X).

to

El problema que nos interesa llamado el problema cldsico de puntos fijos en cdlculo de
variaciones, que denotaremos por P(A) es el de minimizar I sobre X.(A).
Los elementos de X son llamados arcos o trayectorias, y una trayectoria = resuelve P(A)

si pertenece a
S(A) :={z € X.(A) | I(z) < I(y) para toda y € X.(A)}.
Para minimos locales, consideremos las siguientes normas en X:
|z||o := sup{|z(t)| : t € T} (norma fuerte),

Izllx := llzllo + [l£llo  (norma débil).
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Decimos que z € X (A) es un minimo fuerte de P(A) si  es un minimo local de I sobre
X.(A) con respecto a la norma fuerte en X, i.e., si existe ¢ > 0 tal que I(z) < I(y) para
toda y € X.(A) N No(z;€), donde

No(z;€) ={y € X : |lz —yllo <€}
Un ménimo débil de P(A) corresponde a reemplazar Ny(z;€) por

Ni(zie) ={y € X : [z -yl < ¢}
en la definicién anterior. Notese que si, para toda z € X y € > 0, definimos

To(z;€) :==A{(t,y) € T x R" : |a(t) — y| < e},
Ti(z;€) := {(t,y,v) € To(z;€) x R™ : |£(t) — v| < €},
entonces z es un minimo fuerte de P(A) <& z € S((To(z;€¢) x R") N A) para alguna € > 0.
Anélogamente, z es un minimo débil de P(A) < z € S(Ti(z;€) N A) para alguna € > 0.
Para cualquier z € X usaremos la notacion (Z(t)) para representar (¢, z(t), z(t)) (¢t € T).

La funcién (-, -) : R" x R"™ — R denotaré el producto interno usual en R". Supondremos

que L es continua en A y que para toda ¢ € T la funcién L(t, -, -) es C%(A).

Para toda z € X definamos la primera variacion de I a lo largo de x por

I'(z;y) ==/ 1((L.«,:(ﬂ"c(*»‘)),y(t))+(Jflae(a*?(it)),?;'(if)))f?»*t (v € X)

to

y la segunda variacion de I a lo largo de x por

Py} = ] 20(t,y(1),§0)dt (y € X)

to

donde, para toda (t,y,9) € T x R*®,
2Q(t,y,9) := (¥> Lo (Z(2))y) + 2(y, Loa (Z(2))9) + (9, Lea (Z(2))7)-
Definamos el conjunto de variaciones admisibles como

Y:={y e X |y(to) =y(t:) = 0}
y consideremos los siguientes conjuntos:
E:={z € X | I'(z;y) = 0 para toda y € Y},
H:={z € X |I"(z;y) > 0 para today € Y},
L :={z € X | Ls+5(Z(t)) > 0 para toda ¢ € T},
W(A) :={z € X(A) | £(¢,z(t),&(t),u) > 0 para toda (t,u) € T x R"
con (t,z(t),u) € A}



donde la “funcién exceso” de Weierstrass £: T x R®™ — R est4 definida por
E(t,z,&,u) := L(t,z,u) — L(t,z,&) — (v — &, L; (¢, z, ©)).

A los elementos de E N C! se les llama extremos, a los de £ se dice que satisfacen la
condicion de Legendre, y a los de W(A) que satisfacen la condicion de Weierstrass.

El siguiente teorema proporciona condiciones necesarias para cualquier trayectoria que

resuelve P(A) donde A es cualquier conjunto abierto relativo de 7' x R™ x R".
2.1 Teorema: Si z resuelve P(A) entonces = pertenece a E, H, L y W(A).

Se pueden obtener condiciones necesarias para un minimo débil o fuerte reemplazando A
por Ti(z;€) N A o (To(z;€) x R™) N A respectivamente. En particular, si  es un minimo
débil de P(A) entonces, para alguna € > 0, z € ENHNLNW (T1(z;e)NA). Por otro lado,
si z es un minimo fuerte de P(A) entonces x € ENH N LN W(A) ya que, para cualquier
€>0,z€ W((To(z;¢) x R")NA) &z € W(A).

Al reforzar ligeramente a los conjuntos que se definieron para las condiciones necesarias

obtenemos los siguientes conjuntos:

H :={z € X |I"(z;y) > 0 para toda y € Y \ {0}},
L' :={z € X | L;(Z(t)) > 0 para toda t € T},
W (A;¢€) = {z0 € X(A) | £(t,z,%,u) > 0 para toda (t,z,%,u) € T x R>"
con (t,z,z) € Ti(zos€) y (t,z,u) € A}.
El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para minimos locales. En [12]

se puede encontrar una demostraciéon directa que no usa campos de Mayer, la teoria de

Hamilton-Jacobi, ecuaciones de Riccati, o puntos conjugados.

2.2 Teorema: Sea z € X.(A) N C'. Entonces

a.z € ENH' NL' = z es un minimo débil estricto de P(A).

b.z € ENH' NL NW(A;e¢) para alguna € > 0 = x es un minimo fuerte estricto de
P(A).

Puesto que las condiciones necesarias y suficientes cldsicas no se expresan usualmente en

términos de variaciones sino en términos de las ecuaciones de Euler y Jacobi, concluiremos
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esta introduccién resumiendo estas caracterizaciones y enunciando las condiciones clésicas

para la optimalidad.

2.3 Proposicién: Sea z € X(A). Entonces z € E & existe c € R™ tal que

La(3(t)) = / L.(3(s))ds+¢  (teT).

to

La ecuacion anterior es la forma integral de la ecuacion de Euler

d . -
SLa(E() = L(3()  (t€T).

Si # tiene una discontinuidad, la derivada d/dt se interpreta como una derivada izquierda o
derecha. Esta ecuacién se cumple aun cuando z no tiene segunda derivada. Es importante,
observar que si x € F entonces x satisface la ecuacion de Euler, sin embargo, el reciproco
no necesariamente se cumple. De hecho, si definimos L(t,x, %) = (2% — 22)/2, T = [0, 27],
entonces zo(t) :=sentsit € [0, 7], y zo(t) := 0sit € [, 2] satisface la ecuacién de Euler,
pero zo ¢ E puesto que no hay constante ¢ € R que satisfaga ©o(t) = fot —zo(s)ds + ¢
para toda t € T. Para el reciproco nétese que, si z satisface la ecuacién de Euler, entonces
z € E si la funcién ¢ — L;(Z(t)) (t € T) pertenece a X.

2.4 Definicién: Dada z € X, un punto s € (%o, t1] se dice conjugado a to en z si existe
y € X con y # 0 en (%o, s) tal que y(to) = y(s) = 0 y y satisface la ecuacion de Euler para

el integrando 2, i.e.,

d - - . - - .

- [Lx-z(w(t))y(t) - Lﬁ(x(t))y(t)] = Loo(E(0)y(0) + LesG@)it) (¢ € [t0,5)).
Esta tltima ecuacién se conoce como la ecuacion de Jacobi.

Consideremos ahora el siguiente conjunto:
= {xz € X | s € (to,t1) = s no es conjugado a to en z}.

Se dice que los elementos de J satisfacen la condicion de Jacobi. Los resultados clasicos que
muestran que esta condicién es necesaria para la optimalidad se establecen usualmente en
términos de extremos no singulares. Una trayectoria z se llama no singularsi |L;;(Z(t))| #
0 para toda t € T. Nétese que z € L' <> x € L es no singular. El resultado principal que
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relaciona la condicién de Jacobi con la no negatividad de la segunda variacién afirma que, si
z € X(A)NENC! es no singular, entonces z € H & z € LNJ. Este resultado, combinado
con el Teorema 2.1, implica las siguientes condiciones necesarias de optimalidad.

2.5 Teorema: Siz € S(A) entonces € ENHNLNW(A). Si ademds z € C* es no
singular entonces = € J.

Para la suficiencia, definamos
J':={z € X | s € (to,t1] = s no es conjugado a ¢y en z}.

Se sabe bien que, si z € X(A) N ENC! es no singular, entonces z € H' &z € LN J'.
Combinando este resultado con el Teorema 2.2 obtenemos el conjunto cldsico de condiciones
suficientes.

2.6 Teorema: Sea x € X.(A) N C'. Entonces

a.z € ENJ' NL = x es un minimo débil estricto de P(A).

b.z € ENnJ' NnL' NW(A;e€) para alguna ¢ > 0 = x es un minimo fuerte estricto de
P(A).
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3 Resultados auxiliares

En esta seccién introducimos la nociéon de una sucesion convergente direccional en la clase
de todas las funciones absolutamente continuas que mapean T a R™. Basados en este con-
cepto, demostraremos algunos resultados que juegan un papel fundamental en los teoremas

de suficiencia dados en la Seccion 4.

3.1 Definiciones: Denotamos por X’ la clase de todas las funciones absolutamente
continuas que mapean T a R", y por X" la subclase de X’ de todos los arcos con derivadas
c.s. en L?(T;R"). Consideramos dos normas en X

lzllo := sup{lz(®)| : t € T},  [lzlls := |2(to)] + f le(0)dt.

to

Definamos 2
D)= ¢(ulto) + [ wi®)t (e X)

to
donde ¢(c) := (1 + |c[?)'/?2 — 1 para toda ¢ € R™. Obsérvese que las siguientes relaciones
se cumplen:
[

o)< 5 e@<ld,  e(O2+¢() =" (ceR").

3.2 Lema: Sean {z,} C X', zo € X'. Entonces son equivalentes:
a. lim ||zg — zo|l1 = 0.
b. lim D(z4 — zo) = 0.
Ademas, estas relaciones implican:
c. lim ||z, — zo|lo = 0.
d. Si wy(t) == [1 + Zp(iq(t) — £o(t))]*/? entonces

t'.l. tl tl
lim [ (w2(t)—1)dt= lim [ (wy(t)—1)dt= lim lwq(t) — 1)%dt =

g0 Jyo g a—= Jyo a— Ju
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e. La sucesién {z4} puede reemplazarse por una subsucesion (nuevamente denotada por

{z,}) tal que

lim z,(t) = @o(t) casi uniformemente en T
gq—00

y en consecuencia tal que

lim wy(t) =1 casi uniformemente en T.
q—00

Demostracion:
(a) = (b): Claramente D(y) < |ly]lx (v € X').

(b) = (a): El resultado se satisface si se demuestra la existencia de k > 0 tal que

lyllf <kD(y)(1+ D(y)) (yeX').

Para demostrarlo, sea y € X' y definamos w(t) := [1 + 2¢(y(t))]*/2. Obsérvese que

[ "2uR(t)dt = 2(ts — to) + [ (@)t = 2(t1 - to) + D(y) — v(y(to))

Y
t1 (. 2 t1 . 2 t1
/tu %%a: f %&: / o(i(t))dt = D(y) — p(y(to)).
Ademas

ly(to)|> = o(y(t0)) 2+ ¢(y¥(t0))) v ¢(y(to)) < D(y)

y, por la desigualdad de Schwarz,

G %w(t)dt

0
De estas relaciones se tiene que

/ 9(6) e

< 20(y(t0))[2 + ©(y(to))] + 2[D(y) — ¢(y(to))][2t1 — 20 + D(y) — ¢(y(to))]
= 2D(y)(2t1 — 2to + D(y)) + 4 (y(to))[1 + »(y(to)) — D(y) — t1 + to
< 2D(y)(2+ 2t1 — 2ty + D(y))

2 2

< ft : 'f)(;()g)z dat /.: t w?(t)dt.

2
lyll3 < 2|y(to)|* + 2

y la desigualdad requerida se cumple con, por ejemplo, k£ = 4(1 + t; — tp)-
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Supongamos ahora que (a) o (b) se cumple.
(c): Claramente [}zq — sollo < 17, — @oll.

(d): Puesto que w2(t) > wq(t) > 1 c.s., se tiene que

0< f tl(wq(t)—l)dté /t l(wg(t)—l)dts f 1<,o(iq(t)—:i:g(t))dtg D(zq — o).

to to

El resultado se satisface en vista de estas desigualdades y el hecho de que

fh wq(t) — 1[%dt = ftl(wf‘;(t) = Dy 2[h(wq(t) )t

to to to

(e): Por (a), alguna subsucesién de {Z,} converge puntualmente c.s. a £o. Por el teorema
de Egoroff, esta converge a #¢ casi uniformemente en 7'. I

3.3 Definicién: Sean zo € X' y {z,} una sucesién en X' tales que z4 # zo (¢ € N).
Entonces d, := (2D(z, — 0))*/? > 0. Sean

wq(t) 1= [1+ Jo(iq(t) — 5o@®)? (t€T)(c5) v uglt) = M (teT).

Decimos que {z4} converge a xo en la direccion yo si
a. lim D(zq4 — zo) = 0.
b. lim wg(t) = 1 casi uniformemente en 7.

c. yo € X", lim y4(to) = yo(to), ¥y {Uq/wq} converge débilmente en L*(T;R™) a gy, i.e.,

155 1-<g(t>, %—(‘*’)>dt = [ o), soeas (3.1)

g=3e0 to wq (t) to

para toda funcién g € L?(T; R").

3.4 Lema: Sean z¢ € X', {z,} una sucesién en X' con z4 # z¢ (¢ € N), y supongamos
que lim D(z4,—x¢) = 0. Entonces existen yo € X" y una subsucesién de {z,} que converge
a xo en la direccion yg.

Demostracion: Observemos primero que, si wy y y, estdn dadas como en la Definicién

3.3, se tiene que

—ly"(;”) aft [t i —%2(%2 dt =1 (3.2)
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donde ¢q := [1 + 1p(z4(to) — zo(t0))]'/2. Claramente, c; — 1, ¢ = co. De (3.2), existen
una subsucesién de {y,} (que no renombramos), un vector a y una funcién ug en L(T; R™)

tales que lim y,(to) = a y {g4/wq} converge débilmente en L?*(T;R") a uy. Definamos

t

Yo(t) ==a+ f up(s)ds  (t€T).
to

La subsucesién correspondiente {z,} modificada de manera que lim wy(t) = 1 casi uni-

formemente en T', converge a z( en la direccién yp. I

3.5 Lema: Supongamos que {x4} converge a xo en la direccion yo, y sean wq y y, como
en la Definicion 3.3. Entonces se cumplen:

a. Para cualquier funcién g integrable y acotada en T,

131

lim [ to(®)duNat= [ (ote) ine)at

b. Si S C T es medible y lim wy(t) = 1 uniformemente en S, entonces para cualquier
funcién g € L*(S;R"™),

lim [ (o(8)a(0)dt = [ (a(0)io(e))at.

gq—+00 S

c. lim ”yq = y0||0 = 0.
d. Si rq,7: T — R" son funciones continuas tales que r4(t) — r(t) uniformemente en T,

entonces

tim [ (a0, 5a(®)t = [ (0, d0(0)e.

q— to

e. Supongamos que S C T es medible, wqy(t) — 1 uniformemente en S, Ry, R son formas
cuadréticas con R, medible y R continua en S, Rq(t) — R(t) uniformemente en S, y
R(t) > 0 (t € S). Entonces

lim inf /S Ry (t; 94(t))dt > fs R(t; 90 (t))dt.

q—+00

Demostracion:
(a): Sea g € L*°(T; R™) y notemos que, para toda g € N,

[ (9(t), Ga(t))dt = /;:1<g(t), ii—((?)>dt+ f: <g(t)(wq(t) B ii((?) >dt_
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Por la desigualdad de Schwarz junto con (3.2),

[ (a0 - . 2283

y entonces, por 3.2d y como g es acotada, tenemos que

< ] " 9(6) P (wg(t) — 1)%t

to

ty

lim <g(t)(wq(t) _1), %) >dt ~0.

a-00 Jy, wq(t)

De esta manera, el resultado se satisface por (3.1).

(b): Escogemos go tal que ¢ > go = wy(t) < 2 en S. Entonces (b) se cumple cuando
g € L*(S;R").
(c): Claramente y, converge puntualmente a yo ya que yq(to) — yo(to) y, por (a),
t t
lim [ g4(s)ds= / Yo(s)ds (teT).

g—roQ to to

Para probar que esta convergencia es uniforme observamos que, dado S C T medible,

tenemos por (3.2) que

[S Ja(t)t

donde m(S) denota la medida de Lebesgue de S. Dada € > 0, sea gy € N tal que

Yo [ ®P, [ G w2() —
< dtfs q(t)dtgfs 2 (t)dt = (S)+/( q(t) —1dt  (3.3)

s wg(t) s

t1
a2 = [ (Wi(t)-1)dt<

to

y sea d € (0,€/2) tal que, para toda ¢ < qo,
m(S) <§ = ‘/ gq(t)dt‘ < y/e.
S

Tenemos entonces que m(S) < § = | [5yq(t)dt| < /€ para toda ¢ € N. Por lo tanto,
la sucesién de integrales { [ §4(t)dt}, y en consecuencia también la sucesién de funciones
{yq}, son equi-absolutamente continuas en T'. La convergencia y4(t) — yo(t) es por lo
tanto uniforme en 7'

(d): Por (3.3) y 3.2d, existe M > 0 tal que

[ tintola

to

2

< ftl w(Odt<M (g€ N).

to
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Puesto que r4(t) — r(t) uniformemente en T,

31

lim [ (rg(t) — r(t), 44(t))dt = 0.

g—oo to

Por (a),

131

tim [ (rg(t),d(t))dt = lim / (r(t), dq(t))dt = f (r(t), o(t)) .

g—00 Jy q—oo

(e): Escogemos qo suficientemente grande de forma que, para toda ¢ > ¢o y para toda
te s,
[RY(t) — R¥()Pwa(t) <1 (5,5=1,...,n).

En consecuencia
n 1/2

M, :=sup [ Z [R;j (t) — RY (t)]zwg(t)

i,j=1
es finito para toda ¢ > go. Usando la desigualdad de Schwarz tenemos que, para toda

t € S y para toda g > qo,

l94(t) >

w(t) -

|Rq(t; yq(t)) — R(t; yq(t))l <M,

Puesto que R (t) — R (t) y wq(t) — 1, ambos uniformemente en S, se tiene que M, — 0.
Por lo tanto, por (3.2),

liminf/Rq (t; yq(t dt—hmmffR(t; Uq(t))dt

Pero
R(t;94(t)) = R(t;90(t)) + 2(Jq(t) — 90(t), R(¢)30(2)) + R(t; 94(t) — 90(2))-
Por (b),

lim [ (R(t)y0(t), Yq(t) — Ho(t))dt = 0

q—00 S

En consecuencia

lim inf R o2 ,yq(t))dthR(t;:&‘o dt—l—hmmffR(t,yq — yo(t))dt
s

g— oo q—o0

Puesto que el dltimo término es no negativo, el resultado se cumple. 1
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4 Reforzamiento de la condicién de Weierstrass:

primer enfoque

En esta y en las siguientes dos secciones demostraremos algunos teoremas de suficiencia.
En cada uno de ellos una de las hipétesis fundamentales se refiere a un nuevo reforzamiento
de la condicién necesaria de Weierstrass. En los tres casos las condiciones de suficiencia
que se presentan pueden resultar, como se mencioné en la introduccién, mas faciles de
verificar que las condiciones conocidas en la literatura.

El primer teorema que presentamos se obtiene como resultado de notar que la de-
mostracién proporcionada por Hestenes [12] sigue siendo vélida si, en lugar de suponer
las condiciones reforzadas de Legendre y Weierstrass usuales, uno impone una condicién
de no negatividad a £(t, z(t), Zo(t), £(t)) para todat € T y todaz € X.(A)NNy(zo; €) sobre
la trayectoria de interés zy. Este enfoque de suficiencia tiene una ventaja clara sobre el en-
foque clasico puesto que la evaluacién de la funcién exceso se hace sobre (¢, z(t), Zo(t), (t))
en lugar de (¢, z,,u) con (¢, z,u) admisible y (¢,z,%) en una vecindad débil de zy.

Para cualesquiera h, € > 0 consideremos el conjunto

G(A;h,€) == {zo € X(A) | £(t, 2(t), %o(t), £(t)) = hep(@(t) — Fo(t))
paratodat € Ty z € X.(A) N No(zo;€)}

donde (ver Seccién 3), para toda ¢ € R”, ¢(c) = (1 + |c[?)/? — 1.

4.1 Teorema: Sea zg € X.(A)NC*. Si existen h,e > 0 tales que x¢ pertenece a E, H'
y G(A; h,¢€), entonces xo es un minimo fuerte estricto de P(A).

Demostracion: A lo largo de la demostraciéon modificaremos la definicion de X y la
reemplazaremos por la clase de todas las funciones absolutamente continuas que mapean
T a R"™. El espacio Y de variaciones admisibles sera el espacio de todos los arcos y € X con
derivadas 7 c.s. en L?(T;R") que satisfacen y(tg) = y(t;) = 0. Asimismo, trabajaremos

con la norma fuerte en X:
|z|| := ||zljo = sup{|z(t)| : t € T} (= € X).
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De este modo, estamos suponiendo que zg € X.(A) es de clase C! y pertenece a E, H' y

G(A; h,¢). El teorema quedard demostrado si probamos la existencia de p,§ > 0 tales que,

para toda z € X.(A) con ||z — zo|| < p,
I(z) > I(zg) + 6D(z — zo)

donde (ver Secci6n 3), para toda y € X, D(y) = ¢(y(to)) + f:ol o(y(t))dt.
Observamos primero que, para toda z € X (A),

I(z) = I(zo) + I' (zo; x — zo) + K (z0; z) + E*(x0; T)

donde
t1

EMzoyx) = E(t,z(t),zo(t),z(t))dt,

to

K (zo; z) Z/I{M(tam(t))+(i(t)—io(t),N(tam(t))}}dt,

to

£ es la funcién exceso de Weierstrass, y M y N estan definidas por
M(t,) i= Lt v, 50(8)) — L(Eo(t)) — {y — 20(t), Lu(Eo(®),
N(t,9) = La(t, 3, 50(8)) — La(Fo(2)).
Por el teorema de Taylor existe p > 0 tal que, para toda (t,y) € To(zo; 1),
M(t,) = 3 - 20(8), P)(y - 20®),  N(t,) = Qtu)y — 0(t))
donde

Pt,y) =2 [0 (4 = R 8, a8 & Xl — w8}, i},

Q(t,y) == fo Laa(t, mo(t) + A(y — zo(t)), Fo(t))dA.

También, como se demostrara después, existen J, @ > 0 tales que

E*(zo; ) > hD(z — xp), |K (zo; )| < |z — zol|[1 + D(z — z0)]

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

para toda € X¢(A) con ||z — zo|| < d. De hecho, dada z € X.(A) con ||z — zo|| <,

131

e (woiz) = [ E(tx(t), do(t), &(t))dt > h [ " p(i(t) — do(t))dt = hD(z — o).

to to
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Por otro lado, por (4.3), podemos escoger ¢ > 0 tal que, para toda z € X.(A) con
|z —zo|l| < pyteT,

IM (¢, 2(t)) + (&(t) — 20(2), N(t,z(t)))] < |2(t) = 2o(t)|(1 + |(2) — Go(t)]*) /2.

Definiendo « := max{a’, a/(t; — to)} se tiene que

t1
|K (z0;2)| < &llz — zoll | [1+4@(&(t) — 2o(t))]dt < el — zol|[1 + D(z — zo)]
to
y por lo tanto (4.4) se cumple con § = min{e, u}.
Supongamos que la desigualdad (4.1) no se satisface. Entonces, para toda ¢ € N, existe
zq € Xc(A) tal que

D(zq — zo)

llzq — zol| < dg, I(zq) — I(z0) < T

(4.5)

donde ¢, = min{d,1/q}. Nuestro objetivo es probar que zo & H'.
Claramente z4 # 2o (¢ € N). Como z € E, por (4.2) y (4.4),

I(zq) — I(z0) = K(20; 2) + £7(20; Tq) 2 —0rf|zq — Zol| + D(2q — o) (h — aflzq — 20l|)

y entonces, por (4.5),

En consecuencia lim D(z,—z0) = 0. Por el Lema 3.4, existen una subsucesién (nuevamente
denotada por {z4}) y yo € X" tales que {z,} converge a z; en la direccién ypo.
Afirmamos que yo € Y, I"'(z0; y0) <0,y yo Z 0 en T. Para demostrarlo, definamos
dy = (2D(wq — 2) 2, yglt) = (teT).
En vista del Lema 3.5¢ y el hecho de que y4(to) = yq(t1) =0 (¢ € N), se tiene que yp € Y.
Ahora, por (4.3) y el Lema 3.5c¢,

i 220D =t 244,0), P4 24 (0)5a(0) = 500(0), LeaGo(®)uo0)
Jim &ﬁ;@@l = lim Q(t,4(t)¥a(t) = Lsa(Go(®)y0(t

21



ambos uniformemente en 7. Junto con el Lema 3.5d esto implica que

i KE0Z0 2 (o0, Laa (o D0(8) + 200(0), Lax Go(ODuoO) . (46)

Por otro lado, por (4.2) y (4.5),

0 > liminf I(zq) — I(z0) > lim K (20329 + lim inf £*(20;2q) (4.7)
q—0 dz goo  d2 g—00 d2
y entonces la desigualdad I"(zo;yo) < 0 se cumplird si mostramos que
I e 1L .. - .
fiminf o 0% 5, 1 (90(t), Lss(Fo(t))v0(t))dt. (4.8)

2 —_—
= dq 2 Je

Con la idea de probar esta desigualdad, sea S C T medible y supongamos que {z,(t)}
converge uniformemente a £o(t) en S. Por el teorema de Taylor existe go en N tal que,
para toda ¢ > qo y para toda t € S,

(9q(t); Bq(t)5q(t))

[SeA

1 . :
d—gc‘,‘(t,mq(t), Zo(t), 2q(t)) =

donde
Ry(t) =2 fo (1 = N Laa (t, 2q(t), F0(t) + Adq(t) — do(t)])dA

Claramente, lim Ry(t) = R(t) := L;3(Zo(t)) uniformemente en S. También, puesto que
zo € C'NH' y L es C%(A) con respecto a x y &, tenemos que zo € £ (para una demostracién
detallada ver, por ejemplo, [14]). Por el Lema 3.5¢,

timinf [ (55(t) Ra®ia(®)at > [ (io(®), ReYin(t))

g—00
y entonces, puesto que o pertenece a G(A;h,e),

. & BorT I} ; - :

imind S0 > 2 [ Goe), Las (o) o)
Como S se puede escoger de forma que difiera de T por un conjunto de medida arbitraria,
esta desigualdad se cumple cuando S = Ty, por lo tanto, (4.8) se cumple. Falta demostrar

que yo # 0 en T'. Pero, en vista de (4.7) y la primera relacién de (4.4), tenemos que

lim X@0%) Rk _
q—00 dg 2
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Por (4.6), la suposicién yo = 0 en T contradice la positividad de h. Concluimos que

2o € H' y la demostracion estd completa. I

4.2 Nota: Se pueden obtener ficilmente condiciones suficientes para minimos locales
débiles por medio del teorema anterior. Para ver esto notese que, si en lugar de la hipétesis
G(A;h,€), imponemos la condicién G(T3(zo;€) N A; h,€) en el Teorema 4.1, entonces zg
serd4 un minimo fuerte estricto de P(T7(zo;€) N A). En otras palabras, para alguna § > 0,
I(z¢) < I(z) para toda z # zo con z € X(T1(zo;€) N A) y ||z — zollo < §. Tomando
p := min{e, 6}, tenemos que I(zg) < I(z) para todaz # zgconz € X.(A) y [lz—2o|1 < p-
Esto implica que zy es un minimo débil estricto de P(A).

4.3 Nota: En [12] se demuestra que, si £y es una trayectoria no singular en W (A4;e¢)
para alguna € > 0, entonces existen d, h > 0 tales que &(t,z,%,u) > hp(u — &) para toda
(t,z,2,u) € T x R* con (t,z,%) € Ty(z0;6) y (t,z,u) € A. De esta manera el teorema
de suficiencia clasico (Teorema 2.2) es un corolario del Teorema 4.1.
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5 Reforzamiento de la condicidn de Weierstrass:

segundo enfoque

En la seccién anterior debilitamos la condicién reforzada de Weierstrass clasica al im-
poner no negatividad de la funcién exceso sobre (t,z(t),Zo(t), £(t)) en lugar de (¢, z, %, u)
con (t,z,u) admisible y (¢,z,%) en una vecindad débil de zo. El segundo enfoque que
presentamos modifica la condicién clasica de suficiencia suponiendo ciertas hipétesis de
continuidad uniforme en las funciones que delimitan el problema.

De ahora en adelante supondremos que L es continua en T X R™ x R", y que para toda
t € T la funcién L(t,-,-) es C% en T x R™ x R". Definamos, para toda h > 0,

S(A;h) := {zo € Xe(A) | £(t, 20(t), Zo(t),u) > hp(u — To(t)) para toda
(t,u) € T x R™ con (t,zo(t),u) € A}.

5.1 Teorema: Supongamos que o9 € X.(A)NC' y L;; es uniformemente continua. Si
a.zp € ENH' N S(A;h) para alguna h > 0;
b. Para toda n > 0 existe p > 0 tal que, para toda z € X.(A) con ||z — zo|| < p,

131

t {E(t, o(t), £o(t), £(t)) — E(t, (1), 20(2), £(t)) }t| <,

entonces xo es un minimo fuerte estricto de P(A).

Demostracion: Procedamos como en los primeros pasos de la demostracion del Teorema
4.1. Queremos probar la existencia de p,d > 0 tales que, para toda z € X.(A) con
|z — zol| < p,

I(z) > I(zo) + 0D(z — o).

La demostracién consiste en mostrar que, si suponemos lo contrario, i.e., para toda p,é > 0
existe x € X (A) con ||z — zo|| < p tal que I(z) < I(zo) + 6D(z — o), entonces zo & H'.
Como en la Seccién 4 tenemos que, para toda z € X (A),

I(z) = I(zo) + I' (zo; z — z0) + K (0; z) + £*(z0; 1)
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donde &
£* (0; 7) = /t E(t, 3(2), 5o(2), () dt,

K(zo;z) = | {M(t,2(t)) + (&(t) — 2o(t), N(t, 2(t)))}dt.

to

Por el teorema de Taylor, existe p > 0 tal que, para toda (t,y) € To(zo; 1),

M(ts y) = %(y - $0(t), P(t: y) (y - (Eﬂ(t))); N(t: y) = Q(t1 y)(y - :Eﬂ(t))

donde
P(t,y) := 2‘/0 (1 = A)Laz(t, mo(t) + Ay — zo(t)), To(t))dA,

Qt,) = | Laalt,zalt) + Alw = 0(8), () A
Ahora, como z¢ € S(A;h), tenemos que
Bl = ft CEt,30(t), 30(t), (1)) dt > hD(@ —70) (3 € Xu(4)).  (5.1)

También, como se hizo en la Secci6én 4, podemos escoger « > 0 tal que, para toda z € X.(A)
con ||z — zo|| < p
|K (z0; 7)| < alz — zo|[1 + D(z — zo)]. (5.2)

Ademas, para toda g € N existe 0 < §, < min{y, 1/¢}, tal que
. o
|z — zol| < &g = |E*(zo; ) — G(x0; 2)| < - (5.3)
Por la hipétesis de reduccién al absurdo mencionada anteriormente, para toda ¢ € N existe
zq € X.(A) tal que

loq = aoll < 80y T(og) ~ T(ao) < ZEL=2), (5.4

Queremos demostrar que zo € H'. Claramente z4 # zo (¢ € N). Por (4.2), y (5.1)-(5.3),

I(zg) — I(z0) = K (203 Tq) + £* (20} 7)
> K (20;%q) + G(x0; 2) — %

(e}
> —o||lzg — zo|| + D(zq — z0o)(h — af|zg — z0|]) — 5
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y entonces, por (5.4),

l « 2c

D(z —xg)(h————) < — (g€eN).

(zq i . (

En consecuencia lim D(z,—2z0) = 0. Por el Lema 3.4, existen una subsucesién (nuevamente

denotada por {z4}) y yo € X" tales que {z,} converge a z, en la direccién yo.
Afirmamos que yo € Y \ {0} y I"'(z0; yo) < 0. Para demostrarlo, definamos

Tq(t) — z0(t)

dyi= (2D =), walt) =

(teT).

Puesto que y, converge puntualmente a yo (ver Lema 3.5¢) y y4(to) = yq(t1) = 0, tenemos
que yo € Y. Por (4.3) y el Lema 3.5¢c, se tiene que

tim ML) i 2,0, Pt 24(0)0a(6) = 3 0000, Lea Go(D)o(0)
qlirgo Mt’+:(t)) = qlirx;o Q(t,74(t))yq(t) = Lix(To(t))yo(t)

ambos uniformemente en 7'. Junto con el Lema 3.5d, esto implica que

lim K(x"’% = / {(0(8), Loz (Fo(6))y0()) + 2000(¢), LaaFo(®)yo(®)}dt.  (5.5)

g—oo

Por otro lado, por (4.2) y (5.4), tenemos que

I : *(zo;
0 > Timine 1C0 = Now) o, KiF0iTe) 5 o0 & (055 (5.6)
g—c0 dg g—00 g q—o0 g
y entonces la desigualdad I"(zo;yo) < 0 se cumplird si mostramos que
o & S0 T Ty) o 1 2 - ;
imint 0 > 2 [ (i0(0), s Golt)o(0) (5.7

Para demostrarlo, sea I' C T medible y notemos que, por el teorema de Taylor (recordamos
que L;; estd definida en todo el espacio T' x R™ x R") para casi toda t € T, se tiene que

200,200, 64(0) = 506a(0), Ba)in(®)

donde
Ry(t) =2 /0 (1= N Laa(t, 2q(8), G0(t) + Nq() — do()])dA.
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Sea,
Sy(t) =2 /0 (1 = N Laa(t, 2o(t), Go(t) + A[dq(t) — do()])dA

y notamos que, para casi todat € I’

£ (t,20(t), 0(8), (1)) = 5ia(8), Sa(8)ia(t).
q

Sea 3 > 0. Puesto que Lz; es uniformemente continua y z4(t) — zo(¢) uniformemente en

T, existe go € N tal que, para toda ¢ > go y para casi todat €T,

|Rq(t) — Sq(t)llc < B

donde ||T||z = sup{|Tz| : |z| < 1} denota la norma usual en el espacio de todos los
operadores lineales T: R™ — R". Por la desigualdad de Schwarz, el Lema 3.2d, y notando

t . 2
U |gg(6)]
PO gt =1,
L w2 (t)

que

tenemos

< 5( i |f';12(2)I2dtfrwg(t)dt) v < Bo

q

[0, (R0 - 5,0io)a

para alguna o > 0 (independiente de ) y toda ¢ > go. De esta manera,

q—co

liminf | (G, Ra(®)3a()dt = limint [ (ia(®), Sy(0)in(t))at. (5.8)
r g Jp

Ahora, sea S C T medible y supongamos que {i4(t)} converge uniformemente a zo(t) en
S. Claramente, lim Ry(t) = R(t) := L33(Zo(t)) uniformemente en S. Por (5.8), el Lema
3.5e, y puesto que zg € S(A;h)

E*gaiay) . 1

N 1
b= 23

wawmwwt

Como S se puede escoger de manera que difiera de T' por un conjunto de medida arbitraria,
esta desigualdad se cumple cuando S = T y esto establece (5.7). Falta demostrar que
Yo # 0 en T'. Pero en vista de (5.1), (5.6) y (5.8), tenemos que

K(zo;zq)  h

0> lim K(®0i%q) | i ing S(F0i %a) > i —e0idg) B

g—00 d? g—oco 2 q—00 d2 2
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Por (5.5), la suposicién yo = 0 en T contradice la positividad de h. En consecuencia
zo € H' y la demostracién esta completa. I

5.2 Nota: Es fécil verificar que si A estd acotado con respecto al conjunto al que
pertenecen las derivadas, entonces la hipdtesis de continuidad uniforme de L;; no es nece-
saria y, ademds, la condicién (b) del Teorema 5.1 se satisface. De esta manera, obtenemos

el siguiente resultado.
5.3 Corolario: Sea zo € X.(A)NC! y supongamos que A estd acotado con respecto a

&. Si, para alguna h > 0, zo € EN H' NS(A;h), entonces xy es un minimo fuerte estricto
de P(A).
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6 Reforzamiento de la condicidn de Weierstrass:

tercer enfoque

Consideramos ahora un resultado de suficiencia basado en un “método de expansiéon” para
el que no se requiere que el arco de interés sea suave, no singular, o posea una segunda
variacion positiva.

Un enfoque similar, basado en minimizar funciones convexas (suponiendo, por ejem-
plo, que L(t,z,%) es convexa con respecto a (z,%) en (zo(t),&o(t)) para cada t € T) se
puede encontrar en, por ejemplo, [9, 11, 25]. El teorema siguiente, sin embargo, muestra
explicitamente como esta técnica se puede utilizar para reforzar la condicién necesaria de
Weierstrass y hacerla suficiente para la optimalidad asi como, a través de una simple mo-
dificacién del dominio donde se satisface, asegurar la existencia de un minimo local o global.
Mis aiin, el resultado sigue siendo valido para cualquier subconjunto A C T x R" x R"
(donde las funciones que aparecen estén bien definidas) sin ningin requerimiento de que
éste sea abierto o convexo.

Para toda (t,,&,v,u) € T x R* definamos
K(t,z,z,v,u) := L(t,z,u) — L(t,v,u) + (v — z, Ly (¢, z, %))

y consideremos el conjunto

R(A) := {zo € X(A) | E(t, z0(t), Zo(t),u) > K(t,zo(t), To(t),x,u)
para toda (t,z,u) € A}.

6.1 Teorema: Si zg € X.(A) N R(A) y I'(zo;y) > 0 para toda y € Y, entonces zg
resuelve P(A).
Demostracion: Sea z € X.(A). Como zy € R(A) tenemos que

0< [ E(t, zo(t), #0(t), #(8)) — K(t, zo(t), G0(t), 2(8), #(2))}dt
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t1

= [ et an(e). 0(6),5(0) - Lt mo(e) (1) + L)
— (2(t) — zo(t), La(Go(t)))}dt
- ] LGW) - LGEo(t)) - (o(t) — 2o(t), L (Go(t)))

—(&(t) — 2o(t), Lz(Zo(2))) }dt
= I(z) — I(zo) — I'(zo; z — xo).
Pero z — gy € Y y, por lo tanto, I'(zg;  — x9) > 0. Concluimos que I(zy) < I(z). 1
6.2 Nota: Se pueden obtener condiciones suficientes para un minimo fuerte o débil

por medio del teorema anterior reemplazando A por Tj(zo;€) N A o (To(zo;¢) X R*)N A
respectivamente.
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7 Ejemplos

En esta seccién se proporcionan algunos ejemplos simples que ilustran la utilidad de los
teoremas de suficiencia dados en las Secciones 4, 5 y 6. En todos los ejemplos que siguen,
al menos que se especifique algo distinto, A =T x R x R.

Empecemos con dos problemas para los que uno puede inmediatamente verificar la
condicién G(A; h, €) para cierto extremo, pero puede ser mucho mas complicado demostrar
que este pertenece a W (A;e).

7.1 Ejemplo: Minimizar I(z f AV +22(t) — 23(t) — 2tx(t)(t) — 1}dt sujeto a
z(-1)==z(1) =0.
Aqui L(t,z,%) =1+ 22 —2? -2tz — 1, T =[-1,1], & =& = 0.

Sea z¢o = 0. Observemos primero que, para cualquier (¢,z,) € A,

Lt 3,%) = —2tx y Lg(t,z,z) = -2t — 2z

T
1424
y, por lo tanto, o € E. Ahora, definiendo ¢(c) := V1 +¢? —1 (c € R), se tiene que

&

g(ta T, L, u) = (p(u) - (‘D(.’B) - (u i x)ﬁ

y, por lo tanto, £(t,z,2o(t),u) = ¢(u), lo que prueba que zo € G(A;h,€) para cualquier
€ > 0y h = 1. Finalmente, notemos que
1

s [{y — 4ty (£)3(t) — 207(t)}dt = ] P () dt

=
lo que implica que z¢ € H'. Por el Teorema 4.1, 2o es un minimo fuerte estricto de P(A).
7.2 Ejemplo: Minimizar

I(z) = f_ll{cosh (£1(t) + £2(t)) — &1(t)Z2(t) + cosh (z1(t) + z2(t)) }dt sujeto a z(—1) =
#(1) = 0.
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En este caso, L(t,z1, %2, %1,%2) = cosh (1 + &2) — £122 + cosh(zy + z2), T = [-1,1],
bo=6=0y A=TxR?xR2
Sea zo = 0. Obsérvese que, para cualquier (t,z,%) € A,

L;(t,z,z) = (senh (£1+%2) — T2, senh (21 +22) —21); Ly = (senh (z1+z2),senh (z1+xz2))

y por lo tanto zp € E. Como
E(t,z,2,u) = cosh (uy + uz) — uyug — cosh (&1 + &2) + &12
— (uy — Z1)(senh (&1 + &) — &2) — (ug — &2)(senh (21 + Z2) — 1),
tenemos que

2 2
1
Il 2 e(w)

E(t,xzo(t), Zo(t),u) = cosh (ug + u2) — ugus — 1 >

lo que muestra que zo € G(A;h,€) para cualquier ¢ > 0 y h = 1. Finalmente, es ficil

verificar que zo € H' y asi, por el Teorema 4.1, 2o es un minimo fuerte estricto de P(A).

7.3 Ejemplo: Minimizar I(z) = fo {z2%(t) — #3(t) }dt sujeto a z(0) = z(1) = 0.

Aqui L(t,z,%) = 2% — 23, T =[0,1], & =§1 =0
Tenemos que L;(t,z,2) = 22 — 332 y entonces zo = 0 pertenece a E. Ahora,

E(t,z, ¢, u) = u? — u — 2uz + 3uz?® + &% — 243

y por lo tanto £(t,zo(t), Zo(t),u) = u?(1 — u). También, I"(zo;y) = 2f0 t)dt y en
consecuencia zg € H'.

Consideremos diferentes elecciones de A. Si, por ejemplo, A = T x R x (—o0,1 — h)
para alguna h > 0 entonces claramente zo € G(A; h, €) para cualquier € > 0 y el Teorema
4.1 es aplicable. Si la restriccion a z es (—oo0,1) en lugar de (—oo,1 — h), entonces zo no
pertenece a W (A;e€) ya que

hm E(t,z,z,u) = —22(1 — )2

u—1

y entonces, dado (t,z,%) € T1(zo;€) con & > 0, siempre podemos encontrar u < 1 tal que
E(t,z,z,u) < 0. Finalmente, si A = T x R X (—00, 1] entonces & (¢, zo(t), Zo(t),u) > 0 para
cualquier (t,u) € T x (—o0,1] y, por el Teorema 6.1, z¢ resuelve P(A).

7.4 Ejemplo: Minimizar I(z) = f_ll{:fsz(t) + senz(t) sen(t) }dt sujeto a z(—1) =

z(1) = 0.

32



Aqui L(t,z,2) = ©® +senzsenz, T = [-1,1], =&, =0,y A=T xR x R.
Es ficil ver que L;;(t,z,2) = 2 — senz sen es uniformemente continua en A. Como

zo = 0 satisface la ecuacién de Euler
& e ; ;
E(h‘(t) + senz(t) cos(t)) = cos z(t) sen &(t),
este pertenece a E. La funcion £ de Weierstrass para L estd dada por

2

E(t,z,&,u) = u® +senzsenu — > —senzsent — (u — &)(24 + sen z cos &)

y entonces &(t,zo(t), o(t),u) = u®. En consecuencia zo € S(A;1). Ademés,

1 1
|E* (z0; ) — G(z0; 2)| = '/;l{sen:r(t) senz(t) — ©(t) senz(t) }dt| < -/;1 |sen z(t)|dt

y por lo tanto la condicién (b) del Teorema 5.1 se cumple. Finalmente, como I (zg;y) =
2 fmll y%(t)dt, tenemos que zo € H'. Por el Teorema 5.1, o es un minimo fuerte estricto

de P(A).

7.5 Ejemplo: Minimizar I(z) = fol{:r':z(t) — 4z(t)z>(t) + 2tz*(t)}dt sujeto a z(0) =
z(1) = 0y 2(t) € O (c.s. en [0,1]) con O un subconjunto abierto y acotado de R que
contiene al punto 0.

Aqui L(t,z,2) = 2® —dzi® + 2t2*, T =[0,1], o =6=0,y A=T x R x O.

La ecuacién de Euler

%(25,-@) — 122(t)a%(t) + 8t&°(t)) = —44°(t)

es satisfecha por el arco zop = 0 y en consecuencia zg € E. Ahora, como
E(t, z, &,u) = u® — dzud + 2tu® + 2 — 8za3 + 6t2* — 2uz + 12uzi? — Stud®,

tenemos que & (t, zo(t), Zo(t), u) = u®+2tu?, y entonces zo € S(A;1). Ademas, I"(zo;y) =
2 fel y%(t)dt y, por lo tanto, zo € H'. Por el Corolario 5.3, zo es un minimo fuerte estricto
de P(A). Hacemos notar que, para este ejemplo, la conclusién anterior no se cumple si A

es no acotado (ver [12]).

En la introduccién mencionamos que Ewing [9] dedica una seccién entera a problemas
para los que la condicién reforzada de Legendre no se cumple. Agregando un término de

penalidad se ilustra por medio de tres ejemplos en los que todo extremo es singular un
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poco de la “practica que uno debe tener para poder emplear este método”. Por medio de
una simple aplicacién del Teorema 6.1, resolveremos uno de estos ejemplos (los otros dos

se resuelven de una manera atin més simple).

7.6 Ejemplo: Minimizar I(z) = fo {t2z(t) + z2(t) }dt sujeto a z(0) = 0, z(1) = 1.

Aqui L(t,z,%) = t22 + 22, T =[0,1], & = U, & =1.

Como la ecuacién de Euler estd dada por 2t = 2z(t), zo(t) ;== t (t € T) es el tinico
extremo admisible. Por su singularidad, los teoremas de suficiencia cldsicos no son aplica-
bles. En [9], Ewing primero agrega el término de penalidad k?(i — 1) y asi obtiene una
integral

Ii () =f0 {L(t, 2(t), £(t)) + K*(£(t) — 1)*}dt

cuya ecuacién de Euler es k2% (t) — z(t) = —t. Si k # 0, la solucién general es
zk(t) = aexp(t/k) + bexp(—t/k) +t

y, con b = a = a/2, uno obtiene la familia uniparamétrica zx(t) = acosh (t/k) + t que
genera un campo sobre la banda infinita {(¢,z) | 0 < ¢t < 1} siempre que k # 0. Como,
para el integrando de I, z( satisface la condicion reforzada de Legendre para toda (¢, z, ©)
cont €Ty z,& € R, una aplicaciéon de un teorema de suficiencia en términos de campos
implica la desigualdad Ir(zo) < Ix(z) si x # zo es admisible y k # 0. Haciendo k — 0,
vemos que I(zg) < I(z) para cualquier z admisible distinto de zo.

Probemos como inmediatamente se llega a la misma conclusién por medio de la apli-
cacién del Teorema 6.1. Tenemos que £(t,z,%,u) = 0 y K(¢,z,z,v,u) = —(z — v)2. En
consecuencia g € X.(A) N EN R(A) y, por el Teorema 6.1, £y es un minimo global de

P(A).

7.7 Ejemplo: Minimizar I(z) = [ #%(t)[1 — &%(t)]dt sujeto a 2(0) = z(r) = 0.
Aqui L(t,z,%) = z%(1 — 2 ), =[lix); & =& =0
Sea o = 0. Tenemos que zg € X.(A) y, como

Ly(t,z, @) =2z(1 — %) y Li(t,z, ) = —22°%,

zo satisface la ecuacién de Euler. Notemos que L;;(t,z,2) = —2z% y por lo tanto zg
es singular. Ahora, E(t,zo(t),Zo(t),u) = 0 y K(t,zo(t),Zo(t),z,u) = z?(u® —1). Si
restringimos u € (—1,1), concluimos del Teorema 6.1 que z( es un minimo local débil de

P(A).
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Nétese que, para este problema, &(t,x, ¢, u) = 22(2ut — 2% — u?) de tal forma que zy €
W (T1(zo; €)) para cualquier € > 0. Sin embargo, la condicién reforzada zg € W (T (zo;€); €)
no se cumple para ninguna € > 0 ya que, en particular, £(¢,z,0,u) = —z%u? < 0 para
cualesquiera z,u > 0. Para este ejemplo uno puede probar facilmente que zy no es un

minimo fuerte. En efecto, si definimos z,,(t) := n~/2sennt (n € N, t € T), entonces

1 m
i = -—fo sen’ nt (1 — n cos® nt) dt

n
1 2 2 1 » 2

= sen” nt dt — — sen” 2nt dt
n Jo 4 0

. X

“2n 8

y por lo tanto I(z,) < 0 = I(zg) para cualquier n > 4. Claramente, dado p > 0, existe n
suficientemente grande tal que z,, € X (A4) N Ny(zo; p).

7.8 Ejemplo: Minimizar I(z) = f_ll{tz:tz(t) + 12z%(t)}dt sujeto a z(—1) = -1 y
)= L
Aqui L(t,z,2) =232 + 1222, T =[-1,1], &= -1, & = 1.
Sea zo(t) :=t3 (t € T'). Tenemos que zo € X.(A) y, como
L.(t,z,%) =24z y L;(t,z,) = 2t%,
la ecuacion de Euler estd dada por

t25(t) + 2ta(t) — 122(t) =0 (t€T)

y por lo tanto zy la satisface. Puesto que L;;(t,z,Z) = 2t2, cualquier trayectoria es
singular. Ahora, £(t,z,#,u) = t2(u — %) y K(t,z,%,v,u) = —12(z — v)2. Por el Teorema
6.1, zo resuelve P(A).

7.9 Ejemplo: Minimizar I(z) = fol{:i:2(t) + z(t)&(t) + z2(¢) }dt sujeto a z(0) = 0,

(1) =1.

Aqui L(t,z,2) = i? + z2 + 2%, T =[0,1], & =0, & = 1.
Tenemos que
Ly(t,z,2)=2z+% y L3(t,z,2) =21+ =z,

de manera que la ecuacion de Euler estd dada por #(t) = x(¢). Sea
zo(t) 1= (e2 — 1) (et — 1) (teT)
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y observemos que zo es C' y pertenece a X.(A) N E. Puesto que L;;(t,z,&) = 2 y
E(t,r,%,u) = (¢ — u)? tenemos también que zo € L' N W(A;¢) para cualquier € > 0.
Ademas es fécil ver que zop € H' y, por lo tanto, por el Teorema 2.2(b), o es un minimo
local fuerte. Sin embargo, aplicando el Teorema 6.1, podemos concluir que este es también

un minimo global. De hecho, se tiene que

2

K(t,z,z,v,u) = —(z —v)* — (z — v)(Z — u)

y, por lo tanto,
E(t, zo(t), To(t),u) — K(t, wo(t), £o(t), z,u) = a®(t) + b%(t) + a(t)b(t) > 0
donde a(t) = @o(t) — u y b(t) = zo(t) — z. Por el Teorema 6.1, o resuelve P(A).

7.10 Ejemplo: Minimizar I(z) = fnz{.ai'“(t) — 62%(t) }dt sujeto a z(0) = z(2) = 0.
Aqui L(t,z,2) = 2* — 622, T =[0,2], & = & = 0.
Como L;(t,z,z) = 423 — 122 y L, = 0, la trayectoria

V3t sitel0,1]

zo(t) = { V3(2—-t) site(l,2]

pertenece a E y, claramente, zg € X.(A). Ahora, la funcién exceso est4 dada por
E(t,z, ,u) = u* — 6u® + 33 — 4ui® — 622 + 12ud,

de manera que &(t, zo(t), Zo(t), ) = (u? — 3)%. Como L(t,x, %) no depende de z, K =0, y
entonces zp € R(A). Por el Teorema 6.1, zo resuelve P(A).
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2 Conjugacién en Control éptimo
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1 Introduccidon

La teorfa de conjugacién ha jugado un papel fundamental en la caracterizacién de condi-
ciones de segundo orden para problemas en célculo de variaciones. En particular, para el
problema de puntos fijos se sabe bien que, si H denota el conjunto de trayectorias cuya
segunda variacién es no negativa sobre el conjunto de variaciones admisibles y = es un
extremo no singular, entonces z € H si y solo si z satisface la condicién de Legendre y
no hay puntos conjugados a to con respecto a z en (tg,t1), el intervalo abierto de tiempo
(condicién necesaria de Jacobi).

Se han llevado a cabo varios intentos por generalizar este resultado a problemas de
control 6ptimo. En particular, en 1988, Zeidan y Zezza [26] consideraron una clase de
problemas con un punto fijo y restricciones con igualdades en el control. Su nocién de
“puntos conjugados” generaliza la nocién clésica en el sentido de que, si un proceso 6ptimo
satisface la condicién reforzada de Legendre o de Clebsch correspondiente (y por lo tanto es
no singular) junto con ciertas condiciones de normalidad (siempre satisfechas en el contexto
de célculo de variaciones) entonces no hay puntos conjugados a tp con respecto a dicho
proceso en (to,t1).

Un enfoque completamente distinto se introdujo en 1994 por Loewen y Zheng [14],
aplicable a ciertos problemas de control éptimo (que incluyen aquellos de [26]) con un
punto fijo e involucrando restricciones con igualdades y desigualdades en el control. En [14]
se define un conjunto de “puntos conjugados generalizados” que cuando es no vacio en el
intervalo abierto de tiempo implica la existencia de una variacién admisible cuya segunda
variacién (con respecto al Hamiltoniano) es negativa. Para cualquier proceso admisible
(z,u) y p funcién continua, denotemos este conjunto por C;(z,u,p). La “condicién ge-
neralizada de Jacobi” se obtiene por medio de una aplicacién de condiciones necesarias de
segundo orden para estos problemas: si (z,u) es una solucién “normal”, entonces existe p
tal que la segunda variacién con respecto al Hamiltoniano en (z,u, p) es no negativa sobre
el conjunto de variaciones admisibles y, por lo tanto, C;(z,u,p) N (to,%1) es vacio.

Esta nocién de conjugacién no generaliza la nocién clasica como se hace en [26] puesto

que la no existencia de tales puntos en (Zp,%;) es necesaria para la optimalidad aun cuando
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el proceso de interés es singular. Sin embargo, si el problema considerado en [14] se reduce
al problema de puntos fijos en cdlculo de variaciones y el extremo de interés es no singular,
entonces el conjunto cldsico de puntos conjugados en el intervalo abierto esta contenido
en el de puntos conjugados generalizados. De esta manera esta nueva nociéon “extiende”
aquella de conjugacién no solamente para problemas de control 6ptimo sino también en la
teoria clasica de cdlculo de variaciones. Algunos ejemplos dados en [14] ilustran la utilidad
de este conjunto: estos tratan con procesos singulares, de tal forma que ni la teoria cldsica
de Jacobi ni aquella dada en [26] pueden detectar la no optimalidad, mientras que este
hecho se obtiene probando la existencia de puntos conjugados generalizados.

Para la clase de problemas de control éptimo considerados en [14], el punto inicial estd
fijo y se requiere una hipétesis de convexidad en el conjunto de controles. Para problemas
en donde ambos puntos varian y el conjunto de controles no es necesariamente convexo,
Zeidan [27] introdujo en 1996 un nuevo conjunto de puntos conjugados generalizados que
contiene a C1(z,u,p) y que denotamos por C(z,u,p). Ahi se muestra que una condicién
necesaria para la optimalidad, para “extremos normales”, es nuevamente la no existencia
de tales puntos en (to,t1). Como en [14], este resultado es consecuencia de la no negativi-
dad de la segunda variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles bajo hipdtesis de
“normalidad”.

Aunque la teoria anterior parece ser exitosa para ciertas clases de problemas de control
6ptimo, estos conjuntos de “puntos conjugados extendidos” presentan dos caracteristicas
poco deseables. Primero, la existencia de tales puntos se establece meramente como una
condicién suficiente para la existencia de variaciones cuya segunda variacién es negativa.
En otras palabras, no esta claro si hay problemas para los que estos conjuntos son vacios
con respecto a un “extremo normal” pero la segunda variacién es negativa a lo largo
de una variacién admisible (implicando la no optimalidad del extremo). Segundo, no
debemos olvidar que el objetivo principal de introducir una caracterizaciéon de la condicién
de segundo orden es obtener una manera mas simple de verificarla. Sin embargo, aun para
problemas simples en calculo de variaciones, uno puede encontrar facilmente ejemplos
para los que, verificar si estos conjuntos son no vacios se convierte en una tarea mucho mas
dificil que verificar la existencia de una variacién admisible negativa. En consecuencia, al
utilizar las teorias de Loewen y Zheng, o Zeidan, uno puede perder el objetivo principal
de introducir una caracterizacién de la condicién necesaria de segundo orden.

Con el propésito de resolver estos dos problemas, Berlanga y Rosenblueth introdujeron
en [2] un tercer conjunto de puntos R(z) aplicable al problema de puntos fijos en célculo de
variaciones. Este conjunto es tal que, para cualquier trayectoria, z € H siy solo si R(z) es

vacio. Ademas, este conjunto tiene la propiedad de que, si existe una variacién admisible
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y cuya segunda variacién es negativa, entonces y satisface las condiciones que definen los
elementos de R(z). En otras palabras, nunca es mds dificil checar que R(z) es no vacio que
probar directamente que z ¢ H. Ademads, con respecto a los conjuntos definidos en [14] y
[27], Rosenblueth en [19] establecié las relaciones C(z) C Ca(z) C R(z) (implicando, en
particular, que las condiciones Cy(z) = 0 y C2(z) = 0 son necesarias para la optimalidad
en el intervalo semi-abierto (to,%1]). También en [19] se generalizé este conjunto para
ciertos problemas lineales de control 6ptimo. Nuevamente, con la idea de simplificar las
condiciones que definen a los elementos de R(z), Berlanga y Rosenblueth introdujeron en
[3] un nuevo conjunto S(z) el cual contiene a R(z) y satisface z € H < S(z) = 0. Es
notable que, verificar la pertenencia a S(z) resulta ain mas simple que con respecto a
R(z).

En este capitulo generalizamos el conjunto R(z) para el problema de Lagrange de con-
trol 6ptimo con puntos fijos y dindmicas no lineales y lo denotamos por R;(z,u,p). La
segunda variacién a lo largo de (z,u) sobre el conjunto de variaciones admisibles (y,v) la
denotaremos por J,((z,u); (y,v)). La no existencia de puntos conjugados en Ri(z,u,p)
es equivalente a la no negatividad de Jy,((z,u); (y,v)) sobre el conjunto de variaciones ad-
misibles sin requerir que el proceso (z,u) sea un “extremo normal”. Ademds, R;(z,u,p)
tiene la propiedad de contener a C;(z,u,p). Anilogamente, introducimos un conjunto
Rs(z,u,p) que contiene tanto a Ry(z,u,p) como a Cz(x,u,p) y que tiene la propiedad de
que si (z,u) es un “extremo normal”, entonces la no existencia de puntos conjugados en
Ry(z, u, p) es equivalente a la no negatividad de J,((z, u); (y,v)) sobre el conjunto de varia-
ciones admisibles. Por iltimo, definimos un tercer conjunto S(z,u,p) como la extensién
natural del conjunto S(z) al problema de control. Nuevamente, si (z,u) es un “extremo
normal”, la no existencia de puntos conjugados en S(z, u, p) es equivalente a la no negativi-
dad de J,((z,u); (y,v)) sobre el conjunto de variaciones admisibles. Bajo ciertas hipétesis
de “normalidad” obtenemos la relacién S(z,u,p) C Ra(z,u,p) y, si para toda t € [to, 1]
la matriz f,(t,z(t),u(t)) (donde f es la dindmica del problema) es de rango completo,
entonces Ra(z,u,p) = S(z,u,p). Es importante mencionar que, en general, resulta més
facil verificar la pertenencia a S(z,u,p) que a los otros conjuntos de puntos conjugados.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 planteamos el pro-
blema de Lagrange de control éptimo con puntos fijos. Los conjuntos a los que pertenecen
los estados y los controles son subconjuntos abiertos de R™ y R™ respectivamente y las
dindmicas son no lineales. Asimismo, presentamos las condiciones necesarias cldsicas de
primer y segundo orden para la optimalidad. En la Seccién 3 introducimos nuevas defini-
ciones de puntos conjugados y llevamos a cabo una comparacién detallada con las defini-
ciones dadas en [14] y [27], todas ellas para un problema comin. En la Seccién 4, a través
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de dos ejemplos, ilustramos la utilidad de estos nuevos conjuntos de puntos conjugados.
En particular, probamos la no optimalidad de un extremo a través de los resultados de la
Seccién 3 y hacemos ver c6mo, al tratar de utilizar las teorias dadas en [14] y [27], uno

puede encontrarse con un tarea desesperanzadora.
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2 Planteamiento del problema

Supongamos que tenemos dados un intervalo T' := [tg, 1] en R, dos puntos &, £; en R",
un conjunto A en T x R™ x R™, y funciones L y f que mapean T x R" x R™ a Ry R"
respectivamente, (¢,z,u) — L(t,z,u), (t,z,u) — f(t,z,u).

Denotemos por X el espacio vectorial de todas las funciones C* a trozos o seccionalmente
suaves que mapean T' a R", por U el espacio vectorial de todas las funciones seccionalmente

continuas que mapean T' a R™, sean Z := X x U,
D :={(z,u) € Z | £(t) = f(t,z(t),u(t)) ¢t €T)},
Ze(A) := {(z,u) € D | z(to) = &0, z(t1) =&, (¢, (t),u(t)) € A (teT)},

y consideremos la funcional I: Z — R dada por

Ilm,u) = /h L(t,z(t), u(t))dt ((z,u) € 2).

to

El problema que consideraremos, denotado por (P), es el de minimizar I sobre Z,(A).

2.1 Definiciones: Los elementos de Z son llamados procesos y decimos que (z,u) €
Ze(A) resuelve (P) si I(z,u) < I(y,v) para todo (y,v) € Z¢(A).

e Dado un proceso (z,u), usaremos la notacién (Z(t)) para representar a (¢, z(t), u(t)).

e Para toda (t,z,u,p,A) en T'x R™ x R™ x R" x R, definamos el Hamiltoniano del
problema (P) como

H(t,z,u,p,A) := (p, f(t,z,u)) — AL(t, z, u).

e Dado (z,u) € Z, sea
D(z,u) :={(y,v) € Z | y(t) = A(t)y(t) + B(t)v(¢) (t € T)}
donde A(t) := f((t)) y B(t) := fu(8(t)) (t € T), y definamos
Y (z,u) == {(y,v) € D(z,u) | y(to) = y(t1) = 0}
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el cual llamamos el conjunto de variaciones admisibles a lo largo de (z,u).

e Decimos que (z,u) € Z es normal a (P) en T si las ecuaciones
z(t) = —A*(t)z(t), B*(t)z(t)=0 (teT)

(“** denota transpuesta) solamente tienen la solucién z = 0.
e Para todo (z,u) € Z sea
M(z,u) :={(Xo,p) ER X X | Ao 20, Ao+ |p| # 0, p(t) = —H(t,2(t),u(t), p(t), o)
y Hu(t,2(t),u(t),p(t), Ao) =0 (t € T)}
y consideremos los siguientes conjuntos:
E:={(z,u,p) € Zx X |(1,p) € M(z,u)}
H:={(z,u,p) € Z x X | Jp((z,u); (y,v)) > 0 para toda (y,v) € Y(z,u)}

donde .
To((@wi o) = [ 26 y@00@)d (@) € 2)

to

y, para toda (t,y,v) € T x R" x R™,

2Qp(t,y,v) = —[(y, Hzz(Z(t), p(t), 1)y) + 2(y, Heu(Z(2), p(t), 1)v)
+ (v, Hyu (2(t), p(t), 1)0)].

Las definiciones anteriores nos permiten enunciar de manera sucinta condiciones de

primer y segundo orden para el problema (P). Las hipétesis bajo las cuales dichas condi-
ciones se satisfacen varian de un autor a otro, pero nos basaremos en [26] donde se puede
encontrar la demostracién del siguiente resultado.

2.2 Teorema: Supongamos que A es abierto, para toda t € T las funciones f(t,-,-) y

L(t,-,-) son de clase C?(.A) y, para toda (z,u) € X x U, las funciones f, L y sus derivadas
parciales de segundo orden en (z,u) son seccionalmente continuas en t. Si (z,u) resuelve
(P) entonces M(z,u) # (0. Si ademds (z,u) es normal a (P) en T, entonces existe una

tinica p € X tal que (z,u,p) € €. Ademds, (z,u,p) € H.
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3 Puntos conjugados

En esta seccién definiremos ciertos conjuntos relacionados con el problema planteado en la
seccién anterior que de alguna manera, como explicamos en la introduccién, generalizan el
concepto clasico de puntos conjugados.

Para poder definir dichos conjuntos, resulta conveniente comenzar con la siguiente no-
tacién. Para cualquier s € [to,%1) sean T := [s,t1], X el espacio de funciones seccional-
mente suaves que mapean Ty a R", y U, el espacio de funciones seccionalmente continuas

que mapean T a R™. Consideremos el conjunto
Y(z,u) :==A{(y,v) € Xo xUs | 9(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t) (t € Ts), y(s) =y(t1) = 0}.
Dados (z,u,p) € Z x X y (y,v) € Ys(z,u), sean p:Ts - R™ y 0:Ts — R™ dadas por
p(t) = —Huz 1)y (t) — Huu(t)v(t),  0(t) := —Haua(t)y(t) — Hzu(t)v(t)

donde H(t) denota H(t,z(t),u(t),p(t),1).
Dado un proceso (z,u), consideremos el sistema lineal

y(t) = A@)y(t) + B(t)o(t) (t€T),  y(to) =0
donde A(t) = f+(Z(t)), B(t) = fu(Z(t)) (t € T), y sea ®(t) € R™*"™ que satisfaga
o(t) = -0()A(t) (teT), ®(t)=1I

de manera que cualquier solucién del sistema lineal con (y,v) € Z se puede expresar como

t

y(t) = <I>—1(t)f ®(1)B(7)v(r)dr.
to

La Definicién 3.1 se debe a Loewen y Zheng y el Teorema 3.2 se demuestra en [14]. El

conjunto R (z,u,p) dado en la Definicién 3.3, se introduce por primera vez en este trabajo,

y es una extensién natural del conjunto R(z) definido en [2] para el problema de control

6ptimo que estamos estudiando. El Teorema 3.4 es crucial en tanto que el nuevo conjunto
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definido en 3.3 contiene al de Loewen y Zheng y, mas ain, caracteriza la no negatividad
de la segunda variacion.

3.1 Definicién: Para cualquier (z,u,p) € ZxX sea C1(z, u, p) el conjunto de puntos s €
[to, t1) para los que existen (y,v) € Y(z,u) y ¢ € X, tales que, si A(t) := B*(t)q(t) — p(t)
(t € T), entonces

1 q(t) + A*(t)q(t) = o(t) (t € Ts).
ii. g(s) # 0.
iii. (v(¢),A(¢)) >0 (¢t € Ty).

y (a) o (b) se cumple, donde
a. (v(t), A(t)) > 0 en un conjunto de medida positiva.
b. Existe (z,w) € Y (z,u) tal que
i. (z(s),q(s)) > 0.
ii. (w(t), A(t)) >0 (t € Ty).

3.2 Teorema: Sea (z,u,p) € £. Entonces (z,u,p) € H = Ci(z,u,p) N (to,t1) = 0.

3.3 Definicién: Para cualquier (z,u,p) € Z x X sea Ri(z,u,p) el conjunto de puntos
s € [to,t1) para los que existe (y,v) € Ys(z,u) tal que

i [ (), 0 () + (v (), p(2))}dt < 0.

ii. Existe (z,w) € Y(z,u) tal que v := f:‘{(z(t), a(t)) + (w(t), p(t)) }dt # 0.

3.4 Teorema: Sea (z,u,p) € Z x X. Entonces lo siguiente se cumple:

a. C1(z,u,p) C Ri(z,u,p).

b. (z,u,p) € H < Ri(z,u,p) = 0.

Demostracion:

(a): Sea s € Ci(z,u,p) y sean (y,v) € Ys(z,u) y ¢ € X, definidas como en 3.1. La
condicién 3.3(i) es una consecuencia de 3.1(iii) puesto que

| w®,0) + w),pe)at

=/ {(y(2),4(t) + A*()q(2)) + (v(t), B"(t)q(t) — A(?)) }dt

= [ {{(®),4(®)) + (A[®)y(2) + B#)v(t), q(2)) — (v(t), A(2)) }dt

8

m f * (), M#))dt < 0.
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Si 3.1(a) se cumple, entonces la desigualdad en 3.3(i) es estricta y, claramente, se tiene
s € Ry(z,u,p). Si3.1(b) se cumple, entonces existe (z,w) € Y (z,u) tal que (z(s),q(s)) > 0
y (w(t),A(t)) > 0 (t € Ts). Por lo tanto,

1= [ 1(a(0),00) + wle), p(0) it = (2(6),a(6)) - [ (w(t), A(t))dt < 0.

(b) “=”: Supongamos que existe s € R;(z,u,p). Sean (y,v) y (2,w) como en 3.3.
Nétese que, como 7y # 0, (y,v) # (0,0). Definamos

. ([], []) t to, s
(€@),n(?)) := { (y(t),v(t) t 2 Es,tl]]

y observemos que, por 3.3(i),

7, (@) () = f 20, ¢, n@)dt = [ (), o) + (w(t), p(E)}dt < 0.

to

Definamos k := J,((z,u); (2, w)) y @ := —(y+k/27v). Entonces (ya, va) := (2+al,w+an)

pertenece a Y (z,u) y

(@, )3 (v v0)) = | 290, va®), a0

to

=k +a?Jp((z,w); (¢, ) + 2 1{(Z(t)= o (t)) + (w(t), p(t)) }dt

< k+2ay=-292 < 0.

(b) “«<=”: Supongamos que (z,u,p) € H. Sea (y,v) € Y (z,u) tal que J,((z,u); (y,v)) <
0y sea (z,w) = (y,v). Entonces to € Ri(z,u,p). I

Como se mencioné en la introduccién, Zeidan propuso en [27] un conjunto que, en el
caso normal, generaliza el conjunto definido en [14]. Lo generaliza en el sentido de que
lo contiene y es aplicable a problemas mdas generales. Veamos cémo estd definido para
nuestro problema (P) y qué propiedades tiene con respecto al conjunto definido en 3.1. El

Teorema 3.6 se demuestra en [27].

3.5 Definicién: Para cualquier (z,u,p) € ZxX sea Ca2(z,u,p) el conjunto de puntos s €
[to,t1) para los que existen (y,v) € Ys(z,u) y ¢ € X, tales que, si A(t) := B*(t)q(t) — p(t)
(t € T), entonces

L g(t) + A*(t)q(t) = o(t) (t € Ts).
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ii. (v(t),A(t)) >0 (t € Ts).

iii. Si la desigualdad en (ii) es igualdad para toda t € T entonces, para cualquier « € R"
que satisfaga A(t) = B*(t)®*(t)« (t € Ts), existe w: [to, s] = R™ seccionalmente continua
con (2(s), ®*(s)a—q(s)) < 0 donde z es la solucién de z(t) = A(t)z(t)+B(t)w(t), z(ty) = 0.

3.6 Teorema: Sea (z,u,p) € Z x X. Entonces lo siguiente se cumple:

a. Cy(z,u,p) C Co(z,u,p).

b. Si (z,u,p) € £ y (z,u) es normal a (P) en T, entonces (z,u,p) € H = Cs(z,u,p) N
(t(], t1) — 0

Asi como definimos un nuevo conjunto que caracteriza las condiciones de segundo orden
y que contiene al conjunto propuesto en [14] para el problema (P), introduzcamos ahora
un conjunto que satisface lo anterior con respecto al conjunto definido en [27]. En ambos
casos, verificar la pertenencia a estos nuevos conjuntos resulta mas sencillo que con respecto

a los anteriores.

3.7 Definicién: Para cualquier (z,u,p) € Z x X sea Raz(z,u,p) el conjunto de puntos
s € [to,t1) para los que existe (y,v) € Y,(z,u) tal que

i [ {(w(®),0(8) + (v(2), (1)) }dt < 0.

ii. Si existe ¢ € X, tal que ¢(¢t) + A*(t)q(t) = o(t), B*(t)q(t) = p(t) (t € Ts), entonces
existe w: [tg, s] = R™ seccionalmente continua con (z(s),¢(s)) # 0 donde z es la solucién
de z(t) = A(t)z(t) + B(t)w(t), z(to) = 0.

3.8 Teorema: Sea (z,u,p) € Z x X. Entonces lo siguiente se cumple:

a. Ry(z,u,p) C Ra(z,u,p) y Ca(z,u,p) C Ra(z,u,p).

b. Si (z,u,p) € £ y (x,u) es normal a (P) en T, entonces (z,u,p) € H < Ra(z,u,p) = 0.

Demostracion:

(a): Sea s € Ry(z,u,p) y sean (y,v) y (z,w) como en 3.3. Supongamos que existe
q € X, tal que ¢(t) + A*()q(t) = o(t), B*(t)q(t) = p(t) (t € Ts) (si esta no existe entonces
s € Ry(z,u,p)). El resultado claramente se cumple puesto que (z(s),q(s)) = —y # 0.

Sea s € Cy(x,u,p) y sean (y,v) € Ys(z,u) y ¢ € Xs como en 3.5. Como en la de-
mostracién de 3.4(a), la condicién 3.7(i) es una consecuencia de 3.5(ii). Supongamos ahora
que existe g1 € X, tal que ¢1(t) + A*(¢)q1(t) = o(t), B*(t)q1(t) = p(t) (t € Ts). Notamos
primero que

o=/%@meHﬁMMMMﬁ=—[Ymemﬁso
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y entonces la desigualdad en 3.5(ii) es igualdad para toda t € Ts. Ahora, sea r =q — qq
y observamos que, como 7(t) + A*(¢)r(t) = 0 tenemos que 7(t) = ®*(¢)r(t1) (t € Ts). En
consecuencia A(t) = B*(t)®*(t)r(t1) y, por 3.5(iii), existe w: [to, s] = R™ seccionalmente
continua tal que, si z es la solucién de z(t) = A(t)z(t) + B(t)w(t), z(to) = 0, entonces

(2(s), q1(s)) = —(2(5), @*(s)r(t1) — q(s)) > 0.

Esto muestra que s € Ry(z,u,p).
(b) “=”: Supongamos que existe s € Ra(z,u,p). Sea (y,v) € Y;(z,u) como en 3.7.
Claramente, (y,v) # (0,0). Sea

_ J(0,0) t € [to, 5]
(C(t)a n(t)) = {(y(t),’u(t)) t e (Sc:. tl]

y obsérvese que, por 3.7(i),

t t1
To(@us (€)= [ 29,6, cenn0)de = [ {w®.00) + wE) o)}t < o
] 8

Si el valor de la integral en 3.7(i) es negativo, contradecimos la hipétesis de que (z,u,p) € H
puesto que ((,n) € Y(z,u) y Jp((z,u); ({,n)) < 0. Si ésta se anula, entonces (¢, n) resuelve
el “problema accesorio” (PA) de minimizar J,((z,u);-) sobre Y (z,u). Como (z,u) es
normal a (P) en T, entonces lo es ({,n) para (PA). En consecuencia existe ¢g; € X tal que,
para todat € T,

G1(t) + A" ()1 (t) = — Haw(2(2), p(t), 1)C(t) — Hou(Z(2), p(t), 1)n(t)
B*(t)q1(t) = = Hua(2(8),p(t), 1)C () — Huu(Z(2),p(t), )1 (2)-

Sea g larestriccién de ¢; a [s, t1]. Por 3.7(ii), existe w: [tg, s] = R™ seccionalmente continua
con (z(s),q(s)) # 0 donde z es la solucién de 2(t) = A(t)z(t) + B(t)w(t), z2(to) = 0. Esto
implica, en particular, que s > to. Ahora, como ¢1(t) + A*(t)g1(t) = 0 (¢ € [to, ), se tiene
que q1(8) = ®*(s)@*~1(t)q1(¢) (¢ € [to, s]), y entonces

8

8
0 # (2(s), q(s)) = f (81(5)®(r) B(r)w(r), q1(s))dr = f (w(r), B*()q1(r))dr.
to to
Pero B*(t)q:1(t) = 0 para toda t € [to, s| y llegamos a una contradiccién.
(b) “«<”: Supongamos que (z,u,p) ¢ H. Sea (y,v) € Y(z,u) tal que Jp((z, u); (y,v)) <
0. Claramente, la condicién 3.7(ii) no se aplica puesto que, de otra manera, la integral en

(i) se anularia. De esta manera tg € Ra(z,u,p).
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El conjunto S(z,u,p) dado en la Definicién 3.9 corresponde a una extension natural del
conjunto S(z) definido en [3] para el problema (P). Como se vera en el Teorema 3.10,
la no existencia de puntos conjugados en S(z,u,p) también caracteriza la condicién de
segundo orden dada en términos de variaciones. Por otro lado, el conjunto S(z,u,p)
por su naturaleza tiene la propiedad de ser més verificable que los conjuntos C;(z,u,p),
Ry(z,u,p), Ca(z,u,p) vy Ra(z,u,p). En el Teorema 3.11 se demuestra que, si para toda
t € T la matriz B(t) es de rango completo, entonces los conjuntos Ra(z,u,p) y S(z,u,p)

coinciden.

3.9 Definicién: Para cualquier (z,u,p) € Z x X sea S(z,u,p) el conjunto de puntos
s € [to,t1) para. los que existe (y,v) € Ys(z,u) tal que

i 7 {(y(8), 0 (8)) + (v(8), p(t)) }dt < 0.

ii. Si ex1ste q € X, tal que ¢(t) + A*(t)q(t) = o(t), B*(t)q(t) = p(t) (t € Ts), entonces
s > toy Huu(Z(s),p(s),1)v(s) # 0.

3.10 Teorema: Supongamos que (z,u,p) € £ con (z,u) normal a (P) en T y u continua.
Entonces (z,u,p) € H < S(z,u,p) =0
Demostracion:
“=”: Supongamos que existe s € S(z,u,p). Sea (y,v) € Ys(z,u) como en 3.9. Clara-
mente, (y,v) Z (0,0). Sea
0,0 t € |tg,s
€100 ={ () o) € o

y observamos que, por (i),

7o((@w); (¢ ) = f 90, (t, ¢(t), n(t))dt = 3 (), o) + (w(t), pt)}dt < o.

Si el valor de la integral en 3.9(i) es negativo, contradecimos la hipdtesis de que (z, u,p) € H
ya que (¢,n) € Y(z,u) y Jp((z,u);((,n)) < 0. Si ésta se anula, entonces ({,n) resuelve
el problema accesorio (PA) de minimizar J,((z,u);-) sobre Y (z,u). Puesto que (z,u) es
normal a (P) en T, entonces lo es ({,n) para (PA). En consecuencia existe ¢; € X tal que,
para todat € T,

G1(t) + A™(t)q1(t) = — Haa(Z(2), (), 1)¢(E) — Hou(2(2), p(t), )n(t)
B*(t)q1(t) = — Huz (%(t), p(£), 1)¢(t) — Huu(Z(2), p(£), 1)n(2).
Sea ¢ la restriccién de ¢; a [s,t1]. Por (ii), s > to y Huu(Z(s),p(s),1)v(s) # 0. Pero, como

q1 y B son continuas,
0= B*(s—)q1(s—) = B*(s)q(s) = —Hyu(Z(s),p(s), 1)v(s)
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y llegamos a una contradiccién.
“«": Supongamos que (z,u,p) € H. Sea (y,v) € Y(z,u) tal que Jp((z,u); (y,v)) < 0.
Claramente, la condicién (ii) no se aplica puesto que, de otra manera, la integral en (i) se

anularia. De esta manera to € S(z,u,p). I

3.11 Teorema: Sea (z,u,p) € Z x X. Entonces lo siguiente se cumple:

a. Si (z,u) es normal a (P) en cualquier intervalo [to,s] con s € (to,t1] entonces
S(z,u,p) C Ra(z,u,p).

b. Si B(t) = fu(t,z(t),u(t)) (¢ € T) es de rango completo, entonces S(z,u,p) =

R2 (33, u, p)
Demostracion:
(a): Sea s € S(z,u,p) y sea (y,v) € Ys(z,u) tal que

(w(©), o () + (u(t), p()}dt < 0

de manera que 3.7(i) se satisface. Supongamos que existe g € X, tal que ¢(t)+ A*(¢)q(t) =
o(t), B*(t)q(t) = p(t) (t € Ts). Por 3.9(ii), s > to y Huu(Z(s),p(s),1)v(s) # 0. Como
(z,u) es normal a (P) en el intervalo [tg, s], el sistema

() = A(t)z(t) + B(t)w(t),  2(to) =0,  t€[to,s]

es controlable en t = s. Por lo tanto, existen w: [tg, s] = R™ y 2:[to, s] = R"™ que satisfacen
dicho sistema con z(s) = B(s)B*(s)q(s). De esta manera, puesto que

B*(s)q(s) = p(s) = —Huu(Z(s),p(s), 1)v(s) # 0

tenemos

0 # |B*(s)a(s)|* = (B*(s)a(s), B*(s)a(s)) = (a(s), B(s)B*(s)a(s)) = (a(s), 2(s))-

Por lo tanto, 3.7(ii) se satisface y s € Ra(z,u,p).
(b): Demostremos primero que Ry (z,u,p) C S(z,u,p). Sea s € Ra(z,u,p) y sea (y,v) €
Ys(z,u) tal que
131
{(y(®),0(t)) + (v(2), p(2)) }dt < 0

por lo que 3.9(i) se cumple. Si existe ¢ € X tal que ¢(¢)+A*(t)q(t) = o(t), B*(t)q(t) = p(t)
(t € Ts) entonces existe w: [tg, s] = R™ seccionalmente continua con (2(s), g(s)) # 0 donde
z es la solucion de 2(t) = A(t)z(t) + B(t)w(t), z(top) = 0. Claramente s > to. Puesto que
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B(t) es de rango completo, para toda t € T existe B (t) tal que B(t)B*(t) = I. De esta

manera

0 # (2(s),q(s)) = (B(s) BT (s)2(s),q(s)) = (B (s)(s), B"(s)a(s))-

En consecuencia,

0 # B*(s)q(s) = p(s) = —Huu(Z(s), p(s), 1)v(s).

Por lo tanto, 3.9(ii) se cumple y s € S(z,u,p).
Demostremos ahora que si B(t) (t € T') es de rango completo, entonces (z,u) es normal a
(P) en cualquier intervalo [to, ] con s € (to,t1]. Mostremos que, para cualquier s € (¢, t1],

el sistema
y(t) = A@)y(t) + B()u(t),  y(to) ==z0,  tE€ [to,5]

es controlable en ¢t = 5. Sea S: [to, s] = R™*" la matriz fundamental de este sistema, esto
es, S(t) = A(t)S(t), S(to) = I. La solucién del sistema estd dada por

.
Y% (t) = S(t)zo+ | SEt)S (r)B(r)u(r)dr (t € [to, s]).
to
Para cualquier z; € R", definamos el control 4: [tg, s] & R™ por

1
s—1tp

=

(t) = B*(t)S(t)S™(s)(z1 — S(s)x0)

donde B (t) satisface que B(t)B*(t) = I, t € [to, s]. Es fécil ver que y™%(s) = z;. Il

3.12 Nota: Para el problema de puntos fijos en cdlculo de variaciones (en este caso
f(t,z,u) = u) para toda z € X, denotemos por C1(z) al conjunto Ci(z,u,p) donde u = &
y p(t) = L;(t,z(t),z(t)). Andlogamente con los otros conjuntos definidos anteriormente.
Entonces tenemos

Ci(z) C Cz(z) C Ri(z) C Ro(z) = S(z).
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4 Ejemplos

En los siguientes ejemplos demostraremos la no optimalidad de un extremo normal (z, u) al
mostrar la existencia de puntos en Ry(z,u,p) y en S(z,u,p). Para estos ejemplos, determi-
nar si los conjuntos C1(z,u,p) o Ca(z,u,p) son no vacios puede resultar extremadamente
dificil. De hecho, en ambos casos, dicha pregunta queda abierta.

Denotemos por Y; al conjunto de funciones seccionalmente suaves que mapean T, a R"

y que satisfacen y(s) = y(t;) = 0.
4.1 Ejemplo: Sean a > 0, b € R, y consideremos el problema de minimizar
1 m—b/a
I(z,u) = = f (at + b){u?(t) — z2(t)}dt

-b/a

sujeto a
a. (z,u) € X xU.
b. @(t) = z2(t) + u(t) (¢t € [-b/a, 7 — b/a]).
c. z(—b/a) = z(r — b/a) = 0.
d. (¢t,z(t),u(t)) € [-b/a,m —b/a] x R x R.

En este caso, T = [~b/a,m — b/a], L(t,z,u) = 3(at + b)(u? — 2?), f(t,z,u) = 22 +u,
A(t) = 2z(t), B(t) =1,
H(t,z,u,p,1) = pz* + pu — %(at + b)(u® — z?),
y las funciones p y o estan dadas por
p(t) = (at + b)v(t), o(t) = —(2p(t) + (at + b))y(t) (t € Ts).

Nétese primero que, por 3.11(b), R2(0,0,0) = S(0,0,0). El conjunto S(0, 0, 0) estd dado
por aquellos puntos s € [—b/a,m — b/a) para los que existe y € Y; tal que

i [77%%(at + b)(52(t) — y*(2))dt < 0.

ii. Si (at+ b)y(t) + ay(t) + (at + b)y(t) = 0 (¢t € [s,m — b/a]), entonces s > —b/a y
(as+b)y(s) # 0.
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Definiendo y(t) := sen (t + b/a) (t € [-b/a, T — b/a]), tenemos que y € Y_/, y

m—b/a
/ O~y 0)d =0

por lo que se cumple la condicién (i) del conjunto S(0,0,0). Como y no satisface la ecuacién

diferencial
(at +b)y(t) + ay(t) + (at + b)y(t) =0 (¢t € [-b/a,n — b/a]),

la condicién (ii) también se cumple. De esta manera —b/a € S(0,0,0). Ademads, puesto
que (z,u,p) = (0,0,0) € £ y (z,u) = (0,0) es normal a (P) en T, por los Teoremas 3.8 y
3.10 el extremo (z,u) = (0,0) no es una solucién del problema (P).

Por otro lado, el conjunto C(0,0,0) esta dado por aquellos puntos s € [-b/a, ™ — b/a)
para los que existen y € Y y ¢ € R tales que

i y(t)[c— f:(a'r + b)y(T)dT — (at + b)y(t)] > 0 (¢ € [s,7 — b/a]).

ii. Sila desigualdad en (i) es igualdad para toda t € [s, 7 — b/a] entonces, para cualquier

a € R que satisface
c— /t(m' + b)y(7)dT — (at + b)y(t) = * () (t € [s,m—b/a)]),

existe w: [—b/a,s] — R seccionalmente continua con z(s)(®*(s)a — c¢) < 0 donde z es la
solucién de z(t) = w(t), z(—b/a) = 0.

Notemos primero que se excluyen todas las funciones y € Y;, con derivada no nula, que
tienen esquinas o picos. En efecto, supongamos que para alguna d € R y una ¢ > 0 con
[d—e€,d+¢€ C(s,m—b/a), y(t) >0 parat € [d—e¢dyy(t) <0parat € [d,d+e]. En

este caso (i) implica que

c— / (at +b)y(r)dr > (at +b)y(t) >0 (t € [d - ¢,d]),

c— t(a’r +b)y(r)dr < (at +b)y(t) <0 (t€[d,d+¢€])

lo que es una contradiccién. Si intentamos con la funcién y € Y_,/, usada para mostrar
que S(0,0,0) # 0 que esté definida por y(t) = sen (¢t + b/a) (t € [-b/a,® — b/a]), para
obtener (i) necesitamos una constante ¢ € R tal que

c>asen(t+b/a) (te[-b/a,m/2—0b/a)),
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c<asen(t+b/a) (t€(r/2—b/a,m—b/a])

lo que tampoco es posible.

4.2 Ejemplo: Consideremos el problema de minimizar

I(z,u) = %/':{(sen2 t)u?(t) — (cos® t)z%(t)}dt

sujeto a
a. (z,u) € X xU.
b. #(t) = cos(z?(t) + /2) + senu(t) (¢ € [0,7]).
e, 2(0) =z{r)=0.
d. (¢,z(t),u(t)) € [0,7] x R x R.

En este caso, T = [0, ), L(t,z,u) = 3(u?sen®t — 22 cos® t), f(t,z,u) = cos (z? +/2) +
senu, A(t) = —2z(t) sen (z2(t) + 7/2), B(t) = cosu(t), t € [0, 7],

H(t,z,u,p,1) = pcos (z® + 7/2) + psenu — 1/2(u? sen? t — z? cos? t),
y las funciones p y o estdn dadas por
p(t) = (p(t) senu(t) + sen? t)v(t) (t €Ts)

o(t) = (2p(t) sen (z(t) + 7/2) + 4z>(t)p(t) cos (z(t) + m/2) — cos® t)y(t) (t € T}).

Por 3.11(b), R2(0,0,0) = S(0,0,0). El conjunto S(0,0,0) estd dado por aquellos puntos
s € [0,m) para los que existe y € Y, tal que

i. [T {(sen®t)y?(t) — (cos®t)y?(t)}dt < 0.

ii. Si (sen®t)ij(t) + 2(sentcost)y(t) + (cos®t)y(t) = 0 (¢t € [s,7]), entonces s > 0 y
y(s) sen?s # 0.

Sea y(t) :=sent (¢ € [0,7]). Por lo tanto, y € Yo y

™
/ {(sen® )92 (t) — (cos®t)y*(t)}dt =0
0
de manera que (i) se satisface. Como y no satisface la ecuacién diferencial
(sen®t)ij(t) + 2(sent cost)y(t) + (cos® t)y(t) = 0 (t € [s, 7)),

la condicién (ii) también se cumple. Concluimos que 0 € S(0,0,0). Puesto que (z,u,p) =
(0,0,0) € £y (z,u) = (0,0) es normal a (P) en T, por los Teoremas 3.8 y 3.10 el extremo
(z,u) = (0,0) no es una solucién del problema (P).
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Ahora, el conjunto C»(0,0,0) estd dado por aquellos puntos s € [0,7) para los que
existen y € Y; y ¢ € R tales que

i y(t)[ec— f;(cos2 7)y(7)dT — (sen?t)y(t)] > 0 (¢ € [s, 7))
ii. Si la desigualdad en (i) es igualdad para toda t € [s,w]| entonces, para cualquier

a € R que satisface

e~ [ (cos ryy(r)dr — (sen® itt) = 8" ()ar (¢ € s, 1),

existe w: [0, s] = R seccionalmente continua con z(s)(®*(s)a—c) < 0 donde z es la solucién
de 2(t) = w(t), z(0) = 0.

Como en el ejemplo anterior, es facil ver que se excluyen todas las funciones y € Y;, con
derivada no nula, que tienen esquinas o picos. Si intentamos con la funcién y € Yy usada
para mostrar que S(0,0,0) # 0 que esta definida por y(¢) = sent (¢ € [0, 7]), entonces para
la condici6én (i) necesitamos una constante ¢ € R tal que

c> —1/3cos*t + (sen®t) cost (¢ € [0,7/2)),
¢ < —1/3cos®t + (sen®t)cost (t € (m/2,7]).
Sin embargo, si definimos
f(t) := —1/3cos®t + (sen®t) cost  (t € [0,7]),

tenemos que f(7/2) = 0y, para § > 0 suficientemente pequeiia, se tiene que f(7/2—4) > 0
y f(m/2+d) < 0. Por lo tanto, no existe ninguna constante ¢ € R que satisfaga ambas
desigualdades.
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