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Prólogo 

"Los cronopios y famas decidieron visitar un dia Las Islas 
Canarias. Al llegar, el cronopio se convirtió en un canario 
múversa! y el fama en el eterno vendedor de jaulas. " 

Julio Cortazar 

Después de nacer ¿qué puede ser más natural que morir? Entonces, si la muerte es 

algo tan natural como respirar o amar, por qué uno no puede dejar de sentirse triste cuando 

alguien muere. Dicen algunos hombres viejos y entendidos que la vida dura muchos años, 

pero que nunca son suficientes. Víctor nunca iba a vivir los años suficientes. 

Es dificil explicar por qué me gustan las matemáticas, en especial por qué me gusta 

la Teoría de Gráficas. Supongo que es algo que tengo desde que nací, pero ese amor innato 

que sentía tuvo que ser puesto a flote por mi maestro Víctor Neumann Lara. Mi amor a 

las matemáticas y la persona que soy no puede ser explicada sin la presencia de Víctor, 

gracias a él y a sus conocimientos pude fijar mi interés y fascinación en esta rama de las 

matemáticas. 

Las matemáticas son las encargadas de darle la vuelta a mi reloj y además de pare-

cerme divertidas e interesantes las siento profundamente bellas; cómo no maravillarse con 

la Topología y todas las curiosidades que hay en su entorno, o la vertiginosa Teoria de los 

Números Transfinitos y por supuesto con la excitante Teoria de Gráficas, la cual, a pesar de 

su juventud es rica en resultados teóricos y aplicaciones a problemas del mundo real. 

Después de llevar la materia de Teoria de las Gráficas y gracias al placer que sentía 

al trabajar con las gráficas decidí pedirle a Víctor la dirección de mi tesis de licenciatura. 

Ante este hecho y al conocer que sentía especial atracción por el tema de conexidad en 
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las gráficas, Víctor decidió darme a leer un artículo sobre la conexidad en jaulas (gráficas 

regulares con cuello dado y orden mínimo). Después de su lectura quedé encantado con el 

tema y fue así que iniciamos la tesis. 

El tiempo dedicado a este trabajo fue muy gratificante para mí , tanto por la partici­

pación en el seminario de Teoria de Gráficas, como por las numerosas entrevistas que tuve 

con Víctor en las que se me abrían y aclaraban nuevos e interesantes nociones y conceptos, 

y finalmente las agradables reuniones con Juancho hasta la conclusión del mismo. 

El trabajo de tesis que se presenta a continuación es principalmente el resultado de 

consultar y estudiar algunos artículos que existen sobre el tema de jaulas. 

Sólo deseo que este trabajo pueda contribuir en algo, aunque sea en E > O, al cre­

cimiento de la Teoria de las Gráficas . 



Introducción 

Una (k ;g )-jaula es una gráfica k-regular con cuello 9 de orden mínimo. La primera 

vez que aparece el concepto de (k ;g)-jaula de manera formal fue en un artículo de Tutte 

intitulado A Family of Cubica! Graphs [17]; a raíz de este artículo Sachs y Erdbs, en la 

década de los sesenta, demostraron ~n [7] que para cualquier pareja de enteros k 2 2 Y 9 2 

3 existe una (k; 9 )-j aula, dando una cota superior para el orden de la misma. Posteriormente 

al trabajo de Erdbs y Sachs sobre jaulas, han aparecido diversos artículos sobre el tema, los 

cuales incluyen interesantes problemas abiertos [6,9, 11, 12]. 

Un primer problema que se plantea es determinar el orden de las (k; g)-jaulas para k 

y 9 dados. El problema en general es bastante complejo y los resultados obtenidos hasta la 

fecha dejan un espacio muy grande entre las cotas inferiores y superiores. 

Otro problema, el cual ha sido considerado recientemente, es la conexidad en las 

jaulas, y es precisamente el tema de esta tesis. El objeto de esta tesis es presentar algunos 

resultados recientes sobre la conexidad de las jaulas, en particular algunos expuestos en 

[6,9, 11, 12]' así como otros resultados y referencias relacionadas con el tema. 

En el primer capítulo se demuestra la existencia de las jaulas, la monotonía estricta­

mente creciente del orden con respecto al cuello (con k fijo) y se presentan algunas cotas 

rel ativas al orden y al diámetro de las mismas. También se considera en detalle las (k ; 3)­

jaulas, las (k ; 4)-jaulas y la gráfica de Petersen, que es la única (3; 5)-jaula. 

3 
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En el segundo capítulo se introducen conceptos y resultados auxiliares que serán 

herramientas fundamentales en el estudio de la conexidad de las jaulas. Dichos resultados 

se usan para obtener información sobre el diámetro de los conjuntos de corte de las jaulas. 

En el tercer capítulo se demuestra que cada jaula contiene un cuello que no separa 

a la gráfica. Huang y Muyabi [11] conjeturan que ningún cuello es separador y probaron 

su conjetura cuando el cuello tiene longitud par. En este capítulo se presenta dicha de­

mostración . Finalmente se demuestra el teorema principal de esta tesis, a saber, que todas 

las (k; g)-jaulas con k 2 3 Y 9 2 3 son 3-conexas [6]. Este resultado está dirigido a probar 

la conjetura de Fu, Huang y Rodger [9], la cual plantea que toda (k; g)-jaula es k-conexa. 

El cuano capítulo esta dedicado a la superconexidad (se dice que una jaula cúbica 

es superconexa si todo conjunto de corte mínimo es vecindad de un vértice) y a la casi 

4-conexidad de las jaulas cúbicas (una jaula cúbica es casi 4-conexa si es superconexa y la 

remoción de todo conjunto de corte mínimo deja exactamente dos componentes conexas); 

en este capítulo se demuestra que toda jaula cúbica de cuello al menos 4 es superconexa 

y toda jaula cúbica de cuello al menos 5 es casi 4-conexa. A este respecto es importante 

mencionar que Marcote, Pelayo y Balbuena [12] conjeturan que toda (k; g)-jaula es k­

superconexa y casi k + 1-conexa, es decir, que la remoción de cualquier conjunto de corte 

mínimo deja sólo dos componentes conexas. 



Definiciones Básicas 

Una gráfica G es un par ordenado (V (G) , E( G)) donde V (G) es un conjunto finito no 

vacío de elementos llamados vértices y B(G) es un conjunto finito de pares no ordenados 

de elementos de V( G) llamados aristas. Una arista {x, V} de G será denotada como XV . 

Una gráfica G se dice simple si el, E(G) todos los pares no ordenados son distin­

tos y cada par está formado por dos elementos distintos de V(G). En el presente trabajo 

consideraremos únicamente gráficas simples. 

El orden de una gráfica es el número de sus vértices y el tamaiio el número de sus 

aristas. 

Dada una gráfica G, una subgráfica de G es una gráfica H tal que V(H) ~ V(G) y 

E(H) ~ E(G). Cuando V(H) = V(G) a H se le llama subgráfica generadora de G. 

Dada una gráfica G y una subgráfica H de G, un par de vértices x, V de H se dice que 

son adyacentes, o vecinos, en H si la arista xy pertenece a E(H) . El conjunto de vértices 

de 1-1 que son vecinos a un vértice x se denomina vecil/dad de x en f-l y se le denota como 

NH(x). Al cardinaIINJ-/(x)1 se le llama valel/cia, agrado, de x en H y se le denota como 

valH(x). A un vértice de valencia O se le denominapllnlo o vértice aislado. !::"(H) y ó(H) 

denotan respectivamente a la máxima y mínima valencia en H entre los vértices de H . Si 

todos los vértices de H tienen la misma valencia k se dice que H es k-regular. Si k = 3, H 

se denomina gráfica cúbica. A un conjunto de vértices de H tal que ningún par de ellos sea 

adyacente se llama independiente . Así mismo, a un conjunto de aristas de H tal que son 

ajenas 2 a 2 se le denomina igualmente il/dependiente . 

5 
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Un camino W en una gráfica H es una sucesión finita de vél1ices y aristas de H 

de manera alternada W = (vO , al, VI, ... , Un, vn ) en la cual la arista a; = Vi-IV; para cada 

i = 1, . . . , n . A un camino se le denomina trayectoria si todos sus vértices son distintos y 

se le llama xy-trayectoria si es una trayectoria y Vil = :r. y V" = y . Un ciclo es un camino 

en el que todos sus vértices son distintos salvo el primero y el último. Una trayectoria 

(vo, al,VI, . .. , an,vn ) será denotada como VOVI, ... ,Vn - IVn . 

La longitud de una trayectoria T = (vo, al, Vil ... , an, vn) es n, al igual que la longi­

tud de un ciclo e = (vo, a¡, V¡, ... , Un, vn ). La distancia entre dos vél1ices x, y de H es la 

mínima longitud de todas las xy-trayectorias en H y Se denota como dH(x, y). Si entre dos 

vértices x,y de H no existen xy-trayecotrias, entonces dH(x,y) = oo. Una xy-geodésica 

en H es una xy-trayectoria de longitud mínima. La máxima de las distancias entre las 

parejas de vértices de H es llamada el diámetro de JI Y se le denota como diam(H). La 

distancia entre una arista x, y y un vértice z se define como min{ dH (x, z), dH(y, z)}, y la 

distancia entre un vértice x y un subconjunto S ~ V(H) se denota como dH(S,x) y se 

define como min{d(x,y)ly E S}. 

Un ciclo de longitud n es ll amado n-ciclo, y si fI. = 3 también es llamado triángulo . 

El mínimo de las longitudes de los ciclos en H es llamado el cuello de H y se le denota 

como c(H). A los c(H)-ciclos de H se les llama cuellos. 

Dado S ~ V(H), NH(S) denotará el conjuntl> de vértices en V(JI) - S que son 

vecinos de algún vértice en S. La subgráfica M de 1/ tal que V(M) = S y E(M) es el 

conjunto de aristas de H contenidas en S se le denomina subgráfica inducida y se le denota 

como H[S]. Si M es una subgráfica de JI, NM(S) o-" V(M) n NH(S). JI - S denota a 
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la subgráfica de H resultante de eliminar de H los vértices de S y las aristas de H que 

contengan algún elemento de S. Si S = {x}, escribimos H - x en lugar de H - {x }. 

Dado A ~ E(H) , H - A denota la subgráfica de H resultante de eliminar de H las aristas 

de A. Si A = {a}, escribimos H - a en lugar de H - {a} . Dado A un conjunto de 

pares no ordenados de V(H), H + A denota la gráfica resultante de añadir a H las aristas 

definidas por los pares en A. Si A = {a}, escribimos H + a en lugar de H + {a} . Dadas 

dos gráficas G' y G", G' U G" denota a la gráfica G talque V(G) = V(G' ) U V(G" ) y 

E(G) = E(G' ) U E(G"). 

La subgráfica H se dice que es conexa si para todo par de vértices x y y de H existe 

una xy-trayectoria en H . Las componentes conexas de H son las subgráficas conexas maxi­

males de H. Si para algún S ~ V(H) , H - S tiene más componentes conexas que H , se 

dice que S es un conjunto de corte , o separador de H . Igualmente si M es una subgráfica 

de H tal que V(M) es un conjunto separador, decimos que M separa a H . Si S = {x} 

es un conjunto separador, decimos que x es un vértice de corte. Un conjunto de corte se le 

ll ama trivial si es la vecindad de un vértice. Al cardinal mínimo de un conjunto de corte de 

la subgráfica H se le denomina la conexidad de H y a la gráfica H se le llama k-conexa. A 

los conjuntos de corte de H de cardinal mínimo se les denomina corte~' mínimos. 

Dos gráficas son isomorfas si existe una biyección entre sus vértices de manera tal 

que dos vértices cualesquiera de una de ellas sean adyacentes si y sólo si las imágenes 

correspondientes son adyacentes en la otra gráfica. 

Una gráfica completa es aquella en la que cada uno de los vértices es adyacente a 

todos los demás. Si G es completa y tiene n vértices escribimos G = }(n . 
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Una gráfica es bipartita si el conjunto de sus vértices se puede partir en dos subcon­

juntos cada uno independiente. La gráfica bipartita completa Kn,m tiene n + m vértices, 

un conjunto independiente de orden n, otro de orden m y mn aristas . 

Un árbol es una gráfica conexa sin ciclos. 

Además de ésta terminología básica, a lo largo de la tesis iremos introduciendo al­

gunos otros conceptos según lo vayamos necesitando. 



Capítulo 1 
Propiedades de las Jaulas 

1.1 Existencia de las (k; g )-jaulas 

Dados dos enteros k y 9 con k ;::: 2 Y 9 ;::: 3, una (k; g)-gráfica es una gráfica k-regular con 

cuello g. Una (k; 9 )-jaula es una (k; 9 )-gráfica con el menor número posible de vértices . 

Sea f(k ; g) el entero más pequeño tal que existe una (k; 9 )-gráfica con f(k; g) vértices. 

No es dificil ver que las (2; g)-jaulas son los g-cicIos y por tanto f(2 ; g) = g, pero el 

hecho de que para cada par de enteros k, 9 ;::: 3 el número f( k; g) existe, no es trivial y fue 

mostrado por Erdos y Sachs [7] en el siguiente resultado. 

Teorema 1. 1 Para todo par de enteros k, 9 ;::: 3, el nlÍmero f(k; g) existe y 

9-1 9- 2 

f(k ;g) ~ (k - 1) + :L(k - l)i + :L(k - l)i. 
i =l i= 1 

Demostración. Sea p = (k - 1) + ¿f~;(k - l)i + Lf~;(k - l)i. Obsérvese que 

p :::: g. Sea S el conjunto de las gráficas H de orden p tales que c(H) = 9 y 6(H) ~ k. 

Este conjunto es no vacío, pues la gráfica que consta de un g-cicIo y p - 9 puntos aislados 

pertenece a S. 

Para cada H E S definamos 

M(H) = {v E V(H)lvalH(v) < k} 

y sea m(H) la distancia máxima entre los vértices de M(H). 

9 
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Sea S1 el conjunto de todas las gráficas de S con el mayor número posible de aristas 

Y S2 el conjunto de todas las gráficas H de S1 para las cuales IM(H)I es máximo. De entre 

todas las gráficas de S2 escojamos una gráfica G tal que m(G) es máximo. 

Probaremos que M(G) = 0, con lo cual habremos demostrado el Teorema. 

Sean u, v E M (G) tales que de( u , v) = m( G) . Obsérvese que M (G) puede tener 

un sólo vértice, con lo cual u = v y m( G) = O. Supongamos que m( G) ~ 9 - 1 ~ 2. 

Al agregar la aristas uv a G, obtenemos una nueva gráfica G' de orden p, c( G') = 9 y 

.6.( G') :5 k. Por lo tanto G' E S, Y G' tiene más aristas que G, lo cual es una contradicción. 

Así que dc(u, v) = m(G) :5 9 - 2. 

Denotemos por W el conjunto de todos los vértices w de G tales que dc(u , w) :5 g- 2 

ó de(v, w) :5 9 - l. Es claro que u, v E W. El número de vértices distintos a u que están 

a distancia a lo más 9 - 2 de u no puede ser mayor a 

9-2 

I)k _1); , 
;=1 

y el número de vértices distintos a v que están a distancia a lo más 9 - 1 de v no puede 

exceder a 

1= 1 

Entonces, como de( u, v) :5 9 - 2, se sigue que 

9-1 9- 2 

IWI:5 ¿)k - 1); + I)k - 1); = P - (k - 1) < p. 
;=1 ;=1 

Por tanto sabemos que existe un vértice W1 E V(G) - W donde de(u , W1) ~ 9 - 1 

y dc(v, W1) ~ g. 
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Como dc(u,w¡) > m(G) y u E M(G) tenemos que w¡ f/. lvI(G) y valc(w¡) = 

k ? 3. Por lo tanto exist'.! una arista e incidente a W¡ cuya supresión no modifica el cuello. 

Supongamos que e = W¡W2. Como dc(V,W2) ? dc(v , Wl) -dC(Wl,W2) ? 9-1> m(G), 

entonces W2 f/. M(G) y valC(W2) = k ? 3. 

Sea G l = (G + UWl) - WIW2. Es fácil ver que G l E S, más aún G l E SI; además 

el conjunto M(G¡) contiene a W2 Y a todos los vértices de M(G) con la posible excepción 

de u. Por la manera en que G fue escogida tenemos que ¡M(G¡)¡ ~ ¡M(G)¡, así que 

u rt M(G¡) y ¡M(Gl )¡ = ¡M(G)¡. Por lo tanto valc, (u) = k Y G l E S2. 

Probaremos ahora que ¡M(G¡)¡ ? 2, de donde se sigue claramente que V,W2 E 

M(G¡). 

Si M(Gl ) = {W2}, entonces M(G) = {u} y u = v. Como valc , (u) = k, entonces 

valc(u) = k - 1 Y por tanto G tiene un vértice de valencia k - 1 Y P - 1 vértices de 

valencia k. Entonces k - 1 Y P - 1 son pares pero p es múltiplo de (k - 1) lo cual es una 

contradicción. Así v, W2 E M(Gl ) Y por tanto dc , (v, W2) ~ m(Gl ) ~ m(G) ~ 9 - 2. 

Sea Puna vW2-geodésica en G l . Si P estuviera contenida en G tendría longitud al 

menos 9 - 1 lo cual es imposible. Se sigue entonces que P no está contenida en G y por 

lo tanto contiene la arista UW¡ . Entonces P contiene una 1JU-trayectoria contenida en G 

de longi tud al menos m(G) o una vw¡ -trayectoria contenida en G de longitud al menos 

9 > m(G) . En ambos casos tenemos que la longitud de P es mayor a m(G¡), lo cual es 

una contradicción. o 
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1.2 Algunas cotas de las (k;g)-jaulas 

El Teorema 1.1 nos da un cota superior de J(k; g), a saber, 

g-I g-2 

JI(k;g) = (k - 1) + 2)k - l)i + 2)k - lt 
i=l i=l 

En cuanto a las cotas inferiores de J (k; g) tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 1. 2 Dados k, 9 ~ 3 se tiene que fo(k; g) :::; f(k; g), donde 

fo(k;g) ,~ { 

k(k-I)"-2 
k-2 si 9 = 2n + 1 

2(k-I¡n-2 si 9 = 2n. 
k-2 

Demostración. Sea G una (k; g)-jaula con k, 9 ~ 3. 

Caso 1. 9 = 2n + 1. 

12 

Sea u E V (G). No es dificil ver que el conjunto de aquellos vértices que distan de u 

en a lo más n induce un árbol en G, así que 

¡V(G)I f(k;g) ~ 1 + k + k(k - 1) + k(k _1)2 + ... + k(k - lt- I 

n-I () 
1 + k ¿)k _ l)i = k k: ~ ; - 2 = Jo(k; g). 

i=O 

Caso 2. 9 = 2n. 

Sea a E A(G). El conjunto de los vértices que distan de a en a lo más n - 1 induce 

un árbol en G, así que 

¡V(G)I f(k; g) ~ 2(1 + (k - 1) + (k - 1)2 + .. . + (k - lt- I) 

n-I . 2(k _ l)n - 2 
22)k-l)'= k-2 =fo(k;g). 

i=O 

o 
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Por lo visto anteriormente se tiene que fo(k;g) :S f(k;g) :S f¡(k;g). En la tabla 

siguiente se dan algunos valores de estas funciones para k = 3. 

11 (3;g) - jaula 11 1'o(3;g) 11 f(3;g) 11 fl(3;g) 11 

11 (3 ; 3) 11 4 11 4 11 9 11 

11 (3; 4) 11 6 6 11 18 11 

11 (3; 5) 11 10 10 11 35 11 

11 (3; 6) 11 14 14 11 68 11 

11 (3; 7) 11 22 24 11 133 11 

11 (3; 8) 11 30 30 11 262 11 

11 (3; 9) 11 46 58 11 766 11 

11 (3; 10) 11 62 70 11 1032 11 

li (3 , 11) 11 94 112 11 2057 11 

11 (3; 12) 11 126 126 11 4106 11 

1.3 (k; 3)-jaulas y (k; 4)-jaulas 

El problema de determinar, para k ::::: 2 y 9 ::::: 3, el orden mínimo f(k;g) de una gráfica 

k-regular con cuello g, es en general bastante complicado. Los casos simples son los si-

guientes: 

1. Las (2;g)-jaulas son los ciclos de longitud g, así que f(2;g) = g. 

2. La única f(k; 3)-jaula es Kk+l, luego f(k ; 3) = k + l. 

3. f(k ; 4) = 2k Y la única (k; 4)-jaula es la gráfica bipartita Kk,k, como se ve en la 

siguiente proposición. 

Proposición 1. 1 Para k ::::: 2/enemos que f(k,4) = 2k Y la única (k; 4)-jaula es Kk,k' 
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Demostración. Supongamos que G es una (k, 4)-jaula. Sea u¡ E V( G) y denotemos 

por v¡, v2 , ... , Vk el conjunto de vértices de G que son adyacentes a U¡. Como 9 ;::: 4 

sabemos que G no tiene triángulos y por lo tanto el conjunto VI, V2, ... , Vk es un conjunto 

independiente, es decir, que VI no es adyacente a ninguno de los vértices Vi con 2 S i S 

k . Entonces G contiene al menos k - 1 vértices adicionales, adyacentes a V ¡, a los que 

llamaremos U2, U3, . .. , Uk. Se sigue así que f(k; 4) ;::: 2k y claramente U¡, U2, . . . , Uk es 

un conjunto independiente. Por tanto la gráfica G contiene dos conjuntos independientes 

ajenos, cada uno de orden k, cada vértice tiene valencia k y tiene orden al menos 2k. Como 

Kk ,k es una (k; 4)-gráfica de orden 2k, G tiene orden a lo más 2k y el resultado se sigue. O 

1.4 Algunas (3; g )-jaulas son únicas 

Por el Teorema 1.2 sabemos que f(3; 5) ;::: 10. Es fácil ver que la gráfica de Petersen 

es una gráfica 3-regular, con cuello 5 y 10 vértices, esto es, la gráfica de Petersen es una 

(3; 5)-jaula. Para ver que es la única, veamos que cualquier otra (3 ; 5)-jaula es isomorfa a 

la gráfi ca de Petersen . 

Teorema 1. 3 La gráfica de Pe tersen es la única (3; 5)-Jaula. 

Demostración. Sea G una (3; 5)-jaula, sea V E V(G) y w¡, W2, W3 los tres vecinos 

de v. Como el cuello de G es 5, Wi no puede ser adyacente a Wj para i , j = 1, 2,3. Para 

i = 1,2,3, sean Xi y Yi los vértices adyacentes a Wi (distintos a v). Es claro que todos estos 
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vértices son distintos entre si y cada uno de ellos sólo es adyacente a uno de los vértices 

W ¡. 

Xl yl X2 y2 

Como la gráfica G es 3-regular, con 10 vértices y cuello 5, el vértice Xl tiene que ser 

adyacente a uno de los vértices X2 Y Y2 Y a uno de los vértices X3 y Y3 · Supongamos, sin 

pérdida de generalidad, que Xl es adyacente a X2 Y X3. Eso obliga que Yl sea adyacente a 

Y2 y a Y3 

lo cual implica que las aristas X2Y3 Y Y2X3 están en G. 



1.4 Algunas (3; g)-jaulas Son únicas 

No es dificil ver que la gráfica resultante es isomorfa a la gráfica de Petersen, 

W1 

X1 

Gráfica de Petersen 

por lo tanto, la gráfica de Petersen es la única (3; 5)-jaula 

16 

o 
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De manera similar se puede probar que la gráfica de Heawood es la única (3; 6)-jaula. 

Gráfica de Heawood 

A continuación presentamos algunos resultados más, de los cuales omitimos su de­

mostración, al respecto de la unicidad de algunas (3; 9 )-jaulas. 
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Teorema 1. 4 [13] La única (3; 7)-jaula es la gráfica de McGee. 

Gráfica de Mcgee 

Teorema 1. 5 [13] La única (3 ; 8)-jaula es la gráfica de Tiltte. 

Gráfica de Tutte 



1.5 Monotonía de las Jaulas 19 

La unicidad de las (3 ; g)-jaulas se rompe cuando 9 = 9, como se ve en el siguiente 

Teorema. 

Teorema 1. 6 [2] Existen exactamente 18 distintas (3; 9)-jaulas. 

1.5 Monotonía de las Jaulas 

Teorema 1. 7 [9] Para toda k ~ 3 Y para todo par de enteros gl, g2 con 3 :S gl < g2 

tenemos que J(k; g¡) < J(k; g2). 

Demostración. Es cIara que sólo necesitamos demostrar que J(k; g) < J(k; 9 + 1). 

Sea e una (k; 9 + l)-jaula. 

Caso 1. k es par. 

Sea e un ciclo de longitud 9 + 1 en e que contenga a las aristas UVI Y UV2. Sea 

Nc(u) = {VI , V2,· .. ,vd los vecinos de u, y sea E' = {VIV2, V3V4, . . . ,Vk- IVd. Obsérvese 

que como 9 + 1 ~ 4, entonces no hay triángulos en e y por lo tanto Nc(u) es un conjunto 

independiente de e, así E' n E(e) = 0. Sea e' = (e - u) + El 
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U 
.A. 
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Vamos a mostrar que en GI hayal menos un ciclo de longitud 9 y que no podemos 

tener ciclos de longitud menor. Es fácil ver que G' tiene el ciclo e' = (e - u) + V ¡ V 2 que 

tiene longitud 9. 

Ahora falta ver que no podemos tener un ciclo de longitud menor. 

Sea e' un ciclo en GI
• Si El n E(el) = 0, entonces e' es un ciclo en G y por lo tanto 

tiene longitud al menos 9 + 1. Supongamos que El n E(C') =10. 

Como las aristas de E' están alternadas en e', entonces existe una trayectori a T en 

e' totalmente contenida en G que va de Vi a Vj para alguna i = 1, ... , k Y j = 1, ... , k. 
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Entonces Tu {ViU , Vju} forma un ciclo contenido en e que tiene longitud al menos 9 + 1, 

asi que e' tiene longitud al menos g, pues contiene a T y al menos a una arista en E'. 

Vj+1 

Vj 

Vi+1 

Vi 

ASÍ, e' es una (k; g)-gráfica, y por tanto f(k ; g) ::; !V( e') I < !V( e) I = f(k; 9 + 1). 

Caso 2. k es impar. 

Sea e un ciclo de longitud 9 + 1 en e que contenga a las aristas UV¡ y UV2, Y sea 

Nc(u) = {V¡,V2 ,· .. ,Vk_¡'1O}. Como e es un cuello entonces e es un ciclo inducido 

en e y por lo tanto 10 ~ V(e). Sea Nc(1O) = {X¡,X2 ' ... ,Xk_¡ ,U}. Como 9 + 1 ?: 4, 

entonces Nc(u) y Nc(1O) son conjuntos independientes y Nc(u) n Nc(1O) = 0, pues sino 

tendríamos un ciclo de longitud 3 en la gráfica e. 
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V1 X1 

V2~ ~X2 
" • • I 

V3 " I " X 

V4 t:~u-w-t:l X: 
~ . 

Vk-2 ~ ~ Xk-2 
Vk-1 Xk-1 

ObséIVese que El n E( G) = 0 y que El es un conjunto independiente de aristas . Sea 

GI = (G - {u, w}) + El . 

Veamos que en GI hayal menos un ciclo de longitud g y que no podemos tener ningún 

ciclo de una longitud menor. 

Es claro que el ciclo (e - u) + V¡V2 es un ciclo en GI de longitud g. Sea e l un ciclo 

en Gl Si E(e/) n El = 0, entonces e es un ciclo en G y por lo tanto tiene longitud al 

menos g + 1. 

Supongamos que E( el) n El # 0. Si en la intersección sólo hay aristas definidas por 

los vecinos de u, o sólo hay aristas definidas por los vecinos de w, de manera análoga al 

Caso 1 se muestra que el tiene longitud al menos g. Si en la intersección hay aristas de los 

dos tipos, existe una trayectoria T en el entre un vecino Vi de u y un vecino Xj de w, tal 

que El n E(T) = 0. Esta trayectoria junto con las aristas UVi , UW, WXj forma un ciclo en 

G que tiene longitud al menos g + 1. Entonces el ciclo el tiene longitud al menos g, pues 

contiene a T y al menos a dos aristas en El 
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Vi+1 Xi+1 

Vi 
Xi 

Así vemos que G' es una (k; g)-gráfica y entonces f(k ; g) ~ IV(G')I < IV(G)I = 

f(k;g + 1). O 

1.6 Diámetro de una (k;g)-jaula 

Teorema 1. 8 Sea G una (k ; g)-jaula con 9 ;::: 3. Entonces diam(G) ~ g. 

Demostración. Supongamos que diam(G) > g. Entonces existen u, v E V(G) tal 

que dc(u,v) ;::: 9 + 1 ;::: 4. Sean Nc(u) = {u¡, . . . ,ud y Nc(v) = {v¡, ... ,vd los 

vecinos de u y v respectivamente. Como 9 2: 3 tenemos que Nc(u) n Nc(v) = 0, pues si 

no tendríamos que la distancia entre u y v sería 2, lo cual es una contradicción. Además, 

como dc(u, v) ;::: 9 + 1, tenemos que para cada i,j ::; k, dc(uj , Vj) ;::: 9 - 1;::: 2. 

Sea E' = {U¡V¡ ,U2V2,'" ,ukvd. Claramente E' n E(G) = 0. 

Sea G' = (G - {u, v}) + E' . Esta nueva gráfica es k-regular y como IV(G')I < 

IV(G) 1, vemos entonces que para llegar a una contradicción con el Teorema 1.7 sólo resta 

mostrar que c( G' ) ;::: c( G). Obsérvese que por construcción el conjunto E' es indepen­

diente. 
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u ,.. 
U1 r-l-U2 '1 Uk 

V1 V2 Vk -. -

'V 
V 
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Sea e un ciclo en el Si E(e) n E' = 0, entonces e es un ciclo contenido en e, y 

como e es una (k;g)-jaula entonces la longitud de e es al menos g. Si E(e) n E' i= 0 

tenemos los siguientes casos: 

Caso 1. Existe una u¡urtrayectoria T en e contenida en e - {u, v}. 

Obsérvese que en este caso al menos hay dos aristas de E' en e, y dado que U¡ y Uj 

son adyacentes a u en e, la longitud de T es al menos 9 - 2. Por tanto la longitud de e es 

al menos (g - 2) + 2 = g. 

Vj 

Uj 

T 

Vi 

Ui 

Caso 2_ Existe una v¡vrtrayectoria en e contenida en e - {u , v}. 
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Este caso es análogo al caso anterior. 

Caso 3. Existe una Uivrtrayectoria T en e contenida en G - {u, v} (i Y j no 

necesariamente distintos). 

En este caso la longitud de T es al menos 9 - 1, pues 

dC-{u,V}(Ui, Vj) :2: dC(Ui, Vj) :2: 9 - l. 

Luego entonces la longitud de e es al menos (g - 1) + 1 = g. 

Vi 

Ui 

T 

Uj 

Vj 

Por lo visto en los casos anteriores se sigue que GI es una (k; gl)-gráfica con gl :2: 9 

contradiciendo el hecho que gl < g. o 



Capítulo 2 
Un poco sobre los conjuntos de corte 

2.1 Subgráfica especial 

Definición 2. 1 Sea G una (kj 9 )-jaula, Huna subgráfica inducida de G y B = {v E H I 

valH (v) = k - l}. Diremos que H es una subgráfica especial de G si 

i) 8(H) = k-lo 

ii) dH (x, y) ~ r~l - 1 para todo x, y E B. 

iii) Existe una permutación (J" de B tal que para cada x, y E B 

Lema 2. 1 Si G es una (kj 9 )-jaula y H es una subgráfica especial de G,entonces 

IV(H)I ~ IV~G)I . 

Demostración. Sea G una (kj g)-jaula y Huna subgráfica especial de G. Sea H' una 

copia isomorfa de H tal que V(H) n V(H I
) = 0, y H la copia de B en H I

. Para todo 

vértice x en H, sea Xl su copia en H I
. Formemos una nueva gráfica de la siguiente manera: 

Obsérvese que GI es una gráfica regular de grado k y además ¡v(a)1 = 21V(H)I. 

26 
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H' 

B 

Ahora veremos que GI no tiene ciclos de longitud menor a 9. 

Sea e un ciclo en GI . Si e está contenido en }j o en }JI, entonces e es un ciclo en 

G y por lo tanto tiene longitud al menos 9 . Si este no es el caso, e usa un número par de 

aristas del tipo xa(x)' . 

Si e usa exactamente dos aristas ua(u)' y va(v)' entre}j y }JI, donde u,v E B ~ 

V(H), entonces e tiene longintud al menos 

ya que }j es sub gráfica especial. 
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Supongamos que e usa al menos cuatro aristas entre H y H'- Entonces e tiene 

longitud al menos 4 U¡l - 1) + 4 = 4 r¡l ;::: 9 pues la distancia entre dos vértices de B 

en H es al menos rn - 1. 

Entonces e' tiene cuello al menos 9 y es regular de grado k. Por tanto, dado que e es 

una (k; g)-jaula y por el Teorema 1.7, tenemos que ¡V(e' )¡ ;::: ¡V(e)¡, y como ¡V(e' )¡ = 

2¡V(H)¡ , se sigue el resultado. O 

A partir del Lema 2.1 es fácil demostrar lo siguiente. 

Corolario 2. 1 Toda (k; 9 )-jaula es 2-conexa. 

Demostración. Supongamos que u es un vértice de corte en una (k ; g)-jaula y que 

H es una compontente mínima de e-u. Claramente ó(H) = k - 1 Y los vértices en H 

que son vecinos de u son los únicos que tienen grado k - 1 en H, y como e tiene cuello g, 

entonces la distancia en H entre cualesquiera dos vecinos de u es al menos 9 - 2 ;::: r ¡l- l . 

Sea 17 la permutación identidad en NH(u). Entonces, para x, y E NH(u), tenemos que 

D,,(x ,y) = dH(x,y)+dH(17(x),17(y))+2 = 2dH(x,y)+2;::: 2(g-2)+2 = 2g-2 ;:::.g. 

Así, H es una subgráfica especial , que por el Lema 2.1 cumple que IV (H) ¡ ;::: IV~G)I 

lo cual contradice que H es una componente mínima. 
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u 

o 

2.2 Diámetro de los conjuntos de corte 

Lema 2. 2 Si C es una gráfica con cuello 9 ~ 3, S un subconjunto de V(C) tal que 

diam(C [S]) = d < 9 - 2, Y Huna subgráfica de C con V(H) n S = 0, entonces todo 

vértice en N H (S) tiene exactamente un vecino en S. 

Además, para todo u, v E NH(S), dH(u, v ) ~ 9 - d - 2, alcanzando la igualdad 

sólo si u y v son vecinos de un par de vértices a distancia d en C[SJ. 

Demostración. Dado que diam(C [S]) < 9 - 2, se sigue que no existe u E NH(S) 

con más de un vecino en S, pues de otra forma habría un ciclo de longitud menor a 9 en C. 

Ahora sean u, v E N H(S) y u', VI sus respectivos vecinos en C[SJ. 
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Las aristas ulu y vlv junto con una uv-geodésica en H y una u'v'-geodésica en G[S] 

forma un ciclo, el cual tiene longitud al menos g. Entonces 

dH(u, v) + dGIS] (ul , VI) + 2 ~ 9 

y por tanto 

c..:H(u,v) ~ 9 - dGlsJ(u',v') - 2. 

Como dGlsJ (u
l , VI) ::; d, entonces 

y la igualdad sólo es posible si dGlsJ (u
l , VI) = d. o 

Corolario 2. 2 Sea G una (k; g)-jaulay S un conjunto de corte de G con diam(G[S]) < 

9 - 2. Si H es una componente mínima de G - S. entonces NH(S) contiene un par de 

vértices u, v tales que dH (u, v) < r ~l - 1. 

Demostración. Como diam( G[S]) < g- 2, por el Lema 2.2 tenemos que todo vértice 

de NH (S) tiene exactamente un vecino en S, y así, en H todos los vértices de NH(S) tienen 

valencia k - 1, mientras que todos los otros vértices en H tienen valencia k . 

Ahora supongamos que d H (u, v) ~ r ~ 1 - 1 para todo par de vérti ces u, v en N H (S) . 

Claramente esto implica que para todo par de vértices u ,v E NH(S), dH(u, v) ~ r~l - lo 

Sea (J la permutación identidad en Nf¡(S) y u , v E NH(S) . 
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ComodH(u,v):::: r~l-l tenemos que 

> 2 (f ~l- 1) + 2 

2r~1::::g· 
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Asi H es una subgráfica especial que, por el Lema 2.1, satisface que I V(H) I :::: ¡ \/~G)i, 

contradiciendo el que H es una componente mínima de G - S. o 

Teorema 2.1 [11] Si G es una (k; g)-jaula con k, 9 :::: 3, y S es un conjunlo de corte de 

G, entonces dia.m( G[S]) :::: l~ J. Más aún, si sólo UII par de vértices de S eSlán a distancia 

dia.m( G[S]), entonces la desigualdad es estricta. 

Demostración. En el caso g = 3 Y g = 4, G es isomorfa a f{k + ¡ ya !\u respectiva-

mente . En ambos casos no es dificil ver que el resultado se cumple. Supongamos pues que 

Sea 5 un conjunto de corte y H una componente mínima de G - 5 . Nótese que como 

G es 2-conexa (Corolario 2.1), S tiene al menos 2 vecinos en H, esto es IN H (5)1 :::: 2. 

Supongamos diam( G[S]) ::; r ~1-1. Esto implica que todo par de vértices en NH (S) 

están a distancia al menos 9 - (l~J - 1) - 2 = r~l- 1 en H, pero como diam(G[S]) < 

9 - 2, por el Corolario 2.2 tenemos que existen 1L , 1) E NII(S) tales que dH(u , 1J) < r~1-1 

lo cual es una contradicción . Por tanto diam(G[5]) :::: l~J . 
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Ahora supongamos que diam( G[S]) = l ~J y que 1L, ves el único par de vértices de 

8 a distancia l~J Aquí es importante hacer notar lo siguiente 

i) Por el Lema 2.2 cada vértice en NH(S) tiene exactamente un vecino en S, de donde 

se sigue que ó(H) = k -lyNH(S) = {x E HlvalH(x) = k -1}. 

ii) Como diam(G[S]) ~ lH se sigue qllepara lodapareja {x, y} ~ NH(S) se cumple 

que dH(x , y) ~ 9 - l~J - 2 = r~l - 2. Además, dado que para cualq1lier pareja 

{z , 1U} ~ S diferente de {u , v} se tiene que dc¡s¡ (z, 1U) :::; l ~ J - 1, entonces para toda 

pareja {x, y} ~ N H (S) que no cumpla que x es adyacente a u y '!J es adyacente a 1), 

tenemosquedH(x,y) ~ m-1. 
iii) Por el Corolario 2.2 existen Uj, Vj E NH(S) lales que dH(uj , l) j) < r~l - 1, que por 

ii) implica, sin pérdida de generalidad, que lL¡ E N H (1L) Y 1) ¡ E N H (v). Además, como 

dll(lL¡ ,V¡) ~ q -l~J - 2 = r~l- 2entoncesdN(lL¡ ,V¡) = r ~l- 2. 

Sean NH(u) = {Uj ,U2 , ' " ,Ur }, NH (v) = {Vj ,V2 , .. . ,v.s} y supongamosquer ~ s. 

Caso 1. r ~ 2. 

En este caso probaremos que H es una subgráfica especial de G, lo cual por el Lema 

2. I sería contradictorio con la elección de H. 

Dado que r~l - 2 ~ r~l - 1, por i) y ii) se sigue que para probar que H es una 

subgráfica especial sólo resta mostrar una permutación (J" de N H (S) tal que para cada x, y E 

NN(S), D,,(x, y) ~ q. Sea (J la permutación de N¡.¡(S ) definida como sigue: 
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IJ"(U¡) = 1/'i+1 para i = 1,2, . . . , 1' módulo 1', 

y 

cr(w) = w para toda w E NH(5) - NH(u). 

Sean x , y E NH (5) Y supongamos que 

Si dH(x,y) < ~, se sigue por ii) que x E NH(u ) y y E NH(v) por lo que para 

alguna i :::; r y alguna j :::; s 

pero lLi Y U i+ 1 deben estar a distancia al menos 9 - 2 en H, pues ambos son vecinos de u, 

por tant:J Do( X, y) ~ g, lo cual es una contradicción . 

En el caso en que dH(cr(x),cr(y)) < 9;2 se llega a una contradicción de manera 

análoga. 

Caso 2. l' = S = 1 Y UJ es adyacente a V I' 

En este caso NH (5) - {uJ,vd i- 0, pues si no tendríamos que {UI,lJd sería un 

conjunto de corte de G que induce una subgráfica de diámetro 1 < l ~ J . 

Sea 1U E N H (5) - { l (J, v J} Considerando la arista 1(J V I , una 1I!ul-geodésica en H y 

una 1Uvl-geodésica en H tendríamos un ciclo en G, por lo que 
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de donde podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que d" (111 , '/JI) 2: r 'J~ 11 . Ahora 

probaremos que H es una subgráfica especial de e, lo cual nos llevará a una contradicción . 

De igual manera que en el Caso 1, para probar que H es una subgráfica especial sólo resta 

mostrar una permutación a de N H (5) tal que Du(x, y) 2: 9 para todo x, y E N H (8). 

Sea a definida como sigue: 

a(u¡) = w, a(w) = u] 

y 

a( z) = z para toda z E N (5) - {u] , w}. 

Sean x, y E NH(S) y supongamos que 

D,,(x,y) = dH(x,y) + dH(a(x) ,a(y)) + 2 < g. 

Si dH( x. y) < ~, se sigue por ii) que :¡; = lLl Y Y = 1) ] por lo que 

ComodH(w, v] ) 2: r~l y poriii) tenemos que 

D,,(x, y) 2: r ~l- 2 + r 9 ; 11 + 2 = 9 

lo cual es una contradicción . 

En el caso en que dH (a(x), a(y)) < ~ se llega a una contradicción de fo nn a simi-

lar. 

Caso 3. T = S = 1 Y u ] no es adyacente a V ]. 
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Primero obsélVese que como dN (7t 1, '/JI) = r gl - 2 2: 2, entonces y 2: 7. En este 

caso vamos a probar que H - U¡ es una sub gráfica especial de G, con lo que obtendremos 

una contradicción. 

Por ii) vemos como la distancia en H entre dos vértices de N N (S) es al menos r ~l -
2 2: 2, por lo que NH(S) es un conjunto independiente y U¡ no tiene vecinos en NH(S) 

Entonces, por i), se sigue que B = (NH(S) - {ud) U NH(u¡) es el conjunto de vértices 

de H - U¡ de valencia k - 1 en H - U¡, mientras que todos los demás vértices de H - U¡ 

tienen valencia k . 

Sean x, y E B Y supongamos que dH- u , (x , y) < r~l-l. Claramente dH- u , (x, y) 2: 

dH(x ,y) , por lo que dH(x,y) < r¡l -1. Por ii) x y y no pueden estar en NfJ(S) y como 

para todo par x,V E NH(u) se tiene que dH -u, (x,V ) 2: 9 - 2, entonces, sin pérdida de 

generalidad, x E NH(S) y V E NH(u¡) . Así , 

contradiciendo ii) . 

Por lo tanto para todo par x, V E B tenemos que dH - u , (:r. , V) 2: r ~l - 1, así que para 

probar que H - U¡ es una subgráfica especial de G sólo resta mostrar una permutación a 

de B tal que para toda x , V E B, D,,(x , V) 2: g. 

Sea NfJ(u) = {z¡, Z2 ," " Zk _ l} y sea a la permutación de B definida como: 

a( Zi ) = Zi+¡ para i = 1, ... k - 1 módulo k - 1 

y 

a(w) = w para w E B - NH (7.t¡). 
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Sean x , y E B Y supongamos que 

O" (j:, ?J) = d 11 u, (:r. , ?J) + d 11 _ '" (fT (r. ) , fT (y)) + 2 < q. 

Si dH _u,(x , y) < ~ entonces dH(x,y) < ~. Por ii) x y y no pueden estar en 

NH (5) y claramente no pueden ser ambos vecinos de Ul, por lo que, sin pérdida de gene­

ralidad, x E N H (5) - {Ul} Y Y E N H (Ul) . Entonces, para alguna i ::; k - 1, Y = Z¡ y así 

D,,(x ,y) 

lo cual es una contradicción. 

dH - u ] (x, Zi) + dH - u ] (x : Zi+l) + 2 

> dH - u ] (Zi, Zi+l) + 2 

> 9 - 2 + 2 = g, 

En el caso en que dH _u¡(a(x) ,a(y)) < q; 2 se llega a una contradicción de forma 

análoga. o 

El teorema anterior nos permite hacer las siguientes observaciones relacionadas con 

los conjuntos de corte. 

Observación. 1 Una trayectoria separadora de una gráfica G es una trayectoria induci­

da P tal que G - V(P) no es conexa. Entonces, por el Teorema 2.1, una trayectoria 

separadora de l/na (k ; g)-jaula tiene al menos longitud l~J + 1. 

Observación. 2 Una estrella de corte es un conjunto de carIe que contiene un vértice 

adyacente a todos los otros vértices que están en el conjunto de corte. Como una es/rella 

de corte indl/ce una subgráfica de diámetro a lo mas dos, entonces si G es una (k; 9 )-jaula 
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con k ;::: 3 Y 9 ;::: 6. la remoción de un vértice v E V (C) y cualquier suhconjunto de los 

vecinos de v deja a C conexa. 



Capítulo 3 
Ciclos separadores y conexidad de las jaulas 

3.1 Ciclos no separadores 

El Teorema 2.1 nos permite probar el siguiente resultado relacionado con los g-ciclos, o 

cuellos, en las (k; g)-jaulas. 

Teorema 3.1 [11] Para 9 2: 5, toda (k; g)-jaula contiene un g-ciclo no separador. 

Demostración. De entre todos los g-ciclos separadores de G tomemos un ciclo e tal 

que minimiza el orden de las componentes mínimas en G - V( e), y sea H una componente 

mínima en G - V(e) . Obsérvese que como e es un cuello, entonces diam(e) = l~J, lo 

cual implica que la distancia entre dos vértices de NH(e ) es almenas g-l~J -2 = r~1-2 ; 

y por el Lema 2.2 sabemos que cualquier vértice en NH(e ) ti ene un sólo vecino en e. 

Además, del Corolario 2.2 tenemos que exi sten u' , v' E NII (e ) tal es que dH (u' , v' ) ::; 

r~l- 2, por lo que dH(U' , v') = r~ l· 

Sean l.L lJ los vecinos de u' y v' en e y sea G' el ciclo formado por la trayectoria 

mínima T en e de u a v, las aristas uu' , vv' y una u' v'-geodésica en H. El ciclo e' tiene 

longitud a lo mas l~J + r ~l - 2 + 2 = 9 Y como G es una (k ;g)-jaula tenemos que e' 

tiene longitud exactamente g. 

Veremos ahora que e' no es un g-ciclo separador. Supongamos lo contrario, esto es, 

supongamos que G - V( G/) no es conexa. Como T es una trayectoria inducida de longitud 

38 
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a lo más l~J, T no es separadora (Observación 2.1). Por tanto cualquier componente en 

G - V(e) tiene al menos un vecino en e - V(T). Consecuentemente la gráfica disconexa 

G - V(e/) tiene una componente que contiene a e - V(T) y a las componentes conexas 

distintas de H de G - V(e). 

Entonces las componentes conexas restantes de G - V (e') tienen menos vértices que 

H, lo cual es una contradicción. o 

A continuación demostraremos que si 9 es par entonces cualquier g-ciclo en una 

(k ; g)-jaula no desconecta a la gráfica, pero para poder hacerlo es necesario introducir el 

concepto de vértice antipodal y probar un lema. 
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Dado un ciclo C de longitud par y un vértice u E V(C), existe un único vértice 

v E V (C) tal que de( u , v) = ~ . Llamamos a v el vértice antipodal de u y al conjunto 

{ u, v} un par antípodal en c. 

Lema 3. 1 Sea e un cíclo de longitud par 9 ~ 6, Y sean {UI' VI} ' . . . , {Un, Vn } n pares 

antípodales en e, no necesariamente distintos. Entonces existe una lista cíclica de n vér­

tices que consta de un elemento del par antípodal {Ui, Vi} para cada i = 1, . . . ,n, tal que 

cualesquiera dos vértices consecutivos en la lista son iguales o no adyacentes en C. 

Demostración. Primero supongamos que todos los pares antipodales son distintos . 

Asumamos sin pérdida de generalidad que estos 2n vértices aparecen a lo largo de e en el 

orden UI, ... ,Un, VI, ... , Vn . Si n = 1 escogemos cualquier vértice de {UI' VI} . Si n = 2, 

entonces, como 9 ~ 6, tenemos que Uz no puede ser adyacente a UI Y a VI simultáneamente, 

entonces seleccionamos a Uz y a un vértice de {UI , VI} que no sea adyacente a Uz . Para 

n ~ 3 tenemos que la lista UI , U3 , . .. ,uZ fn/ Zl-l , vZfn/Zl, v2 fn/ 21-2 , .. . ,Vz cumple con lo 

requerido. 

Si no todos los pares antipodales son distintos, borramos las copias extras obteniendo 

n' pares antipodales distintos, obtenemos una lista l como en el caso anterior, y encon­

tramos la lista buscada sustituyendo en l cada vértice x por la sucesión X l ,· . . ,XL con 

X = Xi para cada i ::::; t Y t igual al número de veces que la pareja antipodal asociada a X 

aparece en los n pares antipodales originales. o 

Teorema 3. 2 [11] Sea k ~ 5 Y 9 un par mayor que 2. Entonces todo g-ciclo en una 

(k; 9 )-jaula G no desconecta a la gráfica. 
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Demostración. Para 9 = 4, la única (k ; g)-jaula es Kk,k (Proposición l.l), la cual 

claramente cumple el Teorema, por lo que podemos suponer que 9 :2: 6. 

Sea G una (k; 9 )-jaula, C un cuello de G y supongamos que G - V (C) no es conexa. 

Sea H una componente mínima en G - V(C) . Como diam(C) = ~, por el Lema 2.2 

sabemos que todo vértice w en NH(C) tiene un único vecino w' en C por 10 que es claro 

que b(H) = k - 1 Y NH(C) es el conjunto de vértices de H de valencia k - 1. Además, 

para cada pareja x, y E NH(C), una xy-geodésica en H junto con una x'y'-geodésica en C 

y las aristas XXi, yy' forma un ciclo en G de longitud al menos g. Entonces 

por 10 que 

dH(x,y):2: 9 - dC(XI,y') - 2. (*) 

Como de( x', y') :S ~ , tenemos entonces que para todo x, y E N H (C ) 

dH(x,y) :2: ~ - 2 :2: r¡l- 1. 

Por tanto, si podemos mostrar una permutación a de NH(C) tal que Dq(x ,y) :2: 9 

para todos los pares {x, y} en N H( C), habremos probado que H es una subgráfica especial 

y podremos concluir por el Lema 2.1 que ¡V(H)¡ :2: IV~G)I obteniendo una contradicción. 

Para poder mostrar dicha permutación necesitamos 10 siguiente: 

Llamaremos a un par de vértices {x ,y} ~ NH(C) un par malo si dH(x,y) = ~ - 2. 

Se puede ver que si {x , y} es un par malo, entonces {x', y'} es un par antipodal en C. 

Claramente un par {x ,y} en NH(C) que no es un par malo satisface dH(x,y) :2: ~ - .1. 
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Ahora supongamos que {x, y} y {x, z} son dos pares malos distintos. Entonces y y z' son 

vértices antipodales de x' en C y como la longitud de C es par y' = z'. Así, la unión de 

una xy-geodésica y una xz-geodésica en H contienen una yz-trayectoria de longitud a lo 

más 9 - 4. Agregando las aristas yy', zz' tenemos un ciclo de longitud menor a g, lo cual 

es imposible . Así que pares malos distintos son disjuntos . Obsérvese también que por el 

Corolario 2.2 existe al menos un par de vértices a distancia ~ - 2 en N H (C), por tanto hay 

al menos un par malo. 

rrespondientemente {x~,J/¡}, {x~,y;}, . .. , {x'm,y'm} sus m pares antipodales en C. 

Caso 1. m = 1. 

Sea {x¡ , y¡} el único par malo. Si no hay otros vértices en C distintos a x'¡ y y; 

que tengan vecinos en H, entonces una x;J/¡-geodésica es una trayectoria separadora de 

longitud ~ que contradice el Teorema 2.1. Por tanto existe w E NH (C) - {x¡, Yv} tal que 

w' es su vecino en C y es distinto a x; y y; . Como 9 2:: 6, w' sólo puede ser adyacente a 

x'¡ Ó y; en C. Sin pérdida de generalidad supongamos que w' no es adyacente a x~ . Esto 

implica que de( w', yD ~ ~ - 2 y por (*) tenemos que 

. (g) 9 > g- 2- 2 -2=2' 

Sea cr la permutación de N H (C) definida como sigue: 

cr(x¡) = w,cr(w) = x¡ 
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a-(z) = z para toda z E NH(C) - {XI'W}, 

Sean x, y E N H (C) y supongamos que 

Si dH(x,y) < ~, se sigue x = Xl Y Y = YI por lo que 

dH(xI,Y¡) + dH(w,YI) + 2 

> (~-2)+~+2=9, 

43 

lo cual es una contradicción. 

En el caso en que dH (a-(x), a-(y)) < ~ se llega a una contradicción de forma análo-

ga. 

Caso 2. m;::: 2. 

Por el Lema 3.2 sabemos que hay una lista CÍclica de m vértices que consta de un 

vértice de cada par antipodal {x:,y:} para cada i = 1, . . . ,m, tal que cualesquiera dos 

vértices consecutivos en la lista son iguales o no adyacentes en C. Renombrando, si es 

necesario, podemos asumir que x;, x~, . .. , x;" es la lista cíclica deseada. Definimos una 

permutación a- de N H (C) de la siguiente manera : 

Sea a-(x¡) = Xi + l para i = 1, .. . , m, donde los Índices son tomados módulo m, 

y 
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Sean x, y E N H (C) y supongamos que 

Si dH(x, y) < ~, se sigue que {x, y} es un par malo. Esto es x = Xi Y Y = Yi para 

alguna i = 1, . .. , m por lo que 

Si x; = X;+l tenemos que dH (Xi, Xi+l) 2: 9 - 2 ya que una xixi+¡-geodésica junto 

con las aristas XiX; y Xi+1X; forman un ciclo de longitud al menos g. 

Por tanto 

Da(x,y) dH(Xi,Yi) + dH(xi+l'Y) + 2 

> d(Xi,Xi+¡) + 22: (g - 2) + 2 = g. 
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Si x; # x;+J' entonces Xi y Xi+J no son adyacentes en e, que if:1plica que 

y por (*) (página 40), tenemos que 

9 9 > g-(- - 2)+2=- . 
2 2 

Así 

lo cual es una contradicción. 

En e: caso en que dH(O"(x), O"(y)) < ~ se llega a una contradicción de forma análo-

ga. o 
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3.2 Conexidad de las jaulas 

Utilizando el Teorema 2.1 del capítulo anterior podemos demostrar la 3-conexidad de las 

(k; g)-jaulas cuando k ~ 3. 

Teorema 3. 3 [6] Si k ~ 3y G es una (k; g)-jaula, entonces G es 3-conexa. 

Demostración. Como las únicas (k; g)-jaulas con 9 = 3 Y 9 = 4 son Kk+¡ y Kk,k 

respectivamente, y cada una de estas gráficas es 3-conexa, podemos suponer que 9 ~ 5. 

Supongamos que G tiene un conjunto de corte de cardinalidad 2. De entre todos los 

conjuntos de corte, escojamos S = {u, v} que minimice la cardinalidad de una componente 

mínima de G - S. Sea H una componente mínima de G - S. 

Claramente IHI > 1, pues k ~ 3, más aún INH(u)1 ~ 2 Y INH(v)1 ~ 2 pues si no 

tendríamos que (NH(u) U v) Ó (NH(v) U u) sería un conjunto de corte de cardinalidad 2 

que deja una componente de cardinalidad menor a H . 

Sea N H (u) = {u¡, . . . , ur } y NH(v) = {v¡, . . . , vs }, donde r , s ~ 2. Como {u , v} es 

un conjunto de corte de G y r, s ~ 2, una uv-geodésica que pase por H es una trayectoria 

separadora de G y por tanto (Observación 2.1) sabemos que dicha trayectoria va a tener al 

menos longitud l~J + 1, que para 9 ~ 5 es al menos 3. Esto implica que N H (u )nNH(v) = 0 

y que dH(Ui, Vj) ~ l~J - 1 para toda i, j . Más aún, la distancia en H entre dos vecinos 

distintos de u o dos vecinos distintos de v es al menos 9 - 2. 

Es fácil de ver que los vértices de NH(S) son los únicos vértices en H que tienen 

grado k -1, Y que todos los demás vértices en H tienen grado k en H. Ahora veremos que 

H es una subgráfica especial obteniendo así, por el Lema 2.1, una contradicción. 
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Como dH(x,y) ~ l~J - 1 ~ l~J - 1 para todo x,y E NH(S), vemos que para 

probar que H es una sub gráfica especial sólo nos hace falta encontrar una permutación (J 

de NH(S) que haga que D,,(x, y) ~ 9 para toda x, y E NH(S) . 

Sea (J una permutación de NH(S) definida como sigue: 

(J(U;) = Ui+l para i = 1, ... , r módulo r, 

y 

(J(Vj) = Vj paraj = 1, ... , s. 

Sean x, y E NH(S) . Si x y y son vecinos de u ó x y y son vecinos de v, entonces 

(J(x) y (J(Y) también son vecinos de u ó son vecinos de v y entonces 

D,,(x, y) ~ 2(g - 2) + 2 = 2g - 2 ~ g. 

Supongamos pues que x = Ui y que y = Vj para alguna i,j. Entonces 

o 



Capítulo 4 
Superconexidad y casi 4-conexidad 

Definición 4.1 Una gráfica G es llamada superconexa si la conexidad de G es o(G) y 

cualquier conjunto de corte mínimo es trivial. 

Definición 4. 2 Una (3; 9 )-jaula G es casi 4-conexa si G es superconexa y para cada 

conjunto de corte mínimo S, G - S tiene exactamente dos componentes conexas. 

El objetivo de este Capítulo es probar los siguientes dos teoremas. 

Teorema 4. 1 Para 9 ~ 4, toda (3 ; g)-jaula es superconexa. 

Teorema 4. 2 Para 9 ~ 5, toda (3; g)-jaula es casi 4-conexa. 

Para esto utilizaremos el siguiente resultado, del cual omitimos su demostración. 

Teorema 4. 3 [8] Sea G una gráfica conexa con o( G) ~ 3, cuelo 9 y diámetro D. 

Entonces G es superconexa si D :S 2l ~ J. 

Además, antes de pasar a las pruebas de los teoremas 4.1 y 4.2, necesitaremos ex-

poner algunas consideraciones y demostrar algunos lemas preliminares. 

4.1 Preliminares 

Primeramente obsérvese que en los casos en que 9 = 3 Y 9 = 4, las únicas (3 ; 9 )-jaulas son 

K4 Y K3,3 respectivamente. Ciertamente K4 no tiene conjuntos de corte, y es fácil ver que 

K 3,3 es superconexa pero no casi 4-conexa. 

48 
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En el caso en que 9 = 5, la gráfica de Petersen es la única (3; 5)-jaula (Teorema 1.3) 

y tiene diámetro 2. Entonces por el Teorema 4.3 podemos concluir que es superconexa. 

También es fácil ver que es casi 4-conexa. 

Gráfica de Petersen 

En lo que queda de esta sección, sea G una (3; 9 )-jaula, con 9 :::: 6, que no sea 

superconexa y sea F el conjunto de todos los conjuntos de corte mínimos de G no triviales. 

Por el Teorema 3.3 es claro que todo elemento de F tiene cardinalidad 3. 

Para toda F E F , sea Cp una componente mínima en G - F . 

Lema 4.1 Para toda FE F. !V(Cp)1 :::: g . 

Demostración. Sea FE F. Es claro que !V(Cp)1 :::: 2 pues F es no trivial . Si Cp 

contiene un ciclo el resultado se sigue. Si Cp es acíclica, entonces existen u , v E V( Cp ) tal 

que INcF(u)1 = INcF(v)1 = 1, por tanto existe un vérticew E Ftal quew E N(u)nN(v), 

ya que !PI = 3. Esto implica que una uv-geodésica en Cp tiene longitud al menos 9 - 2, 

lo cual quiere decir que !V(Cp ) 1 :::: 9 -1. Pero si !V( Cp)1 = 9 - 1 tenemos que Cp es una 
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uv-trayectoria de longitud 9 - 2 ~ 4, Y entonces existen en CF dos vértices u' y v' distintos 

a u y v con un vecino en F en común, formando un ciclo en G de longitud menor a g, lo 

cual es una contradicción. 

w 

o 

Sea S = {x,y,z} E F tal que !V(Cs ) I :::; !V(CF)I para toda F E F. Sea GI 

(G - S) - Cs, X = Ncs(x), y = Ncs(Y) Y Z = Ncs(z). 

Lema 4. 2 IXI = IYI = IZI = 2, GI es una gráfica conexay 2!V(Cs )I :::; !V(G)I- 6. 

Demostración. Supongamos que X = {ad y sea F = {al, y, z}. Es claro que F es 

un conjunto de corte tal que G - F tiene una componente de menor orden que Cs, por lo 

que F es un conjunto de corte trivial. Sea (31 E V(G) tal que F = Nc((3I)' Obsérvese que 

(31 f x, pues si no diam( G[S]) = 2, contradiciendo el Teorema 2.1. Como consecuencia 

vemos entonces que (31 E V(Cs ). Supongamos que Y = {(31} y consideremos el conjunto 

F' = {al, (31' z} . Es fácil ver que F' es un conjunto de corte mínimo que induce una 
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subgráfica con diámetro 2, lo que contradice el Teorema 2.1. Entonces podemos asumir 

que IYI = 2. De manera análoga vemos que IZI = 2. Así entonces sea Y = {,8¡, ,82} y 

Z = {,8¡,'"Y2}. Obsérvese que como 9 ~ 6,,82 =1 '"'f2. 

es 

.----r--------ex 

y 

e----+-------~ z 

Sea F" = {a¡,,82,,2}' Vemos que F II es un conjunto de corte mínimo pues N(,8¡) = 

{a¡, y, z} y W(Cs)1 ~ 9 ~ 6 (Lema 4.1). Más aún, F II es no trivial pues a¡,8¡y,82 es una 

trayectoria en e de longitud 3 y por tanto des (a¡, ,82) ~ 9 - 3 ~ 3. Entonces F" E F Y 

W(CF")I < W(Cs)llo cual es una contradicción. Así IXI = IYI = IZI = 2. 

De este hecho vemos que INc ¡ (S)I = 3, por lo que el tiene que ser conexa pues e 

es 3-conexa. 
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x 

y 

z 

Ahora bien, dado que G es cúbica, IV(G)I es par, por lo que IV(GI)1 = W( Cs)1 + m 

con 1n impar. Probaremos que m ~ 3 de donde se sigue que 

!V(G)I = !V(Cs)1 + IV(GI)1 + 3 ~ 21V(Cs)1 + 6, 

y así concluiremos la demostración de este lema. 

Supongamos que m = 1 Y sea Nc, (x) = {u} . Claramente H = {u , y , z} es un con­

junto de corte, el cual no puede ser trivi al pues de otra manera, si N G ( v) = {lL, y, z} para 

alguna v E V (G) , tendríamos que {x, v} sería un conjunto de corte . Así pues, IV (C H ) 1 = 

!V(Cs)1 por lo que, utilizando los mismos argumentos vistos para probar que IYI = IZI = 

2, podemos concluir que INcH (y)1 = INcH (z)1 = 2, lo cual es una contradicción. O 

EnloquesigueseaX = {OI,0:2}, y = {.B l ,.B2},y Z = bl :-'? }' 

Además sea 
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Lema 4. 3 Si 9 ?: 8, entonces L ?: 1. 

Demostración. Supongamos que L = O Y 9 ?: 8. Sin pérdida de generalidad supon­

gamos que dcs(X, Y) = O Y a l = !31' Esto implica que 

y 

Además, obsérvese que al =1 Ti. para i = 1,2, pues S es un conjunto de corte no tri­

vial; y también vemos que cualquier !32Ti-trayectoria en Cs no puede contener al vértice 

a }. pues va1cs(al) = 1. 

Consideremos una !32TI-geodésica en Cs. Entonces xalV!32 .. . TI z es una trayecto­

ria P cuya remoción separa a G, y su longitud es 4+dcs (!32 , TI) ' Por el Teorema 2.1 vemos 

que4+dcs (!32, TI)?: l~J +1?: 5, por lo quedCS (!32,TI ) > 1. De manera similar se 

deduce que dCs (!32' T2) ?: l. 

Sea Ncs(al) = {u}. 
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Es claro que u 1: {0:2,.82}' Más aún, u 1: hl' 1'2} pues si no la subgráfica inducida 

por el conjunto de corte {x, 0:1, u, Z, y} tendría diámetro 3, contradiciendo al Teorema 2.1. 

Sea D = {U,0:2,.82,I'I ,1'2} y consideremos la subgráfica e~ = es - 0:1. e~ es conexa ya 

que va1cs(0:I) = 1, Y obsérvese que para todo v E V(e~) - D, valc~(v) = 3, mientras 

que para todo w E D, valc~ (w) = 2. Además 

i) dc~ hl' 1'2) ;::: 9 - 2, pues la trayectoria 1'1 Z')'2 está contenida en G - E( e~) . 

ii) Para cada par de vértices WI , W2 E n - hl, 1'2}' dc~ (WI : 1U2) ;::: 9 - 4, ya que 

dG-E(C~)(WI , 1U2) ~ 4. 

iii) Para cualquier par de vértices W] , 1U2 E n - h], 1'2}' 
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pues la unión de una WI "tI-trayectoria en C~, junto con una W2 12-trayecloria en 

C~, mas una WIw2-trayectoria en C - E(C~) de longitud a lo más 4 (ver ii)), y la 

trayectoria "t I Z"t2 contiene un ciclo en C. 

Ahora construyamos una gráfica C' de la siguiente manera: 

Sea C~ una copia de C~ tal que V(C~) n V(C~) = 0, y para cada W E C~ sea w' 

su copia en C~ . Sea V(C') = V(C~) U V(C~) y E(C') = E(C~) U E(C~) U E+ , donde 

C' es una gráfica 3-regular, conexa y como IV (C') I = 2 (IV (C s) I - 1) , por el Lema 

4.2 se sigue que IV(C')I < IV(C)I. Así pues, es suficiente mostrar que c(C') 2: c(C) para 

obtener una contradicción. 

Sea C un ciclo en C' . Si E( C) n E + = 0, entonces C es un ciclo en C y la longitud 

de C es al menos g . Supongamos entonces que E( C) n E+ =1 0. 
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Caso 1. b¡lí , 'hlD = E( C) n E+ 

En este caso C contiene una 1¡12-trayectoria en C~, y por i), dc~ (,¡, 12) :2: 9 - 2, 

por lo que C tiene longitud al menos 9 - 2 + 2 = g. 

Caso 2. {,J1'; ,WW'} = E(C)nE+,donde1O E n- {']"2} . 

Vemos que C contiene una 111O-trayectoria en C~ y una T;1O'-trayectoria en C~, y 

como 

dc~ (w, 11) + dcs ( w', ,;) = dc~ (w , I¡) + dc~ (w, 12), 

por la desigualdad del triángulo y i) tenemos que 

Por lo tanto la longitud de C .es al menos 9 - 2 + 2 = g. El mismo razonamiento es utilizado 

si bd] , 1Ow'} = E(C)nE+. 

Caso 3. {1O¡ 10;, 102W;} = E( C) n E+ con 10], W2 E n - {,], 12}. 

En este caso C contiene una W¡ 102-trayectoria en C~ y una w; w;-trayectoria en C~ . 

Como 

dC~(W¡,W2) + dcs(w;,w;) = 2dc~ (1O¡,W2), 

por ii) vemos que la longitud de C es al menos 2(g - 4) + 2 > g. 

Caso 4, {0<2 0<2' UU' ,.B2.B~ } = {1O¡1O;, 102102' W31O;¡} ~ E(C). 

En este caso C contiene una 1O¡1Ortrayectoria y una wjw~-trayectoria con {i, j, r} = 

{l , 2, 3}. Con argumentos análogos que en el Caso 3 vemos que la longitud de C es al 

menos 2(g - 4) + 4 > g. 

Caso 5. b¡lí, 121'],10]10; , 1021O;} ~ E(C) con 10], 102 E n - b], 12} · 

En este caso tenemos dos posibilidades: 
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a) El ciclo C contiene una 1l,2-trayectoria en C~ o una ,;,~-trayectoria en C~. 

b) El ciclo C contiene una wlf;-trayectoria y una w2Irtrayectoria en C~, con i -# j, 

i ,j S 2. 

Si sucede a), entonces e tiene longitud al menos 
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Si ocurre b), C debe contener también una w;,;-trayectoria y una w~,j-trayectoria 

en C~ Por lo tanto la longitud de C es al menos 

4 + dc~ (w],,;) + dC~ (W2, 'j) + dc~ (w;, 1;) + dc~ (w; , Ij) 

4 + 2(dc~ (wl , ';) + dC~ (W2 " j)) 

que por iii) implica que la longitud de C es al menos 

4 + 2(g - 6) = 2g - 8 :::: g. 

Lema 4. 4 L S l ~ J - 3. 

o 

Demostración. Supongamos que L :::: l ~ J - 2. Sin pérdida de generalidad, pode­

mos asumir que dcs (X , Y) = L Consideremos la subgrafica C~ = G[V(Cs ) U {x,y}]. 

C~ es claramente conexa y además 

i) dcs ((1 ' ( 2) :::: 9 - 2 pues la trayectoria,l Z'2 está contenida en G - E( c~) . 

ii) dc~ (x,y) = L+2puesdcs (X ,Y) = L. 
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iii) dcs hi , X),dcshi'Y) ~ L+ 1, para i = 1,2. 

Sea n = {x ,Y, ,¡ ,'2} ~ V(C~) . Obsérvese que para todo v E V(C~) - n, 

valcs (v ) = 3 Y para todo w E n, vales (w) = 2. 

Sea C~ una copia de C~ tal que V(C~) n V(C~) = 0 y para todo w E V(C~) sea 

w' su copia en V(C~). Sea G' la gráfica donde V(G*) = V(C~) U V(C~ ) y E(G' ) = 

E(C~ ) U E(C~) U E+ siendo E+ = {xx' : YY"'¡/~ " 2'~} . 

Obsérvese que jV(G')1 = 2jV(Cs )I + 4 < jV(G)1 (Lema 4.2). 

G' es una gráfica 3-regular, conexa y como jV(G')1 < jV(G)I , es suficiente mostrar 

que c( G') ~ c( G) para obtener una contradicción. 

x ------r----r------~ 

Sea C un ciclo en G'. Si E(C) n E+ = 0, entonces C es un ciclo en G y la longitud 

de e es al menos g. Supongamos que E(C) n E+ # 0. 

Caso 1.IE(C) n E+I = 2. 
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Si 111~ Y 121'1 están en C, entonces C contiene una 1112-trayectoria en C~, y por i) 

vemos que dcs (,1 ' ,2) 2: 9 - 2. Así, el ciclo C tiene longitud al menos 9 - 2 + 2 = g. 

Si xx' y yy' están en C, entonces contiene una xv-trayectoria en C~ y una x'y'-

trayectoria en C~. Por lo tanto, por ii), la longitud de C es al menos 

dc's(x,y) + dcs(x' , y') + 2 = 2dc's(x, y) + 2 

> 2(L+2)+2 

> 2l 9 ; 1 J + 2 2: g. 

Finalmente, si xx' (ó yy') Y 111~ (ó 121D están en C, entonces C tiene longitud al 

menos 

> (g - 2) + 2 = g. 

Caso 2.IE(C) n E+I = 4, es decir, {xx',YY',IJí'~"d¡} ~ E(C). 

En este caso existen dos posibilidades: 

a) C contiene una "f¡12-trayectoria en C~. 

b) C contiene una x'i-trayectoria Y una Y, rtrayectoria en C~ con i # j. i, j :S 2. 

Si ocurre a), entonces C tiene longitud al menos 
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Si sucede b), la longitud de e es al menos 

que por iii) implica que e tiene longitud al menos 

2(L+l)+422lg;lJ -2+42g. 

o 

4.2 Superconexidad y casi 4-conexidad 

Teorema 4.1 [12] Toda (3; g)-jau/a con 9 ~ 4 es superconexa. 

Demostración. Como se vio al inicio de la sección anterior, para 9 = 4 Y 9 = 5 el 

resultado es cierto. 

Para 9 = 6, la única (3; 6)-jaula es la gráfica de Heawood . Si no fuera superconexa, 

por el Lema 4.3 tendríamos que L ~ -1 , lo cual es una contradicción . 

Para 9 = 7, la única (3 ; 7)-jaula es la gráfica de McGee (Teorema 14) No es dificil 

ver que esta gráfica tiene diámetro 4, lo cual por el Teorema 4.3 implica que es superconexa . 

En el caso en que 9 = 8, la única (3 ; 8)-jaula es la gráfica de Tutte (Teorema 1.5). Si 

no fuera superconexa tendríamos que 

1 < L < 19 - lJ - 3 = O - - 2 ' 

lo cual es una contradicción . 

Para 9 = 9 existen 18 distintas (3 ; 9)-jaulas (Teorema 1.5) . Todas estas gráficas tienen 

diámetro 6 [2], que por el Teorema 4.3 implica que son superconexas. 
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En el caso en el que 9 ~ 10, supongamos que existe una (3; g)-jaula e que no es 

superconexa. Al igual que en la sección anterior, sea S = {x,y,z} un conjunto de corte 

mínimo no trivial de e, Cs una componente mínima de e - S, X = Ncs(x) = {al, 02}, 

Sin pérdida de generalidad supongamos que dcs(X, Y) = dCs (01,,61) = L. Por los 

Lemas 4.6 Y 4.7 sabemos que 1 :S L:S l ~ j - 3. Denotemos por P la única trayectoria de 

longitud Len Cs que une a al con,61 y consideremos el conjunto F = Ncs(V(P))- V(P) , 

el cual satisface que !PI = W(P)I = L + l. 

....... ----'<-~x 

"""'---+-~y 

z 

Obsérvese que {02,,62} n F = 0, pues, considerando la trayectoria P, no es dificil 

ver que 
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Ahora veremos que b¡, /2} n F = 0. Supongamos que /¡ E F. Entonces la sub-

gráfica de G inducida por H = V(P) U {x , y, z , /¡} es un conjunto separador de diámetro 

a lo más L + 3 :::; l ~ J que por el Teorema 2.1 implica que di am( G[H]) = !~J , pero 

entonces no es difícil ver que {x ,y} ó { z, y} es la única pareja de vértices en G[H] a dis-

tancia di am( G[H]) lo cual implica, por el Teorema 2.1 que diam( G[H]) > l~J lo cual es 

una contradicción. De manera análoga se ve que /2 rJ. F. 

Sea n = Fu {a2,.B2} U b¡ '/2}' Nótese que W(P) I + Inl = 2L + 6:::; 9 - 1 < 

W(Cs)1 (Lema 4. 1). 

Consideremos ahora la subgráfica C~ = Cs - V(P) . Obsérvese que valc~(v) = 3 

para toda v E V (C~) - n, y valc~ (w) = 2 para toda w E n. Además tenemos que 

i) dC~ (¡¡ '/2 ) ;:::: 9 - -2 pues la trayectoria/¡ z/2 está contenida en G - E(C~)_ 

iii) Para cada par de vértices W¡, W2 E FU {a 2' .B2}. 

pues la unión de una W¡ /2 -geodésica en C~. más la trayectoria / ¡ Z/2' más una W¡ W2 -

geodésica en G - E(C~) (que tiene longitud a lo más L + 3 si {w¡, W2} f- {a2' .B2 } y 

a lo más L + 4 si {w¡ , W2} = {a2, .BdJ contiene un ciclo en G de longitud al menos g. 
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Sea C~ una copia de C~ tal que V(C~) n V(C~) = 0 y para cada v E V(C~) sea Vi 

su copia en C~. Sea C' la gráfica definida como: 

V(C,) = V(C~) U V(C~) y E(C') = E(C~) U E(C~) U E+ 

donde 

¿+ = {Q2Q~'~2~;,1'1/'~'/'2/'D U {uu/lu E F}. 

Claramente C' es una gráfica 3-regular, y como ¡V(C')I = 2!V(C~)1 < 2!V(Cs )l, 

por el Lema 4.2 vemos que ¡V(C')I < ¡V(C)I· Así, si probamos que c(C') ~ c(C) = 9 

llegaremos a una contradicción, demostrando este Teorema. 

Sea C un ciclo en C' . Si E(C) n E+ = 0 entonces C está contenido enC por lo que 

C tiene longitud al menos g. 

Supongamos que E(C) n E+ =f 0. 

Caso 1.IE(C) n E+I = 2. 
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Si I¡ I~ Y 121; están en e, entonces e contiene una I¡ 12-trayectoria contenida en e's 

por lo que e tiene longitud al menos des (,¡, 12) + 2. Por i) se sigue que e tiene longitud 

al menos g. 

Si W¡ w; y W2W; estan en e, con W¡, W2 E F U {0!2, /32}' se sigue que la longitud de 

e es al menos 

Esto implica, por ii), que e tiene longitud al menos 

r
g -11 2(g - L - 4) + 2 2:: 2 -2- + 2 2:: g. 

Finalmente, si lilj y WW' están en e con W E Fu {0!2,/32}' vemos que la longitud 

de e es al menos 

Caso 2.IE(e) n E+I = 4. 

Si e contiene al menos tres aristas de la forma WiW; E F U {0!2 : .82}, con i = 

1,2,3, entonces e contiene una wjwq-trayectoria en e's y una w~w~-trayectoria en e~ con 

{j, q, r, } = {1, 2, 3}, Así entonces, de manera análoga al segundo subcaso del caso anterior 
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vemos que e tiene longitud al menos 

2(g - L - 4) + 4 ~ 2 G 9 ; 11) + 4 ~ g. 

Ahora supongamos que e contiene dos aristas de la forma WiW: con Wi E F U 

{02,.82} para i = 1,2, Y a las aristas IJI~ y 121~ o Aqui tenemo~ dos posibilidades: 

a) e contiene una 'YJl2-trayectoria en es (o una ,~,~-trayectoria en evo 

b) e contiene una I ;W¡ -trayectoria y una Ijw2-trayectoria en es con i =1- j, i, j :S 20 

Si sucede a) entonces e tiene longitud al menos 

Si sucede b) entonces e debe contener también una I:W; -trayectoria y una Ijw~­

trayectoria en e~. Por lo tanto e tiene longitud al menos 

4 + dCs(W¡ " i) + dCs (W2"j ) + dc~(W¡,'Yi) + 2dc~(W2,'Yj) 

4 + 2dcs (w¡, ,.) + 2dcs (W2' Ij)o 

Si {w¡, W2} =1- {02, .82}, por iii), vemos que e tiene longitud al menos 

4 + 2(g - L - 5) ~ 4 + 2 (g - r 9 ; 11- 2) ~ go 

Si {w¡, W2} =1- {02, .82} claramente dcs (w¡, 1;) + dCs (W2' Ij) ~ 2L y por iii) vemos 

entonces que e tiene longitud al menos 

4 + 2max{2L,g - L - 6} 
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y como 9 ~ 10 tenemos que 

{ 

4 + 4L ~ g, si L ~ r~l ' 
4 + 2max{2L,g - L - 6} = 

4 + 2(g - L - 6) ~ g, si L < r~l . 

Caso 3. ¡E(C) n E+¡ ~ 6. 

En este caso C contiene al menos tres aristas de la forma w;w: con w; E Fu {a2, ,82} 

para i = 1, 2, 3. Con argumentos análogos a los presentados en el primer subcaso del Caso 

2 vemos que C tiene longitud al menos g. o 

Teorema 4.2 [12] Para 9 ~ 5, toda (3; g)-jaula es casi 4-conexa. 

Demostración. Como se vió al inicio de la sección anterior, la gráfica de Petersen es 

casi 4-conexa, por lo que para 9 = 5 el resultado se sigue. Ahora sea G una (3; 9 )-jaula con 

9 ~ 6 Y supongamos que no es casi 4-conexa. Por el Teorema 4.1 G es superconexa por lo 

que existe un vértice v tal que N (v) es un conjunto de corte y G - N (v) tiene al menos 

tres componentes conexas. Esto implica que {v} U N (v) es una estrella de corte que por la 

Observación 2.2 es una contradicción. o 
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