UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

UNAM

FACULTAD DE CIENCIAS

CONEXIDAD EN JAULAS

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE

M ATEMATI1I CO
P R E S E N T A
DIEGO ANTONIO |GONZALEZ MORENO

DIRECTOR DE TESIQ_%‘L C
DR. JUAN JOSE MONTELLANOSRALLEETERT

l zﬁg’
2004

FACULTAD DE CIENCIAS
SECCION ESCOLAR




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



ESTA TESIS NO SALE
5. 5 LA BIBDUIOTECA



IRVIERADAT RlATE sl

A by

Mi

AA LY
el

ACT. MAURICIO AGUILAR GONZALEZ

Jefe de la Divisién de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito:

Conexidad en Jaulas
realizado por Diego Antonio Gonzélez Moreno

con nimero de cuenta 09758208-0 , quien cubri6 los créditos de la carrera de:

matemdticas.

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis

Propietario Dr. Juan José Montellano Ballesteros

Propietario Dr. Javier Bracho Carpizo

Propietario Dr. Francisco Larrién Riveroll

Suplente M. en C. Mika Olsen

Suplente Dra. Martha Gabriela Araujo Pardo
\n-(,-\ S st

bt
Consejo Deparmenm] densMaternéticas A
by

'T k]
SE
Qb 22

M. en C. José AhMHHio Gomez Ortiga
CONSEIU utr ik mmbini AL
[ R

MATEMAIIGAY




sutorize a la Direccion Generai de Bibliotecas de la
UNAM a difundir en formato electrénico e impreso el

cantenido de mi trabajo rec’\pcional.
.«-"Mﬁﬂ&mw.ﬁ__

(W) 8]
F-’ECHA:mI%ImA

“IRMA:

a Blanca, a Alfonso, a Pablo



Agradecimientos

Pocas veces en mi vida he dado las gracias de verdad, las que se dicen con el
corazon a flor de piel y la conciencia a todo lo que da.

Agradezco a Victor Neumann Lara por sus ensefianzas, consejos y regaios.

A mi madre quien siempre se preocupo por mis estudios, que tanto me apoyd,
me animo, y esperd con gran ilusion esta tesis.

A mi padre y a Pablo que, de una forma tan singular, me apoyaron.

De manera muy especial agradezco a mis compadres y amigos de toda la vida
Camilo, Edgar, Mariano y Fernando, por compartir las experiencias de la edad.

Al buen Pollo por su humor y nuestras aventuras en Xilitla y Europa.

A mi amiga Betzabé, por esas divertidas estudiadas.

A Aurélie a pesar del tiempo y la distancia.

Mientras realizaba mi tesis conoci a gente que me ayudo mucho, por eso
quiero agradecer a Amanda, Mika, Mukuy.

A Juancho por su apovo, confianza y ayudarme a concluir este trabajo.

A Roli y Luis por sus consejos.

A Rojo y Krusty por su amistad.

A Gonzalo y Norza por esas horas rockanroleras.

A Gabriel que se nos fue antes de tiempo.

Finalmente quiero dar las gracias a todos mis sinodales por el tiempo invertido

en la revision de esta tesis y sus correcciones.



Contenido

PRG0S i e BT B R 5 SRS 1
IR BRI ocummns s e o R s R S R AR 3
Definiciones BASicas ................ ..o 5
1 PropiedadesdeJas JaNlan ... ..oicisspsmnmrsmmismassessntesssssssnmmmns 9
1.1 ‘Existericia deas/(k; 0)Janlas . .oc e smummmsm sy s s smmmis 9
1.2 Algunas cotas de las (k;g)-jaulas ...........oooiiiiiiiiiiiiiiiii 12
13 (k;3)-jaulasy (k;4)-aulas.......oooooiiiiiiiii e 13
1.4 Algunas (3; g)-jaulas SORARIEAS . - ooo v das Sh e o s i s 14
1.5 MonotoniadelasJaulas .......... ... 19
1.6 Diametrodeuna (k;g)-jaula............cooiiiiiiiiiiiiiii i 23
2 Un poco sobre los conjuntosdecorte...........................ooennn. 26
2.1 SuUbRraNca espeCiBl i R R B R R RS 26
2.2 Diametro de los conjuntosde corte ...... ...t 29
3 Ciclos separadores y conexidad delas jaulas ........................... 38
3], CIEIO8 N0 SCDATAIBOTEE . couohisasomims i s o G o 0 A S R P T e 38
32 ‘Conexidad de1as Jabas .y oooaos i o m  a 46



Contenido 11

4 Superconexidad y casi 4-conexidad

..................................... 48
). PREIIMIIATES  sooirisrosimsiomomonsmnsstimsess bt oo s AR s ey B A T 7 48
4.2 ‘Superconexidady casi 4-conexidad.......iwiiiiiiisi s osiniiiiii s 60

ISR . oo s A R AR SS 67



Prologo

“Los cronopios y famas decidieron visitar un dia Las Islas
Canarias. Al llegar, el cronopio se convirtié en un canario
universal y el fama en el eterno vendedor de jaulas. *

Julio Cortazar

Después de nacer jqué puede ser mas natural que morir? Entonces, si la muerte es
algo tan natural como respirar 0 amar, por qué uno no puede dejar de sentirse triste cuando
alguien muere. Dicen algunos hombres viejos y entendidos que la vida dura muchos afios,
pero que nunca son suficientes. Victor nunca iba a vivir los afios suficientes.

Es dificil explicar por qué me gustan las matematicas, en especial por qué me gusta
la Teoria de Gréficas. Supongo que es algo que tengo desde que naéi, pero ese amor innato
que sentia tuvo que ser puesto a flote por mi maestro Victor Neumann Lara. Mi amor a
las matematicas y la persona que soy no puede ser explicada sin la presencia de Victor,
gracias a €l y a sus conocimientos pude fijar mi interés y fascinacion en esta rama de las
matematicas.

Las matematicas son las encargadas de darle la vuelta a mi reloj y ademés de pare-
cerme divertidas e interesantes las siento profundamente bellas; como no maravillarse con
la Topologia y todas las curiosidades que hay en su entorno, o la vertiginosa Teoria de los
Numeros Transfinitos y por supuesto con la excitante Teoria de Gréficas, la cual, a pesar de
su juventud es rica en resultados tedricos y aplicaciones a problemas del mundo real.

Después de llevar la materia de Teoria de las Graficas y gracias al placer que sentia
al trabajar con las graficas decidi pedirle a Victor la direcciéon de mi tesis de licenciatura.

Ante este hecho y al conocer que sentia especial atraccion por el tema de conexidad en



Proélogo 2

las graficas, Victor decidio darme a leer un articulo sobre la conexidad en jaulas (graficas
regulares con cuello dado y orden minimo). Después de su lectura quedé encantado con el
tema y fue asi que iniciamos la tesis.

El tiempo dedicado a este trabajo fue muy gratificante para mi, tanto por la partici-
pacion en el seminario de Teoria de Gréficas, como por las numerosas entrevistas que tuve
con Victor en las que se me abrian y aclaraban nuevos e interesantes nociones y conceptos,
y finalmente las agradables reuniones con Juancho hasta la conclusion del mismo.

El trabajo de tesis que se presenta a continuacion es principalmente el resultado de
consultar y estudiar algunos articulos que existen sobre el tema de jaulas.

Solo deseo que este trabajo pueda contribuir en algo, aunque sea en e > 0, al cre-

cimiento de la Teoria de las Graficas.



Introduccion

Una (k; g)-jaula es una grfica k-regular con cuello g de orden minimo. La primera
vez que aparece el concepto de (k; g)-jaula de manera formal fue en un articulo de Tutte
intitulado A Family of Cubical Graphs (17]; a raiz de este articulo Sachs y Erdos, en la
década de los sesenta, demostraron en (7] que para cualquier pareja de enteros k > 2y g >
3 existe una (k; g)-jaula, dando una cota superior para el orden de la misma. Posteriormente
al trabajo de Erdés y Sachs sobre jaulas, han aparecido diversos articulos sobre el tema, los
cuales incluyen interesantes problemas abiertos [6, 9, 11, 12].

Un primer problema que se plantea es determinar el orden de las (k; g)-jaulas para k
y g dados. El problema en general es bastante complejo y los resultados obtenidos hasta la
fecha dejan un espacio muy grande entre las cotas inferiores y superiores.

Otro problema, el cual ha sido considerado recientemente, es la conexidad en las
jaulas, y es precisamente el tema de esta tesis. El objeto de esta tesis es presentar algunos
resultados recientes sobre la conexidad de las jaulas, en particular algunos expuestos en
6, 9, 11, 12], asi como otros resultados y referencias relacionadas con el tema.

En el primer capitulo se demuestra la existencia de las jaulas, la monotonia estricta-
mente creciente del orden con respecto al cuello (con & fijo) y se presentan algunas cotas
relativas al orden y al diametro de las mismas. También se considera en detalle las (; 3)-

jaulas, las (k; 4)-jaulas y la grafica de Petersen, que es la tnica (3; 5)-jaula.
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En el segundo capitulo se introducen conceptos y resultados auxiliares que seran
herramientas fundamentales en el estudio de la conexidad de las jaulas. Dichos resultados

se usan para obtener informacion sobre el diametro de los conjuntos de corte de las jaulas.

En el tercer capitulo se demuestra que cada jaula contiene un cuello que no separa
a la grafica. Huang y Muyabi [11] conjeturan que ningun cuello es separador y probaron
su conjetura cuando el cuello tiene longitud par. En este capitulo se presenta dicha de-
mostracion. Finalmente se demuestra el teorema principal de esta tesis, a saber, que todas
las (k; 9)-jaulas con k > 3y g > 3 son 3-conexas [6]. Este resultado esta dirigido a probar
la conjetura de Fu, Huang y Rodger [9], la cual plantea que toda (k; g)-jaula es k-conexa.

El cuarto capitulo esta dedicado a la superconexidad (se dice que una jaula cibica
es superconexa si todo conjunto de corte minimo es vecindad de un vértice) y a la casi
4-conexidad de las jaulas cibicas (una jaula clbica es casi 4-conexa si es superconexa y la
remocion de todo conjunto de corte minimo deja exactamente dos componentes conexas),
en este capitulo se demuestra que toda jaula cubica de cuello al menos 4 es superconexa
y toda jaula cubica de cuello al menos 5 es casi 4-conexa. A este respecto es importante
mencionar que Marcote, Pelayo y Balbuena [12] conjeturan que toda (k; g)-jaula es k-
superconexa v casi k + 1-conexa, es decir, que la remocion de cualquier conjunto de corte

minimo deja solo dos componentes conexas.



Definiciones Basicas

Una grafica G es un par ordenado (V/(G), E(G)) donde V/(G) es un conjunto finito no
vacio de elementos llamados vértices y [2(G) es un conjunto finito de pares no ordenados
de elementos de V(G) llamados aristas. Una arista {z,} de G sera denotada como zy.

Una grafica G se dice simple si er. E(G) todos los pares no ordenados son distin-
tos y cada par estd formado por dos elementos distintos de V(G). En el presente trabajo
consideraremos Unicamente graficas simples.

El orden de una grafica es el nimero de sus vértices y el famario el nimero de sus
aristas.

Dada una grafica G, una subgrdfica de G es una grafica H tal que V(H) C V(G) y
E(H) C E(G). Cuando V(H) = V(G) a H se le llama subgrdfica generadora de G.

Dada una grafica G y una subgrafica H de G, un par de vértices z,y de H se dice que
son adyacentes, o vecinos, en H si la arista zy pertenece a £(H). El conjunto de vértices
de H que son vecinos a un vértice x se denomina vecindad de x en I y se le denota como
Ny (x). Al cardinal | Ny (x)| se le llama valencia, o grado, de = en H y se le denota como
valy(z). A un vértice de valencia 0 se le denomina punto o vértice aislado. A(H) y 6(H)
denotan respectivamente a la maxima y minima valencia en f entre los vértices de H. Si
todos los vértices de H tienen la misma valencia & se dice que H es k-regular. Sik = 3, H
se denomina gréfica cubica. A un conjunto de vértices de / tal que ningun par de ellos sea
adyacente se llama independiente. Asi mismo, a un conjunto de aristas de H tal que son

ajenas 2 a 2 se le denomina igualmente independiente.
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Un camino W en una grafica H es una sucesion finita de vértices y aristas de H
de manera alternada W = (vg, Gy, ..., Gn, V) €n la cual la arista a; = v;_,v; para cada
i =1,...,n A un camino se le denomina frayectoriu si todos sus vértices son distintos y
se le llama zy-frayectoria si es una trayectoriay vo = x y v, = y. Un ciclo es un camino
en el que todos sus vértices son distintos salvo el primero y el ultimo. Una trayectoria
(Vo, @1, V1, --vy @ny Un) Seré denotada como vgvy, ..., Un- 1 Vp.

La longitud de una trayectoria T = (vo, a1, 1, ..., an, v,) €s n, al igual que la longi-
tud de un ciclo C = (vg, ay,vy, ..., @n, Ua). La distancia entre dos vértices z,y de H es la
minima longitud de todas las zy-trayectorias en H y sc denota como dy (z, y). Si entre dos
vértices z,y de H no existen zy-trayecotrias, entonces dy(z,y) = oo. Una zy-geodésica
en H es una zy-trayectoria de longitud minima. La méxima de las distancias entre las
parejas de vértices de H es llamada el didmetro de // y se le denota como diain(H). La
distancia entre una arista z,y y un vértice z se define como min{dy(z, z),du(y,2)}, y la
distancia entre un vértice = y un subconjunto S € V(H) se denota como dy(S,z) y se
define como min{d(z,y)|y € S}.

Un ciclo de longitud n es llamado n-ciclo, y si n = 3 también es llamado triangulo.
El minimo de las longitudes de los ciclos en H es llamado el cuello de H y se le denota
como c(H). A los ¢(H )-ciclos de H se les llama cuellos.

Dado S C V(H), Ny(S) denotara el conjunt de vértices en V(H) — S que son
vecinos de algin vértice en S. La subgrafica M de // tal que V(M) = Sy E(M) es el
conjunto de aristas de H contenidas en S se le denomina subgrdfica inducida y se le denota

como H[S]. Si M es una subgrfica de H, Ny(S) = V(M) N Ny(S). H — S denota a
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la subgrafica de H resultante de eliminar de H los vértices de S y las aristas de H que
contengan algin elemento de S. Si § = {z}, escribimos H — z en lugar de H — {z}.
Dado A C E(H), H — A denota la subgrafica de H resultante de eliminar de H las aristas
de A. Si A = {a}, escribimos H — a en lugar de H — {a}. Dado A un conjunto de
pares no ordenados de V(H), H + A denota la grafica resultante de afiadir a H las aristas
definidas por los pares en A. Si A = {a}, escribimos H + a en lugar de H + {a}. Dadas
dos graficas G’ y G”, G' U G” denota a la grafica G tal que V(G) = V(G ) U V(G") y
E(G) = E(G") U E(G").

La subgrafica H se dice que es conexa si para todo par de vértices z y y de H existe
una zy-trayectoria en H. Las componentes conexas de H son las subgraficas conexas maxi-
males de H. Si para algiin S C V(H), H — S tiene mas componentes conexas que H, se
dice que S es un conjunto de corte, o separador de H. Igualmente si M es una subgrafica
de H tal que V(M) es un conjunto separador, decimos que M separaa H. Si S = {z}
es un conjunto separador, decimos que z es un vérfice de corte. Un conjunto de corte se le
Ilama frivial si es la vecindad de un vértice. Al cardinal minimo de un conjunto de corte de
la subgrafica H se le denomina la conexidad de H y ala grifica I se le llama k-conexa. A
ios conjuntos de corte de [ de cardinal minimo se les denomina cortes minimos.

Dos graficas son isomorfas si existe una biyeccion entre sus vértices de manera tal
que dos vértices cualesquiera de una de ellas sean adyacentes si y solo si las imagenes
correspondientes son adyacentes en la otra grafica.

Una grdfica completa es aquella en la que cada uno de los vértices es adyacente a

todos los demas. Si G es completa y tiene n vértices escribimos G = K.
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Una grafica es bipartita si el conjunto de sus vértices se puede partir en dos subcon-
juntos cada uno independiente. La grdfica bipartita completa K, ,, tiene n + m vértices,
un conjunto independiente de orden n, otro de orden m y mn aristas.

Un arbol es una grafica conexa sin ciclos.

Ademas de ésta terminologia basica, a lo largo de la tesis iremos introduciendo al-

gunos otros conceptos segin lo vayamos necesitando.



Capitulo 1
Propiedades de las Jaulas

1.1 Existencia de las (k; g)-jaulas

Dados dos enteros ky g con k > 2y g > 3, una (k; g)-grdfica es una grafica k-regular con
cuello g. Una (k; g)-jaula es una (k; g)-grafica con el menor nimero posible de vértices.
Sea f(k; g) el entero mas pequefio tal que existe una (k; g)-grafica con f(k; g) vértices.
No es dificil ver que las (2; g)-jaulas son los g-ciclos y por tanto f(2; g) = g, pero el
hecho de que para cada par de enteros k, g > 3 el nimero f(k; g) existe, no es trivial y fue

mostrado por Erdés y Sachs [7] en el siguiente resultado.

Teorema 1. 1 Para todo par de enteros k, g > 3, el numero f(k; g) existe y
g-1 g-2
flkig) S (k=1)+ D (k=1) '+ ) (k=1)"
i=1 i=1

Demostracién. Seap = (k — 1) + 597 (k — 1)' + 7" *(k — 1)'. Obsérvese que
p > g. Sea S el conjunto de las graficas H de orden p tales que ¢(H) = gy A(H) < k.
Este conjunto es no vacio, pues la grafica que consta de un g-ciclo y p — g puntos aislados

pertenece a S.

Para cada H € S definamos
M(H) = {v e V(H)|valy(v) < k}

y sea () la distancia maxima entre los vértices de M (H).
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Sea 5 el conjunto de todas las graficas de S con el mayor numero posible de aristas
y S, el conjunto de todas las graficas H de S para las cuales |M (/)| es maximo. De entre
todas las graficas de S, escojamos una gréfica G tal que m(G) es maximo.

Probaremos que M(G) = 0, con lo cual habremos demostrado el Teorema.

Sean u,v € M(G) tales que dg(u,v) = m(G). Obsérvese que M(G) puede tener
un solo vértice, con lo cual u = vy m(G) = 0. Supongamos que m(G) > g —1 > 2.
Al agregar la aristas uv a G, obtenemos una nueva grafica G' de orden p, ¢(G') = gy
A(G') < k. Porlotanto G’ € S,y G’ tiene mas aristas que G, lo cual es una contradiccion.
Asi que dg(u,v) =m(G) < g—2.

Denotemos por W el conjunto de todos los vértices w de G tales que dg(u, w) < g—2
6dg(v,w) < g — 1. Es claro que u,v € W. El nimero de vértices distintos a u que estan

a distancia a lo mas g — 2 de u no puede ser mayor a

=2
2 (k=1),
i=]
y el nimero de vértices distintos a v que estan a distancia a lo mas g — 1 de v no puede

exceder a

9-1
Y (k=1).
i=1
Entonces, como d¢(u,v) < g — 2, se sigue que
g-1

g-2
WI<> (k—-1)+> (k—1)f=p-(k—1) <p.

i=]

Por tanto sabemos que existe un vértice w; € V(G) — W donde dg(u,w;) > g — 1

y de(v,w) > g.
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Como dg(u,w;) > m(G) y u € M(G) tenemos que w; ¢ M(G) y valg(w,) =
k > 3. Por lo tanto existz una arista e incidente a w; cuya supresion ﬁo modifica el cuello.
Supongamos que e = w;wy. Como dg (v, wy) > dg(v, wy) —de(wy,wp) 2 g—1 > m(G),
entonces wy ¢ M(G) y valg(ws) =k > 3.

Sea G; = (G + uw;) — wyw,. Es facil ver que G; € S, mas ain G, € S;; ademas
el conjunto M (G, ) contiene a w, y a todos los vértices de M (G) con la posible excepcion
de u. Por la manera en que G fue escogida tenemos que |M(G;)| < |M(G)]|, asi que
u & M(G;)y |M(G,)| = |M(G)|. Por lo tanto valg, (u) = ky G; € S,.

Probaremos ahora que |M(G,)| > 2, de donde se sigue claramente que v, w, €
M(Gh).

Si M(G;) = {w,}, entonces M(G) = {u} y u = v. Como valg, (u) = k, entonces
valg(u) = k — 1y por tanto G tiene un vértice de valencia k — 1y p — 1 vértices de
valencia k. Entonces k — 1y p — 1 son pares pero p es miltiplo de (k — 1) lo cual es una

contradiccion. Asi v, w, € M(G,) y por tanto dg, (v, wz) < m(G,) <m(G) < g — 2.

Sea P una vw,-geodésica en G,. Si P estuviera contenida en G tendria longitud al
menos g — 1 lo cual es imposible. Se sigue entonces que P no esti contenida en G y por
lo tanto contiene la arista uw,. Entonces P contiene una vu-trayectoria contenida en G
de longitud al menos m(G) o una vw,-trayectoria contenida en G de longitud al menos
9 > m(G). En ambos casos tenemos que la longitud de P es mayor a m(G)), lo cual es

una contradiccién. O
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1.2 Algunas cotas de las (k;g)-jaulas

El Teorema 1.1 nos da un cota superior de f(k; g), a saber,
g=1 g-2
filtkig)=(k—1)+ Y (k=1 + ) (k—1).
i=1 i=1

En cuanto a las cotas inferiores de f(k; g) tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2 Dados k, g > 3 se tiene que fo(k; g) < f(k; g), donde
J—M;_j_;_'z sig=2n+1
folk; g) = s
_LT_F-)E__— sig=2n.

Demostracion. Sea G una (k; g)-jaula con k, g > 3.

Casol.g=2n+1.

Seau € V(G). No es dificil ver que el conjunto de aquellos vértices que distan de u

en a lo mas n induce un arbol en G, asi que

V(G)| = f(kig) 21+k+k(k—1)+k(k—1)*+...+k(k—1)"""

14k -1y = M2 )

1l

Caso 2. g = 2n.

Sea a € A(G). El conjunto de los vértices que distan de a en a lo mas n — 1 induce

un arbol en G, asi que

V(G)|

I

22(5: -1) = :’](—kg—i—);—_—z = fo(k; g)-

i=0

fkig) 220+ (k—1)+ (k=12 +...+ (k=1)""1)
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Por lo visto anteriormente se tiene que fo(k; g) < f(k;g) < fi(k;g). En la tabla

siguiente se dan algunos valores de estas funciones para k = 3.

(3;9) — jaula || fo(3;9) || f(3;9) || A(3;9)
(3;3) 4 4 9
(3;4) 6 6 18
(3;5) 10 10 35
(3;6) 14 14 68
3:7) 22 24 133
(3;8) 30 30 262
(3;9) 46 58 766
(3;10) 62 70 1032
(3,11) 94 112 | 2057
(3;12) 126 126 4106

1.3 (k;3)-jaulas y (k;4)-jaulas

El problema de determinar, para k > 2y g > 3, el orden minimo f(k; g) de una grafica
k-regular con cuello g, es en general bastante complicado. Los casos simples son los si-

guientes:

1. Las (2;g)-jaulas son los ciclos de longitud g, asi que f(2;¢) = g.
2. Latnica f(k;3)-jaula es Kiyy, luego f(k;3) =k + 1.

3. f(k;4) = 2k y la Unica (k;4)-jaula es la grafica bipartita K x, como se ve en la

siguiente proposicion.

Proposicion 1.1 Para k > 2 tenemos que f(k,4) = 2k y launica (k;4)-jaula es K.
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Demostracién. Supongamos que G es una (k,4)-jaula. Sea u; € V(G) y denotemos
por vy, vq, ...,V el conjunto de vértices de G que son adyacentes a u;. Como g > 4
sabemos que G no tiene triangulos y por lo tanto el conjunto vy, v, ..., vk €s un conjunto
independiente, es decir, que v; no es adyacente a ninguno de los vértices v; con 2 < i <
k. Entonces G contiene al menos k — 1 vértices adicionales, adyacentes a vy, a los que
llamaremos ug, us, - . -, ux. Se sigue asi que f(k;4) > 2k y claramente uy,ug, ..., ux €s
un conjunto i.ndependi ente. Por tanto la grafica G contiene dos conjuntos independientes
ajenos, cada uno de orden k, cada vértice tiene valencia k y tiene orden al menos 2k. Como

Ky es una (k; 4)-grafica de orden 2k, G tiene orden a lo mas 2k y el resultado se sigue. O

1.4 Algunas (3; g)-jaulas son unicas

Por el Teorema 1.2 sabemos que f(3;5) > 10. Es facil ver que la grifica de Petersen
es una grafica 3-regular, con cuello 5 y 10 vértices, esto es, la grafica de Petersen es una
(3;5)-jaula. Para ver que es la unica, veamos que cualquier otra (3; 5)-jaula es isomorfa a

la grafica de Petersen.

Teorema 1.3 La grdfica de Petersen es la unica (3; 5)-jaula.

Demostracion. Sea G una (3;5)-jaula, sea v € V(G) y w, wa, ws los tres vecinos
de v. Como el cuello de G es 5, w; no puede ser adyacente a w; para i,j = 1,2,3. Para

i =1,2,3, sean z; y y: los vértices adyacentes a w; (distintos a v). Es claro que todos estos
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vértices son distintos entre si y cada uno de ellos solo es adyacente a uno de los vértices

wy.

X1 Y1 X2 y2 X3 Y3

Como la grafica G es 3-regular, con 10 vértices y cuello 5, el vértice z; tiene que ser
adyacente a uno de los vértices z2 ¥ ¥2 y a uno de los vértices z3 y ys. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que z; es adyacente a z; y z3. Eso obliga que y; sea adyacente a

Ya¥alys

lo cual implica que las aristas z,y3 y y223 estan en G.
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No es dificil ver que la grafica resultante es isomorfa a la grafica de Petersen,

W1

X1 y.‘

2a\

X2 V3
Gréfica de Petersen

por lo tanto, la grafica de Petersen es la tnica (3; 5)-jaula, ]
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De manera similar se puede probar que la grafica de Heawood es la tinica (3; 6)-jaula.

Grafica de Heawood

A continuacion presentamos algunos resultados mas, de los cuales omitimos su de-

mostracion, al respecto de la unicidad de algunas (3; g)-jaulas.
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Teorema 1.4 [/3] La unica (3;7)-jaula es la grdfica de McGee.

Grafica de Mcgee

Teorema 1.5 [/3] Lanica (3;8)-jaula es la grafica de Tutte.

Gréfica de Tulte
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La unicidad de las (3; g)-jaulas se rompe cuando g = 9, como se ve en el siguiente

Teorema.

Teorema 1. 6 [2] Existen exactamente 18 distintas (3;9)-jaulas.

1.5 Monotonia de las Jaulas

Teorema 1.7 [9] Para toda k > 3y para todo par de enteros g,,g, con 3 < g; < gy

tenemos que f(k;g1) < f(k; g2).

Demostracién. Es claro que solo necesitamos demostrar que f(k; g) < f(k; g+ 1).

Sea G una (k; g + 1)-jaula.

Caso 1. k es par.

Sea C un ciclo de longitud §+ 1 en G que contenga a las aristas uv; y uw,. Sea
Ng(u) = {v1,v2,..., v} losvecinosdeu, y sea B’ = {v1vg, v304,. .., Vg—10x }. Obsérvese
que como g + 1 > 4, entonces no hay triangulos en G y por lo tanto Ng(u) es un conjunto

independiente de G, asi E'N E(G) = 0. Sea G' = (G —u) + E'.
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\Al V! V‘S_\"% mG

Vamos a mostrar que en G’ hay al menos un ciclo de longitud g y que no podemos
tener ciclos de longitud menor. Es facil ver que G’ tiene el ciclo C' = (C — u) + vjv, que

tiene longitud g.

C

V1

tu

I
V2

Ahora falta ver que no podemos tener un ciclo de longitud menor.

Sea C' uncicloen G'. Si E'N E(C") = 0, entonces C’ esun ciclo en G y por lo tanto
tiene longitud al menos g + 1. Supongamos que £' N E(C") # 0.

Como las aristas de E' estan alternadas en C”, entonces existe una trayectoria ' en

C' totalmente contenida en G que vade v; av; paraalgunaz = 1,...,kyj=1,...,k
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Entonces T U {vu, v;u} forma un ciclo contenido en G que tiene longitud al menos g + 1,

asi que C" tiene longitud al menos g, pues contiene a 7'y al menos a una arista en E'.

CI
Vj+1 Vi+1

Vi Vi

Asi, G’ es una (k; g)-grafica, y por tanto f(k; g) < |V(G')| < |V(G)| = f(k;9+1).

Caso 2. k es impar.

Sea C un ciclo de longitud g + 1 en G que contenga a las aristas uv; y uvy, y sea
Ng(u) = {v;,vg,...,%-1,w}. Como C es un cuello entonces C es un ciclo inducido
en Gy por lo tanto w ¢ V(C). Sea Ng(w) = {z,2,...,%x_1,u}. Como g+ 1 > 4,
entonces Ng(u) y Ng(w) son conjuntos independientes y Ng(u) N Ng(w) = @, pues sino
tendriamos un ciclo de longitud 3 en la grafica G.

"
Sea E' = {Ulviu UgVqy ...y Uk-2VUk—1,T122, T3Ty,... ,Ik—zrx—l}-
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"2/' '\.xz
P e

Vk-2 "“ V’ Xk-2
Vk-1 Xk-1

Obsérvese que E' N E(G) = 0y que F’ es un conjunto independiente de aristas. Sea
= (G- {v,w})+ E.

Veamos que en G’ hay al menos un ciclo de longitud g y que no podemos tener ninglin
ciclo de una longitud menor.

Es claro que el ciclo (C' — u) + vy, es un ciclo en G' de longitud g. Sea C”’ un ciclo
en G'. Si E(C') N E' = 0, entonces C es un ciclo en G y por lo tanto tiene longitud al
menos g + 1.

Supongamos que E(C’) N £’ # 0. Si en la interseccion solo hay aristas definidas por
los vecinos de u, o solo hay aristas definidas por los vecinos de w, de manera analoga al
Caso 1 se muestra que C" tiene longitud al menos g. Si en la interseccion hay aristas de los
dos tipos, existe una trayectoria ' en C’ entre un vecino v; de u y un vecino z; de w, tal
que E' N E(T) = 0. Esta trayectoria junto con las aristas uv;, uw, wz; forma un ciclo en
G que tiene longitud al menos g + 1. Entonces el ciclo C’ tiene longitud al menos g, pues

contiene a 7" y al menos a dos aristas en E'.
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Cl

Vi+1 Xi+1

Asi vemos que G’ es una (k; g)-grafica y entonces f(k; g) < |[V(G")| < |V(G)| =

flkig+1). O

1.6 Didmetro de una (k;g)-jaula

Teorema 1.8 Sea G una (k; g)—jaula con g > 3. Entonces diam(G) < g.

Demostracién. Supongamos que diam(G) > g. Entonces existen u,v € V(G) tal
que dg(w,v) > g+ 1 > 4. Sean Ng(u) = {u,...,ux} y Ng(v) = {v,..., v} los
vecinos de u y v respectivamente. Como g > 3 tenemos que Ng(u) N Ng(v) = 0, pues si
no tendriamos que la distancia entre v y v seria 2, lo cual es una contradiccion. Ademas,
como dg(u,v) > g + 1, tenemos que para cada i,j < k, dg(ui,v;) > g—12> 2.

Sea £’ = {u,v;,usvy, ..., uv }. Claramente £ N E(G) = 0.

Sea G' = (G — {u,v}) + E'. Esta nueva grafica es k—regular y como |V (G’')| <
|V(G)|, vemos entonces que para llegar a una contradiccion con el Teorema 1.7 sélo resta
mostrar que ¢(G') > ¢(G). Obsérvese que por construccion el conjunto E' es indepen-

diente.
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Sea C un ciclo en G'. Si E(C) N E' = (, entonces C es un ciclo contenido en G, y
como G es una (k; g)-jaula entonces la longitud de C es al menos g. Si E(C) N E' # 0
tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Existe una u;u;-trayectoria T’ en C contenida en G — {u,v}.

Obsérvese que en este caso al menos hay dos aristas de £’ en C, y dado que u; y u;
son adyacentes a u en G, la longitud de T es al menos g — 2. Por tanto la longitud de C es

al menos (g —2)+2=g.

Vj Vi

Caso 2. Existe una v;v;-trayectoria en C contenida en G — {u,v}.
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Este caso es analogo al caso anterior.
Caso 3. Existe una u;u;-trayectoria T en C contenida en G — {u,v} (i y j no
necesariamente distintos).

En este caso la longitud de T es al menos g — 1, pues
dG—{u,u}(ui;yj) Z dG(ui:vJ') 2 g9- L

Luego entonces la longitud de C es al menos (9 — 1) +1 = g.

C
Vi Uj
Ui

=

Por lo visto en los casos anteriores se sigue que G’ es una (k; ¢')-graficacon ¢’ > g

contradiciendo el hecho que ¢’ < g. O



Capitulo 2
Un poco sobre los conjuntos de corte

2.1 Subgrafica especial

Definicién 2. 1 Sea G una (k; g)-jaula, H una subgrdfica inducidade Gy B = {v € H |

valy(v) = k — 1}. Diremos que H es una subgrdfica especial de G si
i) 6(H)=k-1
ii) dy(z,y) > [¢] —1paratodoz,y € B.

ii) Existe una permutacién o de B tal que paracada z,y € B

Dy(z,y) :==du(z,y) + du(o(z),0(y)) +2 > g.

Lema 2.1 S8iG esuna (k;g)-jaulay H es una subgrdfica especial de G,entonces

i) > 9L

Demostracién. Sea G una (k; g)-jaulay H una subgréfica especial de G. Sea H’ una
copia isomorfa de H tal que V(H) N V(H') = 0, y B' la copia de B en H'. Para todo

vértice z en H, sea z’ su copia en H'. Formemos una nueva grafica de la siguiente manera:
G' =(HUH')+ {zo(z) |z € V(B)y o(z) € V(B)}.

Obsérvese que G’ es una grafica regular de grado k y ademas |V (G")| = 2|V (H)|.

26
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Ahora veremos que G’ no tiene ciclos de longitud menor a g.

Sea C un ciclo en G'. Si C esta contenido en H o en H', entonces C es un ciclo en
G y por lo tanto tiene longitud al menos g. Si este no es el caso, C' usa un nimero par de
aristas del tipo zo(z)'.

Si C usa exactamente dos aristas uo(u)' y vo(v) entre H y H', donde u,v € B C

V(H), entonces C tiene longintud al menos

dy(u,v) +dy(o(u), o)) +2 = dy(u,v) + dy(o(u),o(v))+ 2= D,(u,v) > g

ya que H es subgrafica especial.
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Supongamos que C usa al menos cuatro aristas entre H y H'. Entonces C tiene
longitud al menos 4 ([4] — 1) +4 = 4 [¢] > g pues la distancia entre dos vértices de B
en H es al menos [¢] — 1.

Entonces G’ tiene cuello al menos g y es regular de grado k. Por tanto, dado que G es
una (k; g)-jaula y por el Teorema 1.7, tenemos que |V(G')| > |V(G)|, y como |V (G")| =

2|V(H)|, se sigue el resultado. O

A partir del Lema 2.1 es facil demostrar lo siguiente.

Corolario 2. 1 Toda (k; g)-jaula es 2-conexa.

Demostracién. Supongamos que u es un vértice de corte en una (k; g)-jaula y que
H es una compontente minima de G — u. Claramente §(H) = k — 1y los vértices en H
que son vecinos de u son los unicos que tienen grado k — 1 en H, y como G tiene cuello g,
entonces la distancia en H entre cualesquiera dos vecinos de u es al menos g—2 > [¢] —1.

Sea o la permutacion identidad en Ny (u). Entonces, para z,y € Ny (u), tenemos que

Do(z,y) = du(z,y)+du(o(z),0(y)) +2 = 2du(z,y) +2 2 2(g—2)+2=29-2 >.g.

Asi, H es una subgréfica especial, que por el Lema 2.1 cumple que |V (H)| > Mgﬁ

lo cual contradice que H es una componente minima.
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H B=NH(u)

2.2 Didmetro de los conjuntos de corte

Lema 2.2 S§i G es una grdfica con cuello g > 3, S un subconjunto de V(G) tal que
diam(G [S]) = d < g — 2, y H una subgrdfica de G con V(H) N S = 0, entonces todo
vértice en Ny (S) tiene exactamente un vecino en S.

Ademas, para todo u,v € Ny(S), dy(u,v) > g — d — 2, alcanzando la igualdad

so6lo si w y v son vecinos de un par de vértices a distancia d en G|[S).

Demostracién. Dado que diam(G [S]) < g — 2, se sigue que no existe u € Ny(S)
con mas de un vecino en S, pues de otra forma habria un ciclo de longitud menora gen G.

Ahora sean u,v € Ny(S) y v, v/ sus respectivos vecinos en G[S)].
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Las aristas u'u y v'v junto con una uv-geodésica en H y una u'v'-geodésica en G[S]

forma un ciclo, el cual tiene longitud al menos g. Entonces
du(u,v) + dgis(u',v') +2> g

y por tanto
dh" (‘U‘-, 1J) 2 g- dc[gl(u!, ‘U’) — 2.

Como dgs)(u',v") < d, entonces

dy(u,v) > g—d—2

y la igualdad sélo es posible si dgs) (', v') = d. ]

Corolario 2.2 Sea G una (k; g)-jaula y S un conjunto de corte de G con diam(G|[S]) <
g — 2. 8i H es una componente minima de G — S, entonces Ny (S) contiene un par de

vértices u, v tales que dy (u,v) < [4] — 1.

Demostracién. Como diam(G[S]) < g—2, por el Lema 2.2 tenemos que todo vértice
de Ny (S) tiene exactamente un vecino en S, y asi, en H todos los vértices de Ny (S) tienen .
valencia k — 1, mientras que todos los otros vértices en H tienen valencia k.

Ahora supongamos que dy (u,v) > [£] — 1 para todo par de vértices u, v en Ny (S).
Claramente esto implica que para todo par de vértices u,v € Ny (5), dy(u,v) > [ﬂ - 1.

Sea ¢ la permutacién identidad en Ny (S) y u,v € Ny(S).
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Como dy (u,v) > [4] — 1 tenemos que

Dy(e,n) = dy(e,n) 4+ dy(a(u), o) + 2
2d (1w, v) + 2

g
2([5]-1) +2

[f] 20

v

I

Asi H esuna subgrafica especial que, por el Lema 2.1, satisface que |V(H)| > ﬂ?ﬂ_:

contradiciendo el que H es una componente minima de G — S. O

Teorema 2.1 [//] Si G esuna (k; g)-jaula conk,g > 3, y S es un conjunto de corte de
G, entonces diam(G(S)) > | £]. Mas aiin, si s6lo un par de vértices de S estdn a distancia

diam(G[S)), entonces la desigualdad es estricta.

Demostracion. Enel caso g = 3y g = 4, G esisomorfaa /{;,, y a ; , respectiva-
mente. En ambos casos no es dificil ver que el resultado se cumple. Supongamos pues que
925

Sea S un conjunto de corte y H una componente minima de G — S. Notese que como
G es 2-conexa (Corolario 2.1), S tiene al menos 2 vecinos en H, estoes [Ny (S)| = 2.

Supongamos diam(G[S]) < ]'g] —1. Estoimplica que todo par de vértices en Ny (S)
estan a distancia al menos g — (|2] — 1) — 2= [4] — 1 en H, pero como diam(G[S]) <
g — 2, por el Corolario 2.2 tenemos que existen u, v € Ny (S) tales que dyy (1, v) < [§] -1

lo cual es una contradiccion. Por tanto diam(G[S]) > 4] .



2.2 Diametro de los conjuntos de corte 32

Ahora supongamos que diam(G[S]) = LgJ y que , v es el unico par de vértices de

S a distancia [£]. Aqui es importante hacer notar lo siguiente:

i) Por el Lema 2.2 cada vértice en Ny (S) tiene exactamente un vecino en S, de donde

se sigue que §(H) =k — 1y Ny(S) = {z € Hlvaly(z) = k — 1}.

ii) Como diam(G[S]) > |4|. se sigue que para toda pareja {z,y} € Ny(S) se cumple
que dy(z,y) > 9 — |&] — 2 = 2] — 2. Ademas, dado que para cualquier pareja
{z.w} C S diferente de {u,v} se tiene que dg|s)(z,w) < | %] — 1, entonces para toda
pareja {z,y} C Nu(S) que no cumpla que x es adyacente a u y y es adyacente a v,

tenemos que dy(z,y) > [ﬂ - L

iii) Por el Corolario 2.2 existen uy, v, € Ny(S) tales que dy(wy, 1) < [£] - 1, que por
it) implica, sin pérdida de generalidad, que 1, € Ny (1) y v; € Ny (v). Ademads, como

dy(r.m) 2 g— |2 — 2= [2] - 2enronces dy(uy, 1) = [4] - 2.

Sean Ny(u) = {uy,ug,...,u-}, Ny(v) = {v;,v9,...,v,} y supongamos que r > s.

Casol.r > 2.

En este caso probaremos que H es una subgrafica especial de G, lo cual por el Lema
2.1 seria contradictorio con la eleccion de H.

Dado que [¢] — 2 > [4] — 1, por i) y ii) se sigue que para probar que / es una

subgrafica especial solo resta mostrar una permutacion o de Ny (S) tal que paracada z,y €

Nu(8), Ds(z,y) > g. Sea ¢ la permutacion de Ny (S) definida como sigue:
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() =, parat = 1,2,....r modulo r,

o(w) = wparatoda w € Ny(S) — Ny(u).

Sean z.y € Ny(S) y supongamos que
Dy(z,y) = du(z.y) + du(o(z).0(y)) +2 < g.

Sidy(z.y) < 9;—2 se sigue por ii) que £ € Ny (u) y y € Ny (v) por lo que para

algunai <ryalgunaj <s
Do(z,y) = dp (i, v5) + di (i1, v5) + 2 > dp (i) + 2,

pero i, y u,,, deben estar a distancia al menos g — 2 en H, pues ambos son vecinos de u,
por tanta D, (x.y) > g, lo cual es una contradiccion.

En el caso en que dy(o(z),0(y)) < 9-;—2 se llega a una contradiccion de manera
analoga.

Caso 2.r = s = 1y u, es adyacente a v;.

En este caso Ny(S) — {u1,m} # 0, pues si no tendriamos que {w,,;} seria un
conjunto de corte de G que induce una subgrafica de diametro 1 < |2].

Sea w € Ny(S) — {uy.v}. Considerando la arista u;v;, una w,-geodésica en 1 y

una wu,-geodésica en H tendriamos un ciclo en G, por lo que

dp(w, ) +dp(w,m)+1>g
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de donde podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que dy(w, 1) > [%] . Ahora
probaremos que H es una subgrafica especial de G, lo cual nos llevara a una contradiccion.
De igual manera que en el Caso 1, para probar que H es una subgrafica especial solo resta
mostrar una permutacion o de Ny (S) tal que Dy (z,y) > g paratodo z,y € Ny(S).

Sea ¢ definida como sigue:

o) = w,o(w) =u,

a(z) = z paratoda z € N(S) — {u;, w}.

Sean z.y € Ny(S) y supongamos que
D,(z,y) = dy(z,y) + du(o(z),0(y)) +2 < g.

Sidy(r.y) < 5’;—"’, se sigue por ii) que z = u; y y = v por lo que

Dy(z,y) = dy (ur, 1) + dy(w,m) + 2.
Como dy(w,v) > [42] y por iii) tenemos que

g gr==d
=3 i = —— —
Do(z,y) 2 [Q-f 2+[ 3 ] +2=g
lo cual es una contradiccion,

En el caso en que dy (0(z),a(y)) < %> sellega a una contradiccion de forma simi-

lar.

Caso 3.7 = s = 1y u, no es adyacente a v;.
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Primero obsérvese que como dy(w,.1) = |-"§.| — 2 > 2, entonces ¢ > 7. En este
caso vamos a probar que H — u; es una subgrafica especial de G, con lo que obtendremos
una contradiccion.

Por ii) vemos como la distancia en H entre dos vértices de Ny (S) es al menos [£] —
2 > 2, por lo que Ny(S) es un conjunto independiente y u; no tiene vecinos en Ny (S5).
Entonces, por i), se sigue que B = (Ny(S) — {u1}) U Ny (u;) es el conjunto de vértices
de H — u, de valencia k — 1 en H — u,, mientras que todos los demas vértices de H — u,
tienen valencia k.

Sean z,y € B y supongamos que dy —, (z,y) < [2] - 1. Claramente dy_, (z,y) >
dr(z.y), por lo que dy(z,y) < [¢] — 1. Porii) z y y no pueden estar en Ny (S) y como
para todo par z,y € Ny(u) se tiene que dy_,,(x.y) > g — 2, entonces, sin pérdida de
generalidad, z € Ny(S)yy € Ny (w). Asi,

du(z,w) < dp(z,y) + 1 < dy o, (2,y) +1 < H“ ;

contradiciendo ii).

Por lo tanto para todo par z,y € B tenemos que dyy_, (,7) > [¢] — 1, asi que para
probar que A — u; es una subgrafica especial de G solo resta mostrar una permutacion o
de B tal que paratoda z,y € B, D,(z,y) > g¢.

Sea Ny(u) = {z,22,...,2-} y sea ¢ la permutacion de B definida como:

o(z) =z parai=1,...k— 1 modulok — 1

y

o(w) =wparaw € B — Ny ().
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Sean x.y € B y supongamos que
Dﬂ(:"'-’f) o d” iy (.'.l'," 7)‘) + d” u|{ﬂ(:ﬂ)|a{y)) <k 2< 1.

Si djy-u,(z,y) < %2 entonces dy(z,y) < 2. Porii)  y y no pueden estar en
Ny (S) y claramente no pueden ser ambos vecinos de u,, por lo que, sin pérdida de gene-

ralidad, z € Ny (S) — {w1} y ¥ € Ny(w). Entonces, paraalgunai < k— 1,y = z; y asi

Dy (z,y) Ay (%, 2:) + Ay, (2. 2i41) + 2

v

v, (i, zi41) + 2

IV

g—2+2=yg,

lo cual es una contradiccion.
-3 . ..
En el caso en que dy_y, (0(2),0(y)) < 5= se llega a una contradiccion de forma

analoga. a

El teorema anterior nos permite hacer las siguientes observaciones relacionadas con

los conjuntos de corte.

Observacion. 1 Una trayectoria separadora de una grafica G es una trayectoria induci-
da P 1al que G — V(P) no es conexa. Entonces, por el Teorema 2.1, una trayectoria

separadora de una (k; g)-jaula tiene al menos longitud |_g_| + 1.

Observacion. 2 Una estrella de corte es un conjunto de corte que contiene un vértice
adyacente a lodos los otros vértices que estan en el conjunto de corte. Como una estrella

de corte induce una subgrdfica de diametro a lo mas dos, entonces si G es una (k; g)-jaula
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conk > 3yg > 6 laremocion de un vértice v € V(G) y cualquier subconjunto de los

vecinos de v deja a G conexa.



Capitulo 3
Ciclos separadores y conexidad de las jaulas

3.1 Ciclos no separadores

El Teorema 2.1 nos permite probar el siguiente resultado relacionado con los g-ciclos, o

cuellos, en las (k; g)-jaulas.

Teorema 3.1 [/]] Para g > 5, toda (k; g)-jaula contiene un g-ciclo no separador.

Demostracién. De entre todos los g-ciclos separadores de GG tomemos un ciclo C tal
que minimiza el orden de las componentes minimas en G — V/(C), y sea H una componente
minima en G — V(C). Obsérvese que como C es un cuello, entonces diam(C) = |£], lo
cual implica que la distancia entre dos vértices de N (C') es al menos g— 4| -2 = [4]-2,
y por el Lema 2.2 sabemos que cualquier vértice en Ny (C') tiene un solo vecino en C.
Ademas, del Corolario 2.2 tenemos que existen u',v' € Ny, (C) tales que dy(v',v') <
[£] - 2, porlo que dy (v, v') = [£].

Sean u. v los vecinos de ' y v" en C'y sea C” el ciclo formado por la trayectoria
minima T en C de u a v, las anistas uu’, vv' y una uw'v'-geodésica en H. El ciclo C” tiene
longitud a lo mas |_§J + ['5’] — 242 = gycomo G es una (k; g)-jaula tenemos que C’
tiene longitud exactamente g.

Veremos ahora que C' no es un g-ciclo separador. Supongamos lo contrario, esto es,

supongamos que G — V(C") no es conexa. Como 7" es una trayectoria inducida de longitud

38
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a lo mas |_§J, T no es separadora (Observacion 2.1). Por tanto cualquier componente en
G — V(C) tiene al menos un vecino en C' — V(T'). Consecuentemente la grafica disconexa
G — V(') tiene una componente que contiene a C — V(T') y a las componentes conexas

distintas de H de G — V(C).

Entonces las componentes conexas restantes de G — V/(C") tienen menos vértices que

H, lo cual es una contradiccion. O

A continuacion demostraremos que si g es par entonces cualquier g-ciclo en una
(k; g)-jaula no desconecta a la gréafica, pero para poder hacerlo es necesario introducir el

concepto de vértice antipodal y probar un lema.
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Dado un ciclo C de longitud par y un vértice u € V(C), existe un tnico vértice
v € V(C) tal que do(u,v) = . Llamamos a v el vértice antipodal de u y al conjunto

{u, v} un par antipodal en C.

Lema 3.1 Sea C un ciclo de longitud par g > 6, y sean {uy,v1},..., {un,va} n pares
antipodales en C, no necesariamente distintos. Entonces existe una lista ciclica de n vér-
tices que consla de un elemento del par antipodal {u;,v;} para cadai = 1,...,n, tal que

cualesquiera dos vértices consecutivos en la lista son iguales o no adyacentes en C.

Demostracién. Primero supongamos que todos los pares antipodales son distintos.
Asumamos sin pérdida de generalidad que estos 2n vértices aparecen a lo largo de C en el
orden uy, . ..,Up,v1,--.,Us. Si n = 1 escogemos cualquier vértice de {u;,v;}. Sin =2,
entonces, como g > 6, tenemos que u, no puede ser adyacente a u; y a v; simultaneamente,
entonces seleccionamos a u, y a un vértice de {u;, v} que no sea adyacente a u,. Para
n > 3 tenemos que la lista uy,us, . .., Usfn/2)-1, Va[n/2] V2[n/2]-2, - - - » V2 cumple con lo
requerido.

Si no todos los pares antipodales son distintos, borramos las copias extras obteniendo
n' pares antipodales distintos, obtenemos una lista [ como en el caso anterior, y encon-
tramos la lista buscada sustituyendo en [ cada vértice = por la sucesion zy,...,xz; con
z = z; para cada i < ty tigual al nimero de veces que la pareja antipodal asociada a

aparece en los n pares antipodales originales. |

Teorema 3.2 [/I] Sea k > 5y g un par mayor que 2. Entonces todo g-ciclo en una

(k; g)-jaula G no desconecta a la grdfica.
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Demostracion. Para g = 4, la unica (k; g)-jaula es K (Proposicion 1.1), la cual
claramente cumple el Teorema, por lo que podemos suponer que g > 6.

Sea G una (k; g)-jaula, C un cuello de G y supongamos que G — V(C) no es conexa.
Sea H una componente minima en G — V/(C). Como diam(C) = £, por el Lema 2.2
sabemos que todo vértice w en Ny (C') tiene un unico vecino w’ en C por lo que es claro
que 6(H) = k — 1y Ny(C) es el conjunto de vértices de H de valencia k — 1. Ademas,
para cada pareja z,y € Ny(C), una zy-geodésica en H junto con una z'y'-geodésica en C

y las aristas zz’, yy/ forma un ciclo en G de longitud al menos g. Entonces
dH{It y) + dC{I’ty,) + 2 2 g

por lo que

du(z,y) 2 g —de(z',y') - 2. *)

Como dc(z',y') < %, tenemos entonces que para todo z,y € Ny (C)
g g
du(z,y) 2% -2> H ol

Por tanto, si podemos mostrar una permutacion o de Ny (C) tal que D,(z,y) > g
para todos los pares {z,y} en Ny (C), habremos probado que H es una subgrafica especial
y podremos concluir por el Lema 2.1 que |V(H)| > M.‘,Q-i obteniendo una contradiccion.

Para poder mostrar dicha permutacion necesitamos lo siguiente:

Llamaremos a un par de vértices {z,y} C Ny (C) un par malo si dy(z,y) = 4 — 2.
Se puede ver que si {z,y} es un par malo, entonces {z’,%'} es un par antipodal en C.

Claramente un par {z,y} en Ny(C) que no es un par malo satisface dy(z,y) > 2 — 1.
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Ahora supongamos que {z,y} y {z, z} son dos pares malos distintos. Entonces ¢y 2’ son
vértices antipodales de z’ en C' y como la longitud de C es par i/ = 2'. Asi, la unién de
una zy-geodésica y una zz-geodésica en H contienen una yz-trayectoria de longitud a lo
més g — 4. Agregando las aristas yy/, zz' tenemos un ciclo de longitud menor a g, lo cual
es imposible. Asi que pares malos distintos son disjuntos. Obsérvese también que por el
Corolario 2.2 existe al menos un par de vértices a distancia £ — 2 en Ny (C), por tanto hay
al menos un par malo.

Sean {z;, 11}, {z2,%},-- -, {Zm, Ym} los m pares malos distintos en Ny(C), y co-
rrespondientemente {z, ¥}, {4, ¥2},- - -, {Zhh, ¥n } Sus m pares antipodales en C.

Casol.m = 1.

Sea {z;,7:} el Gnico par malo. Si no hay otros vértices en C distintos a =i y ¥}
que tengan vecinos en H, entonces una z}%)-geodésica es una trayectoria separadora de
longitud £ que contradice el Teorema 2.1. Por tanto existe w € Ny(C) — {21, } tal que
w' es su vecino en C y es distinto a zj y ;. Como g > 6, w' solo puede ser adyacente a
z) 0 ¥} en C. Sin pérdida de generalidad supongamos que w' no es adyacente a z. Esto

implica que dg(w',y3) < 4 — 2y por (*) tenemos que

A%

du(w,) 2 g—de(w' y) -2

v

Sea ¢ la permutacion de Ny (C) definida como sigue:

o(z) = w, a(w] =
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o(z) = z paratoda z € Ny (C) — {z;,w}.

Sean z,y € Ny(C) y supongamos que
D, (z,y) = dy(z,y) + du(o(z),0(y)) +2 < g.
Sidu(z,y) < 9;—2, se sigue z = z; y y = ¥ por lo que

Dd(Ily) e dH(Iliyl) +dH(w|yl) g 2

v

g 9. .
(2 2)+2+2'9’

lo cual es una contradiccion.

En el caso en que dy (o(z), o(y)) < 9;—2 se llega a una contradiccion de forma analo-

ga.

Caso2.m > 2.

Por el Lema 3.2 sabemos que hay una lista ciclica de m vértices que consta de un
vértice de cada par antipodal {z!,y!} para cadai = 1,...,m, tal que cualesquiera dos

vértices consecutivos en la lista son iguales o no adyacentes en C. Renombrando, si es
necesario, podemos asumir que z},,,...,z,, es la lista ciclica deseada. Definimos una

permutacién o de Ny (C) de la siguiente manera:

Sea o(x;) = x4 parai = 1,...,m, donde los indices son tomados médulo m,

o(z) =z para z € Ny(C) — {z1,22,...,Zm}.
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Sean z,y € Ny(C) y supongamos que
Do(2,y) = du(z,y) + du(o(z),0(y)) +2 < g.

Sidy(z,y) < 9"}3, se sigue que {z,y} es un par malo. Estoes z = «; y y = ¥; para

algunai = 1,...,m por lo que
Do(x}y) = dH(Ih y:) + dH(IH-]syi) + 2.

Si z} = z},, tenemos que dy(z;, T:41) > g — 2 ya que una z;z;,;-geodésica junto

con las aristas z;z} y ;4,2 forman un ciclo de longitud al menos g.

X'=Xie1 y

Por tanto

D,(z,y)

Ay (zi, %) + du (i1, y) + 2

v

d(zi,zi1) +22(g—-2)+2=g.



3 Ciclos separadores y conexidad de las jaulas 45

Si z} # «,,, entonces z; y ;4 no son adyacentes en C, que iraplica que

._..2,

dC(I:'+‘.l :y:) S

1=

X'i y'i

y por (*) (pagina 40), tenemos que

dH(zﬂ'l!yi) 2 g_dC(Ii+1:y:')+2
q q
b g (i =2
2 B=G-gi=z
Asi
Do(z,y) = du(zi, )+ du(Tigr, %) + 2

v

-+ @29

lo cual es una contradiccion.
En el casoen que dy(o(z),a(y)) < %3 se llega a una contradiccién de forma anélo-

ga. O
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3.2 Conexidad de las jaulas

Utilizando el Teorema 2.1 del capitulo anterior podemos demostrar la 3-conexidad de las

(k; g)-jaulas cuando k > 3.

Teorema 3.3 [6] Sik > 3y G es una (k; g)-jaula, entonces G es 3-conexa.

Demostracién. Como las Gnicas (k; g)-jaulas con g = 3y g = 4 son Kiyy ¥ Ky
respectivamente, y cada una de estas graficas es 3—conexa, podemos suponer que g > 5.

Supongamos que G tiene un conjunto de corte de cardinalidad 2. De entre todos los
conjuntos de corte, escojamos S = {u, v} que minimice la cardinalidad de una componente
minima de G — S. Sea H una componente minima de G — S.

Claramente |H| > 1, pues k > 3, mas atn | Ny (u)| > 2y |Ny(v)| > 2 pues si no
tendriamos que (Ng(u) U v) 6 (Ny(v) Uu) seria un conjunto de corte de cardinalidad 2
que deja una componente de cardinalidad menor a H.

Sea Ny(u) = {u,...,u-} y Ny(v) = {vy,...,vs},donde r, s > 2. Como {u,v} es
un conjunto de corte de G y r, s > 2, una uv-geodésica que pase por H es una trayectoria
separadora de G y por tanto (Observacion 2.1) sabemos que dicha trayectoria va a tener al
menos longitud L%’J +1, que para g > 5 es al menos 3. Estoimplica que Ny (u)NNy(v) =0
y que dy(u;,v;) > 4] — 1 para toda 4, . Mas aun, la distancia en H entre dos vecinos
distintos de u o dos vecinos distintos de v es al menos g — 2.

Es fécil de ver que los vértices de Ny (S) son los tnicos vértices en H que tienen
grado k£ — 1, y que todos los demés vértices en H tienen grado k en H. Ahora veremos que

H es una subgrafica especial obteniendo asi, por el Lema 2.1, una contradiccién.
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Como dy(z,y) > |£] =1 > 4] — 1 para todo z,y € Ny(S), vemos que para
probar que H es una subgrafica especial solo nos hace falta encontrar una permutacién o
de Ny(S) que haga que D,(z,y) > g paratoda z,y € Ny(S).

Sea o una permutacion de Ny (S) definida como sigue:

o(u;) = uj4y parat = 1,...,7 modulor,

o(v;) =vjparaj=1,...,s
Sean z,y € Ny(S). Si z y y son vecinos de u 6 z y y son vecinos de v, entonces

a(z) y o(y) también son vecinos de u 6 son vecinos de v y entonces
Do(z,y) 22(9-2)+2=29-229.

Supongamos pues que z = u; y que ¥ = v; para alguna ¢, j. Entonces

D, (z,y) = d(wi, v;) + A (i1, v5) +2 2 dy(us,win) 22 9g=-2+2=g.



Capitulo 4
Superconexidad y casi 4-conexidad

Definicién 4. 1 Una grdfica G es llamada superconexa si la conexidad de G es §(G) y

cualquier conjunto de corte minimo es trivial.

Definicion 4. 2 Una (3; g)-jaula G es casi 4-conexa si G es superconexa y para cada

conjunto de corte minimo S, G — S tiene exactamente dos componentes conexas.
El objetivo de este Capitulo es probar los siguientes dos teoremas.
Teorema 4.1 Para g > 4, toda (3; g)-jaula es superconexa.
Teorema 4.2 Para g > 5, toda (3; g)-jaula es casi 4-conexa.
Para esto utilizaremos el siguiente resultado, del cual omitimos su demostracion.

Teorema 4.3 [8] Sea G una grdfica conexa con §(G) > 3, cuelo g y didametro D.

Entonces G es superconexasi D < 2 |52 ].

Ademads, antes de pasar a las pruebas de los teoremas 4.1 y 4.2, necesitaremos ex-

poner algunas consideraciones y demostrar algunos lemas preliminares.

4.1 Preliminares

Primeramente obsérvese que en los casos en que ¢ = 3y g = 4, las tnicas (3; g)-jaulas son
K4y K33 respectivamente. Ciertamente /4 no tiene conjuntos de corte, y es facil ver que

K33 es superconexa pero no casi 4-conexa.

48
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En el caso en que g = 5, la grafica de Petersen es la tnica (3; 5)-jaula (Teorema 1.3)
y tiene diametro 2. Entonces por el Teorema 4.3 podemos concluir que es superconexa,

También es facil ver que es casi 4-conexa.

-l A > >
S 7\

Grafica de Petersen

En lo que queda de esta seccion, sea G una (3; g)-jaula, con ¢ > 6, que no sea
superconexa y sea F el conjunto de todos los conjuntos de corte minimos de G no triviales.
Por el Teorema 3.3 es claro que todo elemento de F tiene cardinalidad 3.

Para toda F' € F, sea Cr una componente minimaen G — F.

Lemad.1 Paratoda F € F, |V(CF)| 2 g.

Demostracion. Sea F' € F. Es claro que |V (Cp)| > 2 pues F es no trivial. Si Cr
contiene un ciclo el resultado se sigue. Si Cr es aciclica, entonces existen u,v € V(CFp) tal
que |Ne, (u)| = |[Nep(v)] = 1, por tanto existe un vértice w € F tal quew € N(u)NN(v),
ya que |F| = 3. Esto implica que una uv-geodésica en CF tiene longitud al menos g — 2,

lo cual quiere decir que |V/(Cr)| = g — 1. Perosi |V(Cr)| = g — 1 tenemos que Cr es una
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uv-trayectoria de longitud g — 2 > 4, y entonces existen en Cr dos vértices v’ y v’ distintos
a uy v con un vecino en F' en comun, formando un ciclo en G de longitud menor a g, lo

cual es una contradiccion.

Cr

Sea S = {z,y,z} € F tal que |V(Cs)| < |V(CF)| para toda F' € F. Sea G; =

(G—=8) = Cs, X = Ngg(2),Y = Neg(y) y Z = Neg(2).

Lemad.2 |X|=|Y|=|Z|=2 G, esuna grdfica conexay 2|V (Cs)| < |[V(G)| — 6.

Demostracién. Supongamos que X = {a;} y sea F' = {e,y, z}. Es claro que F' es
un conjunto de corte tal que G — F' tiene una componente de menor orden que Cs, por lo
que F' es un conjunto de corte trivial. Sea §; € V(G) tal que F' = Ng(5,). Obsérvese que
B, # z, pues si no diam(G[S]) = 2, contradiciendo el Teorema 2.1. Como consecuencia
vemos entonces que 3, € V(Cs). Supongamos que Y = {,} y consideremos el conjunto

F' = {o, B4, z}. Es féacil ver que F' es un conjunto de corte minimo que induce una
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subgrafica con diametro 2, lo que contradice el Teorema 2.1. Entonces podemos asumir
que |Y| = 2. De manera andloga vemos que |Z] = 2. Asi entonces sea Y = {,,08,} vy

Z = {B,,7,}- Obsérvese que como g > 6, 8, # 7,

Cs

Sea F" = {a1,f,,7,}. Vemos que F” es un conjunto de corte minimo pues N(8,) =
{a1,y,2} y [V(Cs)| > g > 6 (Lema 4.1). Mas aun, F" es no trivial pues o, 3,y es una
trayectoria en G de longitud 3 y por tanto deg (a;,3,) > g —3 > 3. Entonces F” € F y
|V(Cgn)| < |[V(Cs)| lo cual es una contradiccion. Asi | X| = |Y| = |Z] = 2.

De este hecho vemos que |Ng, (S)| = 3, por lo que G, tiene que ser conexa pues G

es 3-conexa.
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Ahora bien, dado que G es clbica, |V (G)| es par, porlo que |V(G;)| = (V(Cs)|+m

con 1n impar. Probaremos que m > 3 de donde se sigue que
V(G)] = [V(Cs)| + [V(G))| +3 2 2[V(Cs)| +6.

y asi concluiremos la demostracion de este lema.

Supongamos que m = 1y sea Ng,(z) = {u}. Claramente H = {u,y, z} es un con-
junto de corte, el cual no puede ser trivial pues de otra manera, si Ng(v) = {u,y, z} para
alguna v € V(G), tendriamos que {z, v} seria un conjunto de corte. Asi pues, |V (Cy)| =
|V (Cs)| por lo que, utilizando los mismos argumentos vistos para probar que |Y| = |Z| =

2, podemos concluir que [ Ng,, ()| = |Ne,, (z)] = 2, lo cual es una contradiccion, O

Enlo que siguesea X = {a;, a3}, Y = {B8,,8,}, ¥ Z = {n,.~,}.

Ademas sea

L = min{dcs(X,Y), des(X, Z), deg(Y, 2)}.
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Lemad.3 Sig > 8 entonces L > 1.

Demostracién. Supongamos que L = 0y g > 8. Sin pérdida de generalidad supon-

gamos que dc (X, Y) = 0y oy = B,. Esto implica que

dCs(alirB?) 2 g9 2

deg(ag, By) 2 9 — 4.

Ademas, obsérvese que «; # «y;, parai = 1,2, pues S es un conjunto de corte no tri-
vial; y también vemos que cualquier 3,v;-trayectoria en Cs no puede contener al vértice
ay, pues valeg (o) = 1.

Consideremos una [,7,-geodésica en Cs. Entonces za,yf, . ..,z es una trayecto-
ria P cuya remocion separaa G, y su longitud es 4+d¢. (8,,7, ). Por el Teorema 2.1 vemos
que 4 + deo(Ba,71) = |4) +1 2 5, por lo que des(By,71;) 2 1. De manera similar se
deduce que de.(B5,7,) = 1.

Sea IVCS(O:]) = {‘h‘.}
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Es claro que u € {a, B,}. Mas ain, u € {,,7,} pues si no la subgréfica inducida
por el conjunto de corte {x, a;,u, z,y} tendria diametro 3, contradiciendo al Teorema 2.1.
Sea 1 = {u,az, f43,7;,72} y consideremos la subgrafica Cs = Cs — ;. Cy es conexa ya
que valgg(a;) = 1, y obsérvese que para todo v € V(C%) — Q, valcy(v) = 3, mientras

que para todo w € Q, valcy (w) = 2. Ademas

i) dei(v1,72) 2 9 — 2, pues la trayectoria «y,z7, esta contenida en G — E(CY).

ii) Para cada par de vértices wy,wy € Q — {7,,7,}, dcé(tu],zvz) > g — 4, ya que

dG—E(C_'s.) (‘w] 3 ‘UJ?) < 4.

ii1) Para cualquier par de vértices wy,wy € Q — {7;, 72},

dc;:('w;,"h) + dC's(w:h’Y'x) z L i 6:
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pues la union de una wyvy,-trayectoria en Cs, junto con una wyy,-trayecioria en
C§, mas una wywq-trayectoria en G — E(Cy) de longitud a lo mas 4 (ver ii)), y la

trayectoria ,z7y, contiene un ciclo en G.

Ahora construyamos una grafica G* de la siguiente manera:
Sea C% una copia de C% tal que V(C%) N V(C%) = 0, y para cada w € C% sea w'
su copia en C¢. Sea V(G*) = V(Cs) U V(CE) y E(G*) = E(C%) U E(C¢) U E*, donde

Et = {wu, azah, ByBy, 7179, 271 }-

C's

G* es una grafica 3-regular, conexa y como |V(G*)| = 2(|V(Cs)| = 1), por el Lema
4.2 se sigue que |V (G*)| < |V(G)|. Asi pues, es suficiente mostrar que ¢(G*) > ¢(G) para
obtener una contradiccion.

Sea Cuncicloen G*. Si E(C)N E* = (), entonces C es un ciclo en G y la longitud

de C es al menos g. Supongamos entonces que £(C) N E* # 0.



4  Superconexidad y casi 4-conexidad 56

Caso 1. {7;75. 7271} = E(C)n E*.
En este caso C contiene una 7,7,-trayectoria en C§, y por i), dei (7,,7,) > g — 2,
por lo que C tiene longitud al menos g — 2+ 2 = g.
Caso 2. {y,7,, ww'} = E(C)N E*, donde w € Q — {v,,7,}.
Vemos que C contiene una 7y, w-trayectoria en C y una ~,w'-trayectoria en C%, y
como
dey (w,my) + dez(w',73) = dey (w, 1) + dey (w,72),

por la desigualdad del triangulo y i) tenemos que
dc’g(wv’?l) o dC’S(W: Y2) 2 dC‘s('l"ls'h) Z2g-—2

Por lo tanto la longitud de C es al menos g — 2+ 2 = g. El mismo razonamiento es utilizado
si {71,7),ww'} = E(C)N E*.

Caso 3. {wyw), wowy} = E(C)N EY conwy,ws € Q — {7,,7,}.

En este caso C contiene una w,w,-trayectoria en C’ y una wjwj-trayectoria en C§.
Como

der, (wy, wy) + dea(w), wy) = 2dc: (wy,wy),
por ii) vemos que la longitud de C' es al menos 2(g — 4) + 2 > ¢.

Caso 4. {aqaody, un, By0,} = {wyw), wywh, wywy} C E(C).

En este caso C contiene una w;w;-trayectoria y una wjw,-trayectoria con {1, j, 7} =
{1,2,3}. Con argumentos analogos que en el Caso 3 vemos que la longitud de C es al
menos 2(g — 4) + 4 > g.

Caso 5. {7,752, Y27}, wiw}, wawh} C E(C) con wy,wa € N — {7y,7,}.

En este caso tenemos dos posibilidades:
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a) El ciclo C contiene una y,v,-trayecioria en C o una +y~yy-trayectoria en C%.

b) £l ciclo C contiene una wyy;-trayectoria y una wyy;-trayectoria en Cg, con i # j,
. F52
Si sucede a), entonces C tiene longitud al menos
dey(11,72) +429-2+4>g.

Si ocurre b), C debe contener también una w)~;-trayectoria y una wjyj-trayectoria

en Cy. Por lo tanto la longitud de C es al menos
4 + de (w1, ;) + deg (w2, ;) + dep(w), ;) + dez(ws, ;)
= 4+ 2(dey (w1, %) + dey (w2, ;)
que por iii) implica que la longitud de C es al menos

4+2(9-6)=29-82y.

Lemad.4 L<|%]-3.

Demostracién. Supongamos que L > | %] — 2. Sin pérdida de generalidad, pode-
P 2 p P

mos asumir que deg(X,Y) = L. Consideremos la subgrafica Cs = G([V(Cs) U {z,y}].

Cy es claramente conexa y ademas

1) der(m,7v2) = g — 2 pues la trayectoria v, 2, estd contenida en G — E (C%).

i) deg(z,y) = L+ 2pues dey(X,Y) = L.



4  Superconexidad y casi 4-conexidad 58

l") dC‘s(’ThI))dC'S(-}'ily) e L+ 1, Pam'i . 112

Sea @ = {z,y,7,,72} € V(C%). Obsérvese que para todo v € V(C%) — £,
valcy (v) = 3y paratodo w € Q, valey (w) = 2.

Sea C¢ una copia de Cg tal que V(C%) N V(Cs) = 0 y para todo w € V(Cys) sea
w' su copia en V(Cy). Sea G* la grafica donde V(G*) = V(C5) UV(CE) y E(G") =
E(C%) U E(C3) U E* siendo E* = {z2'. y¥', 1172, 7271 )

Obsérvese que |V(G*)| = 2|V(Cs)| + 4 < |V(G)| (Lema 4.2).

G* es una grafica 3-regular, conexa y como |V(G*)| < |V(G)|, es suficiente mostrar

que ¢(G*) > ¢(G) para obtener una contradiccion.

Sea C un ciclo en G*. Si B(C) N E* = 0, entonces C es un ciclo en Gy la longitud
de C es al menos g. Supongamos que E(C) N E* # 0.

Caso 1. |[E(C)NE*| =2.
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Si v,74 ¥ 7¥27) estan en C, entonces C contiene una «y,v,-trayectoria en C, y por i)
vemos que de (73,72) 2 g — 2. Asi, el ciclo C tiene longitud al menos g — 242 = g.
Si zz' y yy estan en C, entonces contiene una zy-trayectoria en C y una z'y/-

trayectoria en Cj. Por lo tanto, por ii), la longitud de C es al menos

dc"s (I, y) + dc;(xf, y;) + 2= 2dcé (.I, 'y) + 2

v

2(L+2)+2

v

g— 1
DY > q.
[ 2 J +2>9
Finalmente, si zz’ (6 y¥') y 7,74 (6 v,7}) estan en C, entonces C tiene longitud al

menos

dey(z,711) + dex (', v3) + 2

= dcy(z, ) +dcy(z,7,) +2

IV

dey(71,72) + 2

> (9-2)+2=y.

Caso 2. |[E(C) N E*| = 4, es decir, {zz', 3y, 7,74, 7271} € E(C).

En este caso existen dos posibilidades:

a) C contiene una y,7y,-trayectoria en C%.

b) C contiene una z;-trayectoria y una yvy;-trayectoria en Cy coni # j,1,j < 2.

Si ocurre a), entonces C tiene longitud al menos

dey(11,72) +42(9-2) +4 > g.
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Si sucede b), la longitud de C es al menos
dc;(”-'"h) - dC;.(?}-'}'_,') +4

que por iii) implica que C tiene longitud al menos

2{L+1)+422[9;1J—2+429.

4.2 Superconexidad y casi 4-conexidad

Teorema d. 1 [12] Toda (3; g)-jaula con g > 4 es superconexa.

Demostracion. Como se vio al inicio de la seccion anterior, parag =4y g = 5 el
resultado es cierto.

Para g = 6, la tinica (3; 6)-jaula es la grafica de Heawood. Si no fuera superconexa,
por el Lema 4.3 tendriamos que L < —1, lo cual es una contradiccion.

Para g = 7, la nica (3; 7)-jaula es la grafica de McGee (Teorema 1.4). No es dificil
ver que esta grafica tiene diametro 4, lo cual por el Teorema 4.3 implica que es superconexa.

En el caso en que g = 8, la inica (3; 8)-jaula es la grafica de Tutte (Teorema 1.5). Si

no fuera superconexa tendriamos que
g—1
1L |[=—|-3=0,

lo cual es una contradiccion.
Para g = 9 existen 18 distintas (3; 9)-jaulas (Teorema 1.5). Todas estas graficas tienen

diametro 6 (2], que por el Teorema 4.3 implica que son superconexas.
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En el caso en el que g > 10, supongamos que existe una (3; g)-jaula G que no es
superconexa. Al igual que en la seccién anterior, sea S = {z,y, 2} un conjunto de corte
minimo no trivial de G, Cs una componente minima de G — S, X = Ngg(z) = {a;, a5},
Y = Neo(y) = {B1,82} y Z = Nes(2) = {m,72}-

Sin pérdida de generalidad supongamos que deg (X, Y) = des (s, B;) = L. Por los
Lemas 4.6y 4.7 sabemosquel < L < [_9-;—]J — 3. Denotemos por P la tinica trayectoria de
longitud L en Cs que une a & con 3, y consideremos el conjunto F' = N¢ . (V(P))-V(P),

el cual satisface que |F| = |V(P)| = L+ 1.

Obsérvese que {ay, B} N F' = 0, pues, considerando la trayectoria P, no es dificil

ver que

dey(on F)des(fF) 2 5= (L+9) 2 9= | 27| =14 |25 21
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y ademas {ay, B} N {7;,7,} =0 pues L > 1.

Ahora veremos que {7,,7,} N F = 0. Supongamos que v, € F. Entonces la sub-
grafica de G inducida por H = V(P) U {z,v, z,7,} es un conjunto separador de didmetro
alomas L + 3 < |23*] que por el Teorema 2.1 implica que diam(G[H]) = |4|, pero
entonces no es dificil ver que {z,y} 6 {z,y} es la Unica pareja de vértices en G[H] a dis-
tancia diam(G[H]) lo cual implica, por el Teorema 2.1 que diam(G[H]) > |£] lo cual es
una contradiccion. De manera analoga se ve que 7y, € F.

Sea ) = F'U {@y, B} U {7;,7,}. Nétese que |[V(P)|+|Q|=2L+6<g-1<
|V(Cs)| (Lema 4.1).

Consideremos ahora la subgréfica Cs = Cs — V/(P). Obsérvese que valcy (v) = 3

paratoda v € V(Cs) — Q, y vale, (w) = 2 para toda w € Q. Ademas tenemos que

i) der(11,72) 29— 2 pues la trayectoria v, z7, estd contenida en G — E(Cl).

i) dey(wy,we) > g — L—4, para todo par de vértices wy,wy € F U {v, 8,} pues para

cada par de vértices wy,w, € F U {ay, B,}, do_p(cyy(wi, wy) < L+ 4.

iil) Para cada par de vértices wy,wy; € F U {ay, 5,},

g-— L-5 si {wl,'u.h} 96 {ag,ﬁz},

dC'S(w]!‘Y]) + dc"s(w?v'?E} 2 ‘
g_L—S s {wllw2}={a‘2:ﬁ2};

pues la union de una wy7y,-geodésica en Cg, mas la trayectoria y, zy,, mds una wyw,-
geodésicaen G — E(C%) (que tiene longitud a lo mas L + 3 si {wy,w,} # {aq, P85} y

alomas L+ 4 si {wy,w;} = {as, B,}) contiene un ciclo en G de longitud al menos g.
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Sea C¥ una copia de C tal que V(C"g)‘ NV(C¢) = 0y para cada v € V(C%) sea v'
su copia en C¥. Sea G* la grifica definida como:

V(G*) = V(C5) UV(CL) y B(G*) = E(C4) UE(CY) U B*

donde

2* = {aaah, BBy MVer 1271} U {uw|u € F}.

C's G C's

72 'z

Claramente G* es una gréfica 3-regular, y como |V(G*)| = 2|V(C%)| < 2|V(Cs)),
por el Lema 4.2 vemos que |V(G*)| < |V(G)|. Asi, si probamos que ¢(G*) > ¢(G) = g
llegaremos a una contradiccion, demostrando este Teorema.

Sea C un cicloen G*. Si E(C) N E* = ) entonces C esta contenido en G por lo que
C tiene longitud al menos g.

Supongamos que E(C) N Et # ).

Caso 1. |E(C)Nn E*| = 2.
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Siy,75 ¥ ¥27) estan en C, entonces C contiene una 7y, 7y,-trayectoria contenida en C’
por lo que C tiene longitud al menos dcy, (71,72) + 2. Por i) se sigue que C tiene longitud

al menos g.

Si wyw) y wow, estan en C, con wy,ws € F'U {as, 3,}, se sigue que la longitud de

C es al menos

dor, (wn, wa) + dou(wh, wh) + 2 = 2dey (wy, ws) + 2.

Esto implica, por ii), que C tiene longitud al menos
g—1
Ag-L-4)+222|=—|+22¢

Finalmente, si ;7 y ww' estan en C con w € F U {3, 8,}, vemos que la longitud

de C es al menos

dcfs(w;'h) + dc;(w’:'?/j) +2

dc"s-(wl 7:) + dC_:;(wi 7}') +2

v

det(70,7;) +22 @ —-2)+2=g.

Caso 2. |[E(C)N E*| =4.
Si C contiene al menos tres aristas de la forma wyw; € F U {a.8,}, coni =
1,2,3, entonces C contiene una w;w,-trayectoria en C's y una wjw)-trayectoria en C'§ con

{j,q,7, } = {1, 2,3}, Asi entonces, de manera anéloga al segundo subcaso del caso anterior
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vemos que C tiene longitud al menos

2(g—L—4)+422([9—;1~D+4zg.

Ahora supongamos que C contiene dos aristas de la forma w;w; con w; € F U

{2, B} parai = 1,2, y alas aristas ;5 ¥ 7277;- Aqui tenemos dos posibilidades:

a) C contiene una ~,,-trayectoria en C§ (0 una +,y-trayectoria en C3).

b) C contiene una v, w-frayectoria y una ywy-trayectoria en Cg coni # j, i,j < 2.
Si sucede a) entonces C tiene longitud al menos

d+dei(11,72) 24+ (9-2) > 9.
!

Si sucede b) entonces C debe contener también una ~y;wj-trayectoria y una ~jw}-

trayectoria en Cg. Por lo tanto C tiene longitud al menos

4+ de (w1, 7:) + deg (wa,7;) + dez(w, 7:) + 2den (wa, ;)
= 4+ 2dg;(wr,7;) + 2dcy (w2, ;).
Si {wy,wq} # {as,B,}, poriii), vemos que C tiene longitud al menos

4+2(g—L—5)24+2(g— [9;21]—2)29.

Si {wy, we} # {,B,} claramente dey (wi,7;) +der (w2, ;) > 2L y por iii) vemos

entonces que C tiene longitud al menos

4 + 2maz{2L,g— L — 6}
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y como g > 10 tenemos que

4+4L > g,si L > [H2],
44 2maz{2L,g— L—-6} =
4+2(¢g-L-6)>g,siL<[H2].
Caso 3. |E(C)N E*| > 6.

En este caso C contiene al menos tres aristas de la forma w;w} con w; € FU{ay, 8,}
parat = 1, 2,3. Con argumentos analogos a los presentados en el primer subcaso del Caso

2 vemos que C tiene longitud al menos g. O

Teorema 4.2 [12] Para g > 5, toda (3; g)-jaula es casi 4-conexa.

Demostracion. Como se vio al inicio de la seccion anterior, la grafica de Petersen es
casi 4-conexa, por lo que para g = 5 el resultado se sigue. Ahora sea G una (3; g)-jaula con
g > 6y supongamos que no es casi 4-conexa. Por el Teorema 4.1 G es superconexa por lo
que existe un vértice v tal que N(v) es un conjunto de corte y G — N(v) tiene al menos
tres componentes conexas. Esto implica que {v} U N(v) es una estrella de corte que por la

Observacion 2.2 es una contradiccion. O
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