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Prefacio. 

1. INTRODUCCIÓN. 

El objetivo de esta tesis es dar algunos ejemplos de la interacción 
entre las técnicas de la teoria de conjuntos para resolver problemas en 
topología general. Como este terreno es muy amplio nos enfocaremos 
únicamente en la conjetura de Moore, un problema que fué por más 
de 50 años considerado como el problema más importante en topología 
general. 

En el primer capítulo introduciremos el axioma de Martin y dia
mante dos axiomas adicionales a ZFC, el axioma de Martín y diamante 
O los cuales formarán nuestras herramientas principales para resolver 
el problema de Moore. En este primer capítulo veremos algunas equiv
alencias de estos axiomas y los utilizaremos para resolver la hipótesis 
de Suslin. 

En el segundo capítulo conoceremos un poco de la historia de la 
conjetura de Moore y desarrollaremos algunos de los resultados funda
mentales. En este capítulo trataremos exclusivamente con resultados 
en ZFC y probaremos dos de los teoremas más importantes relacionados 
con la conjetura de Moore en ZFC. Como son el teorema de Reed-Zenor 
y el teorema de Chaber-Zenor. 

Finalmente, en el último capítulo aplicaremos finalmente todas las 
técnicas conjuntistas desarrolladas en el primer capítulo y algunas otras 
técnicas nuevas para poder probar la independencia de la conjetura de 
Moore. 

2. CONVENCIONES . 

Símbolos Lógicos. 
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Los símbolos --+, ." V 1\ denotan implicación , negación , disjunción 
y conjunción respectivamente. El cuantificador universal (para cada) 
es denotado por V y el existencial (existe) por 3. 

Opemciones sobre conjuntos. 

Si R es una familia de conjuntos, entonces U R denota la unión y n R denota la intersección de la familia R, respectivamente. ESto es , 
para un x arbitrario, las siguientes equivalencias se cumplen: 

x E U R +-+ 3A E R(x E A) 

y 

XEnR +-+ VAER(xEA). 

Si R = {A, B} entonces U R = A U B y n R = A n B. La unión 
de una familia indexada {Ai : i E I} es denotada por U {A¡ : i E I} 
ó por UiE I A, (de manera similar para la intersección) . La diferencia 
de los conjuntos A , B es denotada por A \ B. El simbolo 0 denota al 
conjunto vacio. 

Decimos que una familia R es ajena, SI R =1= 0 y se cumplen las 
siguientes condiciones: 

si A E R, entonces A =1= 0, 

si A , B E R y A =1= B , entonces A n B = 0. 

El símbolo P(X) denota el conjunto potencia de X , i.e. P(X) 
{A : A e X}. 

Funciones. 
El símbolo domf denota el dominio y ranf el rango de una función 

f respectivamente. La imagen de un subconjunto A e dO/nf bajo f 
es denotada por f[A], generalmente la imagen es denotada por f(A) 
pero en muchos casos un conjunto será un elemento de damf y un 
subconjunto al mismo tiempo por lo que haremos este pequeño cambio 
intentando evitar confuciones. Similarmente, la preimagen de un sub
conjunto B bajo ¡ es dnotada por ¡ - I[B]. 

Como es usual , Ir A es la restricción de f a un subconjuntu A e 
dornf · 
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Números ordinales. Siguiendo a Von Neumann un conjunto a es un 
ordinal si satisface las siguientes condiciones: 

si x E a, entonces x e a, 

si x , y E a , entonces x E y V x = y V Y E x . 

La clase de los ordinales ON está bien ordenada por la inclusión y 
generalmente escribiremos a ~ (3 para a e (3 . El orden estricto es sólo 
la pertenencia. Por lo tanto cada ordinal es igual al conjunto de los 
ordinales más pequeños que él: a = {(3 E O N : (3 < a}. Todo conjunto 
bien ordenado es isomorfo a un único ordinal. 

Para cada a E ON el conjunto a + 1 = a U {a} es un ordinal y es 
el sucesor inmediato de a. Ordinales (3 que no son de la forma a + 1 
son llamados limites. El ordinal infinito más pequeño es denotado por 
W yes conocido como el conjunto de los numeros naturales. Ya que lus 
elementos consecutivos de w son 0=0, 1 = {0}, 2 = {0, {0}} , ... 

Cada subconjunto A e O N tiene un supremo supA = U A y 
también tiene un infimo infA = nA. 

Números cardinales. 

Un ordinal K, E ON es llamado un cardinal si para cada a < K, no 
existe una función uno a uno de a sobre K, . Para cada conjunto A existe 
un único cardinal K, tal que existe una biyección f : A -> K" escribimos 
K, = IAI. Los números i E w son las cardinalidades de los conjuntos 
finitos y w es la cardinalidad de los conjuntos numerables. Cardinales 
infinitos consecutivos son denotados por símbolos 

w = Wo < w¡ < W2 < .. . 
Esto es , W¡ denota al cardinal no numerable más pequeño. Para un 

ordinal limite definimos la noción de cofinalidad 

cof(a) = min{IAI : A e a 1\ supA = a }. 

Cardinales que satisfacen que K, = cof(K,) son llamados regulares. 
Por ejemplo w y todos los cardinales no límites (i.e. , de la forma 
K, = wo +¡) son cardinales regulares. 

Para conjuntos arbitrarios A , B el conjunto AB consiste del con
junto de todas las funciones de B en A, cardinalidad de AB es denotada 
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por "'>. donde IAI = '" y IBI = A. Para A ~ w sea ",< >' = sup{ ",a : o: < 
A} . 

A continuación veremos una técnica muy útil para verificar que 
ciertos espacios tienen la ccc (ver definición en el siguiente capítulo). 

0.1. DEFINICIÓN. Una familia A de conjuntos es llamada un D.
sistema si existe un conjunto fijo r , llamado la ráiz del D.-sistema , tal 
que a n b = r cada vez que a , b son elementos distintos de ~o. 

El principal resultado sobre D.-sistemas es el llamado D.-lema el cual 
enunciaremos a continuación. 

0.2. LEMA. (t.-lema) Si A es una familia no numerable de conjun
tos finitos, existe un subconjunto no numerable B e A que forma un 
D.-sistema. 

DEMOSTRACIÓN. Sin perdida de generalidad podemos suponer que to
dos los elementos de A tiene la misma cardinalidad. Ahora probaremos 
el problema por inducción sobre n (donde n es la cardinalidad de los 
elementos de A). Si n = 1 entonces A es un D.-sistema con ráiz 0. 
Supongamos que el lema se sigue para n y que IXI = n + 1 para todo 
X E A. Si existe un elemento o: que pertenece a una cantidad no nu
marable de X E A , aplicamos la hipotesis de inducción a la colección 
{X \ {a} : X E A /\ a E X} , y obtenemos un B con las propiedades 
requeridas. De otro modo , cada a pertenece a una cantidad numerable 
de X E A, y construimos una colección ajena B = {Xa : o: E w]} , 
como sigue, por inducción sobre 0:. Dado X{ , ~ < 0:, encontramos 
X = XaA que es ajeno de todos los X{, ~ < 0: . O 

A continuación probaremos una versión del teorema de Lowenheim
Skolem-Tarski de teoría de modelos, la siguiente versión puramente 
combinatoria del teorema es aplicada frecuentemente en teoría de con
juntos. 

0.3. DEFINICIÓN. Una función n-aria sobre A es una función f : 
An -+ A si n > O Y un elemento de A si n = O. Si B e A , decimos que 
B es cerrado bajo f si y sólo si f[Bn] e B ( o f E B cuando n = O). 
Una función finitaria es una función n-aria para algun n E w. Si .:J 
es una familia de funciones finitarias y B e A , la clausura de B con 
respecto a .:J es el minimo e e A tal que B e e y e es cerrado bajo 
todas las funciones en .:J. 
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0.4. TEOREMA. Sea K, un cardinal infinito. Supongamos que B e 
A, IBI ~ K" y 3 es una familia de ~ K, funciones finitarias sobre A. 
Entonces la clausura de B bajo 3 tiene cardinalidad menor K,. 

DEMOSTRACIÓN. Si f E 3 y D e A, sea f * D = I[D"] si f es n-aria , 
o U} si n = O. Note que IDI ~ K, implica que If * DI ~ K,. Sea Co = B 
Y Cn +1 = Cn U UU * Cn : f E 3}. Entonces Cw es la clausura de B 
bajo 3 y la cardinalidad de Cw es ~ K, . O 



CAPITULO 1 

Diamante y el axioma de Martin. 

1. INTRODUCCIÓN 

En este capítulo veremos el axioma de Martin y el axioma de dia
mante, que son dos de los axiomas que más aplicaciones tienen en la 
topología general. Veremos algunas equivalencias de estos axiomas y 
desarrollaremos las herramientas conjuntistas necesarias para probar 
la independencia de la conjetura de Moore en el capítulo 3. 

2. AXIOMA DE MARTIN 

En esta sección introduciremos uno de los temas centrales de este 
trabajo , el axioma de Martin (MA) . Contrario a los axiomas básicos 
de ZFC, el axioma de Martin no pretende ser un principio " intuiti
vamente" evidente , de hecho a primera vista luce bastante extraño y 
carente de motivación. Su motivación original nació de algunos detalles 
técnicos de ciertos argumentos de f orcing. 
El axioma de Martin puede ser fácilmente definido topológicamente 
como la siguiente aserción: ningún espacio compacto T2 con la c.c.c. es 
la unión de < 2w cerrados densos en ninguna parte. Aunque esta versión 
de MA es muy accesible, tiene la desventaja de ser dificil de aplicar di
rectamente. Así que vamos a dar una versión de MA en términos de 
ordenes parciales. Esta forma es un poco más difícil de comprender, 
pero más fácil de aplicar una vez entendida. Después probaremos que 
las dos versiones son equivalentes. 

1.1. DEFINICIÓN. Un espacio topológico X cumple la condición 
de la cadena contable (c.c.c.) si cualquier familia de abiertos no vac íos 
ajenos por pares t iene cardinalidad < w ¡ . 

Empezaremos por fijar nuestra notación para ordenes parciales . 
Para empezar será más conveniente tomar ~ como nuestro símbolo 
básico y definir < en termino s de ~ . 

7 
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1.2. DEFINICIÓN. (a) Un p e-orden parcial es un par (lP',~) tal 
que lP' =1= 0 y ~ es una relación sobre lP' que es transitiva y reflexiva. 
Los elementos de lP' son llamados candicianes. 

(b) (lP',~) es un orden parcial si y sólo si es un pre-orden parcial y 

Vp, q E lP' (p ~ q 1\ q ~ P -+ P = q) . 

En este caso, definimos p < q si y sólo si p ~ q y p =1= q . 

. 1.3. DEFINICIÓN. Sea (lP' , ~) un pre-orden parcial. Una cadena en 
lP' es un subconjunto e e lP' tal que: 

Vp, q E e (p ~ q v q ~ p). y decimos que p y q son compatibles 
si existe r E lP' (r ~ p y r ~ q); y son incompatibles (p 1. q) si no son 
compatibles. Una anticadena es un subconjunto A e lP' tal que para 
todo p, q E A((p =1= q) -+ P 1. q) . 

1.4. DEFINICIÓN. Un pre-orden parcial (lP',~) tiene la condición 
de la cadena contable (c.c.c.) si cada anticadena en lP' es numerable. 

1.5. DEFINICIÓN. Sea (lP' ,~ ) un pre-orden parcial. 

l. De lP' es un denso en lP' si para todo pE lP' existe un q ~ p (q E 
D). 

2. G e lP' es un filtro sobre lP' si : 
(a) Vp, q E G 3r E G (r ~ p 1\ r ~ q) , y 
(b) Vp E G Vq E lP'(p ~ q -+ q E G) . 

1.6. DEFINICIÓN. MA(I\;) es la siguiente aserción: Si (lP',~) es un 
pre-orden parcial no vacío con la c.c.c., y V es una familia de ~ 1\; 

subconjuntos densos de lP', entonces existe un filtro Gen lP' tal que para 
todo D E V (G n D =1= 0). y MA es la siguiente afirmación : para todo 
'" < 2W (M A(",)). 

1.7. LEMA . (a) Si", < ",', entonces MA(",') implica MA(4 
(b) MA(2W

) es falso. 
(c) MA(w) siempre se cumple. 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) La prueba de (a) es clara. 
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(b) Sea lP' = {p : p e w x 2 1\ Ipl < w 1\ p es función}. 
Decimos que p ~ q si y sólo si q e p Le. ( si y sólo si p extiende 

a q como función). lP' tiene claramente la e.c.c. ya que 1lP'1 = w. 
Para cada n E w, sea Dn := {p E lP' : n E dorn(p)}. Dado 
pElP',pE Dnoq~pdondeq:=pU(n,O)E Dn ; por lo tanto 
Dn es denso en lP' para todo n E w. Para cada h E 2'" definimos 
Eh := {p E lP' : 3n E dom(p) (p(n) =1 h(n))} . Claramente Eh es 
denso para toda h E 2"'. Sea V := {Dn : n E w} U {Eh: hE 2"'}. 
La cardinalidad de V es c. Ahora, si existiera un filtro G V
genérico, entonces fe := U G sería una función de w en 2 distinta 
de cualquier función de w en 2, lo cual es imposible. 

(c) Dada una familia V = {Dn : n E w} de conjuntos densos , defini
mos por inducción sobre n una sucesión de puntos en lP' como 
sigue: Sea Po un elemento cualquiera de lP' (ya que lP' =1 0). 
Supongamos que tenemos elegidos {Pk : k ~ n}; entonces es
cogemos Pn+J como una extensión de Pn en Dn. Esto es posible 
ya que Dn es denso. Sea G el filtro generado por {Pn : n E w}; 
i.e., G := {q E lP' : 3n (q ~ Pn}; entonces G es un filtro y para 
todo n (GnDn =1 0). O 

Ahora veremos algunas aplicaciones del Axioma de Martin en la topolo
gía generaL La siguiente consecuencia de M A(K;) es de hecho equiva
lente a M A(K;). 

L8. TEOREMA. Supongamos que MA(K;) se cumple. Sea X un 
espacio compacto, Hausdorff con la c.c.c. y sea Ua un subconjunto 
abierto denso de X para cada a < K;. Entonces na<K Ua =1 0. 

DEMOSTRACIÓN. Sea lP' := {p e X : p es abierto 1\ p =1 0} , con 
p ~ q si y sólo si p e q; entonces, p 1.. q si sólo si p n q = 0. 
Así que lP' tiene la c.c.c. ya que X la tiene. Para cada a < K; , sea 
Da := {p E lP' : cl(p) e Uo }; Do es denso en el orden de lP' ya que [Jo es 
denso en el espacio X y X es un espacio regular. Si tomamos un filtro 
G tal que G n Da =1 0 para todo a < K; , entonces {cl(p) : p E G} tiene 
la p .d. (propiedad de la intersección finita). Pero X es compacto , 
entonces n{ cl(p) : p E G} =1 0. Por lo tanto nO<K Uo =1 0. O 

Si K; = w, el teorema anterior es sólo el Teorema de Baire y no 
requiere que X tenga la e. e. e. , como en la prueba en ZFC de M A(w) la 
cual tampoco requiere la c.c.c . Consideraremos un ejemplo para ver 
que la hipotesis de tener la c.c.c. no es superflua. 
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Sea lP' := {p : p e W x w¡ 1\ Ipl < W 1\ P es función}. Para 
cada a < W¡ definimos Do. := {p E lP' : a E ran(p)}; claramente cada 
Do. es denso. No puede existir un filtro G tal que G n Do. =1 0 para 
todo a < W¡ ya que esto implicaría que ran(U G) = W¡; i.e., existe una 
función de W sobre W¡ lo cual es una contradicción. Por supuesto lP' no 
tiene la c.c.c. ya que {(O, a) : a < w¡} es una anticadena no numerable. 

1.9. LEMA. M A(K) es equivalente a M A(K) restringido a conjun
tos parcialmente ordenados de cardinalidad :::; K. 

DEMOSTRACIÓN. Asumimos la forma restringida de MA(K), y sea 
(Q, <) un parcialmente ordenado con la c.c.c. de cardinalidad arbi
traria, y V una familia de :::; K subconjuntos densos de Q. Encon
traremos un filtro H en Q que intersecte a cada D E V aplicando la 
forma restringida de M A( K) a un sub-orden lP' e Q con 1lP'1 :::; K. 

Mostraremos que podemos encontrar un lP' e Q tal que: 

1. 1lP'1 :::; K 

2. D n lP' es denso en lP' para cada D E 'O. 
3. Para cada p, q E lP', p, q son compatibles en lP' si y sólo si son 

compatibles en Q. 
Para D E V, sea ID : Q --t Q tal que: 

Vp E Q (fv(p) E D 1\ fD(P) :::; p) , 
y sea 9 : Q X Q --t Q tal que 
Vp, q E Q (p, q compatibles --t g(p, q) :::; P 1\ g(p, q) :::; q). 
Sea lP' e Q tal que 1lP'1 :::; K y lP' es cerrado bajo 9 y cada f D (ver los 

preliminares). lP' satisface (3) por ser la clausura bajo 9 y (2) por ser la 
clausura bajo ID' (3) implica que lP' tiene la C.C.C . , así que aplicando 
M A(K) restringido a lP' , obtenemos un filtro G sobre P tal que para 
toda D E V (G n D n lP' =1 0). Si H es el filtro generado por G , i.e. , 
H = {q E Q : 3 p E G(p :::; q)}, entonces H es un filtro en Q que 
intersecta a cada D E V O 

Ahora vamos a probar que la conclusión del teorema 1.8 implica 
MA(K), la demostración la haremos en el contexto de las álgebras 
booleanas , por lo que revisaremos algunas nociones básicas. Si B es 
una álgebra booleana, denotaremos generalmente por < el orden de B. 
Si a,b E B, a V b es la mínima cota superior de {a , b} , ya 1\ b es la 
máxima cota inferior. a' es el complemento de a. 1, O son el máximo y 
el mínimo de B , respectivamente. 

B es llamada completa sí cada subconjunto S e B tiene ambos un 
supremo y un ínfimo, denotados por V S, 1\ S respectivamente. 
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Una anticadena en B es un conjunto A e B \ {O} tal que Va, bE 
A (a =1 b --+ a 1\ b = O). Observemos que A es realmente una 
anticadena en B \ {O} en el sentido de ordenes parciales. Decimos 
que B tiene la c.c.c. si toda anticadena es numerable. Por un filtro 
sobre B, entendemos un filtro sobre el parcialmente ordenado B \ {O} . 
Por MA restringido a álgebras booleanas completas , nos referimos a 
MA restringido a parcialmente ordenados de la forma B \ {O} para 
alguna álgebra booleana completa B con la c.c .c. Vamos a describir un 
procedimiento general para asociarle a cada parcialmente ordenado un 
álgebra booleana completa. 

1.10. LEMA. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Entonces 
existe un álgebra booleana completa B y una función t : lP --+ B \ {O} 
tal que: 

1. l,[lP] es denso en B \ {O}. 
2. V p,q E lP (p ~ q --+ t(p) ~ l,(q)). 
3. Vp,qElP(p.lq +-+ l,(p)l\l,(q) =0). 

En la mayoria de los casos de interés, 2 será uno a uno y V p, q E 
lP (p ~ q +-+ 1,(p) ~ 1,(q)), así que podemos identificar a lP con un sub
orden de E. Sin embargo, si por ejemplo, todos los elementos de lP son 
compatibles, entonces B = {O, 1} e t(p) = 1 para todo pE lP. B es lla
mada la completación de lP; la cual es única salvo isomorfismos. Pode
mos pensar a los elementos de B como supremos formales de subcojun
tos de lP, aunque nuestra prueba será topológica. Recalcamos que si X 
es un espacio topológico, podemos definir el álgebra de los regularmente 
abiertos de X, ro(X) . Los elementos de ro(X) son los subconjuntos 
regularmente abiertos b e X y b ~ c +-+ b e c. Las operaciones alge
braicas en ro(X) son como sigue: bl\c = bnc; bVc = int(d(bUc)); b' = 
int(X \ b). ro(X) es completa, y si S e ro(X), V S = int(d(U S)) y 
AS = int(nS). Ahora empezaremos la prueba del Lema 1.10. 

DEMOSTRACIÓN. Definimos una topología sobre lP como sigue. Si p E 

lP sea Np : = {q E lP : q ~ p}. Le damos a lP la topología cuya base es 
{Np : p E lP}. Los Np forman una base ya que q E Np --+ Nq e Np • 

Esta topología no es generalmente Hausdorff, ni si quiera T¡. Para 
p, Np es el abierto más pequeño que contiene a p. Sea B := ro(lP) 
y sea 1,(p) := int(d(Np )) . Para verificar (1) , sea b cualquier conjunto 
regularmente abierto no vacío. Fijemos p E b, entonces N p e b, así que 
t(p) = int(d(Np )) e int(d(b)) = b. (2) es obvio. Para (3) , supongamos 
primero que p , q son compatibles , y fijamos r ~ p y r ~ q. Por (2) , 
t(r) ~ 1,{p) Y 2(r) ~ 2(q) , así que 2(p) 1\ 2(q) =1 0. Reciprocamente, 
supongamos que p .1 q; entonces Np n Nq = 0. Como Nq es abierto, 
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d(Np) n Nq = 0, así que I(p) n Nq = int(d(Np) n Nq = 0. Debido a 
que I(p) es abierto, el mismo argumento aplicado a q nos lleva a que 
t(p) 1\ t(q) = 0. O 

1.11. TEOREMA. Para cada 11: ~ w , M A(II:) es equivalente a M A(II:) 
restringido a álgebras booleanas completas. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que M A (11:) se cumple restringido a 
álgebras booleanas completas. Sea lP' un conjunto parcialmente orde
nado arbitrario con la c.c.c. y D una familia de ~ 11: subconjuntos den
sos de lP'. Sean Be t como en el lema anterior. B tiene la C. C.C., ya que 
si {bo : Q < w¡} fuera una anticadena en B, entonces podríamos, por 
(1) del lema anterior, encontrar Po tal que z(Po) ~ bo; entonces por (2) , 
del lema anterior, {Po: Q < WI} sería una anticadena en lP'. También, 
si D E D, entonces t[DJ es denso, ya que si bE B \ {a} . existe p E lP' 
con t(p) ~ b y q E D(q ~ p); esto implica que z(q) ~ b (¡(q) E t[D]). 
Ahora, por MA restringido a álgebras booleanas completas , existe un 
filtro e en B tal que ent[DJ f. 0 para todo D E D. Sea H:= el[e] ; 
entonces H n D f. 0 VD E 1). Desafortunadamente , H puede que no 
sea un filtro. Es claro por (2) que H satisface: 

(b) Vp E H Vq E lP' (q ~ P -t q E H). La dificultad es con: 
(a) Vp , q E H 3r E H(r ~ p 1\ r ~ q) 

Si p, q E H, entonces p y q son compatibles por (3), pero puede que 
no tengan una extensión común en H. Para remediar esto, definimos: 

Dpq:={rElP':(r~p 1\ r~q) V r.lq Vr.lp} . 
Dpq es denso para cada p, q E lP' . Para ver esto , fijemos ro E lP'. Si ro 

tiene una extensión incompatible con p o con q, entonces tal extensión 
está en Dpq. Si no, entonces, en particular, ro es compatible con p, así 
que fijemos rl, tal que rl ~ ro Y rl ~ p. Como rI es compatible con q, 
fijamos r2 tal que r2 ~ rI Y r2 ~ q. En vista de que r2 ~ p, r2 es una 
extensión de ro en Dpq. Ahora, si 1lP'1 ~ 11:, podemos suponer que cada 
Dpq E D ya que 11) U {Dpq : p,q E lP'}1 ~ 11:. En este caso si p,q EH , 
fijamos r E H n Dpq. Debido a que los elemetos de H son compatibles 
dos a dos, no podemos tener que r .1 q V r .1 p, así que r ~ q y r ~ p. 
Entonces (a) se satisface y por lo tanto H es un filtro. Hemos probado 
que M A (11:) restringido a álgebras booleanas completas implica M A(II:) 
restringido a ordenes parciales de cardinalidad ~ 11: , pero esto implica 
M A(II:) , por el lema 1.9. O 

Finalmente, mostraremos que MA es equivalente a una proposición 
puramente topológica. 
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1.12. TEOREMA. Para cada /'C ~ w, las siguientes proposiciones 
son equivalentes: 

a) MA(/'C). 
b) M A(/'C) restringido a parcialmente ordenados de cardinalidad ~ 

/'C. 

c) M A(/'C) restringido a álgebras booleanas completas. 
d) Si X es un espacio compacto, Hausdorff con la c.c.c. y {Ua}aEK 

es una familia de abiertos densos entonces na<K Ua =1- 0. 

DEMOSTRACIÓN. (a), (b) ,(c) son equivalentes por 1.9 y por 1.11 , y (a) 
~ (d) es el contenido del teorema 1.8. Sólo falta probar, digamos, (d) 
~ (c). Sea E un álgebra booleana y V una familia de ~ /'C subconjuntos 
densos de E\ {O}. Sea X el espacio de Stone de E. Esto es, los elementos 
de X son todos los ultrafiltros sobre E, y si b E E un abierto básico 
está dado por 

Nb :={GEX:bEG}. 
X es un espacio compacto Hausdorff. Además Nb n Nc = 0 rt 

b 1\ c = O, así que X tiene la c.c.c. Para cada D E V sea 

WD := U{Nb : b E D}. 

Cada W D es abierto por ser unión de abiertos. W D es denso (en el 
sentido topológico), ya que si Nc fuera ajeno de WD , entonces cl\b = O 
para todo b E D, lo cual se debe a que D es denso (en el sentido del 
orden) entonces contiene una extensión de c. Por (d) podemos elegir un 
G E n{WD : D E 'P}. Entonces G es un filtro (de hecho un ultrafiltro) 
y para cada D E V, G E WD implica que existe bE D(G E Nb ) o 
que existe b E D(b E G), o G n D =1- 0. O 

3. EL PROBLEMA DE SUSLIN 

Recordemos que un espacio X tiene la c.c.c. si toda familia de 
abiertos ajenos no vacíos es numerable. Si X es numerable, entonces , 
trivialmente X tiene la c.c.c. Si X es no numerable, entonces X puede 
que no tenga la c.c.c.; por ejemplo, si X tiene la topología discreta , 
entonces los singuletes forman una familia no numerable de abiertos 
ajenos no vacíos. Un ejemplo no trivial de un espacio con la c.c.c. es 
IR con la topología usual , esto se sigue de que lR es separable. 

1.13. LEMA. Si X es separable, entonces X tiene la c.c.c. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea D e X un denso numerable. Si Ua(a < w¡) son 
abiertos ajenos no vacíos, entonces podemos elegir da E D n Ua . Pero 
todos los da'S son distintos lo cual deja una contradicción. D 

Más adelante veremos que el recíproco no es necesariamente cierto. 
Sin embargo, si consideramos esta propiedad para espacios ordenados, 
la respuesta de si estas condiciones son equivalentes es independierite 
de ZFC, como veremos más adelante en los teoremas l.18 y l.54. 

1.14. DEFINICIÓN. Una línea de Suslin es un conjunto totalmente 
ordenado (X, <) tal que , en la topología del orden , X es c.c.c. pero no 
es separable. La hipótesis de Suslin (SR) es la afirmación: no existen 
lineas de Suslin. 

SH se origina, naturalmente, en un intento de caracterizar el tipo 
de orden de los números reales (IR, <). Es bien conocido que cualquier 
conjunto totalmente ordenado (X , <) satisfaciendo: 

(a) X no tiene primer ni último elemento, 
(b) X es conexo en la topología del orden, y 
(c) X es separable en la topología del orden, 

es isomorfo a (IR, <) . En 1970 Suslin (ver , [Suslin 1970]) se preguntó si 
la condición (c) de la lista anterior podía ser reemplazado por: 

c') X es c.c.c. en la topología del orden. 

Claramente , bajo SH (c) y (c ') son equivalentes, y uno puede 
mostrar que si hay una línea de Suslin, entonces hay una línea satis
faciendo (a) y (b). Esto es, SH es equivalente a que (a) , (b) y (c') 
caracterizen el orden de (IR, <). 

Una pregunta natural acerca de una propiedad topológica es si ella 
es preservada bajo productos. Por ejemplo el producto de dos espacios 
separables es separable ya que si D es denso en X y E es denso en 
Y, entonces D X E es denso en X X Y. Sin embargo, la separabilidad 
no se preserva bajo productos arbitrarios (de hecho se preserva para e 
factores pero no para c+ factores , ver [Eng 1980]) . 

La pregunta de si el producto de dos espacios con la c.c.c. tiene 
la c.c.c. es (como veremos) independiente de Z FC; esta es cierta si 
suponemos M A + oC H pero falla si suponemos O. La c.c.c. tiene 
la extraña propiedad de que si es preservada bajo productos con dos 
factores , es preservada bajo productos arbitrarios. Para ver esto note
mos que si el producto de dos espacios c.c.c. es c.c.c. entonces por 
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inducción esto se cumple para un número finito de factores. Ahora 
pasemos a productos arbitrarios. 

1.15. TEOREMA. Supongamos que Xi(i E I) son espacios tales 
que para cada r e 1 finito, TIiEr Xi es c.c.c. Entonces TIiEl Xi tiene la 
c.c.c. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que Ua (a < wd son abiertos ajenos 
no vacíos en TIiEI Xi. Sin pérdida de generalidad podemos suponer 
que los Ua son abiertos básicos canónicos. Entonces cada Ua depende 
de un conjunto finito de coordenadas, aa e l . Por el lema de la raíz 
(vease la sección de preliminares) existe un A e w] no numerable tal 
que {aa : a E A} forma un ~-sistema con raíz r. r es no vacío, ya que 
aa n afj = 0 implica que Ua n Ufj =f 0. Sea 7r(Ua) la proyección de Ua 
en TIiEr Xi. Pero entonces 7r(Ua) (a E A) forman una familia ajena no 
numerable en TIiEr Xi. O 

Como un simple ejemplo de este teorema vemos que 2" tiene la 
c.c.c. para todo /'í, donde 2 = {O,l} con la topología discreta. Es un 
fácil ejercicio ver que si /'í, > e, este espacio es un ejemplo de un espacio 
c.c.c. no separable. 

Ahora veremos que bajo M A+-,C H , cualquier producto de espacios 
c.c.c. es c.c.c. 

1.16. LEMA. Suponiendo MA + -,CH. Sean X un espacio c.c.c. 
y {Ua : a < w]} una familia de subconjuntos abiertos no vacios de X , 
entonces existe A e w] no numerable, tal que {Ua : a EA} tiene la 
p.i.f. 

DEMOSTRACIÓN. Sea Va = Ur>a U"{" Entonces a < (3 implica Vfj e Va . 
Veamos primero que existe a, tal que 

V(3 > a(Vfj = Va) . (*) 

Si no existiera tal a, podríamos encontrar una sucesión creciente de 
ordinales a{(( < w]) tal que para cada ( Vae+ 1 =f Vae , por lo cual 

Vae \ Vae+
1 

=f 0. Estos conjuntos son abiertos y ajenos por pares, lo cual 
contradice que X tiene la c.c.c. 

Fijemos a tal que a cumple (*) , y sea lP' = {p e Va : p = int(p) 1\ 

p =f 0} . lP' tiene la c.c.c. ya que X la tiene. Si G es un filtro en lP' , 
entonces G tiene la pif, así definimos 

A = b < w] : 3p E G (p e Uoy)}. 
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Entonces {U..,. : 1 EA} tiene la pif. Veamos que IAI = W). Para eso 
basta ver que A es no acotado en W). Sea 

D{j = {p E P : 31 > (3(p e U..,.)} . 

Para ver que D{j es denso , notemos que por (*), Va e V {j, si P E P , 
entonces p n V{j f 0, entonces p n U..,. f 0 para algún 1 > (3; es decir , 
p n U..,. es una extensión de p en D{j. Ahora, si G n D{j f 0, entonces 
existe 1 E A tal que 1 > (3. Por lo tanto, si G intersecta a D{j para 
todo (3 < W) entonces A es no acotado en W) . O 

1.17. TEOREMA. Suponiendo MA(w)) , cualquier producto de es
pacIOs c.c.c. es c.c.c. 

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 1.15 es suficiente probar el resultado 
para un producto de dos espacios. Sean X , Y dos espacios con la c.c.c., 
y supongamos que X X Y no tiene la c.c.c. Sea {Wa : a < w)} una 
familia de abiertos ajenos no vacíos de X X Y. Podemos suponer que 
Wa = Ua X Va. Por el lema anterior , sea A e w) no numerable tal que 
{Ua : a E A} tiene la pif. Esto es si a, (3 E A entonces Ua n U{j f 0 pero 
(Ua X Va) n (U{j X V{j) = 0, así que V{j n Va = 0. Entonces {Va: a E A} 
contradice que Y tiene la c.c.c. O 

1.18. TEOREMA. MA(w)) --t SH. 

DEMOSTRACIÓN. Es inmediata del teorema anterior y el siguiente lema . 
O 

1.19. LEMA. Si X es una línea de Suslin, X 2 no es c.c.c. 

DEMOSTRACIÓN. Si a, b E X Y a < b, por (a, b) denotaremos al in
tervalo abierto, {x E X : a < x < b}. Por inducción sobre a < W) , 

encontraremos aa , ba, Ca E X tales que: 

(1) aa < ba < Ca. 

(2) (aa, ba) f 0 y (ba, Ca) f 0. 
(3) (aa ,Ca) n {b{ : ~ < a} = 0. 

Suponiendo que podemos lograr esto , sea Ua = (aa, ba) X (ba, ca ). Por 
(2) Ua es no vacío. Si ~ < a, entonces U{ n Ua = 0, ya que por (3) 
b( ~ aa en cuyo caso (a( , bd n (aa , ba) = 0, ó b( ~ Ca, yen este caso 
(b( , c() n (ba , ca) = 0. Por lo tanto x 2 no tiene la c.c.c. 
Para encontrar aa, ba, Ca , sea W igual al conjunto de todos los puntos 
aislados de X . Como un punto aislado es abierto y X tiene la C .C. C. , 

W es numerable. Ahora supogamos que hemos elegido a( , b( , c( para 
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~ < a. Como X no es separable X \ (W U {b( : ~ < a}) es un abierto 
no vacío, y entonces contiene un intervalo abierto no vacio (ao , co). 
Como (ao , co) no contiene puntos aislados, es infinito; así que podemos 
escojer bo E (ao,co) tal que (ao,bo) =1- 0 y (bo,co) =1- 0. O 

Nuestra definición de línea de Suslin, permite a una línea de Suslin 
tener hoyos o puntos aislados. Mostraremos que la podemos manipular 
para conseguir una línea de Suslin con mejores propiedades. 

1.20. TEOREMA. Si hay una línea de Suslin, entonces hay una 
línea de Suslin X tal que 

1. X es denso en sí mismo (i.e. a < b -t (a, b) =1- 0), Y 
2. ningún subconjunto abierto no vacío de X es separable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea Y una línea de Suslin. Definimos una relación 
de equivalencia'" sobre Y como sigue: 
x '" y ~ el intervalo entre ellos ( (x, y) si x < y o (y, x) si y < x) 
es separable. Sea X el conjunto de clases de equivalencia. Si 1 E X, 
entonces J es convexo i.e., x, y E 1 y x < y implican que (x, y) E l . 
Ordenemos totalmente a X por la siguiente relación 1 < J ~ 3x E 1 
y 3y E J(x < y). 
Note que cada J E X es separable. Para constatar esto, sea M una 
colección maximal de intervalos abiertos ajenos no vacíos de la forma 
(x, y) con x, y E J. M es numerable ya que Y tiene la c.c.c., así que 
M = {(xn, Yn) : n E w} . Ya que xn rv Yn, podemos tomar un denso 
numerable Dn de (xn, Yn) . Sea D = UnEw Dn; entonces D es denso en 
UnEw(xn,Yn)' Si z E J y z E (x,y) e J, entonces (x,y) intersecta a 
algún (xn, Yn) por la maximalidad de M; esto implica que z E cl(D), a 
menos que z sea el primer o el último elemento de J. Esto es, D junto 
con el primer y último elemento ( si J tiene primer o último elemento 
) forman un denso numerable de J. 
Para ver que X es denso en sí mismo, supongamos que J < J pero que 
(I , J) = 0. Elijamos x E J y Y E J, entonces (x, y) e 1 U J, el cual es 
separable, asi que x rv y, una contradicción. 
Para verificar (2) , es suficiente ver que (I, J) no es separable si 1 < J. 
Supongamos que (I , J) es separable. Sea {Kn : 2 ~ n < w} un denso 
en (I, J) , y sean Ko = 1, K¡ = J. En Y, sea Dn un subconjunto denso 
numerable de Kn, entonces Un<w Dn es denso en U{L : J ~ L ~ J}, así 
los puntos de 1 son equivalentes a los puntos de J, una contradicción. 
Finalmente, nos falta verificar que X tiene la c.c.c .. Supongamos que 
(Io, Jo) (a < w)) es una colección de intervalos abiertos ajenos en X. 
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Sean X a E la Y Ya E Ja , entonces los intervalos (xa , Ya) serían ajenos 
y no vacíos en Y . O 

4. ÁRBOLES. 

En está sección estudiaremos a los árboles los cuales nos permitirán 
relacionar el axioma de diamante con la hipotesis de Suslin y poste
riormente nos serviaran para construir uno de los principales ejemplos 
de espacios de Moore. 

1.21. DEFINICIÓN. Un árbol es un conjunto parcialmente orde
nado (T, !() tal que para toda x E T, {y E T : y < x} está bien 
ordenado por !(. 

1.22. DEFINICIÓN . Sea T un árbol 

(a) Si x E T, la altura de x en T , la cual denotamos por ht(x, T) , 
es igual al tipo de orden del conjunto {y E T : y < x} . 

(b) Para todo ordinal a , definimos el a -esimo nivel de T , el cual 
denotamos por Leva(T) , como {x E T : ht(x, T) = a} . 

(c) La altura de T , la cual denotamos por ht(T) , es igual al min{a : 
Leva(T) = 0}. 

(d) Un subárbol de T es un subconjunto T' e T con el orden de T 
inducido tal que: 

\:.Ix E T'\:.Iy E T(y < x --+ y E T'). 

1.23. DEFINICIÓN. Sea T un árbol. Una cadena en T es un sub
conjunto e e T el cual es totalmente ordenado por!( . Una anticadena 
en T es un subconjunto A e T , tal que: 

\:.I x , yE A(x =1= y --+ (x iy 1\ yix)) . 

1.24. DEFINICIÓN . Para cualquier cardinal infinito /'i" un /'i,-árbol 
de Suslin es un árbol T, tal que ITI = /'i, y cada cadena y anticadena 
tiene cardinalidad < /'i,. 
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Los árboles de Suslin fueron introducidos por Kurepa (ver, [Kurepa 
1936]) quien mostró que existe un w¡-árbQl de Suslin si y sólo si existe 
una línea de Suslin. Si K, es un cardinal singular entonces fácilmente se 
puede construir un K,-árbol de Suslin, por lo que sólamente nos intere
sará el caso en que K, sea un cardinal regular . 

1.25. DEFINICIÓN. Para cualquier cardinal regular K" lID K,-árbol 
es un árbol T de altura K, tal que para todo a < K,(ILevo(T)1 < K,) . 

1.26. LEMA. Si K, es un cardinal regular , entonces cada K,-árbol de 
Suslin es un K,-árbol. 

DEMOSTRACIÓN. Levl«T) = 0, ya que si x E Levl«T) , {y : y < x} 
sería una cadena de cardinalidad K,. Lo cual implica que ht(T) ::;;: K,. 
Como cada nivel Levo(T) es una anticadena, ILevo(T)1 < K" ya que 
ITI = K, y T = U{Levo(T) : a < ht(T)} . La regularidad de K, implica 
que ht(T) = K, . O 

1.27. LEMA. (Kanig) Si T es un w-árbol , entonces T tiene una 
cadena infini tao 

DEMOSTRACIÓN. Sea Xo E Levo(T) tal que {y E T : y ~ xo} es 
infinito. Esto es posible ya que la altura de T es w y ILevo(T)1 < 
w. Por un argumento similar, podemos escoger inductivamente X n E 
Levn(T) tal que para todo n E w, xn+¡ > Xn y tal que el {y E T : y ~ 
X n+¡} es infinito. Entonces {xn : n E w} es una cadena infinita de T . 

O 

1.28. DEFINICIÓN. Para cualquier cardinal regular K" un K,-árbol 
de Aronszajn es un K,-árbol tal que cada cadena en T es de cardinalidad 
< K,. 

Esto es, cada K,-árbol de Suslin es un K,-árbol de Aronszajn y el 
Lema 1.27 nos dice que no existen w-árboles de Aronszajn. En W¡ la 
situación es diferente ya que la existencia de un w¡-árbol de Suslin es 
independiente de ZFC, mientras siempre existen w¡-árboles de Aron
szajn. De aquí en adelante, por un árbol de Aronszajn y un 
árbol de Suslin entenderemos un w¡-árbol de Aronszajn y de 
Suslin respectivamente. Ahora procederemos a probar la existencia 
de árboles de Aronszajn. 

1.29. TEOREMA. (Aronszajn) . Existe un árbol de Aronszajn. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea 

T = {s E<wl w: s es inyectiva }. 

Esto es, T es un subárbol de <W1w. Además, ht(T) = w], ya que para 
cada a < w], existe una función uno a uno de a en w. Si e es una 
cadena no numerable en T, entonces U e sería una función uno a uno de 
w] en w; por lo tanto cada cadena es numerable. Desafortunadamente, 
T no es de Aronszajn , ya que Lev",(T) es no numerable para w ~ a < 
w¡ . Sin embargo, definiremos un subárbol de T el cual es Aronszajn. 
Si s, tE "'w definimos s'" t si y sólo si {~ < a : s(~) =1- t(~)} es finito . 
Encontraremos s", para a < w] tal que: 

(i) s", E "'w Y s", es uno a uno. 
(ii) a < f3 --t Sb rOl '" s"" y 

(iii) w \ ran(s",) es infinito. 

Supongamos que podemos construir a los s", . Sea 

T* = U {t E Lev",(T) : t '" s",}. 

Por (ii), T* es un subárbol de T. Por (i) s", E T*, así que Lev", (T*) =1- 0. 
Por otro lado T* es un w]-árbol, ya que {t E'" w : t '" S",} es numerable. 
Es decir, T* es un árbol de Aronszajn. 
Escojamos a los s", por inducción. Dado s"" tomemos cualquier n E 
w \ ran(s",) y sea sa+] = sa U {(a , n)}; aquí es donde usamos (iii). 
Ahora supongamos que hemos construido Sa para cada a < 'Y donde 'Y 
es limite. Fijemos an para n < w tal que ao < al < ... y supan = T 
Sea to = sao e inductivamente definimos tn : an --t w tal que tn es 
uno a uno, tn '" san' Y tn+] r a

n 
= tn. Sea t = U tn. Tenemos que 

t E "!w Y t es uno a uno; si ponemos s"! = t entonces (i) y (ii) se 
cumplen claramente, pero (iii) puede no cumplirse. Para arreglar esto , 
definimos s"! (an) = ta2n y s"!(~) = t(~) para~ tf. {an : n E w}. Entonces 

{t(a2n+¡) : n E w} e (w \ ran(s,,!)) , 

por lo tanto (iii) también se sigue. o 

Ahora probaremos que hay una línea de Suslin si y sólo si hay un 
árbol de Suslin. Pero primero haremos unas observaciones necesarias. 

1.30. DEFINICIÓN. Un K;-árbol bien podado es un K;-árbol T , tal 
que ILevo(T)1 = 1 y 

'\Ix E Na(ht(x, T) < a < K; --t 3y E Leva(T))(x < y). (*) 
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1.31. LEMA. Si K es un cardinal regular y T es un K-árbol, entonces 
T tiene un K-subárbol bien podado. 

DEMOSTRACIÓN. Sea T' = {x E T : I{z E T : Z > x}1 = K}. T' es 
claramente un subárbol de T. Para verificar (*) de la definición 1.30 T' , 
fijamos x E T' Y a tal que ht(x, T) < a < K. Sea Y = {y E Leva(T) : 
x < y}. Por definición de T' y el hecho de que ILevp(T) I < K, {z E 
T: z > x 1\ ht(z, T) > a} tiene cardinalidad K, y cada elemento de 
este conjunto está por encima de algún elemento de Y. Como IVI < K, 
existe y E Y, tal que I{z E T : z > y}1 = K, Y este y está en T' . Un 
argumento similar muestra que Levo(T') # 0, así que T' # 0. Ahora 
para cada x E Levo(T'), {y E T' : y ~ x} es un subárbol bien podado 
~T. O 

1.32. LEMA. Si K es regular, T un K-árbol de Aronszajn bien po
dado y x E T, entonces 

'<In < w3a > ht(x, T)(I{y E Leva(T) : y > x}1 ~ n). 

DEMOSTRACIÓN. Para n = 2, esto se sigue del hecho que {y: y > x} 
intersecta a todos los niveles arri ba de x y no puede formar una ca
dena. Para n > 2, procedamos por inducción. Supongamos que el 
lema se sigue para n, fijemos a > ht( x, T) Y YI, ... , Yn distintos ele
mentos de Leva(T) con Yi > x . Ahora, sea f3 > a tal que existen 
Zn, zn+1 E Levp(T) distintos con zn, zn+1 > Yn. Para i < n, existe 
Zi E Levp(T)(zi > Yi). Entonces el conjunto {zl, ... ,zn+d prueba el 
lema. O 

Ahora podemos probar que S H es equivalente a la no existencia de 
un árbol de Suslin. 

1.33. TEOREMA . Existe un árbol de Suslin si y sólo si existe una 
línea de Suslin. 

DEMOSTRACIÓN. Primero, sea T un árbol de Suslin. Por uno de los 
lemas anteriores podemos suponer que T está bien podado. Sea 
L = {C e T : C es una cadena maximal en T} . 
Si C E L , entonces existe un ordinal h( C) tal que C contiene exacta
mente un elemento de LeVa (T) para a < h( C) y ningún elemento de 
Leva (T) para a ~ h(C) . Como T es de Aronszajn, h(C) < WJ y como 
está bien podado, una cadena maximal no puede tener un elemento 
máximo, así que cada h(C) es un ordinal limite. Para a < h(C) , sea 
C(a) el elemento de C en el nivel a . 
Ordenemos L como sigue. Fijemos un orden total arbitrario -< de T. 
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Si e, DEL, e#- D, sea d(e, D) el mínimo a tal que G(a) #- D(a) . 
Observemos que d(e, D) < min(h(c) , h(d)) . Decimos que G <J D ...... 
G(d(G, D)) -< D(d(e, D)). Hemos usado -< para definir un tipo de or
den lexicográfico en L. Es fácil verificar que <J es un orden total en L. 
Ahora, vamos a demostrar que (L , <J) es una línea de Suslin. 
Primero, para mostrar que L tiene la c.c.c., supongamos que {G( , D() : 
E < w¡} es una familia de intervalos abiertos ajenos no vacíos. Esco
jamos EE. E (Gf.' DE.) , y escojamos a( , tal que 

max(d(GE.' EE.), d(EE.' Dr.)) < af. < h(Er.) ; 

entonces {Ef.(af.) : af. < wd forman una anticadena en T, lo cual 
contradice que T es de Suslin. 
Para mostrar que L no es separable, es suficiente ver que para cada 
Ó < W¡, {G : h(G) < ó} no es denso en L . Fijemos x E Lev¡j(T). 
Por el lema anterior existe a > ó con tres elementos distintos y , z, w E 
LevOl(T) arriba de x. Sean D, E , F elementos conteniendo a y , Z, w 
respectivamente. Digamos que ellos están ordenados, D <J E <J F , 
entonces (D, F) es un intervalo no vacío, pero como x E D n F, (D, F) 
no contiene a ningún GEL con h(G) < Ó. 

Reciprocamente, supongamos que tenemos una línea de Suslin (L, <J). 

Por el teorema 1.20 podemos suponer que L es densa en sí misma y que 
no tiene subconjuntos abiertos no vacíos separables. Sea J el conjunto 
de todos los intervalos abiertos no vacíos de L; así los elementos de J 
son de la forma (a, b) con a <J b. J está parcialmente ordenado por la 
inclusión inversa i.e. l ~ J ...... J e l. Definiremos un subconjunto 
T e J tal que (T, ~) es un árbol de Suslin. Para encontrar T , primero 
encontraremos Jp e J para cada (3 < W¡ tal que: 

1. los elementos de JP son ajenos dos a dos. 
2. U JP es denso en L, y 
3. si a < (3, l E JOl Y J E Jp, entonces 

[(a)] In J = 0, ó 
[(b)] J e l 1\ l \] #- 0. 

Supongamos que hemos construido tales subconjuntos . Sea T = Up J p. 
Por (1)-(3) , T es un árbol y cada Jp es igual al Levp (T). Si A e T 
es una anticadena, entonces los elementos de A son ajenos dos a dos , 
así que IAI ~ w. T no puede tener cadenas no numerables , ya que si 
{lE. : E < wd fuera una cadena, con E < r¡ -+ lE. ~ Ir¡ , entonces, por 
(3b) , 

E < r¡ -+ (Ir¡ e lE. 1\ l \ ] #- 0, 
pero entonces {lf. \ lf.+¡ : E < wd contradice que L tiene la c.c.c .. Fi
nalmente, ITI = W¡, ya que (2) implica en particular que cada Jp #- 0. 
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Esto es, T es un árbol de Suslin. 
Ahora cont.ruiremos JfJ por inducción sobre /3. Sea Jo cualquier sub
familia ajena maximal de J; observemos que U:Jo es denso por la 
maximalidad. Dado Jo, definimos Jo+1 como sigue: Para I E Jo , sea 
K ¡ una subfamilia ajena maximal de 

{K E J : K e I 1\ 1\] =l0} . 

Sea Jo+1 = U{K¡ : I E Jo}. 
Finalmente , supongamos que "( es un ordinal limite y que hemos definido 
Jo para cada a < "( cumpliendo (1)-(3) para a < /3 < "f. Sea 

K = {K E J : Va < "(VI E Jo [1 n K = 0 V (K e I 1\ 1\ K =l0)]) , 

y sea J"( una subfamilia ajena maximal de K . Entonces (1) y (3) se 
cumplen para todo a < /3 ~ "(. (2) para /3 = "( dice que ningun 
J E J es ajeno de todos los elementos de J"( ; esto último se sigue de 
la maximalidad de J"( si podemos mostrar que para cada J E J , 3K E 
K(K e J) . Sea E el conjunto de todos los extremos de todos los 
intervalos en Uo<"( Jo:. E es numerable y J no es separable, así que si 
fijamos K¡ E J con KI e J y KI n E = 0. Si I E Uo<"( Jo , entonces 
K¡ no contiene a los extremos de 1, así que In K¡ = 0 Ó KI e l. 
Ahora tomemos K E J con K e K¡ y K¡ \ K =10 ; entonces K e J y 
KEK. O 

5. EL FILTRO DE LOS CERRADOS Y NO ACOTADOS. 

En esta sección vamos a desarrollar el material básico acerca de este 
tema. 

1.34. DEFINICIÓN. Para cualquier conjunto no vacío A , un filtro 
sobre A es un conjunto F e P(A) tal que: 

(a) A E F 1\ 0 rf. T 
(b) VX,Y E F (X nY E F). 
(c) V X E F V Y e A (X e Y ---+ Y E F). 

Para cualquier conjunto no vacio A , un ideal sobre A es un conjunto 
I e P(A) tal que: 

(a) 0 E I 1\ A rf. I. 
(b) VX ,YEI(XUYEI) . 
( c) V X E I V Y e A (X ::J Y -. Y E I) . 
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1.35. DEFINICIÓN. Si I es un ideal sobre A, el filtro dual de 
[ , al cual denotamos por I* es {X e A: A \ X E I}. Si F es 
un filtro sobre A , el ideal dual de F al cual denotamos por F* es 
{X e A: A \ X E F}. 

1.36. OBSERVACIÓN. Si I es un ideal sobre A entonces I* es en 
efecto un filtro sobre A, 

(a) A E I* ya que 0 = A \ A E I por ser un ideal , si 0 E I' entonces 
A estaría en I , contradiciendo el hecho de que I es un ideal. 

(b) Sea X E I' y X e y entonces A \ y e A \ X, pero A \ X E I. 
Esto implica que A \ y E I , por lo tanto Y E I* . 

(c) Sean X, Y E I· . Entonces A \ X, A \ y E I. Como I es un ideal , 
entonces (A \ Y) U (A \ X) = A \ (X n Y) E I, y esto implica 
que X n Y E I', por lo tanto I' es un filtro. De manera análoga 
podemos probar que el ideal dual es en efecto un ideal. 

1.37. DEFINICIÓN. Un ideal I es K:-completo si VA e I (IAI < 
K: --+ U A E I) . Y decimos que un filtro F es K: -completo si su ideal 
dual es K:-completo. 

Para el caso de un filtro (ideal) que sea w¡-completo es costumbre 
llamarlo O"-completo. Ahora introduciremos el filtro de los cerrados no 
acotados. 

1.38. DEFINICIÓN. Para un ordinal limite J.L , decimos que un con
junto C e J.L es cerrado si para todo ordinal limite Ó, si C n Ó es no 
acotado en Ó entonces Ó E C. C es no acotado en J.L si para toda Ó < J.L 
existe ~ E C(Ó < O. Decimos que C es un c.u.b. si C es cerrado y no 
acotado. 

Se ve fácilmente que ser cerrado es equivalente a ser cerrado en la 
topología del orden. En lo siguiente, cf(J.L) denotará la cofinalidad de J.L 
para cualquier ordinal limite J.L . 

1.39. DEFINICIÓN. Si cf(J.L) > w, el filtro de los c.u .b.'s sobre J.L , 
Cub(J.L)' es {X e J.L : :lC e X(C es un e.u.b. en J.L)} . 

Tenemos que verificar que en efecto Cub(J.L) es un filtro sobre J.L. Las 
condiciones (a) y (c) de la definición de filtro son claramente satisfechas 
por Cub(J.L). La condición (b) requiere un poco más de trabajo. Pero 
probaremos algo un poco más fuerte , probaremos que Cub(J.L) es cf(J.L)
completo. Para lo cual utilizaremos el siguiente lema. 

1.40. LEMA. Si cf(J.L) > w , entonces 
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(a) la intersección de cualquier familia de menos de cf(p,) suconjuntos 
e.u.b. de p, es un e.u.b. 

(b) Cub(p,) es un filtro cf(p,)-completo. 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Sea Ca un e.u.b. en p, para a < A, donde A < ef(¡L), y sea 
C = no.<A Ca· Primero veamos que C es un cerrado. Sea Ó 

como en la definición 1.38, entonces tenemos que probar que 
sup(Ó n C) E C. Sea (3 = sup(Ó n C); probaremos que (3 = 
sup((3 n Ca). Claramente (3 es una cota superior. Supongamos 
que ~ < (3 entonces por definición de supremo, debe existir un 
'Y E (C n Ó) tal que ~ < 'Y :( (3. Si (3 = 'Y entonces (3 E C. 
Si no, entonces 'Y < (3 y esto implica que 'Y E (3 Y 'Y E Ca 
para todo a < A entonces (3 = sup((3 n Ca) y como cada Ca es 
cerrado entonces (3 E C por lo tanto C es cerrado. Para mostrar 
que C es no acotado, consideremos las siguientes funciones : Sea 
fo.(O := minb E Ca : ~ < 'Y} para cada a < A Y ~ E p,. 
Definimos g(~) := sup{Jo.(~) : a < A}; entonces ~ < g(~) < p, (la 
última desigualdad se sigue del hecho que cf(p,) < A). Definimos 
gO(~) := (, gn+l(~) := g(gn(o) y gW(~) := sup{gn(~) : n < w}; 
entonces ~ < gW(~) < p, (ya que cf(p,) > w) . Para cada a, tenemos 
que Ca es no acotado en gW(~) lo cual implica que gW(~) E Ca y 
entonces que gW(~) E no. <A Ca = C. Esto es, para toda ~ E p" 

gW(O es un elemento de C mayor que~ . Por lo tanto C es un 
e.u.b. 

(b) Sea Xa E Cub(p,) para cada a < A donde A < ef(p,). Escojamos 
para cada a < A, un e.u.b. Ca e Xo.; entonces no. d Ca e 
no.<A Xo.' Por lo tanto no.d Xa E Cub(p,) por (a). O 

1.41. OBSERVACIÓN. Si p, es un cardinal regular entonces Cub(p,) 
será un filtro p,-completo y en este caso {X e p, : IXI < p,} e Cub*(p,). 
Presentaremos ahora una notación auxiliar. 

1.42. DEFINICIÓN. Si cf(p,) > w ,decimos que X e p, es estacionario 
si X 1. Cubo (p,) y X es no estacionario (o delgado) si X E Cubo (p,). 

Equivalentemente , X es estacionario si XnC -=f 0 para todo subcon
junto X cerrado y no acotado. Decimos que una función f es finitaria 
sobre A si f: An -+ A para alguna n. Si B e A, entonces decimos que 
B es cerrado bajo la función finitaria f sí f[Bn] e B . 

1.43. LEMA. Sea K, un cardinal regular mayor que w. Supongamos 
que B e A, (IBI < K,), Y que lP es un conjunto de menos de K, funciones 
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finitarias sobre A. Entonces la clausura de B bajo lP' tiene cardinalidad 
menor que '" (la clausura de B es el mínimo conjunto que es cerrado 
bajo lP' que contiene a B). 

DEMOSTRACIÓN. Sea Co = B Y Cn +J = Cn U U{J[C"J : f E lP'} 
observemos que ICnl < '" para toda n E w y además, claramente, 
Cw = Un<w Cn es cerrado bajo lP' y la cardinalidad de ICwl < K.. O 

Ahora probaremos una versión del teorema de Lowenheim-Skolem
Tarski . 

1.44. TEOREMA. Sea", > w un cardinal regular y sea A un con
junto de menos de '" funciones finitarias sobre "'; entonces C = {"I < 
J-L : "1 es cerrado bajo A} es un c.u.b. 

DEMOSTRACIÓN. Es fácil ver que C es un cerrado. Para ver que es 
no acotado , sea ~ < '" y G(~) la cerradura bajo A de ~ entonces 
~ e G(~), y IG(~)I < '" (esto es una consecuencia directa del lema 
anterior). Como", es regular podemos elegir g(~) tal que ~ < g(~) < '" 
y G(O e g(~) . Como en el lema 1.40, sea gn la n-sima iteración de 9 y 
gW(O = sUPnEwg" (~), entonces gW (~) es un elemento de C mayor que 
~ . [J 

1.45. LEMA. Sea", un cardinal regular , y sea Ca un c.u.b. en '" 
para cada a < '" . Entonces D = b : V a < "lb E Ca)} es un c.u .b. en 
'" (D es llamada la intersección diagonal de {Ca : a E ",}) . 

DEMOSTRACIÓN. Es fácil ver que D es cerrado. Para ver que es no 
acotado, sea ~ < '" y g(O algún elemento de n ,,<{ Ca mayor que ~ (note 
que na<{ Ca es no acotada por el lema 1.7) entonces gW (~) (definida 
como en el teorema anterior) es un elemeto de D mayor que f O 

Decimos que un filtro es normal si es cerrado bajo intersecciones 
diagonales . Y un ideal es normal si su filtro dual es normal. De los 
resultados obtenidos hasta ahora podemos concluir , que C ub(w¡) es un 
filtro normal y O"-completo. 

Concluiremos esta sección con un último lema el cual será crucial 
en capítulos posteriores. 

1.46. LEMA. (Lema de Fodor) Sea", > w un cardinal regular , S 
un subconjunto estacionario de '" y f : S -t '" tal que para todo 
"1 E SUb) < "1) , entonces para algún a < "', j' - ¡ [a J es estacionario. 
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DEMOSTRACIÓN. Si no fuera esto cierto, entonces, para todo a < K 

existiría un e.u.b. Co tal que Conf-J[a] = 0. Entonces D = h : Va < 
'Y (r E Co)} es un e.u.b. Pero DnS = 0, ya que si 'Y E DnS, f(r) =f a 
para toda a < 'Y lo cual es una contradicción. O 

6. DIAMANTE 

1.47. DEFINICIÓN. Diamante, O, es la siguiente aserción: Existe 
una sucesión (Ao : a E wJ) de subconjuntos de WJ tal que: 

VA e wJ({a < WJ : A n a = Ao} es estacionario) . 

La sucesión (Aa : a < wJ) es llamada una O-sucesión. 

1.48. LEMA. O --t CH. 

DEMOSTRACIÓN. Si (Ao : a < wJ) es una O-sucesión, entonces VA e 
W 3 a > w(Ao = a nA) , asi que {Ao : a < wd = P(w). O 

O puede ser visto como una mejora de CH. De una O-sucesión 
podemos hacer una lista de P( w) , pero una O-sucesión "captura" to
dos los subconjuntos de WJ también. O puede ser usado para construir 
varios objetos de tamaño WJ los cuales tienen alguna propiedad que 
envuelva a todos sus subconjuntos. Ilustraremos esto mostrando que 
O --t ..,SH i.e. usaremos O para construir un wrárbol de Suslin. 
Recordemos que un árbol de Suslin es un wJ-árbol en el cual todas las 
cadenas y anticadenas son numerables. Si nosotros evitamos ciertas 
trivialidades en nuetra construcción del árbol, necesitaremos preocu
parnos unicamente de las anticadenas, de hecho sólo de las maximales. 

1.49. DEFINICIÓN. Un árbol (T,~ ) está ramificado si para todo 
x E T, {y E T : y > x } no está totalmente ordenado. 

1.50. LEMA. Supongamos que (T, ~ ) es un wJ-árbol ramificado en 
el cual cada anticadena maximal es numerable; entonces T es un árbol 
de Suslin. 
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DEMOSTRACIÓN. Por el lema de Zorn cada anticadena está contenida 
en una maximal, así que cada anticadena es numerable. Supogamos 
que B es una cadena no numerable. Podemos suponer que B es max
imal; así que B intersecta a cada nivel de T. Como T es ramificado, 
existe, para cada x E T, un f(x) > x tal que f(x) ti. B. Ahora 
elijamos inductivamente X o E B para a < W¡ tal que ht(xo , T) > 
sup{ ht(f(xfJ) , T) : f3 < a}; entonces U(xo ) : a < w¡} es una antica
dena no numerable.. O 

Como O habla acerca de subconjuntos de W¡, es natural intentar 
construir un árbol de Suslin de la forma (w¡ , <3) . Notemos que por 
argumentos de Lowenheim-Skolem, propiedades elementales de nuestro 
árbol se reflejaran a un c.u .b . de ordinales numerables. De manera más 
especifica se cumple lo siguiente: 

1.51. DEFINICIÓN. Para cualquier árbol T, sea To = U{LevfJ(T) : 
f3 < a}. 

Esto es To es el subárbol de T abajo de a. 

1.52. LEMA. Sea T = (w¡, <3) un w¡-árbol. Entonces 

(a) {a < w) : To = a} es un c.u.b. en W¡. 

(b) Si A e w) es una anticadena maximal en T, entonces {a < w) : 
To = a 1\ AnTo es una anticadena maximal en To } es un c.u.b. 
en W¡. 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) El conjunto es claramente cerrado. Para ver que es no acotado, 
definimos f(~) = htT(~) Y g(~) = sup{ 17 : 17 E Lev{(T). Por el 
lema 1.44 el conjunto de los a que es cerrado bajo las funciones 
f y g forma un c.u .b . C, y claramente To = a para todo a E C. 

(b) Notemos que A es maximal en T si y sólo si toda x E T \ A 
es comparable con algún elemento de A. Es fácil ver que este 
conjunto es cerrado. Para ver que es no acotado, sea h(~) algún 
elemento de A comparable con ~(así que ~ E A -+ h(~) = ~) . Si 
a es cerrado bajo f, g y h, entonces To = a y A n To es maximal 
@~ . O 

Ahora veremos de manera precisa como usaremos O para construir un 
árbol de Suslin. 
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1.53. LEMA. Sea (w), <J) un w¡-árbol ramificado, y (Aa: a < w¡) 
una O-sucesión. Supongamos que para todo limite a < W¡, 

(Ta = a 1\ Aa es una anticadena maximal en a) -t Vx E 
Leva(T)3y E Aa(Y <J x). (*) 

Entonces T es un árbol de Suslin . 

DEMOSTRACIÓN. Por el lema 1.50 es suficiente verificar que toda an
ti cadena maximal es numerable. Por el lema anterior, 

e = {a < W¡ : lim(a) 1\ Ta = a 1\ AnTa es maxiamal en Ta} 

es un c.u.b. en W¡. Como {a: Ana = Aa} es estacionario, podemos 
escoger a E e, tal que A n a = Aa. Por (*), si z E T y htT(Z) ~ a, 
entonces Z está por encima de algún elemento de Aa = A n a, así que 
Z ~ A. Es decir, A = Aa, por lo tanto A es numerable. O 

Ahora es fácil construir T por inducción transfinita haciendo que 
(*) se cumpla. 

1.54. TEOREMA. O implica la existencia de un árbol de Suslin. 

DEMOSTRACIÓN. T sera (w¡, <J). Sea l(j = {w·¡3 + n : n E w}. Dada 
una O-sucesión (Aa: a < w¡) . Construiremos <J inductivamente tal 
que: 

(1) !J. es el orden para un árbol en W¡ y para cada ¡3 < W¡. Lev{3(T) = 
1{3. 

(2) Para cada ¡3 < W¡ y n < w, (wI3 + n) <J (w·(f3 + 1) + 2n), y 
(w·f3 + n) <J (w·(f3 + 1) + 2n + 1). 

(3) Si ¡3 < a < W¡ y x E 1{3, entonces 3y E Ia(x <J y). 
(4) (*) del lema anterior se sigue. 

Si <J puede ser construido, (1) y (2) garantizan que T es un w¡-árbol 
ramificado, así que (4) implica que es un árbol de Suslin. La condición 
(3) facilitará la construcción de T. Notemos que Ta = w·a. 

Para construir <J inductivamente, st.lpongamos que <J ha sido definido 
sobre los elementos de w·a cumpliendo (1)-(4), veamos como extender 
<J a los elementos de w·a U la. Si a = ¡3 + 1, entonces la condición 
(2) especifica la construcción: si x E w·a, entonces x <J (w·a + 2n) 
si y sólo si x = (w·b + n) ó x <J (w·¡3 + n); de manera análoga para 
x <J (w·a + 2n + 1). Esto preserva (1) y (3) Y (4) no dicen nada para 
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ordinales sucesores. 

Ahora supogamos que a es limite. Para cada x E Ta = w'a, sea 
B(x) una cadena en Ta , tal que x E B(x) y B(x) intersecta a Ir¡ = 
Levr¡(Ta ) para cada 'fJ < a. Para encontrar tal B(x), primero escogemos 
~m = ~m(x) para m < w, tal que ht(x) < ~o < 6 < ... y sUP{~m : m E 
w} = a; entonces inductivamente escogemos Ym = Ym(x) E !r.n tal que 
x <l Yo <l ... (esto es posible por la condición (3)); entonces definimos 

B(x) = {z E Ta : 3n(z <l Yn(X))}. 

Ahora, sea w'a = {xn : n E w}, y definimos, para z E w'a, Z <l 

(wa + n) si y sólo si Z E B(xn). Que B(xn) intersecta a cada nivel de 
Ta implica que w'a + n tiene altura a en T; se ve fácilmente que el 
resto de (1)-(3) se preserva. 

Finalmente, la condición (4) en el nivel a es problematica sólo si 
wa = a y Aa es una anticadena maximal en Ta , así que supongamos que 
este es el caso. Entonces modificando la construción de B(x) para x E 
Ta primero escogiendo Yo(x) de tal forma que x <l Yo(x) y 3z E Aa(z <l 

Yo(x)) ; esto es posible debido a que x es comparable con algún elemento 
de Aa. Entonces ~o(x) = ht(yo(x)) . Ahora escogemos ~m(x)(l ~ m < 
w) y Ym(x)(l ~ m < w) como antes. Entonces cada B(x) intersecta 
Aa, por lo tanto (*) se cumple. D 



CAPITULO 2 

La Conjetura de Moore 

1. INTRODUCCIÓN. 

En este capítulo introduciremos el tópico central de este trabajo, la 
conjetura de Moore. El- objetivo de este capítulo será principalmente 
presentar los teoremas de Reed-Zenor (teorema 2.18) y de Chaber -
Zenor (teorema 2.19) que son dos de los teoremas más importantes 
relacionados con la conjetura de Moore que se pueden probar en ZFC. 

2. EL PROBLEMA GENERAL 

El problema de Moore, fué considerado por muchos años como el 
problema más importante en topología general. Esto se debió princi
palmente al dominio de la escuela de R. L. Moore en topología general , 
yen parte al hecho de que estaba entrelazada con la teoria de conjuntos 
desde el principio, y dio surgimiento a un área completa de la topología 
que ha sido, en palabras de F . Tall[1984] "la frontera de la topología 
conjuntista, siendo frecuentemente el primer consumidor topológico de 
las nuevas tecnicas conjuntistas." 

Los espacios de Moore son una generalización de los espacios metri
zables en los cuales la distancia es explicitamente reemplazada por una 
medida de tamaño más abstracta , dada en el siguiente concepto. 

2 .1. DEFINICIÓN. Un desarrollo para un espacio X es una familia 
{Un}nEw donde cada Un es una cubierta abierta de X, tal que si x E X 
entonces {St( x, Un ) : n E w} es una base local en x. Un espacio de 
M oare es un espacio regular con un desarrollo. 

En un espacio métrico podemos definir Un como el conjunto de to-
1 

das las bolas abiertas de radio - , y es un fácil ejercicio verificar que 
n 

{Un: n E w} produce un desarrollo. Los espacios de Moore fueron lla-
mados así en honor a R.L. Moore, el fundador de lo que fué conocido 

31 
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como la escuela de Texas de topología. Estos son los espacios dados 
por la primeras tres partes de su Axioma 1 en [Moore 1932]. El axioma 
completo da la definición de un espacio de Moore completo, y era uno 
del conjunto de axiomas en [Moore 1935] que caracterizaban al plano 
de manera intrinseca. 

Es natural preguntarse. ¿ Qué propiedad extra es necesaría para 
hacer a un espacio de Moore metrizable? 

O, usando las palabras de Jones [Jones 1966], ¿Cuál es exactamente 
la razón por la cual los espacios de Moore no metrizables no son metriz
ables? Lo que se buscaba era una propiedad suficientemente general que 
se aplicara a todos los espacios de Moore, no sólo a ciertas clases, tales 
como espacios de Moore separables o localmente compactos . Debería 
ser una propiedad tan general y simple como fuerá posible, suficiente
mente fuerte para hacer a todos los espacios de Moore metrizables y 
por otro lado, digamos, sin hacer metrizables a todos los espacios reg
ulares. Fué sólo cuestión de tiempo antes de que alguién se preguntará 
sobre el axioma de separación de normalidad. 

Es un hecho bien conocido que todos los espacios metrizables son 
normales . Por otro lado, como si fuerá por accidente (pero como sabe
mos ahora, no era un accidente) , todos los espacios de Moore no me
trizables encontrados hasta 1933 (y un poco más alla) no eran normales . 

Fué el 28 de Octubre de 1933, cuando F. Burton Jones, en ese 
entonces estudiante de R. 1. Moore, anunció publicamente, en una re
unión de la AMS , el siguiente problema y una tentativa solución parcial: 

¿Es todo espacio de Moore normal metrizable? 

La conjetura de Moore, es la respuesta afirmativa a este problema. 
Esta conjetura parecía a primera vista como las muchas otras pregun
tas que circulaban en las clases de R. 1. Moore, y nadie sospecho por 
mucho tiempo que la conjetura estaba atada inextricablemente con re
sultados de independencia en teoria de conjuntos. 
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3. EJEMPLOS. 

El siguiente resultado de Jones nos permitirá probar que nuestros 
siguientes ejemplos de espacios de Moore no metrizables no son nor
males. 

2.2 . LEMA. (Jones) Si X es normal, entonces 21DI ~ 2d(X) para 
cada subconjunto cerrado discreto D de X. En particular, si X es 
normal y separable, entonces X no puede contener un subconjunto 
cerrado y discreto de cardinalidad ~ c. 

DEMOSTRACIÓN. Sea S un subconjunto denso de X con ISI ~ d(X). 
Para cada subconjunto E de D, sea UE un conjunto abierto tal que 
E e UE y UE n (D \ E) = 0. Sea VE = UE n S. Se verifica fácilmente 
que VE t- VF si F, E son dos subconjuntos distintos de D . Esto es , 
{VE: E e D} es una colección de 21DI subconjuntos de S y por lo 
tanto 21DI ~ 21s1 ~ 2d(X). O 

En adición al teorema anterior de normalidad, Jones [Jones 1937] 
dio, en efecto, el primer ejemplo de un espacio de Moore p8eudanormal 
no metrizable. 

2.3. DEFINICIÓN. Un espacio es pseudanormal si para cada par 
F I , F2 de cerrados ajenos , uno de los cuales es numerable, son separados 
por abiertos ajenos. 

2.4. DEFINICIÓN. La topología de intervalos sobre un árbol T es 
aquella que tiene como base a todos los conjuntos de la forma (s, t] = 
{x E T : s < x ~ t}, junto con todos los singuletes {t} tales que t es 
minimal en T. 

Sea E e 2w , definimos SE: = 2 <w U E y lo dotamos con la topología 
de intervalos, veamos que SE es un espacio de Moore, separable y no 
metrizable, cuando E = 20.1. Claramente es separable, y se sigue del 
lema de Jones que no es normal ya que E es un subconjunto cerrado y 
discreto de cardinalidad c. Definimos Un = {{s} : s E 2<W} U {Ufn, f] : 
f E E} entonces {Ul1.}nEw forman un desarrollo para el espacio SE' 
Subespacios que intersectan a 2w en un subconjunto numerable son 
segundo numerables , y por lo tanto metrizables por el teorema de 
metrización de Uryshon; por otro lado, ya que cada espacio separa
ble y metrizable es segundo numerable, ningún subespacio separable 
que intersecte a 2w en un conjunto no numerble puede ser metrizable. 
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Una mitad de la historia consiste en saber si algún sub espacio puede 
ser normal; la otra mitad, es el espacio pseudonormal que Jones cons
truyó. El consiguió esto con la ayuda de un ..\-conjunto no numerable. 
Veamos ahora como construir el ejemplo de Jones. 

2.5. DEFINICIÓN. Un subconjunto Le lR es un ..\-conjunto si cada 
subconjunto numerable de L es un Gó en la topología relativa de L. 

Una consecuencia familiar del teorema de categorias de Baire es que 
Q no es un Gó en lR y por lo tanto la línea real no es un ..\-conjunto. El 
concepto de ..\-conjunto fue introducido por Kuratowski [Kuratowski 
1933], quien mostró que existen ..\-subconjuntos de lR no numerables. 
Empezaremos por construir un ..\-conjunto. 

2.6. TEOREMA. Existe un ..\-conjunto no numerable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea A = {xo : a < e} un buen orden para el inter
valo (0,1). Construiremos al ..\-conjunto L por inducción transfinita 
sobre W¡. Definimos por inducción dos sucesiones Po Y Go tales que 
Po E Go y Go es un subconjunto Gó de (0,1) con medida cero. 

Sea Po = Xo y Go = {xo} , supongamos que Po Y G o han sido 
definidos para todo a < (3 < W¡. Sea pf3 = min{ x"( : x"( E A \ Uo<f3 G o} 
(el minimo existe por que el conjunto Uo<f3 Go tiene medida cero) y sea 
G(:J un subconjunto Gó de medida cero con Uo<f3 Go e G(:J. Definimos 
L = {Po : a < w¡} claramente ILI = W¡. Ahora veamos que L es 
un ..\-conjunto. Sea K un subconjunto numerable de L. Sean Pf3 = 

min(L \ K) y H = {Po: a ~ (3}. Entonces K es un subconjunto de 
H, H es claramente Gó en L (H = Gf3nL). Pero H\K es numerable, 
por lo tanto K es un Gó en L. O 

2.7. TEOREMA. Existe un espacIo de Moore pseudo normal no 
metrizable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea L un ..\-conjunto, podemos suponer que L e 2w
, 

ya que L es cero dimensional, y el conjunto de Cantor es universal 
para los espacios metricos separables y cero dimensionales. Entonces 
el espacio SL es el espacio buscado. O 

A continuación veremos otro ejemplo de un espacio de Moore no 
metrizable, el cual será de gran importancia en capítulos posteriores. 
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Una familia A e [w]W se dice que es casi ajena si para cada 
A, B E A distintos lA n BI < w. Para cada familia casi ajena definimos 
un espacio IJ!{A) llamado el espacio de Isbel-Mrowka definido por: el 
conjunto soporte de IJ!{A) es w U A, los puntos de w son aislados y 
una vecindad básica de A E A tiene la forma {A} U (A \ F) , donde 
FE [w] <w. 
A continuación veremos algunas de las propiedades más importantes de 
IJ!{A). Es fácil verificar que IJ!(A) es un espacio localmente compacto, 
Hausdorff y por lo tanto regular , el espacio es separable ya que w es un 
denso numerable y A es un subconjunto cerrado y discreto. Por otro 
lado, la sucesión (9n) donde 9n = {{n} : n E w} U {{A} U (A \ n) : 
A E A} es un desarrollo para X, recordemos que n = {O, ... , n - 1}. 
Es decir IJ!{A) es un espacio de Moore separable y localmente com
pacto. Ahora veamos que podemos elegir A de forma que X no sea 
normal y por lo tanto no metrizable. Primero mostraremos que pode
mos construir una familia casi ajena de cardinalidad c: Sea lP el con
junto de los números irracionales, para cada a E lP sea {an}nEw una 
sucesión estrictamente creciente de racionales que converge a a, en
tonces A = {{ an}nEw : a E 1P} es una familia casi ajena de cardinalidad 
c. Usando el lema de Zorn podemos construir una familia casi ajena 
maximal de cardinalidad c. Si A es una familia casi ajena con IAI = c 
entonces IJ!{A) no es normal, por el lema de Jones. 

4. ESPACIOS METACOMPACTOS y COLECTIVAMENTE 

NORMALES. 

Alrededor de 1950, el problema general de metrización, es decir , el 
problema de determinar condiciones necesarias y suficientes para que 
un espacio sea metrizable, fué resuelto de manera independiente por 
Bing[1951], Nagata[1950], y Smirnov[1951]. 

2.8 . TEOREMA. Un espacio regular X es metrizable si y sólo si X 
tiene una base a-localmente finita (Bing, a-discreta). 

Por medio del teorema anterior , Bing obtuvo el teorema de metrización 
definitivo para espacios de Moore , usando un concepto muy similar a la 
normalidad, lo cual veremos a continuación. Primero veremos algunas 
definiciones. 
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2.9. DEFINICIÓN. Sea A una colección de conjuntos ajenos no va
cios. Una familia U extiende a A si para cada A E A existe UA E U 
tal que A e UA y B n UA = 0 si B =1= A. En el caso en que A consiste 
de singuletes, también decimos que U extiende a U A. 

2.10. DEFINICIÓN. Una colección V de subconjuntos de un espa
cio X es discreta si para cada punto de X existe una vecindad del 
punto que intersecta a lo más a un elemento de la colección. Un es
pacio es colectivamente Hausdorff si cada subespacio cerrado discreto 
se extiende a una colección ajena de conjuntos abiertos. Un espacio es 
colectivamente normal si toda colección discreta de cerrados se extiende 
a una colección ajena de conjuntos abiertos. 

2.11. TEOREMA. (Bing) Un espacio es metrizable si y sólo si es 
un espacio de Moore colectivamente normal. 

DEMOSTRACIÓN. Sea (9n) un desarrollo para X. Para cada n E w, sea 
:Fn = UmEw:Fnm un refinamiento de 9n tal que cada :Fnm es cerrado 
y discreto. Lo anterior es posible debido a que los espacios de Moore 
son subparacompactos lo cual probaremos posteriormente. Sea Bnm = 
{B F : F E :Fnm } una colección discreta de subconjuntos abiertos tales 
que, para cada FE :Fnm , Fe BF e G para algún G E 9n- Entonces 
U{ Bnm : n, m E w} es una base O"-discreta para X, así que X es 
metrizable por el teorema de metrización de Nagata-Smirnov. O 

A continuación daremos un ejemplo de un espacio normal extremada
mente disconexo que no es colectivamente normal. 

Sea {Aa: a E 2W1
} una familia independiente maximal de subcon

juntos de W¡. (ver el capítulo de preliminares) Sea {Ha: a E 2W1
} una 

enumeración de P(w¡). Definimos U( e P(w¡), ~ E w¡, por Aa E U( 
si ~ E Ha; W¡ \ Aa E U{ si ~ ti. Ha. Entonces U~ es una subbase 
para un filtro, sea U( un ultrafiltro tal que U( e U( . Los U('8 son 
distintos. Consideremos al conjunto W¡ con la topología discreta y a 
los Ues como puntos de fJw¡ \ W¡. Entonces X = W¡ U {U( : ~ E w¡} 
es un sub espacio denso del espacio extremadamente disconexo fJw¡ por 
lo cual es extremadamente disconexo. {U( : ~ E w¡} es un subespacio 
cerrado discreto de X. X es normal , ya que si H e W¡, H U {U( : ~ E 

H}, (W¡ \ H) U {U( : ~ E)( W¡ \ H)} son abiertos ajenos. Supongamos 
que los U(I S son separados. Entonces existirían subconjuntos ajenos 
por pares F( e W¡, F( E U(. A lo más un F( podría ser un Aa, así que 
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sin perdida de generalidad podemos suponer que ninguno lo es. Por la 
maximalidad de la familia , para cada ~ existe existe un función parcial 
finita de 2W1 en 2 tal que, F{ ~ n{A~«a) : a E domsd donde A~ = Aa y 
A~ = w] \Aa. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que los do
minios de las s{ forman un D.-sistema con raíz r, y tales que s{ fr = s{, fr 
para todo ~,E'. Pero entonces los F{ tienen intersección no vacia (por 
la independencia de la familia), lo cual es una contradicción. O 

2.12. OBSERVACIÓN. El teorema de Bing, reduce la conjetura de 
Moore a la pregunta de cuando normal implica colectivamente normal. 
Las propiedades más usuales de los espacios de Moore en conexión 
con la propiedad de ser colectivamente normal son: estos espacios son 
primero numerables, sus subconjuntos cerrados son G6 , y son subpara
compactos. 

La primera propiedad es obvia; para probar la segunda observemos 
que si F es un subconjunto cerrado de un espacio de Moore X con un 
desarrollo {Un}nEw entonces F = nnEw St(F;Un). La tercera propiedad 
es el contenido del siguiente teorema. La subparacompacidad será una 
de las técnicas principales para probar el teorema de Chaber y Zenor. 

2.13. DEFINICIÓN. Un espacio es subparacampacto si cada cu
bierta abierta tiene un refinamiento cerrado O"-discreto. 

2.14. DEFINICIÓN . Una cubierta abierta U = {Ua : a E A} esta 
acotada con respecto a la cubierta V = Va : a E A} si para todo A e A 
(U{Ua : a E A}) e U{Va : a E A}. 

2.15. TEOREMA. Para cualquier espacio X las siguientes condi
ciones son equivalentes: 

(i) X es subparacompacto. 
(ii) Cada cubierta abierta U de X tiene un refinamiento cerrado 0"

localmente finito. 
(iii) Cada cubierta abierta U de X tiene un refinamiento cerrado 

UnEw Fn donde cada Fn preserva clausuras . 
(iv) Cada cubierta abierta U de X tiene un refinamiento cerrado 

UnEw Fn donde cada Fn es acotado. 
(v) Para cada cubierta abierta U de X existe una sucesión {9n}nEw 

de refinamientos abiertos tales que para cada x E X existe n E w 
tal que St(x , 9n) e U para algún U E U. 
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(vi) Para cada cubierta abierta U de X existe una sucesión {9n}nEw 
de refinamientos abiertos de U tal que para cada x E X existe 
algún n E w con ard(x,9n) = 1. 

DEMOSTRACIÓN. Es claro que (i) -+ (ii) -+ (iii) -+ (iv) . Primero 
mostraremos que (iv) -+ (i) . Será conveniente usar la siguiente no
tación. Para n , k E w y cualquier sucesión finita s = (i), ... , i k ) E wk 

sea sEl1n = (i) , ... ,i,.,n). Ahora supogamos que (iv) se cumple y que 
U = {U o : a E K.} es una cubierta abierta de X donde K. es un cardi
nal. Para cada k E w y cada s E w,. definimos por inducción sobre k 
un refinamiento abierto 9(s) de U y un refinamiento correspondiente 
F(s), u-acotado con respecto a 9(s) como sigue: Para t E w (una 
sucesión de longitud 1) sea Vo(t) = Wo(t) = Uo para cada a E K. Y sea 

9(t) = {Vo(t) : a E K.} U {Wo(t) : a E K.}. 

Supongamos que 9( s), un refinamiento abierto de U , ha sido definido 
para s E w,. donde 9 (s) tiene la forma 

9(s) = {Vo(s) : a E K.} U {Wo : a E K.} . 

Por conveniencia sea Go(s) = Vo(s) U Wo(s). Sea F(s) un refi
namiento u-acotado con respecto a 9(s) , donde podemos suponer que 
F(s) tiene la forma 

F(s) = {Ho(s El1 n) : C~ E K., n E w} U {J{o(s El1 n) : a E K., n E w}, 

y para cada n E w, { Ha (s El1 n) : a E K.} es acotado con respecto 
a {Va: a E K.} Y {Ko(s El1 n) : a E K.} es acotado con respecto a 
{Wo(s) : a E K.}. Para completar la inducción supongamos que 9(sEl1n) 
es definido como 

Vo(s El1 n) = Go(s) \ clx ( U (Hf3(s El1 n) U Kf3(s El1 n)))), 
f3f.o 

f3>o f3<o 

9(s El1 n) = {Vo(s El1 n): a E K.} U {W,,(s El1 n): a E K.}. 

Para ver que 9(s El1 n ) cubre a X supongamos que x E X pero 
que x ~ Ua Vo(s El1 n) . Sea r = min{a E K. : x E Go(s)}. Entonces 
x E clx (U¡3>,(H¡3(s El1 n) U K¡3 (s El1 n)))) y debe haber algún f3 > r 
tal que x E Gf3(s). De esto se sigue que x E W,(s El1 n). Por lo tanto 
9(s El1 n) cubre a X. Ahora , para s E wk, n E w, a E K. sea 
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Como {Ho(s EBn) : a E I\:} es acotado con respecto a {Vo(s) : a El\:} 
es fácil mostrar que {Ta (s EB n) : a El\:} es una colección discreta (de 
conjuntos cerrados). Obviamente To(s EB n) e Uo, así que nos basta 
probar que 

{To(s EB n): a E 1\:, n E w , s E w<W} 

cubre a X. Para esto, sea z E X y sea 

8 = min{{J : z E H{:J(r) U K{:J (r) , rE w<W} . 

Existe algún t E w <w y n E w tal que z E Hó(t EB n) U Kó(t EB n) . 
Sea n E w , a E 1\:, tales que 

z E H~(t EB n EB m) U K~(t EB n EB m) e V~(t EB n) U W~(t EB n). 

Se sigue de la definición de 8 que z f/. Vo(t EB n) y z f/. Wo(t EB n) si 
a > 8 así que a = 8 Y z f/. Ufj>ó Gfj(tEBn) implica que z f/. Wó(tEBnEBm). 
Por lo tanto z E Hó(tEBnEBm) . También, como z E Hó(tEBn) UKó(tEBn) 
tenemos que z f/. Vfj(t EB n) si (J =1 8. Esto nos da que 

z E Hó(t EB n EB m) \ U V{:J (t EB n) e T,s(t EB nn EB m) 
(3#ó 

lo cual completa la prueba de (iv) -+ (i) . 

Ahora probaremos (i) -+ (vi). Supongamos (i) y sea U una cubierta 
abierta de X, Y sea Un Ew:Fn un refinamiento cerrado de U donde cada 
f"n es discreto. Para cada FE :Fn sea U(F) E U tal que F e U(F) . Si 
En = U:Fn y G(F) = U(F) \ (En \ F) sea 

9n = {G(F) : FE:FN } U {U \ En: U E U} . 

Entonces {9n}nEw es la sucesión de refinamientos abiertos requerida . 

(vi)-+ (v) . Es claro. 

(v)-+ (iv) . Supongamos que U = {Ua : a E I\:} es una cubierta 
abierta de X y {9n}nEw es una sucesión de refinamientos como en (v) . 
Para cada n E w , a E K" sea 

C(a ,n) = {x E X: St( x, 9n) e Uo } 1\ en = {C(a,n) : CY. E I\:}. 
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Claramente UnEw Cn es un refinamiento de U . Para ver que Cn 

es acotada con respecto a U supongamos que ",' e '" y sea z E X \ 
U{Ua : a E ",'}. Para cada y E C(a ,n), y algún a E "'; sabemos 
que St(y, Qn) e C(a , n) así que z rj. St(y, Qn) y y rj. St(z, Qn)' Es 
decir, z rj. clx(U{C(a,n) : a E K'}). Lo cual completa la prueba del 
teorema. O 

Ahora veremos algunos resultados sobre funciones cardinales topoló
gicas , con los que finalmente podremos demostrar el teorema de Reed 
y Zenor. 

2.16. LEMA. Sea", un cardinal infinito, sea X un espacio topológico 
tal que (1) para cada p E X existe una colección Vp de vecindades 

abiertas de p tal que IVpl ~ '" y n{V : V E Vp} = {p}; (2) existe un 
subconjunto S de X tal que X = UtA : A e S, IAI ~ ",}. Entonces 

IXI~ISI"· 

DEMOSTRACIÓN. Para cada p E X , sea Ap un subconjunto de S con 
pE Ap y IApl ~ "'. Notemos que para cualquier vecindad abierta V de 

p, (Ap n V) e S, IAp n VI ~ "', y P E ((Ap n V). Definimos iI> : X -+ 

[[S] <"]<" por iI>(p) = {(Ap n V) : V E Vp }. Como n{((Ap n V) : V E 
v¡,} = 0, iI> es inyectiva. Por lo tanto IXI ~ (ISI")" = ISI". O 

2.17. TEOREMA. (Pospisil). Sea X un espacio Hausdorff entonces 
IXI ~ d(X)x(X) . 

DEMOSTRACIÓN. Aplicar el lema anterior con", = X(X) . O 

2.18. TEOREMA. (Arhangelskii). Sea X un espacio Hausdorff, en
tonces IXI ~ 2L(X)x(X) . En particular, todo espacio Lindelof, Hausdorff 
y primero numerable tiene cardinalidad a lo más c. 

DEMOSTRACIÓN. Sea L(X)X(X) = K., Y para cada p E X sea Vp una 
base local para p con IVpl ~ "'. Construiremos una sucesión creciente 
{Ha : a < ",+} de conjuntos cerrados en X y una sucesión {Va: a < 
",+} de colecciones de conjuntos abiertos en X tales que: 

l. IHal ~ 2" , a < 1\+ ; 

2. Va = {V E Vp : p E U ¡3<a H¡3} , IX < 11:+; 

3. si W es la unión de ~ K. elementos de Va , Y W :/: X , entonces 
Ha \ W :/: 0. 
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La construcción la haremos por inducción transfinita. Sea o: < 1\:+, Y 
supongamos que Hfj ha sido construida para cada f3 < 0:. Notemos 
que Va ha sido construida por (2) y !Val ~ 2K

• Para cada W que es 
la unión de ~ 1\: elementos de Va Y tal que W # X, escogemos un 
punto de X \ W. Sea Al el conjunto de puntos elegidos en esta forma 

(IAal ~ 2K
) , Y sea Ha = (Aa U (U/ka H(3)). Claramente Ha es cerrado 

y H{3 e Ha para todo f3 < 0:; además IHal ~ 2K por el teorema ante
rior. Esto completa la construcción de {Ha: o: E I\:+}. 

Ahora sea H = Ua<K.+ Ha ; H es cerrado ya que {Ha : o: E K,+} 

es una sucesión creciente de conjuntos cerrados y x(X) ~ 1\: . Para 
completar la prueba basta probar que H = X. Supongamos que este 
no es el caso, y sea q E X \ H. Para cada p E H escogemos V¡, E VI' tal 
que q tJ. V¡,. Entonces {VI' : p E H}, junto con X \ H, cubre a X, así que 
existe un subconjunto A de H con IAI ~ 1\: tal que {V¡, : p E A} cubre 
a H. Sea W = UpEA V¡" y notemos que H e W y q tJ. w. Escojamos 

o: < 1\:+ tal que A e Ufj<a H{3 . Como W # X, se sigue de (3) que 
Ha \ W # 0. Lo cual contradice que H e W. O 

Un año antes de los resultados de Bing, Arens y Dugundji[1950] 
habían introducido un concepto que jugaría de manera indirecta un 
papel significativo en la conjetura de Moore: 

2.19. DEFINICIÓN. Un espacio es metacampacto si cada cubierta 
abierta de él tiene un refinamiento abierto punto finito . 

Por supuesto, esta propiedad substituye "punto finita" por "local
mente finita" en la definición de paracompacidad, pero esta condición es 
considerablemente más general que la paracompacidad. Michael[1955] 
mostró que un espacio es paracompacto si y sólo si es colectivamente 
normal y metacompacto. Michael también mostró en ese mismo artí
culo que la hipótesis de normalidad colectiva no podía ser debilitada 
a normalidad. Para esto mostró que el subespacio del espacio G de 
Bing consistente de todas las funciones con soporte finito era normal y 
metacompacto y no colectivamente Hausdorff. Para espacios separables 
tenemos el siguiente teorema en relación con la conjetura de Moore. 

2 .20. TEOREMA. (Traylor) Un espacio de Moore normal separable 
y metacompacto X es metrizable 
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DEMOSTRACIÓN. Por el teorema de Bing y el hecho de que un espacio 
de LindelOf es paracompacto basta probar que X es Lindel8f. Sea U 
una cubierta abierta de X la cual podemos suponer que es punto finita 
(ya que X es metacompacto). Como X es separable, podemos elegir 
un denso numerable A = {an}nEw' Sea {Wn,), ... , Wn,n(k)} la colección 
de elementos de U tales que an E Wn,i Y W = {Wk,i : n E w, 1 ~ i ~ 
n(k)} . Afirmamos que W es una cubierta de X. Sea x E X entonces 
existe U E U con x E U. Como A es denso en X , existe an E U; 
entonces U E W , por lo tanto X es Linde18f. O 

Ahora pasaremos a probar uno de los teoremas principales de este 
capítulo. 

2.21. TEOREMA . (Reed-Zenor). Sea X un espacio de Moore nor
mal localmente compacto, localmente conexo entonces X es metrizable. 

DEMOSTRACIÓN. Como las componentes de un espacio localmente conexo 
son abiertas y ajenas, basta probar que cada componente es metrizable. 

A cada x E X le asignamos una vecindad compacta U(x) y una 
vecindad conexa V(x) tal que V(x) e U(x). Entonces , por el teorema 
de Arhangelskii tenemos que lV(x)1 ~ IU(x)1 ~ c. Ahora definimos 
conjuntos abiertos Va para cada o~ E w) como sigue: 

Definimos Vo = V(xo) para un punto fijo Xo E X 

Supongamos que Va ha sido definido para toda D < (3. Entonces 
definimos : 

V{1 = U{V(x) : x E U Va}· 
a<fJ 

Ahora es obvio que {VfJ : (3 E w¡} es una sucesión creciente con
sistente de conjuntos abiertos conexos. Del teorema de Pospisil y una 
fácil inducción sobre (3 obtenemos que IVfJl ~ e para todo f3 E w). Sea 
V = U aEwl Va· Claramente Ves abierto. Ahora , probaremos que Ves 

cerrado como sigue. Supongamos que x E V. Sea {WdiEW una base de 
x tal que si n < m entonces Wn ~ Wm.. Entonces Wi n Vai =1= 0, para al
guna Di E W). Por lo tanto si D = SUPiEwDi obtenemos que W¡ n Va =1= 0 
para todo i E w. Por lo tanto , x E Va e V, es decir , Ves cerrado. Como 
X es conexo tenemos que V = X . Por lo que IXI ='1 UaEfJ Val ~ c. Ex
iste una cubierta abierta numerable U con la siguiente propiedad para 
cualesquiera x, y E X con :c =1= y existen W, Z E U tales que WuZ = X 
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y X E W \ z y y E Z \ W . Sea {Qn}nEw un desarrollo para Y . Por (a), 
existe un subconjunto {Vo,n}o <c de 9n que cubre a Y . Para n, k E w 

y a < e, definimos Vo ,n , ~, = U" ,,, \ UiJ<o {p E Y : St(P,9k) e V/3} . 
Observemos que {Vo,11.,d r.t <c es una cubierta abierta de Y. Definamos 
j : e ~ wW a ser una biyección. Entonces, para cada, racional r, sea 
Wr,n,k = U{Vo,n,k : f(a ) < r} y Zr,n,k = U{Vo,n,k : j(a) > r} . En
tonces 9 igual al conjuto de todos los Wr,n,k y Zr,n,k es una cubierta 
numerable de Y que tiene las propiedades requeridas. Sea {KO}OEA 
un familia discreta de cerrados en Y probaremos que Y es metrizable 
usando el criterio de metrización de Bing encontrando conjuntos abier
tos ajenos {VO}OEA con Ka eVo. 

Supongamos que 9 = {W11.}nEw es una cubierta con las propidades 
mencionadas en (b) . Para cada a E A y n E w y x E Ka, escojamos 
una vecindad abierta conexa Nn(x) con clausura compacta, contenida 
en un elemento de 911. , N,,( x )nK(:J = 0 para (3 ¡:. a, N11.(x) e n{Wi : i ~ 
n /\ x E W;}, y No(x ) :J N] (x) :J ... Afirmamos: Si x E K a entonces 
existe n E w tal que para todo y E U/3¡too KiJ, N11.(x) n N11.(y) = 0. Si tal 
n existe para cada x lo llamamos nx y definimos Va = UXEKa Nnz(x) . 
Claramente los Vo son ajenos y Ka e Va ' así que Y es colectivamente 
normal y por lo tanto metrico. Ahora basta probar nuestra afirmación , 
supogamos lo contrario, entonces para cada n E w existe Yn E U/3~ K(:J 
tal que Nn(x) n Nn(Yn) ¡:. 0. Como Nn(yn) es conexo, para todo n > 1 
existe un Zn E Nn(Yn) n (N] (x) \ N2(x)) y como N](x) es compacto , 
existe un punto Z tal que cada vecindad de z contiene a Z11. para una 
infinidad de n' s. Existen i, j E w tales que Wi U Wi = y y x E Wi \ Wi 
y Z E Wi \ W i . Existe m > i + j tal que St(x,9m) e Wi \ Wi y 
existe n > m con Nn(Yn) n (Wi \ Wi ¡:. 0. Por lo tanto Nn(Yn) e wi 
y N11.(x) e (Wi \ Wi ) así que Nn(Yn) n Nn(x) = 0 contrario a nuestra 
hipotesis. O 

El siguiente teorema es una mejora del teorema anterior. Por 
último probaremos que todo espacio perfectamente normal , localmente 
conexo, perifericamente compacto (i.e. tiene una base tal que todos sus 
elementos tienen fronteras compactas) y subparacompacto es paracom
pacto. Gruenhage demostró que en el siguiente teorema la hipótesis de 
ser perfectamente normal puede ser reducida a normalidad, pero como 
hemos visto (vease observación 2.11) , un espacio de Moore es normal 
si y sólo si es perfectamente normal. Así que para nuestros propositos 
es suficiente probar el caso de la normalidad perfecta. 
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2.22. TEOREMA. (Chaber-Zenor) Todo espacio perfectamente nor
mal , localmente conexo , perifericamente compacto, y subparacompacto 
es paracompacto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea X un espacio sat.isfaciendo las hipotesis del teo
rema y sea U una cubierta abierta de X . Probaremos qlle U tiene 
un refinamiento abierto rJ-discreto. Como X es perifericamente com
pacto, podemos suponer que todos los elementos de U tienen fron
teras compactas. Más a1\n , podemos suponer que U = {Uo }a Eo I< esta 
bien ordenada. Sea:F = U:Fn un refinamiento cerrado de U tal que 
:Fn = {F;}aEI< es discreta y F; e Uo \ U¡':J<a U¡':J. 
Como :F refina a U, es suficiente probar que cada :Fn se puede extender 
a una familia abierta y a--discreta. Lo cual probaremos en los siguientes 
dos lemas. 

2.23. LEMA. Si F es un subconjunto cerrado de un espacio regular 
y perifericamente compacto X esta contenido en un abiert.o U , entonces 
existe un conjunto abierto V con frontera compacta tal que F e V e 
VeU. 

DEMOSTRACIÓN. Sea W una cubierta abierta finita de la frontera de 
U consistente de conjuntos con frontera compacta y tales que F n 
U W = 0. Entonces el conjunto V = U \ (U W) tiene las propiedades 
deseadas. O 

2.24. LEMA. Sea X un espacio perfectamente normal , localmente 
conexo y perifericamente compacto . Si U = {Ua}a<, es una cubierta 
abierta de X, :F = {Fa} 0<1' es una colección discreta de subconjuntos 
cerrados de X y, para Ü' < "f 

(i) Fa e Ua y la frontera de Ua es compacta, 
(ii) Ua n (U¡':J>a F¡':J ) = 0, 

entonces existe una colección de abiertos W = {Wa}a<l tal que Fa e 
Wa y Wes una unión numerable de colecciones discretas. 

DEMOSTRACIÓN. Como X es perfectamente normal , podemos escoger 
una sucesión {en }nEw de conjuntos abiertos tales que 

(iii) UF = n en 1\ en + J e en, "in E w 
nEw 

Sea Wa,n la unión de todas las componentes de en que intersectan 
a Fa . Como X es localmente conexo, cada Wa ,n es abierto . Más aun , 
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de la definición de Wa,n se sigue para al < a < , que: 

(iv) Wa¡ ,n n Wa,n = 0 -t Wa¡,n n Fa -:f 0. 
Mostraremos que para cada a < , existe n E w tal que: 

(v) W a,n n {U F¡3 } -:f 0 \:fn E w. 
f3> a 

Por (i) y el lema anterior existe un conjunto abierto con frontera 
compacta tal que Fa e V e V e Ua. De (ii) se sigue que la frontera 
e de V separa Fa de U¡3>a l~. Como cada Wa,n intersecta a Uf3 >a Ff3 
y es la unión de una colección de conjuntos conexos que intersectan a 
Fa , los conjuntos Wa ,n n e son no yacios. De la compacidad de e y 
del hecho que Gn +l e Gn, tenemos A = nnEw Wa,n n e -:f 0. Por (iii) y 
Wa,n e Gn, A e (U F) n e pero e n (Uf3~a) = 0. Por lo tanto existe 

al < a y un x E Fa¡ n n nEw Wa ,n. 

Cada Wa ,n es cerrado en Gn, y x E Gn , por lo tanto x E Wa,n im
plica x E Wa ,n y (iv) muestra que al no cumple (v) para todo n E w. 
Lo cual contradice nuestra elección de al' 

Para cada a < " sea n(a) el primer natural que satisface (v). De 
(iv), la familia W~ = {W" ,n : n(a) = n} es ajena por pares. Como 
cada W",n es una suma de componentes de Gn , W~ es también discreto 
en Gn, y, por consecuencia , W n = {Gn +l n W : W E W~} es discreto 
en X. Esto es W = UnEw Wn es una extensión abierta y (j-discreta de 
:F. 



CAPITULO 3 

La independencia de la conjetura de Moore 

1. INTRODUCCIÓN. 

En este último capitulo, utilizaremos las técnicas de la teoría de 
conjuntos desarrolladas en el capítulo 2 para probar que la conjetura 
de Moore es de hecho independiente de los axiomas usuales de ZFC. 

2. LA CONJETURA DE MOORE PARA ESPACIOS 

SEPARABLES. 

El primer uso de axiomas adicionales a ZFC, para intentar resolver 
la conjetura de Moore se dió en 1937. Jones en 1937 uso el natural 
axioma 2W < 2W

¡. En este artículo , Jones mostró como este axioma 
podría ser usado para probar que todo espacio de Moore normal y 
separable era metrizable. Una parte de la prueba era una mejora de 
un teorema de metrización de Moore que decía que todo espacio de 
Moore hereditariamente separable es metrizable. Jones mostró que era 
suficiente suponer que todo subespacio discreto cerrado era numerable. 
Lo cual , dió como resultado al conocido "Lema de Jones". Ahora los 
siguientes resultados dan una generalización de los resultados de Jones. 

3.1. DEFINICIÓN. Un espacio es débilmente colectivamente Haus
dorff si para cada cardinal K, y cualquier sub espacio cerrado discreto Y 
de cardinalidad K" existe un subconjunto Z e Y separado de cardina
lidad K,. 

3.2. TEOREMA . Supongamos que para todo cardinal K" 2k < 2K +. 

Entonces todo espacio normal de carácter menor que e es débilmente 
colectivamente Hausdorff. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que Y es un subespacio cerrado dis
creto de X. Para /Y I ~ W , es un resultado conocido. Para el caso 
/YI > w primero consideraremos cuando /YI es un cardinal sucesor 

47 
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K+. Fijemos para cada y E Y una base de vecindades By de y, con 
IBy I ~ c. Por normalidad, para cada Z e Yexiste una vecindad 
abierta Uz :J Z, uz n (Y \ Z) = 0. Para cada Z escojamos una 
familia ajena maximal I z de elementos de By, y E Z . Z =1= Z] im
plica que I Z1 =1= I z. Si ningún subconjunto de Y de cardinalidad ¡.¡+ 

es separado, cada IIzl ~ n" así que el mapeo Z 1--> Iz establece que 
2K+ ~ (c K+)K = 2K. 

Para K límite , la cofinalidad de 2<K es K , así por el lema de Koning , 
2<K < 2K. Para 1\. límite y regular sirve la misma prueba que para el 
caso anterior. Para K singular , tomemos de nuevo una familia ajena 
maximal Iz para cada Z e Y . Podemos suponer también IIzl < K . 

Existen menos de cK de esas colecciones. No es dificil construir una 
familia independiente de 2K subconjuntos de K . Es suficiente obser
var que sobre esta familia , el mapeo Z 1--> Iz es uno a uno, lo cual 
contradice 2<K < 2K. Para ver esto , notemos que IZ \ UIzl < K , ya 
que de otro modo , como podemos suponer que X es IIzl+ -debilmente 
colectivamente Hausdorff, I z no sería maximal. Esto es si Z] =1= Z2 , 
existe un z E Z2 \ Z] tal que z E UIZ2 • Pero z rf. UZ1 :J UIz" y así 
~=I=~ . O 

3.3. COROLARIO. 2'"' < 2w 1 implica que todo espacio normal de 
carácter menor que e que sa tisface la c.c .c. no tiene subconjuntos dis
cretos cerrados no numerables. 

La hipotesis de Jones 2w < 2w1 es una consecuencia de la venerable 
hipótesis del continuo, la cual fué el problema número uno en la lista 
de Hilbert en el 1900. Jones tiene el crédito de ser el primero en utilizar 
2w < 2w 1 en una prueba la cual (como sabemos ahora) no puede ser 
hecha usando sólo los axiomas usuales deZFC. 

Otro problema viejo , propuesto por Suslin [1920], estaba destinado 
a tener un indirecto y fascinante efecto sobre la conjetura de Moore. Ya 
que como vimos, SH es equivalente a la existencia de un árbol de Suslin , 
lo cual le dio vida a la teoría moderna completa de árboles . Además la 
solución a la hipótesis de SlIslin dada por Solovay dió como resultado 
el axioma de Martin. Ahora utilizaremos el axioma de Martin para dar 
el primer ejemplo de un eSlJacio de Moore normal no metrizable. Para 
esto utilizaremos una generalización de un A-conjunto. 
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3.4. DEFINICIÓN. Un Q-conjunto es un subconjunto no numerable 
y de lR tal que cada subcunjunto de Y es un eó relativo a Y. 

A continuación veremos que M A + ...,C H implica la existencia de 
un Q-conjunto. Para ello necesitaremos un lema previo. 

3.5. LEMA. (Solovay) Supongamos MA+...,CH. Supongamos que 
A y B son dos familias de subconjuntus infinitos de w con cardinalidad 
K, y que la n bl < w para todo a E A y b E B . Entonces existe 8 e w tal 
que 8 n b es finito para todo bE B Y s n a es infinito para todo a E A. 

DEMOSTRACIÓN. Sea lP' = {(f, F) : f E [wJ <w 1\ FE [BJ<W} . Defini
mos (f, F) ~ (g , e) en lP' si 

fe g, F e e, 1\ b n 9 e f Vb E F. 

Si (f, F) ~ (g, G) y (g, G) ~ (k, K), entonces b E F implica que bE G 
lo cual implica que (bn k) e g; pero(bn g) e f , asi bn k e r Esto es , 
(lP,~) es un parcialmente ordenado. 

Definimos Xa,n = {(f, F) E lP : If n al > n} para todo a E A y 
nEw. 

Definimos X b = {(f , F) E lP' : b E F} para todo b E B. 

Si a E A, n E w y (k , K) E lP, ya que a \ U K es infinito, existe 
f e (a \ U K) con III > n . Entonces (k , K) ~ (fu k , K) E Xa,n así que 
Xa,n es denso (y abierto) en (lP', ~ ). Si b E B y (k, K) E lP' , entonces 
(k, K) ~ (k, K U {b}) E X b . Así cada X b es también denso y abierto en 
(lP',~). 

Supongamos que (ka , Ka)aEL es una anticadena no numerable de 
lP. Existe un subconjunto no numerable Q de L y un subconjunto 
finito k de w tal que ka = k para todo a E Q. Para todo a,(3 E Q , 
(ka, Ka) ~ (k, Ka U Kb). Esto muestra que (lP' ,~ ) tiene la c.c.c .. 

Sea M = (A x w) U B; entonces IMI = k. 

Por lo tanto , por el axioma de Martin implica que existe una fa
milia compatible {(j~ , F'o)}u EM en ( lP', ~) con (.f~ , F(}) E X(} para todo 
o EM. 

Definimos 8 = UaEM J~ . Supongamos que a E A. Para cada 
n E w, Ifa,n n al > n . Así que , para cada n E w, 18 n al > n; por lo 



50 3. LA INDEPENDENCIA DE LA CONJETURA DE MOORE 

tanto s n a es infini to para todo o' E A. 

Supongamos que b E B . Si x E b n s, entonces x E fa para algun 
a E M. Como (j~ , Fa) Y (jb , Fb ) son compatibles, existe (g, G) E lP 
con (j~ , Fa) ~ (g, G) y (ji" Fb ) ~ (q, G). Como b E Fb , (b n g) e Ji,. 
Pero J~ e 9 así que x E g. Esto es ;¡: E Jb' Como b n s e Jb , b n s es 
finito. O 

Frank Tall, Jack Silver observaron la siguiente consecuencIa del 
lema de Solovay 4.8. 

3.6. TEOREMA. Bajo M A + ,CH. Todo subconjunto X de lR con 
WI ~ IXI < c es un Q-conjunto. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que X es un subconjunto no numerable 
de los numeros reales de cardinalidad K. < e, y Y e X. Existe una base 
numerable ~ = {UdiEW para la topología de la linea real tal que , para 
cada x , y E lR, sólo una cantidad finita de elementos de B contienen a 
x y a y. Para x E X , sea N1; = {i E w: x E Ud. Sean A = {Nx}xEY y 
B = {Nx}xEx\y , Por el teorema de Solovay (suponiendo MA K ) , existe 
s e W tal que s n Nx es infinitu para todo x E A y s n Nx es finito para 
todo x E X \ Y. Para n E w definimos v" = U{Ui : i E s /\ i ? n} . 
Entonces Y e nnEw V" pero nnEw n(X \ Y) = 0; por lo tanto Y es un 
Gó en X. O 

3.7. OBSERVACIÓN. Sea X un subconjunto de los numero s reales 
de cardinalidad K. < c. El numero de subconjuntos de X es 2K

• El 
número de subconjuntos Gó relativos de X es 2W = c. Así que una 
consecuencia inmediata del teorema anterior es que si M A + ,C H se 
sigue entonces 2W = 2K

• 

El siguiente teorema da punto final a la conjetura de Moore para 
espacios separables . 

3.8. TEOREMA. Las sigui entes condiciones son equivalentes: 

1. Existe un Q-conjunto de cardinalidad K.. 

2. Existe A una familia casi ajena tal que w(A) es normal y IAI = K.. 

3. Existe un espacio de Moore normal separable X con un subespa
cio cerrado discreto de cardinalidad K. . 
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DEMOSTRACIÓN. (1) -t (3) . Sea E un Q-conjunto de cardinalidad K" 

como IEI < e E es un espacio metrizable, separable y O-dimensional, 
así que podemos suponer que E e 2W

• Entonces tenemos que SE es 
un espacio de Moore separable con E un subespacio discreto y cer
rado. Sólo resta probar que SE es normal. Sea A e E, veamos que 
podemos separar A de B \ A (quitandole los puntos aislados, de ser 
necesario, podemos supuner que los cerrados estan contenidos en el 
nivel w + 1), como E es un Q-conjunto existen {Un}nEw y {Vn}nEw 
abiertos en 1R tales que A = nnEw U" n E y E \ A = nnEw Vn n E. 
Sea U = {t E SE : :Jn E w(t E Un \ Vr,)} entonces U es abierto y 
A e U, U n (E \ A) = 0. Por lo tanto SE es normal. 

(3) -t (2). Sea X un espacio como en (3), y sean D un subconjunto 
denso numerable, y A un sub espacio cerrado y discreto con IAI = K" 

sin perdida de generalidad podemos suponer que AnD = 0. Para cada 
a E A sea aD una sucesión en D tal que aD converge a a. Entonces 
A = {aD : a E A} es una familia casi ajena con IAI = K,. Veamos que 
w(A) es un espacio normal , sean K e A y H = A \ K. K ' = {a E 
A : aD E K} y H' = A \ K' son dos cerrados ajenos en X , así que 
existen U' , V' abiertos ajenos tales que k' e U' y H' e V'. Definimos 
U = U{{aD} U (aD \ na) : a E K ' } donde na es un subconjunto finito 
de aD tal que (aD \ na) e (J' de manera analoga definimos un abierto 
V. Entonces V, V separan K de H . Por lo tanto w(A) es un espacio 
normal. O 

3.9. TEOREMA. Existe un espacio de Moore que no es colectiva
mente normal con respecto a una colección discreta de espacios de 
Moore metacompactos, entonces existe un espacio de Moore normal 
metacompacto no metrizable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea {Mo : a < A} una colección discreta no sepa
rada de espacios metacompactos en el espacio de Moore normal X o. 
Sea Uo<-x Mo = M . Sin perdida de generalidad podemos suponer que 
Xo \ M esta compuesto por puntos aislados. El nuevo espacio X con
sistiría de los puntos de M más los elementos de (Xo \ M) X [MJ2 . 
Tomemos a los elementos del último conjunto como aislados. Fijemos 
para cada punto p E M una base de vecindades {B(p, n)}nEw en Xo tal 
que {{B(p ,n): p E M } U {d} : d E Xo \ M} es un desarrollo de Xo. 
Definimos para p E M , 

N(p ,n) = (B(p,n) n M) U { (d, {x,y }) E X \ M : 

dEB(p ,n) /\ {x, y}nB(p,n):rf0}. 
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Los puntos aislados más los puntos de los N(p , n)' s, p E M , n E w, 
forman una base para l!na topología sobre X , ya que si q E M n 
N(p, n) n N(p' , n'), entonces q E B(p, n) n B(p', n'), así que existe 
k E w tal que q E B(q, k) e B(p, n) n B(p' , n') . Entonces q E N(q, k) e 
N(p, n) n N(¡!, n') . De hecho , si 9" = {N(p, n) : p E M} U{ {z} : z E 
X \ M}, entonces {9n}nEw es claramente un desarrollo para X. 

Como N(p,n) n N(p' ,n' ) =f 0 si y sólo si B(p,n) n B(p', n') =f 
0, X es normal y no es colectivamente Hausdorff. X es TI ya que 
d tJ. B(p,n), (d,{ x, y}) tJ. N(p,n). Finalmente, para ver que X es 
metacompacto, sea U una cubierta abierta. Sea V un refinamiento 
de U que refine a la cubierta canónica y que sea punto finita en M. 
Veamos que Ves punto finita . Si (d, {x , y}) pertenece a una infinidad 
de elementos de V, digamos {Vn}"E W' entonces para cada n, x E Vn o 
y E Vn . Pero entonces x o y estan en una infinidad de V~s lo cual es 
una contradicción. O 

3.10. COROLARIO . Existe un espacio de Moore normal metacom
pacto no metrizable si existe : 

(a) Un espacio de Moore normal localmente metrizable no metrizable 
ó 

(b) Un espacio normal primero numerable no colectivamente Haus
dorff. 

DEMOSTRACIÓN. La primera parte del corolario se sigue por que tal 
espacio no es colectivamente normal con respecto a alguna colección 
de conjuntos metrizables y por lo tanto metacompactos. La segunda 
mitad se puede considerar como un colario de la prueba más que del 
resultado: podemos suponer sin perdida de generalidad que para cada 
p E M la sucesión de los B(p.n)'s es decreciente; existe un k E w 
tal que d tJ. B(x , k) U B(y, k), sí (d, {x , y}) tJ. N(x , k) U N(y ,k). En
tonces {(d, {x, y})} es el uni co elemento de la k-esima cubierta abierta 
conteniendo a (d{x , y}). O 

A continuación probaremos uno de los teoremas más importantes 
en relación con la conjetllra de Moore. 

3.11. TEOREMA. (Fleissner) V = L implica que todo espacio nor
mal X con X(X) ~ e es rulectivamente Hausdorff. 
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Probaremos el teorema por inducción sobre ti, . 

De aqui en adelante el conjunto {B(y, 1') : l' E w¡} denotara una 
base de vecindades en y. 

Caso 1. ti, es finito, el resultado se sigue de que el espacio es Haus
dorff. 

Caso 11. ti, = w. Usamos la regularidad del espacio. 

Caso III. ti, es singular con cofinalidad numerable. Sea Y un sub
conjunto cerrado discreto de cardinalidad ti,. Entonces Y = UiEW Yi 
donde IYiI < ti,. Usando la normalidad podemos separar a cada Yi , y 
posteriormente utilizando la hipotesis de inducción podemos separar a 
los puntos de cada Yi. 

Caso IV. ti, es regular. 

En lugar de proseguir con la demostración , primero probaremos un 
ejercicio para dar una idea de como probar el caso IV. 

Supongamos que X es un espacio pseudonormal (definición 2.3) ; 
y = {U.'f : l' < w¡} es un subespacio cerrado discreto , y F es una 
familia de W¡ cubiertas abiertas U = {V")' : l' < w¡} de Y tales que 
y")' E VT Entonces Y puede ser separada o existe un H e Y que no 
puede ser separado de Y \ H para todo U E F i.e . para todo U E F, 
UYoyE H U")' n Uyg ¡¡t H V")' =1- 0. 

DEMOSTRACiÓN. Haremos la construcción por inducción transfinita, 
usando las siguientes reglas. 

1. Hay que realizar W ¡ pasos-Y tiene W¡ puntos. 
2. Hay que realizar W¡ tareas- F tiene W¡ cubiertas. 
3. Cada tarea puede ser realizada después de < W¡ pasos. 

DEMOSTRACiÓN. Supongamos que Y no se puede separar. La idea es 
encontrar para cada cubierta U elementos Yf3, y")' distintos de tal forma 
que V{:J n V")' =1- 0, y asignarle Y{:J a H y Y'Y a su complemento. Sólo 
hay que verificar que la condición se satisface. Sea K un subconjunto 
numerable de Y , y U E F , necesitamos encontrar Y{:J , Y'Y ti. K tales 
que V{:J n V")' =1- 0. Supongamos que este no es el caso, entonces U nos 
da una separación de Y \ K y como X es regular y K es numerable 
también tenemos una separación de K. Pero X es pseudonormal así 
que también podemos separar a K de Y \ K . De lo cual se sigue que 
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podemos separar a Y una contradicción. La idea detras del ejercicio 
anterior es que si F fuerá el conjunto de todas las cubiertas abiertas 
de Y y Y no se pudierá separar entonces X no sería normal. 

Regresemos a la prueba del teorema. Para hacer la prueba más 
concreta, consideraremos el caso K. = W). (La prueba para K arbitrario 
es la misma.) Supongamos que X tiene carácter w], y Y e X es cer
rado, discreto y no se puede separar. Para mostrar que X no es normal , 
es suficiente, en el espiritu del ejercicio anterior, hacer todas las tareas 
Uf, donde 1 : W¡ -> W), y V-y = B(y-y,f(¡)). 

Cuando uno tiene el problema de realizar 2W
¡ tareas en sólo W) pa

sos. Es frecuentemente usual utilizar la técnica de O. Sea (J : f3 -> W) 

donde f3 es un ordinal numerable diremos que la terea asignada a I 
puede ser realizada si después de los primeros f3 pasos , el f3-ésimo paso 
puede ser realizado de tal forma que realize todas las tareas indicadas 
por 9 para toda función 9 que extienda a (J. 

En el ejercicio, hizimos la tarea U asignando dos nuevos puntos 
YtJ , y-y con VfJ n V-y =f 0. Este metodo no es suficiente para hacer la 
tarea Va ya que (J no le asigna vecindades a puntos nuevos. De hecho , 
como el espacio es Hausdorff si ü, f3 ti:. dom( (J) , entonces existe 9 que 
extiende a (J tal que B(yu , y(ü)) n B(YfJ' g(f3)) = 0. Así que para hacer 
la tarea Ua debemos asignar un punto nuevo de tal forma que todas 
sus vecindades intersecten a las vecindades de los puntos ya asignados. 
Llamemos 

U B(Y¡1, (J(f3)) n {Yó : 8 ~,,} 
fJ<-Y ,YpE H 

los H puntos limites de (J. Similarmente definimos los Y \ H puntos 
limites de (J. La forma de de realizar la tarea Ua es asignar un H punto 
limite Yó a Y \ H (o un (Y \ H) punto limite a H). Ya que sin importar 
como 9 extienda a (J la tarea Ug esta realizada. Sea (j~ : Q < w¡) una 
O-sucesión. Si fuerá }Josi ble realizar en el o-ésimo paso la tarea Ufo' 
Entonces por O , para cada I existe un estacionario Sf tal que para 
cada" E Sf ) Ih = I~ · Así que cada terea sería realizada en algun 
segmento inicial. Pero nos hemos encontrado con un problema técnico. 
Para poder hacer la tarea UJ-" tenemos que asignar un Yó , con 8 > " . 
Y O aunque una técnica poderosa no es suficiente para lograrlo. Así 
que necesitaremos una nueva técnica. 
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Técnica de OF. Supongamos que una familia de tareas está indi
cada por las funciones de w) en w) . Si muchos segmentos iniciales de 
tareas pueden ser realizados , entonces, suponiendo V = L, en w) pasos 
podemos realizar todas las tareas. 

3.12. DEFINICIÓN. Muchos en el parrafo anterior significa que 
para todo f existe un conjunto estacionario Al , para el cual, E Al 
implica que la tarea Un,,/ puede ser realizada. 

La definición anterior ha sido bastante informal. Aunque esperamos 
que esto sea de ayuda para entender mejor la prueba. Al finalizar la 
prueba daremos una definición formal. 

Ahora, regresemos a probar el teorema por inducción. Si muchos 
segmentos iniciales tienen puntos limites , entonces X no es normal. 
(Suponiendo V = L y usando la técnica O F.) Así que podemos suponer 
que este no es el caso y probar que Y puede ser separado. Explicita
mente , " suponer que no" significa que existe una función f : w) -+ w) 

y un conjunto cerrado no acotado e tal que para todo, E e, n, no 
tiene puntos limites. 

Entonces, para cada , E e 

V"/ = x \ U B(yfJ ,f((3 )) 
fj <,,/ 

es un conjunto abierto que contiene a {Ya: (j ~ '"(}. Como e es 
cerrado, '"({(3) = sup{ '"( E e : , < (3} esta en e. Como e es no aco
tado, únicamente una cantidad numerable de (3' s tienen el mismo ,((3) . 
Así que existen abiertos ajenos W¡3 tales que si (3 < (3', ,((3) = '"(((3'), 
entonces Wfj n Wfj' = 0. 

Ahora Y puede ser separado , por que f3 < (3' implica 

(B(YfJ , f( (3 )) n V,,/(fj ) n Wfj n (B(yfj , f( (3')) n V"/(fJ ') n WfJ , = 0. 
caso 1. , ((3') ~ (3 < (3' . Entonces ,((3) = , ((3') , y Wf3 n WfJ, = 0. 

caso 2. (3 < '"( ((3') ~ (3'. B(yf3 ,/((3 )) n V"/(f3' ) = 0, ya que V"/(f3') = 

X \ U~<"/(fJ ') B(y~ , f(O) · 

Caso V. K, > cof(K,) > w . La idea básica es bastante similar 
al caso anterior. Podemos definir inductivamente un subconjunto H 
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mostrando que X no es normal si podemos encontrar una sucesión de 
tareas de segmentos iniciales que realizen todas las tareas . Si no existe 
tal sucesión, podemos usar este hecho para separar a Y. 

H puede ser definido si existe un orden tal que cada función tiene 
al menos un segmento inicial con muchos puntos limites. Más que 
considerar ekl caso V en detalle , listaremos las diferencias entre los dos 
casos. 

1. Consideraremos todos los posibles ordenes sobre Y . 
2. Consideraremos únicamente cof(K,) segementos iniciales de una 

función. 
3. En la condición cuando H pude ser definido mucho se refiere a 

puntos limites más que a segmentos iniciales. 
4. Los pasos son ordenados en superpasos. Donde un superpaso es 

una indicción que destruye todos los segmentos iniciales de una 
longitud dadad. 

5. Si H no puede ser definido , nosostros no lo separamos en un 
paso. Separamos tantos puntos como podamos; y entonces re
ordenamos de tal forma que cada punto malo tenga un indice 
menor. Ahora, como no existen sucesiones decrecientes de ordi
nales , después de w pasos , ya no existen puntos malos. Entonces 
separamos una cantidad numerable de separaciones como en el 
caso III. 

Finilizaremos la prueba mostrando cuando H puede ser definido. Sea e 
un conjunto de tipo de orden cof( K, ) cofinal en K,. H puede ser definido 
si existe una permutación cjJ de K·, tal que para cada función f : K, --t w) 

existe, E e tal que 

J[ U B(Y{:I, f( cjJ ((3)) n {Y6 : cjJ(S ~ ,})1 > , . 
<I>(f3) <'Y 

o 

Ahora pasaremos a formalizar la definición de O F 

3.13. DEFINICIÓN. A = {A¡ : f E K,"} es un sistema estacionario 
para K, si cada A¡ es un subconjunto estacionario de K" y para cada 
a E K, Y f , g E K,K , si Iro = g ro , entonces A¡n(a+l) = Ag n(a+1) , O 
para sistemas estacionarios (en K, ) es la aserción de que para cada 
sistema estacionario A para K" existe una sucesión {j~ }Q <'" tal que 
J~ E al> y para cada f E K," existe un conjunto estacionario S e A¡ 
tal que (3 E S implica que Ir{:l = 18· 
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El teorema anterior estuvo cerca de probar la independencia de la 
conjetura de Moore. Pero qué tan cerca estuvo, realmente será cierto 
que todo espacio normal y colectivamente Hausdorff es colectivamente 
normal. Desgraciadamente este no es el caso como lo muestra el sigu
iente ejemplo de Fleissner al cual llamo George. 

(George de Fleissner) Sea 

F = {(o,,8) : o: ~,8 < w¡}, 

Yo = {o:} x (w] \ ü) e F, ZfJ = {(o:,,) E F:, ~ ,8}. 
Consideremos la siguiente topología sobre F, sea y = {Yo : o: E w¡} 
una colección discreta y para cada ü, Yo ~ (w] \ 0:) via (a.,,8) 1-+ ,8. 
En otras palabras, F es el triangulo superior de w] con la topología 
discreta cruz w] con la topología del orden. 
Sea U la familia de subconjuntos cerroabiertos de Fj definimos U{3 = 
{U E U : U e Z¡3}; sea WfJ = {U E U : U n Z{3 = 0} j y sea J = 2u. 
Identificamos (0:,,8) E F con el punto Ya,{3 E J definido por Ya,{3(U) = 1 
si y sólo si (0:,,8) E F. Puntos de J \ F son aislados. Indexamos a las 
vecindades de Ya,{3 E J por subconjuntos finitos de U{3 . Para (0:,,8) E F 
ya E [UfjJ<w, definimos 

B(o: ,,8 , a) = {y E J : (\:fU E WfJ)(g(U) = O) 

1\ (\:fU E a)(g(U) = Ya ,fj(U))}. 
Es rutina verificar que hemos presentado una base para un espa

cio Hausdorff regular. Más aun, la topología de subespacio de F es la 
misma topología dada a F originalmente. 

George es normal. Sean J-! y K cerrados ajenos. Usando el truco 
tipico podemos suponer que H U K e F. Sea A un subconjunto cerroa
bierto de F, H e A e F \ K Sea U = U{B(o:,,8, {A}) : (0:,,8) E A}. 
Ahora en J, U es un cerroabierto y H e U e J \ K. 

George no es colectivamente normal Mostraremos que la familia 
discreta y = {Ya: a. E w]} no puede ser separada. Para cada o: < W¡, 

sea Wa un subconjunto abierto de J que contenga a Yo' Para cada 
(ü,,8) E F. escojamos a(o ,,8) tal que Yo,fJ E B(o:,,8,a(o:,,8)) e W". 
Sea ,(0:,,8) = rnin{¡ : Yo,,,! E 8(0 , ,8, a(o:, ,8))}. Por el lema de Fodor, 
para cada a E W¡, podemos encontrar na E w y ,a E W¡ tal que 
{,8 : la(o: , ,8)1 = na 1\ ,(0:,,8) = 'o} es no numerable. Escojamos rn E 
w, (E W¡, y re W¡ tal que Irl = 2"'+1, Y para a E r, no = rn, lo ~ (. 
Más aun, para o: E r, escogemos ,8n > ( tal que n( 0:, ,80) = rn y 
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,(a,f3a) = 'a' Abreviemos B(a ,f3a, a(a,f3a)) por Ba . 

Sea V = U \ W<' El mapeo ()(g) = grV de J en 2v envia a cada 
Ba, a E r , a un conjunto Ca de medida 2- m en la medida producto 
sobre 2v ya que a(a , f3a ) e V. Como Irl > 21/1. , existen ü, ü ' E r distin
tos y go E Ca n Ca" Definimos (J E J por g(U) = go(U) si U E V y 
g(U) = O si U E W<' Entonces y E Ba n B a,. Por lo tanto los U~s no 
son ajenos y J no es colectivamente normal. 

J es colectivamente Hausdorlf Sea D e J un conjunto discreto. 
Como es usual podemos suponer que D e F. Como Ya es numerable
mente compacto, ID n Yal < W; por lo tanto 

C = {, E w] : (Ya.i3 E D 1\ a < ,) -+ f3 < , } 

es un c. u. b. Para, E C, sea ," el sucesor de , en C; i.e. ,s = min( C \ 
b + 1)). Para cada, E C, sea l~ = {(a, f3 ) E F:, :::;; f3 < ,S} Y sea 
D-y = F-ynD. En espacios regulares colecciones discretas numerables de 
puntos son separadas. Así que para cada, E C, existe una colección 
{Ua,i3 : Ya f} E D-y }, de conjuntos abiertos que separan al conjunto 
discreto D-y- Finalmente, U-YEc {Ua ,¡1 nB(a,f3, {F-y } : Ya,fj E F-y} separa 
aD. 

3. LA CONJETURA DE MOORE y LOS GRANDES 

CARDINALES. 

Finalmente veremos como probar la independencia de la conjetura 
de Moore. Pero necesitaremos primeramente algunas definiciones. 

3 .14. DEFINICIÓN. Una medida, (de probabilidad) Jl , sobre un 
conjunto 1 es una función tal que:' 

(i) dam(Jl) es una O'-álgebra de subconjuntos de 1 y ran(Jl) e [0 , 1], 
(ii) Jl(0) = O Y Jl(I) = 1, 

(iii) si A e A' e r, entonces Jl(A) :::;; p(A' ), 
(iv) si {A n : n E w} es una familia ajena de subconjuntos de J, 

entonces IL(UnEwAn ) = L ',, (wJl(A,,). 

La propiedad (iv) se llama O'-aditividad. Para "', un cardinal, deci
mos que una medida es '" - aditiva si satisface (i), (ii) , (iii) y 
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(iV)K Si {Aa: U < ,B} , donde,B < 1\., es una familia ajena de sub
conjuntos de 1, entonces J.l(U(} < 6 Aa) = La<fl J.l(Aa). 

Esto es, a-aditiva significa w)-aditiva. La siguiente variante de (iV)K 
sera conveniente posteriormente. 

(iv)~ Si {Aa: U < .B}, donde .B < 1\., es una familia de subconjun
tos de 1 cerrada bajo uniones finitas, y J es un número real positivo, 
entonces existe I < ,B tal que IL(Ua<fI Aa) < JL(A..,. ) + J. 

Decimos que un filtro F sobre 1 es I\.-completo si la función carac
teristica X:F, definida por X:F(A) = 1 si y sólo si A E F , es I\.-aditiva. 
Cuando F es un filtro sobre un conjunto 1, Y f, 9 son funciones con do
minio 1, decimos que " f < 9 mod F " si existe F E F tal que para toda 
i E F, f(i) < g(i). Frases cumo f es constante m.odF deben ser inter
pretadas de manera similar. La siguiente medida particular sera usada 
frecuentemente en este capitulo es la siguiente. La medida producto 
sobre 2/ . Sea HI el conjunto de funciones de un subconjunto finito de 
1 en 2 = {a , l}. Para cada TI E HI , definimos [17]1 = {J E 21 : 17 e f}. 
La medida pToducto , J.lI , es definida sobre B I , la a-álgebra generada 
por {[17]1 : TI E H¡}, tal que J.l([r/]¡) = 2- k

, donde Irll = k. Como es 
usual omitiremos la 1 si esta es clara del contexto. 

3.15. DEFINICIÓN. El A:ciorna de e:r:tensión de medida producto 
(P M EA) es la siguiente ascersión. Para cada 1 existe una medida 
e-aditiva J.l/ definida sobre P(2 /) que extiende a la medida producto. 

Kunen había escrito, pero nunca publicado, una prueba de que 
PMEA es consistente relativo a la existencia de un cardinal fuertemente 
compacto. La prueba puede ser encontrada en Kanamori[1997]. 

3 .16. TEOREMA. (Nyikos). Supongamos PM EA. Entonces cada 
colección normalizada en un espacio de caracter menor que e es sepa
rada. En particular, todo espacio de Moore normal es metrizable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea y = {Y; : i E J} una familia de subconjuntos 
de un espacio X de caracter menor que e, normalizada por U = {{} J : 

J e I} . Para cada y E U y , fijemos una base de vecindades N"y , donde 
INyl ~ c. Para cada y E U y y J e 1, escojemos N(J, y) E N"y tal que 
N (J, y) e UJ v N ( J, y) e x \ {} J. 

Identifiquemos a P(J) con 2/ via funciones caracteristicas; sea J.l = 
JLI , la extensión de la medida producto sobre 21 dada por P M EA. Para 

., .• j ..... ;:<.~ 
.:J 1 •. _.J ,-.,I~.,-,· I 

'. 
. ~, ... 
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cada y E UY y cada N E N;" sea J(N,y) = {J E 2/ : N(J,y) = J}. 
Ahora , para cada y E U y , 2/ es la unión de la familia ajena J = 
{J(N,y) : N E Ny}. Ya que IL es e-aditiva existe un subconjunto finito 

Ky e J y tal que J.l(U Ky) > i· Sea Wy = n{N E Ny : J(N , y) E Ky}. 

Sea W; = U{Wy : y E Yi}. 

Veamos que {Wi : i E I} separa y. Si este no fuera el caso, 
entonces existirían i -:1- j, Y E Y :¡ , y z E Yj tales que Wy n Wz -:1- 0: Sea 

[1]J = {f E 2/ : f(i) = 1/\ f(j) = O}. Como J.l(U Ky) > ~, y J.l([1]]) = ~ , 
8 4 

existe J E [r¡Jn(UKy)n(UKz) . Entonces UJn(X\UJ => wynwz -:1- 0. 
Lo cual es una contradicción. O 

4. ESPACIOS DE MOORE UTILIZANDO eH 

¿Es necesaría la existencia de grandes cardinales para probar la 
consistencia de la conjetura de Moore ? 

El primer paso en la busqueda de esta respuesta fué dado por Fleiss
ner [1982J donde él construyo un espacio de Moore normal no metrizable 
utilizando CH únicamente. 

El ejemplo bajo eH 

El haber construido un espacio de Moore con hipótesis tan debiles 
dejó finalmente el siguiente teorema, el cual en palabras de G . M. Reed 
deja a la conjetura de Moore en las manos de Dios y de los grandes car
dinales. A consecuencia de su complejidad omitiremos la demostración . 
Vease [Fleissner 1984J 

3 .17. TEOREMA . Las siguientes condiciones son equivalentes. 

(a) Ningún modelo interno tiene un cardinal medible. 
(b) Existe un espacio de Moore normal no metrizable. 
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