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Antes o voo da ave, que passa e nao deixa rasto

A ave passa e esquece,...

A recordagdo é uma traigéo a natureza,
Porque a natureza de ontem ndo é natureza.
0 gue foi ndo é nada, e lembrar é néo ver.

Alberto Caeiro
Heterénimo de Fernando Pessoa
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RESUMEN.

Se presenta una exposicion elemental de las funciones de variable
compleja y de su utilizacion en la solucion de problemas fisicos que
pueden asociarse a la ecuacion de Laplace. El enfoque del trabajo
es hacia la obtencion de potenciales complejos a partir de la técnica
de transformacion conforme y particularmente de la Transformacion
de Schwarz-Christoffel, que permite la obtencion de soluciones en
regiones poligonales pero que presenta dificultades practicas, que
actualmente se superan mediante la aplicacibn de métodos
numéricos. En el campo de la Mecanica de Fluidos, la ecuacién de
Laplace permite representar el flujo de un fluido ideal (no viscoso),
donde la rotacién de las particulas es pequena.



OBJETIVOS.

Se revisan algunos conceptos Utiles para la solucion de la
ecuacion de Laplace y a su aplicacion al andlisis del flujo potencial y
se pretende alcanzar, como objetivos generales, los siguientes:

a) Presentar al proyectista de ingenieria una herramienta de
analisis para el flujo bidimensional, en forma practica.

b) Presentar la transformacién conforme como una
herramienta que permite resolver, problemas del ingeniero de
proyecto, 0 que aporta una primera aproximacion al analisis de
problemas particulares.

Cc) Hacer patente la simplicidad de representaciones
geométricas, a partir de funciones analiticas y de la transformacion
conforme, que puede ser Util en campos de disefio, incluso ajenos a
la ingenieria.



INTRODUCCION

En este primer capitulo, se ubica la técnica del flujo potencial entre
los métodos analiticos de los que dispone el ingeniero para modelar
problemas fisicos. Particularmente, se muestra la posibilidad de
representar el flujo de un fluido perfecto (no viscoso) mediante la
ecuacion de Laplace.



1.1- Antecedentes.

Para garantizar la seguridad y el correcto funcionamiento de las
obras de ingenieria ante las diferentes condiciones de operacién a
que son sometidas durante su vida util, es indispensable la
elaboracion de modelos que permitan evaluar las diferentes
variables de interés durante la operacion de la obra en proyecto.

En forma breve, puede decirse que en la actualidad, las
herramientas de modelacion de las que dispone el ingeniero son:

a) Modelos matematicos (o analiticos).
b) Modelos numéricos.
C) Maodelos fisicos.

Los primeros son los mas econémicos y elegantes, pero
presentan la desventaja de que no son versatiles ante la amplia
gama de problemas reales que se presentan en el campo de la
ingenieria. En problemas donde las variables de interés pueden
representarse como una ecuacion diferencial, o un conjunto de ellas
que operan dentro de un dominio de analisis, las opciones de
solucion matematica suelen ser escasas y aplicables Unicamente a
casos donde el dominio de andlisis tiene una forma geométrica
regular (ej. Circular, rectangular, etc.).

Los modelos numéricos han tenido un desarrollo muy importante
en los dUltimos anos, gracias a las novedosas tecnologias
disponibles en los equipos de computo.

Actualmente es muy comun el uso de modelos basados en los
meétodos de diferencias finitas, volimenes finitos, elementos finitos,
elementos de contorno, etc. Los cuales permiten evaluar las
variables de interés, en dominios delimitados por fronteras
sumamente complicadas. La obtencion de resultados mediante este
tipo de modelos, es competitiva econémicamente con el uso de
modelos matematicos, dada su versatilidad y disponibilidad de
programas a bajo costo.

Los modelos fisicos a escala, son importantes en la etapa de
andlisis de dispositivos para manejo de fluidos, tales como valvulas,
compuertas, vertedores, bombas, etc., y en general, donde requiere
modelarse el flujo en 3 dimensiones, teniendo ésta, como la Unica
opcion de modelado confiable. La construccion de un modelo fisico,
puede considerarse la opcion mas costosa, sin embargo se justifica
en obras de gran magnitud, y también es Util en problemas mas
cotidianos, si es posible representar un efecto particular del flujo
como un salto hidraulico, rapida de un vertedor o una descarga a un
cuerpo de agua, etc. construyendo un modelo casero (Echavez
[1996], Vergara [1993]).



Nunca debe perderse de vista, que las diferentes opciones de
modelacion pueden complementarse unas con ofras, y gue son
siempre herramientas al servicio del ingeniero de proyecto.

La transformacion conforme, es un método de modelacion
matematica que se deriva de algunas propiedades de las funciones
analiticas de variable compleja, y permite solucionar de manera
elegante y practica algunos casos de flujo perfecto bidimensional.

1.2.- Flujo Potencial.

Desde el punto de vista de la mecanica de fluidos, al tratar el flujo
potencial, estaremos hablando de un flujo incompresible no viscoso.
De manera estricta no es posible encontrar en la naturaleza un flujo
de este tipo; sin embargo su estudio es una herramienta importante,
dado que para flujos con altos numeros de Reynolds
(especialmente en flujos externos), los efectos viscosos quedan
confinados a capas limite anexas a las superficies solidas y a
regiones desprendidas y estelas. El flujo fuera de la capa limite es
irrotacional y, para los fines comunes de la ingenieria hidraulica,
incompresible.

En los flujos internos, las capas limite crecen desde las paredes y
al encontrarse, desaparece el nacleo no viscoso. Alun asi, |a teoria
no viscosa es aplicable a conductos cortos, como toberas, orificios
y obras de toma. Inclusive puede emplearse en conductos cerrados
con flujo totalmente turbulento, ya que en este caso, la distribucion
de velocidades es casi uniforme a todo lo ancho del conducto, a
excepcion de la zona cercana a las paredes. Para este caso y
algunos ofros, la consideracion de no viscosidad es aplicable
siempre y cuando la interaccion de las zonas viscosas y no viscosas
se modele adecuadamente ( White [1979]).

Las ecuaciones fundamentales para el flujo no viscoso son las
siguientes:

Ecuacion de continuidad:

V-v=0 @1

Donde V es el operador diferencial dado por:

V:(ﬁ, € @] 22)
ox oy Oz

y v es el vector de velocidades.

Ecuacién de la cantidad de movimiento:



dv
p——=-Vp+(p-g) 2.3)
dt
donde p es el valor de la presion (escalar), p es la densidad del

fluido que es constante dada la consideracion de incompresibilidad,
g es la aceleracion de la gravedad, que en general puede

- - dv
aceptarse como un vector en la direccion —z, y & es la
!

aceleracion total de la particula fluida.

La caracteristica principal del flujo potencial, es que la velocidad
en cualquier punto del flujo puede expresarse de la forma:

v=-Vo (2.4

donde @ es una funcién escalar conocida como potencialy V¢
representa por definicién el gradiente de ¢, que es un vector

coincidente con la linea de maximo incremento del potencial. El
vector velocidad adopta el signo negativo, debido a que tiene el
sentido de maximo descenso de @. Las componentes de la
velocidad en cualquier punto estaran definidas por las componentes
del vector — V¢, a saber:

_(3_«;3) v=_5_(0 w:_c')_go (2.5

ox oy oz

=

Aplicando el principio de continuidad (2.1) a la representacion
potencial del vector velocidad (2.4), se llega a la ecuacion de
Laplace que es:

2 2 2
Vip=0 0 6(0+6¢+a@=0
ox oy oz

2.6)

En la que el signo negativo del gradiente del potencial se hace
innecesario, dado que la ecuacion esta igualada con cero. Para
hallar soluciones particulares de la ecuacién de Laplace para un
problema determinado, es necesario definir como condiciones de
contorno: 1) La geometria del dominio, entrada, salida y fronteras
solidas; 2) Las velocidades del flujo aguas arriba, aguas abajo o en
alguna seccion del flujo; 3) Se considera que las velocidades
perpendiculares a las fronteras solidas son nulas, pero que la
velocidad tangencial a éstas no lo es, por lo que se considera que
las fronteras solidas coinciden con lineas de corriente ¥ . Una

solucion de la ecuacion de Laplace, puede visualizarse como una
red de flujo, en la que las lineas equipotenciales ¢ = cte

representan lineas de igual energia potencial, al igual que lo son las
curvas de nivel en una montana; La otra componente de la red de
flujo, son las lineas de corriente Y =cfe. que son siempre



perpendiculares a las equipotenciales y van en la direccion del flujo.
Las lineas de corriente satisfacen también la ecuacion de Laplace.

De las definiciones anteriores, la ecuacion de la cantidad de
movimiento puede escribirse de la forma:

—2

v

—L 3 —+u+gz = constante 2.7)
o p 2

gue es la ecuacion de Bernoulli para flujo no permanente, sin
embargo, en los problemas que se tratan en el presente trabajo, se
considera que el término dependiente del tiempo es nulo.

En general se conocen varias funciones que satisfacen la ecuacion
de Laplace en un plano, ya que los problemas tridimensionales se
resuelven solamente para casos axisimétricos, partiendo de las
soluciones en el plano y haciéndolas girar alrededor del eje de
simetria. En la mayor parte de los casos, las soluciones
tridimensionales obtenidas no satisfacen la ecuacion de Laplace,
pero son una aproximacion adecuada.

1.3.- Superposicion.

Para obtener la solucion particular de la ecuacion de Laplace en
un problema, se parte de funciones que de antemano se sabe
satisfacen la ecuacion en un plano, y partiendo del hecho de que el
laplaciano es un operador lineal, la suma de dos soluciones son
también una solucion.

Como casos practicos, se mencionan a continuacion tres
soluciones elementales para flujos contenidos en el plano:

1.- Corriente Uniforme.

2.- Fuentes o Sumideros.

3.- Vortices o Torbellinos (el flujo presenta una singularidad donde
es rotacional).

Si se considera un flujo uniforme con velocidad constante U, en

el que las rectas que representan las lineas de corriente forman un
angulo & con la direccion positiva del eje x , la funcion potencial y
de corriente tienen la forma:

¢ =U_(x cos aty sen a) (2.8)

v =U, (x cos aty sen o) 2.9

La solucion de una fuente o un sumidero, considera que desde el
origen del sistema de referencia, estd emanando un caudal

Q =const.=v, (2zr) =2zm en el caso de la fuente, donde las



lineas de corriente son radiales y las equipotenciales son
circunferencias concéntricas en el origen. En el caso del sumidero,
la velocidad del flujo es radial hacia el origen, y en este el caudal se
“infiltra" o desaparece. Para este caso, es mas sencillo manejar
coordenadas polares:

@=mlnr (2.10)
v =mé (2.11)
donde m=rv o 2.12)

El torbellino bidimensional es una solucion algebraicamente
semejante a la anterior, en donde los papeles de las lineas
equipotenciales y de corriente se intercambian representando un
flujo circulatorio puro, con una velocidad tangencial que disminuye
como 1/r . Tiene también una singularidad en el origen, donde @ y

¥ no estan definidas.
p=K0 2.13)
w=—Klnr (2.14)

La intensidad del torbellino K, tiene las mismas dimensiones que
la intensidad m de la fuente.

1.4 .- Aplicaciones.

Los ejemplos que se presentan, fueron desarrollados en un
programa de computo que corre bajo ambiente Java de Internet, es
decir, es un programa que esta al servicio de los usuarios de
internet en la pagina http://www.mecaps.cict.fi/ en la secciéon de
Visualizacion Numérica y el proceso de los datos se desarrolla en un
servidor. La principal ventaja de este programa, es que esta
desarrollado de manera didactica para el aprendizaje de los flujos
perfectos y la transformacion conforme.




Figura 1.1. Cuerpo seminfinito de rankine: formado por la
superposicion de un flujo uniforme y una fuente.

Figura 1.2. Ovalo de Rankine: Flujo formado por la superposicién de
un Flujo Uniforme, una Fuente y un Sumidero alineados.
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Figura 1.3. flujo alrededor de un cilindro: superposicion de un flujo
uniforme y un doblete.
| & AR
T P

Figura 1.4. Cilindro con Circulacion: formado por la superposicién de

un flujo uniforme, un doblete y un torbellino.
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LA
TRANSFORMACION
CONFORME

Se describen algunos conceptos fundamentales de las funciones
con variables complejas, como la derivabilidad, y la descripcion del
comportamiento de algunas funciones de uso frecuente.
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En el capitulo precedente se revis6 el campo de aplicacion del
Flujo Potencial, donde las variables de interés, como la velocidad,

pueden obtenerse a partir de una funcion escalar ¢, conocida

como potencial, que satisface la ecuacion de Laplace. En el
presente capitulo se hara uso de la teoria de las variables complejas
para hacer patente su utilidad en la solucién de problemas fisicos

que pueden asociarse a una funcién potencial ¢ .

Profundizar en el tema de las variables complejas no es un
objetivo del presente trabajo, sin embargo, es necesario seguir un
camino adecuado sobre este campo de las matematicas, para
entender la transformacion de Schwarz-Christoffel.

2.1 Funciones de Variable Compleja.

Se conoce la asociacion que una funcion de variable real hace
entre dos conjuntos de numeros reales. La expresién y = f(x)

indica que, para el conjunto de valores que puede adoptar la
variable x, es posible asignar correspondientes valores de y . Esta

relacion se expresa frecuentemente mediante una expresion
algebraica.

De esta manera, el dominio de la funcion, que es el conjunto de
valores que puede adoptar x, estd dado por {al,az,...,an}, y

f(x) asocia de manera biunivoca los elementos del dominio con
los elementos del contradominio o imagen de la funcion, y que se

denotan como {f(al ), f(a,),. ..,f(aﬂ)},

Si se representa el dominio de la funcion f(x) como una linea

recta, que se asocia al conjunto de los nimeros reales, entre los
cuales, la variable x puede tomar algunos valores, y se hace lo
mismo para la variable y, puede hacerse una representacion

gréfica como la siguiente:

L Il | =

t

T =

Of(a) f(a) f(@) fl@) f(x

Figura 2.1 Representacion de una funcion real de variable real.



De esta manera se observa que, para un cierto valor real a, de x
en el dominio de la funcion, existe un solo valor f(af.) que puede

representarse en el eje Y, y que es conocido como imagen de 4, .

Se acostumbra representar las funciones reales de variable real en
un plano cartesiano, donde las funciones continuas son
representadas por una curva en dicho plano. Sin embargo, para los
fines de este trabajo, la representacion de la figura 2.1 es suficiente,
ya que nos acerca al objetivo de hacer una analogia entre las
funciones de variables reales, con las funciones de variables
complejas.

Un nimero complejo se define con una expresion de la forma:
z=x+1iy

Donde x y y son numeros reales, siendo x la parte real de z,
x =Re(z) y y es la parte imaginaria de z, y = Im(z). Cuando
x=0y y#0,sediceque z es un nimero imaginario puro.

La unidad imaginaria se define como:

Y las potencias enteras de 7 adoptan valores que se repiten de
manera ciclica, lo que proporciona un comportamiento peculiar a las
funciones de variables complejas. Dicho comportamiento ciclico,
repite el valor de la potencia de i, cuando se incrementa, o
decrementa en 4 unidades, su exponente entero. Como ejemplo se
presentan algunas de la potencias enteras de 7, a partir de las
cuales se puede obtener cualquier otra.

Aplicando la propiedad ciclica de las potencias enteras de 7,
v .0 . P
puede verificarse que /i =1, que es una potencia homologa con
.4 a o 5 i 3
i*=1ysevequei ' =-i,que tiene correspondencia con i° .

Un nimero complejo puede ser representado como un vector en
un sistema coordenado bidimensional, que se denomina plano
complejo, o plano de Argand. La parte real de z se grafica en el eje
horizontal, y la imaginaria en el eje vertical. Se ilustra lo anterior en la
figura 2.2.

14



1 Im(2)

Z=x+iy
)
P
" Re(2)

Figura 2.2. Representacion de z en el plano complejo o plano de
Argand.
Si r es lamagnitud de z , dada por:
Fom o
r=x’+y* =|7; tang=2
X

7] es el angulo que el vector z forma con la horizontal. El
numero complejo z , puede escribirse también en forma polar, es
decir:

z=r(cosf +isend)
Al angulo @ se le conoce como argumento de z , y se dice que

6 = arg(z).

La tercera forma de representar de forma algebraica a un nimero
complejo, es:

z =re'

En sintesis:
z=x+iy =r(cos@ +isend) = re"

Con la finalidad de no abundar demasiado en los detalles del
algebra, y comportamiento de las funciones mas usuales de
variables complejas, se incluye el Apéndice 1 al final de este trabajo.

15



Tal como se indico al inicio de la seccion (2.1), una funcion real de
variable real y = f(a,), permite obtener la imagen del punto

x=a; y dicha funcién, puede representarse como puntos
ubicados en el eje X, y sus imagenes correspondientes en el eje Y.

En el caso de las funciones de variable compleja, la situacion es
menos sencilla, ya que una funcién de la forma w = f(z), indica
que para ciertos valores de z en el plano Z, es posible obtener su
imagen en el plano W, esto es, la funcién w = f(z), define una

transformacion de los puntos del plano Z hacia su imagen en el
plano W.

Por ejemplo, la funcion definida por w =2z, donde w es el
conjugado de z, transporta o transforma, los puntos del semiplano
superior del plano Z, en los puntos del semiplano inferior de W.

Im(z) Im(w)

o
i A

77

Re(z)

Plano Z Plano W

Figura 2.3. Transformacion del semiplano superior en Z, definida por
la funcion w = Z .

16



2.2 Funciones analiticas.

En esta seccion se estudia el concepto de derivacion de
funciones complejas, y se resaltan algunas condiciones importantes
gue cumplen aquellas funciones que tienen derivada, llegandose a
las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Dada una funcién compleja de variable compleja f(z), definida
en una regién R que contiene al punto z,, la derivada de f(z) en

z = z,, se define como:

df;{zzo) :fl(z()) - Er_‘}o f(zu +A§3_f(zu)

Cuando dicho limite existe, se dice que f(z) es derivable en z,

Alternativamente, considerando Az = z — Z,,la ecuacion anterior
puede escribirse de la forma:

fl(zo)z lim .f(Z)—f(Zo)

Az 0 z— z0

Una funcion continua de variables complejas, no sera
necesariamente derivable (o diferenciable). En este sentido, una
condicion necesaria que cumplen las funciones derivables es que,

el valor de la derivada f'(z,) sera el mismo, independientemente
de la direccién que se adopte para evaluar el limite.

Para ilustrar lo anterior, se muestra en la figura 2.4, el plano Z que
es el dominio de la funcion f(z),y el plano W, que es laimagen de

Z. Sien el limite z — z,,, se cumple que el valor Az estaré acotado
por un valor & , es decir, |z —z,| <8,y | f(z)— f(z,)| <& estara

acotado igualmente por el valor &, para todo &3>0

(suficientemente pequefio) y & > 0. De este modo, si las funciones
derivables cumplen con la condicién descrita anteriormente, se
entiende que una funcion de este tipo define una transformacion del
plano Z hacia el plano W, donde cada segmento de recta con
longitud Az — 0 sufre un escalamiento (y tal vez un giro) antes de

llegar al segmento Af(z) tal que Af(z)= f'(2)Az

17



Y v
i i)

/[
— —
\ fz),/
b
A%/’— Zo fzo) ’II
& \Q“‘H-"///
0 ' X 0

Plano Z Plano W

Figura 2.4. Inmediaciones de 2,y f(z,).

Las partes real e imaginaria de f(z) se escriben como
f(z)=u+iv, donde tanto # como v, son funciones de x y y,
es decir que puede escribirse f(z)=u(x,y)+iv(x,y). Lo
anterior puede sintetizarse entendiendo que finalmente f(z) es
una funcion de dos variables, x y y .

Para definir la derivada de f(z), es necesario seguir dos
caminos diferentes, a saber: a) Obtener la derivada de f(z) en la
direccion x, esto es, hacer Az = Ax y b)Obtener la derivada de
f(2) enladireccion y , haciendo Az =iAy .

a)

-]

u(x+Ax,y)—u(x,y) i v(x+Ax,y)— v(x,y)}
Ax Ax

que, aprovechando el concepto de derivada parcial puede
escribirse como:

F@=2ail

b)

£(z)= tim u(x,y+Ay) —ux,y) vy +Ay) - v(x,y)
Ay—»0| ,&y fﬁy

que equivale a:

18



R - -
Filz)= ?ay+6y

por lo que igualando las dos expresiones que permiten la
evaluacion de f'(z) y separando las partes real e imaginaria, es
posible escribir:

o _w o o
Ox Oy ' x Oy

que se conocen como ecuaciones o condiciones de Cachy-
Riemann, y es necesaria su satisfaccion para saber si una funcién
de variables complejas es derivable.

A diferencia del calculo de variable real, la derivabilidad de una
funcién compleja no se restringe al cumplimiento de las condiciones
de continuidad y suavidad de la curva, sino que es necesario
satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemann.

Por ofra parte, una de las consecuencias del cumplimiento de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann es que, en la representacion
gréfica de la funcién de variable compleja

f(z)=u(x,y)+iv(x,y), las curvas de nivel de u , es decir las
curvas u(x,y)=c,, son ortogonales a las curvas de nivel
v(x, y)=c,,para ¢, y ¢, constantes, en todos los puntos donde
f'(2) existey es diferente de cero.

Conocido el hecho de que f'(z) existe en todos aquellos puntos

donde se satisface el sistema de ecuaciones en derivadas parciales
de Cauchy-Riemann, surge la necesidad de abundar el concepto de
derivabilidad en un punto a la derivabilidad en una region. Para ello
se plantea la definicion siguiente:

Se dice que una funcion f(z) es analitica en un punto z,, si

f(z) es derivable en una vecindad de z,. La funcién f(z) es

analitica en la region, si es analitica en todos y cada uno de los
puntos de la regién.

Como ejemplo puede mencionarse que f(z)=e" es analitica en
todo el plano Z, mientras que f(z)= z no es analitica en ningun
punto de Z. f(z)=1/z es analitica para todo z#0.
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2.3 Transformacién Conforme.

Algunos problemas de la mecanica de fluidos, electrostatica,
conduccion de calor, y otros campos de la fisica pueden reducirse a
la solucion de la ecuacion de Laplace.

2 2
a¢ o8 _,
axz ay2

Definida cierta region D del plano Z. La funcion escalar ¢(x,y)

debe satisfacer ciertas condiciones de frontera dadas en el contorno
C de laregion D.

El estudio de las variables complejas ofrece un recurso
importantisimo para la solucion de la ecuacion de Laplace, ya que
las funciones analiticas la satisfacen. En la funcion analitica

f(2)=u(x,y)+iv(x,y), tanto u(x,y) como v(x,y) cumplen
las condiciones impuestas a la funcion @(x, y) por la ecuacion, es
decir, cualquier funcion de este tipo al sustituirse en el lugar de
@(x,y) en la ecuacion de Laplace, la satisfara.

Dada la diversa naturaleza de los problemas que pueden
analizarse resolviendo la ecuacion de Laplace, surge
inmediatamente el problema de las complicadas geometrias que
puede adoptar el contorno C del dominio D donde se analiza el
problema.

El método de la transformacion conforme sugiere: representar la
geometria del dominio del problema en un plano complejo;
Conocida la solucion de un problema de la misma naturaleza en un
dominio mas simple (ej. circulo unitario ), es posible transportar la
solucién de esta region ultima hacia el dominio del problema de
interés, mediante un conjunto de transformaciones conformes tales
que, lleven la geometria del circulo unitario hacia el contorno de
anélisis C.

La idea anterior tiene su base formal en el teorema de Riemann.
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Teorema de Riemann.

Sea D una region simplemente conexa del plano Z. Existe una
funcién univalente f(z) tal que w = f(z) transforma la region D

en el disco [w| <1.
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Plano Z Plano W

Figura 2.5.

El teorema de Riemann no especifica nada acerca del
comportamiento de f(z) en el contorno de la regién en estudio D,

pero si proporciona la base para el método de la transformacion
conforme que, lamentablemente, es de aplicacion sencilla
unicamente en casos de geometrias simples de la region D. Para
geometrias exoticas, el problema fundamental consiste en encontrar

la transformacion f(z).

Un agravante de lo expuesto en el parrafo anterior, es que, para la
aplicacion del método de la transformacion conforme, no es

suficiente conocer la transformaciéon f(z), sino que también, se
hace necesaria la obtencién de la transformacion inversa F(w),
donde z = F(w).

Si se nombra C* a la imagen del contorno C de una region que se
somete a la transformacion f(z), y se considera un punto z, que

pertenece a C, puede demostrarse que si f'(z,) # 0, laimagen de
z, en el plano W pertenece al contorno C* y que el angulo de
inclinacion @ que forma con la recta tangente a C en el punto z, se
vera incrementado en la imagen arg f'(z,), asi que el angulo de

s % - 2 '
inclinacion de la recta tangente en w, sera 6+arg f'(z,), tal
como se muestra en la figura 2.6.
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4 0 + arg f'(zo)

arg dw =arg dz + arg f'(zo)

Figura 2.6. llustracion de la transformacion de la inclinacién de una
recta tangente a C, ante la transformacion w = f(z).

Una consecuencia inmediata de la propiedad geométrica
expuesta anteriormente es que, para cualquier punto donde

f'(z) #0, las transformaciones analiticas preservan los angulos.
De hecho, si dos curvas se intersecan en z,, puesto que cada
curva gira exactamente arg f'(z,), el angulo de interseccion de las

tangentes a las curvas en z, se conserva. A las transformaciones
que presentan esta propiedad, se les conoce como conformes.

Teorema.

Dada la funcién f(z), analitica y no constante' dentro de un

dominio D del plano complejo Z. Para cada punto z € D donde
f'(z)#0, f(z) define una transformacién conforme, esto es,
preserva el angulo que forman dos arcos diferenciables.

Adicionalmente a la conservacion de los angulos, una
transformacion conforme tiene la propiedad de escalar las

distancias en las inmediaciones de z, de acuerdo al factor
\ i '(zo)\‘ De hecho, suponiendo que z esta cercade z,,y que w,

es laimagen de z,, entonces la ecuacion

lim !f(z)_f(zo)‘

2z, |z-z)

(@)=

1 La expresion “no constante” se usa para denotar que f'(Z) #0 entodala
region D.
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implica que [w —w,| = | f'(z,)|z — z,| cuando z — z,

Ejemplo 2.1

Sea D, una region rectangular del plano Z, con fronteras en
x=0, y=0, x=2 y y=1. La imagen de D bajo la
transformacion w = (1+i)z + (1+ 2i) esta dada por la region D',
en el plano W con fronteras en u +v=3, u—v=—1, u+v="7Yy
u-v=-3.

w=(1+i)z+(1+2i)

Plano Z Plano W
Figura 2.7. Ilustracion del ejemplo 2.1.

En la figura 2.7 que muestra el rectangulo D y su imagen D’ en el
plano W, se observa que la region original D, se traslada tanto como

(1+2i) y gira #/4 en el sentido contrario a las manecillas del reloj

y se escala en ﬁ g
Ejemplo 2.2

Sea D una region triangular con fronteras en x=1, y=1y

x+y=1. La imagen de D bajo la transformacion w =z’ esta
dada por el triangulo curvilineo a'b'c' mostrado en la figura 2.8.

23



Plano Z

Figura 2.8. Ilustracion del ejemplo 2.2.

2

En este ejemplo, w=x"-y*, v=2xy. La linea x=1 se

transformaen # =1—y*>, v=2y, olo que es lo mismo u =1—1’4i
y de manera semejante lo es para el resto de los lados del triangulo.
Dado que f'(z)=2z yel punto z=0 esta fuera de D, el mapeo
es conforme sobre toda la region. Las imagenes de los puntos
a,b,c, estan dadas por los puntos a',b',c', respectivamente.

2.4. Puntos Criticos.

Donde f'(z,)=0, la transformacion analitica f(z) deja de ser

conforme. A los puntos que presentan esta caracteristica se les
conoce como puntos criticos de f . Si se obtienen n derivadas de

f(z), de manera que sean nulas hasta " (z) =0,y siendo la
primera no nula f(z)#0; es decir, si la funcion f(z) tiene
derivadas no nulas hasta la derivada n-ésima f‘”(z)#0, la
representacion de 6(w) = w — w, en series de Taylor es:

ow = -1-f(")(::0)(§z)" + 1_ - f(ﬂ“”(zo)(&)ml +
n! 1+1)!

(r

donde f"(z,) denota la n-ésima derivada de f(z) en z = z,.
Entonces, como §(z) > 0

arg(éw) — narg(z) + arg(f " (z,))

Esta ecuacion, que es una expresibn mas general que
6 +arg f'(z,), indica que el angulo entre dos elementos de linea
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en el punto z, se incrementa o multiplica por el factor », de esta
manera puede establecerse el siguiente:

Teorema.

Considérese f(z) analitica y no continua en un dominio D del
plano Z. Supéngase f'(z,)=f"(z,)=...= f""(z,)=0,
f™(z,)#0 y zy,eD. Entonces la transformacion f(z)

incrementa n veces el angulo entre dos arcos diferenciables que se
intersecan en z,.

Ejemplo 2.3

Sea D la region triangular determinada por x=0, y=0 vy

x+y=1. La imagen de D bajo la transformacion w = z? esta
dada por un triangulo curvilineo a’b'c’ mostrado en la figura 2.9.

En este ejemplo la transformacion
w= f(z)=u(x,y)+iv(x,y), esta dada por.

f@)=2"
@)=t ip)’
f(z)=x*+2ixy -y’

agrupando las partes real e imaginaria de f(z) puede escribirse

f(2)=(x-y*)+i(2xy)

Por lo que, a simple vista, es posible determinar que las partes
real e imaginaria de f(z) son:

u(x,y)=x* -y’ v(x,y) = 2xy

Las lineas x=0; y =0, se transforman en v=0 con #<0;
v=0 con u=>0 respectivamente, y la recta x+y=1 se
transforma en 1(1-#?). La transformacion f(z)=z> no es
conforme en z =0 porque la segunda derivada, es la primera que

no es nula, de aqui, el angulo en b (que vale ’Ez en el plano Z)

debe multiplicarse por 2, lo cual, se verifica.
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Figura 2.9. llustracion del ejemplo 2.3.

El conocimiento de los puntos criticos es importante para
determinar en qué casos f(z) tiene inversa. La transformacion

inversa de f(z) es aquella que permite expresar z en términos de
w ; Es una expresion de la forma z = F'(w).

Una funcién f(z) se conoce como univalente en un dominio D,
si toma solamente un valor en D. Las funciones univalentes
proporcionan transformaciones uno a uno de D hacia f(D),y su

funcion inversa es univalente en f(D).

Cuando se trata de obtener una funcion inversa en las

inmediaciones del punto z,,y z, no es un punto critico, entonces
. . (]

w—w, estd dado aproximadamente por f'(z)(z-2z,). Es

posible, en este caso, que para todo valor de w, exista un Unico

valor de z, esto es, f(z) es localmente invertible. Sin embargo, si

Z, es un punto critico, y la primera derivada no nula en z, es
f(z,), entonces w—w, estd dada aproximadamente por:

" (z,(z—z,)"/nl. Asi, es natural esperar que para cada w
existen n diferentes valores de z; esto es, la transformacion

inversa /(w) no es univalente en la region transformada, y se dice
que tiene un punto de ramificacién de orden ».

26



05

7

Figura 2.10. Superficie de Riemann para f(z)=z'""

n

La expresion w = z''" representa una transformacioén uno a uno
desde el plano Z hasta una superficie de n hojas en el plano W. Si
un nimero complejo w # 0, es dado sin especificar la hoja de la
superficie donde se encuentra, existen entonces n posibles valores

de z para el solovalor w ; es decir, w = z"" tiene una inversa con
n posibles valores. Sin embargo, cuando se consideran completas

las superficies en Z, y en W con todas sus hojas, w = z" tiene una
funcién inversa univalente.

A la region en W que considera las n hojas (o ramas) de la

n

funcién w = z"" se le llama superficie de Riemann. Cada rama
abarca la totalidad de la region compleja, excepto el origen, es decir

el conjunto {C}—»O. Ademéas de las funciones de la forma

w=1z"" existen otras funciones que presentan el efecto de

ramificacién, por ejemplo la superficie de Riemann de la funcion
w=e" presenta un numero infinito de ramas, por lo que es
importante tenerlo en cuenta cuando se maneja la funcién inversa,
que es la funcidbn logaritmo, que presenta comportamiento
univalente con una rama de la superficie de Riemann, siempre y

cuando se evalle sobre una franja infinita de altura 2z, como por
ejemplo — < y < & . Es decir la franja infinita citada se transforma

hacia una rama que se extiende por todo {C }— 0,y es claro ver

27



que existen una infinidad de franjas semejantes hacia y + y hacia
y— (ver Churchill RV. [1970], Cohn H. [1967], Spiegel [1991],
Wunsch A. D. [1979]).

En las figuras 2.10 y 2.11, se ilustran la idea de las superficies de
Riemann para dos casos diferentes.

Figura 2.11. Superficie de Riemann para f(z)=z""*

2.5. La Transformacion Bilineal.

Una transformacion de la forma:

az+b
W=
cz+d

ad —bc#0 6)

se conoce como transformacion bilineal, fraccional lineal o de
Moebius; a,b,c y d son constantes complejas, y z representa la

variable compleja. La condicion ad —bc #0 es necesaria para
evitar que w se convierta en una constante.

El primer caso a revisar de esta transformacion, es cuando ¢ =0
y d =1, de esta manera la transformacion queda:

w=az+b
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Si de inicio se desprecia el efecto de b y se escribe z =ye®,
a=lale'” , se obtiene w = rlale"®®. Lo cual significa que todas
las distancias al origen de cualquier punto en Z se multiplican por un
factor \a\, y ademas, giran un angulo a alrededor del origen. La
consideracion de la constante b , inducira un efecto de traslacion de
todos los puntos del dominio, la traslacién tendra evidentemente, el
valor de b . Las transformaciones que caen dentro de este primer
caso analizado, transforman circulos en circulos.

Como segundo caso, se revisa el comportamiento de una
transformacion bilineal de la forma

Que transforma el exterior de una circunferencia unitaria, en el
interior de la misma, y viceversa. La circunferencia unitaria \z| =1se

transporta hacia W como una circunferencia igual, ]w‘=l pero

descrita en sentido contrario, ya que arg(w)=—arg(z). Las

transformaciones de este segundo caso, transportan circulos a
circulos.

Volviendo a la expresion original de la transformacion bilineal,
puede ésta escribirse en la forma:

a bc—ad

¢ c(ez+d)

De este modo, se muestra que la transformacién bilineal es
equivalente a la aplicacion sucesiva de las siguientes tres
transformaciones:

L-z,=cz+d

1
-z, =—
Z

a bc—ad
m-w=—+———z2,
c c
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Las transformaciones | y Ill son semejantes y corresponden a las
del 1er caso analizado, mientras que la Il corresponde a una del
segundo caso. Dado que los dos casos de las transformaciones
bilineales analizados transportan circunferencias a circunferencias,
se entiende que lo mismo hace el caso general de la transformacion
bilineal. Aquellas circunferencias del plano W que corresponden con
circunferencias que pasan por el punto z =—(d/c) (cuya imagen

es w = oo ) degeneran en lineas rectas.

La transformacion bilineal es una funcion analitica de la forma
w= f(z), para todos los valores de 2z, excepto para

z=—(d/c);Y la derivada

oy D _ ad—bd
A

es no nula en cualquier punto del plano finito Z, (z# ) , a
excepcion tal vez de z = —(d/¢). Sin embargo, las excepciones en
z=w y z=—(d/c), son solo aparentes. Dada la ec. (8), la

transformacion (7) preserva el angulo entre dos arcos diferenciables
que se intersecan en el origen, siendo que este ultimo, se
transformaen w =o0.

Segun Nehari [1952], cuando se tiene definida una relacion lineal
entre z y w, que puede escribirse w= f(z),y z,,2,,2,,Y 2,
son puntos del plano Z, la expresion:

(zl . 24)(23 B zz)
(z1 o zz)(zs - 24)

Es la relacion transversal (cross ratio) de los puntos z,,z,,2;, Yy

z,, y dicha relacion transversal permanece invariable ante la
transformacion lineal w = f(z), o lo que es lo mismo:

(W, —w)(w; —w,) _ (z,—z,02z;,—2z,)
(W, —wy))(w; —w,) (2, —2,)(z; — z,)

2.6. Aplicaciones.

Una expresion mas general que aquella que define la
transformacion bilineal, es la funcion racional de 2° grado, cuya
forma es:

az’ +bz+c
azl+bhz+c¢

f(2)=

30



donde a, b, ¢, a', b' y c' son constantes complejas. Una
expresion de este tipo, que tiene aplicaciones en el campo de la
aerodinamica. es la transformacion:

(=+3)
Ww=—|z+—
2 z

Que se conoce como transformacion de Jowkovsky

s=z+1fz

Figura 2.12. Flujo alrededor de un perfil Joukovski: flujo uniforme y
circulo con circulacion (doblete con torbellino) centrado en (-0.2,0.2).
Transformacion S=f{(z)=a(z+b/z) ; a=1 ; b=I. La traslacion del origen
del circulo respecto a la direccion positiva de "x" determina la curvatura
del perfil, y siguiendo el sentido positivo en "y", el espesor. El angulo del
Slujo uniforme, determina la incidencia del perfil.

Si se considera una circunferencia que tiene su centro sobre el eje
real, que pasa por z =1, y contiene en su interior a z =—1; dado
que la derivada de w es nula en z=1, aqui, se encuentra un
punto critico de la transformacion, y los angulos que se ubican en la
proximidad a z =1, se duplican.

Particularmente, en el punto A, el angulo medido sobre el
contorno C que vale 7, se transforma en 2z en laimagen A’.

Si en el plano Z, la circunferencia C se traslada en direccion
vertical, permaneciendo z=-1 como un punto interior de la
circunferencia y A, en el contorno C. Si el centro se ubica en el
semiplano superior de Z entonces, la curva C' presentara un vértice
en A’. De este modo, cambiando apropiadamente el diametro y la
ubicacién de C, es posible obtener varias formas parecidas a C',
que recuerda la seccion transversal de las alas de los aviones. A
estos perfiles se les conoce como perfiles Jowkovsky
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s = 0.5In(z) - 1.5708i

Figura 2.13. Medio cuerpo de Rankine entre dos paredes paralelas:
Dos fuentes de la misma intensidad en el plano z, una en el origen y la
otra en (-1,0). Transformacion S=f{z)=aln(z)-ib ; a=1/2 ; b=1/2.

s=z"15

Figura 2.14. Flujo exterior a un angulo recto: flujo uniforme en el
semiplano superior de z. Transformacion S=f(z)=az’ ; a=1 ; b=1.5 El
valor de b define el angulo de deflexion del flujo en la frontera y el valor
de a define la amplitud del dominio.

22



APLICACIONES DE
LAS
TRANSFORMACIONES
CONFORMES

...como los cartégrafos en el pasado,
exploramos ahora todo un
nuevo mundo.

Steven G. Krantz

En este capitulo se muestran algunas aplicaciones practicas de
las técnicas de mapeos o transformaciones conformes, en
disciplinas como la medicina y la geografia. Se describe una técnica
de transformacion discreta basada en relaciones y proyecciones de
esferas o burbujas, apartandose por momentos de los conceptos
de las funciones con variables complejas.
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3.1.- Antecedentes.

Entre las aplicaciones clasicas de las técnicas de mapeo, se
encuentra la elaboracién de cartas geograficas mediante diversas
proyecciones que presentan en ocasiones, la propiedad de
conformidad, existen también algunas proyecciones cartograficas
que llevan a mapeos que son no conformes. Se describiran las
aplicaciones actuales de una técnica discreta para obtencion de
mapeos conformes. Dicha técnica fue propuesta por William
Thurston de la Universidad de California, y que se basa en un
teorema fundamental demostrado en 1970 por el matematico ruso
E.M. Andreev, este teorema no es de facil demostracion, ya que se
fundamenta en el trabajo sobre la geometria hiperbdlica.

La implementacion practica de las técnicas discretas de mapeo
conforme, se ha hecho posibles gracias a un programa de cémputo
desarrollado por Ken Stephenson en la Universidad de Tennessee.

A"Am *.A

‘( L))
%(,‘:?‘ G ,6 JQ/
( ,_\,,,;.ﬂ__,a 7”'

co A
. / “_REGION POR

el TRANSFORMAR

\

Figura 3.1. Concepcion de la transformacion discreta de una region
mediante un conjunto de circulos de igual radio con tangencias
exhaustivas. Notese el patrén hexagonal de las tangencias de las
circunferencias.

La técnica discreta se basa en el escalamiento de pequenas
circunferencias que llenan el area que se pretende transformar o
mapear. Si se parte de una cierta regién simplemente conexa (sin
huecos, y donde la frontera no se interseca a si misma), ésta puede
rellenarse con un conjunto de circunferencias de radio constante; Al
llenar el area original, no es necesario satisfacer condiciones muy
rigurosas en las fronteras, tal vez, simplemente observar que los
centros de todas las circunferencias queden dentro de la region por
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transformar. Puesto que los circulos que rellenan la region son de
igual tamano y son todos tangentes entre si, el patron de tangencias
tiene forma hexagonal, obsérvese la figura 3.1.

En el articulo de Krantz [1999] aparece la figura 3.2, donde se
observa igualmente el patron de tangencias hexagonal en el
conjunto de circunferencias que discretizan la regién por
transformar, se ve también que el mapeo de dicho patron se mejora
cuando la discretizacion es con circunferencias mas pequenas. La
region de destino es de forma circular.

En la misma figura 3.2, se observa que en la regiéon por
transformar, esta resaltado un punto que sirve como base de la
transformacion, en el mapa circular ese punto queda representado
en el centro. Es importante tener en cuenta que en la region original
el punto de base se selecciona al azar, ya que una vez lograda la
transformacion de la region, pueden obtenerse con cierta facilidad
todos los mapeos conformes modificando el punto de base, de esta
manera, es posible seleccionar un punto que requiera particular
atencion, ya que también el factor de escala es grande en relacion
al factor que se logra cerca del perimetro del mapa. No debe
perderse de vista que, aunque el centro del mapa puede
corresponder a cualquier punto en la region de origen, todos los
mapeos que se logran, son conformes, es decir conservan los
angulos. A esta propiedad de poder obtener varios mapeos
conformes a partir de uno de ellos, todo en una region circular, se
llama automorfismo.

Figura 3.2. Mapeo discreto de una region, con diferentes tamarios de
las circunferencias. Con menores tamarios, se logran transformaciones
mds precisas, tal como puede observarse si se mira el patron de
tangencias en la region transformada, donde los angulos de interseccién
conservan su valor.
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El método discreto de transformacion conforme propuesto por
Thurston y programado por Stephenson, es de naturaleza iterativa,
ya que es necesario variar recurrentemente las dimensiones de las
circunferencias de la region transformada, para cumplir con la
condicion de tangencia que es necesaria.

Las posibles utilidades practicas de los mapas circulares que se
muestran en la figura 3.2, no son dificles de entender, si se
reflexiona un poco acerca de la utilidad cotidiana en el uso de
mapas. Los mapas permiten dar una idea de ubicacion en base a
las relaciones de posicion de unos puntos o lugares del plano,
respecio a ofros. La idea de ubicacion se basa siempre en
relacionar distancias y posiciones. Otro uso comun de los mapas,
es la determinacion de la direccion en la que debe desplazarse una
persona o nave para ir de un lugar a otro. De manera semejante
pueden ser usados los mapas circulares de la figura 3.2.

La conservacion de las formas circulares bajo la transformacién,
permite mantener inalteradas las formas de los objetos pequefios
que se someten a la transformacion, mientras que su tamarno
cambia, es decir, sufren un escalamiento, como consecuencia, los
objetos grandes sufren cambios de forma, debido a que el factor de
escala cambia de un punto a otro, pero los angulos que puedan
medirse en el contorno del objeto se conservan. Esa es la
propiedad de conformidad.

Cuando es posible obtener una transformacion que lleve las
circunferencias de la region original a elipses en la region
transformada, se dice que la transformacion es cuasi conforme; no
conserva ni las formas ni el escalamiento uniforme de los objetos
que mapea.

Un caso practico de uso de una transformacion no conforme,
permite la construccion de mapas cartograficos donde el factor de
escala de las areas de las regiones que se estan mapeando se
conserva constante sobre todo el mapa. Una transformacion de ese
tipo, es la proyeccion equivalente o equiarea, util en la practica
geografica. EI mejor ejemplo de este tipo de mapeos, es la
proyeccion cilindrica equivalente, la cual permite una representacion
equiarea de la superficie terrestre, con la ventaja de que mantiene
los meridianos y los paralelos como lineas rectas perpendiculares.
Para conservar la escala de areas, los paralelos que se alejan del
ecuador, deben dibujarse cada vez mas préximos entre ellos. Es
esa deformacién en la representacion, la que permite el
escalamiento de las areas. Es asi como cualquier area en el mapa,
no solo esta correctamente representada, sino que guarda
proporcion respecto a la de cualquier otra region del mapa.
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Figura 3.3. Proyeccion equivalente o equidrea. Conserva constante la
escala de dreas en todo el mapa, permite comparar las dreas de diversas
regiones, pero distorsiona las formas, principalmente en zonas alejadas
del ecuador.

En geografia, las representaciones equivalentes o equiareas, son
especialmente Utiles cuando se analizan fenémenos que pueden
asociarse directamente al area de una region, por ejemplo:

POBLACION PRODUCCION
ARFEA AREA

La descripcion de las proyecciones equiareas, permite no
solamente ilustrar la aplicacion de una transformacién que no es
conforme, sino que también permite hacer observaciones desde un
punto de vista mas general acerca de las propiedades de una
transformacion, o mapeo, a saber:

1) Las proyecciones cartograficas son transformaciones
geométricas que pueden calificarse de acuerdo a la propiedad de
conformidad.

2) Las proyecciones cartograficas son transformaciones o
mapeos que parten de una superficie curva, como la terrestre, hacia
regiones contenidas en un plano.

Por ultimo, permite hacer la siguiente pregunta ¢Es posible definir
una transformacion conforme a partir de una regién 2D contenida en
una superficie curva, hacia una region contenida en un plano?

Si, a una pregunta planteada en otros términos y bajo otras
necesidades especificas, respondio el cartografo flamenco, G.
Kremer (1512-1594), mejor conocido como Mercator,

Mercator se dio a la tarea de construir cartas de navegacion, que
permitieran a los marinos trazar rutas en el plano, como lineas
rectas que conservaran el mismo rumbo (loxodromicas). En la
época, la generalidad de las cartas de navegacion estaban trazadas
en base a relaciones de distancias que, empiricamente, estimaban
los marinos entre un punto y otro. Dichas cartas se basaban

37




también en las de Ptolomeo quién desarrollé un conjunto de mapas
basados en la proyeccion conica, ideada por él mismo.

Los arabes se encargaron de conservar las cartas de Ptolomeo,
que permanecieron ocultas para los europeos por mas de 1000
anos.

La idea de la proyeccién cilindrica de Mercator no es original del
siglo XVI, su uso ya se habia planteado desde Hiparco, quién
manejé ese tipo de representacion, y el mas importante antecesor
de las cartas de Ptolomeo, Marino de Tiro, quién desarrollé sus
cartas mediante una proyeccion cilindrica.

Posteriormente, C.F. Gauss y L. Kruger idearon el sistema de
cilindros transversales segin meridianos, conocido también como
sistema de bandas meridianas. Este sistema con algunas
modificaciones es conocido como la proyeccion transversal
universal de Mercator (UTM) y fue recomendada para su uso por la
Unién Internacional de Geodesia y Geofisica en Bélgica en 1951, y
es la que se emplea actualmente y de manera general en México.

La proyeccién de Mercator, es un ejemplo de transformacion
conforme desde una superficie curva hacia una plana, pero el hecho
de que las loxodromicas (lineas de rumbo constante) puedan
representarse como lineas rectas en una carta obtenida con la
proyeccion de Mercator, no es una propiedad comun de los
mapeos conformes. Debe observarse también, que las cartas
hechas en base a la proyeccion de Mercator mantienen la
propiedad de conformidad, pero tienen el gran inconveniente de
que, a medida que se representan regiones mas alejadas del
ecuador, el factor de escala lineal hace que la representacion de las
regiones sea muy grande, asi que las regiones polares quedan
fuertemente distorsionadas.

En realidad, la obtencion de mapeos conformes a partir de
superficies curvas, es posible aun para casos de curvaturas
grandes. Steven G. Krantz [1999], muestra en su articulo algunos
mapeos realizados por Monica Hurdal de la Universidad de Florida.
Para dichos mapeos se emplea el programa de computo
desarrollado por Kenneth Stephenson, que ya fue mencionado
antes.

Las aplicaciones de Hurdal son interesantes, ya que la geometria
de la corteza cerebral, es sumamente complicada, presenta
curvaturas sumamente grandes y ademas, la cantidad de datos
precisos a partir de los cuales seria posible generar un modelo fiel
de la superficie, son limitados.

La motivacion para llevar a cabo estos mapeos discretos, es que
los neurblogos requieren un método para la ubicacion de areas
funcionales y regiones que pueden ser origen de trastornos o
dolencias sobre la intrincada superficie del cerebro. Es claro que,
representar la superficie del cerebro en modelos tridimensionales
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(3D), es mucho menos practico y de mayor dificultad de difusion
gue en el caso de mapas bidimensionales (2D).

El area y la forma de la corteza cerebral, difiere de un individuo a
otro, sin embargo y a pesar de este inconveniente, es posible hacer
comparaciones de las regiones funcionales de la corteza mediante
los mapas planos.

La técnica de mapeo discreto, permite llevar a cabo otras
representaciones ademas de la ya mencionada sobre una region
plana circular. Es posible generar mapas de la misma forma pero
con geometria hiperbdlica, que se explicara en parrafos posteriores
pero que de entrada, permite representar con un factor de escala
mayor, las zonas que se mapean hacia la proximidad del centro del
mapa circular. Otra representacion posible, es un mapa 3D,
realizado sobre la superficie de una esfera. Ver la figura 3.4.

En general, los mapeos de la corteza cerebral, son una aplicacion
sumamente practica y actual de las transformaciones conformes.

Figura 3.4. Tres mapas del cerebelo, las dos primeras corresponden a
representaciones automorficas, es decir, la segunda puede generarse a
partir de la primera y viceversa, de este modo es posible seleccionar un
punto del mapa y llevarlo a la parte central, donde es posible visualizarlo
con mayor tamario, como si se fratara de una lente. La 3° imagen,
corresponde al mapa del cerebelo sobre la superficie de una esfera.

El método propuesto por Thurston, consiste como ya se dijo
antes, en la discretizacion de la region de origen, con un conjunto
de circunferencias de igual radio, cuyas tangencias son exhaustivas,
formando una reticula hexagonal si se unen mediante lineas rectas
los puntos de tangencia.

Posteriormente, las lineas que forman el patron hexagonal se
proyectan hacia la superficie de una esfera, la region queda
proyectada sobre el hemisferio sur de la esfera, si suponemos que
ésta es tangente sobre su polo sur al plano donde esta contenida la
region por transformar.
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La imagen de la reticula contenida en el hemisferio inferior de la
esfera, se proyecta nuevamente hacia el plano, pero ahora eligiendo
el foco de la proyecciéon como un punto cualquiera sobre la
superficie del hemisferio norte de la esfera.

El problema fundamental del proceso de transformacion ocurre
durante la realizacion de esta segunda proyeccion, ya que desde el
nuevo punto de vista, es necesario encontrar los nuevos radios de
las circunferencias del conjunto discreto que representa a la region.
Este dltimo proceso se lleva a cabo de manera iterativa, y su
resultado, puede ilustrarse con la figura 3.5.

Figura 3.5. Segunda proyeccion, desde la esfera hacia el plano. Es
durante este proceso de proyeccion que es necesario garantizar
nuevamente la tangencia del conjunto de circunferencias, variando su
radio.

El problema de proyeccion de la figura 3.5 esta simplificado, ya
que, en realidad es necesario hallar la tangencia de un conjunto de
pequenas esferas o “burbujas” cuyo centro coincide con los
“nudos” o proyecciones de los circulos sobre la superficie de la
esfera. El problema es interesante, ya que el patron de tangencias
es exhaustivo, todas las esferas ubicadas en el interior de la malla,
tienen 6 puntos de tangencia con el resto de las burbujas. El
numero de puntos de tangencia es menor en el caso de las
burbujas cercanas al contorno, pero debe mantenerse el niimero de
puntos de tangencia que tenia cada circunferencia desde que se
realizé la discretizacion.

Para abundar acerca del tema de la geometria hiperbdlica, que
tiene que ver con las representaciones que se han mencionado en
parrafos anteriores, se toma una explicacion de Richard Courant
[1996] y Herbert Robbins.

Hay un axioma de la geometria euclidiana cuya “veracidad”, es
decir, cuya correspondencia con datos empiricos acerca de hebras
extendidas o rayos de luz, de ninguna manera es obvia: este es el
famoso postulado de la paralela Unica, en el cual se afirma que por
cualquier punto que no esté en una recta dada, puede trazarse una
y solo una recta paralela a la linea dada. El rasgo distintivo
importante de este axioma es que hace una aseveracion acerca de
toda la extension de una linea recta, concibiendo que se prolonga
indefinidamente en ambas direcciones, pues aseverar que dos
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rectas son paralelas equivale a decir gue nunca se intersecan, sin
importar cuanto puedan prolongarse. Hay muchas rectas que pasan
por un punto y que no se intersecan con una recta dada dentro de
cualquier distancia finita fija, sin importar cuan grande sea esta
distancia. Como la maxima longitud posible de una regla o una
hebra reales, o incluso de un rayo de luz visible por medio de un
telescopio, es ciertamente finita, y como dentro de cualquier circulo
finito hay una infinidad de rectas que pasan por un punto dado y no
se intersecan con una recta dada dentro del circulo, se sigue que
este axioma jamas podra verificarse por medio de experimentacion.

Todos los otros axiomas de la geometria euclidiana tienen un
caracter finito en el sentido de que se refieren a porciones finitas de
recta y a figuras planas de extension finita. El hecho de que el
axioma de las paralelas no sea verificable experimentalmente
plantea la cuestion de si es independiente de los otros axiomas:
¢éseria posible eliminarlo como axioma y demostrarlo en términos de
los ofros axiomas euclidianos si fuera una consecuencia légica
necesaria de ellos?. Durante siglos los matematicos trataron de
encontrar tal demostracion, a causa de la sensacion, muy difundida
entre los estudiantes de geometria, de que el postulado de las
paralelas es de un caracter esencialmente diferente al de los otros,
careciendo de esa especie de verosimilitud convincente que un
axioma de geometria debe tener. Uno de los primeros intentos de
esta naturaleza se debe a Proclo (siglo IV D.C.), un comentarista de
Euclides, quien trato de prescindir de la necesidad de un postulado
especial de las paralelas, definiendo la paralela a una recta dada
con el lugar geométrico de todos los puntos que estan a
determinada distancia fija de la recta. Al introducir esta definicion,
Proclo cometi6 el error de no percatarse de que la dificultad solo
habia sido trasladada a otro contexto: seria entonces necesario
demostrar que el lugar geométrico de tales puntos es en efecto una
linea recta; como Proclo no hizo una demostracion de esta Ultima
aseveracion, habria tenido que aceptarla como un postulado en
lugar del axioma de las paralelas y no se habria ganado nada: es
facil ver que ambos son equivalentes. El jesuita Saccheri (1667-
1733) y Lambert (1728-1777) mas tarde trataron de demostrar el
postulado de las paralelas por el método indirecto de suponer lo
contrario y obtener de este modo consecuencias absurdas. Sus
conclusiones, lejos de ser disparatadas, realmente equivalian a
teoremas de geometria no euclidiana desarrollados posteriormente.
Si las hubieran considerado como enunciados consistentes es si
mismos y no como resultados absurdos, habrian sido los
descubridores de la geometria no euclidiana.

En esa época, cualquier sistema geométrico que no concordara
completamente con el de Euclides era considerado un absurdo
obvio. Kant, el filésofo mas influyente de ese periodo, formul6 esta
actitud en la afirmacion de que los axiomas de Euclides son
inherentes a la mente humana y por lo tanto tienen una validez
objetiva para el espacio “real”. Esta creencia en los axiomas de la
geometria euclidiana como verdades inalterables que pertenecen a
los dominios de la intuicién pura fue uno de los pilares basicos de la
filosofia de Kant. Pero al pasar el tiempo, ni los viejos habitos de
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pensamiento ni la autoridad filoséfica pudieron suprimir la
conviccion de que la lista interminable de fracasos en la busqueda
de una demostracion del postulado de las paralelas se debia a que
éste es realmente independiente de los otros postulados, y no a
alguna falta de ingenuidad. (De manera muy parecida, el no lograr
demostrar que la ecuacién general de quinto grado puede
resolverse por radicales llevo a la sospecha, después verificada, de
que tal solucién es imposible.). El hingaro Bolyai (1802-1860) vy el
ruso Lobachevsky (1793-1856) resolvieron la cuestion del axioma de
las paralelas construyendo con todo detalle una geometria en la que
éste no se cumple. Cuando el joven y entusiasta genio Bolyai dio a
revisar su trabajo a Gauss, el “principe de los matematicos”, para el
reconocimiento que tan vehementemente esperaba, se le informé
que el mismo Gauss se le habia anticipado y que no habia
publicado sus resultados porque le causaba pavor el escandalo
publicitario.

&Qué significa la independencia del postulado de las paralelas?
Simplemente que es posible construir un sistema consistente de
enunciados “geométricos” acerca de puntos, rectas, etc., mediante
deducciones a partir de un conjunto de axiomas en el que el
postulado de las paralelas es reemplazado por un postulado
opuesto; tal sistema es llamado geometria no euclidiana. Requirio el
coraje intelectual de Gauss, Bolyai y Lobachevsky para darse cuenta
de que tal geometria, basado en un sistema no euclidiano de
axiomas, puede ser perfectamente consistente.

Para mostrar la consistencia de la nueva geometria no es
suficiente deducir una gran cantidad de teoremas no euclidianos,
como lo hicieron Bolyai y Lobachevsky. En vez de eso, hemos
aprendido a construir "“modelos™ de tal geometria que satisfacen
todos los axiomas de Euclides excepto el postulado de las
paralelas, siendo el mas simple de tales modelos el que dio Félix
Klein, cuyo trabajo en este campo fue estimulado por las ideas del
geometra inglés Cayley (1821-1895). En este modelo, puede
trazarse una infinidad de “lineas rectas paralelas” a una recta dada
gue pasen por un punto externo. Tal geometria es llamada
geometria de Bolyai-Lobachevsky o “hiperbdlica”, por las razones
gue se veran mas adelante.

El modelo de Klein se construye considerando primero objetos de
la geometria euclidiana ordinaria y después renombrando algunos
de estos objetos y las relaciones entre ellos de manera que surge
una geometria no euclidiana. Esto debe ser, tan consistente como la
geometria euclidiana original, pues se nos presenta, vista desde
otras perspectivas y descrita con otras palabras, como un cuerpo
de hechos de geometria euclidiana ordinaria.

Si sometemos el plano a una trasformacion proyectiva sobre otro
plano, o0 mas bien sobre si mismo (haciendo coincidir después el
plano imagen con el plano original), entonces, en general, un circulo
y su interior seran transformados en una seccion conica. Sin
embargo puede mostrarse facilmente (la demostracion se omite
aqui) que existe una infinidad de transformaciones proyectivas del

42



plano sobre si mismo tales que un circulo dado mas su interior, se
transforma en si mismo; bajo tales transformaciones, puntos del
interior o de la frontera en general cambian a otras posiciones, pero
permanecen en el interior o en la frontera del circulo. (De hecho
puede moverse el centro del circulo a cualquier otro punto interior.)
Consideremos el conjunto de todas esas transformaciones;
ciertamente, no dejaran invariantes las formas de las figuras, y por lo
tanto no son desplazamientos rigidos en el sentido usual; pero
ahora se da el paso decisivo de llamarlos “desplazamientos no
euclidianos” en la geometria que sera construida. Por medio de
estos desplazamientos podemos definir congruencia: dos figuras se
llaman congruentes si existe un desplazamiento no euclidiano que
transforma la una en otra.

El modelo de Klein de la geometria hiperbolica es el siguiente: “El
plano” consta sélo de los puntos interiores del circulo; los puntos
fuera de él no son considerados. Cada punto dentro del circulo se
denomina “punto no euclidiano”, cada cuerda del circulo se
denomina una ‘“linea recta” no euclidiana, “desplazamiento” y
“congruencia” se definen como antes, unir “puntos” y encontrar la
interseccion de “lineas rectas” en el sentido no euclidiano, siguen
siendo lo mismo que en la geometria euclidiana. Es sencillo mostrar
gue el nuevo sistema satisface todos los postulados de la geometria
euclidiana, con la excepcion del postulado de las paralelas. Se
muestra que el postulado de las paralelas no se cumple en el nuevo
sistema, a partir de que por cualquier “punto” que no esté en una
“linea recta” pueden trazarse infinidad de “lineas rectas” que no
tengan ningin punto en comin con la “recta” dada. La primera
“linea recta” es una cuerda euclidiana del circulo, mientras que la
segunda “linea recta” puede ser cualquiera de las cuerdas que
pasan por el “punto” dado y que no se intersecan con la primera
“recta” dentro del circulo. Este modelo sencillo es suficiente para
resolver la cuestion fundamental que hizo surgir a la geometria no
euclidiana: prueba que el postulado de las paralelas no puede
deducirse de los ofros axiomas de la geometria euclidiana, ya que si
asi fuera, seria un teorema verdadero en la geometria del modelo de
Klein, y hemos visto que no lo es.
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Figura 3.6. Geometria hiperbélica, segin el modelo de Klein y
esquema para la medicion de distancias no euclidianas en el mismo
modelo.

El modelo de Klein muestra que la geometria hiperbdlica, vista
como un sistema deductivo formal, es tan consistente como la
geometria euclidiana clasica. Entonces surge la pregunta de cual de
las dos ha de preferirse como una descripcion de la geometria del
mundo fisico. Como se ha visto, la experimentacion nunca podra
decidir si hay una o infinidad de lineas rectas que pasen por un
punto y sean paralelas a una recta. En la geometria euclidiana, sin
embargo, la suma de los angulos interiores de cualquier tridngulo es
180°, mientras que puede mosirarse que en la geometria
hiperbdlica la suma es menor que 180°. Gauss por consiguiente
llevd a cabo un experimento para resolver la cuestion: midié de
manera muy precisa los angulos de un triangulo formado por los
picos de tres montafias muy distantes entre si, y encontré que la
suma de sus angulos era 180°, dentro de los limites del error
experimental; si el resultado hubiera sido notablemente menor que
180°, la consecuencia habria sido que la geometria hiperbdlica
habria sido preferible para describir la realidad fisica. Sin embargo,
como se vio después, nada quedo establecido por ese experimento,
pues para triangulos pequenos cuyos lados tienen sélo algunos
kilometros de longitud, la desviacion de 180° de la geometria
hiperbélica podria ser tan pequena que pasaria desapercibida por
los instrumentos de Gauss. Asi, aunque el experimento no llegé a
ninguna conclusion, mostr6 que las geometrias euclidiana e
hiperbdélica, que difieren mucho en lo “muy grande”, coinciden por
otra parte, para figuras relativamente pequenas que son
equivalentes experimentalmente. Por lo tanto, mientras se estén
considerando soélo propiedades locales del espacio, la eleccion
entre las dos geometrias tiene que hacerse solamente con base en
la simplicidad y en lo practico. Como es mucho mas simple trabajar
con el sistema euclidiano, se justifica su uso siempre que se estén
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manejando distancias pequenas (de algunos millones de
kilometros). No obstante, no debe esperarse que sirva para
representar el universo como un todo, en sus aspectos mas
amplios. Esta situacion es precisamente analoga a la que se da en
fisica, donde los sistemas de Newton y Einstein dan los mismos
resultados para distancias y velocidades pequerias pero divergen
cuando las magnitudes consideradas son muy grandes.

La importancia revolucionaria del descubrimiento de la geometria
no euclidiana radica en que demoli6 la nocion de que los axiomas
de Euclides son el marco matematico inmutable al que deben
ajustarse nuestros conocimientos experimentales de la realidad
fisica.

Con lo que se ha visto hasta aqui, puede verse que es posible
crear una “geometria” partiendo de un conjunto de axiomas
consistentes acerca de “puntos”, “lineas rectas”, etc.; Si una
geometria puede asemejarse al comportamiento fisico de algun
sistema, es conveniente echar mano de esa nueva geometria para
describir el fendmeno fisico de interés. Desde ese punto de vista
puede analizarse la afirmacion “la luz viaja en linea recta”, pues sise
considera como la definicién fisica de “linea recta” entonces los
axiomas de la geometria deben ser escogidos de manera que
correspondan al comportamiento de los rayos de luz. Imaginando,
siguiendo a Poincaré, un mundo compuesto por el interior del
circulo C y tal que la velocidad de la luz en cualquier punto dentro
del circulo sea igual a la distancia de ese punto desde la
circunferencia. Puede demostrarse que los rayos de luz tomaran
entonces la forma de arcos circulares perpendiculares en sus
extremos a la circunferencia C. En un mundo asi, las propiedades
geométricas de ‘“lineas rectas” (definidas como rayos de Iuz)
diferiran de las propiedades euclidianas de las lineas rectas. En
particular, el axioma de las paralelas no se cumplird, ya que habra
una infinidad de lineas rectas que pasen por cualquier punto que no
se interseque con una “linea recta” dada. De hecho, los “puntos” y
las “lineas rectas” de este mundo tendran exactamente las mismas
propiedades geométricas que los “puntos” y “rectas” del modelo de
Klein. En otras palabras, tendremos un modelo diferente de una
geometria hiperbolica. Pero la geometria euclidiana también
funcionara en este mundo; en lugar de ser “lineas rectas” no
euclidianas, los rayos de Iuz serian circulos euclidianos
perpendiculares a C. Asi, vemos que diferentes sistemas de la
geometria pueden describir la misma situacion fisica, siempre y
cuando los objetos fisicos (en este caso, rayos de luz) estén
correlacionados con conceptos diferentes de los dos sistemas:

Rayo de luz— “linearecta”:  —> geometria hiperbdlica
Rayo de luz— “circulo”™ — geometria euclidiana
Como el concepto de linea recta en la geometria euclidiana

corresponde al comportamiento de un rayo de luz en un medio
homogéneo, dirlamos que la geometria de la region dentro de C es
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hiperbdlica, refiriéndonos sélo a que las propiedades fisicas de los
rayos de luz en este mundo corresponden a las propiedades de las
“lineas rectas” de la geometria hiperbdlica.
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Figura 3.7. Modelo de geometria hiperbélica de Poincaré. En este
caso, la ‘"linea recta” se puede visualizar como un arco de
circunferencia  perpendicular a la circunferencia perimetral, que
representa el infinito.

En la geometria euclidiana, al igual que en la geometria
hiperbdlica o de Bolyai-Lobachevsky, se hace la suposicion tactica
de que la recta es infinita (la longitud infinita de la recta esta ligada
esencialmente con el concepto y los axiomas de “estar entre”). Sin
embargo, después de que la geometria hiperbdlica habia abierto el
camino hacia la libertad en la construccion de geometrias, resultaba
muy natural preguntar si podrian construirse geometrias no
euclidianas diferentes, en las que una linea recta no fuera infinita,
sino finita y cerrada. Por supuesto que en tales geometrias no sélo
habra de abandonarse el postulado de las paralelas sino también
los axiomas de “estar entre”. Los avances modernos han mostrado
la importancia de estas geometrias en el ambito fisico. Fueron
consideradas por primera vez en el discurso inaugural que
pronunci6 Riemann en 1851 al ser admitido como instructor sin
salario en la Universidad de Gotinga. Pueden construirse geometrias
con rectas finitas cerradas de una manera completamente
consistente: imaginemos un mundo bidimensional que consta de la
superficie S de una esfera, en la que definimos “linea recta” como
circulo méaximo de la esfera: éste seria el modo natural de describir
el mundo de un navegante, ya que los arcos de los circulos
maximos son las curvas de menor longitud entre dos puntos de una
esfera y ésta es una propiedad caracteristica de las lineas rectas en
el plano. En un mundo asi, cualesquiera dos “lineas rectas” se
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intersecan, de manera que desde un punto externo no puede
trazarse ninguna recta paralela a una “linea recta” dada (es decir,
gue no se interseque con ésta). La geometria de las “lineas rectas”
en este mundo se llama geometria eliptica; en ella, la distancia entre
dos puntos, se mide simplemente como la distancia sobre el arco
mas corto del circulo maximo que une a los puntos. Los angulos se
miden como en la geometria euclidiana. Generalmente se considera
tipico de una geometria eliptica que no haya en ella ninguna paralela
a una recta dada.
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Figura 3.8. “Lineas rectas” sobre la geometria Riemanniana en la
superficie de una esfera.

Siguiendo a Riemann, podemos generalizar esta geometria de la
manera siguiente. Consideremos un mundo que consta de una
superficie curva en el espacio, no necesariamente una esfera, y
definamos la “linea recta” que une a cualesquiera dos puntos como
la curva de la menor longitud, o “geodésica” que los une. Los
puntos de la superficie pueden dividirse en dos clases: 1) Puntos en
la vecindad de los cuales la superficie es como una esfera en el
sentido de que ella queda completamente de un lado del plano
tangente en el punto; 2) Puntos en la vecindad de los cuales la
superficie tiene forma de silla de montar y esta de ambos lados del
plano tangente en el punto. Los puntos del primer tipo se llaman
puntos elipticos de la superficie, pues si el plano tangente se mueve
ligeramente paralelo a si mismo, se interseca con la superficie en
una curva eliptica; mientras que los puntos del segundo tipo se
llaman hiperbdlicos, pues si el plano tangente es movido
ligeramente paralelo a si mismo, se interseca con la superficie en
una curva que parece una hipérbola. La geometria de las “lineas
rectas” geodésicas en la vecindad de un punto de la superficie es
eliptica o hiperbélica, segun si el punto sea eliptico o hiperbolico. En
este modelo de geometria no euclidiana los angulos se miden con
su valor euclidiano ordinario.
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PUNTO HIPERBOLICO

Figura 3.9. Representaciones de un punto eliptico, v un punto
hiperbélico sobre una geometria Riemanniana.

Fue Riemann quién desarroll6 esta idea, y quién consideré que
una geometria del espacio era analoga a esta geometria de una
superficie, en la que la “curvatura” del espacio puede cambiar el
caracter de la geometria de un punto a ofro. Las “lineas rectas” en
una geometria riemanniana son las geodésicas. En la teoria general
de la relatividad de Einstein la geometria del espacio es una
geometria riemanniana, la luz viaja a lo largo de geodésicas vy la
curvatura del espacio esta determinada por la naturaleza de la
materia que hay en él.

Desde su origen en el estudio de la axiomatica, la geometria no
euclidiana se ha convertido en un instrumento excepcionalmente Util
aplicado al mundo fisico. En la teoria de la relatividad, en la optica y
en la teoria general de la propagacion ondulatoria, una descripcion
no euclidiana de los fendbmenos es a veces mucho mas adecuada
gue una euclidiana.

Ademas de las geometrias no euclidianas, en el siglo XIX se inicié
un desarrollo completamente nuevo en geometria, que pronto se
convertiria en una de las grandes fuerzas de las matematicas
modernas. La nueva rama llamada analisis situs o topologia, tiene
como objeto el estudio de las propiedades de las figuras
geométricas que persisten incluso cuando las figuras son sometidas
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a deformaciones tan drasticas que hacen que se pierdantodas la
propiedades métricas y proyectivas.

Uno de los grandes geometras de la época fue A.F. Moebius
(1790-1868), a sus sesenta y ocho anos envid a la Academia de
Paris una memoria sobre superficies de una cara que contenia
algunos de los hechos mas sorprendentes de este nuevo tipo de
geometria. Al igual que otras contribuciones importantes anteriores,
su trabajo permaneci¢ sepultado por anos en los archivos de la
Academia hasta que finalmente fue hecho plblico por el autor.
Independientemente de Moebius, el astronomo J.B. Listing (1808-
1882) en Gotinga habia hecho descubrimientos similares, y por
sugerencia de Gauss habia publicado en 1847 un pequeno libro.
Cuando Bernhard Riemann llegé a Gotinga como estudiante,
encontré la atmosfera matematica de este pueblo universitario, llena
de un acucioso interés por estas nuevas ideas geométricas
extrafnas. Pronto se dio cuenta de que alli estaba la clave para
entender las propiedades mas profundas de las funciones analiticas
de una variable compleja. Tal vez nada haya dado mayor impetu al
desarrollo posterior de la topologia que la gran estructura de la
teoria de funciones de Riemann, en la que los conceptos
topologicos son fundamentales.

Aunque la topologia se desarroll6 a partir de la segunda mitad del
siglo XIX, antes, hubo algunos descubrimientos aislados que
encontraron su lugar en el desarrollo sistematico moderno. Con
mucho, el mas importante de estos descubrimientos es una formula
que relaciona el numero de vértices, de aristas y de caras de un
poliedro simple, la cual fue observada desde 1640 por Descartes y
redescubierta y utilizada por Euler en 1752. El caracter tipico de esta
relacion como teorema topologico se hizo claro mucho mas tarde,
después de que Poincaré reconociera la “formula de Euler” y sus
generalizaciones como uno de los teoremas centrales de la
topologia. Asi, tanto por razones histéricas como intrinsecas, se
hara una presentacion de la férmula de Euler.

Aungue el estudio de los poliedros tuvo un lugar central en la
geometria griega, fueron Descartes y Euler los que descubrieron el
siguiente hecho: En un poliedro simple, si V denota el nimero de
vértices, A el nimero de aristas y C el nimero de caras, entonces
siempre se cumple la igualdad:

V-A+C=2

Un poliedro es un sélido que consta de cierto nimero de caras
poligonales. En el caso de los sélidos regulares, todos los poligonos
que forman su superficie son congruentes, y todos los angulos en
los vértices son iguales. Un poliedro es simple si no tiene “huecos”,
de manera que su superficie puede deformarse continuamente en la
superficie de una esfera. En la fugura 3.10 se muestra el grupo de
los 5 poliedros regulares, también conocidos como solidos
platonicos. El teorema de Euler funciona tanto para los poliedros
regulares como para los irregulares, siempre y cuando no tengan
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“huecos”. La demostracion del teorema de Euler, no se presenta
aqui.
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Figura 3.10. Poliedros regulares o sélidos platonicos. Conocidos
desde la antigua Grecia, estos cinco poliedros son los tinicos cuyas caras
son poligonos iguales. Todos sus vértices pueden ubicarse en la
superficie de una esfera.

La existencia de los poligonos regulares o sdlidos platonicos,
permite hacer algunas observaciones importantes acerca del
método discreto de transformacion conforme, se habia mencionado
anteriormente que la segunda y ultima proyeccion que forma parte
del método, hace necesaria la tangencia de un conjunto de
“burbujas” cuyo centro esta contenido sobre la superficie del
hemisferio sur de la esfera. Si se hace la pregunta ées posible lograr
la tangencia de un conjunto grande de burbujas de igual tamario
dispuestas como se menciond anteriormente? La existencia de los
poliedros regulares nos permite afirmar que no, ya que si pudieran
acomodarse las burbujas llenando el hemisferio con tangencias
exhaustivas, supondria que el patron de tangencias seria de forma
poligonal, pero la inexistencia general de poliedros regulares, con
las excepciones ya citadas, permite confirmar la imposibilidad de
tapizar el hemisferio con burbujas del mismo tamarno.

De lo anterior se confirma facilmente el hecho de que para lograr
la tangencia de las burbujas situadas en el hemisferio sur de la
esfera, es necesario ajustar el radio de cada burbuja. La
preocupacion acerca del problema de “llenar” la circunferencia, se
puede observar de manera intuitiva en la obra del artista holandés
Mauritius Cornelius Escher (1898-1972).

En la figura 3.11 se reproduce un disefio de M. C. Escher, donde
se observa esa preocupacion. La misma figura es un ejemplo de la
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representacion de “lineas rectas” en un modelo de Poincaré de
geometria hiperbdlica. Para mayor detalle de la generacion e
implicaciones del grabado de la figura 3.11, esta disponible en
internet un articulo de Douglas Dunham [2003].

Figura 3.12. “Reptiles”, de Mauritius Cornelius Escher. Se observa en
el dibujo sobre el escritorio un patrén hexagonal, que corresponderia a
las tangencias de un conjunto de circunferencias de radio constante, pero
en su paseo por la tercera dimension, los reptiles evidencian
restricciones geométricas mucho mas severas que en el plano, el
dodecaedro es uno de los unicos 5 poliedros regulares.
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La figura 3.12 es sugerente, recuérdese que el problema de la
transformacion discreta implica la obtencion de las tangencias de un
conjunto de burbujas situadas en el hemisferio inferior de una
esfera. La figura muestra en el papel que esta sobre el escritorio,
una malla hexagonal de donde surgen los reptiles. La malla puede
asociarse rapidamente al patron de tangencias de un conjunto de
circunferencias. Pero en la tercera dimensién, la geometria sufre
restricciones mucho mas severas que en la segunda. Los poliedros
regulares son solo 5, ver figura 3.10.

Figura 3.13. “Galeria de grabados” de M.C. Escher, donde se observa
el empleo de una transformacion conforme. Se ve la fiel representacion
de objetos pequeiios lograda después de una transformacion conforme, p.
ej. los barcos y las personas del muelle.

Krantz, muestra también es su articulo [1999] un analisis del
grabado de Escher denominado “Galeria de grabados”, Kraniz hace
la comparacién de la transformacion del espacio representado por

Escher, con la transformacion lograda por la funcion -z . La
imagen es sumamente interesante, ya que el visitante de una galeria
de arte aparece, gracias a una transformacién geométrica, como
parte del espacio de uno de los grabados representados en la
exposicion.

Al respecto, y como un ejercicio mas ambicioso, Smit y Lenstra
[2003] presentan un articulo en el que describen el método que
Escher siguié para el trazo de su “Galeria de grabados”, con
imagenes de los bosquejos originales, y con la explicacion de un
procedimiento detallado mediante el cual se encuentra la
transformacion geomeétrica que el autor habria deseado tener a su
disposicion durante la concepcion de la obra.

h(W) = wcx - w(2m4 log 256)/(2m)
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Una prueba de que al autor se le complico la generacion de una
malla conforme, es que en el centro del grabado, Escher decidio
dejar un espacio en blanco, que aprovechdé para colocar su ribrica,
Smit y Lenstra [2003] se dieron a la tarea de generar mediante un
programa de cémputo desarrollado por Joost Batenburg de la
Universidad de Leiden, y con la ayuda de dos artistas holandeses
Hans Richter y Jacqueline Hofstra, la regeneracion de la imagen del
puerto que Escher sometié posteriormente a una transformacion
geométrica, a partir de esa imagen original, fue posible redibujar el
grabado de Escher mediante la transformacion geométrica dada
anteriormente y obtener la imagen de lo que fue dificil a Escher
dibujar en el centro del grabado. Esta tentativa de “completar” el
grabado, se muestra en la figura 3.14.

gw
|

Figura 3.14. Imagen obtenida por Smit y Lenstra, de lo que podria ser
la parte central del grabado de Escher “Galeria de grabados” donde el
autor dejé una zona blanca en el centro debido, muy probablemente, a la
dificultad de hacer una malla conforme en esa zona. La figura es un
acercamiento de lo que podria ser lo no dibujado en la zona blanca.
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3.2.- Proyecciones Cartograficas.

Las proyecciones cartograficas se usan para tener una
representacion plana de la superficie terrestre de uso practico para
los navegantes, aeronautas, geografos, turistas, etc. Las
proyecciones cartograficas pueden dividirse en 1) Cilindricas, 2)
Conicas y 3) Cenitales. Existen también algunas otras proyecciones
cartograficas especiales que no pueden clasificarse dentro de las 3
anteriores (Errazuriz K. [1992]).

Las proyecciones cenitales presentan simetria radial a partir de un
punto central, que es el foco de la proyeccion y que se ubica sobre
una linea recta que es perpendicular al plano de la proyeccion en el
punto dende hace tangencia la superficie de la esfera. Véase la
figura 3.15.

Una proyeccion cenital puede ser 1) Polar, 2) Ecuatorial o 3)
Oblicua, dependiendo de la posicion del punto de tangencia del
globo con el plano hacia el cual se esta proyectando. En la posicion
polar, el punto central coincide con el polo norte o sur; en la
ecuatorial, el centro es cualquier punto situado sobre el ecuador; y
en la posicion oblicua el centro esta en cualquier punto intermedio
entre el ecuador y los polos.
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Figura 3.15. Principio de las proyecciones cenitales Strahler [1989].

Cuando la posicién del foco, sobre la linea tangente a la
proyeccion, se sitia sobre una posicion caracteristica respecto a la
esfera que se esta proyectando, se puede clasificar como: 1)
Gnomonica, cuando el foco de la proyeccion se sitlia en el centro
de la esfera (posicion D en la figura 3.15); 2) Estereografica, cuando
el foco se sitlia en el otro punto de interseccion de la linea con la
esfera (posicion B de la figura 3.15), este tipo de proyeccién tiene
utilidad en el campo de las matematicas para la representacion del
plano complejo extendido sobre una esfera, por lo que se explicara
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mas adelante con mas detalle. 3) Ortografica, cuando el punto de
proyeccion se ubica a una distancia infinita del plano de proyeccion,
por lo que los rayos de luz de la proyeccion se suponen paralelos
entre ellos, y perpendiculares al plano de proyeccion.

En seguida, se explicaran algunos aspectos de las proyecciones
cilindricas y coénicas. Para el caso de las proyecciones
estereogréaficas, se hard una explicacion especial en el ultimo
apartado del capitulo, dada su importancia en el campo de las
matematicas y especialmente en el de las variables complejas.

3.2.1 La Proyecci6n Cilindrica.

Figura 3.16. Principio de las Proyecciones Cilindricas.

Después de llevar la proyeccion hacia un cilindro tangente a la
esfera sobre el ecuador, la imagen plana se obtiene “desenrollando
el cilindro. Las proyecciones cilindricas tienen la ventaja de que los
paralelos se mapean como lineas horizontales, y los meridianos
como lineas rectas verticales.

La mas conocida de las proyecciones cartograficas, es cilindricay
se conoce como proyeccion de Mercator.
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Para aprovechar las virtudes de la proyeccion de Mercator, los
cartografos idearon la proyeccion Universal Transversal de Mercator
(UTM). Al igual que la proyeccion tradicional, la UTM utiliza como
base un cilindro tangente al globo, pero en lugar de ser el ecuador
la circunferencia de tangencia entre la esfera y el cilindro, lo es un
circulo meridiano, como se muestra en la figura 3.17.

Figura 3.17. Proyeccién cilindrica transversal. En la imagen superior,
el cilindro es tangente a la esfera sobre la circunferencia formada por un
par de meridianos. En la segunda se representa una proyeccion secante,
donde se mejora el efecto de la escala de la proyeccion de Mercator
sobre una banda mds ancha, y es la que se utiliza en el sistema UTM.

El sistema UTM, se utiliza en las latitudes comprendidas entre los
80° Sy 84° N. A partir de esas latitudes hacia los polos, se utiliza la
Proyeccién Estereogréfica Polar.

3.2.2.- La Proyeccion Conica.

Las proyecciones conicas se basan en el principio de transferir la
red geografica del globo a un cono, que después es desarrollado
para formar un mapa plano. Las proyecciones conicas tienen las
caracteristicas siguientes:

1.- Los meridianos son lineas rectas que convergen en un punto
en los polos Norte y Sur.

2.- Los paralelos son arcos de circulos concéntricos, cuyo centro
se halla en los polos Norte y Sur.

3.- Una proyeccion conica completa es un sector circular, nunca
un circulo completo.

4.- Una proyeccion coénica no puede representar el globo
completo y normalmente no llega a representar ni un hemisferio.
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Figura 3.18.Principio de las Proyecciones Conicas.

3.3.- La Proyeccion Estereografica.

La proyeccion Estereogréfica es una proyeccion conforme. Las
lineas de proyeccién parten de un punto diametralmente opuesto al
punto en el plano de proyeccion que es tangente al globo. La red
estereogréfica puede representar mas de un hemisferio, pero no el
globo completo. Los paralelos y meridianos se encuentran mas
préximos cerca del centro, y van espaciandose hacia el exterior, en
la proyeccion estereografica los paralelos y meridianos son lineas
rectas o arcos de circunferencia. Como esta proyeccion es
realmente conforme, todos los circulos sobre el globo también lo
son sobre el mapa. La escala, sin embargo, aumenta del centro
hacia la periferia.

Steven G. Krantz [1999] presenta en su articulo la imagen que se
reproduce en la figura 3.19.

Ademas de sus aplicaciones en Cartografia, la Proyeccion
Estereogréfica se aplica intensamente en matematicas para la
representacion del “plano complejo extendido”; es decir, el conjunto

resultante de la unién del campo complejo {C } con el conjunto

{oo} ; la proyeccion estereografica, permite representar el infinito,
como un punto situado en el polo norte de una esfera.
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Figura 3.19. Proyeccion estereogrdfica ecuatorial (conforme),
elaborada por el cartografo holandés Joan Blaeu alrededor del aho
1664.
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Figura 3.20. Proyeccion estereogrdfica de z = x + 1y sobre la esfera
de radio unitario.

Lo anterior es posible si se considera una esfera de radio unitario,
cuyo polo sur es tangente al plano complejo en el origen, y su polo
norte es el infinito. Todos los puntos del plano complejo, pueden ser
representados, con correspondencia uno a uno, con los puntos de
la superficie de la esfera ya descrita. El método de relacion de los
puntos es el siguiente:
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- Unase el punto por representar con el polo norte de la esfera,
usando una linea recta.
- Dicha linea, interseca la esfera en un punto P, de

coordenadas (X,Y,Z).

De esta manera, es posible asignar a z=x+iy el punto
P:(X,Y,Z) situado en la esfera X*>+Y>+(Z-1)*=1: Si se
introduce un parametro s tal que:

X =sx; ¥ =3 Z=2-2s
De forma que es posible escribir la ecuacion de la esfera como:
sSE(x*+y'+4)-4s5=0

Cuya unica solucion no nula para s es:

De manera que se cumplen las relaciones siguientes:

4x 4y 2’
=— =i 255
z|" + 4 2| +4 2| +4
ypara z=x+1iy:
2-Z 2X 2Y
S=— X y=—-
2 2-Z 2-Z

N (0,0,2)
P (L iy
2 ey
i d NN e I
/ LY /
Mm‘
| /'/ plano Z
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\_‘_‘- ’ * . imagen dela
-3 circunferencia
imagen de la $(0.0.0) { e

Figura 3.21 Circunferencias y lineas en la proyeccion estereogrdfica.
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La proyeccion estereografica mapea un conjunto de puntos en el
plano complejo, a un conjunto de puntos sobre la esfera de radio
unitario y viceversa. Por ejemplo, la imagen de una circunferencia en
el plano, es una circunferencia en la esfera que no pasa por el polo
norte. De manera semejante, un linea recta en el plano, se mapea a
una circunferencia de la esfera, que pasa por el polo norte, ver la
figura 3.21. Es facil observar, que la representacion geométrica de
circunferencias y lineas rectas en la esfera unitaria, no es
geométricamente diferente. La representacion de dos lineas no
paralelas proyectadas en la esfera, corresponde a un par de
circunferencias en la esfera que se intersecan en dos puntos, uno
de ellos situado en el infinito Ablowitz [1997].
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LA TRANSFORMACION
DE SCHWARZ-
CHRISTOFFEL

En este capitulo se muestra un camino para hallar la férmula de
Schwarz-Cristoffel. Se describen algunas extensiones para
transformaciones hacia el circulo unitario y poligonos con lados
circulares v, al final del capitulo, se hace una primera introduccion al
problema del parametro.
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4 .1.- Breviario Historico.

El primer documento disponible en el cual aparece la formula de
Schwarz-Christoffel, fue publicado en Zirich, Suiza con el nombre
“Sul problema delle temperature stazionarie e la reppresentazione di
una data superficie” en 1867, por el aleman Elwin Bruno Christoffel
(1829-1900), quien en aquella época era profesor de matematicas
en el Instituto Tecnoldgico de Zirich. En el mencionado articulo,
Christoffel hace una aproximacion al problema de la conduccion de
calor mediante la funcién de Green. En el articulo muestra que, en el
caso de un dominio poligonal, es posible obtener la funcion de
Green mediante una transformacion conforme, partiendo de un
semiplano. En trabajos subsecuentes, Christoffel extendié la idea
para regiones exteriores al poligono y fronteras curvas.

Hacia 1869, Herman Amandus Schwarz (1843-1921) descubrio,
de manera aparentemente independiente de Christoffel la férmula
en la ciudad de Halle. En sus tres articulos, Schwarz abarcé mas
terreno que el explorado por Christoffel, abundd el estudio de
regiones triangulares y rectangulares, y generalizé la transformacion
para fronteras curvas y poligonos con lados circulares. Schwarz
publico por vez primera, una grafica de la transformacion de
Schwarz-Christoffel, y estableci6 también su famoso principio de
reflexion.

A 130 anos de su descubrimiento, la formula de Schwarz-Chritoffel
ha tenido un impacto importante en la teoria del andlisis complejo,
especialmente en la demostracion del teorema de Riemann, que fue
expuesto por primera vez por quien lleva su nombre en su célebre
trabajo doctoral hacia 1851. Riemann se basé en el principio de
Dirichlet para la prueba de su teorema, sin embargo, anos después
esta argumentacion fue considerada incompleta por Wilhem
Weierstrass, por lo que fue necesario esperar algunos trabajos de
Koebe, Osgood, Cratheddory y Hilbert para su demostracion en los
primeros anos del siglo XX.
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4.2 - El principio de reflexion de Schwarz.

I C (contorno)

i (/ £.(2) t,f B (region)

1 <5
\\__ o . I

Plano Z
Figura 4.1 Region D, y sus subdivisiones.

La figura 4.1 ilustra un dominio D que estd dividido en dos
subdominios D, y D, para los cuales , respectivamente, estan

definidas dos funciones f,(z) y f,(z); de esta manera puede
establecerse que:

Si las funciones analiticas f(z) y f,(z) coinciden en cada
punto de la curva @ , es decir, paratodo zea f,(z)= f,(z) y

ambas funciones son continuas sobre &, entonces f,(z) y f,(2)
son continuaciones analiticas cada una de la otra.

Lo anterior se demuestra mediante el teorema integral de Cauchy.
La consecuencia mas importante del teorema anterior es el principio
de reflexion de Schwarz, que dice:

Sean D, y D, dos dominios cuya frontera contiene arcos de
circunferencia @, y «, (que en la region compleja pueden ser
lineas rectas sin complicacion alguna), respectivamente. Si
w = f(z) transforma D, en D, y «, es la imagen de a,,

entonces f(z) se puede continuar analiticamente sobre &, hacia
el dominio D: obtenido de D, por inversion respecto al circulo C,,
del cual a, forma parte.

Si zeD, y z ED:, ysi z y z son puntos inversos con
respecto a C,, entonces los puntos f(z) y f(z") son imagenes
reflejadas en el circulo Cw, del cual a,, forma parte.

El principio de reflexion de Schwarz puede representarse de la
siguiente forma:
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Figura 4.2. Principio de reflexion de Schwarz.

La ventaja mas clara del principio de reflexion de Schwarz es que,
hace posible la obtencién de una transformacién de una region Dz,

conocidas las caracteristicas de la region reflejada D: por un arco
de circunferencia o segmento de recta.
4.3 La férmula de Schwarz-Christoffel.

En la seccion 2.4 se observé la propiedad que tienen los puntos
criticos, tal que en sus inmediaciones, los angulos se multiplican por
un factor n, que es el orden de la primera derivada de la funcién

f(z) de grado entero, que presenta el mencionado punto critico.

Con base en la propiedad anterior, es posible explorar el
comportamiento de las funciones cuya derivada tiene la forma:

f'(2)=A(z-z,)" 4.1

donde —-l<a<l, a#0. El punto z, es un punto de
ramificacion para f'(z).

Puesto que:
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arg f'(z) =arg A + aarg(z - z,) (4.2)

y recordando que el argumento de un punto transformado por
f(z) esta dado por

argdw = argdz + arg f'(z) (4.3)

puede decirse que aquella funcion cuya derivada tiene la forma de
(4.1) puede transformar un punto del eje real, a un segmento de

recta con inclinacion arg A, si z € Re esta ala derecha de Z, yen
una recta con inclinaciéon arg A + za si z queda a la izquierda de

iy

Con base en esta observacion, es posible construir una funcion
f(2) cuya derivada sea:

[(2)=4C—-%)"z-%)".(—% )™ (4.4

donde x;, <X, <...<X, son numeros reales del plano Z donde

A #0 es una constante complejay —1<¢a, <1 para k=1,2,..,
n.

Dado:
arg f'(z)=argA + a,arg(z — x,) + @, arg(z —x,) +... +a,arg(z - x, ;)

las imagenes de los intervalos reales de Z
(—0,x,),(x,,%,),....,(x,_,,0) son segmentos de recta cuyos
angulos medidos a partir de la horizontal, estan dados como sigue:

Intervalo Angulo

(X,1,%) arg 4

X 54%,.4) arg A +na,

(x,x,) argd+n(a, +..+a, )
(—0,x,) argd+n(a, +...+a, )
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Figura 4.3. Definicion de los dngulos para la transformacion de
Schwarz-Christoffel.

De este modo, la funcion w = f(z) transforma el eje real en una

trayectoria poligonal. f(z) es analitica en el plano complejo,
excepto en los cortes de ramificacion definidos por los puntos
- - .

Asi que, si z es un punto cualquiera del semiplano superior, la
transformacién conforme f(z) puede definirse como:

@)= 1)s (4.5)

f@)=4+B[ (6-x)"(c—%,)" .6 ~x,,)™ds ..(46)

Donde A y B son constantes complejas, las cuales permiten
ajustar la posicion y la escala de la transformacion.
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4.4 - Extension a poligonos con lados circulares.

Sea P el interior de un poligono I que tiene como vértices
W, W,,...,W,, Y angulos interiores 7,...,@,m ordenados en

sentido contrario al de las manecillas del reloj. La transformacion
conforme de un circulo de radio 1 hacia el poligono P esta dado
por:

f@)=A+B[ A=) (-2 _(-2)*ds @)
X X, Xy

Donde A y B son constantes complejas y se cumple que
w, = f(z,) parak=12,...n

La demostracion de la férmula anterior se obtiene a partir de las
propiedades de la transformacion bilineal, y el principio de reflexion
de Schwarz. Se observa que la expresion anterior contiene un
término adicional a la del caso de transformacién hacia el semiplano
superior.

La solucion analiica de esta férmula es extraordinariamente
complicada, y para su solucién no numérica en triangulos, se hace
uso de la funcién hipergeométrica y la funcion S de Schwarz, las
cuales estan fuera del alcance de este trabajo, y que pueden
estudiarse, la hipergeomeétrica, en el libro de Glen D. Anderson
[1997] y la funcion S de Schwarz en los textos de Ablowitz [1997] v
en el de Nehari [1952].

Como se ha dicho ya, la obtencién analitica de la transformacion
dada por (4.7) es dificil, y esto puede corroborarse en el libro de
Ablowitz [1997], donde a partir de la funcion S de Schwarz, se
obtiene la transformacién de manera explicita tan solo para
triangulos con 2 lados rectos y uno circular. El analisis de la
expresion obtenida lleva a una figura como la mostrada a
continuacién.
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Figura 4.4. Obtencion “exhaustiva” de las regiones reflejadas, a partir
de un trigngulo con dos lados rectos y uno circular, con dngulos
T T /4
interiores ﬂ=—, y=—yoa=—.
3 4 -

Donde el triangulo fundamental es obtenido de la transformacién
del semiplano superior de W mediante la funcion S, determinada por

los parametros w=S8(z;a,f,y), donde a,f vy yestan
asociados a los angulos interiores del triangulo y cumplen la
condicion:

a+ﬁ+y<1
T

La aplicacion sucesiva del principio de reflexion, partiendo del
lado curvo del triangulo fundamental, permite obtener las
transformaciones correspondientes a los triangulos reflejados hacia
los semiplanos inferior y superior de W alternativamente. Los
triangulos sombreados en la figura 3.4 se transforman al semiplano
superior de W, mientras que los blancos, al inferior. La reflexion
infinita de los triangulos permitiria llenar (tapizar) la circunferencia C,.

Se observa que la figura fue construida para valores de a =%, ,

B=% y y=% y de la misma forma podria construirse la

circunferencia C, para valores iniciales diferentes de los angulos
interiores del triangulo fundamental. La aplicacion del principio de
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reflexion un nimero par de veces respecto a los lados circulares, es
equivalente a una transformacion bilineal.

Los textos de Nehari [1952] y Ablowitz [1997], comparten la
presentacion de la transformacion de una region en forma de media
luna. Tal vez lo mas curioso del ejemplo es que se trata de un
poligono con tan solo 2 vértices:

Y‘\‘—&-\_“
% \
\ \
\‘. \
I| III
| .'
| /
/ /
/ J,.J’J
/ /’f
/ /
)_/ .";
Lo A
rd /_./

Figura 4.5. Region poligonal con dos lados circulares y solo dos
vértices.

1 Al—ay’ + Bz by
T = a7+ Dz = by 48

Donde a y b son constantes reales, y corresponden a las
posiciones de los vértices en Z;y A, B, C y D son constantes
complejas, tales que AD - BC #0.

4.4 Ejemplos de Aplicacion.

Como se menciond en la seccién anterior, la obtencién de formas
explicitas de la trasformacion de Schwarz-Christoffel para poligonos
con mas de tres vértices, es dificil, ya que la transformacion cuenta
con solo 3 grados de libertad, los cuales permiten ubicar 3 puntos
de la imagen del poligono sobre el eje real de manera arbitraria,
respetando el orden de los puntos. Para poligonos con mas de 3
vértices, la transformacion tiene un nuevo problema, que es, la
ubicacién de los puntos imagen de los vértices del poligono sobre el
eje real.
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Este Ultimo problema tiene un tratamiento numérico que no se
desarrollara de manera detallada en este trabajo, pero se
recomiendan los textos de Henrici [1976] y T. A. Driscoll [2002]. A
continuacién se hace uso de la formula de Schwarz-Christoffel para
analizar problemas sencillos cuya solucion es explicita.

Una linea recta es un poligono con n =1 para w, = ©
Ya =-1.

8 (4.9)
z=%,

f(2)=A+B[ (£-x)"dE= A+

La cual equivale a una transformacién del tipo bilineal, con dos
grados de libertad.

Dado que:
> (-a,)=2 (4.10)
k=1

Entonces, si n=2; a,+a,=0; a=a,=0 o
a, =—a, # 0. El primer caso ocurre cuando los 2 vértices estan
en el infinito.

f@)=A+B[ (-z)"dE=A+Blog(z-z) (@1

En el caso de que a;, =—a, # 0, un vértice es finito, y el otro
esta en el infinito.

f@)=4+B[ (-2)""de = A+Bz-z7) @12

Siw, =, z, =1, z, =1, entonces:

f(2)=A4+B[ (& - 1) 2dE = A+ Beosh™(z)  (4.13)
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APLICACIONES

Se hace una breve descripcion del funcionamiento de las
herramientas numéricas modernas, que permiten obtener los
parametros de integracion (prevértices) para la transformacion de
Schwarz-Christoffel aplicada a poligonos con mas de 3 vértices; se
presentan algunos ejemplos simples y, posteriormente, problemas
mas generales donde se hace uso de los métodos numéricos.
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5.1.- Métodos Numéricos.

Uno de los textos mas importantes que trata el problema de la
transformacion de Schwarz-Cristoffel, es el de Henrici [1976], donde
se describen varios métodos numéricos para hallar
transformaciones conformes partiendo de una circunferencia de
radio unitario hacia un poligono. Todos los métodos presentados
por Henrici requieren de la solucion de un sistema no-lineal de
ecuaciones, para encontrar la posicion de los prevértices necesarios
en la definicion de la férmula, lo cual requiere del uso de métodos
iterativos e implica en ciertos casos problemas relacionados con la
precision de los resultados.

Por ejemplo, la transformacion de poligonos cuya relacion
largo/ancho es muy grande, implica la aparicion de un problema de
hacinamiento de los puntos cercanos en la region transformada, por
lo que se obtienen resultados poco satisfactorios. Driscoll y Triethen
[2002] presentan una solucién innovadora para el problema del
hacinamiento de los puntos en las imagenes de los lados cortos,
dicha solucion se basa en la aplicacion de la relacion transversal,
que fue definida en la seccion 2.5.

Para resolver el problema fundamental de la transformacion, que
es la obtencion de la posicion de los vértices en la region
transformada, han sido desarrollados varios métodos numéricos,
como ya se habia mencionado (ver Henrici [1976]). La solucion, que
presentan Driscoll y Trefethen [2002], se basa en la obtencion de las
relaciones de longitud de los lados del poligono, comparandolas
con las distancias entre los prevértices situados en una
circunferencia de radio unitario, estas relaciones de longitudes,
generan un sistema no lineal de ecuaciones que permite hallar la
posicién de las imagenes de los vértices. El tamano y posicion del
poligono en el plano Z se obtienen mediante las constantes Ay B de
la formula de Schwraz-Christoffel.

Para obtener las posiciones de los vértices en la region
transformada, las relaciones de las longitudes de los lados llevan a
un sistema de ecuaciones de naturaleza altamente no-lineal, que se
resuelve satisfactoriamente iterativamente mediante un método
semejante al de Newton-Raphson. La complejidad de las
ecuaciones y el método usado inducen errores en funciéon de n®
[O(n%)], lo que en la practica permite manejar con precision
adecuada, sélo una centena de vértices.

Una vez que los parametros de la transformacion de Schwarz-
Christoffel son conocidos, la evaluacion de w= f(z) es

relativamente simple, consiste en la evaluacion numeérica de la
integral.

f@=4+B[ - G-5)". E-% )" ©1)
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La evaluacion de la transformacion inversa z = F'(w), es mas
complicada, ya que no existe una formula explicita para z .

Driscoll y Trefethen [2002] proponen dos técnicas de inversion, a
saber:

1.- Método iterativo de Newton para resolver f(z)—w=0.

2.- Solucion numeérica de la ecuacion diferencial:

dz _ 1
aw  f'(2)

con condiciones iniciales: z(w,) =z,

El primer método propuesto es atractivo, ya que f'(z) es

conocida, con lo que la convergencia podria ser muy rapida, sin
embargo, requeriria partirse de un conjunto de valores que
estuvieran cercanos a la solucion final, ya que la fuerte no-linealidad
de la ecuacion, la hace propensa a la divergencia.

La solucién de la ecuacion diferencial mediante un método
numeérico convencional es necesaria, a pesar de que implica mayor
tiempo de calculo.

Trefethen recomienda la solucion numérica de la ecuacion
diferencial, con una tolerancia moderada, lo que permite hallar

valores cercanos a F(z), los cuales permiten emplear

confiadamente el método iterativo de Newton para encontrar el valor
requerido, con buena precision.

La eleccién de los valores iniciales z(w,) =z,, implica un

problema préactico. Los Unicos puntos donde se conoce el valor de
la transformaciéon inversa, son los vértices, pero en ellos, la
transformacion es singular, asi que los valores iniciales para resolver
la ecuacion diferencial, pueden elegirse de puntos pertenecientes a
las lineas del poligono, que tienen correspondencia con un punto de
la circunferencia.
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5.2.- Ejemplos llustrativos.
Mediante la aplicacion de la transformacion de Schwarz-
Christoffel, el problema més sencillo que podria resolverse, mas alla
del simple escalamiento y traslacion de una region, es el de un

poligono definido por 2 vertices, para este caso la transformacion
gueda definida de la manera siguiente:

f@)=A4+B[ (z-z)""dz
f(z)=A+B(z—z)" (5.3)
para @, =—a, # 0, con un vértice finito y otro en oo

donde a; se mide interior al poligono, ver figura 5.1.

e

Figura 5.1. Ejemplo de solucion en un poligono de 2 lados, uno en cero
vel otro en el infinito.
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Figura 5.2. Solucion en una region poligonal de 3 vértices, 2 finitos y
uno en infinito.

En la figura 5.2 se muestra la solucién para un poligono de tres
vértices, en i,—i e o0, en este caso, la solucion general para 3
vértices tiene la forma:

f(z)=A+B|(z* 1) +cosh™(z)| (5.4)

Para el caso de poligonos de 4 lados, la ejecucion de la integral
se vuelve bastante mas complicada que en el caso anterior, sin
embargo, existen soluciones exactas que implican el uso de las
funciones elipticas de Jacobi. En este trabajo no se especifican
soluciones a este tipo de problemas, ya que, la simple evaluacién
de dichas funciones es un problema muy especifico. Para mayor
informacion acerca de las funciones elipticas, puede recurrirse al
texto de Nehari [1952] , donde se explican detenidamente sus
propiedades de mapeo, y el libro de Anderson [1997] , que ademas
de tratar ampliamente el tema de las funciones elipticas y su
evaluacion numérica, trata el tema de las funciones
hipergeométricas, que pueden ser de utilidad, para evaluar
numéricamente la funcion S de Schwarz, y otras funciones que
definen mapeos conformes y cuasi-conformes.

La figura 5.3 muestra los resultados de una transformacion llevada
a un poligono de 4 lados. Dicha transformacién fue obtenida con la
herramienta SC de matlab reprogramada por Driscoll [2002], y es
una version actualizada del SCPACK escrito en FORTRAN 77 por
Lloyd N. Trefethen, y que esta disponible en internet en la direccion
http://www.netlib.org/conformal. Del mismo modo puede
encontrarse la caja de herramientas SC en
http://www.math.udel.edu/driscoll/SC.
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Figura 5.3. Solucion en el exterior de un poligono de 4 lados, obtenida
mediante la herramienta numérica SC de matlab.

5.3.- Aplicaciones a la Mecénica de Fluidos.

Para introducir las aplicaciones a la mecanica de fluidos, se
partira de un ejemplo que hace un uso del método de las
transformaciones conformes, que es el flujo alrededor de un cilindro
sumergido en un flujo uniforme. Para iniciar, se parte de la definicion
de una cuadricula en el semiplano superior, definida en el plano W,

como se muestra en la figura 5.4. La transformacion necesaria tiene
la forma:

z=w+aiJl-w?

(5.5)
que es la transformacion inversa de:
w= ; z+ g; (5.6)
donde:
a es el radio de la circunferencia.
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Figura 5.4. Cuadricula que representa un flujo uniforme, con lineas de
corriente horizontales y equipotenciales verticales.

La malla mostrada en la figura 5.4, puede representar un flujo
uniforme, con lineas de corriente horizontales y equipotenciales
verticales, cuyo potencial en forma compleja puede escribirse
como:

Q(w) = kw

donde la constante & contiene la informacion de la velocidad de
flujo en infinito, v, y el angulo de inclinacion de las lineas de

corriente respecto al eje real, 6, .
Q(w) =ve ' %w

Puesto que en el flujo que se esta representando en el plano W, el
angulo de inclinacion de las lineas de corriente es cero, puede
escribirse el potencial simplemente como:

Q(w) =v,w

Debe observarse que esta forma tan simple del potencial en el
plano W, es el que da sentido al método de las transformaciones
conformes, ya que, cuando se conocen las transformaciones

z=Z(w) y principalmente su inversa w =W (z), es posible
evaluar el potencial en el “plano fisico” Z.
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Bajo la transformacion z=Z(w)=w+ai--..__r"'1—w1, la region
rectangular graficada en la figura 4.4 se transforma en la region
representada en la figura 4.5.

Figura 5.5. Transformacion del obstaculo a una semicircunferencia de
radio a=1.

Para complementar la visualizacion de la region alrededor del
cilindro, es posible transportar, o reflejar la imagen del semiplano
superior, hacia el semiplano inferior, tal como se muestra en la
figura 5.6.

Sin embargo, la parte mas importante del problema de flujo que
se esta describiendo, es la obtencion de la funcion potencial en el

*plano fisico” Z; Para ello, conocido €X(w), se hace necesaria la
obtencién de €X(z), que es posible a partir de la transformacion
w =W (z), para escribir Q[W(z)].

Para el caso del flujo alrededor del cilindro sumergido,

2
w =W (z) =%(z+32-] (5.7)

Asi que el potencial complejo en el plano Z, Q[W(z)], se obtiene
de las relaciones siguientes:

Qw) =v,w; ow(2)]= 2’ [z + a; ] (5.8)
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Figura 5.6. Region transformada por z = Z(w)=w +ai-/]1-w’
v reflejada hacia el semiplano inferior, para completar la region de flujo
alrededor de un cilindro.

La informacion que proporciona el conocimiento del potencial

complejo en el plano Z, puede observarse en las ecuaciones
siguientes:

Qz)=¢(x,y) +iy(x,y) (5.9)

Q'(z)=a£+ia—w=a—¢—i%=vx—ivv (5.10)
ox o ox Oy ;

El conjugado €'(z), es analogo al campo de velocidades en el
plano Z:

Q'(z):%fJH%ﬁ =v, +iv, (6.11)

En general, el potencial complejo tiene la forma:

Q(z)=¢(x,y) +iy(x,y) (5.12)

Su derivada es conocida como velocidad compleja y se escribe:

i LA I (5.13)
B & B & ’

El conjugado complejo:

" 4 _"'"""."“"..' s B AT T
e B 1ol MU X
BT 1O
1 7 SR
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Q@)= ‘;f+i‘3¢

=V, +iv, (5.14)

Es anéalogo al campo de velocidades en dos dimensiones.

Para el caso del flujo alrededor del cilindro sumergido, el potencial
complejo y su derivada en Z, estan dados por:

2
Q(z)= vo[z o
7
27 2_-2i8
Q'(z) = v{l -& = vo[l £ ] (5.15)

Para graficar las velocidades, se hace uso de la computadora,
donde una vez evaluada la funciéon anterior, puede obtenerse el
valor absoluto de la velocidad, para lo cual no se hace necesaria la
obtencién del conjugado, ya que al obtener el valor absoluto, el
signo de la velocidad en la direccion y puede ser ignorado.

Figura 5.7. Potencial £X(z) para el flujo alrededor de un cilindro.
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Figura 5.8. Valor absoluto de la velocidad en el plano Z.

Otro ejemplo de transformacion que puede aplicarse a la malla

rectangular de la figura 5.4, es z = is~/1— w? , €N cuya imagen, se
genera el flujo alrededor de una “rendija” u obstaculo de altura s y
espesor nulo, ubicado en el origen. Al igual que en el caso de la
transformacion que genera el flujpo alrededor de la
semicircunferencia, esta transformacion genera la imagen en el
semiplano superior, asi que para el caso en que se pretenda
generar el flujo alrededor de una placa, la parte inferior puede
obtenerse reflejando la imagen del semiplano superior.

A5t . ) .

4

Figura 5.9. Flujo alrededor de un obstaculo de altura s =1 y espesor
nulo.
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Para un flujo rectilineo, el potencial complejo tiene la forma
siguiente:

Q(z)=kz
Q(z)=v,e "z
Q(z) =v,(cosB, —isenb,)(x +1iy)

donde v, y 8, son constantes reales positivas; si 6, =0

Q(2) =v,(1-0)(x +iy)
Q2) = vy (x+1)

De este modo, se genera un nuevo ejemplo, en el que se parte de
un dominio contenido en el semiplano superior de Z, en donde se
define una banda de altura unitaria. Se pretende con esto, hallar una
solucion al flujo potencial alrededor de medio hexagono, que se
grafica en el plano imagen. La transformacion de la banda de altura
unitaria hacia la regién en que se supone que existe un hexagono,
se hace mediante la herramienta numérica SC de matlab. En las
figuras siguientes se muestra la region definida en el plano Z y la
region transformada.

En el problema del flujo alrededor del cilindro, el método de la
transformacién conforme permite hallar una férmula explicita para
calcular la velocidad en cualquier punto de la region plana en donde
se esta analizando el flujo.

Para el caso en que el flujo esté definido por una regién poligonal
con mas de 3 vértices, es posible manejar la herramienta numérica
denominada SC de matlab, la tarea principal de esta herramienta,
es la de hallar el valor de los “prevértices” en la imagen de la
transformacion.

Sin embargo, permite calcular también, con buena precision el
valor de la transformacion inversa, con lo que es posible determinar
los valores del potencial en el “plano fisico”. Lo anterior es
importante, pero hace necesario hallar numéricamente los valores
de las derivadas del potencial, lo cual implica una pérdida
significativa de precision en los resultados.

Para ilustrar la aplicacion de la herramienta SC de matlab, se
presenta un ejemplo en el que se analiza el flujo alrededor de una
region semihexagonal, que se ilustra en la figura 5.10. Al igual que
en el ejemplo de flujo alrededor de una semicircunferencia, se parte
de una region rectangular, solo que en este caso, los parametros y
la integral de Schwarz-Cristoffel se obtienen numéricamente.
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Figura 5.10. region semihexagonal obtenida a partir de una
rectangular, aplicando la transformacion de Schwarz-Cristoffel.

En la ultima figura se obtienen las lineas de corriente y las
equipotenciales del flujo. Para obtener la velocidad en diferentes
puntos del flujo, es necesario calcularlo numéricamente.

05

Figura 5.11 Representacion de la funcién potencial ¢(x,y) obtenida
a partir de la transformacion Q[W(z )]
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Al obtener numeéricamente las derivadas del potencial, se obtienen
las velocidades del flujo en las direcciones x y y, a partir de las
cuales es posible obtener la magnitud del vector velocidad en la
region del flujo. En la figura 5.12, se muestra una gréfica de la
velocidad del flujo en el dominio (x, y) analizado. Se observan dos
puntos de inflexion donde la velocidad tiende a cero, es decir se
presentan 2 puntos de estancamiento. También hay dos puntos de
inflexion en los que la velocidad tiende a infinito, razén por la cual se
observan dos puntos con valores de velocidad excesivamente altos.

b}

=]
i ol M

velotidad
slorabsolito)

- _P_

wmo
¥

Figura 5.12. Graficacion de la magnitud de la velocidad sobre la
region de flujo del problema.
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Un problema interesante, de aplicacion frecuente en la ingenieria
geotécnica, es el flujo de agua debajo de una tablaestaca. Para el
analisis de este tipo de problemas, Levi [1965] presenta un conjunto
de férmulas de gran utilidad en este campo, sin embargo, hay un
modelo de una tablaestaca compuesta, desarrollado por Khosla el
cual parte de las consideraciones siguientes:

|
H

A B‘( J H Aco A B |
b

Figura 5.13. Modelo de Khosla para el flujo bajo una tablaestaca
compuesta en un medio permeable.

El procedimiento para ver la deduccion del método de Khosla,
puede seguirse en Levi [1965]. El modelo matematico considera un

poligono con vértices B C D y un vértice en infinito, donde
coinciden los puntos A, y E_, ese vértice en infinito es
despreciado por Khosla y asi, con tres factores en la formula de
Schwarz-Christoffel, correspondientes a los vérticesen B, C y D,

cuyos angulos considerados pueden verse en la figura 5.13, se
obtiene la transformacion siguiente, después de la integracion:

. rl«zt=1
w=ir+ —arccosh(z)
/4 £

El valor de & puede obtenerse en funcion de la relacion n/r
mediante la expresion:

. f 2
n_-ilve -1
— = —| ——— —arccosh(e)
¥ b/ &

85



Donde se observa que el valor de & no se obtiene de manera
explicita, asi que es necesario encontrarlo de manera iterativa. En el
ejemplo que se analiz6 para este trabajo, se consideré r =2 vy
n=2, con lo que el valor de & obtenido es de -0.402. Sin
embargo, al aplicar la férmula de Khosla a una malla rectangular, las
regiones transformadas que se obtuvieron, para una variedad de
valores de &, que se presentan en la figura 5.14.
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Figura 5.14. Grdficas obtenidas de una malla rectangular, mediante la
transformacion de Khosla, para cuatro valores de &. No se observa
correspondencia con el modelo de la figura 5.13.

De hecho, el modelo de Khosla tiene otro problema ademas del
de la aplicacion de la formula. El problema es que el flujo que
pretenderia obtenerse basado en las consideraciones de la figura
5.183 es como el que se muestra en la figura 5.15. Se observa que el
flujo en la zona de contacto del medio permeable con el cuerpo de
agua, tanto aguas arriba como aguas abajo, no esta representado
correctamente, ya que las lineas de flujo, deberian ser
perpendiculares a las fronteras antes mencionadas.

En la figura 5.16, se presenta una solucion alternativa posible,
empleando la herramienta numérica de Driscoll [2002]
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Figura 5.15. Lineas de corriente bajo una tablaestaca.

Figura 5.16. Opcion de solucion al problema planteado por Khosla,
mediante la herramienta numérica SC de matiab.
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5.3.2. Redes de flujo.

La teoria de las redes de flujo considera que las caracteristicas del
flujo varia solamente en la region plana en que se esta analizando, y
que en la 32 dimension, las caracteristicas del flujo permanecen
constantes. De este modo, para evaluar el caudal, se considera que
se esta analizando un volumen de suelo con ancho unitario, de
donde es posible escribir lo siguiente:

-

5

AKX

Jj}jf;- a/\’\'(\ /
Aq 7
Figura 5.16 Esquema ilustrativo de la Ley de Darcy.
Ley de Darcy:
v==ki
q =kiA

ah
bn

é

Ag= k%(a)(l) =k (5.16)

donde:

Aq: es el caudal que transita entre dos lineas de corriente,
previamente seleccionadas.

k: eslapermeabilidad del medio [L M’ T™]

a: es el ancho del canal de flujo

b: es la distancia entre dos equipotenciales previamente
seleccionadas.

h:  eslacarga hidraulica total.

n,:  numero de caidas de potencial
ng: numero de canales de flujo

q:  caudal total que transita por la red de flujo
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que sean constantes, es decir, la red de flujo debe ser trazada con
equipotenciales equidistantes al igual que las equipotenciales Marsal
R. J. Y Resendiz D. [1983]. Para el caso del trazado de una red de flujo
en la computadora, lo anterior es facil de lograr.

g a ,
Para un problema dado, las relaciones y — debe cuidarse

Se presenta también el ejemplo de una excavacion resguardada a
ambos lados por tablaestacas, y con presencia de agua en la
superficie del terreno. El método de las redes de flujo permite
estimar el caudal de agua que esta ingresando a la excavacion.
Mediante la transformacion de Schwarz-Christoffel puede trazarse la
red de flujo con buena precision, y sin necesidad de hacer tanteos.

Figura 5.17 Red de flujo bajo dos tablaestacas que resguardan una
excavacion.

En la figura se muestra una red de flujo, que puede representar el
flujo bajo un par de tablaestacas que protegen una excavacion.

En el siguiente ejemplo, se aprovechan las hipotesis de las redes
de flujo, para obtener la geometria de la superficie libre del agua en
el flujo de una canal. Para ello, se parte de que el caudal ¢es

conocido, de esta manera, la superficie libre del agua debe
satisfacer la ecuacion de Bernoulli. Vale la pena anotar aqui, que a
pesar de que la teoria del flujo potencial parte de la idea de que el
flujo es conservativo, es decir, que no hay pérdidas de energia, para
el caso particular de encontrar la frontera del flujo, podria aceptarse
la consideracion de pérdidas energéticas, ya que la transformacion
de Schwarz-Cristoffel se estd manejando, en este caso, solo como
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una herramienta geomeétrica que permite definir las trayectorias de
las equipotenciales y lineas de corriente en un flujo.

Dicho de otro modo, las velocidades no se estan calculando a
partir de una funcion potencial, sino simplemente como:

q
v= 5.18
(5.18)

donde s es una coordenada curvilinea a lo largo de una
equipotencial.

La ventaja principal de utilizar redes de flujo para encontrar la
geometria de una frontera que no es rigida, es que permite
considerar el efecto de la distribuciéon no uniforme de las
velocidades medidas en la profundidad del flujo. Ademas permite
considerar secciones de flujo que no son planas, es decir, permite
analizar problemas en donde las variaciones espaciales del flujo son
sUbitas.

Para determinar la carga de velocidad, se consideran algunos
puntos, definidos en la frontera rigida, a partir de los cuales se
obtienen las equipotenciales del flujo, y en base a la coordenada
curvilinea s, se obtiene la velocidad para cada As equivalente
aproximadamente a un centésimo de la longitud de la equipotencial.

Para hallar el valor de la carga de velocidad, se hace uso de la
expresion para calcular el coeficiente de Coriolis, que en el libro de
Chow [1994] aparece como:

3d{4 3
IV, N (5.19)
V°A VA

o=

Donde V' es la velocidad media en la seccion, y A es el area. En
el caso del ejemplo que se analiza, se esta considerando que el
ancho es unitario, por lo que en lugar de A se manejan las
longitudes medidas a lo largo de s':

z v As o

Q=" :

7S (5.20)

Un defecto del método propuesto para determinar las
caracteristicas del flujo y la superficie libre del agua, es que al
evaluar las velocidades en las proximidades de la frontera rigida,
aparece el problema de que en los puntos en que existen puntos
singulares, la velocidad puede tender a 20, con lo que el coeficiente
a no puede evaluarse correctamente, sin embargo, el problema se
resuelve iniciando el calculo de las velocidades, a una distancia
prudente de la frontera rigida. Dado que en el ejemplo cada
equipotencial se divide en 100 intervalos, se despreci6 la velocidad
calculada en los primeros cinco As considerados a partir de la
frontera rigida.
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El problema de precision derivado no puede ser grave, ya que
solamente se calculan las velocidades puntuales para hallar el valor
del coeficiente de Coriolis a .

3 '
25
|
r | T I = 1
e
I e e
LET ' —

Y
ost [ 1 X /

05+

Figura 5.18. Condicion de flujo inicial, en un problema en el que la
geometria y posicion de la superficie libre del agua es una incognita.
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Figura 5.19. Lineas de corriente y equipotenciales del flujo, con la
posicion de la frontera superior ya calculada.
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Figura 5.20. Donde se indica la posicion y geometria de las
equipotenciales colocadas con menor separacion en la zona donde la
superficie libre del agua varia rdpidamente.
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COMENTARIOS
FINALES
Y CONCLUSIONES.
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6.1.- Comentarios Finales.

En cuanto a los procesos de transformacion conforme, mediante
funciones de variables complejas, se sabe que la mayor parte de
estas transformaciones son casos particulares de la de Schwarz-
Christoffel, de aqui su importancia en la teoria de la variable
compleja.

Se sabe que en teoria, la transformacion de Schwarz-Christoffel
funciona no solo para poligonos con lados rectos sino, también para
poligonos con lados circulares y en general para todas aquellas
formas de los lados, que puedan representarse mediante relaciones
polindmicasde x y y.

Lo anterior es atractivo, sin embargo, como se hizo ver a lo largo
de este trabajo, no es facil obtener expresiones algebraicas, ain
para transformaciones de poligonos con lados rectos, y mas de tres
vértices. La aplicacion de métodos numéricos es indispensable en
el proceso de solucion de las transformaciones definidas por la
formula de Schwarz-Christoffel.

Actualmente se trabaja en la implementacion de herramientas
numeéricas para la obtencién de transformaciones conformes en
regiones multiplemente conexas, las cuales tienen un importante
campo de aplicacion en el analisis de problemas de mecanica, no
solo de fluidos, sino tambien de sdlidos, como el caso del analisis
de esfuerzos en barras prismaticas de secciones huecas sujetas a
torsion, como las de los puentes o de flechas transmisoras de
potencia.

En este trabajo, se presentdé un problema simple en el que es
necesario determinar la geometria y posicion de una de las
fronteras. La condicion que debe cumplir la frontera en el ejemplo es
simplemente la ecuacion de Bernoulli, sin embargo, es posible
explorar condiciones mas elaboradas para explorar, por ejemplo, la
geometria en problemas donde la significacion de los efectos
ViSCosOs ocurre en una zona reducida, ver Bertram V. [2000] o
Echavez G. [2000].

Debe tenerse en cuenta que el problema de la obtenciéon de una
de las fronteras del problema, consideré simplemente las hipotesis
clasicas de las redes de flujo, es decir no fue necesaria la obtencién
del potencial complejo para el calculo de las velocidades en la
region analizada, esto mejora de manera importante el tiempo de
calculo y la convergencia del proceso iterativo para hallar la posicién
de la frontera.

No debe perderse de vista, que para problemas fisicos en donde
es aplicable la ecuacién de Laplace, el método de los elementos
finitos proporciona valores exactos del potencial en los vértices de
los elementos (Zienkiewicz O.C. y Taylor R.L. [1994]), asi que es una
técnica altamente competitiva para la solucion de problemas
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definidos en dominios con geometrias complicadas. En este mismo
sentido, el calculo mediante transformaciones conformes tiene la
ventaja de permitir hallar con precision las lineas equipotenciales y
de flujo.

Tal vez una de las aplicaciones mas atrayentes de la
transformacion de Schwarz-Christoffel es el analisis de la mecanica
de fractura en solidos (particularmente en placas), ya que el uso de
métodos numéricos como el de elementos finitos, implica mucho
tiempo de célculo, y procesos sumamente complicados. La
trayectoria de una grieta puede seguirse mediante la insercion de
una cadena de vértices del poligono hacia el interior del medio
s6lido en un proceso iterativo, que permita recalcular el estado de
esfuerzos principales en el medio elastico conforme la grieta avanza
(ver por ejemplo, Gonzélez J.L. [1998]).

6.2.- Conclusiones.

La elegancia y simplicidad de la solucion de la ecuacion de
Laplace mediante transformaciones conformes, hace de esta
técnica un recurso de actualidad para el analisis de problemas de
flujo definidos en regiones planas. Es también una opcién viable
para la obtencion de datos de inicio para procesos de computo que
impliquen la soluciéon de problemas de flujo en donde se considera
el efecto de la viscosidad.

El uso practico de la transformacion de Schwarz-Christoffel,
implica el uso de técnicas numéricas para determinar los
parametros de la integral.

La transformacion de Schwarz-Christoffel es una herramienta Gtil
para el predimensionamiento de estructuras hidraulicas.

En el campo del disefio geométrico, la T.S.C. tiene posibilidades
de aplicacion en la definicion de superficies complicadas como
vialidades, terracerias, domos, y cubiertas en general.

En el trazo de las trayectorias de cables de preesfuerzo para losas
de formas caprichosas la T.S.C. puede ser una herramienta
importante en el proceso de optimizacion.

La T.S.C. puede aplicarse también en el andlisis de
deformaciones en membranas elasticas.

El uso de métodos numeéricos para la obtencion de potenciales
complejos en dominios con formas poligonales de muchos vértices,
hace altamente versatil el uso de las técnicas comunes del flujo
potencial, ya que una vez obtenido el potencial complejo, es posible
hacer uso los principios de superposicion y reflexion en regiones
planas.
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APENDICE I

ALGEBRA DE LOS
NUMEROS
COMPLEJOS.

Este apéndice abunda sobre los conceptos basicos, que acerca
del manejo algebraico de los nimeros y funciones complejas, se
presentaron en las secciones 2.1y 2.2.

Dado:

z=X+)yi
x =Re(z)
y =1Im(z)

- = | 2 2
r=lz=qx"+y

0= arg(z):«atanZ
X
z=Xx+yi=rcosf+isend =re"

|2122|:‘21sz‘

arg(z,z,) = argz, +argz,

arg| — |=argz, —argz,
Z,

zZ=x—-yi
2=z

arg(z) = —arg(2)

Z]+Z_,. =Zl+22



Re(z) = 22) 2)

Im(z) = (22_:'2)

zz =z’

(h+ )= 4"+1'
h=-L)=/"1
(Kf,)'= K\’
KL)=HWAA' T,

%(zn) :nzn—l

e/ @=g Uf)

FUNCIONES ELEMENTALES.

La funcién exponencial para z = x + yi , se define como:

e’ =e”(cosy +iseny)

4
et — ezlezz . ezl‘zz -

Z.

e 2
e’ es analitica en la totalidad del plano complejo y
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sen(z, + z,) = senz, cos z, + C0Osz,senz,

Z+e-2

= cos(iz)

e
coshz =

s R
senhz = > = —isen(iz)

cos(iy) = cosh y
sen(iy) = isenhy
sen(x +iy) = senx cosh y +i cos xsenhy
cos(x +iy) = cosx cosh y — isenxsenhy

Para n entero:

Si Z=Nr, senz =0

Si Z= M : cosz=0
2

Si zZ=Inw; serhz=0

Si Zi= &;D—;{ : coshz=0

Representaciones en series de potencias.

2 zn

T

. z
e =l+z+—+.. . +—+...
!

2 4 2n
cosz=1—2—+z——.‘.+(—l)" +...

21 4 (2n)!

3 5 _,Zn-!-l
senz=z-"+Z —  4(-1)" 2

31 5 (2n+1)!

log(z) = Inz| +i(6 + 2kr)
donde k esunenteroy @ €(6,,6, + 2x)
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APENDICE II

RECURSOS DE
COMPUTO.

En esta seccién se proporciona informacion acerca de los
recursos de computo de distribucion general que permiten resolver
el problema del parametro de la transformacion de Schwarz-
Christoffel.

CONFPACK: Es un programa escrito en FORTRAN escrito por D.
M. Hough para transformacion interior y exterior de regiones
simplemente conexas.

Zipper: Es una rutina de C escrita por Marshall que utiliza el
método de interpolacion de Kihnau para regiones interiores y
exteriores. Es muy rapido, pero no calcula la parametros de los
vértices de manera explicita. Puede encontrarse en

nath washington. edu’ Marshall/zipper.html.

it/ Www. 1

Circle Pack: Es un programa que maneja el problema de la
transformacion conforme mediante un criterio discreto, escalando
conjuntos de circulos con ciertos patrones de tangencias. Es un
método aproximado y puede revisarse con detalle en
ittp://www. math.utk.edu/ kens.

Lo programas que se mencionan a continuacion, pueden
encontrarse en la direccion:

hitp://mwww. netlib.org/conforn

DSPACK: Es un programa escrito por Hu, y permite hacer
transformaciones de regiones doblemente conexas, definidas por
poligonos, hacia una circunferencia unitaria. Obtiene los valores de
los parametros de los vértices, y calcula la transformacion inversa.

CAP: Escrito por Bjorstad y Grosse para mapeo de poligonos con
lados circulares, es una rutina que esta en fase de desarrollo.
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GEARLIKE:

El programa utilizado en los ejemplos de aplicacion de la
transformacion del presente trabajo es la caja de herramientas SC
para Matlab, que ademas de la obtencion explicita de los
parametros de los vértices y la obtencion de la transformacion
inversa, tiene una rutina para la obtenciéon de los polinomios de
Faber. SC puede encontrarse en:

hitp://mww.math.udel.edu/ driscoll/SC/

La caja de herramientas SC fue desarrollada con base en el
programa SCPACK escrito en FORTRAN 77 por Trfethen. SCPACK
esta disponible también en la pagina de Netlib.

Por dltimo, se cita la direccion donde puede encontrarse un
excelente programa didactico (en francés), con el cual se
desarrollaron las graficas de los capitulos 1y 2.

http://www.mecaps.cict.fr/
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