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Introducción 

A partir de la conjetura de los 4 color~'i se inicia el estudio de coloraciones 
en gráficas lo que motiva la introducción del concepto de número cromático 
de una grá.fica . 

El número cromático de una gráfica G es el mínimo número de clases en 
una jJartición de los vértices de G en conj untos independient.es . Tales parti
ciones .- que inducen coloraciones de los vértices de G en las cuales vért ices 
adyacentes reciben colores deistintos-- corresponden a homomorfismos de G 
en gráficas completas. 

Los problemas de coloraciones en gráficas son muy interesantes y han sido 
ampliamente estudiados a lo largo del último siglo, sin embargo permanece 
un gTun Húlllero de problemas no resueltos en el terna (véase [5] ) por lo que 
éstR es ulla r<lma clásica de Teoría de g,Táficas que dista mucho de agotarse. 

En la ÚlriIll<l décadR, han aparecido varios artículos de investigación que 
int.roducen interesant.es variaciones del número cromático. El objetivo de 
est.a tesis es presentar algunas de las más recientes como son: 

• El n'ÚrnLro cromático orientado de una gráfica orient.ada. 

• El númEro cromático orientado de una gl'áfica simple. 

• El númo'o n-cromático de una gTáfica n-coloreada en aristas. 

• El númt'f'U n-cromático de una g,l'á.fica simple. 

La mayor parte del material que se presenta en esta tesis está tomado de 
los art ículos: Thf chromat ic numbcr 01 oriented gmphs de E. Sopena [9] y 
HOm01H01phisms 01 erlgf-colour'erl gn¡phs anrl Coreter gr'oups de N. Alon, T. 
H. :v1R.lshall [1 i. 

Para dar !lila visión int.egl'ada de los concept.os arr iba mencionados fue 
con\,(~ Il iente crear un marco de referencia adecuado (Capít.ulo HI). Dicho 
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marco requirió de un enfoque categórico que se mantubo, sin embargo, dentro 
de límites estrechos y en un nivel poco formal, ya que nuestra intención fue 
siempre mant.enernos dentro del t.erreno na tural de la Teoría de la gráficRS. 

En el Capítulo 1 se presentan, de manera muy breve, las definiciones y los 
conceplos básicos de Teoría de gráficas que se requieren para el desarrollo de 
este trabajo. En el Capítulo II darnos un repaso más profundo de la teoría 
de homomorfismos, el material empleado allí fue tomado esencialmente de: 
Gmph hornornorfhisrns: str'ucture and syrnmetry [4]. 

En el Capít ulo IV se precentan los resultados referentes al número cro
mát.ico orientado, y en el V los referentes al número n-cromático. 

Finalmente en el Capítulo VI se establece una congetura referente al 
nümero n-cromático de las trayectorias. 

No resta sino decir que hay problemas dentro de esta teoría muy intere
santes y con amplias posibilidades de desarrollo a futuro. 



Capítulo 1 

Preliminares 

El objetivo de cste primer capítulo es dar de manera muy breve, las defini
ciones y los concept"os básicos de Teoría. de gráfica.s que se requieren para el 
desarrollo ele e~l"e t.rabajo. 

1.1 Conceptos básicos 

l-na gráfica es un objet.o mat.emático e = {V (e) , E (e) , le} donde: 

• V (G) es llll conjunt.o cuyos elementos se llaman vértices de e, 

• E (G) c::; ltIl conjunto cuyos elementos se llaman aristas de e, 

• fe es una función que va de E (e) en V (ej<2) llamada función de 
incidencia. 

Ent.endernos que V (e)2 = V (e) x V (e) es el conjunt.o ele pares orde
nados de vért.ices y V (G)(2) el de pares no ordenados. 

Dos \'értices u y l' de e son adyacentes si existe alguna arista a en E (e) 
tal que fe (a ) = (u. , '(1); en este caso decimos que u. y v son los extl'emos de 
a. 

Dos g,l'áficas e y H son isomorfas (ponemos e ~ H ), si existe una 
biyección g' F (e) -> V (H ) con la propiedad de que tant.o 9 como g-1 

preservan adYilcencia, es decir, si fe (a) = (u.,"!') entonces exist.e una arista 
a' cn E(H) lal que fll (a') = (g(u) ,g(v)) y viceversa. A una función que 
sal is[ace esas propiedades se le llama isomorfismo, 

3 



4 CAPíTULO 1 PRELIMINARES 

El grado de un vértice ti es el número de vece~ en que '1' aparece como 
ext remo de alg;una arista de la gTáfica; representamos al máximo de los grados 
de los vértices de una gTáfica C como b. (C), y a l mínimo como ¿j (C). 

A la cardinalidad del conjunto de vértices de una gráfica G se le llama el 
orden y a la del conjunto de aristas el tamaño de C, por lo general ponemos 
1\1 (Cl I = p y lE (Cl I = q. En este trabajo sólo vamos a considerar gráficas 
finitas, es decir gTáficas cuyo orden y tamaño sea finito . 

Para tener una representación geométrica de estos objetos, pensare
mos que los vért ices son puntos en el plano y dibuj amos él las aristas como 
arco~ cuyos ext remos son exactamente aquellos vért.ices que nos indica la 
función de incidencia. 

Si para a lguna g,Tafica C, se puede realizar esta representación en el plano 
con la condición adicional de que las aristas no se crucen más que en los 
ext remos, diremos que C es aplanable, a dicha representación se le llama 
plana. En la figura 1.1 se muestran algunos ejemplos de representaciones de 
gráficns. C2 y C3 son planas, C l y C5 son aplanables mientras que C'l no es 
aplannhle. 

G, G, 

O- O 
[~[ IXI 

O-O ' '----..--'' ' 

p= " 
p=4 

q"0 
q,a 

ó(G),5 ó(G) ,3 

A(G)' 5 A(G),4 

'q'v ~ 
G, 

'X 
p,5 p,5 p'5 
q,7 q,10 q,3 

ó(G)' 2 '¡(G)' 4 6(G) ' O 
A(G) ,' A(O),' A(G) '2 

figura 1. 1 



1.1 CONCEPTOS BÁSICOS 

Dos aristas a y a' que cumplen fe; (a) = fe (a') se llaman aristas para
lelas: la gr áfica G2 de la figura 1.1 nos proporciona un ~jemplo de est.o: G3 : 

G4 y (;5 no t iene aristas paralelas ni lazos -- -los lazos son aquellas aristas 
cuyos ext.remos coinciden, corno se muestra en G1- por lo general vamos a 
considerar est e t ipo de gráficas, las llamaremos gráficas simples. 

Para referirnos a las gráficas simples no es necesario mencionar la función 
de incidencia: pues en estos casos el conjunto de aristas se puede pensar como 
una colección de pares no ordenados de vértices. En este sent ido, podemos 
hablar de gráficas completas - aquellas que pOSE:en todas las aristas entre 
sus "én ices- las denotamos como ](n donde n indica en nü mero de vért ices; 
en la figura l.1. G 4 es una representación de Kó. 

Dada una gr áfica simple G = {1I (G) : E (en, el complemento de e est.á 
definido corno r, = {1I (e ) : E (G) } donde E (e) son las parejas de vértices 
(tu·) tales que (u. ti) tt E (G ): en la figura 1. 1 e3 y e5 son com plement arias. 

Not.emos que G5 - a diferencia de las otras cuat.ro- no es "conexa" , 
para entender COITcct.ament.e est.c concepto veamos las sigllÍent.es defi niciones 
válidas para gráficas simples y no simples. 

F na sucesión alternante de vért ices y aristas (vl , a l : t·2:a2, ... ~" l'n) en 
donde cada ar ist.a Qi t. iene como extremos a los vértices Vi y V i 1-1 se llama 
llll camino; \11 1 camino que no repite arist.as es un paseo y un camino que 
no repit.e ,'értices es una trayectoria; un paseo en el cual sólo se repiten 
el primero y el ültimo vért ice es un ciclo; la longitud en cada caso es el 
número de aristas. 

Parn facilitar la not.ación, si la g,l'áfica no tiene aristas paralelas, solo 
pOlldremos los vért ice~ (1.' 1 ' t'2 , .. . , t'n); veamos algl\l10S ejemplos: 
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camino paseo 

O~' ·· .. ·· ·······O 

JXI"' 
0-",0 

lon¡Jitud 5 longitud 5 

trayectoria ciclo 

(v" a . . "~. a, . v~, a~, V~) (v" V,;. v. , v ... v: ) 

longitud 3 longitud 4 

figura 1.2 

Si e contiene ciclos, le llamaremos cuello de e a la longitud mínima de 
un ciclo en e: el cue llo impar (resp. par) de e será la mínima longitud 
impar ([esp. par) de un ciclo en e, lo denot.amos como Ci (e) (resp. cp (e )) : 
pan1. la primera gráfica de la figura. 1.2 t.enernos Ci (e) = 3 Y r:p (e) = 4. 

ella gráfica. e es conexa si para todo pa.r de vértices e..xiste una. trayec
toria que los une: en este trabajo, por lo general sólo vamos a considerar 
gl'áficas conexas. 

TJna gráfica conexa y sin ciclos es un árbol. Cada árbol con mas de un 
vértices posee al menos dos vértices terminales - vértices de grado uno-- . 

Dadas dos gráficas H = {V (H) , E (H ) , f H } y e = {'V (e) , E (e) , fe} , 
decimos que H es subgráftca de e si 'V (H) e 'V (e) , E (H) e E (e) y 
fH (a) = fe (a) para toda arista a de H . 

Una subgráfica se llama inducida si cada vez que fe (a) e V (H)(2) 
tenemos que a E E (H): en est.e caso decimos que V (H) induce 11 en e. 

Si V' es un subconjunto de V (e), denotamos como e [1f1 ] a la subgráfica 
que induce V' en e. Un subconjunto de vért.ices de V (G) es independiente 
en G si la. subgráfica que induce no t iene aristas; por ejemplo, si consideramos 
como e fl la primera. gráfica de la. figura 1.2, t.enemos que e [V I , 1.13 , V4] es un 
triáll ¡,;ulo y {1 '2, ti,,} es un conjunt.o independient.e. 
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t na gTá.fica es bipartita si su conjunto de vért ices se puede part ir en dos 
conjunt.os independientes. 

Una subgl á.fica H de G se llama generadora si V (H) = V (G); una 
factorización de G es un conjunto de SUbgTáficas generadoras ajenas d 08 a 
dos en aristas cuya unión es G. 

T:na gnífica es r-regular si todos S llS vértices t ienen grado 1' , un 1'

factor de ulla gTáfica G es una subgTáfica r-regular, generadora de G. Una 
t'- factorizació n de G es una factorización de G en r-fac t.ores; a continuación 
se muest.ran una l-factorización de K4 y una 2-factorización de K5. 

o 
0 - --0 o o o o o 

1 
3 

j .X. 
2 3 2 

figura 1. 3 

Es fácil probar que las gTáficas completas de orden par siem pre se pueden 
l- fact orizar mient ras que, para las completas de orden impar esto resulta 
imposible. 

La gn ífjeH. que se obt ienen de una gTáfica completa de orden par K 2n , 

suprimiendo un l-fac!.or se le llama octaedro y se les denotan por O". 
L'na digráfica es un objeto matemático D = {V (O) , F (O) , I D} donde: 

• V (U) e!; un conjunto cuyos elementos se llaman vértices de D . 

• F (O) es 1111 conjunto cuyos elementos se llaman flechas de O. 

• I D es lI lla fLlIl ción que va de F (D) en V (O ) x V (D) llamada funció n 
de incidencia. 

r':n el caso de la,~ ¡i,T,íficas teníamos V (D)(2) el conjunto de los pares no 
ordenados de vért ices, en este caso tenemos V (D)2 el conjunto de pares 
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ornenados , es por eso que si f D (a) = (u. v) decimos que 1¿ es el Ol'igen de la 
flecha a, y l' es su extremo. 

Dada una digráfica D, le llamamos el soporte ne D a la gráfica que se 
obt ielle si consideramos cada f D (a) como un par no ordenado. En otras 
palabras, el soporte de una digráfica se obtiene borrando las puntas de las 
flechas; en la figura 1.4 se muestran digráficas cuyos soportes son las gráficas 
de la fig'ura 1.1. 

figura 1.4 

Reciprocament.e, dada una gráfica G obtenemos Ulla digráfica si asigna
mos a cada arista de G una sola de las dos posibles orient.aciones que puede 
t.ener , es decir , una flecha ent.re sus extremos; a esta asignación - de puntas 
de fiecha- se le llama una orientación de G j las digr áficas ele la figura 1.4 
provienen de orientaciones de las gráficas en la figura 1.1. 

A las eligráficas cuyos soportes son gráficas simples , les llamamos ori
gráficas. 

Las origr áfiras completas se llaman torneos. 
--> en tOl'neo circulante C2n+1 (1 ) es un torneo con 2n+ 1 vértices vo , VI , .. .'U2n 

en el cual las flechas van de Vi a Vj siempre que (j - i) sea menor o igual que 

n (modulo n) excepto los valores en 1 j el siguient.e es un dibujo de C; (3) . 

figura 1.5 
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1.2 Coloraciones 

Los problemas de coloraciones en Ttoria de gráfica..; se refieren a las parti
ciones del colljunt.o de vértices ó de aris tas, en clases que cumplall ciert.a.'i 
caracl.erÍst icas. 

Dado Ull conj unto V, decimos que P = {Vi , V2 , ... Vn } es una partición 
de V en n clases, si se cumple que V; .¡. 0, V; e V para toda i ; V; n V¡ = 0 

itj 

yu v;=v 
i = l 

Dadas dos o más particiones de un mismo conjunto, el refinamiento 
común óptimo ue ellas es la partición en la que cada miembro se obtiene 
int.crsectal1l1o las clases de cada una de las particiones dada.s. 

Entendemos que colorear los vértices (resp. las aristas) de una gr áfica 
significa asignarle a cada vértice (resp. a cada arista) un color; ele un modo 
más preciso. una k-coloración de los vértices (resp. de las aristas) de e, es 
una función e : V(e) -+ {cl,c2, ... cd (resp. c: E(e) -+ {C¡,C2,'''C..}) donde 
('1.C2, "' C" representan los k colores; a menudo tomamos Cl = 1, ... ck = k . 

A las pre-imágenes de cada color c- 1 (i) se les llama cla<;es cl'Omáti
ca<; ; las clases cromát.icas forman llna partición cromática del conjumo de 
vértices (resp. de arist.as) de la grMica. 

En est.e trabajo se usarán diversas reglas para colorear los vértices ó arist as 
de una gráfica; una "regla" para colorear establese restricciones sobre las 
clases crorná.t iCils. 

En el est.udio de las coloraciones de vértices de gráficas, una "regla" clásica 
para colorear es la siguient.e: 

"si dos VÚ"tiC6S son adyaCEntes no p'ueden 7'ecib'ir el mismo col07' . .. 

En otras palabras , se pide que las clases cromáticas sean conjunt.os in
dependientes de vértices. A estas coloraciones se les llaman coloraciones 
propias: cualquier coloración que no sea propia se llama impropia. 

Ellt.onces . Ulla k-coloración propia de los vért. ices de e es una fun ción 

e \f (ñ) -t {1 ,2, ... k} tal que si llV E E (G) entonces e (11 ) 01 e ('1,) ; los 

si~l¡jentcs SUl! ejemplos de coloraciones propia.~. 
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o /e 
'e-- o 

I I 
o--e 

e/ "o 
2-coloración 
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A~ o e 

3-coloración 

figlmt 1.6 

4-coloración 

Es claro que si IV (e)1 = p entonces existe una p-coloración de e, sin 
embargo es posible que con menos colores se puedan colorear propiamente 
los vért,ices de e. También es claro que si lE (e)1 i- 0 se necesitan a l menos 
2 colores para colorear los vértices de e. 

Dadl1 ulla gTáfica e, determina!' el número exacto de colores que se requie
ren para colorear propiamente sus vértices es un problema muy importante. 
que ha sido y cont.inúa siendo estudiado extensament.e. 

El número cromático X (e) es el mínimo k para el cual existe una k
color<tción de G; en los ejemplos de la figura 1.6, las coloraciones son óptimas. 
es decir , ninguna de esas tres gTáficas se puede colorear con menos colores de 
los indicados. 

Se dice que G es k-coloreablc si X (G) :S k. 
Exist.en muchos otros tipos de coloraciones propias e impropias, en este 

t.rabiljo vamos a estudiar además de las anteriores, otras coloraciones llama
dits acíclicas. 

ella k-coloración acíclica de e, es una k-coloración propia de sus vért.i
ces con la condición adicional de que toda subgráfica inducida por dos clases 
cromáticas sea una gráfica acíclica; en la figura 1. 7 damos un ejemplo de 
coloración acíclica. 
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El núme m cmmático acíclico de una grMica e es el míllimo k tal que 
exista una k-coloración acícl ica de e: lo denotamos como Xa (e ), 

El nümero cromático acíclico de una grálica e también se puede clef-inir 
corno el mín imo nümero de colores que se necesit.an para colorear propiamente 
lo>; ,'értices de G, de t.al manera que cada ciclo reciba al menos tres colores, 



Capítulo 2 

Homomorfismos 

Dadas dos ¡;ráficas e y H , un homomorfismo de e en H es Ulla fun ción 
h: V (G) -.., \/ (H) que preserva adyacencia, es decir, si uv E E (e ) entonces 
hCu) = h (7') Ó h (lI) h (v) E E (H ). 

Por lo general siempre que esté definido el concepto de homomorfismo, 
existirán h017lomorfismos triv·iales. Por ejemplo, en t.eoría de grupos, cual
quier gr upo se puede mapear bajo un homomorfismo tr ivia l en cualquier otro, 
mandando todos los elementos del primero a la identidad del seg1mdo. En 
teoría de gráficas los homo7norfi s1Hos tri-lriale.s son aqllellos que mandan to

dos los vén ices de una gráfica en un solo vértice de otra . En est.e t rabajo. 
sin embargo, !lOS int.ercsa estudiar especia lmente a los homomorfismos que 
!la "aplasten" aristas, es decir, no permitiremos que si 1L'l' E E (G) entonces 
h(lI ) = 17 (/') Y h (lI) h(v) ~ E(H ); a esta clase de homomorfismos se les 
llaman hOnlOm01fismos in ·efl exivos. 

2.1 Hornomorfismos irreflexivos 

Nat.uralmente en este contexto ya no existirán homomorfismos irreflexivos 
tr iviales, incluso ahora será posible que entre dos gr áficas no exist.a ningún 
homomorfismo irrefiexivo. 

2.1.1 Definiciones y primeros ejemplos 

Definición 2.1 . Un homomorfismo irreflexivo de e en H [S 'una f un
ción h : V (e) -t v (H ) tal que: 

13 
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Vt' E E (e) implica que h (u) h (1') E E (U ) 

Es importanle nota.r que la composición de homomorfisrnos irrefle.-xivos es 
un homomorfismo irreflexivo. 

un homomorfismo irreflexivo h entre dos gráficas e y H induce de manera 
natural una función hE entre las aristas de dichas g1'áficas: 

hduv) = h (u) h (v ). 

En adelant.e, pa.ra facilitar la escritura, pondremos i-homomorfismo 
para referirnos a los homomorfismos irreflexivos. 

Definición 2.2. Dado un i-homomorfismo h de e en H, la imagen de e 
bajo h es una subgráfica h (e) de H , definida corno: 

V (h (e)) = {v E V (H ) Iv = h (v') para algún v' E V (e) } 

E (11 (el) = {uv E E (H) lut, = hE (u'v ' ) pam alg una u'v' E E (e)} 

De la misma manera, dado un i-homomorfismo h de e en H y ulla sub
gTáfica F de G se define h (F) , la imagen de F bajo h, que por supuest.o es 
UIl a su bgl'áficfI. de h (e). 

Antes de ver algunos ejemplos para aclarar estos conceptos, veamos el si
guiente result ado que es muy sencillo pero út il en el manejo de i-homomorfismos: 

Proposición 2.1. h: V (e) -+ V (H) es un i-homomor:fismo si y sola
menté si h- 1 (1 ) es un subconjunto independiente, de V (e) pam todo 
sllbconjunto independiente 1 dE V (H ) 

Demostración. 

Sea h : ~r (e) -+ V (H ) un i-homomorfismo. Se sig'ue inmediatamen
tI, de la definición que si F es una subgráfica de e con E (F) -1- 0 
f¡¡ tonces E (h (F)) -1- 0 lo cual implica que para todo 1 subconjun
/.0 independiente de V (H ), h- J (1 ) es necesariamente un subcorüunto 
independiente de V (e). 

Supongamos que pam todo 1 subconfunto independientE. de V (H), h - 1 (1) 
es 'un subconjunto independiente de V (e) , en partic 1l1aT esto se cum
ple pam cualquiEr pareja de vértices no adyacentes en H , es decir', 
/¡ - l (v.) U h- J (v) es independiente pam toda par'eja de vért ices {u ,v} 
qU E- no sean adyacentes tn H , esto 'implica q'UE si uv E E (e) n ecesa
r'iam w lt h(u)h(t,) E E( H) . • 
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Como un corolario muy sencillo de es t.e teorema observemo~ que, dado un 
i-homomorfismo, la imagen inversa de un vért.ice es siempre un conjunt.o inde
pendiente, a este t ipo de conjuntos -la~ imágenes inversa~ de los vért ices'
se les llaman fibras. 

C ll flllClo exista al menos un i-homomorfismo de e en H lo denotamos 
como G -t H . si no exist.e ningún i-homomorfismo ponemos G -f+ H. 

De manera más específica escribimos e -":. H para indicar que h es un 
i-homomorfismo de e en H. 

Ahora si. \'eamry,; algunos ej emplos: 

Ejemplo 2.1. Sw G no trivial. entonces e es ¡ma gráfica bipartita si 11 
sólo si e -t f{2. 

Demostración. 

Si e es 'una gráfica bipartita, podemos definir un -i-homom01fismo 
Ir de \/ (e) en V (K2 ) = {l. 2} como: 

{ 

1 si u E V) 
h(u) = 

2 si 'u E V2 

donde {l/l. v; } es una partición de V (e ) w conjuntos indepcn
diw t f.s . 

POI' d contmrio, si existe un i-/wmomorfismo h: V (G) -t V (J{2) , 
tmw ws una partición de V (e) en dos conjuntos 'indcpcndú:nlcs 
dada por h- l (1) Y h- J (2) , es decir', las únicas dos fibras dd i
h01l/omorfismo entre e y K2 nos proporcionan la bipar"t-ir:ión dt 
\/ (G) en conjuntos ·independientes .• 

Ejemplo 2.2. Si G loS isomorfa a alguna sv.bgráfica de H , la inclusión de 
e rn 1-1 es un i-homomorfismo: m partir.ular, tf;.ne7110S qut. s·j G -t 1\"2 
entonces e -t H paTa t:¡w.lqv.·icr l-l con E (H) # 0, pues I 01J!f!1lWS 

la co mposición en/r'e el i-homomorfismo q'ue existt de e en ¡(l y la 
incl-Ilsión de. !(l en El. (figum 2. 1) . 
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..... ---.--... 
/ G \ 

\ ) 
,~ 

" , 

,--- -..... . 
/ "H : ............ \ 
I ." 
\ / 

----~ .. '-~ 
~ o ti) 

figura 2.1 

Ejemplo 2.3. Pam los ciclos par'es tenemos que C" -> K 2 Y por lo tanto 
CIl -> H pam toda H con E (H) f. 0. 

Ejemplo 2.4. Pam ciclos impares Cm Y Cn con m ::; n , tenernos q'ue 

C" -> C",., 

Demostración. 

Sean Cn = CUloU·2 . ... Un) y Cm = (V¡ , l ·2, ... 1.'m) dos ciclos -impares 
con m ::; n, entonctS h : V (Cn ) -t V (Cm) definida dé la siguient.e 
manem ts 'un -i-homomorfismo 

{

V, para 1 ::; l ::; m 

h (u,) = V¡ para m + 1 ::; t ::; n con t par 

l'", para m + 1 ::; t ::; n con 1 anpar 

• 
Para aclarar este últ imo ejemplo, en la figura 2.4 se muestra el caso es

pecífico correspondiente a los valores n = 9 y m = 5 

figura 2.2 

h(v ,) = u, 

h(Vl) = U, 

h(v,) = u, 
h(v.) = u, 

h(v,) = u, 

h(v.) = u, 
h(v,) = u, 

h(v. ) = u, 
h(v,) = u, 
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Por lo general será conveniente tener un a idea "visuar' de algunos ho
momorfismos, es por eso que procederemos como sigue para represent.ar un 
homomorfismo (le G en H 

• Dibujarnos ambas gráficas y asignamos números a los vérl ices de l-J . 

• A cada vért ice de G se le pondrá el número correspondiente a su imagen. 

Por ejemplo, el ¡-homomorfismo de C9 a Cs que se vió en el ejemplo 2.4, 
queda representado como se muestra en la figura 2.3. 

C'omo hemos dicho antes, no siempre e..xisten i-homomorfismos entre dos 
gr áficas . es important e notar que la existencia de un i-homomorfismo de G 
en 11, no neccsariament.e implica la existencia de uno de H en C. 

A contilluacióll se muestra un ejemplo concret.o de este hecho. 

figura 2.4 

En .(I( Hem/. pUT'U. ciclos -impares Sé tiene q'ue Cn -t Cm pt.T'U Cm - rt C" 
si In:::: n 
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Como corolario inmediato de este últ.imo ejemplo tenernos la siguient.e: 

Proposición 2.2. Si H Y G no son gráfico"s bipartitas y G --> H entonces 
el clttllo impar de H es a lo más el cuello impar de G. fS decir 

Ci (H) ::: Ci (e) 

2.1.2 Diferentes tipos de homomorfismos 

Así como las funciones, los homomorfismos se pueden clasificar según sean 
suprayectivos, inyectivos o biyectivos. Comunmente se les llaman bimorfis
mos a los homomorfismos biyect.ivos, e pimorfismos a los suprayectivos y 
mono morfismos a los inyectivos . 

Vale la pena aclarar que la inversa de un bimorfismo no necesariamente 
es un homomorfismo, por ejemplo, cualquier biyección de \/ (K;:) en V (Kn ) 

es un bimorfismo y su inversa no es IlJl homomorfismo. 
Observemos que los monomorfismos - y por lo tanto los bimorfismos-

son siempre homomorfismos irreflexivos. 
Los homomorfismos para los cuales la imagen del dominio es una s·ub

gnUim. inducida del codominio son particularmente import.antes, existen dos 
tipos de estos. 

D efinición 2.3. Un homomorfismo h de e en H es pleno si para toda 
par'eja de vértices {h (u) , h (v)} adyacentes en H . tenemos que las 
pnimágenes 11, y 'U son adyacentes en e. 

Definición 2.4. Un homoT/wr:fisrno h de e en H es fi el si h (e) - la 
imagEn dé G bajo h - es subgráfica inducida de H. 

Observemos que todos los homomorfismos plenos son fieles , sin embargo 
existen homomorfismos fieles que no son plenos. 

Como un ejemplo de esta afirmación, tenemos los i·homomorfismos de Cn 

a Cm descritos en el ejemplo 2.4. Para aclarar est.o consideremos nuevamente 
el caso concret.o de C9 a C", Est.e i-homomorfismo es fiel, sin embargo no es 
pleno pues existen vért ices que son adyacentes en C5 , y cuyas preimágenes 
no lo SOIl en C9 (figura 2.5) 

l'1 '1'5 E E (e5 ) 

/.' 1 = h ('u.¡) = h (116) = h ('u.s) 
'/. '!) = h (115) = h (117) = h (U9) 
111 ti" ~ E (Co), UI117 ~ E (C9 ), 11~119 ~ E (C9 ), 'U.811" ~ E (C9 ). 
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h (u) h (u , ) h 

h(u, ) /0-0"" .. ~ [ r (U,) 
h (u· ) • • . t 

\ / h(u, ) 

h ( u. ) o -............. o ..............-0 h '( ud 

ti (u, ) 

figura 2.5 
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Existe una caracterización muy cómoda de los homomorfismos plenos 
que los distingue clarament.e de los fieles: para entenderla consideremos una 
gl'ábca bipart ita G con E(G) # 0 y el i-homomorfismo de G en K 2 descrito 
en el ejemplo 2. 1. Naturalmente este i-homomorfismo es fiel, y sólo es pleno 
en el caso en que G sea una gl'áJka bipartita completa. 

De est.a manera se tiene que si h es un homomorfismo de G en H , Y 
1/.1' E E (H ), basta que exist.a alguna arista entre h- 1 (u,) y h- 1 (v) para que h 
sea fiel, mient.ras que para que h sea pleno es necesario que h- 1 (11) U h' 1(1') 
induzca una gl'áfica bipartita completa. 

fiel G 
G G~ •• . 

h(u) 

" • ~(vl 
pleno 

figura 2.6 

Para concluir esta sección , sólo resta mencionar que los isomorfismos 
tales corno fueron definidos en el capítulo r, son los bimorfismos fie les . 
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2.2 Cocientes 

Dado un homomorfismo h : V (G) ~ V (H) sabemos que h (G) - la imagen 
de G bajo h- es una subgráfica de H . En esta sección nos vamos a interesar 
por aquellos homomorfismoiS en que h (G) sea exactamente H, es decir, en 
los homomorfisrnos que sean suprayectivos en vértices y ar istas. 

2.2.1 Epimorfismos fieles 

Un epimorfismo fiel es precisamente un homomorfismo suprayectivo en vér
t. ices y aristas. 

Definición 2.5. H es cociente (resp. i-cociente) de G si existe un 
cpirnorfismo (resp. i-epirnorfisrno) fiel de G en H . 

Por ejem plo, C3 es i-cociente de C5 , en general - -como se vió en el ejemplo 
2.4- Cm e5 i-cociente de Cn si m ::; n y ambos son números impares. 

A continuación veremos que la definicion clásica del cociente de una gráfi
ca por una partición (definición 2.6), coincide con la que acabarnos de dar 
(definición 2.5). 

Definición 2.6. Sea G una gráfica y P = {V¡, Vi , .. .vd una partición cual
quiera de V (G) en k subconjuntos (resp. subconjuntos independientes), 
C / P , el cociente canónico de G por P (resp. i-cociente canónico 
de G por P), se define de la siguiente rnanem: 

• V (G j P) = {V¡ , Vi, ... Vd 
• Vi V¡ E E (G / P) si existen Vi E Vi y Vj E V¡ tales que ViVj E E (G) 

La proyección naturalllp : V (G) ~ V (G/ P) definida como IIp (v) = Vi 
si v E Vi, es un epimorfismo (resp. i-epimorfismo) fiel de G en G/P , por 
lo que G/ P es un cociente (resp. un i-cociente) de G en el sentido de la 
definición 2.5. 

Ejemplo 2.6. Considerarnos C6 = Uj , U2, ... U6 y las siguientes dos particio
nes: 

Pj = {VI , V2} donde V¡ = {Ul ,U2, 'U3}, V2 = {U4 , U5 , U6} 

P2 = {V3, V4 } donde V3 = {U¡ , U3 , Us}, V4 = {U2 , U4 , U6} 

al tornar los cocientes tenernos que C6/ P 1 ~ C6 / P2 ~ K 2 
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, ' 
)--' o ~v, 

j) v, \\~\ 

( :_~~;><:<) 

figura 2.7 

IIp, : V (C6) -> V (C6/ P¡) es 1Ln i-e.pimorf¡smo fi el, y 
l1 p, : V (C6) -> V (C6/P2)es simplemente un ep'imo1fismo fiel. 

Nót.ese <¡ue si H es cocient.e (resp. i-cocient.e) de e, entonces existirá 
ulla particiólJ (resp. ulla partición en conjunt.os independientes) P de V(e) 
de tal forma que el cociente (resp. i-cociente) canón ico e /P es una gní.fica 
isomorfa a ¡.¡. esta partición estará dada por las fibras del epimorfismo (resp. 
i-epimorfi:;mo) fiel que va de e en H. 

P\'opo~ición 2.3. jJam todo h : V (e) -> V (H) honwmo1fismo (n:sp. 
'i-hOm011l01:fiSllW). e:¡,i ste una par-t'ióón (r-esp. par'lición en confuntos 
inde]l flld iwtes) P de. '1 (G), yun monomo1fismo In: V(G / P) --+ 

,/ (H) (al que h = m o IIp 

figura 2.10 
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Demostración. 

Dado un homomorfismo (resp. i-homomorfismo) h : V (G) -+ V (H) , 
sus fibras forman una partición (resp. par·tición en conjuntos indepen
dientes) P de V(G). 

Además G/ P es isomorfa a h (G) pues existe un bimorfismo fiel <p : 

V (G / P ) -+ V (h (G)), definido como <p (Vu) = u donde V" es el vértice 
en G/P correspondiente a h- 1 (u) . 

Sea m : V (G/P) -+ V (H ) definida como m = i o <p donde i es la 
inclusión de h (G) en H (figura 2. 11); m es un monomorfismo y para 
todo v E V (G) se tiene que si h (v) = u entonces 

(m o IIp ) (v) = m (Ilp (v)) = m (Vu) = u = h (v) 

m=(i om ) 

figura 2.11 

por lo tanto h = m o IIp . • 

Observemos que h es un epimorfisrno (resp. i-epimorfismo) fiel si y sólo 
si m es un isomorfismo. 

En este momento hemos llegado al punto clave para entender la estre
cha relación que existe entre las coloraciones propias y los homomorfismos 
irreflexivos. 

Proposición 2.4. G es k-coloreable propiamente si y sólo si G -+ Kk 

Demostración. 

Supongamos que G es propiamente k-coloreable, entonces tenemos una 
partición P de V (G) en k subconjuntos independientes (las clases cro
máticas); IIp es un i-homomorflSmo de Gen G/ P , que es una gráfica 
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de orden k: si f fS c'UiLlq IÚ er monomor:fismo dé e /P tn ]-( k , tntonces 
Jo np (S un ¡-homomorfismo de e en Kk. 

RecíprOCiL17lCn té, si J : V (e) ---> V (Kk ) es 'Un i-homomorfismo, enton
a .s las fibms rLE. f f01'1nan 'una particio1l de V (e) en k s'ubconjuntos 
indt]!(;7/.llif.nles lo cllal SI'. pUf.dl'. ver' como una k- coloración (pmpúL) de 
Vf.l·tia.8 dé e . • 

Las coloraciones que se mostraron en la figura 1.6 del C<lpít.ulo 1 nos 
proporcional! los siguientes i-cocientes: 

0 --• 

. ~7!' 0 - -0 
~ \/ 

• 
o 

• ~ • 

)!~ )!~ 
figura 2.12 

2.2.2 i-epimorfismos elementales 

Los i-epimorfismos fieles son muy interesantes y veremos en esta sección, que 
se pueden obtener componiendo i-epimorfismos elementales - aquellos 
i-epimorfisHlos que identifican sólo una pareja de vértices no adyacent.es, es 
decir, que tienen una única fibra no trivial que const.a exact.ament.e ue dos 
vértices no adyacent.es- . Consecuentement.e, cada i-cocient.e de Uliil gráfica 
G es el último término de una sucesión de i-cocientes de e, en la cual caela 
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miembro se obtiene del anterior identificando un par de vértices no adyacen
tes. 

Definición 2.7. H es un i-cociente elemental de G, si existe un i
epimorfi5mo elemental de G en H. 

Proposición 2.5. Sea H i-cociente propio de e, entonces H es la imagen 
de e bajo la composición de puros i- epimorfismos elem entales. 

Demostración. 

La demostración se hará por inducción sobre n = IV (G) l· Para n = 3 
claramente tenemos el resultado. 

Sea G una gráfica de orden (n + 1) Y JI un i-cociente propio de G. 

Como el i-cociente es pmpio existe alguna fibra no trivial, es decir, 
podemos encontrar un vértice u E V (H) tal que Ih-1 (u) 1 ~ 2. 

Tomamos v, w E h - 1 (u) , estos vértices no son adyacentes por lo que 
podemos considerar el i-epimorfi5mo elemental hv,w que los identifica. 

Sea G la gráfi ca que se obtiene. 

G es una gráfica de amen n y H sigue siendo i-cociente propio de 
G, por hipótesis de inducción sabemos que H se obtiene de G bajo la 
composición de puros i-epimorfismos elementales, y como hv,w es un 
i-epimorfismo elemental obtenemos el resultado, (figura 2. 13 J .• 

s. 
( 

' ~--'~ "' . 

\ .. ,; ...... ~ ... J 
r 

( "} 
\ .' 

., .... _~._ .... ~/ .. 

figura 2.13 
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Dada una gnífica G podemos tomar todas las gráficas que sean i-cocientes 
elementales de ella, luego t.odos los i-cocientes element.ales de esta.'i nueva.s 
gTáficas y asi susesivamente, de esta manera obtenemos todos los i-cocientes 
de G, Es claro que este proceso debe term inar en algún momento pues la.'i 
gTáficas que considen'tmos son siempre fin i t.a.s , 

En la figura 2,14 se muest.ran todos los i-cocientes de C6 ' 

figura 2,14 

Las gníficns completas no l iellen i-cocientes pues en ellas, ya no existen 
vért ices llO adyacentes que se puedan identificar, 

En general a este tipo de gráfica.s - aquella.s cuyos lÍnicos i-cociemes son 
ella misma- se les llaman gráficas terminales. 

Las gráficas terminales de una gráfica G son todas la.s gráficas ter
minales que pro\'ielll'!n de G, EIl la figura 2,14 se puede observar que K2 y 
1-(3 SOll las lÍllicas g1'áfi cas terminales de C6' 

f)e todas las gráficas terminales que ulla gnIJic:a G pueda t.ener, nos int.e
resan las de orden mínimo, a estas las llamaremos i-cocientes mínimos de 
G, Por ejemplo 1 .... 3 es gráfica terminal de C6 pero no es i-cociente mínimo, 
el IÍnico i-cociente mínimo de C6 es K 2, 

Nos int.eresiU¡ estas definiciones, pues el número cromático de una gráfica 
G, en térm illos de hOH1omorfisITlos, significa lo sig,l¡jen\.e: 

Proposición 2.6 . el número cromático dé 'u.na gr'áfica G ( ,S iqual (L k, si y 
8ólo si /\'" (S i-cocientE, rnínimo de G, éS decir: 
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x (G) = k si y sólo si G -t Kk pero G -+> Kk - I 

Demostración. 

Supongamos que X (G) = k, entonces k es el mínimo número tal que 
G es k-coloreable. 

Por ser G k-colorroble, tenemos que G -t K k ; por ser k mínimo, 
tenemos que G no es (k-l )-coloreable y por lo tanto G - 1-> K k- J • 

Supongamos ahora que G -t Kk pero G -+> Kk - J , se sigue inmedia
tamente que G es k-coloreable pero no es (k-l)-coloreable , es decir el 
número cr'omálico de G es igual a k .• 

Tal vez en este contexto no tenga mucho sentido hablar de gráficas termi
nales ó i-cocientes mínimos en vez de gráficas completas simplemente, pero 
en el siguiente capítulo se aplicarán estas mismas ideas para estudiar colo
raciones en otras categorías de gráficas en donde las gráficas terminales no 
tienen por que ser completas. En algunas de estas categorías existen objetos 
(gráficas con estructura adicional) que poseen varios i-cocientes mínimos no 
isomor[o~ . 

2.3 Retractos 

Un homomorfismo de una gráfica en si misma se llama un endomorfismo. 
Naturalmente la imagen de un endomorfismo de G es una subgráfica de G. 

2.3.1 Retractos y retractos impropios 

Dada ulla gráfica G, nos vamos a interesar por aquellos endomorfismos irre
flexivos euya imagen sea una subgráfica inducida de G. 

Definición 2.8. Sea r : V (G) -t V (G) un endomorfismo (resp. i-endomorfismo) 
y r(G) = H. 

Si r (v) = v para todo v E V (H) decimos que r es una retmcción 
(r'esp. i-retmcción) y H es un retmcto (resp. i-retmcto) de G. 

Ant.es de ver algunos ejemplos, tenemos dos observaciones: 
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Observación 2.1. La composición de r étmcC'ionés (TéSp. ¡-retracciones) es 
una retn.Lcción (nsp . i-ntmcción) , por lo que si Ji es retracto (r·esp. 
i-retr-ucto) de G y F es retracto (¡'esp. i-retmcto) de Ji , ten emos que 
F es un n tmcto (nsp. i -Tétmcto) también de G. 

Observación 2.2. si H es un rctmcto (nsp . i-ntmcto) df; G. ntlonces H 
(S iS01l/,01fo a un cociwte (resp. i-cociente) de G. 

Ejemplo 2.7. Sea C2/1 = u,¡ , 'U2 .... tt2/1un ciclo paT. Si definimos 

1': V (C211 ) -> V (C211 ) como: 

{ 

tt¡ si i es impar 
¡' (Vi) = 

1/'2 Sil. es par 

tenemos que la arista 'U]tt2 es un i-1'etmcto de C2n . 

Este es un ejemplo muy sencillo, sin embargo podríamos haber dicho alÍn 
más. ya que para los ciclos pares cualquier arista es un i-ret ract.o. 

Es import ante observar que no siempre se da est'a situación, se puede 
dar el caso de ulla grá.fica que tenga dos subgráficas isomorfas. ulla de las 
cuales sea i-retracto de ella, mient.ras que la otra no; consideremos el siguient.e 
ejemplo. 

Ejemplo 2,8. Sea F la gráfica que se muestm en la figura 2.15, en ella 
se pueden identificar dos subgráficas inducidas C' y C" isomorfas a 

Cs. 

(-c . "'(~-:--/'" i 
'''''. /.~ / / ' ____ o • __ -- . 

figllfa 2.15 
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C' es i-retracto de F, como se muestra en la figura 2.16 , sin embargo 
G" no es un i-retracto de F. 

figura 2.16 

2 

8./'-'" ".3 
I I 
• .4 7",-,-,/ 

6 5 

Dada esta situación, es conveniente introducir un concepto ffi i.Í5 relajado. 

Definición 2.9. Dadas dos gráficas G y H , decimos que H es retmcto 
impropio (resp. i-retrocto impropio) de G, si existen homomorfis
mas (1'eSp . i-homomorfismos) h : V (G) -+ V (H) Y g : V (G) -+ V (H) 
tales que h(g (u)) = u para todo u E V (H) . 

10 que nos esta diciendo esta definición es lo siguient.e: 

Proposición 2.7. H es retracto impropio (resp . i-retracto impropio) de G 
s'Í y sólo si G tiene un retracto (1·esp. i-retracto) isomorfo a H. 

Demostración. 

Si H es retracto (resp . i-r·etracto) impropio de e, existen homomorfis
mas (resp. i-homomorfismos) h : V (G) -+ V (H) Y 9 : V (H) -+ V (G) 
con la propiedad de que h (g (u)) = u para todo u E V (H). 

Esta condición nos implica que 9 es un monomorfismo fiel, y por esta 
m zón es que 9 (H) es una subgráfica inducida de G isomorfa aH . La 
r'etracción (r'esp. i·retmcción) es (g oh), 

~=.!;! .. · .. ·.·.·.· .. I 
figura 2.17 
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Ahom supong(J,TIlos qulo G tú,nt un n,traclo (resp. i-reimcto) !J' isomorfo 
a H. 

S'w.r él isomorfismo wtre J-I' y J-I . 

figura 2.18 

DEfinimos h Y 9 de la siguient f:; manera: 

h = (J o r) 

9 = J- ] 

Veamos ({U f éstos homomorfismos (n sp. i-homomorfismos) cumplen lo 
que qIL lcrímnos: 

h (9 (u.) ) = (J o r) (J - I (11)) = J (1' (J- I (u. ))). 

Como J 1 (11) E 1/ (R ') Y l' (u) = u para lodou. E 1/ (E) ltnemos que 

f (1' (J- I (u))) = f (J- I (n) ) = u 

flor lo que h (9 (u.)) = u pam todo n E V (H) , lo cual implica que H f S 

un ntmcto (nsp. i-ntracto) impropio de G . • 

En el f!jemplo 7 hemos visto que es es i-retracto impropio de F , pues 
existe una subgTáfica isomorfa a e8 que es i-retracto de ella, En este mismo 
ejemplo podemos observar como esto, no necesariamente implica que cual
quier subgráfica de F isomorfa a es sea. i-retracto de ella. 

El concepto de retracto (resp. i-retracto) impropio, se utiliza si lo que nos 
in(.eresa es dist inguir únicamente el "tipo" de gTáfica que puede ser retracto 
(resp. i-retracto) de G. 

Para \enl1 inilr esta sección veamos el siguienle result.ado que uos será de 
mucha utilidad mas adelante. 
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Proposición 2.8. Dado cualquier endomorfismo (resp. i- endomorfismo) h 
de una gráfica e, existe una potencia de h que es una retracción (resp. 
i-retracción) de e. 

Demostración. 

Sea h : V (G) -t V (e) un endomorfismo (resp . i-endomorfismo) cual
quiera. Tenemos que: 

e 2 h (e) 2 h2 (e) 2 '" 

Como e es una gráfica finita, existe n tal que: 

hn - 1 (e) = hn (e). 

Llamémosle H a esta subgráfica de e, es decir: 

H = hn - 1 (e) = hn (e). 

Observemos que la imagen de H bajo h es ella misma, por lo que h 
r'estring·ida a H es una biyección, entonces existe un índice k para el 
cual hn+k (e) = H Y hn+k (u) = u para todo u vértice de H .• 

2.3.2 Equivalencia homomorfica 

Definición 2.10. Cuando tengamos que G -t H Y JI -t e diremos que e 
y JI son i-hom-equivalentes y lo denotamos como e +-t JI . 

Es fácil verificar que +-t es una relación de equivalencia. 
Como ejemplos de gráficas i-hom-equivalentes tenemos los siguientes: 

• G ..... K 2 para cualquier gráfica bipartita e . 

• e ..... R siempre que R sea retracto de e. 
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Estos dos ejemplos nos podrían sugerir que, para que dos gnHicas sean i
hom-eqlü,·alelltes. entonces una tiene que ser ret.racto de la otra: veremos que 
si e ..... R entonces e y R t.ienen un i-retracto impropio común , en panicular 
uno muy especial que es( udiaremos a continua<:ión. 

Anteriorment.e se han definido las gráficas le'rminales como aquellas gráfl
cas cuyos únicos i-cocientes son ella misma; hemos visto tambi~n , que est.e 
tipo de gr áficas son gráficas completas. Por supuesto una gráficit completit no 
t iene subgráficas propias que sean i-ret.ractos de ella, entonces t iene sentido 
pensar de algull it mitllera en " i-retmctos minimales" . 

Definición 2.11 . Una gr'áfica es un corazón si no tiene ninguna subgráfica 
pT'Opia que sea ¡-retracto de ella. 

No solo las gráficas completas son COrilzones, por ejemplo. también t.odas 
las gTáfica~ con número cromático crítico son corazones. 

La;; gr áfica!> con número cromático crítico son aquellas para las cuales, 
el número cromático de cualquiera de sus subgráficas, es menor a l número 
cromático de la gTáfica. ejemplos: 

• Todos los ciclos impares . 

• La gTáfica de Petersen (figura 2.19) 

figura 2.19 

ella huella manera de caracterizar a los corazones es la siguiente. 

Proposición 2.9. e (S un corazón si y 8ólo si todo i-wdoTllorfismo de G 
es un ILltl olllOrfi8711O de e 
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Demostración. 

Supongamos que G es un corazón, sea h : V (G) ~ V (G) cualquier 
i-endomorfismo. Por la proposición 8, tenemos que existe una potencia 
de h que es un i-retracto de G, pero como G es un corazón tenemos 
que: 

y esto demuestra que h es un automorfismo de G. 

Si todo i-endomorfismo de G es un automorfismo de G, es claro que 
G es un corazón .• 

Definición 2.12. Decimos que H es un corozón de G, si H es un corazón 
y es i-retracto de G. 

Observemos que toda gráfica finita G tiene al menos un corazón, pues 
recordemos que un i-retracto de un i-retracto de G, es un i-retracto de G. 
Entonces tomarnos un i-retracto H de G con mínimo número de vértices y 
este será un corazón. 

En principio una gráfica puede tener muchos corazones, por ejemplo, to
das las aristas de un ciclo par son corazones, pero ¿puede tener una gráfica 
dos corazones no isomorfos? 

Proposición 2.10. Todos los corazones de una g1'áfica son isomo1fos. 

Demostración. 

Sean H¡ y Hz dos corazones de G, con r¡y r2 las i-retracciones corres
pondientes. 

figura 2.20 
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Consúluwnos J I : \/ (H2 ) -> V (H¡) la r'es[ricción dé T¡ en H2 U 

h : V (H¡) -t V (H2) la TestricC'Íón de 1'2 en J-l¡, t ntoncts tanto 
(f¡ o J2) como (!2 o J¡) son endornorfismos de H1 y H2 respectivamen
(,e, peTo como H¡ y Ji2 son corazones, por la proposición 9, tenemos 
que estos endomorjismos tn realidad ¡jon automorftSmos, 

" '-"",", f2 ",..--, , 

( H, \ / '-'-.. / H2 '\ 
¡ 

\ 

/ --_ ... .."Y 
\ 

"-. "-
.. . ,...-'" 

f, 

figura 2.21 

Esto dwwestra q'ue H¡ y H? son gráficas isomorfas . • 

En este sentido poclemos hablar de ti corazón de una gráfica, Ahora 
si podemos demostrar que si dos gráficas G y Ji son i-hom-equivalentes. 
entonces (; y H t ienen un i-retracto impropio comlÍn, 

Proposición 2.11. Si G ~ H entonces el corazón de G y el comzón de 11 
son iS077101fos, 

Demost ración. 

Si (; !I H son i-hom-equivalentes, cJ:isttn homomorfisrnos 9 y h corno 
w ti dilJ/Ljo, 

Sean ce JL He Jgs corazones de G y H respectivamente; considt:mrnos 
gr'ájicl/,s (; e y J-le isomorfas a ce y H e dé tal manera qUé </-1 : V (G ) --+ 

\/ (éJt,) U ¡j' : V (H) -t V (lIe) sean las i-retmccióné8 im¡J7'opias co

¡Tuijlondiwl,f.s (ic" 11 i w son las inclnciones). 
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figura 2.22 

Corno Ce es un corazón, tenernos que (ia , o 9 o h o cfJ) es un automorfis

mo de G~, y por lo tanto (h o cfJ) : V (H) -> V ( ce) es una i-retracción 

imp1'Opia, lo cual quiere decir que Ce es i. retracto impr-opio de H, par
la proposición 10 tenemos que todos los corazones de una gráfica son 
isomorfos y así queda demostrado elr'esultado, • 



Capítulo 3 

Coloraciones y categorías 

en el capítulo pasado se ha mencionado la relación existent.e entre las colo
raciones propias y los homomorfismos irreflexivos, a saber : 

G es k-coloreable si y solo si G --> /{k 

En este capítulo vamos a definir, de manera análoga, como colorear otro 
t.ipo de gl'áficas: las gl'áficas orientadas y las gr áficas con aristas n-coloreadas. 

Para llevar acabo este análisis, es necesario situarnos en t.res diferentes 
"universos'· o "cat.egorías" de gráficas y deteminar clarament.e lo que los 
homomorfismos significan en cada una de ellas. 

Vale la pena aclarar que no es nuest.ra intención el dar un t.rat.amient.o 
categórico del mat.erial que se presenta, simplemente qneremos hacer not.ar 
que ést.e, puede situarse en un cont.exto más amplio. 

3.1 Las tres categorías 

A cont. illuación se hará una breve descripción ele las tres principales categorías 
que se considentn en este trabajo. Ant.es ele esto es conveniente recordar la 
sigu iente definición: 

[na categoría e esta dada por una clase ele objetos X y una clase de 
mor{isT/las o "fltchas " :F que cumplen las siguientes propiedades: 

• Cada modismo f t. iene dos objetos asociados, un dorn'Í7úo y nn roda mí

nia. Ponernos X !... y si el dominio del morfismo f es X yel codorninio 
es Y. T'arnbión se usa X = dom (J) y y = cad (J ). 

35 
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• Dados dos morfismos! y 9 tales que dom (g) = cad (J), la composición 
9 o! esta definida y tiene dominio dom (J) y codominio cad (g): 

• La composición es asociativa, es decir, dados X!.., Y, Y .!!... z y z .!; w 
tenemos que h o (g o f) = (h o g) o f. 

• Para cada objeto X existe un morfismo identidad idx que satisface 

idxg = 9 para toda y.!!... X Y idx ! =! para toda X!.., Y. 

Esta definición es muy general. Para nuestro fín es más conveniente 
restringirnos a categorías concretas, aquellas cuyos objetos son conjuntos 
con cierta estructura y cuyos morfismos son funciones que preservan esa 
estructura. 

Como ejemplos clásicos de categorías concretas tenemos a los espacios 
topológicos con las funciones continuas y a los grupos con los homomorfismos. 

3.1.1 Gráficas 

La primera categoría que consideramos, se denota con la letra 9; sus objetos 
son todas las gráficas simples, finitas y conexas; sus morfismos son los 
homomorfismos irreflexivos como se definieron en el Capítulo H. 

A los elementos de 9 se les denota con letras mayúsculas A, B , G, H etc. 
A los subconjuntos se les denota con mayúsculas cursivas A , B, e, 'H. etc. 
Como se vió en el Capítulo H, los objetos terminales de 9 siempre son 

gráficas completas. 
Las coloraciones en 9 que vamos a coneiderar son las coloraciones 

propias como se definieron en el Capítulo I. 

3.1.2 Origráficas 
~ 

La seg;unda categoría con la que vamos a trabajar, es la categoría 9 cuyos 
objetos son todas las posibles origráficas con soporte en 9. 

--+ 
A los elemenLos de 9 se les denota con letras mayúsculas y una flecha: 

--t --+ --+ --+ 
A , B , G , H etc. 

Para denotar al conjunto de origráficas que tienen su soporte en un sub
--+ 

conjunto A e 9 se emplea el símbolo A. 
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Gn la ligura 0.1 se muestran todas las posibles orig,níficas cuyo sopon,e 
es C4 . A este conjunto de or igráficas lo denotamos por Oc,; en genera l, 
parR clenotar al conjunt,o de todas las origní.ficas con soport,e e, utilizamos 
el símbolo 0 (: 

• -----. • • _ _ --. • • ---to- • • - -----+ • 

j j j j j j 
• +---- . • +--- . • - - ---Jo. • ~ • 

figura 3. 1 

Los modismos de "9 son los i-homomorfismos definidos de la siguient e 
manera : 

• h : V (e) --t V (H) es un i-homomorfismo de G en H si: 

--t 

'U1I E F (e ) implica que h(v) h (v) E F' (Ti ). 
(recordemos que lJ.1' E F' (e ) sig11ifica que la Hecha I'a de v a '(' l. 

9 es una :;ubcategoría de la categoría V cuyos objetos son d igníficas y 
que tiene por morfismos a los i-homomorfismos. 

Sea Duna digTáfica y P = {VI '\/2 , .. . \f¡..} una part ición de V (D ) en 
conjuntos independient.es, definimos D j P , el i-cociente canónico de D 
por P = {VI. V2 , ... v~. } de la misma manera que en 9 se defin ió G j P : 

V( D j P ) = {VI . V2 . ... Vd· 
v; \;) E F (D j P) si exist.en Vi E V; Y V j E "'i tales que V;t'j E F (D). 
ITp : V (U) - -> V (D j P ) t.al que IIp (v) = Vi si v E V;. 
Recordemos que un i-cocient.e elemental de una gráfica e en 9, se obt iene 

f\l identificar una pareja de vértices no adyacent.es de e. Observemos que si 
D es una digTAfica , al ident.ificar dos vértices no adyacentes se obtiene ot,ra 
digTáfica D', sin embargo si D es una origTáfica, D' no siempre resulta ser 
una origr áficf\ . pues puede tener mas de una Hecha entn~ dos vértices (figura 
0.2). 
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a /o~b 
o o 

\ / 
o_o 

e 

-t -t 

a=b 

~ 

i~ .-----/ 
figura 3.2 

Entonces dada G E Q, no basta que P sea una partición en conjuntos 

independientes de V (e) para que e / P sea un objeto de la categoría g. 
Esto es debido a que los i-homomorfismos en g , además de preservar flechas, 
preservan trayectorias dirigidas de longitud dos, lo cual se demuestra en la 
siguiente: 

-t -t 
Proposición 3.1. Dado h, un i-hornornorfismo de G en H , tenemos que 

si uv E F (e) y vw E F (H) entonces h(u) =1- h(w) . 

....--... h(v) 
u _______ o -----.. W 

• • 
h(u) _______ o ~ h(w) 

o o 

figura 3.3 

Demostración. 
-+ 

Sean u, v y w vértices de G tales que tanto uv como vw son flechas. 
Entonces, por definición, tenemos que 

h(u)h(v)EF(Il) Yh(v)h(w)EF(S). 

Si h (u) fuera igual a h (w), tendríamos flechas de ida y vuelta entre 
-t -+ 

dos vértices de H , lo cual es una contradicción pues H pertenece a la 
categoría de las orígráficas. • 
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De esta manera tellemos que 71 es un ¡-cociente ele mental de G en 
---+ -> -t 

9 si H se obt iene al identificar dos vértices de G que no esten conectados 
ni con una flecha ni con una t rayectoria dirigida de longitud dos. 

Es por esta razón que las gráficas soporte de los objetos terminales en 
esta cat egoría no son necesariamente grá.ficas completas. 

Observación 3.1. Los objetos terminales en ? son las origl'áficas t.n las 
que mdrt par de vértices está unido por una flecha ó por 'una tmytctoria 
dirigida dé longit.ud dos. 

Ejemplo 3.1. Los "Únicos ciclos, ol'ientados cíclicament.e, que son gl'áficas 
tenninrtl f.s en ? son C3~ ' c¡ y C¡; . 

c7 c~' __ • 
0---0 . \ 

1 1 ¡ / . ...........--. ~. 

fig;ura 3.4 

{"na vez aclaradas las diferencias ent re los i-cocientes elementa les '- -y por 

lo tant.o los objetos terminales'- de 9 y de ?, ya podemos definir lo que 
significan las coloracione~ de vért ices para origr á.ficas. 

---+ ----+ 
Querernos que una k-coloración de G E 9 se pueda ver como un i-

---> 
homomorfismo de G en alguna orientac ión de f{ k. 

---> 
Entonces, para decidir como colorear en g , sóio hay que tener cuidado 

al hacer el cocient.e de las clases cromát icas para que obtengamos realment.e 
un elemen(.o de IR categoría. Por ejemplo, la coloración ele C¡; most.rada en 
la figul'R 3.ií es mala. pues 1ft cligráfif:a que resulta al hacer el cocient e no 

---> 
pertencct; a g: e~ decir , el cociente no es una origráfica. 

fig;ura :3, 5 
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--+ 
De acuerdo con lo anterior, definimos las coloraciones en 9 de la siguiente 

manera. 

--+ --+ 
Definición 3.1. Una k-colomción admisible de G E 9 es una partición 

de V (e) en k subconjunto8 de tal forma que: 

--+ 
• Sea una k-coloración propia de G (la gráfica soporte de G) 

• Todas las flechas que vayan de una clase cromática a otra tengan 
la misma dirección. 

En las coloraciones admisibles así definidas, dos vért.ices unidos por una 
trayectoria dirigida de longitud uno ó dos, necesariamente pertenecen a dis
tintas clases cromáticas. En particular, esto implica que si una origrágfica 
contiene una trayectoria dirigida de longitud dos, se necesitán al menos tres 
colores para colorearla; en la figura 3.6 se muestra una coloración admisible 
de C¡. 

figura 3.6 

De lo anterior se desprende la siguiente: 

--+ ...... 
Proposición 3.2. Existe una k-coloración admisible de G E 9 si y sólo 

SI 

...... ---> ---> 
G -t Kk con Kk E OKk • 

3.1.3 Gráficas n-coloreadas en aristas 

La tercera categoría que vamos a estudiar, es la categoría 9(n) cuyos objetos 
son todas las posibles gráficas n-coloreadas en aristas con soporte en 9. 
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Definición 3.2. Una g7'áfica n-coloreada en aristas es 'Un par' m'denado 
(G, J) = ei donde e es una gTáfica !J 1 es 'Una n-coloración dE. E (e) 
(,.n la qUf. 8e ut.ilizan los n coloTes. 

Si (e , J) es una gráfica n-coloreada en aristas decimos que e es su so
porte. 

e na gráfica n-coloreada en aristas (G, J) de\.ermina una partición del 
conjunto de aristas de su soporte en n clases cromáticas no vacias que son 
las fi bras de f: 

Ei (e) = 1- 1 (Ci) 

E (e) =u E;(e) 
,=1 

Ei(G)i-0 
E;(e) n Ej (e) = 0 . 

iFi 

En la ¡¡gll!'a 3. i se muestran todas las posibles gráficas 2-coloreaelas en 
aristas cuyo >oporte es c'1' A est.e conjunto ele gráficas n-coloreadas en arist.as 
se les denota por c~: ; en general, para denotar al conjunto de gráficas n

coloreadi1.s en aristas con soporte e, usamos el símbolo cg'). 

- --o 0---
figura 3.7 

Para denot ar todas las gl'áficas n-coloreadas en aristas ellYo soport.e es 
algún elemento de un subconjunt.o A e 9 se emplea el símbolo A(n) 

Los morflsmos en esta categoría serán los i-homomorfismos definidos 
de ia sig'1.liellte manera: 

• h : \/ ((JI) -> \/ (H f)es un i-homomorfismo de el en H I si: 

w ' E: E (G) implica que h (u.) h (v) E E (H) y el color de la arista uves 
el mislllo que el de la arista h Ca) h (v), es decir, si lLV E Ei (e ) ent.onces 
h(ll)h (¡') E E;(H). 

Haciellllo UIl análisis simi lar al que se hizo en la sección i\l1terior. CI1('0I1-

t r aTIlOS la ~igllicnte : 
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Observación 3.2. Los objetos terminales en gen) son gráfica.s con la 
propiedad de que cada par de vértices está unido por 'una arista ó por 
una trayector'ia bicromática de longitud dos. 

De la misma manera que se hizo para Q, hay que decidir mmo colorear 
objetos de gen) evitando que, al identificar los vértices de cada clase cromáti
ca, se formen aristas paralelas de distintos colores. Por ejemplo, la coloración 
que se muestra en la figura 3.8 es mala. 

figura 3.8 

Con lo dicho anteriormente queda motivada la siguiente: 

Definición 3.3. Una k-coloración admisible de GI E gen) es una parti
ción de V (G) en k subconjuntos de tal forma que: 

• Sea una k-coloración pmpia de G. 

• Todas las aristas que vayan de una clase a otra tengan el mismo 
color'. 

En las coloraciones admisibles así definidas, dos vértices unidos por una 
arist.a ó una trayectoria bicromática de longitud dos, siempre pertenecen a 
dist.intas clases cromáticas. 

Es por esta razón que no existe una 3-coloración admisible para el árbol 
de la figura 3.8 ; a continuación se muestra una 4-mloración admisible de 
esta gráfica: 

111 

O"" I :/ o-O-¡-. 
o 

i/ i 
o o 

figura 3.9 
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Por supuesto cn g (n) tenemos el siguiente result.ado que es análogo a los 
-> 

correspondientes en g y g. 

Proposición 3.3. el E g(n) es k-color-eablc admisiblemwte si y sólo si 

En ocasiones e,,; convenient.e modificar un poco esta categoría y considerar 
alguna de las siguientes: 

• g(S n) : categoría cuyos objetos son todas las gráficas k-coloreadas cn 
aristas con soporte en 9 y k :::; ni los morfismos son los mismos de g (I1) . 

• 9(11) : cat.egoría cuyos objetos son los mismos de g (n), pero los morfismos 
se definen de la siglliente manera, los llamaremos i-homomorfismos 
flexibles: 

h : V (G) -> , / (H ) es un i-homomorfismo flexible de e en H :;i ut' E 
Ei (e) implica que h (v.) h (v) E Ep(i) (H) donde p es una permut.ación 
de {1. 2 .... n}. 

3.2 Variaciones del número cromático 

La import.ancia del est.udio de los objetos terminales se transparenta al ver 
que podemos generalizar el concepto de número cromático a las categorías 
que acabamos de introducir , inspirados en el hecho de que en g tenemos la 
siguiente afirmación: 

.\: (e) = k si y sólo si , ..... ¡ es i-cociente mínimo de e. 

3.2.1 El número cromático generalizado 

En adelallt e. cllalldo :;e hable de U nos est.aremos refiriendo a cualquiera de 
las tre:; cat.egorías g, 9 ó g(ll); si hablamos de homomorfismos ó coloracionf'.'3 
admisibles, el significado se entiende según la categoría. 

Definición 3.4. Bl número cromático de un objeto (gr"áfica estnlclnrariu) 
G E U (8 d mínimo 1lÚmer·o de coloTEs pam el cual el:-iste ww colomóón 
IUlmisibl r. de e. 
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Definición 3.5. El número cromático de un objeto (gráfica estructurada) 
G E U es el mínimo orden de un objeto terminal en U que provenga de 
G, es decir, el orden de un i-cociente mínimo para G. 

Ya hemos visto en la proposición 2.6 que en (} estas definiciones son 
-> 

equivalentes; notemos que también lo son en las categorías 9 y g(n). 

En ciertas ocasiones resulta conveniente pensar el número cromático en 
estos términos. Como un ejercicio, para motivar esta idea, veamos como es 
que el número dicromático de una digráfica puede definirse dentro de este 
mismo esquema: 

• El número dicromático de una digráfica es el mínimo número de 
colores que se necesitan para colorear sus vértices de modo que no se 
formen ciclos monocromáticos. 

Sea V la categoría cuyos objetos son las digráficas y que tiene por 
morfismos a los homomorfismos cuyas fibras son acíclicas, entonces el 
número dicromático de una digráfica D es el mínimo orden de un objeto 
terminal en V que provenga de D, es decir, el orden de un i-cociente 
mínimo para D en V. 

Además del número cromático de los miembros de U , nos interesa conocer 
familias (subconjuntos de U) que cumplan con la siguiente propiedad: 

Definición 3.6. Decirnos que una familia F e U es cromáticamente 
acotada, si existe un entero k tal que el número cromático de todos 
sus miembros es a lo más k. 

El tipo de problemas que se abordan en este trabajo son los siguientes, 
dada una familia cualquiera F e U cromáticamente acotada: 

• ¿Cuál es el mínimo número de colores con que se pueden colorear todos 
los elementos de F? a este número le llamaremos el número cromáti
co de la familia y lo denotamos con el símbolo X (F). 

• ¿Existirá algún objeto en la categoría con la propiedad que todos los 
elementos de la familia se puedan mapear bajo un i-homomorfismo 
admisible en él?, de existir ese objeto, ¿será único? ¿qué tan chico 
puede ser? 

Para contestar, ó intentar contestar, este tipo de preguntas es necesario 
hacer algunas definiciones mas específicas. 
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3.2.2 Nichos y nichales 

Definición 3.7. Dada 'una familia cualquiera F e u, un nichal dé F 68 

un subconjunto ./11 e u con la pr-opicdad de que para cada elemento F 
de F c:riste un i-homomorfismo admisible de F en algún df.7l!Cnto del 
nichal. 

Es claro que una familia :F puede t.ener muchos nichales cliferenl.es, cleno
t amos por ./11 (F) a la familia de todos ellos, así: 

./11 (F ) = {N e u I para toda G E F e.xiste N E ./11 con G -t N}. 

Por supuesto, para cualquier U y para cualquier F e U t.enemos que 
F E N (F ). es decir, una familia siempre será nichal de si misma. 

Para CUR Iquier U y ]Jara cualquier F e U se puede const.ru ir un nichal 
(que será llal1li1do ni chal de i-cocientes mínimos de F ) t.omando para 
cada miembro de F , algún i-cociente admisible -de ese miembro-- de orden 
mínuno. 

Hay familias infinitas que posen nichales finit.os , e incluso con un solo 
miembro. Este último caso es par ticularmente interesante pues en él, todos 
los miembros de F se pueden mapear bajo i-homomorfisrnos admisibles en 
una sola gráfica de la categoría. 

Definición 3.8 . .4 los ¡¡ichales (¡-Uf constan de un solo elcm fnto se Ir,') llama 
nichos. 

Observemos qlle los elementos de un nichal no son necesariamente nichos. 
Es claro que si una fami lia F tiene nichos, entonces puede tener muchos 

diferentes. oenotarnos por N (F ) al conjunt.o de todos ellos, así: 

JI! (F ) = {N E U I para t.oda G E F se t iene qlle G -t N} . 

Cn general llos interesa saber cuando N (F ) -1 0. 
A cont illuación se presentan algunos ejemplos de nichos para familias de 

grÁficas en 9 

Ejemplo 3.2. Sen. A e 9 la familia de los ár'boles , w t.onCé8 { J..:'2} E N (A ). 

b'slo f :; claro pUUJ los ár-bole8 son gr-áficas bIpartitas. 
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K, 

figura 3.10 

Ejemplo 3.3. Sea C e Q la familia de los ciclos, entonces {K3} E N (C). 

Los ciclos pares se pueden colorear con dos colores, los impares con 
tres; en ambos casos tenemos i-homomorfismos en K3' 

/'\. 
figura 3.11 

Ejemplo 3.4. Sea P e Q la familia de gráficas planas, entonces {K4} E 

N(P). 

Esta es otra manera de enunciar el teorema de los cuatro colores. 

figura 3.12 

Con ayuda de estos nuevos conceptos podernos replantear las preguntas 
que nos hieimos anteriormente de una manera mucho más clara: 

Dada una familia cromáticamente acotada F e U: 

• ¿Cuál es el número cromático de F? 

• ¿Existen nichos para F?, de ser así, ¿Qué tan chicos pueden ser? 

En el caso de los nichos, además de interesarnos por el orden mínimo que 
puedan tener, nos interesamos por su estructura. 

Es importante notar que el mínimo orden de un nicho para F, no necesa
riamente es igual al mínimo número de colores que se requieren para colorear 
de manera admisible todos los elementos de F. Esta afirmación es cierta en 
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el caso de que la categoría sea Q, pero en general para 9 y Q(TI) no es así: 
más adelant e veremos la razón de este hecho y daremos a lgunos ejemplos . 

A cont inuación se definen dos parámet ros que serán muy importantes 
para el desilITollo de este t.rn.bajo. 

Definición 3.9. El espesor de un nichal N es el s'upremo de los onÜones 
de sus dC1I!Enl.os. y se dwota por esp (N) 

esp(N) =sup IV (N) ¡. 
N EN 

Si esp (N) es finito, es claro que podemos colorear cada miembro de F 
con a lo más t.antos colores como Clip (N) siendo N cualquier nichal de F 

Entonces, lo que en realidad nos interesa es el mínimo de los espesores de 
entTe t.odos los nicha.les que F pueda tener. 

Definición 3.10. Dada una familia F e u denotamos como e (F ) al es
pesor mínimo de- un nichal pam F 

e (F ) = .mi,n esp (N ). 
NE N(.F) 

Pfln\ calcular e (F ) sólo hay que considerar algún nichal de ¡-cocientes 
mínimos ele F pues: 

Proposición 3.4. El ~spesor de un nichal de i-cocientes mini mas de F es 
exadamente e (F ). 

Demostración. 

Sea n fl espr.S01' de un nichal de i- cocientes mínimos para A . Afinna
mas qlll. no puede eL1stir un nichal de espesor' menor q'Uf. n puesto que 
FÚStf uno. !lr~fica m F que tiene como ¡-cociente mínimo a.lgún objeto 
de ordE.n n . • 

Otra cosa muy dist ima es preguntarse que tan chicos pueden ser los nicho>; 
de una familia si Eo'S que estos existen. 

Definición 3.11. Dada una familia F e U , si N (F ) =f. 0 . n (F ) es el 
mínimo orden df. 1m nicho pum F 
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n (F) = min IV (N)I· 
NEN(:F) 

En particular, para cualquier e E U -conciderando a la familia que 
consta de la sola gráfica- tenemos que n (e) es el orden de un cociente 
mínimo de e, es decir, su número cromático. 

Para una familia F e u no es cierto que su número cromát ico sea n (F). 
El número cromático de una familia es mas bien e (F) como se demuentra a 
continuación . 

Proposición 3.5. Dada F e u, e (F) es el mínimo número de colores tal 
que cada miembro de F se puede colorear de manera admisible con a 
lo más e (F) colores. 

Demostración. 

Sabemos que podemos colorear cada miembro de F con a lo más tantos 
colores como esp (N) , siendo N cualquier ni chal de F . En particular, 
podemos hacerlo con e (F). 

Para verificar que es el m{nimo, recordemos que e (F) es el espesor de 
un nichal de i-cocientes m{nimos, por lo que existe algún objeto en F 
que tiene como i-cociente mínimo un elemento de ese orden y por lo 
tanío no p'uede colorearse con menos colores . • 

Como los nichos son nichales y su espesor es su orden, en general tenemos 
que e (F) :::; n (F), 

En algunos casos se da la igualdad y en otros no, En este momento lo 
único que podemos decir al respecto es lo siguiente: 

Proposición 3.6. En g , para toda F siempre sucede que e (F) = n (F) . 

Demostración. 

Como hemos di cho antes, los objetos terminales en 9 son gr'áficas com
pletas. Entonces un ni chal de cocientes mínimos está formado por gráfi
cas completas cuyo espesor es el orden de la más gmnde, Esta gráfica 
es un nicho pues contiene a las demás, y es de orden mínimo pues 
existe una gráfica en F que la tiene como i-cociente mínimo, • 

-> 
En 9 y en g (n ) no siempre se da esta igualdad; a continuación se pre-

sentan dos ejemplos muy sencillos de este hecho. 
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Ejemplo 3.5. En g, consideremos al conjunto O C3 (figura :3.13). Este 
conjunto es nichal de cocientes mínimos de S'í mismo, por lo que 

Clamm wte OC3 no puede tener' un nicho de orden 3, mlonCC8 

, 

/\ , ------ , 

figura 3,13 

Ejemplo 3.6. En g (n) concideremos al conjunto C~~ (figura 3,14). Este 
conjunto también es nichal de cocienl fS mínimos de si mismo , par' lo 
que 

ClamlHCll te cg¡ no puede tener un nicho de orden 3,entoncts 

e ( cg] ) f n ( cg]) , 

figura 3,14 



Capítulo 4 

El número cromático orientado 

--> 
El número cromát.ico orientado se defille para elementos de 9 Rná.logament.e 
R como está defin ido el número cromático en 9. En la primera sección de este 
capítulo veremos algunos resultados al respecto relacionados con los ciclos. 
Posteriorment.e \'eremos como este concepto se puede ampliar .Y definiremos 
el número cromático orientado para elementos de 9. 

4.1 Para origráficas 

EllIúrnero cromát.ico orientado para origráficas está definido de las siguientes 
dos maneras: usaremos una u otra indist.intamente pues son equivalentes: 

Definición 4.1. El número cromático orientado oen (O), de G E 9 
ES: 

• 1,'1 m ínimo k tal que. cústa 'una /..:-colomóon admisiblE. de G. 
• el 07'den de. un i-cocienle mínimo de O en g. 

Entonces oen (O) = n (O). 

Ejemplo 4.1. Sea C" - t.l ciclo (le. urde.n n ori tntado clclú:amenit . entonces 
or:n(C.\' ) = 3, OC1! (C4~) ~- ~ y orn (C5-) = 5 

5l 
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figura 4.1 

-+ 
Estas origráficas son objetos terminales en 9 por lo que no se pueden 
colorear admisiblemente con menos colores. 

En (} sabemos exactamente el número cromático de cada ciclo: 

X (Cn ) = 2 si n es par. 
X (Cn ) = 3 si n es impar. 

-+ 
En (} tenemos un resultado análogo para los ciclos orientados cíclica-

mente. 

Teorema 4.1. Sea Cn~ el ciclo de orden n orientado cíclicamente, enton
ces: 

ocn(Cn~) = 3 si n == O (mod3) 

ocn(Cn~ ) = 4 si n == ±l (mod3) y n f 5 

ocn (C5~ ) = 5. 

Demostración . 

• Si n = 5, hemos visto en el ejemplo 4.1 que ocn (C5~) = 5 

• Si n == O (mod3), en la figura 4.2 se muestra que Cn~ -+ C3~ , lo 
cual implica la siguiente desigualdad: 

• • •• • • • • . . .. ... . J ••• 

figura 4.2 
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F or otm lado, como C,,-' contiene tmycclorias diTigidu8 de /ongi
t ud dos, se necesitan al molOS tTes colo1'ts pam colorw1'la admisi
blunwl f. lOS decir.' 

Con f; stas dos desigualdades obtenernos qUt : 

ocn(Cn~ ) = 3sin==O (mod3) . 

• Si n == 1 (mod 3), en la figura 4.2 se muestra que C,,~ 

L~tO nos di ce que: 

, 

. [Xl' 
J 

figura 4.3 

Por otro lado, oen (C~; ) no puede ser 3 pues la coloración obliga
da por las trayectorias dirigidas de longitud dos, no lo permitw. 
P01' lo tanto tenemos que: 

oen(C,,- ) = -'1 si 17, == 1 (múd3 ), 

• Para n == - 1 (mod 3) consideramos n ~ 7 pues el caso n = 5 ya 
-> 

se lomó en cu,cnla, Bn la figura 4·4 se muestm que C,,- ...... f{ 4, 

pUl' lo qUL' 

n (C,,- ) :s 4, 
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, 

J~l' 
) 

figura 4.4 

ocn (Cn~) no puede ser 3 pues la coloración admisible, obligada 
por las trayectorias dirigidas de longitud dos, no lo permiten. En
tonces 

ocn(Cn~)=4sin=- 1 (mod 3) excepton=5 . • 

En esta demostración, además de obtener el número cromático orientado 
exacto para cada ciclo orientado cíclicamente, hemos encontrado un conjunto 
de tres origráficas que forman un nichal para esta familia. 

-t 
Corolario 4.1. Sea e ~ e Q la familia de los ciclos orientados cíclica-

mente, entonces { C3 ~ , K 4 , C5 ~ } E JI (e ~ ). 

Antes de continuar, recordemos algunas cosas importantes que se vieron 
en el capítulo anterior: 

-t 

• El número cromático orientado de una familia F e Q, es el mínimo 
número de colores que se requieren para colorear admisiblemente todos 
los elementos de F, y lo podemos obtener calculando e (F) que es el 
espesor mínimo de un nichal para F ; además, el espesor de un nichal 
de i-cocientes mínimos de F es exactamente e (F) . 

• El hecho de que todos los elementos de una familia se puedan colorear 
admisiblemente con e (F) colores no implica que exista un nicho de or
den e (F) para esa familia ya que, en general-siendo n (F) el mínimo 
orden de un nicho para F - se tiene que e (F) S; n (F). 

Hemos visto en el Capítulo IU, que para toda familia F e Q se cumple 
la igualdad e (.1') = n (F ). También hemos visto que en 9 esto no es 
necesariamente cier to. Sin embargo, existen fami lias que sí cumplen con esta 
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igualdad: la familia de los ciclos orientados nos proporcionan un ejemplo. 
Para demostrarlo, primero veamos los siguientes lemas referent.es únicamente 
a ciclos orient.ados cíclicamente. 

Lema 4.1. Sea C ~ e Q la familia de los ciclos orientados cíclicamente, 
entonas e (C ~ ) = n (C ~ ) = 5. 

Demostración. 

Con las t T'C8 grNicas del nichal qUé SE, muestra en el C07'Olario 1, pode
mos constr'uir 'un nicho de orden 5 pam C - , el mostmdo en la figura 

4,5, Esta gráfica es nicho para C - pues es nicho para { C3 -: K 4 , C5 - . } . 

fN . 
. ~ 
~. 

figura 4,5 

La ccii3l:cncia dt EstE nicho i'mplica qlJe 

Por ot7'O lado sabonos que e (C - ) es igual al espesor de un ni chal de 
i-cocu:ntrs 1llÍnimos y como C" ~ es una gráfica tenninal t.enemos que 

por' lo que 

lo cllal implico, el Tes¡¡ltario, • 
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Observemos que si quitamos a C5 ~ de la familia de ciclos orientados cícli
camente, podemos seguir exactamente la misma demostración para probar -. 
que f{ 4 es nicho de C ~ \ { es ~} y por lo tanto obtenemos el siguiente: 

Lema 4.2. e(C ~\ {Cs~}) = n(C ~\ {es"';}) = 4. 

Nuestro objetivo ahora es extender este resultado para la familia completa -. 
de ciclos en Q no necesariaménte orientados cíclicamente. Para lograrlo, 
demostremos primero el siguiente 

-. -. 
Teorema 4.2. Sea C e Q la familia de origráficas cuyos soportes son 

-> -. 
ciclos, entonces K 4 es un nicho para C \ { Cs"';}. 

Demostración. 
--t --+ ---t ---+ 

Demostraremos por inducción que Cn -+ f{ 4 para cada en E C \ {es -; }. 

Caso 1) n = 2m. La inducción será sobre m; la base es para m = 2 y 
la coloración deseada se muestra en la figura 4- 6. 

1 ¡--r 
t I 

2. +----. 
1 

1 

¡-r 
3.~. 

4 

figura 4.6 

¡xr 
1 • <Ot------ • 

4 

Como hipótesis de inducción tenemos que c;: -+ K 4 para cualquier 
~ -. 
C2m E C \ {Cs-;}. 

-+ -. 
Sea en cualquier elemento de C \ {e5 -;} con n = 2(m + 1) , entonces 
tenemos dos posibilidades: 

-+ 
• Si en está orientado cíclicamentf;, por el Lema 2, sabemos que 

-+ -+ 
Cn -+ K4. 
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---7 

• Si C" no t stá or'ientado cfc!icacmentc, existfT! dos fieclws o!con-
tradas y podwws rtalizarun i-homomorfismo elt. rnental como se 

nWfs/'ra én la figura 4·7. 

/ 
! " 

. +---

./ 

c, 

I 

8 
figura 4,7 

---+ 
Por' hipótésis de inducción tenemos 'un 'i-homomorfismo dé C"- 2 

---> --> 
tn f{ 4 y, como todos los vértices de K 1 tienen flechas qUt entran 
y f/ tchas que salen, podemos extender' ese i-homomorjismo para 

---7 

obttnf.runo de Cn en K4 de la manera indicada en la figura 4.8. 
Así. qm.da demostrado el nsultado para el caso par, 

I 

8 ixr ' . __ . 
3 

figura 4.8 

Caso 2) TI = 2m + 1. En este caso funciona la misma demostración, 
sólo rtOs falt.a chfcar'la base de ind'ucC'ión, que es con n = 7, la cllal se 
17l1U.stm f,11 la figum 4-9. 
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figura 4.9 

--+ --+ 
Con esto queda demostrado que K 4 es un nicho para e \ { Cs ~ }. • 

Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente: 

Demostración. 
--+ 

La existencia de un nicho de orden 4 para e \ {Cs ~ } implica que 

Por atTO lado, tenemos que 4 ::; e (7 \ {C5~}) pues existen ciclos 

o1'ientados con númeTO cromático orientado igual a 4 . • 
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402 Para gráficas 

El concepto de número cromát.ico orientado se puede ext.ender para elementos 
de 9 de la siguient e manera: 

Definición 4.2. Dada una gráfica e E 9, su número cromático orien
tado oen (e) , es El m[nimo númeTO de colons con d c'ual se puedan 
colonar' wlmisiblementt todas las origráficas cuyo sopor'le Sta e. 

El número cromá t. ico orientado de una gTáfica e E 9, se puede obt.ener 
calculando el má.-..::imo de los números cromáticos orienLados de los miembros 
de Oc, es decir: 

ocn (e) = ,pax {oen (e)}. 
C E(1c 

Como ouz (e) es el orden de un i-cocient.e mínimo de e, podemos 

tornar un nichal de i-cociente::; mínimos para Oc, Y su espesor es exactament.e 
oen (e). es decir 

oen (e) = e (Oc) , 

Ejemplo 4.2. ¿ Cuál es ti número cromático or-1tnlado dé C1 ? 

Consideramos Oc" y 'un ni chal dE. i-cocientes m'Ínimos lit Oc" (figura 
4.10): ti f,spesor de estE. nichal es :1 y, por lo tanto, oen (C,¡) = .i, 

0-_0 

1 1 .----_ . 

[~ i 

f~l i~ l 
0 __ 0 0_ - 0 
0~1 --1 

fig1lI'a 4.10 
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4.2.1 Ciclos 

Demostraremos que todos los ciclos tienen número cromático orientado a lo 
más 4 --excepto el pentágono que, por supuesto, tiene número cromático 
orientado 5-. 

Teorema 4.4. Sea Cn E 9 el ciclo de orden n, entonces ocn (Cn ) ::; 4 para 
toda n =f- 5. 

Demostración. 

Sabemos por el Teorema 3 que e (7 \ {C5~}) = 4. 

-> 
Como OCn e e \ {C5~} para toda n =f- 5, tenemos que e (Ocn ) ::; 4 
lo cual quiere decir exactamente que ocn (en) ::; 4. • 

Cuando n := ±l (mod 3) podemos decir más: En ese caso sabemos que 
existe al menos un elemento de OCn con número cromático 4 - recordemos 
que oen (Cn~ ) = 4 donde Cn~ es el ciclo de orden n orientado cíclicamente--
entonces se t iene que 

ocn(Cn )=4sin:=±1 (mod3) (n=f-5 ). 

4.2.2 Árboles 

Para conocer o acotar el número cromático orientado de los árboles, seguire
mos la misma estrategia que se uso para la familia de los ciclos: demostrare-

mos que e (1) = n (A) = 3 -donde J es la familia de origráficas cuyo 

soporte es un árbol- o Para esto, primero buscaremos algún nicho para A 
de orden 3. 

-> ---t 

Teorema 4.5. Sea A e 9 la familia de origráficas cuyo soporte es un 

á1'bol, entonces {C3~} E N (J). 
Demostración. 

S e demostrará por inducción sobre n = IV (Ji') I que para cada miembro 
-> -> ---t 

A E A se tiene A -> C3' -> • 

Si n = 2 ó n = 3 tenemos los 'i-homomorfismos q'ue se muestran en la 
figura 4·11. 
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• •• 
2 3 .....---...... ,.(,\ • , . , . 

1 

• • • • • 
3 1 03 

• • • , . 
figura 4.11 

-> -> 
Sea A un miembro c'ualquitra de A de orden n y sea '11 un vérticf 
tenninal de A, 

-> 
Por hipótesis de inducción existe un i-homomorfismo de A -u en C3- . 

Como todos los vótices de C3 - . tienen una flecha que wtm )J otm que 
sa.le. porümos c:¡;[cnd f. r este ¡-homomorfismo a un ¡-homomorfismo de 
-> 
A en C':j . sin impoTtar la orientación qUE tenga. la ar'i stlL incidente En 

'ti (figllra 4-12) .• 

u 
o u 

I 

o .----.... /02 
,,~\ 

° 3 

fig;ura 4.12 

Corno consecuencia de este resultado, tenernos el siguiente 

Teorema 4.6. e (::4) = n (::4) = 3. 

Demostración. 

{Ja eXlstwC'Ía de 'un nicho de orden 3 implica que n (::4) s: 3; por 

otro lado, sabernos q'ue si un grá.fica contiene una trayectoria dirigida 
de longlú/.ud 2, s (J número cromático or'icntado es al menos 3. por lo 

IjlJ.é :1 s: e (::4) Así obtenEmos que 
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3 ::; e (A) ::; n (A) ::; 3, 

lo cual implica el resultado .• 

Ahora sí, podemos saber cual es el número crómatico orientado exacto de 
cada árbol: para los árboles de orden uno ó dos tenernos que 

ocn (Al) = 1, 
ocn (A2 ) = 2. 

En general tenemos el siguiente 

Teorema 4.7. Sea An E 9 un árbol cualquiera de orden n ?: 3, entonces 
Den (An) = 3. 

Demostración. 

Recor'demos que Den ( An) = e (V A J . 
Claramente VAn e A, por lo que e (VAJ ::; e (A) = 3. 

Por otro lado, si n ?: 3, existe al menos una trayectoria de longitud 2 
que al orientarla con la misma dirección nos obliga a utilizar al menos 
tr'es colores .• 

4.2.3 Periplanas 

Las g,l'áficas periplanas son aquellas gráficas planas en la cuales todos sus 
vértices pertenecen a una misma cara que, supondremos, es la exterior. La 
figura 4.13 muestra un ejemplo de gráfica periplana. 

e ___ e "'" /\ . e_e / 

\/\ e 

.~/ 
e 

figura 4.13 
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Qu~remüs acotar el número cromát ico orientado de IRs gráJicils periplilllRs. 
Para hacerlo usaremos la misma ideR que se usó en la demostración del 
t.eorema ·1. 5. Allí se demostró, por inducción , que C:\-' es nicho para la famil ia 
de árboles. La inducción se pudo hacer esencialment.e por dos razones: la 
primera, que para cualquier árbol siempre podernos elegir un vértice terminal; 
la segunda. que ('3- t iene la propiedad de que en cada vértice hay lIna fl echa 
que ent·ra y otra que sale. 

Las gTáficas periplanas no t.ienen vértices t.erminales, sin embargo, siempre 
parlemos elegir lIn vértice de grado dos. Para facilitar las cosas. primero 
buscaremos un nicho para las gráficas periplanas orientadas ma.:'(i males. 

Lema 4.3. Sta OP """ la familia de las gráficas peTÍplanas maximalf.s, 

mlonas {C; (3)} E N (OP:::). 

D emostración. 

--> ----+ --> 
Sca C E OP UlaX donde n es d orden de C . Se demosimr'á por' ind'uc· 

ción so&n n que 7J -. Ce;; (3), 

--> --> --> 
Pum 11 = 3 se cumple clammente q 'UC G -. C7 (3), pues C7 (3) l:iem. 
como subgráficas a los dos mú,mbros de O C3' 

--> 
Sea G cualquier Gr'iwtación de una gr'áfica periplana maximal, de or-
den '/1 mayal' que 3, 

--> 
Sw vun vértice de grado 2 de C y SfrL1l. V y W sus vecinos. Podemos 

ILSll11!ir qUE '¡"W E F (O), 

G - IJ es cLammcnle periplana y, por hipótesis de inducción , f1:iste un 
--+ -~ ---jo 

i-hoTllom.or:fis71lo y dé G -71 en C7 (3) , Ya qUé C7 (3) es imnsiiivo en 
fi tehas, podernos asumir que la imagen de lL11J es 01, 
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G 

figura 4.14 

-> 
El i-homomorfismo <.p se puede extender a un i-homomorfismo de G 

-> 
en C7 (3) donde la imagen de u varía según se muestra en la figura 
4· 15 . • 

figura 4.15 

Con este resultado podemos demostrar el siguiente 
........... -> 

Teorema 4.8. Sea OP e Q la familia de las gráficas periplanas, entonces 

{G; (3)} E N (8P). 
Demostración. 

Toda gráfica periplana es subgráfica generadora de alguna gráfica peri
plana maximal. • 



4.2 PARA GRÁFICAS 65 

COl"Olario 4.2. e (i5P) = n (i5P) = 7. 

Demostración. 

La c:ástencia de un nicho de orden 7 para esta familia 'implica qUt 

n (i5P) ~ 7. 

En la figllra 4. 16 se muestmuna gráfica pe¡'iplana orientada Ijue es 
un objeto tCTTninal en 9 pues cada pareja de VÚÜCfS ésta coneclado 
por una tmyfctoria dirigida de longuitud 1 Ó 2. Esto implica qU é 7 ~ 

e (i5P) con lo cual queda demostmdo el resultado .• 

e---e 

/ '\ 
e e 

¡ !tJ 

~eV 
figllra 4.16 

A continl1ación se muestra el resultado como lo presenta E. Sopena en 
[10]. 

Teorema 4.9. (E. Sopena) Toda gráfica periplana tiene núméTO c1'omáti
co oriwtado a lo más 7. 

Demostl"l'lción. 

Sta r; E QIl7W gr'Úfica pcriplmw, entonces Oc e i5P. p01' lo que 

e (Oc; ) ~ e (Op) = 7 .• 

4.2.4 Gráficas con máximo grado k 

Un re:i\lltado clásico sobre el número cromático en Q es el siguiente: 

x (G) ~ 6. (G) + 1. 
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Encontrar una cota para el número cromático orientado de una gráfica, 
en terminos de su grado máximo, resulta un propósito muy interesante. Para 
realizarlo usaremos el siguiente resultado --bien conocido como el teorema 
de Vizing - que relaciona al máximo grado de una gráfica con su índice 
cromático de la siguiente manera: 

t:J. (G) ::; X' (G) ::; t:J. (G) + 1. 

Recordemos que el índice cromático X (G) de una gráfica G, está de
finido como el mínimo número de colores que se necesitan para colorear las 
aristas de G con la propiedad de que cada dos aristas incidentes a un mismo 
vértice reciban distinto color. 

Desafortunadamente no tenemos un resultado tan simple como en g. Sin 
embargo, el hecho de poder acotar el número cromático orientado en términos 
del máximo grado es un resultado notable. 

Teorema 4.10. Sea G una gráfica con t:J. (G) = k , entonces 

Demostración. 

(<+1) 
oc:n(G)::;4 2 • 

Por' el teorema de Vizing, sabemos que podemos colorear las aristas de 
G con a lo mas (k + 1) colores, de modo que dos aristas del mismo 
color no incidan con un mismo vértice. 

Sean Gi,j las subgráficas generadoras con las aristas de los colores {i , j} , 
con i distinto de j. Tenemos (k~l) subgráficas de este tipo, 

Observemos que cada Gi,j es de grado máximo dos, por lo que sus com
ponentes conexas serán trayectorias o ciclos pares y, en consecuencia, 
su número c1'omático orientado será a lo mas 4, es decir 

ocn(Gi,j )::; 4 para cada {i,j};h' 

-> 
Entonces, pam cada G E Oc, podemos toma1' particiones P i,j de 

\/ (C) en cuatTO clases, con la propiedad de que al tomar los cocien-
---t 

tes correspondientes en cada Gí,j -la orientación de Gí,j inducida por 
-> -> 
G - obtenemos objetos de Q , 
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/jf; csla manera tEnernos (k .~ 1) particioms dist.intas de 11 (2). Si 

consideramos P el nfinamiento común dio tstas particiones, [nLonces 

P es una pa1'tición de 11 (e) en a lo más 4(k;' ) clases qUé cumple 
~ ~ e /P E g. 

Lo anterior demutstra que ocn (O) :::; 4(k;' ) para toda G E Oc por 

lo qUé oen (e ) :::; 4 (k; I) . • 

Corolario 4.3. Sea gÓ.Sk la famil ia de gráficas con máL'irno grado a lo 
más k-. u!/.onces: 

e gó. <; , :::; 4 2 . (- --t) (k+l) 

Observemos que esta cota es muy grande. Por ejemplo, para k = 2 t.ene

mos e (?) :::; 6·l, mientras que hemos demostrado en la sección pasada 

que e (?) :::; 5 pues gÓ. <;2 es la familia de ciclos y trayectorias. 

Hasta el momento, la mejor cot.a superior para e (gó.5k' ) que se conoce, 

es la siguiente. no daremos la demostración en este trabajo. 

Teorema 4.11.(Kostochka., Sopena, Zhu, [7] ). Sea e una !J1'áfi ca con 
t::,. (C ) = k. entonces 

ocn(e):::; 2 · k2 . 2'. 

También se ha demostrado en [7] que, para toda k ~ 2, exist.e una gl'áfica 

con má.'Cimo gTado k y número cromático orientado a l menos 2~. 
PaTa ,'alares pequcúos de k , sólo se conocen los referentes a k = 2 

que hemos meJlcionado anteriormente, y el siguient.e reslJ!tado que tampoco 
demostraremos en este trabajo. 

Teorema 4.12. (Sopena, Vignal [11]). Sea Cuna gráfica con t::,. (e ) = 3. 
w LonCf.8 oell (C ) :::; 11. 
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4.2.5 Gráficas con número cromático acíclico acotado 

Uno de los propósitos que se tienen al estudiar un invariante numérico, como 
es el número cromático orientado, es caracterizar familias de gráficas con 
dicho parámetro acotado. Hemos visto en la sección pasada que una gráfica 
con gl"ado máximo acotado tiene mímero cromático orientado acotado, sin 
embargo, el recíproco no es cierto. Por ejemplo, los árboles tienen número 
cromát ico orientado a lo más tres, mientras que su máximo grado de ninguna 
manera esta acotado. 

La familia de gráficas con número cromático acíclico acotado es exacta
mente la familia de gráficas con número cromático orientado acotado, es decir, 
podemos encontrar una cota superior para el número cromático orientado en 
términos del número cromático acíclico (teorema 4.14) y también podemos 
dar una cota superior para el númeno cromático acíclico en términos del 
número cromático orientado (teorema 4.13). 

Teorema 4.13. (Kostochka, Sopena, Zhu, [71 ). Sea e una gráfica 
con número cromático orientado a lo más k , entonces 

X" (e) ::; krlOg2(rlog2kl+1)1+I 

La demostración de este teorema no se presentará en este trabajo. 
La demostración del siguiente teorema sí la daremos, pero para ello vea

mos primero el siguiente 

-+ 
Lema 4.4. Sea e E 0 0 con e bipartita y acíclica, y sea {Ví , V2 } una par-

tición en conjuntos independientes de V (e) , entonces existen particio
nes {V{ , V¡" } y {V~ , Vn de Ví y Vi respectivamente, tales que al tomar 

-+ 
el coc'iente de e por P = {V{ , V{' , V~ , V;'} obtenemos un elemento de 
g . 

Demostración. 

Si 7J no es trivial, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 
existe una flecha uv de Ví en V2 . 

Definimos u E V{ y v E V~, después seguimos el i-homomorfismo que 
se encuentra en la figura 4.17. 
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v; 

v ~ ' ,¡ v;' ._- -- .. 
figura 4.17 

• 
Teorema 4.14.( Ra'Spaud, Sopena, [8]). Sea G una gráfica con número 

cromáti co adclico a lo rnas k , entonces ocn(G):::; k. 2(k - l). 

Demostración. 

Sean "í, V2 ... ,/~ las clases cromáticas de alguna colomción acíclica de 
e. 
Pmu carla pareja de colonos {i, j},Pj considfmmos la subgnjfica indu
cida e [V; u Vi]. 

Cada U1W dé estas gráficas es bipartita y actdica. Utili.zando el resul
tado dd Iww.J, podemos ase!Jurm' que, dada cualquier oritntación, 
eústw particiones V; = {V;'j' \~'j} Y Vi = {V};, VJ.'J i con la pTOpiedad 

dE; qur al tomar él cociwte obtEnemos un d emento de la categor'ía 7J. 
Entonces pam cada e E Oc, considemmos en cada V; el siguiente 
conjunto de (k - 1) biparticiones: 

Llamemos P; al refinamiento común de estas particiones en \1;. El 
núrnfTO ,it clases de Pi es a lo más 2( k ·- l) 

La unión de las P, nos da una partición P de V (e ) con a lo más 

k . 2(k - 1) clascs con la propiedad de que G /P E Q. 

Lo ,ml,crior' rionuestm q1U': ocn (e) :::; k, 2(k - 1) pam toda G E Oc 

l)(ir lo Ij/l f oen (e) :::; k· 2(k-1) • 
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Corolario 4.4. Sea 9)(·9 la familia de gráficas con número cromático 
acfclico a lo mas k, entonces 

Observemos que 9)(.52 es exactamente la familia de los árboles T ; en ese 

caso el Corolario 4 nos dice que e ("7) ~ 4, lo cual es bastante aceptable 

pues recordemos que e ("7) = 3. 

4.2.6 Gráficas planas 

Para acotar el número cromático orientado de las gráficas planas, usaremos 
el siguiente resultado demostrado en 1979. 

Teorema 4.15. (Borodin, [3]). Toda gráfica plana tiene número cro
mático acíclico a lo más 5. 

Con este resultado y el Teorema 4.13 obtenemos una cota superior para 
el número cromático orientado de las gráficas planas. 

Teorema 4.16. Sea G una gráfica plana, entonces ocn (G) ~ 80. 

Se cree que esta cota es muy grande, sin embargo, lo único que se ha 
logrado es la construcción de una origráfica plana con número cromático 
orientado al menos 16, (Sopena, [9]) . 

En otras palabras, sabemos que existe P E P con 

16 ~ oen (P) ~ 80. 

entre estos dos valores no se sabe nada más. 



Capítulo 5 

El número n-cromático 

En este capítu lo realizaremos un análisis parecido al que se hizo en el Capítulo 
-1 , pero t rabaj aremos en la categoría 9(11) de la5 gráfica'l n-coloreadas en 
arist.as, 

----> 
Del mismo modu que en las otr as dos categorías, 9 y 9 , el número 

cromático el! 9( 11) puede definirse de dos maneras dist intas pero equivalentes: 

Definición 5.1. El número n-cromático Xn (el) de el E 9 (11) es: 

• ¡;;¡ m ínimo k lal que e:r.:ista una k-colomC'ión admiS'ible de el , 
• ¡;;¡ oTrlen dfun ¡-cociente mínimo pam el fn 9 (n), es decir' 

Así como an teriormente se definió el número cromático orientado en 9, 
defin iremos ahora el número ll-cromát ico en 9, 

Definición 5.2. Dada una gráfica e E 9, su número n-cromático 
Xn (Gl, es rl mínimo númer'o de colon's con el cual se pueden coloreaT de 

manem admisible todas la,s gráficas n-coloTeadas en aTistas con soportf; G, 
El número n-cromático de una gráfica e E 9, se obtiene ca.lculando el 

máximo de los números n-cromáticos de los elementos de c1n
): 

Ó, en 01 ras palabras 

71 
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Observemos que el número l-cromático de una gráfica G E (} coincide 
con el número cromático en el sentido clásico. 

5.1 El número 2-cromático 

Es natural comenzar por estudiar el número 2-cromático. Lo primero que po
demos observar es que este está relacionado de alguna manera con el número 
cromático orientado. 

5.1.1 El número 2-cromático y el número cromático 
orientado 

Lo que queremos es acotar el número 2-cromátir.o de una gráfica cualquiera en 
términos de su número cromático orientado. Para llevar a cabo esto, veamos 
primero el siguient.e lema que se refiere únicamente a gráficas bipartitas. 

Lema 5.1. Si G es una gráfica bipartita, entonces X2 (O) s:: 2 x oen (O). 

Demostración. 

Dada alguna bipartición V (O) = {Vi , V2} en conjuntos independientes, 

tenemos una biyección t.p : C~) ~ Oc dada por la siguiente regla de 
correspondencia: 

Si el E C~) entonces t.p (el) es la orientación de O tal que para 
cada arista (u , v ) E E (e) con u E Vi, v E V2 , se tiene que (u, v) E 

F (t.p (el)) (resp. (v ,u) E F(t.p(el)))sif(u ,v) = 1 (resp. f(u , v) = 
2), es decir: 

• Las aristas de color 1 se cambian por flechas que van de Vi a V2 . 

• Las aristas de color 2 se cambian por flechas que van de V2 a V¡. 

Claramente t.p es una biyección. 

Para toda el E C~) , consideramos V(e) = {C¡ ,C2 , ... Cd, la par
tición inducida por las clases cromáticas de alg1t1w coloración óptima 
admisible de t.p (el) , donde k = oen (b (el)). 
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Llamemos P al nfinamiento común óptimo de las particiones {V¡ 1I2 } 

y {C¡. c2 .. .. C¡.}; el número de clases de P es a lo más 2 x k = 2 x 
ocn (b (e )). 

ObsETt'unos qUé al tomar el cociente e J / P , este permanece en la ea
tegol'ía 9 (2) pOT lo que se tiene que 

X2 (GJ) :S 2 x oen(b(e)). 

Esto lo podemos hacer pam toda e J E cg) lo cual implica qUé 

X2(e):s 2 x ocn(e), 

• 
Poclemos encontrar una cota c.lel número 2-crornático en términos del 

número eromát.ico orient.ado y el número cromático, 

Teorema 5.1. Pam toda G E 9 St cumplé .'ú (e) :S x (e) x ocn (e), 

Demostración. 

Sean VI. \.; ... .\I,, (G'J las clases c1'Omáticas de alg una colomC'i6n propia 

6ptillUL dé e, EJ.'iste una biyecci6n 'P : cgJ -+ Oc dada por' la siguÍf.nte 
rG,l¡11l dE cornspondencia: 

Si el E cg J w/.onct s 'P (el) é S la 01'¡en taci6n de e tal qUE pam ClLda 
arista (a, 1)) E E (G) con u E Vi , v E V¡ con 'í meno.,. que j, Sé tiene 
que (U,l') E F('P(e f )) (resp. (v,u) E F (r.p (el )) ) si ¡ (u,v) = 1 
(TeSp . .f (a. 'c) = 2), es decir': 

• [.111ft aTista f- nl.re Vi y V¡ de COlOl' 1 se cambia por' una flu:ha de 
\·i a \I} siempn que i sea menor' qUé j, 

• Una aTisLa tntre \1; y Vj de color 2 se cambia pOT una fif.cha de 
'Vi a \I¡ siempr'e que i sea menor' ([Uf j. 

Pam Loda el E cg), considemmos V(e) = {C¡, C2 , ... Cd, la par
tición induc-ida por' las clases cTOmáLicas de alguna eolomci6n 6ptima 
adllusih!r de 'P (el) , donde k = ocn ('P (el)) 



74 CAPíTULO 5 EL NÚMERO N-CROMÁTICO 

Llamemos P al refinamiento común óptimo de las particiones {Ví, Vi, ... Vx(C)} 
y {C¡ ,C2 , ... Cd. El número de clases de P es a lo más X(G) x 
ocn(<p(Gf)). 

Observemos que GI/P permanece en la categoría 9(2) por lo que 

X2 (G/) :::; X(G) x oen (<p (G/)), para toda CI E cg) 

lo cual implica que X2 (G) :::; X (G) x oen (G) .• 

Como <p : cg) -+ Oc es una biyección, podemos considerar <p-l : Oc -+ 

cgl y procediendo de manera análoga obtenemos el siguiente 

Teorema 5.2. O;;(b~) :::; X2 (G) :::; X (G) x ocn (G). 

5.1.2 El número 2-cromático de los ciclos 

A continuación estudiaremos el número 2-cromático de los ciclos. 

Ejemplo 5.1. ¿Cuál es el número 2-cromático de C4 ? 

Considemmos c~: I y un nichal de i-cocientes mínimos (figum 5.1). El 
espesor de este nichal es 4 y por lo tanto X(2) (C4 ) = 4. 

111-1 .--.. --. 

n¡-¡ 
.--.. -

figura 5.1 

Ejemplo 5.2. ¿Cuál es el número 2-cromático de C5 ? 

Consideramos cgl, y un ni chal de i-cocientes mínimos (figura 5.2). El 
espesor de este ni chal es 4 y por lo tanto X(2) (C5 ) = 4. 
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/ 0"--0 0/"--0 / "--0 
o, 

\ __ 0 / \_0 / I o 0---- 0-----
./ /0,,--, /0"--0 

..--~ /'0 \_0 / \_/ 0 ____ / "--0 0----0/0,,--, /0"--0 1"'0 \_ / \_/ o, 
o""" I o ./ 

0 ____ 
figura 5.2 

Observemos $le, a pesar de que en ambos casos el número 2-cr~mát ico es 
4, en el caso de Ce; podemos constrUIr un mcho·de orden cuatro, mlent.as que 

para cg} esto 110 es posible. En general tenemos los siguientes resultados. 

Teorema 5030 Sw Ci~+ l e 9('2) la farn'ilia de gráficas 2-colorwdas en 

ar-istrLs cuyo sopor/.e es un ciclo impar, Entonces {I-:{} E I\' (C~;')I. l) ' 
donrlc ]({ ES la 2-colomción de m'istas dt K4 mostmda en la figum 
.53. 

0---0 

X 
0 ---0 

figura. 5.3 

Demostración_ 

Probarollos por inducción sob're n, que pam todos los ciclos, 2-coloreados 
en aris/.lLs con soportr C2n+l , existe un homom orfismo en K{. 
Si n = 1 es claro, ya qUé K{ tiene como subgráficas a los dos únicos 

micmh1'Os de Cc(~) 3 . 

Dado C{,,+ l ' 2-coloreado en arista8, podemos encontrar dos m'istas del 
mismo color' qUE incidan en un mismo vértice; utilizando la hipótesis de 
inducción se componen los i-hornornorfismos admisibles que se mues
tran f,n la fig ura 5,4 para obtener el -¡-homomorfismo adrnisiblt a K{ , 
con lo clud lj'IIUlrL rl f.mostrado el nsultado .• 
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. , 
! ----8 -->IZI ~ IZI 

figura 5.4 

Corolario 5.1. e (C~~+l) = n (C~~+l) = 4. 

Demostración. 

La existencia de un nicho de oT'den 4 para esta familia implica que 

n (C~~)+l) ~ 4; por otro lado sabemos que 4 ~ e ( C~2») (ejemplo 2). • 

Corno se vió en el ejemplo 1, la familia de ciclos impares no puede tener 
un nicho de orden 4. Demostraremos a continuación que sí tiene uno de orden 
5. 

Teorema 5.4. Sea c~~) e 9(2) la familia de gráficas 2-coloT'eadas en aristas 

cuyo soporte es un ciclo par, entonces {Kt} E N ( C~~n, donde Kf 
es la 2-coloración de aristas de K5 mostrada en la figura 5.5. 

figura 5.5 

Demostración. 

Probaremos por inducción sobre n 2 2, que para todos los ciclos, 2-
coloT-eados en aristas con soporte C2n , existe un i·homomorfismo en 
K{ 
Se puede ver en la figura 5.1, que para todo miembro de cgl, existe un 

i-homomorfismo en K[. 

8i n = 3, en la figura 5.6 se muestra esquemáticamente que {Kf} E 

N (ci2»). 
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OC\(-\ _ 1 _1 O - \ [J 

(JOO ---.,. 1). O [Z] ---.,. ~ 
C)OO 1"-'/ 1-./ O .---, 
00 (). O 

figura 5.6 

Si n. 2': o!. paTa cualq'uier' C2n , 2-coloreado en aristas, podemos constr-uir' 
un -i-horno11lor:fisrno de mental como se muestr-a en la figura 5.7. 

,-' -, , \ , , 

~8 
figura 5.7 

Por hipóttsis de inducción, y como 1({ ti enfo dos ar-istas de mda color
( 071 mda lIú oUre, siempre disponernos dfo i-hornomor:fisrno¡; admisibles 
como los mostTrldo¡; en la figur-a 5.8, cuya composición nos da el i
hornomor:fi.mw nquer'ido . • 

. ..... . \\ 

8 
. /~ . '\. 
\ , 

@~~ 
,----, ,----, 

figlJra 5.8 

( (2)) ((2))_ Corolario 5.2. e Cl" = n C2n =;). 
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Demostración. 

La existencia de un nicho de orden 5 para esta familia implica que 

n (C~~») ::; 5. Por otro lado, en la demostración del teorema 19 S6 

probó que 5 ::; e ( C~~). • 

Como consecuencia de estos resultado::; tenemos que el número 2-cromático 
de cualquier ciclo es a lo más 5. 

Teorema 5.5. Si CE 9 es un ciclo, entonces X2 (C) :::; 5. 

5.2 El número n-crómático 

En general el estudio del número n-cromático se vuelve más complicado, sin 
embargo tenernos algunos resultados para las familias de: 

i) árboles 
ii ) gráficas con número cromático acíclico acotado 
iii) gráficas planas. 

5.2.1 Árboles 

En esta sección demostraremos que el número n-cromático de un árbol cual
quiera es a lo más (n + 1) si n es impar, y (n + 2) si n es par; en otras 
palabras, el número n-cromático de un árbol es a lo más el mínimo par ma
yor que n, es decir 2 rn~ll . 

Antes que nada, demostraremos la existencia de un nicho de orden 2 r n; II 
para la familia de árboles n-coloreados en aristas. 

Teorema 5.6. Sea A(n) e g(n) la família de gráficas n-colorP-adas en aristas 
cuyo soporte es un árbol, entonces 

• Para n par, {O~} E N (A(n») . 

• Para n impar, {K~+1} E N (A(n»). 

Las n-color'aciones en aristas de K~+l y O~~2 de Kn+l y O!!f! respec

tivamente corr-esponden a l-factorizaciones; por ejemplo, en la figura 
5.9 se muestran las correspondientes para n = 4 Y n = 5 r'espectiva
mente. 
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4 colores 5 colores 

figllra 5.9 

Demostración. 

Ambos casos sr:: pueden probar por inducción p'ues en cada vé7'licc de 
kL.1 y dE. O~_ , inciden aristas de todos los colores . • 

2 

Con ayuda de este resultado podernos probar el siguiente: 

Teore ma 5.7. e (A(n) ) = n (A(n)) = 21";11, 
Demostración. 

La fústwóa de un n'icho de orden 21!!f 1 para esta familia implica 
qUé n (A(n)) ::; 21"1 11 ' 
P(¿m demostrar' q·lLt. 2 [";11 < e (A(n)) considen::mos los siguit,nt fs 
Cas08: 

• Si n es impar, existe un objeto terminal de g (n), de orden (n + 1) 
(fi!!um 5, 10), por lo que (11 + 1) ::; e (A (n )), 
(la Ji!! UTa corresponde a n = 5), 

figura 5,10 

TESIS NC S " 
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• Si n es par, la gráfica que se muestra en la figura 5, 11 (que co
rresponde a n = 4), contiene (n + 1) vértices X l , x2".xn+l que 
no se pueden identificar en ningún i-cociente admisible, y con la 
propiedad de q'ue en cada uno de ellos inciden aristas de los n 
colores. 

figura 5.11 

Como las gráficas completas de orden impar no tienen 1-factores, 
no podemos colorear las aristas de K n+ l con n colores de modo 
que en cada vértice incida una de cada color. Por' esta razón es 
que cualquier i-cociente admisible del árbol de la figura 5,11, es de 
or'den al menos (n + 2) , lo cual implica que (n + 2) ~ e (A(n») . 

• 
Como consecuencia de estos resultados, el número n-cromático de cual

quier árbol es a lo más el mínimo par mayor que n, 

Teorema 5.8. Sea A E 9 un ár'bol cualquiera, entonces Xn (A) ~ 2 rn ;11. 

5.2.2 Gráficas con número cromático acíclico acotado 

En esta sección veremos la generalización del Teorema 4.14, pero pnmero 
veamos un lema, 

Lema 5.2. Se.a el E Cbn
) con G bipartita y acíclica, y sea {VI, V2} una 

partición de V (e) en conjuntos independientes, entonces existen parti
ciones {V;I , V;2, " .vt} y {\ll , \12

2, ". v2n} de VI y V2 respectivamente, ta
les que al tomar el cociente de e por' P = {VII , V;2 , .. ' v;n , V2

1, Vl, .', v;n} 
obtenemos 'un elemento de g(sn). 
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Demostración. 

Consideramos [<e!"", gráfica bipar·t·ita completa cuyas aristas tOstan n
mlorwdas según alg'una .l-factor·izaC'ión. 

En virtud de q'ue w cada vértiCf, de J(1.n, inciden aristas dr:; todos los co
lons, st pUEdE- probar por' inducción la f1:'is tencia de un i-homOm07fis1l!o 
admisihlE di; GI W K~,n que respeta la bipartición dé- GI • 

Teorema 5.9. (Alon, Marshall [1]). Sea Guna gr'áfica con número 
c1'Omático acíclico a lo más k, entonces Xn (G) ::; k x n(k - l ) 

Demostración. 

Sum 111 , l/l ... . \1;, las clase.s cromáticas de una coloración acíclica óptima 
de G. 

Pam cada par de color'es distintos {i , j} consideramos la subgnificu in
ducida G [\I¡ U IIJl que es bipartita y aC"Íclica por construcción. 

En virtwl del lww 5.2, e:r:islen particiones {j,~~j , j,~~j, .. . 1~:j} y {\I)\ , "II;~i ' ... "ll;7;} i 
ele V; y vj respect ivamente, con la propiedad de que al tamal' ti i. cociente 
de G tI!; U vi] obtenemos 1m objeto de la categoría 9( <;;11) 

Sea Pi fi nfinanúwto común óptimo de las pal'ticiones de \I¡, { \~ IJ' \~2j , .. . v,,~j } 
con j E {1.2 ... k} - {i}: claramente Pi tiene a lo más n(k - J) clases. 

La unión dE las Pi's es una par·tición P de F (G') con a lo más k x 
n(k - J) clas(s. no es dific'il CCl'óorarse de que G' / P E 9(<;;11) . 

Lo antfrio'r demuestra que X" (G') ::; k x n(k - J) para toda G' E cg¡) por 
lo qUf: x" (G)::; k x n(k - l) . • 

5.2.3 Gráficas planas 

Recordemos que toda gráfica plana tiene número cromá.t.ico acíclico a lo más 
5. Con est.e result.ado y el Teorema 5.9 obtenemos inmediat.amente una cota 
superior paril el número n-cromático de las grá.ficas planas. 

Teorema 5.10. (Alon, Marshall [1]). Sea Guna gl'áfica plana, entoncf,S 
oen (G) ::; 511 4 . 



Capítulo 6 

La conjetura de las trayectorias 

A lo lar'go ele este t rabajo hemos estudiado con detenimiento el nlÍmero cro
mático orielltado y el nlÍmero n-cromát ico de los árboles. 

. --¡ --t 

En genend, siendo A y A (1I) las familias de árboles en g y gen) respec-
t ivament.e, tenemos los sig;uientes resultados: 

e (A') = n (A') = 3, 

e (A(n») = n (A(n») = 2 rn~ 1 1 . 

Recordemos que estas igualdades nos dicen lo siguiente 

• Existen nichos de orden 3 y 2 r~l para las familias de árboles en 9 
yen gen) respectivamente, y además no pueden existir nicho::; de orden 
más chico . 

• El espesor de cualqu ier nichal para cada una de estas familias no puede 
ser menor que 3 y 2 rn~ 11 respectivament.e, es decir, existen árboles 
que 110 se pueden colorear' con menos colores que éstos, y para cualquier 
árbol A E g se tiene que: 

oen (A) :::; 3, 

Xn(A):::; 2 rn~- 1 1· 

Las trayectorias forman una subfamilia especial de los árboles que deno
tamos por T . 

El hecho de que T e A' y T (n) e A(n) implica las siguient-es desiguald;,.
des: 

83 
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Respecto a la primera de estas desigualdades, podemos observar fácil

mente que 3 s: e ("7) , pues una trayectoria dirigida de longitud dos es una 
-> 

gráfica terminal en g. 
De esta manera, tenemos para las trayectorias orientadas, el siguiente 

resultado. 

Teorema 6.1. e ("7) = n ("7) = 3. 

Ya que las trayectorias son ----en algún sentido- los árboles más simples, 
es nat ural preguntarse si para alguna n, e (y(n») Ó n (T(n») son estrictamente 
menores que e (A(n») ó n (A(n»). 

Ejemplo 6.1. Para y(2) consideremos la trayectoria que se muestra en la 
figura 6.1 ; también aparecen todos sus i. cocientes en g(2). 

0--0_0--0_0 

figura 6.1 

Esto implica que 4 s: e (T(2»), por lo que en este caso se cumple que 

Ejemplo 6.2. Para T(3) consideremos la trayectoria que se muestra en la 
figura 6.2; también aparecen todos sus i. cocientes en g(3). 
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\ \ . 

figura 6.2 

Esto implica q'Ue 4 < e (7(3)), por lo que en este caso también se 
cwnplc q'uf; 

Podemos plant.ear ent.onces la siguient.e: 

Conjetura 6.1. e (7(Tl)) = n (7(n)) = 21"~11, para toda n. 

La conjetura es cierta t.ambíen en los casos n = 4, 5, 6 Y 7, que son 
los únicos ··además de 2 y 3- para los que conocemos el valor exacto de 
e (7(n)) y n (7(11)) 

Aquí sólo probaremos el resultado para n = 4 Y n = 5, pero antes veremos 
una definición más. 

Definición 6.1. Dadas el E 9(11) . H E 9 y h un i.homomorfismo de e 
·-·la gr'ájica soporte de el - en H ; h será llamado admisible para el 
si pam en da par dé aristas al, a2 E E ((JI) de color disl:into, se tiem. 
que h (ad =1- h (a2)' 

Observación 6.1. Si h: V (e) '-7 V (H) es 'un i.homomorfismo admisible 
para e i . entonces h deter'mina una n·coloración de ar'istas en h (e) e 
H que SE- puede extender (posiblemente no de manera 'Únir.a) a 'Una n· 
color'ación dló ar'isl.as Hi de H, de modo que h es un ¡.homomorfismo 
en 9 (n) de el en H f: recíprocamente un i.homomorfismo h : V (ei ) ~ 

V (H 1) w 9(11) determina un i.homomorfismo dE G en H nd17lisiblc 
pam el, 
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Teorema 6.2. e (7(4)) = n (7 (4)) = 6. 

Demostración. 

En virtud de la siguiente desigualdad 

basta probar que 6 ~ e (7 (4)) ó, equivalentemente, que e:J:isle una tra
yectoria TI E 7 (1) cuyos cocientes minimos son de orden 6. 

Consideremos los colores Ca, Cl, c2, C3 Y sea T¿ la trayectoria coloreada 
con los colores Ci, ci+ j como se muestra en la figura 6.3, (los indices 
estan tomados módulo 4) 

.-----.~.-----.~. 

C¡ C¡ 

figura 6.3 

Sea T/ la trayectoria que obtenemos concatenando '1¿, T¿ Y T¿ mas 
una arista de color Ci al final (figura 6.4) · 

Por último, consideremos TI la trayectoria que se obtiene al concatenar 
'11, T1, TI y TI (figura 6.5) . 

C¡ 

'-.. ··_ ··-0---.--/ '-~.~I '-_.~ ..•.... -----' 

Tt, Tt2 Tf3 

figura 6.4 
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T~ T~ 

figura 6.5 

Afirmación 1: Todo i.cociente de T¿ t·ienE- dos aristas df color' c.; y 
dos de color Ci + j (ejemplo 19). 

Supongamos que e~is tt un i .hom01llorfismo de Ti en K n admisible para 
T/. Por' la obserllaóón 1 y la afirmación 1, fxiste una 4 -colomción de 
w'istas dt K,¡ en la clLal apancen al menos 2 aristas de cada color, esto 
implim. que n no pu(.da SfT' mwor' a 5. 

Entona.8 Lodo ¡. homomorfismo dé T; en 1\"5 admisiblt. para T/, owpa 
todos los vértices de 1\"5. Por la observación 1 y corno cada vértice de 
T! e8 cela.mo de Il7W arista de color i, tenernos la siguiwl.e 

Afirmación 2: Todo i.cociente de orden 5 de T/ tiene al menos tres 
aristas dfo color' i. 

Supongamos qlLe e:úste un i. homomorfismo de T en Kn admisible para 
TI, Por' la observación 1 y la afirmación 2, txiste una 4,colomción dt 
aristas de [{TI en la c/tal aparecen al menos tn,s aristas (ü. carla color', 
por lo qU f n no plLedf Sfr menor que 6 con lo c/tal queda demostmdo 
el nsultado . • 

Corolario G.l. e (7(5)) = n (7(5)) = 6. 

Demostración. 

Consirlcm1l/Os los coloH:s CO, CI , (;2 , C3, (;4 !J la tmycctor-ia que Ttsultn de 
concatuwr TI con una ultima ar'ista es de color' C4 (figm'a 6.6) . • 

- ----;¡r.-'--................ -.-~' 

# 

fig;ura G.6 
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