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Introduccion

A partir de la conjetura de los 4 colores se inicia el estudio de coloraciones
en gréficas lo que motiva la introduccién del concepto de mimero cromético
de una grafica.

Fl niimero cromdtico de una grafica G es el minimo nimero de clases en
una particién de los vértices de G en conjuntos independientes. Tales parti-
ciones — que inducen coloraciones de los vértices de (7 en las cuales vértices
adyacentes reciben colores deistintos— corresponden a homomorfismos de G
en grificas completas.

Los problemas de coloraciones en gréficas son muy interesantes v han sido
ampliamente estudiados a lo largo del dltimo siglo, sin embargo permanece
un gran wimero de problemas no resueltos en el tema (véase 6] ) por lo que
ésta es una rama cldsica de Teoria de gralicas que dista mucho de agotarse,

Eu la iltima década, han aparecido varios artienlos de investigacion que
introducen interesantes variaciones del mimero cromdtico. El objetivo de
esta tesis es presentar algunas de las mds recientes como son:

o El nidmero cromdtico orientado de una grédfica orientada.
o Ll niimero eromdtico orientado de una grafica simple.
o El niimere n-cromdtico de nna grafica n-coloreada en aristas.

o El niimero n-cromdtico de nna grafica simple.

La mayor parte del material que se presenta en esta tesis estd tomado de
los articulos: The chromatic number of oriented graphs de E. Sopena [9] y
Homomorphisms of edge-coloured graphs and Cozeter groups de N. Alon, T.
H. Marshall [1].

Para dar una visién integrada de los conceptos arriba mencionados fue
conveniente crear un marco de referencia adecuado (Capitulo III). Dicho
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marco requirié de un enfoque categérico que se mantubo, sin embargo, dentro
de limites estrechos y en un nivel poco formal, ya que nuestra intencién fue
siempre mantenernos dentro del terreno natural de la Teorfa de la gréficas.

Fin el Capitulo I se presentan, de manera muy breve, las definiciones y los
conceptos bésicos de Teorfa de gréficas que se requieren para el desarrollo de
este trabajo. En el Capitulo II damos un repaso méds profundo de la teorfa
de homomorfismos, el material empleado alli fue tomado esencialmente de:
(iraph homomorfhisms: structure and symmeltry [(4].

Ion el Capitulo IV se precentan los resultados referentes al niimero cro-
maético orientado, vy en el V los referentes al mimero n-cromdtico.

Finalmente en el Capitulo VI se establece una congetura referente al
mimero n-cromatico de las trayectorias.

No resta sino decir que hay problemas dentro de esta teoria muy intere-
santes v con amplias posibilidades de desarrollo a futuro.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este primer capitulo es dar de manera muy breve, las defini-
ciones v los conceptos bdsicos de Teorfa de grdficas que se requieren para el
desarrollo de este trabajo.

1.1 Conceptos bdsicos
Una grafica es un objeto matemético G' = {V (G}, E (G), [} donde:

e |V ((7) es un conjunto euyos elementos se llaman vértices de (i,
o [7((F) es un conjunto cuyos elementos se llaman aristas de G.

o [ es una funcién que va de F(G) en V(G)m llamada funcién de
incidencia.

Entendemos que V (G )2 = V(G) % V (G) es el conjunto de pares orde-
nados de vértices y V {G)m ¢l de pares no ordenados.

Dos vértices u y 1 de G son adyacentes si existe alguna arista a en F (G)
tal que f; (a) = (u.1): en este caso decimos que u y v son los extremos de
a.

Dos grdficas G y H son isomorfas (ponemos G ~ f1), si existe una
biveccién ¢ @ V(G) — V (H) con la propiedad de gue tanto g como g~
preservan adyacencia, es decir, si f¢ (a) = (u,7) entonces existe una arista
a en E(H) 1al que fy(a') = (g(u).g(v)) y viceversa. A una funcién que
satisface esas propiedades se le llama isomorfismo.

3



4 CAPIiTULO 1 PRELIMINARES

El grado de un vértice © es ¢l mimero de veces en que 1 aparece como
extremo de alguna arista de la gréfica; representamos al maximo de los grados
de los vértices de una grafica G como A (), y al minimo como 6 (G).

A la cardinalidad del conjunto de vértices de una gréfica GG se le llama el
orden y a la del conjunto de aristas el tamano de G, por lo general ponemos
[V (G) = py |E(G)] = q. En este trabajo sélo vamos a considerar graficas
finitas, es decir gréficas cuyo orden y tamarno sea finito.

Para tener una representaciéon geométrica de estos objetos, pensare-
mos (ue los vértices son puntos en el plano y dibujamos a las aristas como
arcos cuyos extremos son exactamente aquellos vértices que nos indica la
funcién de incidencia.

Si para alguna grafica G, se puede realizar esta representacién en el plano
con la condicién adicional de que las aristas no se crucen mas que en los
extremos, diremos que G es aplanable, a dicha representacién se le llama
plana. En la figura 1.1 se muestran algunos ejemplos de representaciones de
graficas. Gy ¥ Gy son planas, (7 y G5 son aplanables mientras que Gy no es
aplanable.

p=4 pf#
q=10 a=8
=5 31G)=3
ﬁg:gs AlG)=4
G, G,

VYRR =Y

p=5 p=5 p=5
q=7 q=10 q=3
&G)=2 i) =4 §iG)=0
AlG)= ¢ alG) =4 AlG) =2

figura 1.1
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Dos aristas a v @' que cumplen f¢ (a) = [ (') se llaman aristas para-
lelas: la grafica (i3 de la figura 1.1 nos proporciona un ejemplo de esto: G,
(34 v (s no tiene aristas paralelas ni lazos —los lazos son aquellas aristas
cuvos extremos coinciden, como se muestra en GG;— por lo general vamos a
considerar este tipo de gréficas, las lamaremos gréficas simples.

Para referirnos a las gréficas simples no es necesario mencionar la funcién
de incidencia. pues en estos casos el conjunto de aristas se puede pensar como
una coleccion de pares no ordenados de vértices. En este sentido, podemos
hablar de grdficas completas —aquellas que poseen todas las aristas entre
sus vértices— las denotamos como K, donde n indica en nmiimero de vértices;
en la figura 1.1. G4 es una representacién de K.

Dada una grdfica simple G = {V (G) , E (G)}, el complemento de G estd
definido como G = {V (G) .E (G)} donde E (G) son las parejas de vértices
(u.v) tales que (u.v) € E((): en la figura 1.1 G5 y (G5 son complementarias.

Notemos que (7, —a diferencia de las otras cuatro— no es "conexa”,
para entender correctamente este concepto veamos las siguientes definiciones
vilidas para grdficas simples y no simples.

Una sucesién alternante de vértices y aristas (vy,aq,19.09....a,. 1) €n
donde cada arista a; tiene como extremos a los vértices v; y 1) se llama
un camine; un camino que no repite aristas es un paseo y un camino que
1o repite vértices es una trayectoria; un paseo en el cual sélo se repiten
el primero v el ltimo vértice es un ciclo; la longitud en cada caso es el
mimero de aristas,

Para [acilitar la notacién, si la grdfica no tiene aristas paralelas, solo
pondremos los vértices (1.1, ....1,); veamos algunos ejemplos:
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[URVRTR AT A (¥, Wy, v, Wa, v, V)
lengitud 5 tongitud §
trayectonia ciclo
. -

‘/' ""'\-.._"' /’ \\

= ",
@ & \
G 1".__?;"‘- Vs i

-\';."-"""’ wo v
(v 8 o v, 3, W) (v Vg Ve, i, W)

longitud 3 longitud 4
figura 1.2

S1 G contiene ciclos, le llamaremos cuello de G a la longitud minima de
un ciclo en G el cuello impar (resp. par) de G serd la minima longitud
impar (resp. par) de un ciclo en G, lo denotamos como ¢; (G) (resp. ¢, (G)):
para la primera gréfica de la figura 1.2 tenemos ¢; (G) = 3 y ¢, (G) = 4.

Una grafica G es conexa si para todo par de vértices existe una trayec-
toria que los une: en este trabajo, por lo general sélo vamos a considerar
graficas conexas.

Una gréfica conexa y sin ciclos es un drbol. Cada 4rbol con mas de un
vértices posee al menos dos vértices terminales —vértices de grado uno-—.

Dadas dos graficas H = {V (H) ,E(H),fu} y G ={V(G).E(G), f¢},
decimos que H es subgrédfica de G si V(H) C V(C), E(H) € E(G) v
fu (a) = fe(a) para toda arista a de H.

Una subgrafica se llama inducida si cada vez que fg(a) C V (H )@
tenemos que a € E (H): en este caso decimos que V (/) induce H en G.

Si V' es un subconjunto de V (G), denotamos como G [V'] a la subgréfica
que induce V' en G. Un subconjunto de vértices de V (G) es independiente
en (7 si la subgrdfica que induce no tiene aristas; por ejemplo, si consideramos
como G a la primera grafica de la figura 1.2, tenemos que G [v), 3. 74] es un
tridngulo y {1y, vs} es un conjunto independiente.
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Una gréfica es bipartita si su conjunto de vértices se puede partir en dos
conjuntos independientes.

Una subgréafica H de G se llama generadora si V (H) = V ((@); una
factorizacién de G es un conjunto de subgraficas generadoras ajenas dos a
dos en aristas cuya nnién es G.

Una grifica es r-regular si todos sus vértices tienen grado r, un r-
factor de una grifica GG es una subgréfica r-regular, generadora de G. Una
r-factorizacion de G es una factorizacién de G en r-factores; a continuacién
se muestran una l-factorizacién de Ky y una 2-factorizacién de K.

o 1 a 1 0 1
- - - - . -
pire=—=——" 3" T “e
0 a
.\ -

‘.\/ /. ! ‘. .‘
3._.—..—,'? 3- .2

figura 1.3

Fs facil probar que las graficas completas de orden par siempre se pueden
1-factorizar mientras que, para las completas de orden impar esto resulta
imposible.

La grifica que se obtienen de una gréfica completa de orden par Ky,
suprimiendo nn 1-factor se le llama octaedro v se les denotan por (,,.

Una digrdfica es un objeto matemético 2 = {V (D), F (D), fp} donde:

» V(D) es un conjunto cuyos elementos se llaman vértices de .

e [7(D) es un conjunto cuyos elementos se llaman flechas de D.

» fpesuna funcién que va de F' (D) en V(D) x V (D) Namada funcién
de incidencia.

5 e o 2 4
Fn el caso de las gréficas tenfamos V (D) el conjunto de los pares no
ordenados de vértices, en este caso tenemos V (D)? el conjunto de pares
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ordenados, es por eso que si fp (a) = (u. v) decimos que u es el origen de la
flecha a, y 1 es su extremo.

Dada una digrafica D, le llamamos el soporte de D a la grafica que se
obtiene si consideramos cada fp (a) como un par no ordenado. En otras
palabras, el soporte de una digréfica se obtiene borrando las puntas de las
flechas: en la figura 1.4 se muestran digraficas cuyos soportes son las gréficas
de la fignra 1.1.

Ao B3
N KRB <

figura 1.4

Reciprocamente, dada una gréfica (G obtenemos una digréfica si asigna-
mos 4 cada arista de G una sola de las dos posibles orientaciones que puede
tener. es decir, una flecha entre sus extremos; a esta asignacién —de puntas
de flecha— se le llama una orientacién de G; las digraficas de la figura 1.4
provienen de orientaciones de las gréficas en la figura 1.1

A las digrdficas cuyos soportes son gréficas simples, les llamamos ori-
graficas.

Las origraficas completas se llaman torneos.

Un torneo circulante 5;,.; (I} es un torneo con 2n+1 vértices vy, vy, ...t
en el cual las flechas van de 1; a v; siempre que (j — i) sea menor o igual que
n (modulo n) excepto los valores en I; el siguiente es un dibujo de a (3).
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1.2 Coloraciones

Los problemas de coloraciones en Teorfa de gréficas se refieren a las parti-
ciones del conjunto de vértices 6 de aristas, en clases que cumplan ciertas
caracleristicas.

Dado un conjunio V, decimos que P = {V}.V;. ...V, } es una particiéon
de V' en n clases, si se cumple que V; # @, V; C V' para toda 1; V] il;j Vi=@
yUVi=V.

5=1

Dadas dos o mds particiones de un mismo conjunto, el refinamiento
comiin éptimo de ellas es la particién en la que cada miembro se obtiene
intersectando las elases de cada una de las particiones dadas.

Entendemos que colorear los vértices (resp. las aristas) de una grafica
significa asignarle a cada vértice (resp. a cada arista) un color; de un modo
mis preciso, nna k-coloracién de los vértices (resp. de las aristas) de G. es
una funcién ¢ : V (G7) — {e1,62,..cx} (resp. ¢: E(G) — {e1,02....ci }) donde
¢1.09,...c; Tepresentan los k colores; a menudo tomamos ¢; = 1,...cx = k.

A las pre-imdgenes de cada color ¢7! (i) se les llama clases cromati-
cas; las clases cromdticas forman una particién cromdtica del conjunto de
vértices (resp. de aristas) de la gréfica.

En este trabajo se usardn diversas reglas para colorear los vértices 6 aristas
de una grafica; una “regla” para colorear establese restricciones sobre las
clases cromal icas.

En el estudio de las coloraciones de vértices de grificas, una “regla” clasica
para colorear es la siguiente:

“si dos vlrtices son adyacenies no pueden recibir el mismo color.”

En otras palabras, se pide que las clases cromdticas sean conjuntos in-
dependientes de vértices. A estas coloraciones se les llaman coloraciones
propias: cnalquier coloracién que no sea propia se llama impropia.

Entonces. una k-coloracién propia de los vértices de G es una funcién
& oW (F:) — {1.2,..k} tal que si wv € E(G) entonces ¢(u) # ¢(v); los

sigrientes son ejemplos de coloraciones propias.
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g o
=l ) \\ 7
| *—0 o
; / \
/o .\ A\ o \x a{__.__.\__ ®
—0 O 9
2-coloracién 3-coloracion 4-coloracion

figura 1.6

Es claro que si [V (G)| = p entonces existe una p-coloracién de G, sin
embargo es posible que con menos colores se puedan colorear propiamente
los vértices de G. También es claro que si |[E (G)| # @ se necesitan al menos
2 colores para colorear los vértices de G.

Dada una gréfica GG, determinar el mimero exacto de colores que se requie-
ren para colorear propiamente sus vértices es un problema muy importante,
que ha sido y continta siendo estudiado extensamente.

El mimero cromdtico x ((7) es el minimo k para el cual existe una k-
coloracién de (7; en los ejemplos de la figura 1.6, las coloraciones son éptimas,
es decir, ninguna de esas tres graficas se puede colorear con menos colores de
los indicados.

Se dice que G es k-coloreable si x (G) < k.

Eixisten muchos otros tipos de coloraciones propias e impropias, en este
trabajo vamos a estudiar ademas de las anteriores, otras coloraciones llama-
das aciclicas.

TUna k-coloracién aciclica de G, es una k-coloracién propia de sus vérti-
ces con la condicién adicional de que toda subgréfica inducida por dos clases
cromaticas sea una grafica aciclica; en la figura 1.7 damos un ejemplo de

coloracién acfelica.
.
}
\:.\
[\ 7

o
°-.‘\./ a-—0

\0\,,\0/.?/
|
i’

figura 1.7
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El mimero cromético aciclico de una grifica GG es el minimo & tal que
exista una k-coloracién aciclica de G lo denotamos como x,, ().

El mimero eromético aciclico de una gréfica G también se puede definir
como el minimo minero de colores que se necesitan para colorear propiamente
los vértices de (5. de tal manera que cada ciclo reciba al menos tres colores.



Capitulo 2

Homomorfismos

Dadas dos gréficas G y [, un homomorfismo de G en H es una funcién
h:V(G) -+ V (H) que preserva adyacencia, es decir, si uv € E (G) entonces
hu)=h(r)éh(u)h(v)€ E(H).

Por lo general siempre que esté¢ definido el concepto de homomorfismo,
existirdn homomorfismos triviales. Por ejemplo, en teoria de grupos, cual-
quier grupo se puede mapear bajo un homomorfismo trivial en cualquier otro,
mandando todos los elementos del primero a la identidad del segundo. En
teorfa de gréaficas los homomorfismos triviales son aquellos que mandan to-
dos los vértices de una grafica en un solo vértice de otra. En este trabajo.
€in embargo, nos interesa estudiar especialmente a los homomorfismos que
no “aplasten” aristas, es decir, no permitiremos que si uv € E (G) entonces
h(u) = h(r)y h(u)h(v) € E(H); a esta clase de homomorfismos se les
llaman homomorfismos irreflexivos.

2.1 Homomorfismos irreflexivos
Naturalmente en este contexto ya no existirdn homomorfismos irreflexivos

triviales, incluso ahora serd posible que entre dos gréficas no exista ningiin
homomorfismo irreflexivo.

2.1.1 Definiciones y primeros ejemplos

Definicién 2.1. [/n homomorfismo irreflezivo de G en H ¢s unu fun-
cion h - V{(G) —V (H) lal que:

13
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ur € B (G) implica que h(u)h(v) € I (H)

Es importante notar que la composicién de homomorfismos irreflexivos es
un homomorfismo irreflexivo.

Un homomorfismo irreflexivo h entre dos grdficas G y H induce de manera
natural una funcién hg entre las aristas de dichas grificas:

hg (uv) = h (u) b (v).

In adelante, para facilitar la escritura, pondremos i-homomorfismo
para referirnos a los homomorfismos irreflexivos.

Definicién 2.2. Dado un i-homomorfismo h de G en H, la imagen de G
bajo h es una subgrdfica h(G) de H, definida como:

V (h(G)) = {v eV (H)|v=h(r)para algin v € V (G)}
Eh(@) ={uw e E(H) luv = hg (wr) para alguna wv € E (G))}

De la misma manera. dado un i-homomorfismo h de GG en H y una sub-
grifica I de (5 se define h (F'), la imagen de F bajo h, que por supuesto es
una subgréfica de h(G).

Antes de ver algunos ejemplos para aclarar estos conceptos, veamos el si-
guiente resultado que es muy sencillo peroitil en el manejo de i-homomorfismos:

Proposicién 2.1. h: V(G) — V(H) es un i-homomorfismo si y sola-
mente si h™'(I) es un subconjunto independiente de V (G) para todo
subconjunto independiente I de V' (H)

Demostracion.

Sea b : V(G) — V (H) un i-homomorfismo. Se sigue inmediatamen-
te de la definicion que si F es una subgrdfica de G con L (F) # @
entonees E (h(F)) # @ lo cual implica que para todo | subconjun-
to independiente de V (H), h™' (I) es necesariamente un subconjunto
independiente de V (G).

Supongamos que para todo I subconjunto independiente de V (H), h™' (1)
es un subconjunto independiente de V (), en particular esto se cum-
ple para cualgquier pareja de vértices no adyacentes en H, es decir,
Lot (u) U h ! (v) es independiente para loda parcja de vértices {u,v}
que no sean adyacentes en H, esto implica que st wv € E (G) necesa-
riamente h(u)h(v) € E(H). B
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Como un corolario muy sencillo de este teorema observemos gue, dado un
i-homomorfismo, la imagen inversa de un vértice es siempre un conjunto inde-
pendiente, a este tipo de conjuntos —las imdgenes inversas de los vértices —
se les llaman fibras.

Cuando exista al menos un i-homomorfismo de G en H lo denotamos
como (7 — H. si no existe ningiin i-homomorfismo ponemos G - .

P oy h . .
De manera mds especifica escribimos (7 — H para indicar que h es un
i-homomorfismo de G en H.
Ahora si. veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1. Sea 7 no trivial, entonces G es una grifica bipartita st y
solo st G — K.

Demostracion.

Si G es una grifica bipartita, podemos definir un i-homomonrfismo
hode V(G) en V (K3) = {1.2} como:

1siueV,
h(u) = !
2sivc Wy

donde {Vi.Va} es una particion de V (G) en conjuntos indepen-
dicntes.

Por €l contrario, si existe un i-homomorfismo h : V (G) — V (K,),
tenemos una particion de V (G) en dos conjunios independientes
dada por h™1(1) y h™'(2), es decir, las unicas dos fibras del i-
homomorfismo entre G y Ky nos proporcionan la biparticion de
V(G) en conjuntos independientes. W

Ejemplo 2.2. S/ (i ¢s isomorfa a alguna subgrafica de H, la inclusion de
G en H cs un i-homomorfismo: en particular, tenemos que si ¢ — K,
entonees G — H para cuslquicr H con I (H) # @, pucs tomamos
la composicion entre el i-homomorfismo que existe de G en Ky y la
melusion de Ky en H. (figura 2.1).
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Ky
/ ’G_ - \. ; ) -~
L. . ’ ; .
T o
figura 2.1

Ejemplo 2.3. Para los ciclos pares tenemos que C, — K, y por lo lanto
C, — H para toda H con E(H) # @.

. Ejemplo 2.4. Para ciclos impares Cp, y C, con m < n, lenemos que

C'll'l =¥ Crrrl‘

Demostracién.
Sean C,, = (uy,ug,..uy) ¥ Cm = (v1.19..0) dos ciclos impares
con m < n, entonces h: V(C,) — V (Cp) definida de la siguiente
manera €5 un i-homomorfismo
v paral <i1<m
h(u;) = vy param+1<i<nconipar

1y para n + 1 <7 < n con 7 impar
"

Para aclarar este 1iltimo ejemplo, en la figura 2.4 se muestra el caso es-
pecifico correspondiente a los valoresn =9y m =35

h hivi) =u,
/'-—-—-. " ey g hiva} = u,
v \ vy gEire hivs) =u,

{ h(ve) = U

I . \ h{vs) = u,

" R - "y h(\ﬂ) = Uy
\_ ./ \u/ h{v?) = us

T e h(va) = uy

hivs) = ug
figura 2.2
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Por lo general serd conveniente tener una idea "visual” de algunos ho-
momorfismos. es por eso que procederemos como sigue para representar un
homomorfismo de G en 1

e Dibujamos ambas grédlicas v asignamos niimeros a los vértices de H.
e A cada vértice de G se le pondrd el mimero correspondiente a su imagen.

Por ejemplo. el i-homornorfismo de Cy a Cs que se vié en el ¢jemplo 2.4,
queda representado como se muestra en la figura 2.3.

| A

0 8 \ .3

\ / o/
5 15 4

-\\' -

1
figura 2.3

Como hemos dicho antes, no siempre existen i-homomorfismos entre dos

ardficas. es importante notar que la existencia de un i-homomorfismo de G

en H, no necesariamente implica la existencia de uno de H en G.
A continmacion se muestra un ejemplo concreto de este hecho.

Ejemplo 2.5. (5 — C; pero Cy -» Cs

\
N -
2 figura 2.4

En general, para ciclos impares se tiene que C, — Cip pero Cyy - (),
sim=<n
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('omo corolario inmediato de este ltimo ejemplo tenemos la signiente:

Proposicion 2.2. Si H y G no son grdficas bipartitus y G — H entonces
el cucllo impar de H es a lo mds el cuello impar de G. es decir

¢ (H) £ i (G)

2.1.2 Diferentes tipos de homomorfismos

Asi como las funciones, los homomorfismos se pueden clasificar segin sean
suprayectivos, inyectivos o bivectivos. Comunmente se les llaman bimorfis-
mos a los homomorfismos biyectivos, epimorfismos a los suprayectivos y
monomorfismos a los inyectivos.

Vale la pena aclarar que la inversa de un bimorfismo no necesariamente
es un homomorfismo, por ejemplo, cualquier biyeccién de V (K,) en V (K.)
es un bimorfismo y su inversa no es un homomorfismo.

Observemos que los monomorfismos —y por lo tanto los bimorfismos-
son siempre homomorfismos irreflexivos.

[.os homomorfismos para los cuales la imagen del dominio es una sub-
grifica inducida del codominio son particularmente importantes, existen dos
tipos de estos.

Definicion 2.3. Un homomorfismo h de G en H es pleno si para toda
parcja de vértices {h(u), h(v)} adyacentes en H . tenemos que las
preimdgenes u y v son adyacentes en G,

Definicién 2.4, Un homomorfismo h de G en H es flel si h(G) —la
imagen de G bajo h— es subgrdfica inducida de H.

Observemos que todos los homomorfismos plenos son fieles, sin embargo
existen homomorfismos fieles que no son plenos.

Como un ejemplo de esta afirmacién, tenemos los i-homomorfismos de C,
a (), descritos en el ejemplo 2.4. Para aclarar esto consideremos nuevamente
¢l caso concreto de Cy a Cs. Este i-homomorfismo es fiel, sin embargo no es
pleno pues existen vértices que son adyacentes en Cs, y cuyas preimdgenes
no lo son en Cy (figura 2.5)

vy € E(Cs)

vy = h(u) = h(ug) = h(us)

5 =h (‘u_-;] =h (u';) == h(ﬂg)

g & E(Cy), wyus & E(Cy), ugug & E (Cy), ugus & £ (Cy).
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hiu) hu.} h
T —
hiu) ./ \. £l /u.' —_
g
\ / y

h("'}\./ h{u)

hiu)

figura 2.5

Existe una caracterizacién muy cémoda de los homemorfismos plenos
que los distingue claramente de los fieles: para entenderla consideremos una
grafica bipartita G con E (G) # @ y el i-homomorfismo de G en K descrito
en el ejemplo 2.1, Naturalmente este i-homomorfismo es fiel, y sélo es pleno
en ¢l caso en que (G sea nna grafica bipartita completa.

De esta manera se tiene que si h es un homomorfismo de G en H. y
ur € F (H), basta que exista alguna arista entre b1 (u) y A~ (1) para que h
sea fiel, mientras que para que h sea pleno es necesario que h™ ' (u) Uh ' (v)
induzea una grafica bipartita completa,

h
e e

fiel

figura 2.6

Para concluir esta seccién, sélo resta mencionar que los isomorfismos
tales como fueron definidos en el eapitulo L, son los bimorfismos fieles.
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2.2 Cocientes

Dado un homomorfismo h : V (G) — V (H) sabemos que h (G) —la imagen
de (7 bajo h— es una subgréfica de H. En esta seccién nos vamos a interesar
por aquellos homomorfismos en que h (G) sea exactamente H, es decir, en
los homomorfismos que sean suprayectivos en vértices y aristas.

2.2.1 Epimorfismos fieles

Un epimorfismo fiel es precisamente un homomorfismo suprayectivo en vér-
tices y aristas.

Definicién 2.5. H es cociente (resp. i-cociente) de G si existe un
epimorfismo (resp. i-epimorfismo) fiel de G en H.

Por ejemplo, C5 es i-cociente de Cs , en general —como se vié en el ejemplo
2.4— Cp, es i-cociente de €, si m < n y ambos son niimeros impares.

A continuacién veremos que la definicion clésica del cociente de una gréfi-
ca por una particién (definicién 2.6), coincide con la que acabamos de dar
(definicién 2.5).

Definicién 2.6. Sea G una grdfica y P = {V}, Vs, ..Vi.} una particion cual-
quiera de V (G) en k subconjuntos (resp. subconjuntos independientes),
G /P, el cociente candnico de G por P (resp. i-cociente candnico
de G por P), se define de la siguiente manera:

o V(G/P)={Vi,Vay.Ve)

o ViV, € E(G/P) si existen v; € V; y v; € Vj tales que vv; € E(G)

La proyeccién natural Ilp : V (G) — V (G/P) definida como Ilp (v) = V;

si v € Vi, es un epimorfismo (resp. i-epimorfismo) fiel de G en G/P, por

lo que G/P es un cociente (resp. un i-cociente) de G en el sentido de la
definicién 2.5.

Ejemplo 2.6. Consideramos Cg = uy,us, ...ug y las siguientes dos particio-
nes!

Py = {1, Va} donde Vi = {uy,u,u5}, Vo = {ug, us,u6}
Py = {V3,Va} donde Vs = {u,u3,us}, Vo = {ua, s, us}
al tomar los cocientes tenemos que Cg/Py = Cg /Py = K,
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[EPLANG YA
|° ; V“\ a TF
| /. ——y Kz
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BT i = R
figura 2.7

Ip, : V(Cs) — V (Ce/P1) es un i-epimorfismo ficl, y
Ip, : V(Cs) — V (Ce/Pa)es simplemente un epimorfismo fiel.

Nétese que si H es cociente (resp. i-cociente) de (5. entonces existird
una particién (resp. una particién en conjuntos independientes) P de V(G)
de tal forma que el cociente (resp. i-cociente) candnico /P es una grafica
somorfa a H. esta particién estard dada por las fibras del epimorfismo (resp.
i-epimorfismo) fiel que va de G en H.

Proposicién 2.3. Para todo h : V() — V (H) homomorfismo (resp.
i-homomorfismo). existe una particion (resp. particidn en conjuntos
independientes) P de V(G), y un monomorfismo m : V(G/P) —
V(H) tal que h =mollp

figura 2.10
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Demostracién.
Dado un homomorfismo (resp. i-homomorfismo) h : V (G) — V (H),
sus fibras forman una particién (resp. particion en conjuntos indepen-
dientes) P de V(G).
Ademds G[P es isomorfa a h(G) pues existe un bimorfismo fiel ¢ :
V(G/P) = V (h(G)), definido como ¢ (V,) = u donde V, es el vértice
en G/P correspondiente a h™1 (u).
Sea m : V(G/P) — V(H) definida como m = i o donde i es la
inclusién de h(G) en H (figura 2.11); m es un monomorfismo y para
todo v € V (G) se tiene que si h(v) = u enlonces

(moTlp) (v) =m (IIp (v) = m (Vi) = u=h (v)

figura 2.11

por lo tanto h=mollp. A

Observemos que h es un epimorfismo (resp. i-epimorfismo) fiel si y sélo
si m es un isomorfismo.

En este momento hemos llegado al punto clave para entender la estre-
cha relacién que existe entre las coloraciones propias y los homomorfismos
irreflexivos.

Proposicién 2.4. G es k-coloreable propiamente si y sélo si G — K,

Demostracidn.

Supongamos que G es propiamente k-coloreable, entonces tenemos una
particién P de V (G) en k subconjuntos independientes (las clases cro-
mdticas); lp es un i-homomorfismo de G en G/P, que es una grdfica
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de orden ki si [ es cualquier monomorfismo de G /P en Ky, entonces
follp cs un i-homomorfismo de G en K.

Reciprocamente, si f: V(G) — V (Ky) es un i-homomorfismo, enton-
ces las fibras de [ forman una particion de V (G) en k subconjuntos
ndependientes lo cual se puede ver como una k-coloracién (propia) de
vértices de G, l

Las coloraciones que se mostraron en la figura 1.6 del Capitulo I nos
proporcionan los siguientes i-cocientes:

o\-—/ o
o &
/_‘N
o ]
. -]
o/ \n
. o

fgura 2.12

2.2.2 i-epimorfismos elementales

Los i-epimorfismos fieles son muy interesantes y veremos en esta seccidn, que
se pueden obtener componiendo i-epimorfismos elementales —aquellos
-epimorfismos que identifican sélo una pareja de vértices no adyacentes, es
decir, que tienen una tdnica fibra no trivial que consta exactamente de dos
vértices no adyacentes-—. Consecuentemente, cada i-cociente de una grafica
G es el iltimo término de una sucesién de i-cocientes de (7, en la cual cada
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miembro se obtiene del anterior identificando un par de vértices no adyacen-
les.

Definicién 2.7. H es un i-cociente elemental de (3, si existe un i-
epimorfismo elemental de G en H.

Proposicién 2.5. Sea H i-cociente propio de G, entonces H es la imagen
de G bajo la composicidn de puros i-epimorfismos elementales.

Demostracién.

La demostracion se hard por induccidn sobre n = |V (G)|. Paran=3
claramente tenemos el resullado.

Sea G una grdfica de orden (n+ 1) y H un i-cociente propio de G.

Como el i-cociente es propio eziste alguna fibra no trivial, es decir,
podemos encontrar un vértice uw € V (H) tal que |~ " (u)| > 2.

Tomamos v,w € h™' (u), estos vértices no son adyacentes por lo que
podemos considerar el i-epimorfismo elemental h,,, que los identifica.
Sea G la grifica que se obtiene.

(:f_ es una grdfica de orden n y H sigue siendo i-cociente propio de
G, por hipélesis de induccion sabemos que H se obtiene de G bajo la
composicién de puros i-epimorfismos elementales, y como h,, es un
i-epimorfismo elemental obtenemos el resultado, (figura 2.15). M

figura 2.13
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Dada una grafica G podemos tomar todas las graficas que sean i-cocientes
elementales de ella, luego todos los i-cocientes elementales de estas nuevas
erdficas y asi susesivamente, de esta manera obtenemos todos los i-cocientes
de G. Es claro que este proceso debe terminar en algiin momento pues las
erédficas que consideramos son siempre finitas.

En la figura 2.14 se muestran todos los i-cocientes de Cg.

622 3
—— ——— =
s 125§ » Kz
4 1254
} N2 " Ee—i
. tiacs" IR AR T
6=2 1 3 )
ds
1 2 1 “'_ t
.

figura 2.14

Las graficas completas no tienen i-cocientes punes en ellas, ya no existen
vértices no advacentes que se puedan identificar.

En general a este tipo de grificas —aquellas cuyos 1inicos i-cocientes son
ella misma - se les llaman graficas terminales.

Las graficas terminales de una gréfica G son todas las gréficas ter-
minales que provienen de G. En la figura 2.14 se puede observar que Ky v
K3 son las rinicas gréficas terminales de Cy.

De todas las graficas terminales que una gréifica (G pneda tener, nos inte-
resan las de orden minimo, a estas las llamaremos i-cocientes minimos de
G. Por ejemplo Ky es grafica terminal de Cg pero no es i-cociente minimo,
el 1inico i-cociente minimo de Cy es K.

Nos interesan estas definiciones, pues el niimero cromético de una grafica
(. en términos de homomorfismos, significa lo signiente:

Proposicion 2.6. El nimero cromdtico de una grifica G s igual a k. si y
solo si Wy €5 i-cociente minimo de G, es decir:
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x(G) =k siy sdlo si G — K pero G » Kj_,

Demostracién.

Supongamos que x (G) = k, entonces k es el minimo nimero lal que
(G es k-coloreable.

Por ser G k-coloreable, tenemos que G — K; por ser k minimo,
tenemos que G no es (k-1)-coloreable y por lo tanto G -» K.

Supongamos ahora que G — K pero G -» Ky, se sigue inmedia-
tamente que G es k-coloreable pero no es (k-1)-coloreable, es decir el
nimero cromdlico de G es igual a k. W

Tal vez en este contexto no tenga mucho sentido hablar de gréficas termi-
nales 6 i-cocientes minimos en vez de graficas completas simplemente, pero
en el siguiente capftulo se aplicardn estas mismas ideas para estudiar colo-
raciones en otras categorfas de gréficas en donde las gréficas terminales no
tienen por que ser completas. En algunas de estas categorias existen objetos
(gréficas con estructura adicional) que poseen varios i-cocientes minimos no
isomorfos.

2.3 Retractos

Un homomorfismo de una gréfica en si misma se llama un endomorfismo.
Naturalmente la imagen de un endomorfismo de G es una subgréfica de G.

2.3.1 Retractos y retractos impropios
Dada una gréfica G, nos vamos a interesar por aquellos endomorfismos irre-
flexivos cuya imagen sea una subgréfica inducida de G.
Definicién 2.8. Sea r : V (G) — V (G) un endomorfismo (resp. i-endomorfismo)
yr(G)=H.
Si r(v) = v para todo v € V (H) decimos que r es una retraccién

(resp. i-retraccion) y H es un retracto (resp. i-retracto) de G.

Antes de ver algunos ejemplos, tenemos dos observaciones:
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Observacion 2.1. La composicion de retracciones (resp. i-retracciones) es
una retraceion (resp. i-retraccién), por lo que si H es retracto (resp.
i-refracto) de G y F es relraclo (resp. i-reiracto) de H. lenemos que
F es un retracto (vesp. i-refracto) también de G.

Observacién 2.2. si H es un retracto (resp. i-retracto) de (3. entonces H
es isomorfo a un cociente (resp. i-cociente) de (3.

Ejemplo 2.7. Sea Cy, = uy, uy,... Uy, un ciclo par. Si definimos
ra V(Ca) = V (Can) como:

uy S11 es umpar
r(w) =

Uy 817 es par

lenemos que la arista uyuy €s un i-retracto de Cyy.

Este es un ejemplo muy sencillo, sin embargo podriamos haber dicho aiin
mads. va que para los ciclos pares cnalquier arista es un i-retracto.

Es importante observar que no siempre se da esta sitnacién, se puede
dar el caso de una gréfica que tenga dos subgréficas isomorfas. una de las
cnales sea i-retracto de ella. mientras que la otra no; considerernos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.8. Sea F la grifica que sc muestra en la figura 2.15, en ella

s¢ pueden identificar dos subgrdficas inducidas C' y C" isomorfas a
Ce.

/ \[/ /\
% /\/ /

figura 2.15
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C' es i-retracto de F, como se muestra en la figura 2.16 , sin embargo
C" no es un i-retracto de F'.

/ \!/ /\l %
\ /\/ s .

figura 2.16

Dada esta situacién, es conveniente introducir un concepto mds relajado.

Definicién 2.9. Dadas dos grdficas G y H, decimos que H es retracto
impropio (resp. i-retracto impropio) de G, si existen homomorfis-
mos (resp. i-homomorfismos) h: V (G) =V (H)yg:V(G) =V (H)
tales que h(g(u)) =u para todo u € V (H).

Lo que nos esta diciendo esta definicién es lo siguiente:

Proposicién 2.7. H es retracto impropio (resp. i-retracto impropio) de G
si y solo si G tiene un retracto (resp. i-relracto) isomorfo a H.

Demostracién.

Si H es retracto (resp. i-retracto) impropio de G, existen homomorfis-
mos (resp. i-homomorfismos) h: V (G) = V(H) yg: V (H) =V (G)
con la propiedad de que h(g(u)) = u para todo u € V (H).

FEsta condicion nos implica que g es un monomorfismo fiel, y por esta
razon es que g (H) es una subgrdfica inducida de G isomorfa a H. La
retraccion (resp. i-retraccién) es (g o h).

figura 2.17
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Ahora supongamos que (7 tiene un retraclo (resp. i-retracto) H' isomorfo
a H.

Sea [ el isomorfismo entre H' y H.

figura 2.18

Definimos h y g de la siguienle manera:

Veamos que estos homomorfismos (resp. i-homomorfismos) eumplen lo
que querinmos:

h(g() = (fer)(f @) =f( (" ().
Como [ ' (u) € V(H') vr(u)=upara todo u € V (H") tenemos que:

fo(f @) =7 (w)=u

por lo que h(g(u)) = u para todo w € V (H). lo cual implica que H es
un relracto (resp. i-retracto) impropio de G. W

En el ejemplo 7 hemos visto que Cg es i-retracto impropio de [, pues
existe una subgréfica isomorfa a Cs que es i-retracto de ella. En este mismo
ejemplo podemos observar como esto, no necesariamente implica que cual-
quier subgrdfica de I isomorfa a Cy sea i-retracto de ella,

Il concepto de retracto (resp. i-retracto) impropio, se utiliza si lo que nos
interesa es distinguir inicamente el "tipo” de grafica que puede ser retracto
(resp. i-retracto) de (.

Para terminar esta seccién veamos el signiente resultado que nos serd de
mucha utilidad mas adelante.
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Propaosicién 2.8. Dadoe cualquier endomorfismo (resp. i-endomorfismo) h
de una grifica G, existe una polencia de h que es una retraccidn (resp.

i-retraccion) de G.

Demostracién.

Sea h: V (G) — V (G) un endomorfismo (resp. i-endomorfismo) cual-
quiera. Tenemos que:

G2 h(G) 2R (G) 2

Clomo G es una grdfica finita, existe n tal que:
R 1(G) = k" (G).

Llamémosle H a esta subgrdfica de G, es decir:

H=hr"1(G)=h(G).

Observemos que la imagen de H bajo h es ella misma, por lo que h
restringida a H es una biyeccion, entonces existe un indice k para el
cual A" (G) = H y h"** (u) = u para lodo u vértice de H. W

2.3.2 Equivalencia homomorfica

Definicién 2.10. Cuando tengamos que G — H y H — G diremos que G
y H son i-hom-equivalentes y lo denotamos como G + H.

Es fécil verificar que + es una relacién de equivalencia.
Como ejemplos de gréficas i-hom-equivalentes tenemos los siguientes:

e (; & K, para cualquier gréfica bipartita G.

o G — R siempre que R sea retracto de G.
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Fstos dos ¢jemplos nos podrian sugerir que, para que dos gréficas sean i-
hom-equivalentes. entonces una tiene que ser retracto de la otra: veremos que
si (G« H entonces G y R tienen un i-retracto impropio comiin, en particular
uno muy especial que estudiaremos a continnacién.

Anteriormente se han definido las grdficas terminales como aquellas gréfi-
cas cuyos tinicos i-cocientes son ella misma; hemos visto también, que este
tipo de gréficas son gréficas completas. Por supuesto una gréfica completa no
tiene subgraficas propias que sean i-retractos de ella, entonces tiene sentido
pensar de alguna manera en "i-retractos minimales”.

Definicién 2.11. Una grifica es un corazon si no tiene ninguna subgrdfica
propia que seq i-refracto de ella.

No solo las graficas completas son corazones, por ejemplo. también todas
las gréficas con niimero cromético critico son corazones.

Las grdficas con mimero cromdtico critico son aquellas para las enales,
el mimero cromitico de cnalquiera de sus subgrédficas, es menor al mimero
cromético de la gréfica. ejemplos:

e Todos los ciclos impares.

o La gréfica de Petersen (figura 2.19)

'\.Z ;\./'
\

. l/
N\

figura 2.19

Una buena manera de caracterizar a los corazones es la siguiente.

Proposicion 2.9. G ¢s un corazon si y sélo si todo i-endomorfismo de GG
es un automorfismo de G
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Demostracién.

Supongamos que G es un corazén, sea h : V(G) — V (G) cualquier
i-endomorfismo. Por la proposicidn 8, tenemos que existe una potencia
de h que es un i-retracto de G, pero como G es un corazdn tenemos
que:

B(G) =G

y esto demuestra que h es un automorfismo de G.

Si todo i-endomorfismo de G es un automorfismo de G, es claro que
G es un corazén.ll

Definicién 2.12. Decimos que H es un corazén de G, si H es un corazén
y es i-retracto de G.

Observemos que toda gréfica finita G tiene al menos un corazén, pues
recordemos que un i-retracto de un i-retracto de G, es un i-retracto de G.
Entonces tomamos un i-retracto H de G con minimo mimero de vértices y
este serd un corazén.

En principio una gréfica puede tener muchos corazones, por ejemplo, to-
das las aristas de un ciclo par son corazones, pero jpuede tener una gréafica
dos corazones no isomorfos?

Proposicién 2.10. Todos los corazones de una grdfica son isomorfos.

Demostracién.

Sean Hy y Hy dos corazones de G, con ryy vy las i-retracciones corres-
pondientes.

rz mn

figura 2.20
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Consideramos fy 0V (Hy) — V (H}) la restriccion de vy en Hy y

fo : V(Hy) = V(H3) la restriccion de vy en Hy, entonces tfanto
(f10 fo) como (fyo f)) son endomorfismos de Hy, y Hy respectivamen-
le. pero como Hy y Hy son corazones, por la proposicién 9. tenemos
que cstos endomorfismos en realidad son automorfismos.

figura 2.21
Esto demuestra que Hy y Hy son grificas isomorfas. B

En este sentido podemos hablar de el corazdn de una grifica. Ahora
si podemos demostrar que si dos graficas G y H son i-hom-equivalentes,
entonces (7 y [ tienen un i-retracto impropio commin.

Proposicion 2.11. Si G «— H entonces el corazon de G y el corazén de
son isomorfos.

Demostracion.

Si Gy H son i-hom-equivalentes, existen homomorfismos g y h como
en el dibujo.

Scan G° y HC los corazones de G y H respectivamente; consideranios
grificas (i° y He isomorfas a G° y H® de tal manera que ¢V (G) —

Vv ((:'H) yuv:V(H) -V (H‘) sean las i-refraccidnes impropias co-

rrespondientes (ige y ige son las incluciones).
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figura 2.22

Como G* es un corazon, tenemos que (ige 0 g o h o @) es un automorfis-
mo de G¢, y por lo tanto (ho @) : V(H) =V (a’f) es una i-retraccion
impropia, lo cual quiere decir que G* es i.retracto impropio de H, por
la proposicidn 10 tenemos que todos los corazones de una grdfica son
isomorfos y ast queda demostrado el resultado. W



Capitulo 3

Coloraciones y categorias

Ein el capitulo pasado se ha mencionado la relacién existente entre las colo-
raciones propias y los homomorfismos irreflexivos, a saber:

(i es k-coloreable si y solo si G — Ky

En este capitulo vamos a definir, de manera andloga, como colorear otro
tipode gréficas: las graficas orientadas y las gréficas con aristas n-coloreadas.

Para llevar acabo este andlisis, es necesario situarnos en tres diferentes
“universos” o “categorfas” de gréficas y deteminar claramente lo que los
homomorfismos significan en cada una de ellas.

Vale la pena aclarar que no es nuestra intencién el dar nn tratamiento
categérico del material que se presenta, simplemente gneremos hacer notar
que éste, puede sitnarse en un contexto mas amplio.

3.1 Las tres categorias

A contiimacion se hard una breve descripeidn de las tres principales categorias
que se consideran en este trabajo. Antes de esto es conveniente recordar la
siguiente definicidn:

Una categoria C esta dada por una clase de objelos X' y una clase de
morfismos o “flechas” F que cumplen las signientes propiedades:

o ("ada morfismo f tiene dos objetos asociados, un dominio y un codomi-

x ) ; o : G
nio. Ponemos X = Y si el dominio del morfismo f es X y el codominio

es Y. También se usa X =dom (f) y Y = cod (f).

39
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e Dados dos morfismos f y g tales que dom (g) = cod (), la composicidn
g o f esta definida y tiene dominio dom (f) y codominio cod (g):

e La composicién es asociativa, es decir, dados X 4 Y.Y% 232 Lw
tenemos que ho(go f) = (hog)o f.

o Para cada objeto X existe un morfismo identidad idy que satisface
idxg = g para toda Y 2 X y idy f = f para toda X Ly.

Esta definicién es muy general. Para nuestro fin es mds conveniente
restringirnos a categorfas concretas, aquellas cuyos objetos son conjuntos
con cierta estructura y cuyos morfismos son funciones que preservan esa
estructura.

Como ejemnplos cldsicos de categorias concretas tenemos a los espacios
topoldgicos con las funciones continuas y a los grupos con los homomorfismos.

3.1.1 Grdéficas

La primera categoria que consideramos, se denota con la letra G; sus ob jetos
son todas las gréficas simples, finitas y conexas; sus morfismos son los
homomorfismos irreflexivos como se definicron en el Capitulo IL
A los elementos de G se les denota con letras mayisculas A, B, G, H ete.
A los subconjuntos se les denota con mayisculas cursivas A, B,C, H etc.
Como se vié en el Capitulo II, los objetos terminales de G siempre son
graficas completas.
Las coloraciones cn § que vamos a conciderar son las coloraciones
propias como se definieron en el Capftulo L.

3.1.2 Origraficas

—
La segunda categoria con la que vamos a trabajar, es la categoria G cuyos
objetos son todas las posibles origréficas con soporte en G.
—

A los elementos de G se les denota con letras mayisculas y una flecha:
i i
A‘B,(r,H ete.

Para denotar al conjunto de origrdficas que tienen su soporte en un sub-
conjunto A C G se emplea el simbolo X
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I'n la fligura 3.1 se muestran todas las posibles origrdficas cuyo soporte
es (p. A este conjunto de origréficas lo denotamos por Og,; en general,
para denotar al conjunto de todas las origraficas con soporte G, utilizamos
el simbolo O

A

figura 3.1

- - o) . . .
Los morfismos de G son los i-homomorfismos definidos de la siguiente
manera:

— — — —
o h: 1l (G) e V(H) es un i-homomorfismo de G en H si:

ur € F (Fx") implica que h(u)h(v) € F (ﬁ)

. R . o
(recordemos que ur € F ((?) significa que la flecha va de w a ).

a es una subcategoria de la categorfa D euyos objetos son digraficas y
que tiene por morfismos a los i-homomorfismos.

Sea D una digrifica y P = {V},V5,...V3} una particién de V (D) en
conjuntos independientes, definimos D/P, el i-cociente candnico de D
por P = {V}. 15, ..V}} de la misma manera que en G se definié G/P :

V(D/P) = {V. ..V}

ViV, € F(D/P) si existen v; € V; y v; € V; tales que vjv; € F' (D).

Mp: V(D) =V (D/P)tal que lIp (v) = Visive V.

Recordemos que un i-cociente elemental de una grafica G en G, se obtiene
al identificar una pareja de vértices no adyacentes de G. Observemos que si
D es una digrifica, al identificar dos vértices no adyacentes se obtiene otra
digrafica D', sin embargo si D es una origrédfica, [J)' no siempre resulta ser
una origrfica. pues puede tener mas de una flecha entre dos vértices (fignra
3.2}
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.

o
Ay \/

L Y
-, />
/

figura 3.2

"

Entonces dada 5 € E, no basta que P sea una particién en conjuntos
independientes de V' (E) para que e /P sea un objeto de la categoria Z"

Esto es debido a que los i-homomorfismos en -a, ademds de preservar flechas,
preservan trayectorias dirigidas de longitud dos, lo cual se demuestra en la
siguiente:

Proposicién 3.1. Dado h, un i-homomorfismo de G en ﬁ, tenemos que
iy —
siuv € F (C} yvweF (H) entonces h (u) # h(w).

" hiv)

v
W hw) 7 * . hw
figura 3.3

Demostracién.

Sean u, v y w vértices de G tales que tanto uv como vw son flechas.
Entonces, por definicidn, tenemos que

h(u)h(v) € F (ﬁ‘) yhe)h(w)eF(H).

Si h(u) fuera 1gua1 a h(w), tendriamos flechas de ida y vuelta entre
dos vértices de H lo cual es una coniradiccion pues H pertenece a la
categorfa de las ongrdﬁcas |



3.1 LAS TRES CATEGORIAS 39

i De » esla manera tenemos que H es un i—cocigntc elemental de (7 en
G si H se obtiene al identificar dos vértices de ' que no esten conectados
ni con una flecha ni con una trayectoria dirigida de longitud dos.

Es por esta razon que las gréaficas soporte de los objetos terminales en
esta categorfa no son necesariamente graficas completas.

Observacion 3.1. Los objetos terminales en G sonlas origrdficas en lus
que cada par de vértices estd unido por una flecha 6 por una trayectoria
dirigida de longitud dos.

Ejemplo 3.1. Los inicos ciclos, orientados cielicamente, que son grificas
—
terminales en G son Cy°, Cy* y Cy'.

C C4 c.') L]
3 " e

\

figura 3.4

Una vez aclaradas las diferencias entre los i-cocientes elementales -y por
lo tanto los objetos terminales— de G y de E’ va podemos definir lo que
significan las coloraciones de vértices para | urw‘r'iﬁc as.

Queremos que una k-coloracién de G € Q se pueda ver como un i-
homomorfismo de G en alguna orientacién de K.

Entonces, para decidir como colorear en C’, sélo hay que tener cuidado
al hacer el cociente de las clases crométicas para que obtengamos realmente
un elemento de la categoria. Por ejemplo, la coloracién de C;" mostrada en
la Bgura 3.5 es mala, pues la digrafica que resulta al hacer el cociente no
pertencee a g : es decir, el cociente no es una origréfica.

0 —» 0

SN
At

figura 3.5
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—
De acuerdo con lo anterior, definimos las coloraciones en G de la siguiente
manera.

Definicién 3.1. Una k-coloracién admisible de G € G es una particion
de V (-(:;7) en k subconjuntos de tal forma que:

o Sea una k-coloracidn propia de G (la gréfica soporte de G )

o Todas las flechas que vayan de una clase cromdlica a otra tengan
la misma direccidn.

En las coloraciones admisibles asi definidas, dos vértices unidos por una
trayectoria dirigida de longitud uno 6 dos, necesariamente pertenecen a dis-
tintas clases cromdticas. En particular, esto implica que si una origrdgfica

contiene una trayectoria dirigida de longitud dos, se necesitdn al menos tres
colores para colorearla; en la figura 3.6 se muestra una coloracién admisible

de Cy".
0—0
n/ \t /n\
/4O
oC4——0
figura 3.6

De lo anterior se desprende la siguiente:

Proposicién 3.2. Existe una k-coloracién admisible de d € E si y sélo
si

E"—'E’kmnﬁeom.

3.1.3 Gr4ficas n-coloreadas en aristas

La tercera categorfa que vamos a estudiar, es la categorfa G™ cuyos objetos
son todas las posibles graficas n-coloreadas en aristas con soporte en G.
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Definicion 3.2. Una grifica n-coloreada en aristas cs un par ordenado

(G.[) = G! donde G s una grdfica y [ cs una n-coloracion de F (G)
en la que se utilizan los n colores.

Si (G, f) es una gréfica n-coloreada en aristas decimos que G es su so-
porte.

Una grifica n-coloreada en aristas (G, f) determina una particién del
conjunto de aristas de su soporte en n clases crométicas no vacias (ue son
las fibras de f:

E(G) =" (c)
E@G) =0 Ei(G)
Ei(C)# 2

En la figura 3.7 se muestran todas las posibles graficas 2-coloreadas en

aristas cuvo soporte es Cy. A este conjunto de gréficas n-coloreadas en aristas
2 . :

se les denota por Céf ; en general, para denotar al conjunto de gréficas n-

A # 7
coloreadas en aristas con soporte (7, usamos el sitmbolo Cé”,

.| . L] L] T L] L]
- - | -
figura 3.7

Para denotar todas las graficas n-coloreadas en aristas cnyo soporte es
algtin elemento de un subconjunto A € G se emplea el simbolo A™

Los morfismos en esta categoria serdn los i-homomorfismos definidos
de la signiente manera:

» h:V(G)) -V (H")es un i-homomorfismo de G/ en H/ si:

ur € E(G) implica que h (u) h(v) € E (H) y el color de la arista ut es
el mismo que el de la arista h (u) h (v), es decir, si wv € E; (G) entonces
h{u)h(v) € E;(H).

Haciendo nn analisis similar al que se hizo en la seccién anterior. encon-
tramos la signiente:
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Observacién 3.2. Los objetos terminales en G son grificas con la
propiedad de que cada par de vértices estd unido por una arista d por
una trayectoria bicromdtica de longitud dos.

De la misma manera que se hizo para 5’, hay que decidir como colorear
objetos de G evitando que, al identificar los vértices de cada clase crométi-
ca, se formen aristas paralelas de distintos colores. Por ejemplo, la coloracién
que se muestra en la figura 3.8 es mala.

N

// WJ

o
figura 3.8

Con lo dicho anteriormente queda motivada la siguiente:

Definicién 3.3. Una k-coloracién admisible de G/ € G es una parti-
cidn de V (G) en k subconjuntos de tal forma que:

® Sea una k-coloracién propia de G.

e Todas las aristas que vayan de una clase a olra lengan el mismo
color.

En las coloraciones admisibles asi definidas, dos vértices unidos por una
arista 6 una trayectoria bicromética de longitud dos, siempre pertenecen a
distintas clases cromdticas.

[is por esta razén que no existe una 3-coloracién admisible para el drbol
de la figura 3.8 ; a continuacién se muestra una 4-coloracién admisible de
esta gréfica:

°\ R S
'./“ ' !

figura 3.9
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Por supuesto en G tenemos el siguiente resultado que es andlogo a los
—
correspondientesen Gy G .

Proposicién 3.3. G/ ¢ G es k-coloreable admisiblemente si y sélo si
Gl — h’,{ con K;_r € C}::

En ocasiones es conveniente modificar un poco esta categoria v considerar
alguna de las signientes:

o G5 categorfa cuyos objetos son todas las grdficas k-coloreadas cn
aristas con soporteen G y k < n; los morfismos son los mismos de G,

o G : categoria cuyos objetos son los mismos de G, pero los morfismos
se definen de la signiente manera, los llamaremos i-homomorfismos
flexibles:

h:V(G) — V(H) es un i-homomorfismo flexible de G en H si uv €

L5 (G) implica que h (u) h(v) € By (H) donde p es una permutacion
de {1.2...n}.

3.2 Variaciones del niimero cromatico

La importancia del estudio de los objetos terminales se transparenta al ver
que podemos generalizar el concepto de niimero cromédtico a las categorfas
que acabamos de introducir, inspirados en el hecho de que en G tenemos la
siguiente afirmacién:

v ((7) = k siy s6lo si K} es i-cociente minimo de G.

3.2.1 El nimero cromético generalizado

Fu adelante. enando se hable de U nos estaremos refiriendo a cnalguiera de
—_—

las tres categorias G. G 6 G'): si hablamos de homomorfismos 6 coloraciones

admisibles, el significado se entiende segiin la categoria.

Definicién 3.4. Kl nimero eromdtico de un objeto (yrdfica estructuradu)
G € U s el minimo nimero de colores para el cual existe una coloracion
admisible de G.
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Definicién 3.5. £l niimero cromdtico de un objeto (grifica estructurada)
G € U es el minimo orden de un objeto terminal en U que provenga de
G, es decir, el orden de un i-cociente minimo para G.

Ya hemos visto en la proposicién 2.6 que en G estas definiciones son
equivalentes; notemos que también lo son en las categorias 3 y G,

En ciertas ocasiones resulta conveniente pensar el mimero cromatico en
estos términos. Como un ejercicio, para motivar esta idea, veamos como es
que el mimero dicromdtico de una digrdfica puede definirse dentro de este
mismo esquerma:

e [l nimero dicromético de una digréfica es el minimo nimero de
colores que se necesitan para colorear sus vértices de modo que no se
formen ciclos monocrométicos.

Sea D la categorfa cuyos objetos son las digréficas y que tiene por
morfismos a los homomorfismos cuyas fibras son aciclicas, entonces el
mimero dicromético de una digrdfica D es el minimo orden de un objeto
terminal en D que provenga de D, es decir, el orden de un i-cociente
minimo para ) en D.

Ademads del mimero cromético de los miembros de U, nos interesa conocer
familias (subconjuntos de U) que cumplan con la siguiente propiedad:

Definicién 3.6. Decimos que una familie F C U es cromdticamente
acotada, si existe un entero k tal que el niimero cromdtico de todos
sus miembros es a lo mds k.

IX] tipo de problemas que se abordan en este trabajo son los siguientes,
dada una familia cualquiera F C U cromdticamente acotada:

o ;Cuél es el minimo nimero de colores con que se pueden colorear todos
los elementos de F7? a este nimero le llamaremos el mimero crométi-
co de la familia y lo denotamos con el simbolo x (F).

o ; Existird algin objeto en la categoria con la propiedad que todos los
clementos de la familia se puedan mapear bajo un i-homomorfismo
admisible en é17, de existir ese objeto, jserd tinico? ;qué tan chico
puede ser?

Para contestar, 6 intentar contestar, este tipo de preguntas es necesario
hacer algunas definiciones mas especificas.
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3.2.2 Nichos y nichales

Definicién 3.7. Dada una familic cualquicra F C U, un nichal de F es
un subconjunto N C U con la propicdad de que para cada elemento F
de F cxiste un i-homomorfismo admisible de I en algin elemento del
nichal.

Is claro que una familia F puede tener muchos nichales diferentes, deno-
tamos por A (F) a la familia de todos ellos, asf:

N (F)={N CU | para toda G € F existe N € N con G — N}.

Por supuesto, para cualquier i y para cualquier F C U tenemos que
F € N(F). es decir, una familia siempre serd nichal de si misma.

Para cnalquier U y para cualquier F C U se puede construir un nichal
(que serd llamado nichal de i-cocientes minimos de F) tomando para
cada miembro de F, algiin i-cociente admisible —de ese miembro- - de orden
minimo.

Hay familias infinitas que posen nichales finitos, e incluso con un solo
miembro. Iste iltimo caso es particularmente interesante pues en él, todos
los miembros de F se pueden mapear bajo i-homomorfismos admisibles en
una sola grdfica de la categorfa.

Definicién 3.8. A los nichales que constan de un solo elemento se les llama
nichos.

Observemos que los elementos de un nichal no son necesariamente nichos.
Es claro que si una familia F tienc nichos, entonces puede tener muchos
diferentes. denotamos por N (F) al conjunto de todos ellos, asi:

N (F) = {N €U | para toda G € F se tiene que G — N }.

En general nos interesa saber cuando N (F) # @,
A continmacién se presentan algunos ejemplos de nichos para familias de
erificas en G
Ejemplo 3.2. Sca A C G la familia de los drboles, entonces {K,} € N (A).

Esto es claro pucs los arboles son grificas bipartitas.
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ﬂ o :
—

figura 3.10

Ejemplo 3.3. Sea € C G la familia de los ciclos, entonces {K3} € N (C).

Los ciclos pares se pueden colorear con dos colores, los impares con
tres; en ambos casos tenemos i-homomorfismos en Ks.

Ka
ciclos A /'\
figura 3.11
Ejemplo 3.4. Sea P C G la familia de grdficas planas, entonces {K,} €

N(P).

Fsta es otra manera de enunciar el teorema de los cuatro colores.

=) A

figura 3.12

Con ayuda de estos nuevos conceptos podemos replantear las preguntas
que nos hicimos anteriormente de una manera mucho més clara:
Dada una familia crométicamente acotada F C U:

e ;Cuél es el mimero cromético de F7
o ;Existen nichos para F7?, de ser asf, ;Qué tan chicos pueden ser?

En el caso de los nichos, ademés de interesarnos por el orden minimo que
puedan tener, nos interesamos por su estructura.

Es importante notar que ¢l minimo orden de un nicho para F, no necesa-
riamente es igual al mfnimo niimero de colores que se requieren para colorear
de manera admisible todos los elementos de F. Esta afirmacién es cierta en
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el caso de que la categorfa sea G. pero en general para -a v G no es asf;
mds adelante veremos la razén de este hecho y daremos algunos ejemplos.

A contimacién se definen dos pardmetros que seran muy importantes
para el desarrollo de este trabajo.

Definicién 3.9. El espesor de un nichal N es el supremo de los ordenes
de sus clementos. y se denota por esp(N)

esp (N) =gup V(N).

Si esp (N) es finito, es claro que podemos colorear cada miembro de F
con a lo més tantos colores como esp (N) siendo A cualquier nichal de F.

Fntonces, lo que en realidad nos interesa es el minimo de los espesores de
entre todos los nichales que F pueda tener.

Definicién 3.10. Dada una familia F C U denotamos como e (F) ol es-
pesor minimo de un nichal para F

©(F) = min, esp(V).

Para calenlar e (F) solo hay que considerar algin nichal de i-cocientes
minimos de F pues:

Proposicion 3.4. Bl espesor de un nichal de i-cocientes minimos de F es
craclamente e (F).

Demostracién.

Sca n el espesor de un nichal de i-cocientes minimos para A. Afirma-
mos que no puede exislir un nichal de espesor menor que 1 puesto que
cxiste una grafica en F que ticne como i-cocienle minimo elgin objelo
de orden n. W

Otra cosa muy distima es preguntarse que tan chicos pueden ser los nichos
de una familia si es que estos existen.

Definicién 3.11. Dada una familia F CU , si N (F) # @. n(F) es el
minimo orden de un nicho para F
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n(F)= min_ [V (N)].

NEN(F)

En particular, para cualquier G € U —conciderando a la familia que
consta de la sola gréfica— tenemos que n(G) es el orden de un cociente
minimo de G, es decir, su nimero cromético.

Para una familia 7 C U no es cierto que su mimero cromatico sea n (F).
El nimero cromético de una familia es mas bien e (F) como se demuentra a
continuacién.

Proposicién 3.5. Dada F CU, e (F) es el minimo nimero de colores tal
que cada miembro de F se puede colorear de manera admisible con a
lo mds e (F) colores.

Demostracién.

Sabemos que podemos colorear cada miembro de F con a lo mds tantos
colores como esp (N), siendo N cualguier nichal de F. En particular,
podemos hacerlo con e (F).

Para verificar que es el minimo, recordemos que e (F) es el espesor de
un nichal de i-cocientes minimos, por lo que eziste algin objeto en F
que tiene como i-cociente minimo un elemenlo de ese orden y por lo
tanto no puede colorearse con menos colores. B

Como los nichos son nichales y su espesor es su orden, en general tenemos
que e (F) < n (%)

En algunos casos se da la ignaldad y en otros no. En este momento lo
inico que podemos decir al respecto es lo siguiente:

Proposicién 3.6. En G, para toda F siempre sucede que e (F) = n(F).

Demostracion.

Como hemos dicho anles, los objetos lerminales en G son gréficas com-
pletas. Entonces un nichal de cocientes minimos estd formado por grafi-
cas complelas cuyo espesor es el orden de la mds grande. Esta grifica
es un nicho pues contiene a las demds, y es de orden minimo pues
existe una grdfica en F que la liene como i-cociente minimo. W

En E y en ¢ no siempre se da esta igualdad; a continuacién se pre-
sentan dos ejemplos muy sencillos de este hecho.
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- — . 3 1, * [3
Ejemplo 3.5. In G, consideremos al conjunto O, (figura 3.13). Fste
conjunto cs nichal de cocientes minimos de st mismo. por lo que

e (Oca) = 3.
Claramente Og, no puede tener un nicho de orden 3, entonces

e(Oc,) # n(Oc,).
VAYWA
figura 3.13

Ejemplo 3.6. FEn G concideremos al conjunto C((i) (figura 3.14). Este
conjunto también es nichal de cocientes minimos de si mismo. por lo
que

o(cl)) =3
Claranicnte C}';) ne puede tener un nicho de orden 9 entonces
2 2
e (c&) #n(c®).

figura 3.14




Capitulo 4

El niimero cromatico orientado

El mimero cromético orientado se define para elementos de 3 andlogamente
a como estd definido el mimero cromético en G. En la primera seccién de este
capitulo veremos algunos resultados al respecto relacionados con los ciclos.
Posteriormente veremos como este concepto se puede ampliar y definiremos
el mimero cromatico orientado para clementos de G.

4.1 Para origréficas

El mimero cromético orientado para origraficas estd definido de las siguientes
dos maneras: usaremos una u otra indistintamente pues son equivalentes:

Definicién 4.1. El niimero cromdtico orientado ocn (_G_"). de G - ?

£s

oy
o [l minimo k tal que exista una k-coloracion admisible de (5.

; 4 ; S —3 —4
o [l orden de un i-cociente minimo de G en G .
" =i =1
Entonces ocn ((_,) =n ((1).

Ejemplo 4.1. Sew C, ¢l ciclo dec orden n orientado ciclicamente. enfonces
oen(C*) =3, oen(Cy)=4yoen(C")=5

ol
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G G

o \\‘/
figura 4.1
Estas origrédficas son objetos terminales en E por lo que no se pueden
colorear admisiblemente con menos colores.
En G sabemos exactamente el mimero cromético de cada ciclo:
¥ (Cy) = 2 si n es par.
x (C,) = 3 si n es impar.
En E tenemos un resultado andlogo para los ciclos orientados ciclica-
mente.

Teorema 4.1. Sea C,," el ciclo de orden n orientado ciclicamente, enton-
CES.

oen (C;") =3 sin=0 (mod3)
on(C,")=4sin=%1 (mod3) yn#5
ocn (Cg~) = 5.

Demostracién.

e Sin=25, hemos visto en el ejemplo 4.1 que oen (Cy™") =5
e Sin=0 (mod3), en la figura 4.2 se muestra que C,." — Cy™, lo
cual implica la siguiente desigualdad:
n(C,") <3.

FE

2 N
4 3
£ _-w\ N

s o e R =

figura 4.2
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Por otro lado. como C, " contiene traycctorias dirigidas de longi-
tud dos, se necesitan al menos tres colores para colorearla admisi-
blemente, cs decir:

3<oen(C,”).
Clon estas dos desigualdades obtenemos que:
ocn (C,7)=3sin=0 (mod3).

e Sin=1 (mod3), en la figura 4.2 se muestra que C," — T\'.d;
csto nos dice que:

figura 4.3

Por otro lado. oen (C,) no puede ser 3 pues la coloracion obliga-
da por las trayectorias dirigidas de longitud dos, no lo permiten.
Por la tanto tenemos que:

ocn(C,")=4sin=1 (mod3).
e Para n = —1 (mod3) consideramos n > 7 pues el caso n =15 ya
st lomd en cucnta. En la figura 4.4 se muestira que C,° — W4

por lo que:

n(C~)<4

n -
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ocn (C”) no puede ser 3 pues la coloracién admisible, obligada
por las trayectorias dirigidas de longitud dos, no lo permiten. En-
tonces

ocn (C,7) =4 si n=—1 (mod3) excepto n=>5. B

En esta demostracién, ademds de obtener el mimero cromético orientado
exacto para cada ciclo orientado ciclicamente, hemos encontrado un conjunto
de tres origraficas que forman un nichal para esta familia.

Corolario 4.1. Sea C ™ C E la familia de los ciclos orientados ciclica-

mente, entonces {C;,",T(",,C‘.,"} eN(C™).

Antes de continuar, recordemos algunas cosas importantes que se vieron
en el capitulo anterior;

e El nimero cromético orientado de una familia F C E, es el minimo
nimero de colores que se requieren para colorear admisiblemente todos
los elementos de F, y lo podemos obtener calculando e (F) que es el
espesor mfnimo de un nichal para F; ademds, el espesor de un nichal
de i-cocientes minimos de F es exactamente e (F).

o El hecho de que todos los elementos de una familia se puedan colorear
admisiblemente con e (F) colores no implica que exista un nicho de or-
den e (F) para esa familia ya que, en general —siendo n (F) el minimo
orden de un nicho para F— se tiene que e (F) < n(F).

Hemos visto en el Capitulo III, que para toda familia F C G se cumple
la igualdad e(F) = n(F). También hemos visto que en G esto no es
necesariamente cierto. Sin embargo, existen familias que si cumplen con esta
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ignaldad: la familia de los ciclos orientados nos proporcionan un ejemplo.
Para demostrarlo, primero veamos los siguientes lemas referentes inicamente
a ciclos orientados ciclicamente.

Lema 4.1. Sea C " C E la familia de los ciclos orientados ciclicamente,
entonees e(C ") =n(C 7)) =3.

Demostracion.

Con las tres grificas del nichal que se muestra en el Corolario 1, pode-
mos construir un nicho de orden 5 para C | el mostrado en la figura

4.5. Esta grdfica es nicho para C ~ pues es nicho para {C,, T Yi?q, cy” }

figura 4.5
La cristencia de este nicho implica que
n(C ) <.

Por oiro lado sabemos que e (C ) es igual al espesor de un nichal de
i~cocientes minimos y como Cy " es una gréfica terminul Lenemos que

por lo que
F<e(C~)<n(C ) <5,

lo cual implica el resultado. W



-
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Observemos que si quitamos a C,;~ de la familia de ciclos orientados cicli-
camente, podemos seguir exactamente la misma demostracién para probar
que K4 es nicho de C 7\ {C;™'} ¥ por lo tanto obtenemos el siguiente:

Lema 4.2. e(C "\ {C,"}) =n(C "\ {C;"}) =4.

Nuestro objetivo ahora es extender este resultado para la familia completa
- = - . » .
de ciclos en G no necesariaménte orientados ciclicamente. Para lograrlo,
demostremos primero el siguiente

Teorema 4.2. Sea z C E la familia d& origrdficas cuyos soportes son
ciclos, entonces K4 es un nicho para C \ {C,"}.
Demostracioén.

Demostraremos por induccion que FU ?4 para cada C_',: eC \{Cs'}

Caso 1) n = 2m. La induccidn serd sobre m; la base es para m =2 y
la coloracién deseada se muestra en la figura 4.6.

2
"3 8 >3
b
1 l 2._-_‘4-3
18 o e .
. 2 i 4 TN
. "7 .2
‘ l 10 4——»
4
2104-.-_—. 3e— 4 »
1 4

figura 4.6
Como hipdtesis de induccidn tenemos que 6‘; =¥ fd para cualquier
—_— =)
Com € C \{C5™}.
Sea C, cualquier elemento de c \{Cs} con n = 2(m + 1), entonces
tenemos dos posibilidades:

e Si a estd orientado ciclicamente, por el Lema 2, sabemos que
— —
C,— K,.
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5

e Si (', no esta orientado efelicacmente, existen dos flechus encon-
tradus y podemos realizar un i-homomorfismo elemental como se
mueslra en la figura 4.7

e

Cm?

figura 4.7

- Mottt

Por hipdtesis de induccidn tenemos un i-homomorfisme de C, 4
—_—

en Iy y. como todos los vértices de K 4 tienen flechas que entran

y fiechas que salen. podemos extender ese i-homomorfismo para

s i e
obtener uno de C, en Ky de la manera indicada en la figura 4.8.
Ast. queda demostrado el resullado para el caso par,

figura 4.8

Caso 2) n = 2m + 1. En este caso funciona la misma demostracion,
sdlo nos falta checar lu base de induccion, que es con n =7, lo cual se
mucstra en lu figura 4.9.
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figura 4.9

Con esto queda demostrado que K4 es un nicho para c \{C,7).

Como consecuencia de este resultado, tenemos el signiente:

Teorema 4.3. e (F \ {c;}) =n (E’ \ {c;}) =4
Demostracion.

La ezistencia de un nicho de orden 4 para 7.4 \{Cs} implica que
—t
n(C\{¢7)) <4

Por otro lado, tenemos que 4 < e (F \{C-'_,,“}) pues existen ciclos

orientados con nimero cromdlico orientado igual a 4. W
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4.2 Para gréficas

El concepto de mimero eromético orientado se puede extender para elementos
de G de la siguiente manera:

Definicion 4.2. Dada una grifica G € G, su nimero eromdtico orien-
tado ocn ((7), es el minimo mimero de colores con el cual se puedan
colorear admisiblemente todas las origrificas cuyo soporte sea G.

El nimero cromético orientado de una gréfica G € G, se puede obtener
calculando el méximo de los mimeros crométicos orientados de los miembros
de O, es decir:

ocn (G) = max {ocn (E}'-’) }

Gedg

— —p
Como orn (G’ ) es el orden de un i-cociente minimo de . podemos

tomar un nichal de i-cocientes minimos para O, v su espesor es exactamente
oen (). es dedir

ocn (G) = e (Og).

Fjemplo 4.2, ;Cudl es el niimero cromdtico orientado de Cy?

Consideramos O, y un nichal de i-cocientes minimos de O, (figura
4.10): €l espesor de este nichal es 4 y. por lo tanto, ocn (Cy) = 4.

i 7\

=
[

figura 4.10
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4.2.1 Ciclos

Demostraremos que todos los ciclos tienen mimero cromético orientado a lo
mds 4 —excepto el pentdgono que, por supuesto, tiene mimero cromético
orientado 5—.

Teorema 4.4. Sea C, € G el ciclo de orden n, entonces ocn (Cy) < 4 para
toda n # 5.

Demostracion.
Sabemos por el Teorema 3 que e (F \ {C,,"}) =4,

Como Og, C C \ {Cs} para toda n # 5, tenemos que e (Oc,) < 4
lo cual quiere decir exactamente que oen (C,) < 4. W

Cuando n = +1 (mod 3) podemos decir mds: En ese caso sabemos que
existe al menos un elemento de O¢, con nimero cromético 4 —recordemos
que ocn (C,, ') = 4 donde C, es €l ciclo de orden n orientado ciclicamente—
entonces se tiene que

ocn (Cp) =4 sin=+£1 (mod3) (n #5).

4.2.2 Arboles

Para conocer o acotar el mimero cromético orientado de los drboles, seguire-

mos la misma estrategia que se uso para la familia de los ciclos: demostrare-
—

mos que e (A) =n (.—4’) = 3 —donde 74’ es la familia de origrédficas cuyo

soporte es un drbol—. Para esto, primero buscaremos algiin nicho para .»_4’
de orden 3.

Teorema 4.5. Sea A C ? la familia de origrdficas cuyo soporte es un
drbol, entonces {Cy™'} € N (.A,)

Demostracién.
Se demostrard por induccidn sobre n = ‘V (-H) ’qur, para cada miembro
Ae _./_1' se tiene A — Gy,

Si n=2 6 n=23 tenemos los i-homomorfismos que se muestran en la
figura 4.11.
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1 2 1 e
. >0 < .
\J
1 3 1 *3
o« . >0
figura 4.11

—

Sea A un miembro cualquiera de A de orden n y sew u un vértice
—_—

terminal de A .

T 5 2 . g = . EFi 3 B

Por hipétesis de induccion existe un i-homomorfismo de A —u en Cy™.

Como todos los vértices de Cy™ tienen una flecha que entra y otra que

sale. podemos catender este i-homomorfismo a un i-homomorfismo de

—_

A en Cy " sin importar la ovientacidn que tenga la arista incidenle en

u (figura 4.12). B

u
'] u

/ ‘] |
~ A=
™~

S

-3 .3
figura 4.12

Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente
— — .
Teorema 4.6. e (A) =n (A) =3
Demostracion.
—s
La exstencia de un nicho de orden 3 implica que n (A) < 3:; por
otro lado, sabemos que si un grdfica contiene una trayectoria dirigida
de longuitud 2, su mimero cromdtico oricntado €s al menos 3. por lo
—

que 3 < e ( A ) - Ast obtenemos que
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3<e(4)<n(4)<s,
lo cual implica el resultado. B

Ahora sf, podemos saber cual es el nimero crématico orientado exacto de
cada drbol: para los drboles de orden uno 6 dos tenemos que

En general tenemos el siguiente

Teorema 4.7. Sea A, € G un drbol cualquiera de orden n > 3, entonces

ocn (A,) = 3.
Demostracién.
Recordemos que oen (A,) = e (O4,).
Claramente O, C A, por lo que e(04,) < e (:4?) =3

Por otro lado, si n > 3, eriste al menos una lrayectoria de longitud 2
que al orientarla con la misma direccion nos obliga a utilizar al menos
tres colores. B

4.2.3 Periplanas

Las graficas periplanas son aquellas gréficas planas en la cuales todos sus
vértices pertenecen a una misma cara que, supondremos, es la exterior. La
figura 4.13 muestra un ejemplo de gréfica periplana.

.M./'Q\
/
\'/\ y

figura 4.13
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Queremos acotar el nimero cromatico orientado de las graficas periplanas.
Para hacerlo usaremos la misma idea que se usé en la demostracion del
teorema -1.3. Allf se demostrd, por induccién, que Cy~ es nicho para la familia
de érboles. La induccién se pudo hacer esencialmente por dos razones: la
primera, que para cualquier drbol siempre podemos elegir un vértice terminal;
la segunda, que C'; tiene la propiedad de que en cada vértice hay una flecha
(que entra y otra que sale.

Las grédficas periplanas no tienen vértices terminales, sin embargo, siempre

podemos elegir un vértice de grado dos. Para facilitar las cosas, primero
buscaremos un nicho para las graficas periplanas orientadas maximales.

Lema 4.3. Sea OP,,. la familia de las grificas periplanas mazrimales,
entonces {C;r (3)} eN (G'Pmu:).

Demostracion.

Sea C € OPnx donde n cs el orden de G . Se demostrard por induc-
— —
cidn sobre n que G — Cy (3).

e =5 e
Para n =3 se cumple claramente que G — Cy (3), pues Cy7 (3) tiene
como subgrificas a los dos miembros de Og,.

—
Sea G cualquier orientacion de una gréfica periplana mazimal. de or-
den n mayor que 3.

-

Sea u un vértice de grado 2 de Gy sean v y w sus vecinos. Podemos
-

asumnir que 1w € F(G)‘

— . . . . . .
G —u es claramente periplana y, por hipdtesis de induccion, existe un
—

— —
i-homomorfismo o de G —u en Cq7(3). Ya que Cy (3) es transitivo en
flechas. podemos asumir que la imagen de ww es 01,
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u
° u

figura 4.14

El i-homomorfismo o se puede extender a un i-homomorfismo de e

en C'_; (3) donde la imagen de u varfa seqin se muestra en la figura
4.15. 1

AN [; /\ AN
)% 7.8% A A \MJ i f\/~

‘\,_\‘é//' 'Q\'\:}E.,r‘/

figura 4.15
Con este resultado podemos demostrar el siguiente

Teorema 4.8. Sea OP C E la familia de las grdficas periplanas, entonces
—s —
{Gr)} en (o).
Dernostracién.

Toda grdfica periplana es subgrdfica generadora de alguna grifica peri-
plana mazimal. A
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Corolario 4.2. e (O_'P’) =n (CTP') =T.

Demostracidn.
La existencia de un nicho de orden 7 para esta familia implica que

Wi
n(0P) <7.
En la figura 4.16 se muestra una grdfica periplana orientada que €s

un objeto terminal en g pues cada pareja de vértices esta concctado
por una trayectoria dirigida de longuitud 1 6 2. Esto implica que 7 <

e (O.B) con lo cual queda demostrado el resultado. W
/ :

f .\?
A\ //

figura 4.16

R

A continuacién se muestra el resultado como lo presenta E. Sopena en
[10].

Teorema 4.9. (E. Sopena) Toda grdfica periplana tiene nimero cromdti-
co orientado a lo mds 7.

Demostracion.

Sea G € G una grifica peripluna, entonces On C oP. por lo que

4.2.4 Graficas con maximo grado k

Un resultado cldsico sobre el mimero cromdtico en G es el siguiente:

¥(G)€A(G)+ 1.
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Encontrar una cota para el mimero cromatico orientado de una gréfica,
en terminos de su grado méximo, resulta un propdsito muy interesante. Para
realizarlo usaremos el siguiente resultado ——bien conocido como el teorema
de Vizing— que relaciona al méximo grado de una gréfica con su indice
cromdtico de la siguiente manera:

AG) <X (G)2A(G)+1.

Recordemos que el indice cromdtico x' (G) de una gréfica G, estd de-
finido como el minimo mimero de colores que se necesitan para colorear las
aristas de G con la propiedad de que cada dos aristas incidentes a un mismo
vértice reciban distinto color.

Desafortunadamente no tenemos un resultado tan simple como en G. Sin
embargo, el hecho de poder acotar el nimero cromético orientado en términos
del méximo grado es un resultado notable.

Teorema 4.10. Sea G una grdfica con A (G) = k, entonces
ocn (G) < 4(*2).

Demostracién.

Por el teorema de Vizing, sabemos que podemos colorear las aristas de
G con a lo mas (k+1) colores, de modo que dos aristas del mismo
color no incidan con un mismo vértice.

Sean G, ; las subgrdficas generadoras con las aristas de los colores {1, j},
con i distinto de j. Tenemos (";") subgrdficas de este tipo.

Observemos que cada G; ; es de grado mdzimo dos, por lo que sus com-
ponentes conezas serdn trayectorias o ciclos pares y, en consecuencia,
su miimero cromdlico orientado serd a lo mas 4, es decir

ocn (Gij) < 4 para cada {3,5},,;-

Entonces, para cada de O, podemos tomar particiones P;; de
V (6) en cuatro clases, con la propiedad de que al tomar los cocien-

tes correspondicntes en cada G_,; —la orientacidn de G;; inducida por
— —
G — obtenemos objelos de G .
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De esta manera tenemos ( *';l) particiones distintas de V (( ; ) Si

consideramos P el refinamiento comin de estas particiones, cntonces
i g — . k1

P es una particion de V (G) en a lo mas 4(3") clases que cumple

= =

G/Pe gG.

—

Lo anterior demuestra que ocn (G) = 4(*3") para toda Ge Og por

lo que ocn (G) < 1) m

Corolario 4.3. Sea G2<* la familia de grificas con mdzimo grado a lo
mds k. enfonces:

o (755 <44),

Observemos que esta cota es muy grande. Por ejemplo, para k = 2 tene-

———
g.l-’.‘z

mos e ( ) < 64. mientras que hemos demostrado en la seccidén pasada

—_
que e (gﬂﬁ? ) < 5 pues G252 es la familia de ciclos y trayectorias.

———
Hasta el momento, la mejor cota superior para e (Q’ Ask ) que se conoce,
es la siguiente. no daremos la demostracién en este trabajo.

Teorema 4.11.(Kostochka, Sopena, Zhu, [7] ). Sca G una grifica con
A(G) = k. entonces

ocn (G) <2-k%. 2%,

También se ha demostrado en [7] que, para toda k > 2, existe una gréfica
con méximo grado k v nimero cromdtico orientado al menos 9%

Para valores pequenos de k |, sélo se conocen los referentes a k = 2
que hemos mencionado anteriormente. y el siguiente resultado que tampoco
demostraremos en este trabajo.

Teorema 4.12. (Sopena, Vignal [11]). Sea G una gréfica con A (G) = 3.
enlonees ocn (G) < 11,
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4.2.5 Gréficas con mimero cromatico aciclico acotado

Uno de los propdsitos que se tienen al estudiar un invariante numérico, como
es el nimero cromdtico orientado, es caracterizar familias de gréficas con
dicho pardmetro acotado. Hemos visto en la seccién pasada que una grafica
con grado méximo acotado tiene mimero cromético orientado acotado, sin
embargo, el reciproco no es cierto. Por ejemplo, los drboles tienen mimero
cromético orientado a lo més tres, mientras que su maximo grado de ninguna
manera esta acotado.

La familia de gréficas con mimero cromético aciclico acotado es exacta-
mente la familia de gréficas con mimero cromdtico orientado acotado, es decir,
podemos encontrar una cota superior para el nimero cromético orientado en
términos del mimero cromético aciclico (teorema 4.14) y también podemos
dar una cola superior para el nimeno cromdtico aciclico en términos del
niimero cromético orientado (teorema 4.13).

Teorema 4.13. (Kostochka, Sopena, Zhu, [7] ). Sea G una gréifica

con nimero cromdtico orientado a lo mds k, entonces

X (G) < i [108s(Toga k1+4) ] +1

La demostracién de este teorema no se presentard en este trabajo.
La demostracién del siguiente teorema sf la daremos, pero para ello vea-
mos primero el siguiente

Lema 4.4. Sea G € Og con G bipartita y aciclica, y sea {Vy, Vo}una par-
ticidn en conjuntos independientes de V (G), entonces existen particio-
nes {V{,V|'} y {V3,V5'} de Vi y Va respectivamente, tales que al tomar
ﬁ cociente deG por P = {VI, V", V3, V}'} obtenemos un elemento de

G.

Demostracion.

Si G noes trivial, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
eriste una flecha wv de Vy en Vs,

Definimos u € V{ y v € Vy, después seguimos el i-homomorfismo que
se encuenlra en la figura 4.17.
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V) vy
S
V‘.‘ Vi
[ - ¥

figura 4.17
|

Teorema 4.14.( Raspaud, Sopena, [8]). Sea G una grifica con nimero
cromatico aciclico a lo mas k, entonces ocn (G) < k- 26=1),

Demostracién.

Sean Vi V5, ..V, las clases eromdticas de alguna coloracion aclclica de
G.

Para eada pareja de colores {i.j}
cida G [V; U V).

Cada una de cstas grdficas es bipartita y aclclica. Utilizando el resul-
tado del lema 4, podemos asegurar que, dada cualquier orientacidn,
ezisten particiones V; = {V/;, V], } y V; = {V/,. VI}}, con la propiedad

AR

iy consideramos la subgrifica indu-

—
de que al tomar el cociente obtenemos un elemento de la categoria G .

- g . . .
Entonces para cada G € O, consideramos en cada Vi el siquiente
conjunio de (k — 1) biparticiones:

b;' s {V! Y

L Vg figy
Llamemos Py al refinamiento comin de estas particiones en V,. Bl
nimero de clases de P; ¢s a lo mds 20571,
e
La unidn de las P, nos de una particion P de V (G) con a lo mads
k251 clases con la propiedad de que G /P € G .
. s & —
Lo anlervior demuestra que ocn ((}) < k261 parg toda G € Og
por-lo que oen (G) < k- 20D, A
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Corolario 4.4. Sea GX** la familia de grdficas con nimero cromdtico
acfelico a lo mas k, entonces

e (QXuSk’) <k o(k-1)

Observemos que GX«=2 es exactamente la familia de los drboles T'; en ese
caso el Corolario 4 nos dice que e (?) < 4, lo cual es bastante aceptable

pues recordemos que e (-7_") =3.

4.2.6 Gr4ficas planas

Para acotar el niimero cromético orientado de las grdficas planas, usaremos
el siguiente resultado demostrado en 1979.

Teorema 4.15. (Borodin, [3]). Toda gréfica plana tiene mimero cro-
mitico actclico a lo mds 5.

Con este resultado y el Teorema 4.13 obtenemos una cota superior para
el mimero cromético orientado de las graficas planas.

Teorema 4.16. Sea G una grdfica plana, entonces ocn (G) < 80.

Se cree que esta cota es muy grande, sin embargo, lo dnico que se ha
logrado es la construccién de una origréfica plana con nimero cromético
orientado al menos 16, (Sopena, [9]).

En otras palabras, sabemos que existe P € P con

16 < ocn (P) < 80.

entre estos dos valores no se sabe nada mas.



Capitulo 5

El nimero n-cromatico

En este capitulo realizaremos un andlisis parecido al que se hizo en el Capitulo
4, pero trabajaremos en la categoria G de las graficas n-coloreadas en
aristas.
. - =2 *
Del mismo modo que en las otras dos categorias, G y G . el mimero
cromdtico en G puede definirse de dos maneras distintas pero equivalentes:

Definicién 5.1. El niimero n-cromdtico x, (G/) de G/ € G ¢s:

o I\ minimo k tal que exista una k-coloracién admisible de GV

o Fl orden de un i-cociente minimo para G/ en G, es decir
xa (@7) =n(G7).

Asf como anteriormente se definié el mimero cromédtico orientado en G,
definiremos ahora el nimero n-cromdtico en G.

Definicién 5.2. Dada una grifica G € G, su nidmero n-eromdtico
X, (). es ol mmimo nimero de colores con el cual se pueden colorear de
manera adnisible todas las grificas n-coloreadas en aristas con soporte 3.

El mimero n-cromético de una grafica G € @, se obtiene calculando el
méximo de los mimeros n-crométicos de los elementos de Cg' :

X« (G) = max {x, (G")},

C!e{,‘g"\

6, en otras palabras



72 CAP{TULO 5 EL NUMERO N-CROMATICO

Xa (G) =e (cg").

Observemos que el nmimero l-cromdtico de una grifica G € G coincide
con el mimero cromético en el sentido cldsico.

5.1 El nimero 2-cromatico

Es natural comenzar por estudiar el mimero 2-cromético. Lo primero que po-
demos observar es que este est4 relacionado de alguna manera con el nimero
cromético orientado.

5.1.1 El nimero 2-cromdtico y el mimero cromdtico
orientado
Lo que queremos es acotar el mimero 2-cromético de una gréfica cualquiera en

términos de su mimero cromético orientado. Para llevar a cabo esto, veamos
primero el siguiente lema que se refiere 1inicamente a graficas bipartitas.

Lema 5.1. Si G es una grdfica bipartita, entonces x, (G) < 2 % ocn (G).

Demostracién.

Dada alguna biparticién V (G) = {V} Va} en conjuntos independientes,
tenemos una biyeccion ¢ : Cg ) — Og dada por la siguiente regla de
correspondencia:

Si Gf € Cg) entonces tp(G") es la orientacion de G tal que para
cada arista (u,v) € E(G) con u € V}, v € V, , se tiene que (u,v) €
F (¢ (GY)) (resp. (v,u) € F (¢ (G'))) si f (u,v) =1 (resp. f (u,v) =
2), es decir:

e Las aristas de color 1 se cambian por flechas que van de Vi a Vs.

o Las aristas de color 2 se cambian por flechas que van de Vo a V4.

Claramente @ es una biyeccidn.

Para toda G' € Cg]' consideramos V (G) = {Cy,Cy,...Ci}, la par-
ticidn inducida por las clases cromdticas de alguna coloracién dptima
admisible de (G!), donde k = ocn (b (G')).
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Llamemos P al refinamiento coman éptimo de las particiones {V) Vsy}
y {C).Cy....Cy}; €l nimero de clases de P es a lo mds 2 x k = 2 x
ocn (b(G)).

Observemos que al tomar el cociente G [P, este permancee en la ca-
tegoria G\ por lo que se tiene que

X2 (GY) < 2 x oen (b(G)).
Esto lo podemos hacer para toda GT € Cg} lo cual implica que

X2 (G) £ 2 x ocn (G).
| |

Podemos encontrar una cota del nimero 2-cromatico en términos del
mimero cromatico orientado y el nimero cromético.

Teorema 5.1. Para tode G € G se cumple x, (G) < x (G) x ocn (G).

Demostracion.

Sean Vi V5.V (g las clases cromdticas de alguna coloracidn propia
dptima de . Existe una biyeccion ¢ cgf} — Og dada por la siguiente
regla de correspondencia:

Si Gf e C entonces o (G') ¢s la orientacion de G lal que para cada
arista (u,v) € E(G) con u € Vi, v € V; con i menor que j, se tiene
que (u,v) € F(p(G)) (resp. (v.u) € F(p(G’))) si f(u.v) =1
(resp. f(u.v)=2), es decir:

o [na arvista entre Vi y V; de color 1 se cambia por una flecha de
Vi a 'V} siempre que 1 sea menor que j.

o [na arista entre V; y V; de color 2 se cambia por una flecha de
Vi a V, siempre que i sea menor que j.

Para toda G € C2. consideramos V (G) = {Cy,Cs,...Cx}. la par-
ticion inducida por las clases cromdticas de alguna coloracién dpltima
adnusible de o (C—'-r). donde k = ocn (,-.7 (G-‘r)),
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Liamemos P al refinamiento coman dptimo de las particiones {V, s Vi Vx(c,}
y {C1,Cy,..Cc}.  El nidmero de clases de P es a lo mds x (G) x
oen (¢ (G1)).

Observemos que GY [P permanece en la categorta G® por lo que
X2 (GY) < x(G) x ocn (¢ (G')), para toda G! € C&

lo cual implica que X, (G) < x (G) x ocn (G). B

Como ¢ : Cg) — g es una biyeccién, podemos considerar ¢! : Og —
Cgf’) y procediendo de manera andloga obtenemos el siguiente

Teorema 5.2. 229 < y, (G) < x (G) x ocn (G).

x(G)

5.1.2 El mimero 2-cromético de los ciclos

A continuacién estudiaremos el nimero 2-cromdtico de los ciclos.

Ejemplo 5.1. ;Cudl es el nimero 2-cromético de Cy?

Consideramos Cg‘?, y un nichal de i-cocientes minimos (figura 5.1). El
espesor de este nichal es 4 y por lo tanto ¥ (Cy) = 4.

figura 5.1

Ejemplo 5.2. ;Cudl es el ndmero 2-cromdtico de Cs?

Consideramos Cg:, y un nichal de i-cocientes minimos (figura 5.2). Fl
espesor de este nichal s 4 y por lo tanto x'? (Cs) = 4.
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N N , N
S\ o>
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L'N..._
|
~

figura 5.2

Observemos que. a pesar de que en ambos casos el mimero 2-cromdtico es
2 : : ;
4. en el caso de C c: podemos construir un nicho de orden cuatro, mientas que

para C(Cd) esto no es posible. En general tenemos los signientes resultados.

Teorema 5.3. Sea C)., C G® la familia de grificas 2-coloreadas en
aristus cuyo soporic es un ciclo impar. entonces {.’\"{ } eN (Cii}l ,).

donde J\",{ es la 2-coloracion de aristas de Ky mostrada en la figura
"
5.3

Demostracién.

Probaremaos por induccidn sobre n, que para todos los ciclos, 2-coloreados
en aristas con soporte Coy g, existe un homomorfismo en K‘{ :

Sin=1¢s cif{x:;o. ya que K] tiene como subgrdficas a los dos inicos
miembros de Ce., .

Dado C{,i‘ 1+ 2-coloreado en aristas, podemos encontrar dos aristas del
mismo color que incidan en un mismo vértice; ulilizando la hipdtesis de
induccion se componen los i-homomorfismos admisibles que se mues-
tran en la figura 5.4 para obtener el i-homomorfismo admisible a K,{ :
con lo cual queda demosirado el resultado. B
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oy s
B X~ X

figura 5.4

Corolario 5.1. e (Céilﬂ) =n (C:Ei)a 1) =4.

Demostracién.
La eristencia de un nicho de orden 4 para esta familia implica que
n (05,23“) < 4; por otro lado sabemos que 4 < e (Csm) (ejemplo 2). W

Como se vié en el ejemplo 1, la familia de ciclos impares no puede tener
un nicho de orden 4. Demostraremos a continuacién que si tiene uno de orden

J.
Teorema 5.4. Sea C.E‘f.) C GP la familia de grdficas 2-coloreadas en aristas

cuyo soporte es un ciclo par, entonces Kg: EN Cf!i)) , donde Kg’
es la 2-coloracidn de aristas de K mostrada en la figura 5.5.

NS

\e</

figura 5.5
Demostracién.

Probaremos por induccion sobre n > 2, que para todos los ciclos, 2-

coloreados en aristas con soporte C,,, existe un i-homomorfismo en
K.

Se puede ver en la figura 5.1, que para todo miembro de C(?, existe un
i-homomorfismo en K.

Sin =3, en la figura 5.6 se muestra esquemdticamente que {K;‘ } €

N (cg”).
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OOC O~0O
WS — 0 B -~
OO0 ix~ 0O
OO >0

figura 5.6

Sin > 1. para cualquier Cy,,, 2-coloreado en aristas, podemos construir
un i-homomorfisme elemental como se muestra en la figura 5.7.

"

N .
N
@

figura 5.7

Por hipétesis de induceidn, y como h.;r tiene dos aristus de cada color
en cada virtice, siempre disponemos de I-homomorfismos admisibles
como los mostrados cn la figura 5.8, cuya composicion nos da cl i-
homomorfismo requerido. B

\ '\
o</

figura 5.8

Corolario 5 (CE‘:‘,}) = (Cf]) =§;
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Demostracion.

La eristencia de un nicho de orden 5 para esta familia implica que
n (C.‘(,:)) < 5. Por otro lado, en la demostracion del teorema 19 sec

probé que 5 < e (cgf,)). n

Como consecuencia de estos resultados tenemos que el mimero 2-cromético
de cualquier ciclo es a lo méds 5.

Teorema 5.5. Si C € G es un ciclo, entonces x, (C) < 5.

5.2 El mimero n-crématico

En general el estudio del mimero n-cromético se vuelve mds complicado, sin
embargo tenemnos algunos resultados para las familias de:

1) rboles

ii) gréficas con mimero cromético aciclico acotado

ii1) gréficas planas.

5.2.1 Arboles

En esta seccién demostraremos que el niimero n-cromatico de un drbol cual-
quiera es a lo méds (n+1) si n es impar, y (n+2) si n es par; en otras
palabras, el mimero n-cromdtico de un drbol es a lo més el minimo par ma-
yor que n, es decir 2 ]-%.l ;

Antes que nada, demostraremos la existencia de un nicho de orden 2 {’-‘;—11
para la familia de 4rboles n-coloreados en aristas.

Teorema 5.6. Sea A™ C G la familia de grdficas n-coloreadas en aristas
cuyo soporte es un drbol, entonces
e Para n par, {0%_2} € N (AM),
e Para n impar, {K,{H} EN (A'["}).

Las n-coloraciones en aristas de K,{H y 0%3 de Knyr ¥ Oy respec-

tivamente corresponden a I-factorizaciones; por ejemplo, en la figura
5.9 se muestran las correspondientes para n = 4 y n = 5 respectiva-
mente.
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4 colores

5 colores

figura 5.9

Demostracion.
Ambos casos se pueden probar por induccién pues en cada vértice de

K,{ 41 ¥ de O’L, inciden aristas de todos los colores. B

("on ayuda de este resultado podemos probar el siguiente:
Teorema 5.7. e (A") = n (4™) =2 [2H].
Demostracion.

La existencia de un nicho de orden 2 f%-l para esta familia implica
r

que m (A{”)) <2] %1 :

Para demostrar que 2 [2] < e (A") consideremos los siquientes

LSO

o Sin es impar, existe un objeto terminal de G, de orden (n + 1)

(figura 5.10). por lo que (n+1) < e (A™).
(la figura corresponde a n = 35).

figura 5.10
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e Sin es par, la grifica que se muestra en la figura 5.11 (que co-
rresponde a n = 4), contiene (n+ 1) vértices T, Ty...Tnyy que
no se pueden identificar en ningin i-cociente admisible, y con la
propiedad de que en cada uno de ellos inciden aristas de los n
colores.

SNy

P .».“
.
Y

<
A N

figura 5.11

Como las grificas completas de orden impar no tienen I-factores,
no podemos colorear las aristas de K,y con n colores de modo
que en cada vértice incida una de cada color. Por esta razon es
que cualquier i-cociente admisible del drbol de la figura 5.11, es de
orden al menos (n+2), lo cual implica que (n+2) < e (A™).
|

Como consecuencia de estos resultados, el mimero n-cromético de cual-
quier drbol es a lo més el minimo par mayor que n.

Teorema 5.8. Sca A € G un drbol cualquiera, entonces x, (A) < 2 [2£].

5.2.2 Griéficas con mimero cromdtico aciclico acotado

En esta seccién veremos la generalizacién del Teorema 4.14, pero primero
veamos un lema.

Lema 5.2. Sea G/ € C& con G bipartita y actclica, y sea {V4,V3} una
particidn de V (G) en conjuntos independientes, entonces existen parti-
ciones {Vi!, Vi, ..VP} y {Vi, Vi, ..V} de Vi y V; respectivamente, ta-
les que al tomar €l cociente de G por P = {VL, V2, ..V V,}, VE, ..V}
obtenemos un elemento de GIS™,
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Demostracién.
Consideramos K{ .. grdfica bipartita completa cuyas aristas estan n-
coloreadas sequin alguna [-factorizacion.

En virtud de que en cada vértice de KI |, inciden aristas de todos los co-
lores, se puede probar por induccion la existencia de un i-homomorfismo
admisible de G' en K., que respeta la biparticién de G/, R

Teorema 5.9. (Alon, Marshall [1]). Sca G una grifica con nimero
cromdtico aciclico a lo mds k, entonces x,, (G) < k x n*~ 1.,

Demostracién.

Sean V1. ViV las elases eromdticas de una coloracidn aciclica dplima

de .

Para cada par de colores distintos {1,j} consideramos la subgrifica in-
ducida G [V, U V,] que es bipartita y aciclica por construceion.

En virtud del lema 5.2, ezisten particiones (Ve Vi Vo) {IV_IL._ VAV,
de V; y V] respectivamente, con la propiedad de que al tomar el i.cociente

de G [V; U V)] obtenemos un objeto de la categoria G'S™).

Sea P; €l refinamiento comin éptimo de las particiones de Vi, { V! LV, WV}
con j € {1.2..k} — {i}: claramente P; tienc a lo mas nt*~Y) clases.

La union de las P,'s es una particion P de V (G') eon a lo mds k x

n*=1 clases, no es dificil cerciorarse de que G'/P € G<™,

Lo anterior demuestra que x,, (G') < k x n*~V para toda G' € &) por

lo que x, (G) <k xnt-D. 1

5.2.3 Grificas planas

Recordemos que toda gréfica plana tiene mimero cromético aciclico a lo méds
5. Con este resultado y el Teorema 3.9 obtenemos inmediatamente una cota
superior para el mimero n-cromatico de las gréaficas planas.

Teorema 5.10. (Alon, Marshall [1]). Sea G una grifica plana. entonces
ocn ((7) < 3n'.
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La conjetura de las trayectorias

A lo largo de este trabajo hemos estudiado con detenimiento el niimero cro-
méatico orientado y el mimero n-cromatico de los drboles,

Fn general. siendo A y A™ las familias de &rboles en E v G respec-
tivamente, tenemos los siguientes resultados:

— —
e(A)=n(4)=3,
e(A™) =n (A") =2[=7].
Recordemos que estas igualdades nos dicen lo siguiente

oy 5 =

e Lixisten nichos de orden 3 y 2 :-"—,;'] para las familias de drboles en G
v en GU") respectivamente, y ademds no pueden existir nichos de orden
mds chico.

o Bl espesor de cualquier nichal para cada una de estas familias no puede
ser menor que 3 y 2 [&211 respectivamente, es decir, existen drboles
que 1o se pueden colorear con menos colores que éstos, y para cualquier
arbol A € G se tiene que:

ocn (A) < 3,
i

Xn (4) < 2[%H].

Las trayectorias forman una subfamilia especial de los drboles que deno-
tamos por 7. o

Fl hecho de que T ¢ A y Tt ¢ A™ implica las siguientes desigualda-
des:

83
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e(?) Sn(?) <3
e(T®) <n(T%) <2[*F].
Respecto a la primera de estas desigualdades, podemos observar facil-
mente que 3 < e (?) , pues una trayectoria dirigida de longitud dos es una

3 —
gréifica terminal en G .
De esta manera, tenemos para las trayectorias orientadas, el siguiente
resultado.

Teorema 6.1. e (?) =n (?) =3

Ya que las trayectorias son —en algiin sentido— los drboles més simples,
es natural preguntarse si para alguna n, e (7™) 6 n (T™) son estrictamente
menores que e (A™) 6 n (A(“)).

Ejemplo 6.1. Para T® consideremos la trayectoria que s¢ muestra en la
figura 6.1; también aparecen todos sus i.cocientes en G2,

VAR

figura 6.1

Esto implica que 4 < e (T®), por lo que en este caso sc cumple que
e(7?) =n(T®) =4.

Ejemplo 6.2. Para T® consideremos la trayectoria que se muestra en la
figura 6.2; también aparecen todos sus i.cocientes en G,



S N
L TN W B W

figura 6.2

Esto implica que 4 < e(T“)), por lo que en este caso lambién sc
cumple que

e(7T®)=n(T®) =4
Podemos plantear entonces la siguiente:
Conjetura 6.1. e (7™) = n (T™) =2 [2], para toda n.

La conjetura es cierta tambfen en los casos n = 4, 5, 6 y 7, que son
los tinicos - —ademds de 2 y 3— para los que conocemos el valor exacto de
e (T™) y n (T™),

Aqui sélo probaremos el resultado paran = 4 y n = 5, pero antes veremos
una definicién més.

Definicién 6.1. Dadas G/ ¢ G™, H € G y h un i.homomorfismo de G
—la gréfica soporte de Gf— en H; h serd llamado admisible para G
si para cadae par de aristus a;,ay € F (Gf ) de color distinto. se tiene

que h(ay) # h(ay).

Observacién 6.1. Si h: V(G) — V (H) es un i.homomorfismo admisible
para G, entonces h determina una n-coloracién de aristas en h (G) C
H que se puede extender (posiblemente no de manera tnica) a una n-
coloracion de aristas HY de H, de modo que h es un i.homomorfismo
en G de G7 en HY: rectprocamente un i.homomorfismo h : V (GY) —
V (H f ) en G determina un i.homomorfismo de G en H admisible
para (7.
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Teorema 6.2. e ('T(“)) =n (T(“)] =8,

Demostracién.

En virtud de la siguiente desigualdad
e (T™) <n(7M) <2[21],

basta probar que 6 < e (T“)) d, equivalentemente, que existe una tra-
yectoria 17 € T™W cuyos cocientes minimos son de orden 6.

Consideremos los colores g, ¢y, ¢q, ¢3 Y S€Q T,{,- la trayectoria coloreada
con los colores ¢;, ¢;; como se muestra en la figura 6.3, (los indices
estan tomados mddulo 4)

T

Ci GH] Ci c“'i
figura 6.3

Sea T! la trayectoria que obtenemos concatenando 1Y, T‘fz Y 1’;{3 mas
una arista de color ¢; al final (figura 6.4).

Por dltimo, consideremos T/ la trayectoria que se obtiene al concatenar
T, T, T! y T] (figura 6.5).

T

Tf| T’z Tfa

figura 6.4
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figura 6.5

Afirmacién 1: Todo i.cociente de f:r ; tiene dos arislas de color ¢; y
dos de color ¢;y 5 (ejemplo 19).

Supongamos que existe un i.homomorfismo de T; en K, admisible para
T!. Por la observacién 1 y la afirmacion 1. existe una 4-coloracidn de
aristas de K, en la cual aparceen al menos 2 aristas de cada color, csto
implica que n no pueda ser menor a 3.

Entonces lodo i.homomorfismo de Ty en Ks admisible para T, ocupa
Lodos los vértices de Ks. Por la observacidn 1y como cada vértice de
T! es eatremo de una arista de color i, tenemos la siguiente

Afirmacion 2:  Todo i.cociente de orden 5 de T/ tienc al menos tres
aristas de color 1.

Supongamos que existe un i.homomorfismo de T en K,, admisible para
1. Porla observacion 1 y la afirmacion 2, existe una {-coloracion de
aristas de K, en la cual aparecen al menos tres aristas de cada color,

por lo que n no puede ser menor que 6 con lo cual queda demostrado
el resultado. B

Corolario 6.1. e (7®)) =n (7(5)) = B.

Demostracién.

Considcramos los colores cg, ¢y, ¢9, 3. ¢q Y la lrayectoria que resulto de
concatenar 17 con una ultima arista es de color ¢4 (figura 6.6). B

figura 6.6
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