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INTRODUCCION GENERAL

El objetivo bésico de este trabajo es presentar dos instancias importantes de
acciones de grupos en Sistemas Dindmicos.

En general, un Sistema Dindmico estd determinado al especificar los si-
guientes datos:

1. Un espacio de fase X;

2. Un grupo G que actiia en el espacio y cuyos elementos parametrizan el
‘tiempo’; y

3. Un grupo de transformaciones del espacio de fase.

En la Teoria Clésica de Sistema Dindmicos el grupo puede ser el conjunto
de numeros enteros Z, en cuyo caso, hablamos de Sistemas Dindmicos Dis-
cretos, o bien, este grupo puede ser el conjunto de nimeros reales R, y en
este caso, hablamos de Sistemas Dindmicos Continuos. En contextos maés
amplios, pueden aparecer grupos topoldgicos abstractos mas generales. En
cualquier caso, lo que interesa es describir el comportamiento de las ‘érbitas’
de los elementos de X bajo la accién del grupo correspondiente.

En este trabajo presentaremos dos instancias que ilustran este tipo de
acciones. En la primera parte, el grupo que aparece es Z y las transforma-
ciones que ocurren son transformaciones conformes por pedazos definidas en
la esfera de Riemann. En este caso probamos un Teorema de Clasificacién
de Orbitas Periédicas, el cual nos permite describir completamente el com-
portamiento dindmico de este tipo de transformaciones.

En la segunda parte, el grupo que aparece es el grupo de Adéles de Q,

el cual es un grupo topoldgico, abeliano, localmente compacto, pero no-
localmente conexo. Estudiando la accién de este grupo en el espacio de

xiii



xiv INTRODUCCION GENERAL

funciones continuas definidas de este grupo en si mismo, daremos una gene-
ralizacién de la teoria de funciones casi-periédicas de Bohr-von Neumann y
de la nociéon de promedio invariante de von Neumann.

En las introducciones de las partes correspondientes haremos la des-
cripcion detallada de estas acciones.



Parte 1

ACCIONES DE GRUPOS
DISCRETOS:

ITERACION DE FUNCIONES
CONFORMES
DISCONTINUAS
EN LA ESFERA DE
RIEMANN



INTRODUCCION

El objetivo bésico de esta primera parte de la tesis es describir la dindrmica
de una familia de funciones a dos pardmetros, cuyos elementos son automor-
fismos conformes por pedazos de la esfera de Riemann.

En la siguiente figura ‘simétrica’, observamos las regiones de atraccién de
atractores periédicos. De hecho, probamos que los tinicos conjuntos w-limites
son ciclos periddicos. Esto nos muestra que la conformalidad de las funciones
es mas ‘fuerte’ que las discontinuidades.

Figure 1: Dindmica de F,.
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Como se muestra en Ilyashenko [Ily], el estudio de las ecuaciones diferen-
ciales polinomiales en el plano complejo se ha desarrollado desde inicios del
siglo XX en el intento de resolver el problema 16 de Hilbert, que pregunta
por el nimero y la localizacién de los ciclos limite de campos vectoriales poli-
nomiales reales de grado n. La complexificacién de estos campos vectoriales
reales determina una ecuacién diferencial polinomial de la forma

dw _ P(z,w)
dz  Q(z,w)’

P,Q € Clz,w], zweC.

En el estudio de estas ecuaciones diferenciales polinomiales una idea es
restringir z € C a moverse sélo a lo largo de una trayectoria cerrada v, que
no contenga a la imagen de un punto singular P = @ = 0. Las soluciones
son entonces funciones w(Z),z € ¥, donde ¥ es un levantamiento de . La
aplicacién de monodromia serd, en este caso, una funcién que es holomorfa
en ciertos dominios con frontera ‘regular’ Dy, D,, ..., D,,. Esta funcién admite
una extensién continua a la frontera 0D; y estas extensiones son distintas en
0D; N 0D;, si i # j, dando origen a una discontinuidad.

Denotemos por D = {z € C : |z| < 1} al disco unitario en el plano com-
plejo y por D = D(2,1) al disco cerrado con centro en 2 y radio 1. Estamos
interesados en estudiar la dindmica de la siguiente aplicacién conforme por

pedazos:
_ | f(z) siz¢ D
Fop(2) = { g(z) sizeD "’

donde
f@=az y  g(z) = alexp(if)z +2(1 - exp(i6)),

cona € Dy 6 € S*. Por definicién, F,p : C — C es conforme y biyectiva
en DU (C \ D), pero discontinua en dD. Esta aplicacién primero rota al
disco D por un dngulo 6 alrededor de 2 y luego aplica una contraccién via
multiplicacién por a.

Asociamos a esta aplicacién los siguientes dominios de ‘irregularidad’ y
‘regularidad’, que llamamos, respectivamente, la telarania y el conjunto regu-
lar

Spid(F, U F;30D) y  F(Fag)=C\ Spid(Fog).

n>0
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El primer anélisis importante que se debe hacer es el de estudiar el con-
junto de acumulacién de la telarana asociada a F, 4. En este caso contrac-
tante, sucede que este conjunto de acumulacién consiste sélo del punto al
infinito. Esto es consecuencia del siguiente:

Teorema 1.4.4 Para toda a € D, la funcién § — Spid(F, ) es uniforme-
mente continua de S* en H(C).

Aqui, H (@) es el espacio métrico compacto que consiste de todos los
subconjuntos cerrados de la esfera con la topologia de Hausdorff.

Definicién. Decimos que la telarana asociada a F, g es discreta en C si el

punto al infinito co € C es el tinico punto de acumulacién de sucesiones de
la forma {z,} € F,5(0D).

Teorema 1.5.6 Si (a,6) € D x S?, entonces Spid(F,) es discreta en C.

Similar al Teorema de Dennis Sullivan de No Existencia de Componentes
Errantes para funciones racionales definidas en la esfera de Riemann (ver
Sullivan [Sul]), tenemos, como consecuencia del Teorema de Discretitud, el
correspondiente Teorema de Componentes No Errantes para esta clase de
transformaciones conformes por pedazos, el cual implica el Teorema de Cla-
sificacién de Orbitas Periédicas:

Teorema 1.5.11 Sea (a,0) € D x S*. Entonces, para cada z € C, existe un
ciclo periédico {2, ...,zv-1} tal que F,(z) converge a {2} cuando n tiende
a 0o.

Finalmente queremos comentar que en Boshernitzan and Goetz [BG]| se
estudian transformaciones por pedazos similares definidas en el plano com-
plejo. Ellos consideran un sistema de dos rotaciones en el plano complejo
con un angulo comun de rotacién. Este tipo de transformaciones generalizan
a las llamadas tranformaciones de intercambio de intervalo y aparecen en
diferentes contextos.



CaApPiTULO 1

FuNcioONES CONFORMES POR PEDAZOS

1.1 CONCEPTOS BASICOS

1.1.1 DEFINICIONES GENERALES

Por principio de cuentas queremos fijar la siguiente notacién: Por D(zg,7)
denotaremos al disco abierto con centro en 2 y radio r. A la cerradura del
disco D(2,1) la denotaremos simplemente por D y al disco unitario D(0,1)
lo denotaremos por D). Finalmente, a la frontera de D la denotaremos por
C.

Antes de definir nuestras funciones de estudio, damos unas definiciones
generales:

Definicién 1.1.1. Decimos que F : C — C es una transformacién con-
forme por pedazos si existe una familia de subconjuntos abiertos conezos de
C, D = {Dp}n>1, llamada la regién de conformalidad de F', tal que

1. UnZl D_“ = @’
2. F: D, — F(D,) es conforme para cada n,

3. Para cada D, € D, F se extiende conformemente en una vecindad de
D, y F: D, — F(D,) es biyectiva, y

4. D, y 8(F(D,)) son curvas diferenciables por pedazos.
Definicién 1.1.2. Sea F : C — C una aplicacion conforme por pedazos.

1. Decimos que zy € C es un punto periédico de periodo n de F' si z
estd en la region de conformalidad de F y F™(2z) = zy. En este caso,

7



8 1. FuncioNEs CONFORMES POR PEDAZOS

llamamos a la érbita de zy bajo F, {20, F(2),...,F" (2)}, un ciclo
periédico de longitud n. Sin = 1, diremos simplemente que zy es un
punto fijo de F.

2. Si zp es un punto fijo de F, la componente inmediata de atraccion
del punto fijo Q*(2), es la componente coneza de 2y en la region de
conformalidad de F, y consiste de todos los puntos z tales que F"*(z) —
2o cuando z — oco. La componente completa de atraccion de z, es el
conjunto

Qz) = UF (2*(20))-

Estamos interesados en estudiar la dindmica de la siguiente funcién con-
forme por pedazos:

Fus(2) = { f(2) siz¢ D

g(z) size D’

donde ‘ .
f(z) = az, y g(2)= ae?z + 2a(1 - e“’),

cona € D, 0 <0 < 2r. Por definicién, Fpp : C — C es conforme y
biyectiva en D U (C \ D) pero es discontinua a lo largo de C = 8D.
Tenemos también definida a la funcién inversa por pedazos de F, g:

" f7}(z) siz ¢ Fao(D)
Fa,ﬂ(z) = { g"‘l(z) siz € For,z(D) :

donde

Y l2)=atz y g(2)=ale¥(z—-2a(l —€?)).

1.1.2 LA PARTICION ASOCIADA A F,g

Estudiamos ahora la particién de C generada por el proceso de iteracion,

usando la aplicacion de itinerario I : C — %,. Esta aplicacién asigna a

cada punto z € C, un punto I(z) en el espacio de sucesiones en dos simbolos
={0,1}N. Siz e C, entonces el itinerario de z esté dado por

I(2) = (a0ar - ),
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donde a; = 1si F, o(2) € Dy a; = 0si F} 4(2) ¢ D.
Sio: X, — X, es el corrimiento unilateral de Bernoulli:

= (ao@az--+) — o(a) = (@102 ),

entonces, el diagrama

C — C
! L
22 —p Eg

conmuta. Esto es,

I(Fap(2)) = o(I(2)), paratoda z e C.

Escribamos ahora P? = C\D y P? = D. Si ao € {0,1}, definamos los
siguientes subconjuntos de C:

={z€C:I(z) = (ao*---)}.

Claramente, tenemos dos subconjuntos ajenos de C con frontera regular
Ao = C, los cuales determinan una particién Qo de C. Esto es,

Qo={2€C:I(z)=(0*---)}u{zeC:I(z)=(1x---)} =P UP.

Por induccién en n, para cada sucesién finita de longitud n+1, (aga; - - - an)
con a; € {0,1} definimos

‘P;‘ = Jogayan = {2 € @ : I(2) = (@oar - an *-++)}, Jj= 11-'-:2ﬂ+1'
Podemos describir este conjunto de la siguiente manera:
= Ioy N F(Tayan) = Tao N Fg(lay) N+~ N Fp3(L,,).

Luego, para cada n > 1, tenemos definida una particién €2, de @, la cual
consiste de 2"*! subconjuntos ajenos como los definidos anteriormente. Por
construccién, P tiene frontera regular y PI' N P = () para cada j # k.
También,

Fa,@“:;p : an — Fa,ﬂ(‘F?):

es conforme, biyectiva y se extiende conformemente a la frontera 9P}, pero
las extensiones no coinciden en 9P N OF} si j # k.
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Observemos que cada componente en {2,,, contiene a alguna componente
de Q,,41, de modo que 2,41 es un refinamiento de €2,,. Denotemos por Q(Fyp)
a la particién generada por esos refinamientos, i.e., intersecciones de la forma
NV, con V, € Q,. Las componentes en (F,4) estdn formadas por puntos
que tienen los mismos itinerarios. Esto es, Q(F,¢) estd determinada por la
relacién de equivalencia: z ~ w si y sélo si I(z) = I(w).

De aqui vemos que la aplicacién de itinerario induce una aplicacién bien
definida I : Q(F,e) — T2 dada por I(P) = I(z), donde P es el dtomo que
contiene a 2.

Si hacemos A, = Ap_; UA}, donde A}, = F_3(C), entonces

0, = Ay

Observemos que {A,} es una sucesién creciente de subconjuntos cerrados
de C y que

| An = 89(Fe)-

n=>0

1.2 LA TELARANA ASOCIADA A F,g

Definimos la telararia asociada a Fy g por

Spid(Fag) = | F15(C).

n=>0

Claramente tenemos
Spid(Fap) = | An.

n>0

Definimos también el conjunto reqular de F, g por F(Fpyp) = @\Spid(Fa‘g).
Entonces, F(F,pg) C §2(Fqu,) consiste de los elementos de la particién que
tienen interior distinto del vacio.

Observacion 1.2.1. De la definicion, tenemos las siguientes propiedades:

1. Spid(F,p) es invariante hacia atrds y F(F,) es invariante hacia ade-
lante, i.e., Fg(Spid(Fop)) C Spid(Fas) Y Foo(F(Fap)) C F(Fop).
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2. Las componentes conezas de F(F,g) son dominios de normalidad de
{FZq}. Esto es, {F, = Fc?ﬂw} es una familia normal de aplicacio-
nes holomorfas para cada U € F(F,p4); en otras palabras, la familia
de funciones contiene subsucesiones que convergen uniformemente con

respecto a la métrica esférica, en subconjuntos compactos de U (ver
Abhlfors [Ahl])

3. Los itinerarios son localmente constantes en el conjunto regular.

Figure 1.1: La telarana asociada a Fj .

1.3 ALGUNOS EJEMPLOS
Si F' = f, entonces Fiz(F) = {0,00}. Si F = g, entonces Dom(F) =D y

20(1 — €*)
F(Z)=Z -~ g(Z)=Z -~ Zfiz = "—].—_F
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Para qué valores de (,0) € D x S* se tiene que z4;,; € D 7 Esto sucede
si y sblo si |zfiz; — 2| < 1siy sblosi [Tp(a)| < 1, donde

a-—1
Ty(a) = 2——.
(@) 1 — ae?
" s _p , a+2
La inversa de esta transformacién de Mobius estd dada por S(a) = 2?13’

y manda el disco unitario en el disco Dy. Esto significa que, para cada
0< 6 <21y a€ Dy, F,g tiene un punto fijo en D.

En lo que resta de esta seccién fijaremos @ = w. Entonces,

_ az siz¢D
Fon(2) = { a(d—2) sizeD -

El conjunto de puntos fijos de Fy » en D estd dado por

4o
Fix(For) = D:z=——>.
%) {ze z a+1}
En este caso, T y S estdn dadas por
a-—1 a+2
Tg(a) = 2a_-ﬁ’ S(a) — _0! _ 21

v, Dg={a €C:|a-5/3| < 4/3}.

Ejemplo 1.3.1. Si a = 1/3, entonces 0 es un punto fijo atractor de Fy ,, 1
es un punto fijo aislado e co es un punto fijo repulsor de F, . Ahora bien,
siC€C, ie,si(=2+¢€" con0<t<2m, entonces

1 ;
For(C) = 5(2 - e‘t) = 3~ ge )

el cual pertenece al circulo {z : |z — 2/3| = 1/3}. Esto es,
Fox(D) = D(2/3,1/3) C D.

Luego, si z € D, Fy x(2) € D y, por lo tanto Fj,(2) — 0 sin — co. Mds
ain, para toda z € C\{1}, tenemos que Fj4(z) — 0 si n — oco. Esto es, la
componente completa de atraccion de 0 es C\ {1} y Q({1}) = {1}.
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Figure 1.2: Dindmica de Fi/3

Ejemplo 1.3.2. Si F = f o g entonces Dom(F) = Iyp y, en este caso,

a? -1

TQ(C!) = 2(!2 3 7

Observemos que T es la composicion de la aplicacion o — o? sequida
de Ty y, en este caso, la inversa de T no es univaluada y manda D en el
conjunto que consta de dos componentes conezas D, = D} U D3.

Entonces Dy NR = (—1,-1/+/3] U [1/v/3,1). Notemos que la segunda
componente estd contenida en [1/3,1), y, por el ejemplo anterior, la dindmica
de F, , es simple. Si o = —1/+/3, entonces {—\/5, 1} es un ciclo periddico
de longitud 2 y, en este caso,

2(0) =C\ {_\/g! 1} ¥ Q({_\/g: 1}) = {_\/E: 1}‘

1.4 RESULTADOS

Observacién 1.4.1. Sea (,0) € D x S*.

1. En general, tenemos que 0 e co son puntos fijos de Foy e, indepen-
dientemente de 0, si |a| < 1/3, entonces la orbita positiva de cualquier
punto z € C* converge a 0 bajo iteraciones de F,p (ver la proposicion
siguiente).
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2. Si|z| < 1, entonces la drbita positiva de z converge a 0 bajo iteraciones
de Fog. Esto significa que el disco unitario estd contenido en el valle
inmediato de atraccion de 0. También, si |z| > 3, la érbita positiva de
z eventualmente entra en el disco D(0, 3).

De las observaciones anteriores, vemos que la dindmica ‘interesante’ de
F, aparece en el anillo A = {z:1 < |2| < 3}

Definicién 1.4.2. Decimos que la telarania es discreta en C si el punto al
infinito es el unico punto de acumulacion de sucesiones {z,} € F,3(0D).

Proposicién 1.4.3. Si 0 < |a| < 1/3, entonces Spid(F,) es discreta en C
y F}4(z) converge a 0 cuando n — oo, para toda z € C.

Demostracion. Sea Vo, una vecindad de infinito de la forma {|z| > M}, con
M >> 1. Como |a| < 1/3, entonces Fo9(D) C Dy F4(D) c C\ D(0,3).
Luego, es posible encontrar un entero positivo N tal que F 2(C) C Vi para
toda n > N. Como F‘:’;Wm = a2, tenemos que U sy Fag(C) C Vo ¥
el unico punto de acumulacién de Spid(Fyg) es co. Esto es, Spid(F,) es
discreta en C.

Ahora bien, el conjunto regular consiste de una unién numerable de discos
ajenos de la forma F (D) y del complemento C\U;>0 Fa, J(D). Luego, si U
es cualquier componente del conjunto regular, entonces, 6 U coincide con D
después de alguna iteracidén, 6 sus imagenes son ajenas con D. En ambos
casos, F*(U) — 0 cuando n tiende a oo. O

Proposicién 1.4.4. Sea (a,0) € D x S'. Si 2,2, son cualesquiera dos
puntos en la misma componente coneza de F(Fqug), entonces

Jim [F2(20) = Fgp(21)| = 0.
Demostracién. Se sigue por induccién en n, ya que |F, 4| =|a| <1. O

Sea H (@) el espacio que consta de todos los subconjuntos cerrados de C.
En McMullen [Mc], la topologia de Hausdorff en H(C) esté caracterizada de
la siguiente manera. Decimos que S — S si

(a) toda vecindad de un punto z € S intersecta a todos, salvo un nimero
finito, de los elementos de la sucesién Si; y
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(b) si toda vecindad de z intersecta a un nimero infinito de elementos Sk,
entonces z € S.

Dada una sucesién arbitraria de subconjuntos cerrados {Si} de é, de-
finimos liminf Sy como el conjunto méas grande que satisface la condicién
(a), y limsup Si como el conjunto méds pequefio que satisface la condicién
(b). Tanto liminf S como limsup S son cerrados y liminf S; C limsup S;.
Tenemos entonces que, Sy — S si y sélo si liminf Sy = lim sup Sk.

También se establece que H(C) es un espacio métrico compacto en la
topologia de Hausdorff; (ver también, Nadler [Nad]).

Teorema 1.4.5. Para toda a € D, la funciéon § — Spid(F,4) es uniforme-
mente continua de S* en H(C).

Demostracién. Probamos primero que § — Spid(F,) es continua. Fije-
mos 6 € S' y denotemos por S a la telarafia asociada a Fy,. Probaremos
primero que la funcién es continua. Si {6} C S! es una sucesién de argu-
mentos que converge a 6, necesitamos probar que la sucesién de conjuntos
cerrados Sy converge a S, donde Sy es la telarafia asociada a Fig,. Por de-
finicién de la telarana, para probar esto, es suficiente probar que para cada
n2>1, o o

I*=F1(C) — A= F_2(0).

n a0k a,fo
Como cada uno de estos conjuntos es la uniéon de arcos cerrados, si z es
cualquier punto en A,, entonces z estd contenido en una arco, digamos, ap.
Si U es cualquier vecindad de z, por la convergencia de 6x a 6, existe una
infinidad de valores de k tales que 6; esté cerca de 6. Esto implica que, para
una infinidad de valores de k, existe un arco A € I'® tal que

ArNU # 0.

Por lo tanto, ' — A, y Sx — S. Por lo tanto, la funcién S* — H(@) s
continua. Finalmente, como H(C) es un espacio topolégico compacto, existe
una tnica estructura uniforme compatible con su topologia (ver Bourbaki

[Bou]). Como S* es compacto y S* — H(C) es continua, se sigue que
S! — H(C) es uniformemente continua. ]

Este teorema tiene como consecuencia importante el siguiente:

Teorema 1.4.6. Si (a,0) € D x S?, entonces Spid(Fap) es discreta en C.
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Demostracion. Fijemos cualquier o € D.

o1 & =1 Fa',(l, = a~ !z, y la telarana asociada a F, es una unién de
circulos que convergen a oo bajo iteraciones de F,;g. Por lo tanto, Spid(Fa,)
es discreta en C.

Sea

A= {0 €[0,2r) : Spid(F,e) es discreta en C}.

Claramente, A # () ya que 0 € A. Probaremos primero que A es cerrado.
Sea @y un punto de acumulacién de A y supongamos que la telarana asociada
a Fu g, no es discreta en C. Esto significa que existe al menos un punto
de acumulacién z # oo de Spid(Fug,). Esto es, existe un entero positivo
N >> 0 y una sucesién de arcos cerrados {a,} C A, tales que z € a,, para
cadan > N.

Sea {6} C A una sucesién de argumentos tales que ; — 6,. Como
6 € A, la telarana correspondiente Sy = Spid(Fqug,) es discreta en C, para
toda k.

Por continuidad, la sucesién Sy converge a la telarana S, asociada a F, g,.
Luego, dada cualquier vecindad U de 2, para cada n > 1, existe una sucesién
de arcos Ay C I’ tales que

AcNU #0,

para una infinidad de valores de k. Fijemos un valor de k arbitrariamente
grande y para cada n > N, elijamos una arco Ax, C I'F tal que Ay ,NU # 0.
Esto significa que z es también un punto de acumulacién de Spid(F,g,), lo
cual es imposible, ya que Sy = Spid(F,pe,) es discreta en C. Por lo tanto,
Spid(Fg,) es discreta en C y A es cerrado.

Nuevamente por continuidad, A es abierto, y por lo tanto, A = [0, 2).

Finalmente, como a € D) era arbitrario, tenemos que, si (a,6) € D x S,
entonces Spid(F,g) es discreta en C. O

Este teorema implica que en cualquier punto z de la esfera, el numero
maximo de componentes regulares para los cuales z es un punto de cerradura,
es acotado. Esto nos permite dar la siguiente:

Definicién 1.4.7. Si z € C, la multiplicidad de z es el nimero mdzimo de
componentes requlares para los cuales z es un punto de cerradura. En este
caso decimos que z es un punto multiple de F, .

Definicién 1.4.8. Si {2, z; = F(2), ..., 2n-1 = F(zn-2)} es un ciclo periddico
de Fup tal que Q({z}) = {2}, coni=0,1,..,N — 1, entonces decimos que
{z} es un ciclo periédico aislado.
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Ejemplo 1.4.9. 1. Por el ejemplo 1 de la seccion anterior se tiene que
{1} es un punto fijo aislado y muiltiple de multiplicidad 2 de F, .

2. Por el ejemplo 3 anterior se tiene que {—+/3,1} es un ciclo periédico
aislado y miltiple de multiplicidad 2 de Fi .

Lema 1.4.10. Si {29, 21,...,2n-1} C Spid(F,e) es un ciclo periddico de
longitud N, entonces {z;} es un ciclo periédico aislado.

Teorema 1.4.11. Sean (a,0) € Dx S*. Entonces, para toda z € C, existe un
ciclo periédico {2, ..., z2n-1} tal que F} o(2) converge a {2} cuando n — oo.

Demostracién. Sea U, # 0 cualquier componente acotada del conjunto
regular y definamos
UR=F;8(U0), nZ ].

Entonces, diam(Uy,) — 0y |(FZ4)'| = |a|® — 0 cuando n — co.

Si U, NU,, = 0, para cada n # m, entonces {U,} tiene un punto de
acumulacién en Spid(F, ) N (C \ Vi), donde Vj, es una componente conexa
de oo distinta de U,. Por la discretitud de Spid(Fy.¢) y el lema anterior, esto
no es posible. Por lo tanto, U, N U,, # 0, para alguna n # m.

Después de renombrar a las componentes si es necesario, tenemos que
existe N > 0 tal que Uy C U,. Sik > N, {F; = F‘:BIUN} es una familia
normal por la proposicién 1.4.4 aplicada a 2x41 = Fap(2k) ¥ 2k, kK > 1. Los
Unicos limites son funciones constantes. Por la normalidad de las funciones
y el lema anterior, estas funciones constantes estdn en el interior de Uy, y
corresponden a puntos periédicos de F, g. O
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INTRODUCCION

En esta segunda parte de la tesis presentamos una generalizacién de la teoria
de funciones casi-periddicas de Bohr-von Neumann y de la nocién de prome-
dio invariante de von Neumann.

Las funciones casi-periédicas fueron originalmente introducidas por H.
Bohr en 1925 (ver [Boh]), y més tarde generalizadas por J. von Neumann en
1934 (ver [Neu]). En 1938, A. Weil, en su importante monografia [Wei], hace
una descripcién de funciones casi-periédicas desde un punto de vista muy
general, para grupos de transformaciones actuando en espacios topoldgicos
muy generales.

Usaremos algunas de estas ideas para dar una generalizacion de la teoria
de Bohr-von Neumann, para funciones definidas en el grupo de Adeles de
Q que son adele-valuadas. Este grupo se puede describir como el producto
directo restringido de todas las completaciones Q, (Arquimedeanas y No-
Arquimedeanas) de Q con respecto de los subgrupos abiertos y compactos
Zy, de Qp; i.e.,

A= H Q, = {(z,) € HQP : &p € Z, para casi toda p}.

peEP®>

Dotamos a A de una topologia que lo hace un grupo topolégico, abeliano
y localmente compacto que admite una inclusién de los racionales como sub-
grupo discreto cocompacto. Adicionalmente definiremos en A una estructura
uniforme que lo convertird en un espacio uniforme completo. Esta estruc-
tura uniforme nos permitird definir una estructura uniforme en el espacio de
funciones continuas C(A,A), el cual resultard ser también un espacio uni-
forme completo. Definimos la accién de A por traslaciones en este espacio de
funciones y daremos, usando esta accién, una caracterizacién de esta nueva
clase de funciones. Entre otras cosas, esta nocién generalizada nos permi-
tird caracterizar a una clase muy especial de funciones en A: las funciones
adele-valuadas que son invariantes por la accién de Q.
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Teorema 2.3.4 Sea @ : A — A una funcién casi-periédica. Entonces, O(9P)
es compacta si y sélo si existe un grupo abeliano uniforme compacto I', un
homomorfismo continuo suprayectivo p : A — I', y una funcién continua
Do : ' — A tales que & = $j0p.

Finalmente, presentamos una generalizacién del Teorema de von Neu-
mann que establece la existencia de un tnico funcional lineal invariante bajo
traslaciones, M : AP(G) — R, donde AP(G) es el espacio de funciones
real-valuadas y casi-periédicas definidas en un grupo topoldgico G.

Teorema 3.2.1 Existe un tnico promedio invariante con valores adélicos
M : AP(A,A) — A definido en el espacio de funciones casi-periédicas
definidas en A.



CAPIiTULO 2

EL SOLENOIDE UNIVERSAL
UNIDIMENSIONAL

En este capitulo haremos la construccién del Solenoide Universal Unidimen-
sional desde dos puntos de vista distintos.

En la primera seccién haremos la construcciéon topoldgica de este sole-
noide universal como el espacio cubriente universal algebraico del circulo S*.
Este es un espacio foliado de dimensién uno, cuyas hojas tipicas son homeo-
morfas a R, el cubriente universal topoldgico de S*, y las fibras tipicas son
homeomorfas al conjunto de Cantor. Este espacio tiene también estructura
de grupo topolégico abeliano, compacto y conexo, lo que nos permitird es-
tablecer algunas relaciones entre la teoria de espacios foliados y el andlisis
arménico clasico. En la primera parte de esta seccién construiremos la com-
pletacién profinita de Z. Este es un grupo topolégico, abeliano, compacto y
totalmente disconexo (i.e., isomorfo a un conjunto de Cantor), en donde Z
se puede des-cribir como un subconjunto denso. La teoria general de estos
grupos puede consultarse en A. Wilson [Wil]. Nosotros haremos las cons-
trucciones generales de manera explicita en Z.

En la segunda seccién construimos el grupo de clases de Adéles de Q. Este
es un grupo topolégico, abeliano, compacto y conexo, que es isomorfo, como
grupo topoldgico, al solenoide universal unidimensional que construimos en la
primera seccién. Este isomorfismo nos permitird unificar las construcciones
y propiedades topoldgicas del solenoide universal, con las propiedades arit-
méticas y algebraicas del mismo. La primera parte de esta seccién esta
basada en N. Koblitz [Kob] y las restantes secciones estdn adaptadas de las
cons-trucciones generales en D. Ramakhrisnan y R. Valenza [RV].
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2.1 EL CUBRIENTE UNIVERSAL ALGEBRAICO
DE S1

2.1.1 LA COMPLETACION PROFINITA DE Z

En Z, consideremos el conjunto I(Z), que consiste de todos los subgrupos
normales de indice finito de Z. Podemos definir un orden parcial en este
conjunto por inclusién: si H, K € I(Z), entonces H < K siy sélosi K C H.
I(Z) es entonces un conjunto parcialmente ordenado que resulta ser también
un filtro base, i.e., si H,K € I(Z), entonces existe L € I(Z) tal que L C
HNK.

Si H K € I(Z) con H < K, entonces tenemos bien definida una pro-
yeccién candnica

puk :Z/K — Z/H, gK — gH.

Esto determina un sistema dirigido inverso, cuyo limite inverso se llama la
completacion profinita de Z y se denota por Z. Esto es,

-~

7 =limZ/H.

Como Z es también residualmente finito (i.e., (\g¢yz H = 0), entonces tene-

mos un homomorfismo inyectivo Z — @inducido por la proyecciones en los
factores Z/H cuya imagen es densa. Z, dotada de la topologia profinita,
resulta ser un grupo topoldgico, abeliano, compacto y totalmente disconexo,
homeomorfo a un conjunto de Cantor. También, usando Teoria de Sylow
para grupos profinitos, se puede probar que existe un isomorfismo de grupos

profinitos
z2=1]z,

donde P es el conjunto que consta de todos los nimeros primos y Z, es el
anillo de enteros p-ddicos (ver 1.2).

Definimos ahora una estructura uniforme y una métrica compatible con
esta estructura en Z. En el Apéndice Al, hacemos una descripcién de las
definiciones y resultados relevantes de la teoria de espacios uniformes. Aqui
lo haremos directamente, exhibiendo un sistema fundamental de entornos
para esta estructura.
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Sin > 1, definamos los conjuntos U, = {(z,y) €EZ X Z: z =y mod n}.
Entonces, la familia de conjuntos Y = {U, : n > 1} es un sistema fun-
damental de entornos de una estructura uniforme aditiva en Z. Si z € Z,
Up(z) ={y €Z:z =y mod n} es una vecindad de z. Luego, si z = 0, los
subgrupos U,(0) = {z € Z: 2 =0 mod n} = nZ, n > 1, forman un sistema
fundamental de vecindades de 0. Entonces, dos enteros estdn cercanos si y
s6lo si su diferencia es divisible por un entero mayor.

Podemos entonces completar a Z. Decimos que una sucesién {a;} C Z es
de Cauchy si para toda n > 1 existe N tal que a; = ax mod n, para toda
J,k > N. Una sucesién de Cauchy {a;} es trivial si a; — 0 cuando j — oo;
i.e., si para toda n > 1, existe N tal que a; = 0 mod n, para j > N.
El conjunto que consta de todas las sucesiones de Cauchy forma un grupo
conmutativo y las sucesiones de Cauchy triviales forman un subgrupo. El
cociente de este grupo médulo el subgrupo de sucesiones de Cauchy triviales,
es Z. Podemos ver que con esta construccion, Z es un grupo abeliano uni-
forme completo y la aplicacién que manda n en la sucesién {n}, nos permite
identificar a Z con un subgrupo denso de Z.

2.1.2 EL ESPACIO CUBRIENTE UNIVERSAL ALGEBRAICO DE
Sl

Recordemos que m;(S') = Z, el grupo fundamental del circulo S*, lo pode-
mos identificar con el grupo de transformaciones de cubierta del cubriente
universal R — S!.

Por la teoria de espacios cubrientes, a cada H € I(Z), le podemos asociar
un espacio cubriente no-ramificado de grado n, py : Xy — S*. Aqui, identi-
ficamos can6nicamente Xy con R/H. Luego, para cualesquiera H, K € I(Z)
con H < K, tenemos asociadas las correspondientes aplicaciones cubrientes
pr : Xg — S'y pk : Xk — S'. Entonces, existe una tnica aplicacién
cubriente pyx : Xk — Xy tal que py o pyx = pkx. Esto determina un
sistema dirigido inverso {Xu,pu}uer(z) cuyo limite inverso es el Solenoide
Universal Unidimensional

S = lim Xy,

con proyeccién canénica 7 : S — S?, determinada por proyeccién de coor-
denadas, la cual determina una estructura de Z-haz principal.

S es un grupo topoldgico abeliano, compacto, conexo y cada “hoja” de
esta laminacién unidimensional es una variedad simplemente conexa de di-
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mensién uno, homeomorfa al espacio cubriente universal R de S*. Una fibra
tipica de esta proyeccién es isomorfa a la completacién profinita de Z, el cual
es un grupo topoldgico, abeliano, compacto y totalmente disconexo, homeo-
morfo al conjunto de Cantor.

La estructura foliada estd dada por un atlas maximo que se puede obtener
de la siguiente manera: Sea I C R un intervalo abiertoy A = {(¢.,I,U.) }.est
un atlas de variedad de S, i.e., U, C S* es un intervalo abierto que contiene
az€ Sy, : I — U, es un homeomorfismo. Podemos elegir el inter-
valo U, suficientemente pequeiio de manera que sea plenamente cubierto con
respecto a cualquier aplicacién cubriente py, : Xy, — S! en el sistema
proyectivo que define a S. Usaremos A para construir un atlas A para S.

Dada (y¢.,I,U,) € A, sea T, = p7}(z), la cual es homeomorfa a

H{O: 1, ...,deg(pH‘HiH) — 1}

Haciendo U, = < (U.), podemos definir una carta @, : I x T, — U..
Un punto t € T, es, por definicién, un elemento (2o, 21, ..., 2, ...) tal que
z € Hy y paag., (2i41) = 2. Como U, estd plenamente cubierto por todos
los cubrientes del sistema, podemos levantar ¢, con respecto de py, a @, :
I — Uy, donde U,, es la componente de py!(U,) que contiene a z. Por
la Propiedad Universal de los Limites Inversos, existe un homeomorfismo
@ : I — U, donde U! es el intervalo abierto asi definido alrededor de
t € S. Hemos obtenido entonces un homeomorfismo @, : I x T, — ff:, para
cada z € S, y un atlas A para S.

2.1.3 LA ESTRUCTURA DE Z-HAZ PRINCIPAL

Como Z es un subgrupo discreto del grupo de homeomorfismos de R y Z
actia propiamente discontinuamente y libre de puntos fijos en R x Z, entonces
tenemos la proyeccién natural de Z-haz principal

Hz:]RXE—I-RXz@.

Aqui, Z actia en R por transformaciones de cubierta y en @ por traslaciones
izquierdas inducidas por el homomorfismo inyectivo Z < Z. De aqui, tene-
mos la identificacién candnica S ~ R Xz Z. La componente por trayectorias
del elemento identidad e € S, la cual llamamos hoja base y la denotamos por
Le, es la imagen de R x {0} bajo IIz. Esta hoja es claramente homeomorfa
a R.
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2.1.4 LA ESTRUCTURA METRICA UNIFORME

En S podemos poner una estructura uniforme. En el capitulo 2 explicaremos
cémo proceder en general para poner una estructura uniforme en un grupo
topoldgico. En esta seccidon definimos una métrica en S que nos permitird
entender la estructura métrica uniforme y, como S es compacto, entonces
esta estructura es la tnica estructura uniforme compatible con la topologia
proyectiva de S (ver [Bou]).

De acuerdo con la dltima parte de la seccién 1.1, en Z tenemos definida
una métrica d. En R tenemos la métrica euchdea.na. usual do,, que es inva-
riante bajo traslaciones enteras. Podemos poner la métrica o = doo X d €n
R x Z, que define, bajo proyeccién, la métrica o en S.

2.1.5 LA MEDIDA DE HAAR

Como S es un grupo topoldgico abeliano, compacto, entonces existe una tinica
medida en S que es invariante bajo traslaciones izquierdas y derechas. Esta
es la medida de Haar, que denotaremos por p.

Por otro lado, tenemos dos construcciones interesantes y diferentes de
ciertas medidas en este solenoide universal, de la manera siguiente:

e Sea  la medida producto en R x Z Si tomamos cualquier abierto U
en R x Z sobre el cual Il :RxZ — R xz Z es inyectiva, entonces
definimos meas(Ilz(U)) como i(U). Como la accién de Z preserva [,
entonces, esta eleccién no depende de U. Por lo tanto, existe una tnica
medida de Borel u en R xz Z tal que

pingw) = B(U).

e Sidesla inedida de Haar en S, entonces, para cada py : Xy — S de
grado d, E/\ x5 €s una medida en Xy. Por lo tanto, para cada conjunto

de Borel U en S?, tenemos que
1 .
AU) = 22x, (P (U)-

Luego, R xz Z tiene una medida v que es absolutamente continua con
respecto a A.
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2.2 EL GruprO DE CLASES DE ADELES DE Q

2.2.1 LAS COMPLETACIONES DE Q)

Denotemos por Q al conjunto de nimeros racionales y por P al conjunto que
consta de todos los nimeros primos {2,3,5,...}.

En Q tenemos definido el valor absoluto ordinario, el cual denotaremos
por |-| 6 por |-|«- Con este valor absoluto, tenemos la completacién “métrica”
conocida R de Q. Decribiremos ahora otro valor absoluto definido sobre Q,
el cual nos permitird obtener una completacién diferente de Q.

Sea p € P. Para cualquier nimero entero a, definimos el orden de a con
respecto a p, como

ordy(a) =max{n:a=0 mod p"}.

Esto es, ord,(a) es la mayor potencia de p que divide a a. Si a = 0 escribimos
ord,(a) = co. Notemos que si a,b € Z, entonces ord,(ab) = ord,(a)+ord,(b).
Extendemos ahora esta definicién a todo Q:

ord,(z) = ordy(a) —ordy(b) siz= % €Q.

Esto nos permite definir un valor absoluto 6 norma |- |, en Q:

|z, = FS EF0
# 0 siz=0

Es facil ver que | - |, satisface las siguientes propiedades:
1. |z|, =0siysélosiz=0.

2. |zylp, = |z|,|yl, para toda z,y € Q.

3. |z +y|, < max(|z|,, |yl,) paratoda z,y€Q.

Debido a la propiedad (3), a | - |, se le llama un walor absoluto no-
Arquimedeano 6 norma no-Arquimedeana. Al valor absoluto usual le lla-
mamos Arquimedeano. Podemos verificar, de (3), que | - |, satisface la Desi-
gualdad del Tridngulo Usual:

|z +ylp < |zl + lyl,,  paratoda z,y€Q.
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Este valor absoluto no-Arquimedeano definido en Q define una funcién
no-negativa d,, : Q x Q — R* U {0} dada por

dﬂ'(z)y) = |$ = ylp:

la cual define una métrica sobre Q. Como esta métrica es inducida por el
valor absoluto |- |,, la llamamos una métrica no-Argquimedeana. La Propiedad
(3) se escribe en la forma

dp(z,y) < max(dy(z, 2),dy(2,9)), para toda z,y,2 € Q.

Esta métrica induce una topologia en Q; una base para esta topologia
consiste de bolas abiertas relativas a dp; esta topologia no es discreta si y
sdlo si el valor absoluto es no-trivial; i.e., no es cierto que |z|, = 1 para toda
z € Q\{0}. Esta es la llamada métrica p-ddica.

Se tiene el siguiente teorema importante, cuya demostracién puede con-
sultarse en [Kob], que caracteriza a los valores absolutos no-triviales definidos
sobre Q:

Teorema 2.2.1. (Ostrowski): Toda norma no-trivial | - | definida sobre Q
es equivalente a | - |,, para algin nimero primo p € P ¢ para p = oo.

Aqui, dos valores absolutos | - | y | - |" definidos sobre Q son equivalentes
sobre Q si existe una constante positiva t tal que |z|' = |z|*, para toda z € Q.
Una clase de equivalencia de valores absolutos no-triviales se llama un lugar
definido sobre Q.

En el caso Arquimedeano, definimos a R como el conjunto de “clases de
equivalencia” de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales y sabemos que
R es un campo con las correspondientes operaciones de suma y multiplicacién
de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy.

Anélogamente, si fijamos p € P podemos considerar al conjunto de suce-
siones de Cauchy p-ddicas S, definidas sobre Q. Decimos que dos sucesiones
de Cauchy (z,), (yn) € S son equivalentes si

|Zp — Ynlp — 0  cuando  n — oo.

Definimos el conjunto Q, como el conjunto que consta de clases de equi-
valencia de sucesiones de Cauchy. Si z € Q, denotamos por (z) a la sucesién
de Cauchy constante. La clase de equivalencia del (0) la denotaremos sim-
plemente por 0.

Definimos la norma ||, de una clase de equivalencia z como: lim,_, |Zn|p,
donde (z,) es cualquier representante de z. Este limite existe, ya que
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e Si z = 0, entonces, por definicién, lim,_, |Za|, = 0.

e Si z # 0, entonces para alguna € > 0 y para cada N, existe ny > N
tal que |zpy|p, > €.

Si elegimos N suficientemente grande de manera que |z, — Znl, < €
cuando n,m > N, tenemos que

|Zn = Taylp < & para toda n> N.
Como |z,,| > €, se sigue, del ‘Principio del Tridngulo Iséseles’ que

|Znlp = |Tnylp-

Entonces, para toda n > N, |€,y |, = |Ta|,- Este valor constante es entonces
limsaes [%a]s:

Podemos definir la adicién y multiplicacién de clases de equivalencia de
sucesiones de Cauchy; si definimos, cuidadosamente, los inversos aditivos y
multiplicativos, podemos probar que Q, es un campo. Q se identifica enton-
ces con el subcampo de Q, que consta de clases de equivalencia de sucesiones
de Cauchy constantes. Podemos probar también que Q, es completo; i.e.,
toda sucesién de Cauchy en , es convergente.

2.2.2 EL ANILLO DE ENTEROS P-ADICOS Z,

Fijemos p € P. El conjunto que consta de todos los elementos en Q, cuya
norma es menor 6 igual que 1, se llaman los enteros p-ddicos y se denotan
por Z,. Estoes, Z, = {z € Q, : |z|, < 1}. La suma y el producto de
dos elementos de Z, es otro elemento de Z,, de modo que Z, es una anillo
conmutativo con elemento unitario y le llamamos el anillo de enteros p-
ddicos.

Podemos también caracterizar a este anillo de la siguiente manera: Si
n,m € Ny n < m, consideremos la aplicacién

Pnm - Z/pmz - Z/pnz)

dada por z + p™Z +—— z + p"Z, para cada z € Z. Entonces, {Z/p"Z, ppm}
determina un sistema dirigido inverso de anillos. El correspondiente limite
inverso es el anillo de enteros p-ddicos Z, = lim. Z/p"Z. Para ver esto,
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consideremos a Z, como el conjunto de series de potencias formales Y -, axp*
con 0 < a; < p para cada k. Definimos las aplicaciones:

pn:ly —Z[p"ZL 'y @:Z,— limZ/p"Z,
por

(o] n—1

Zakpk — Zakpk +p"Z y oz (pa(2):n2>1).

k=0 k=0
Entonces, podemos probar que ¢ es un isomorfismo de anillos topoldgicos, y
podemos identificar a Z con el subconjunto de Z, que consiste de las series
S o axp*, con ax = 0 para todos, excepto un niimero finito de valores de .
Con esta realizacién de Z,, le llamamos a Z, la pro-p completacion de Z.

2.2.3 LA MEDIDA DE HAAR EN Q,

Como Q, es un grupo (aditivo) topolégico abeliano y localmente compacto,
existe una \inica medida (salvo miiltiplos escalares) invariante bajo traslacio-
nes en Q,; esta es la medida de Haar, que denotaremos por p,. Fijemos la
normalizacion

W@ = [ dup=1.
Zy

Si a € Q,, la bola cerrada con centro en a y radio 1 es el conjunto
B(a,1) = {z € Q, : |[a—z| £ 1} = a+ Z,. Entonces, p,(B(a,1)) = 1.
Si n > 0, una bola de radio p" es una unién ajena de p™ bolas de radio 1,
y una bola de radio 1 es la unién ajena de p™ bolas de radio p™™. Luego,

w(B(z,p*)) = p*, para toda k € Z y 7 € Q,.

2.2.4 EL GRUPO DE ADELES DE Q

Sea J un subconjunto finito de P*® = PU{oo}. Para cada indice p asignamos
el grupo abeliano localmente compacto (Q,, +), y para todo p ¢ J asociamos
el subgrupo compacto-abierto Z, de Q,.

Definicién 2.2.2. El grupo de Adéles A de Q es el producto directo res-
tringido de Q, con respecto a Z,. Esto es,

A= H sz{(:cp)GHQp:xpEpramcasitodap}.

peP> P
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Claramente, A es un subconjunto del producto directo de los Q,.

Definimos una topologia en A, especificando una base de vecindades de
la identidad que consiste en conjuntos de la forma ], N,, donde N, es una
vecindad de 1 en Q, y N, = Z,, para todos, excepto un nimero finito de p.

Si S es cualquier subconjunto finito de P> que contiene a J, consideremos
el subgrupo Ag de A definido por

As=]]Q x [] 2
peS pgS

Entonces, Ag es el producto directo de una familia finita de grupos abelia-
nos localmente compactos con un grupo abeliano compacto. Luego, Ag es un
grupo abeliano localmente compacto en la topologia producto. La topologia
producto en A es idéntica a la topologia inducida por la topologia descrita
antes. De aqui se sigue que A es un grupo topoldgico abeliano localmente
compacto.

Notemos que para cada p tenemos el encaje topoldgico

Q, — A, 3 T 1 R O IR R

Luego, podemos identificar a Q, con un subgrupo cerrado de A.

2.2.5 EL GRUPO DE CLASES DE ADELES DE Q

Como Z = [1,Z,, el teorema de Aproximacién nos permite describir al grupo
de Adéles A de Q@ como:

A=Q+Ay,=0Q+ (R x Z).

Miés ain, QN A, = Z.
Un dominio fundamental compacto para la accién de Q sobre A es

D={2 €A :|To)oo <1/2 |z,|, < 1 para toda p < oo} = [-1/2,1/2] x Z.

Podemos entonces probar que DN Q = {0} y que A = Q + D. De aqui
tenemos que

Teorema 2.2.3. Q es un subgrupo discreto y cocompacto de A.

Definicién 2.2.4. El grupo de clases de Adéles de Q es el grupo com-
pacto A/Q.
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El siguiente teorema nos da una bella descripcién de este grupo:
Teorema 2.2.5. Eziste un isomorfismo de grupos topoldgicos

A/Q — S.

Observacién 2.2.6. A partir de este teorema vemos que A/Q es un limite
proyectivo cuya n-ésima componente corresponde al unico cubriente de grado
n > 1 de R/Z. Como m(R/Z) = Z tiene a Z/nZ como su iunico cociente
de orden n, para cada n > 1, cada cubriente finito de S* se obtiene de A/Q.
Luego, A/Q corresponde al Cubriente Universal Algebraico de S*. El grupo
de Galois del cubriente, Z es el “Grupo Fundamental Algebraico” de S.

2.2.6 LA MEDIDA DE HAAR EN A

Denotemos por dz, a la medida de Haar (izquierda) definida sobre Q,, nor-
malizada de manera que

dz, =1,
Zy
para casi toda p € J. Entonces, existe una tinica medida de Haar dz en A tal
que, para cada conjunto finito de indices S que contenga a J, la restriccién
dzs de dr a Ag es precisamente la medida producto.

De aqui escribimos
d = Hd:cp,
P

para denotar a la medida de Haar (izquierda) definida sobre A.

Proposicién 2.2.7. (a) Sea f una funcion integrable en A. Entonces,

_Aﬂ@M=hms F(a)ites:

Ag

(b) Sea Sy un conjunto finito de indices que contenga a J y a aquellos p
para los cuales Vol(Z,,dz,) # 1, y supongamos que para cada indice
p, damos una funcién continua integrable f, sobre Q, tal que fPlzp =1
para toda p ¢ So. Si z = (z,) € A, definimos

f(z) =] folz»).
P
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Entonces, f estd bien-definida y es continua en A. Si S es cualquier
conjunto finito de indices que contenga a Sy, entonces

8 f(zs)dzg = (/ Io( xp)dxp) ;

pES

| f@az=T] ( fQ p fp(frp)dwp) ,

y f € L'(A), dado que el producto de la derecha es finito.

Mas aiin,

(c) Sean (f,) y f como en (b), con la condicion adicional de que f, es la
funcién caracteristica de Z, para casi toda p. Entonces, f es integrable.

Observacién 2.2.8. Toda funcion Q-invariante f definida en A induce una
funcién f en A/Q. Sea dz la medida cociente definida en A/Q e inducida por
la medida dx de A. Esta medida cociente estd caracterizada por la relacion

d:c dr =
[ e W(waz)x IRCE

Y€Q

para toda funcién continua invariante f definida en A.



CAPIiTULO 3

TEORIA DE FUNCIONES EN A

En este capitulo presentamos una generalizacién de la teoria de funciones
casi-periddicas, originalmente introducidas por Harald Bohr en 1925 (ver
[Boh]), y mds tarde generalizadas por John von Neumann en 1934 (ver
[Neu]). En 1938, André Weil, en su importante monografia [Wei], hace una
descripcién de funciones casi-periddicas desde un punto de vista muy gene-
ral, para grupos de transformaciones actuando en espacios topoldgicos muy
generales.

En esta parte de la tesis presentamos una generalizacién de la teoria de
Bohr-von Neumann, para funciones definidas en el grupo de Adeles de Q
que son adele-valuadas. Usaremos una caracterizacion que presenta A. Weil
de estas funciones, usando el hecho de que todo grupo topolégico admite
una representacion continua en un grupo compacto, cuya imagen es densa.
Entre otras cosas, esta nocién generalizada nos permitird caracterizar a una
clase muy especial de funciones en A: las funciones adéle-valuadas que son
invariantes por la accién de Q.

En la primera seccién definimos estructuras uniformes en A y sus espacios
de funciones relevantes. En el Apéndice Al describimos los conceptos y re-
sultados relevantes de estas estructuras. En las secciones siguientes hacemos
la descripcién de las funciones adéle-valuadas definidas en A.

3.1 ESTRUCTURAS UNIFORMES

Estructura uniforme en A: Una estructura uniforme en A estd determinada
al especificar una familia de subconjuntos de A x A, llamados entornos, que
satisfacen ciertos axiomas. En el caso concreto que nos interesa, exhibiremos
un sistema fundamental de entornos de dicha estructura. Para construir este

37
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sistema, usaremos los conjuntos U, definidos de la siguiente manera. A cada
vecindad Uy de 0 en A le asociamos el conjunto U, = {(z,y) € AxA:y—z €
Up}. Sea U la familia que consta de todos los conjuntos U,,, donde U, varia
en un sistema fundamental de vecindades de 0.

Verificamos directamente que esta familia de conjuntos satisface los axio-
mas de un sistema fundamental de entornos de una uniformidad (i.e., una
estructura uniforme) en A. Esto es,

e Cada U, contiene a la diagonal A C A x A, yaque 0 =z —z € Up.
e Comoy—z € Uy siy sélosi z—y € —Up, entonces —U, = (—Up), € L.

e Siz—z€elUyyy—2z€ Uy, entonces, y—z = (y—2)+(z2—z) € Uy+ U
y por lo tanto, U, + U, C (Up + Up)., € U.

Tenemos entonces que il es un sistema fundamental de entornos de una
uniformidad en A. Esta uniformidad es también compatible con la topologia
de A, ya que, si Uy(z) = {y € A : y—z € Uy}, entonces y € Uy(z) es
equivalente a y € z + Up. Esto es, U,(z) = z + Uy, la cual es una vecindad
de z € A. Se tiene ademds que, con esta estructura uniforme, A es un grupo
uniforme completo.

Una propiedad importante de estas estructuras es que nos permiten ha-
blar de ‘cercania’ en un grupo topolégico abstracto. Esto es, z,y € A son
‘cercanos’, 6, z y y estdn U,-cercanos si existe un entorno U, de A tal que
y € Uy(z). En este caso, escribiremos simplemente z ~y y 6, z ~ y.

Estructura uniforme en C(A,A): Usaremos la estructura uniforme en A de-
finida anteriormente, para definir una estructura uniforme en Map(A,A),
el conjunto de todas las aplicaciones de A en si mismo. Denotaremos sim-
plemente por U a los entornos de la uniformidad en A y, como antes, Uy
denotard a una vecindad de la identidad.

Para cada entorno U de A, definimos W (U) por:

W(U) = {(®,7) : (®(z), ¥(z)) € U para toda z € A}
={(®,9) : ¥(z) — ®(z) € U para toda z € A}.

Si U varia en la familia de entornos de A, la familia de conjuntos 20 =
{W(U) : U € U} forma un sistema fundamental de entornos de una unifor-
midad en Map(A,A):



3.1. ESTRUCTURAS UNIFORMES 39

e Cada W(U) contiene a la diagonal en Map(A, A) x Map(A, A), ya que
U contiene a la diagonal en A x A.

o —W(U)=W(-U) € 2, ya que ¥(z) — ®(z) € Up si y sélo si ®(z) —
‘I’(il?) € —Ug.

e W(U)+W(U) c WU +U) € 20, ya que si ¥(z) — ®(z) € Up y
X(z) — ¥(z) € Uy, entonces L(z) — ®(z) € Up + Up.

Si Wy(®) = {¥ € Map(A,A) : ¥(z) — ®(z) € Uy}, entonces ¥ € Wy(®P)
implica que ¥(z) € ®(z) + Uj, para toda = € A.

Definicién 3.1.1. La uniformidad en Map(A,A) que tiene como sistema
fundamental de entornos al conjunto 20 se llama la uniformidad de la con-
vergencia uniforme. La topologia que induce se llama la topologia de la
convergencia uniforme. Si un filtro F en Map(A, A) converge a un elemento
® con respecto a esta topologia, decimos que F converge uniformemente a ®.

Al espacio uniforme que se obtiene al dotar a Map(A, A) con la unifor-
midad de la convergencia uniforme lo denotaremos por Map,(A,A). Como
A es completo, el espacio uniforme Map,(A, A) es también completo.

Denotemos por C(A, A) al conjunto que consta de todas las aplicaciones
continuas de A en si mismo y por C,(A, A) al conjunto C(A, A) provisto de
la topologia de la convergencia uniforme.

Observacién 3.1.2. 1. C(A,A) es un subconjunto cerrado de Map(A, A)
dotado de la topologia de la convergencia uniforme. Esto es, limites
uniformes de funciones continuas son continuas.

2. Cu(A,A) es completo ya que es un subespacio uniforme cerrado del
espacio uniforme cerrado Map,(A,A).

Definicién 3.1.3. (a) Decimos que un subconjunto H de Map(A,A) es
equicontinuo en un punto xo € A si, para cada entorno U de A, existe
una vecindad Uy de zo en A tal que (f(z), f(zo)) € U para toda z € Uy
y toda f € H. Decimos que H es equicontinuo si es equicontinuo en
todo punto de A.

(b) Decimos que un subconjunto H de Map(A, A) es uniformemente equi-
continuo si, para cada entorno V de A, existe un entorno U de A tal

que (f(z), f(y)) € V siempre que (z,y) €U y f € H.
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Ejemplo 3.1.4. Si ® : A — A es uniformemente continua, entonces el
conjunto de aplicaciones {®; : s € A} es uniformemente equicontinuo ya que
la relacion y — z € Uy es equivalente a (s +y) — (s + z) € Up. Esto es, para
todo entorno V' de A, existe un entorno U de A tal que (®4(x), P,(y)) € V
para toda (z,y) € U y toda s € A.
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3.2 FUNCIONES CASI-PERIODICAS EN A

Si @ : A — A es uniformemente continua, la familia de trasladados de @,
{Ls® : s € A} es uniformemente equicontinua, y por lo tanto, Cy (A, A) es un
subespacio invariante por traslaciones. Luego, identificando A con el grupo
de traslaciones {s — L,} actuando como un grupo de homeomorfismos de
C.(A, A), podemos considerar la A-accién por traslaciones en C, (A, A):

A x Cy(A,A) — Cyu(A,A), (s,®) — L, ® = D,.

La representaciéon s — L, es continua, ya que, para cada vecindad V; de
la identidad en A, existe, por continuidad uniforme de @, una vecindad Uy de
0 tal que, si t—s € Uy, entonces ®(t)—®(s) € V,. Luego, (t+z)—(s+z) € Up,
y por lo tanto ®;(z)—®,(z) € Vp, para toda z € A. Esto es, si s ~ ¢, entonces
®, ~ @, para toda s,t € A.

También, si ¥ € Wy (®), entonces ¥(y) € ®(y) + Uo, para toda y € A.
Esto es, ¥(y) — ®(y) € Uy, para toda y € A. Haciendo y = s + z, se cumple
que, si s € A, entonces ¥ (z) — ®,(z) € Uy, para toda z € A. Luego,
U, € Wy(®,), para toda s € A, y por lo tanto la familia {s — L,} es
uniformemente equicontinua.

Si @ € Cy(A,A), la drbita de @ bajo la A-accién es el conjunto
O(®) :={P;: s € A} C Cu(A A).

Definicién 3.2.1. Decimos que ® € C,(A, A) es casi-periédica en A st O(®)
es relativamente compacta en Cy(A,A).

Denotemos por AP(A,A) al conjunto que consta de todas las funciones
casi-periddicas en A. La siguiente proposicién nos proporciona un criterio
para caracterizar a esta clase de funciones.

Proposicién 3.2.2. € Cy(A,A) es casi-periddica en A si y solo si para
cada vecindad W(®) de ® en Cy(A,A), ezisten sy, ..., 5, € A tales que, para
toda s € A, L_,,(L,®) € W(®), para al menos una j, 1 < j < n. Esto es,
® € Cyu(A,A) es casi-periddica en A si y sélo si para cada vecindad Uy de la
identidad 0 € A, existen s,,...,s, € A tales que, para toda s € A, eziste al
menos una j, 1 < j <n tal que

®,(z) — @_,;(z) € Uy, para toda « € A.
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Demostracién. Supongamos primero que O(®) es relativamente compacta
en Cy(A,A). Sea Wy(®) C Cu(A,A) una vecindad (uniforme) de $. Por
compacidad de O(®), existe un nimero finito de elementos si,...,s, € A,
tales que

O0(®) c | Le;(Wy(®)).
j=1

Esto es, para toda s € A, se cumple que L,® € L,,(Wy(®)), para alguna j.
Por lo tanto, para toda s € A, L_,,(L,®) € Wy(®), para alguna j.

Reciprocamente, supongamos que para cada vecindad Wy (®) de ® €
Cu(A,A), existen sy,...,s, € A tales que, para toda s € A, L_,,(L,®) €
W(®), para al menos una j, 1 < j < n. Esto es, para toda s € A se tiene
que

L,®(z) € U (Ls;@(z) + V), para toda z € A.

Esto es, el conjunto O(®)(z) = {L,P(z) : s € A} es un conjunto rela-
tivamente compacto en A para toda z € A. Como O(®) es también un con-
junto uniformemente equicontinuo y C,(A, A) es completo, por el Teorema
de Azcoli concluimos que O(®) es relativamente compacta en C,(A,A). O

Corolario 3.2.3. AP(A,A) es un subgrupo uniforme cerrado de Cy(A,A).

3.3 FUNCIONES INVARIANTES EN A

En adelante supondremos que R estd dotado de su estructura uniforme,
cuyo sistema fundamental de entornos esta dado por la familia de conjuntos
{(z,y) : ly — | < o}, para toda o € R*.

Observemos primero que cualquier funcién continua con soporte compacto
¢ : A — R determina una funcién continua invariante (Q-periédica)

P(z)=> (v +x),
YEQ

y reciprocamente, cualquier funcién continua real-valuada Q-periédica en A
se puede escribir en la forma anterior con ¢ continua y de soporte compacto.
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El conjunto Cq(A), que consiste de todas estas funciones continuas, reales
e invariantes representan la totalidad de funciones reales continuas definidas
en S.

Si @ € Cu(A,A), entonces

pod:A— R,

es continua para cada ¢ € Cg(A). Luego, ¢ determina un homomorfismo de
espacios vectoriales

P* . CQ(As) — CQ((D_lﬁs),

dado por
pr— p=¢o?,
donde As = [],c5Qp X [],¢sZ, con S un conjunto finito de indices.

Definicién 3.3.1. Decimos que una funcion continua adéle-valuada @ : A —
A es invariante bajo Q ¢ Q-invariante 6, simplemente invariante si

2(y + z) = 2(),
para toda vy € Q y z € A.

Denotemos por Cin, (A, A) al subespacio de Cy,(A, A) que consiste de todas
las funciones invariantes. Observemos que, si @ € Ciny(A, A), entonces O*p
es también invariante, para toda ¢ € Cg(A).

Ejemplo 3.3.2. Sio : R < A es el subgrupo a un pardmetro en A, y ¢ es
cualquier funcion real-valuada invariante en A, entonces ® :=oop : A — A
es una funcion invariante adéle-valuada en A.

Ejemplo 3.3.3. Seau: R x A — A el flujo de traslacion en A :
u(t,z) = o(t) + .

Para cada z € A tenemos una aplicacion de traslacion continua uy :
R — A dada por u, = R, o00; i.e.,

uz(t) = o(t) + z.

Sip € Co(A), obtenemos una funcién continua adéle-valuada con soporte
compacto ® :=uzop: A — A dada por

P(y) = (uz 0 9)(y) = o((y)) + z.
Luego, ® es Q-invariante: ®(y + y) = ®(y) para toda v € Q.
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Teorema 3.3.4. Sea ® : A — A wuna funcion casi-periddica. Entonces,
O(®) es compacta si y sélo si existe un grupo abeliano uniforme compacto I,
un homomorfismo continuo suprayectivo p : A — T', y una funcion continua
@y : ' — A tales que ® = ®y 0 p.

Demostraciéon. Supongamos primero que la érbita de ® es compacta. Po-

demos definir una estructura de grupo en O(®) de la siguiente manera: Si
®,, ®;, € O(P) definimos
P, 0Dy = Doyt

Entonces,
e @ estd bien definida: Si &, = &, y $; = Py, entonces
Qoit(z) =P(s+t+2)=0(s'+t+2) =0 + s’ + ) = Dyiv(2).
Por lo tanto, @4 = Pgryy.

e @ es asociativa, conmutativa. El elemento neutro es @ y el inverso de
P, es O_,.

e @ es continua en la topologia uniforme de O(®): Si ®,(z)— Py (z) € Up
y ®4(z) — ®p(z) € Uy, entonces

@_,.H(:I:) = (I)at+:.r($) =
D,(t+2z) — Byt + ) + Bu(s' + z) — P (s’ + z) € Up + Up C Up.

Por lo tanto, O(®) es un grupo abeliano uniforme compacto. La apli-
cacién p : A — O(®) dada por s — L,® es un homomorfismo continuo y
suprayectivo. Definamos ®; : O(®) — A por

‘I)o(‘i’z) = ‘I’(:I:) %

Entonces, @ : O(®) — A es continua y ¢ = $ 0 p.

Reciprocamente, supongamos que ®o : I' — A es una funcién continua
adele-valuada tal que ® = ®y0 p. Como s — L,Py es continua y I es
compacto, entonces O(®y) = {L, Py : s € I'} es compacta. Si s € A,
entonces

Ly(®0 0 p)(z) = B 0 p(s + ) = Bo(p(s) + p(2)) = (Lpie) @0 © ) ).

Por lo tanto, la d6rbita de @ o p se manda sobre la érbita de @, la cual es
compacta. Por lo tanto, O(®) es compacta. O
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Observacion 3.3.5. Tode funcion invariante en A es casi-periddica: Esto
es claro, ya que, para toda s € A se cumple que &, = ®,,.,, para toda vy € Q.
Por la proposicion 2.2.2 se tiene que ® es casi-periodica.

La proposicién anterior aplicada a una funcién invariante se transforma
de la siguiente manera: Si ® € Cj,,(A,A), la aplicacién p : A — O(®)
dada por s — L,® es un homomorfismo continuo y suprayectivo. Como P es
invariante, el kernel de esta aplicacién es Q, y por lo tanto, O(®) = A/Q =
S. Consecuentemente, la aplicacién p coincide con la proyeccién candnica
IIg : A — S. Luego, existe una correspondencia uno a uno entre

{Funciones invariantes ® : A — A} «— {Funciones continuas @ : S — A}.

3.4 HOMEOMORFISMOS DE A

Si a € A, entonces la funcién constante ® = a es invariante y el homeomor-
fismo de traslacién en A estd dado por R, : = — = + a. Claramente este
homeomorfismo estd bien definido sobre A y toma valores adélicos. Luego,
induce una rotacién bien-definida en S:

Ry: 2 p-2;
donde p = Ilg(a).
Si F =id+ ®, con ® € C;p (A, A), es un homeomorfismo de A, entonces
FoR,(z)=F(z+a)=z+a+ ®(z + ).
Como & es una funcién invariante, si a € Q, entonces ®(z + a) = () y
FoR,(z) =z+ a+ ®(z) = Ry 0 F(z),

para toda = € A. Luego, cualquier homeomorfismo de A de la forma F =
id + @, con @ € Ciny(A,A), conmuta con R, si o € Q. Ademas, F' induce
un homeomorfismo bien-definido f : S — S dado por

f=TqoFolly.
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Denotemos por Homeo(S) al conjunto de todos los homeomorfismos de
A que se escriben en la forma F = id + ®, con ® € Ci,y(A, A). De acuerdo
con la discusién anterior, tenemos definida una proyeccién

MO(S) — Homeo(S), F— f mod Q.
El kernel de esta proyeccién es {R, : v € Q} = Q. Entonces,
Homeo(S) = Homeo(S)/Q,

y tenemos la siguiente sucesién exacta de grupos (topolégicos)

1 — Q — Homeo(S) = Homeo(S).



CAPITULO 4

PROMEDIOS INVARIANTES
(GENERALIZADOS

En este capitulo presentamos una generalizacién de la nocién de promedio
invariante de Bohr-von Neumann.

4.1 PROMEDIOS INVARIANTES DE BOHR Y VON
NEUMANN

Promedios invariantes de Bohr: Si Ay denota al conjunto de adeles finitos,
esto es, Ay es el producto directo restringido de @, con respecto de Z,, para
todo p < o0, entonces A = R x A;. Denotemos por 0 = (0,0) al elemento
idéntico en A. La hoja base que pasa por 0, Ly = R x {0} es homeomorfa
a R y la podemos identificar (via la proyeccién Ilg) con la hoja base L. en
A/Q.

Si @ : A — A es cualquier funcién casi-periédica que preserva la hoja
base Lo, entonces

(I)[Lo = (I'o

es una funcién casi-periddica en R. Esto es, ®|;, se identifica de manera
candnica con un elemento de AP(R), el conjunto de funciones casi-periédicas
de Bohr. De hecho, el valor promedio M(®,) de ®, coincide con el valor

promedio (de Bohr) usual. Esto es,

. 1 =
M(&o) := Jim f_ o)t

T—o00
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Promedios invariantes de von Neumann: Supongamos ahora que ® : A —
A es cualquier funcién casi-periddica en A y consideremos el espacio de funcio-
nes AP(A), que consiste de todas las funciones casi-periédicas real-valuadas
de von Neumann definidas en A. Entonces, ®*¢ = ¢ o ® es también una
funcién casi-periédica para cada ¢ € AP(A). Entonces, el promedio inva-
riante (de von Neumann) de ¥ = ®*p, M(¥) estd dado por

M) = [@pdu= [(pod)dn,

donde p es la medida de Haar normalizada en A descrita en el capitulo
1. Luego, si I es el grupo compacto asociado a A, se tiene que existe una
extensién continua ¥y : I' — R de P, tal que

lIJ=‘I'(}0|’(JL

Por otro lado tenemos que A es o-compacto; esto es, si B(a,p") = {z €
Q, : |a — z|, < p"} es la bola cerrada con centro en a y radio p" en Q,, y pp
es la medida de Haar normalizada en Q,, entonces p,(B(a,p")) = p". Luego,
si hacemos

H, = B(a,p}) x B(a,p3™") x -++ X B(a,p}) X L,y X -*+ ,

entonces A = U“21 H,. Por un teorema de Hewitt-Ross (ver [HR], Cap. X),
se tiene que el valor promedio (de von Neumann) de ¥y, esta dado por

1
TodA = Yoo p)dp = li wo ®)du,
| ot = lim s e = I ey ) Loy

donde A es la medida de Haar normalizada en I'. Ademaés, si U C I es un
abierto tal que A(U) = A(U), entonces

A(U) =

f (Yu o p)dp,

n

n—co ji( Hy)

donde Yy es la funcién caracteristica de U.



4.2. PROMEDIOS INVARIANTES GENERALIZADOS 49

4.2 PROMEDIOS INVARIANTES GENERALIZADOS

Sea 0 : R — A el subgrupo a un pardmetro en A. Si ¢ : A — R es una
funcién uniformemente continua en A, entonces la funcién ¢, : A — A
dada por

®,(z) = o(p(x)),

es uniformemente continua en A. El conjunto de funciones adeéle-valuadas
definidas de esta manera es invariante por la A-accién: para toda s € A,
L,®, es uniformemente continua. Si ¢ : A — R es casi-periddica, entonces
L,®,(z) = o o ps(z). Luego, O(®,) es compacta y por lo tanto, ®, es
casi-periddica.

Denotemos por AP, (A, A) al conjunto que consta de todas estas funciones
casi-periodicas definidas en A. Esto es,

AP,(A,A) = {®, € AP(A,A): ®, =00y, p€ AP(A)}.

Claramente AP,(A,A) es un subgrupo de AP(A,A) y, si ¢ es invariante,
entonces también P, es invariante.

Teorema 4.2.1. Si M : AP(A) — R es el promedio invariante de von
Neumann definido en A, entonces existe un promedio invariante con valores
adélicos definido en A

M: AP,(AA) — A,

dado por
M(®,) = o 0 M(p),

donde @, =cop yp € AP(A).

Demostracién. Para cada ¢ € AP(A), existe un tinico promedio invariante
M(p). Si &, = o o ¢ es cualquier funcién casi-periédica en AP,(A,A),
entonces tenemos un tnico adéle M(®,) dado por

M(®;) = oo M(¢p).
Este valor M(®,) asi definido, satisface:
o M(®,) :=o(M(p)) € A, para toda D, € AP, (A, A).

® M es lineal: M(®, + ¥;) = o(M(p +¢)) = o(M(p)) + o(M(¥)) =
M(®,)+M(¥,), para cualesquiera ®, = oop, ¥, = got) € AP, (A,A).
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e M esinvariante bajo traslaciones (izquierdas): M(L,®,) = coM(L,p) =
oo M(p) =M(®,), para toda ¢, € AP,(A,A) y s € A.

e M(1,) = 1,: Si 1, es la funcién idénticamente igual a o(1) € A, enton-
ces M(1,) =c o M(1) =0(1) = 1,.

Por lo tanto, M es un promedio invariante con valores adélicos definido
en A. O

Observacién 4.2.2. Si p es la medida de Haar (izquierda) definida en A,
por el Teorema de Representacion de Riesz,

M(yp) = f.@ pdp.

De acuerdo con el teorema anterior, tenemos que

M(@,) = o [ o).



APENDICE

En este apéndice haremos un recuento de los conceptos y resultados to-
polégicos importantes que se necesitan en este trabajo. Las demostraciones
y extensiones de los conceptos y resultados pueden encontrarse en el libro de
N. Bourbaki [Bou], Capitulos I, III, IV y X.

ESPACIOS UNIFORMES

En adelante X denotard a un espacio topoldgico.

Filtros

Definicién 1. Un filtro F en X es una familia de subconjuntos de X que
satisface los siguientes aziomas:

(Fr) SiVeF yUDV, entonces U € F.
(Fur) Si W, ...,V, € F, entonces (), V; € F.
(Frir) 0 ¢ F.

Ejemplo 2. El conjunto que consta de todas las vecindades de un subconjunto
A de X, diferente del vacio, es un filtro, llamado el filtro de vecindades de
A. En particular, si A = {z}, entonces tenemos el filtro de vecindades del
punto .

Definicién 3. Sea B una familia de subconjuntos de X. Entonces la familia
de subconjuntos de X que contiene a un elemento de B es un filtro en X si
y solo si B satisface las siguientes dos propiedades:

(By) Si V1, V; € B, entonces ViNV, DU € B.

51
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(Bu) B#0y0 ¢ B.

Definicién 4. Una familia de subconjuntos B de X es un filtro base si B
satisface los ariomas By y By;.

Ejemplo 5. 1. Las bases de filtros de vecindades de un punto x son los
sistemas fundamentales de vecindades (SFV) de x.

2. Si B es un filtro base en X y f : X — Y es cualquier aplicacion
continua, entonces f(X) es un filtro base en Y, ya que f(UNV) C

fO)Nf(V).

Definicién 6. Sea {z,} C X una sucesion en X. El filtro elemental aso-
ciado a {z,} consiste de todos los subconjuntos V de X tales que z, € V
para toda n, excepto un numero finito. Si V, = {z, : p > n}, entonces {V,.}
es una base del filtro elemental asociado a {z,}.

LiMITES

Definicién 7. Sea F un filtro en X. Decimos que x € X es un punto limite
de F si F es mds fino que el filtro de vecindades B(z) de x. Decimos también
que F converge a x.

Observacion 8. Un filtro base B converge a = si y solo si cada elemento de
un sistema fundamental de vecindades de x contiene a un elemento de B. En
otras palabras, B converge a z st y sélo si hay elemntos de B tan cerca como
queramos de .

Definicién 9. Decimos que z € X es un punto de acumulacién de un filtro
base B si x estd en la cerradura de todo elemento de B.

Proposicién 10. (a) z € X es un punto de acumulacion de un filtro base
B si y sélo si cada elemento de un SFV de x intersecta a todo elemento
de B.

(b) z € X es un punto de acumulacion de un filtro F si y sdlo si existe un
filtro mds fino que F que converge a x.

(¢) El conjunto de puntos de acumulacién de un filtro base es cerrado.
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(d) Si B es un filtro base en A C X, entonces el conjunto de puntos de
acumulacion de B coincide con A.

Definicién 11. Sea f : X — Y una aplicacion y F un filtro en X. Decimos
que y € Y es un punto limite (acumulacién) de f con respecto de F siy es
un punto limite (acumulacion) de f(F).

Observacion 12. y € Y es un punto limite de f con respecto de F si y sélo
st para toda vecindad V C Y de y, existe U € F tal que f(U) C V (e,
f~YV) € F para toda V € B(y)) si y sélo si para toda vecindad V de y en
Y, y para toda U € F, eziste x € U tal que f(z) € V.

ESTRUCTURAS UNIFORMES

Definicién 13. Una estructura uniforme é uniformidad en X es una es-
tructura dada por una familia {1 de subconjuntos de X x X que satisface los
ariomas (F;), (Fu) Y.

(Ur) Todo elemento U € 4 contiene a la diagonal A C X x X.
(Urr) Si U € U, entonces U™ € L.
(Urrr) Para todo U € 4, existe V € U tal que VoV C U.

Los elementos de i se llaman entornos de la uniformidad en X definida
por 4. Un espacio X dotado de una uniformidad se llama un espacio uni-
forme. Si U es un entorno de X decimos que z y y estdn U-cercanos si
(z,y) € U. En adelante, X denotard a un espacio uniforme.

Definicién 14. Un sistema fundamental de entornos (SFE) de una uni-
formidad es cualquier conjunto de entornos B tal que cada entorno de X
contiene a un elemento de B.

Observacién 15. Una familia B de subconjuntos de X x X es un SFE de
una uniformidad en X si y solo si la interseccion de dos elementos de B
contiene a un elemento de B y B satisface:

(U}) Todo elemento U € B contiene a la diagonal A C X x X.

(U3;) SiU € B, entonces existe V € B tal que V C U™,
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(Utr1) Para todo U € B, ezxiste V € B tal que VoV CU.

Ejemplo 16. Un SFE de una estructura uniforme en X es una base del filtro
determinado por los entornos de esta estructura.

Observacién 17. Para cada x € X, sea B(z) = {V(z) : V € U}, donde
V(z) ={y € X : (z,y) € V}. Entonces, existe una inica topologia en X tal
que, para toda z € X, B(z) es un filtro de vecindades de = en esta topologia.
Esta topologia se llama la topologia inducida por la estructura uniforme .

Definicién 18. Sea Y un espacio uniforme y f : X — Y una aplicacion.
Entonces, f es uniformemente continua si y sdlo si para todo entorno V de
Y, existe un entorno U de X tal que si (z,y) € U, entonces (f(z), f(y)) € V.

Ejemplo 19. (a) La funcion identidad en X es uniformemente continua.
(b) Toda funcién constante en X es uniformemente continua.

(c) Si X es discreto y Y es un espacio uniforme, entonces f : X — Y es
uniformemente continua.

(d) La composicién de funciones uniformemente continuas es uniforme-
mente continua.

ESPACIOS COMPLETOS

Definicién 20. Sea U un entorno de X. Decimos que A C X es U-pequeiio
si todo par de puntos z,y de A estdn U-cercanos. (i.e., Ax ACU.)

Definicién 21. (a) Un filtro F en X es un filtro de Cauchy si para todo
entorno U de X, existe V C X tal que V' es U-pequerio y V € F.

(b) Una sucesion {z,} C X es de Cauchy si para todo entorno U de X,
eziste N € N tal que (z,,z,,) € U, para toda n,m > N.

(c) Un espacio uniforme es completo si todo filtro de Cauchy converge.
Proposicién 22. (a) Todo filtro convergente en X es de Cauchy.

(b) Sea Y un espacio uniforme y f : X — Y una funcién uniformemente
continua. Si F es un filtro base de Cauchy en X, entonces f(F) es un
filtro base de Cauchy en'Y .

(c¢) Todo subespacio cerrado de un espacio uniforme completo es completo.
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CoMPACIDAD Y COMPLETEZ

Definicién 23. Una uniformidad en X es compatible con su topologia st la
topologia de X coincide con la topologia inducida por la uniformidad.

Proposicion 24. En un espacio compacto X existe ezactamente una uni-
formidad compatible con la topologia de X ; los entornos de esta uniformidad
son todas las vecindades de la diagonal A C X x X. Mads ain, con esta
uniformidad, X es un espacio uniforme completo.

Ejemplo 25. Toda aplicacion continua de un espacio compacto en un espacio

uniforme es uniformemente continua.

Proposicién 26. (a) Un espacio uniforme X es precompacto si y sdlo si
para todo entorno U de X, existe una cubierta finita de X por conjuntos
U -pequerios.

(b) Un espacio uniforme X es compacto si y solo si X es Hausdorff, com-
pleto y se puede cubrir por un nimero finito de conjuntos U -pequerios,
donde U es cualguier entorno de X.

(c) En un espacio uniforme, los subconjuntos de un conjunto precompacto
son precompactos; la union finita de conjuntos precompactos es precom-
pacta; la cerradura de cualquier conjunto precompacto es precompacta.

(d) En un espacio uniforme, un subconjunto relativamente compacto es pre-
compacto.

GRUPOS TOPOLOGICOS

Definicién 27. Un grupo topolégico abeliano es un conjunto G que admite
una estructura de grupo abeliano, una estructura de espacio topoldgico y que
satisface los siguientes aziomas:

(GTy) La aplicacion G x G — G dada por (z,y) — z + y es continua.

(GTyy) La aplicacion G — G dada por x — —z es continua.

Definicién 28. (a) Todo grupo topoldgico abeliano admite una estructura
uniforme que es compatible con su estructura de grupo topologico.

(b) Todo grupo topolégico abeliano y localmente compacto es completo.
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ESPACIOS DE FUNCIONES

ESTRUCTURA UNIFORME

En adelante, Y denotard un espacio uniforme completo.
Denotemos por Map(X,Y’) al conjunto de todas las aplicaciones de X en
Y. Para cada entorno V de Y, definamos W (V') por:

W(V)={(®,7) : (®(z),¥(z)) € Vpara toda z € X}.

Si V varia en un conjunto de entornos de Y, los conjuntos W (V) forman un
sistema fundamental de entornos de una uniformidad en Map(X,Y).

Definicién 29. La uniformidad en Map(X,Y) que tiene como sistema fun-
damental de entornos al conjuntos que consta de todos los conjuntos de la
forma W(V), donde V varia en un conjunto de entornos de Y, se llama la
uniformidad de la convergencia uniforme. La fopologia que tnduce se llama
la topologia de la convergencia uniforme. Si un filtro F en Map(X,Y) con-
verge a un elemento ® con respecto a esta topologia, decimos que F converge
uniformemente a P.

Al espacio uniforme que se obtiene al dotar a Map(X,Y) con la unifor-
midad de la convergencia uniforme lo denotaremos por Map,(X,Y). Como
Y es completo, el espacio uniforme Map,(X,Y) es también completo.

Denotemos por C(X,Y) al conjunto que consta de todas las aplicaciones
continuas de X en Y, y por C,(X,Y) al conjunto C(X,Y) provisto de la
topologia de la convergencia uniforme.

Proposicién 30. (a) Si F es un filtro en X, entonces el conjunto H de
aplicaciones ® : X — Y tales que ®(F) es un filtro base de Cauchy
enY, es cerrado en Map,(X,Y).

(b) El conjunto de aplicaciones ® : X — Y que son continuas en o € X
es cerrado en Map,(X,Y).

(c) C(X,Y) es un subespacio cerrado de Map(X,Y) dotado de la topologia
de la convergencia uniforme. Esto es, limites uniformes de funciones
continuas son continuas.

(d) Cu(X,Y) es completo ya que es un subespacio uniforme cerrado del
espacio uniforme completo Map,(X,Y).
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CONJUNTOS EQUICONTINUOS

Definicién 31. (a) Decimos que un subconjunto H de Map(X,Y) es equi-
continuo en un punto xo € X si, para cada entorno V de 'Y, existe una
vecindad U de zo en X tal que (®(z),®(z0)) € V para toda z € U y
toda ® € H. Decimos que H es equicontinuo si es equicontinuo en todo
punto de X.

(b) Decimos que un subconjunto H de Map(X,Y) es uniformemente equi-
continuo si, para cada entorno V de Y, eziste una vecindad U de X
tal que (®(z),®(y)) € V siempre que (z,y) €U y® € H.

Proposicién 32. (a) Sea T un conjuntoy f : Tx X — Y una aplicacion.
Sea H C Map,(X,Y) el conjunto de aplicaciones x — f(t,z), para
cadat € T. Entonces, la aplicacionz — f(-,z) de X en Map,(T,Y) es
uniformemente continua st y sélo si H es uniformemente equicontinuo.

(b) Sea H un subconjunto de Map(X,Y). Para cada z € X, sea T la
aplicacion h — h(z) de H en'Y. Entonces, H es uniformemente equi-
continuo si y solo si la aplicacion x — T de X en Map,(X,Y) es uni-
formemente continua. En particular, si X es compacto, toda funcion
continua de X en Map,(X,Y) es uniformemente continua.

(c) Si T es también un espacio uniforme y f : T X X — Y es cualquier
aplicacion, entonces, f es uniformemente continua si y sélo si

e La familia de aplicaciones z — f(t,z) (t € T') es uniformemente
equicontinua en Map(X,Y).

e La familia de aplicacionest — f(t,z) (z € X) es uniformemente
equicontinua en Map(T,Y).

(d) Sea H C Map(X,Y). Entonces, H es uniformemente equicontinua si y
sdlo si la aplicacién (h,z) — h(z) de H x X — Y es uniformemente
equicontinua.

Proposicién 33. (a) Teorema de Azcoli: Sea C una cubierta de X. Sea
H C Map(X,Y) un subconjunto tal que, para cada A€ Cy® € H, la
restriccion de @ a A es continua (uniformemente continua). Entonces,
H es precompacto con respecto a la C-convergencia si y sdlo si A € C
es compacto (precompacto) y
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e Para cada A € C, el conjunto de restricciones Hjqa C Map(A,Y)
es equicontinuo (uniformemente equicontinuo).

e Para cadaz € X, H(z) = {h(z): h € H} C Y es precompacto.

(b) H C Map(X,Y) es uniformemente equicontinuo si y sélo si H C
Map,(X,Y) es uniformemente equicontinuo.

(c) Sea H un subconjunto (uniformemente) equicontinuo de C(X,Y). Si
H(z) es relativamente compacto en Y para cada z € X, entonces H
es relativamente compacto en C(X,Y’) con respecto a la topologia de la
convergencia (precompacta) compacta.

(d) Supongamos que X es localmente compacto y sea H un subconjunto de
C(X,Y). Entonces, H es relativamente compacto en C.(X,Y) si y

sélo si H(z) es equicontinuo y relativamente compacto en'Y para toda
zr € X.

Proposicién 34. Supongamos que X es localmente compacto y sea G el
grupo de homeomorfismos de X. Si G C Co(X,X) es compacta, entonces G
es un grupo de homeomorfimos de X y la topologia de convergencia compacta
es compatible con la estructura de grupo de G, el cual es por lo tanto, un grupo
topolégico compacto.
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