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Capitulo 1 Introduccion.

ANTECEDENTES

La ecuacion de Yang-Baxter aparecio por vez primera en el trabajo de E. Artin 1926 y
1947 [R 1] sobre teoria de trenzas. Luego fue introducida en el campo de la Fisica en un
trabajo de Yang 1967 [R 2] como una condicion de factorizacion de la matriz-S en el
problema de varios cuerpos en dimension uno y en un trabajo de Baxter 1972[R 3], 1982[R
4] acerca de modulos con solucién exacta en el area de mecanica estadistica.

Esta ecuacion jugd también un papel importante en el método de diseminacion
inverso cudantico creado por Faddeev 1984 [R 5] para la construccion de sistemas
integrables cuanticos.

Encontrar todas las soluciones de la ecuacion de Yang-Baxter es una tarea dificil. Esta
es una de las razones principales por las que surgio la teoria de grupos cudnticos. La teoria
de grupos cuanticos tiene ahora aplicaciones en la teoria de nudos y la de campos
conformales; en el problema de la cuantizacion del espacio-tiempo y en simetrias cuanticas
(ver los libros Chaichian 1996 [R 8]; Kassel 1995[R 7]; Klimyk 1997[R 10]; Jantzen 1996
[R 9]). Actualmente hay también mucha literatura sobre soluciones de la ecuacion de Yang-
Baxter y sobre sus aspectos algebraicos (ver por ejemplo: Hietarinta 1992 [R 6]).

OBIJETIVO

Demostrar que, mediante el uso de la computadora, es posible investigar las
soluciones de la ecuacion de Yang-Baxter en dimension n y contribuir asi en la
investigacion de la estructura de dichas soluciones y en general de los grupos cuanticos.

CONTRIBUCION Y RELEVANCIA

La ecuacion de Yang-Baxter fue resuelta en dimension 2 por Jarmo Hietarinta en
1992 [R 6]. La complejidad del problema de resolver dicha ecuacion en dimension superior
a 2 crece exponencialmente. Hasta ahora no se conoce la solucion general en dimension
mayor a 2. En esta tesis se presentan algunos métodos para encontrar y analizar las
soluciones por medio del uso de la computadora. Al usar estos métodos se pueden
encontrar soluciones de muy diversos tipos lo cual ayuda en la bisqueda de la solucion
general.

Algunos métodos son programas en Maple, otros son programas en C++. Se usan
técnicas de programacion avanzadas como Programacion Orientada a Objetos,
Recursividad y también técnicas de Inteligencia Artificial, especificamente de algoritmos
genéticos [R 13].

Los programas elaborados durante el desarrollo de esta tesis no solamente ayudan en
la solucion de la ecuacion de Yang-Baxter sino que pueden ser usados en otras ramas de la

investigacion como por ejemplo las Algebras de Hopf Puntadas de dimension finita,
Algebras Simétricas Cuanticas, entre otras.
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Se presenta en forma implicita la construccion de Algebras Shufflé y Algebras
Simétricas Cudnticas. En la construccion de estas ultimas se siguen las ideas de M. Rosso
[R 11], [R 12] pero con la diferencia de que el operador T no es necesariamente invertible
(Khartchenko 2003 [R 14]).



Capitulo 2 Grupos basicos.

Un semigrupo es un conjunto G sobre cuyos elementos se define alguna operacion
binaria, digamos e , que satisface las siguientes condiciones:

v aebe G paratodo a,be G (cerradura).
v' (aeb)ec=ae(bec) paratodo a,b,ce G (asociatividad).

v’ Existe un elemento e€ G tal que e® a= ae e= a paratodo a e G (identidad).

Un grupo es un semigrupo G en donde se satisface que

v Dado a€ G existeun be G tal que ae b=be a= e(in;fersos).

A continuacion se describen los grupos basicos utilizados en el desarrollo de ésta
tesis.

2.1 Grupo de permutaciones.

Definimos una /lista como un conjunto cuyos elementos guardan un orden especifico.
Asi, pues, existe un primer elemento, un segundo elemento, etcétera.

Denotaremos a una lista mediante corchetes: [e,,e,,...e,] donde e, es el i-ésimo
elemento de la lista.

Una permutacién-n es un mapeoo : [e,,e,,... e, | = L, donde L, es una lista
formada con los mismos elementos e, e,,...¢e,, en algin orden. Es comin denotar tambi€n

una permutacion-n como un mapeo o : [/, — [, siendo /, el conjunto de listas formadas
por una permutacion de los primeros n numeros naturales.

Ejemplo 2—1:
o :la,b,c,d]— [d,c.,a,b]

es una permutacion-4.
Denotaremos a ¢sta permutacion de la siguiente manera:
.23 4
3421
ya que el primer elemento pasa a ocupar la tercera posicion; el segundo pasa a ocupar la

cuarta; el tercero, la segunda y el cuarto, la primera.

Un ciclo es una secuencia finita de numeros naturales p; que se interpreta como una
permutacion de la siguiente manera:
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Sea () p> p3 pa) un ciclo, éste representa a una permutacion en la que el elemento en
la posicion p; pasa a ocupar la posicion ps, el de la posicion p; pasa a la p3,eldela pyala
psyeldelapsalap,.

El ciclo: (1 3 2 4) que indica que el primer elemento ocupara la tercera posicion; el
tercero, la segunda; el segundo, la cuarta y el cuarto, la primera representa la misma
permutacion del Ejemplo 2—1:

Cuando en una permutacion algun elemento no cambia de posicion, esa posicion no
aparece en el ciclo.

Ejemplo 2—2:

1234
(3 ! 2 4}:“ 32

TEOREMA 1 Toda permutacion-n puede expresarse mediante una composicion finita de ciclos.

Dada una permutacion-n

- 1 2 3 n
al) m2) xG) - an)

definimos el soporte de m como el conjunto de posiciones que sufren algin cambio bajo la
accion de 7 .

Formamos ahora un ciclo iniciando con alguna posicion del soporte de 1,
suponiendo que 1 esta en el soporte, tenemos (l () ‘7r(7r(l)) m(m(m(1))) ---). Sien
¢ste ciclo no estan incluidas todas la posiciones que son parte del soporte de 7 entonces se
forma otro ciclo comenzando por alguna de aquellas posiciones que no se incluyeron en el
primer ciclo. Este proceso se repite hasta agotar todas las posiciones del soporte de 7. La
composicion de todos los ciclos formados sera equivalente a 7 ya que cada uno de ellos

contribuye a “mover”’ algunas posiciones en la misma manera en la que lo hace m haciendo
Juntos el mismo trabajo que ésta haria.

Ejemplo 2—3:

12345(1_“4]2365
436125 { )

En este caso los ciclos que forman la permutacion son independientes entre si, ya que
no existe ninguna posicion comun entre ellos.

Podemos ahora decir que si, por ejemplo, o = (I 3 2 4) entonces podemos aplicar
o alalista [perro, gato, ledn, raton]:

[perro, gato, ledn, raton] ¢ = [raton, ledn, perro, gato]
o también:
[perro, gato, leén, raton] (1 3 2 4) = [ratdn, ledn, perro, gato]

al resultado obtenido podemos aplicarle nuevamente ¢ ya que éste es una lista:

11



[ratén, leon, perro, gato] (1 3 2 4) = [gato, perro, raton, leon]
nétese que, aplicando nuevamente ¢ dos veces:

[gato, perro, raton, leon] (1 3 2 4) = [ledn, raton, gato, perro]

[leon, raton, gato, perro] (1 3 2 4) = [perro, gato, leon, raton]
obtenemos nuevamente la lista original.

Podemos afirmar ahora que la cemposicion de dos permutaciones-n es otra
permutacion-n. Del ejemplo anterior obtenemos:

[perro, gato, leon, raton] (1 3 2 4)(1 3 2 4) = [gato, perro, raton, leon],

que equivale a la permutacion (1 2) (3 4) = [] %3 :]
214
Entonces: (1324)(1324)=(12)(34).

Para obtener la_permutacion equivalente de la composicién de otras dos, se traduce
cada posicion a su nueva posicion mediante ambas permutaciones. Por ejemplo: en el caso
anterior (1 3 2 4) (1 3 2 4) se traduce de la posicion | a la posicion 3 mediante la primera
permutacion y luego ésta posicion 3 se traduce mediante la segunda permutacion a la
posicion 2. Entonces, en la permutacion resultante de ésta composicion, la posicion 1 debe
traducirse a la posicion 2. Se procede de la misma manera con cada posicion obteniéndose
que:

de la posicion 2 se pasaala4 yluegodeladalal.

de la posicion 3 se pasaala2 y luegodela2 alad.

de la posicion 4 se pasaala l yluegodelalala3.

Asi, queda configurada la permutacion resultante: (1 2) (3 4).
Otroejemploes: (2365)(134)=(241365).

Son ciclos—independientes aquellos en los que no existe ninguna posicion comun
entre ellos. La composicion de ciclos independientes es una operacion conmutativa.

Ejemplo 2—4:
(14)2365)=(2365)(14).

TEOREMA 2.- El conjunto S, . formado por todas las permutaciones-n, se convierte en un grupo mediante
la operacion binaria de composicion de funciones.

Denotaremos la composicion de funciones como un producto. Asi, pues, dada una
permutacion-n ¢ escribimos:

Composicion(c .0 )= 0 0 =0 0 =0 2
Ejemplo 2—5:

Si o =(1324), entonces

o 2=(1324)1324)=(12)34)




c’=(12)34)(1324)=(1423)
c'=(1423)(1324)=id
donde id es la permutacion identidad, la cual, no modifica la posicion de ningiin elemento.

La permutacion id juega el papel de la unidad (o elemento neutro de la composicion) en el
grupo S, .

2.2 Semigrupo de trenzas.

Un ciclo que contiene solamente 2 elementos se llama transposicion, ya que
solamente intercambia las posiciones de 2 elementos. Una transposicion de la forma ¢ i+1)
se llama transveccion-i y la denotaremos como ;. Asi, por ejemplo: el ciclo (2 5) es una
transposicion; la transposicion (3 4) es una transveccion-3 y se denota mediante 3.

Dada una transposicion T, se cumple siempre que 7° = id, luego #° = id. Se cumple
también siempre la relacion:

Ll =8 o

kGl e=ha
que llamaremos relacion de trenza (en inglés: Braid relation) [R 1].
Comprobacion de la relacion de trenza:
te =0 i+1) i+l i+2)i i+1)=( i+2)
Lol =(+1 i+2)@ i+1)i+l i+2)=(@G i+2)

Graficamente, la relacion de renza puede verificarse asi: dadas dos listas iguales L; =
L, aplicamos #itis) tia Ly y tis fiti) a Ly:

L; = v B Ci+1 €2 Lz = €; €i+1 €2
f tiny ><

i+ L
f >< fis)

Ci+2 Citl € e €42 €41 €

quedando la misma lista al final en ambos casos.

TEOREMA 3.- Todos los ciclos se pueden expresar como una composicion de un numero finito de
transposiciones.

En general se cumple que, un ciclo (py p2 p3 ... pn) = (p1 p2)(21 P3)---(P1 Pa)-
Ejemplo 2—6:

(14253)=(14)(12)(15)1 3).

TEOREMA 4.- Todas las transposiciones se pueden expresar como una composicion de un numero finito de
transvecciones (.
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Una transposicion (i n) se expresa como una composicion de un numero finito de
transvecciones ¢; de la siguiente manera:

n-1 i
(l H) :r!IHIri+2'"ruv2!nvlrn-2""1’41’1’+II1' = Hri ’ H {f
k=i l=n-2

Ejemplo 2—7:

(2 6) = ﬁz* ﬁz, =ttt ettt = (23)(34)45)56)(45)34)23)
35= 1_411&[1[:, =1t,t,= (34)45)34)
k=3 1=3

T3 1
a4 =T]eI1:, =t0854 = 1 2)23)34)23)(1 2)

k=1 1=2

TEOREMA 5.- Todos los ciclos se pueden expresar como una composicion de un nidmero finito de
transvecciones t;.

Este teorema se demuestra mediante el TEOREMA 3 y el TEOREMA 4.
Ejemplo 2—8:
(14253)=(14)(12)(15)13)
=(12)23)34)(23)(12)(12)(12)(23)34)45)34)23)(12)(12)23)12)
=Ehbhbhhhhhibzlatzhy iz h
ésta ultima expresion puede reducirse mediante ;% = id.
=t hidth b 3tatztyid 4
=hhlhylzlhahhlalzlatzsthh i
Shiatstohihaizig !y id t)
Shitytstatyaitztalz ly
la cual puede reducirse alin més si se usa la relacion de trenza junto con f; t; = t; t; cuando
lij/>1
=Ehbhtztrhbhhtyaitg !l
Shbhtsthizh 31
=tttz ti tatstals
=ttt 3t tstsls
=hthilxalatztaisg by
=hity 301413

=hhtstatih 13

14




Analisis Computcional Je jas Sola

TEOREMA 6.- Todas las permutaciones-n se pueden expresar como una composicion de un numero finito de
transvecciones t; con 0 < i < n.

Una manera de demostrar el TEOREMA 6 es aplicando el TEOREMA 1 y luego el
TEOREMA 5. Sin embargo dicha demostracion no proporciona un método que garantice la
representacion minima de toda permutacion-n mediante transvecciones f. Otra forma de
demostrar este teorema que si garantiza lo anterior y que por lo tanto sera usado en los
siguientes capitulos es por induccion matematica:

Dada una permutacion-n

- 1 2 3 - n
a(l) m2) m3) --- m(n)
tomamos como base de la induccion lo siguiente: st » = 1, tenemos solamente la

permutacion: id, la cual es una composicion de cero transvecciones.
Hipdtesis inductiva: EIl TEOREMA 6 es cierto para toda n < k.

Para completar la induccion, consideramos que la composicion de ciclos es asociativa
y tenemos entonces que

m=m-id=m-(t, Y SRUCLSPPC UL MY Y Y SN S
=(m Leimbaimnen2 '"tn—l)'tn--irn--zrn- LY
n-1 ain)
=11 4)- 1
i=m(n) i=n-1
n-l
Definimos ahora la permutacion-n 71, =72 -1_, t, . ileinys -0, =T H ;s

Notese que, en 7, se cumple que m,(n)=n, entonces la permutacion no actia

efectivamente sobre la posicion n. En este caso podemos considerar que 7 ; es una
permutacion-(n-1) para la cual se puede aplicar la hipdtesis inductiva.

Por ultimo escribimos 7 en funcion de 7 :

x(n)

n 2'?[1 -rn-lrnv-Z ""R’Il’l"il‘fﬂ ir.-)+]‘rJrlnl =Trl ! I-[ ’i
i=n-1

lo cual prueba que es efectivamente una composicion de transvecciones.
Ejemplo 2—9:

Expresar la siguiente permutacion como una composicion de transvecciones.

g=(1234506)=(14)(2365) donde n=6, 1 (n)=5
436125

=((14)2365us)ts=(14)235)1s donde n=5, m (n)=2

=((14)2 3 S)tat314) tatsta ts= (1 3 4) tatstats donde n=4, r (n)=1



=((134)t 1213 ) tstat) tatst2t5= (1 2) 312t 1at3tats donde n=2, m (n)=1
=1y 312014831215
=1 13,114 215

Definimos el semigrupo de trenzas como el conjunto de los simbolos: § , 0 <i<n,y
todas sus concatenaciones en donde se cumplen las relaciones [R 1]:

5.5, = 5,5, i~k>]

580 T8 1€i<n-1

Ti+ITiYi#) vl

Las concatenaciones en este semigrupo son palabras formadas por un namero finito
de simbolos s;.

TEOREMA 7.- Si al semigrupo de trenzas se le adjunta la relacion

$i¢ =id

entonces se forma un grupo equivalentea S, .[R 1]

Bajo la composicion se pueden obtener las relaciones adicionales siguientes:

S5k s, 8, =58.8555 k>0

i B e £ 3 I
S 888 = 88,885, & > 0

I

S S =58 & > 1

P Tk

16




RELS Cr e ey b i s ann sea 1iyer W | " e il ool iy oy Yoo Xfiyen i
yinthsrs L ompdacions ge iax ol RS UE EE ceuadion ae Y ang-paxiler

Capitulo 3 La ecuacion de Yang-Baxter (YBE).

3.1 Forma invariante.

Dado un conjunto M de » simbolos, llamamos ¥V al espacio Vectonal cuya base son
los simbolos en M. El producto de dos simbolos en M lo definimos como su concatenacion
formandose lo que llamaremos una palabra de longitud dos. ¥ ®V es un espacio vectorial
cuya base son todas las palabras formadas con 2 simbolos de M.

Un operador lineal 7 .

T V@V ->V®V, cumple siempre que (xy-7)= z a’pq,

X

pEM

donde “x” y *y” son dos simbolos en My @} es el coeficiente de la palabra *“ pg ” formada

(T3 1] [T 1]

por los simbolos p y g también en M asociado con los simbolos “x”" y “)” en ese orden.

Al aplicar este operador a una palabra formada con 2 simbolos x, y € M , se obtiene
un polinomio con coeficientes ¢’} sobre todas las palabras formadas con 2 simbolos de M.
Ejemplo 3—1

SiM={a,b},ya/;=2,a=-1,as =0, a., =5 entonces

(ab)-T=aljaa+ aljab+oliba+albb =2aa— ab +0ba + 5hb = 2aa— ab + 5bb.

LLa manera de definir un operador 7 es darle valores a cada una de lasa /! .

Definimos ahora el operador 7, el cual se aplica a una palabra P = ajaza3...am, con
a,e M . El resultado de la aplicacion de 7, sobre la palabra P es la concatenacion de los
primeros i-1 simbolos de P con (aa,,)-T y con los ultimos simbolos de P a partir del
(i+2)-ésimo.

a,a,ay---a, T, =aa,a,---a, (aa, ) 1a,.a, ;- --—-a

(e s m*

Dado que (aa
siguiente polinomio

-T) es un polinomio, aplicamos la ley distributiva obteniéndose el

i+1

rq
z aal a,, a\ayay -+ a; 1, pqa; 0,34,
pPoEM

La aplicacion de 7, sobre un polinomio es la suma de las aplicaciones de 7, a cada

término del polinomio.

Py _ Py
( 2 au. rJ‘_Ia]aEa:’; ai'—lpqal'+2ai+3 am’)rk " E (anl e, {f|0303 ai—lpqai+?ai+3 am)r.i J
poEM poEM

La aplicacion de una 7, sobre un término con coeficiente es el producto del

coeficiente por Ja aplicacion de 7, en la palabra del término.



P =’ "
(0, @aay---a;, , pqa; ,a,,, afn)‘fk"aqu“,(a1az("3 a,,pq4a,,0,5°--a,)T,

Con estas propiedades del operador 7, es posible calcular cualquier composicion de
7, ’s sobre cualquier polinomio.
Ejemplo 3—2:

Con el operador 7 definido con:

ax a o at] [4 0 01

o, 05:’2 ai: aj’i | 2 -1 0 5

! af af aL| |0 2 1 0

oy ey oty o] -1 0 01
calcular:

(aabb-1,7,7,) =(((aabb)-1,)-7,) T,

= ((a(ab)-tb)-7,) -7, = ((a(2aa—ab+ 5bb)b)-1,)- 1,

= ((2aaab— aabb + Sabbb) 1,) T,

= (2(aaab)-t, — (aabb)-t,+ S5(abbb)-1,) 7,

= (2(aa)-tab— (aa)-Thb+ 5(ab)-Thb)-,

= (2(4aa+bb)ab —(4aa + bb)bb + 5(2aa —ab + 5bb)bb)- T,

= (8aaab+ 2bbab — 4aabb— bbbb +10aabb— 5abbb + 25bbbb)- 1,

= 8(aaab)- 1, + 2(bbab)- T, — 4(aabb ) T, —(bbbb)- 1, + 10(aabb)- T,
—5(abbb)- T, + 25(bbbb)- 1,

= 8aa(ab)- T+ 2bb(ab)- T — 4aa(bb)- T — bb(bb)- T+ 10aa(bb)- T

—Sab(bb)- T+ 25bb(bb) - T

= 8aa(2aa — ab+ Sbb)+ 2bb(2aa — ab+ 5bb)— 4aa(—aa + bb)— bb(—aa + bb)
+10aa(—aa + bb) — Sab(-aa + bb)+ 25bb(—aa + bb)

= 16aaaa — 8aaab +40aabb+ 4bbaa —2bbab +10bbbb+ 4aaaa — 4aabb +bbaa — bbbb

~10aaaa +10aabb + Sabaa — Sabbb — 25bbaa + 25bbbb
= 10aaaa — 8aaab + 46aabb — 20bbaa —2bbab +34bbbhb + Sabaa — S5abbb

Se cumple la relacion de trenza para el operador T cuando
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s Soluciones de 1z ecuscion de Yiane- Baxter

Ecuacion 3—1 LG =4L0T,

que llamaremos la forma invariante de la ecuacion de Yang-Baxter. [R 1].

3.2 Forma coordenada.

La forma coordenada de la ecuacion de Yang-Baxter describe las condiciones que
ir s Pq 10
deben cumplir las ¢!’ para que la relacion de trenza se cumpla.

En el apéndice 11.3 se puede ver como se deduce ésta forma de la ecuacion de Yang-
Baxter que son las

o/ e T pq - ur wm
Ecuaciones 3—2 Z as vaq napr - Z av nas par q
p.q.reM p.g,reM

la cual descnibe un sistema de ecuaciones donde cada ecuacion se forma dandole valores a
las vanables m, n, s, u, v. w € M.

; : : ; : 3
Si M tiene n elementos, entonces el sistema tiene n°® ecuaciones cada una con n

términos de cada lado de la igualdad con 3 factores cada uno y en total tiene n* incognitas
que son lasa”?.

El conjunto de las '} tiene las propiedades de un tensor-(2,2). Ver apéndice 11.1.
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Capitulo 4 Algebras.

4.1 Algebras Libres.

Definimos el Producto Tensorial o Producto de Kroneker entre dos espacios lineales
Viy Vi como el espacio cuya base es el conjunto de todas las palabras formadas mediante
la concatenacion de un elemento de la base de V; y un elemento de la base de V> en ese
orden y lo denotamos como

V,®V,.
Sea V un espacio lineal, denotamos como V ®V al espacio cuya base es el conjunto
de todas las palabras de longitud 2 que se pueden formar con los elementos de la base de V.

St denotamos la union de dos espacios con el simbolo de la suma, el espacio
V+V®V es el espacio cuya base es el conjunto de todas las palabras de longitud 1 y 2 que
se pueden formar con los elementos de la base de V.

Denotaremos como V®"al espacio cuya base es el conjunto de todas las palabras de
longitud n que se pueden formar con los elementos de la base de V.

Definimos el Espacio Tensorial de un espacio V' como el espacio cuya base es el

conjunto de todas las palabras de cualquier longitud que se pueden formar con los
elementos de la base de V' y lo denotamos como

T(V):it/@*}

Un Algebra Tensorial o Algebra Libre se construye sobre un espacio tensorial con la
operacion de concatenacion - y se denota

(T("),").

Cuando V es un espacio cuya base es el conjunto {x, y} al Algebra Libre anterior se
le llama Algebra Libre de 2 variables 6 Algebra Tensorial del espacio de dimension 2 6
Algebra de los polinomios no conmutativos de 2 variables y se denota como

k (x,_v)

4.2 Algebras Shufflé.

Las algebras Shufflé reciben su nombre de la palabra francesa Shufflé o de la inglesa
Shuffle que significan “Mezcla”. Entonces el algebra Shufflé sirve para calcular mezclas;
solamente que en cierta manera particular que se describe a continuacion.

Cuando por ejemplo, barajamos un juego de cartas, primero partimos el juego en dos
montones y procedemos a “mezclarlas” quedando un solo monton. Este monton es una
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mezcla de los dos montones, entonces podemos decir que la operacion de mezclar es una
operacion binaria aplicada a dos montones de cartas.

Notese que, al mezclar los dos montones, las cartas de un montén quedan intercaladas
entre las del otro monton pero el orden de las cartas de cada uno de los montones no se
altera. En otras palabras, si dos cartas en un monton estan en cierto orden, entonces después
de mezclar la carta que estaba primero sigue estando primero que la otra aunque
posiblemente con otras cartas entre ellas (que provienen del otro montén).

) Supongamos ahora que originalmente la baraja esta ordenada por palo y por numero y
que al partirla en dos montones lo hacemos exactamente por la mitad. Tenemos entonces
que cada montén tiene todas las cartas de dos de los palos de la baraja ordenadas del as
hasta el rey.

- Si efectuamos una mezcla “perfecta” tendriamos un par de ases seguido de un par de
2’es seguido de un par de 3’es etcétera con los palos de cada par ordenados siempre en la
misma manera. Existen solamente 2 posibles mezclas “perfectas™ una que empieza con la
primera carta del monton de la mano izquierda y la que empieza con la primera carta del
monton de la mano derecha.

Si la mezcla no es perfecta, el montén obtenido tiene un orden distinto. ;De cuantas
maneras distintas se puede efectuar una mezcla? La respuesta es 495918,532.948,104.
iCasi 500 billones! La manera de calcular lo anterior es considerar que cada carta de uno de
los montones ocupard un “lugar” en el monton resultante. Asi, se deberan clegir 26
posiciones del monton resultante para colocar las cartas de un monton y el resto de las
posiciones seran para las cartas del otro monton. Debemos entonces calcular el nimero de
combinaciones de 26 objetos tomados de un conjunto de 52.

52 52!
- —495918,532,948,104
26 | 261(52-26)!

Supongamos ahora que el corte de la baraja no se hizo exactamente por la mitad. En
un monton tenemos k cartas y en el otro 52-k cartas. El numero de posibles mezclas estaria
dado por:

52 B 52 & 521
k| \52—k | ku52-k)

Para k = 1 obtenemos 52, lo cual es obvio; para k = 2 son 1326.

El algebra de mezclas o Algebra Shufflé (Clasica) sirve para calcular todas las
mezclas posibles de dos conjuntos cuyos elementos guardan un orden especifico. Es decrr,
define una operacion binaria que se aplica a 2 listas cuyo resultado es la suma de todas las
posibles mezclas de los elementos de dichas listas sin que se pierda el orden de los
elementos dentro de ellas.
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4.2.1  Algebra Shufflé Clasica.

Decimos que una permutacion 7 es una “permutacion (k, I)-Shufflé > si, al ser
aplicada sobre una lista L de k& + [ elementos, los primeros 4 elementos de L conservan el
mismo orden entre ellos y los ltimos / elementos también.

]

En otras palabras: Una permutacion 7 es una “permutacion (k, [)-Shufflé ™ si, para
cada 1<i <j <k +l esciertoque 1<i <k <j <k + o bien 7(i) <m(j). Es decir, cuando
1<i<j <k ok<i<j <k H sedebe cumplir (i) < 7m(j). -

Ejemplo 4—1:
1 2 3 45 . )
35 1 2 4 es una permutacion (2,3)-Shufflé, ya que, m(i)<m(/)_se cumple

cuando 1<i <j <2 ytambién cuando 2 <i <j <5.
Si aplicamos esta permutacion a una lista de 5 elementos:

1 2 3 45

[abcde]
351 2 4

]=[cdaeb]

observamos que los primeros 2 elementos ab conservan el mismo orden y los ultimos 3
cde también.

Definimos el producto Shufflé © de dos listas L) y L> [R 15] cuyas longitudes son k

y [ respectivamente como la sumatoria de las aplicaciones de todas las permutaciones k, /)-
Shufflé de k + / elementos sobre la concatenacion de las listas Ly vy L».

Ecuacion 4—1 LoL= Y LiL-xn

me Sk

donde S(k, H es el conjunto formado por todas las permutaciones &, /)-Shufflé de k& + [
elementos y L;L; es la concatenacion de las listas L; y L» cuyas longitudes son k y /
respectivamente.

Ejemplo 4—2:
abQcd = z abed -1

meS(2.2)

donde §(2,2) es el conjunto formado por las siguientes permutaciones:

[1234](1234}(1234}{1234)[1234)(1234}
1 23 411 3 2 411 4 2 3123 1 4)12 4 1 3)|13 4 1 2
el cual puede expresarse como:

id, (23),(243),(123),(1243),(13)24)

=1id, 12, 123, 121, 213, 1211315,

entonces podemos escribir:

abGecd =
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= (abed )-id +(abed) -t, +(abed)-1,t, + (abed )- t,t, + (abed ) - .1t + (abed )- 1ttt
= abed + acbd+ acdb+ cabd+ cadb+ cdab

Definiremos el producto Shufflé de un polinomio con una palabra mediante la ley
distributiva:

Q. r)OG=2(p,09)
y el producto Shufflé de un polinomio con otro polinomio como:

(PO 49)=2(P,Og).

Definimos el Algebra Shufflé Cldsica como un espacio tensorial T(}) sobre un
espacio lineal ¥ con la operacion de producto Shufflé

(T(),0).

TEOREMA 8.- El Algebra Shufflé Cldsica es conmutativa y asociativa.

Es claro que, al barajar cartas, da lo mismo tener inicialmente cualquier monton de
cartas en cualquier mano, la izquierda o la derecha. Los resultados son siempre mezclas de
cartas tomadas de ambos montones sin que se pierda el orden entre si de las cartas de cada
monton,

XoY=Y0 X.

También deberia ser claro que, si se parte la baraja en tres montones de cartas y se
hace una mezcla con dos de ellos y luego el montén resultante se mezcla con el tercero, se
obtendrian las mismas mezclas que si se tomara inicialmente otros montones cualesquiera,

(XOY)OZ=XO(YOZ)=(XO 2OY.
Definimos ahora el operador

Shuffle,, (W)=(ww,...w, Ow w W

m+l " m+n)l’vmm+l HET

donde k es la longitud de la palabra W = w,w,---w,, w; son elementos de la base de V,
m+n<k 'y 0<m,n<k. Con esto podemos definir una Hrmula recursiva para calcular un
Shufflé con las

X OY = Shuffle, (XY),

Shuffle, (W)=W,
Ecuaciones 4—2 Shuffle, (W)= W,

it n-l
Shuffle, (W)= Shuffle, , ,(W)+ Shuffle, , (W - l—[ 1)

i=m

donde m y n son las longitudes de las palabras X'y Y respectivamente.
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Ejemplo 4—3:
Calcular

ab ©cd = Shuffle, ,(abed)

= Shuffle, ,(abcd )+ Shuffle, , (abed t )

= Shuffle, ,(abed)+ Shuffle, ,(abed - 1,)

+Shuffle, , (abed - 1,1, )+ Shuffle, , (abed -ttt 1))

= abcd + Shuffle, ,(abcd -t,) + Shuffle, (abed - t,t,)

+Shuffle, ,(abcd - t,t,) + Shuffle, (abcd - t,t,t,)+ abed - 1,1 2 t,
=abcd + abed -t, +abed - 1,t, +abed -t + abed - 1,1, +abed -1t t,

= abed + achd+ cabd+ acdb+ cadb+ cdab

que es el mismo resultado que se obtuvo en el Ejemplo 4—2:

4.2.2  Algebras Shufflé Cuanticas.

Hay una pequena gran diferencia entre el Algebra Shufflé Clasica y las Algebras
Shufflé Cuanticas.

En el Algebra Shuffi¢ Clasica definimos el operador © como:

LOL,= z (L,L,)r = Shuffle, ,(L,L,)
neS(k.1)
donde S(k, ) es el conjunto formado por todas las permutaciones &, )-Shufflé de k& + |/

elementos y L;L; es la concatenacion de las listas L; y L, cuyas longitudes son k y /
respectivamente.

Si usamos la definicion recursiva del Shufflé Clasico y reemplazamos cada ¢ de dicha
definicion por la correspondientez, (la cual se define como en el capitulo 3.1), obtenemos
un Algebra Shufflé Cuantica.

Un ejemplo de un Shufflé Cuantico:
Ejemplo 4—4:

Dado un operador 7 definido con un tensor-(2,2) o7 con

o, ai, o an | [1 2 0 0
oF wp ey ol }2 =1 05
af ot ot ol |-l 4 —4 00
oy @, o o] |0 =1 0 2
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calcularemos:
ab ©a = Shuffle, (aba) = Shuffle, ,(aba) + Shuffle, (aba -1,)
= aba + Shuffle, ,(aba -1,) + Shuffle, (aba-T,T,)
=aba+ aba -1, + aba - 1,7,
= aba +a(—aa + 4ab —4ba)+ a(—aa + 4ab - 4ba)rt,
= aba — aaa + 4aab - 4aba + (—aaa + 4aab - 4aba)r,
= aba— aaa + 4aab - 4aba — aaa - T, + 4aab -1, — 4aba -7,
= aba - aaa + 4aab — 4aba — (aa + 2ab)a + 4(aa + 2ab)b — 4(2aa - ab + Sbb)a

= aba — aaa + 4aab — 4aba — aaa — 2aba + daab + 8abb — &aaa + daba — 20bba
=—aba—10aaa+8aab+8abb—20bba

4.3 Algebras Simétricas Cuanticas.

4.3.1  Algebra Simétrica Cuantica de un tensor-(2,2).

Un Algebra Simétrica Cuantica es una subalgebra del Algebra Shufflé Cuantica.

Los elementos de un Algebra Simétrica Cuantica son los elementos de la base M del
espacio V' y todos aquellos elementos que pueden ser generados mediante productos Shufflé
Cuanticos entre los elementos de esta Algebra.

Por ejemplo, los generadores de un Algebra Simétrica Cuantica pueden ser las
palabras: {a} y {b}. Dado un operador t definido mediante un tensor-(2,2) como en el
capitulo 3.1 y su correspondiente Algebra Shufflé Cuantica podemos obtener otro elemento
del Algebra mediante a©a, a®b, bOa 6 bOb. Otros elementos pueden obtenerse
mediante el Shufflé del nuevo elemento encontrado con cualquier otro.

Existen Algebras Simétricas Cuanticas de dimension infinita y también de dimensién
finita.

Normalmente el conjunto de los elementos del Algebra Simétrica Cuantica asociada a
un Algebra Shufflé Cuéantica son un subconjunto de los elementos de esta ultima. Cuando

mas, un Algebra Simétrica Cuantica podria tener los mismos elementos que el Algebra
Shufflé Cuantica asociada.

4.3.2  YBEyla asociatividad de las Algebras Shufflé y Simétrica
Cuanticas.

Un Algebra Shufflé Cudntica no es necesariamente conmutativa ni asociativa como
puede verse en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4—35:
Dado un operador 7 definido con un tensor a”? con

aa

b b
aab-_—z,a:bz—l,au: =O‘abb:5

ub
o ==1, 0, =4, a}, =~4, 05, =0
calcularemos:
a Ob = Shuffle,, (ab) = Shuffle, , (ab)+ Shuffle,  (ab-1,)
=ab+ ab- 1, =ab+ 2aa—ab + 5bb
= 2aa+ 5bb
ahora:
b © a = Shuffle,, (ba) = Shuffle, ,(ba)+ Shuffle, , (ba-t,)
= ba+ ba- 1, =ba —aa+4ab-4ba
=—aa+4ab—3ba
que claramente no son iguales. Similarmente podemos comprobar que
(aOb)Oa#aO(bOa).

Sin embargo existen Algebras Shufflé Cuéanticas que si son conmutativas y/o
asociativas. En el apéndice 11.3 se pueden ver las condiciones necesarias y suficientes para
que un Algebra Shufflé Cuantica sea conmutativa o asociativa. También se dermuestra en el
mismo apéndice que las condiciones necesarias para la asociatividad son las mismas que
las de la relacion de trenza del operador T usado.

TEOREMA 9 Un Algebra Shufflé Cudntica es asociativa si, y sélo si, el operador T que Ja define cumple con
la relacion de trenza.

Prueba:

Sean u, v, y w cualesquiera palabras de longitud 1. Tenemos que
@OV)Ow=wv+v)T,)Ow=uvO w+ uv)T, Ow=

= (uvw)+ (uvw)t, + (uvw)7,T, + (uv)7, © w=

= (uvw)(id+ 1, + 7,1 )+ (uv)T, Ow

= (uvw)(id + T, + 7,7, )+ (uvw)t, (id + T, +1,T,)

= (uvw)(id + T, + 7,7, )+ (uvw)(T, + 7,7, + T,7,7,)

= (wvw)(id+1,+ 7,7, + 7, + 1,7, + 1,1, T,)

y por otro lado
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U@ (vo w=uld (vwt (vw)r, )= uO vw+ u© (Vw7

= (uvw)+ (uvw)T, + (uvw)T,7, + u O (VW)T,

= (uvw)(id+1,+ 1,7,)+ u O (vw)T,

= (uvw)(id + 1, + T,7,)+ (uww)T, (id + T, + TT,)

= (wvw)(id + 7,4+ T,7,) + (uvw)(T, + 7,7, + T,1 T,)

= (www)id+ 1, + 1,7, + T, + 7,7, + T,T,T;)
que acomodando términos y comparando los dos resultados se ve que, cuando ambos son
equivalentes, se debe cumplir la relacion de trenza para el operadprr. No es necesaria la
prueba para palabras de longitud diferente de 1 ya que en toda Algebra Shufflé Cuéantica

asociativa estan presentes las palabras de longitud 1 y por lo tanto es necesaria la condicion
ya probada para estas palabras.

Ahora solo falta probar que cuando el operador 7 cumple la relacion de trenza
entonces el Algebra Shufflé Cuantica es asociativa.

Denotaremos

[a;b]:rb—lfb—z w5 HT. > Y

vah-1

[a:b) =4, 8, ,-.1,= l_[ .

v=h-t

Esta 1ltima expresion se interpreta como la permutacion que “mueve” hacia la
posicion a al elemento en la posicion b siendo a <brecorriendo una posicion hacia
adelante a los elementos ubicados en las posiciones a hasta la b-1. En el caso cuando a = b
se tiene la permutacién identidad.

Denotaremos también como S(k,/,m) al conjunto de permutaciones que dejan sin
cambio a las primeras k posiciones y hacen un Shufflé entre las siguientes / y m posiciones.

LEMA 1:Sia <b< ¢ <d entonces| a;b)[c;d] = [ c;d ][ a;b).

Debido a la linealidad del operador 7, se tiene que cuando |i— j|>l entonces

TT =TT1T..
iy R

Todas las 7,’s que intervienen en [a;b] y las 7,’s que intervienen en [e:d]

cumplen con 'z’ -] | >1, entonces se puede conmutar toda 7, con toda 7, .

LEMA 2: Sia<c <b <d entonces| a:b)[c;d | = [b+ L;d ][ & b][c;b+1].
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En este caso solamente algunas de las 7,’s que intervienen en [a;b] conmutan con

algunas de las 7,’s que intervienen en [c;d].
Tenemos entonces que

[a;b][C;d] S bW (WML o S T o & N O, . Ay
=05 iT53 7 T L i T i i il i T,

= (fd-zzd-z Ty )T.‘:—IT.‘)—J_ T Ty T Ty T
=[b+1;d]|a b][c; b+1]

que es lo que queriamos demostrar.

LEMA3:Sic<a<b<d y T cumple larelacion de trenza entonces| a; b [ c;d | = c;d ][ a+ b+ 1]

Desarrollando

[a;b][C;d] = (Tt Tpr L) i Tz Ty =TT T, )

=Ty qlpa" -Tu( TpaTya -TbeI)TbTb—l T T T

= (Td—|Td—2 =T )r.‘n—grh—z S e T T

4
=l T G T (0, )0y T, Ty T,
= (TyaTiz T )T (T) Tpa Ty s T, Ty T T 0 T

= (T T Vo B TpesTos * Ty Vo T Ty T,

-

u - a-l c

PR PO AN [ /R S O o A A ML L g L ¢

=i T Vo G 2T T3 T2 Ta B T T2 T T ® T

U+l Tt Tu el Ta a1 «

= (Tl T ) B T2 Ti Tos G2 Toa oy " Ty Ty 2 (1T,

u+l uarl

T )07

¢

= (Td-|TJ—2 ”'Thal)fh—l [T PR PR L T S L e (7,47, T, |)Tu—'| wel

a+ Ta T c

= (Td Ay Ty )Tb—l T2l Ty 3Ty Tpa s " Tus (T TunaTun )Turmra-l .

a+l ¢

o Y 3 P 5

a+2 a+l a “utl {4

=TTy o ) T T2 Tom1 T3 o Tt Tpoa " Ty 02 T3 (T, 0T,

= (Td 4T T )T‘.’Th BTN P AL PR JREY AR SV SNEY S Y SN SN SN LS L

a+2 a3 Ta+l Ta+2 Te Va1 (&

= (TJ—ITJ—E T )T.{:Th—! (Tb )T.‘a—?(rb- |)rb~ T (Tm 3 )r.n- | (Tu+2 )Ta (Tm 1 )Tu-l g
= (qurd-z =me i )TbTb—l Ty Tp3 T Tyl il (ThTh—IT.h—E IR Y SEY SN )Tu s

a3 Tu+? 4

S o P RN PO (R I Y T Y

a+2a +l

(R

a+lTa Ta-l

T, T, T (TbTb-ITh-,’ Tl T Ty )

a+3 “a+?

= (Td AT T TG T T T 5T,

3 ceeT
=[c;d][a+l;b+ I]

u+2

"T‘-)(T;,I},-lfr.-z"'7"+4T T T.,u)

u+3 Ta+?
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LEMA 4:Si e S(k,1,m) setiene que
(i) =Ll <i<k,
k<mk+D<m(k+2)<...<m(k+D)< k+1+m,
k<mk+l+D)<mk+l+2)<...<mk+l+m)<k+ [+ m
y también que

&+l +m
w=[mk+l+ 1k 1+ 1] [k +14+2)k +1+2] w1 +m) k+1+m] = [T [7(2):4]

I
A=k+ Iv 1

Es decir, que la permutacion 7 no modifica las primeras k posiciones, envia las
siguientes / posiciones hacia posiciones que van desde k + 1 hasta k + / + m sin que pierdan
el orden entre ellas y envia las siguientes m posiciones hacia posiciones que van desde k + |
hasta k + [ + m sin que pierdan el orden entre ellas.

El LEMA 4 indica también como puede expresarse una permutacion m € S(k,/,m) en
términos del operador 1.

LEMA 5: Sean u, v, w palabras de longitudes k. |, m respectivamente, se tiene que

(uOv)Ow:(uvw)[ Z 1_[ [El(l);A]I z l_[m[ﬁ:,(ﬂ.);l]]

me S(0ET) A=0+k +1 e S0k m A=l ks I+ 1
O+k +1 O4k+l+m
=@w| Y Y ] [n@xa] I] [z,A)A]
mES(0.kT) S04+ ) A=0+k +1 A=0+k+ I+1
y también que

uO(va)z(uvw)[ z l_[m [Es(l);l]I z r—[m[m(l);l]]

mae Stk ) A=k I+ mae S0 kT +m) A=0+k+1

& (uvw)[ D > H [7,(1);1] *ﬁm[Jr_,(ﬂ.);l]].

myeSkd m) e S0k b A=k+l+1 A=0+k +1

El LEMA 5 indica como pueden expresarse en términos de 7 los posibles Shufflés
entre tres palabras u, v y w en ese orden. Estas expresiones se obtienen a partir de la
definicion del producto Shufflé en la seccion 4.2.2 pero usando la notacion descrita en ésta
seccion.

Debemos probar que, siempre que el operador 7 cumpla con la relacion de trenza, las
dos expresiones dadas en el LEMA S son equivalentes, es decir que:
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Oreda

O+ k+! O+k+ [+ m
23 T o T ]
mEe SI0.kS ) mae SOk ) A=0+k+] A=Or kt M1

k+l+m O+k+l+m
[Z 2, H[ﬂj(l);lll'[[m(fl)ﬂ]]
mae Stk mymge SO0k, Hom) A=k+ [+]) A=04+k+1

El nimero de términos en el lado izquierdo de la Ecuacion 4—3 esta dado por

k+lYk+l+m) (k+D'(k+1+m)!  (k+1+m)!
/ KUV (k+D'm! k'Um!

Ecuacion 4—3

m

y en el lado derecho por

(1+mIk+z+m]:(f+m)1(k +l4+m)! _ (k+1+m)! .

I+m Imt kNl+m)! kUim!

m

que es el mismo.

Entonces solo basta con encontrar, para cada término 7 del lado izquierdo, un término
T’ equivalente del lado derecho.

Un témmino 7T se determina mediante una de las permutaciones 7, € S(0,k /) y una de
las permutaciones m,€ S(0,k+/,m). Debemos encontrar un par de permutaciones
me S(k,l,m) y n, e §(0,k, 1+ m) tales que

O+k+l O+k+ [+m k+i+m O+ks I+ m
Ecuacion 4—4 ] [x,(A:A] ] [7,A:A]= T [m 4] [T [7,2)A]
A=0+k +1 A=0+kal4l A=k+1+1 A=0+k+

Usaremos el principio de Induccion Matematica sobre el parametro m como método
para encontrar dichas permutaciones.

Base de la Induccion: Cuando m = 0 el segundo factor del lado izquierdo de la
Ecuacion 4-—4 no existe. Lo mismo sucede con el primer factor del lado derecho quedando

O+ k+f O+k+/

IT [z :a]= [ [#,)% 2]

A=0+k+1 A=0+k +1
donde m, e S(0,k/) y n,e S(0,k 1), que provienen del mismo conjunto, entonces siempre
podemos encontrar una permutacion 7, que cumpla con lo requerido.

Suposicién Inductiva: Cuando m < n, para cada par de permutaciones m,€ S(0,% /)
y 7,€ S(0,k+/,m) existe un par de permutaciones m,€ S(k,I,m) y m,€ S(0,k,I+m)
tales que la Ecuacion 4—4 se cumple.

El paso Inductivo: A partir de dos permutaciones cualesquiera m, € S(0,k17) y
m,e S(0,k+1,n—=1) construimos, mediante la suposicion inductiva, el par de

permutaciones 7, € S(k,l,n—1)y m, € S(0,k,/+n-1).

Hasta aqui tenemos, por el LEMA 4, que las secuencias

30



vinadises Computacional de las Soluciones de iy ecuacion de Yang-Baxer

O<m(k+)<mhk+2)<...<m (hk+ 1)< k+1,
O<m(k+i+)<m(k+l+2)<...<m,(k+]+n - k+1+n-1

¥
k<myk+l1+D)<mk+1+2)<...<m,(k+]+n =)< k+1+n-1

O<m(k+)<mk+2)<...<my(k+! +n -1)<k+1+n-1
descnben las permutaciones 7, r,, 7, T, respectivamente.

Para m = n construiremos las permutaciones 7, '€ S(k,l.n) y m,'e S(0,k,[+n) a
partir de las encontradas mediante la suposicion inductiva. Con m = n estamos agregando
una letra al final de la palabra wy m,(k+/+n) es la posicion que va a tener esa letra en el
término 7.

Modificaremos las secuencias dadas arriba para 7, y 7, para obtener secuencias que

describan permutaciones 1,'e S(k,/,n) y m,'e §(0,k,/+n) y que ademas se cumpla la
Ecuacién 4—4 de la siguiente manera:

Cuando 7,(k+I/+n)=k+I[+n tenemos que, para ese término, la Ultima letra de la
palabra w queda en ese mismo lugar. Entonces basta con que las permutaciones 'y =’

hagan lo mismo con esa letra para que se cumpla la Ecuacion 4—4, es decir, que las
secuencias que describiriana 7z,' y &, ' serian:

k<myk+l+D)<myk+1+2)<..<myk+l+n=D)<m,"(k+l+n)=k+I+n,
O<m(k+)<mk+2)<...<m,k+l +n -D)<m(k+1+n)=k+l+n

que son las mismas secuencias obtenidas mediante la suposicion inductiva pero agregando
al final un elemento igual a k + / + n. En otras palabras hacemos que

m()=m(i),para k+Il<i<k+l+nym ' (k+l+n)=k+I+n;

n,(()=m,().para k<i<k+Il+nymn,/ (k+l+n)=k+Il+n;

Cuando 7, (k +/+n) < k + 1+ n debemos hacer que:
) \(w (k+1+n)=m,(k+[]+n).

En la secuencia de la suposicion inductiva que describe a 7,, insertamos el numero

7T,(k+1+n) enlaposicion g =, (k+/+ n) de tal manera que se cumpla:
O<myk+l) <..<ml(g-D<mk+l+m<m(q)<...<mk+l+n-1)<k+l+n

Como no puede haber dos elementos iguales, sumamos uno a cada elemento posterior
al recién insertado quedando:
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O<m(k+D)<..<m(g-D)<mk+l+n)<m(q)+l<..<m(k+l+n-1)+1<k+[+n
es decir, que para i<gq, n,(i)=m,0); n,(q)=n,(k+l+n); y para i>gqg
r,(()=m,(i-1D+].

La secuencia para 7, " seria simplemente

k<myk+l+)<m k+l+2)<..<m,k+]+n-D)<m,(k+l+n)<k+l+n
es decir, que 7, ‘(i) =m,(i) para k+I<i<k+l+n,y m,'(k+l+n)=gq.

Queda asi demostrado que siempre es posible construir permutaciones ;'€ S(k,/,n)
y m,'€ S(0,k,/+n) que satisfagan la Ecuacion 4—4 a partir de dos permutaciones
n,e Stk,I,n=1)y m,e S(0,k,/+n-1) que ya satisfacen la misma ecuacion.

4.4 Algebras de Hopf.

Definimos una Codlgebra como un espacio lineal C con un mapa lineal
A:C—>C®C
llamado copreducto.
Ejemplo 4—6:
Consideramos n” elementos denominados 7.’ como variables formales. En el espacio

de dimension n” generado por las 7./ se puede definir el coproducto siguiente

AT)=3 Tl eT! .
k

Cuando n = 2 tenemos

AT)=T'®T'+L'®T,

A)=T'®T,+T,®T;,

AT =T ®T, +T,®T}},

AT))=T, ®T, +T,'®T;’
Ejemplo 4—7:

Si 7,7 =0 tenemos solo 3 elementos 7;',7,',7,” entonces



AL)=T, ®T,

AT)=T'®T,)+T,)®T;,

A7) =0,

AT =T, ®T,.
Ejemplo 4—8:

Si T,;> =T, =0 tenemos que

A(?;I): Tll ®T,1,
A(T)=0,
A1) =0,

ATH=T; ®T;.

Sea G un grupo (por ejemplo el de permutaciones con n! elementos). Consideramos

el espacio lineal kG generado por G como base, es decir, los elementos del espacio AG
tienen la forma

Yeag.

el

Los productos en el Algebra de Grupo kG son de la forma

[zagg z@h}zaﬂhgm
£ h gh

Si definimos el coproducto de g como
Alg)=g ®g
en el Algebra de Grupo, y se cumple

A(Qe.8)=208®8,

entonces £G va a tener la estructura de una Coalgebra.
Un elemento g de cualquier coalgebra se dice que es de tipe grupo si
Alg)=g ®g -
Vemos entonces que la Coalgebra kG esta generada por elementos de tipo grupo.
Enel Ejemplo 4—7:yen el Ejemplo 4—38: T;'y 7, son de tipo grupo.
Un elemento « en una Codlgebra se llama primitivo si tiene la propiedad
Aa)=g®a+a®h

donde g y & son de tipo grupo.
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En el Ejemplo 4—7: 7, es primitivo.

selell

donde

Definimos ahora la counidad en una Coalgebra:
Al mapa
£:C—k

ama counidad en una Codlgebra si para cualquier elemento ¢ se cumple

c= ZC“‘E((‘Q]): ZS((,‘“')CQ’

Ae)= ZC'“ ®c?.

Para definir una counidad en el Ejemplo 4—6: vemos que ésta debe cumplir con
T =T e () + T e(T)

I' =&)L +e()r?

lo cual se logra solo si

e(T)=1,

(1) =0,

e(T))=0

También deberia cumplir con
T =T, e(T})+ T e(T?)

I, =T, +eM)T;

de donde concluimos que
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eT)=1,
(') =0,
e(7;)=0,
gl =1

Con este mapa se verifica facilmente que también se cumplen

I =T, e(T;')+T €(T}’)

I =e(T)T +e(T)T}?

T2 =T 6(T}) T, e (T;’)

T =e()T +e@)T)

En general se cumple siempre que, si g es de tipo grupo y diferente de cero, entonces

A(g)=g ®g vy entonces
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g =¢&(g)g por lo tanto
£(g)=1

y si @ es primitivo entonces
Ala)=g®a+a®h y por lo tanto
a=&(g)-a+ée(a)-h de donde
0=¢g(a)-h y por lo tanto
£(a)=0.
Una Codlgebra es Coasociativa si
A(ld ®A)=AA® id)

es decir que

C—5CRC—2 5CR(CRC)= C—2>CRC— 5(C®C)®C

o también equivalentemente

1 2llr 213:
> @ @M =
I[ir Il!l 2
E:CH @C“ ®C{'=
E: 1 2 3
C{]®C{ }®C“.

Una Subcodlgebra es una Codlgebra cuyos elementos forman parte de otra
Coalgebra.

Una Codlgebra minima es una Coalgebra que no tiene Subcoalgebras.

Una Codlgebra de dimension finita es una Coalgebra C cuyo espacio C tiene
dimension finita.

Una Codlgebra Puntada es una Coalgebra en la que todas sus Subcodlgebras
minimas son de dimension |.
Ejemplo 4—9:

Definimos el coproducto en el Algebra Shufflé como

Au)= z v w

donde u, v y w son palabras y vw es la concatenacion de v con w.
Definimos la counidad como
g)=1
gu)=0

donde @ es la palabra vacia y u es cualquier otra palabra.

Esta codlgebra tiene las siguientes propiedades:

35



foree Cervantes Oieda

e Es coasociativa.
¢ Es puntada.
¢ Launica Subcodlgebra minima es la que se genera con la palabra vacia.
Una Bidlgebra es un algebra y una coalgebra tales que cumplen con:
A(ab)= A(a)-A(b)
€(ab) =e(a)e(b)
donde
(a®b) {c &) =ac ®bd
pero si en lugar de lo anterior se tiene que
(a®b)-(c ®d) = ar(b®c)d
entonces es Bidlgebra Trenzada.

Una Antipoda es un mapa

S:4— 4

que cumple
£(a)-1= Za“’ -S@?')= ZS(a“')-a‘z’,
A@)=) a" ®a".

Un Algebra de Hopf es una Bialgebra con Antipoda.
De acuerdo con Oziewicz 1995 [R 16] si T cumple con la relacion de trenza entonces
Shuffle. € hom(H ,H),

es decir, que el Shufflé es un homomorfismo entre dos Algebras de Hopf trenzadas.
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Capitulo 5 Calculos Diferenciales No Conmutativos.
5.1 Definicion.

Del Calculo Diferencial “Clasico” sabemos que:
df = aidx + gf—a"y
ox dy

Definimos para los Calculos Diferenciales No Conmutativos de dos variables las
siguientes

9 9
l-fcuaciones 5—1 i =de aj: +dy$f
d(fg)=df -g+[-dg
donde /'y g son funciones cualesquiera.
Definimos ahora las
vedx =dx- A (v) +dv- 4 (v)

Reglas de conmutacion 5—2
vedy =dx- Ay (v)+dy - A (v)

De acuerdo con las Ecuaciones 5—1 tenemos

d()=de 28 g, OB _ 4 oy r g
ox dy

= (dx%+ dy%)v g+f- (dx%+ ({v%g)

it gy +(fd) +(fd)

x—=—-g+d
i Cleg) i ay
que usando las Reglas de conmutacion 5—2:

of df
:d —_— d —
xa.r i yay

:-:fxa—f‘g'+4:3’v-(}£ g+dx- A{f)—+d A(,f) +d A([) +a’ A(f)—
ox dy

" | -
- A.’(f)+dy-A.‘(f))%+ (dx-Ag(f)ﬂiv-A;(f))f

85,

i (i g+ a/(H%E % 40 °)+f (‘;’ + 42(f) g)

g AN

de donde obtenemos las
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r d 1 ! J
a(‘fé): fg-i—A,(f)aﬁ"'Ag([)_g
. ; ox  ox ox dy
Ecuaciones 5—3 W fg) of dg Jg
g = i 3 5 U5 2 [
dy Oy g+ ox H 4D dy

que definen los Célculos Diferenciales No Conmutativos.
Usando
(-v)-dx=u-(v-dx)
y desarrollando ambos lados segiin las Reglas de conmutacion 5—2
dx-A'@w-v)+dy-A'@w-v)=u-(dx- A (vV)+dy- 4 (v))
= (u-dx)- A(v)+(u-dy) 4] (v)
= (dx- A (u) +dy- A} (u))- A (v)+(dx- A (u)+dy- 4 (u)- 4] (v)
=dx- A W) A (V) +dy- A (u) A (v)+dx- ) -A V) +dy- A (w)-A] V)
= dx (4] (u) A/ W) + Ay ) AL (V) +dy (A7 @) A] () + 4, () - 4 (v)
de donde se obtienen las

Alw-vy= A' W) A )+ 4, (u)- 4 (v)
AE(“ 'v) = Aﬁ(”)' A|I(V) + Azz(u) 'Alz(v)

Ecuaciones 5—4

De manera similar, usando
(u-v)-dy=u -(v-dy)
y desarrollando ambos lados segun las Reglas de conmutaciéon 5—2
dx- Ay -v) +dy- A2 -v)=u-(dx- A¥)+dy- 4 (V)
= (u-dx)- Ay(v)+ (u-dy)- A1 (v)
= (dx- Al (u) +dy- 4 W) A (v)+(dx- 4 (u)+dy- 4 W) 4 (v)
=dx- Al (u)- Ay (v) +dy - A’ (u)- A, (v)+dx- Ay (u)-A;(v)+ dy- A (@) 4 (v)
=dx (A () AN() + A (u) - AT (V) +dy (4] @) AL (v) + 47 (4) -4, (v))
de donde se obtienen las
A -v)= Al (u): () + 4 ()47 (v)
A (- v) = AL (1) A5(v) + A4 (1) A3 (v)

Ecuaciones 5—35

Desarrollando xdx ., vdx, xdv y vdv con las Reglas de conmutacion 5—2 se obtiene:
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X = dX'/41I (x)+dy- A,"(.\')
x-dy =dx- A (x)+dy- A, (x)
yodx=dx- A4 (y)+dy- £(y)
yrdy=dx- A(y)+dy- £()

Cuando las 4/ se definen como los operadores lineales dados por las

A (x)=ox +odly

Ecuaciones 5—6 '_'x '_
A ()=ojx +ally
lo anterior se convierte en:

x-dx =dx-(o), x+ o y)+dy- () x + 0 y)

x-dy=dx- (o) x +aly) +dy- (@)  x+,7 y)

y-dx=dx- (o x+a, y) +dy - (02, x+ 05} p)

y-dy=dx- (0, X +C£2'§y) +dy - (0,5 X+ y)

En este caso, cada Calculo Diferencial No Conmutativo se define mediante el tensor-
(2,2) o/l coni, j, k, 1 €{1,2,...,n} donde n es el numero de variables en el Calculo.

Para calcular una derivada parcial en un Calculo Diferencial No Conmutativo se
emplean las Ecuaciones 5—3 seguidas de las Ecuaciones 5—4. y las Ecuaciones 5—5
repetidamente hasta que se puedan aplicar las Ecuaciones 5—6.

Ejemplo 5—1:
Calcular

d. s @ ox , |, ox
Z () =—(xx) =—-x+ A' (x) —+ 4! (x) —
5 )= ) = Al St )

=x+ A4'(x)
=x+0,x+ay
=(+o))x+aly

Ejemplo 5—2:

Calcular

% (x’y)= a% () y+ 4 (< )g—l + Ay (x° )Q

= E ot A+ AN D)+ (4 ) A + A A)
dx Jox dv . .

39



roe (ervantes (jeda

= (x+ 4 () y+ (A4 (x) A(x)+ A (x) 45 (x))

= (x+ayx+0]y)- y+ (@) x +0 y) ey x+ a3 y)+ (ehx + a3 ) ofy x+ o3 y)

11 1 21 1] 1,12 1 22
= (04,0, + 005005 )xx+ (1 + o, + 0,00, + 00,0, )xy

1211 12 21 12 Y L I 12 22
+(04,04, + 04,04, ) yx + (0, +04,04; + 0,504, )yy

o también:

., . & D i B e

— () =— 0+ A4 (X)— () + 4 (x)— ()
X ox dy

ox 0
dy

=xy+4 (ﬂ(%y + 4 (-r)%+ 4, (x)$)+ 4, (*)(%';yﬂff (x)

%+ 4 (x)-gyl)
= xp+ A (x)(y+ Ay(X) + A (x) A(D)

=xy+ (o + oy )y + o x+ o p)+ (@ x + oy N ghx + of3 y)

no 2 Wl 12 022y
= (04,04, +04, 007 )xx + (1 + oy + 04,00, + 00,007 )Xy

12 11 12,21 12 1212 1222
+(04, 04, + 04504, ) yx + (o Toy,00; + 00500, Wy

5.2 Relacion entre Calculos Diferenciales No Conmutativos y las
Algebras Simétricas Cuanticas.

Si definimos un Algebra Simétrica Cuéntica de n generadores y un Célculo
Diferencial No Conmutativo de » variables con un mismo tensor-(2,2) ¢ diremos que
ambos son correspondientes entre si.

Sea F un Algebra Libre yf(x, X, »..,x,)€ F un polinomio homogéneo de grado n

entonces f (X, X, ,...,X, )€ SimQ, es cero en el Algebra Simétrica Cuantica correspondiente

a un Calculo Diferencial No Conmutativo si, y solo si, todas sus derivadas de orden n son
cero en ese Calculo. Es decir,

J"f 0

—TF =0, 100l SH
ox, dx, ...0x,

f(fl r?z v---,f,,)=0 fe=]

Aqui las X, denotan a los mismos elementos x, considerados como elementos del
Algebra Shuffé Cuantica, es decir que, si por ejemplo:

f h("—: 2 ): XXy
entonces

J(x X%)=%X, =x,0x,.
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Ejemplo 5—3:

Dado el siguiente polinomio en un Célculo de una variable

f(x)=Bx’
calcular:
P ST DR S
s/ ()=P3-x'= f-(x-1)= B x+axZD) = flra)x,

§j=ﬁ(1+a).

Entonces f(X,)e SimQ,es cero en si, y solosi, B(1+a)=0.

Notese que, en el ejemplo anterior, & no tiene subindices ni superindices. Esto se
debe a que solo existe una variable en el Calculo asi que la unica relacion que se debe
definir en este Calculo es:

x-dx=0o-dx-x
y, para el Algebra Simétrica Cuantica correspondiente, la relacion:

(e =a-xx

Dos polinomios homogéneos f,, f, € F de grado n son iguales en SimQ, si, y solo
si, todas las derivadas de orden n de la diferencia f, — f, son cero en el Célculo Diferencial
No Conmutativo correspondiente a SimQ, .

Ejemplo 5—4:

Determinar las condiciones necesarias para que f,(x,y)=xy sea igual a

Si(xy)=yx.

Como los polinomios son de grado 2 se deben calcular todas sus segundas derivadas
que son cuatro:

o f 95 9 f o f
X’ 9xdy oydx 0y’

asi, para f3:
ixy a—v+f‘f( ) +A (\)i—v+(a,,r+a! »=ohx+(1+03)y,
ox ox dy
0 ox dy dy
Al (X)=—+ 4; =0 )
an av y + (1)a + “a_v a \+(z

T —;—(tx,,x+(]+ap)|]-
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Pk

Xy i(aux +(1 +a‘2)v} (1 +o:[,)

Bxay' dy
9’ )
avar_ryza—(a BExHa5Y) =k,
d’ d 2
é?«fy ay(alzx""al LV) al-i;
para f>

éa—yr = ) =0 X+, y,

»

a a 21 22
5'”_31 x+ A (y ) +A2(y)——x+(a2.x +051y)= (1+ g )x+ay, y,
d’ d
Bx_zy)‘ = > —(ayx+ayy)=a,,
o e = al
a;x yx=§;((1+a§:)x +allv)=(+ad),

2 a 21 22 22
3 yx = B—y{(l+a2,)x +05,y) =05, .

Entonces para que xy = yx se deben cumplir la relaciones siguientes:
1 I
0y, =0y,
14033 =ai?,
21
o) =1+,
23 23
0, =0,

que llamamos las condiciones de conmutatividad.
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Capitulo 6 Algunas Soluciones de YBE.

En este capitulo se presentan algunas de las soluciones generales de YBE conocidas
hasta ahora y su relacion con las Algebras de Hopf.

Dada una solucion R podemos encontrar otra solucion R " mediante
R'=KQ®Q)R(Q®0)"

siendo & algun escalar, Q una matriz de N XN elementos no singular y N la dimension del
tensor R.

6.1 Soluciones en forma de tensor-(1,1).

Las soluciones en forma de tensor-(1,1) son aquellas en las que las ¢ son
multiplicadas por el operador de Kroneker

0 si m#n
-

1 si m=n

de la siguiente manera:

Ecuaciones 6—1 &l = o8 8,

que tiene la forma de un tensor-(1,1), lo que significa que muchas de las ¢/ se hacen cero,

pero & no es un tensor-(1,1) ya que las Ecuaciones 6—1 no son invariantes bajo cambio
de base.

En estas condiciones YBE en su forma coordenada (Ecuaciones 3—2) se convierte

P o P = E Pq - pr qr
Z &y &gy &, g v %y p
p.q.reM pgeM

la cual, al hacer una rotacion en los nombres de los indices del lado derecho queda como
P4 "4yt P = z Por" Yo P
z aq Pa Ot ai” aq p
p.g.reM rop.EM

que claramente se cumple para cualesquiera valores de las ¢/ . Asi pues, cualquier matriz

@/ define una solucion de YBE por medio de las Ecuaciones 6—1.

6.2 Soluciones en forma de tensor-(1,2).

Las soluciones en forma de tensor-(1.2) son aquellas de la forma



ol 5
ak:“akr £ s

Las Ecuaciones 3—2 quedan entonces como:

vy nm nw — nw nr wm
Z asraqnavu - 2 :,-avna_s' nar w

geM reM
de donde
ol (3 el Y= (Y el
qeM reM
si se define
&, o M,
Fel :
a: Vv dfl
se obtiene
al" n ( B\' Bﬂ ) = al" n (BJ'.' B\l-')
0 también
Ecuaciones 6—2 a’,‘-r,, (BB —&, B.)=0

Las Ecuaciones 6-—2 tienen dos posibles soluciones:

o =0y BB -BB, =0

6.3 Teorema de Hietarinta.

Las soluciones de YBE en dimension 2 fueron dadas a conocer por Jarmo Hietarinta
[R 6]. Dichas soluciones se presentan a continuacion, por visibilidad, como matrices de la
forma:

o ot d
¢ b

o ol o o
b b

@ o o o

off wh o of

aunque en realidad son tensores-(2,2).

Soluciones con 4 parametros (por visibilidad los puntos representan ceros):
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5

Soluciones con 3 parametros:

/S _ - | 1€ - :
kp k- pq |- k*~ pq
kq : 5 = kg
k? @ : -pq
g+k) 1ig-k) ; p . . s
Vip=-K)| |- p P9
p+|'|. . ¢
. . = . =~
pll- P P )| k(-g+k) —k(g+k)
k k g
k < | K q|
Soluciones con 2 parametros:
P +2pg-q° . : P -q
pZ +q2 p.’ _qz
pz _qz pz +C}3
P -q° : . P =2pg-¢’
P P P 4
q p g
il 5 ;

pz
q(g—k)

—q(g+k)|’|-

P

k

45






iz ommpula ol ) b Al SULRICIon de Y ane- Haxier

Capitulo 7 Algunas clasificaciones de las Algebras
Simétricas Cuanticas de 2 generadores.

Una Algebra Simétrica Cuantica de 2 generadores es una subalgebra generada por
estos generadores por medio del producto Shuffle.

7.1 Algebras Simétricas Cuanticas Conmutativas.

Un Algebra Simétrica Cuantica de 2 generadores sera conmutativa si, y solo si, para
cualesquiera elementos de ella # y v se cumple que

u@Qv=vQu.

En el apéndice 11.3 puede verse como se obtienen las condiciones necesanas para h
conmutatividad siguientes:

11

1
A, =0y,
o} =a) +1
N
a, =0, -1
22 22
Q) , =0,

que si escribimos las ;! en una matriz de 4x4 significa que

* * * *
A B+l C D
A B C+1 DY
* * * *

Los asteriscos en este caso indican que no hay restriccion alguna en ese lugar.

7.2 Algebras Simétricas Cuénticas Anticonmutativas.

Un Algebra Simétrica Cuantica de 2 generadores sera anticonmutativa si, y solo si,
para los generadores x y y se cumple que

xXQy=—-y0Ox.

En el apéndice 11.3 puede verse como se obtienen las condiciones necesarias para la
anticonmutatividad siguientes:
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0, =—0,
;=05 — |
ay =—0;, 1
o)y =-05,

i 12 21
0y =0y, =0,,=0
al=-1

que si escribimos las ¢/ en una matriz de 4x4 significa que

-1 0 0 0
A B cC D
-4 -1-B -1-C -D|
0 0 0 -l
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Capitulo 8 Soluciones de YBE como conjuntos
algebraicos.

Una variedad se define como el conjunto de puntos que satisfacen
£(F)=0
siendo X =(x, X, ,..,X,)y cada f, un polinomio de las vanables x;.

El conjunto de las soluciones de la ecuacion de Yang-Baxter es una variedad descrita
mediante los polinomios homogéneos de grado 3

PG aprm W G P W5 wm
Y, aliarai - Y altalarn =0.
Py eM pogeM

Como puede verse en el Capitulo 6 esta variedad esta formada por varias familias de
soluciones con diversos numeros de parametros. Decimos que cada familia es un
subespacio cuya dimension es el nimero de parametros de la familia.

Si la dimension de una familia de soluciones es un espacio de dimension k, entonces
el espacio tangente a esa solucion tendra también dimension k.

La dimensiéon del espacio tangente a una solucion dada se puede obtener de la
siguiente manera:

Diferenciamos YBE en su forma coordenada obteniéndose un sistema de ecuaciones
donde intervienen las variables en YBE y sus diferenciales. Considerando a los

diferenciales de las variables como nuevas variables, el sistema es lineal respecto a éstas.
Sustituimos la solucion dada en el nuevo sistema quedando un sistema de la forma
A-di =0

donde 4 es la matriz de coeficientes de las variables.

La dimension de la solucion de este sistema es igual a la dimension del espacio

tangente a la solucion de YBE dada inicialmente. Dicha dimension se obtiene mediante la
formula:

NumVars — Rank(A)
donde NumVars esel nimero de variablesen ¥.

De esta manera es posible clasificar una solucion especifica de YBE por lo menos en
cuanto a su dimension.

En el apéndice 11.4 puede verse una manera de calcular la dimension del espacio
tangente a una solucion especifica de YBE.
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Capitulo9 Soluciones de YBE por medio de algoritmos
genéticos.

Los algoritmos genéticos pueden ser usados para obtener soluciones de YBE
aproximadas. Durante el desarrollo de la presente tesis se uso el algoritmo genético descrito
en el apéndice 11.5 que esta basado en el algoritmo publicado por Ricardo Paramont
Hemandez [R 13].

El problema se presentdé como un problema de optimizacion restringida. Se busca
minimizar la funcion objetivo sujeta a las restricciones dadas por una lista de ecuaciones.
En nuestro caso la funcion objetivo es el error total de la solucion dada al sustituirla en
YBE. Esta funcion es

= ¥ | Y attarar- Y atales)

svmaguw®wMp.greM p.g. e M

Las restricciones estan dadas por
pq rm uw ur wm __
2 aﬂw pr z C{”, sq r.o =0
pog.eM poygeM
para cada s, v, m, n, u, wen M.
Notese que las restricciones equivalen precisamente a YBE.

Una solucion (aproximada) se dice que es “factible” cuando cumple con las
restricciones dadas. El algoritmo genético busca una mejor solucion de entre las que son
factibles. En el caso presente, una solucion factible es ya una solucion de YBE por lo tanto
no es necesario buscar entre las factibles una que sea mejor que la otra ya que solamente
buscamos soluciones de YBE sin importar cual de todas es. Esto puede notarse también en

el hecho de que la funcion objetivo evalia con cero a toda solucion factible y con un valor
mayor que cero a las que no lo son.

Por lo anterior se decidid considerar un margen de error para determinar si una
solucion es factible o no. Asi, el algoritmo genético buscara primero soluciones factibles (
cercanas a YBE ) y luego una mejor solucion de entre aquellas que estan “cerca™ de ser
soluciones.

Con este algoritmo se pudieron encontrar soluciones aproximadas interesantes con
muy poco error. Por ejemplo:

0.626053823672301 3.98548649188464  3.98548649188464 -3.20193662004033

-1.41807502421449  2.65911821408454 -0.626053823672301 -3.98548649188464

-1.41807502421449 -0.626053823672301 2.65911821408454  -3.98548649188464

1.56775366769465  1.41807502421449 1.41807502421449  0.626053823672301
con un error total de 3.0750057765502x107* .

De esta solucion podemos calcular sus 4 coberturas posibles:



o' +od al+al 3 28517203775684 0
oo a+a? 3.28517203775684

ot e olivod 3 28517203775684 0
o lolvdl ool 3.28517203775684

a”+a,‘, a,, “HSC11
1 22
a2,+ aﬁ o, +au

a = all+all
h a?l +a22 a!l +a22 0 0

Estas cuatro coberturas pueden ser utilizadas para clasificar la solucion de YBE dada
al compararlas con las coberturas de las familias de soluciones de Hietarinta ( ver Capitulo
6.3 ). Cuando las coberturas son diferentes se puede asegurar que la solucion dada NO
pertenece a la familia en cuestion. Cuando si coinciden NO se puede asegurar nada, sin

embargo, por eliminacion se podria llegar a encontrar la familia a la que pertenece la
solucion dada.

En el caso de dimension mayor a 2, no se tiene el conjunto completo de familias de

soluciones pero este puede ser un método util en la investigacion de la clasificacion de
todas las soluciones de YBE.
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Capitulo 10 Conclusioén.

Durante el desarrollo de la presente tesis se pudo comprobar que el uso de la
computadora puede ayudar en la investigacion de la solucion de YBE en dimension mayor
a 2 y para el estudio de temas relacionados como son las Algebras Simétricas Cuanticas
entre otros.

El desarrollo de programas en Maple V, Maple 7 y Maple 8 resulto ser la herramienta
mas adecuada para este estudio ya que el calculo simbolico viene ya implementado en ese
paquete de software. El uso del lenguaje C++ no es muy recomendable ya que requiere un
profundo conocimiento del mismo y de la POO' para poder sacar provecho de el. Como
puede verse en el programa del apéndice 11.2 es necesario declarar cada operacion con
cada tipo de dato lo cual hace muy extenso el programa. g

Con los programas desarrollados es posible llevar a cabo otras investigaciones futuras
sobre estos temas.

Uno de los resultados destacables de esta tesis es la prueba del TEOREMA 9 que,
aunque es bien conocido (bajo una restriccion adicional de invertibilidad del operador),
parece no haber una publicacion disponible que la contenga.

Quedan abiertas algunas lineas de investigacion como la continuacion de los trabajos
de J. Hietarinta [R 6] en el sentido de dar una clasificacion de todas las soluciones de YBE
en dimension 3.

Otra hipdtesis fundamental es que las soluciones de mayor dimension (mayor niimero
de parametros) son siempre diagonales para cualquier dimension de YBE, es decir, que se
reducen a la forma de tensor-(1,1).

También es muy interesante encontrar algunas nuevas clases de soluciones de YBE
que produzcan Algebras Simétricas Cuénticas especiales como por cjemplo conmutativas
en dimension arbitraria.

Otro problema actual es la conjetura de Andruskiewitsch-Schneider que establece que
cualquier subilgebra de Hopf trenzada de dimension finita de un Algebra Shufflé en
caracteristica cero es una Algebra Simétrica Cuéntica. Este problema también admite
métodos computacionales para su solucion.

" POO = Programacion Orientada a Objetos

th
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Capitulo 11 Apéndices.
11.1 Propiedades de los tensores.

Supongamos una base e, de un espacio V' de dimension n. Cada elemento X se
representa como

=o' +a’e +--+a’e,, 0 bien como
o 1 2 n
x“‘(a :a s”"la )!
X=de
donde las a* son las coordenadas del vector X .
Sea e; otra base del mismo espacio. Tenemos que
T -] 2 n
€ = ‘slel +é| € +"'+‘§1 €,,

1) :é‘.}'el +§§ez +"'+§;ens

e, =§:e| +§:ez L i

n-n

que en forma tensonal es
. I
e, =Ee,.

También podemos expresar

ei = ﬂf‘ie—f
por lo tanto
PRRTRE . (Ll R
e; _éf#i e&'

de donde deducimos que
Eu; =8,
que es la matriz identidad.

Definimos las matrices

entonces
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QT =E=
0 il e ]

Por el otro lado tenemos que

e, = e =p'te
entonces

weE =8y

TO=E,

por lo tanto tenemos que
r=0"yQ=r".
Ahora escribimos
x=a'yle
y definimos
B'=a'u],
que son las coordenadas de X en la base e}, y entonces decimos que
B=al.

Si el vector ¥ se comporta de esta manera al cambiar de base entonces X es un
tensor-(1,0).

Sea V un espacio lineal y

V' ={ mapas lineales de V a k}
se cumple que

dim(V") =dim(V).

El mapa

ele,—1

I
e e, =0

& e 0

nos da
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el(¥)=d(a'e)=a',
y en general tenemos
giXi=eloe)=a.
Los mapas ¢! forman una base del espacio V' (del espacio dual de V' ). Asi, un

elemento f+ de V' cumple

fo=Ael +Ael +--+Ael =Ae.
donde

A =/(e).

En una base nueva digamos é..

fo=rid tpes +tyel =gl

con
Y= f(€).
Sustituyendo e; por su equivalente en la expresion anterior
Y,= £46)= f&le)=E!f.(e)=EA,.
Lo anterior nos dice que, las coordenadas de f+ en la nueva base estian dadas por
Yi=6/4

que en forma matricial es
y=MA=T"A.

Si f+ se comporta asi entonces es un tensor-(0,1).

Un tensor-(1,1) se comporta segun

=T,
donde D es una matriz de coeficientes en una base y D' la matriz de coeficientes
correspondiente en una base nueva.

En general un tensor-(m, n) se comporta segun

D'=(T*"y"'DE*).

55



orue C ervantes (eda

11.2  Algebra Shufflé Cuantica con un tensor (1,1) en C++.

TILETELEELEEEEE I E L i bbb i it tiid it irii?i i it iiiiiitiiiiiirny
1/

// Shuffle.cpp

/f

// Implementa el algebra de shuffle ( mezclas ).

/

// el operador /[ significa Shuffle y tiene la misma prioridad que *

/!

TIEEPLETEELIIEEL LRI b E i bbb diiiiiddi i iriii ittt iiiitidtiriirrs
1/

// Alumno: Jorge Cervantes Ojeda

// Materia: Seminario de Investigacién I
// Profesor: Vladislav Khartchenko

/!

LELLELLEEEELLELEELE L 0L P i i i i iii e i ii it ii i iiiri il ri il

#include <iostream.h> -
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#include <fstream.h>
//#include <stdio.h>
//#include <stdlib.h>
//#include <math.h>
#include <conio.h>

unsigned long int count=0;
unsigned long int concatenacicnes = 0;
unsigned long int shuffles = 0;

unsigned long int comparaciones = 0;
unsigned long int adiciones = 0;
unsigned long int asignaciones = 0;

/;/////////////////////////////i/1////////////////////////f////////////
/

// 1.- utilerias

//
LELELELEEEIIEIEE LI LT L iR LT LT Eiiiitiiriirii/

void pausal()

{

coutbicc®, . ;"
cout . flush() ;

char c;
while( kbhit() )
c = getchl();

while( !kbhit() )
;// esperar a gque el usuario oprima una tecla

c = getch();

cout<<"\b\b\b";

LELETELETLETEELLLFEET IR L Pt iiid it i s it ridt i tiriiiiiiiedritd!
//

// 2.- manejo de errores

I/

// En caso de cualquier error se llama a ésta funcidn
/i

LELPELLTELTIT L L ELEL L PP it iid i iidiiiiiidiitiiiidid
void ERROR( char * mensaje )

{

cout << endl << "ERROR: " << mensaje << endl;
pausal) ;
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// Termina la ejecucion de todo el programa
// con cédigo de error diferente de cero
exit (1) ;

LELETEELELD I I L IR ELEEE LRI LI i i T r i iii i tiiitidrtiiiild
[
// clase Tensor (1,1) en archivo de texto

/
LILEEEELT L L LI P T EEE L i i ittt it i i bi ittt i e il s
class FileTensor_ 1 1

{
int rows, cols;
long int * elements;
public:
FileTensor_ 1 1(char * filename) ;
-FileTensor_1_1();
long int & operator() {(int r, int c); =

Y
FileTensor 1 1 Coeficientes("Coef.txt"};

PELLTELLLEIL LIS LRTEI T FELL LS LTI ii it iiiriiit/
s

// clase Palabra

1/

// Se sobrecargan operadores para poder hacer:
//

// '=' asignacién con un caracter simple

// '=' asignacidén con apuntador a caracteres

// '=' asignacidén con otra Palabra

// '*='concatenacidén con un caracter

// '*='concatenacién con otra Palabra

// '==‘comparacién de igualdad con otra Palabra
// '»' comparacién de superioridad con otra Palabra
/

LEELIILER LI EIE I LT i i L i bi it ii it iii e ririiiiiireiliiiily
class Polinomio;
class Termino;

class Palabra

{
char * cadena;
public:
// constructores:
Palabra( char aChar = 0 ); // con caracter
Palabra( char * aPtr ); // con apuntador a caracteres
Palabra( Palabra & P1 ); // con otra Palabra
// destructor
~-Palabra();

// asignacién

Palabra & operator = ( char ¢ };
Palabra & operator = ( char* aPtr );
Palabra & operator = ( Palabra & Pl );
// suma

Polinomio operator + ( Palabra & P1 );
Polinomio operator + | Termino & Tl };
Polinomio operator + ( Polincmio & P1 );

// concatenacidén
Palabra operator * ( Palabra & P1 };
Termino operator * ( Termino & Tl );
Polinomio operator * ( Polinomio & P1 };

// concatenacién y asignacién
Palabra & operator *= ( Palabra & Pl };

Y- Baxter
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// comparacién

int operator != ( Palabra& Pl );
int operator == ( Palabra& Pl );
// Mezcla
Polinomio operator / ( char * Pl );
Polinomio operator / ( Palabra & P1 );
Polinomio operator / ( Termino & T1 );
Polinomio operator / ( Polinomio & P1 };
// Otros
char Cabezal) ;
char * Colal) ;
size t length();
friend ostream & operator << ( ostream & out, Palabra & Pl );

ks
LIEEEEELELEL LT E TP E i 0 b PR i e ir i iiiis iy

// clase Termino

PICLETELEEETET I LT EEE TR r P E i rbd i ni it i rnirb i irg

class Termino

{
long int El_Coeficiente;
Palabra La Palabra;

public:
// constructores
Termino (char * ¢ );
Termino (Palabra & P1 };
Termino(long int coef, char * c );
Termino(long int coef, Palabra & Pl );
// destructor
~Termino () ;

// asignacién

Termino & operator = ( Palabra & P1 );
Termino & operator = { Termino & T1 );
// suma

Polinomioc operator + ( Palabra& P1 );
Polinomioc operator + ( Termino& T1 );
Polinomio operator + | Polinomio& P1 );

// multiplicacidén por entero
Termino operator * [ long int n );

// concatenacién

Termino operator * ( Palabra& P1 );
Termino operator * ( Termino& Tl );
Polinomio operator * ( Polinomio& P1 };

// suma y asignacién
Termino & operator += | Termino& T1 );

// multiplicacién por entero y asignacién
Termino & operator *= ( long int n );

// concatenacién y asignacién
Termino & operator *= ( Palabra& Pl );
Termino & operator *= ( Termino& T1 );

// comparacién
int operator != | Termino & T1 );

// Mezcla

Polinomio operator /{ Palabras P1 );
Polinomio operator /( Termino& T1 ) ;
Polinomio operator /( Polinomio& Pl );
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// obtener
int Coef();
Palabra & Pall();

friend ostream & operator << ( ostream & out, Termino & T1 );

b
LILLLELEETEL LT T i I iid iid i iiitiiiiiiitiridiriiiidiiiisd

// clase TerminoList

LELLEILLEEEAPEL 08 L 0 EEE L0 i it iiii it iiritliiiitirtd

class TerminoList

{

protected:
int size;
Termino ** List;
// clear all
void clear();

public:
// constructors .
TerminoList () ;
TerminoList (int s, Termino ** L) ;
// destructor
~TerminoList () ;

// asignacién

TerminoList & operator
TermincList & operator
TerminoList & operator

( TerminoList TL );
Termino T1 );
( Palabra P1 );

// add element

void add( Termino & E, int pos );
// remove element

void rem( int pos };

// search the first element lower or equal to X
int Search{ Termino & x, int & r );

T

LELLEITITLIIL TSI E LTI E LTI P LI i i iriridiirif

// elase Polinomio

LELLELLLTELLLTELSLET L TTLLLIT LS TP PP TP PELET I i ri il

class Polinomio: public TerminoList
{
public:
// constructores
Polinomiol() ;
Polinomio(Palabra & P1);
Polinomio(Termino & T1);
Polinomio(Polinomio & P1);
Polinomio(int s, Termino ** L);
// destructor
~Polinomiol) ;

// asignacién

Polinomio & operator
Polinomio & operator
Polinomio & operator

( Palabra & P1 };
( Termino & T1 );
{ Polinomioc & P1 );

wowon

// suma

Polinomio operator + ( Palabra & Pl );
Polinomic operator + ( Termino & T1 );
Polinomic operator + { Polinomio & P1 );

// suma y asignacién

Polinomio & operator += ( Palabra & P1 };
Polinomio & operator += ( Termino & T1 };
Polinomio & operator += ( Polinomio & Pl };

Yang-Baxter
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// multiplicacién por entero
Polinomio operator * ( long int n );

// concatenacién

Polinomic operator * ( Palabra & Pl };
Polinomioc operator * ( Termino & T1 );
Polinomio operator * ( Polinomio & P1 );

// multiplicacién por entero y asignacién
Polinomio & operator *= | long int n );

// Mezcla

Polinomic cperator /({ Palabra& P1 );
Polinomioc operator /( Termino& T1 );
Polinomio operator /{ Polinomio& P1 );

// otros

int Size(void]);

Termino & operator|] (int i);

int operator !'= ( Polinomio & P1 J;

friend ostream & operator << { ostream & out, Polinomio & Pl );

LOHLELLLTILEL LD E LT L E PP T L E T E i i il iiiiiiriessy
Ly

// clase Matriz en archivo de texto

i
LILEELEETETPLE LI P I EL LT T R T i i i iiiiiiitiiireiiiiiiiiliniiiris

FileTensor 1 1:: FileTensor 1 1l{char * filename)

{

ifstream f;
f.open( filename );
if( f.flags() & ios::failbit )
ERROR("No se puede abrir el archivo");

f>>rows>>cols;
elements = new long int [rows*colsl];
for( int r=0; r<rows; r++ }
for{ int c=0; c<cols; c++ }
f>>elements[r*cols+c];
f.close();

FileTensor_ 1 1:: -FileTensor_1_1()
if( elements != NULL )
delete elements;
elements = NULL;
long int & FileTensor_1 1::operator () ( int r, int c )

return elements|[r*cols+c];

LELELELERELETETLLTEEETERRE L TR L0 TR RETIREL L LI LI LR TR iEEiiEiiiiieti
// operadores globales
LILLEELTEELL LTI LG L L EL LR T I EEE it

Termino operator * ( int c, Palabra & P1

return Termino{ c, P1 );

Termino operator * ( int ¢, Termino & T1

return Termino{ c*T1.Coef (), T1.Pall) };:
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Polinomio operator *( int c, Polinomio & Pl )

Polinomio Temp (P1) ;

int s = Pl.Size();

for( int i=0; i<s; i++ )
Temp[i] *= c;

return Temp;

i

Palabra operator * ( char c, Palabra & P1 )
{ return Palabra{c) *= P1;

Yix

Termino operator * | char c, Termino & T1 )

return Termino( Tl.Coef (), c*T1l.Pal() });

Polinomio operator *( char ¢, Polinomio & P1 )
{
Polinomio Temp(P1} ;
int s = Pl.Sizel();
for( int i=0; i<s; i++ )
Temp[i] .Pal() = c*Temp(i].Pal();
return Temp;

ostream & operator << ( ostream & out, Palabra & Pl )
{

out << Pl.cadena;

return out;
¥z

ostream & operator << ( ostream & out, Termino & T1 )

if( T1.Coef(} == out << "+";
if( T1.Coef() == -1 ) out << "-";

else
if( Tl1.Coef(} != 1 ) out << Tl.Coef();

out << T1.Pal();
return out;
Y
ostream & operator << ( ostream & out, Polinomio & P1 )}

{

int s = Pl1.Size();
iff 5 == 9 )
out << 0;

for{ int i=0; i<s; i++}
out << P1[i];
return out;

b

LIELELELTILELELLE LI 00T E LI P LT LTI TR LTI T i iiiiiiiiiiieity

// Implementacién de métodos de Palabra

LEEETTELEEE LIS LP T F P LTI ET TP P i i i il i il

// constructores:
Palabra:: Palabra( char aChar )} // con caracter

{

cadena = NULL;

Yang-Baxier

61



*this = aChar; // ver abajo asignacidén con caracter

i

Palabra:: palabra( char* aPtr ) // con apuntador a caracteres

{
cadena = NULL;
*this = aPtr; // wver abajo asignacibn con apuntador a caracteres

i

Palabra:: Palabra( Palabra& P1 ) // con otra Palabra

cadena = NULL;
*this = Pl; // ver abajo asignacién con otra Palabra

}:

// destructor

Palabra:: ~Palabral)
{
if{ cadena != NULL )
delete |[] cadena;

cadena = NULL;

}i

// asignacion
Palabra& Palabra:: operator = ( char c )
{
char *temp = new char(2];
templ0] = c;
temp(1] = 0;
*this = temp; // ver abajo asignacidén con apuntador a caracteres
delete temp;

return *this;

¥

Palabra& Palabra:: operator=( char* aPtr )

{

count ++;

asignaciones++;

if ( cadena == aPtr )
return *this;

if( cadena != NULL ) delete cadena;
cadena = new char |[strlen(aPtr)+1];
strcpy ! cadena, aPtr );

return *this;

¥:

Palabra& Palabra:: operator={ Palabra& Pl |}

{

return *this = Pl.cadena;
// wver asignacién con apuntador a caracteres

// suma
Polinomio Palabra::operator + ( Palabra & P1 )

{
}

Polinomio Palabra::operator + ([ Termino & T1 )

{
}

Polinomio Palabra::operator + ( Polinomio & P1 )

{
}

// concatenacién
Falabra Palabra:: operator*( Palabra & P1 )

{

return Polinomio(*this) + P1;

return Polinomio(*this) + T1;

return Polincomiol(*this) + Pl;

count++;
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concatenaciones++;
int n = length()+P1l.length()+1;
char * temp = new char| n ];
strcpy(temp, cadena );
strcat (temp, Pl.cadena );
Palabra P(temp);
delete [] temp;

return P;

|

Termino Palabra::operator *

{

return Termino( T1.Coef (]},

}:

Polinomio Palabra::operator *

{

Polinomio Temp (P1) ;
int s = Pl1.Size();

{ Termino & T1 )

(*this)*T1.Pal ()

( Polinomio & P1

int i=0; i<s; i++
(*this) *Temp [i] ;

forl(
Temp [i] =

return Temp;

}i

// concatenacién y asignacién

Palabra & Palabra::operator *= ( Palabra & P1

{

count++;

concatenaciones++;
int n = length()+Pl.length()+1;
char * temp = new charl n |];
strcpy(temp, cadena );
strcat (temp, Pl.cadena );

if( cadena != NULL ) delete [] cadena;

cadena = temp;

return (*this);

ik

// comparacién
int Palabra::

count++;

comparaciones++;

return strcmp( cadena,
3z

int Palabra::

{
}

operator != ( Palabra & Pl )

Pl.cadena };

operator == ( Palabra & Pl

! (*this

return P1) ;

gl

)i

)

Soluciones de &

s
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Ff Mezela (CCOCCCCCOOOOCOOCOOOCCOOOOEOOCOCCCCCCOT((Shuffle))))))Iddabibddins)

Polinomio Palabra:: { char * P1 )

{

operator /[

count++;

shuffles++;

if ( cadenal0] 0 )
return Palabra(P1l};

1f( P1{O] 0 )
return *this;

long int Coeficiente=1;

for( int i=length()-1; i»>=0; i-- }

63



Coeficiente *= Coeficientes( cadenali], P1[0) );:

Polinomio resultado;

if( Coeficiente = 0 )}
resultado = Coeficiente* | P1[O]*( {*this) / (P1+1) )):
resultado += Cabeza()*( Palabra(Cola()) / Pl )i

return resultado;

Polinomio Palabra:: operator / ( Palabra & Pl )
return (*this) / Pl.cadena;

}i

Polinomic Palabra:: operator / ( Termino & T1 )

{
return Tl1.Coef () * ( (*this) / T1.Pall() );
Vi
Polinomio Palabra:: operator / ( Polinomio & P1 )
Polinomio Temp; *
int s = Pl1.8ize();
for{ int i=0; i<s; i++ )
Temp += (*this) / P1l[i];
return Temp;

)i

// Otros
char Palabra::Cabeza()

{
return cadenal0] ;

}s

char * Palabra::Cola()

{

return cadena + 1;
ks
size_t Palabra::lengthf{)
{

return strlen( cadena );

.

PLLLEEILLELE LT L LT LA T ETL TP L AP EEE I L LEi i

// Implementacién de métodos de Termino
PLELLLEIEELET LA, FEEELEL LR EE L EF L R AL E S LA LT LT

// constructores
Termino:: Termino(char * ¢ }:
El Coeficiente(1),
La_Palabralc])
{1
Termino:: Termino( Palabra & Pal ):
El Coeficiente(1),
La_ Palabra(Pal)
{};
Termino:: Termino({long int coef, char * ¢ ):
El Coeficiente(coef),
La Palabralc)
{}s
Termino:: Termino(long int coef, Palabra & Pal }:
El Coeficiente (coef),
La_Palabra(Pal)
{¥:
// destructor
Termino:: -Termino(){};

// asignacién
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Terminc & Termino::operator = ( Palabra & P1 )
El Coeficiente = 1;
La_Palabra = Pl;

return *this;

}i

Termino & Termino::operator = ( Termino & T1 }

El _Coeficiente = T1.El Coeficiente;
La_Palabra T1.La_ Palabra;
return *this;

¥i

// suma g
Polinomio Termino::operator + ( Palabra& P1 )

return Polinomio(*this)+P1;

Polinomio Termino::operator + ( Termino& T1 )
{ =
return Polinomio(*this)+T1;
Polinomio Termino::operator + ( Polinomiok P1 )

{

return Polinomio(*this)+P1;

}i

// multiplicacién por entero
Termino Termino: :operator * ( long int n )

{

return n*(*this) ;

}:

// concatenacién
Termino Termino: :operator * ( Palabra& Pl )

{
return Termino( El1 Coeficiente, La Palabra*Pl );
)i

Termino Termino: :operator * ( Terminok& T1 )

return Termino( El Coeficiente*T1.El Coeficiente, La_Palabra*Tl.La_Palabra );
Polinomio Termino::opérator * ( Polinomio& P1 )
Polinomic Temp (P1) ;
int s = P1.Size();
for(int i=0; i<s;i++ )
Temp[i] = (*this)*Templ(il];
return Temp;

}i

// suma y asignacién
Termino & Termino::operator += ( Terminok T1 )
{

El Coeficiente += T1.Coef();

return (*this);

// multiplicacién por entero y asignacién
Termino & Termino::operator *= ( long int n )

El Coeficiente *= n;
return {*this) ;

// concatenacién y asignacién
Termino & Termino::operator *= ( Palabra& P1

La_Palabra *= P1l;
return (*this};
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Termino & Termino::operator *= ( Terminok T1

{

El Coeficiente *= Tl.Cocef();
La_Palabra = TL:Pal ()
return (*this);

// comparacién

int Termino::operator != ( Termino & T1 )
{

return La Palabra != Tl.La_Palabra;
// Mezcla

Polinomio Termino::operator /( Palabra& P1 )

return El1_Coeficiente * (La_Palabra / Pl};

Polinomio Termino::operator /{ Termino& T1 )

return (El Coeficiente*T1.El Coeficiente)*(La_Palabra / Tl.La Palabra);
}i
Polinomio Termino::operator /{ Polinomio& P11 )
{

Polinomio Temp;

int s = Pl.Sizel();

for(int i=0; i<s; i++}

Temp += (*this) / P1[i];
return Temp;

ki

// obtener
int Termino::Coef ()
{
return El Coeficiente;

.

Palabra & Termino::Pal ()

{

return La Palabra;

PEPPTEELEI L LR8P i P i it ittt iiidridtiiititdiiiilittiiiriiit/
// Implementacién de métodos de TerminoList

LEHEELLLELEL T PP P i L Eririindi i i iriiireiiiiiiiiirrid

// constructors
TerminoList: :TerminoList ()

b
size = 0;
List = NULL;
TerminoList:: TerminoList({int s, Termino ** L): sizel(s)
List = new Termino * [size];
for( int 1=0; i<size; 1++ )
List[i] = new Termino(*(L[1]));

// destructor
TerminoList::~TerminoList ()

clear () ;

i

// clear all
void TerminoList::cleart!)

{
if{ List == NULL )
returmn;

for{ int i=0; i<size; i++ )
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if( List[i] != NULL )
delete List[i];
delete [] List;
List NULL;
size 0;

Y

// add element
void TerminoList::add( Termino & E, int pos )

Termino **Temp = new Termino * [size+l];
for( int i=0; i<size; i++ )
if( i<pos )
Temp[i] = List|[i];

else
Temp[i+l] = List|i];
Temp [pos] = new Termino(E) ;

delete [] List;
List = Temp;
size++; -

)3

// remove element
void TerminoList::rem( int pos )
{
Termino **Temp = new Termino * [size-1];
for({ int i=0; i<size; i++ )
if( i<pos )
Temp[i] = List[i];
else
if( i=pos )
Temp[i-1] = List[i];
delete List [pos];
delete [] List;
List = Temp;
size--;

}:

// search the first element lower or equal to x
int TerminoList::Search{ Termino & x, int & r )

r = =1;
if( size == 0 ) return 0;

int 1=0, h=size, i=size/2;
while( l<h && i<size )

r = *List[i] != x;
if{ r == ¢ } return i;
ifl r =« 0 ) h = i;
if(r > ©) 1 = i+1;
i = (1+h}/2;

}

return i

LELEEILIE I EEL PR LTI EL I E LT E it iir it iiiiiiirtiil/
// Implementacidén de métodos de Polinomio

LHLEELLEELT I IEE P L it i i i tiifiitdiriidridiiiddidiiiiiitiiriisi

// constructores

Polinomio:: Polinomic(){};

Polinomio:: Polinomic( Palabra & P1 )
*this = P1;

}:

Polinomioc:: Polinomio{ Termino & T1 |
*this = T1:
Polinomio:: Polinomic{ Polinomioc & P1 )
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*this = P1l;

Polinomio:: Polinomio(int s, Termino ** L): TerminoList (s,
{}:

// destructor

Polinomio:: -Polinomio(){}:

// asignacién
Polinomio& Polinomio: :operator=(Polinomick P1})
{

clear();

int s = Pl.Size();

List = new Termino * [s];

for( size=0; size<s; size++ |

List[size]l = new Termino(*P1l.List([size]);

return *this;

Polinomioc& Polinomio::operator={Termino& T1)

{

clear();
List = new Termino * [1];
List [0] = new Termino(T1);
size = 1;

} return *this;

Polinomio& Polinomioc::operator=(Palabra& P1)

*this = Termino(Pl);
return *this;

// suma
Polinomio Polinomio::operator+ (Polinomio& P1l)

Polinomio Temp(*this) ;

int s = Pl.Sizel(};

for( int i=0; i<s; i++ )
Temp += P1[il;

return Temp;

Polinomio Polinomio::operator+ (Termino& T1)

{

count++;
adiciones+«+;
Polinomio Temp;
Temp = *this;

int r, i = Temp.Search{ Tl, r );
if( 1 == Temp.size
|l
Templi] != T1
)
Temp.add( T1, 1 );

else

Temp[i] += T1;
if( Temp[i].Coef({) == 0 )
Temp.rem (i) ;

return Temp;
Polinomic Polinomio::operator+ (Palabra& P1)

{

return (*this) + Termine (P1];

¥
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// suma y asignacidn

T O S HOIUCIONSS Gl

Polinomio & Polinomio::operator += ( Palabra & P1 )

*this += Termino(P1);
return (*this);

}:

Polinomio & Polinomio::operator += ( Termino & T1

{

count++;
adiciones++;
int r, i = Search( T1, r };
if( 1 == size
r

1= 0
)
add( T1, i );

else

{
(*this) [1i] += T1;
if( (*this) [i] .Coef () == 0 )
rem(i);

}

return (*this}) ;

Polinomio & Polinomio::operator += ( Polinomio & P1 )

{
for({ int i=0; i<Pl.Size(); 1i++ )
(*this) += P1([1]);
return (*this);

// multiplicacién por entero
Polinomio Polinomio::operator * ( long int n )
{ .
Polinomio Temp(*this);
for( int i=0; i<size; i++ )
Temp(i] *= n;
return Temp;

// concatenacién
Polinomio Polinomio: :operator*(Palabra& P1l)

Polinomio Temp(*this) ;

for{ int i=C; i<size; i++)
Temp[i] *= P1;

return Temp;

Polinomio Polinomio: :operator* (Termino& T1)
Polinomio Temp (*this) ;

for{ int i

=0; d1<size; i++)
Temp[i] *=

T1:

return Temp;
Polinomio Polinomio::operator*(Polinomio& P1)

Polinomio Temp;

for( int i=0; i<size; i++)
Temp += (*this) [i] * P1;

return Temp;

)i

)

Y dne- Baster
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// multiplicacién por entero y asignacién
Polinomio & Polinomio::operator *= ( long int n )

{

for{ int i1=0; i<size; i++ )
(*this) [i] *= n;
return (*this);

// Mezcla
Polinomio Polinomio::operator / ( Palabra& P1 )

{
if( size == 0 )
return Polinomio (P1l) ;

Polinomio Temp;

for( int 1=0; i<size; i++)
Temp += (*this) (1] / P1;

return Temp;
)
Polinomio Polinomio: :operator /( Termino& T1 )

{

return Tl.Coef()* ( (*this) / T1.Pal() );

Polinomio Polinomio::operator /( Polinomio& P1 )

{
if( size == 0 )
return Pl;

Polinomio Temp;

for( int i=0; i<size; i++)
Temp += (*this) [i] / P1;

return Temp;

Y

// Otros
int Polinomio::Size(void)
{
return size;
bi
Termino & Polinomio::operatorl(] (int i)
{

return *List[i];

b

int Polinomio:: operator !'= ( Polinomio & Pl )
{
if( size == 0
&&
Pl1.Size() == 0

)
return 0;

if( size != P1.Size() }
return size - Pl.Sizel);

for{ int i=0; i<size && i<Pl.Size(); i++ )

{
int d = (*this) [i]) != P1[i];:
tE( d 4= B}
return d;

}

return 0;

}i

LLLELLRLLL 0TI T T AT AL P il tiilreity
1/
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// Programa principal para probar las clases

i

LELLILLEEL PP P EL T E i i i i iii i b iiiiril iy

int main{()

Polinomioc S1(Palabra("ff")},

cout <<
cout <<
cout <<
cout <<

char cl2
while(1)

for( 1

5% (S1*(S1/82}) << endl;

S2=Palabra("gg");

S5*('y'*(82/81)) << endl<< endl;

S1/(2*82) << endl;

{2*S1} /82 << endl<< endl;

11(80]);

nt i=0; 1<2; i++ )}

cout<<"escriba la palabra "<<i+l<<": ";

cin>
if(

>c[i];
cli] [0] == *2¢

return 0;

}

count

Polinomio

= concatenaciones =

cout<<"el shuffle es:"<<endl<<S<cendl;

cout
<<
<<
<<
<<
<<
<<
<<

}
}

return 0

"concatenaciones "
"shuffles ",
"comparaciones "
"adiciones i
"asignaciones L)
"total "
endl ;

i

<<
<<
z<
<<
<<
<<

concatenaciones
shuffles
comparaciones
adiciones
asignaciones
count

comparaciones = shuffles
S=Palabra(c(0])/(char*})(c[1l]};

<<
<<
=<
<<
<<

<<

wromal de las Soicsmes e

= adiciones

endl
endl
endl
endl
endl
endl

SR e

Yung-Baxter

= asignaciones = 0;
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11.3  Algebra Shufflé Cuantica con tensores (2,2) en Maple.

Hoja de Maple que implementa el .f\igebra Shufflé Cudntica
>restart; .
Definimos los generadores del Algebra Shuffle y la dimension del espacio vectonal que generan,
>simbolos := [a,bl: dim := nops(simbolos);
simbolos = [a. b]

2

El siguiente arreglo se define solamente para poder mostrar en pantalla las soluciones de una manera amigable.
>R:=array(l..dim*dim,1..dim*dim)};

R=array(1 ..4,1..4.[])

Il

dim

>for p from 0 to dim-1 do

>for q from 0 to dim-1 do

>for r from 0 to dim-1 do

>for s from 0 to dim-1 do

> Rldim*p+g+1l,dim*r+s+1}:=
A[simbolos[p+1],simbolos|[g+1],simbolos [r+1l],simbolos[s+1]];

> alias(A[p*dim”3+g*dim”“2+r*dim+s+1) =R [dim*p+g+l,dim*r+s+1]);
>od;od;od;od;

>avalm(R);

A A, A, A,]
A, A, A A
Ay Ay Ay A,
_“'|_= Ay A ”m“

Procedimiento: palabras

parametros: x : polinomio Shufflé

regresa una lista con las palabras del polinomio x

>palabras := proc( x )

>option remember;

> return sort(select(type,convert{indete(x),list),symbol)):

>end:

>untrace(palabras);

Ejemplo:

>palabras(2*Ala,a,a,a)l*ba-3*Ala,a.b,a] *aac+aac);
[aac, ba]

Procedimiento: presentar
parametros: x: polinomio Shufflé
regresa ¢l polinomio x agrupado por palabras v en orden
>presentar := proc{ x )
>option remember;
> return sort(collect(expand(x),palabras(x)},palabras(x]};
> end:
Ejemplo:
>presentar (2*Afa,a,a,a]l*ba-3*Ala,a.b,al *aa+aa);
(=34 +1)aa+2 1, ba

Procedimiento: encadenar
parametros: x,v : polinomios (0 monomios) Shuffé
Encadena los monomios de x con los de y. Esta operacion es la multiplicacion NO conmutativa de polinomios

>encadenar:= proc{ x::{name, ~*, +7}, v::{name, "¢, 37} }

>optiona remember;

>local E;

> if type(x,"+7) then E:= map({eacadenar,x,y);

> elif type(x, *") then E:= x/palabras{x) [1l] *encadenaripalabras{x)(1].¥y);
> elif type{y. +7) then E:= map2{encadenar,Xx,y);

> elif typely., *7) then E:= y/palabras{y)[l]*encadenar{x.palabras(y}[1]):

> else E:= catix,vy}:
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> end if;

= return presentar (E);
> end:

>untrace (encadenar) ;

Ejemplo: (A a+2A4.b)(24aa—-34ba)

>encadenar(Ala,a,a,al *a+2*A[a,b,a,bl*b,2%*A[a,a,a,a] *aa-3*a[a,a,b,a]*ba);
?

2;11' aaa —3A] A3 Jr.fJ’Ja+4,‘alﬁ/It baaﬂf—-‘E:AﬁA3 bba

Procedimiento: T
parametros: i,j : simbolos
0 1: entero, j: polinomio Shufflé
Si los parametros son simbolos. este procedimiento regresa el polinomio correspondiente a dichos simbolos de acuerdo al wensor usado A.

En este caso la funcion T es de la forma:

_ 7.9
° Ui’yj)%pzq‘&i,j Yp7q .

Si los parametros con un entero y un polinomio, la funcion tau es de la forma Tl. que se aplica como una transveccion del i<simo
generador con el (i+1)-ésimo de cada monomio del polinomio. Entonces:
Tr. (monomio) = (coeficiente del monomio)*(primeros i-1 simbolos en el monomio)- T ( i<ésimo simbolo, (H 1 Hsimo simbolo (resto de

los simbolos)

>tau := proc{
>i::{integer,name},
>j::{name, *, +"} )
>option remember;

> leocal h,m,t,TAU,p.q:

> if type(i, name) then

= TAU := 0;

> for p in simbolos do

H] for g in simbeolos do

> TAU := TAU + Ali,j.p.gl*catip,q);

> end;

= end;

> elif type(j, + ) then TAU := map2(tau,i,j);
> elif type{j, *") then TAU := j/palabras{(j)[l]l*tau(i, palabras(j)[1])};
> else

- h := substring(j,1..({i-1)});

> m := tau(substring{j.i),substring(j,i+1)};
> t := substring(j,i+2..length(j));

> TAU := encadenar (h,encadenar(m,t))

> end;

> return presentar {TAU);

>end:

>untrace(tau);

Ejemplos:

>taufa,b};

/!5 aa +Aﬁ ab +le ba+AR bb

>tau(3, 5*ababa-2*zsabb+zzaaaal;

A! aaaaaa — 2 AS aaaab + A, aaabaa — 2 Aﬁ aaabb +A, aabaaa -2 4, aabab + A, aabbaa
-2 Ax aabbb+5 A g abaaa + 5 A( ababa+ 5 A? abbaa + 5 A, abbba

Procedimiento: Shuffle

parametros: x.v: polinomios

Aplica el producto Shufflé entre cada uno de los monomios de un polmomio v cada uno de los del otro.
El producto Shufflé se define como:

Shuffe @)= T alo)
7 € 50k

S(k} = permutaciones k-Shufllé



b

T esla representacion de TU en términos de T,. s
>S8huffle := proc|

>x::{name, "*~, "+ },

>y::{name, “* ", +"} )

>local Sh;

> if type(x. +") then Sh := map( Shuffle, x, y );

> elif typely, +7) then Sh := map2( Shuffle, x, vy ):

> elif type(x, * ) then Sh := x/palabras(x) [1]*Shuffle( palabrasi(x)([1l])., y };
> elif type({y, * ) then Sh := y/palabras{y) [l]l*Shuffle{ x, palabras(y)[1l] );:
> else Sh := kSh(length(x), encadenar(x,y) );:

> end;

> return presentar (Sh);

>end:

>untrace(Shuffle); forget(Shuffle);
Procedimiento kSh
parametros: k : entero
w: polinomio
regresa el producto Shufflé de la palabra "x" formada por los primeros k simbolos de w con la palabra "y" que se forma con el resto de
los simbolos de w.

La forma en que se calcula el producto Shufflé en este procedimiento es recursiva:
Shuffle( x, "™ )= x
Shuffle( ",y )=v
Shuffle( x, y ) = x[1] - ( (k-1)-Shuffle de x[2..k]" y )
+y[1] - k-Shuffle de tau[k] de tau[k-1] de ... de tau[1] de x- y[2..n] )

donde k = longitud de x

n = longitud de v
>kSh := proc /|
>k::integer,
>w::{name, "*7, +7} )
>poption remember;
>local partl,part2,ksh,i,v;
> if k<=0 or length(w) <= k then return w; end;

> if type(w, +" )} then kSh := map2( kSh, k, w });
> elif type(w, *7) then kSh := w/palabras(w) [1]*kSh(k,palabrasi(w)[1]1};
> else

> partl := postkShuffle( k-1, w );

> v = W3

> for i from k by -1 to 1 do

> v = tauf{i,v);

> end;

> part2 := postkShufflel k, v };

> kS8h := partl + part2;

> end;

> return presentar (kSh);

>end:

>untrace (k8h); forget{kSh);
Procedimiento postkShuffle
parametros: k : entero
w i polinomio
siw es un polinomio: regresa un polinomio formado por el postkShuffle de cada término de w.
51 W es un monomio: regresa un polinomio formado por el coeficiente de w por el postkShuffié de w.
si w es una palabra: regresa el encadenamiento del primer simbolo de w con el k-Shufflé del resto w.
>postkShuffle := proc{ k::integer, w::{name, *7, +7} }
>option remember;
>local pkSh;

> if type{w, +7) then pkSh := map2( postkShuffle, k, w };:

> elif typelw, *") then pkSh := w/palabras{w)[l1]*postkShufflelk,palabras{w) [1]]);
> else pkSh := encadenar{substring{w, 1), kShik, substringi{w,2..length(w}) ) )
> end;

> return presentar {pkSh};

>end:

>untrace(postkShufile);

Ejemplo:

>Shuffle{b,a};
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Las condiciones para que ¢l Algebra Shufflé ( y también ¢l Algebra Simétrica Cuantica ) sea conmutativa son
>conmutatividad := []:
>for u in simbolos do

: for v in simbolos do

> if u<>v then

> conmutatividad := [ op(conmutatividad), Shuffle(u,v)-Shuffle(v,u) 1;:
> end;

> od;

>od;

>conmutatividad := map( coeffs, conmutatividad, palabras(conmutatividad) }:

>conmutatividad := convert( conmutatividad, set ):
>conmutatividad := solve( conmutatividad }:
> subs (conmutatividad, evalm(R));

(4, A, A, A
A, ~Ltd Tddy, A
4, 4, 4, A,
_Au Ay Ay Ay

Las condiciones para que el Algebra Shufflé ( y también el Algebra Simétrica Cuantica ) sea anticonmutativa son
>anticonmut := []:

>for u in simbolos do

> for v in simbolos do

> anticonmut := [ op(anticonmut), Shuffle{u,v)+Shuffle(v, u} ]:
>  od;

>od;

>anticonmut := map( coeffs, anticonmut, palabras{anticonmut] ):
>anticonmut := convert( anticonmut, set ):

>anticonmut := solve( anticonmut ):
> subs(anticonmut, evalm(R));

10 0 0
Ay ~l=A,, ~1-4, -4

A'} AIIJ AII AIQ

0 0 0 -1

12

El producto Shuffle es asociativo si y solosi T satisface la relacion de trenza

Tfti+1ti=ti+l .-'ltr+l
aQP®c)=(a@d)R¢c
>trenza := []:

>for x in simbolos do
> for y in simbolos do

> for z in simbolos do

> trenza := [ op(trenza), presentar(tau(l,tau(2,tau{l,cat({x,.y.z}}}) -
tau(2,tau{l, tau{2,catix.y,2z})})} 1;

> od;

>  od;

>od;

Calculamos nimero de ecuaciones y nimero de términos en cada una
>nops (trenza) ,nops(trenza(ll};

8,8
> asociatividad := []:
>for x in simbolos do
> for y in simbolos do
> for z in simbolos do
> asociatividad := [ oplascciatividad),

e T
Aats B 1 8.4 L |

75



ree Cervantes (heda

presentar (Shuffle( Shuffle( x, y ), z } - Shuffle( x, Shuffle( y,
YEY 1
od;
> od;
>od:
Calculamos nimero de ecuaciones y numero de términos en cada una
>nops (asociatividad) ,nops(asociatividad(1l]);

VomN W

?

Verificamos que ambas condiciones sean las mismas
>for ii from 1 to nops(trenza) do
> ii,presentar(trenzalii]l - ascciatividadl[ii]);

>od;
1.0

1,0
3.0
4.0
=)
6,0
7,0
8.0

Construimos la Ecuacion de Yang-Baxter en forma coordenada:

>YBE := map( coeffs, trenza, palabras(trenza) );

YBE:=[-A, A ,~A, A A ~A A A VA A +A A A ~A A +A A+ 4,4 A,
—AAAAA A A AN A AAAAA AT AL AN
VAN AAATA ATAAATA ~AAA A A A ~ATA +AA A,
YA A A~AAA ~A AL ATA A AA A A AA A A A+AAA,
A A A —AAA ~AAA A AN -AAANAA A -AAAA A,
VA AANATA FAAA A AA A AA+AA A~AA -4 AA
VA AA ~A AN AN A AN AAA A~ A A A
AA A *AAA~AAA ~AAA~AAA+AA A ~AAA

—.‘1‘4.46/4'44'A‘;AQAIU‘I'A}A#."I‘I:‘_I{E A|4+A1,4‘JA_.‘, =4 Alh+'4l'42 —.43/!6/1]2

]

[N

~A A A A AAAATA A A A FAA AT A A AA A AA,
—A A A~ A A A~ A AA A A A LA+ A A AL AL A A+ AL A LA,
+A A A A A A A AN A AA A A A A AA ~AAA,

+A A A +A AA-AAA~AAA~AAA AN A +AA M
YA M A~ A A A ~AAAAANAFAA A A AA-AAA,

12

+ A, A A+ A AA~AAN  ~A A A~ A AA +AAA ~A A A,
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_ASAS _ASAZA‘J_AGA! AS+A3A?AI3+A3 /1:_‘.49—Ar)/12A13+A4.4 A

137713
—AGA A A AA AN AVAA A A AAMTA A A A
A AA A A A ~AAAAAAA ~AA ASAAA ~AAA
—Ag A A?+AaAlaAm_AlAJAS’AJA?AH_A;A|3+‘44A1|’1|;_‘4s‘45‘4?
YAA YA A A -AAAVAA A AAAA ~AAA-AAA
~AA A, -A A A AANAA A FAAA~AAAAA,
YA A A ~AATYAAA ~A AN ~AAA A AA~AAA
“AA A AA ~A A A

p Ag A A A A A FAAA FA A A

2 2
+A2A|4A1_A6A2A|4+A6A1 _ATA()AI{}-A(\ A]+A;‘45A9_A?A5AJ_A8A6AM
+A4AI4A9+A4A16A13_A1A2A5+A1ASAS’_‘4?A6A|2+A2 A14_A3 ‘45
+’44‘416A14+A4A|4A|0+A|A2A6+A_‘~‘46’410~A1A‘:AS_‘44‘45 .4?—.4:,4]2/15

2 2
—'48‘45‘416""43 ASAM. —Ag AM—A? Az+’1! /ITxIS+A2 AHA}+A:A|6A?

+’43 ARA15+A4 AISAI(‘;—AS '4?‘46_‘48‘4? Am_"'-:"fﬁ/{]o*A4A6At4+"'f~‘46‘4n
. 2 2 2
+A4A”A]4+AIA3A6—.4;A5A2~—.43Ah‘—,44/{? —Ag A?+A4A!:AM+A2.416AH

2 2 2
+.t!4/1|6 +A|A8 +A:A4:’IH+A3A6A|3—AR AM+AI A4.46—A3A5A4+A3 ASAIh

P 2
—Agd, A~ A A A A AA A AACAA, ~AA A A A A-A A

A AA +AA A A A A A A -AA A A A A A A
2 2
+A3A?A13+A6A9AI+A3AS +A6AIIA:'\+AI Ai'A_"\ATAH_AIEASAT—FA()A‘)AE

2
—.46/‘{” —AbAl Als_Al‘43‘49+A_1A{\'45_ A2’19’1||+A3'49’1|0+ Al ‘43’15

LES I 1Y

_”12A10A15+A6 An_’{s "15 Al] +‘4=~‘ '4||A|4’A?Aﬁ 4, —4, AsAln_ '44 "113'4”1

2
~A A+ AA A ~AA A ~A A A A AAFAAA AAAA,

2 2
*A A A ~A AA A ATFAA A FAAA~A AT +AAA A A A

~A A -AAA —A AA+AAA ~AAA~AA A FAA A

+AAAAAA A ~A AAAA AN A ~AA A A AA,
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AL A Ay— A, A A~ Ay Ag A — A A GA + A ALA +AAGA + A A A

10”

—A AL A A A A A A AA A HAA A A AA A AA

+A, A A A A A A FAAA-AA A A AA A AA
~A, Ay A~ A A, A - 4,4, 4

Ay A A AA A~ A AGA A AA,

_‘44A|4A10_A3A12 ‘4|4+A4 A?Ats_ 4, Aqu, A A 04 +A4‘4? Ai{f Aq A3 4,

2

YA A A A A A+ AA A+ A A A A AL A+ A A WA~ A A A
_’48A|1A12_A11’47 AJ_ASATAIZ_A‘#A‘)AIE’ A6A13'4] _AaAlsAq"'AsAl}Aq

—A, A A A A A+ A A A+ A A —AA A+ A AISAEF_AISAI

2 2 2

—A\ Ay +A A A A A A FAG A A A AKA A GAAA A A A
2 2

+As ‘415+A? AM_AMAlAT+A?A5A10_A|3A|‘43+A3A|3A10_’115A5A?

2
+A_},ASA(’+A5 .113+A8.4|5A|4—A6A]5A“ A A A A4

2 I3All _AISASAB’

2
—vAHA:‘A5 — Aty ok A, A5+A6AI3A3—f14/i!4A|3 —AlﬁAS A?_A|3A| A'3

2 2 2
~d ol A ¥ A A +’1s"’|1A}3+‘4?A5‘4||+As‘415 +Ad, A, ~4 4.4

~AA A AAA A ~AA A ~AA A FAAT A AA FAAA
—A;AH+ A AA AAA M AAAA~AA A ~A A4 Y4, A4,
AAA—~AA M ~AA LA A +AAA Ay A Ay =y

—AA Ayt Ag A, A - 4, AlsAi+‘4s‘4|6‘413+‘4s‘45h'_AiﬁAs A=A, 4,.4,,

vAAAAAAA FA A ~A A A ~AA LA FAA A A

1416
+"17A6A|0_‘413A! AA_AlsAiA:;uAMAi A8+A3A?A|4+‘45A6A2+A8A16A14'
A A A~ Ay A A, _‘44’413'410_‘44A!42_Ax‘4|6A14+As‘4|| A~ 4,454,
FAAAAAAA A AAAAAA A AAAA A, A A ~A A A,
_A3”4A|3+A?‘46‘41:_A;A8A|4+‘43‘412A|4_‘48A|2Ars—‘44A|riA|4+A4AhA|4
+A4A5A{i+’483‘45+Az~!'4t»A|f.’A|0AHA$—A4/113‘45+‘4I2AIIAJ_I_AI,’.AI A_“

2
+d A A ~AA A ~AAAFA M -4 AA~AAA A A A

A AAG A A A~ A AA A A A F AL A A~ A A~ A A A,



A Ag A+ A A A A A A~ A A A~ A A A - A A A A A A,

+AlIA_‘%Al:i+AIZAIIA]$_AEAISAIJE—’_AGASA?WAI ‘412A.} -AHA]' +A|0.4”A?

2

*A, A A AA-AA A ~AAAFA AA ~AA A -AA A
2 2

FA AAAA A ~AAA AAA-ATA ~A A A+ AAA,

e T i T T B T e i T TR e T R TR Y

2
—AﬁA‘9 ,42—-_44AM +A|2A|0As_'42 AIBA?‘—A“A()/IB+.44.45 Au_AuAsAm

2 2 2
+A13 Am +A|2A9A|u_ ’12A|0A14+A4A!1A13‘- ’4m '4: - ‘414’43Ai2+ A::zAm

$A A g A~ A A A F AL A A A A A A A A A~ A AA

—A, Ay A=A\ A A A A A A A A A A A AA A AA A
-4, AzAn+AzAl|2_A3A|6A10+A12A10A|1_A|0‘4| Ay = A A, A=A, A LA,
tA A d, A 4,4, -A A ’115+Alzz 4 A A A+ ‘4102’43_’13/’15‘42
—A A A p—A Ay At 4, /11(1—_/I4As‘f115+‘413- Ay Py Ay = Al i,
JrA4A11‘(Im+A4A9As+‘42/{||‘412""'412“‘4“&_‘42"112"1|6_A| /’4'4||_A4A|f.2

~d d i At A A A A Ay A A A g A~ A A — B A
_Av‘414/;9_A6A9A5+A1|A?A13+A?A5Au+'411As"19+’4|n’413"{| —Agd o A,

il il A ~Ag A A+ Ay A Ay A A Ay —Ag Ay A~ A AR+ AL A A

2 2 2
+A LA A~ AA A FAAA - AAALA A AAA +A LA —A A A
—-A“ASAI+A3A5A9+AWAUA;—,4S.III6A;3+A]1,4?.JIH—ASAHAS%-AmAISA?

—A, A, A, A A A A A A+ A A A=A A A A A A g+ A A A

3

2
~ Ay Aol A A A Ay Ay F A Al A A A~ A A A~ A A A

~A A A A AA-AA A AAA-AA A FAAA-AA A

2 2 2
— 4 A9+AIUAI6AS_ASAIO A A —AA AT AA A+ A A A

+A|0Al4A| —~A?AMAIO—,*I?.*EIS:II+.4SAI|,4”+.»1“/IM:!9. ‘4|2“1|n‘4|4'— {14,‘{?/!”

+A6AHAln—AdA_&Au+’4:<An’414+ /1|:,4H,ff|0+;1(‘/1914:—.4”:1'“/15— A, .4”

+A, A A A A A A A A ~AAAFAA A A A=A A A

11 20 14

A4, A A A A A AGA AT A A FAAA—ACA +AAA

2
+A,,A A ~AAA ~AA A, -AAAFAAAA+A AFAA A

127 15 6 12
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+A4A|4AIU+ASAHAI(‘+ A|0A|6A3_A4A§A||_A{“‘II:A|6+Al:Am _AgA”,

2 2 2
mAtﬁATAI:_As A|5+A|2 AH_AIZ As_AﬁAuAs‘AmAnAls_Al 4,4
+Az:’»AlA‘PLAI-:AHAs»+A:~A|5Al3_’412‘411‘45_AHAUA|J”im"‘u"lr_’1m‘49
2 2 2 2
=dg Ay =y Ay= A di Ay Ay =dy A Al v A A Ay

2 2
—A A A —A /I”+A A A e ) A —A I) AlnAl}A 4-AI_‘A()A2

+A A A +A A A +A]6A9A -+-A A A =l A —Al]AJf-!”+;!]5x1|Am

—~d,,4;4.— 4, Il}’i?’A AA 4, A +A At~ A A, "’111‘4|‘40

~AAA‘—AAA+AAA~—AAAH+AAA+4A AA

A Al ¥ A A A AHA9+A A A||A3‘415_A16A|1 —/IQ.IIHA'1
A A

~A|2A]5.4|6 AIUAHA?+A3AHA|4_A|2A|:‘-A?+’I15A1A|2_’112 10715

2 2
+A3A15A16+A|3A1A4_‘412‘49A11’A2A|3A1_‘42‘49 +A4AI3A5—A”] 4.

2
T A A A~ A Ay A - A A, +A|:A14‘45+A13Am'4|3h’42’4|;’41|+A1n'414‘41

“AﬁAlz‘4|3ﬂA|4‘4nA:n+"I:A15A9+A|5A9A10_’1m- Ay _‘4|3‘4||’4:4+‘46‘412"1

14
2
+A4A6AI3—A8A9A 4 A A +A AloAu " A 4 +AA 4 ~.11’4A9
+A2 A13+A4A15A14—A8A12A13’A4A15 +A?AE4A|2*A§A]:A_IS_Ac,An’110
_A12A16A|4+A|4A3Am_'412A14A|0+A4A?‘413_'411‘49'410_’42‘49A||
+A12A|5A|6+A2A|3A3-‘_‘48A12A15+A4A14A|0_"1!3‘41|A|6+A3A|2A14
—A4A”AH+A A A -A A A +A A A +4 /4‘ 1 —412“,49+AV4_1.4”
—AgA g4, A, AA +AA A = A A +A 4 4 — A, A, A,
-AmA;_;As+Am“113"‘;_‘4|UA|3A9_A A A A A = 4 ’1|+’4|4’413‘41
B O T R 0 PO P O o e TP A_,.f“}AHAS—AM.JIHAH—.{ITAHA.)
+A A A=A A A A AA —A A A —A A AFAA A
+A|{;‘413‘41<;+A2A14'I|1+A14‘415‘46 _\ISAI,‘»_AEBA*JA_‘-’_‘41{\/’15‘4‘!
_AIIAI_\Ai _AleuAn_ AIS ’41+A? '41}_/!!6 "4|3_‘41:’1|;’4‘f'414”11|“15
+A|3‘43A$_AiﬁAlsAi+Am"1||‘413+‘415‘45A||+A14‘415'4?+"‘L4‘413"!1+‘)Iir‘ ,4?
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3

+A A AAA-AA +AA A ~A AAFAA A ~A AA

Tt e e §715714 17373
+ASA?AH—AI6A”AH—ADJI”,JU—A!? 1&. 1 +A A A +A 4 A”,A A iAs
2
+A|ﬁ A AMI!()A A(, Im +A A A|+AMA A —A A +A A”A
+A A e . +AH Al—AmAH —AmAH +4, A A 50 A

~d, A, d,-A4 4 A —ARAN‘A”—A_1AI_,‘A‘}—/{ﬁAMAanA‘SAISAH)JrARAISA14

137
IR R RS O RTE R BN W W A
iy Aty BB Ay T Al Agg bl Ay TRGAGR ™ By Biaihig Sl Ay
2 2 2
_Ar,Al(;Aas+Alf; Am_A|3A|3A|0_A2A13‘4!1+A14 A}"AuAm _AIGAISAIG
2 2
—'4|4AIIA6—A}S A2+A|6A|4A?+As‘4|5 +AhAI,\AS+A'8A?A!J+AhAlSAII
W7 -
+AIﬁAiIAI4’ ‘Aiz A|3+A4 Aﬁ’llsdA.tAls _'44'4“A]_‘»_ASAHAE4+ASAI(:AI4
2 2
—AI2 A”Am +A4AI4 +Aﬁ ’1|z”11_<+“is AI__)]
>YBE := convert (YBE,set):
y la resolvemos:
- En Maple 4 tarda unos minutos (en dimension 2).
- En Maple 7 y 8 no termina !
>sclve (YBE) ;
Warning, computation interrupted

>
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11.4  Espacio tangente a una solucion de YBE en Maple.

>restart;
La dimension en YBE
>dim := 2;

dim =2

Definimos la ecuacion de Yang-Baxter
>BEQN := (i,j.k,l,m,n)->Sum(Sum(Sum( A[i,j.p.gl*Alp,k,1l,rl*A[q,r,m,n], p=0..dim-1),
g=0..dim-1), r=0..dim-1 }
> - Sum(Sum(Sum( A[j.k,q,r]*A[i,xr,p,n]*Alp,q,1,m], p=0..dim-1}, g=0..dim-1), r=0..dim-1
Y = O3

dim=1 fdim—1 f dim—1

EQON = (i,j k, mny—| Y | D

r=0 q=0 p=0

dim~1 fdim =1 fdim -1 <
| 2 2| & A ]]
Jokgor ir.pon pr;!m

A A
ipp.q phlr g.roman

r=0 q=0 p=0

>YBE := {seg(seq(seg(seqg(seqg(seq( EQN(i,j.k,1,m,n), i=0..dim-1), j=0..dim-1), k=0..dim-1),
1=0..dim-1), m=0..dim-1), n=0..dim-1)}:

>¥YBE := map(value, YBE) :

Las variables en YBE

>variables := [seg( seg( seq( seq( A[i,3j,k.1], 1=0..dim-1), k=0..dim-1), j=0..dim-1}),
i=0..dim-1)]);

variables = [, o 4 oAy o004 0104001000000 e Do Ao
AI,D.O. l’AI_ﬂ, I.O’AI,U, o AI,LU.O3 AI‘I.U. I’Al,l.l.{}' AI.I.I, I]

Los diferenciales de las variables como vanables adicionales d’.

>Dvariables := { seqg([op(map(D,variables)}] [jl=[seq(d[i-1],

i=1..nops(variables))] [j],j=1..nops(variables)) };

Dvariables = {I(A; o o) =dy XAy o o )=d, DA ) =dy, DA, ) =d
D(AO 1,0 D) = d4' D(A(L 1. 0.1 ) =d5’ D(AU 1. |_0) = dh‘ D(AU. 1. 1.1 ) :d. D(AI 0.0, () dk’
D(4, 0.0, ) =dy D(AI 0.1.0) :dl[}‘ D(4, o, )=d: DA | 4 o)=d\»
D(‘AI I.U,i) D( lI L. L {? dM’ I:){AI.I,I_I)Z('HIE:'\}

“alculamos el diferencial de YBE donde apareceran los diferenciales de las variables

>DYBE := D(YBE):

Cambiamos el nombre de los diferenciales

> DYBE := subs(Dvariables, DYEE):

Ahora DYBE tiene las siguientes variables

> 1ndet3(DYBE};

i) F #

AO 0.0.0° 0 0,1.0° A{),U, 0. AU.U. il Al‘(}. 0.0 AU. Lo Ai 0.0.17 'fl Lo A'U. LLo ';I, 0.1.0

Ao v dedoo e e e pdypdidydidid,.d.d,

ayl@7 d! I* dIZ' d] g dltf dl:’!}

Sustituimos alguna solucion de YBE v la presentamos como una matriz Q

>Q:=matrix(dim*dim, dim*dim) :

>for ii from 0 to dim-1 do

> for jj from 0 to dim-1 do

> for kk from 0 to dim-1 do

>for 11 from 0 to dim-1 do

> assign{x[ii*dim”3+jij*dim " 2+kk*dim+11]=A1id,33,kk,11]):;

> assign(Q[ii*dim+jj+1,kk*dim+11+1]=x[ii*dim" 3+jj*dim  Z+kk*dims+11}};
>od;od;od;od;

>Datos:=[
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> x[ 0]= 3.8124061263256

yx[ 1}J= 1.18063361559907
»x[ 2]= 1.18063361559507
+x[ 3]= 1.38948B74587342
%[ 4]= 2.91626792333692

+x[ 5]= -0.255642040435327
+x[ 6]l= 3.43215829735266
»x[ 7]1= -3.65413190360989
«x[ 8]= -4.03711514634775
+x[ 9]= 1.78575041839071
+x[10)= -1.54204991939728
»%x[11]= 2.10165124624652

,x[12}= 0.B912BBB17004647
+%x[13]= 1.0489585952058
+x[14]= 1.048B9585952058
+%x[15]= 4.04375476314957
>]:

> gubs (Datos,evalm{(Q));

3.8124061263256, 1.18063361559907, 1.18063361559907, 1.38948874587342
2.91626792333692 , -0.295642040435327 , 3.43215829735266 ,-3.65413190360989
-4.03711514634775, 1.78575041839071, -1.94204991939728, 2.10165124624652
0.891288817004647, 1.0489585952058 , 1.0489585952058, 4.04375476314957

Inicia aqui el calculo de la dimension del espacio tangente a la solucion dada.
Definimos el nuevo sistema de ecuaciones sustituyendo la solucion dada en el diferencial de YBE.
>gistema := subs( Datos, DYBE ):
El nuevo sistema de ecuaciones tiene el siguiente nimero de ecuaciones y las siguientes variables
>nops(sistema); indets(sistema);

64

{d(}. dl, dz’ cf}. cf4. "!5’ dﬁ, d?. dg, d{), dm‘ dl " d[:._ dl 3 dw dls}

Construimos la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones

>M := matrix( nops(sistema), dim"4 ):

>for ii from 1 to nops(sistema) do

>for jj from 1 tc dim™4 do

> M[ii,jjl:= coeff{ lhs(sistema[ii]) , d[ij-1]);
>od;

>od:

La dimension del espacio tangente a la solucion dada es:
>DimEspTan:=dim"4-1linalg(rank] (M);

DimEspTan =35
Veremos cuantas ecuaciones NO se cumplen

> gubs (Datos,value (YBE) ) ;

{-0.10107=0.-0.11 107=0.0.28 107=0.-0.23107=0,0.3 107=0,0.12 107 =0,
0.=0,0.6107=0.0.10107=0,-0.1107=0,-0.610%=0,0.18 107 =0,
-0.13107=0,02107=0,-0.17107=0,02 10%=0,-04107=0, 0.7 10 =0,
0.11107=0,-0.42107=0,0410%=0.0.1 107=0,-026107=0, -0.1 103 =0,
0.110%=0.0.71107=0.-02107=0.-0.3107=0,-0.18107=0,-0.7 10%=0,
-0.15107=0,-0.510%=0.0.6 10%=0,0.16 107=0}

Definimos la expresion para calcular el error

>Error :i= Sumisum(Sum(Sum{SumiSum{

> { (lhs( EQNll L k,1,m,n) )} } 2.,
>i=0..dim-1); j=0..dim-1), k=0..dim-1}, 1l=0..dim-1), m=0..dim-1), n=0..dim-1);

| | | I
Error = Z 2 ; [ Z [ 2 A;‘_;; Py A;;_ kdr '4:_:_ rom.n ] ]]
i =101

n=0\1m l] ’-{! () o) ;"H p=0l p=0
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r=0\g=0\p=0

y calculamos el error de la solucion dada
> subs (Datos, evalf(Error));

0.24072 103
>
Definimos un procedimiento para hacer una Busqueda por gradiente
> BusquedaGradiente:=proc (DatosParam, etaini)

> local

Datos,DatosNuevos,GradError,ValError,ValErrorNuevo,ValGradError, EtaGradError,ii,i,eta;
> Datos := value({DatosParam);

> GradError := linalglgrad] (value(Error), variables ):

> ValError := subs( Datos, evalf({Error) ); print(ValError);

> eta := eval(etaini);

> for ii from 1 to 3 while ValError > 0 do

> ValGradError := convert({subs(Datos,eval (GradError)),Vector):

> EtaGradError := eta*ValGradError / sgrt(LinearAlgebra[DotProduct] (ValGradError,

ValGradError)):

> DatosNuevos := [seg(x[i-1]=evalf(rhs(Datos[i])-EtaGradError[i]),i=1..nops(Datos))];
= if DatosNuevos = Datos then break; end if;

> ValErrorNuevo := evalf(subs( DatosNuevos, value(Error) } };
= if ValErrorNuevo < ValError

= then

> Datos := eval( DatosNuevos );

> ValError := eval( ValErrorNuevo );

> eta := eta * 1.4142;

> print({ eta, ValError );

> else

> eta := eta * 0.1;

> print( eta });

= end if;

> 2 R

> end do;

> return Datos;

> end:

Mejoramos la solucion mediante Busqueda por Gradiente
> DatosNuevos := BusquedaGradiente( Datos, 1 };

0.24072 101
0.1
0.01
0.001
0.0001
0.00001

0.110°
0.110°*
0.1 107
0.110°"
0.14142 10°% 0.22434 10°"
0.199996164 107, 0.17477 10°"*
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0.2828345751 10°%,0.16574 10"
0.2828345751 10
0.3999846561 10, 0.15470 10°"*
0.5656583007 10, 0.13995 10"
0.7999539688 10, 0.12285 107"
0.7999539688 10°'°

DatosNuevos:= [, , o ,=3.812406126, 4, , , , = 1.180633615, 4, , , ,= 1.180633616,
Ay oy = 1389488746, 4 =2916267923, 4  =-0.2956420403
Ay | o =3432158297. 4, | =-3.654131904.4, , , ,=-4.037115146
A o = 1T85TS04I8. 4, =-1.942049920.4, =2.101651246,
Ay | oo =0.8912888158,4, | =1.048958596,4, ,= 1.048958596,
A =4.043754763 ]

0 T P

Presentamos la solucion mejorada como una matriz
> subs (DatosNuevos, evalm(Q) ) ;

3.812406126  1.180633615 1.180633616  1.389488746
2916267923 -0.2956420403 3.432158297 -3.654131904
-4.037115146  1.785750418  -1.942049920 2.101651246
0.8912888158  1.048958596  1.048958596 4.043754763

Sustituimos la solucion dada por la solucion mejorada

>Datos := eval(DatosMNuevos);
Datos = [A, ;o o= 3-812406126, 4, , , ,=1.180633615, 4, , , ,= 1.180633616,
An_ R 1.3894887406. .‘fﬂ_ e 2.916267923, AU‘ T -0.2956420403,
Ay, | o=3432158297,4,  =-3.654131904 4, , =-4.037115146
‘41. . 1.785750418, 4 Y -1.942049920, Ai.{). y o= 2.101651246,
Ay o o=08912888158.4,  =1.048958596. 4,  , = 1.048958596,
A = 4.043754763]

LIk

Ahora podemos repetir el Calculo de la dimension del espacio tangente con la solucion mejorada

>
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11.5  Algoritmo Genético usado para resolver YBE.

El algoritmo genético usado durante el desarrollo de ésta tesis esta descrito en [R 13]
y fue desarrollado por R. P. Hernandez y A. Kun.

A éste algoritmo se le hicieron algunos ajustes finos para mejorar su desempeno al
resolver YBE considerando las caracteristicas propias de dicha ecuacion.

El algoritmo es un Algonitmo Genético Ecléctico (EGA por sus siglas en inglés) y se
llama asi porque toma elementos de diversas estrategias para obtener un buen optimizador.
Se centra la atencion en la resolucion de problemas de optimizacion restringida sobre
dominios de variable multiple.

Las principales caracteristicas del algoritmo son:
v" Parametros autoajustables.
v" Invocacion selectiva de un buscador local aleatorio.
v" Apareamiento deterministico.
v" Cruzamiento anular.
v Calificacion deterministica para manejo de restricciones.
v" Elitismo total.

Algunos pardmetros propios del algoritmo en general son insertados en el genoma de
cada individuo. El parametro usado es el promedio de lo que se tiene en toda la poblacion.
De esta manera el parametro “evoluciona” hacia un valor 6ptimo entre un limite minimo y
maximo. Algunos parametros de este tipo son: probabilidad de cruzamiento, probabilidad
de mutacion, tamano de la poblacion, entre otros. Para esta tesis se fijaron la probabilidad
de cruzamiento en 1 y la probabilidad de mutacion entre 0.9 y 1. Esto ultimo permite
mantener mayor diversidad genética ya que la mutacion se hace después de cada
cruzamiento. Asi los hijos seran parecidos a sus padres pero con una diferencia adicional
evitandose en cierta medida la convergencia prematura.

El buscador local sera invocado con mayor frecuencia cuando los mejores individuos
provengan de una busqueda local y con menor frecuencia cuando provengan de
cruzamientos entre otros individuos. En el caso de esta tesis se forzo a que la invocacion
fuera muy frecuente ya que asi mejoraba el desempeno del algoritmo. De hecho se hacen
entre 10 y 20 invocaciones por cada ciclo de cruzamientos. A diferencia del algoritmo
original, no se conservan como individuos a las mutaciones exitosas que se van haciendo
sino que solamente se conserva al mejor individuo encontrado en cada invocacion. El
nimero de pasos en cada invocacion del buscador local se fijo en un 10% de la longitud del
cromosoma que en este caso es alrededor de 520 bits.

El apareamiento es deterministico siguiendo el esquema de “Vasconcelos”, es decir,
que el mejor individuo se cruza con el peor, el segundo mejor con el segundo peor, etc.
Esto ayuda a conservar la diversidad genética.

El' cruzamiento anular significa que el genoma de cada individuo es considerado
como un anillo. Al hacer un cruzamiento con otro individuo, se “corta” el anllo en dos
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lugares al azar iguales para ambos individuos y se intercambian los segmentos
correspondientes entre ellos.

Al calificar a los individuos se hace de manera deterministica (no aleatonia). Los
individuos factibles son siempre mejores que los no factibles. Los individuos factibles se
califican con la funcién objetivo y los no factibles mediante la trasgresion total.

El eliismo total se refiere a que solamente un numero fijo de los primeros mejores
individuos pasaran a la siguiente generacion.
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