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Resumen

En este trabajo se abordan tres problemas relacionados con espacios no
conmutativos. La no conmutatividad en una teoria de campos debido a sus
condiciones de borde, se propone un nuevo método para abordar este problema.
El limite cldsico de la mecdnica cudntica no conmutativa, se muestra que al
considerar una estructura simpléctica consistente con esta mecdnica cudntica
se obtienen correcciones para la segunda ley de Newton. Por 1iltimo, se estudian
objetos geométricos en un espacios no conmutativos v se muestra que en un
espacio no conmutativo de dos dimensiones se cuantiza el drea.

Summary

In this work we study three problems related with noncommutative space. The
nonconmutative on field theory for their boundary condition, a new method
to compute the symplectic structure of a quantum field theory with non tri-
vial boundary conditions is proposed. The classical limit of noncommutative
quantum mechanics, we show the corrections to the Newton s second law if
we suppose that the phase space has a simplectic structure consistent with the
rules of commutation of the noncommutative quantum mechanics. We finally
study the geometry on space noncomutative and we show the quantization of
the area in a two-dimensional non-commutative space.
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0.1. Introduccién

0.2. Fisica y Geometria

Entre la fisica y la geometria hay una relacién profunda que enriquece a
ambas disciplinas. Incluso, Galileo nos dice en El Ensayador (1622) que: « el
libro de los secretos de la naturaleza estd escrito en lengua matematica, y sus
caracteres son tridngulos, eirculos y otras figuras geométricas sin las cuales
nos agitanos vanamente en un oscuro laberinto» [1]. Una postura similar fue
adoptada por A. Einstein, quien asume que la geometria ¢s parte de la fisica
[2]. De hecho estas disciplinas nacen juntas, pues, los primeros conocimientos
de geometria surgen en Egipto al tratar de medir objetos fisicos como la tierra
y al estudiar arreglos de mosaicos. Posteriormente la trigonometria surge en la
escuela de Alexandria al tratar de medir la posicién y movimiento de objetos
celestes. Una gran cantidad de conocimientos sobre geometria, acumulados por
un largo periodo de tiempo, fueron condensados en los postulados de Eucli-
des (300 a.de.C). Estos postulados fueron el primer sistema axiomadtico en la
historia de las matemadticas. La geometria no sélo ha sido una herramienta
en la fisica, también ha tenido una influencia estética para diferentes pensa-
dores y artistas. Por ejemplo, los arquitectos griegos disenaban edificios en
forma de rectdngulos que satisfacian la proporcién divina (.618), extraida de
una relacién geométrica. Por otra parte, debido a las simetrias de los circulos,
algunos de los primeros fisicos pensaban que las trayectorias naturales de un
objeto deberian ser circulos. Un caso extremo sobre la influencia que ejerce la
estética de la geometria sobre algunos fisicos lo podemos ver en Galileo quien,
como persona cercana a la estética de la pintura del Renacimiento, se niega
a ocupar los resultados de Kepler en defensa de sus ideas y su persona, él no
podia aceptar que figuras deformes como las elipses fueran las trayectoria de
los objetos celeste. Posteriormente I. Newton se dio cuenta que para describir
el movimiento de los objetos lo fundamental son la linea y el punto, v las tra-
yectorias curvas son deformaciones debido a una fuerza (1669). En el trabajo
de I. Newton se tiene el primer gran logro de la fisica y en ¢l la geometria
Euclidiana juega un papel fundamental.

Durante cerca de 2000 anos no surgié una geometria diferente a la Eucli-
diana. Fue hasta 1829 cuando se desarrolla lo que hoy se conoce como geometria
no Euclidiana. Sin embargo, en este caso la geometria tomd la delantera, pues,
posteriormente este tipo de geometria fue el marco natural para expresar la
Relatividad Especial (1905) y General (1915). Actualmente se mantiene una
fuerte relacién entre la geometria y la fisica. Por ejemplo, en las teorias de nor-
ma, para los matematicos la teoria de conexiones, se tiene un ejemplo de esta



relacién. En efecto, diferentes propiedades geométricas de espacios de baja di-
mension (d = 4) recientemente descubiertas por matematicos como Donaldson
fueron demostradas ocupando la accién de las teoria de Yang-Mills. Pues, tal
v como lo mostré E. Witten, esa teoria se puede interpretar como una teoria
de campos topolégica en 3+1 dimensiones. Otro ejemplo lo podemos ver en la
teorfa de nudos. Curiosamente la teoria de nudos fue una propuesta de Kelvin
para ver a los d4tomos como objetos extendidos y explicar su espectro, hoy
sabemos que la teoria adecuada para entender la materia a nivel atémico es
la meecdnica cudntica. Sin embargo, para los matematicos esta propuesta dejo
nna serie de problemas sin resolver, estos problemas estdn relacionados con las
propiedades y clasificacion de los nudos. Recientemente Jones desarrollé una
teoria matematica que arroja nuevos resultados sobres estos objetos y E. Wit-
ten demostré que esta teoria también se puede ver como una teoria de campos
topolégica en 2+1 dimensiones. Un resumen sobre estos temas, dada por los
autores originales, se puede ver en [3], también se puede consultar [4].

Como se mencioné anteriormente la geometria Euclidiana estd intimamente
relacionada con la mecdnica cldsica. Ahora, con el surgimiento de la mecdnica
cudntica (1925) nace un nuevo concepto de geometria. Esto es natural si ape-
lamos al principio de incertidumbre, pues, este principio no nos permite definir
un punto en el espacio fase. Asi para la mecdnica cudntica el espacio fase es un
espacio sin puntos. Esto es muy notable pues la topologia, que es la rama més
elemental de la geometria, se basa en el concepto de conjunto de puntos. Por lo
tanto, es natural preguntarse sobre la geometria en un espacio sin puntos. El
desarrollo de esta disciplina se da fuera de la mecdnica cudntica, pero estd re-
lacionada con ella. Una herramienta importante para entender estos espacios
sin puntos es el teorema de Gelfand-Naimark [5]. Este teorema afirma que un
espacio topoldgico se puede mapear en un dlgebra conmutativa y que el ma-
peo inverso también es posible. Un paso mds alld de estos resultados se pudo
dar al considerar el teorema Gelfand-Naimark en el contexto de dlgebras no
commutativas. A esta nueva rama de las matematicas se le llama Geometria no
conmutativa. La geometria no conmutativa se centra en el estudio de las pro-
piedades de dlgebras no conmutativas que pueden tener significado geométrico.
En este sentido la geometria no parte de ningtin tipo definido de espacio sino
del algebra. Podemos pensar que estamos estudiando un espacio no conmuta-
tivo sin tener que definirlo formalmente. Debemos hacer notar que el hecho de
tener un espacio no conmutativo no implica que este sea cudntico.

La idea de los espacios no conmutativos nace del principio de incertidumbre,
el enal es valido para variables en el espacio fase. Sin embargo, tltimamente



ha llamado mucho la atencidn la idea de que el espacio fisico pueda ser no con-
mutativo, es decir, que las reglas de conmutacién entre coordenadas espaciales
sean del tipo

[i{,i’j] = z'he.-',-. (])

Esta idea fue originalmente propuesta por Heisenberg en 1930 [6], quien crefa
que el principio de incertidumbre entre coordenadas disminuiria las singula-
ridades a distancias cortas, lo que mejoraria la teoria de campos. Heisenberg
comento esta idea con Peierls. En 1932 Peierls estudia sistemas de electrones
en un campo magnético intenso y se da cuenta que en este hnute se tiene de
manera natural no conmutatividad en las coordenadas [7]. Sin embargo, esta
realizacién fenomenoldgica de la idea de Heisenberg no la coloca en la fisica
fundamental. Por lo que Peierls le transmite la idea a Pauli, el cual se la hace
saber a Oppenheimer, éste sugiere a su estudiante H. Snyder trabajar el te-
ma, éste publicé en 1947 el primer trabajo sobre la materia [8]. Sin embargo,
debido al éxito de la teoria cudntica de campos estandar, la propuesta de la
no conmutatividad del espacio fue abandonada por un largo periodo de tiem-
po. Sin embargo, en la actualidad la propuesta de los espacios no conmutativos
se estudia en diversas ramas de la fisica y con diferentes puntos de vista, como:

1) Efecto Hall cudntico [9].

2) Vértices de superfluidos [10].

3) Mecénica cuantica no conmutativa [11].

4) Teoria de campos no conmutativos [12].

5) Teoria de cuerdas y D-branas [13].

6) Principio de incertidumbre de cuerdas [14].
7) Teoria de campos de cuerdas [15].

8) Fisica matematica [16].

Hay diferentes razones por las que es interesante estudiar sistemas fisicos
en un espacio no conmutativo. Por ejemplo, en una teoria cudntica que incluya
la gravedad, la naturaleza del espacio tiempo debe cambiar a distancias com-
parables con la longitud de Planck, Ip = (.?‘1(3'/(,'3)”2 = 10"¥¢m. Esto se debe
a que el impulso y la energia requeridos para hacer una medicién a esta escala
modificaria por si mismo la geometria del espacio tiempo [17]. A esta escala
una posible modificacién a la geometria del espacio tiempo es que va no sea
una variedad diferenciable y adquiera propiedades no conmutativas. Por otra
parte, una teoria de cuerdas bajo ciertos fondos adquiere de manera natural
propiedades no conmutativas [18], estas teorias de cuerdas a bajas energias
implican campos en un espacio no conmutativo [13]. No obstante una teoria
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de campos en un espacio no conmutativo se puede construir de manera inde-
pendiente [12]. Esta nueva teoria de campos tiene diferentes propiedades que
la hacen interesante. Por ejemplo, debido a que se tiene un espacio de fondo
sin puntos, es una teoria no local. Esta no localidad permite una relacién entre
divergencias infrarrojas y ultravioletas [19], semejante a la que ocurre en teoria
de cuerdas. Otra propiedad interesante es que existe un mapeo entre una teoria
de norma conmutativa y una teoria de norma no conmutativa [13]. Sin embar-
go, hasta hoy la tinica realizacién fenomenoldgica de la no conmutatividad se
encuentra en el efecto Hall cudntico.

En algunos casos se supone que el pardmetro ©;; depende del espacio tiem-
po. Sin embargo, por lo general se supone que este parametro es constante,
antisimétrico y real, este es el punto de vista que tomaremos en el presente
trabajo.

0.3. Sobre este trabajo

A continuacién se menciona de forma breve el contenido del texto de este
trabajo.

0.3.1. Condiciones de borde

Como primer paso veamos como puede surgir no conmutatividad en un sis-
tema fisico. Consideremos una particula no relativista en un campo magnético
constante, B. La Lagrangiana de este sistema es

i il
L= EX Xi == EE.J;\ T, (2)
En el limite en que el campo magnético es intenso el término cinético de la
particula en la Lagrangiana se puede despreciar. La Lagrangiana se reduce a

Bl s
L= '—Efij)il/\". (JJ

Como esta Lagrangiana es invariante bajo reparametrizaciones, la Hamiltonia-
na canonica es cero. Las constricciones para este caso son:

B :
H b EEinj = 0, {4)
que claramente forman un dlgebra de constricciones de segunda clase. Aqui los

paréntesis de Dirac son

(X X;} = -2 (5)
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Por lo tanto, al cuantizar este sistema tendremos un espacio no conmutativo

,. - o Eid

[, %] = ~in 2. (6)

Este es primer sistema del que se supo tiene una manifestacion no conmutati-
va, el trabajo que lo reporta data de 1932 y se debe a R. Peierls [7].

Para obtener no conmutatividad en teoria de cuerdas debemos agregar un
término de la forma (3) a la accién de Polyakov. Por lo tanto. en la norma
plana, la nueva accion es

_ 1
" drno!

f d*0 (9N + € B,,] . X" 0, X" (7)
b

El término extra es un término de borde y no modifica las ecuaciones de
movimiento. Sin embargo, si se pueden modificar las condiciones de borde. Por
ejemplo, podemos dividir las coordenadas en X* con i = 0,...,p y X™ con
m=p+1,...,9 y tomar las condiciones de borde en ¢ = 0,7 como

8, X'+ B;o. X’ =0, X™=uz3. (8)

Ocupando las variables candnicas las condiciones de borde para las coordenadas
X' se pueden escribir como

P +(B'M)i,X =0 o=0,7 (9)

con M una matriz que depende de B. Como vemos estas condiciones de borde
tiene la forma de constricciones y la estructura de la ecuacion (4). De donde,
al calcular los paréntesis de Poisson estas condiciones de borde resultan ser
inconsistentes con la estructura simpléctica estindar. En efecto, al calcular el
paréntesis de Poisson de dos coordenadas con la solucion exacta del problema y
evaluarla en el borde, es decir, en las coordenadas de la D-brana, estos resultan
ser diferentes de cero. Esto implica que al cuantizar el sistema las coordenadas
en el borde no son conmutativas. Por lo tanto, tendremos D-branas no conmu-
tativas.

Una de las propuestas para resolver la inconsistencia entre la estructura
simpléctica en el borde y las condiciones de frontera de las ecuaciones de mo-
vimiento estd en suponer que las condiciones de borde se pueden tomar como
constricciones en el borde. Esta propuesta originalmente dio resultados que
concuerdan con los que se obtienen de la solucion exacta. Sin embargo, pre-
senta diferentes problemas. Por ejemplo, de la evolucion de las constricciones
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primarias, que son las condiciones de borde, se obtiene un nimero infinito
de constricciones secundarias. Existen diferentes propuestas para mejorar este
método pero aln no se tiene una respuesta final. En la primera parte de este
trabajo proponemos un método alternativo que funciona para todos los casos
conocidos. Damos sus ventajas y sus problemas.

Los resultados de este trabajo se tiene en proceso de publicacion, una versién
preliminar se encuentra en la referencia [20].

0.3.2. Limite clasico y no conmutatividad

En las reglas de conmutacién de un espacio no conmutativo (1) tenemos
dos parametros: © y h. Por lo tanto, tenemos dos posibles limites: el limite
conmutativo © = 0 v el limite clasico. En el limite conmutativo tenemos la
mecdnica cudntica estandar, pero en limite clasico debemos tener una nueva
mecénica cldsica. Un drea poco explorada de la fisica en espacios no conmuta-
tivos es limite clasico. De esto se trata la segunda parte del trabajo. Para hacer
este estudio tomaremos una estructura simpléctica consistente con las reglas
de conmutacién de un espacio no conmutativo, un Hamiltoniano estandar, los
mezclaremos y veremos que correcciones se tienen para la segunda ley de New-
ton. Es decir, lo que hacemos es la construccién de una mecanica clasica “no
conmutativa”. Veremos que la correccion que se obtiene para la segunda ley de
Newton resulta ser proporcional al pardmetro no conmutativo y a las variacio-
nes del potencial bajo el cual estd la particula. Asi, esta nueva fuerza se puede
ver como el resultado de una perturbacién al espacio provocada por el campo
externo. Por ejemplo, se muestra que en el caso particular de un campo central
la correccién se puede interpretar como el andlogo de una fuerza de Coriolis.

Analizaremos dos casos concretos, el potencial de un oscilador arménico
tridimensional v el problema de Kepler. Para el oscilador arménico obtenemos
ecuaciones de movimiento que se pueden ver como las de un oscilador cargado
en un campo magnético constante del orden del pardmetro no conmutativo.
Para el problema de Kepler, la fuerza de Coriolis que se obtiene posee la
forma de la fuerza de Coriolis que produce un campo gravitacional lejano de
un cuerpo masivo rotante. También mostraremos que hay una corrimiento del
perihelio de los planetas. Del andlisis del corrimiento al perihelio de Mercurio,
se puede observar que el sistema planetario es altamente seusible al parametro
no conmutativo ©;;. Pues basta que éste sea del orden de 107%°s/Kg (h©,; =~
10~%¥m?) para explicar el corrimiento del perihelio de Mercurio observado. Esto
muestra que para este sistema la fisica a pequena escala no esta desconectada
de la fisica a gran escala. También se obtiene una cota para este parametro



del orden de 10~*s/Kg (v/hO = 5X10°Lp), por lo que se tiene la posibilidad
de que antes de llegar a la escala de Planck el espacio sea no conmutativo.
Ademaés mostraremos que la segunda y tercera ley de Kepler tienen correcciones
similares a las que da una particula en la métrica de Kerr.

Los resultados de este trabajo se publicarén en las referencias [21] y [22].

0.3.3. Implicaciones Geométricas

Actualmente no tenemos una version cudntica de la gravedad. Sin embargo.
existen algunos indicios tedricos de que en esta teorfa algunos objetos veanictri-

cos, como el area del horizonte de eventos de un hoyo negro, se deben cuantizar
[24]. De hecho, un resultado importante para algunas teorias cuanticas de la
gravedad, como la gravedad cudntica de lazos, es la cuantizacion de objetos
geométricos. En esta parte del texto mostramos que en un espacio no conmu-
tativo también es posible cuantizar algunos objetos geométricos. Se comparan
estos resultados con los que se obtienen en otras teorias.

Los resultados de este trabajo se publicardn en la referencia [23]

0.3.4. Organizacion

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. Primero se da un pa-
norama general sobre diferentes temas que se han desarrollado en torno a los
campos no conmutativos. Esa parte no es exhaustiva, sélo se muestran algunos
resultados que son interesantes o que se les hace referencia en el texto. Poste-
riormente se trata el tema de las condiciones de borde y la no conmutatividad
en cuerdas, en particular se muestra un método alternativo para tratar a las
condiciones de borde como constricciones. En la segunda parte de este trabajo
se trata el tema de las implicaciones cldsicas que se obtiene por suponer que
el espacio es no conmutativo. Por tltimo se muestran algunas implicaciones
geométricas que se obtienen por suponer que el espacio es no conmutativo.



Capitulo 1

Panorama General

1.1. Geometria no conmutativa

La rama maés elemental de la geometria es la topologia. Incluso, todas las
teorias fisicas se basan en que el espacio de fondo es un espacio topoldgico.
Si bien no se requiere recurrir a los teoremas topoldgicos para construir una
teoria fisica, ellos estan presentes de forma implicita. Por otra parte, un resul-
tado de esta rama de las matemadticas es que la estructura topoldgica de un
conjunto se refleja en el conjunto de funciones continuas que se pueden definir
en él. Ahora, con la multiplicacion punto a punto, el conjunto de funciones
continuas adquiere una estructura de dlgebra conmutativa. Por lo tanto, dado
un espacio topolégico es posible definir un dlgebra de funciones. El problema
inverso también es posible, es decir, dada una dlgebra de funciones sobre un
conjunto es posible inducir una estructura topoldgica en el conjunto, de tal
forma que el dlgebra inicial es identificada con el dlgebra de funciones defini-
das en ese espacio topologico. Este es el llamado teorema de Gelfand-Naimark
[5]. Incluso se puede mostrar que a cada objeto algebraico le corresponde un
objeto geométrico, y a la inversa.

Un paso mas alla de estos resultados se puede dar si se consideran el teore-
ma Gelfand-Naimark en el contexto de dlgebras no conmutativas. A esta nueva
rama de las matemadticas se le llama Geometria no conmutativa. La geometria
no conmutativa se centra en el estudio de a las propiedades de dlgebras no con-
mutativas que pueden tener significado geométrico en el caso no conmutativo.
En este sentido la geometria no conmutativa es una geometria que no parte
de la idea de punto. Podemos pensar que estamos estudiando un espacio no
conmutativo a través de su dlgebra.
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Para formular una teoria de campos en un espacio no conmutativo recor-
demos que los campos, ¢, son funciones continuas sobre el espacio tiempo,
es decir, son elementos de un dlgebra continua definida sobre cierta variedad.
Dado que el teorema de Gelfand-Naimark nos dice que la variedad se puede re-
cuperar a partir del dlgebra de funciones continuas, entonces se puede formular
una teoria de campos solamente en términos del dlgebra a la cual estos perte-
necen, sin ninguna referencia directa al espacio tiempo. Esto también se puede
hacer para un algebra arbitraria, incluso si es no conmutativa. Asi, cuando
trabajamos con un dlgebra no conmutativa en un sentido estamos trabajando
en una teoria de campos en un espacio no conmutativo.

Debido a que la geometria no conmutativa fue desarrollada por matemati-
cos, tiene una formulacién matematica muy sofisticada. Por esta razén sélo
nos referiremos a los elementos y resultados que tienen interés fisico. Existen
diversas referencias que pueden ser ttiles para una introduccién a este tema,
por ejemplo [16], [25], [26], [27].

La geometria de un espacio no conmutativo se puede definir con el llamado
triplete espectral (A, H. D). Con A un algebra involutiva, es decir, que a cada
elemento del dlgebra se le puede asociar su “complejo conjugado” y este estd en
el dlgebra. Por lo general A es un dlgebra no conmutativa. H es un espacio
de Hilbert separable. Y D es un operador antoadjunto que actiia en ‘H. Por
ejemplo, la geometria Riemanniana se puede obtener del triplete particular

) 1
A=C®(M), H=L*S), D=+" (3,, 3 Zw:’;""ya;,) , (1.1)

con A = C™(M) el dlgebra de las funciones infinitamente diferenciables en
la variedad M, H = L*(S) el espacio de Hilbert de las funciones cuadrado
integrables en M. D el operador de Dirac fermiénico en M y wﬂ"’ la conexion
de espin de la variedad M.

El elemento mas importante de este triplete, desde el punto de vista fisico,
es el operador de Dirac. Independientemente de la geometria no conmutativa,
el estudio de este operador da resultados interesantes. Por ejemplo, el operador
de Dirac fermidnico usual (en un espacio curvo) tiene informacion importante
de la geometria del espacio tiempo. En particular los valores propios de es-
te operador son invariantes bajo difeomorfismos [28], es decir, son cantidades
invariantes de norma v por lo tanto observables de la relatividad general. De
hecho, estos valores propios pueden ser utilizados para formular la relatividad
general [29], [30].

Una vez definido un operador de Dirac, la forma de obtener la fisica de este
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operador es mediante el llamado principio espectral. Este principio asocia al
operador de Dirac una accién fermidnica de la forma

I; = (3, DY) (1.2)

aqui se estd tomando el producto escalar del espacio de Hilbert H vy 1 es un
elemento de este espacio. Mientras que para la parte bosdnica se toma la accién

pere (x(2)) 0

con x una funcién que se anula en infinito y A% un pardmetro de corte. Para
obtener esta accién de forma explicita podemos ocupar el método del kernel
de calor. Per ejemplo, para d = 4 y x(P) de la forma x(P) = 3", f.P*, usando
la identidad

Tr(P~*) = ﬁ/ﬂmdt £#1Tr(e=P) (1.4)

y la expansion

Tr(e ) ~ Z pa-E ./;! a,(r, P)dv(z) (1.5)

n>
se puede mostrar que
Iy = [ a0+ foas + foaq + ... (16)

con los a, los coeficientes de Seeley-de Witt [31] y

o= [ wtde =[x =X 00)

Por ejemplo, para el operador de Dirac sin términos de interacciones de norma
se tiene [28]

er:C{]] \/§d41'+62] \/§Rd41"+ (18)
M M

con ¢, proporcional a f,. Asl en este caso obtenemos la accién de Einstein-
Hilbert con constante cosmolégica mas términos de orden superior. En esta
accion, el término de constante cosmoldgica es més grande que el término de
curvatura, sin embargo esto se puede corregir tomando la funcién y adecuada
[32]. Entonces el primer término que se obtiene es
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I = c;/M VoRd'z. (1.9)

Para obtener una accién bosénica que contenga términos de campos de Yang-
Mills debemos agregar los términos correspondientes al operador de Dirac.
Asi, por ejemplo, se puede construir un operador de Dirac que nos de tanto
el modelo estdndar de particulas como la accién de Einstein-Hilbert [33]. El
operador de Dirac para el sector lepténico de este modelo es [34]

D, = Y(Dy — 592A%0°) sk H
vskH' (D, + i1 B,

y una expresion similar para el operador de Dirac del sector de quarks. La
accién bosénica es dada por

I, = /dJ:cV@[aA" +bA? (ER - 2y2HTH) + ¢[~18Cups C**°

5 v i
5 9BuB*" + g3F o, F*

+g3GL, G + 322 (HTH)?)) + O(1/A?) (1.10)

v

. |
+3y° (D#Hf D"H - 6RH* H) s

con a, b, ¢ son proporcionales a fs, fy, fo respectivamente, y y , z son funciones
de la constante de acoplamiento de Yukawa. Este modelo tiene diferentes pro-
piedades. Por ejemplo, permite una relacion de constantes de acoplamiento de
la forma g3 = g3 = $9{. También, al ocupar las ecuaciones del grupo de renor-
malizacién se tiene una cota para la masa de Higgs 160Gev < my < 200Gev.
Sin embargo, este modelo tiene algunos problemas de unitariedad [33].

Como vemos, al definir el operador de Dirac se define practicamente la
fisica del sistema. Por ejemplo, se puede definir un operador de Dirac el cual
da la accién del modelo de Randall-Sundrum [35].

1.1.1. El aspecto métrico de la geometria no conmuta-
tiva

Definiendo el operador de Dirac basicamente se define un operador derivada

en nuestro sistema. Por lo tanto, es natural esperar que este operador nos

defina la nocién de infinitesimal. Esto ocurre asi, sin embargo para definir esta

nocion ocuparemos un operador autoadjunto I que actiia en el espacio de

Hilbert H. Este operador cumple F? = 1. Dar F es equivalente a dar una



descomposicion de H en una suma directa de dos subespacios ortogonales v
cerrados de dimension finita

{£ € H, Fg = x££} (1.11)
Ahora definiremos un infinitesimal como
da = [F,a], (1.12)

donde a € A. Ocupando las propiedades de espacio de Hilbert separable se
puede mostrar que esta definicion es consistente con la nocién de diferencial
[16].

Por otra parte, los espacios geométricos de Riemman se definen usualmente
como variedades en donde la métrica estd dada por la distancia geodésica

d-(x,y) = inf{longitudes de trayectoria, 7, de z a y}. (1.13)
~y

Sin embargo, con el objeto de dar una version algebraica de esta cantidad
geométrica y llegar a una formulacién que se pueda extender a espacios no
conmutativos, se puede dualizar esta ecuacién de la siguiente forma:

da.) = sup{lf() - f@)l £ € AN 2 1), (114)

En donde A es el dlgebra de funciones C*°(M) sobre M, v ds es el elemento
de linea de la geometria Riemanniana.

Mas atn, utilizando la nocién cudntica de diferencial es posible especifi-
car una estructura métrica en un espacio X, generalmente no conmutativo,
definiendo primero una unidad de longitud por medio de un operador de la
forma

q
G= Z(dx“)'gw(d:r"), (1.15)
n=1

en donde z# son elementos de A, dz = [F,z], ¥ G €5 un elemento positivo
del algebra de matrices M, (A). Nétese que G es un infinitesimal positivo por
construcecion, por lo tanto podemos ver su raiz cuadrada como el elemento de
linea en la geometria Riemmaniana:

ds = (G)V-. (1.16)
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Ahora, por el teorema de Gelfand-Naimark, podemos reemplazar los puntos
z,y € X por los correspondientes estados puros ¢, y sobre la cerradura de A,
esto se hace utilizando el mapeo

ola) = a(z). x(a)=aly), Yac A (1.17)

Si ademas suponemos que G conmuta con F, de manera que dG = 0, podemos
reescribir la férmula bésica (1.14) como

dgx) = sup{lofe) ~ x(@ha € Alllgmalll 2} (118)

Ahora, podemos definir el operador de Dirac como

F

D:m=

F(ds)™, (1.19)
v notemos que este operador en H es autoadjunto, ademas que para su defini-
cion G debe ser no singular. Resulta entonces que

d(¢, x) = sup{|o(a) — x(a)|;a € A, [|[D,d]|| = 1} (1.20)

Obsérvese que tomando el cuadrado del operador D, v haciendo uso de las
propiedades de F', obtenemos

D= FG VPG =F?G ' =G, (1.21)
de modo que
|D|=G™ "2, o D=G|D|. (1.22)

Esta tltima expresion implica que F' es por construeccion el signo de D y como
G estd expresada en términos de D la informacion sobre la estructura métrica
de X estd contenida en ¢l operador autoadjunto y no acotado D sobre H.
Por esta razon. resulta m&s econémico tomar como elemento bdsico el triplete
(A, H. D). En resumen, en general en una geometria no conmutativa (1.20) se
toma como el andlogo de la distancia geodésica.

Estas ideas de la construccién de una accién a partir del operador de Dirac
v de distancia fueron ttiles para la construccién de un modelo de gravedad de
juguete que tiene version cuantica [36]. Una propiedad interesante que tiene
este modelo es que se cuantiza la distancia geodésica.
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1.2. Mecanica Cuantica no Conmutativa

La mecanica cudntica estandar se construye con las reglas de conmutacion

[E:85) =0, [&,p] =héy vy [Pyl =0. (1.23)

Ahora, si tenemos un espacio no conmutativo debemos agregar el parametro de

la no conmutatividad en estas relaciones. De donde, para construir la mecdnica
cudntica en estos espacio debemos tomar

[£:,%;] = ih©y, [0l =hdy; ¥ [Bips] = 0. (1.24)

Noétese que se puede construir una mecdnica cudntica més general, pues tam-
bién se puede pedir que los momentos canénicos sean no conmutativos [37].
Nosotros nos limitaremos a estudiar el caso de espacios no conmutativos (1.24).

Las relaciones de conmutacién (1.24) se pueden “abelianizar” con
s 1 SR
Ti=Ii+ 2—5955}')}‘ Pi = Pi; (1.25)
donde ¥; v p; satisfacen

[;I.‘,-,_ :E"-}'] = U, [i’,‘. }3}] = JE(S,J ¥ []sg,jﬁj} = (). (]26}
Pero en este caso las coordenadas &; dependen de los momentos. Para ver que

fendmenos ocurren en esta mecanica cudntica se debe proponer un Hamilto-
niano. Por ejemplo, si tenemos un Hamiltoniano de la forma estandar

7 PPy 1.27
a=2L 4 v (1.27)

Consideremos en particular el potencial de Coulomb, que tiene la forma

2
Vir) = —\/Z;ﬁ; (1.28)

En las coordenadas (1.25) v a primer orden este potencial toma la forma

Ze?

\/(’fa — 2:9uD;) (& — 5;9:8;)

Vir) =—

Ze? 7;0;
= - -zt EOuP; | o(e?)
Ze?  _ ,L-©
= : - 2L + 0(8") (1.29)
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Con ©;; = %e,—_,—kek, L =7 x p. Por lo tanto, tenemos un término de correccion
al potencial, dado por

oL-0
6V = —Ze? TR

s interesante observar que esta correccion al potencial tiene la forma de in-
teraccion espin drbita. Donde © toma el papel de espin. Sin embargo, debe-
mos notar que este “espin” tiene cardcter global y es el mismo para todas las
particulas. De un célculo perturbativo se puede ver que tomando 0, = 6,30

02

AEync =

(Za)* ng(l 21+1)fnléﬂ IRA (1.30)
para

1
Un andlisis més detallado de este problema se puede ver en [11]. Otros fenéme-

1n0S que ocurren en mecanica cudntica no conmutativa se pueden ver en [38] v
sus referencias.

J=1x1/2 y fu=

1.3. Operadores de Simbolo y el Producto
de Moyal

Un elemento importante para construir una teoria de campos en un espacio
no conmutativo es el producto de Moyal. Para motivar este concepto, recor-
demos que una de las reglas de la mecdnica cudntica es que a cada observable
clsico O le corresponde un observable cudntico O. Es decir. a cada funcién
del espacio fase O(g, p) le corresponde un operador hermitico, O, que actiia en
un espacio de Hilbert H. A la funciéon O(q, p) se le llama simbolo del operador
0] [39]. En concreto, estamos haciendo un mapeo de un espacio de funciones
definidas en una variedad a un espacio de operadores que actiian en un espacio
de Hilbert. Sin embargo, esta regla de asignacién no es tnica. Por ejemplo, a
la cantidad cldsica pg le podemos asignar el operador

pg 6 @p o qup)- (1.31)

Ademads, esta regla de asignacién no respeta las propiedades algebraicas de

los espacios, pues, por una parte el espacio de las funciones es conmutativo,
mientras que, por lo general, el espacio de los operadores no es conmutativo.

17



Por lo tanto, para darle sentido matemético a este mapeo debemos imponer
algunas condiciones extras. Por ejemplo, uno espera que este mapeo sea lineal,
que dependa de h, y que la funcién O = O(g,p) sea el limite del operador
O cuando i — 0. Por la parte algebraica, esperamos que este mapeo induzca
un algebra en el espacio de las funciones similar al dlgebra de operadores. Es
decir, que se induzca una funcién bilineal en el espacio de las funciones, *,

*: (f1, ) = fix fa, (1.32)

que sea un homomorfismo de dlgebras. Para que esto ocurra se debe pedir que
si f = fif>. entonces el simbolo de f es [ = fi = fo. Dado que el producto
entre operadores es asociativo, el producto x debe ser asociativo. Por 1ltimo,
podemos pedir que cumpla el principio de correspondencia, este principio se
introduce a través de las condiciones

lm (fi+ f2) (9,p) = fi(a, p) fola; p), (1.33)
}Emi(fl * fa = fax fi) = {f, 2} (1.34)

Con {fi. f2} los paréntesis de Poisson.

Un mapeo que satisface todas las condiciones anteriores esta dado por
una generalizacion de la transformada de Fourier. Veamos como ocurre esto.
Supongamos que tenemos un espacio abstracto {i;} que satisface las reglas de
conmutacion

Ahora, dada una funcién en término de los simbolos de 1. f(r). podemos
construir su transformada de Fourier

f(k) = / dPze~*= f(z).

Entonces. el simbolo de Weyl asociado serd [40]

dPk

@t et f(k), (1.36)

W[f] =

que es una generalizacién de la transformada inversa de Fourier. Definiendo el
operador Hermitiano

a de -.,_.z.i B =
A{J:)=/(2W)De"“ e (1.37)
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podemos reescribir la ecuacién (1.36) como
W(f] = /dﬂxf(:r)ﬁ(ar). (1.38)

Notemos que en el caso ©,; = 0, se cumple A(z) = §°(& — z) y W[f] = f(%).
Sin embargo, por lo general W[f] es un operador bastante complicado.

Introduzcamos el operador derivada, d;, a través de un operador anti-
Hermitiano y lineal que satisface

[ar] =5, [é,-,é;,} =5 (1.39)

De donde podemos deducir que el operador de traslaciones es representado por
el operador unitario e?'%, que satisface

"hA(z)e ™% = Az +v). (1.40)

Por lo que, ocupando la propiedad ciclica de la traza, concluimos que la traza
de A(z) no depende de z. Asi, la traza de W[f] sélo depende de f. Si tomamos
la normalizacién TrA(z) = 1, tenemos

TTW([f] = /d”;r:f(!) (1.41)

Otra propiedad importante del operador A(z) es que satisface la relacién de
ortogonalidad dada por [12]

Tr (A@)Aw)) = 6°(x - p). (1.42)
Esta identidad nos permite hacer el mapeo inverso de Weyl:
f(@) =T (W[f1A()) (1.43)
Ocupando la identidad de Baker-Cambell-Hausdorff, se puede mostrar que
W[fIW(g] = W[f g (1.44)
con
(f+@)(z) =e2®"%% f(2)g(a")| s (1.45)
= f(x)g(x) + i (%) ﬁ(‘_—yw @Gl J(2) 0 5.0().



Este es el llamado producto de Groenewold-Moyal o producto estrella [41]. En
particular, tenemos

[¢*, %), = ihOY (1.46)

Se puede mostrar que el producto estrella, *, tiene todas las propiedades que
hemos pedido. De la ecuacién (1.44) y la propiedad ciclica de la traza la integral

T (WAl W) = [ i) o) (147)

es invariante bajo permutaciones ciclicas. En particular, integrando por partes,
obtenemos

[ e @) = [ Popine) (1.43)

Un resultado interesante sobre los mapeos entre operadores y simbolos es que
dada una estructura simpléctica, la condicién de asociatividad y el principio
de correspondencia, el producto  es tinico [27].

Actualmente existen otras formas de obtener el producto de Moyal. Por
ejemplo, uno de los ejemplos mas simples de la geometria no conmutativa es de
las llamadas deformaciones. Estas consisten en tomar un dlgebra de funciones
continuas sobre una variedad y deformar el producto estandar sustituyéndolo
por otro de la forma

(£ +9)@) = F@g(z) + O3/ (@) 9@} pr+O@),  (1.49)

donde {...}pp representa una cierta estructura de Poisson definida sobre la

variedad y © en un pardmetro que controla la deformacion, tal que cuando

este es débil se recupera el limite conmutativo. Se puede demostrar que si se

pide que el nuevo producto sea asociativo los términos de orden superior en ©

se pueden determinar de forma tnica para cada estructura de Poisson [27].
Por ejemplo, si tomamos la estructura de Poisson tal que

O{f(z), g(x)} = ©"3,fd,9, (1.50)

con O una matriz real, constante y antisimétrica, se obtiene el producto de
Movyal (1.49)

Ahora, definiremos el paréntesis de Moyal como el conmutador de este
producto

(f.a).=Fxg—g*f. (1.51)



El acento circunflejo sobre las funciones indicard que éstas deben ser multi-
plicadas usando el producto de Moyal, es decir, que las consideramos como
elementos del algebra deformada. En particular, si consideramos las funciones
coordenadas #; sobre la variedad, el conmutador de Moyal es

[, Z5)x = ihOy;, (1.52)

que es a lo que nos referiremos como espacio no conmutativo. Por lo tanto, la
deformacién dada por el producto de Moyal, que a su vez la proporciona una
estructura simpléctica, nos da una geometria no conmutativa, en la cual aun
tiene algiin sentido hablar de “puntos” y “coordenadas”.

1.4. Teoria de Campos no Conmutativos
Con el producto de Moyal es posible construir una teoria de campos que
consiste en cambiar el producto estdndar por el de Moyal. Dada las carac-

teristicas del producto de Moyal esta nueva teorfa de campos tiene diferentes
implicaciones. Por ejemplo, para una teoria escalar libre tenemos

S= ]a’d“x [0,00"0 — m*°] . (1.53)

Por lo tanto, su equivalente no conmutativo se escribe como
8= /dd“:r [3‘1(,0* o —m2ox Q] . (1.54)
Sin embargo, de la ecuacién (1.48) podemos ver que esta accion toma la forma
(1.53). Esta es una de las caracteristicas de las teorfas no conmutativas, las

particulas libres no se ven modificadas por la no conmutatividad. Esto no
ocurre cuando tenemos interacciones. Por ejemplo, si tenemos la accion

/\2
) =fdd+lI [8,,¢*3“¢—-m2¢*¢+ Eé*d)wq’;*rf)}
)‘2
:/dd‘*]x [qu')a“rﬁ—mzd:qil-}— E@I’*ﬁfr’*fj*f’] ; (1.55)
Por lo tanto, el producto de Moyal da una fisica diferente a la estandar. En
particular, la parte de interaccién dard importantes modificaciones para la

simetria de Lorentz y los diagramas de Feynman. Veamos ahora que ocurre
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con un campo de norma. Recordemos que para acoplar un campo de norma
a otro campo lo que debemos de hacer es cambiar la derivada estdndar, d,¢,
por la derivada covariante:

Dy¢ = (0 — iA,) ¢ (1.56)

Mientras que el término cinético del campo A, estd dado por la curvatura
definida como:

[D,,D,)¢ = —iF,¢. (1.57)

Ademas, las transformaciones de norma de esta teoria son

A=A, — 0M(z) = e (z) (Au — i8,) e Mx), (1.58)
o =eMz)d (1.59)
(¢) = gle=iA=), (1.60)

Por lo tanto, en nuestro caso podemos definir la derivada covariante no con-
mutativa como

D¢ = (ay - iﬁi,*) é (1.61)
v la curvatura como

[Dus Db = —iF x ¢ (1.62)
donde

Fpu == ap/au = av-’d,u — (“iv * fa;a e A;x * Ahu)
= apﬁr/ = av/i.u e [Am Ay]t' (I 63)

Asi, la accién para el campo electromagnético no conmutativo tiene la forma
S= ]d,‘“‘zFP,*F“". (1.64)

Las transformaciones de norma de la teoria estin dadas por

A =U()x A, xU(z)™ —il(z) 8,U(x) ", (1.65)
o =U(x)* o, (1.66)
(&) =¢txU(z)™". (1.67)



con
U(x) =

)2 3
(@), = 1+ i) + DoA@) « M) + DA @)« A@) > A@) -
Como vemos, la accién para el campo electromagnético no conmutativo toma
la forma de la accién de un campos de Yang-Mills. El producto de Moyal nos
da el término no abeliano. La electrodindmica completa la podemos poner de
la forma

S=/dd+l.7:{%ﬁ*fb#*w—mﬂ)*wrﬂw*ﬁ“‘” , (1.68)

1.4.1. Simetrias

Dada las relaciones de conmutacion
[z#, 2] = 0™ (1.69)

es claro que el parametro ©" es un tensor que transforma con los indices
de Lorentz de forma apropiada. Por lo tanto, dada la definicién del producto
de Moval, una acciéon de campos no conmutativos es un escalar de Lorentz
si lo es en su version conmutativa. Sin embargo, podemos darnos cuenta que
las reglas de conmutacion (1.69) definen direcciones privilegiadas. Por ejemplo,
supongamos que solo tenemos no conmutatividad es las coordenadas espaciales,
es decir, se cumple

[#, 3] = ieY (1.70)

v cero en otro caso. Ahora, es claro que en tres dimensiones cualquier tensor
antisimétrico se puede escribir de la forma

| 0 ©; -6
ei=| -0, 0 o |,
© -6, 0

es decir,
. i
oY =0,

La direccion del vector O es una direccion privilegiada, veamos como podemos
sostener esta afirmacion. Sin perdida de generalidad, podemos elegir nuestro

23



sistema de coordenadas tal que O, esté en la direccién de 2*. Por lo que, las
reglas de conmutacién (1.70) toman la forma

[#',2%) =40, [2%,%]=0. (1.71)

Asi, la no conmutatividad sélo afecta al plano perpendicular a la direccién del
vector Oy, es decir, este vector define una direccion privilegiada. De donde, la
no conmutatividad rompe la isotropia del espacio. Un fendmeno similar ocurre
al considererar no conmutatividad con la coordenada temporal.

Como acabamos de ver, debido a que el pardmetro ©*¥ tiene los indices
de Lorentz, para un espacio no conmutativo todos los sistemas de referencia
son igualmente vilidos. Sin embargo, una vez elegido un sistema de referencia
tenemos, por lo menos, una direccién privilegiada. Esta direccién privilegiada
trae algunas consecuencias. Por ejemplo, supongamos que elegimos un sistema
de referencia y en este tenemos dos particulas libres de las mismas caracteristi-
ca, una de ellas se mueve tinicamente en la direccién z°, mientras que la otra
se mueve en el plano z'z”. En el caso estdndar, espacio conmutativo, estas dos
particulas representan al mismo sistema fisico. Incluso podemos pasar de una
a otra particula, por ejemplo, si la particula en el plano se mueve en el eje
x! mediante una rotacién podemos pasar de una particula a otra y no cambia
alguna propiedad del sistema de referencia elegido. Veamos ahora que ocurre
en el caso no conmutativo, si nuestro sistema de coordenadas elegido es tal
que Oy estd en la direccién z*, a la particula en el eje 2° no le afecta la no
conmutatividad mientras que a la particula en el plano z'z? si, es decir, la no
conmutatividad hace que estos dos sistemas sean diferentes. Por lo tanto, no
es posible plantear una transformacion para pasar de una particula a otra sin
que alguna otra cosas se altere. Por ejemplo, si aplicamos la rotacién hecha en
el caso estdndar para pasar de una particula a otra el tensor de la no conmu-
tatividad se ve alterado. Las transformaciones de Lorentz para pasar de una
particula a otra, manteniendo el sistema de referencia elegido fijo, se llaman
“transformaciones de Lorentz entre particulas” y al rompimiento de estd si-
metria se le suele llamar rompimiento esponténeo de simetria de Lorentz [42].
Algunas de las consecuencias del rompimiento de simetria de Lorentz en una
teoria de campos no conmutativos se pueden ver en [43].

En cuanto a las simetrias discretas se puede mostrar que el teorema CPT

se cumple, ver [44] y [45]. De la relacién
(i, 2], = ihOy; (1.72)
es claro que © no cambia bajo paridad (r; — —x;). Sin embargo, en algunos

casos © debe cambiar para que la teoria sea invariante bajo simetrias discretas.
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Por ejemplo, en la teoria de norma U(1) no conmutativa para la conjugacién
de carga C, se tiene

A,— —A,. (1.73)

Por otra parte, si nos fijamos en el tensor de Faraday definido en (1.63), la
primera parte de este tensor cambia de signo pero no la segunda parte. Por lo
tanto, para que la accién de este campo sea invariante bajo C' se debe hacer
la modificacion

0 — 0. (1.74)

Un fenémeno similar ocurre con la simetria T. Esto implica que la simetria
CP no se conserve.

1.4.2. Mezcla de divergencias IR/UV

Anteriormente vimos que una teoria de campos libre en un espacio no
conmutativo no arroja resultados nuevos. Sin embargo, esto cambia si en las
interacciones interviene el producto estrella. Por ejemplo, consideremos una
interaccién polindmica de la forma

L
> 9 / P2y x ok % . (1.75)

n=3

Lo primero que podemos notar es que la interaccidon es no local. pues se invo-
lucra un numero infinito de derivadas. Esto concuerda con lo que se espera de
una teoria sin puntos. En el espacio de momentos este término de interaccion
tiene la forma

D+1 D+1
Z * (2m) (D+1)(n—1) ]d pr--d” pn
Z;ut e Ziesrw®0ie (4 (p1)da(pa) -+ Bu(pa)] (1.76)

en donde p; es el momento que fluye en el vértice a través del i-ésimo ¢. De
esta expresion podemos ver que la tnica diferencia con el caso estandar es
un factor de fase adicional. Debido a esta fase, el vértice que representa esta
expresion no es invariante bajo permutaciones arbitrarias de los p,, por lo que
se debe respetar el orden en el cual las lineas emanan de cada vértice de un
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diagrama de Feynman. Tomando en cuenta la conservacién del momento, se
puede verificar que el vértice es invariante sélo bajo permutaciones ciclicas de
103 'p".

Llamaremos diagramas planos a aquéllos en los que los factores de fase en
cada vértice se factorizan del diagrama como un factor comin, que involucra
solamente los impulsos de las lineas externas y se puede extraer fuera de las
integrales. En este caso las integrales que resulten del célculo de estos diagra-
mas son idénticas a las correspondientes al caso conmutativo. Sin embargo,
los diagramas no planos contienen la fase que incluyen momentos de lineas
interiores, por lo que no se pueden factorizar de las integrales del diagrama de
Feynman.

Veamos como afecta esta fase en la caso de tener la interaccion

Y
Soxdrdnd
en d = 4. Del célculo a un lazo se tiene [19] el diagrama plano
s 1 d'k 1 3 g A%
lesno(p) = E/Wm ~ A" — m®In - (1.77)

Mientras que la contribucion de los diagramas no planos es

P 1 Ak ekue"p.
Y i / Ak
no I!lann(p) 6 (2?‘_)4 2 n =
1 2 2 Ly pU
) m +m*In [m* (p.©40p, + 1/A)]
A?
~ .-‘\3” —m?n ( T:;;f) (1.78)

con
1

PuGEPp, + /A
Podemos notar que en limite ultravioleta el diagrama no plano es finito. Sin
embargo, el diagrama es divergente en la region infrarroja del impulso externo
p. Es decir, si tomamos el limite A — oo en (1.79) tenemos

: 1

Appm e
= P,ueﬁe‘"’jﬂu

Por lo tanto, el limite infrarrojo de p corresponderd AEH — oo y el diagrama
no plano sera divergente en ese limite. De manera alternativa podemos tomar
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primero el limite infrarrojo en (1.79), entonces ‘A‘Eff = A% y el limite A — oo
corresponde a A2 ty — 00. Por lo que, el diagrama no plano serd divergente
en el ultravioleta. Entonces, podemos decir que las divergencias en la regién
infrarroja del espectro de p provienen de la regién ultravioleta de integracion.

Este fenémeno se conoce como mezcla IR/UV.

Este fenémeno de mezcla de divergencias nos muestra que para una teoria
no conmutativa la fisica de bajas energias no estd desconectada de la fisica
de altas energias. En principio esto podria tener consecuencias para algunas
constantes a gran escala, como la constante cosmoldgica [19]. Un fenémeno
semejante de mezcla de divergencias se tiene en teorfa de cuerdas [46]. De
hecho algunos autores sugieren que esta propiedad se requiere para formular
una teorfa de campos vélida a la escala de la gravedad cudntica [47].

1.5. Teoria de Cuerdas

En esta seccién analizaremos el espacio no conmutativo que surge de cuer-
das abiertas en un campo constante de Neveu-Schwarz B,,,. Veremos que este
tefmino no afecta las ecuaciones de movimiento pero si puede afectar las condi-
ciones de borde para una cuerda abierta. En particular la estructura simpléctica
se modifica en el borde, esto tiene implicaciones relevante a nivel cudntico y
para bajas energias.

Comenzaremos con el andlisis de una particula. Supongamos que tenemos
la Lagrangiana
L:EX‘X,;—EF,J;\’.X-’, (1.80)
En el limite en que el campo magnético, B, es intenso el término cinético de
la particula en la Lagrangiana se puede despreciar. La Lagrangiana para este
caso se puede tomar como

L= _geu)‘(ixi. (1.81)

Como esta Lagrangiana es invariante bajo reparametrizaciones la Hamiltoniana
canonica es cero. Las constricciones para este caso so:

P+ gfij._xf =0 (1.82)



Que claramente forman un dlgebra de segunda clase. Aqui los paréntesis de
Dirac son

. €ij
(X, X} = _EJ’ (1.83)

Por lo tanto, al cuantizar este sistema tendremos un espacio no conmutativo.
Ahora veamos que ocurre con la accién de Polyakov con un término similar
a un campo magnético constante. En este caso la accién de Polyakov es
1

8=q - A d%0 (/9900 X s X" — 21/ €® B, 0, X" X") .  (1.84)

Al campos By, se le llama de Neveu-Schwarz. Podemos ver que el término
adicional es una derivada total y no afecta las ecuaciones de movimiento. Sin
embargo, si puede afectar las condiciones de borde y, por lo tanto, al propaga-
dor. Ahora, en la norma conforme la accién toma la forma

=$ d%0 (90,0, X 0 X" — 2ma'€® B, 0, X", X") . (1.85)

Podemos ver que hora tenemos dos posibles condiciones de borde

Na (g0 X* + 21d'e®B,, 8, X*") l[ax =0, (1.86)
0XY|ax =0 (1.87)

Por simplicidad, tomaremos la primera condicién para p coordenadas, X* con
i = 1,.,p v la segunda condicién de borde para las coordenadas restantes.
También supondremos que el tensor B, es diferente de cero sélo para los indi-
ces 1,7 < p. En el andlisis que vamos hacer solo nos interesan las coordenadas
X', para este caso la dindmica se puede extraer de la accién

S = ﬁ; f d*0 (9°04;0,X 9, X7 — 210/ €® B; 0, X 0, X7) . (1.88)
Cuyas ecuaciones de movimiento son
Ox*=0 (1.89)
con las condiciones de borde

&X' +T;0, X’ =0 o=-mmn (1.90)
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con Tj; proporcional a Bj;. Ocupando las variables canénicas las condiciones
de borde se pueden escribir como

P+ (T'M)ig,X?=0 o=-mm7 (1.91)

con M;; = (1 — T?);;. Claramente estas condiciones de borde tienen forma
de constricciones. Por ofra parte, la estructura simpléctica estandar tiene la
forma

{.X;(I, f-). XJ‘{I’, t)} = U, {X.j(I, t), %(I’,f)} - 5,-j5(a' - I’),
(P(z,1), Bz} =0. (192)

Por lo tanto, se puede esperar que en el borde esta estructura simpléctica no
sea consistente con las condiciones de frontera (1.91).

La solucion general para las ecuaciones de movimiento en este caso tiene
la forma

X'(z,t) = Ai + Cit + T;;Cjz + ZQLE:)cos(nx) - JT"J“‘T"""(”.~;en{r;-:r:).

= \/_ 'n.\/E

En donde A,.C;, gni(t), pni(t) son coeficientes de Fourier. Ademds se satisfa-
cen las ecuaciones Gn; = pni(t) ¥ pni(t) = —n2gni(t). De la definicién de los
mommentos canénicos tenemos

Py(z,t) = My[C; + Zp"—\}glcos{nz)},

Por lo tanto, los coeficientes de Fourier se pueden escribir como

I m

Tni(t) =7 dzX;(z,t)cos(nz), (1.93)
pailt) = % ]_“ dzM;;' Pj(z, t)cos(nz), (1.94)
. ) A 1

o =2 /_ dz; ), (1.95)
A = %/ daldi(z, £) — ML (z, 1)) (1.96)

Ocupando la estructura simpléctica (1.92) se puede mostrar que se cumplen

los siguientes paréntesis de Poisson
o
M,
2n

{{Im(t):pjm(t)} = MQI:S,,,,,, {Au CJ} e
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y cero en cualquier otro caso. Ahora, introduciendo la solucién exacta en la
estructura simpléctica, tenemos

{Xi(z,t), Bi(z',t)} = ‘-j[% . %Zcos(nz’)cos(nz)] = 8;;0(z — '),

{XQ(I, t)-, XJ'(I’, f)} = (J'l«'!_lT)fj[(I ;;TI ) + Z%Hﬂfﬂ‘f‘ z )]

n>1
En particular en la frontera
{Xi(m, 1), X; (&, )} = H(M'T)y5.

Por lo tanto, al cuantizar este sistema también tendremos coordenadas no
conmutativas, solo que en este caso en la frontera. Esto es relevante, pues en
los bordes de una cuerda viven en una D-brana y en las D-branas se tienen los
términos de norma. Por lo tanto, se espera que a bajas energias se obtengan
teorias de norma no conmutativas.

1.5.1. Aproximacion de Integrales de trayectoria

Veamos ahora que ocurre a nivel cudntico con esta cuerda y en particular
su limite a bajas energias. La accién (1.88) se puede poner de la forma

1 al £ ir j : f_a H r
=g d*0 (9™ni;0. X X7 — 2ima’e® B;0,X'0,X7) . (1.97)
Aqui, hemos hecho una rotacion de Wick, por lo que la métrica en la hoja
de mundo es g, = dia(l, 1). Ahora. las condiciones de borde de esta cuerda
tienen la forma

(8. X" + 2mia’ Bi0. X7) |ox = 0. (1.98)

Veamos que ocurre en un proceso dispersivo a nivel drbol. A este orden la
topologia de la hoja de mundo es la del disco. El disco puede ser mapeado con-
formalmente a la parte superior del plano; en esta descripeion las condiciones
de borde toman la forma

MNis (@ - B)XJ + 2?1'(!’3,-3; (@+ S)Xjfz;'.i =10, (1.99)
El propagador con estas condiciones de borde tiene la forma [13]

AY(z,2') =< X'(2)X'(¢) >= —a[n7log|z — 2| =97 log |z — 7|
. , ©9 -7
+G7log|z — 2| + —log — + D], (1.100)

T
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Con

S 1 \¥ i . & AF
“\n+2ma'B)¢  \n+2ma'B ??; —2na’B )

Gy =y — (2rd)*(By ' B)y, (1.101)
oY =2md 1 - (2ma’)? 2. 3
- n+2ra’B ) , R n+2na’B y—2na’'B)

aqui ()s y ()4 denotan la parte simétrica y antisimétrica de la matriz. El
tensor D% es contante y solo puede depender de B, esta constante no tiene un
papel relevante y se puede fijar de manera conveniente. Podemos ver que el
propagador evaluado en la frontera (eje real) tiene la forma

. . '_IJ
AU(T, T’) — —(I'G!} ]Og(?’ = T’}g + E'—(Q)—'f('r = T’]- (1102)

Con ¢(7) la funcién que es 1 0 —1 para 7 positivo o negativo. Al primer término
del propagador en la frontera lo podemos identificar como ¢l asociado a una
métrica efectiva GY, es decir, como si cambidramos la métrica original por G;.
El otro término del propagador es completamente nuevo.

Veamos que implicaciones tiene el nuevo término del propagador (1.102) a
bajas energfas, para hacer este analisis se requiere de calcular procesos disper-
sivos con estados que viven en la frontera. Ahora, para calcular amplitudes de
dispersion en teoria de cuerdas se requiere de los operadores de vértice asocia-
dos a los estados dispersados. Por ejemplo, para un estado con impulso p, los
operadores de vértice tienen la forma general

Vo(oa) =: P(8X, 82 X4, ...)eP% -, (1.103)

donde P es un polinomio en las derivadas de los campos X%(0,), que de-
pendera del estado de la cuerda. Aqui la definicién del orden normal tiene la

forma .
: XH2)X () = XU (2)X(2") + AY(z2, ")

Como ejemplo, consideremos ¢l producto de dos operadores de vértice del
taquién con impulsos p v ¢ evaluados en el borde de la hoja de mundo:

ip- ig X (7' AU (rr! Xis X"
:exp)((r) - ctq.\['r) e AM (.7 )pigy . piP X{ J(’“"I X(r') :
i T.r)?r)'p,(;“}._,(_. P pe(r-7") : {Irp-.\'lf:Iflrr!-_\-['!’] 3
- 5P pse(T- .—',:'t_c;: '\-IH:I;I'“"‘ Alr'Yy; (1 1{)4)
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Donde :-: es el orden normal calculado segiin la férmula estandar, pero usando
el propagador

AY (1,7') = —a/GYlog(T — 7')?, (1.105)

en lugar del propagador completo. Este coincide con el propagador del proble-
ma sin campo magnético, B;; = 0, con la unica diferencia que G; aparece en
lugar de n;;.

Por lo tanto, este producto de operadores de vértice se reduce al producto
de operadores usual, salvo que se debe cambiar la métrica 7;; por la métrica
de cuerdas abiertas G;; y aparece el factor de fase

e apbpse(r—')

como vemos este factor de fase es caracteristico del producto de Moval escrito
en el espacio de momentos, por lo que es natural esperar que la teoria efectiva
a bajas energias sea no conmutativa.

En cuanto al producto de operadores de vértice mas generales (asociados a
estados excitados de la cuerda), se debe observar que como el segundo térmi-
no en el propagador de contiene e(r — 7'), para 7 > 7' no contribuird a las
contracciones de las derivadas de X', de donde. se puede ver que un producto
arbitrario de operadores de vértice sera

k
I1: Pa0X(7). X (7). - )e® X - (1.106)
n=1
- k »
= ¢~ % Lnom PrOVP]e(rn—7m) H iP(0X (70 ), P X (1), -+ )P X)L (1.107)
n=1

Por lo tanto, el producto de operadores de vértice coincide con el usual, salvo
el factor de fase dependiente de los impulsos y el cambio de la métrica n;; por
G;;. La conservacién de momento asegura que el factor de fase solo depende
del orden ciclico de los 7, en el borde del disco.

Para calcular una amplitud de dispersién tenemos

k k
Se-t(Gur ) = [ T] <H : PalOX (), X (), - el X >

n=1 n=1

"

= e 1 Tm PO G (G, 0" =0). (1.108)
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Por lo tanto, para encontrar la teoria de campos efectiva para este proceso
se procede de la manera estindar, en nuestro caso sélo debemos agregar el
término de fase extra en cada vértice. Como vimos en la seccién anterior, este
término extra indica que tenemos una teorfa no conmutativa. Por ejemplo, en
el caso de tener taquiones, el vértice del diagrama de Feynman se construye
con ¢l término de interaccién

/d”mh * Biy %+ iy (1.109)

Es decir, a bajas energias tenemos una teoria de campos no conmutativa.

1.6. Mapeo de Seiberg-Witten

Cuando ponemos de fondo un campo de norma la accién original (1.97) se
modifica con la suma del término

g / dinge®® Ax(X)sXA. (1.110)
Ba

Integrando por partes, se puede ver que este término es equivalente a sumar
al campo Bap la contribucion Fag[A]. Alternativamente, podriamos absorber
el campo Bsg en el campo de norma mediante un término 1/2B,5X*. Esta
ambigiiedad se fija mediante la condicién F4p[A] — 0 cuando X — oo, por lo
que cualquier constante en F4p(A] se considera parte de Bag.

La suma del nuevo término de interaccién convierte al modelo de cuerdas
en un modelo sigma no lineal. Por lo tanto, las interacciones daran origen a
infinitos, los cuales deberdn ser regularizados.
Clasicamente el término de la accién (1.110) es invariante bajos las transfor-
maciones de norma

5A, = B\ (1.111)

Sin embargo, en la integral funcional evaluada con esta accién, es necesario
regularizar los infinitos originados por el producto de operadores en el mismos
punto. De hecho la accién regularizada no es invariante bajo estas transfor-
maciones de norma. La parte que ayuda a cancelar la infinitos tiene términos
que no son invariante de norma. La accién regularizada es invariante bajo las
transformaciones de norma

A, = )+ A, A, (1.112)

Esto muestra que la simetria de norma en la Brana es una simetria de norma
no conmutativa. Sin embargo. Seiberg y Witten [13] muestran que ocupando
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el método de regularizacion de Pauli-Villars la transformacién de norma que
sc obtiene es la estdandar (1.111). Como el resultado difiere por el hecho de
ocupar diferentes métodos de regularizacién, esto indica que debe existir un
mapeo entre los dos campos de norma, es decir, entre una teoria de norma
conmutativa y una no conmutativa.

Veamos en particular una teorfa con simetria de norma U(1). En el caso
estdndar tenemos las transformaciones de norma

0rAy = G, A (1.113)
Mientras que en el caso no conmutativo,U(1), tenemos
054, = G + [:\,Ap} : (1.114)

Debido a que se deben respetar las simetrias de cada lado de la transformacién,
para cada un cambio infinitesimal de norma A de la teoria conmutativa debe
existir un A en la teoria no conmutativa tal que

AA, +8A] = AJA) + 54,04, (1.115)

Uno espera que le mapeo entre los dos tipos de campos dependa de ©, y cuando
este parametro es nulo el mapeo debe ser la identidad. Los términos de mayor
orden en © sélo pueden ser combinaciones locales de A, y sus derivadas que
respeten (1.115). Por ejemplo, por sustitucién directa se puede verificar que el
mapeo correcto es

AJA] =4,- %Ap(r?nAﬂ + Fo) + 0(0%), (1.116)
Ar 4] =x+ %a,,m, +0(0%). (1.117)

Por lo tanto, con este mapeo nos podemos pasar de una teoria de norma no
conmutativa a una conmutativa

1.6.1. Teoria de campos no conmutativos y Gravedad

Una de las motivaciones por las que se proponen la no conmutatividad es-
pacial es por que se espera que ésta sea 1til para la unificacion de la gravedad
con otros campos. Sin embargo, a pesar de diferentes propuestas hechas, hasta
ahora, no existe una formulacion final de la gravedad en espacios no conmu-
tativos. No obstante un resultado inesperado en este sentido fue dado por V.
Rivelles [48]. A continuacion presentamos un resumen breve de su trabajo.
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Supongamos que tenemos el campo electromagnético el cual esta acoplado
a un campo escalar

D¢ = 8,6 —iA, . (1.118)
En este caso la accién estd dada por

= / d'sD ¢ D,é! (1.119)
Ahora, si ocupamos el mapeo de Seiberg-Witten,
Ay = A= 3O Au(B4A, + Fi) + O(OP), (1.120)
b =¢- %eﬂﬂAuaﬁMO(e?) (1.121)

Con este mapeo a primer orden en © la accién (1.119) toma la forma

g — / d'2((0")(8,9)'
—% (ewpg + QR | %:;"*’(—)“-”P:,H) (0,0)(0,0)1]  (1.122)

Por otra parte, la accién de un campo complejo ¢ en un fondo curvo con
métrica g, es

S = / dizy/=gg"8,00,0'. (1.123)
Ahora, si consideramos una métrica de la forma
g;.w e nup. + hy;: T ?fuphv ( 1 l_)])

es decir, si suponemos que la métrica plana es perturbada infinitesimalmente
por h,,, la accién (1.123) tiene la forma

8= /d::" [(3"({))(3#@6)1 - h"‘”((’)"“q?ﬁ)((’?,i(;'»)T R 2!:.(5‘"(5){5),,(3}_] . (1.125)
De donde, podemos hacer la identificacion

1 1 .
h;m — 6 (enop: + eun F(J; + .__)”mm(_)n.i[;:“i) } ( ]]_3(,‘.

(=]
cn



Podemos observar que esta métrica no tiene traza, es decir, h = 0. Por lo tanto,
la accién (1.122) tiene la misma estructura que (1.123). La métrica completa
tiene la forma

1 1
¢ ="+ 3 (em FY+©"Ft + En"“"e“mﬁ) ; (1.127)

Por lo tanto, a este orden, esta teoria de campos no conmutativa puede ser
interpretada como una teoria de campos normal con fondo curve generado por
el campo de norma.
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Capitulo 2

Condiciones de borde como
constricciones

En este capitulo proponemos un nuevo método para calcular la forma en
que las condiciones de borde afectan la estructura simpléctica de una teoria de
campos. El nuevo método se aplica a diferentes ejemplos tratados en la lite-
ratura. en particular a la cuerda bosénica en un fondo de ondas PP. Para este
ejemplo se obtienen resultados diferentes a los reportados por otros autores,
se dan argumentos del porque los resultados que obtenemos son los correctos.
Ademsis se muestran las ventajas que tiene este método respecto a otros.

Los resultados de este trabajo se encuentran en proceso de publicacion, una
version preliminar se tiene en la referencia [20].

2.1. Introduccién

Generalmente al trabajar con una teoria de campos se consideran las con-
diciones de borde al infinito, por esta razon no es importante ver si las condi-
ciones de borde modifican la estructura simpléctica. Sin embargo, si la teoria
estd definida en un espacio finito y las condiciones de borde son no triviales
la situacion puede cambiar. Ya que es posible que la estructura simpléctica
estandar no sea consistente con las condiciones de borde. Debido a que hay
dos sistemas fisicos en los que este problema es importante, recientemente éste
adquirio interés para diferentes autores. El primer sistema al que nos referimos
estd en el contexto de la teoria de cuerdas. En esta teoria se mostré que una
cuerda abierta en un campo magnético constante tiene paréntesis de Poisson
no triviales en los bordes [18]. Esto implica que a nivel cudntico los bordes pre-
senten no comnutatividad, ademds, como los bordes de la cuerda abierta viven
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en una D-brana, tendremos D-branas con coordenadas no conmutativas. A
bajas energias esto implica campos no conmutativos [13]. Asi, en este sistenia
encontramos una relacion entre la teoria de cuerdas y la teoria de campos no
conmutativos. El otro sistema al que nos referimos esta dentro del estudio de
las propiedades térmicas de los hoyos negros en (2 + 1) dimensiones. Aqui al-
gunos autores han tomado la propuesta de tomar al horizonte de eventos de
un hoyo negro como una frontera fisica [49]. Esto modifica el dlgebra de los
generadores de las transformaciones de norma, dando lugar a una carga central
cldsica en el borde [50]. Asi, siguiendo a Cardy [51], con la carga central se
puede determinar el comportamiento asintético de la densidad de estados v
con esto obtener la entropfa para un hoyo negro en (2 + 1) dimensiones. La
entropia obtenida de esta forma concuerda con la de Bekenstein-Hawking.

En este trabajo nos limitaremos al primer sistema. La accién de este sis-
tema difiere de la accién de la cuerda normal por un término de borde, que
no modifica las ecuaciones de movimiento pero si las condiciones de borde.
Ocupando la solucion exacta de las ecuaciones de movimiento se mostré que
en los bordes de la cuerda hay no conmutatividad [18]. Este resultado dejo en
claro que en una teoria de campos las condiciones de borde de las ecuaciones
de movimiento pueden afectar a la estructura simpléctica. Una propuesta para
obtener la modificacion de la estructura simpléctica debido a las condiciones
de borde se basa en suponer que las condiciones de borde se pueden tomar
como constricciones v se aplicar el Método de Dirac para sistemas que tienen
constricciones [52]. Esta propuesta es particularmente interesante pues de ser
correcta nos permitiria obtener la forma en que se deben modificar los parénte-
sis de Poisson en los bordes sin recurrir a la solucion exacta de las ecuaciones
de movimiento. lo que serfa 1til para sistemas con ecuaciones de movimiento
complicadas. Ademas de que en el borde los paréntesis de Poisson tendrian las
propiedades de un paréntesis de Dirac. Los resultados que arrojo este método
al aplicarse al sistema de la cuerda abierta en un campo magnético constante
fueron los correctos. No obstante el método tiene algunos problemas, por ejem-
plo: al aplicar el Método de Dirac no se pueden despejar los multiplicadores de
Lagrange lo que después da lugar a un niimero infinito de constricciones, todas
de segunda clase, esto implica que en el borde tenemos un nimero infinito y
negativo de grados de libertad. En la literatura existen varias propuestas que
han intentado resolver los problemas de este método [53], [54], [55], [56], [57)
y [58]. Las modificaciones propuestas al método original obtienen los resulta-
dos correctos para el sistema en cuestion. mas la mayoria sélo funcionan para
este caso en particular, por lo que no se puede aplicar directamente a otros
sistemas. Asi, encontrar el método para obtener la modificacién a la estruc-
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tura simpléctica debido a las condiciones de borde es aiin un problema abierto.

Si bien en este trabajo no vamos a dar la solucion al problema general,
proponemos un método alternativo que no presenta inconsistencias y funciona
para los casos que se han tratado en la literatura de cuerdas. En la propuesta
original dada en [52] se propone tomar las condiciones de borde como si fueran
constricciones en un punto. Por esta razén al tratar de obtener el algebra de
constricciones o sacar su evolucion se obtienen deltas de Dirac evaluadas en
un punto, y de aqui, infinitos. El método alternativo se basa en la idea original
de la referencia [52], sélo que suponemos que las constricciones, condiciones de
borde, son vilidas en toda la region del dominio de la teoria. Claramente esta-
mos cambiando de problema, entonces argumentamos que las propiedades de
los paréntesis de Dirac en el interior del problema modificado son las mismas
que las de los paréntesis de Poisson del problema original. Mostramos que los
resultados que se obtienen para diferentes casos son correctos (campo escalar
con condiciones de Neumman y Dirichlet, cuerda abierta en campo magnético
constante). Posteriormente se aplica el método a el caso de una cuerda abier-
ta con fondo de ondas PP v campo magnético constante, los resultados que
se obtienen difieren ligeramente de los de otros autores [59], sin embargo se
muestra que la estructura simpléctica que aqui se obtiene si es consistente. Por
ultimo se da una discusién de los resultados obtenidos y del método propuesto.

2.2. No conmutatividad y constricciones

Antes de entrar en materia veamos un ejemplo concreto en donde se ob-
tiene no conmutatividad debido a constricciones. Consideremos una particula
no relativista en un campo magnético constante, B. La Lagrangiana de este
sistema es

IR Eeu.f(")(f. (2.1)
2 2

En el limite en que el campo magnético es intenso el término cinético de la
particula en la Lagrangiana se puede despreciar. La Lagrangiana se reduce a

L= _%UX"XJ', (2.2)

De donde los momentos candnicos estan dados por

L
ax, g

(]
(o
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Claramente la matriz

9L
aX;0X;
no es invertible. Ademas la Hamiltoniana candnica
H=X-P-L (2.5)

es nula. En general, cuando la matriz W;; no es invertible existen relaciones
entre las coordenadas y los momentos canénicos de la forma

$a(X, P) =0, (2.6)

a estas relaciones se les llama constricciones. En nuestro caso es claro que
tenemos las relaciones

B .
Xi= P+ EEUXJ =10. (27)

Cuando se tienen este tipo de relaciones el método natural para construir el
formalismo canénico es el llamado Método de Dirac [60]. El Método de Dirac
clasifica las constricciones en las de primera clase ¢; v las de segunda clase.
Las de primera clase satisfacen

{.éf‘. éﬁ} o J.l'ffu ‘.jc-"l).'j' (2‘8)

Es decir, una constriccién es de primera clase si el paréntesis de Poisson entre
ésta y cualquier otra constriccién se anula, médulo constricciones. Por otra
parte, una constriccion es de segunda clase si no es de primera clase. En nuestro
ejemplo particular tenemos

{x, XJ'} = Be,;. (2.9)
por lo tanto, sélo hav constricciones de segunda clase.
Segiin el método de Dirac, cuando se tienen constricciones de segunda clase

los paréntesis de Poisson se deben de cambiar por los paréntesis de Dirac. Estos
paréntesis se definen como

{A. B} = {A, B} - {A,xa}C**{xs, B} (2.10)

con A y B funciones arbitrarias del espacio fase y C°# la inversa de la matriz
Cas = {Xa-xa. }- En el caso de nuestro ejemplo los paréntesis de Dirac para
las coordenadas son

* €ij
(X X5} = -2, (2.11)
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Ahora, cuando se cuantiza un sistema que tiene constricciones, los parénte-
sis que se promueven a conmutadores son los de Dirac. Por lo tanto, a nivel
cudntico nuestro sistema tendra los conmutadores

& ., Eij
[{\ iy J\J] — —?.-’I.E (212)
De donde, a nivel cudntico tendremos un espacio no conmutativo. Este es pri-

mer sistema del que se supo tiene una manifestacion no conmutativa en las
coordenadas, el trabajo que lo reporta data de 1932 y se debe a R. Peierls [7].

Como vemos cuando tenemos relaciones de la forma

B -
o= Pl —2-‘6‘5)(’ =0 (2.13)

es posible tener no conmutatividad en las coordenadas. Posteriormente veremos
que en una teoria de campos con condiciones de borde de esta forma se tiene
no conmutatividad en el borde.

2.3. Condiciones de Neumman en Mecanica
Clasica

Por lo general en mecdnica clasica al aplicar el principio de accién se impo-
nen condiciones de borde de Dirichlet v éstas son consistentes con la estructura
simpléctica estandar. Sin embargo, si imponemos condiciones de Neumman te-
nemos sorpresas. Veamos porque. Suponganios que tenemos la accién

i
.s‘=/ dtL{q(t).4(t)). (2.14)
Ju

al hacer una variacion obtenemos

@ 9L d,JL. . aL .
85 = dt[— — —(==)]0g + (==09)|;* 2.15
5= ["ailg; - 4G+ (ool (215)
El principio de accion se puede aplicar con las condiciones
&q(ty) = dq(ta) = 0 (Dirichlet) 6 ‘Q‘LT(t]) = 9-[— t;) =0 (Neumman).
g g

Consideremos sélo el segundo caso, condiciones de Neumman, y veamos que
ocurre con el formalisimo Hamiltoniano. Por la definicion del momento canénico

JdL
plt) = ==



las condiciones de borde toman la forma

p(t1) = p(t2) = 0.

Claramente esto no implica que la transformacion de Legendre para pasar del
espacio de configuraciones al espacio fase no esté bien definida. Sin embargo,
las condiciones de borde toman la forma de constricciones. Veamos que ocurre
con las ecuaciones de movimiento y la estructura simpléctica para este caso.
La accién Hamiltoniana es

Sw= [ dtlpi~ H(p.q)] (2.16)

t

Al hacer una variacién tenemos

2 . OH . OH -
s = [ atlopta - 5) - dao+ S +p0al (210
ty ap a‘?
Asi, con las condiciones de borde de Neumman obtenemos las ecuaciones de
movimiento que, con la estructura simpléctica estandar. se pueden escribir
como

q(t) = {q(t), H}. (2.18)
5(t) = {p(0). H} (219)
con p(t;) = p(ts) = 0. (2.20)

Si cuantizamos a este sistema de la forma estandar tendremos inconsistencias,
pues la cuantizacién canénica establece

[4(2), 4(8)] = [p(t), p(t)] = O (2.21)
y [4(t),p(t)] =i (2.22)

Por otra parte, en el borde se debe cumplir
[a(8), ()] le=tr.t2 = [4(t = t1,22),0] = 0. (2.23)

Veamos ejemplos concretos.

-) La particula libre.

El operador Hamiltoniano para este caso es
)

: .

2m
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y las ecuaciones de movimiento son

dq(t) _p(t)  dp(t) _
con p(t)) = pl(tz) = 0. (2.25)

La solucién resulta ser
G(t) = q(t;) =cte  p(t) =0

que cumplen
[a(t), 4(1)] = [p(t), p(t)] = [4(t), B(t)] = O

que son diferentes a las reglas estandar de conmutacion.

-} Oscilador arménico.
Cuyo operador Hamiltoniano es

= g + jqr(l')'
v las ecuaciones de movimiento son
%(:) = p(t), ﬁ;-(;—) = —w?j(t) (2.26)
con plt; =0) = plty) =0. (2.27)
La solucion resulta ser
G(t) = q(t; )eos(wt). plt) = —q(t;)sen(wt)

para este caso w s6lo puede ser de la forma

2mn

ta

W =
Asi, las reglas de conmutacion son

[4(2), 4(0)] = [B(t). p(t)] = [q(t), p(t)] = 0

que son diferentes a las reglas candnicas de conmutacion.
En esencia en este caso todo conmuta y no hay principio de incertidumbre,
por lo tanto tampoco mecanica cuantica.

En resumen, podemos concluir que cuando imponemos condiciones de bor-
de de Neumann en mecdnica cldsica la estructura simplécticn estandar no es
consistente con el sistema.



2.4. Condiciones de borde y estructura
simpléctica
En las secciones anteriores vimos que si un sistema tiene relaciones del tipo

Xi= Pt pegX? =0 (2.28)

se puede tener no conmutatividad a nivel cuantico. Ademas, que las condicio-
nes de borde pueden hacer incompatible la estructura simpléctica estandar con
el sistema. Todo esto a nivel de mecanica clasica. Ahora veremos que ocurre
en una teoria de campos con condiciones de borde espaciales.

Supongamos que tenemos la teoria de campos definida en M = ¥ x R
de (d + 1) dimensiones, donde ¥ es una variedad con frontera 9%. Ahora,
recordemos la forma en que obtenemos las condiciones de borde partiendo del
principio de accién. Sea la accién

S = / A2 L(¢a(2), Oata(z)). (2.29)
M
entonces, al hacer una variacion de esta acciéon obtenemos
B ar 0L B JL .
55 = | 55 =Pl
aL

dzt0. (s )oa(2)]. 2.30
* ), 20l g ) e

Si el sistema no tiene frontera el segundo término no existe en la variacion,
en el caso contrario tenemos dos opciones para eliminar ¢l segundo término.
Podemos pedir que
) aL
00u(@)eesr =0 0 (o=t (@)leor = 0. (2.31)
9(Oata(z))

El primer caso corresponde a las condiciones de Dirichlet y el segundo al de
las de Neumman. Al pasar al formalismo canénico ambas condiciones tendran
la forma

F‘ﬂ(¢\ a¢'} nl an}(x)!:eé‘z =0.

Asi, en el formalismo canénico tendremos la Hamiltoniana canonica
H.= /dxd_ch(¢, 9,11, J11), (2.32)
3
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la estructura simpléctica

{@alz,t), (2, t)} = {.(z,t), (2", )} =0 (2.33)
{¢%(z, 1), 0,(2", )} =dp8(z — '), (2.34)

v las condiciones de borde
Fa(0, 06,11, 011) |zcox = 0. (2.35)

Podemos suponer que las igualdades de los paréntesis de Poisson son vilidas
en ¥, salvo un conjunto de medida cero. Por lo tanto, la teoria puede admitir
una modificacién de esta estructura en un conjunto de medida cero sin ser
afectada en su totalidad. Como se comenté en la introduccion, las condiciones
de borde pueden no ser consistentes con la estructura simpléctica, por ejenmplo,
supongamos que el principio de accién arroja la condicién de borde

Fo = [Ma(z) = ¢a(@)]leeax = 0,

esta condicién de borde es claramente inconsistente con (2.34). Por lo que se
debe modificar la estructura simpléctica de tal forma que ésta y las condiciones
de borde sean consistentes. En principio, existen varias estructuras simplécti-
cas modificadas en el borde consistentes con las condiciones a la frontera de las
ecuaciones de movimiento. Sin embargo, no todas estas estructuras simplécti-
cas modificadas son consistentes con la solucién exacta de las ecuaciones de
movimiento del sistema. Entonces, el propésito de este trabajo es proponer un
nmievo método que de la estructura simpléctica modificada consistente con la
solucién exacta del problema. El Método que proponemos se aplica solo para
sistemas sin libertad de norma o con las condiciones de norma fijas.

2.4.1. Meétodo propuesto

Veamos con exactitud lo que se propone. Siguiendo la propuesta original
de los autores [52], asumimos que las condiciones de borde son constricciones
primarias en el sentido del método de Dirac. Sin embargo, nosotros tratamos
el problema de manera consistente con este método. Primero suponemos que
las condiciones de borde son constricciones primarias vélidas en toda la re-
gion del problema. Por lo que, consideraremos el problema que tiene como
Hamiltoniana canénica (2.32) vy constricciones primarias

F, (6, 8¢, 1, 8) | zex. ~ 0. (2.36)



Las constricciones primarias las podemos escribir como
F,[N] = / de® N (z)F,(¢, 09,11, 011) ~ 0.
by

Con N una funcién arbitraria de soporte compacto'.(Notemos que al tomar
funciones de soporte compacto eliminamos la frontera). Por lo tanto, mapeamos
nuestro problema original con las condiciones de borde (2.35) y Hamiltoniana
canénica (2.32) por otro problema que tiene las constricciones primarias (2.36)
y Hamiltoniana total dada por

Hy=H.+ / dz?-1)\°F,. (2.37)
b>
A partir de aqui aplicamos el método de Dirac [60]. Esto implica que debe-
mos estabilizar la evolucién de las constricciones primarias. La evolucién se
debe tomar con la Hamiltoniana total (2.37). Como en el problema original
las condiciones de borde no generan libertad de norma, al final del proceso
s6lo debemos tener constricciones de segunda clase, es decir, se deben deter-
minar todos los multiplicadores de Lagrange. Por otra parte, al sélo haber
constricciones de segunda clase, cuyo conjunto total lo denotamos como

Xa(9,0¢,m,0r)|zex =~ 0,
podemos construir la matriz invertible
Cap(,2') = {Xa(z). x5(2) }. (2.38)
Por lo que podemos construir el paréntesis de Dirac
{A(z), B(z)}" = {A(2), B(z')} = {A(2) xa )}C™(y, 2){ xa(2), B(z")}.

Podemos notar que estos paréntesis de Dirac son evaluados en %, pero no
tenemos la funciones soporte compacto en ellos. Estas funciones de soporte
compacto en esencia nos eliminan la contribucién de la frontera, pues son nu-
las en la frontera.

Ahora, para regresar al problema original y obtener la estructura simplécti-
ca deformada que nos interesa, suponemos que la siguiente suposicion es vélida.
Afirmamos que la modificacién que debemos hacer a la estructura simpléctica

'Es importante tomar funciones de peso de soporte compacto, pues en este caso podemos
ocupar propiedades de la delta de Dirac como d,6(x — ') = —8p0(x — 2’}

46



en el borde de nuestro problema original tiene la misma forma que los parénte-
sis de Dirac en el interior del problema modificado. Es decir, calculamos los
paréntesis de Dirac del problema modificado y los evaluamos en el interior de
¥, que es ¥ — 0%, esto implica que debemos quitar de los paréntesis de Dirac
la parte que solo es vélida en la frontera. Este paso lo hacemos por el hecho de
que las funciones de peso que estamos considerando para calcular el dlgebra
son de soporte compacto y éstas no son tomadas en cuenta para calcular los
paréntesis de Dirac. Finalmente, debemos notar que el mapeo definido de esta
forma no es univaluado. Por ejemplo, para un problema definido en una recta
finita, el interior de ¥ es una recta abierta y la frontera es un punto. Por lo
tanto, para hacer el mapeo de forma univaluada, provectaremos los paréntesis
definidos en el interior de ¥ sobre la frontera.

No damos una prueba rigurosa de que nuestra propuesta es correcta. Sin
embargo, mostramos que al ser aplicada a diversos ejemplos de la literatura
los resultados que se obtiene coinciden con los que dan las soluciones exactas.
Ademas, tratamos el problema de la cuerda bosénica en un fondo de ondas PP
y campo magnético constante, mostramos que los resultados que obtenemos
estan en desacuerdo con los reportados en la literatura. Pero mostramos que
los resultados que obtenemos no presentan las inconsistencias que muestran la
estructura simpléctica reportada en [59].

2.5. Campo escalar con condiciones de
Dirichlet y Neumann

Para introducir el método propuesto consideraremos un casos simple, el
campo escalar. Este c¢jemplo es til para nuestros propdsitos, pues, tiene solu-
cién exacta con las condiciones de borde de Dirichlet y de Neumann. Mostra-

mos que nuestro método reproduce correctamente la estructura simpléctica en
ambos casos.

Este sistema tiene la accidn
1 L ] 5
s=1 / / dzdt[(Bid(z. 0)? — (2:lz, )7,
= Jo Jiy

y las ecuaciones de movimiento

(87 — F)ola.t) =0,



Aqui las dos posibles condiciones de borde espaciales son:

¢(z,t)|z=r0 =0  de Dirichlet, (2.39)
(0:0)(z,t)|2=r0 =0 de Neumann, (2.40)

y la Hamiltoniana candnica es
{
Ho= 3 [ del(M@,t)? + oo, )} (2.41)
0

2.5.1. Campo escalar con condiciones de Dirichlet

Primero trabajaremos con las condiciones de Dirichlet. La condicién de
borde son

é(m,t) = $(0,) = 0.

Entonces, segiin el método que proponemos, debemos considerar como cons-
triccion primaria a

¢(z,t) = 0,

que la podemos escribir como

m
®M(N) = [ dzN(z)d(z,t) = 0.
S0

Por lo que la Hamiltoniana total serd
Hr=H.+ fﬂ dzA(z)o(x.t).

0

La evolucién de la constriccién primaria implica la constriccién secundaria
PA(M) = /w deM(x)(x.t) = 0.
0
Ademas, tenemos
{@V(N), D (M)} = /” dzM(z)N(z) # 0.
0

Por lo tanto. sélo hay constricciones de segunda clase y se determinan todos
los multiplicadores de Lagrange. Para este caso se tiene

M) = 8%(z, ).
Asi, al caleular los paréntesis de Dirac para este sistema obtendremos
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{6z, 1), 0. 1)} = {II(, ), (2’ £)}* = 0, (2.42)
{p(z, ). 1(x',)}* = 0. (2.43)

Entonces, segiin el método propuesto, los paréntesis de Poisson del problema
original deben cumplir:

1900, 6, Olomse = {112, 0) T@, O}mgr =0, (244
{o(z,t), (=, ) }Hzmox =6(z —2")|oeor=0. (2.45)

Esto coincide con lo que se obtiene al calcular los paréntesis de Poisson con la
solucién exacta. También podemos ver que, segin el método de Dirac, en el
borde el niimero de grados de libertad es cero. Por lo tanto, para este caso el
método propuesto funciona.

2.5.2. Campo escalar con condiciones de Neumann

Veamos ahora el caso de las condiciones de Neumann. Tenemos la misma
Hamiltoniana canénica (2.32), pero ahora la constriceién primaria es

dro(z. 1) =0
que la podemos escribir como
P(N) = / daeN(2)d.o(x. 1) = 0.
0
La evolucién de ®V) implica la constriccion secundaria

(M) = j dzM(2)0,11(x. 1) = 0.
(i)

Ademés .
{@(N), 2P (M)} = - / dxM(z)0?N(z) # 0.
Jo
Por lo tanto, la evolucion de la constriccion secundaria determiinan el multi-
plicadores de Lagrange:
,\(1) = (],
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También podemos ver que sélo tenemos constricciones de segunda clase. Para
este caso la matriz (2.38) tiene la forma

(-"(.\ﬁ(IsI’) — ( _01 é )3,,31»6(:5 —I’) b Cﬂ;i = ( (1} _01 ) [‘1(3"2 $J),

con F(z, ') una funcién de soporte compacto que satisface

B F(z,2') = —b(x — o). (2.46)
La solucién para esta ecuacion es
1
F N=) — ) 2.47
(z,z") “Ennz?rsen[nz)scn(nz ) (2.47)

Entonces, tendremos los siguientes paréntesis de Dirac

Gt s 0y = {00 0F =0, (248)
{¢(z,t),I(z", )} = A(z—2") (2.49)
con A(z—2) =iz —2")— 000 Flx, 7). (2.50)

A la funcién A(z — ') le llamaremos delta de Dirac transversa, pues tiene la
propiedad

O Az —2) =z —2') =0
Esto implica que
{thol(x, 1), (2, t)}" = {$(z,1), 0 11(z', 1)} = {Do(x. 1), D 1l(2', 1)} = D,

Asi, de acuerdo con el método propuesto, los paréntesis de Poisson del problema
original deben cumplir

{6(z,1), (2, ) He=or = {Tl(x, t), T(2" . #) } 0z = O (2.51)
{8.0(z, 1), Iz, ) Heor = 8:0(z — 2')| 20 = 0. (2.52)

Esto coincide con lo que se obtiene con la solucion exacta, ver apéndice A.

2.6. Cuerda bosodnica con condiciones de bor-
de mixtas

Ahora consideraremos el caso de una cuerda bosonica en un campo magnéti-
co constante. La accién para esta cuerda en la norma conforme es [52]. [18]:
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™ t2
S = %/ f dzdt[(u¢i(z,1))® — (Dedulx. 1)) + F (. 0)Du 05, 1))
—m S

con Fj; una matriz antisimétrica. Las ecuaciones de movimiento son
"9
(82 — F)oi(x.t) =0

v las condiciones de Neumann espaciales:

(0:0i + T3j0up; ) (2, 1) |z=2- =0 con T;; = l—)” (2.5:

[
e
[
—

Para este caso tenemos la Hamiltoniana candnica
1 /™ 4
H. = 5/ dz[{IL(z,t) — Ti;0: (. 1)} + (dpoi (2 1))

Entonces, las constricciones primarias que debenos considerar tienen la forma
O (z,t) = Myddi(z,t) + Ty Ij(a,t) = 0, con M, = (I —T?);. (2.54)
Definamos .
O[N] = / daN(£)0" (& 1).
de donde “
{6°[N], 64" [M]} = 0. (2.55)

Al sacar la evolucién de estas constricciones obtenemos las constriceiones pri-
marias

0P M) = / dx M ()9, 11, (z.t) = 0. (2.56)

Para este caso tenemos el dlgebra:
{6{"[N], 6 [M]} # 0, (2.57)

es decir, todas las constricciones sou de segunda clase v s determinan los

multiplicadores de Lagrange. Por otra parte, la matriz (2 38) tiene T formna

. . ] ‘laf 17 i
Ol = ( —[?'l'f fg )3_1.8,:0[.1' =57y M= ( 1]; i 0 ) Fila ).
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con F(z,z') definida en (2.47). Asi, tenemos los siguientes paréntesis de Dirac

{pi(z,1), d;(z", 1)} = —(TM")i;[0uF(z,2') + 8. F(z,2')] # 0,(2.58)
{Ii(z,t), (', t)}* =0, (2.59)
(62,0, L@, O} =85 —2). (2.60)

Por otra parte, tomado en cuenta (2.47) y compardndola con A(z, z') definida
en (A.12), tenemos:
(s+2)

O F(z,2") + 8. F(z,2') = Az, 2') — e (2.61)

Para comparar con la solucién exacta de nuestro problema original no tomare-
mos en cuenta la parte que sélo toma valores diferentes de cero en la frontera v
en la parte restante tomaremos el limite cuando z = 2’ y tienden a la frontera,
en este caso +7. Considerando lo anterior tenemos

{_O,'(J-‘ = =, f')l ¢j(x’ ~ :I:ﬂ!t)}* = i(TMml}ij' (262J

Por lo tanto, el método propuesto nos dice que los paréntesis de Poisson del
problema original deben cumplir

{6i(2,1). 6;(2", ) Harmzmsn = £(TM )y, (2.63)
{H,-{.’L‘.. !)' I.I.'.'(x" t)}fr‘::r:d:n = 0.- (264)
(0,6:(2.1). T (2", ) Harmzme = 0:0:0(2 — 2')|prmsmin.  (2.65)

con la primeras derivadas de la delta de Dirac nulas en la frontera. Esto con-
cuerda con la solucion exacta calculada en [18].

2.7. Ecuacion de Klein-Gordon y condiciones
de borde mixtas

En esta seccién estudiaremos el caso de una cuerda abierta en un fondo
curvo de ondas planas PP. Este ejemplo ha sido estudiado recientemente en

[59]. En este caso la accién bosénica para la cuerda abierta en la norma del
cono de luz es:

§=

/:.— /r-s J_rrﬂ[(at(f)g(:r‘ t))2 _ (8105,'(3:. t) )‘2 _ HEQ(Q.(I. i))2
I.‘ ;’jl.,;ffrlr.‘),-{;!‘_. f)()r(ﬁj{q: g)]
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Para este caso tenemos la Hamiltoniana candnica

H. = % / da((Ii(2, t) = T;j8ei(x,1))° + (Dui(w, 1))* + m*(¢i(z, 1))?)

v las constricciones primarias estan dadas por (2.54). Al considerar la evolucién
de éstas tendremos las constricciones secundarias

6P\ = / dz M (z)[0.11,(x. t) — m*Tuds(z, 1))] = 0. (2.66)
Que satisfacen

{6P[N), 6 [a1]} = 0.
Pero _
{0\ (2.1), 0P (2, 1)} = (M3ud, — m*T?);;6(z — 2).

Por lo tanto, el conjunto de constricciones es de segunda clase. Para este caso
la matriz (2.38) tiene la forma

- v - 0 (_'\’fa_:'ar = szz)gJ'
CLalmal)= ( (M8, — m2T?);, 0 : (2.67)
Entonces, proponemos la inversa como
- 0 —Ri(z;z')
ol 1]

C*¥.= ( Ryy(z, 2 0 ! (2.68)

con R, (r.2") una funcién de soporte compacto que satisface
(M +m* Ty Ryj(x,2') = —0i;0(z — 2'). (2.69)

La solucion para este problema es

sen(nx)sen(nz')
1_; -I 3' (Z ”[‘!nn = -«;TQ]) (270)

n>1

Asi tenemos los paréntesis de Dirac:

{oir ). o2 )} = ~Tu|0wRej(z,7') + 8: Rey(z, 2)] £ 0,  (2.71)
M. ), 12, )} = —m*(MT);a|0rRaj(z,2') + 8o Raj(2,2)],(2.72)
{oi(e. ). 1L, (2", )} = di(x — 2") + m*T3 Ryj(z, 2')

— i) i ,’?,g,{.f'..i"’)_\f,s,_,. (2.73)
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Como vemos, estos resultados implican que el término de masa afecta a todas
las reglas de conmutacion en la frontera. Para comparar con la solucién exacta
veamos ¢l término

; i nsenn(z + ')
OcFaj (2, 7') + O Ry (2, %) = (Z [?rMn?(— miTz])
n>1 : aj

miM-IT? i

— M—l LT j
( rlZ}l[qq;.ﬂr[ﬂ? — m*M-1T?] +; nﬁ_]%mm(z + )) |

> )

1 m2M ' T%senn(z + 7')
e -1 = '
B (M > s ; nm[n? — m2M-177? ] _

n>1

aj
Ocupando A(z, z’) definida en (A.12)
. + .-j
8, Roj (2, 2') + By Ry, 7') = M3} [~ ﬁ’ ) 4 Az, ')
m?* M~ '"T?%senn(z + 2’ _
P e, (2.74)

i nw[n? — m2M-17?
Cémo de esta expresion sélo nos interesa los valores en el interior de [—7. 7).
para comparar (2.71)-(2.72) con la solucién exacta debemos ignorar los térmi-
nos que solo toman valores en la frontera. Ahora. si suponemos que el tercer
término de (2.74) no contiene una componente que sélo cuenta en la frontera.
entonces el nico término que hay que quitar cuando tomemos el limite a la
frontera es A(zx, z'). Asi,

[0z Raj(2, 2') + Ou Raj (. 2'))| 45 = £M) (2.75)

Entonces, los términos que tenemos que comparar cou la solucion exacta son

{¢i(z = £7,1),¢;(' = 2w, t)}* = £(TM)y, (2.76)
{Li(z = 2%, 1), Li{a" = 40,0 = Fm*Ty (2.77)
{8:¢i(x = £m, 1), I;(2' = 2w, )} = Fm*(TM™),; (2.78)

Ahora veamos lo que se tiene en la literatura, los resultados los tomaremos de
la referencia [59], que esté hecha para ¢ = 1,2. Los resultados reportados son



{r,f;.-(x, t)! ¢’j(z’1 t)} |r’=er ~ :E(TM_l )t'ja (279)
{l'I,-{x, t)! Hj(:c’s t)} lor=zex ™~ :Em?]}j; (2'80)
{(,ﬁ,‘,(ﬁ, t], Hj (17’, !)} = 6“5‘5(27 = .'Bf) (281)

con 8;6(z — z')|.ex = 0. Aqui tenemos coincidencia sélo en los dos primeros
paréntesis de Poisson. Veamos que ocurre con el tercero. Tomando en cuenta
(2.81) tenemos

{qub,-(z, t)., HJ (.’LJ, t)HzcE = 6,'3'8;:6(.1' = .'I"f)lztg =0.

Por otra parte, ocupando la condicién de borde y sustituyéndola en (2.80)

resulta
{8165"(1, t), Hj(l‘;, f,)} Izcﬂ ~ :I:mz(M_sz)"j.

Claramente estos resultados no son consistentes. Esto no ocurre en nuestro
caso. A (2.81) le falta un término que depende de m para que la estructura
simpléctica sea consistente en el borde.

2.8. Conclusiones

En este capitulo vimos que un sistema que tiene constricciones de segun-
da clase puede tener no conmutatividad en las coordenadas. Ademds, que las
condiciones de borde de un sistema mecdnico pueden hacer incompatible la
estructura simpléctica estdndar con el sistema. Por ejemplo, de acuerdo con
diferentes sistemas encontrados en la literatura, hay teorfas de campos con
condiciones de borde de Neumann que tienen no conmutatividad en el borde,
lo que no es consistente con la estructura simpléctica estdndar. Este resultado
es de interés para la teoria de cuerdas, pues los bordes de una cuerda definen
una D-brana. Por lo que, algunas teorias de cuerdas pueden tener D-branas
no conmutativas. Por lo tanto, para las teorfas de campos se requiere cons-
truir un método que proporcione una estructura simpléctica consistente con
sus condiciones de borde.

Encontrar un método que construya la forma en que se debe modificar la
estructura simpléctica dadas unas condiciones de borde es un problema abier-
to. Una idea original para resolver este problema fue tomar las condiciones
de borde como constricciones v aplicar el método Dirac. A pesar de que esta
idea da resultados correctos para algunos casos tiene diversos problemas. Por
ejemplo, se tienen un nimero infinito de constricciones secundarias y no se



pueden despejar los multiplicadores de Lagrange.

En esta seccion propusimos un método alternativo para resolver este pro-
blema. Lo que proponemos es definir un problema modificado que consiste en
tomar a las condiciones de borde como constricciones primarias definidas en
toda la region del problema, no sélo en el borde, y aplicar el método de Dirac.
Posteriormente mapeamos los paréntesis de Dirac obtenidos en este problema
modificado al problema original.

Aplicamos este método a diferentes ejemplos que tienen solucién exacta co-
nocida y mostramos que los resultados encontrados son consistentes. Ademds,
este método no presentd los problemas que tiene el método original. También
aplicamos el método desarrollado al caso de una teoria de cuerdas en el fondo
de ondas PP en la norma del cono de luz, nuestro resultado en este caso no
coincide con el reportado en la literatura. Sin embargo, mostramos que el re-
sultado que reportado en la literatura muestra una inconsistencia que no tiene
el nuestro.
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Capitulo 3

Limite clasico y no
conmutatividad

Considerando una estructura simpléctica consistente con las reglas de con-
mutacién de la mecdnica cudntica no conmutativa, se muestran algunas correc-
ciones cldsicas que se obtienen al suponer que el espacio es no conmutativo.
En particular mostramos las correcciones que se tienen para la segunda ley de
Newton. En este contexto se analiza el problema de Kepler y el corrimiento
del perihelio que se obtiene para Mercurio. Se muestra que un pardmetro no
conmutativo del orden de 10~%(metros)? da correcciones observables en el sis-
tema solar. Por lo que, para este caso, la Fisica a pequenas distancias implica
modificaciones a grandes distancias, este fenémeno es andlogo a la mezcla de
divergencias UV/IR que ocurre en la teoria de campos no conmutativos.

Los resultados de este trabajo se encuentran publicados en las referencias

(21] y [22].

3.1. Introduccién

Como mencionamos anteriormente, los espacios no conmutativos se carac-
terizan porque sus operadores de coordenadas espaciales satisfacen:

[&:,2;] = ihO,;. (3.1)

Con el parametro de la no conmutatividad dado por h©,;. Este pardametro es
constante, real y antisimétrico. Para construir la mecanica cudntica no con-
mutativa sélo debemos agregar las reglas de conmutacion relacionadas con los
momentos canonicos:

[2i,%;] = k0. [Fi,pl =ihd; ¥y Ipipi] =0. (3.2)



De esta mecanica cudntica se tienen diversos resultados interesantes que se
pueden ver en [11]. Hay diferentes razones por las que es interesante estudiar
un sistema en un espacio no conmutativo. Por ejemplo, desde el punto de
vista puramente matemadtico, se puede construir una nueva teoria de campos
cambiando en la accién el producto estandar por el producto (Weyl-Moyal)

(f * 9)(a) = exp(5 0,30 (£)g(0) -y (3.3)

con f v g dos funciones infinitamente diferenciables. A esta nueva teorfa se le
llama teoria de campos no conmutativos. Una de las propiedades mas intere-
santes de esta teoria es que se tiene una relacién entre divergencias infrarrojas
y ultravioletas (mezcla UV/IR) [19]. De hecho una propiedad semejante puede
ser requerida para la formulacién de una teoria de campos valida a pequenas y
grandes distancias [47]. De un anélisis dimensional podemos ver que hO;; de-
be tener unidades de drea, por lo tanto ©;; tiene unidades de [tiempo/masal.
También podemos observar que las tinicas constantes fundamentales requeri-
das para obtener las unidades de esta cantidad son ¢ y G (G/c*). Esto puede
indicar que hay algiin efecto semejante al de la gravedad en estos sistemas, de
hecho, en teoria de campos no conmutativos esto ocurre con algunos campos
de norma [48]. Por lo general, se supone que hO,; es del orden del drea de
Planck, Lg = hG/c*, entonces el tensor ©;; debe ser del orden de G/c’. Sin
embargo, en este trabajo mostraremos una cota mayor. que da la posibilidad
que el espacio sea no conmutativo antes de llegar a la escala de Planck.

En este capitulo nos ocuparemos de un tema simple, qué tipo de fisica se
obtiene si se supone una estructura simpléctica consistente con las reglas de
conmutacién (3.2). Tomaremos una estructura simpléctica consistente con las
reglas de conmutacién (3.2), una Hamiltoniana estandar, v obtendremos las
ecuaciones de movimiento. Se mostrara que hay una correccion a la segunda
ley de Newton. Veremos que la correccion que se obtiene resulta ser proporcio-
nal al parametro no conmutativo y al potencial bajo el cual estd la particula.
Asi, esta nueva fuerza se puede ver como el resultado de una perturbacion al
espacio provocada por el campo externo. Por ejemplo, se muestra que en el
caso particular de un campo central la correccion se puede interpretar como
el analogo de una fuerza de Coriolis. Una de las caracteristicas de los sistemas
en espacios no conmutativos es que se rompe la simetria de Lorentz [13]. en
nuestro caso la correccion a la segunda ley de Newton rompe la simetria de
rotacion para campos centrales.

Analizaremos dos casos concretos, el potencial de un oscilador armonico
tridimensional v el problema de Kepler. Para el oscilador arménico obtenemos
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ecuaciones de movimiento que se pueden ver como las de un oscilador cargado
en un campo magnético constante del orden del pardmetro no conmutativo.
Para el problema de Kepler, el término de correccién en la fuerza posee la
forma de la fuerza de Coriolis que produce un campo gravitacional lejano de
un cuerpo masivo rotante. También mostraremos que hay una corrimiento del
perihelio de los Planetas. Del andlisis del corrimiento al perihelio de Mercurio,
se puede observar que el sistema planetario es altamente sensible al parametro
no conmutativo, ©;;, pues, basta que éste sea del orden de 10-%s/Kg (hO;; =~
10~°m?) para explicar el corrimiento del perihelio de Mercurio observado. Esto
muestra que para este sistema la fisica a pequeiia escala no esta desconectada
de la fisica a gran escala. Este fenémeno se puede ver como un reflejo de la
mezcla UV/IR que ocurre en la teoria de campos no conmutativos. Se obtiene
una cota para este parametro del orden de 107s/Kg (VhO = 5 x 10°Lp).
Por lo tanto, es posible que el espacio muestre propiedades no conmutativas
antes de llegar a la escala de Planck. También se muestra que la segunda v
tercera ley de Kepler tienen correcciones similares a las que da la métrica de
Kerr en aproximacion débil. Por 1ltimo, se muestran algunas implicaciones
cosmoldgicas.

3.2. Formulacion de la Mecanica clasica no con-
mutativa

En general, si tenemos un espacio de variables (%, con a = 1,...,2n, v una
~i1

matriz antisimétrica A®® = {¢“, ("}. Entonces, si F' y G son funciones de ¢
podemos definir una estructura simpléctica como [61]

dF 0G

56 30 (3.4)

{F,G}={¢"¢")

Con A% una matriz tal que se cumpla la identidad de Jacobi. Con esta estruc-
tura simpléctica, junto con una funcién Hamiltoniana, H = H((*), podemos
definir una dindmica a través de las ecuaciones de movimiento

s o ) (3.5)
Asl. para cualquier funcién de este espacio tenemos
F={F, H}. (3.6)

Nosotros consideraremos el caso del espacio fase dado por " = (x,.p,). con
b= L.2,5
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Si consideramos las reglas de conmutacién para una mecdnica cudntica no
conmutativa (3.2), la estructura simpléctica consistente con estas reglas de
conmutacién se define como:

{z",°} =0y, {F.p}=8& y {pip;}=0. (3.7)

Ahora, si F'y G son dos funciones del espacio fase y ocupamos (3.7) tendremos
los siguientes paréntesis de Poisson modificados

aF 0G OF 0G  oF oG
F,G =@,—— e 3.8
{ } ? 0t Oz (33:’ dp;  Ip; 8&:‘) Lo
Si consideremos una Hamiltoniana de la forma
pip'
H=—+V
273_1' + (E)?
las ecuaciones de movimiento con esta estructura simpléctica son:
« Pi av
Iy = — 9,- — 39
: m T Pigg e
v
." — 31
p ot (3-10)
es decir,
av 3
mi' = +mB ¢ i (3.11)

or EOTT IO
“sta ecuacion es la nueva segunda ley de Newton. Al segundo término de (3.11)
lo podemos ver como una correccién debida a la no conmutatividad del espa-
cio. El nuevo término es generado tanto por el espacio de fondo, a través del
factor de la no commutatividad, como por variaciones del potencial. Es como
si el campo externo perturbara de alguna manera al espacio y produjera esta
nueva fuerza. Esto es parecido a lo que ocurre con la fuerza que produce un
campo gravitacional generado por un campo externo. También podemos ver
que para el caso de una campo gravitacional constante el término de correccion
se anula, por lo que se cumple el principio de equivalencia débil. Sin embargo,
si se toma el potencial de Kepler de un campo gravitacional, la aceleracion
de una particula de prueba depende de su masa. Este hecho sugiere que el
campo gravitacional en espacios no conmutativos puede tener modificaciones
relevantes.
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3.3. Simetrias

En esta seccion veremos que simetrias tiene la ecuacién (3.11). De la es-
tructura simpléctica (3.7) es claro que si hacemos la transformacién de Paridad

B o il

el pardametro ©,; no cambia. Con estas reglas de transformacion se puede ver
que la segunda ley de Newton modificada (3.11) es invariante bajo Paridad.
También podemos ver que si hacemos la transformacion de inversién temporal

t — =t

la ecuacién de movimiento (3.11) se ve modificada. Esto significa que la no
conmutatividad implica una flecha en e] tiempo. Sin embargo, si se impone
que bajo inversiéon temporal se cumpla

esj =_ -‘-E‘){J‘,

la ecuacion (3.11) es invariante bajo inversién temporal. Este este tipo de
comportamiento bajo simetrias discretas también se tiene a nivel de teoria de
campos [44].

Por otra parte, al igual que en el caso estandar, la Hamiltoniana H se
conserva. Sin embargo, debido al término de correccién de la ecuacién de mo-
vimiento (3.11), para un campo central el momento angular, L; = meyrz;dx,
va no se conserva. Ademads, ocupando (3.7). se puede ver que esta cantidad no
genera rotaciones. No obstante, podemos construir la cantidad

1
Le = Oyxip; + 50i;p;Oupr,
ésta genera las transformaciones:
dz; = {x:, Lo} = Ouar v Opi = {pi,Le} = —Oirps- (3.12)

Para el caso de un campo central Lg se conserva. Ahora, en tres dimensiones,
cualquier matriz antisimétrica se puede escribir como

(_)-'J' — f,_l,k.@;,

Asi, las transformaciones (3.12) toman la forma de rotaciones en la direc-
cién del vector 9,. Es decir. tenemos una simetria axial.
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También podemos ver que le término de correccion puede romper la simetria
de Galileo. Esto no ocurre con la particula libre o una particula en un campo
constante. En este caso no se pierde la simetria, sin embargo los generadores
del grupo de Galileo ahora tienen la forma

Gi = mz; — pi + mOy;p;. (3.13)

Un estudio de estas transformaciones se puede ver en [62]. La forma general
de las simetrias de la ecuacién (3.11) de pende del potencial y de ©, este tema
lo trataremos en un trabajo posterior.

3.4. Campo central

Para el caso de un potencial central, V(z) = V(r), el término de correccion
a la segunda ley de Newton se puede escribir de forma mas sugestiva. Conside-
remos el tensor ©;; = €;;;0;. Entonces, para un potencial central el momento
definido por la ecuacién (3.9) es
19V

P = mi; + me.-jkﬂjxk con Qj = —“—'—(‘33, {3]4)
rdr

que tiene la misma forma que el momento de una particula vista desde un
sistema de referencia no inercial con velocidad angular Q; [63]. Ademads la
ecuacion (3.11) para el caso que estamos considerando es:
A. z; IV . : g

miE; = — = —— + meri; Y + me ;2. (3.15)

r or

El segundo término de esta ecuacién es el andlogo de la fuerza de Coriolis de-
bido a una rotacién, mientras que el tercer término es el andlogo a una fuerza
inercial producida por la no uniformidad de la rotacién. Claramente los térmi-
nos de correccién rompen la invariancia bajo rotaciones para un campo central.

Veamos ahora dos ejemplos de campo central, primero consideremos el po-

. . o .y a o " .y
tencial de un oscilador arménico tridimensional V (r) = ™5~ 2. Para simplificar
los caleulos tomaremos ©; = §;30. Entonces,

mi; = —mw’z; + -miu)?(-)f,J;;j:_,. (3.16)

Si apelamos al teorema de Larmor podemos ver que la perturbacion debido este
potencial tiene la forma de un campo magnético constante en la direceion del
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vector ©;. La ecuacion (3.16) tiene solucion conocida, sobre el eje o3 tenemos
oscilaciones con frecuencia w. mientras que en el plano perpendicular a este
eje la frecuencia de las oscilaciones, a primer orden en ©, tiene la forma

Omw
we mw(l+ T)'

Ahora veamos el potencial de Kepler V(r) = —_r—k En este caso la velocidad
angular es

k
4 = =0,
T
v las ecuaciones de movimiento son:
5 x; k ; . i
mr; = —?}3 +mfgjkIij+mfijkIij (-‘ll}

Posteriormente resolveremos de forma perturbativa esta ecuacion. Por el mo-
mento podemos ver algunas propiedades importantes. La primera es que, de-
bido a la dependencias de la velocidad angular en r, la fuerza de Coriolis
resultante es semejante a la que se obtiene al considerar el campo gravitacio-
nal lejano de un cuerpo masivo que rota [64] y [65], aqui el vector ©; es el
andlogo del momento angular del cuerpo rotante. Mientras que el otro término
de la correccién se puede ver como una fuerza producida por una rotaciéon no
uniforme del mismo cuerpo [66].

3.5. El problema de Kepler en un espacio no
conmutativo

En esta seccién resolveremos de manera perturbativa la ecuacion (3.15)
para el problema de Kepler. Esta ecuacién nos daréd informacién de la forma en
que las travectorias se modifican debido a la nueva estructura simpléctica. Para
facilitar los cdlculos nos conviene tomar ©; = 6;30 y trabajar en coordenadas
esféricas. Con estas consideraciones (3.15) toma la forma:

m(it — rf? — ré*sen?(0)) = —‘i—v + mrQgsen®(0), (3.18)
T
m-{;? (r*6) — mrio’sen(f)cos(0)d* = mr*Qdsen(8)cos(f). (3.19)
G5 1
E{rm"msml‘({})) = --m.rscn((})(—('rSZ::;(-:la((I}J. (3.20)
dt dt
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En este caso las trayectorias son mas generales que en el caso estdndar, sin
embargo podemos restringirnos a estudiar érbitas planas. Esto significa tomar
la solucién @ = %, que es valida para todo tiempo. De donde, las ecuaciones
de movimiento se reducen a

m(F — ré?) = —% + mrQé, (3-21)
a‘??(mr%ﬁ) = —mr%(rﬂ). (3.22)
G

Antes de continuar, es conveniente ver que forma toman las constantes de
movimiento en estas coordenadas. Por la forma particular del pardmetro no
conmutativo que estamos considerando, ©;; = €;;:0r ¥ O = 0,30, tenemos

2
Lo = © |zpy, — yp: — OmMV(r) — (—3%‘3 +OmH]| . (3.23)

De donde, la cantidad

2

M = zp, — yp. — OMV (r) — eg (3.24)

es una constante de movimiento. Ahora, en coordenadas polares y con f = 7,
M toma la forma

M = mr*(¢+ Q) — OmV. (3.25)

De esta expresion podemos ver que la ecuacion (3.22) se puede poner como
M = 0. En resumen, para el problema de Kepler las constantes de movimiento
toman la forma

2mke

M= mrio+ — (3.26)
m Mk kOM  E*O*m

E=H= — —_———— e ——— 3.27
2" B 2mr? r 7id ¥ Prd (3:27)

Mientras que la ecuacién de movimiento radial es:

2 . 2 202).2,

R s (3.28)

mré 1 r 79

Lo primero que podemos notar es que la ecuacion (3.26) es muv parecida a

5 2mma
J'l‘f: = m.f"ar_.';  Ema—
I

G4



donde M, es el momento angular en direccién z para una particula de masa m
que sigue una érbita plana en un campo gravitacional de un hovo negro de Kerr
[67]. En ese caso ma es el momento angular geométrico del hoyo negro y M, se
conserva. Como vemos estas cantidades se pueden identificar si consideramos

mma = mk©.

De hecho, para obtener las correcciones a la segunda ley de Kepler en nuestro
caso debemos analizar la ecuacion (3.26). Por lo tanto, la segunda y tercera ley
de Kepler para nuestro sistema se modifican de forma andloga a una particula
en una métrica de Kerr. Asi, debido a la correccion del pardmetro ©, no se
recorren dreas iguales en tiempos iguales, es decir, en este caso no se cumple
la segunda ley de Kepler v, por lo tanto, tampoco la tercera. En particular, a
primer orden en O, el drea barrida por el radio vector de la particula es
2MT kb©
A= + Zm 1
m My1 —¢?
Con b y e definidos en la ecuacion (3.32)
Por otra parte, la ecuacién (3.28) nos da r en términos del tiempo. Sin
embargo, es mds interesante poner r en términos de ¢, para cllo ocuparemos
la variable

(3.29)

-

Ahora, como

M = 20kmu [ du
s _ 3.30
A (da}) ( )

1t
la ecuacién (3.28) se reduce a

(M — 20kmu)? d*u

m dp?
M2 ’ 2 0,9 g
+—u — 3QkMu® + 20°k*mu” — I = (. (3.31)

m

+ 20km —

(M — 20kmu) (n‘.u)"}

do

A orden cero en © y con los pardmetros del problema de Kepler estandar,

/ 2EM? M? o
e T S = 3.32
: V i mk? ¥y o mhk: f )
esta ecuacion toma la forma
d?uq I
e e o = (3.33)

do? i



cuya solucion es

i Qj—%f"”—m (3.34)

Al siguiente orden en © proponemos

U= U+ Uy
Por lo que u; debe cumplir
d*u, OmkM 9 e’ +6
P +u = R (2&005(:5 — 3e®cos2¢ + 5 (3.35)
cuya solucion es
2 2
u = % (82—+6 + egseng — egcosé) ; (3.36)
A este orden en © tenemos
1 sp(1— 2 »
w= [ + ecoa:&( *’)] + (%) [e ;_6 = €2€OS2¢:P (3.37)

con 6 = 9’—;‘;3& De esta ecuacién se puede calcular la desviacion del perihelio,

que estd dada por

276 K\
Sy = “E‘ — 270 (%) (3.38)
Por otra parte, podemos ocupar la variable
2 Tmez + Tmin — b
2 1—e?
Ademas
k= mmG
con m la masa del Sol. Por lo tanto:
_ m?mG \'? =
done = 270 (m) (3.39)

Es interesante observar que de esta ecuacion las tinicas constantes que no
determina el sistema son G y .
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La correccién que da la relatividad general, con la métrica de Schwarzschild,
al perihelio es

Gm

=
c2a(l — e2)

ddprc =6 (3.40)

En este caso las constantes fundamentales que no determina el sistema son ¢
v (. Por lo tanto aqui © toma el papel de constante fundamental.

Ahora en este caso particular veamos que ocurre cuando el planeta obser-
vado es Mercurio. Para ello debemos considerar los siguientes datos:

ax 6 x 10"metros (3.41)
ex 0,2 (3.42)
m=~ 3,3 x10%Kg (3.43)
m=~ 2x10*°Kg (3.44)
_y; (metros)?

T :‘:: e T -4

Gr Tx 10N (3.45)
ha 6,6x107*]s. (3.46)

De donde, el perihelio de mercurio deberfa cambiar por

Sone ~ 210(3 X 101?)%,

(3.47)
Debido a que las correcciones por la no conmutatividad deben ser pequenas
y que el mimero 3 x 10" es muy grande la ecuacién (3.47) implica que el
parametro © tiene que ser muy pequeno. Esto muestra que el sistema planeta-
rio es altamente sensible al pardmetro ©, pues, no conmutatividad a distancias
muy pequenas implican cambios a muy grandes distancias. Es decir, en este
caso la fisica a pequena escala no estd desconectada de la fisica a gran esca-
la. Este fenémeno se puede ver como un reflejo de la mezcla de divergencias
ultravioletas ¢ infrarrojas que ocurre en la teorfa de campos no conmutativos.
Para Mercurio el corrimiento del perihelio observado es

10-2 radianes

50ume = 2m(7,98734 £ 0,00037) x s (3.48)
revolucion
Entonces, si suponemos d@ye = 0@,
o
Ox3x 107522 (3.49)
s

(i



Es decir,

he = 2 x 10" *®*metros’, (3.50)
VHO = 1 x 10" *metros. (3.51)

Por otra parte, para Mercurio tenemos

10-8 radianes

tj(,’)}g(; = 27[(7,987344) X A TR (352)
revolucién

Entonces, una forma de acotar el pardmetro © es pidiendo que

] 5m— 6] e (1 5 012y TO0IORES (3.53)

revolucién
De donde,
K
©<3x 10—30—;9.

Asi,

he < 21 x 10~ metros?,
VhO < (5 x 10*) Lp.

EEn unidades naturales, esta cota se expresa como
4 x 10%GeV < 1/(VhEO).

Que es un orden de magnitud mayor a la cota que se obtiene con el Modelo
Estdndar [69]. Sin embargo, para una mejor comparacién se debe tratar el pro-
blema de Kepler no conmutativo en un espacio curvo. No obstante, el tamaiio
de la cota remarca el hecho de que la no conmutatividad a distancias muy
pequenas implica cambios a distancias muy grandes, que es consistente con lo
que se conjetura en [19]. Es notable que cuando se ha tratado el problema de
Kepler con una estructura simpléctica deformada se tiene un comportamien-
to similar. Por ejemplo, en la referencia [14] se trabaja con una estructura
simpléctica mds complicada a la aqui considerada, y en ese caso el perihelio de
Mercurio acota al pardmetro de deformacién a ser del orden de 10~% metros.
que es mucho menor a la escala de Planck.

En un trabajo reciente se traté este problema [70], pero en otras coordena-
das. Las coordenadas que ocuparon son

. - 8 .
€T =X;— TJ]'JJ. =P {‘1)”
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Con los paréntesis de Poisson

{2:,%;} =0, {&,p;}=06; {Pi.P;}=0 (3.55)
En estas coordenadas tenemos
oL :
F=\IT;E=r— o +0(8?), (3.56)

con
L; = €Z:P;
Por lo tanto el Hamiltoniano tiene la forma
7 i O LdV
H=22 Ly =22 Ly
2m 2m
Es interesante observar que en estas coordenadas tenemos una correccion que
tiene la forma de interaccién espin érbita. Sélo que en este caso el “espin” es el
mismo para todos. Este término se puede obtener por la precesion de Thomas
[71].
En este caso para el problema de Kepler la correccion a primer orden en © al
perihelio de una d6rbita eliptica es:

2rk*m?cos(v)

= (3.58)

dp=0
Que coincide con el resultado obtenido anteriormente. Sin embargo. debemos
tomar en cuenta que estamos suponiendo que las coordenadas espaciales fisicas
satisfacen

{zi,2;} = ©4.

Por lo tanto, la trayectoria de una particula debe estar en términos de las .
v no de las ;. Por lo que resulta natural que existan diferencias a ordenes
mas altos en diferentes cantidades fisicas. Por ejemplo. el Hamiltoniano (3.57)
tiene todos los ordenes en ©, mientras que el Hamiltoniano (3.27) sdlo tiene
término de segundo orden en ©, pues, esta calculado para diferentes variables.

3.6. Constante cosmolégica y no conmutativi-
dad, un punto de vista Newtoniano

Un problema importante en la fisica actual estd en la constante cosmologi-
ca. Pues. desde el punto de vista observacional existe datos que sugleren gue

el universo se expande con una constante cosmolégica positiva |72, para una

69



revision ver [73]. Ademds uno de los resultados tedricos més interesante se en-
cuentra en la dualidad AdS/CFT que relaciona una teoria de cuerdas con una
teorfa de norma [74] v esta dualidad se establece en un espacio con constante
cosmolégica negativa. Sin embargo, a pesar de la importancia de esta constan-
te en la fisica, ain existen diversos aspectos de la fisica relacionada con esta
constantes que no son entendidos. Por ejemplo, ningiin modelo predice un valor
de esta constante que concuerde con los datos obtenidos observacionalmente,
de hecho lo valores predichos v los observados difieren en varios ordenes de
magnitud [75]. Por esta razén se requiere entender la fisica relacionada con la
constante cosmologica desde diferentes dngulos.

En esta seccién estudiaremos la ecuacién (3.11) para un modelo cosmoldgi-
co Newtoniano. Al considerar una constante cosmoldgica negativa, al igual
que en el caso estandar, se obtienen soluciones que oscilan en el origen. Sin
embargo ahora la frecuencia de oscilacién se modifica por el pardmetro no
conmutativo. Si se considera una constante cosmoldgica positiva en el caso
estandar las trayectorias son lineas rectas que dependen exponencialmente del
tiempo y la distancia del origen a la posicién de la particula como funcién
del tiempo crece exponencialmente. En nuestro caso las trayectorias que se
obtienen son espirales que se alejan del origen. Ademads, al igual que en el caso
estandar, la distancia de la particula al origen como funcién del tiempo crece
exponencialmente, pero ahora el parametro no conmutativo genera pequenas
oscilaciones. El periodo de estas oscilaciones resulta ser inversamente propor-
cional al parametro no conmutativo, por lo que es un tiempo largo. En ese
periodo la distancia crece exponencialmente, por lo que no conmutatividad a
pequenas distancias, es decir un pardmetro no conmutativo pequeno, tiene in-
fluencia a distancias muy grandes. Fendmeno que es similar al de la mezcla de
divergencias UV/IR de teoria de campos. También se obtiene una correccién
a la constante de Hubble del modelo. Por otra parte, en el limite © fuerte se
tiene una relacién con una métrica tipo-Gaodel.

3.6.1. AdS y dS en el limite Newtoniano

Las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica, A, en el vacio son

1
R = 5900 R = Mgy, (3.59)
La solucidn de estas ecuaciones con maxima simetria tiene la forma
4 AFE o Ir? ’
ds® = —(1 - ; Je2dt? {'z_(;'“ﬂ + r2d02. (3.60)
¥ g



Si A es negativa se tiene el espacio de anti de Sitfer v si A es positiva se tiene
el espacio de de Sitter. En el limite Newtoniano, ¢ — oo y A — 0 pero ¢A —
finito, la métrica (3.60) general el potencial

2
_Ame® ,

Ve, (3.61)

Veamos que ocurre con una particula de prueba en este potencial. E1 Hamil-
toniano del sistema es

= 2
o OB, ATE 5 (3.62)

2m 6

Tomando la estructura estdndar obtenemos las ecuaciones de movimiento

. A . Ac? . A
mi =m—-z. mj=m—y, mi=m

Z; (3.63)

En el caso A negativa se tiene una fuerza atractiva y la particula oscila en
el origen. Pero si A es positiva se tiene una fuerza repulsiva y la particula
se aleja de forma exponencial del origen. Para el primer caso la distancia del
origen a la posicién de la particula como funcién del tiempo tiene la forma
Ta<o(t) = A|sin VA Mientras que en el caso A positiva esta distancia tiene
la forma es raso(t) = Bc‘/‘", debido al erecimiento exponencial de la distancia
con respecto al tiempo a este caso se le denomina cosmologia “inflacionaria”.
El comportamiento de la distancia como funcién del tiempo para ambos casos
se muestra en la figura 3.1.

Ademas, podemos ver que ¢l caso A positiva se cumnple la relacién
#=Hr, H=vVA. (3.64)

Esta relacion representa la ley de Hubble, con H la constante de Hubble.

3.6.2. Caso no conmutativo

Ahora consideraremos el Hamiltoniano (3.62) y la estructura simpléctica
deformada (3.7). Como vimos anteriormente, una modificacion importante que
se tiene por considerar la nueva estructura simpléctica es que la cantidad

L; = €ijkl Pk



Figura 3.1: Comportamiento de la distancia al origen de una particula de prueba
en la comologia newtoniana.

no genera rotaciones y tampoco es una cantidad conservada. Sin embargo. se
conserva la cantidad

1
Le = ©yz;p; + §eilpleikpk-

Alora, si se considera ©;; = €10, se puede ver que Lg genera rotaciones
alrededor de la direccién ©. En este caso podemos decir que la direccién que
define © es una direccién privilegiada. Por ejemplo, si tomamos este vector en
direccion z, @ = 0;30. de los paréntesis de Poisson (3.7) podemos ver que en
este caso la no conmutatividad solo afecta al plano perpendicular a este eje.

Por otra parte, dado el Hamiltoniano (3.62), la estructura simpléctica (3.7)
v el parametro no conmutativo ©;; = €30, las ecuaciones de movimiento son

mAc? Ac?

mi = = —g—mzeg, (3.65)
A2 Ac?
mj =00 g4 00 e (3.66)
3 3
2
mi = m;\c 2. (3.67)

Estas ecuaciones tienen la forma de un oscilador en un campo magnético cons-
tante en direccion z. Podemos ver que el movimiento en el eje z no se ve
afectado. Sin embargo. para el plano perpendicular a z se tienen modificacio-



nes.

Para estudiar los fenémenos que ocurren cuando el pardmetro © es impor-
tante, al menos que se especifique lo contrario, en nuestro siguiente analisis
supondremos que en la direccién z se toma la solucién z(t) = 0. Ahora, to-
mando soluciones de la forma x = zpe*' v y = ye*!, encontramos que

B2
= a (1 - —) Es (3.68)
200
Bw
Yo =ZTo—rs» (3.69)
con a = Ac?/3 y B = mOa. A segundo orden en © se obtiene
Jal1-E bl (3.70)
W= ——F —v-a]. :
4o 20

De la ecuacién (3.70) podemos ver que para el caso A < 0, al igual que en
el caso estandar el movimiento es completamente oscilatorio. Sin embargo,
ahora las oscilaciones se modifican por el término no conmutativo. Es decir, la
constante cosmolégica adquiere una correccion del parametro no conmutativo.
Por otra parte, si tomamos A > 0, a diferencia del caso estandar, se tienen
frecuencias complejas y no sélo reales:

w=w;;-:hw;=\/—(l——>i?g (3.71)
Loy 2

En este caso el parametro no conmutativo, ©, contribuye a la frecuencia con
un término imaginario. Esto implica que una particula de prueba se aleja del
origen pero también tiene movimiento oscilatorio en el plano. Al orden que
estamos considerando, las trayectorias linealmente independientes en el plano
zy son de la forma

(z,y) =e“" (cos(w,rt}, (l - ;;-) sin(w,:f)) ; (3.72)
(x,y) =e“” (sin(w;t}. - (l - i:-(;) {[JH(H’.;?)) (3.73)

Por lo tanto, en este caso las trayectorias no son rectas, sino espirales. Por
ejemplo, para la solucién (3.73) las travectorias que se tienen son similares a
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Figura 3.2: Trayectorias modificadas para el caso de constante comolégica positiva.

las mostradas en la gréifica 3.2 . Por otra parte, para esta solucién (3.73) la
distancia de la particula al origen al tiempo t tiene la forma

f 2
r(t) = Ae“r' /1 — f—at;os2 wrt. (3.74)

A primer orden en © el crecimiento de esta distancia es exponencial. El com-
portamiento de r(t) como funcién del tiempo es similar al mostrado en la
grafica 3.3. En la grifica 3.3 también se compara este comportamiento de r(t)
con el que se tiene a primer orden.

De la ecuacién (3.74) podemos ver que el efecto de la no conmutatividad

en 7(t) es mds notable cnando se cumple la relacién wit = n#. es decir, cuando
gl e (3.75)

Wy mOAc?

por lo que, debido a que © y A deben ser pequenos, este tiempo muy grande.
Ademds, como el crecimiento de r(f) es exponencial, en ese tiempo la particula
recorrera una distancia muy larga. Por lo tanto, no conmutatividad a distancias
muy pequenas tiene consecuencias a distancias muy largas. Este fenémeno es
similar a la mezcla se divergencias [/V//[ R que ocurre en una teoria de campos
en espacios no conmutativos. También podemos ver que el tiempo definido en
(3.75) es proporcional al tiempo que requiere la particula para dar n vueltas
al origen. Es ese mismo tiempo la particula recorre una distancia muy grande.



Figura 3.3: Distancia del origen a la posicién de la particula como funcién del tiempo
en el caso no conmutativo.

Ahora, para este caso, segundo orden, la constante cosmolégica tiene la
forma

\/-__—\/_l—iz (3.76)

-lfv

Por lo tanto, a este orden tenemos una correccién a la constante de Hubble, a
ordenes mayores tenemos una contante Hubble que depende del tiempo.

3.6.3. Limite © fuerte

El limite © fuerte en el sistema de ecuaciones (3.65)-(3.67) lo podemos
tomar como (mAc*/3) — 0y © — oo, pero (mAc?/3)mO — finito. Asi,
obtenemos que

2
mi = —%m"’(-)g}, (3.77)
mi = \—;m e, (3.78)
mz =0. (.579)

Ahora, consideremos la métrica

. Qsinh?lp  \°  sinh?2l
ds™ = ~ (H.'! B -—]-;-I,;-!—-ﬂdu) - Hl—”;— fﬂ'" + dp® + d2°. (3.80)
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Si tomamos limite [ — 0 v expresamos la métriea en términos de las coorde-
nadas
T=pcosg, y=psing,

las ecuaciones de las geodésicas de esta métrica tiene la forma de las ecua-
ciones de movimiento (3.77)-(3.79). En donde ) juega el papel del parametro
© (Ac?/3). Debido a que cuando se considera el caso (2 = 2(), se tiene la métri-
ca de Godel [76], a la métrica (3.80) se le llama de tipo-Godel. Esta métrica es
solucién de un espacio con constante cosmoldgica y tensor de energia momento
diferente de cero. Algunas propiedades de esta métrica se pueden ver en [77].
Una relacién interesante de este espacio con el problema de Landau se puede
ver en [78] y [79].

A las ecuaciones (3.77)-(3.79) también las podemos ver como las ecuaciones
de movimiento de una particula cargada en un campo magnético en direccién
z. En este caso A toma el papel de la carga y © el del campo magnético. Si la
velocidad de la particula en el eje z es cero, ésta se mueve en un circulo con
centro en (zg, ¥o). Sin embargo, en el caso general la particula se mueve en una
hélice.

3.7. Conclusiones

En este trabajo mostramos las correcciones que se tiene para la segunda
ley de Newton por considerar la estructura simpléctica consistente con las
reglas de conmutacién de una mecdnica cudantica no conmutativa. Un resultado
interesante es que el término de correccion es proporcional tanto al campo en
que estd una particula como al pardmetro no conmutativo. Esto nos permite
interpretar a la fuerza resultante como un efecto debido a una perturbacion
del campo externo al espacio. Otro resultado interesante fue que para el caso
del potencial de un oscilador tridimensional las ecuaciones de movimiento se
pueden ver como las de un oscilador cargado en un campo magnético constante
v que para el problema de Kepler se obtiene una fuerza con la forma de la
que producirfa un campo gravitacional lejano generado por un cuerpo masivo
rotante. Ademas, se mostré que en un campo central el término de correccion
rompe la simetria de rotaciones, pero el generador de rotaciones en la direccion
del parametro no conmutativo se conserva. Con el analisis del corrimiento del
perihelio de Mercurio se encontrd una cota para el pardmetro no conmutativo
del orden de 107°*(metros)? . Por tltimo se mostraron algunas implicaciones
cosmologicas en el limite newtoniano.
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Capitulo 4

Implicaciones (Geométricas

En este capitulo veremos que en un espacio con coordenadas no conmu-
tativas es posible la cuantizacién de objetos geométricos. Se comparan estos
resultados con los de otras teorias.

Los resultados de este trabajo se encuentran publicados en la referencia
23).

4.1. Introduccion

Un resultado importante de la mecdnica cudntica es que algunas cantidades
fisicas, como la energia y el momento angular, deben tener espectro discreto.
De hecho con la hipotesis de Planck sobre los quantum de luz nace esta teoria.
Inicialmente la explicacion de estos espectros discretos se dio mediante regias
como las de Bohr-Sommerfeld, que son un limite semiclasico de la mecanica
cuantica. Sin embargo, la explicacion de estos espectros se da de manera natu-
ral con las ecuaciones de Heisenberg (o la ecuacién de Schrédinger), es decir, al
asociar operadores no conmutativos a cantidades del espacio fase. Por ejemplo.
la energia se cuantiza debido a la dindmica cudntica, a través del Hamiltonia-
no. Sin embargo. otras cantidades, como el espin, no representan propiedades
dindmicas, si no cantidades propias de las particulas. La cuantizacion del espin
no es consecuencia de una ecuacién dinamica si no del algebra de los operado-
res que representa esta cantidad. Por lo tanto, en algunos casos la cuantizacion
de las cantidades se da inicamente por el dlgebra no conmutativa de los opera-
dores. En este capitulo veremos que al suponer un espacio de configuraciones
no commutativo se pueden cuantizar cantidades geométricas como el drea.

Veamos por que cuantizar objetos geométricos puede ser interesante. Uno



de los retos importantes de la fisica tedrica estd en aplicar las reglas de la
mecanica cuantica a la Relatividad General de forma consistentes. Ain no se
tiene la solucién de este problema. Sin embargo, existen argumentos tedricos
que sugieren que a este nivel algunos objetos geométricos sélo pueden tomar
valores discretos. En efecto, una de las cantidades geométricas mds importantes
en gravedad cudntica es el area del horizonte de eventos de un hoyo negro, esto
se debe a que ésta es proporcional a la entropia del hoyo negro [80]. Asi al
notar que el area del horizonte de eventos de un hoyo negro no extremal es
un invariante adiabdtico cldsico y tomar en cuenta el principio de Ehrenfest
[81] (éste establece que a todo invariante adiabético clasico le corresponde un
espectro discreto en su version cudntica) Bekenstein propone que el drea de un
hoyo negro debe tener un espectro discreto a nivel cudntico [24]. Bekenstein
propone un espectro de la forma

A, = -'yi;in, e O (4.1)

Recientemente S. Hod [82], a partir del principio de correspondencia de Bohr,
mostré que la constante de proporcionalidad es ¥ = 41n 3.

Por otra parte, una de las propuestas para cuantizar la gravedad estd en
la Gravedad Cudntica de Lazos [83]. En esta teorfa se tienen bien definidos
operadores de cantidades geométricas como el volumen o el drea. Ademas. en
ciertos casos estos operadores adquieren espectro discreto. Por ejemplo, para
estos caso, el operador de drea de superficies tiene el espectro

A(ji) = 8myLyv/5i(Gi + 1) (4.2)

donde {j;} toma valores enteros y semienteros; v es una constante de propor-
cionalidad, llamada pardmetro de Immirzi, que no puede determinar la teoria.
Este operador y su espectro es importante para la gravedad cudantica de lazos.
Sin embargo, considerando andlisis numéricos de modelos de “spin foam” [84]
es posible que la férmula correcta no esté dada por (4.2), sino por

Este espectro para el drea fue originalmente propuesto por los autores de la
referencia [85].

En la geometria no conmutativa existen diferentes versiones de la gravedad,
dependiendo del triplete espectral, (A, H, D). que se propone. Sin embargo, la
mayoria de estas propuestas no tienen version cuantica. En este formalismo,
un modelo de juguete que simula algunos aspectos de la gravedad v que tiene
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version cudntica fue dado por C. Rovelli [36]. Un resultado notable de este
modelo es que se cuantiza la pseudodistancia. Veamos de forma somera como
ocurre esto. La accion para este modelo es de la forma

S[D] = %n[m&v] (4.4)

con D el operador de Dirac definido como

0 m 0 0 my

D= ( ™ ) = 0 0 ma
m 0 = B

mp; Mms 0

v M es una matriz de 3 x 3 que determina las ecuaciones de movimiento. Como
vemos esta accion tiene la forma una accién para un modelo de matrices. Las
variables m v m satisfacen los paréntesis de Poisson

{m,m} =1iG (4.5)

con G la constante gravitacional. Por otra parte, recordemos que la distancia
geodésica entre dos puntos en el formalismo de A. Connes estd dada por

d(p,p') = sup [p(a) — p'(a)]. (4.6)
{ec A D (a)]|<1}

En particular, en el modelo de C. Rovelli esta distancia toma la forma

¢ 1
d(p,p) = —. (4.7)
Vv 2mim
Ahora. a nivel cudntico se deben imponer las relaciones de conmutacién
[, m'] = hG (4.8)

que definen un dlgebra de operadores de creacién aniquilacion. Con estos ope-
radores se puede formar el operador de niimero
s
ﬁ, mt m
N=——. (4.9)
VhG VhG

De donde. a la cantidad clisica mm le podemos asociar la cantidad cudntica:

thm )_m_f” = KG(N + 1/2) (4.10)
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Por lo tanto, el espectro del operador distancia'd en el formalismo cuantico
tiene la forma

d‘_i (4.11)

YT VaN+1

Como vemos las reglas de conmutacién (4.8) implican que la pseudodistancia
adquiera un espectro discreto. Por lo tanto, es posible que en un modelo de geo-
metria no conmutativa mads realista con versién cudntica se puedan cuantizar
otros objetos geométricos

Por otra parte, ain no se tiene una version final de la gravedad en espacio
con coordenadas no conmutativas, la mayoria de las versiones existentes son
para una gravedad topoldgica o con torsién [86]. Tampoco es claro que en estos
espacios se pueda cuantizar la gravedad. Sin embargo, estos espacios tienen
propiedades interesantes para este tema, pues, como veremos en la proxima
seccion, en estos espacio se pueden cuantizar objetos geométricos.

4.2. Cuantizacién del area en un espacio no
conmutativo

En esta seccion veremos algunas implicaciones geométricas que se obtienen
por suponer que un espacio de dos dimensiones espaciales es no conmutativo.
También veremos algunas relaciones con los resultados de gravedad cudntica
de lazos.

Para iniciar. consideremos

[#1. &3] =ih© con © > 0. (4.12)

Entonces, podemos formar los operadores

1 1
a= &1 +its) y &= —(&; —ifa), (4.13)
T T
que satisfacen
[a,a'] = 1. (4.14)
Con estos operadores podemos definir el operador de niimero
N =ala,
de donde ) ) ;
[V.a']=a' y [N,d]=—a.



Por lo que, @' y @ son operadores de creacién y aniquilacion, respectivamente.
Por otra parte, en términos de las coordenadas N tiene la forma

N= 2h8[($1)2 + (22)2 — hO). (4.15)

Es decir, podemos definir el operador

3 |

= [(81)" + (8)7] = 2h6[N + 3]

Como A/m es un operador positivo, N debe tener un minimo. Por lo tanto
A/ esta cuantizada en niveles igualmente espaciados por el intervalo 2h0:

é|n = é[n >=2hO(n + %)|n > . (4.16)
7r i

con
i (atm
\/_

Es tentador tomar a \H'/i/ﬂ' como un operador de distancia. Sin embargo.
para hablar de distancia se requieren al menos dos puntos v dado que las
coordenadas espaciales no conmutan, no tenemos una definicién de punto en
el espacio. Por esta razén creemos que es mas conveniente relacionar este ope-
rador con el drea de un circulo. El drea de un circulo esta definida como

[n >= [0> (4.17)

2 2

A = 7[(21)" + (x2)°]-
Entonces. la versién cudntica de esta cantidad tiene la forma

i - 12 - 12

A= r[(&)° + (22)°]
Por lo tanto, 4 estd cuantizada en términos de 2mh©:

Y 1

A, =27hO(n + 5). (4.18)
Podemos ver que, a pesar de que el drea se cuantiza, las coordenadas espaciales
no necesariamente toman sélo valores discretos. La discretizacion de cantida-

des geométricas también ocurre en el modelo original de Snvder [8].

Como vemos el espectro para el drea de un circulo obtenida en un espacio

no commnutarivo (4.18) es semejante al que se obtiene para un hovo negro (L1
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Ademas, contiene una parte del espectro (4.3), que corresponde al operador
de 4rea que se propone en [85]. Esto puede indicar una relacién entre las dos
teorfas. Sin embargo, hay que notar que la gravedad cudntica de lazos es vilida
al orden de la escala de Planck, mientras que las cotas para la no conmutati-
vidad, en energia, son menores [68], [69].

4.3. Fuzzy esfera

Otra propuesta de espacio no conmutativo esta dado por la llamada fuzzy
esfera. Consideremos el dlgebra SU(2):

{L,‘, LJ] = E,‘jkL;;, §= 1, 2, 3 (419)
De donde L? tiene los valores propios
P=j+1) j§=0,1/2,1,3/2,.. (4.20)

Por lo tanto si formamos las variables

T = \/(?L, (4.21)

Este espacio satisface las reglas de conmutacion

s @ (]
[.!';.J'j] = '_(';_;'k-ihi'- (422)
"

con r? = i,4". Estas son las reglas de conmutacion de la Fuzzy esfera. De la
definicién (4.21) podemos ver que los valores propios de r? son

= 0j(j +1) (4.23)

Asi, el drea para una esfera tiene lo valores propios

2

A(j) =dmr? =47 /GG + 1) j=0,1/2,1,3/2,... (4.24)
que es similar al espectro dado por gravedad cudntica de lazos (4.2). Sin embar-
go, en el caso de la fuzzy esfera este espectro sélo es para una esfera. Ademas
de que en el caso de © débil las coordenadas (4.21) se anulan. Hay una extensa
literatura sobre el estudio de este espacio, una buena referencia se encuentra
en [87].



4.4. Algebra de Virasoro y estados coherentes

En esta seccién veremos que con coordenadas no conmutativas se puede
construir una representacion del algebra de Virasoro. Hecho que tiene cierto
interés.

Supongamos que tenemos las reglas de conmutacién

[£1,85) = ih© con © > 0. (4.25)

Entonces, podemos formar los operadores

= Ty +ifs) ¥y 4 = ——(%; —i1s), 4.26
\/tzh—@( 1 3} 3 \/25,—6( 1 '2). ( )
que satisfacen
[a.a'] = 1. (4.27)
El operador de traslaciones en este espacio se puede poner de la forma
Uy, 00) = ers (@281 ~01%2) — prgeiios (4.28)
pues,
Uloy,00)dU(01.09) = &; + 0;. (4.29)

Ahora, definamos

1
= --"“"2.-}——'.&()._. RI’T] 1 F‘ﬂ-_i). (430)

entonces, ocupando los operadores de creacion y aniquilacion, tenemos
r / it -2%a ‘
Uloy, 03) = U(z) = el#8'-2"8) (4.31)

Por otra parte, con los operadores de creacién v aniquilacion construidos po-
demos formar los operadores

I, = —a(ahy"*" con n> -1, (4.32)

que satisfacen o _
(e bin] = (0 — )i (4.33)

Por lo tanto, tenemos una subdlgebra del dlgebra de Virasoro. llamada dlgebra
de Witt. El dlgebra de Virasoro esta definida por (4.33) con n v m corriendo
en los enteros, Esta dlgebra es central en la teoria de cuerdas va que genera la
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simetria conforme, que es la simetria de norma de la teoria [46].
Con los generadores del dlgebra de Witt podemos definir un operador genérico
de la forma

Alw) = Z ™2, (4.34)

n>-—1

con w una variable compleja. Entonces, si tomamos ¢, = 1/n! v w = z, el
operador A(w) tiene la forma explicita

A(z) = zae™® (4.35)
Entonces, para z # 0 podemos definir un estado coherente como

A(2)

22

[0 2=z >

Ademds, si tomamos ¢, =1 y w = 1/z tenemos
A(z) =T(z) = =4
A(z) =T(z) = Z i

n>-—1

Que es el generador de las transformaciones conformes, de donde, [, se puede
poner como una integral de contorno.

i =j£—i_:”—"1‘r,;';. (4.36)

Por otra parte. ocupando el operador de drea tenemos

i, =—(@ah" [;@- +(n+1 }] (4.37)
_ _(&Uu [ﬁé%: +[,,+ ;)]! T Z(l (438)

También podemos construir los operadores
L = (:itl)"+1:F:2 n> -1 (4.39)
que cumplen el algebra

[Lus Lin] = 1O — m) Ly (4.40)



Sin embargo, no es la tnica realizacién del dlgebra conforme. Por ejemplo, si
definimos

I . (4.41)

»
Il
te
)
=
|

las cantidades

H = % [(izf + (icsj)z] , (4.42)
D = é[x.xz + ], (4.43)
K = é{s{l}z (4.44)
satisfacen el dlgebra
[D,H]=2iH, [D . K]=-2K, y [H K]=-iD. (4.45)

D es el generador de dilatacién, K el generador de las transformaciones con-
formes especiales. Ahora, si tomamos la combinacion lineal
(H— K F:iD), (4.46)

L.{.] =

Ly =-(H+K), (4.47)

B = rD | —

tenemos el dlgebra en la forma de Virasoro
[L], L..1] = QLQ Y [L{L ;'r,_n_] = 1[4_4_]. (448)

En particular tenemos

(ol + B + s (4.49)
(x1)?

que es un operador positivo, por lo que sus valores propios deben ser positi-

vos. Por otra parte, de la ecuacion (4.48) podemos ver que L., actia como

operador de aniquilacién mientras que L_; es un operador de creacién para

los estados propios de Lg. Por lo tanto, Ly tiene un espectro discreto con un

minimo.

Lo=

e | =

Como vemos, es posible construir una representacion del dleebra conforme
con coordenadas espaciales no conmutativas. Aun no es clara la utilidad de
esta algebra en estos espacios, sin embargo debido a su nmportancia en otras
areas de la fisica es posible que posteriormente se encuentre una aplicacion.
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4.5. Conclusiones

En este capitulo vimos que en un espacio no conmutativo de dos dimen-
siones es posible cuantizar el drea. Es decir, hay espacios no conmutativo que
tienen cantidades geométricas que sélo pueden tomar valores discretos. Este
resultado, a pesar de ser trivial, es interesante, pues existen algunas indicacio-
nes tedricas de que a nivel cuantico la gravedad implica que algunos objetos
geométricos, como el drea del horizonte de eventos de un hoyo negro, se deben
cuantizar.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se abordaron tres problemas relacionados con espacios de
coordenadas no conmutativas. De estos problemas se tienen algunos resultados
interesantes, sin embargo también se tienen preguntas por responder.

El primer problema tratado estd relacionado con la forma en que las con-
diciones de bordes de una teoria de campos afectan la estructura simpléctica.
Este tema es de interés pues hay condiciones de borde que implican no con-
mutatividad en la frontera del problema. En teoria de cuerdas esto produce
campos no conmutativos a bajas energias. Tomando la idea de que las condicio-
nes de borde se pueden tomar como constricciones, en esta seccién propusimos
un método alternativo para resolver el problema de encontrar la forma en que
se modifica la estructura simpléctica dadas unas condiciones de borde. La pro-
puesta hecha se basa en definir un problema donde las condiciones de borde
se toman como constricciones vilidas en toda la region del problema y aplicar
el método de Dirac, posteriormente la estructura resultante se mapea al pro-
blema original. La propuesta funciona para diversos ejemplos conocidos. Sin
embargo. no se da una prueba de que este es el método que resuelva el pro-
blema. Tampoco es claro que funcione para sistemas con libertad de norma.
Para resolver este problema en general se deberd estudiar més a fondo las pro-
piedades locales del espacio fase de un problema con frontera. Un buen inicio
seria tratar de encontrar la estructura simpléctica consistente con la mecinica
clasica con condiciones de borde de Neumman.

El segundo problema que se abordé en este trabajo fue estudiar el limite
clasico de un espacio no conmutativo. Para ello se construyd una mecanica
clasica con la estructura simpléctica consistente con las reglas de conmutacion
de la mecdnica cudantica no conmutativa. En esta mecdnica cldsica se tiene

-
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una correccién para la segunda ley de Newton. Un resultado interesante es
que el término de correccion es proporcional tanto al campo en que estd una
particula como al parametro no conmutativo. Esto nos permite interpretar a
la fuerza resultante como un efecto debido a una perturbaciéon del campo ex-
terno al espacio. Para el problema de Kepler la correccién tiene la forma de
la fuerza que produce un campo gravitacional lejano generado por un cuerpo
masivo rotante. Se mostré que en un campo central el término de correccién
rompe la simetria de rotaciones. Se estudié el corrimiento del perihelio de Mer-
curio y se encontré una cota para el parametro no conmutativo del orden de
10~%%(metros)?. Esta cota es més fuerte que algunas encontradas en sistemas
de altas energias y es dos ordenes mayor que la mejor cota encontrada para
este parametro. Por 1dltimo se mostraron algunas implicaciones cosmoldgicas
en el limite newtoniano. En este trabajo queda pendiente obtener el limite
cldsico de un espacio que es curvo y no conmutativo. Este limite es de parti-
cular interés va que podria dar correcciones en sistemas como un hoyo negro
o en el problema de la constante cosmoldgica.

El tercer problema abordado fue estudiar objetos geométricos en un espacio
no conmutativo. Se mostré que en un espacio no conmutativo de dos dimen-
siones el operador de drea se cuantiza. Este resultado, a pesar de ser simple, es
interesante, pues existen algunas indicaciones tedricas de que a nivel cuantico
la gravedad implica que algunos objetos geométricos, como el area del horizon-
te de eventos de un hoyo negro, se deben cuantizar. Otro teoria que obtiene
objetos geométricos discretos es la gravedad cudntica de lazos. Por lo tanto,
se tiene la pregunta de si los espacios no conmutativos estan relacionados con
la gravedad cuantica de lazos. Por otra parte, en un espacio no conmutativo
se pierde la nocién de punto, por lo que se tendria que analizar si en estos
espacios se debe modificar el concepto de sistema de referencia.



Apéndice A
Soluciones exactas

En este apéndice mostramos los paréntesis de Poisson que se obtienen al
ocupar las soluciones exactas.

A.0.1. Campo escalar

Para el caso del campo escalar y condiciones de Dirichlet la solucion general
a la ecuacion de movimiento es

oz, t) Zq,, \ﬁsvn n). (A1)
n=l

Aqui
Gu(t) = —n’ga(t).

Se puede mostrar que:

qn(t \/ / dzg(x, t)sen(nr). (A.2)

Entonces, introduciendo (A.2) en (A.1) encontramos

d(z,t) = /n dx' (2, f.)%ZH{'[I(rf.:;r.")s{.’}l('n.,i'.‘) = / dz'é(x', t)é(z — '),

" n>l 0
de donde 5
d(z—2') = —Zseu(n.:r:'}srr11{n.r)
i ”2!
Ademas, el momento candnico es
OL : , [2 _
M(z.t) = — = dx.t) = Zr;,.m\f‘ sen(nz). (A.3)
dolr.t) g T
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Ahora, sea ¢,(t) = pa(t), entonces

II(z,t) \/—Ep,, Jsen(nx),

n>1

Pal(t) =\/;/L; dxIl(z, t)sen(nz). (A.4)

Por otra parte, los paréntesis de Poisson candnicos de este sistema son:
{o(z,t),0(z',8)} =0, {o(z,t),II(z',8)} =d(z —2'), {ll(z,¢),0I(z',2)} =0.
De donde se obtiene que

{Qﬂ(t)v qm(t)} = {pn(t)spm(t)} =0 ¥ {Qn(t)e}”m(”} . 6rlm~

Ahora, si calculamos los paréntesis Poisson con la solucién exacta (A.1) y (A.3)
obtenemos

{o(x, ), T1(z', t)} Zsen nz')sen(nz) = é(z — z')
n>‘1
que estd de acuerdo con las condiciones a la frontera. Por lo tanto no hay
contradiccién. Con la condicién de borde de Neumann ocurre lo mismo. Al
calcular los paréntesis de Poisson con la solucidn exacta se obtiene

{(z,t), 11(', £)} 1 + Z(oﬁ(m Jeos(nz) = §(x — 2')(A.5)
{0:d(z,8), I(z', ) }smmo =0= d,é(.z )| — (A.G)

Por lo tanto no hay contradiccién entre los paréntesis de Poisson v las condi-
ciones de borde cuando se toma la solucién exacta.

A.0.2. Condiciones mixtas

En este caso la solucién general para las ecunaciones de movimiento tiene la
forma

Qm‘(f) "IJIUNJ{ |

bi(x,t) = M; it ij 535 os{nz) — —=— “se V.

iz, t) = M; + B +TJBJJ:+HEZI[ /r cos(nr) n\/r en(n.r) |
Con g(t) = —qi(t) y ¢ = pi(t). Ademds. de la definicién de los momentos

canonicos tenemos

l'[,-(:c, f) — fl/;fu ,”m :l_J'-.I,J'Li' :| .
n>1 \"“
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simplécticas. Pongamos un poco de claridad en estas afirmaciones. Supongamos
que tenemos la matriz
A B
M = : :
D

Si pedimos que M sea una matriz que cumpla (B.3). se debe cumplir que

ATeA+ ATC-Cc"A=0, (B.4)
ATeB+B"D-~C'B=1, (B 5)
BT'eA+B'C -DTA= -1, B.6)
B'®B+ B"D-D'B =0. B 7)

Ahora, si consideramos el caso 3 = C = (. M representa una transformacion
de coordenadas en el espacio de configuraciones. En el caso estdandar. © = 0,
toda transformacién de coordenadas en el espacio de configuraciones es una
transformacion canénica. Sin embargo. si © es diferente de cero, de (B.4) pode-
mos ver que no cualquier transformacion de coordenadas en el espacio de con-
figuraciones es una transformacion canonica. Por lo tanto. el grupo simpléctico
solo permite cierto tipo de transformaciones de coordenadas en el espacio de
configuraciones. Por ejemplo, en el caso de un espacio de configuraciones de
dos o tres dimensiones, las transformaciones de coordenadas que respetan la
estructura simpléctica son las transformaciones que dejan invariante el drea
del plano no conmutativo.

Por otra parte, para encontrar las funciones generadoras de las transforma-
ciones candnicas debemos recurrir a la accion Hamiltoniana, De L secion

1 ;
o= /di [(+" + _—)("),_I,;}J,}p, — H]. (B.8)
se obtienen las ecuaciones de movimiento
AH
Ei = — —= B, (B.9
“ dp, iy )
JdH
.. .1} (B.10)
- dz, J
Estas ecuaciones se pueden escribir como
JH i
L =+ B.11]
.J_;J. "o,
it :
P = (B.12)

e



Estas son las mismas ecuaciones que se obtienen considerando una Hamilto-
niana H = H(z,p) v una estructura simpléctica de la forma

(.27} = 09, {a'p} =8 {pups}=0. (B.13)

Es decir, (B.8) es la accién para a un sistema mecdnico con la estructura
simpléctica (B.13).

Ahora, supongamos que hacemos una transformacion de coordenadas en el
espacio fase:

#' =2'(Q,P), pi=ni(Q,P) (B.14)
tal que la accién toma la forma
s= [dr (@ +305P)P - K(P.Q.O+ ZFQ.POL  (B15)
De donde, se tiene la igualdad
(& + %e,-jpj}p,- CH=(O'+ %e,-jg)g- _K(P,Q,1)+ %F(Q, P.t) (B.16)

De aqui es claro que las funciones generadoras de las transformaciones canoni-
cas sufriran cambios debido al pardmetro ©. La modificacion general de estas
funciones generadoras la dejaremos para un trabajo posterior. Sin embargo,
ot¥a forma de atacar el problema es hacer una transformacion no canénica de
la forma

1 _ -
G=zi+50u5p; Pi=ps (B.17)

Con estas coordenadas del espacio fase se tienen los paréntesis de Poisson
(¢ =0, {C.p} =6, {pp}=0 (B.18)

v la Hamiltoniana toma la forma

" 1
H((,p) = H(G - Eeijﬁjsﬁi) (B.19)

En estas nuevas coordenadas la accién (B.8) se escribe

s= [ ¢n- AP (B.20)

Por lo tanto. en estas nnevas variables las funciones generadoras de las trans-
formaciones candnicas toman la forma habitual.
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