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Resumen 

En este trabajo se abordan t res problemas relacionados con espacios no 
conmutativos. La no conmutatividad en una teoría de campos debido a sus 
condiciones de borde, se propone un nuevo método para abordar este problema. 
El límite clásico de la mecánica cuánt ica no conmutativa, se muestra que al 
considerar una estructura simpléct ica consistente con est a mecánica cuántica 
se obtienen correcciones para la segunda ley de Newton. Por último, se estudian 
objetos geométricos en un espac ins 110 f'o nnrntativos \"se rn1iestn1 r¡ ue en un 
espacio no conmutat ivo de dos di 111e11sio11es ,.;e cuamiza. el área. 

Summary 

In this work we study three problems related with noncommutative space. The 
nonconmutative on field theory for their boundary condition, a new method 
to compute the symplectic structure of a quantum field theory wi th non tri­
vial boundary conditions is proposed . The classical limit of noncommutative 
quantum mechanics, we show the corrections to t he Newton ' s second law if 
we suppose that the phase space has a simplectic structure consistent with the 
rules of commutation of the noncomrnutative quantum mecha.nics . We finally 
study the geometry on space noncomutative and we show the quantization of 
the area in a two-dimensional non-commutative space. 
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0.1. Introducción 

0.2. Física y Geometría 

Entre la física y la geometría hay una relación profunda que enriquece a 
ambas disciplinas. Incluso, Galileo nos dice en El Ensayador (1622) que: « el 
libro de los secretos de la naturaleza está escrito en lengua matemática, y sus 
caracteres son tr iángulos, círculos y otras figuras geométricas sin las cuales 
nos agiti1.111us rn 11CLmente en un oscuro laberinto» [l ]. Ulla poswra similar fue 
adoptada µor A. Cinstein, quien asume que la geometría e,; panc <le la física. 
[2]. De hecho estas disciplinas nacen juntas, pues, los primeros conocimientos 
de geometría surgen en Egipto al tratar de medir objetos físicos como la tierra 
y al estudiar arreglos de mosaicos. Posteriormente la trigonometría surge en la 
escuela de Alexandría al tratar de medir la posición y movimiento de objetos 
celestes. Una gran cantidad de conocimientos sobre geometría, acumulados por 
un largo período de t iempo, fueron condensados en los postulados de Eucli­
des (300 a.de.e). Estos postulados fueron el primer sistema axiomático en la 
historia de las matemáticas. La geometría no sólo ha sido una herramienta 
en la física, también ha tenido una influencia estética para diferentes pensa­
dores y artistas. Por ejemplo, los arquitectos griegos diseñaban edificios en 
forma de rectángulos que satisfacían la proporción divina (.618), extraída de 
una relación geométrica. Por otra parte, debido a las simetrías de los círculos, 
algunos de los primeros físicos pensaban que las trayectorias naturales de un 
objeto deberían ser círculos. Un caso extremo sobre la .influencia que ejerce la 
estética de la geometría sobre algunos físicos lo podemos ver en Galileo quien , 
como persona cercana a la estética de la pintura del Renacimiento, se niega 
a ocupar los resultados de Kepler en defensa de sus ideas y su persona, él no 
podía aceptar que figuras deformes como las elipses fueran las trayectoria de 
los objetos celeste. Posteriormente I. Newton se dio cuenta que para describir 
el movimiento ele los objetos lo fundamental son la línea y el punto. y las tra­
yectorias curvas son deformaciones debido a una fuerza (1669) . En el trabajo 
de I. Newton se tiene el primer gran logro de la física y en él la geometría 
Euclidiana juega un papel fundamental. 

Durante cerca de 2000 años no surgió una geometría diferente a la Eucli­
diana. Fue hasta 1829 cuando se desarrolla lo que hoy se conoce como geometría 
no Euclidiana. Sin embargo, en este caso la geometría tomó la delantera, pues, 
posteriormente este tipo de geometría fue el marco natural para expresar la 
Relatividad Especial (1905) y General (1915) . Actualmente se mantiene una 
fuerte relación entre la geometría y la física. Por ejemplo , en las teorías de nor­
ma, para los matemáticos la teoría de conexiones, se t iene un ejemplo de esta 
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relación. En efecto, diferentes propiedades geométr icas de espacios de baja di­
mensión (d = 4) recientemente descubiertas por matemáticos como Donaldson 
fueron demostradas ocupando la acción de las teoría de Yang-Mills. Pues, tal 
y como lo mostró E. Witten, esa teoría se puede interpretar como una teoría 
de campos topológica en 3+1 dimensiones. Otro ejemplo lo podemos ver en la 
teoría de nudos. Curiosamente la teoría de nudos fue una propuest a de Kelvin 
para ver a los átomos como objetos extendidos y explicar su espectro, hoy 
sabemos que la teoría adecuada para entender la materia a nivel atómico es 
la mecánica cuánt ica. Sin embargo, para los matemáticos esta propuesta dejo 
1111;:i serie cfr problemas sin rcsolvcr, estos problernas l ' ~t<Ín rcl;wionados con las 
propiedades y clasificación de los nudos. Recientemente Jones desarrolló una 
teoría matemática que arroja nuevos resultados sobres estos objetos y E. Wit­
ten demostró que esta teoría también se puede ver como una teoría de campos 
topológica en 2+ 1 dimensiones. Un resumen sobre estos temas, dada por los 
autores originales, se puede ver en [3], también se puede consultar [4]. 

Como se mencionó anteriormente la geometría Euclidiana está íntimamente 
relacionada con la mecánica clásica. Ahora, con el surgimiento de la mecánica 
cuánt ica (1925) nace un nuevo concepto de geometr ía. Esto es natural si ape­
lamos al principio de incert idumbre, pues, este principio no nos permite definir 
un punto en el espacio fase. Así para la mecánica cuánt ica el espacio fase es un 
espacio sin puntos. Esto es muy notable pues la topología, que es la rama más 
elemental de la geometría, se basa en el concepto de conju nto de puntos. Por lo 
tanto, es natural preguntarse sobre la geometría en un espacio sin puntos. El 
desarrollo de esta disciplina se da fuera de la mecánica cuánt ica, pero está re­
lacionada con ella. Una herramienta importante para entender estos espacios 
sin puntos es el teorema de Gelfand-Naimark [5] . Este teorema afirma que un 
espacio topológico se puede mapear en un álgebra conmutativa y que el ma­
peo inverso también es posible. Un paso más allá de estos resultados se pudo 
dar al considerar el teorema Gelfand-Naimark en el contexto de álgebras no 
conmutat ivas. A esta nueva ra.ma de las matemáticas se le llama Geometría no 
conmutativa. La geometría no conmutativa se centra en el estudio de las pro­
piedades de álgebras no conmutativas que pueden tener significado geométrico. 
En este sent ido la geometría no parte de ningún tipo definido de espacio sino 
del á lgebra. Podemos pensar que estamos estudiando un espacio no conmuta­
t ivo sin teuer que defini rlo formalmente. Debemos hacer notar que el hecho de 
tener un e!ópacio no conmutativo no implica que este sea cuánt ico. 

La idea de los espacios no conmutat ivos nace del principio de incert idumbre, 
el cual es válido para variables en el espacio fase . Sin embargo, últimamente 
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ha llamado mucho la atención la idea de que el espacio físico pueda ser no con­
mutativo, es decir, que las reglas de conmutación entre coordenadas espaciales 
sean del tipo 

(1) 

Esta idea fue originalmente propuesta por Heisenberg en 1930 [6], quien creía 
que el principio de incertidumbre entre coordenadas disminuiría las singula­
ridades a dist ancias cortas, lo que mejoraría la teoría de campos. Heisenberg 
rn 11 H ' 111 ó l'sl <L idea con Peierls. En 1932 Peierls estudi ;1 sisl r'11 1as de 0lectrones 
en uu campo magnético intenso y se da cuenta que e11 este límite se tieue de 
manera natural no conmutatividad en las coordenadas [7]. Sin embargo, esta 
realización fenomenológica de la idea de Heisenberg no la coloca en la físi ca 
fundamental. Por lo que Peierls le transmite la idea a Pauli , el cual se la hace 
saber a Oppenheimer, éste sugiere a su estudiante H. Snyder trabajar el te­
ma, éste publicó en 1947 el primer trabajo sobre la materia [8]. Sin embargo , 
debido al éxito de la teoría cuántica de campos estándar , la propuesta de la 
no conmutatividad del espacio fue abandonada por un largo período de tiem­
po. Sin embargo, en la actualidad la propuesta de los espacios no conmutativos 
se estudia en diversas ramas de la física y con diferentes puntos de vista, como: 

1) Efecto Hall cuántico [9]. 
2) Vórtices de superftuidos [10] . 
3) Mecánica cuántica no conmutativa [11] . 
4) Teoría de campos no conmutativos [12]. 
5) Teoría de cuerdas y D-branas [13]. 
6) Principio de incertidumbre de cuerdas [14]. 
7) Teoría de campos de cuerdas [15]. 
8) Física matemática [16]. 

Hay di ferentes razones por las que es interesante est11 di ar sistemas físi cos 
en un espacio no conmutativo. Por ejemplo, en una teoría cuáut ica que incluya 
la gravedad, la naturaleza del espacio tiempo debe cambiar a distancias com­
parables con la longitud de Planck, lp = (liG/c3 )

112 = 10- 33cm. Esto se debe 
a que el impulso y la energía requeridos para hacer una medición a esta escala 
modificaría por sí mismo la geometría del espacio tiempo [17]. A esta escala 
una posible modificación a la geometría del espacio t iempo es que ya no sea 
una variedad diferenciable y adquiera propiedades no conmutativas. Por otra 
parte, una teoría de cuerdas bajo ciertos fondos adquiere de manera natural 
propiedades no conmutativas [18], estas teorías de cuerdas a bajas energías 
implican campos en un espacio no conmutativo [13]. No obstante una teoría 
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de campos en un espacio no conmutativo se puede construir de manera inde­
pendiente [12]. Esta nueva teoría de campos tiene diferentes propiedades que 
la hacen interesante. Por ejemplo, debido a que se tiene un espacio de fondo 
sin puntos, es una teoría no local. Esta no localidad permite una relación entre 
divergencias infrarrojas y ultravioletas [19], semejante a la que ocurre en teoría 
de cuerdas. Otra propiedad interesante es que existe un mapeo entre una teoría 
de norma conmutativa y una teoría de norma no conmutativa [13]. Sin embar­
go, hasta hoy la única realización fenomenológica de la no conmutatividad se 
Pncuentra en el efecto Hall cuántico. 

En algunos casos se supone que el parámetro Gií depende del espacio tiem­
po. Sin embargo, por lo general se supone que este parámetro es constante, 
antisimétrico y real, este es el punto de vista que tomaremos en el presente 
trabajo. 

0.3. Sobre este trabajo 

A cont inuación se menciona de forma breve el contenido del texto de este 
trabajo. 

0.3.1. Condiciones de borde 

Como primer paso veamos como puede surgir no conmutatividad en un sis­
tema físico. Consideremos una partícula no relativista en un campo magnético 
constante, B . La Lagrangiana de este sistema es 

m . . B . .. 
L = -X'X - -E X 'X 1 . 2 ' 2 !J 

(2) 

En el límite en que el campo magnético es intenso el término cinético de la 
partícula en la Lagrangiana se puede desprecia r. La Lagrangiana se reduce a 

L = _!!_Ei)cx1. 
2 

(3) 

Como esta Lagrangiana es invariante bajo reparametrizaciones, la Hamiltonia­
na canónica es cero. Las constricciones para este caso son: 

B . 
P.+ - E X 1 =O • 2 1J , (4) 

que claramente forman un álgebra de constricciones de segunda clase . Aquí los 
paréntesis de Dirac son 

{ X X}* = - E;1 
" J B. (5) 
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Por lo tanto, al cuantizar este sistema tendremos un espacio no conmutativo 

(6) 

Este es primer sistema del que se supo t iene una manifestación no conmutati­
va, el trabajo que lo reporta data de 1932 y se debe a R. Peierls [7]. 

Para obtener no conmutatividad en teoría de cuerdas debemos agregar un 
término de la forma (3) a la acción ele Polyakov. Por lo tanto , en la norma 
plana, la nueva acción es 

s = -
1-i d2a [gªbr¡ + tªb B ] a xµa X" 

4 / µv µv a b 
7ra r: 

(7) 

El término extra es un término de borde y no modifica las ecuaciones de 
movimiento. Sin embargo, sí se pueden modificar las condiciones de borde. Por 
ejemplo, podemos dividir las coordenadas en Xi con i = O, ... ,p y xm con 
m = p + 1, ... , 9 y tomar las condiciones de borde en a= O, 7r como 

(8) 

Ocupando las variables canónicas las condiciones de borde para las coordenadas 
X i se pueden escribir como 

a= O, 7r (9) 

con Muna matriz que depende de B. Como vemos estas condiciones de borde 
t iene la forma de constricciones y la est ructura de la ecuación ( 4) De donde, 
al calcular los paréntesis de Poisson estas condiciones de borde resultan ser 
inconsistentes con la estructura simpléctica estándar. En efecto, a l calcular el 
paréntesis de Poisson de dos coordenadas con la solución exacta del problema y 
evaluarla en el borde, es decir , en las coordenada:; de la 0 -brana, estos resultan 
ser diferentes de cero. Esto implica que al cuantizar el sistema las coordenadas 
en el borde no son conmutativas. Por lo tanto, tendremos 0 -branas no conmu­
tativas. 

Una de las propuestas para resolver la inconsistencia entre la estructura 
simpléctica en el borde y las condiciones de frontera de las ecuaciones de mo­
vimiento está en suponer que las condiciones de borde se pueden tomar como 
constricciones en el borde. Esta propuesta originalmente dio resultados que 
concuerdan con los que se obtienen de la solución exacta. Sin embargo, pre­
senta diferentes problemas. Por ejemplo, de la evolución de las constricciones 
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primarias, que son las condiciones de. borde, se obtiene un número infinito 
de constricciones secundarias. Existen diferentes propuestas para mejorar este 
método pero aún no se tiene una respuesta final. En la primera parte de este 
trabajo proponemos un método alternativo que funciona para todos los casos 
conocidos. Damos sus ventajas y sus problemas. 
Los resultados de este trabajo se tiene en proceso de publicación, una versión 
preliminar se encuentra en la referencia [20]. 

0.3.2. Límite clásico y no conmutatividad 

En las reglas de conmutación de un espacio no conmutativo (1) tenemos 
dos parámetros: 8 y h. Por lo tanto, tenemos dos posibles límites: el límite 
conmutativo 8 = O y el límite clásico. En el límite conmutativo tenemos la 
mecánica cuántica estándar, pero en límite clásico debemos tener una nueva 
mecánica clásica. Un área poco explorada de la física en espacios no conmuta­
tivos es límite clásico. De esto se trata la segunda parte del trabajo. Para hacer 
este estudio tomaremos una estructura simpléctica consistente con las reglas 
de conmutación de un espacio no conmutativo, un Hamiltoniano estándar, los 
mezclaremos y veremos que correcciones se tienen para la segunda ley de New­
ton. Es decir, lo que hacemos es la construcción de una mecánica clásica "no 
conmutativa" . Veremos que la corrección que se obtiene para la segunda ley de 
Newton resulta ser proporcional al parámetro no conmutativo y a las variacio­
nes del potencial bajo el cual está la partícula. Así, esta nueva fuerza se puede 
ver como el resultado de una perturbación al espacio provocada por el campo 
externo. Por ejemplo, se muestra que en el caso particular de un campo central 
la corrección se puede interpretar como el análogo de una fuerza de Coriolis. 

Analizaremos dos casos concretos, el potencial de un oscilador armónico 
tridimensional y el problema de Kepler. Para el oscilador armónico obtenemos 
ecuaciones de movimiento que se pueden ver como las de un oscilador cargado 
en un campo magnético constante del orden del parámetro 110 conmuta ti vo . 
Para el problema de Kepler, la fuerza de Coriolis que se obtiene posee la 
forma de la fuerza de Coriolis que produce un campo gravitacional lejano de 
un cuerpo masivo rotante. También mostraremos que hay una corrimiento del 
perihelio de los planetas. Del análisis del corrimiento al perihelio de Mercurio , 
se puede observar que el sistema planetario es altamente sensible al parámetro 
no conmutativo 8ij· Pues basta que éste sea del orden de 10-25s / I< g (líG;j ~ 
10-58m 2 ) para explicar el corrimiento del perihelio de Mercurio observado. Esto 
muestra que para este sistema la física a pequeña escala no está desconectada 
de la física a gran escala. También se obtiene una cota para este parámetro 
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del orden de 10- 30 s / K g ( v1iG ~ 5X 103 L p) , por lo que se t iene la posibilidad 
de que antes de llegar a la escala de Planck el espacio sea no conmutativo. 
Además mostraremos que la segunda y tercera ley de Kepler tienen correcciones 
similares a las que da una partícula en la métrica de Kerr. 
Los resultados de este trabajo se publicarón en las referencias [21] y [22]. 

0.3.3. Implicaciones Geométricas 

Actualnic11 t<' 110 t c·11c111os 11na versión cuántica de la graverlad Si n cm! ,;irgo. 
existeu algu110~ i11d icio~ Lc:óricos de que en esta teoría algunos objet o,; ;.>; <'01 11<', t ri ­
cos, como el área del horizonte de eventos de un hoyo negro, se deben cuantizar 
[24]. De hecho , un resultado importante para algunas teorías cuánticas de la 
gravedad, como la gravedad cuántica de lazos, es la cuantización de objetos 
geométricos. En esta parte del texto mostramos que en un espacio no conmu­
tativo también es posible cuantizar algunos objetos geométricos. Se comparan 
estos resultados con los que se obtienen en otras teorías. 
Los resultados de este trabajo se publicarán en la referencia [23] 

0.3.4. Organización 

Este trabajo está organizado de la siguiente manera. Primero se da un pa­
norama general sobre diferentes temas que se han desarrollado en torno a los 
campos no conmutativos. Esa parte no es exhaustiva, sólo se muestran algunos 
resultados que son interesantes o que se les hace referencia en el texto . Poste­
riormente se trata el tema de las condiciones de borde y la no conmutatividad 
en cuerdas, en particular se muestra un método alternativo para tratar a las 
condiciones de borde como constricciones. En la segunda parte de este trabajo 
se trata el tema de las implicaciones clásicas que se obtiene por suponer que 
el espacio es no conmutativo . Por último se muestran algunas implicaciones 
geométricas que se obtienen por suponer que el espacio es no conmutativo. 
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Capítulo 1 

Panorama General 

1.1. Geometría no conmutativa 

La rama más elemental de la geometría es la topología. Incluso, todas las 
teorías físicas se basan en que el espacio de fondo es un espacio topológico. 
Si bien no se requiere recurrir a los teoremas topológicos para construir una 
teoría física, ellos están presentes de forma implícita. Por otra parte, un resul­
tado de esta rama de las matemáticas es que la estructura topológica de un 
conjunto se refleja en el conjunto de funciones continuas que se pueden definir 
en él. Ahora, con la multiplicación punto a punto, el conjunto de funciones 
continuas adquiere una estructura de álgebra conmutativa. Por lo tanto, dado 
un espacio topológico es posible definir un álgebra de funciones . El problema 
inverso también es posible , es decir , dada una álgebra de funciones sobre un 
conjunto es posible inducir una estructura topológica en el conjunto, de tal 
forma que el álgebra inicial es identificada con el álgebra de funciones defini­
das en ese espacio topológico. Este es el llamado teorema de Gelfand-Naimark 
[5]. Incluso se puede mostrar que a cada objeto algebraico le corresponde un 
objeto geométrico, y a la inversa . 

Un paso más allá de estos resultados se puede dar si se consideran el teore­
ma Gelfand-Naimark en el contexto de álgebras no conmutativas . A esta nueva 
rama de las matemáticas se le llama Geometría no conmutativa. La geometría 
no conmutativa se centra en el estudio de a las propiedades de álgebras no con­
mutativas que pueden tener significado geométrico en el caso no conmutativo. 
En este sentido la geometría no conmutativa es una geometría que no parte 
de la idea de punto. Podemos pensar que estamos estudiando un espacio no 
conmutativo a través de su álgebra. 
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Para formular una teoría de campos en un espacio no conmutativo recor­
demos que los campos, c/J, son funciones continuas sobre el espacio t iempo, 
es decir , son elementos de un álgebra continua definida sobre cierta variedad. 
Dado que el teorema de Gelfand-Naimark nos dice que la variedad se puede re­
cuperar a partir del álgebra de funciones continuas, entonces se puede formular 
una teoría de campos solamente en términos del álgebra a la cual estos perte­
necen, sin ninguna referencia directa al espacio tiempo. Esto también se puede 
hacer para un álgebra arbitraria, incluso si es no conmutativa. Así, cuando 
trabajamos con un álgebra no conmutativa en un sentido estamos trabajando 
en una teoría de campos en un espacio no conmutativo. 

Debido a que la geometría no conmutativa fue desarrollada por matemáti­
cos, tiene una formulación matemática muy sofisticada. Por esta razón sólo 
nos referiremos a los elementos y resultados que tienen interés físico. Existen 
diversas referencias que pueden ser útiles para una introducción a este tema, 
por ejemplo [16], [25], [26], [27] . 

La geometría de un espacio no conmutativo se puede definir con el llamado 
t riplete espectral (A , 7-i , D ). Con A un álgebra involutiva , es decir , que a cada 
elemento del álgebra se le puede asociar su "complejo conj ugado" y este está en 
el á lgebra. Por lo general A es un álgebra no conmutativa. 7-i es un espacio 
de Hilbert separable. Y D es un operador autoadjunto que actúa en 7-i . Por 
ejemplo, la geometría Riernann iana se puede obtener del triplete part icular 

con A = C00 
( J\tf) el álgebra de las funciones infinitamente diferenciables en 

la variedad M , 7-i = L2 ( S) el espacio de Hilbert de las funciones cuadrado 
integrables en M , D el operador de Dirac fermiónico en M y w~b la conexión 
de espín de la variedad M. 

El elemento más importante de este triplete, desde el punto de vista físico, 
es el operador de Dirac. Independientemente de la geometría no conmutativa, 
el estudio de este operador da resultados interesantes. Por ejemplo, el operador 
de Dirac fermiónico usual (en un espacio curvo) tiene información importante 
de la geometría del espacio tiempo. En particular los valores propios de es­
te operador son invariantes bajo difeomorfismos [28], es decir, son cantidades 
invariantes de norma y por lo tanto observables de la relatividad general. De 
hecho , estos valores propios pueden ser utilizados para formular la relat ividad 
general [29], [30]. 

U na vez definido un operador de Dirac, la forma de obtener la física de este 
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operador es mediante el llamado principio espectral. Este principio asocia al 
operador de Dirac una acción fermiónica de la forma 

I¡ = (7/;, V'lj;) (1.2) 

aquí se está tomando el producto escalar del espacio de Hilbert 1i y 1/; es un 
elemento de este espacio . Mientras que para la parte bosónica se toma la acción 

(1.3) 

con x una función que se anula en infinito y A 2 un parámetro de corte . Para 
obtener esta acción de forma explícita podemos ocupar el método del kernel 
de calor. Por ejemplo, parad= 4 y x(P) de la forma x(P) = Ls f sP 8

, usando 
la identidad 

(1.4) 

y la expansión 

(1 .5) 

se puede mostrar que 

(1.6) 

con los an los coeficientes de Seeley-de 'vVitt [31] y 

h = ¡00 

'Ux(u)du, fo = l '° x('U)du, h = x'(O), .. ·. (1.7) 

Por ejemplo, para el operador de Dirac sin términos de interacciones de norma 
se tiene [28] 

(1.8) 

con e,., proporcional a Ín· Así en este caso obtenemos la acción de Einstein­
Hilbert con constante cosmológica más términos de orden superior. En esta 
acción, el término de constante cosmológica es más grande que el término de 
curvatura, sin embargo esto se puede corregir tomando la función x ader.uada 
[32]. Entonces el primer término que se obtiene es 
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1¿ =e~ JM .J9Rd
4
x. (1.9) 

Para obtener una acción bosónica que contenga términos de campos de Yang­
Mills debemos agregar los términos correspondientes al operador de Dirac. 
Así, por ejemplo, se puede construir un operador de Dirac que nos de tanto 
el modelo estándar de partículas como la acción de Einstein-Hilbert [33]. El 
operador de Dirac para el sector leptónico de este modelo es [34] 

y una expresión similar para el operador de Dirac del sector de quarks. La 
acción bosónica es dada por 

h = j d4 x.J9[aA 4 + bA 2 
( ~ R - 2y2 Ht H) + c[-18CµvpaCµvp a 

+3y2 (v Ht D1' H - ~ RHt H) + ~g2 B Bµ v + g2 F ª Fªµv µ 6 32µv 2 µv 

+gjG~vGiµv + 3z2 (Ht H) 2
]] + 0(1 / A 2 ) (1.10) 

con a, b, e son proporcionales a h , fo , h respectivamente, y y , z son funciones 
de la constante de acoplamiento de Yukawa. Este modelo tiene diferentes pro­
piedades. Por ejemplo, permite una relación de constantes de acoplamiento de 
la forma gj = gi = ~gf. También, al ocupar las ecuaciones del grupo de renor­
malización se tiene una cota para la masa de Higgs 160Gev < m¡.¡ < 200Gev. 
Sin embargo, este modelo t iene algunos problemas de uni tariedad [33]. 

Como vemos , al definir el operador de Dirac se define práct icamente la 
física del sistema. Por ejemplo , se puede definir un operador de Dirac el cual 
da la acción del modelo de Randall-Sundrum [35]. 

1.1.1. El aspecto métrico de la geometría no conmuta­
tiva 

Definiendo el operador de Dirac bás icamente se define un operador deri vada 
en nuestro sistema. Por lo tanto , es natural esperar que este operador nos 
defina la noción de infinitesimal. Esto ocurre así, sin embargo para definir esta 
noción ocuparemos un operador autoadjunto F que actúa en el espacio de 
Hilbert 1í.. Este operador cumple F2 = l Dar F es equivalente a dar una 
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descomposición de H en una suma directa de dos subespacios ortogonales y 
cerrados de dimensión fini ta 

{.;E H;F,; = ±.;}. (1. 11 ) 

Ahora definiremos un infinitesimal como 

da= [F, a], (1.12) 

donde a E A. Ocupando las propiedades de espacio de Hilbert separable se 
puede mostrar que esta definición es consistente con la noción de diferencial 
[16]. 

Por otra parte, los espacios geométricos de Riemman se definen usualmente 
como variedades en donde la métrica está dada por la distancia geodésica 

d7 (x , y) = inf{longitudes de trayectoria, 'Y , de x a y}. 
"( 

(1.13) 

Sin embargo, con el objeto de dar una versión algebraica de esta cantidad 
geométrica y llegar a una formulación que se pueda extender a espacios no 
conmuta tivos, se puede dualizar esta ecuación de la siguiente forma: 

df 
d(x , y ) = sup{ lf (x) -J(y)l ;f E A , lld)l 2'. l} . (1.14) 

En donde A es el álgebra de funciones C00 (M) sobre M , y ds es el elemento 
de línea de la geometría Riema..nniana . 

Más a ún, utilizando la noción cuántica de diferencial es posible especifi­
car una estructura. métrica en un espacio X , generalmente no conmutativo , 
definiendo primero una unidad de longitud por medio de un operador de la 
fo rma 

q 

G = ¿ (dxµ )*gµv(dxv), (1.15) 
µ.= l 

en donde i;I" son elementos de A , dx = [F, x], y 9µv es un elemento positi vo 
del álgebra de matrices Mq( A ). Nótese que G es un infinitesimal posit ivo por 
construcción, por lo tanto podemos ver su raíz cuadrada como el elemento de 
línea en la geometría Riemmaniana: 

ds = (G) 112
. (l 16) 
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Ahora, por el teorema de Gelfand-Naimark, podern os reemplazar los puntos 
:r, y E X por los correspondientes estados puros tj;, x sobre la cerradura de A , 
esto se hace utilizando el mapeo 

tj; (a) = a(:r) , x(a) = a(y), Va E A ( 1.17) 

Si además suponemos que G conmuta con F, de manera que dG = O, podemos 
reescribir la fórmula básica (1.14) como 

F 
d( tj; , x) = sup{ltf> (a) - x(a)I; a E A , 11 [0 112, a]ll 2 }. (1.18) 

Ahora, podemos definir el operador de Dirac como 

(1.19) 

y notemos que este operador en 1í es autoadjunto, además que para su defini­
ción G debe ser no singular. Resulta entonces que 

d( tj; , x ) = sup{ ld>( a) - x(a)I; a E A , ll[D, a]ll 2 l}. (1.20) 

Obsérvese que tomando el cuadrado del operador D, y haciendo uso de las 
propiedades de F , obtenemos 

(1.21) 

de modo que 

IDI = c- 112
, o D = GIDI. (1. 22) 

Esta últ ima expresión implica que F es por construcción el signo de D y como 
G está expresada en términos de D la información sobre la estructura métrica 
de X está contenida en el operador autoadjunto y no acotado D sobre 7í. 
Por esta razón , resulta más económico tomar como elemento básico el triplete 
(A , 1í , D). En resumen, en general en una geometría no conmutativa (1.20) se 
toma como el análogo de la distancia geodésica. 

Estas ideas de la construcción de una acción a parti r del operador de Dirac 
y de distancia fueron út iles para la construcción de un modelo de gravedad de 
juguete que tiene versión cuántica [36] . Una propiedad interesante que tiene 
este modelo es que se cuant iza la d istancia geodésica . 
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1.2. Mecánica Cuántica no Conmutativa 

La mecánica cuántica estándar se construye con las reglas de conmutación 

(1.23) 

Ahora, si tenemos un espacio no conmutativo debemos agregar el parámetro de 
la no conmutatividad en estas relaciones. De donde, para construir la mecánica 
cuántica en estos espacio debemos tomar 

(1.24) 

Nótese que se puede construir una mecánica cuántica más general , pues tam­
bién se puede pedir que los momentos canónicos sean no conmutativos [37] . 
Nosotros nos limitaremos a estudiar el caso de espacios no conmutativos (1.24). 

Las relaciones de conmutación (1.24) se pueden "abelianizar" con 

(1.25) 

donde Xi y Pi satisfacen 

(1.26) 

Pero en este caso las coordenadas Xi dependen de los momentos . Para ver que 
fenómenos ocurren en esta mecánica cuántica se debe proponer un Hamilto­
niano. Por ejemplo , si tenemos un Hamiltoniano de la forma estándar 

j¡ = ·fyfl + V(x). 
2m 

(1.27) 

Consideremos en particular el potencial de Coulomb, que tiene la forma 

Ze2 

V (r) = --, -,.· 
/X;X' 

(1.28) 

En las coordenadas (1.25) y a primer orden este potencial toma la forma 

Ze2 

V(r ) = -----;========== 
j(x; - <}¡,8ijPj) (xi - <}¡,8;jf5j ) 

_ Ze
2 Z 2 x;8ijPj 0(82) - - -:¡- - e 2!if3 + 

Ze2 
2 L · 8 2 

= --:¡- - Ze 4fif3 + 0(8 ) (1.29) 
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Con e ij = ~ éijkek , L = i' X p. Por lo tanto, tenemos un término de corrección 
al potencial, dado por 

óV =-Ze2 L·G . 
41ii~3 

Es interesante observar· que esta corrección al potencial tiene la forma de in­
teracción espín órbita . Donde 8 toma el papel de espín. Sin embargo , debe­
mos notar que este "espín" t iene carácter global y es el mismo para todas las 
partículas. De un cálculo pert urbativo se puede ver que tomando 8 ; = '5;38 

(1.30) 

para 

j = l ± 1/ 2 y 
1 

Ín ,l = n3/(l + ~) (l + 1) . 

Un análisis más detallado de este problema se puede ver en [11]. Otros fenóme­
nos que ocurren en mecánica cuánt ica no conmutativa se pueden ver en [38] y 
sus referencias. 

1.3. Operadores de Símbolo y el Producto 
de Moyal 

Un elemento importante para construir una teoría de campos en un espacio 
no conmutativo es el producto de Moya!. Para mot ivar este concepto , recor­
demos que una de las reglas de la mecánica cuánt ica es que a cada observable 
clásico O le corresponde un observable cuántico 6 . Es decir , a cada fu nción 
del espacio fase O(q,p) le corresponde un operador hermítico , 6, que actúa en 
un espacio de Hilbert H. A la función O(q,p) se le llama símbolo del operador 
6 [39]. En concreto, estamos haciendo un mapeo de un espacio de funciones 
definidas en una variedad a un espacio de operadores que actúan en un espacio 
de Hilbert . Sin embargo, esta regla de asignación no es única . Por ejemplo, a 
la cant idad clásica pq le podemos asignar el operador 

pq ó qp ó 
(pq + qp) 

2 
(1.31 ) 

Además, esta regla de asignación no respeta las propiedades algebraicas de 
los espacios, pues, por una parte el espacio de las funciones es conmutat ivo , 
mientras que, por lo general, el espacio de los operadores no es conmutativo. 
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Por lo tanto , para darle sentido matemático a este mapeo debemos imponer 
algunas condiciones extras. Por ejemplo, uno espera que este mapeo sea lineal, 
que dependa de !i, y que la función O = O(q,p) sea el límite del operador 
6 cuando !i -> O. Por la parte algebraica, esperamos que este mapeo induzca 
un álgebra en el espacio de las funciones similar al álgebra de operadores. Es 
decir , que se induzca una función bilineal en el espacio de las funciones, *, 

* : (Ji, h) -; Ji * h , (1.32) 

que sea un homomorfismo de álgebras. Para que esto ocurra se debe pedir que 
si J = J1J2 , entonces el símbolo de J es f = J1 *h. Dado que el producto 
entre operadores es asociativo, el producto * debe ser asociativo . Por último, 
podemos pedir que cumpla el principio de correspondencia , este principio se 
introduce a través de las condiciones 

li
lím (!1 * h) (q,p) = f1(q ,p)f2(q,p) , 
~o 

( 1.33) 

lím !_ (!1 * h - Í2 * !1) ={Ji , h}. 
li~o i!i 

(1.34) 

Con {!1, h} los paréntesis de Poisson. 

Un mapeo que satisface todas las condiciones anteriores está dado por 
una generalización de la transformada de Fourier. Veamos como ocurre esto . 
Supongamos que tenemos un espacio abstracto {xi } que satisface las reglas de 
conmutación 

(1.35) 

Ahora, dada una función en término de los símbolos de i, J(x), podemos 
construir su transformada de Fourier 

f(k) = j dº xe-ik;x'j(x). 

Entonces. el símbolo de Weyl asociado será [40] 

(1.36) 

que es una generalización de la transformada inversa de Fourier. Defin iendo el 
operador Hermitiano 

"-( ) J dDk ikx' -ik x' 
L.l. x = --e' e ' 

(27r)D ' 
(137) 
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podemos reescribir la ecuación (1.36) como 

\,il[f] = j dºx f (x)L(x). (1.38) 

Notemos que en el caso G ;i = O, se cumple L (x) = óº(i - x) y W[f] = J( i ). 
Sin embargo, por lo general MI[!] es un operador bastante complicado. 

Int roduzcamos el operador derivada, B;, a través de un operador anti­
Hermitiano y lineal que sat isface 

[f). ·.i] - s;j i., x - ui , (1.39) 

De donde podemos deducir que el operador de traslaciones es representado por 
el operador unitario ev'á;, que satisface 

(1.40) 

Por lo que, ocupando la propiedad cícl ica de la traza, conclu imos que la traza 
de L(x ) no depende de x. Así, la traza de W[f] sólo depende de f. Si tomamos 
la normalización Tr L (x) = 1, tenemos 

TrW[f] = j dº x f (x) (1.41) 

Otra propiedad importante del operador L (x ) e;; que satisface la relación de 
ortogonalidad dada por [12] 

(1.42) 

Esta ident idad nos permi te hacer el mapeo inverso de Weyl: 

(1.43) 

Ocupando la ident idad de Ba.ker-Carnbell- Hausdorff, se puede mostrar que 

i,V[f] i,V[g] = w[! * g] (1.44) 

con 

= e~e•ia,a; f(x )g(x' )lx=x' (1.45) 

= J (x) g(.T ) + ~ c~ir ~, 8 '1)1 ... 8 '"J"o'.', ;., f(:r:)fJjl. jng(x). 
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Este es el llamado producto de Groenewold-Moyal o producto estrella [41]. En 
particular, tenemos 

(1.46) 

Se puede mostrar que el producto estrella, *, tiene todas las propiedades que 
hemos pedido. De la ecuación (1.44) y la propiedad cíclica de la traza la integral 

n (w[fi] · · · W[fnl) = j dDxf¡(x) * · · · * fn(x) ( 1.4 7) 

es invariante bajo permutaciones cíclicas. En particular, integrando por partes, 
obtenemos 

J dDxf1(x) * h(x) = J dDxf¡(x)h(x ). (1.48) 

Un resultado interesante sobre los mapeos entre operadores y símbolos es que 
dada una estructura simpléctica, la condición de asociatividad y el principio 
de correspondencia, el producto* es único [27]. 

Actualmente existen ot ras formas de obtener el producto de Moyal. Por 
ejemplo , uno de los ejemplos más simples de la geometría no conmutativa es de 
las llamadas deformaciones. Estas consisten en tomar un álgebra de funciones 
continuas sobre una variedad y deformar el producto estándar sustituyéndolo 
por otro de la forma 

(f * g)(x) = .f (x)g(x) + e~{f(x) , g(x) }pp + 0(82
), ( 1.49) 

donde {. , .} pp representa una cierta estructura de Poisson definida sobre la 
variedad y 8 en un parámetro que controla la deformación, tal que cuando 
este es débil se recupera el límite conmutativo. Se puede demostrar que si se 
pide que el nuevo producto sea asociativo los términos de orden superior en 8 
se pueden determinar de forma única para cada estructura de Poisson [2 7]. 

Por ejemplo, si tomamos Ja estructura de Poisson tal que 

(1.50) 

con 9µv una matriz reaL constante y antisimétrica, se obtiene el producto de 
Moya! (1.49) 

Ahora, definiremos el paréntesis de Moya! como el conmutador de este 
producto 

[/, g]. = .i * g - q *J. (1. .S l ) 
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El acento circunflejo sobre las funciones indicará que éstas deben ser multi­
plicadas usando el producto de Moya! , es decir , que las consideramos como 
elementos del álgebra deformada. En particu lar, si consideramos las funciones 
coordenadas x; sobre la variedad, el conmutador de Moya] es 

(1.52) 

que es a lo que nos referiremos como espacio no conmutativo. Por lo tanto, la 
deformación dada por el producto de Moya!, que a su vez la proporciona una 
estructura simpléctica, nos da una geometría no conmutativa, en la cual aun 
tiene algún sentido hablar de "puntos" y "coordenadas" . 

1.4. Teoría de Campos no Conmutativos 

Con el producto de Moya! es posible construir una teoría de campos que 
consiste en cambiar el producto estándar por el de Moya!. Dada las carac­
terísticas del producto de Moya! esta nueva teoría de campos tiene diferentes 
implicaciones. Por ejemplo, para una teoría escalar libre tenemos 

(1.53) 

Por lo tanto, su equivalente no conmutativo se escribe como 

(1.54) 

Sin embargo, de la ecuación (1.48) podemos ver que esta acción toma la forma 
(1.53) . Esta es una de las características de las teorías no conmutati vas, las 
partículas libres no se ven modificadas por la no conmutatividad. Esto no 
ocurre cuando tenemos interacciones. Por ejemplo, si tenemos la acción 

S = j dd+ix [aµ <f> *éJl' <f>- m2<f>*<f> + ~~ <P * <P*cP * <t>] 

= j dd+
1
x [aµ </>8µ<t>- m2<t><t>+ ~~ <f>*<f>*<f>*<P] ( 1.55) 

Por Jo tanto, el producto de .tvioyal da una física diferente a la estándar. En 
part icular, la parte de interacción dará importantes modificaciones para la 
simetría de Lorentz y los diagramas de Feynman. Vean10s el.hora que ocurre 
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con un campo de norma. Recordemos que para acoplar un campo de norma 
a otro campo lo que debemos de hacer es cambiar la derivada estándar, 8µ</>, 
por la derivada covariante: 

(1.56) 

Mientras que el término cinético del campo Aµ está dado por la curvatura 
definida como: 

Además, las transformaciones de norma de esta teoría son 

A;, =Aµ - 8µA(x) = eiA(x) (Aµ - i8µ) e- iA(x) , 

</>' =eiA(x)<jJ 
(<f/)t = <t>fe-iA(x)_ 

(1.57) 

(1.58) 

(1.59) 

(1.60) 

Por lo tanto, en nuestro caso podemos definir la derivada covariante no con­
mutativa como 

y la curvatura como 

donde 

Fµv = 8w4.v - 8,,Áµ - (Av* Aµ - Á1, * Á,, ) 

= 8µÁv - 8,,Áµ - [Á,, , Áµk 

(1.61) 

(1.62) 

(1.63) 

Así, la acción para el campo electromagnético no conmutativo t iene la forma 

Las transformaciones de norma de la teoría están dadas por 

A A A 1 A A 1 
= U(x) *A,,* U(x) - - iU(x ) * 8¡;U(.T) - , 

=Ú(x)* ~ , 
= ~t * Ü(x) - 1 
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con 

Ü(x) = 

(eiA(xl ). = 1 + iA(x) + (i)
1

2 

A(x) * A(x) + (i~
3 

A(x) * A(x) * A(x) · ·· 
2. 3. 

Como vemos, la acción para el campo electromagnético no conmutativo toma 
la forma de la acción de un campos de Yang-Milis. El producto de Moya! nos 
da el término no abeliano. La electrodinámica completa la podemos poner de 
la forma 

(1.68) 

1.4.1. Simetrías 

Dada las relaciones de conmutación 

(1.69) 

es claro que el parámetro eµv es un tensor que transforma con los índices 
de Lorentz de forma apropiada. Por lo tanto, dada la definición del producto 
de lVIoyal, una acción de campos no conmutativos es un escalar de Lorentz 
si lo es en su versión conmutativa. Sin embargo, podemos darnos cuenta que 
las reglas de conmutación (1.69) definen direcciones privilegiadas. Por ejemplo, 
supongamos que sólo tenemos no conmutatividad es las coordenadas espaciales, 
es decir , se cumple 

(1.70) 

y cero en otro caso. Ahora, es claro que en tres dimensiones cualquier tensor 
antis irnétrico se puede escribir de la forma 

es decir , 
e ij = Eijk e k . 

La dirección del vector e k es una dirección privilegiada, veamos como podemos 
sostener esta afirmación. Sin perdida de generalidad , podemos elegir nuestro 

23 



sistema de coordenadas tal que E>k esté en la dirección de x 3. Por lo que, las 
reglas de conmutación (1.70) toman la forma 

[i1,i2
] = i8, [i 3,i;] = O. (1.71) 

Así, la no conmutatividad sólo afecta al plano perpendicular a la dirección del 
vector 8k , es decir, este vector define una dirección privilegiada. De donde, la 
no conmutatividad rompe la isotropía del espacio. Un fenómeno similar ocurre 
al considererar no conmutatividad con la coordenada temporal. 

Como acaqamos de ver, debido a que el parámetro 9µv tiene los índices 
de Lorentz, para un espacio no conmutativo todos los sistemas de referencia 
son igualmente válidos. Sin embargo, una vez elegido un sistema de referencia 
tenemos , por lo menos, una dirección privilegiada. Esta dirección privilegiada 
trae algunas consecuencias. Por ejemplo, supongamos que elegimos un sistema 
de referencia y en este tenemos dos partículas libres de las mismas característi­
ca, una de ellas se mueve únicamente en la dirección x3

, mientras que la otra 
se mueve en el plano x 1x 2

. En el caso estándar, espacio conmutativo, estas dos 
partículas representan al mismo sistema físico. Incluso podemos pasar de una 
a otra partícula, por ejemplo, si la partícula en el plano se mueve en el eje 
x 1 mediante una rotación podemos pasar de una partícula a otra y no cambia 
alguna propiedad del sistema de referencia elegido. Veamos ahora que ocurre 
en el caso no conmutativo, si nuestro sistema de coordenadas elegido es tal 
que E>k está en la dirección x 3 , a la partícula en el eje x 3 no le afecta la no 
conmutatividad mientras que a la partícula en el plano x 1x 2 sí, es decir, la no 
conmutatividad hace que estos dos sistemas sean diferentes. Por lo tanto, no 
es posible plantear una transformación para pasar de una partícula a otra sin 
que alguna otra cosas se altere. Por ejemplo, si aplicamos la rotación hecha en 
el caso estándar para pasar de una partícula a otra el tensor de la no conmu­
tatividad se ve alterado. Las transformaciones de Lorentz para pasar de una 
partícula a otra, manteniendo el sistema de referencia elegido fijo , se llaman 
"transformaciones de Lorentz entre partículas" y al rompimiento de está si­
metría se le suele llamar rompimiento espontáneo de simetría de Lorentz [42]. 
Algunas de las consecuencias del rompimiento de simetría de Lorentz en una 
teoría de campos no conmutativos se pueden ver en [43]. 

En cuanto a las simetrías discretas se puede mostrar que el teorema C PT 
se cumple, ver [44] y [4.5] De la relación 

(1.72) 

es claro que 8 no cambia bajo paridad (x; ---> -x;) . Sin embargo, en algunos 
casos 8 debe cambiar para que la teoría sea invariante bajo simetrías discretas. 
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Por ejemplo, en la teoría de norma U(l) no conmutativa para la conjugación 
de carga e, se tiene 

(l. 73) 

Por otra parte, si nos fijamos en el tensor de Faraday definido en (1.63) , la 
primera parte de este tensor cambia de signo pero no la segunda parte. Por lo 
tanto, para que la acción de este campo sea invariante bajo e se debe hacer 
la modificación 

e_, -e. (1.74) 

Un fenómeno similar ocurre con la simetría T. Esto implica que la simetría 
C P no se conserve. 

1.4.2. Mezcla de divergencias I R/UV 

Anteriormente vimos que una teoría de campos libre en un espacio no 
conmutativo no arroj a resultados nuevos. Sin embargo, esto cambia si en las 
interacciones interviene el producto estrella. Por ejemplo, consideremos una 
interacción polinómica de la forma 

~ J D 1 • • • 
L., gn d + X</J¡ * </J2 * · · · * </Jn · 
n=3 

(l. 75) 

Lo primero que podemos notar es que la interacción es no local, pues se invo­
lucra un numero infinito de derivadas. Esto concuerda con lo que se espera de 
una teoría sin puntos. En el espacio de momentos este término de interacción 
t iene la forma 

(1.76) 

en donde Pi es el momento que fluye en el vértice a través del i-ésimo ~ . De 
esta expresión podemos ver que la única diferencia con el caso estándar es 
un factor de fase adicional. Debido a esta fase, el vértice que representa esta 
expresión no es invariante bajo permutaciones arbitrarias de los Pi, por lo que 
se debe respetar el orden en el cual las líneas emanan de cada vért ice de un 
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diagrama de Feynman. Tomando en cuenta la conservación del momento, se 
puede verificar que el vértice es invariante sólo bajo permutaciones cíclicas de 
los p;. 

Llamaremos diagramas planos a aquéllos en los que los factores de fase en 
cada vértice se factorizan del diagrama como un factor común, que involucra 
solamente los impulsos de las líneas externas y se puede extraer fuera de las 
integrales. En este caso las integrales que resulten del cálculo de estos diagra­
mas son idénticas a las correspondientes al caso conmutativo. Sin embargo, 
los diagramas no planos contienen la fase que incluyen momentos de líneas 
interiores, por lo que no se pueden factorizar de las integrales del diagrama de 
Feynman. 
Veamos como afecta esta fase en la caso de tener la interacción 

.>. , , , , 
4i.<P * </>* <P * <P 

en d = 4. Del cálcu lo a un lazo se tiene [19] el diagrama plano 

(1. 77) 

Mientras que la contribución de los diagramas no planos es 

( 1) ( ) rr no plano p 
1 J d4 k eikµ8""Pv 

= 6 (27r) 4 k2 + m 2 

1 
~ GµG / A +m2ln[m2 (pµ 8 µP8pvPv+l/A)J 

]Jµ - p - pvPv + 1 

~ A2 - m2ln (A;¡¡) 
eff m2 (1. 78) 

con 

~ 1 
A~¡ f = Pµe~epvPv + 1/ A. (1.79) 

Podemos notar que en límite ultravioleta el diagrama no plano es finito. Sin 
embargo, el diagrama es divergente en la región infrarroja del impulso externo 
p. Es decir , si tomamos el límite A --+ oo en (1.79) tenemos 

A2 - 1 
eff - PµG~GpvPv 

Por lo tanto, el límite infrarrojo de p corresponderá A;11 --+ oo y el diagrama 
no plano será divergente en ese límite. De manera alternativa podemos tomar 
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primero el límite infrarrojo en (1.79) , entonces 11.;11 = A2 y el límite A---> oo 
corresponde a 11.;11 ---> oo. Por lo que, el diagrama no plano será divergente 
en el ultravioleta. Entonces, podemos decir que las divergencias en la región 
infrarroja del espectro de p provienen de la región ultravioleta de integración. 
Este fenómeno se conoce como mezcla I R/UV . 

Este fenómeno de mezcla de divergencias nos muestra que para una teoría 
no conmutativa la física de bajas energías no está desconectada de la física 
de altas energías. En principio esto podría tener consecuencias para algunas 
constantes a gran escala, como la constante cosmológica [19]. Un fenómeno 
semejante de mezcla de divergencias se tiene en teoría de cuerdas [46]. De 
hecho algunos autores sugieren que esta propiedad se requiere para formu lar 
una teoría de campos válida a la escala de la gravedad cuántica [47]. 

1.5. Teoría de Cuerdas 

En esta sección analizaremos el espacio no conmutat ivo que surge de cuer­
das abiertas en un campo constante de Neveu-Schwarz Bµ.v· Veremos que este 
termino no afecta las ecuaciones de movimiento pero si puede afectar las condi­
ciones de borde para una cuerda abierta. En particular la estructura simpléctica 
se modifica en el borde, esto tiene implicaciones relevante '1 11ivel cuántico y 
para bajas energías. 

Comenzaremos con el análisis de una partícula. Supongamos que tenemos 
la Lagrangiana 

(1.80) 

En el límite en que el campo magnético, B , es intenso el término ci11ético de 
la partícula en la Lagrangiana se puede despreciar. La Lagrangiana para este 
caso se puede tomar como 

(l. 81) 

Como esta Lagrangiana es invariante bajo reparametrizacioncs la Hamil toniana 
canónica es cero. Las constricciones para este caso son: 

o B v j 
.r¡ + -E;j /\ = Ü 

2 
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Que claramente forman un álgebra de segunda clase. Aquí los paréntesis de 
Dirac son 

{X X}*= - Cij 
" J B . ( 1.83) 

Por lo tanto, al cuantizar este sistema tendremos un espacio no conmutativo. 

Ahora veamos que ocurre con la acción de Polyakov con un término similar 
a un campo magnético constante. En este caso la acción de Polyakov es 

Al campos Bµv se le llama de Neveu-Schwarz. Podemos ver que el término 
adicional es ·una derivada total y no afecta las ecuaciones de movimiento. Sin 
embargo, sí puede afectar las condiciones de borde y, por lo tanto , al propaga­
dor. Ahora, en la norma conforme la acción toma la forma 

Podemos ver que hora tenemos dos posibles condiciones de borde 

na (g1,JJªXµ + 27rci:'cªb Bµv8bX µ) Jm:; = 0, 

c5X"Ja¿; =O. 

(1.85) 

( 1.86) 

(1.87) 

Por simplicidad, tomaremos la primera condición para p coordenadas, X i con 
i = 1, .. , p y la segunda condición de borde para las coordenadas restantes. 
También supondremos que el tensor Bµv es diferente de cero sólo para los índi­
ces i, j :S p. En el análisis que vamos hacer solo nos interesan las coordenadas 
Xi , para este caso la. dinámica se puede extraer de la acción 

(1.88) 

Cuyas ecuaciones de movimiento son 

( 1.89) 

con las condiciones de borde 

a= -7r, 7r (1.90) 
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con T;j proporcional a Bij· Ocupando las variables canónicas las condiciones 
de borde se pueden escribir como 

IJ= -n,n (1.91) 

con M;i = (1 - T 2 )ii· Claramente estas condiciones de borde t ienen forma 
de constricciones. Por otra parte, la estructura simpléctica estándar tiene la 
forma 

{X; (.x, t) , Xj(x', t)} = O, {X;(x, t), Pj(x' , t)} = Ó;jc5(x - x'), 

{P;(x', t) , Pi(x', t)} =O. (1.92) 

Por lo tanto, se puede esperar que en el borde esta estructura simpléctica no 
sea consistente con las condiciones de frontera (1.91). 

La solución general para las ecuaciones de movimiento en este caso tiene 
la forma 

;( ) A C ,.,, C ""'qn;(t) ( ) T;iPni(t) ( ) X x, t = ; + ;t + .L ij ix + ~ r:;; cos nx - i;; sen nx . 
n~l 

yn nvn 

En donde Ai, Ci , qn; (t) , Pn; (t) son coeficientes de Fourier. Además se sat isfa­
cen las ecuaciones Qni = Pn;(t) y Pn;(t) = -n2qn;(t). De la definición de los 
momentos canónicos tenemos 

Por lo tanto, los coeficientes de Fourier se pueden escribir como 

( 1.93) 

( 1.94) 

(1.95) 

(1.96) 

Ocupando la estructura simpléctica (1.92) se puede mostrar que se cumplen 
los siguientes paréntesis de Poisson 
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y cero en cualquier otro caso. Ahora, introduciendo Ja solución exacta en la 
estructura simpléctica, tenemos 

{X;(x, t) , Pi(x' , t)} = Ó;j[ -
2

1 + .!_ ¿cos(nx')cos(nx) ] = b;ib(x - x') , 
7í 7í 

n~ I 

{ ( ) ( , )} = (M - IT) ,· ·[(x + x') + "°' senn(x + x')]. X; x , t , Xi x , t 1 27í L.J n7r 
n~ l 

En particular en la frontera 

Por lo tanto, al cuantizar este sistema también tendremos coordenadas no 
conmutativas, solo que en este caso en la frontera. Esto es relevante, pues en 
los bordes de una cuerda viven en una D-brana y en las D-branas se tienen los 
términos de norma. Por lo tanto , se espera que a bajas energías se obtengan 
teorías de norma no conmutativas . 

1.5.1. Aproximación de Integrales de trayectoria 

Veamos ahora que ocurre a nivel cuánt ico con esta cuerda y en particular 
su límite a bajas energías. La acción (1.88) se puede poner de la forma 

S = -
1

- / d2
ü (gªbr¡;ioaX ;()b _,'ci - 2iíro. 1

Eªb B;joa X ;abX i ). 
47ra' 

(1.97) 

Aquí, hemos hecho una rotación de Wick, por lo que la métrica en la hoja 
de mundo es 9ab = dia(l , 1). Ahora, las condiciones de borde de esta cuerda 
tienen Ja forma 

(1.98) 

Veamos que ocurre en un proceso dispersivo a nivel árbol. A este orden la 
topología de la hoja de mundo es Ja del disco. El disco puede ser mapeado con­
formalmente a la parte superior del plano; en esta descripción las condiciones 
de borde toman la forma 

(1.99 ) 

El propagador con estas condiciones de borde t iene la forma [13] 

t,. ii (z , z') =< X i(z )X i(z' ) >= -a[r¡ii log lz - z'I - r¡ii log lz - z'I 
e ij ___ , 

+Gi1 log lz - z'¡2 + -- Iog ~ z + U 1] . 
27ra : - z' 

(1100) 
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Con 

( 
1 ) t) ( 1 1 ) ij 

- r¡ + 27ra' B 5 r¡ + 27ra' B 
17 

r¡ - 27ra' B 

= T/ij - (27ra1
)
2(B17 - 1 B);j , (1.101) 

= 27ra' ( 1 )ij = -(27ra')2 ( 1 B 1 )ij , 
r¡ + 27ra ' B A 17 + 27ra ' B 17 - 27ra' B 

aquí () 5 y ()A denotan la parte simétrica y antisimétrica de la matriz. El 
tensor Dij es contante y solo puede depender de B , esta constante no t iene un 
papel relevante y se puede fij ar de manera conveniente. Podemos ver que el 
propagador evaluado en la frontera (eje real) tiene la forma 

. . . . ? iEJ iJ 
.6Y(r, r') == -aG'J log(r - r')- + -E(T - r'). 

2 
(1.102) 

Con E( T) la función que es 1 o - 1 para r positivo o negat ivo. Al primer término 
del propagador en la frontera lo podemos identificar como el asociado a una 
métrica efectiva Gi1 , es decir, como si cambiáramos la métrica. original por G;1. 

El otro término del propagador es completamente nuevo. 
Veamos que implicaciones tiene el nuevo término del propagador (1.102) a 

bajas energías, para hacer este análisis se requiere de calcular procesos disper­
sivos con estados que viven en la frontera. Ahora, para calcular amplitudes de 
dispersión en teoría de cuerdas se req uiere de los operadores ele vértice asocia­
dos a los estados dispersados. Por ejemplo, para un estado con impulso p, los 
operadores de vértice tienen la forma general 

(1.103) 

donde Pes un polinomio en las deri vadas de los campos XA (o-0 ) , que de­
penderá del estado de la cuerda. Aquí la definición del orden normal tiene la 
forma 

Como ejemplo , consideremos el producto de dos operadores de vértice del 
taquión con impulsos p y q evaluados en el borde de la hoja de mundo: 

: eip·X(r) :: eiq·X(r') : = e-C;'J (r,r' )p,q1 : e'p· X (r)e1 q X(r') : 

2 ' C"' ' 0•1 ( ') \ '( ) ' '( ') = (r - T') opt p1 e- 2 1Ji p1 c r - r . e,,, .. r eiq·-" T : 

(1.104) 
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Donde : · : es el orden normal calculado según la fórmula estándar , pero usando 
el propagador 

(1.105) 

en lugar del propagador completo. Este coincide con el propagador del proble­
ma sin campo magnético, B;í = O, con la única diferencia que G ;j aparece en 
lugar de T/ij· 

Por lo tanto, este producto de operadores de vértice se reduce al producto 
de operadores usual, salvo que se debe cambiar la métrica T/ij por la métrica 
de cuerdas abiertas G;í y aparece el factor de fase 

como vemos este factor de fase es característico del producto de Moya] escrito 
en el espacio de momentos, por lo que es natural esperar que la teoría efect iva 
a bajas energías sea no conmutativa. 

En cuanto al producto de operadores de vértice más generales (asociados a 
estados excitados de la cuerda), se debe observar que como el segundo térmi­
no en el propagador de contiene E(T - T1

) , para T > T1 no contribuirá a las 
contracciones de las derivadas de Xi , de donde, se puede ver que un producto 
arbitrario de operadores de vértice será 

k rr : Pn(8X(T,,) . 82 X (T,,) , . . ·) eip" X (T,, ) : (1.106) 
n = I 

k 

=e- ~ Ln>m p~O'ipjE(Tn-Tm) rr :Pn(8X(Tn ), 32 X(Tn) , .. ·) eip; X(T;) (1.107) 
n=I 

Por lo tanto, el producto de operadores de vért ice coincide con el usual, salvo 
el factor de fase dependiente de los impulsos y el cambio de la métrica T/ij por 
G;j· La conservación de momento asegura que el factor de fase sólo depende 
del orden cíclico de los Tn en el borde del disco. 

Para calcular una amplitud de dispersión tenemos 

S;- ¡(Gµv, G11 v) = J D dTn \1]: P,,(éJX(T,,), 82 X(Tn ), · · )eip' X(T,) ) 

=e- ~ Ln>m p¡'O'ip;" S; - ¡( C,, v· 9 1w = O). ( 1108) 
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Por lo tanto, para encontrar la teoría de campos efectiva para este proceso 
se procede de la manera estándar, en nuestro caso sólo debemos agregar el 
término de fase extra en cada vértice. Como vimos en la sección anterior, este 
término extra indica que tenemos una teoría no conmutativa. Por ejemplo, en 
el caso de tener taquiones, el vértice del diagrama de Feynman se construye 
con el término de interacción 

J dºx"' · * "'· *···A.. "f't ¡ lf't.2 '+'tn · (1.109) 

Es decir, a bajas energías tenemos una teoría de campos no conmutativa. 

1.6. Mapeo de Seiberg-Witten 

Cuando ponemos de fondo un campo de norma la acción original (1.97) se 
modifica con la suma del término 

Snorma = r dtn,/'{3 AA(X)8pXA. 
Jau 

(1.110) 

Integrando por partes, se puede ver que este término es equivalente a sumar 
al campo BAB la contribución FAs[A] . Alternativamente, podríamos absorber 
el campo BAB en el campo de norma mediante un término 1/2BAaXA. Esta 
ambigüedad se fija mediante la condición FAs[A] --> O cuando X --> oo, por lo 
que cualquier constante en FAs[A] se considera parte de BAB· 

La suma del nuevo término de interacción convierte al modelo de cuerdas 
en un modelo sigma no lineal. Por lo tanto , las interacciones darán origen a 
infinitos, los cuales deberán ser regularizados. 
Clásicamente el término de la acción (1.110) es invariante bajos las transfor­
maciones de norma 

(1.111 ) 

Sin embargo, en la integral funcional evaluada con esta acción, es necesario 
regularizar los infinitos originados por el producto de operadores en el mismos 
punto. De hecho la acción regularizada no es invariante bajo estas transfo r­
mac iones de norma. La parte que ayuda a cancelar la infinitos tiene términos 
que no son invariante de norma. La acción regularizada es invariante bajo las 
transformaciones de norma 

(1112) 

Esto muestra que la simetr ía de norma en la Brana es una simetría de norma 
110 conmutativa . Sin embargo , Seiberg y Witten [13] muestran que ocupando 
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el método de regularización de Pauli- Villars la transformación de norma que 
se obt iene es la estándar (1. 111 ). Como el resu ltado difiere por el hecho de 
ocupar diferentes métodos de regularización, esto ind ica que debe existir un 
mapeo entre los dos campos de norma, es decir, entre una teoría de norma 
conmutativa y una no conmutativa. 

Veamos en particular una teoría con simetría de norma U(l). En el caso 
estándar tenemos las transformaciones de norma 

(1.113) 

Mientras que en el caso no conmut ativo ,U(l)* tenemos 

(1.114) 

Debido a que se deben respetar las simetrías de cada lado de la transformación, 
para cada un cambio infinitesimal de norma ,\ de la teoría conmutativa debe 
existir un ; en la teoría no conmutativa tal que 

(1.115) 

Uno espera que le mapeo entre los dos t ipos de campos dependa de 8 , y cuando 
este parámetro es nulo el mapeo debe ser la ident idad. Los términos de mayor 
orden en 8 sólo pueden ser combinaciones locales de Aµ y sus derivadas que 
respeten (1. 115) . Por ejemplo, por sustitución di recta se puede verificar que el 
mapeo correcto es 

8 Pª 
=Aµ - TAp(élaAp + Fa1,) + 0(8 2

), (1.116) 

8 Pª 
=.A+ -

2
-é!P>-Aa + 0 (8 2

). (1. 117) 

Por lo tanto , con este mapeo nos podemos pasar de una teoría de norma no 
conmutativa a una conmutativa 

1.6.1. Teoría de campos no conmutativos y Gravedad 

Una de las motivaciones por las que se proponen la no conmutatividad es­
pacial es por que se espera que ésta sea út il para la unificación de la gravedad 
con otros campos. Sin elllbargo, a pesar de diferentes propuestas hechas, hasta 
ahora, no existe 11na for mulación final de la gravedad en espacios no conmu­
tat ivos. No obstante un resultado inesperado en este sentido fue dado por V. 
Rivelles [48]. A contilrnació11 presentamos un resumen breve de su t rabajo . 

34 



Supongamos que tenemos el campo electromagnét ico el cua l esta acoplado 
a lln campo escalar 

En este caso la acción está dada por 

Ahora, si ocupamos el mapeo de Seiberg-Witten, 

Aµ =Aµ - ~8ª13 Aa(813Aµ + F131,) + 0 (82
), 

rf; = rf; - ~8ª13 Aaa13 rf; + 0 (8 2
) 

2 

Con este mapeo a primer orden en e la acción (l. ll9) toma la forma 

s = j d4x[(aµrf;)(aµrf;)t 

(1.ll8) 

(1.119) 

(1120) 

(1.121 ) 

- ~ ( 9 µa F~ + 8"ª F¡: + ~1]vµ 9af3 F0 13 ) (a,,rj;)(éJ1,r/;)iJ (1.122) 

Por otra parte, la acción de un campo complejo rf; en u11 fondo curvo con 
métrica 9µv es 

(1 123) 

Ahora, si consideramos una métrica de la forma 

9µv = 17vµ + h vµ + 17vµh , (1.124) 

es decir , si suponemos que la métrica plana es perturbada infinitesimalmentc 
por h,,1,, la acción (1.123) tiene la forma 

(l 125) 

De do11dc, podemos hacer la identificación 

(l l2G ) 
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Podemos observar que esta métrica no tiene traza, es decir, h = O. Por lo tanto, 
la acción (1.122) t iene la misma estructura que (1.123). La métrica completa 
tiene la forma 

(1.127) 

Por lo tanto, a este orden, esta teoría de campos no conmutativa puede ser 
interpretada como una teoría de campos normal con fondo curvo generado por 
el campo de norma. 
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Capítulo 2 

Condiciones de borde como 
constricciones 

En este capítulo proponemos un nuevo método para calcular la forma en 
que las condiciones de borde afectan la estructura simpléctica de una teoría de 
campos. El nuevo método se aplica a diferentes ejemplos tratados en la lite­
ratura, en particular a la cuerda bosónica en un fondo de ondas PP. Para este 
ejemplo se obtienen resultados diferentes a los reportados por otros autores, 
se dan argumentos del porque los resultados que obtenemos son los correctos. 
Además se muestran las ventajas que tiene este método respecto a otros. 

Los resultados de este trabajo se encuentran en proceso de publicación, una 
versión preliminar se t iene en la referencia [20]. 

2.1. Introducción 

Generalmente al trabajar con una teoría de campos se consideran las con­
diciones de borde al infinito, por esta razón no es importante ver si las condi­
ciones de borde modifican la estructura simpléctica. Sin embargo, si la teoría 
está definida en un espacio finito y las condiciones de borde son no triviales 
la situación puede cambiar. Ya que es posible que la estructura simpléctica 
estándar no sea consistente con las condiciones de borde. Debido a que hay 
dos sistemas físicos en los que este problema es importante, recientemente éste 
adquirió interés para diferentes autores. El primer sistema al que nos referimos 
está en el contexto de la teoría de cuerdas. En esta teoría se mostró que una 
cuerda abierta en un campo magnético constante tiene paréntesis de Poisson 
no t riviales en los bordes [18] . Esto implica que a nivel cuántico los bordes pre­
senten no cou111utati1·ir!ri.d , además , como los bordes de la cuerda abierta viven 
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en una D-brana, tendremos D-branas con coordenadas no conmutativas. A 
bajas energías esto implica campos no conmutativos [13]. Así, en este sistema 
encontramos una relación entre la teoría de cuerdas y la teoría de campos no 
conmutativos . El otro sistema al que nos referimos está dentro del estudio de 
las propiedades térmicas de los hoyos negros en (2 + 1) dimensiones. Aquí al­
gunos autores han tomado la propuesta de tomar al horizonte de eventos de 
un hoyo negro como una frontera física [49] . Esto modifica el álgebra de los 
generadores de las transformaciones de norma, dando lugar a una carga central 
clásica en el borde [50]. Así, siguiendo a Cardy [5 1], con la carga central se 
puede determinar el comportamiento asintót ico de la densidad de estados y 
con esto obtener la entropía para un hoyo negro en (2 + 1) dimensiones. La 
entropía obtenida de esta forma concuerda con la de Bekenstein-Hawking. 

En este trabajo nos limitaremos al primer sistema. La acción de este sis­
tema difiere de la acción de la cuerda normal por un término de borde, que 
no modifica las ecuaciones de movimiento pero sí las condiciones de borde. 
Ocupando la solución exacta de las ecuaciones de movimiento se mostró que 
en los bordes de la cuerda hay no conmutatividad [18]. Este resultado dejo en 
claro que en una teoría de campos las condiciones de borde de las ecuaciones 
de movimiento pueden afectar a la estructura simpléctica. Una propuesta para 
obtener la modificación de la estructura simpléct ica debido a las condiciones 
de borde se basa en suponer que las condiciones de borde se pueden tomar 
como constricciones y se aplicar el i\ létodo de Dirac para sistemas que t ienen 
constricciones [52]. Esta propuesta es particularmente interesante pues de ser 
correcta nos permit iría obtener la for ma en que se deben modificar los parénte­
sis de Poisson en los bordes sin recurrir a la solución exacta de las ecuaciones 
de movimiento, lo que sería út il para sistemas con ecuaciones de movimiento 
complicadas. Además de que en el borde los paréntesis de Poisson tendrían las 
propiedades de un paré11 tesis de Dirac. Los resu ltados que arrojó este método 
al aplicarse al sistema de la cuerda abierta en un campo magnético constante 
fueron los correctos. No obstante el método tiene algunos problemas, por ejem­
plo: al aplicar el Método de Dirac no se pueden despejar los multiplicadores de 
Lagrange lo que después da lugar a un número infinito de const ricciones, todas 
de segunda clase, esto implica que en el borde tenemos un número infinito y 
negativo de grados de libertad. En la literatura existen varias propuestas que 
han intentado resolver los problemas de este método [53], [54], [55], [56], [57] 
y [58]. Las modificaciones propuestas al método original obtienen los resulta­
dos correctos para el sis tema en cuestión , mas la mayoría sólo funcionan para 
este caso en particular , por lo que no se puede aplicar directamente a otros 
sistemas. Así, encontrar el método para obtener la modificación a la estruc-



tura simpléctica debido a las condiciones de borcle es aún un problema abierto. 

Si bien en este trabajo 11 0 vamos a dar la solución al problema general, 
proponemos un método alternativo que no presenta inconsistencias y funciona 
para los casos que se han tratado en la li teratura de cuerdas. En la propuesta 
original dada en (52] se propone tomar las condiciones de borde como si fueran 
constricciones en un punto. Por esta razón al tratar de obtener el álgebra de 
constricciones o sacar su evolución se obtienen deltas de Dirac evaluadas e11 
un punto, y de aquí, infinitos. El método alternativo se basa en la idea original 
de la referencia [52], sólo que suponemos que las constricciones, condiciones de 
borde, son válidas en toda la región del dominio de la teoría. Claramente esta­
mos cambiando de problema, entonces argumentamos que las propiedades de 
los paréntesis de Di rac en el interior del problema modificado son las mismas 
que las de los paréntesis de Poisson del problema original. Mostramos que los 
resultados que se obtienen para diferentes casos son correctos (campo escalar 
con condiciones de Neumman y Dirichlet, cuerda abierta en campo magnético 
constante). Posteriormente se aplica el método a el caso de una cuerda abier­
ta con fondo de ondas P P y campo magnético constante, los resultados que 
se obtienen difieren ligeramente de los de otros autores [59], sin embargo se 
muestra que la estructura simpléctica que aquí se obtiene sí es consistente. Por 
último se da una discusión de los resultados obtenidos y del método propuesto. 

2.2. No conmutatividad y constricciones 

Ames de entrar en mRteria veamos un ejemplo concreto en donde se ob­
tiene no conmutatividad debido a constricciones. Consideremos una part ícnla 
no relativista en un campo magnét ico constante, B. La Lagrangiana de este 
sistema es 

111 . . . B · . . 
L = - X ' X ; - - E¡JX ' X 1 . 

2 2 
(2. 1) 

En el límite en que el campo magnético es intenso el término cinético de In 
partícula en la Lagrangiana se pnede despreciar. La Lagrangiana se reduce a 

B . .. 
L = - -E;1 X')(1 . 

2 

De do11dl' los momentos canónicos están dados por 
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Claramente la matriz 

fJ2L 
W·= -~­

'1 8XJJx
1 

no es invertible. Además la Hamiltoniana canónica 

He= X· P - L 

(2.4) 

(2.5) 

es nula. En general, cuando la matriz W;i no es invertible existen relaciones 
entre las coordenadas y los momentos canónicos de la forma 

<l>a(X, P) = O, (2.6) 

a estas relaciones se les llama constricciones. En nuestro caso es claro que 
tenemos las relaciones 

(2.7) 

Cuando se tienen este tipo de relaciones el método natural para construir el 
formal ismo canónico es el llamado Método de Dirac [60]. El Método de Dirac 
clasifica las constricciones en las de primera clase </>1 y las de segunda clase. 
Las de primera clase satisfacen 

(2.8) 

Es decir, una constricción es de primera clase si el paréntesis de Poisson entre 
ésta y cualquier otra constricción se anula, módulo constricciones. Por otra 
parte, una constricción es de segunda clase si no es de primera clase. En nuestro 
ejemplo particular tenemos 

(2.9) 

por lo tanto , sólo hay const ricciones de segunda clase. 

Según el método de Dirac, cuando se t ienen constricciones de segunda clase 
los paréntesis de Poisson se deben de cambiar por los paréntesis de Dirac. Estos 
paréntesis se defi nen como 

(2.10) 

con A y B fun ciones arbitrarias del espacio fase y Cªf3 la inversa de la matriz 
C0 .a = {x0 , XB· }. En el caso de nuestro ejemplo los paréntesis de Dirac para 
las coordenadRs so11 

{X X}* = - E;j 
" J B. (2. 11) 
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Ahora, cuando se cuantiza un sistema que t iene constricciones, los parénte­
sis que se promueven a conmutadores son los de Dirac. Por lo tanto, a nivel 
cuántico nuestro sistema tendrá los conmutadores 

(2. 12) 

De donde, a nivel cuántico tendremos un espacio no conmutativo. Este es pri­
mer sistema del que se supo t iene una manifestación no conmutativa en las 
coordenadas, el trabajo que lo reporta data de 1932 y se debe a R. Peierls [7]. 

Como vemos cuando tenernos relaciones de la forma 
B . 

X. = p +-E X 1 =o 
t t 2 'tJ (2. 13) 

es posible tener no conrnutatividad en las coordenadas. Posteriormente veremos 
que en una teoría de campos con condiciones de borde de esta forma se t iene 
no conmutatividad en el borde. 

2.3. Condiciones de N eumman en Mecánica 
Clásica 

Por lo general en mecánica clásica al aplicar el principio de acción se impo­
nen condiciones de borde de Dirichlet y éstas son consistentes con la estructura 
simpléctica estándar. Sin embargo, si imponernos condiciones de Neumman te­
nemos sorpresas. Veamos porque. Supongamos que tenemos la acción 

S = _{
2 

dtL(q(t ). i¡(t) ), (2. 14) 

al hacer una variació11 obtenemos 

óS = ; ·t2 d ¡ªL - ~(aL)Jó (aL ó )11., t 8 dt fj. q + 8 . q l¡ 
I¡ C/ C/ C/ 

(2. 15) 

El principio de acción se puede aplicar con las condiciones 

óq(t1 ) = óq(t2 ) = O (Dirichlet ) ó 
aL aL 

84 
(tt) = 

84 
(t2) = o (Neumman) 

Consideremos sólo el segundo caso, condiciones de Neumman , y veamos que 
ocurre con el formal ismo Hamiltoniano. Por la defi11ición del momento canónico 

oL 
P( l )-~ 

- c:i·' 
U(/ 
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las condiciones de borde toman la forma 

Claramente esto no implica que la transformación de Legendre para pasar del 
espacio de configuraciones al espacio fase no esté bien definida. Sin embargo, 
las condiciones de borde toman la forma de constricciones. Veamos que ocurre 
con las ecuaciones de movimiento y la estructura simpléctica para este caso. 
La acción Hamiltoniana es 

1
t2 

SH = dt[pq - H (p, q)] . 
t1 • 

(2. 16) 

Al hacer una variación tenemos 

1t2 8H 8H 
ósH = dt[óp(q - 8 ) - óq(p + 8 )J + póq(t) Ji~ 

t¡ p q 
(2 17) 

Así, con las condiciones de borde de Neumman obtenemos las ecuaciones de 
movimiento que, con la estructura simpléctica estándar, se pueden escribir 
como 

q(t) = {q (t) , H} , 

p(t) = {p(t), H} 
con p(t 1 ) = p(t2 ) =O. 

(2 .18) 

(2. 19) 

(2 .20) 

Si cuantizamos a este sistema de la forma estándar tendremos inconsistencias, 
pues la cuantización canónica establece 

[q(t ), q(t)] = [P(t) ,p(t)] = o 
y [q(t),p(t)] = ·i 

Por otra parte, en el borde se debe cumplir 

[q(t),p(t)]lt=t1 ,t2 = [q(t = t1, t2), O]= O. 

Veamos ejemplos concretos. 

·) La partícula libre. 
El operador Hamiltoniano para este caso es 

·2 
H =.E__ 

2m 
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y las ecuaciones de movimiento son 

dq(t ) d¡3( t ) 
--= O 

dt m dt 
p(t ) 

con p(t1 ) = p(t2 ) = O. 

La solución resulta ser 

q(t) = q(t1) = cte p(t) = o 

que cumplen 
[q( t) , q(t)] = [¡3(t) , p(t)] = [q(t), p(t)] =o 

que son diferentes a las reglas estándar de conmutación . 

· ·) Oscilador armónico. 
Cuyo operador Hamil toniano es 

,ry ry 
JT úF 

H = - + - q(t) 2 

2 2 

y las ecuaciones de movimiento son 

dq(t) - '( t) dp(t) - 2-(l ) dt - p ' dt - -w (j 

con p(t 1 = O) = 7)(t2) = O. 

La solución resulta ser 

q(t) = q(t 1)cos(wl ). 7i(I) = -q(t¡)S<'ll (w t ) 

para este caso w sólo puede ser ele la forma 

2rrn 
u.:= t; 

Así, las reglas de conmutac ión son 

[q(t) , q(t) ] = [¡J (t ), 73(t)] = [q(t) , p(t )] = o 

que son diferentes a las reglas canónicas de conmutación. 

(2.24) 

(2.25) 

(2 .26) 

(2 .27) 

En esencia en este caso todo connrnta y no hay principio de incertidumbre, 
por lo tanto tampoco mecánica cuántica . 

En resumen, podemos concluir que cuando i111 po 11 e111 os co 11diciones de bor­
de de Neumann en mecánica clásica la estrnct. m ii si111p k'c ti ca estándar no es 
consistente con el sistema. 



2.4. Condiciones de borde y estructura 
sirnpléctica 

En las secciones anteriores vimos que si un sistema tiene relaciones del tipo 

(2.28) 

se puede tener no conmutatividad a nivel cuántico. Además, que las condicio­
nes de borde pueden hacer incompatible la estructura simpléctica estándar con 
el sistema. Todo esto a nivel de mecánica clásica. Ahora veremos que ocurre 
en una teoría de campos con condiciones de borde espaciales. 

Supongamos que tenemos la teoría de campos definid a en M = L: x ~ 
de (d + 1) dimensiones, donde L; es una variedad con frontera f}L; _ Ahora, 
recordemos la forma en que obtenemos las condiciones de borde partiendo del 
principio de acción. Sea la acción 

(2 .29) 

entonces, al hacer una variación de esta acción obtenemos 

(2.30) 

Si el sistema no t iene frontera el segundo término no existe en la variación , 
en el caso contrario tenemos dos opciones para eliminar el segundo término. 
Podernos pedir que 

o (2 31) 

El pr imer caso corresponde a las condiciones de Dirichlet y el segundo al de 
las de Neumman. Al pasar al formalismo canónico ambas condiciones tendrán 
la forma 

Fa(<P, fJ<jJ, rr, 8Il)(x)lxE8E = o. 
Así. en el form alismo canónico tendremos la Hamiltonia.na canónica. 

(2.32) 
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la estructura simpléctica 

{ </>a(x, t), </>&(x' , t)} = {ITa(x, t), ITb(x' , t)} = O 

{</>ª( x, t) , IT6(x', t)} = ób'ó(x - x'), 

y las condiciones de borde 

(2 .33 ) 

(2 .34) 

(2.35) 

Podemos suponer que las igualdades de los paréntesis de Poisson son válidas 
en B, salvo un conjunto de medida cero. Por lo tanto, la teoría puede admitir 
una modificación de esta estructura en un conjunto de medida cero sin ser 
afectada en su totalidad. Como se comentó en la introducción, las condiciones 
de borde pueden no ser consistentes con la estructura simpléctica, por ejemplo, 
supongamos que el principio de acción arroja la condición de borde 

Fa = [ITa(x) - </>a(x)]l xe8E =O, 

esta condición de borde es claramente inconsistente con (2.34). Por lo que se 
debe modificar la estructura simpléctica de tal forma que ésta y las condiciones 
de borde sean consistentes. En principio, existen varias estructuras simplécti­
cas modificadas en el borde consistentes con las condiciones a la frontera de las 
ecuaciones de movimiento. Sin embargo, no todas estas estructuras simplécti­
cas modificadas son consistentes con la solución exacta de las ecuaciones de 
movimiento del sistema. Entonces, el propósito de este trabajo es proponer un 
nuevo método que de la estructura simpléctica modificada consistente con la 
solución exacta del problema. El Método que proponemos se aplica sólo para 
sistemas sin libertad de norma o con las condiciones de norma fij as. 

2.4.1. Método propuesto 

Veamos con exactitud lo que se propone. Siguiendo la propuesta original 
de los autores [52], asumimos que las condiciones de borde son constricciones 
pri mar ias en el sentido del método de Dirac. Sin embargo, nosotros tratamos 
el problema de manera consistente con este método. Primero suponemos que 
las condiciones de borde son constricciones primarias válidas en toda la re­
gión del problema. Por lo que, consideraremos el problema que tiene como 
Ham iltoniana canónica (2.32) y constricciones primari as 

Pa(<P, o</>, IT , 8IT)lxeE ~O. (2 36) 
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Las constricciones primarias las podemos escribir como 

Fa[NJ = h dxd- I N(x)Fa(</>, orjJ, 11 , 811);:::; O. 

Con N una función arbitraria de soporte compacto1.(Notemos que al tomar 
funciones de soporte compacto eliminamos la frontera). Por lo tanto , mapeamos 
nuestro problema original con las condiciones de borde (2.35) y Hamiltoniana 
canónica (2.32) por otro problema que tiene las constricciones primar ias (2.36) 
y Hamiltoniana total dada por 

Hy =He+ h dxd- I .\ªFa. (2.37) 

A partir de aquí aplicamos el método de Dirac [60]. Esto implica que debe­
mos estabilizar la evolución de las constricciones primarias. La evolución se 
debe tomar con la Hamiltoniana total (2.37). Como en el problema original 
las condiciones de borde no generan libertad de norma, a l final del proceso 
sólo debemos tener constricciones de segunda clase, es dec ir , se deben deter­
minar todos los multiplicadores de Lagrange. Por otra pmte, al sólo haber 
constricciones de segunda clase, cuyo conjunto total lo denotamos como 

podemos construir la matriz invertible 

Caf3(x, x') = {xa(x ), xe(x')}. (2.38) 

Por lo que podemos construir el paréntesis de Di rac 

{A (x), B(x')}* = {A(x), B(x')} - {A(x) , Xo(Y)}Cºfl(y , z){xa(z), B(x') }. 

Podemos notar que estos paréntesis de Dirac son evaluados en L:, pero no 
tenemos la funciones soporte compacto en ellos. Estas fu nciones de soporte 
compacto en esencia nos eliminan la cont ribución de la frontera, pues son nu­
las en la frontera. 

Ahora, para regresar al problema original y obtener la estructura si mplécti­
ca deformada que nos interesa, suponemos que la siguiente suposición es Yálida . 
Afirmamos que la modificación que debemos hacer a la estructura simpléctica 

1 Es importante tomar funciones de peso de soporte compacto, pues e11 este caso podemos 
ocupar propiedades de la delta de Dirac como 8xo(1: - .T') = - Ox•Ó(.r - T'). 
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en el borde de nuestro problema original tiene la misma forma que los parénte­
sis de Dirac en el interior del problema modificado. Es decir, calculamos los 
paréntesis de Dirac del problema modificado y los evaluamos en el interior de 
B, que es B - 8B, esto implica que debemos quitar de los paréntesis de Dirac 
la parte que solo es válida en la frou tera. Este paso lo hacemos por el hecho de 
que las funciones de peso que estamos considerando para calcular el álgebra 
son de soporte compacto y éstas no son tomadas en cuenta para calcular los 
paréntesis de Dirac. Finalmente, debemos notar que el mapeo definido de esta 
forma no es uni valuado. Por ejemplo, para un problema definido en una recta 
finita, el interior de E es una recta abierta y la frontera es un punto. Por lo 
tanto, para hacer el mapeo de forma univaluada, proyectaremos los paréntesis 
definidos en el interior de I; sobre la frontera. 

No damos una prueba rigurosa de que nuestra propuesta es correcta. Sin 
embargo, mostramos que al ser apli cada a diversos ejemplos de la literatura 
los resultados que se obtiene coinciden con los que dan las soluciones exactas. 
Además, tratamos el problema de la cuerda bosónica en un fondo de ondas P P 
y campo magnético constante, mostramos que los resultados que obtenemos 
están en desacuerdo con los reportados en la literatura. Pero mostramos que 
los resultados que obtenemos no presentan las inconsistencias que muestran la 
estructura simpléctica reportada en [59]. 

2.5. Campo escalar con condiciones de 
Dirichlet y N eumann 

Para introduci r el método propuesto consideraremos un casos simple, el 
campo escalar. Este ejemplo es útil pnra nuestros propósitos, pues, tiene solu­
ción exacta con las condiciones de borde de Dirichlet y de Neumann. Mostra­
mos que nuestro método reproduce co rrectamente la estructura simpléctica en 
ambos casos. 

Este sistema t iene la acción 

l i" ¡·l2 S = - dxdt [(8¡ej¡(r, t )) 2 
- (8x</J (x, t)) 2

], 
2 o l¡ 

y las ecuacio11C's de movimiento 

(3z - a;¡o( r. t ) =o 
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Aquí las dos posibles condiciones de borde espacia les son: 

ef!(x , t) lx=IT,0 = O 

(Bx<P)(x, t)l x=IT,0 =O 

y la Hamiltoniana canónica es 

de Dirichlet , 

de Neumann, 

1 ¡l 2 2 He= - dx[(II(x, t)) + (ox <P(x, t)) ]. 
2 o 

2.5.1. Campo escalar con condiciones de Dirichlet 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

Primero trabajaremos con las condiciones de Dirichlet. La condición de 
borde son 

ef¡ (7r,t) = <f¡(O, t ) = O. 

Entonces, según el método que proponemos, debemos considerar como cons­
t ricción primaria a 

<P(x, t) ~ O, 

que la podemos escribir como 

<f> C1l(N) = r dxN(x)<f¡(x , t) ~ O . 
.lo 

Por lo que la Hamiltoniana total será 

HT = He+ 1 71" dx>. (x)<P(x , t). 

La evolución de la constricción primaria implica la constricción secundaria 

<I> <
2l(M) = 1" dxM(x)II( :r, t) ~ O. 

Además , tenemos 

Por lo tanto, sólo hay constricciones de segunda clase y se determinan todos 
los multiplicadores de Lagrange. Para este caso se t iene 

>.(x) = a;<f¡(x, t). 

Así, a l calcular los parénte:;is de Dirac para este sistema obtendremos 
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{<f>(x, t), ef>(x', t)}* = {IT(x, t) , IT(x' , t)}* =O, (2.42) 

{<f>(x, t), IT(x', t)}* = O. (2.43) 

Entonces, según el método propuesto, los paréntesis de Poisson del problema 
original deben cumplir: 

{<f>(x,t),<f¡(x',t)} lx=O,rr = {IT(x ,t),IT(x',t)}lx=O,rr = O, 

{</>(x, t), IT(x', t)}ix=O,rr = 5(x - x')lx=O,rr =O. 

(2.44) 

(2.45) 

Esto coincide con lo que se obtiene al calcular los paréntesis de Poisson con la 
solución exacta. También podemos ver que , según el método de Dirac, en el 
borde el número de grados de li bertad es cero. Por lo tanto , para este caso el 
método propuesto funciona. 

2.5.2. Campo escalar con condiciones de Neumann 

Veamos ahora el caso de las condiciones de Neumann. Tenemos la misma 
Hamiltoniana canónica (2.32) , pero ahora la constricción primaria es 

Dxef>(x, t);:::; O. 

que la podemos escribir como 

q:,(ll(JV) = lr dxN (:1)81 </;(x;, t);:::; O. 

La evolución de q:,(i) implica la constricción secundaria 

Además 

q:,(2l(M) = /" dxM(x)éJc IT (x. t);:::; O . 
.Jo 

{<l:>(l l(JV) , 4:> (2l(M) } = -1" dxM(x)a; N(x) f O. 

Por lo tanto , la evolución ele la constricción secundari a determinan el multi­
plicadores ele Lagrange: 

>-(x ) =O. 
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También podemos ver que sólo tenemos const ricciones de segunda clase. Para 
este caso la matriz (2.38) tiene la forma 

C0 p(x, x') = ( ~l ~ ) OxéJx,8(x - x') y C"/3 = ( ~ ~l ) F(x , x') , 

con F(x, x') una función de soporte compacto que satisface 

a;,F(x, x') = - 8(x - x'). 

La solución para esta ecuación es 

F(x , x') = L +sen(nx)sen(nx'). 
n 7í 

n2'. I 

Entonces, tendremos los siguientes paréntesis de Dirac 

{ 1>(x, t), 1>(x', t)}* 
{ 1>(x, t), II(x' , t) }* 

= {IT(x, t), IT (x' , l) }* = O, 

= ~(x - x' ) 

con ~(x - x') = 8(x - x') - BxéJx,F(x, x') . 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

A la función ~(x - x') le llamaremos delta de Dirac transversa, pues t iene la 
propiedad 

Ox~(x - x') = Ox'~(x - .x' ) = O 

Esto implica que 

{ Ox <P (x , t) , IT (x' , t) }* = { 1>(x , t) , Ox1II(x' , t)} * = { Ox<b( x , t ), Ox' ll (x' , t) }* = O 

Así, de acuerdo con el método propuesto, los paréntesis de Poisson del prnblema 
or iginal deben cumplir 

{1>(x, t) ,1>(x',t)} lx=O," = {IT (x , t) , IT (:r' , t)}l x=O,r. = O (2.51) 

{8x1>(x, t) , II(x', t)}lx=O," = Ox8(x - x')lx=O," =O. (2.52) 

Esto coincide con lo que se obtiene con la solución exacta, ver apéndice A. 

2.6. Cuerda bosónica con condiciones de bor­
de mixtas 

Ahora consideraremos el caso de una cuerda bosónica en un campo magnéLi ­
co constante. La acción para esta cuerda en la norma conforme es [5 2), [18] -
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con F;J una matriz antisimétrica. Las ecuaciones Je movimiento son 

(oz - a;)<iJ;(x, 1) = o 

y las condiciones de Neumann espaciales: 

(2 53) 

Para este caso t enemos la Hamiltoniana canónica 

Entonces, las constricciones primarias que debernos co11sirlcrnr tienen la forma 

Definamos 

de donde 

(2 55) 

Al sacar la evolución de estas constricrio11es ohte11 e1nos la~ co11 stri cc iones pri-
111ar ias 

(2">6) 

Para este caso tenemos el álgebra: 

(2.5 7) 

<'s dec ir , todas las constricciones so11 de segund8 clase 1· .-i<' d<'1n111i11 ;111 los 
1111iltiplicadores de Lagrange. Por otra parte, la rnat.riz (2 :\K) 1 if'IH' lcl r() l!I Jil 

,. c oi - ( 11 
. - .11 1 

.\ 1 1 ) ¡: , .r. r') 
11 \ . . 



con F(x, x') definida en (2 .47) . Así, tenemos los siguientes paréntesis de Dirac 

{4>;(x, t), 4>í (x', t)}* = -(TM- 1 );í[8x,F(x, x') + BxF(x , x')] =f. 0,(2 .58) 

{II;(x , t), IT j(x', t) }* =O, (2.59) 

{ <i>;(x, t) , IT j (x', t)}* = Ó;jl:,.(x - x'). (2.60) 

Por otra parte, tomado en cuenta (2.47) y comparándola con A(x, x') definida 
en (A.12) , tenemos: 

a ( ') a ( ') ( ') (x + x') x'Fx,x + xFx,x =A x ,x - . 
27r 

(2.61) 

Para comparar con la solución exacta de nuestro problema original no tomare­
mos en cuenta la parte que sólo toma valores diferentes de cero en la frontera y 
en la parte restante tomaremos el límite cuando x = x' y tienden a la frontera, 
en este caso ±n. Considerando lo anterior tenemos 

(2.62) 

Por lo tanto, el método propuesto nos dice que los paréntesis de Poisson del 
problema original deben cumplir 

{4>;(x ,t). c¡)j(x',t)} lx'=x=±n =±(TM- 1);j, (2.63) 

{IT;(x, t), íl j(x' , t)}l x'=x=±n =O, (2 .64) 

{8,ci>i(x, t), ITí(x', t)}lx'=x=n = 8;j8x8(x - x')lx'=x=±n- (2.65) 

con la primeras deri vadas de la delta de Dirac nulas en la frontera. Esto con­
cuerda con la solución exacta calculada en [18]. 

2. 7. Ecuación de Klein-Gordon y condiciones 
de borde mixtas 

En esta sección estudiaremos el caso de una cuerda abierta en un fondo 
curvo de ondas planas PP. Este ejemplo ha sido estudiado recientemente en 
[59] . En este caso la acción bosónica para la cuerda abierta en la norma del 
cono de luz es: 

S = ~ .l: /12 

dxdt[(81</J;(x, t)) 2 
- (8x</J;(x , t)) 2 

- m2 (</J;(x , t)) 2 

+ F, /J1d;i(x, t)8x</Jj(.r, t)]. 
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Para este caso tenernos la Harniltoniana callónica 

y las constricciones primarias están dadas por (2.54). Al considerar la evolución 
de éstas tendremos las constricciones secundarias 

Que satisfacen 

Pero 
{8 ~ 1 )(:r. t) , 8 ]2\x', t) } = (MéJ,,(), - m2T 2)i1ó(x - x') . 

Por lo tanto , el conjunto de constricciones es de segunda clase. Para este caso 
la ma triz (2 .38) t iene la forma 

( ') ( O (Mox' Ox - m
2
T

2
);J ) 

Coa x , x = -(Mox' Ox - m2T2)ij O . (2.67) 

Entonces, proponernos la inversa como 

Cªf3 _ ( 0 - R;j(X, x') ) 
- R_; j(X, x' ) Ü ' 

(2.68) 

con R;1 (:c . x' ) una fun ción de soporte compacto que satisface 

(Mo]., m2T 2)ibRb1(x , x') = - ó;Jó(x - x') . (2.69) 

l__,,1 sol ución para este problema es 

·( . ') = (~ sen (nx)sen(nx') ) 
R,1 x,x ¿__, 7r[Afo2 - m2T2] 

n> l ·· - D 

(2.70) 

.-\ ,;í . tenemos l o~ paréntesis de Dirac: 

{ Q); ( e 1) có¡(.r', t)} • = - T;a [8x' Raj (.r, x ') + Ox Raj (x, x') ] =/e O, (2 . 71 ) 

{ íl ,('.I t ). 111(.r', t) } * = -m2 (MT );0 [8x Raj(X, x') + Ox' Raj(X, x')],( 2.72) 

{0,( .1. 1) íl;(1J t )}' = Ó;J(:c - 11) + m2T;~ RbJ(x , x') 

(2.73 ) 



Como vemos, estos resultados implican que el término de masa afecta a todas 
las reglas de conmutación en la frontera. Para comparar con la solución exacta 
veamos el término 

, , ("'""' nsenn(x + x') ) 
BxRaj(X, X)+ Bx1 Raj(X, X) = L.,. [7r Mn2 _ m2T2] 

n~ J aj 

( 
m2M-1T2 1 ) 

= M-1¿¡ [ 2 2M 1T2] + -]scnn(x + x') n7r n - m - n7r 
n2:1 aj 

(M1-l ["'""' ___!:__ ( ') "'""'m
2
M -

1
T

2
senn(x + x')] ) 

L.,. senn x + x + L.,. [ 2 9 M -I T 2] n7r n7r n - m-
n2: I n2:1 aj 

Ocupando A(x, x') definida en (A.12) 

( 
') ( , _ 1 [ (x + x') ( , BxRaj x,x +Bx'Raj x ,x )=Mab -

2
7r + A x,x) 

m 2 M - 1T 2senn(x + x') 
+ L n7r[n2 _ m2M-lT2] ]bj (2.74 ) 

n 2'. l 

Cómo de esta expresión sólo nos interesa los valores en el interior de [--. . 7T], 
para comparar (2 .71)-(2.72) con la solución exacta debemos ignorar los térmi­
nos que sólo toman valores en la frontera. Ahora, si suponernos que el tercer 
término de (2.74) no contiene una componente que sólo cuenta en la frontera. 
entonces el único término que hay que quitar cuando tomemos el lími te a la 
frontera es A(x , x'). Así, 

(2 75) 

Entonces, los términos que tenemos que comparar co11 la solución cxRCI " so 11 

{ rPi (x = ±7r, t) , r/>j(x' = ±7r, t)}* 
{II;( x = ±7r, t), Il j(x' = ±7r, t)}* 

{Bx rPi (x = ±7r, t ), Il j(x' = ±71, t)}* 

= ±(TJ\J - 1 )ij, 

= ~m2T,j, 

= ~m.2(TM- 1 );1 

(2 76) 

(2.77) 

(278) 

Ahora veamos lo que se tiene en la li teratura, los resultados los tomaremos df' 
la referencia [59], que está hecha para i = 1, 2. Los result.Rclos reportados so 11 
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{cPi(x, t), fj(x', t)}lx'=uE 
{IT;(x, t), Ilj(x' , t)}lx'=uE 

{f;(x, t), Ili(x' , t)} 

""±(TM-1)·· 'J' 
""±m2T;i, 

= ÓijÓ(x - x') 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 

con Bxc5(x - x')lur: = O. Aquí tenemos coincidencia sólo en los dos primeros 
paréntesis de Poisson. Veamos que ocurre con el tercero. Tomando en cuenta 
(2.81) tenemos 

{oxf;(x, t), I1j(x', t)}lur: = Ó;jOxc5(x - x')lur: =O. 

Por otra parte, ocupando la condición de borde y sustituyéndola en (2.80) 
resulta 

{ Oxf;(x, t), Ili(x', t)} lx<E "" ±m2(M-1T2)ij· 

Claramente estos resultados no son consistentes. Esto no ocurre en nuestro 
caso. A (2.81) le falta un término que depende de m para que la estructura 
simpléctica sea consistente en el borde. 

2.8. Conclusiones 

En este capítulo vimos que un sistema que tiene constricciones de segun­
da clase puede tener no conmutatividad en las coordenadas. Además, que las 
condiciones de borde de un sistema mecánico pueden hacer incompatible la 
estructura simpléctica estándar con el sistema. Por ejemplo, de acuerdo con 
diferentes sistemas encontrados en la literatura, hay teorías de campos con 
condiciones de borde de Neumann que tienen no conmutatividad en el borde, 
lo que no es consistente con la estructura simpléctica estándar. Este resultado 
es de interés para la teoría de cuerdas , pues los bordes de una cuerda definen 
una D-brana. Por lo que, algunas teorías de cuerdas pueden tener D-branas 
no conmutativas. Por lo tanto, para las teorías de campos se requiere cons­
truir un método que proporcione una estructura simpléctica consistente con 
sus condiciones de borde. 

Encontrar un método que construya la forma en que se debe modificar la 
estructura simpléctica dadas unas condiciones de borde es un problema abier­
to. Una idea original para resolver este problema fue tomar las condiciones 
de borde como constricciones y aplicar el método Dirac. A pesar de que esta 
idea da resultados correctos para algunos casos t iene diversos problemas. Por 
ejemplo, se tienen un número infinito de constricciones secundarias y no se 
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pueden despejar los mult iplicadores de Lagrange. 

En esta sección propusimos un método alternativo para resolver este pro­
blema. Lo que proponemos es definir un problema modificado que consiste en 
tomar a las condiciones de borde como constricciones primarias definidas en 
toda la región del problema, no sólo en el borde, y aplicar el método de Dirac. 
Posteriormente mapeamos los paréntesis de Dirac obtenidos en este problema 
modificado al problema original. 

Aplicamos este método a diferentes ejemplos que tienen solución exacta co­
nocida y mostramos que los resultados encontrados son consistentes. Además, 
este método no presentó los problemas que tiene el método original. También 
aplicamos el método desarrollado al caso de una teoría de cuerdas en el fondo 
de ondas P P en la norma del cono de luz, nuestro resultado en este caso no 
coincide con el reportado en la literatura. Sin embargo, mostramos que el re­
sultado que reportado en la literatura muestra una inconsistencia que no t iene 
el nuestro. 
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Capítulo 3 

Límite clásico y no 
conmutatividad 

Considerando una estructura simpléctica consistente con las reglas de con­
mutación de la mecánica cuántica no conmutativa, se muestran algunas correc­
ciones clásicas que se obtienen al suponer que el espacio es no conmutativo. 
En particular mostramos las correcciones que se tienen para la segunda ley de 
Newton. En este contexto se analiza el problema de Kepler y el corrimiento 
del perihelio que se obtiene para Mercurio. Se muestra que un parámetro no 
conmutativo del orden de 10- 58 (metros) 2 da correcciones observables en el sis­
tema solar. Por lo que, para este caso, la Física a pequeñas distancias implica 
modificaciones a grandes distancias, este fenómeno es análogo a la mezcla de 
divergencias UV / IR que ocurre en la teoría de campos no conmutativos. 

Los resultados de este trabajo se encuentran publicados en las referencias 
[21] y [22]. 

3.1. Introducción 

Como mencionamos anteriormente , los espacios no conmutativos se carac­
terizan porque sus operadores de coordenadas espaciales sat isfacen: 

(3. 1) 

Con el parámetro de la no conmutatividad dado por li8 ;1. Este parámetro es 
constante, real y antisimétrico. Para construir la mecánica cuántica no con­
mutativa sólo debemos agregar las reglas de conmutación relacionadas con los 
momentos canónicos: 

(3.2) 
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De esta mecanica cuántica se tienen diversos resultados interesantes que se 
pueden ver en [11]. Hay diferentes razones por las que es interesante estudiar 
un sistema en un espacio no conmutativo. Por ejemplo, desde el punto de 
vista puramente matemático, se puede construir una nueva teoría de campos 
cambiando en la acción el producto estándar por el producto (Weyl-Moyal) 

i 
(! * g)(x) = exp( 2e;i8;"8J)f(x)g(y)lx=y, (3.3) 

con f y g dos funciones infinitamente diferenciables. A esta nueva teoría se le 
ll ama teoría de campos no conmutativos. Una de las propiedades más intere­
santes de esta teoría es que se tiene una relación entre divergencias infrarrojas 
y ultravioletas (mezcla UV/ IR) [19]. De hecho una propiedad semejante puede 
ser requerida para la formulación de una teoría de campos válida a pequeñas y 
grandes distancias [47]. De un análisis dimensional podemos ver que nGij de­
be tener unidades de área, por lo tanto eij tiene unidades de [t iempo/masa] . 
También podemos observar que las únicas constantes fundamentales requeri­
das para obtener las unidades de esta cantidad son e y G (G/c3 ). Esto puede 
indicar que hay algún efecto semejante al de la gravedad en estos sistemas, de 
hecho, en teoría de campos no conmutativos esto ocurre con algunos campos 
de norma [48]. Por lo general, se supone que ñ8;j es del orden del área de 
Planck, L~ = ñG / c3 , entonces el tensor 8;i debe ser del orden de G / c3 

_ Sin 
embargo , en este trabajo mostraremos una cota mayor. que da la posibilidad 
que el espacio sea no conmutativo antes de llegar a la escala de Planck. 

En este capítulo nos ocuparemos de un tema simple, qué tipo de física se 
obt iene si se supone una estructura simpléctica consistente con las reglas de 
conmutación (3 .2) . Tomaremos una estructura simpléctica consistente con las 
reglas de conmutación (3 .2), una Hamiltoniana estándar, y obtendremos las 
ecuaciones de movimiento. Se mostrará que hay una corrección a la segunda 
ley de Newton. Veremos que la corrección que se obtiene resulta ser proporcio­
nal al parámetro no conmutativo y al potencia l bajo el cual está la partícula. 
Así, esta nueva fuerza se puede ver como el resultado de una pertu rbación al 
espac io provocada por el campo externo. Por ejemplo, se muestra que en el 
caso part icular de un campo central la corrección se puede interpretar corno 
el auálogo de una fu erza de Coriolis. Una de las característ.icns de los sistemas 
en espacios no conmutativos es que se rompe la simetría de Lorentz [43]. en 
nuestro caso la corrección a la segunda ley de Newton rompe la simetría de 
rotación para campos centrales. 

Ana li zaremos dos casos concretos, el potencia l de un oscilador armónico 
tridi1 uensional y el problema de Kepler. Para el oscilador annónirn obtcnemo~ 
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ecuaciones de movimiento que se pueden ver como las de un oscilador cargado 
en un campo magnético constante del orden del parámetro no conmutativo. 
Para el problema de Kepler , el término de corrección en la fuerza posee la 
forma de la fuerza de Coriolis que produce un campo gravitacional lejano de 
un cuerpo masivo rotante . También mostraremos que hay una corrimiento del 
perihelio de los Planetas. Del análisis del corrimiento al perihelio de Mercurio, 
se puede observar que el sistema planetario es altamente sensible al parámetro 
no conmutativo, 8 ;j , pues, basta que éste sea del orden de 10- 25s / K g (!i8 ;i ::::::: 
10- 58m 2 ) para explicar el corri miento del perihelio de Mercurio observado. Esto 
muestra que para este sistema la física a pequeña escala no está desconectada 
de la física a gran escala . Este fenómeno se puede ver como un reflejo de la 
mezcla UV / 1 R que ocurre en la teoría de campos no conmutativos. Se obtiene 
una cota para este parámetro del orden de 10- 30 s / K g ( v'1iB ::::::: 5 x 103 L p) . 
Por lo tanto, es posible que el espacio muestre propiedades no conmutat ivas 
antes de llegar a la escala de Planck. También se muestra que la segunda y 
tercera ley de Kepler t ienen correcciones similares a las que da la mét rica de 
Kerr en aproximación débil. Por últ imo, se muestran algunas implicaciones 
cosmológicas. 

3.2. Formulación de la Mecánica clásica no con­
mutativa 

En general, si tenemos un espacio de variables ( ª, con a = 1, ... , 2n , y una 
matriz antisimétrica f\ ª b = {(ª, (b}. Entonces, si F y G son funciones de(" 
podemos definir una estruct ura simpléctica corno [61] 

ª b} fJF fJG 
{F, G} = { ( , ( o( ª fJ(b. (34) 

Con /\ ab una matriz tal que se cumpla Ja identidad de Jacobi. Con esta estru c­
tura sirnpléctica, junto con una función Harniltoniana, H = H (( ª), podemos 
defin ir una dinámica a través de las ecuaciones de movimiento 

.Así. para cualquier función de este espacio tenemos 

F = {F, H}. 

\'osor.ros consideraremos el caso del espacio fase dado por (ª 
í = 1, 2, :3. 
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Si consideramos las reglas de conmutación para una mecamca cuántica no 
conmutativa (3.2), la estructura simpléctica consistente con estas reglas de 
conmutación se define como: 

(3.7) 

Ahora, si F y G son dos funciones del espacio fase y ocupamos (3.7) tendremos 
los siguientes paréntesis de Poisson modificados 

{F, G} = G;1 ~F ~G + (~F ~G _ ~F ~G ) . 
ux' uxJ ux' up; up; ux' 

(3.8) 

Si consideremos una Hamiltoniana de la forma 

H = ~~ + V(x), 

las ecuaciones de movimiento con esta estructura simpléctica son: 

(3.9) 

(3.10) 

es decir, 
; fJV 32v · k 

m x = -~ + m8íj~X . 
ux' uxJux 

(3.11) 

Esta ecuación es la nueva segunda ley de Newton . Al segundo término de (3.11) 
lo podemos ver como una corrección debida a la no conmutatividad del espa­
cio. El nuevo término es generado tanto por el espacio de fondo, a través del 
factor de la no conmutatividad , como por variaciones del potencial. Es como 
si el campo externo pert urbara de alguna manera al espacio y produjera esta 
nueva fu erza. Esto es parecido a lo que ocurre con la fuerza que produce un 
campo gravitacional generado por un campo externo. También podemos ver 
que para el caso de una campo gravitacional constante el término de corrección 
se anula , por lo que se cumple el principio de equivalencia débil. Sin embargo, 
si se toma el potencial de Kepler de un campo gravitacional , la aceleración 
de una part ícula de prueba depende de su masa. Este hecho sugiere que el 
campo gravitacional en espacios no conmutativos puede tener modificaciones 
relevantes . 
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3.3. Simetrías 

En esta sección veremos que simetrías t iene la ecuación (3.11). De la es­
tructura simpléctica (3.7) es claro que si hacemos la transformación de Paridad 

el parámetro 8 í1 no cambia. Con estas reglas de transformación se puede ver 
que la segunda ley de Newton modificada (3.11) es invariante bajo Paridad. 
También podemos ver que si hacemos la t ransformación de inversión temporal 

la ecuación de movimiento (3.11 ) se ve modificada. Esto significa que la no 
conmutatividad implica una flecha en el tiempo. Sin embargo, si se impone 
que bajo inversión temporal se cumpla 

la ecuac1on (3.11) es invariante bajo inversión temporal. Este este tipo de 
comportamiento bajo simetrías discretas también se tiene a nivel de teoría de 
campos [44]. 

Por otra parte, al igual que en el caso estándar, la Hamiltoniana H se 
conserva. Sin embargo, debido al término de corrección de la ecuación de mo­
vimiento (3.11) , para un campo central el momento angular , Lí = mEíjkXíXk, 

ya no se conserva. Además, ocupando (3 7), se puede ver que est a cantidad no 
genera rotaciones. No obstante, podemos construir la cantidad 

ésta genera las transformaciones: 

(3 .12) 

Para el caso de u11 campo central Le se conserva. Ahora, en tres dimensiones, 
cualquier matriz ant isimétrica se puede escribir como 

Así, las t ransformaciones (3 1 '.2 ) tomau la form a de rotaciones en la direc­
ción del vector 8 ,. Es decir. tenemos i rn a simet ría axial. 
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También podemos ver que le término de corrección puede romper la simetría 
de Galileo. Esto no ocurre con la partícula libre o una part ícula en un campo 
constante. En este caso no se pierde la simetría, sin embargo los generadores 
del grupo de Galileo ahora t ienen la forma 

(3.13) 

Un estudio de estas transformaciones se puede ver en [62]. La forma general 
de las simetrías de la ecuación (3.11) de pende del potencial y de 8 , este tema 
lo trataremos en un trabajo posterior. 

3.4. Campo central 

Para el caso de un potencial central, V(x) = V(r), el término de corrección 
a la segunda ley de Newton se puede escribir de forma más sugestiva. Conside­
remos el tensor 8 ;j = Eijk8k. Entonces, para un potencial central el momento 
definido por la ecuación (3.9) es 

1 av 
íl = --8 1 r 8r 1

' 
(3 14) 

que t iene la misma forma que el momento de una part ícul a vista desde un 
sistema de referencia no inercial con velocidad angular íli [63) . Además la 
ernación (3 .11 ) para el caso que estamos considerando es: 

(3.15) 

El segundo término de esta ecuación es el análogo ele la fu erza de Coriolis de­
bido a una rotación, mientras que el tercer término es el análogo a u11a fue rza 
inercial producida por la no uniformidad de la rotación. Claramente Jos térmi­
nos de corrección rompen la invariancia bajo rotaciones para un campo ce11 t ral. 

Veamos ahora dos ejemplos de campo central , primero considerernos el po­
tencial de un oscilador armónico tridimensional V ( r) = ""{

2
1·2 . Para sirnplificar 

Jos cálcu los tomaremos 8 i = 8;38. Entonces, 

( l.16 ) 

Si apelamos al teorema de Larmor podemos ver que la pertu rbación debido este 
potencial t ieue la fo rma de un campo magnético constante cu la di recció11 drl 
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vector 8;. La ecuación (3.16) tiene solución conocida, sobre el eje x 3 tenemos 
oscilaciones con frecuencia w, mientras que en el plano perpendicular a este 
eje la frecuencia de las oscilac iones, a primer orden en 8 , tiene la forma 

8rru.v 
we ;::::; w(l ± -

2
-). 

Ahora veamos el potencial de Kepler V(r) - k En este caso la velocidad 
angular es 

y las ecuaciones de movimiento son: 

(317) 

Posteriormente resolveremos de forma perturbativa esta ecuación. Por el mo­
mento podemos ver algunas propiedades importantes. La primera es que, de­
bido a la dependencias de la velocidad angular en r , la fuerza de Coriolis 
resultante es semejante a la que se obtiene al considerar el campo gravitacio­
nal lejano de un cuerpo masivo que rota [64] y [65], aquí el vector 8 ; es el 
análogo del momento angular del cuerpo rotante. Mientras que el otro término 
de la corrección se puede ver como una fuerza producida por una rotación no 
uniforme del mismo cuerpo [66]. 

3.5. El problema de Kepler en un espac10 no 
conmutativo 

En esta sección resolveremos de manera perturbativa la ecuación (3 .15 ) 
para el problema de Kepler. Esta ecuación nos dará información de la forma c11 

que las travectorias se modifican debido a la nueva estructura simpléctica. Para 
facilitar los cálculos nos conviene tomar 8; = Ó;38 y trabajar en coordenadas 
esféricas. Con estas consideraciones (3.15) toma la forma: 

· ·2 2 dV · 2 
m(i' - r(J2 - r<Í! sen (8)) = -- + mrD</Jsen (8) , 

dr 

m-dd. (r 20) - mi· 2 ci2sen(8)cos(B)~2 = mr2D~sen(8)cos(8) , 
/, 

d •) . ·) ) d 
- (m n f.>sen- (B) = - mrsen(8) - (rDsen(8)) . 
dt . dt 

G3 

(3 l8) 

(3.19 ) 

(:3 20 ) 



En este caso las trayectorias son más generales ·que en el caso estándar, sin 
embargo podemos restringirnos a estudiar órbitas planas. Esto significa tomar 
la solución e= ~, que es válida para todo tiempo. De donde, las ecuaciones 
de movimiento se reducen a 

dV . 
- - +mríl ,i, dr '+'> 

d 
- mr-(ríl). 

dt 

(3 .21) 

(3. 22) 

Antes de continuar, es conveniente ver que forma toman las constantes de 
movimiento en estas coordenadas. Por la forma particular del parámetro no 
conmutativo que estamos considerando, 8 ij = Eijk8k y 8k = Ók38 , tenemos 

Le = 8 [xpy -YPx - GmV (r) - 8~; + GmH]. 

De donde, la cantidad 

p2 
M = xpy - YPx - 8 m V ( r) - 8 

2
' 

(3.23) 

(3. 24) 

es una constante de movimiento. Ahora, en coordenadas polares y con e = ~ , 

M toma la forma 

M = mr2 (~ + íl ) - GmV (3.25) 

De esta expresión podemos ver que la ecuación (3.22) se puede poner como 
M = O. En resumen, para el problema de l\ epler las constantes de movimiento 
toman la forma 

M= 
· 2mk8 

mr2<P+--, 
r 

m .2 M 2 k kGM k2fFm. 
- r + - - - - - -- + ---
2 2mr 2 r r3 2r4 · 

Mientras que la ecuación de movimiento radial es: 

M 2 k 3kMG 282k2m 
mi - -- + - + --- - _ = O 

mr3 r 2 r 4 r º 

(3 26) 

(3.27) 

(3.28) 

Lo primero que podemos notar es que la ecuación (3 .26) es muy pan.:c idn il 

2 · 2mm a 
M, = mr <P+ - --. 

r 
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donde Mz es el momento angular en dirección z para una partícul a de masa m 
que sigue una órbita plana en un campo gravitacional de un hoyo negro de Kerr 
[67]. En ese caso ma es el momento angular geométrico del hoyo negro y Mz se 
conserva. Como vemos estas cantidades se pueden identifi car si consideramos 

mm a = mkG. 

De hecho, para obtener las correcciones a la segunda ley de l\ epler en nuestro 
caso debemos analizar la ecuación (3.26). Por lo tanto, la segunda y tercera ley 
de Kepler para nuestro sistema se modifican de forma análoga a una part ícula 
en una métrica de Kerr. Así, debido a la corrección del parámetro 8 , no se 
recorren áreas iguales en tiempos iguales, es decir , en este caso no se cumple 
la segunda ley de Kepler y, por lo tanto, tampoco la tercera. En particular, a 
primer orden en e, el área barrida por el radio vector de la partícula es 

2MT kbG 
A = -- + 27r . 

ni MJI=e2 
(3 .29) 

Con b y e definidos en la ecuación (3.32) 
Por otra parte, la ecuación (3.28) nos da r en términos del tiempo. Sin 

embargo, es más interesante poner r en términos de </> , para ell o ocuparemos 
la variable 

Ahora, como 

·u =- . 
r 

r = _ M - 28kmv. (du ) . 
m d<jJ · 

la ecuación (3.28) se reduce a 

(M - 2Gkmu)1 d2u ? - (M - 28kmu) (dv) 1 

9 + -Gkm -d 
m d~ m o 

M2 . 
+-· - v - 38kMu2 + 282 k2nw3 

- k = O 
m 

(3 .30) 

(3 .31 ) 

A orden cero en 8 y con los pa rámetros del problema de l\:cplcr estándar , 

J 2EM 2 

e = l +-­
mk2 

esta ecuación toma la form a 

y 
Jv[2 

h = ­
m k ' 

d2 u0 l 
--., _,_ llr¡ - - = U. 
do - h 

G'.i 

(3 32) 

(3 33) 



cuya solución es 

(1 + ecosef>) 
Uo = b (3 .34) 

Al siguiente orden en 8 proponemos 

U= Uo +U¡ 

Por lo que u1 debe cumplir 

d2
u 1 GmkM ( 2 e

2 + 6) 
dr/>2 + u 1 = M 2b2 2ecosef> - 3e cos2 ef> + -

2
- (3.35) 

cuya solución es 

GmkM (e2 + 6 2 ) 
u 1 = M 2b2 -

2
- + eef>senef> - e cosrj> . (3 36) 

A este orden en 8 tenemos 

[1+ecosef>(1-rn (º)[e
2

+6 2 J u = + - -- - e cos2ef> 
b b2 2 

(3 .37) 

con ó = 81~'.N'F. De esta ecuación se puede calcular la desviación del perihelio , 
que está dada por 

27rÓ (mk) 
112 

Óef>Nc = -b- = 27r8 -¡;l (3.38) 

Por otra parte , podemos ocupar la variable 

Tmax + Tmin b 
a= 

2 1 - e2 

Además 
k=mmG 

con m la masa del Sol. Por lo tanto: 

(3 39) 

Es interesa11te observar que de esta ecuación las únicas constantes que no 
determina el sistema SO il G y 8. 
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La corrección que da la relatividad general, con la métrica de Schwarzschild, 
a l perihelio es 

Gm 
ó</>Rc = 67r 2 ( 2 ) e a 1 - e 

(3.40) 

En este caso las constantes fundamentales que no determina el sistema son e 
y C. Por lo tanto aquí 8 toma el papel de constante fundamental. 

Ahora en este caso particular veamos que ocurre cuando el planeta obser­
vado es Mercurio. Para ello debemos considerar los siguientes datos: 

a~ 6 x 1010metros 

e ~ 0,2 

m~ 3,3 X 1023 Kg 

m ~ 2 X 103ºKg 

e ~ 
o-11 (metros) 3 

7 X 1 
2 s Kg 

li ~ 6,6 X 10- 34 J S. 

De donde, el perihelio de mercurio debería cambiar por 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

(3 .44) 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 

Debido a que las correcciones por la no conmutatividad deben ser pequeüas 
y que el número 3 x 10 17 es muy grande Ja ecuación (3.47) implica que el 
parámetro 8 t iene que ser muy pequeüo. Esto muestra que el sistema planeta­
rio es altamente sensible al parámetro 8 , pues, no conmutatividad a distancias 
muy pequei'ias implican cambios a muy grandes distancias. Es decir, en este 
caso la física a pequeüa escala no está desconectada de la física a gran esca­
la. Este fenómeno se puede ver como un reflejo de la mezcla de divergencias 
ultravioletas e infrarrojas que ocurre en la teoría de campos no conmutativos. 

Para fV!ercurio el corrimiento del perihelio observado es 

_ 8 radianes 
Ó00 bs = 27r( 7,98734 ± 0,00037) X 10- . , . 

Entonces, si supone1nos b<PNc ~ Ó</>obs 

C-) ;:::; J x J u -25 Kg. 
s 
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Es decir, 

ne~ 2 X 10- 5Smetros2 , 

.¡¡;e ~ 1 x 10- 29metros. 

Por otra parte, para Mercurio tenemos 

8 radianes 
ór/J nc = 2n(7,987344) x 10-

1 
. , 

revo uc10n 

Entonces, una forma de acotar el parámetro e es pidiendo que 

De donde, 

Así, 

12 radianes 
lóef>Ncl S ló iPc R - óef>obsl ~ 2n(l X 10- ) 

1 
. , · 

e < 3 x 10- 3oK 9 _ 
- s 

ne::::: 21 X 10- 64 metros2
, 

.¡¡;e ::::: (5 X 103 )Lp. 

revo uc1on 

En unidades naturales, esta cota se expresa como 

4 x 1015GeV ::::: 1/ (.;r;,e). 

(3 .50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

Que es un orden de magnitud mayor a la cota que se obtiene con el flfodelo 
Estándar [69]. Sin embargo, para una mejor comparación se debe t ratar el pro­
blema de Kepler no conmutativo en un espacio curvo. No obstante , el tamaño 
de la cota remarca el hecho de que la no conmutatividad a distancias muy 
pequeñas implica cambios a distancias muy grandes, que es consistente con lo 
que se conjetura en [19]. Es notable que cuando se ha tratado el problema de 
Kepler con una estructura simpléctica deformada se t iene un comportamien­
to similar. Por ejemplo, en la referencia [14] se trabaja con una estructura 
simpléctica más comp licada a la aquí considerada, y en ese caso el perihelio de 
Mercurio acota al parámetro de deformación a ser del orden de 10- 68 met ros . 
que es mucho menor a la escala de Planck. 

En un t rabajo reciente se t rató este problema [70], pero en otras coorde na­
das. Las coordenadas que ocuparon son 

(3.5-1 ) 

68 



Con los paréntesis de Poisson 

En estas coordenadas tenemos 

8-L 
i = U= r - -- + 0 (8 2

) y :i;; :i;; 2i ' 

con 
L; = EijkXiPj 

Por lo tanto el Hamiltoniano tiene la forma 

H = p;p; + V(r ) = p;pi + V(i) - e ·_Ld~ + O(C~2) . 
2m 2m 2r dr 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 

Es interesante observar que en estas coordenadas tenemos 11 na corrección que 
tiene la fo rma de interacción espín órbita. Sólo que en este caso el "espín" es el 
mismo para todos. Este término se puede obtener por la precesión de Thomas 
[71]. 
En este caso para el problema de Kepler la corrección a pr illlcr orden en 8 al 
perihelio de una órbita elíptica es: 

(3.58) 

Que coincide con el resultado obtenido anteriormente. Si n embargo, debemos 
tomar en cuenta que estamos suponiendo que las coordenadas l'Spaciales físicas 
satisfacen 

{x;,Xj } = 8 ij · 

Por lo tanto, la trayectoria de una part ícula debe estar en términos de las :r;, 
y no de las i; . Por lo que resulta natural que existan diferencias a ordenes 
más altos en diferentes cant idades físicas. Por ejemplo, el Ha111iltoniano (3.57) 
tiene tocios los ordenes en 8 , mientras que el Hamilton iauo (3.27) sólo t iene 
término de segundo orden en e, pues, está calculado para diferentes n1rialilcs. 

3.6. Constante cosmológica y no conmutativi­
dad, un punto de vista Newtoniano 

U 11 problema importante en la física actual está en la co 11suu1te cusmológi­
rn. P11es. dC'scle el punto de vista observacional existe datos q11c s11gierC'11 que 
el 1111i,·n so se expande con una constante cosmológica pos itin1 [72]. para 1111<1 
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revisión ver [73]. Además uno de los resultados teóricos más interesante se en­
cuentra en la dualidad AdS/C FT que relaciona una teoría de cuerdas con una 
teoría de norma [74] y esta dualidad se establece en un espacio con constante 
cosmológica negativa. Sin embargo , a pesar de la importancia de esta constan­
te en la física, aún existen diversos aspectos de la física relacionada con esta 
constantes que no son entendidos. Por ejemplo, ningún modelo predice un valor 
de esta constante que concuerde con los datos obtenidos observacionalmente, 
de hecho lo valores predichos y los observados difieren en varios ordenes de 
magnitud [75]. Por esta razón se requiere entender la física relacionada con la 
constante cosmológica desde diferentes ángulos. 

En esta sección estudiaremos la ecuación (3. 11) para un modelo cosmológi­
co Newtoniano. Al considerar una constante cosmológica negativa, al igual 
que en el caso estándar, se obtienen soluciones que oscilan en el origen. Sin 
embargo ahora la frecuencia de oscilación se modifica por el parámetro no 
conmutativo. Si se considera una constante cosmológica positiva en el caso 
estándar las trayectorias son líneas rectas que dependen exponencialmente del 
tiempo y la distancia del origen a la posición de la partícula como función 
del t iempo crece exponencialmente. En nuestro caso las trayectorias que se 
obtienen son espirales que se alejan del origen. Además, al igual que en el caso 
estándar , la distancia de la partícula al origen como función del tiempo crece 
exponencialmente, pero ahora el parámetro no conmutativo genera pequeñas 
oscilaciones. El periodo de estas oscilaciones resulta ser inversamente propor­
cional al parámetro no conmutati vo, por lo que es un tiempo largo. En ese 
periodo la distancia crece exponencia lmente, por lo que no conmutatividad a 
pequeñas distancias , es decir un parámet ro no conmutativo pequeño, tiene in­
fluencia a distancias muy grandes. Fenómeno que es similar al de la mezcla de 
divergencias UV / IR de teoría de campos. También se obtiene una corrección 
a la constante de Hubble del modelo. Por otra parte, en el límite 6 fuerte se 
tiene una relación con una métrica t ipo-Godel. 

3.6.1. AdS y dS en e l límite Newtoniano 

Las ecuaciones de Einstein con constante cosmológica, A, en el vacío son 

1 
R¡;v - 2.91w R = Ag¡;v1 (3 .59) 

La solución de estas ecuaciones con máxima simetría tiene la forma 

? /\ ,.2 ., ., dr2 2 2 
ds- = - (1 - - )cdt - + + r d0. 

J (l - /\r 2 ) 
3 

(3.60) 
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Si A es negativa se tiene el espacio de anti de Sitfrr y si A es positiva se tiene 
el espacio de de Sitter. En el límite Newtoniano, e --> oo y A -> O pero cA --> 

finito , la métrica (3.60) general el potencial 

V = - Amc2 r2 

6 
(3 .61) 

Veamos que ocurre con una partícula de prueba en este potencial. El Hamil­
toniano del sistema es 

(3 .62) 

Tomando la estructura estándar obtenemos las ecuaciones de movimiento 

Ac2 

mi= m-x. 3 . (3.63) 

En el caso A negativa se t iene una fuerza atractiva y la partícula oscila en 
el origen. Pero si A es positiva se tiene una fuerza repulsiva y la partícula 
se aleja de forma exponencial del origen. Para el primer caso la distancia del 
origen a la posición de la partícula como función del t iempo tiene la forma 
rA <o(t) = Al sin VAtl. Mientras que en el caso A positiva esta distancia tiene 
la forma es 'l'J\>o(t) = B e.JAt, debido al crecimiento exponencial de la distancia 
con respecto al t iempo a este caso se le denomina cosmología "inflacionaria" . 
El comportamiento de la distancia como función del t iempo para ambos casos 
se muestra en la figura 3. 1. 

Además, podemos ver que el caso A positiva se cumple la relación 

1' = Hr, H = JA. (3.64 ) 

Esta relación representa la ley de Hubble, con H la constante de Hubble. 

3.6.2. Caso no conmutativo 

Ahora consideraremos el Hamiltoniano (3.62) y la estructura simpléctica 
deformada (3. 7). Como \·irnos anteriormente, una modificación importante que 
se tiene por considerar la nueva estructura simpléctica es que la cantidad 
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Figura 3.1: Comportamiento de la distancia al origen de una partícula de prueba 
en Ja comología newtoniana. 

no genera rotaciones y tampoco es una cantidad conservada. Sin embargo, se 
conserva la cantidad 

Ahora, si se considera G ii = Eijk ek, se puede ver que Le genera rotaciones 
alrededor de la dirección G. En este caso podemos decir que la dirección que 
define G es una dirección privilegiada. Por ejemplo, si tomamos este vector en 
d irección z , Gk = ók38. de los paréntesis de Poisson (3.7) podemos ver que en 
este caso la no conmutatividad solo afecta al plano perpendicular a este eje. 

Por otra parte, dado el Harniltoniano (3.62) , la estructura simpléct ica (3. 7) 
y el parámetro no conmutativo 8ij = t;i 38 , las ecuaciones de movimiento son 

mi 
mAc2 Ac2 

2 . 
= -

3
-x -

3
m Gy , (3 .65) 

mjj 
mAc2 Ac2 

= - 3-y+ 3m28±, (3.66) 

mAc2 
(3 67) mz = - -z. 

3 

Estas ecuaciones t ienen la forma de un osci lador en un campo magnético cons­
rn11te en dirección z. Podemos ver que el movimiento en el eje z no se 1·c 

afectado. Sin embargo. para el plano perpendicular a z se tienen modificacio-
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nes. 

Para estudiar los fenómenos que ocurren cuando el parámetro 8 es impor­
tante, al menos que se especifique lo contrario, en nuestro siguiente análisis 
supondremos que en la dirección z se toma la solución z( t) = O. Ahora, to­
rnando soluciones de la forma x = x0ewt y y= y0ew1, encontramos que 

(3.68) 

(3 .69) 

con o: = Ac2 / 3 y (3 = mGo:. A segundo orden en 8 se obt iene 

w=va 1 --::¡:-J=a . ( 
(32 (3 ) 
4o: 2o: 

(3 .70) 

De la ecuación (3.70) podemos ver que para el caso A < O, al igual que en 
el caso estándar el movimiento es completamente oscilatorio. Sin embargo, 
ahora las oscilaciones se modifican por el término no conmutativo. Es decir, la 
constante cosmológica adquiere una corrección del parámetro no conmutativo. 
Por otra parte, si tomamos A > O, a diferencia del caso estándar, se tienen 
frecuencias complejas y no sólo reales: 

± r:: ( ·¡ ,62 ) ± (3 W = WR W ¡ =y o: - - 2-. 
4o: 2 

(3.71) 

En este caso el parámetro no conmutativo, 8 , contribuye a la frecuencia con 
un término imaginario. Esto implica que una partícula de prueba se aleja del 
origen pero también tiene movimiento oscilatorio en el plano. Al orden que 
estamos considerando, las trayectorias linealmente independientes en el plano 
xy son de la forma 

(x , y) = ewnt ( cos(w1t ), (1 - :~ ) sin(w¡t)) , 

(x , y) = ewnt ( sin(w1t ), - ( 1 - :~ ) cos(w¡t) ) . 

(3.72) 

(3.73) 

Por lo tanto , en este caso las trayectorias no son rectas, sino espirales . Por 
ejemplo, para la solución (3. 73 ) las trayectorias que se t ienE'11 ,.;011 si111 il ares a 
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Figura 3.2: Trayectorias modificadas para el caso de constante comológica positiva. 

las mostradas en la gráfica 3.2 Por otra parte, para esta solución (3. 73) la 
distancia de la partícu la al origen al t iempo t t iene la forma 

(3.74) 

A primer orden en 8 el crecimiento de esta distancia es exponencial. El com­
portamiento de r(t) como función del tiempo es similar al mostrado en la 
gráfica 3.3. En la gráfica 3.3 también se compara este comportamiento de r(t) 
con el que se t iene a primer orden. 

De la ecuación (3. 74) podemos ver que el efecto de la no conmutatividad 
en r(t) es más notable cuando se cumple la relación wrt = mr . es decir, cuando 

mr 3mr 
t = -::;; = m8Ac2 · 

(3.75) 

por lo que, debido a que 8 y /\ deben ser pequeiios, este tiempo muy grande. 
Además, como el crecimiento de r(t) es exponencial, en ese tiempo la partícula 
recorrerá una distancia muy larga. Por lo tanto, no conmutatividad a distancias 
muy pequeñas tiene consecuencias a distancias muy largas. Este fenómeno es 
similar a la mezcla se divergencias U V/ 1 R que ocurre en una teoría de campos 
en espacios no conmutativos. También rodemos ver que el ti empo definido en 
(3.75) es proporcional al tiempo que requ iere la partícula para dar n vueltas 
al origen. Es ese mismo t iempo la partícula recorre una d istrn1cia muy grande. 
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Figura 3.3: Distancia del origen a la posición de la partícula como fun ción del t iempo 
en el caso no conmutativo. 

Ahora, para este caso, segundo orden, la constante cosmológica t iene la 
forma 

(32 
H = JWR = va( l - - ). 

40'. 
(3.76) 

Por lo tanto, a este orden tenemos una corrección a la constante de Hu bble, a 
ordenes mayores tenemos una contante Hu bble que depende del tiempo. 

3.6.3. Límite 8 fuerte 

El límite 8 fuerte en el sistema de ecuaciones (3 .65)- (3.67) lo podemos 
tomar como (m/\.c2 /3) ___, O y 8 ___, oo, pero (mAc2/ 3)m8 ___, finit o. Así, 
obtenemos que 

n1x 

mij 

m.z 

Ahora, consideremos la métrica 

/\. c2 ., . 
= -

3
rn- Gy, 

/\.c2 2 
= - m8:i; 

3 ' 
= Ü 

,2 __ ( nsinh
2

/p ·)
2 

sinli
2

21p · 2 2 2 
ds - dt + 12 do + ..J/l drp + dp + dz . 

¡."_) 

(3.77) 

(3 78) 

(3 . 79) 

(3 80) 



Si tomamos límite l -+ O y expresarnos la métrica en términos de las coorde­
nadas 

x = pcos c/;, y = psinc/; , 

las ecuaciones de las geodésicas de esta métrica t iene la forma de las ecua­
ciones de movimiento (3.77)- (3.79). En donde n juega el papel del parámetro 
e (Ac2 /3) . Debido a que cuando se considera el caso l2 = 20, se tiene la métri­
ca de Gi:idel [76], a la métrica (3 .80) se le llama de tipo-Gi:idel. Esta métrica es 
solución de un espacio con constante cosmológica y tensor de energía momento 
diferente de cero. Algunas propiedades de esta métrica se pueden ver en [77] . 
Una relación interesante de este espacio con el problema de Landau se puede 
ver en [78] y [79]. 

A las ecuaciones (3.77)-(3 .79) también las podemos ver como las ecuaciones 
de movimiento de una partícula cargada en un campo magnético en dirección 
z. En este caso A toma el papel de la carga y e el del campo magnético. Si la 
velocidad de la partícu la en el eje z es cero, ésta se mueve en un círculo con 
centro en (x0 , y0 ). Sin embargo, en el caso general la partícula se mueve en una 
hélice. 

3.7. Conclusiones 

En este trabajo mostramos las correcciones que se t iene para la segunda 
ley de Newt on por considerar la estructura simpléctica consistente con las 
reglas de conmutación de una mecánica cuántica no conmutativa. Un resultado 
interesante es que el término de corrección es proporcional tanto al campo en 
que está una partícula como al parámetro no conmutativo . Esto nos permite 
interpretar a la fu erza resultante como un efecto debido a una perturbación 
del campo externo al espacio. Otro resul tado interesante fu e que para el caso 
del potencial de un oscilador t ridimensional las ecuaciones de movimiento se 
pueden ver como las de un oscilador cargado en un campo magnético constante 
y que para el problema de Kepler se obtiene una fuerza con la forma de la 
que produciría un campo gravitacional lejano generado por un cuerpo masivo 
rotante. Además, se mostró que en un campo central el término de corrección 
rompe la simetría de rotaciones, pero el generador de rotaciones en la di rección 
del parámetro no conmutativo se conserva. Con el análisis del corrimiento del 
perihelio de lviercurio se encontró unn cota para el parámetro no conmutativo 
del orden de 10- 58 (metros) 2 . Por últ imo se mostraron algunas implicaciones 
cosmológicas en el lím ite newto11ia 110. 
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Capítulo 4 

Implicaciones Geométricas 

En este capítu lo veremos que en un espacio con coordenadas no conmu­
tativas es posible la cuantización de objetos geométricos. Se compara11 estos 
resultados con los de otras teorías. 

Los resultados de este trabajo se encuentran publicados en la referencia 
[23]. 

4.1. Introducción 

Un resultado importante de la mecánica cuántica es que algunas cantidades 
fís icas, como la energía y el momento angular, deben tener espectro discreto. 
De hecho con la hipótesis de Planck sobre los quantum de luz nace esta teoría. 
Inicialmente la expli cación de estos espectros discretos se dio mediante reglas 
como las de Bohr-Sommerfeld, que son un límite semiclásico de la mecánica 
cuántica. Sin embargo, la explicación de estos espectros se da de manera natu­
ral con las ecuaciones de Heisenberg (o la ecuación de Schrodinger) , es decir , al 
asociar operadores no conmutativos a cantidades del espacio fase. Por ejemplo. 
la energía se cuantiza debido a la dinámica cuántica, a través del Hamiltonia­
no. Sin embargo. otras cantidades, como el espín, no representan propiedades 
di námicas, si no cantidades propias de las partículas. La cuantización del espín 
no es consecuencia de una ecuación dinámica si no del álgebra de los operado­
res que representa esta cantidad. Por lo tanto, en algunos casos la cuantización 
de las cantidades se da únicamente por el álgebra no conmutativa de los opera­
dores . En este capítulo veremos que al suponer un espacio de configuraciones 
no con mu tati vo se pueden cuantizar cantidades geométricas como el área. 

Veamos por que cuantizar objetos geométricos puede ser interesa111 c. Uno 
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de los retos importantes de la física teórica está en aplicar las reglas de la 
mecánica cuántica a la Relatividad General de forma consistentes. Aún no se 
tiene la solución de este problema. Sin embargo , existen argumentos teóricos 
que sugieren que a este nivel algunos objetos geométricos sólo pueden tomar 
valores discretos. En efecto, una de las cantidades geométricas más importantes 
en gravedad cuántica es el área del horizonte de eventos de un hoyo negro, esto 
se debe a que ésta es proporcional a la entropía del hoyo negro [80]. Así al 
notar que el área del horizonte de eventos de un hoyo negro no extrema! es 
un invariante adiabático clásico y tomar en cuenta el principio de Ehrenfest 
[81] (éste establece que a todo invariante adiabático clásico le corresponde un 
espectro discreto en su versión cuántica) Bekenstein propone que el área de un 
hoyo negro debe tener un espectro discreto a nivel cuántico [24]. Bekenstein 
propone un espectro de la forma 

An ::::: ')'l~n, n = 1, 2, ... ( 4.1) 

Recientemente S. Hod [82], a partir del principio de correspondencia de Bohr, 
mostró que la constante de proporcionalidad es ')' = 4 ln 3. 

Por otra parte, una de las propuestas para cuanti zar la gravedad está en 
la Gravedad Cuántica de Lazos [83]. E11 esta teoría se tienen bien definidos 
operadores de cantidades geométricas como el volumen o el área. Además, en 
ciertos casos estos operadores adquieren espectro discreto . Por ejemplo, para 
estos caso, el operador de área de superficies tiene el espectro 

(4 .2) 

donde {j;} toma valores enteros y semienteros; ¡ es una constante de propor­
cionalidad, llamada parámetro de Immirzi , que no puede determinar la teoría. 
Este operador y su espectro es importante para la gravedad cuántica de lazos . 
Sin embargo, considerando análisis numéricos de modelos de "spin foam" [84] 
es posible que la fórmula correcta no esté dada por (4. 2), sino por 

A(j;) = ¡ l;(j; + 1/ 2). (4.3) 

Este espectro para el área fue originalmente propuesto por los autores de la 
referencia [85]. 

En la geometría no conmutativa existen diferentes versiones de la gravedad , 
dependiendo del triplete espectral, (A , H , D ), que se propone. Sin embargo, la 
mayoría de estas propuestas no t ienen versión cuántica. En este formalismo, 
un modelo de juguete que simula algunos aspectos de la gr<'Lvcdad v que tiene 
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versión cuántica fue dado por C. Rovelli [36]. Un resultado notable de este 
modelo es que se cuantiza la pseudodistancia. Veamos de form a somera como 
ocurre esto. La acción para este modelo es de la forma 

1 -
S[VJ = 2Tr[VMVJ (4.4) 

con V el operador de Dirac definido como 

y M es una matriz de 3 x 3 que determina las ecuaciones de movimiento. Como 
vemos esta acción tiene la forma una acción para un modelo de matrices. Las 
variables m y n1 satisfacen los paréntesis de Poisson 

{m,ni} = iG (4.5) 

con G la constante gravitacional. Por otra parte, recordemos que la distancia 
geodésica entre dos puntos en el formalismo de A. Connes está dada por 

d(p,p' ) = sup Jp(a) - p'(a)J. 
{ aEA,f[D ,r.(a)]f '.::1 } 

En pa rticu lar , en el modelo de C. Rovelli esta distancia torna la forma 

d(p,p') = ~­
v2mm 

(4.6) 

(4.7) 

Ahora. a nivel cuánt ico se deben imponer las relaciones de conmutación 

(4.8) 

que definen un álgebra de operadores de creación aniquilación. Con estos ope­
radores se puede formar el operador de número 

- ,;,i m 
N = - ----

JfiG JfiG' 
( 4.9) 

De donde, a la ca11t idad clásica nnh le podemos asociar la cantidad cuántica: 

61171.t + 1i1hh 
--

2
-- = ric uv + i / 2) (4 .10) 
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Por lo tanto, el espectro del operador distancia• d en el formali smo cuántico 
tiene la forma 

d = Lp 
N )2N + ( ( 4.11 ) 

Como vemos las reglas de conmutación (4.8) implican que la pseudod istancia 
adquiera un espectro discreto. Por lo tanto, es posible que en un modelo de geo­
metría no conmutativa más realista con versión cuántica se puedan cuantizar 
otros objetos geométricos 

Por otra parte, aún no se tiene una versión final de la gravedad en espacio 
con coordenadas no conmutativas, la mayoría de las versiones existentes son 
para una gravedad topológica o con torsión [86]. Tampoco es claro que en estos 
espacios se pueda cuantizar la gravedad. Sin embargo, estos espacios tienen 
propiedades interesantes para este tema, pues, como veremos en Ja próxima 
sección, en estos espacio se pueden cuantizar objetos geométricos. 

4.2. Cuantización del área en un espac10 no 
conmutativo 

En esta sección veremos algunas implicaciones geométricas que se obtienen 
por suponer que un espacio de dos dimensiones espaciales es no conmutatirn . 
También veremos algunas relaciones con los resultados de gravedad cuántica 
de lazos. 

Para iniciar. consideremos 

[i1, i 2] = i fiG con 8 > O. 

Entonces, podemos fo rmar los operadores 

' t 1 ( ' . ' ) y a = /2h8 x 1 - ix2 , 

que sat isfacen 
[a, a,t¡ = i. 

Con estos operadores podemos definir el operador de número 

¡\r = a,ta, , 

de donde 
¡ \1. át J = at y ¡.N, a] = -a. 
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Por lo que, a,t y a son operadores de creación y aniquilación , respectivamente. 
Por otra parte, en términos de las coordenadas N t iene la forma 

(4. 15) 

Es decir , podemos definir el operador 

Á 2 2 A 1 
- =[(xi) + (i2) ] = 2h8[N + -) . 
n 2 

Como Á/n es un operador positivo, N debe tener un mínimo. Por lo tanto 
Á/n está cuantizada en niveles igualmente espaciados por el intervalo 2/i8: 

con 

Á Á 1 
-In>= -In>= 2/i8(n +-) In > . 
n n 2 

( '1)n 
In>= -ª-10 > 

VnT 

(4.16) 

( 4 11) 

Es tentador tomar a ¡A;; como un operador de distancia . Sin embargo. 
para. hablar de distancia se requieren al menos dos puntos y dado que las 
coordenadas espaciales no conmutan, no tenemos una definición de punto en 
el espacio. Por esta razón creemos que es más conveniente relacionar este ope­
rador con el área de un círculo. El área de un círculo está defin ida corno 

Entonces, la versión cuántica de esta cantidad tiene la forma 

Por lo tanto. Á está cuantizada en términos de 2nh8: 

(.J 18 ) 

Podemos ver que, a pesar de que el área se cuantiza, las coordenadas esp::iciales 
no necesariamente toman sólo valores discretos. La discretización de ca11ti<fa­
des geoméLricas también ocurre en el modelo original de Snyder [8] 

Co111n \"(•1110:; el espectro para el área de un círculo obten ida e11 1111 <'spac io 
110 con11111 1.nti \·o (4 .18) es semejante al que se obtiene para u11li ovo11<·g;r<J (-1.1 ) 
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Además, contiene una parte del espectro (4.3), que corresponde al operador 
de área que se propone en [85]. Esto puede indicar una relación entre las dos 
teorías. Sin embargo, hay que notar que la gravedad cuántica de lazos es válida 
al orden de la escala de Planck, mientras que las cotas para la no conmutati­
vidad, en energía, son menores [68], [69]. 

4.3. Fuzzy esfera 

Otra propuesta de espacio no conmutativo está dado por la llamada fuzzy 
esfera. Consideremos el álgebra SU(2): 

i = l,2,3. ( 4.19) 

De donde L 2 tiene los valores propios 

[} = J(j+ l) 7 = O, 1/ 2, 1, 3/ 2, ... (4.20) 

Por lo tanto si formarnos las variables 

, re 
x, = v z Li ( 4.21) 

Este espacio satisface las reglas de conmutación 

(4 .22) 

con r 2 = iii' . Estas son las reglas de conmutación de la Fuzzy esfera. De la 
definición (4.21) podemos ver que los valores propios de r 2 son 

r
2 

= GJj(j + 1) (4 .23) 

Así, el área para una esfera t iene lo valores propios 

A(j) = 4H
2 = 411Jj(j + 1) 7 =O, 1/2, l, 3/2, ( 4.24) 

que es similar al espectro dado por gravedad cuántica de lazos (4.2). Sin embar­
go , en el caso de la fu zzy esfera este espectro sólo es para una esfera. Además 
de que en el caso de 8 débil las coordenadas (4.21) se anulan. Hay una extensa 
literatura sobre el estudio de este espacio. una buena referencia se encuentra 
en [87]. 



4.4. Algebra de Virasoro y e~tados coherentes 

En esta sección veremos que con coordenadas no conmutativas se puede 
construir una representación del algebra de Virasoro . Hecho que tiene cierto 
interés. 

Supongamos que tenemos las reglas de conmutación 

[i1 , i 2 ] = in8 con 8 > O. ( 4.25) 

Entonces, podemos formar los operadores 

y (4.26) 

que satisfacen 
[a, at] = i. (4.27) 

El operador de traslaciones en este espacio se puede poner de la forma 

( 4.28) 

pues, 

(4.29) 

Ahora, definamos 

(4.30) 

entonces, ocupando los operadores de creación y aniquilación, tenemos 

U( ) U( ) ( -<i 1-z •a) 
U¡ , 0"2 = Z = f - (4.31 ) 

Por otra parte, con los operadores de creación y an iqu ilació n construidos po­
demos formar los operadores 

(4 32) 

que satisfacen 
(4.33) 

Por lo tanto , tc11c111os una subálgebrn del Algelm-c de Virasoro . llamada álgebra 
de \Vitt . El álgebra de Virasoro estA definida por ( 4 33) con n y m corriendo 
en los enteros. Esta cílgehra es central en la teoría de c11erdas ya que genera la 
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simetría conforme, que es la simetría de norma de la teoría [46]. 
Con los generadores del álgebra de Witt podemos definir un operador genérico 
de la forma 

Á.(w) = L c,,wn+2[n 
n?::-1 

con w una variable compleja. Entonces, si tomarnos Cn 

operador Á.(w) t iene la forma explícita 

' • t 
A(z ) = zae2 ª 

1/n! y w 

Entonces, para z =I O podemos definir un estado coherente como 

Á.(z) 
- 2 ¡o >= lz > . 

z 

Además, si tomarnos Cn = 1 y w = 1 / z tenemos 

L 1 ' 
A(z) = T( z) = -

2
ln zn+ 

n 2: - l 

(4.34) 

z, el 

(4.35) 

Que es el generador de las transformaciones conformes , de donde, in se puede 
poner como una integral de contorno. 

(4.36) 

Por otra parte. ocupando el operador de áreit tenemos 

(4.37) 

(4.38) 

También podemos construir los operadores 

n ?. - 1 (4. 39) 

que cumplen el á lgebra 

[l,,, l m] = i 8 (r1 - n 1 ) ln~m (4.40) 
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Sin embargo, no es la única realización del á lgebra conforme. Por ejemplo, si 
definimos 

las cantidades 

satisfacen el á lgebra 

• .i 1 
X¡ = VFIB .Y 

H = ~ [uc2)2+ (~)2 ], 
1 

D = - [x1X2 + X2x i] , 
2 

I< = ~(xi )2 

[D, Hj = 2iH, [D, J< j = - 2iI<, y [H, I<] = - iD. 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

( 4.44) 

( 4.45) 

D es el generador de dila tación , J< el generador de las transformaciones con­
formes especiales. Ahora, si tomamos la combinación lineal 

Lo 

l 
= - (H - K ~ iD) , 

2 
1 

= - (H + J< )' 
2 

tenemos el álgebra en la forma de Virasoro 

En particular tenemos 

1 [( • 2 ( - ) 2 .9 J Lo= 4 x2) + x 1 + (x i )2 

( 4.46) 

( 4.47) 

( 4.48) 

(4.49) 

que es un operador posit ivo, por lo que sus valores propios deben ser posit i­
vos. Por otra parte, de la ecuación (4.48) podemos ver que L+1 actúa como 
operador de aniquilación mient ras que L_1 es 1111 operador de creación para 
los estados propios de L 0 . Por lo tanto, L0 tiene u11 espectro discreto con un 
mínimo. 

Como vemos , es posible construir una represe111 ació11 el e! álgebra conforme 
con coordenadas espaciales no conmutativas .. .'\111 1 110 es clara la ut ilidad de 
esta álgebra en estos espacios , sin embargo debido ;1 su in1ponancia en otras 
áreas de la física es posible que posteriorme11 t!' ~ , , ('J1c uemr<' uua aplicación. 
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4 .5 . Conclusiones 

En este capítulo vimos que en un espacio no conmutativo de dos dimen­
siones es posible cuantizar el área. Es decir , hay espacios no conmutativo que 
t ienen cantidades geométricas que sólo pueden tomar valores discretos. Este 
resultado, a pesar de ser tr ivial, es interesante, pues existen algunas indicacio­
nes teóricas de que a nivel cuántico la gravedad implica que algunos objetos 
geométricos, como el área del horizonte de eventos de un hoyo negro , se deben 
cuan tizar. 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

En este trabajo se abordaron tres problemas relacionados con espacios de 
coordenadas no conmutativas. De estos problemas se t ienen algunos resul tados 
interesantes, sin embargo también se tienen preguntas por responder. 

El primer problema tratado está relacionado con la forma en que las con­
diciones de bordes de una teoría de campos afectan la estructura simpléctica. 
Este tema es de interés pues hay condiciones de borde que implican no co n­
mutatividad en la frontera del problema. En teoría de cuerdas esto produce 
campos no conmutativos a bajas energías. Tomando la idea de que las condicio­
nes de borde se pueden tomar como constricciones, en esta sección propusimos 
un método alternativo para resolver el problema de encontrar la forma en que 
se modifica la estructura simpléct ica dadas unas condiciones de borde. La pro­
puesta hecha se basa en definir un problema donde las condiciones de borde 
se toman como constricciones válidas en toda la región del problema y aplicar 
el método de Dirac, posteriormente la estructura resultante se mapea al pro­
blema original. La propuesta funciona para diversos ejemplos conocidos. Sin 
embargo , no se da una prueba de que este es el método que resuelva el pro­
blema. Tampoco es claro que funcione para sistemas con libertad de norma. 
Para resolver este problema en general se deberá estudiar más a fondo las pro­
piedades locales del espacio fase de un problema con frontera. Un buen inicio 
sería traLar de encontrar la estructura simpléctica consistente con la meecín ica 
clásica con condiciones de borde de Neumman. 

El segundo problema q11e se abordó en este trabajo fu e estudiar el límite 
clásico ele un espacio no conmutativo. Para ello se construyó una mecá rri ca 
clás ica con la estnrctura sirnpléct ica consistente con las reglas de conmutación 
d(' la n1l'cA11i ca cuúntica 110 co rmmtativa. En esta mecánica clásica se ri(' tlC' 
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una correcc10n para la segunda ley de Newton. Un resultado interesante es 
que el término de corrección es proporcional tanto al campo en que está una 
partícula como al parámetro no conmutativo. Esto nos permite interpretar a 
la fuerza resultante como un efecto debido a una perturbación del campo ex­
terno al espacio. Para el problema de Kepler la corrección tiene la forma de 
la fuerza que produce un campo gravitacional lejano generado por un cuerpo 
masivo rotante . Se mostró que en un campo central el término de corrección 
rompe la simetría de rotaciones. Se estudió el corrimiento del perihelio de Mer­
curio y se encontró una cota para el parámetro no conmutativo del orden de 
10- 58 (metros)2. Esta cota es más fuerte que algunas encontradas en sistemas 
de altas energías y es dos ordenes mayor que la mejor cota encontrada para 
este parámetro. Por último se mostraron algunas implicaciones cosmológicas 
en el límite newtoniano. En este trabajo queda pendiente obtener el límite 
clásico de un espacio que es curvo y no conmutativo. Este límite es de parti­
cular interés ya que podría dar correcciones en sistemas como un hoyo negro 
o en el problema de la constante cosmológica. 

El tercer problema abordado fue estudiar objetos geométricos en un espacio 
no conmutativo. Se mostró que en un espacio no conmutativo de dos dimen­
siones el operador de área se cuantiza. Este resultado, a pesar de ser simple, es 
interesante, pues existen algunas indicaciones teóricas de que a nivel cuántico 
la gravedad implica que algunos objetos geométricos, como el área del horizon­
te de eventos de un hoyo negro, se deben cuantizar. Otro teoría que obtiene 
objetos geométricos discretos es la gravedad cuántica de lazos. Por lo tanto, 
se tiene la pregunta de si los espacios no conmutativos están relacionados con 
la gravedad cuántica de lazos. Por otra parte, en un espacio no conmutativo 
se pierde la noción de punto , por lo que se tendría que analizar si en estos 
espacios se debe modificar el concepto de sistema de referencia. 
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Apéndice A 

Soluciones exactas 

En este apéndice mostramos los paréntesis de Poisson que se obtienen al 
ocupar las soluciones exactas. 

A.0.1. Campo escalar 

Para el caso del campo escalar y condiciones de Dirichlet la solución general 
a la ecuación de movimiento es 

(A. l ) 

Aquí 

Se puede mostrar que: 

qn(t) = .f!¡ l dxrj>(x, t)sen(m;) . (A.2) 

Entonces, introduciendo (A.2) en (A.l) encontramos 

rj>(x , t) = r dx'rj>(x' , t)~ 2.)en(nx')sen(nx) = t dx' rj> (x' , t)ó(x - x'), 
Jo 7í n~ l Jo 

de donde 

ó(x - x') = ~Lsen(nx')sen(nx) 
7í 
n~ l 

Además, el momento canónico es 

oL · f2 
IT (x . l) = - .: -- = r:>(r. t ) = L <i,, (i) y-=-sell(nx) 

OO(X. f) n ~ I 7í 

(A.3) 



Ahora, sea iJn(t) = Pn(t), entonces 

IT( x, t) = j!L,Pn(t )sen(nx), 
n 2'. I 

Pn(t) = /! l" dxIT (x, t)sen (nx). (A4) 

Por otra parte, los paréntesis de Poisson canónicos de este sistema son: 

{<P (x ,t),c/>(x' , t)} = O, {<P(x, t) , IT( x' ,t )} = 5(x - x' ), {IT (x, t),IT(x' , t)} = O. 

De donde se obtiene que 

y 

Ahora, si calculamos los paréntesis Poisson con la solución exacta (A.l) y (A. 3) 
obtenemos 

{ c/>(x, t), IT(x' , t)} = ~ L,sen (nx') sen (nx) = 5(x - x') 
7í 

n 2'. 1 

que está de acuerdo con las condiciones a la frontera. Por lo tanto no hay 
contradicción. Con la condición de borde de Neumann ocurre lo mismo. Al 
calcular los paréntesis de Poisson con la solución exacta se obtiene 

{ <P(x, t) , IT(x' , t)} = ~ + ~L,cos(nx')cos(nx) = b( :z: - x')( A.5 ) 
7í 7r 

n21 

{8xc/>(x , t) , IT( x', t)}l x=rr,O =O = Ox5(x - x')lx=r.,O· (A .6) 

Por lo tanto no hay contradicción entre los paréntesis de Poisson y las condi­
ciones de borde cuando se toma la solución exact;:i,. 

A.0 .2. Condiciones mixtas 

En este caso la solución general para las ecuaciones de movimiento ti ene la 
forma 

Con ij¡( t ) = - q;(t) y i¡; = p;(t). Además, de la definición de los n1onwn\os 
canónicos tenemos 

ll ;(x, t) = M;i [si+ L, p,,~) cos(nx)] . 
11 2: 1 \ 
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simplécticas. Pongamos un poco de claridad en est.as afirmaciones. Supo llgamos 
que tenemos la matriz 

M = (~. ~) 
Si pedimos que M sea una matriz que cumpla (8.3). se debr cumplir que 

A'/"GA + A7 C - cT A = e, 
ATG/3 + 13'1 0 - C1 B = J. 

BTGA + B'/C - DT A = - J. 

BTGB + 8 1 D - DTB = O. 

(8.4) 

(8.5) 

(8.6) 

(8.7) 

Ahora, si consideramos el caso B = C = O, /VI represema u11a tra11sforniación 
de coordenadas en el espacio de configuraciones. E11 el rnso estándar. 8 = O, 
toda transformación de coordenadas en el espacio de co11figm ac io11cs es una 
transformación canónica. Sin embargo. si 8 es diferente de cero , ele ( B el ) pode­
mos ver que no cualquier transformación de coorde lladas e11 el espacio de con­
figuraciones es una transformación canónica. Por lo tanto, el grupo si 111pléctico 
sólo permite cierto tipo de transformaciones de rourclenadas e11 el es pacio de 
configuraciones. Por ejemplo , en el caso de un espacio de co nfigurac iones de 
dos o tres dimensiones, las transform aciones de coordenadas que respetan la 
estructura simpléctica son las transform aciones qu e d( 'JH1 1 illvnrirn1t.e el área 
del plano no conmutativo. 

Por otra parte, para encont rar las fu11cio11es gc11crnd orn.-; de l<1'i t rn11~fonna­

ciones canónicas debemos recurrir <1 1<1 ücc ió 11 l-la milto11 ia11a. Ü<' L1 >1cción 

se obtienen las ecuaciones de rn ovi 111i e11 t.o 

.i, 
ar-r 

= Dp, - 8 ;J f1}" 

8H 

<J:c, 

Estas ecuaciones se pueden escribir co1110 

¡), 

iJH 8H 
-_-+ 8 ,J -.­
<)71 , dr1 

¡¡ ! I 

ih, 

'.J.-, 

(8.8) 

([l.9 ) 

113.10 ) 

IUl ) 

1 U.12 ) 



Estas son las mismas ecuaciones que se obtienen considerando una Hamilto­
niana H = H(x , p) y una estructura simpléctica de la forma 

(B .13) 

Es decir, (B.8) es la acción para a un sistema mecánico con la estructura 
simpléct ica (B. 13). 

Ahora, supongamos que hacemos una transformación de coordenadas en el 
espacio fase: 

(B.14) 

tal que la acción toma la forma 

J . 1 . d 
S = dt [(Q' + 2e ;iPi)P; - K(P, Q, t) + dtF(Q , P, t)) . (B 15) 

De donde, se t iene la igualdad 

. 1 . 1 . d 
(:i;' + - 8 ·p· ·)p - H = (Q' + - 0 P)P - K(P Q t) + -F(Q. P. t) (B.16) 2 •J ] 1 2 •J J ' ' ' dt , , 

De aquí es claro que la:; funciones generadoras de las transformaciones canóni­
cas sufrirán cambios debido al parámetro 0. La modificación general de estas 
funciones generadoras la dejaremos para un trabajo posterior. Sin embargo, 
otrn forma de atacar el problema es hacer una transformación no canónica de 
la forma 

(B.17) 

Con estas coordenadas del espacio fase se t ienen los paréntesis de Poisson 

(I3 18) 

y la Harniltonia11a toma la forma 

( I3.19) 

En estas uue\·as coordenadas la acción (B.8) se escribe 

(I3 20 ) 

Por lo tanto. c11 <'Stas I111 cvas variables las funciones generadoras de las trans­
formaciones cauó11 icas Loman la forma habitual. 
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