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Capítulo 1 

Introducción 

E11 Psi.a l.t•sina hace111os 1111a exposició11, rmm11ahlell1e11t.e aut.ocont.e11ida de la 
!.enría d<' proc<'sos cst.ociíst.icos y colllo ella nos puede ayudar cm la evalnacion de 
opc:io11es li11a11c:ieras , l)Spcc:ilica11w11t.e aplicarlas a las opciones europeas. 
El t.rabajo cst.;í. orµ;a11i:.mclo ele la siµ;uicmt.c n1miera. En el capitulo 2 prescnta-
1nos la clclinici{m rlc la int.cgrnl ele It.o, sns propiedades, clesptws en el capít.ulo 
;3 Sl~ est.uclia la regla de lt.o, esta regla 11os pen11it.ira encont.rar la diforencial es
t.ociíst.ica ele ¡n·oc:esos cst.ül:1íst.ic:os, en el capítulo ,¡ aborrlare111os las ec11acio11cs 
diferenciales rlc Ito, su sol11cic'>11, co11clicimws de cxist.l)Jlc:ia y unicidad y por (1!1.i-
1110 las ec11acio1ws cliforem:ialm; est.oc1Íst.icas li1wafos, e11 el capitulo [j est11rlian11os 
el lllorlelo ele 13lack-Scholes para 1111a opcicí11 europea, harm11os 1111 rec11e11t.o de 
las aport.ac:ioucs ele los 111oclelos a11t.eriorm; al 111odelo de 13lack-Scholes, 1111a de
cl11cció11 de la ecuac:ió11, así COlllO i11t.rod11cir u11a serie de co11cept.os usados en la 
t.coría moderna de las 11111.f.e1111lt.icas li11a11cieras. Por ült.i1110 lrnrelllos 111m serie ele 
co1H:lusiu1ws y observacio11es. 



Capítulo 2 

Integral de Ita 

E:n !'S!.l~ c:apít.1110 proc:Pdmetnos a la const.1·11cció11 de la iulcgrnl de lt.o. Para 
tal proplísit.o cunsicleretnos 1111 prnccso de \.Yimwr IY, y ot.ro proceso estm;;íst;ico 
f. Para garaut.i,,,ai· la existencia de t.al i11t.egrnl, t.euemos que imponer ciertas 
<'llltdicio11Ps ele i11t.cgrabilidacl sobre f y el espacio L2. 
Lo qne hanm10s es cldiuir la integral de Ito J;~ J(t.)dW(t.) para 1111 proceso J E 
D:.i[a, u] lo cnal haremos e11 dos partes. Ernpe,,,amos con el proceso f E L2[n, u] 
l~S<:alo11ado, ltwgo defi11i1llos la iut.egrnl de Ito como 

.{' f(t)dW(I.) = ~ f(t.¡)(W(/.;+i) - W(t¡)) 

Para un proceso ge11eral J E L2(n, u] que 110 es escalo11ado, procederemos de la 
sig11ie11te 1na11era 

(a) Aproximamos f con una sucesióu de procesos escalonados j,, tal que 

{1' 
./" E(J11(I.) - f(l.))'2dl. ~O 

(b) ¡mra cada n la integral .J;~ j,,(t)dW(I.) est.{t bien definida con10 variable 
cst.oc1íst.ica Z,,, y es posible probar que existe u11a variable esl;ociística Z 
tal que . 

Z,, ~ Z en L2 si n ~ oo 

(e) Luego definimos la integral estocí1st.ica como 

¡~ ¡·b 
j,,(l.)rlW(t) = lím f 11 (t)rlW(/.) 

, (1 ll~OO. a. 

[j 



2.1. Función escalonada 

Sea n llll co11ju11to arbitrario llO vacío. 

Sea (n, :F) 1111 espacio llledible, es decir :F es 1111a fiuniliit de- s11bco11j11ut;os de 
n tal que: 

(a) S1 E :F 

(b} A E :F => flC E :F 

Deci111os que :F es uua a-¡ílgebrn de n. 

Sea U 1111a familia arbitraria de s11bco11juntos den y sea {:F;, ·i E l} la coleccióu 
de a-1Ugchras den que contieue a U. 

Eutonces 

a {:F} = íl;E 1:F;, es la 111ínima a-álgebra que contieuc a U y la llamaremos la 
rr-1ilgebrn generada por U. 
Sea n 1111 espacio 1uétrico. 
Si U es la familia de todos los subconjuntos abiertos de n, e11tonces a a {U} la 
llalllarnmos la a-1ílgebrn de Borel de n 

Sin= R" entonces a{U} = B(R") 

Definición 2.1. Uua medida de probabilidad P en una a - á.lgcb7·a de subcon
j11utos den, es una f'nncióu qne t.ie11e dominio en :F y rango en el intervalo [O,l]. 
Esto es: 

lP': :F -t (O, 1], :F una a - álgebra 

y que sat.isf'ace admmís los ~ig11icnt.es axiomas 

(n) IP'(n) = l 

(b) IP'(A) 2: O 'v'Aen 

ü 



(e) SiA1, 112.· · ·. A11 • • • n.s 1111a s11ce.s1011 i11fi11ita 1111111erahle ele co11j111ll.0H dis
j1111t.os por ¡11u·cs de :F. Eut.ouces :m c1u11ple que : 

00 00 

P( u A11) = L P(A11) 
11=1 11=1 

A la terna (n, :F, P) se le conoce como espacio ele probabilidad. Do11ele n es 
llll espacio lllllCStral, :Fes lllHL signm-álgebra ele S1tbco11j11utos ele n lla111aclos 
cve11t.os .Y P es 111m medida de probabilidad. 

Sea (n, :F. P) 1111 espacio de probahiliclael y (n', :F') u11 espacio medible arbi
trario. 
Eut.0111:cs ch!ciu10s <¡lll! 

.\ : n --> H' es 1111a variable aleatoria si: 
x- 1 (A) E :F VA E :F' 
Si (n', :F') = (R", B") clcci111os que X es Borel medible 
Co1110 c:o11sccuc11cia 
rr {X}= { x- 1 (A)IA E :F' e :F} es 111m sub-a-álgebra ele :F. 

Sic?ucln la 111í11i111a a-1Í.lgebra ele D con respecto a la cual X es meelible 
Lla111arc1u1os a a {X} la a-fügebra generada por X 

Sna (n, :F. P) 1111 espacio de probahiliclad y (S, J) un espacio 111ecliblc y T u11 
c·o11j1111l.o de pani111et.ros o í11dices. 
Una colec:cit'iu ele X(·)= {X1, t. ET} de variables aleatorias X 1 sobre 
(n. :F. IP) co11 valorns e11 S, se dice que c!s 1111 proceso est.ocást.ic:o 
Si X(·)= {X(t.), t.~ O} es 1111 procei;o est.oc1íst.ico COll valores Cll n', defiuimos la 
rT-1Ílgdira por {X (8 ). O ~ 8 ~ /.}, como la mínima a-álgebra con respecto a la 
c:ual X(/,) es 111eclible para cadas E [O,I.]. 
La cual cle11ot.are111os por: 

:F{ =a {X(s),O ~ s ~ /.} 

7 



Sea {.7='1,1. 2:: O} una familia ele a-1Ugebras den, y X(·)= {X(t),l 2'.'. O} un 
proceso est.oc1ísl.ico rlefin irlo sobre n. 

E11l.011Cl?S 

(a) {.7='¡,I. 2:: O} es una filtración ele (H,F) si {.7='1, /.;:::O} es 1111a liuniliacrecie11l.e 
ele 1mb-a-1Ugebras de F, es decir: 

(b) X(·) est1í adaptado a la filt.ració11 {.7='1, /. 2:: O} si X(/.) es F 1-111eclible V l. 2:: 
o 

Lla111are1nos la filtración natural del proceso est.odsl.ico X ( ·) a { .r{, t 2:: O} 

Un pmceso estoctí.sl.ico {vV(t), t;:::} es llamado proceso de Wiener si: 

(a) W(U)=O 

(b) W( ·) tiene incre111e11tos independientes 

(e) IV ( ·) tiene incrementos estacionarios tal que 
W(l) - IV(.s),..., N(O,a2 (t - .s)) con t;::: .s y a 2 >O 

Consielermnos 1111 proceso ele Wiener vV(·)={W(t.), t.2:: O} estándar (a2 = 1) 

Sea F"' = f.rt, l. 2:: O} la fiHració11 natural de W(·), es decir: 

FJ'' = a{W(.s),O :S s :S t} 

SPa 1111 intervalo [a., b] con a. < b < oo, que sie111¡>1·e estar1í dot.aclo de la a-1Ugebrn 
de? 13ord B[n, b]. Cosiclcrcmos el espacio L2 = L2 (r2, .r, P) y el espacio L2 = 
L~([n, /J] X n, B[a, b] X F) COll el sig11ie11te producto interno. 

rb rb 
< J,g >:=E(./" f(t)g(l.)dt) =.fu E[f(l.)g(l)]cU. (2. L) 

entonces, la JlOl'llJa ell L2 ([a., b] X n) es 

/

·b 

llhll =V< f,j > = . " E[j2(l)]clt. (2.2) 

8 



Sea F 1"={F}1',t,;::: O} la filtraci6n nat.urnl de W(·), es decir 

F/ 11 = a{W(8),0:::; s:::; /,} 

Definición 2.2 Sea O :::; 11. :::; /1, c:o11 N[n, b] la familia de procesos estoc1íst.icos 
}'(·) = J(l),l;::: O tales que 

(a) J(t,, w) : [O, oo) X n ~ Res 111edihle 

(b) J(-) esl.<'t adaptado a F 11 ' 

(c) f E L:¿((n, b] x !1) 

Dedillos que f E N[a, b] es un proceso escalonado si existe 1111a partición 
11. = f.o < f,, < , . , < t. 11 rle [a,b] t.al que 

J(t) = f(t,;) 'v't E [t.;, f.1+;), con ·i =O, 1, .. ·, n - l 

en otrns ¡rnlabrns 
11-l 

f(t) = ¿ f(f,¡)l¡1;,l;+i)(I,), 
i=O 

por convenci611, [t,,,_,, ''") = [f,,,_,, b] 

Denotemos por &(a, b] ht suhf:u11ilia de prncesos est;oClÍsl.icos escalonados f E 
N[a,b]. 

F}" = a{W(s),O:::; s:::; /,} 

!J 



2.2. Integral de Ito para funciones escalonadas 

Sea { l,V (l.), /. 2:: O} el proceso de \Viener con panímetro a~. 
Sean a,/¡ E R !i11itos y sea r una l'llncion conti1111a111ent.e difonciahle e11 [n, bJ y 
f E l'[a, bJ esca lonnda. . 

Corno cd proceso de Wiener no es diforenciable, la integral J;~ J(l.)dW(l) no 
cst.1í hie11 definida, en el sentido usual. Pero podemos darle sentido a esta. in
t.egral de la sig11i1!11f.c 111a11era. 

Defi11a111os la iut.egral como signe: 

lím f'ú j(I.)( W(t + i:) ;;_ W(l))d(I.) 
<--10./b , € .. 

siempre y cuando el límite exista. 

U11a fornm de verificarlo es hacieudo lo siguiente 

¡·ú W(I. + f:) - W(t)· /'ú d l 1.·t+c 
f(t)( )d(I.) = j(l,)-

1 
(-( W(s)ds)dl) 

r1 (; • a < .l (; • l 

Integrnnclo por part.es 

f'b W(l +E) - W(I) 1 (1+< /'b 1 1.·l+c 
./,, f(t)( ' r: ')clt= [f(l)~./, W(s)ds]~-,-./" !'(!.)(~. t W(s)cls)cU. 

El lado derecho de la anterior ecuación converge a 

!
•Ú 

f(t)W(l.)J~ - J'(l.)W(l.)cl(., 
'(/ 

est.o es cierto darlo que el proceso de \Vieuer tiene trayectorias continuas. 
Por lo tant.o definirnos J;~ f (f.)dW(I.) 
Corno el lí111ite de 

L 1.·I+< ¡·b 1 l·l.+c [f(l)- W(8)<'8]~ - f'(I.)(- W(s)ds)dt 
[ ' 1 "' (;' l 

cuando € -+ O 

Es decir 

fúf(t.)clW(t.) = J(b)W(b) - j(a.)W(a) -.!~ú J'(t)W(I.) 

---~ ::--::-:e.-:--:. n;--"1 fi'.:ulS . ·~ 1~ En conclusión podemos definir la integral de Ho con10. 

10 FA1JJ\ DE_QB!GEN 



Definición 2.1. Si j E l'(n, /J] es escalonada, dcfini111os Ja integral de lto de f 
cn1110 

.¡, 11-l 

!(!) = / j(t.)dW(l) = L f(/,¡)[ll'(/.¡+t) - W(/.¡)] (2.:i) 
·a - i=O 

11 



2.3. Propiedades de la integral de Ito 

Propiedades de la integral de Ito 

(a) J;'.'(crj(l) + (:Jg(I.) )dW(l) = n J;~ j(l.)clW(I.) + (J J;~ g(l.)dW(I.) \:/ f, g E l'[n, b]; 
n,(J E IR 

(b) B( ¡·ú jdW) =O . " \:/f E &[a, b] 

(e) \íU'r(J;'.' j'rlW) = E(.f;~ jclW) 2 = J;~ E[f'.l(l.)]rll = B(.f;~ j 2 (1.)dt.). 
\:/f E &[a, ú] 

Demostración 

(a) De la ddi11ició11 tememos que 

.J;'.'(nf(i.) + (:l,r¡(t.))rlW(I.) = 
°L,;'_~/(n.f(I.¡) + /:Jy(/.;))[11'(1;+1) - IV(I.;)] 
L,;':ii' nf{l;)[IV(l.;+il - IV(!;)]+ ¿,;'="O' (1y(l.;)[W(/.;+1) - W(I.;)] 
n'L,;':Ci' f(l;}[IF(/.;+i) - 11'(1;)] +/:l°L,:':i1

1 r1(1.;)[W(/.;-1-i)-W(I.;)] 
n J;'.' f (l )r/W (t.) + /1 J;'.' .f (/.; )rlW (l) 

(b) Di! la cldi11fi:it'i11 l.!!1w111os que 

B( /'" jrlW) . " ¿,;~JI E[f(/.;)~W;] 
¿,;'.;01 E{l5[f(t.;)lül';IJ="t1}']} 
L:~J1 E{f(t.;)E[~l·V¡IJ='t1}']} 
lJ 

12 



(e) De la clefinici{111 t.e1ie111os q11e 

E( ¡·b frlWf . (/ E('L,;1:i11 f(t.;).6.11';):! 
E(L,;1:i

1
1 f (t.;)'.! ( .6. W; ):! + 2 E('L,;<j f (l; )(.{_¡ ).6. 11';.6. IVj) 

¿;•:i
1
1 E[f(l;f(.6.W;):!] + 2E[f(l;)f(lj)~W;.6.I\'~¡] 

L,;':ri E{ E[f (I; ):!(~ 11'; f i:F,1,1']} + B{B[f (l.;)f(I,_¡ )~ IV;.6. l 1'_¡\F) 1
.]} 

¿;•:i
1
1 /~ {f (l; ):! R[(~ IV; f i:F,1,1']} + E{f (I; )f (!._¡) E[.6. IV;.6.1·1'1 \:F)"]} 

L,;':C1
1 H[f{l;f]{l,11 -1;) + E'{f(/.;)f(l.,¡).6.IV;E[.6.WJ\F)'']} 

.f;t' E[.f(l):!]rft +o 
J;~' E[f(t):!]rft 



2.4. La integral de Ito con10 límite 

l'[a, b] es denso e11 N[a, b] en Ja 11on11a de L2([n, b] x !1); es decir para cada 
f'( ·) E N[a, b] exist.e una s11cesió11 { J,,} c11 l'[11., b] t.al que: 

!
.¡, 

E(." IJ,,(t) - J(l)i2)-+ O n-+ oo 

La integral de Ito para f E N(a., b]. 

Si f E N[a, b] y por la densidad de l'[a, b] eu N[a, b] exist.e mm s11cesió11 {!11 } e11 
l'[a, b] t.al que 

!
·b 

E( lfn(t) - f(l)l 2)-+ O .¡,,-+ oo 
. " 

811t.011ces la imcesión de i11t;egrales /(!11 ) = ¡·b j,,rlH' es 1111a sucesión de Ca11chy . " e11 L2 = L2(!1,, P) porque 

EIIU11) - I(f,,,)12 El J;'.'U,, - f111)dWl 2 

-+0 n,1n-+oo 

Por lo t.ant.o, existe 111ia variable/(!) E L2 talque /(!11 ) -+ /(!) en L2. 

/
·b ¡·b !(!) = J(t.)dW(t) = lím f 11rlW 

, u 11->oo. n 

a l?St.e, Jí111it.e le ll:t11lHl'ClllOS la integral de !to de f' 

Prnpiedades 

(a) E(J(f)) =O 
• TESIS CCN 
\ FALLA DE OPJGEN 1 

(b) Va.1'(/(f)) = fi~ E[f2 (t.)]dt. 



(e) Cov(.f;:, j'dW,.J;:,[]dW) = J;~ B[f(t.)!J(l.)]dl. V j',y E N[u.,b) 

Demostración 

Como 

!.¡, ¡·/¡ 
j'(t.)dW(I.) = lh11 . }'11 dW 

• (1 11.400. " 

y del siguiente result.ado. 

S<mll X, X,, (n = 1, 2, ... ) variables aleatorias en L2 tales que 

cut.onces 

(a) E(X,,) --+ E(X) 

(li) E(X?,) --+ E(X 2 ) 

E11 u! rnsult.aclo aut.erior t.onia11clo )C,, = ¡·b j,,dW v X = ¡·b }' dW(I.) se comprne-
." J • (L 

han las propiedades de la integral ele It.o. 

¡¡; 



2.5. Variación cuadrática 

Variación cuadrátrica de W(·) 

LaH t.rnycct.orins ele! proceso ele \.Vie11er 110 t.ie11cm variación acotada sobre cualquier 
iut.ervnlo fiuit.o [O,T], esto es: 

11 

S11.pr L IBt¡(w) - Bt;-i (w)I = oo 
i=I 

donde el su1n·m110 se toma sobre tocias las poi-;ibleH part.icioues r: O = t,0 < ... < 
l.11 =Tele (O,T] 

Deinostración 

Asu111at11os que T=l, ahora supougmnos que 

11 

Su.pr L IBi,.(w) - Bi,_ 1 (w)I < oo 
i=I 

para m1 w dado. 

Se T 11 111111 sucesión ele part.icioues r t.al qtw el 11uícl ulo 1ir11 ll -7 O. E11l.011ces: 

L:~'.,, 1 (~;B(w)? < m.a:1:;=1,2 .... ,,l~;B(w)I ¿;:,,, l~;B(w)I 
< '//U1.:1:;=1,2, ... , 11 l~;B(w)lsupr L::'.:1 IB1Jw) - Bt,_ 1 (w)I 

Dado que que ¡.¡r t.ie11e lrayecl.orias co11f.i11uas c:o11probabilicla1, podelllOS asumir 
que l·Vi(w) es 1111a !'1111ciém co11t.i1111a dn t .. 8s t.a111bie11 11nifon11cme11t.e co11t.i1111a 
sobre [O,l] que eu co111bi11acic111 cnu 1ir11 1i -7 O implica que: 

de) aqni qne 

11 

11t<1.:1;¡=1,2, ... ,11l~;B(w)JSupr L IBt¡(w) - Bt,_ 1 (w)I 
i=I 

c:nuverge a O, esto implica que: 

11 

L(6.;B(w)) 2 
-7 O 

i=I 
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Como sn.bemoH q 11e: 
11 

L(~;IJ(w))2 ~ l 
i=I 

e11 prolmbilidad, ele aqui c-¡11e 

" 
L(~;JJ(w)):l ~ 1 
i=I 

cm;i seg11ra111e11l.e para 111m s11hH11cesió11 arlec11nda {n¡,,}, c:;to es 

11. 

L(~;B(w))2 ~O 
i=l 

e:; solamc11te posible sobre 1111 co11j1111to 111110, por lo t.a11to 

11 

P(w: L(~;JJ(w))2 = oo) = 1 
i=I 

Este hecho y la no diferenciabilida del proceso de \Vieucr nos dan la ¡mul.a para 
i11t.rod11cir la variación cuadrátrica del proceso de Wiener. 
Sea T11 mm partición: a= /.0 , 1. 1, ••• , /. 11 = b de [a,IJ] co11 módulo 

Sea. 
11-I 11-I 

S,, = L(6.;W)2 = L[W(l.;+1) - W(/.;)] 2 

i=O i=O 

(a) Si llT11 l I ~ O, entonces 8 11 ~ b - n en L2, c11a11clo n ~ oo 

(li) Si 2: 11 T 11 < oo, cnl.onc:es la co11verge11cia e11 (a) se cumple casi seg11rnme11t.c. 

Demostración 

Como 6.; = W(/.;+i) - W(t.;),..., N(O,t.;+ 1 - t¡) = N(0,6./.¡), entonces: 

E(~W;)2 = 6.l; 

y 

Ent.Dnc:cs 
11-I 

E(S11) = L 6./.¡ = /¡ - (/. 

i=O 
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y 

\la:r(S',,) = E(S',. - (h- r1,))2; 

e11t.011ccs 
8 11 --+ h - a e11 L'2, n -> oo 

es eq11ivalentc a 
\lar(S,,) ->O n--+ oo 

Ahora con10 W(·) tiene i11crm11e11t,os i11depcndie11t;cs, 

Pero como 

Ent.orn:rn; 

n-1 

\lar(S11 ) = L \lor[(il;W) 2
] 

\lar[(il W;)'2] 

i=O 

E(ilW;)'1 - (B{ilW;) 2]2 
:i(ill,¡)2 - (il/,¡) 2 

2{ill.¡)'2 ~ 2lr11lill.¡ 

11-l 

\lar(S,,) ~ 2lr,,¡ L ilf.¡ = 2lr11l(b - r1.)--+ O, 
i=O 

cou lo cual se dc111ucstra (a). 

Ahora Hi 2: 11 lr,,I < oo, cntoncrn; por \la:r(S11 )--+ O 

L Vu:l'(S11) ~ 2(/¡ - r1.) L lr,.I < oo 
11 11 

.. :· 
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2.6. La integral de Ito para procesos no anticipantes 

Definición 2.2. Sea 11'(·) == {W(t,), /, .;::: O} 1111 proceso ele Wieuer sobre 
(n,, P) y H<)a 1( ·) == { 1 1, /. 2': O} una liuuilia de s11b-a-1Ugebras ele :F 

l~11tonc:<?H deci111os q1w 10 es no anticipante con respectto a IV(·) si: 

(a) 1(-) es creciente 

(b) W ( ·) est.;í adaptado a. 1( ·) 

(c) V h >O, W(/, + h) - W(I.) es i11clepeudie11t.e de/IV/.;::: O 

Sean IV1, ... , H'r1 procesos ele \Vieuer indepeudient.es, es decir, las a-1ilgehras 
a{ll';(I.), /. 2': O} con W(/.) :== (W1 (/.), ... , W,¡(l)) E Rrl H<) llama proceso de 
Wic1wr rl-diuumsional. Sm /t == )" :== a{IV(s), O ::; .s s /.} la n1íni11m a-Mgc
bra que cu11ticne a :F111'; para i==l, ... , d. 

E11t.011ces 

{ /i, /.;:::O} es 110 auLici¡mnt.c con respecto a cada 11';(·) pam i==l, ... , el. y tau1bie11 
110 antidpa11t.e con rnspect.o a \.11 (·) == (11'1 (·), ... , W,1(·))

1

' 

Sea W(·) == (ll'i (·), ... , Wr1(·))
1 

1111 proceso de Wiener rl-dit11ensio11al y 1(·) == 
{11, /.;:::O} lllta f'an1ilia no auticipaut.e con respecto a IV(·). 
S1m N[a. b];;:,'"1 la familia ele procesos estoc;íst.icos n1at.riciales F(·) == [J;j(·)] : 
[O,co) x !l -> R 111 xd tal que: 

(a) fij(l .. w): [O,oo) X n-+ IR 

(li) F(·) csl.ií adaptado a 1(·) 

(e) F( ·) E L2([11, b] x n) es decir B[J IP(l.)i:.!d/.] < oo e11 donde llF(l) 11 es la norma 
dt! F(I.) == (./';.i(l)) 

Ent.onccs defini111os la integral de Ito 

f'b F(l.)clW(I.) = ¡·b Frll,V E IR'" 
./n • u 

con1u el vector aleatorio cuya ·i-esima co111pune11te con i == 1,. .. ,'///. <)S 

!.¡, ¡/ ¡· 
( FrlW); :== L fiJdw.i 
'" j=I' 

l!J 
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FALLA DE PRIGEN l 
Capítulo 3 

Regla diferencial de Ito 

E:11 este capít.1110, est.ndian~111os la Pc11;11:ióu iut.egral esl.oc;ísl.ica 

f'I' ¡·11 
X(b) - X(a) = l, U(l.)rll +. " V(t)rlW(I.) 

cloucle W es uu proceso de 'vVie11nr y la primera i11tegrnl del lado derecho es una 
i11t.egral de Rie1111111u1 y la ségumla es uua iutegral de Ho, daremos las co11dicioues 
1.éc11icas para la existe11cia de Ja clifcrc11cial estoc!Íst.ica del proceso X, la.cual 
defiuirmuos co1110 

dX(t) = U(l.)dl + V(l.)dW(t) 

lo haremos para el caso escalar y vectorial. 

3.1. Diferencial estocástica 

Sea 1( ·) = {!¡, /, ;:::: O} uua fill.racil'Jll 110 aul.icipa11te co11 respecto a W (-) y 
Sl'all U(/., w), V(I., w) : [O, oo) X n 4 R dos procesos est.oc!Íst.icos lll()diblcs, adap-
1adosa1(·) y 

i
·l 

JU(s)Jd8 < co y 
.o 

(3.1) 

Definición 2.1. Si X(·)= {X(l), O:::; 1.:::; T} es uu proceso estocústico tal que:• 

!·b ¡·b 
X(b) - X(a.) = U(l)dl + ·. V(t)dW(t) V O :5 a~ b ~ T 

• a . a 
(3.2). 

<'lll.ouces dirc1uos que X(·) tic11e 111m diferencial estocástica eu [O,T] y es-
cl'iliircmos 

dX(t) = U(l.)dl. +V(l.)rlW(I.) (3.3) 

20 



Cn11siclcrc111os la siguicmt.e regla 

¡//, . ¡//, = () 
di.· dW =O 
i/W · 11/. =O 
rlW·dW =1U 

E:ut.011ccs ret.0111m1Clo (:.l.:.l), tenemos que 

(r/X(l.))2 = (U(l.)dl. + V(t.)dW(i.)) 2 

(r/X(/.)) 2 = U 2(l)(<l(i,)) 2 + V 2(t)(dW(t)) 2 + 2(U(t)d(/.)V(t)dW(t)) 
(r/X(/.)) 2 =O+ V2 (t)1//. +O 
(i!X(i.))2 = V 2 (1.)i//. 

Ejemplo 

Salic11ws que 

!
.¡, 1 1 

WdW = -[W 2 (b) - W 2 (a)] - -(b - 11.) 
"' 2 2 

reorde11a11do t.c11ctnos que 

c~st.o implica que 

(b - a) + t' 2W(l.)dW(I.) 
J;~ 11/. + J;'.; 2w(l,)1lW(t) 

= di,+ 21,F(l.)r/Hl(/.) 

dW2 (/.) =di.+ 2W(l.)dW(I.) 

3.2. Regla diferencial ele Ito (escalar) 

Supcmgauws que X(·) t.ie11e la forma diforeucial est;oc1íst;ica (3.:.l) y sea !J(/., :1:) E 
c1.2 ([0, oo) x R) 
E11to11cPs el proceso cst.oc:ástico Y(!,) := !J(/., X(!.)) tiene la diforcncial est.odtst;ica, 

r!Y(i.) := !11(/., X(i.))dt +g,r,(I., X(i.))dX(/.) + ~!l:r.:i:(I., X(t))(dX(l.)) 2 {:.lA) 

S11stit.11yc11do (:.l.:.l) y el valor de (dX(I.)):! de In regh~ e11 (:.l.4) obt;c11e111os 

r!Y(t) = (!/:i:(/., X(t)) + .<J.r:(I., X(i.))(U(l.)dl. + V(l.)dW(i.)) + ~fl:i::r.(/., X(/.))V2 (1.)dl. 
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rlY(I.) = (!Jt (l., X(l) )+Y:i:(/., X(/.) )U (i.)+~Y:r.:i:(l, X (l) )V2 (1.) )dl.+fJ,,,(I., X(/.)) V(l)clW(l) 

dY(t.) := (LfJ)(I., X(l.))d/. + fh:(/., X(t.))(1.)dW(t.) (3.ú) 

donde 

Lfl = (!J:r.(l,X(l)) +fJ:r.(/.,X(l))U(t.) + ~fh::r:(f.,X(l))V2 (l)dt 

Ejemplo 

Sea Y(l) = fJ(l,:1:(1.)) con g(l,:r:) = f(t.):r: y :t;(·) = W(t.) 

Ent.onces 

flt (f., :1;) = J' ( l):r:, fl:r.U, :e) = J ( l) ¡¡ fJ:r.:r:( l, :1:) = O 

s11st.it.11ye11do est.os valores en (3.ú), t.e11e111os que 

d[f(l.)W(t.)] = J'(t.)W(t)dt. + J(l)clW(t.) 

3.3. Regla diferencial de Ito (vectorial) 

Sean U(·) = (U1 (-), ... ,U,,,(·)) 1 E R y V(·) = Vij(-) E R 111 xrl procesos es
l.uciÍst.icos cuyas co1nponm!l.1?s U;(·) y Vij(·) sat.isf'acen {3.J) 
S<!a IV(-)= (H71 (·), .. . ,Wr1)' E lit" nn procPso d1? \Viener. 
La dilimmcial est.odstica dX(t.) = U(l.)rlt. + V(t)dW(l) para este caso sera nece
sario cpw las con1pnc11t.cs de X(-) sat.isfaµ;an lo siµ;nicnt.e 

ti 

rlX;(I.) = U;(l.)dt. + ¿ ViJ(t.)rlWJ{t) 't/'i = 1, ... , '111. (3.G) 
.i=I 

SPa corno en el caso escalar una J'nnción fJ(l,:1:): [D,oo) x R 111 -+ Runa función 
<!ll c1,2 

SPa el vector fila y,,, = (.r¡,,,. , .. . ,fJx,,.) y la siguiente 111atriz fl:r.:r. = (fJx;Xi) E R 111 x 111 

SPa a:= VV' E R 111 x111
, de aqui que las co111po11m1t;es de a son 

d 

ªiJ = (VV') = 2::::: V¡k VJk (3.7) 
k=I 

ade111as 

'1' ·( ) ·T ·( ) '-'"' .( ) : "'111 "'111 ., a,<J:r::i: = ., fl:i·".ª := L....i=I ªfl:i::r. ¡¡ = L....i=I L...j=I a;jfl:i:¡:l:j 
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Si 11t.iliw111os (3.7), t.e11clrc111os que 

d ,,, 

Tr(!J,,,,,rT) = L L !l.i:,:1:1 Vik Vjk 
k=l i,J=l 

El resnllado au1Uogo a (:J.5) es 

(3.8) 

(Lu)(l,,X(I.)) .- g¡(l,,X(t)) + fh:(/.,X(l.))U(t.) + ~Tr(a(l.)!h::i:(/.,X(I.))) 
"'"' lf 

1 
"'"' V V !JI + Lli= 1 !h; i + :I wk== 1 !/:i·p:J ik jk 

(3.9) 

'3.4. Fórú.1ulé1. d,e integración por partes para integrales 
estocásticas 

Supongamos que X(-) E R 2 tiene la diferencial estoc11stica 

es decir que 

crnt.ouces 

"( ) ( U1 (J.) ) l ( V1 (t) ) irrr( ) d,\ /, = U2(t) <./, + V2(/.) r.n /, ' 

dX1 (l.) 
dX2(t) = 

U1 (!.)di.+ V, (1.)dW(t) 
U2(l.)d/. + V2(l.)dW(t.), 

c)st.o resultado Jo podemos declucir de la siguie11te mmwrn 

(3.10) 

Sea Y(I.) := X1(l.)X2(/.) = !J(/.,X(t)) c:ou g(l.,:1:) = :1:1:1:2 \:/:e= (:1:1,:1:2) E IR2
, 

hwµ;o 

!lt = O, !l:i: = (:1:2, :1:1 ), .'/u = ( ~ ~ ) 

a:= V(·)V'(·) = ( ~~ ) ( V¡ V2 ) = ( v~l2 10~2 
) 

Ahora 11l.ifü11111clu (3.9), obte11emos el resull.ado deseado 

TES1S cc;N 
FALL.1~1 n::i ~-- :i 1S·~N 

.... - ................. _ ........ ·-·-.. ··-·· 

-------- --------------------



3.5. Regla diferencial ele Ito (caso general) 

Sea. X(·) E R 111 y que t;icuc la cliforeuc:ial cst.odstica 

dX(l) = U(l.)rU + V(t.)rlW(I.) 

1:011 U(·) E R"', V(·) E R 111 xrl, W(·) E Rrl y fl: (O,oo) x R"'--+ Rrl cm C 1•2 

E11to11ces 

Y(t.) = .fJ(I., X(t.)) = (f11 (l. X(t.)), ... , g¡,.(I., X(t)))' E R,, 

cuyas c:o111prn1c11f.es tiene la difere11cial cstoc:ística. 

rlY(t.) = (r1t(I., X(t.)) + ¿;'.'.:, !h;(t.,X(t.))U;(l)+ 

~ ¿t,=, ¿;'.J=l !h:;:r:1 (t., X(t.)) V;¡,.(t.)VJ¡,.(l.))dt.+ ¿_;1=, ¿_;::,, !h; (t., X(l))V¡¡,.(t,)dW¡,.(t.) 

si s11st.it.11i111os !J por !JI 
c!11l.u11cps 

r1 ,,, D ( \''( )) 
l '() (L )( '( )) l ~~ .'JI t.,. t. () r ( 1 )¡t.= !lt t.,.X t. r.t.+ L,¿L,¿ • V;¡,. t. dH¡,. !.) 

k=l i=I Ü:i:¡ 

du11de 

D 111 u· l t1 '" D:i 
!JI ~ fil ~ "'"""' fil (L.<11) :=-¡¡¡ + L,¿ ~U;(t.) + 2° L,¿ L.,, D···D··,Vi¡,.(l)Vj¡,.(t.) 

, i=I .i., k=l i.J=l .t., º
1'J 

para l = 1, ... , 7J 

TESIS .. _ 
FALLA r~r .. :-·"'.r::N 

.... ! <t""' .•• . • .t,.: \..----- ·----·-
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Capítulo 4 

EcL1aciones diferenciales de Ito 

E11 esU? !'apít.ulo 1?st.ucliare111os la solucit'i11 cl1? la pcuai:iií11 diforc1u:ial 1?st.oc1íst.i-
c;1 

r/X (t.) = f (t., :1:(/.) )rll + G(t., X(l) )r/11' (/.) 

su 1?xist.m1cia y u11iciclad, clarn111os las co11clicio11ecs t.úc11icas para asegurar la 
sol11ció11 ele din. Ta111biú11 cst.udiarc1t108 cua11clo la cc11ació11 diform1cial eHt.od1sf;ica 
cH li11eal y diremos t.a111bic11 cuando cH ho1110gú1wa, aut.01101wt y li11cal e11 se11t.iclo 
rcHt.riugido. 

4.1. Solución ele ecuaciones diferenciales ele Ita 

Sea la cc11ac:ió11 clil'ercncial cstoc1ística de lto 

rlX(l) = j'(l,,X(l))dt.+G(l.,X(t.))rlW(I.) Vio :5 /. :5 T, COll X(/.o) =e (4.J) 

n11 duude: 

11'(·) E ut1, X(·) EH"', f(/.,;1;) E R"', G(l.,:1:) E JRltlXd y e E IR"' CH Hila variable 
a!i?af.oria i11dc¡amclim1t.e de W(l) - IV(/.o) V l 2: lo 
St?a ¡(-) = {¡¡, /. 2: O} la liltració11 110 a11ticipa11t.e con reHpcct.o a W(-) cleli11icla 
COlllO HÍg11e 

11 := a{C, IV'(8),.~ :5 1.} 

Definición 4.1. Deci1110H que u11 proceso cHt.oc1íst.ico X(-) es solución de ( •1.1) 
si He c11111ple que: 

(a) X(-) t?Ht.:í nclapt.ado a 'Y 

'íESIS CON 
ALl 

. 1.,-. , .. ··~riv~~ 
F /} ,. . ..... in ...... ;. · · .·.¡,i .. : 

~- .. ·---·· .. --·----
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(b) f(l,:1:) y C:(l,:1:) 8011 l'u11cio11es 111edibleR tal que 

•'/' 

! lf(f,:1:(1,w))l<oo !/ 
• lo 

·'f' 

! IC:(LX(l,w))I:! < oo 
· lo 

COll 

IGl 2 = 1"r{GG') 

(e) X(I.) satisface 

X(t.) = C + ¡·I F(.s, X(s))rls + ¡·t C:(s, X(s))rllV(s) V /.E (l, T] (4.2) 
. lo . lo 

Si (4.1) satisface las co11clicio11es de Lipschitz y crecimiento lineal, entonces 
tiene una t'ulÍca solución cont.i1111a casi seguramente, es decir si f(l, :1:), C:(l, :1;) 
sat.isf'aceu para alguna co11sl.a11l.c /( 2: O 

IJ(l, :1:) - P(t., 11)1 + IC:(t., :1:) - C:(t., 11)1 :::; Kl:1: -111 V l E [l.o, T] :1:, 11 E R 111 

(4.3) 

IJ(t., :i:)J + IG(t., :1:)1 :::; K(l + J:1:J) V /. E [lo, T], :1: E R"' (4.4) 

Si X(-) y Y(-) son dos procesos estoC<Ísl.icos co11ti11uos que satisfacen (4.1), 
e11tu11ccs 

P(Sup1 0 9-::;rlX(t.) - Y(l)I > O) =o (4.5) 

4.2. Existencia y unicidad 

Existencia 

J)l'fi 11a111os uua sucesión ele procesos estoc1ísticos 

!·l ¡·l x< 11 >(1.) := C + J(s, x< 11
-

1>(s))rls + G(.s, x<n-tl(s))rlW(s) V l. E [l.o,T] 

(4.ü) 
X" ( ·) cst1í aclapt.ado a { -yt} y es 

• lo • lo 

Ahora por inducción, para cada n =O, 1, ... 
co11t.i11110 
Por demostrar ~¡ue existe u11 proceso estoc1íst.icoX (-) tal que: 

lí111 X"(l) = X(t.) 
n-too 

(4.7) 

casi seguramente u11ifor111e111c1üe en l E (1.0 , T] y que X(·) satisface la ecuación 
difcrc11cial cstoc1ística (4.1) y ( 4.2) 
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Para de1110strar ('l..':i), t.e11emos q11e verificar qne: 

S'· . • ·F'I \'"+ 1 (l) _ X" (l) 12 < L1 (Lo(/. - lo))" 
• 11.Jlto$1$ l -" ,. • ,. • - n! V n;;::: O, 

duude 

Do= Lo(J<, 'T - lo) .Y L1 = L1 (Lo, 'T - To, E(C2
)) so11 co11st.a11tes, que 

Demostración de (4.8) 
Caso n=O 

Cu1110 Xº(-) = C, 

00 1 
""P(D11 2: ---::!) < oo ~ n 
n=l 

X(ll(I.) - xCºl(/.) = f"' J(s, C)ds + /,'' G(s, C)rlW(s) 
.f 10 • lo 

l~11l.011ces 

l·l ¡·l E(X(ll(I.) - x<0>(/.)) 2 ::::; 2(/. - lo) E(f2 )ds + s E(G2 )ds 
• lo · to 

Ahora por la condición ele Lipschitr. 

y ele iµ;11al manera para E[G2 (s, C)] 

De aq11i qne: 

E(XPl(t) - x<0l(/.))2 ::::; 2(t - to)[2K2 (1 + E(C'2))](t -1.o+ 1) 
::::; 2('T - /.0 )[2K2 (1 + E(C2 ))]('T - lo+ 1) 

!<:si.o i111plica (4.8) 

Caso n;;::: 1, de mauera similar al caso anterior t;e11e111os q11e 

E(XC 11+1>(1.) - xC11>(1.))2 ::::; Lo f" E(X(n)(s) - X(n - l){s)) 2 rls, 
.f 10 

rn11 Lo:= 2('T - /.o+ l )K, 
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De 1111111cra rcc111·:-;iva, obl.c11m110H qnc: 

y COlllO 

e11t.011ccH se c11111plc (•1.8). 
Ut.iliiando In clcsigualda de Chehyshev, ohte11emo:-; que 

E11t.011cc:-; para clelJlosf.ra (4.!J) basf.a dmnost.rar que para alguna coustaut.e 1\1, 
l.CllClJIOS q U() 

E(D~) :5 M(Lo(T- l.o)"- 1(n - l)!) n;:::: 1 (4.10) 

f.<HIClllOH cjuc : .. 

. ~ P(D,,;:::: ~):::; M ~ u:t(Lo(T- l.o))"-1 < oo 
~ n2 ~ (n-1)! 
11=1 11=1 

Para clmuostrar (4.!J) observemos que 

D" := Sup10 9::;rlXC11+1l(I.) - xC11 l(l.)j :5 I 11 + II,, 

do11de 

I,, .- J;":,'IJ(s,XC11 l(s)) -f(s,XC 11 - 1l(s)Jrls 

II" .- Su111 09:;;rl .J;~·[G(s, xC11 l(s)) - G(s, xC11
-

1l (s)]clW(s)I 

Pllf.OllC!)S 

E(D~) :5 2E(I~) + 2E(II~) 
ele) llloclo que ¡mm de111ostrnr (•1.8) basta ver que existc11 coustantcs Al¡, J\12 t.al 

E(n;,) :::; M2(Lo(T- to)) 11
-

1 (n - 1)! 

Demostración ele {tl.11), por la <.:011clició11 ele Lipschif,;,,, teucrnos que 

•T 
111 :5 J( / 1xC11 >(s) - xC11 - 1 l(s}i21l.~ 

.f 10 
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de nq11i que 

y si po11m11os M1 := J(2 (T - lo) 2 L 1, ohl.mie111os (•1.!J) 

Demostración de (4.12), por la desigualcla de Dood 1 ¡mrn rnartingalas te11-

e111os que 

E(I~) 

si po11e111os 1\12 := 4J<'2(T- lo)L1, obt.e11e111os (4.12) 
A hora como 

P( lí111 S11p{D 11 2: ~}) = l 
11--tOO '//, 

o ele 11m11ern cq11ivale11tc 

P( lh11 lnj{D 11 < ~} = 1 
11-+oo n 

Est.o es, para casi todo w E n, cxist.c N(w) t.al que 

TESIS CU, 
FALLA DE ORIGEN 

Por lo t.a11t.o la sucesión { x< 11 l (/.)} es de Ca11chy COll probabilidad 1 porque 

11-I 

X(")(I.) = x<ºl(t.) + ¿¡xi+I(/.) - Xi(/.)] 
i=O 

Por lo t.aut.o, exist.c 1111 proceso est.oc1Ist.ico X(·) t.al que 

.x<11l(t)--+ X(t.) 

con probabiliclncl l 1111i!'ornwme11te sobre [1.0 , T] De lo ai.1terior podemos decir que 
X(·) rn.;t./Í n~lapt.arlo a 'Y y que X(t) es co11t.i11110 en todo/. E [to, T]. 

Unicidad 
1 ver anexo 3 

2!) 



\ TESIS t· ~: 
\ FALLA DE GRIGEN 

Sca11 X(·) y Y(·) dos soh1cio11es de (4.2), es decir 

Í·I í'I X(t.) - Y(t.) = [f (s, X(.~))- J(.~, Y(.~))]d8 + [G(.~, :1:(8)) - G(8, Y(8))]rlW(8) 
_ • lo _ . lo 

- ('1.1:3) 
V l E [l.o,'I'] 

Por dc111ostrar que 

IEIX(I.) - Y(l)f =O V /.E [lo, T] {tJ.14) 

lo c;11al i111plica (4.ú) 

·To11ie111os cuadrados e11 ambos lados de la desigualdad eu (4.13) y usando (a+ 
b)'2 ::::; 2(n'2 + //2 ), despucs t.orne11ws cspcrnmm, y ut.iliza11do la desigualdad de 
Schwnrt.z u;:, Í!l) 2

::::; u;~ J 2 )(J;:, r/) y si ponemos r1(·) = l, y la isomct.rin de It.o, 
oht.rnw111os que 

IE(X(l) - Y(t.))2 ::; 2(1. - lo) J;'., IE(f(1;, X(s)) - f(8, Y(s))]2d.s 

+ 2.1;:, IE[G(8, X(8)) - G(s, Y(s))j'2rls 

Ahora por la co11dició11 de Lipscbit.z te11e111os que 

IE(f(.s, X(,.,.)) - J(.s, Y(s))]2::::; l(2!E[X(s) - Y(s)] 2 

de 111a11era similar para C. 
Por lo t.a11t.o clefinieuclo g(l) := IE(X(I.) - Y(l)) 2 de (3.15) t.c11e111os que 

/,

•t 

g(/.) ::::; L g(s)ds 
• lo 

con L := {2(1.o - /.) + 2)K 

(4.15) 

(4.lü) 

(4.17) 

y 11t.iliza11do la desig11alda de l3ell11m11-Gro11wall2 , entonces de (4.17) se obtiene 
( ,1, , ,¡) 

Ahora ¡mrn obtener ('1.ú), t.ene111os que (4.14) implica que 

IE(IX(I.) - Y(l)I =O)= l V l E [lo,T) 

l~11t.011ces si <Q es ni co11j1111t.o ele los 11ú111eros racionales, tenemos que 

IP'(IX(l) - Y(l.)I =O V l E Q n [lo, T]) = l 

Ahora por la co11t.iu11idad de l, se t.ieue que 

IP'(IX(l) - Y(l.)I =o V 1.E[lo,l])=l 
2

\'<'I' Anexo •I 
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4.3. Ecuaciones diferenciales estocásticas lineales 

Definición 4.2. Decimos que la cc11ació11 diforcucial cst.odst.ica (4.1) cH 
lineal si es de la forma: 

r/ 

clX(/,) = (A(l.)X(/.)X(I.) + a(l.)cll)d/. + L[l3¡(t,)X(t.) + b;(l.)]dW;(I.), (4.18) 
i=I 

doude A(·),13;(·) E R"'x"' y a(·),b;{·) E R"' 

Ade1111ís, la ecuación diferencial est.ocfü;t.ica li11Cml (<J.18) es: 

• homogénea Hi A(·) = b1 (-) = ... = b,¡{ ·) = O, es decir 

ti 

dX(I.) = A(t.)X(l.)dl + L 13;X(l.)clW;(I.); 
i=I 

• autónoma Hi cH homogémea y A(·)= A y B;(·) = B;, donde i=l, ... , el sou 
111atriccs constantes, es decir 

rl 

dX(I.) = AX(l.)d/, + L B;X(l)rlW;(l); 
i=I 

• lineal en el sentido restringido si B; ( ·) = 't/·i = l, ... , d, es decir 

rlX(I.) = {A(T)X(I.) + 11.(t)dl + 13(1.)clW(t), X(/.o) = C, (4.l!J) 

con B(I.) = (b;j)(I.) E !R"'x1
/ 

Solución ele (4.18) 

Co11siclcrcmos la cc11ac:ión' dctern1i11ista 

:i:(I.) = A(l.):1:(1.) + a(I.) 't//. E [l.u, T], con :1:(1.0) =e, (4.20) 

,Y la COl'l'CH(JOlldicnt.c ecuación homogénea x(t.)=J\(t)x(t.). 

La sohtción •l>(I.) = •I>(I., lo) de la c!ct11tció11 matricial 

•f>(l) = A(l.)•I>(I.) i[>(/.0 ) = ll ('l. 21) 

se llama la matriz fundamental de (4. l!J) y adc111:ís la :;ol11ció11 de (4.l!J) e:; 

:1:(1.) = if>(l.)[r; + 1,·t i[>- 1(8)a(s)rl8] 

. 'º TESIS .. · ... :·: 
:.l L FA11J~ DE _9._RlQ~N 



!~11 particular si A ( ·) = A es i11depc11dicnte de l., entonce:; 

•I> = cA(t-ln) := ~ A"(t - lo)" 
. ~ 1 

O 
'// .. 

11= 

y la :;ol11ció11 de (4.13) resulta ser 

Sea Y ( ·) el proceso estoc:1L'it,ico definido como 

/,
., ¡·l 

Y(/.):= C + •I•- 1 (s)n(s)ds + l•li- 1 (s)B(s)dW(s), con t ;:::: lo 
• lo • lo 

Entonces la soluc:ióu de la ecuación lineal restringida (4.18) es 

/,

.¡ 

X(t) = •I•(t)Y(t.) = <I>(l)[G' + <I>- 1 (s)(u.(s)cls + B(s)dW(s))] 
• lo 

(4.22) 

De rnauern particular, si A(·) =A es 111m 11111.l.riz const,ante, entonces 

X(t.) = eA(t-loJo + ¡·t e11U-to)c + j'e¡
0
A(t - s)[a(s)ds + B(s)dW(s)] (<l.23) 

• /o • 

Demostración 

m proceso Y(.) tiene hi.difereucial esl.odstic:a 

clY(t) = <I•- 1(n(l)r//, + B(t,)dW(t)] 

Ahora, aplicando la regla de Ho (3.11) al proceso estoc1íst.ico 

X(t) = <J•(t)Y(t.), 

1?11tonces por (4.21) y (4.2<1) 

dX(t) 

Ejemplo 

Ecuación de Langevin 

•Í•(t.)Y(t.)dl, + A(t.)dY(t.) 
A(t.)•li(t)Y(t)rlt + a(t)clt. + B(t)clW(t) 
(A(t)X(l) + A(t))rlt. + B(t)clW(I.). 
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La ()t:Uació11 el() la La11givm1 ()8 la i-;iguim1f.() 

·mV'(l) + f\l(t,) = W'(t,), \1(0) =va E lll!, /, 2: O, 

qu() escrita como ()t:lladó11 dif"crnncial ()sl.oc/ÍsUca r]() 1 t.o reHult.a; con n := -/;;, 

L 
rl\l(t) = n\I(/,) + ~rlW(t.) 

'//1, 

Esta ()S una ccuació11· diferencial cst.oc1íst.ica, escalar, lineal en el sentido restringi
do con 

A(-)=:n, 

Como lo = O, m1t.011c()S 

n(·) =O 11 
l 

B(·)=-
·1n 

\l(l) = voc"1 + - c"(t-s)dH1 (s) l ¡·t \;//, 2: O, 
1n, 0 

\l(t) = X'(t) 

es la velocidad de una ¡mrticula con posición X(l). 

:n 



Capítulo 5 

Teoría de Black-Scholes 

E11 PSI.e? c·apít.ulo Pst.11dianm10s PI 111oclelo Blac:k-Scholes para 1111a opció11 call 
Pllro¡w;i, e111JH!Zan?111Cis hade11do u11a wvisiü11 clP las aport.acio11cs ele los mod
elos previos al 111oclc?lo dn Blac:k-Sc:hol<?s. hast.a llegar a ést.e, t.amhicm darc1110s 
los s11p1wst.os del modelo. Calc:11larP111os u11a solucicí11 explícita de la ecuación . 
Daremos t.a111bic\11 la clefi11ici611 de varios c:o11c:ept.os usados en la t.eoria moderna 
ele la maf;en1<it.ica fi11a11ciera, e11 part.icular ele la t.eoria ele 131ack-Scholes. 
Hasta antes del modelo de Black-Scholes solamente dos s11posicio1ws acerca del 
proceso ele precios se? hahia11 prese11t.aclo 

• Bachelier (1900) 

Sugiere el movi111ient.o braw11iano arit;rnét.it:o 

Las principales objeciones al modelo ele Bachelier son 

{a) La suposición ele 111ovimient.o braw11iano arit.mét.ico en la descripción del 
movimie11t.o de prncios 1?sporados in1plica una probabilidad positiva ele pre
cios uegat.ivus y precios de opc:iones nHÍs grn11des que sus respect.ivos precios 
del valor para f. grande 

(b) La suposic:icín q1w el precio medio esperado es cero, sugiero t.asa ele int.eres 
coro y 111?ut.ralidacl al J'Íl)sgo 

(e) La suposiciún implicit.a que la varianza es finita 

Dado que la suposición de nonnalidacl parece llevarnos a. implicaciotws iuacept
ahles, la 111ayoria de los 1noclelos ha11 usado 111m hipótesis alternativa, que el 
logarit.1110 de los precios sigue u11 movimiento brownia110. Esta hipót.esis implica 
cual.ro suposiciones. 

{a) La dist.ribnció11 del cocinnf.i) de precios es indepeudient.e del nivel ele precios 



(b) El cocim1l.c <In precios son iudepcudicut.cs 

(e) La probabilidad de que el precio sea coro os cero, por lo t.aut.o logarit.1uos 
pumleu ser cu1plcados 

(el) La variamm ele Jos precios relat.ivos es finil.a, por Jo taut.o result.a ser ot.ro 
1uimul>1·0 da la elist.rillllcióu Parct.o 

• El modelo de Sprenkle (1964) 

Spnmkle ¡mrcialtneut.e rc11111eve las pl'imems dos objeciones de la forumlnción de 
13acltolier 
Sprmtkle aBu111e que el ¡Hecio ele Jo::; valores est.iiu elist.rilllliclos ele 1111uwrn log
uortual, cmt.011ces result.a la posibiliclacl ele precios 110 positivos y rennteve precios 
i11fi11il.os para las opciones. l!;I l.otua eu cmmta la deriva cm la cami11ata aleat.oria, 
se ¡wn11it.e t.a.sa ele i11t.eres positivas y la aversi611 al ril!sgo. 
Sprcukle supuso q1w e11 ge11eral 110 es verclael que d i11versiouist.a est.ií clispuest.o 
a pagar 1u1 precio por la gara.111.ia exact.a111m1t.e igual al valor esperado del mismo 
valor, de ltec:ho est.aría clisp1wst.o a pagar l!Xact.ame11t.e est.e precio solo si él fuera 
1umt.rnl al riesgo. AelelllaS clicn que ()S conl.raclict.orio asu111ir que la ca111i11at;a 
alc?at.oria ele los precios del valor t.ie11e u11 sesgo o t.e11cle11cia posit.iva, mie11t.ras 
que el i11vcrsio11ist.a paga el valor espcmulo para la opcifüt. 
81 valor elel clitwro C!ll el t.ie111po uo lo c:o11t.e111pla 

• El modelo de Boness (1964) 

Bu1wss si cout.e111pla el valor del di11ero e11 el t.ictupo, lo cual corrige el modelo de 
Sprc~ukl<?, sin e111liargo sus suposicio11es son tales que elifore11t.rn; 11iveles ele riesgo 
parn las accio11es y la opc:ióu son ignorados. 

Sus s11posido1ws son la siguim1t.es 

(a) m 111ercacio es !'.OlllJWt.il.iVO ell eJ se11t.ielo <¡Ue el precio ele equilibrio ele !.odas 
las accio11es ele la lllis111a. clase de riesgo implicau el mismo re11dimic11t;o 
<!sperndo i;nbre la i11versic'in 

(b) La dist.ribucióu de probabilielacl de los vambios ele porceut.ajc esperndo c11 
<!I precio ele c11a.lq11ier acci611 es log11onual 

(e) La variarnm del rn11dimient;o es direct.a1ne11t.e proporcio11al al tiempo 

(el) Los i11versio11ist.11s so11 indifcrcut.es al riesgo 

• El modelo Samuelson (1905) 



Sa1111wlson as1nue que los precios de las acciones signen 1111 111ovilllie11t.o geo111t':t.ri
co hrow11ia110 cou dc?l'iva positiva, cst.o c:s ¡H:nuit.e l.asa de int.eres positivas y pri-
111as de riesgo c:ou la s11posici611 aclic:io11al que la dist.ilJ111:ic'rn dc:I pl'!~c:in tenuiual 
del valor es log11or111al. Sa1111wlson exa1uiua la siguic:ut.c: situac:ic'>u d valor de una 
opción si el nmdi111ieut.o sohrc: la opc:icíu c:s 111ayor cpw el rc:udi111ic:uto de: la ac:c:ic'iu, 
/,: > ¡1 1, el sugiere dos sit.uai:imws 

(a) Si la ac:c:icíu paga 11u divideudo a t.asa 15, si: deliel'Ía esperar al lllcnos que 
p+tl=/,:y 

{b) Si el 111ercado percibe que la opcióu es 1111Ís ricsgrnm que la accióu, entouces 
el inversiouist.a requiere que k > Ji 

• El modelo de BlacK-Scholes 

13lack-Scholcs de111ost.rnrou que es posible crear 11ua cobert;11ra siu riesgos, for
ummlo 1111 portafolio que cout.e11ga 111m acción y 1111a opci{m cal! europea. Lit 
f'ue11te ele los cai11hios cm el valor del port.afolio delieria11 ser los precios, donde 
los act.ivos son fijos a 1111 t.ielllpo dado y el pl'!:c:io del call es 11un f1111c:ió11 del 
precio de la acc:i1í11 y d l.ic:tupn ele ejerc:ic:io, e11t.011ccs los cambios 1:11 el prncio 
del cal! p1wcle11 sPr c:xprnsaclos co1110 una fu11ch'H1 de los ca1111iios en el precio cid 
valor y 1:a1111iios eu el t.ic:lllpo ele~ c:jercicio ele la opc:ili11. Black-Scholes obscrvarnu 
q1w en c:nalquiPr t.i<:111po, c!l portafolio SP p1wcle haci:r en una c:obcrt.11ra sin riesgo 
digicmclo una apropiada c:omlii11ac:ió11 de: valores y cal l. La siguic:11t.1:s suposiciones 
fm:ro11 P111plcadas para dc:rivni· el 111odclo dr: 13lar:k-Scholes 

(a) No hay pe11aliiacio11cs por vc:11tas en c:ort;n 

{b) Los costos de trarnmció11 e inqmcst.os sm1 cero 

(e) El 111ercado opera co11t.i1111a111e11t.e 

{el) La tasa de i11t.crns librn de riesgo es co11st.a11te 

(e) El precio de la acción es co11t.i11110 

{f) El valor 110 paga divide11dos 

{g) La opción solo puede ser ejercida en la l'ccha f.er111inal del co11f;rat.o 

Ellos derivaron la solución para el problmua del precio de la opción co1110 1111a 
f'1111ció11 de solamente cinco variables 

(a) El precio de la acción 

1 k y p son el renclimirmlo de la opción y el 1•alor respectil'amentn 

:.rn 



(b) La variamm del precio de la acció11 

(e) l~l precio ele ojcrcicio ele la opción 

(d) El tiempo ele ejercicio ele la opción 

(e) La t. asa ele interes libre ele riesgo 



5.1. Solución explícita ele la ecuación ele Black-Scholes 

Definición 5.1. U11 portafolio c!s llll proceso cst.oc:íst.ic:o 

{h 1 = (:1: 1 ,y1);1. = l, ... ,'/'} 

t.al <¡lit' h1 t'S 111111 fu11c:ití11 de S'o, 8 1, ... , 8 1_ 1. El proceso valor c.:orrespomlieut.c 
al port.afolio h PSUÍ clefi11ido pnr 

clo11ch); 

131 = ac:t.ivo sin riesgo 
S'1 = ac:t.ivo co11 riesgo 

Definición 5.2. U11 portafolio es autofinanciable si 

Definición 5.3. U11 proceso de consumo {e(/.);/. 2 O} es algún proceso adap
t.aclo a :F/ 

Definición 5.4. U11 portafolio-consumo (h,c:) c!s ll:u11ado a11tofi11a11ciable si el 
Jll'CH'c•so de valor V" sat.isfac:e la c:cmclic:i611 

X 

dV"(I.) = L h¡(l.)rlS';(l) - c(l.)rl/. 
i=l 

es decir 
rlV"(t.) = !t(l.)c/S'(I.) - c(l.)rlt. 

Definición 5.5. Para 1111 port.af'olio h d c:orrcspo11dic11t.e portafolio relativo u 
C's ciado por 

cloucle 

. ·( ) _ h;S;(I.) 
u., l. - V"(I.) ' 

N 

i =L ... , N 

¿u;(I.) = l 
i 

La condición ele a11t.ofi11a11ci:u11ie11t.o puede ahora ser ciada eu t.ernti11os del port.afo
Iio relativo. 
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Lema 5.6. Un porf;1dolio-con:m1110 (h, e) es autofi11a11dablo si y solo si 

N 
1 ¡, 1 ¡, )"""" rlS;(I.) () 

rl\ (l.) = 1 (/. L'.....J u¡(l.)-S·( ) - e /. rll. 
• 1 /. 
1 

(5.L) 

Uua posibilidad ele arbitraje 1~s rn1 portafolio a11l.ofi11a11c;iahlo h con las sig11-
im1l.es propiedades 

V" o 
P( \l.j! ;::: O) 
P(lí./! > O) 

o, 
1, 

> o. 

Uu reclmno contingente es 1111a variable cst.ocústica X de Ja forma 

X= •l•(Sr), 

donde la función contrato •JI es alg11ua fu11dó11 do valor real. 

Sup011gm11os que el acl.ivo c011 riesgo l.ieue volaLilidad a1 y 1111 recla1110 X al tiem
po T, 0111.oucc decimos que u11a estrategia replicaute parn X e:-; 1111 portafolio 
aul.ofi11a11ciable h tal que 

.Y 

l·T ~ ., 
a1 y¡rlt < oo 

. o 
El proceso ele precio B 1 es 1111 act.ivo libre ele riesgo si Licue la siguiente 

di111tmica 
rlB1(/.) = r(/.)B1(/.)d(l), 

do11clc .,. es algt'111 proceso adaptado 

Asuma111os que el precio ele 81 es ciado por 

rlS1 = 810(1., 81 (/.) )rll. + S1a(I., S1)rll·V (l.), 

doude IV es el 111ovi111ie11to l3row11ia110 y u, a son fuucio11es d1?1.en11i11íst.icas dadas 

El caso 1111ís i111porl.a11l.e de 1111esl.ro 111mlelo ocurre c11a11do r, 11' y a son cousl.a11tes, 
1!sl.n es el 111odelo de Black-Scholes El modelo de 13lack-Scholes cousisl.e de dos 
acl.Í\'os con di111í111icas dadas por 

rl/31 r/31(1.)rll., 
rlS, <l'81rlt. + aS1(/.)rlW(/.), 

3!J 



donde '1',CY y a son com;tm1tes. 

Definición 5. 7. U1m opción call europea es 1111 contrnt.o que da el elerccho 
pero 110 la obligación ele co111prnr 1111 act.ivo de 1111 t.ipo l!Spec:ificado a 1111 pn!cio 
uspecificaelo I< (precio de ejercicio) a 1111 t.im11po f'ut.11ro especificaelo T (tiempo 
ele ejercicio) 

Si 8(1., w) denut.a el precio de mercado ele! act.ivo al tiempo l, e11t.011ces existen 
dos posibilidades al t.ie111po T ele ejercicio 

(a) Si 5'('I', w) > J( luego el dueüo de la opción co111praní el activo al precio K 
e i11111ecliata111e11te venderlo e11 el mercado al precio 5'(T.w), y obt;eniendo 
la diferencia 5'(T, w) - f( 

(b) Si 5'(T, w) :5 J(, e11t.011ces el clueüo no ejercer1í la opcióu y la clifcre11cia es 
cero 

E11t.011ces podemos exprmm:r la fn11ció11 ele pago F(w) .al tiempo Tele uua opción 
call e11ropca por 

P(w) = (5'(T, 'llJ) - K)+ = { 05'(T, 'llJ) - J( if 5'(T, w) > f( 
if 5'(T, w) :5 K 

Definición 5.8. Considere 11n 111ercado con un proceso de precios 5'(t, w). 
Un reclamo contingente cou fecha de ejercicio T, t.a1nbien llamado T-reclamo 
es alg11na variable est.ocást.ica X E :F.1(t,w). 
Un reclamo cont.ingcnt.e X es llanmdo un recla1110 sitnple si es de la forma 

X = •I•(S'(T, w)) 

la f11111:i611 <(• es lla111ada la función contrato 
El cal! europeo es un reclamo conti11gent.e simple, por lo cual la f'unció11 coutrato 
es dacia p01' 

<I•(S'(T, w)) = ·m11.:1:[5'(T, w) - K, O] (5.2) 

Nuestro principal problema es el det.crminar 1111 precio jusi.o en algún sentido 
para el reclamo, usaremos la uotaciún siguicnt.e 

rI(t¡X) 

parn el proceso de precio 1le el reclamo X. 
E11 el caso de un recla1110 si111ple, eserihiremos 

TES1S e·\" 

FALLA .. Qu~ 1?iGEN 



1)() acpti que, el precio rmm11able n (T) para la opcic'Ju al t.imupo T es dacio por 

11(1') =u1,a:1:[S(T,w)- l<,O] 

De 11ia11em se111cja11tc vctlios cfitc parit-1111 rccla1110 co11t.i11gent.e genm;al X, t.cucrnos 
la sig11ic11tc rclacióit 

rl('.T; X) ='= X, 

y 1m el ca.~o ele uu reclamo simple te11c1110s 

rI(T;X) = <I>(S('.T,w)) f,<'J' 

Supongamos que el proceso de prccio TI(/,), es tal que no hay posibilidades de 
arbitraje en el 111crcado cousistcute de 

[JJ(I,), S(t), rl(t)] 

Una pregunta sería corno idm1t.ifiear una posihiliclad de arbit;rnje, con el siguiente 
result.aclo podc111os responder a la pregunta. 
Supongamos que existe un portafolio aut.ofinauciablc h, tal qno el proceso valor 
v" tieue la .siguieute dinfünica 

dV"(I.) = l.:(1.)\1 11 (t)dl, 

donde /,; es un proc1!SO adaptado. Eutonces se debcr;Í tener que /;;(l.) = r(/,) para 
t.oclo /. o cl!!bení de existir mm posibilidad de arbitraje 
La idea det. ní.s cid result.adu anterior es que si 1111 portafolio tiene 1111 proceso 
valor cuya diwímica 110 co11t.ic11e deriva del proceso de \,Yiener, entonces la tasa 
de rendimicut.o del portafolio d!!lierA ser ig1ml a la tasa de iutores. 

Asn111a111os que: 

(a) El i11.st.11mc11t.o derivado eu c11est.i611 pude ser comprado y vcudido eu el 
uwreado 

(b) El 111crcado es librn de arbitraje 

(e) El proceso de precio para el derivado es de la forma 

rI(/., X) = F(l, S(I.)) 

doudc F es nua fnución swwc 

As1m11rn1os q11e el 11101'.C:iido co11sisl.e de dos activos con di111í111ica dada por 

dJJ(I.) = rB(l.)rll. (5.:3) 
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rlS(t.) = S(l)a(t., S(f.))rll. + S(l.)rr(I., S'(l.))rlll'(l) (5"1) 

do11de ·1· es const.ant.c. 
Co11siclcrc1110s 1111 rec:lmnó c:o11ti11gcnte silllple de la f'on11a 

X= <I>(S(i.)) 

t.alllbieu sttpongamos .que este rcclarno puede ser comcrcializado en el mercado 
qtte Sil proceso de precio fl(/.) = r!(I., if>), t.ieue Ja fonua 

rI(/.) = F(I., S(l)) 

para alg1111a f1111ción suave 
N11est.rn prnblema es enco11t.rar c11al F podría ser ¡mrn el mercado 
[S(I.), B(f.), ff(l.)] libre de posibilidades de arbitraje. 

(5.5) 

Empeze111os calc11la11do la cliwímica de precio del derivado, y aplicando la regla 
de Ho a (5.5)y (5.'1) obt.e11m11os 

rlIT(/.) = n"(l.)d/. + a1r(l.)rI(t)rlW(t) (5.6) 

donde los prncesos est.1í11 definidos por 

(5.7) 

y 

(5.8) 

donde los s11bínclices indican las derivadas parciales ele F respecto a S. 
Ahora forme111os un portafolio con dos activos: acción y el activo subyacente 
Dcmot.e111os el portafolio por 

(u .. ,u1r) 

y 11sanclo l1Í ec11ación(5.1 ) obtenemos la s11g11ientc dimímica ¡mrn el valor V del 
port.al'olio. 

rcordcuanclo teuemos que 

Ta111hic11 t.e11emos que 
(5.!J) 

(5.10) 



res11lt.1111clo que 

Est.o es, he111os obt.e11ido 1111 port.nfolio siu ri<?sgo, y del req11erimie11t.o del mercado 
lihrr. de riesgo y 11sa11do (5.2 ), tenernos que: 

Ve111os q11e (5.!J) y (5.10 ) t.imw11 la sol11ció11 siguiente 

y 11sa11clo (5.8), tenemos que 

a,, u.,=-
arr-a 

-a 
'Urr=-

arr - a 

·u"(t) = , S(l.)F,,(t, S(I.)) , 
S(/.)/'s(I., S(i.)) - F(I., 5(1.)) 

v.s(/.) = ' , -1·~,(I., S(I.)) 
5(1.)i',,(1., S(i.)) - F(I., S(I.)) 

Ahora 1mst.it.11yendo (5.7), (5.11), eu (5.12) obt.e11e1110H 

(5.11) 

(5.12) 

P1(1., S(I.)) + rS(l.)F,,(I., S(l)) + ~a2 (1., 5'(/.))82 (1.)F,,,,(I., 5'(1.)) - rF'(I., 5'(1.)) =O 
(5.13) 

Por lo t.nut.o hemos obt.enido la relaciélll 

rI(I.) = •I>(S(T)) 

5.2. Cambio de variable 

Condiciones finales 

F = C(S, /.), parn 1111a opción call e11ropea 

{ 

fJC +. 1 ª25.2 éPC + .,.güC' -i·C' 
7J[ 2' {] g'I. TFS' 
C(S,T) 
G'{O,/.) = 
C(S,I.) 

o 
(S - J()+ (5.14) 
o 
S S-+oo 



Cambio de variable 

s 
/, 

C(S,t) 
:1: 

T 

v(:1:, r) 

I<rY 
T T 

- ( .!_u2) 
2 

[(v(:1:, t.) 

In(;) 
l 2('1' t) iª,. - ' 
"R"C (S, t.) 

C(S, t) = Kv(ln( /~ )u2 (T - t))) 
\ 2 

Por lo ta11t.o (5.14) 11os queda <:01110 

reordc11a11do, t.cumnos que 

2 . 2 2 2 
Ku üv Ka D v J<( a )Dv }' 0 ---+ . + r----r\v= 

2Dt 2D:1:2 2 D:1; 

Ta1nbidu t.e11c111os que 

111t.rod11sc11111os 

Dv D'-1"u 2r üv 2r 
- = -, + (--:- - 1 )- - (--,- )v 
Dr 8:1;2 ª2 D:1: u2 

2r 
'//! := ª'2 

Condiciones finales 

{ 
C(S,T) 
v(:1:, O) 

K(v(:1:, O)) 
(e'" - 1 )"' 

(J< e'" - f<)+ 



Condiciones de frontera 

{ 

G(O, /.) 
v(:1:,r) 
C(S, t.) 
v(:i:, r) 

= f(v(-oo, r) 
~o si:1: -> 

Kv(:1:,r) 
e'" 8i :1: ~ 

Cambios de variable siguientes 

Si 0111it.imos la parte exponencial obt.c1wn10s 

o 
-co 
/(e'" 

+co 

(fo+~//. = (?'.!·~! + 2c/Ju + n'2U +(n1-l)n11 + ~11.-11111 
UT D:1:- U:1: ü:1: 

ü ·p u 
U

//. = ~ü ·~¡ + (2n + (111. - l)) u'.':+ (n'.! + ('111. - l)n - (3- m.)'/I. =o 
T x- ~ 

20' + ('///. - 1) =o 

(3 o:2 + (u1. - l)n - m 

t(m - 1)'2 - ~(m. - 1)2 
- 111. 

'[(m.2 - 2n1. + l - 2m2 + '1'111. - 2 - ,Jin.) 

4 (-m.2 + 2m. - l) 

-~(rn + 1)2 

l 2 
=? (3 = -¡('///. + 1) 

5.3. Ecuación de difusión 

------ . --~----·-----

Ü'/I. [)'.! 
ÜT = {);¡;'2 

,¡¡; 



v(:1:. O) r!'""u(:1:. O) (e"' - 1 ¡+ 
(e(l--n).r _ e--1u-)I u(:1:, O) 

e(n:i:+11r),1t(:i:, T) -t O si :1: -t -oo 
u(:1:, T) 
(!<1.r-l-dr,1t(:i:, T) 

u(:1:, T) 

o( (!-n.r) si ;1: -t -oo 
1:·1· si :1: -t oo 
O(c(l-n).r·)) si ;1: -> oo 

Ol>t.emmtos !!I sig11ic11t.e probl1)111a 

1 E (O,oo) :1: E (-00,00) 

-t -oo 
-t 00 

Donde, oht.c11m11os qnc 

{

o· 

~l-
-&(m. - 1) 

-~(-in+ 1)2 
2r 
-:;;:r 

5.4. Transformación de Fourier 
1:~1· Í\ " 

' rl ·Lh :. 

La transformada de fonricr se dcfi11n como sigue 

l ¡·oo -
:F(y) = ~ .f(:1:)e'!J·rd:1:, \/y E IR 

v27r. -oo 

J(:1:) E /}(R) <==} L: IJ(:1:)l:!d:1: < 00 

J(:1:) E L(IR'.) <==:- L: IJ(:r)ld:1: < oo 

J(:1:) E S'(I!t) ~ \/n,h: E z+¡¡("l(:1:)I < iC11.d:1:1-",:1: >> 1 

J ¡·oo .. (:F- 1•J•(:1:)) = /07 </l(y)e-1.1 11dy(5.l5) 
V 2</1. -oo 

y 
:F ;:- 1 = ;:- 1 :F = 1 

4G 

--,::i·u 
. . . :.1:.tl"l - ... ~ ."" 



(:F:F- 1 r/i)(:1:) = r/i(:1:) 

(:F-1 :Ff)(y) = f(JJ) 

Te11c111os q11e (5.Hi) es cicrl.a pnra l.}(R) o S(R) 

Sm .f E S(R) ent.om:es 

5.5. Una solución de la ecuación de difusión 

2 
Du. (·1· T) - D ·~ 1· (.'". T) COll ü/ . . ., - V:? u, 

u(:i;,O) (it-n):i: - e-"'")+ 

T;:::O y xER 

:= '110(:1:) 

Co11cl iciones ele fro11l.ern 

Tb11e1110H 1_1uc 

Est.o <!H 

l ¡·oo . 
(:Fu)(y,T)) = rn= u(:1:,Tc""Y)d:1: = (:FP'll.)(y,T) 

v27r. oo 

{ 

Du.(¡¡,T) 
Dr 

u(y, O) 

{ 
'11.(1/, T) 
u(y, O) 

(-iy) 2u(¡¡, T), T ~ Ü 

(:Fuo) (¡¡) 

C(11)c<-u2r) 

C(y) (:Fuo)(y) 

Ut.ilbm11clo la t;ra11s!'onnacla de Fouricr inversa 

u.(:1:, T) = (:F-l.u.)(:1:, T) 
= :F- t [(:F'll.o) (¡¡)e<-1hl](:1:, T) 

Te11m11os el sig11ic11t.c rcs11ll.ado 

l roo 
(:Ff ·y)(¡¡)= ,¡;¡;.loo (:F.f)(z)(:F!J)(Y - z)rlz 

(5.Hi) 



u(:1:, T) ;:-I [(Fuo)(y)c(-y"rl](:1:, r) 

j-; .f~00 (;:- 1 F11 0 )(z)(;:- 1 c<-1hl)(:1: - z)dz 

(F- 1 F·11o)(z) 
·uo(z) 

;:-1 (c_!J2T)(:1:) -'- f'"" e-y"rc-i!f."d11 .¡;¡; . -00 ,, 
1 •oo ( 2 · "r ( r ¡2 ( r )2) -- I ,,-T !/ ·t-i-;:-+ 2r - 'FT dy1 ..¡<¡;. -oo 

<' -.(~
2 

¡·oo (-r(1•-L)2) l ".¡;¡;. -oo e " 2r <.y 

Hacicudo el Higuieutc cmubio de variable, t.e11e111os que 

fo 

11' 

<111 

'1'2 ') 
r(y - 2'r )-
(lL) t + :1: 

T -, 27 
d1¡ 

--""'¡T 
2(T;tJ )'! 

C( -..~
2

) l /'00( ') !_ I -1/ { / 
----¡ 'IJ 2 C "1:1¡ J2; r'l. o . . 

2 
(-:1: J 

,. -;¡:¡:- f(~) 
J2;¡T -
(-:1:2) 

<! 'IT 
v'2i 

1 ¡·oo (·r - z)2 

·u(:1:, r) = . r.:= Uo(z)c(- · · )dz 
2y 'lrT, -oo 4T 

1 /'00 (} (r-,¡2 -- e e--.-,r-dz 

:1; ~o 

:i:<O 

TESIS CO~T 
FALLA Ut~ GRIGEN 

20IT. 00 
l ¡·oo -J;:.(z2-2(:r+211r)z+(:i:+:rfl)2-•lr202-•ln:O) l 

2 VITT . O C • T l .z 
<,(11.i:+ll"r) .00 _..!.(-- _.,0 ¡2 
- 2 ,/ITT ./o e "' . .r • r rlz 

l lacimu lo el ca111bio dn v11.ria hl1~. t.e1w1110H q1m: 

z' z - :1: - 2fh 
v'2i 

dz V2nlz' 



donde 
- .. :1: + 20r -
d= 

V2i 
¡\ hnrn i nt.rod ucicmclo 

1 /'" N(d) = -- c(-&elrlE, 
. ,/27í. -oo 

clonclc N(cl} es la clistrib11ció11 11ornml con paní1nct.ros a=O y a= 1 

Si E.= -z 

l~11t.otll:cs tunemos que 

N(-cl) 1 ¡·co ( t .n) l -- ~ e-,.. r.z 
,/27í. d -

-b= ¡·-ti c(-&t:'li[E, 
V ~7r. -oo 

I _ ,ll.i:+ll2r \'(:1: + 20r) 
.()-<. 1 rn= 

v2r 

U(:1:, r) = 11-n - l" 
c<(l-n):i:-H1-0)2rlN(d1) - c<-m:+n2rlN(il2) 

clnnclc 
(:1:+2r(1-n)) 

,¡e¡; 

(:1: - 2rn·) 
,¡e¡; 

COll 

-~(w. - I) 
2·1:-
ª"2 TESIS : 

[Y 

'///. 

5.6. Cainbio inverso de variable 
F~1LA rz ~~;füGEN 

clo11cle 

fJ -~(111 + J):! 
l ( ' )" -v 711,- 1 - -111. 

-:¡-('/11 - l) 2 - ('111. - l) - l 
n:i +2(1'- I 
-( 1 - n):.I 

- ·---------------------------



v(:1:, r) c:r N(di) - c((-(l-0}2+n2)r) N(rl2) 

c',.N(di) - c<-mr) N(rl2) 

C'(:1:, /.) = Kv(ln( ~), ~a:i(T- t)) 

F6rnmla explícita para una opción call europea 

s 1 " ln(-¡;) + (r + -a-)(T- t) 
\ 2 

F'"'IT h r~.:· "::ir!.r.iN fi .1 . .:..1... .. .. : ~ • ._,-.j ,C.i 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

E11 1•st.a t.Psi11a hP11111s est.ucliaclo co1110 las fi111u1~as 1llocler1111s se pueden aux
iliar d1? los Jll'oc!'sos l'Sl.01:úst.icos, cspecilic111nc11t.e lo que se ha ciado en lla1uar el 
c1ílc11ln cl1? lt.o. Est.o s1? dd>e a q1w m1 las liuarnms rnodm1111s se t.ie11e 1111 fuert.e 
grndo di' i11cnrt.iclulllhrn. por lo cual dd)()tllOS <h~ rncmrir a 111ocldos que 11os cle
scrihan la cli111í111ica d1? i11st.ru11w11t.us li11a11cieros que 110 se ptwdmt clPscriliir co11 
111odelos t.raclic:io1111l1?s. por c~so !!) 1\11fasis e11 los 1110delos 1!sl.uc;íst.i1:os. que como 
quedo delllost.raclo un proceso est.oc1íst.ico PS 1ma varia lile~ aleatoria i1111i~acla sobre 
u11 co11ju11t.o d<? p11r;í111dros, se ha vist.o q1w para varios i11st.nu1w11t.os li111111deros 
p1wde sm· 1ksnit.a su dirní111ica, via 1?c1111c:io11es diforn111:ialil<? Pst.uc1íst.icas, ele 11m11-
Pra part.ic11lar se ha Pst.1111iado d 11uwi111im1t.o hrow11ia110 co111u 111oddo que 1111ís 
se ajusta para la descripción dn la. di11;í111it:a sq~11ida por alg;1111os i11st.n111w11t.os 
fi11a11durns. 
1~11 la 1111~dicla <~11 q1w podamos asi111ilar 1•st.e t.ipo de t.(?c11icas, <?st.al'<~111os en la posi
liiliclnd d1? 111oddar uua Hlllplia ga11rn ele i11st.n1111e11t.os linauc:icros, los cuales scg11-
ra1111•11t.e rdlqjarn.u las o¡wracio11es liu1111ci1?1"as ele una 111a11era 1111ís realist.a. Ahora 
por otro lado pode111os co11duir q1w ut.ili~a111lo ¡H·ocPsus Pst.oc11st.icos, t.a111him1 po
cll'<•111os 111oddar i11st.ru1111•11t.os li11a11cimos cm11u pudriau Sl'I' opcion<!S reales, para 
p11st.1!riol'<!S Psl.uclios t.a111hiP11 pndrim11us a11ali~ar llHHldos 1wís JH'<!CÍsos 11t.ilir.a11-
do los llm11ados pro<:Psos de L<'!V,V. los cuah!s ttos llevan a la t.eoría 110-C:ausiatta 
d<' l3lack-Schuh!s-i\fort.u11, lo ideal l.at111>i<;11 smía que S<! presincliera de las eq11a
ciu11Ps difr!re11dah!s est.oc;íst.icas. (!si.o s<~ p1wd1! hacer vía 111art.i11galas o co1110 
S<' 111P11cio110 ut.ili~a11do pro<:<?sus do L!~vy, pal'll así ovil.ar el engorroso c;ílc11lo 
1·011 valol'<!S e11 la J'ro11t.era. ;u111q1w la111e11t.ablm11m1t.<! est.a tú:nica el<! evit.ar las 
P<:1111cio1ws diforn11dales ust.oc;íst.ica•; 110 est.;í, 11111y desarrollada. 

[i l 



Parte 1 

Fórmula explícita para una 
opción put europea 
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Fó1·mula explícita para una opción put europea 

Definición. U11a. opción put europea rn; 1111 c:o11t.rnto que cla d cl<!l'!!cho pero 110 
la ohlgaci1í11 de~ vender 1111 ai:t.ivo ele? 1111 t.ipo rn;pedlicaclo a llll precio especilic:ado 
!( (pn?cio de Pjnrc:ido) a 1111 t.im11po f11t.11ro eHpecific:mlo T (t.ie111po 1\c ejercicio) 

Por la co11cliciú11 ch~ pariclacl te11e?111os que? 

C' - p = S - Kc-r(T-1) 

Co11clició11 i11icial 

P(S, T) = C'(S, T) - S + J( 

= (S' - K)+ - (S' - K) 

{ 
(S - !<) - (S - I<) 
O - (S - K) 

={º S'>K 
K-S S<K 

Condiciones de frontera 

s?. J( 

s < ]( 

P(O, l) G(O, l.) - O+ kcr(T-t) 

I<rrr<T- 11 

P(S, f.) = C( S', T) - S + [( e-r('l'-t) 



Parte II 

Opciones barrera 



Opciones barrera 

Definición. Las opciones barrera son aquellas qtw su pago elepcmele ele si el 
activo s11hyncc11t.e alcamm o 110 alg1111a barrera durnnt.e la vida de la opc:ió11. 

Tipos de opciones barrera 

Up-an-in . La opción expirn sin valor a 11w11os que la barrera S 
alcammda por abajo a11t.es ele expirar. 

Xo sea 

Dowu-ancl-in . La opción expira sin valor a menos que la barrera S = Xo sea 
alcammrJ¡i por arriva ant.m; de expirar. 

Up-ancl-out . La opcióu expira sin valor si la barrera S = Xo es alcammda por 
abajo a11t.es de expirar. 

Down-and-out . La opción expira sin valor si la barrera S = X0 es alcnmmda 
por arriva autes de expirar. 

Opción call europea Down-and-out 

Co110 = Co,.w(S, t.) 

donde 

Xo es la barrera y K es el precio de ejercicio 
con Xo < [( 

{ 

DG'n.10 + la2s"D"C'n,io +·i·sDCn.¡n U/. '2 üS" ~iJ':"\. ~8,..... - rCo,io 
Cn .. w(S, T) 
C'n .. 1o(Xo, /,) 
Cu .. w(S, t.) 

S l<e'" 

T - ¡k:'l 
C/J.·\0 = /( e"'+i3ru(:1;, r) 

1:011 

[) 

(S - K)+ 
/, <T 
S-+ oo 

S > Xo 



{ 

Du 
Ur 
u(:1:, O) 
'11.(:i:o, r) 
11.(:1:, r) 

(\' -~(m,-1) 
-~(m+ lf 

'/' 

i--; 
-a 
2 

'lit 

ª~'//, '. , . ·- , (.K!i 
P . ro ,/, >,/,O .- ln ¡·) 

T \ 
(il-n):i:-c-nz)+ := !J(:1:) ;¡; > :i:o 

() T > () 
cCJ-n):i:-{Jr :1; -t 00 

Método de las imágenes 

Si 11.(:1:, r) es mia solucióu de la ecuación de difusion t;ambuicu lo es 'll.(±:1: +e, r), 
donde e es una constante. 
Sea '11.o(:i;, r) la solución del problema usual , siu barreras. 

{ ~ '11.o(:1:, O) 
uo(:c, O) 
11.(:1:0, r) 

Ahora int.rodncieudo 

82 '1~0 r > o :1: E R 
[}:¡; 

~ g(:1:) :1: E R 
-t o ;¡; -t -00 

c{l-n).r-¡Jr :1: -t 00 

'11.J (:1:, r) = uo(:1:, r) - 'Ho (2:1:0 - :i:, r) 

con 

Xo 
:Eo = ln( .f( ) :S: O , 

Eut.ouces t.e11cu1os que 'll.J (:1:, 'r) satislhce las comlicioucs del prnblenia usual. 

Cambio inverso ele variable 

{ 
C1J11o(S, /,) = f(c"":+/1r'll.J (:1:, r) 
;¡; ln(-Í) 
T 1a2(T-1.) 

Gü 



CUll 

(J 
'/f/, 

Ou,w(S', /,) = 01 (5', /,) - 02(5', /,) 

I-Iaga111os 

o, (5', 1,) = O(S', t) 

Si 

;1: ~ 2:1:0 - :1: e11to11ces 5' 

E11tcmcrn; obteum11os 

?r ('.()11 '///, = ""-:r 
a 

Opción call europea Down-and-in 

Sea11 las sig11im1tes regiones 

D1 (O, Xo) x (O, '.T) 
D2 (Xo, oo) x (O, T) 
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Si (S', /.)E /J1 e11t.011ces Co .. 11(5', l) = C(S, /.) 

Si (S', /.) E /]'2 n11l.011cos 

()/. 2" {)5'7. US /JA/ 

Cn,11(Xu, t.) 
Co.-11(8, T) 

o 
C(Xo, l) 
o { 

DC. 'n .11 + l 1728 2 D
2
CQ·\/ + ·rS DCn ,¡ 1 _ rC' 

Co,11 (S, t.) ~ o s~oo 
I11trod11cie11do una opción auxiliar V(S, l) tal que 

V(S, /,) = C(S, l) - Co .. lf(S, l) 

si (S, t) E /J2 

!~ni.onces V(S, /.) satislitce la ecuación de I3lack-Sd1oles 

Condición final 

V(S,T) 

Cond icionos ele frontera 

V(Xo, t.) 

Comlicion en el i11fi11ito 

C(S, T) - Go.-11(8, '1') 
(S - I<)+ - O 
(S - I<)+ 

G(Xo, t) - Co;11(Xo, t) 
o 

V ( S, l) ,..... S - O ,..... S 

TESIS 
FALw\ ~Y:. 

E11t.011ces t.e11e1110 que V(S, /,) es una opción Down-and-out 
l~11to11ces l.e11m11os que si X 0 < /( 

s y2 
V(S, l) = G(S, /.) - ( Xo )1

-
111G( sº, /.) 

fi nalment.c tenemos c¡uc 

Gn..11 = 

GS 

···~N . ,¡ 
. · . .1u 



Parte 111 

Desigualdad de Doob 

GD 



Desigualdad ele Doob 

Sea X(·)= {X(t.),1. 2: O} 1111a 11mrt.i11gnfa en L2 

(a) IP(S11J109::;TIX{l)I 2: ") ::; frEIX(l)ll' V ri 2: 1, T 2: O,(; > O 

(b) E(o::;¡::;TIX(l.)IP)::; (JI'!!_ t )1'EIX('/')I!' V p >l. 

(Desigualdad ele Doob) 

()() 



Parte IV 

Lema de Bellman-Gronwall 

ül 



Lema de Bellman-Gronwall 
Sea G(·) y h(·) f1111ciones integrables sobre [t.0,'l'], con G(·) y t.aleH que para 

alguna co11sta11f;e L > O 

e11t.011ccs 

- -./J -

g(I.) :::; L f g(s )ds + h(I.) V /. E [/"" T] 
.fa 

/

·b 

r1(s):::; h(I.) +L c'-(t-")h(s)d.~ V /.E [lo,T] . (/ 

ü2 
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