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Introducción. 

La palabra estocástico es sinónimo de aleatorio, los procesos estocásticos son 
modelos matemáticos que estudian los fenómenos aleatorios que evolucionan en el 
tiempo, se puede describir estos fenómenos por medio de una colección de variables 
aleatorias, los procesos estocásticos estudian esta colección, de variables desde el punto 
de vista de su interdependencia y su comportamiento limite. La aplicación de los 
procesos estocásticos abundan en la naturaleza, se presentan en; la Medicina, Biología, 
Economia, Comunicación, por citar sólo algunas áreas, es una herramienta muy útil 
para modelar a aquellos problemas en los que se involucre la aleatoriedad, a través del 
tiempo. 

La inquietud por desarrollar este trabajo radica en que a pesar de que en la 
actualidad se pueden encontrar libros muy completos respecto al tema, 
desgraciadamente en el país no contamos con este tipo Je libros, que hablen 
específicamente del tema y que sean adecuados a los estudios que se desarrollan en la 
carrera, esta situación hace que el estudio de una materia, que si de por sí, por ella 
misma guarda un grado de dificultad alto, al no contar con material bibliográfico 
accesible, la hace aún más dificil, problema que personalmente me toco experimentar, y 
ahora, que he tenido la oportunidad de dar el curso, lo encontré también en mis 
alumnos. 

Dado el gran desarrollo que ha tenido la teoría de los procesos estocásticos, es 
prácticamente imposible incluir toda la teoría en un solo trabajo, por lo que el objetivo 
central del presente trabajo es que sea un material de apoyo, que cubra lo que se ve en 
un curso de procesos estocásticos en la carrera de Actuaria, procurando mantener un 
nivel teórico que esté de acorde con el nivel matemático que se ve en la carrera y sirva 
de introducción a este campo tan extenso de los procesos estocásticos. 

Los conocimientos que se requieren para poder comprender el trabajo son; 
conocer los fundamentos de la teoría de la probabilidad, del cálculo y álgebra matricial. 
Se recomienda hacer hincapié en los conceptos de probabilidad condicional. 

En el primer capínilo de esta tesina, se ven las definiciones básicas de los 
procesos estocásticos, en este capítulo también se ve la teoría fundamental relacionada 
con dos tipos de procesos muy importantes, el proceso Poisson y Bernoulli, el primero 
tiene espacio de tiempo continuo y el otro su espacio de tiempo es discreto, considero 
que empezar con estos dos tipos de procesos ayudan a entender mejor el concepto de 
lo c¡ue es un proceso estocástico, la teoda que lo rodea y lo más importante, como 
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modelar problemas que involucren procesos -estoi:ásticos, ambos son procesos sencillos 
de comprender y muy útiles. -

Los procesos estocásticos que cumple la propiedad de Markov, son procesos 
muy importante en el estudio de los procesos estocásticos, las cadenas de Markov son 
de este tipo de procesos y es el tema que se analiza en el capítulo 2, ahí se desarrolla la 
teoría referente a las cadenas de Markov, se define la propiedad de Makov, se analizan 
los conceptos de distribución inicial, estado absorbente, estado transitorio y estado 
recurrente, se. exponen los elementos teóricos para el manejo de distribuciones 
estacionarias en las cadenas de Markov. 

En el capítulo tres se presenta la teoría general de los procesos de Markov, que 
son procesos que cumplen con la propiedad de Matkov, la diferencia con las cadenas de 
Markov es, que en los primeros se considera el espacio del tiempo discreto y en estos se 
considera el espacio del tiempo continuo. Además se expone la relación-que hay entre 
las cadenas de Markov y los procesos de Markov, así como una serie de aplicaciones de 
los procesos de Markov a los sistemas de colas por medio de los procesos de 
nacimiento y muerte. 

En cada uno de los capítulos se incluyen una serie de ejemplos para comprender 
mejor cada uno de los conceptos que se manejan. 

IV 



Introducción a los procesos 
estocásticos. 

Mahil Herrera Maldonado. 
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Capítulo 1. 

1.- Nociones de los Procesos Estocásticos. 

1.1. Procesos Estocásticos. 

La palabra estocástico es sinónimo de aleatorio, los procesos estocásticos son 
modelos matemáticos que estudian los fenómenos aleatorios que evolucionan en el 
tiempo, se puede describir estos fenómenos por medio de una colección de variables 
aleatorias {X,} donde I es un punto en un espacio T llamado espacio parametral. 
Algunos ejemplos de estos tipos de fenómenos se dan a continuación. 

~jemplo 1.1. Xr podría ser el número de alumnos formados en la fila de inscripción de 
alguna carrera, en cualquier instante 1, X, puede tomar los valores de O, 1, 2, ... ; I 

puede tomar valores de [ O, oo ), considerando la hora de la apertura de la ventanilla 
como el instante cero. 

Ejemplo 1.2. X, lo podemos considerar como_ el /-ésirÍÍo lanzamiento de una moneda, 
aquí X, le podemos asignar los valo~es del sicae cara y 0 si no; I toma sus valores en 
los N, este es un proceso Bernoulli que veremos con'más detalle en el siguiente punto 
de este capítulo. , , 

Ejemplo 1.3. Supongamos que X1, X2, ··· son variables aleatorias independientes e 
idénticamente distribuidas, sea s.= X1 +X2 + ··· +X., con espacio de estados en los 
N, { s. , n e N} es un proceso estocástico, que recibe el nombre de cami11ala aleaton'a. 

Definición 1.1. Un proceso est'ocdstiro es una familia de variables aleatorias { Xr , t e T } 
(o X( t) , I e T ), Tes llamado espacio parametral y donde para cada I e T, Xr es un 
punto en un espacio E, llamado espacio de estados. 

De la definición anterior si Tes contable, se dice que es un proceso estocástico 
de parámetros discretos, si T no es contable se dice que, el proceso tiene parámetros 
continuos, el parámetro t es interpretado comúnmente como tiempo, uno puede 
considerar a X, como el estado del proceso en el tiempo 1, un ejemplo de que I no 
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siempre rcprese~ta unidades de tiempo lo es el ejemplo 1.2. Así como el espacio 
paramei:ml púede ser discreto o continuo, el espacio de estados también lo es. 

~jemplo 1.4. Sea X( t) = ( X1( t ), X2( t) ) , donde X( I) representa la temperatura 
máxima y rrúnima de algún lugar en el intervalo de tiempo de ( O, I ). 

De este ejemplo podemos ver que el proceso X, puede ser el resultado de un 
experimento ó un vector, es decir, el proceso puede ser multiclimensional. También 
podríamos tener un espacio patametral multiclimensional, veamos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.5. Pata un proceso estocástico que es la profundidad del maten la posición x 
en el instante l , X1 es tal que, I = ( l , x ) con 1 e IR y x E X, donde X representa el 
conjunto de las referencias geográficas para todo el mar. Aquí I no es. solamente el 
tiempo, sino una combinación de las coordenadas de tiempo y espacio, aquí el espacio 
de estados es S = [ O, oo ), donde la profundidad es O cuando quede expuesto el lecho 
del océano y no existe limite para la altura que puedan alcanzat las olas, por supuesto, 
no se formatán olas de altura infinita. 

Aquí únicamente analizatemos procesos de tipo unidimensional, en los cuales 
podemos tener cuatro tipos de procesos: 

a) Tiempo discreto y espacio de estado discreto. 
b) Tiempo discreto y espacio de estados continuo. 
c) Tiempo continuo y espacio de estados discreto. 
d) Tiempo continuo y espacio de estados continuo. 

1.2. Procesos Bcrnoulli. 

Definici6n 1.2. El proceso estocástico {X.; 11 e N } es un proceso Berno11/Ji si satisface 

a) X1 , X2 , .. . son independiente.s y 

b) P{X. = 1 } = p, P{X. =O } = 1 -p = q para todo 11 • 

.t\l evento X.= 1, lo llamaremos éxito y al evento X.= O, fracaso. 
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Definici6n 1.3. -Sea · { X.; li e N} un p~oceso B~oÜlli, con probabilidad de éxito p, el 
número de /:dios en e/ Ít;./simo 'ens'!)'O Se define como . . . 

Entonces N. esd 'nÚJnerº d~ éxitos en los primeros n ensayos, y N.+., - N. es el 
número de éxitosén los- ens.ayos-n H; ~ +2;· ... , n + m. Como podemos ver { N.; n = 
O, 1, 2, ... }define un proceso estocástico, con espacio de estados y tiempo discreto {O, 
1, 2, ... }. 

De la definición de proceso Bernoulli, tenemos que las X. se distribuyen como 
una Bernoulli con parámetro p (Bernoulli(/J)) y las X. son independientes y la suma de 
variables aleatorias independientes Bernoulli se distribuye como una binomial con 
parámetro n y p (b(n, p)), entonces N. es una suma de variables aleatorias 
independientes Bernoulli, con lo que podemos enunciar el siguiente resultado. 

Teorema 1.1. Paran= O, 1, 2, ... 

a) P{N.= k} = (:rq.-k, k= O, 1, ... ,n 

b) E[N.] = 11p 
c) V[N.] = 11pq. 

El uso de probabilidad condicional en la prueba del siguiente resultado ilustra una 
de las principales técnicas usadas en el estudio de los procesos estocásticos. 

Teorema 1.2. Para 11, k e {O, 1, 2, ... } 

P{N.+1 = k} = pP{ N.= k-1} + qP{ N.= k} 

De111ostradó11. 

Usando el teorema de la probabilidad t.otal. 

P{ n+1 ='k} =' L,P{N.+1 =klN. =J}P{N. = j} 
j - -

Dado que { X1, ... ;X. } es independiente' de X.+1, tenemos que N. es independiente 
de X.+1 y como N.+1 = N. + X.H ,•·es ·decir, 
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P{ N..+1 = k ,N.= j}= P{ N. +X..+1 = k, N. = j} 

= P{ X.+1 = k -} , N. = j} 

=P{X.+1 =k-j}P{N.=1) 
con lo que 

' {p 
P{ N.+1=k1 N.=j} = P{X.~1 = k-j} = ~ 

de.aquí, tenemos 

si f':"k-1 

si}=k 

cualquier otro caso 

P{ N.+1 = k}::pP{N.=k-1}+ qP{N.= k}. 

Teorema 1.3. Para algún m, n e { O, 1 2, ... } 

Capl/11/o ·, 

.. \ -.·~' 

o 

P{ N .. +.-N,. = k 1 No, ... , N,.} = P{ N .. +.-N .. = k} = (:rq•-k, k =o, 1, ... ·" 

De111ostració11. 

Las variables aleatorias No, N1, ... , N., están completamente determinadas por 
las variables X1, X2, . . . , X., , por definición de N. e inversamente las variables 
aleatorias X1, X2, ... , X., están completamente determinadas por No, . . . , N.,, por 
ejemplo X. = N,,, -Nm-1· Luego entonces 

P{ N .. +. - N., = k 1 No, ... , N., } = P{ N.,+. - N., = k 1 X1 , ... , X,,, } 

tenemos que N,,,+. - N,. = Xm+1 +Xm+2 + ... +Xm+• y {Xm+1, Xm+2, ... , Xm+.} es 
independiente de {X1, ... , X.,}, lo que significa que N,,,+. - N., es independiente de 
{X1, ... , X.,} así llegamos al resultado. 

P{ N,,,+.-N., = k 1 No, ... ,N.,} = P{N.,+.-N.,= k 1 X1, ... ,X,,,} 

= P{ N,.+.-N,,, = k} 

ahora bien N,,,+. - N,. = X..+1 + X,,,+2+ .. · + Xm+n es la suma de n variables aleatorias 
Bcrnoulli(j'.>) independientes e idénticamente distribuidas, lo que significa que es una 
variable alea.~g_~9_ry;i_iaj c.o.n p_¡mímetro /1 y p, es decir, ;-r·' ., l.' ,-·,u· u J :.;:,J..:. ~.- n 
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P{ N,.+.-N., = k} = (:}q•·-', k:: O, 1, ... ,n 

o 

De este teorema podemos ver que la variable aleatoria· N,. - N.,_, para 

cualquier ke{l, 2, ... ,j} tal que n.i cumpla con no= Ó <ni<~<;,, <: n¡,N,, -N.,_, 

es independiente de { N,,., ... ,N.,_,}, a'¡:()nt:Ínuacióri enunciamos este res~tado. 
•' .. ~ . 

Corolario 1.3.1 Sea no = o < nt .¿'ni < ; .. <. Nj son enteros, entonces las variables 
aleatorias N .. -N,,., N., -N,.., ... , N., -N.,_;son independientes. 

. . 

En el teorema 1.3 se probó que N.,+. - N,,, es independiente de No, ... , N,., en 
la demostración no se hizo ninguna referencia a la distribución de las X. únicamente se 
considero su independencia. De esta forma podemos decir que el corolario. 1.3.1 se 
cumple para algún proceso estocástico {M.; n =O, 1, : .. } definido por' 

~sin'=O 

si n=l,2, ... 

con Y1, Y2, •.• , Y., variables aleatorias independientes 

Un proceso estocástico que cumple con 

P{ N,.+.-N,,, = k 1 No, ... ;N,,,} = P{ N,,,+.-N,;, = k} 

o con el corolario 1.3.1, es un proceso eslo~ástiro ron incrementos independientes. 

Si para el proceso {M. ; n = O, 1, ... } definido anteriormente, las variables 
aleatorias Y1, Y2, ... , Y. a parte de la independencia entre ellas son idénticamente 
distribtúdas, entonces la distribución de los incrementos M.+,- M, no depende des, se 
dice entonces, {M.} es eslado11ario con i11cremenlos i11dependienles. 

Regresando al proceso Bernoulli, tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 1.4. Sea Z una variable aleatoria que depende de un número finito de 
variables aleatorias N,,,, N..+1, ... ; es decir, 

Z = g( N,., N..+1, ... , N,....) 

para alguna /1 y alguna funcióng. Entonces 
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- ·-_:. . .'"'. 

E[Zi No,Ni, .• ;;N .. ] = E[ZI N.,] 

Den101lración. 

Dado que N,ri..¡ = N., +X.+1, ... ,N..+n = N.;+x~1 + ... +X..+., hay una 
función h tal que · · · . · · · . · 

Z = g( N.,, N..+1, ... , N..+¡,) = h( N;., X..+1, .. ., X..+.) . ' 

Así 

E[ZI N0, N 1, ... , N.] = L.l}h(k,;¡;.:.,i,)P{N., :=,k,X.,+1 = i 1;.:.,X,,.,.=i. I N 0 , .. .,N,,} 
.t. •, ... ¡·.· ': .:· . .·.,::··. . . . 

-_:,' ·'.·· 

la segunda suma es sobre toda las'n-up!Cs.i,::,::(ii::.,.,¡.J.decerb~.Yun.o,s,,bado.que 
{ X..+1, . . . • x,,,'..} es. independiente de'Xx;;, . '. .;. X.,}. i:ambifo· {X~i. . '.. ; X..+.}. es 
independiente éle No, N1, ..• , N;,, que s~n detenninaéias por {Xi,;;;; , X,,, };:Entonces 

;, '. ' : :• ~ . . , :. - e, , . . ',: - ·,:. ' -, \: ·'"· .. ', - . '. " 

P{ N,,, = k, X..+1 = i1, ... , X~+.= 1~i_No,":\. 1}1'lt{<:.;, ' ·-,~~ .\. : , 
= P{~-::':r~j1~~·~~X*'!!~ .. ~/ü1~tf'l,~.:;~l.l'fº· ... ;. N .. } 
= ~i1). ·•·•· n(;.>.~{1;~~.'~] .... N ... •.:º.).:T/(:%~8· ( ·. • 

; ;~: - -

donde n(i) = P {X. = i },;. p o q sl ¡:: 16 i ~ Clt~es~e~~~:lil'Íi!n¡e, Por otro lado 
·-,:..'-- - ·:- - -~ •' 

P{ N., = kl No, ... ,N.; }~ E[I1.t1(N,.)l.~o.' .. ~·,:N.,] 

Tenemos que 

.·:. ·· . .. :.{L sik=N 
='= 11.kt(N..,)=· '' ·" • ., 

· ·.' .: ·· , · · . :: Q; •.cualquier otro caso 
. ,~: >-:' ,. . 

E[ZI N.,N., ... ,N,,] = LLh,(1~~1•'.,;;',i.):n-Cf1):·:K(i.)I¡4¡ {N,,,) 
. k . 1 . ' '. . . . •. 

E[ z¡ No, N1,. .. ',N~] = J:)cN,,,.i1;.;.,;.)K(i1h·K(i,)= f( N,,,) 
1 . . ' .... • 

independiente de No, ... , N,,._1 , esto sig1úfica 

E[ ZI No, N1, ... , N,,,] = f(N.,) = E[ Zj N,.] 
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El teorema anterior lo satisfacen varios procesos con una estructura menos 
compleja, tales procesos son llamados cadenas de Markov, del estudio de estos 
procesos nos ocuparenJos en el siguiente capítulo .. 

Definición 1.4. Sea {X.; 11 = 1, 2, ..• } un proceso Bernoulli con probabilidad de éxito 
p, consideremos una realización del proceso X1 .• X2, .: .; X. , esta es una secuencia de 
unos y ceros, denotemos por T1, T2, ... , los .índices correspondientes a Jos sucesivos 
éxitos, a los T¡, se les llama los liempot de éxi/01. 

., ~jemplo 1.6. Si 
x1= 1,x2=o:x3=0;'~..(4~1~:x5::'1, ... 

Es una realización del proceso, entonces 1i = 1, T2 = 4, T3= 5, ... ,es decir, T¡, es el 
número del evento en el que ocurrió el k-ésimo éxito. 

Supongamos que para una realización del proceso el k-ésimo éxito ha ocurrido 
antes de 11-ésimo evento, esto es T¡, S.: n , entonces el número de éxitos en los primeros n 
eventos debería ser al menos k, esto significa que N. ;:: k, e inversamente si N. ;:: k 
entonces T¡, S.: n . 

Otra relación entre los tiempos de éxitos y el número de éxitos es; si 'I'¡, = n 
significa que en esta reali2ación hay exactamente k - 1 éxitos en los primeros n - 1 
eventos y un éxito ocurre exactamente en el n-ésimo evento, es decir, N .. 1 = k - 1 y 
X.= 1 e inversamente si N •. 1 = k - 1 y X;, = 1 entonces T¡,, = 11. A continuación 
enunciamos estas dos relaciones. 

Lema 1.1. Sea X1, X2, ... , X. una realización del proceso k = 1, 2, ... y n ;:: k, 
tenemos <]UC 

a) T;._ S.: n si, y sólo si N. ;:: k 

b) T;,,=nsi,ysólosiN,,_1 =k-1yX.=1. 

Teorema 1.5. Para alguna k e N 

(
n-t"t_" 

b) P{ T¡, =,, }= k-1r·q"-4, 11= k,k +1, .... 

TESIS CON 
.FALLA DE ORIGEN 



8 Norionu tk lor Prrxrrar Esloftlrliros Capítulo 1 

Demos/radón. 

a) Para k e N y n ~ k, por el lema 1.1 el evento'{T.(S n } és igual al evento { N.-;:: k } , 
entonces 

P{ T;.S. n} = P{ N.~.k} = f P{N. = j} 
·j=4 

por el teorema 1.1 

P{ N •. = k} = (:rq'~ ... k = º· 1 •... ,n 

es decir, 

~(n). j •-j . 
P{T.tS.n}=. L.. •.. P ... q .. , n=k,k+1, .••. 

• : j•.t J ••• 
. '' .: 

b) Por el lema 1.1 el evento• {T.t = ~j:·e~ iglial al evento { N.-1 = k - 1 , X. = 1 }, por 
definición, el proceso N •. 1 es ind~perídiente de X. = t. Entonces 

P{ T.t = n} ~ J?{Ni-~ =k~ 1,X. = 1} 

'=P_(N.'.'1=;:k-;-1fP{X.'= 1} 

(n-1) .. ., (n-1r = ... ·. p>--lq•-4 p = .. ·. . q--:>. 
k-1 k-1 

o 

El teorema anterior nos da información muy importante sobre la estructura del 
proceso { T.t , k = 1, 2, .• , } pero veamos .otros resultados co.ncernientes a la estructura 
de este proceso. ' '" •. · 

Teorema 1.6. Sea To = O y Ti, T2 , .... •los tiémpos del prhner,éxito, segundo éxito, ••. 
de un proceso Bernoulli { X.; n e N} con probabilidici cÍe é~itop,' pá~a algu~~'k e {O, 

1, ... }. 
-, ,. ·- : __ ;_~ 

P{ T>.+1=n1 To, ... :T.t} = P{ T>.+1 = n!.T• }. 

Demos/radón. 
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j{ao, 01, ... , 04)= P{ T4+1 = n 1 To'= ao, Ti= 01, ... , T4 = 04} 

si n:;; 04 = o, entonces la probabilidad condicional es, cero, si n > 04 = o , T4= o y 
TH1=n, lo que significa que Xa+1 =O, .•• , X.-1 =O, X.= i; Ento'nces 

j{ao, 01, ... , 04) = P{ Xa+1 = O, ..• , X.-1 = O, X.,;:: 1 }"= pq .. 1"!' 

hemos llegado a que 

P{ T4+1 = n 1 To= ao, Ti = 01, ••. , T4 = ,~4':', f,;; {º ;,+,·,;, s;i {T.<~ n}_' (1.1) 
· " pq ' ,'' SI {T4'<.n};' 

~,., ', 

y como podemos ver, el lado derecho de la igualdad es indepemi.iente en ambos casos, 
de To, Ti, .•. , Tk-1. , .," - , · ,-·.:,,,.,'_ '· "''""":·· , .. ,_, ·,·: , .. _ "·· 

o 
,_ .'' ·. . : 

El teorema anterior nos dice que dado el tiempo, T.< d,elk_~ésimo éXÍto: el tiempo 
del k+1-ésimo éxito es condicionalmente independiente d~ To,.T1, ''.' , Tk-i . De la 
e_cuación 1.1 tenemos que , -,,_", , ,_,., ,, "'" · "': 

P{ TH1=111 +T.< 1 To, ••. , T4} = pq¡¡+m-i-r. =pq-• 

lo que nos da el siguiente resultado: " 

Corolario 1.6.1. Para~igulla k ~ {o,\,: .. } 
P{ TH1~T .. =111 I"!º· ; .. , -r .. } ='P{ T.<+1-T4::111} = pq-• 

para toda 111 e {1, z; .·;. }. :: 
El resultado amerior nos dice, que el tiempo entre dos éxitos es independiente 

de los tiempos de los previos l!xitos y se distribuye como una geométrica. 

Corolario 1.6.2. T1, T2 - T1 , TJ - T2 , .•• son variables aleatorias independientes e 
idénticamente distribuidas con distribución geométrica. 

Corol:1rio 1.6.3. THt - T.< para k e N 
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1.3 Procesos Poisson. 

Definición 1.5. Un proceso estocástico {N1 ¡ t ~ O}, de tiempo continuo y valores 
enteros, es un proa10 de conteo si N1 representa el número total de "eventos" que han 
ocurrido hasta el tiempo t. 

A partir de la definición anterior podemos ver que uf! procesa' de cont~o debe 
de cumplir con: 

a) N,~ O 
b) N, es un valor entero 
c) si J S t, entonces N, S N1 
d) para s < t, N1 - N, es igual al número de eventos que han ocurrido en el 

inter\'alo ( 1, t]. 

Un proceso de conteo se dice que tiene incremento! independientes, si el número de 
c\·entos que ocurren en intervalos disjuntos son independientes. Por ejemplo esto 
significa que N1 + b - N1 con h > O es independiente de { N.; 11 S t } para toda t. 

Un proceso de conteo se dice que tiene incrtmentoJ utadonarios si el número de 
C\'entos en el intervalo ( t + h, s + h J tiene la misma distribución que el número de 
c\·entos en el intervalo ( t, s ] para todo t < s, y h > O, o bien, se puede decir que un 
proceso de conteo cuya distribución del número de eventos que ocurren en un 
intervalo, depende únicamente de la longitud del intervalo, se le dice que posee 
inrrr:mentos es/a,ionarios. 

,\ continuación vamos a definir al proceso Poisson, hay varias definiciones pero 
todas son equivalentes, daremos una que nos da una buen· información sobre la 
estructura probabilística del proceso. 

Definición 1.6. Sea {N,; t ~O} un proceso de~i:onteo, d~ndeN( t, t+.h) (o NiH -
N,) es el número de eventos o llegadas que ocurren ·en~ el intervalo (t, t + h J y 
N,:=N[O, t ]. Entonces {N1; t ~O} es un promo Poirsoir con parámetro). si 

1) P{ N(t, t+ h) =O}= 1-U+ o(h) 
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2)P{ N( t, t+ h):;: 1} :::)Ji+ o(h~ · .. 

3) P{ N(t, t:t' h)?; i} ;,,;.· ;,{h)> 
. - .. -, '; 

4) Para toda t •y h >O;N( /, t f h) es indépendiente de { N. ; /1 :> t } 
'>·- -:,· .. ,.'· .. ;_:_., . .".<··-·,-· ·'.•, •i'·;·> ..• . • 

S) Tiene hicre~ent~s'l:StáciC>n'ários 

Aquí o( h) es una funció,n, táJ ,que 

ó(h) .·. ' 
-- ~ O cuando h ~ o, " . 

En la definición anterior también hay que considerar que No = O. 

. ' 

11 

Sea to e JR+uo y Z el tiempo de espera hasta la próxima llegada después del 
tiempo lo, 

P{x} = P {Z > x}, 

entonces 

P{x+ h} = P { Z>:x+h} = P { Z>x,N(to+x, to +x+ h) =O} 

de la definición de probabilidad condicional 

=P{N(lo+x,;o+x+h)=O 1 Z>x}P{Z>x} (1.2) 

Ahora bien Z > x si, y sólo si, N(to, to tx) =O, pero N(lo + x, lo+ x + h) es 
independiente de N(to , lo + x ) por la propiedad 4 de la definición 1.6, entonces la 
ecuación 1.2 es equivalente a · 

entonces 

P{x + h} = P{ N( lo + x, lo + x + h) = O } P{.'\"} 

= (1 - Ah+ o( h )) P{x} 

P{x + h} - P{x} = - (Ah )P{x}+ o( h )P{x} 

lo dividimos entre h y tomamos b ~ O, obtenemos 
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P'{x} = lim'P{x+h}-P{x} = - AP{x} 
b...O h 

Esta ecuación diferencial tiene la solución 

P{_,.:} = P{O} e-i.x • 

Pero P{O} = P {Z > O} = 1 ya que la probabilidad de dos llegadas al mismo tiempo es 

P{N( 1, I t h) '2:. 2 } '= o( h) 

y dado que h ~ O, 

P{ N( 1, 1 + h) '2:. 2 } = O 

es decir, 

P{ Z= O}= O 

y si obtenemos su complemento P {Z >O}= 1- P{ Z =O}. Entonces 

P{x} = e-1.x 

con esto hemos demostrado el siguiente resultado'. 

Teorema 1.7. Z se distribuye como una exp().), (exponencial ;con parfa1etro A.), 
independiente de /o. 

Así como para un proceso Bemoulli, tenemos !Os tiem~6s:de•-~~to, para un 
proceso Poisson, tenemos el siguiente concepto totahnente equiva}e'llce,:sf;{.l\ht ;:! O} 
es un proceso Poisson con parámetro A. denotaremos por Ti,-•Ti/;};'; : í;,s iÍempo1 de 
llegada, correspondientes a los sucesivos arribos. ': ):,; .. ··}: ' 

Como vimos anteriormente para lo e JR+ U O y Z ~ltiCntp~ d~-~~pera hasta la 
próxima llegada después del tiempo lo, · . , 

P{x} = P {Z > x} = 

la probabilidad de que el tiempo de llegada del prim~r SUCeSO sea ~ayor a X sería; 
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si tomarnos ahora a T; .:.1 .· como to el próximo árribo sería en el tiempo T;, el tiempo de 
espera entre las llegadas .i -1 e i, es T;- 1i-1 es decir, Z. ::::i T;- T;-1 , luego entonces la 
probabilidad de que la llegada entre i-1 e i sea mayor a X sería 

P { T;.;.. T;-1 > x} = r>.x, 

que como podemos ver no depende de i, es decir, T1 , T2 - T1 , ... , T; - T; -1 son 
independientes y todas se distribuyen como una expQ..), así .podemos enunciar el 
siguiente resultado. 

Teorema 1.8. Los tiempos entre llegadas se distrib~yen como una expQ..) y son 
independientes. 

Al distribuirse T;- T;-1 como una expQ..). Obtenemos también: 

Corolario 1.8.1. 
. 1 

a) E[T;-1i-1] = i 
1 

b) V[ T;-T;-1] = A.2 

Teorema 1.9. El tiempo de llegada T., n e N tiene una distribución gamma con 

parámetros n y A. • 

Dm1oslració11. 

Podemos expresar a T. como sigue 

es decir, T. la podemos expresar como la suma de n variables aleatorias expQ..) y como 
los tiempo entre las llegadas, son independientes, tenemos una suma de n variables 
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas como una expQ..), lo que significa 
<¡ue ·¡~ se distribuye como una gamma con parámetro /1 y A.. 

o 

Hasta el momento no hemos dicho nada sobre la distribución de N1, definamos 

P,.{1} = Jl{ N, = m }. 

Entonces 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



14 Noaimu tk lot Promot Etto((ÍJ/ÍtrJt 

Po{t}= P{Nt= O}= P {Z > / }='P{t} 

y por eso 

Ahora bien por los incisos 4 y 5 de' fa déflrtlclón ,L6 ' 
·', _,._ ·. ··. 

P.,{1 +h} = P,.{t}J>o{h} {J>;.:'.1{1} Pi{h} + :~> .. -1{1}.P¡{h} 
, ·· · :·~::.:·r.~,~~:-·"'.,_· ,:.: · ..... ,.. ;-2 

a partir de i = 2, tenemos 

por la propiedad 3 de la definidón 1.6 

= P{N,=m-2}o(h), 

es decir, podemos hacer 

f Pm-1{/}P,{h} = o(h) 
1•2 

quedándonos 

P,.{t+h} = P,.{l}·Po{h} + P~1 {/} P1 {h} + o(h) 

Usando la propiedad uno y dosd~ l~~efinicÚnt.6 
P,.{tth}:; J'~!t}q·;...~-f-o(h)) +,P,,,_1 {t}(Ah + o(h)) + o(h) 

P,.{t+h}.:; P~{I} 7--ÚP:{1J~f>.hP:Ú1J+ o(h). 
. :: __ · '.1~;:/ ~:;··:;;~: "-.. . ·. ·,~_.·~:;_.;_ .. ),: .·.«. "/ 

Entonces si divicllrTI·~tf~d~·;~~~·/¡y'itÜg~~s~~6hnÜe cuando h-> O 

P~{l}~~).p~Ú} +AP~1{/} 
también sabemos que 

P.,{O} = /'{ No= m } = O para 111 = 1, 2, .... 

Ahora definamos 
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Q...{1} = P,,,{1} tfl. (1.5) 

Entonces la ecuación 

P~ {1} = -AP.,{1} +A. P,,,_1 {1} 

usando la ecuación L5 nos queda como 

-A. ir1-' Q...{1} + ir1-' Q~ {1} = -A.r'J Q...{1} + A.Q...-1 {1} rl.t 

dividiendo todo entre ir1-'nos queda 

-A.Q...{1} + Q~ {1} = -A..Q,,,{1} + A.Q...-1 {1} 

llegamos a 

Q~ {1} = A.Q ..... 1 {t}. 

Resolviendo recursivamente: 

Qo{t} = Po{t} ~ = e-Ai i' = 1 

Q; {t} = A.Qo{t} =A.de aqw Q1{1} = A.t+ c. 

haciendo J = O, en la ecuación 1.5 

Q1{0} =P1{0} ¿_o=í:. 

por la ecuación 1.4 Pt{O} =O, tenemos cjueQ1{0} =O lo que significa que c =O así 
que 

Qt{t} = A.t 

ahora 

Por otro lado tenemos que Q:z{O} = P2{0}e'-º = O, luego entonces c = O y nos c1ucda 
c1ue 
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y así podemos seguir sucesivamente. hasta llegru,: a 

De la ecuación 1.5 

J..."t"' 
Q...{t} = -. 

mi 

n { } _ J..."' t'" ->J ,-,. I - --e 
mi 

Es decir, que N1 se distribuye como una Poisson con parámetro J.../ (Po( J...t )). 

Teorema 1.10. N1 se distribuye como una Po( J...t ). 

Corolario 1.10.1. 

a) E[Ni) = J...t 

b) V[Nt] = J...t 

Definición 1. 7. · N, es el tiempo de intensidad. 
I . : ·.· , , 

Capí111/o 1 

Del corolario 1.10.1 tenemos que el valor esperado del tiempo de intensidad es 

l.. se le llama intensidad. 

' ' 

Por otro lado tenemos por definidón que los inérementos de las llegad~s son 
independientes, es decir, para O = fo < /1 < :"; ,'< tí < · ·: <: t1r. = I ; N 1,+, - N,, es 

independiente de N.; /1 ~ l1r. , para s, 11 :::.· O ,esto significa que N,,+-.:.. N,, es 

independiente de N" - N,, . Ya que N, se distribuye; como una Po( J...t) tenemos que 
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N,, +s - N,, se distribuye Po(·. A..r ) esto significa que a cualquier tiempo empieza otro 
proceso Poisson. 

Corolario 1.10.2. Sea {Nr; t ::2: O } un proceso Poisson cefo intensidad >... Entonces para 
alguna .r, I?:. O, 

P { N,+,-N,= k 1 N.; 11S!. I} = P { N1+1-'-N1= k } 

(A..r)~e->J 
= . k= o, 1, ... ·. 

kl 

Teorema 1.11. Sea Lt un proceso Poisson con intensidad >.. y M1 es un proceso Poisson 
con intensidad µ, ambos procesos son independientes. Si definimos a N, = Lt + M1, 

entonces N, es un proceso Poisson con intensidad >.. + µ. 

Demoslració11. 

Tenemos que probar que N, cumple con la definición de un proceso Poisson, 
probaremos únicamente la propiedad dos y la propiedad cuatro, la uno y la tres són 
inmediatas a partir de probar la propiedad dos y la cinco es semejante a la cuatro. 

P{ N( 1, 1 + h) = 1 } = P { L( 1, 1 + h) + M( 1, 1 + h) = 1 } 

= P { { L( 1, I + h) = 1 y M(I, I + h) = O } U { L( 1, I + h) = O y M( 1, I + h) = 1} } 

como ambos eventos son excluyentes y además, Lt y lvJ,, son independientes, tenemos 
que 

/>{ N( 1, 1 + h) = 1 } 

= P{L(t, 1.f. h).=t}P{M(t, t+ h):: O}+P{L(~ t+h) =O}P{M(t, t+ h) = 1} 

= ( >..h +o( h)) ( 1 - µh +o( h)) + (1;-).h+ o( h)) ( µh +o( h)) 

= >..h- >..~1/J2 + M o( h) +o( h) -.o( h) µh+o(h )J( h) + 

~1h- >..~11i2 + µh o( h )+ o(/J Fo( h) Xh+o(h )c:l( h) 

como podemos ver todo depende de o(h) ex~e-pto Ah y µh, es claro ver que para>..µ/? 
si tomamos a o( h) = /jl tenemos una función del tipo de o( h) luego entonces 

·tL 
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;P{ N( 1,11+h)= 1J= (A-:f'. µ) h+o(h) · 

con esto hemos p~obado que Ntcumpl~ lapropledai:lcuatto de un proceso Poisson . 
. <,-;_-: '-:: . " ·,, -_____ ·: ;,:~.,~-. -, ,'- ; ·~· .. ~ ~-, 

Ahora hay que prob~ qJe .N('//1;;:¡; )''~~·iride~endiente de { N# ; 11 s t } . 
Como L y M,; ambosson.pi:o~esoJ>oissógcumpleri que 

J;4j+lij¿;::~~;:~~ente de. { L,,; 11S t} y 
M( 1;· 1 + h) ~s'Ííi'clép~°ridie~te de { M#; 11 s 1} 
-··,':·--. :,;,,,·"·:-:.::-¡;'.'~·,.-.":,-':-~;:'.·-:--,'.';~:.... .-; '! 

Por definición J..:, y M1scminif'¿~·~~dle;.¡tes; lo que significa que 

y por consiguiente 

M( 1, I + h)es ind~pendiente de.{ L,,; 11 SI} y 
lJ.. t! 1 f /J) es inc!eJ:l.endiente de { M~ ; 11 S t }, 

. . . 

L( 1, I + h).+ M( l, I + h) es independiente de { L,,; 11 SI} y { M#; 11S I} 

y por tanto L( 1, t + h) + M( 1, I + h) es independiente de { L,, + MN ; 11 S I}, como se 
queóa probar:. · 

D 

1.4 Ejercicios. 

Eje111plo1.7. Un cierto componente en un sistema, tiene un tiempo de vida cuya 
distribución puede considerarse como n( m) = pq- t , m ::?: 1 . Cuando d componente 
falla es remplazado por uno idéntico. Sea T1, T2, . .. denota el tiempo de falla; 

es el tiempo de vida del k-ésimo componente remplazado. Dado que los componentes 
son idénticos, 

P{U~=m} =pq"'-1,m'?:.1 

y los componentes tienen tiempos de vida independientes, así tenemos que.{ T~ } lo 
podemos considerar los tiempos de éxito ele un proceso Bernoulli. Si sabemos que los 
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tiempos de las tres primeras fallas ocurren en los tiempos 3, 12 y 14, ¿Cuál es el tiempo 
esperado de la quinta falla?. 

Por el teorema 1.6, 

Si hacemos Ts = TJ + ( Ts - TJ ), nos qheda 
•. ~¡ 

Por el corolario 1.6.3, y haciendo Ts....'y3;;,:.r4;'.;.TJ;+Ts-T4 
·'·' ~, . ·"--·p.;~ ,• ; . ' ' 

Lo que se quería calcular es: 

. . 2 
. E [ Ts I TJ] = TJ + ....,. . 

p 

E [Ts I T1, = 3,Ti= Ü, TJ = 14) = 14 + ~. 
p 

Ejemplo 1.8. Considérese el proceso estocástico como la trayectoria de una particula, la 
cual se mueve a lo largo de un efe con pasos de una unidad a intervalos de tiempo 
también de una unidad. Supóngase que la probabilidad de cualquier paso que se tome a 
la derecha es p y el que se tome a la izquierda es q = 1 - p. Suponemos también que 
cualquier paso se da de manera independiente a cualquier otro. Este tipo de proceso es 
una caminata aleatoria. Si la partícula esta en la posición cero en el instante cero, 
determínese la probabilidad de que se encuentre en la posición k después de n pasos. 

Definimos {X. ; 11 e .N } como las variable aleatorias independientes, donde 
X.= 1 si la partícula da el paso a la derecha y X. = - 1 si el paso fue a la izquierda, cada 
una con probabilidad 

P{ X. = 1} = p y P{ X. = - 1} = q . 

Sea { z. } un proceso estocástico, donde z. es la posición de la partícula en el tiempo 
11, este proceso estocástico tiene un espacio de estados discreto con valores en { - ex> , 

... , -1, O, l, 2, ... , ex> }, el tiempo n e {O, l, 2, ... }. Para n = O tenemos que 
inicialmente Za = O . Después de 11 pasos 
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se desea determinar el valor de 

sea la variable aleatoria 

Y;= • I i=1,2,.,.,n. {
1 siX.=1 · 

O s1X; =-1 

Es decir, la Y; = Y2 (X; + 1 ), al ser las X; independientes tenemos que también los son 
las Y;, es decir, {Y.; ne N} define un proc~so Bernoulli (ver la definición 1.2), si N. 
es el número de éxitos tenemos de la definición 1.3, q~e· ·· ·· 

N.= {
o 
Y¡+Y2 +···+Y. 

en términos de las X; tenemos que 

sin= O 

sin=1,2, ... 

N. = 1/2 (X1 + 1 )+ Y2 (X2 + 1) + ~' · +Y2 (X.+ 1 ) = Y2 (Z. + n) 

Luego entonces 

P{ 7. :-:: k 1 Zo"" or:::'. P{ z. -= 2 N. -- "~ .{;' 1 z.; =·No= o } 
. ;,,, P { N. = 'kC k + n) 1 No= O } 

por el teorema 1.3 

P{ z. = k J Zo = O } = P { .N. = Y2 ( k + n) } 

= [x(:+n)}Y,(H-l q ~(•-k), siempre que Y2 ( k + n) = {0, 1, ... ,n }. 

También podemos calcular 

E [Z.] = E [ 2 N. - n] 

= 2 E [N.]-11 

=211b-11 
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análogamente 

1.4. Bjmiti01 

= 211jJ - n<pi-q) 

=n(p-q) 

V[Z. ] = V[ 2 N. - n] = 4npq 

21 

11p+q=1 // 

Ejemplo 1.9. Hay un restaurante por el cual, los vehículos solo pueden llegar a el por 
medio de la carretera, supóngase _que la llegada de vehículos al restaurante por el lado 
derecho sigue una proceso Poisson con parámetro A y las llegadas por el lado izquierdo 
siguen un proceso Poisson con parámetro µ, luego del teorema 1.11 sabemos que el 
número de llegada al restaurante en vehículo sigue un proceso Poisson con parámetro 
Hµ. 

~j'en¡plo 1.10. Un componente de un sistema, su tiempo de vida sigue una distribución 
exp(A). Cuando éste falla es inmediatamente reemplazado por uno idéntico; y cuando 
éste falla es reemplazado inmediatamente por otro idéntico, etc. Esto significa que los 
tiempos de vida X1, X2, . . . de los sucesivos componentes son independientes e 
idénticamente distribuidos con distribución 

P { X. S I } = 1 - e -u , I ~ 0. 

Supongamos que el costo de reemplazamiento del componente que falla es <le p 
pesos y supongam;,s una tasa de interés de a > O, :isí que un peso gastado en un 
tiempo t traído a valor presente es e-•' . Si T1, T2 , ... , son los tiempos de las sucesivas 
fallas, entonces Tt = X1, T2 = X1 + X2, . • . _; el tiempo de la n-ésima falla es T., y el 

valor presente del costo del reemplazamiento es Pe.,.-r,. Sumando sobre todas las n, 
obtenemos el valor presente del costo de todos los futuros reemplazamientos; esto es 

e= ff3e"'r. 
•=1, 

A nosotros nos interesa calcul_ar etv;ior esperado de C, que es, 

E[ e J = P fE[e"'r. J 
w=t 

crilculemos la esperanza, por el teorema 1.8. subemos que los tiempos entre llegadas, 
son independientes e idénticamente distribuidas. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



22 Noáonu de los Proruos Esto((/Jfi«JJ 

= E[e""li JE[;-•(T,-lj) }- • E[e -•(T,-r,_,) J 
,,;, E[e.;.li J 

= [je-"'>.e. ->J di]• 
o .. ·' 

haciendo un cambio de variable _ 

luego entonces 
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. >. ., (. >-)" =P-. -·->.+ex~. >.+ex 

=P->. [-1 ·1 
Hex~ 
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= 13 2-(Hª) --
>..+ex IX , 

).. 
= 13 -

IX 
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Capítulo 2. 

2.- Cadenas de Markov. 

2.1. Introducción. 

Hay procesos estocásticos, tales que, la información de algún estado futuro 
X..+1, dado que se sabe la información de los estados pasados Xo , X1, ••• , X. -1 y del 
estado presente X., es independiente de los estados pasados y únicamente depende del 
estado presente X., por su forma de comportarse, estos procesos se aplican en diversas 
áreas, aquí analizaremos aquellos que tienen un espacio parametral de tiempo discreto T 
y un espacio de estados E, finito o contable infinito. 

Definici6n 2.1. Un proceso estocástico {X. , n e T-}, con espacio parametral de 
tiempo discreto T y un espacio de estados E finito o contable infinito es una .-adena de 
Markovsi 

P { X.+1 = j 1 Xo = io , X1 = i1, ..• , X. = i} = P { X.+.1 = j I X. = i} = PiJ' 

p¡¡ es la probabilidad de transición o de paso, del estado i en el tiempo 11, al estado j en 
el tiempo /1 + 1, es decir; Pfi es la probabilidad de. transición o de paso del estado i al 
estadojen un paso. 

Sin pérdida de generalidad tomaremos a T y E como subconjunto de los 
números enteros. ·· 

1Jefinici6n 2.2. . Si las Pfi no dependen de 11, se dice que la cadena de Markov es 
bomogé11ea. 

La definición 2.2 nos dice que 

P { X.+1 = j 1 X. = i} = P { X..+1 = j 1 X., = i} = p¡¡ con 111 ~ 11. 

supondremos siempre que PiJ· no dependen den. A PiJ' =P { X1 = j 1 Xo = i} también 
lo podemos poner como 
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Las probabilidades de transición p¡¡. satisfacen 

p¡¡'?. O, i,f?. O y b P¡¡ = 1. 
jeB 

Podemos escribir todas las probabilidades· de transición del estado i en el tiempo 
n, al estado j en el tiempo n +1, de la siguiente forma m.atricial 

estados ·de X.+1 

o 1 2 .... 

r P~i Pó2 .· 
estados de X. 1 P10 Pu P12 

'") =P 2 ho P21 P22 ... 
" 

P es la matriz de probabilidades de transición; 

Definici6n 2.3. Una matriz P se llama estocástica si cada u~o de sus elementos,. p¡¡ '?. O, 
i,j '?. O y 2: P¡¡ = 1, es decir cada uno de los elem~ntos de la matriz es mayor o igual 

ftB . . . . 

que cero y en cada renglón su suma es uno. 

Definici6n 2.4. Una matriz P se llama doblemente estocástica si cada uno de sus elementos 

p;¡'?.O, i,j'?.O, LP;¡=1 y LP¡¡=1 
je E i-;B 

La definición 2.4 nos dice que una matriz es doblemente estocástica si tanto sus 
columnas como sus renglones suman uno. 

Ejemplo 2.1. Supóngase que la posibilidad de que el día de mañana llueva sólo depende 
de la situación climatológica de hoy y no de días previos, además supongamos que si 
llueve hoy, la probabilidad de que mañana llueva es a y si hoy no llueve, la 
probabilidad de que llueva mañana es p, esto quiere decir que si hoy llueve, entonces 
mañana no lloverá con probabilidad 1 - a y si hoy no llueve, la probabilidad de que 
mañana tampoco sería 1 - p, si consideramos que el estado O es que llueva )' al estado 1 
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- . 

que no llueva, claramente bajo los supuestos que hemos hecho éste ejemplo es una 
cadena de Markov con la sigui~nte matriz de transición,. 

P=(ª 1-a) p 1-p 

FJjemplo 2.2. Un apostador tiene SN , en cada juego que apuesta tiene la probabilidad p 
de ganar $1 o perder $1 con probabilidad 1 - p , el jugador se retirará cuando se quede 
sin dinero o bien cuando haya duplicado su dinero original $N. 

Si consideramos X. como el dinero que tienen el apostador después de la n-ésima 
vez que apuesta, X. claramente es una cadena de Markov, ya que lo que va apostar 
únicamente dependerá del dinero que tenga actualmente y no de lo que haya jugado 
antes, X. tienen espacio de estados E = {O, 1 , 2, ... , 2N}, sus probabilidades de 
transición son · 

p¡¡=p conj=i+1',i=1,2, ... ,2N-1 

pg=1-pconj=i-1,i=1,2, ... ,2N-1' y 

jJoo = pm,iN = 1 

los estados O y 2N son es~clos·'~bsorbentes, este concepto lo definiremos más adelante, 

de aquí obtenen'ios la sigcierit~ matriz de transición 

P= 

1 

1-p 

o 

o 
o 

o o o 
o p o 

1-p o p 

O .O O 

o o o 

Ejemplo 2.3. Sea {X.; /1 = O, 1, ... } definido por 

x.= 
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l'¡+Y2 +· .. +Y. 

o 
o 
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o 
o 
o 

o 
o 
o 

1-p o p 

o o 

sin=O 

sin= 1,2, ... 
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con Y1, Y2, ... • ~Y~, ·variables aleatorias. discretas, independientes.e idénticamente 
distribuidas, ·con di~tribución de probabilidad.{ P• .; k = O, 1~ 2, ... }. Dado que 
x.+1 =X. + Y.+1 ~ tenemos qué; ·· 

,.,1>> ' '_- ., .. 

Claramente depende úlli~amentede x •. Así tenemos que el proceso {X. , n e 11 
define una cadeiiá dé'Márko.- i:o'n probabilidades de transición 

- -, ·-· - ,,,_ ,. >" 
•!,-. 

)¡;'.;;, P{X.+1=}1 X.= i} =p~; 

y matriz de transición 

P=[I ; ~ ~ ::¡ 
o o o Po ... . . . . . . 

Teorema 2.1. Sea {X.; n e T, n ~O} una cadena de Mnrkov, para todo 111, n E T, con 
111, 11 ~ O y io, i1, ... , i., E E 

P{ X.+1 = i1, ... , )(.+,,, = ;,,, 1 X. = io} = );.,;,);~, • • · A •. ,1• 

Dc111oslradó11. 

P{ X.+1 = i1, ... , X.+.,= i,. 1 X.= io} 

= P{ Xn+2 = h, ... , X.+., = i,. 1 X. = io, X.+1 = i1} P{ Xn+1 = i1 1 X. = io} 

por ser {X.; 11 e T, n ~O} una cadena de Markov y por definición de probabilidad de 

transición 

= P{ x.+2 = f2, .... X.+., = i., 1 x.+1 = "i1} A,,;, 

repitiendo el prime; pá~o .. 
= />{ Xn+J=.iJ, .'._.,X.+.,= i., IX.+1 = it, X.+2 = h} );,¡, P{ X.+2= hlX.+1 = it} 
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y así sucesivamente hasta llegar a 

P{ X,,..1 ·= ii,< .. , X.+.,= i;,, I X.= io} = p¡_, P;; ··· P; ; 
v-1 1 J ••I • 

o 

Sea 1! ( i) = P{ Xo = i} la distribución inicial de X •. 

Corolario 2.1.1. Sea {X.; n e T, n <!: O} una cadena de Mru:kov, la ley de distribución 
de probabilidades del vector aleatorio ( Xo = io, X1 = i1, ... , X. = i.) depende de las 
probabilidades de transición p¡; y de la distribución inicial, es decir, 

P{ Xo = io, X1 = i1, ... , X.= i.} = n(io) P;,,;,P;,;, ·· • P;,_,;, 

Den1oslració11. 

P{ Xo = io, X1 = ii, ... , X. = i. } = P{ X1 = ii, ... , X. = i. I Xo = io} P{ Xo = io } 

Del teorema 2.1 y de la definición de distribución inicial 

P{ Xo = io, X1 = i1, ... , X.= i. }= n (io) P;.;,P;,;, .. • P;,_,;, 
o 

Los pij para 11, i,j <!: O, son los elementos de la matriz Pn. 

Teorema 2.2. Sea {X.; /1 e T, n ~O} una cadena de Markov, para me T, con n1 <!:O 

P{ X.+,. = j 1 X. = i} = pq 

para todo i,j e E . 

De111oslració11. 

Demostremos por inducción. 

Para /11 = 1, por definición, esto es claro. 
Por hipótesis de inducción se cumple para n1 

cumple para 111 = I + 1. 
/, ahora verifiquemos si se 

/l{ X.+1+1=j1 X.= i} = LP{X,+l+I = j,X .. 1 = kl X,= i} 
koll 
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= °LP{X •• 1+1 ::i:JI X-+1 =k,X. =i}P{X.+1 =kl x. = i} 
kEE . 

=°LP{X.~1+ 1 =)IX.~1 =k}P{X-+1 =kl X. =i} 
keE. ·' . . . . ' 

29 

por !úpótesis de inducción · 

" I - .LJPlih -
keE 

o 

Así que para una cadena de Markov, la probabilidad de transición en m pasos se 
define como 

P{ X.+,.,= j 1 X •. = i} =·p¡. 

Teorema 2.3. Sea {X.; n e T, n ~ O} una cádena de. Markov 

P{ X.= j} = L?{X0 = i}Pv 
.. 'JEE'. 

para todo} e E. 

Demostradó11. 

P{ X. =Jt= LP{-?<. '."'. j,X0 = i} 
ieB 

= LP{X0 =i}P{X.=j1 X 0 = i} 
ieB 

por el teorema anterior 

= L:P{Xo = i}Pv 
le!J 

o 

Teorema 2.4. (Ecuación de Chapman - Kolmogorov) Sea {X.; n E T, n ~O} una 
cadena de Markov, para todo m, n e T, con m, n ~ O e i,j E E 
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Den101troaiín. 

p;+"' = P { X.+1'1 = JJ Xo = i} 

= 2:P{x .... =J,X.,=klX0 =i} 
!eB 

= LP{X •• ,/'=JIX., =k,X0 =i}P{X,,, =klX0 =i} 
!eB 

= LP{X • .., = JIX., =k}P{X,. =kl X 0 = i} 
!eB 

o 

Ejemplo 2.4. Del ejemplo 2.1, consideremos que a= 0.7. (Ja probabilidad de que mañana 
llueva dado que hoy llueve¡ y /J = 0.4 Qa probabilidad de que mañana llueva dado que 
hoy no Uueva), entonces la matriz de transición es:·· · 

P- .. - (º·7. 0.3) 
0.4 0.6 

¿Cuál es la probabilidad de que llueva en 4 días dado que hoy está lloviendo? 

Tenemos que calcular p~ , para obtenerlo calculemos la matriz de transición P4
, 

luego entonces 

2 
(

0.61 0.39) 
P =PP= 

0.52 0.48 
y 

• 2 2· .(ó.5··.749 º . .4 .. zs. 1)" P'= p p = 
0.5668 ''' 0.4332 

por tanto la probabilidad de que llueva dentro de 4 días dado que está Uoviendo hoy es 
0.5749. 
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2.2. Clasificación de estados. 

Definición 2.5. Si la probabilidad Pi es no cero para algu~a n :=?:. 1 se dice que el estado 

i lleva al estadojo también quejes akanZf1do o accesible desde el estado i se denota por 
i _,,;: 

_¡-·,- -. -

Definición 2.6. Se dice que los estados ;;/se romunkan si i-'> j y j-'> i, se denota 
por iHj. 

Definición 2. 7. U na cadena de Markov es imd11dble si todos los estados se comunican. 

La definición anterior nos.dice que una cadena de Markov es irreducible si cada 
estado es alcanzado desde cualquier otro, en algún número de pasos. 

Teorema 2.5. La comunicación es simétrica y transitiva es decir para estados i,j .y k, 

1) iHj =>jHi 
2) si iHj y j~k => iHk 

Demos/radón. 
' :;.::;· ' _:,;-~-. ~-,:··.·. . ' 

1) se cumplen inmediatamente a partir de la definición, probemos 2). 

Si i H ¡ entonces existe 111 > O, Pv' > O y 

j H k entonces existe ni > O , Pjl > O 

usando Chapman Kolmogorov 

p'/t'' = L p'¡) p;i :<!: Pv' pjpO, 
rEB 

lo que significa que si existe un nl tal que 

p;po .. 
o 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



32 Cadt11tU de Mar"4v · 
- - . 

Deiinidón 2.8. Un estad~jque se cornuruca nuevamente con él, j +-+ j, se dice que es 
un estado de rúomo~ ,es ~~tji'· j es un .estado de retonio-~i p'ff >O, para alguna n ~ L · 

Definición 2'.9.c Dadd: uri~¿si:idcí} una dase de romuniratió.'I Ej es definida como el 
conjunto de todos los'éstiidos klos cuales se comunican con¡, es decir · . 

' ' . ' ' '. ':'· .~-: .. "'·' '" _,.~. -:,;'> - . ., ' . - ·- - ' . . ' . - ; 

' -_, .,-.• ~c,,;:,; - k'e E¡ si, y sólo si k +-+ j 
·.- ... - ·.. ' 

Podría pasaí: q~e .El/ séa un conjunto vado, es decir, que puede existir un estado j 
que no se. cómunica ni• con el: mismo,} es un estado de no retomo. 

Teorema 2.6. Si E1 y Ez son dos clases de comunicación, entonces E1 y E2 son 
disjuntos. 

Demostmtión. 

Si para un estado que esté tanto en E1 como en E2, significa que Ei = E2, 
habremos probado que son disjuntos. 

Supongamos que E1 y E2 tienen un estado i en común. Sean} y k dos estados 
tales que E1 = Ej y E2 = Ek , probemos que Ej = E4. 

Verifiquemos primero que Ej e E4 sea h e E;, dado que h tt) ·y j · ~ i, 
entonces h (:-')i, como i (:-')k entonces h ttk, se cumple que Eje E4,, análogamente 
podemos probar que E4 e Ej, lo que sigajfica que E1 = E2 cuando tienen un estado en 
común. 

o 

Con la definición de clase de comunicación, tenemos que una cadena de Markov 
es irreducible si la cadena consiste de una sola clase de comunicación. 

Podemos entonces decir que todo 
pertenece a una clase de comunicación 
enunciar el siguiente resultado. 

estado j en una cadena de Markov o bien 
o es un estado de no retorno. Podemos 

Teorema 2.7. El conjunto de estados E de una cadena de Markov puede escribirse 
como la unión de un finito o contable infinito, de conjuntos disjuntos E,,· 

E=E1UE2U ... uE,u ... y E;Ej= 0parai~1: 

Donde cada conjunto E, es una clase de comunicación o contiene exactamente un 
estado de no retorno. 
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Cuando un proceso entra a un conjunto C de estados y ya no puede salir nunca 
de él, se dice que él conjunto e de estados es cerrado, un C::onjunto"éettado puede 
contener uno o más estados, definamos formalmente a un conjunto cerrado. ·· 

Definición 2.1d. Un corijunto C de estados se dice que es arrado si• PÚ ='O; para toda 

n ~ 1 y todo i e· Cy j ~ C 

Definición 2.11. j es un estado absorbente si, P.il "'. 1 y pjk = O para toda n ;:: 1 y para 

todof;t•k. 

La definición anterior nos dice que, si un conjunto cerrado. C contiene solamente 
un estado, entonces se le llama absorbente. · . 

A partir de las definiciones es claro que si una cadena de Markov no contiene 
conjuntos cerrados, será irreducible, es decir, el úflico cónjími:6 c:errado es el conjunto 
de los estados. · ··. · · 

' ; .· ·::_";. ' - 1·:· ._·, " 

Definición 2.12. Un ro1!f11nlo cerrado es imducible, si!iliigón·s~bi:Ci'nj~h~c) ~ropio de Ces 

:::;~ón 2.13. El periodo d( i) de ~etÓrn¿ale?tad~'Í::de~M~f-c~~o · .. · 
·;·:: ·- ,--.~ -~~·~\;_;:_;-:•,:;-"(~·_::i?~:~:-:--~· .. ·-~ .~. -; . 

. d(i)\==~:'c:cis{,;,:pj'.> o}: 
-:'" .. · : ~, f --

,_ .. 

Definición 2.14.; El es_rado i~s aperlÚiro si:J(i ) •. ~ 1 yp~;üd;'ro si d( i) > 1. 

Definición 2.15 •. El;ie~póde;l/egadd,a un ~~t~·~~J ~'Íi,.~e~e~~e como 

La probabilidad de· empezar en el estado i: y·. llegar ál estado j en ni pasos e~, 

f;¡'" =P;{1j= n1 }: 

Definamos a 

fe= P;{ 7j<c0} = tP¡{1j=m}.= f¡; 
.w=t .w=1 

como la probabilidad de que el proceso esté en i y alcance alguna vez;: 

fe la podemos calcular· teniendo en cuenta las siguientes opciones: 
~~~~~~~~~~~.., 
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1) · que de i pase aj en el prlnier paso con probabilidad pg o 
2) que.la primera transición sea a k e {E-}} y después eventualmente pasar a1: 

De esto, podemos enunciar el siguiente resultado. 

Teorema 2.8. Para cada i,j e E, 

Ji¡ = p¡¡ + L: hl"J 
4e{B-j) 

Del teorema anterior podemos también deducir 

m=1 

m;:::2 

Definici6n 2.16. Sea {X.; n e T, n;::: O} una cadena de M~kov, definimos a 

., 
N¡ = ¿1 {x4 :".'i} 

4=0 . 

como el mímero de llegadas al estado j 
. . 

De la definición anterior P;{N¡ = m } es Ia_probabilidad; de escindo en el estado 
ivisitemos m veces el estadoj 

Teorema 2.9. Sea {X,; ne T, n;::: O} una cadena de Markov'entonces 

parai;Cj 

;- < •• • •• • 

Hacemos notar que (/.¡ r:l sigclflc~ qJe_& está elevado a la potencia m -1 , que es 

muy diferente a como dcfini~os J; ;•;e · ·· · · 

Dm10.rtradó11. 

Demostremos 1 ), el que suceda el evento N¡ = 111 es equivalente a que ocurra 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



Capfllllo2 2.2. C/as!fitació11 tk utodo1. 35 

T1, < co, T¡, < co, • ; ·• ', T1~ < do ~ T1~;, = oo, donde¡,,. representa la m-ésima llegada al 
estadoj -. ·- ··'--''_,. . - - . ~---

El tiempo entre las Degad~s es lridependiente es d~cir, 
" ,.. . - <:ºr:{:'.'.it:'.~·_,_:Jt/?:::.:é:-~; -· •."(:.·,. '' 

{.T
1
:·< <lo},{T1 '·'- T¡, <~};{T1 · ;:_ T1 <: eo},'. .. , { T1 ·-T1 = co} 
1 . J' . 1 •' .· 3 . 2 . •ti • 

~on independientes, esto se ~~be ~ que. Mark~v implica independencia de llegadas deja 
j, sus respectivas probabilidades asociadas son: · 

1,J¡ ,Jj¡, ... ' 1 :.:.. J¡ 

la primera es uno porque ya estamos enj, luego entonces tenemos que 

( )
•-1 

P¡{ N,¡ = n1 } = J¡ J¡ .. · ( 1 -J¡) = J.¡ , (1 - J¡ ). 

Ahora demostremos 2), para n1 =O, significa que/nunca será alcanzado desde i, 
es decir · · 

Para n1 ~ O, la cliferenci~ con el_ inciso anterl~r es ~~~ ya' ~s~mos en el estado/ ( con 
probabilidad uno.) luego entonces' sólo haceJalta considerar la pr()babilidad de pasar 
de i aj por prunera vez, est() sucederá co11. pr.óbabilida<l · · · 

tenemos entonces que 

( )
m-1 

P;{N,¡ = n1 }= /¡¡ /.¡¡ ( 1 -J¡) 

o 

Definición 2.17. 
1) j es recr1mnte si P¡{ T¡ < co } = 1 , significa que si estamos en el estado J; la 

probabilidad de que el proceso regrese alguna vez al estado j es uno. 
2) Si no es recurrente se dice que es transitorio. Es decir J}{ T¡ = co } > O. 
3) Sijes recurrente y J]¡( T¡) = co se dice quejes mv 1w1m11te o remm11/e 111ilo. 
4) Sij es recurrente y E¡( Tj) < c:o se dice que es rm1m11te positivo. 
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Si. Jj¡ = · 1 entonces j es recurrente, que Jj¡ = 1 significa que tendremos un númeto 
infinito de llegadas aj, P{N¡ = oo} "' 1 y que para todo m, P{ N¡ = m }= O, también 
podemos ver que 1;( N¡) = oo. . 

Si Jj¡ <1, tenemos que J'i{ 1j < oo } <1, lo que significa que JJ{ 1j = oo} > O, esto 
significa que existe la probabilidad de nunca regresar aj, es decir, quejes transitorio. 
También podemos ver que si jj¡ <1, del teorema 2.9 es claro que la distribución de N¡ 
cuando empieza en j es una geométrica con parámetro 1-jj¡. 

Teorema 2.10. Sijj¡ <1 entonces N¡ iniciando enj se distribuye como una geométrica 
con parámetro 1-jj¡. 

Definición 2.18. Sea R, la matriz con elementos r¡¡ = E,( N¡) con i,j e E, a la matriz 
R se le llama matrizpotenda. 

r¡¡= E,(N¡) :::,E;(f1{x~ =j}) 
n=O 

= f P; {x. ,;.)} 
n=O 

11=0 

en forma matricial nos quedada que 

Teorema 2.11. 1) 
1 

IJj=--
1- !.u 

R= 1 + P +P2 + ... 

2) r¡¡ = f¡¡IJi con i '* 1: 

Dcmos/radó11. 

El inciso 1 sale de que la distribución de N¡ iniciando en j es una distribución 
geométrica, su valor esperado es 
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Probemos ahora 2, 

rg = fmP;{N1 =In} 
-1 

CI) ' ·- ~ '. ' 

= L, mfg(1- f.ü )(¡_¡ r-I 
..... 1 

=fg f m(1-f.ü)(Jff r-1 
· m=1 

= JgP,{N¡) 

= fgr¡¡ 

o 

Podemos decir quejes recurrente si, y sólo si P,{ N¡) = oo y j es transitorio si, y 
sólo si P,{ N¡) <oo. 

Teorema 2.12. 
1) Sijes transitorio o recurrente nulci, entonces para todo i e E 

2) Si} es recurrente positivo y aperiódico, entonces 

lim p•. = 1f U) > o 
4->CO JI 

y también 

lim p~·= Jv7íU) 
n->a:.i !J 

para todo i e E. 

De111ostración. 

Aquí probaremos. el caso cuando j es transitorio, para una demostración de j 
recurrente nulo y el inciso 2 puede encontrarse en c;inlar. 

Si} es transitorio entonces IJi = E¡( N,;) < oo , entonces 
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r¡=f¡Tjj<r¡¡<oo 

.. 
r;¡ =:=L,p;<oo 

PO:· . 

luego entonces r;¡ es finÚo sofuente ~i lim PÚ = O. 
' .¿ ' ... -+ca 

o 

Teorema2.13. Sijesrecum:ntey j~kentonces k~j y/>¡= Pk {1)< oo} = 1. 

Demostración. 

j ~ k significa que se puede pasar deja k sin visitar aj, a la probabilidad de 
este evento le asignamos a > O. Sean: · 

A = " nunca visitar aj desde j" y . 
B ="Caminar deja k Y, nunca'regresar aj desde k" 

por ser B un caso especial de. A· .. tenemos. que P { A } ~ P { B } , ahora bien 

P {B} = a ( 1 - f;¡ ) 

Por ser j recurrenté_& = 1, entonces 

?o:1-:k=t{~l~P{B}=a(1-f;¡ )~O 
entonces, a ( i ~Ú ) = O 
como a > O, entor{cés 1 :.._ f.y = O , es decir,f;¡ = 1. 

Significa también que k ~ j. 
o 

Teorema 2.14. Sij es recurrente y j ~ k entonces k es recurrente. 

De111oslradón. 

Si j ~ k significa que existe un I > O, tal que, p~! > O , del teorema anterior 
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como j es recurrente y j -~" k entonces k ~ j, es decir, existe un m > O tal que PZ >O , 

es decir que p~4 pij > O. 

Usando Chapmán - K~imC>gorov 

considerando un caso particularde p;t' 

ya queje E, tomamos el elementojde la suma, nos queda que 
,, :'. 

es decir, que 

PM+n+/ ..._ p"'p" p' .u _c. 1-jjjjK. (1) 

por otro lado 

r;"' = fa(NK.) = f P4 {X.= k} 
w=O . . 

.. 
=L:P.ü 

•=O 

por (1) 
"' LP'Il"'+I;;:: 

.11=0 

"' 
=p';¡p~"'LP~ 

n=O 
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como j es recurrente E:,( N.; ) = co, luego entonces ·E•( Nk ) = a:>,. por tanto k es 
recurrente. 

o 

Teorema 2.15. Si} es recurrente, entonces existe un conjunto q cerrado e irreducible 
que contiene aj: 

Demos/radón. 

Sea y:= {je E; j~i}, como/es recurrente entonces sij~i entonces por 
el teorema 2.13 i ~ j entonces q := { i e E; j ~i}. 

o 

Con la demostración de este. teorenÍ~ y i teorema 2~6. poclemos enunciar el siguiente 
resultado. . ' 

. . ·. ' ~ 

Teorema 2.16. Los estados· recurrentes se pueden dividir en una manera única en 
conjuntos cenádos e irreducibles:·· 

Teore~a 2.17. .Si {X~i n e T, n <i Ó} ~s ;;~a cadena de Markov, con E irreducible 
entonces. 

1) Todos los estados son recurrentes. 
2) Todos los estados son transitorios. 

Demo.rlradó11. 

1)·Por el teorema anterior y el teorema 2.14 sij es recurrente y E es irreducible, 
entonces todo elemento de E debe ser recurrente. 

2) Por el teorema 2.14, sabemos que para1; k e E, si j es recurrente y j~k entonces 
k es recurrente, negando ambas proposiciones, tenemos que, si k es transitorio 
entoncesjes transitorio, k ~ j. 

o 

Teorema 2.18 . . Si {X.; 11 e T, 11 ~O} es una cadena de Markov, con E irreducible 
entonces, todos los estados tienen la misma periodicidad. 

/Jemo.rtmr:ió11. 

Sea k un estado con periodicidad d( k ), como E es irreducible k ~ j, entonces 
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existe s>O y r ::> O, tal que PÍk > O y pij > O , ahora bien, 

para el estado}, sea d(j) su periodicidad, sean un múltiplo de d(j), supongamos que n 
no es múltiplo de d( k ), luego entonces para 

como n no es múltiplo de d( k ), entonces p~'+' = O, lo que significa que p'>_¡ p§ PÍt =O, 

pero como pij PÍk > O entonces p§ =O, es una contradicción ya que n es un múltiplo 

de dU), entonces, por tanto d( k) = d(j). 
D 

Teorema 2.19. Si {X.; n e T, n ~ O} es una cadena de Markov, y sea C < co un 
subcojunto de estados irreducible, entonces no tiene estados transitorios, ni i:ecurrentes 
nulos. 

De111ostradón. 

Demostremos que C no puede tener estados transitorios, el caso de recurrente 
nulo es rotalmente análogo. 
Sea j un estado transitorio por el teorema anterior, significa que todos los estados en C 
son transitorios, ahora del teorema 2.12, sij es transitorio, entonces para algún i E C 

limp~ =O 
n->co !I , 

para cada i E e tenemos que L. Pi = 1, entonces 
jeC 

1=;: 1irrl '°' p~. = .'°' lim PZ =O 
11->a:> .~ !J. ~ ->CO :1 

, 1~c .· jeC" 

es una contradicéión podo que/no puede ser transitorio. 

Eje111plo 2.5. Sea P la siguiente matriz de transición. 

D 
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r·· 
o 0.2 

n o o 1 
P= 

1 o o 
0.3 0.4 o 

Dado quep¡3 >O y jJJ1 >O y fa2 = p¡4 = p32 = }34 =O, los estados {1, 3} son cerrados e 
irreducibles, son recurrentes positivos porque son finitos, esto es por el teorema 2.19, 
los estados 2 y 4 son transitorios. 

0.2 

''·ª 

Sea {X. } una cadena de Markov, con espacio de estados E y matriz de 
transición P, obtengamos los elementos de la matriz R 

SiJ es un estado recurrente significa que: 

jj¡= 1 =>'Ji= oo, 

ahora bien, si i es cualquier estado, entonces si, 

y si 

Sij es transitorio e i es recurrente, tenemos que ir(¡ porque si i ~ j e i es 
recurrente entonces j es recurrente, cacrfamos en una contracijcción, así que 

ry = O porque f¡¡ = O. 

Por último analicemos el caso en el que i,j son transitorios, sea D el conjunto 
de estados transitorios, sean Q y S las matrices que se obtienen a partir de P y R 
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respectivamente, al eliritfull iodos l~s rengl~~es y col~na;· correspondientes a los 
estados recurrentes, es de<!ll; Q y S tienen elementos 

' ., ':<;; ". 

>;q¡=}Jg vi=r¡¡, con i,je D: 
. . - . . . . ' ' ; 

la matriz de probabilidades dé ttisi~~~ la'podernos particionar de la siguiente manera. 

P.=(K º)• 
•· · .. L .Q 

de manera similar tenclóamos, para in ~ Oen los enteros 

.P• = (~: ~~} 
aquí Km es la potencia m de K similar par(~. pero L;; es únicamente una matriz. Por 
definición · ' · · /, 

R- fpm -[~K.~ .... ~ ."º.>] .. ;,,,.(K' º) 
- '""° . ~ .• f~d f6m . L 5 

m=O' 'm=O 

"' 
con S = L Qm = I + Q+ Q2 + .. • 

m=O 

tenemos que, 
SQ = Q + Q2 + Ql + ... = QS 

SQ= QS = s:..1 

(l:-:Q)S.=, 11,y S(l-Q) =J 
. . ' . . ' . . 

Si D es finita entonces S es la inversa ·d~·I -:el . Si no es finita podemos tener muchas 
soluciones. . ' ·. · 

Teorema 2.20. S es la solución ríliruínal de ( I '."" Q )Y= I, Y~ O. 

/)e11101trmió11. 

Hay que demostrar que si hay otra solución Y de ( 1 - Q )Y = 1 entonces Y<!: S, 
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sea Y una solución, Y <: O 

( 1 - Q ))[ = 1 => Y = 1 +. QY 

= 1 +Q(l+ QY) 

=I+Q+ Q 2 Y 

y sustituyendo Y sucesivamente 

tenemos que 

y;;:: 1 + Q + Q2 + ... + Q" 

Si Y es una solución y S es otra solución, entonces , H = Y - S <:O, y 

H = Y - S = 1 + QY..::. 1 - QS 

=Q(Y-'"S) 

=QH 

cada columna h de H satisface 

h = Qh<:O 

por otro lado, de S 

s¡¡=fyr¡¡:>r¡¡<co 

CapiJM/o2 

o 

porque i,j son estados transitorios, la única solución de ( 1 - Q )Y= 1 es S, si, y sólo 
si, la solución de h = Qh' es h = O. 

Corol11rio 2.20.1. S es la única solución a ( 1 - Q )Y = I, Y <: O si, y sólo si h = Qh, 
O ::; h ::; 1 implica que h = O • 
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Ejemplo 2.6. X es una cadena de Markov con espacio de estados E= { 1, 2 ,-3, 4, 5, 6, 
7, 8} y matriz de transición 

0.4 0.3 0.3 o o o o o 

o 0.6 0.4 o o o o o 
--0.5 0.5 -º- o o .O o o 

o o o o 
P= 

1 o o Oi 

o o º· 0.8 0.2 o o o 

o o o o"·--· o 0.4 0.6 o 

0.4 0.4 o o o o o 0.2 

0.1 o 0.3' o o 0.6 o o 

o bien, 

0.4 0.3 0.3 

o 0.6 ·_o.4 o o 
0.5 0.5 o 

P= o -~ . O.Be. 0.2 o 

o o o 0.4 0~6 o 
0.4 0.4 o o o o 0.2 

0.1 o 0.3 0.6 o o 

Como podemos ver los estados 1, 2, 3 forman un conjunto irreducible, de 
estados recurrentes posiúvos, los estados 4 y 5 forman otra clase de conjunto 
irreducible de estados recurrentes posiúvos y los estados 6, 7, y 8 son estados 
transitorios, los cuales únicamente pueden ir a los estados 1, 2 y 3, no úerien 
comunicación con los estados 4 y 5. 

Calculemos R, para j recurrente e i cualquier estado tenemos que r;¡ = co, en 
caso de que i ~ j, tenemos que r;¡ = O, únicamente nos hace falta calcular el caso en 
el que tanto i como j son estados transitorios (nos hace falta calcular la submatriz 
inferior del lado derecho), obtengamos Q que se obúenen a parúr de P, al eliminar 
todos los renglones y columnas correspondientes a los estados recurrentes 
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[

0.4 0.6 o l. 
Q = o o 0.2 

0.6 o o 

tenemos estados transitorios finitos, luego entonces S ( S qu~ se o.btienen a partir de R, 
al eliminar todos los renglones y columnas i::orrespoi:idientés •a' los estados recurrentes) 
es la inversa de I - Q 

[ 

0.6 

S=(l-Q)-1 = O 

-0.6 

-0.6 

1 

.o 
'· -.•~. · .. ;.·_'_:J.-1 = l¡y:_ ·_ ~: _· -_-_.- 66 --- . --
.. 1 .• 75 45 

así tenemos que la matriz R para esta cadena de Markov es 

C1J 00 00 

C1J 00 00 o o 
C1J 00 00 

R= o ·[] o 

00 00. 00 12~ 7%6 1%6 

00 00 - 00 o 1}{6 7%6 1%6 
- ' 

7~ 4%6 7%6 00 oo. 00 

-15] 15 . 
75 

Ahora calculemos. los valores para la matrii F. Si i, j son recurrentes y 
pertenecen al mismo conjúnto cerrado e irreducible entonces_.N= 1. 

Si i es recurrente yjes transitorio entonces.IV= O. 

Si i,json recurrentes, i e E1 y /e E2, E10 E2 = 0,ent~ncesJV= O. 
. . . ','.'. ·:'.'. "'..;~·\ ~ ... ~ .. 

Si i,j son transitorios, entonces r¡¡ <f.~. '.d~(t~<;;~ííu{zj 1'. 1 
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y del teorema 2.11.2 

2.2. Clmijiraaón dt t1lado1. 

1 
=>..&=1-

r¡ 

47 

Teorema 2.21. Si i es transitorio y C es un conjunto cerrado e irreducible de estados 
recurrentes 

fe = jih para todo j, h e e 

Demo1tmdón. 

Para j, h e C, jjh =Ji; = 1 , así si la cadena llega a un estado de C, éste también 
visita todos los otros estados, entoncesfe = f;h, 

o 

Sea C1 , C2 , .. . una clase de conjuntos cerrados e irreducibles y D es un 
conjunto de estados transitorios, donde P1, P2, ... son las matrices de transición 
correspondientes a los conjuntos C1 , C2 , • • • y Q es la que está formada por los 
estados transitorios y Q1, Q2, . . • son las matrices de transición de los estados 
transitorios a los estados de la clase de conjuntos cerrados e irreducibles C1 , C2 , 
respectivamente, la matriz P nos queda de la siguiente forma 

[p' 
o o 

P= ¡ P2 o 
o P3 

Q, Q2 Q3 ll 
Como estamos interesados únicamente en saber cuando el conjunto C¡ será alcanzado, 
sin pérdida de generalidad podemos considerarlos éomo- estados absorbentes es decir 
cambiemos a P1, P2, ... por 1, 1, ... , así núestta ~atriz de transición P la podemos 
rescribir de la siguiente forma 

1 o o 

ll 
o 1 o 

¡; = o o 

b, b2 b3 
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donde el i-ésimo elemento de b¡ ( b¡ -es un _vector columna ) es, la probabilidad de 
estando en el estado ttaíisitorioi, llegue al conjunto q,-

bJ(i);,, L At., con_i e D 
· !ec1 

o más simple 

con B = ( bt, b2, ... , bm), los elementos de B son b¡¡ = L Pi! , de aquí se sigue que 
!eC1 

donde B. =(I + Q + _ Q2 + :í-'. Qº"1)B, los elementos bn .. de la matri~ B 0 , nos 
. ';··- .. · .. :-• ·:, .· . !/_ ,.-· · .. -·! 

indican la probabilidad de que en; n_pasos vayamos desde el estado i a q o_ bieri es la 
probabilidad que desde el estado i el proceso entre al q en un tiempo n o· antes es decir 
( lo podemos ver como Xo = i __ queremos llegar a X.=· q ) · ''' - ' · -

bn;/=P;{T¡ <n+l} 

entonces la probabilidad de que alcancemos a Cj a partir del estado transitorio i en 
algún momento sería · 

P; { 1j < oo } = lim P; { 1j < n +1 } 
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luego entonces si i es transitorio, jik = (sb)iJ, para todo k e C¡, por el_ teorema anterior 
podemos definit 

g¡¡ = fÍk = (sb)iJ 

como la probabilidad de alca112ar el conjunto C¡desde el estado transitorio i. 

De· todo lo anterior podemos concluir que para cada estado transitorio i y una clase 
recurrente C¡, la probabilidad de alcanzar el conjunto· C¡ desde el estado transitorio i, es 

g¡¡ = fÍk = (sb)¡¡ para todo k en C¡. 

Lema 2.1. Sea i un estado transitorio desde el cuál únicamente un número finito de 
estados transitorios puede ser alcanzado. Además, supóngase que hay únicamente una 
clase C de estados recurrentes, que puede ser alcanzado desde i. Entonces fe= 1 para 
todo} E C. 

Den1oslradón. 

1\I existir únicamente un conjunto de estados recurrentes que son alcanzados a 
partir del conjunto de estados transitorios D, tenemos que la matriz B se convierte en 
un vector columna, por definición L pi/ = 1 , es decir, si 1 es el vector columna 

je F. 

formado por puros unos, por la definición 

P1 = 1 

tenemos que, B + Ql = 1 , o b_ien B = 1- Q1 , entonces, 

B. =(1 + Q +Q2 + ; .. +_Qn·I )B 

Así si tomamos el límite 

=(1 + Q-l-.. Q2 + ''.' +h•·I )Ó- Q1) 

=I 1+ Q1+ Q21+ ... +Q"'11 ..., Q1- Q21- ... - Q"1 

= 1-,Q"l 

lim B. = lim ( 1- Q" 1 ) 
ir->i:n 11-•CO 
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dado que L Qª < oo, 'eni.ónC::es lim Qª,,; b, ellto~~es el Ifutlte anterior nos queda 
" •-+ca . 

como lim Bn = 1, obtenemos ·-- ¡¡¡ = f,"4 :i 1, para todo k e C. 

o 

~jemplo 2.7. Ahora calculemos la matriz F de la cadena del ejemplo 2.6, si i, j son 
recurrentes y pertenecen a la misma clase entonces/¡¡ = 1, cuando pertenecen a 
diferentes clases f¡¡ = O, si i es recurrente y j es transitorio /¡¡ = O. Si i,j son transitorios 
usamos los resultados de R para calcular 

1 fü=1--, 
r.ií 

75 
por ejemplo sea i = 6, j = 7, del ejemplo 2.6 1"67 = 

66 
fi1 = 1. 

75 
y m = - luego entonces 

66 

Y usando el lema 2.1 para el caso en que i es transitorio y j es recurrente..& = 1, así 

1 1 

1 o 
.1 

F= o .. D o 
,· 

1 1 1 0.472 0.20 

1 1 ·1 O· 0.12 0.12 0.20 

0.60 0.60 . 0.12 

2.3 Distribución estacionaria. 

Definición 2.19. Sea {X.; /1 e T, 11 ~ O} una cadena de Markov, con matriz de 
transición P, 7r es una distn'/mtió11 eslt1tio11mit1 con respecto a P o {X.; /1 E T, /1 ~ O} si, y 
sólo si 
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<-.~ ; -; 

1) ;r es una distribución. . . 

2) 7í=1rP, es decú;~ nv) ~ i!.n(i)Pv para.,tod.aj e E . 
. -',-<·--·;ea~ ., . ., -

Teorema 2.22 •. sr {i'.~: /~' T;'il ~ O}.ie~ uriaé:áden~dé Markov irreducible, aperiódica 
entonces todos lÓs estados son' recúrréntes 'positivos si, y sólo si el sistema de 
ecuaciones lineales <t¡ ' '·' · 

H(j);. 'L1'(i)p¡1 para toda} e E 
. ieB ~ · 

i!.nU) = 1 
je5 

tiene una solución ;r. Si existeuna solución·,. estÍI es positiva, n (j) > O para toda}, n 
es única y 

para todo i,j e E. 

Demostración. 

Si} es recúrrente positivo yapetióclico por el teorema 2.12 

ya que para todo i,j e E,/g =· l, y· 

¿r(j) = 'Llimpg = lim LP~· = 1 
}EE. · · ·' jell "-:+«> •->oo jeB !J 

res una distribución. 

S n+I - ""'p"p ea Pu - ¿.,, ;A ;¡ 
~e5 

T (j) = lim p;.+I 
11-tao !J 

= lim LP~P;¡ 
ir-tco .leE 
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= Lr(k)P>¡ 
keB, 

r= TP, 

Todavía nos hace falta revis:ll'. su unicidad, sea 1i otra solución 

7i=7iP 
=7iPP 

= 7iPPP 

= 7iP" 

n(j) = ¿n(i)p; para todo} E E 
ieE 

= um L"(i)pif 
"__,.aoieE 

= ¿n(i)limp; 
ieE n--..:r. 

= ¿n(i)r(J) 
ieB 

=•U) L"(i) 
ieE 

= r(j) 

Capi/11102 

Ahora demostremos la otra parte del teorema, es decir, hay que probar que la 
existencia de una solución 1i al sistema de arriba implica que todos los estados son 
recurrentes positivos. 
Sea 1f una distribución estacionaria 

1i=. 7iP = 1i P" 

n(j) = ¿n(i)p;' 
is.E . 

para todo j E E. 

Supongamos que la cadena no es recurrente positiva por el teorema 2.12, 

limp?. =O 
n-><0 V 
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n(j) = lim L7r(i)PÜ = L7r(i) lim Pv =o 
•-+CO iEB iEB "-+<0 

esto significa que L7r(j) = O, esto es una contradicción, por tanto los estados son 
.i~B 

recurrentes positivc;is. 
D 

E;/emplo 2.8. Sea X una cadena de Markov, con matriz de transición 

0.2 0.8 o o o o o 
0.7 0.3 o o o o o 
o o 0.3 ; .0.5 0.2. o o 

P= o o 0.6 .:·r:r·;. o:,r o o 
o o ; o ·.··o,4' 0.6 }l o 
o 0.1 0.1 0.2 i 0.2 ·0.3· 0.1 

0.1 0.1 q.1; o:.. 
•. 

0.1 .0.2 0.4 

podemos ver que los estados {O, 1} forman una da se de conjunto de recurrencia C1, los 
estados {2,3,4} forman otra clase de. i:onjllnto de recurrencia C2, ambos conjuntos está 
formado por estados aperiódicos y los estados' { 5, 6} son transitorios. Calculemos la 
matriz lim P", para calcularla usamos el teorema 2.12.2 lim Pv = .f97r (}) y el resultado 

n->CO #->'» 

del teorema 2.22. 
Del primer conjunto 'calculemos su probabilidad cuando n ~oo. calculemos 

lim P¡" , donde 
n-J.c;o 

P1= ( 0.2 º·ªJ 
0.7 0.3 

para calcularla tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones 

1l(O) = 0.21l(0)+0.71l(1) 

11(1) = 0.81l(0)+0.31l(1) 

1l(O) + 11(1) = 1 

de la primera ecuación 1l(O) = 0·
7 

11(1), sustituyendo en la última ecuación 
0.8 
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de aquí 
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0
•
7

1l(1)+1l(1) = 1 
0.8 

7 8 
1l(1)=- y ll(O) = -

15 ·, 15 

Capfllllo2 

para el otro conjunto de estados recurrentes tenemos la siguiente matriz de transición 

' ,. ·¡·0.3 :' o:s 0.21 · 
P2:: Ó.6: O • OA 

•' ' o 0.4 0.6 

tenemos que resolver el siguiente sist~ma de ecuaciones 

y además 

de la ecuación uno y .dos 

1l(3) 

1l(2) = 0.31l(2)+ 0.61l(3) 

1l(3) = 0.51l(2) +0.41l(4) 

1l(4) = 0.21l(2) + 0.41l(3)+0.61l(4) 

1l(2) + 1l(3) + 1l( 4) = 1 

- !. 1r(,2) 
6 

ya que los estados son' rec~éntes y aperiódicos, sabemos que el sistematiene solución 
· · ' · :<0 'o,,:. > ... :7 '> '10 : : 

única, hacemos 1l(2)=l; obtenemos .. :que_,•1l(3)=- y~1l(4)=::-,•.sumamos las tres 

< ••• , •• ,. ·~¡ +·.~) ~:a1ic=.~'.t}~n,~~I¡~;~r;~~~~~;":,iht ,~ 
se cumpla la última condición, obtenemos c¡ue(1l(2):: :..,..:;•., 1l(3)'= :....::., y 11(4)= - , para 

.. · ;. ·::·:,<,.·::.'..;.·':.;.>.;~(;'';:::;.e'{·:·. 23 ,.:.;:., .. ;()· 23 ,;.;:.".,•<23 

calcular por completo la matriz ~~ P~; ~os' hacé~Ealtitcal~ülar la imaúiz F, para esto 

calculemos primero R, · · ·,· '"" · :· 
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tenemos estados transitorios ~finitos, luego entonces S ( S que se. obtienen a partir de R, 
al eliminar todos los renglones y. columnas correspondientes a los estados 'recurrentes) 
es la inversa de 1...: cr .. · ·. ·.· . ;, .· 

: · ( o.7 . -0.1). -:• (1 . .5 '· ó:is)··· 
s:= (1 -.c:i)-:' =: -o:2 o.6, .···· ~ o.sT L1s · 

así tenemos que la matriz R para esta cade~a d~ MllJ:k6~ es 
,, ,, 

8]i . 
00 

R = o 

Ahora calculemos la matriz F, 

.·,.,, 

o 

CX) 00 

CX) 00 

CX) 00 

CX) 

CX) 

CX) 

o 

o 

1.5 0.25 

0.5 1.75 

G = SB = (1.5 0.25) (0.1 0.5) =(0.2 0.8) 
0.5 1.75 0.2 0.2 0.4 0.6 

entonces, 

F= 

n 
LJ 

o 

~· 

~ 
ahora si, ya podemos obtener· P'", 

o 

o.8 o.a o.8 
0.6 0.6 0.6 

o 

o 

[] 7 

J. 
7 
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o 

o 

!!!! 1.Q ji_ -Oo 23 23 23 

'~.& 4 ., __§_ :o o 23 23 23 

V camas ahora que ocurre en caso de que los estados sean periódicos. 

Teorema 2.23. Sea X una cadena de Markov, irreducible con estados periódicos y 
recurrentes con periodo Ó, .entonces los estados pueden ser divididos en 8 conjuntos 
disjuntos B1, B2, ... ,Bó tal que p¡¡ =O a no ser que i e B1 y je Bi o i efü y je B3 o 
... o i eB,r y j eB1. 

Demos/ración 

Sin pérdida de generalidad tomemos los estados O y 1: dado que la cadena es 
irreducible o~ j y j ~ o, es decir, existen enteros r, ¡tal que 

como el estado O tiene periodo ó, p~., >O si n1 + s = kó, si p;i >O entonces ni =k8-s 

se cumple c¡ue p'J:j>O, si 111 =a, a +ó, a+ 20, .... 

Definimos para todo j E Ba ,como el conjunto de todos los estados 9ue se 
pueden alcanzar desde O sólo en los pasos a, a +ó, a+ 20, .. . y a Ba+I el conjunto 
de todos los estados que se pueden alcanzados desde O en los pasos a +1, a +8 +1, 
a+2o+1, .... Entonces Pfi= O excepto si, ieBa y jEBa+1 para a= 1,2, ... , 8. 

o 

Tcorcnw 2.24. Sea P la matriz de transición de una cadena de i\farkuv irreducible con 
estados periódicos, con periodo c5 y B1, lh, ... , B5 definidos como el teorema anterior. 
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Entonces en la cadena de Markov con matriz de transición P =, P,6, las clases B1, fü, 
... , B5 son conjuntos cerrados e irreducibles de estados aperiódicos. , , 

Den101tració11. 

En 8 pasos la cadena se mueve de B1 a B1, de Bi ~ B; ; ••. ,'de B4 a B6. veamos esto 
paso por, paso, en un paso sólo podemos llegar al conjunto inmediato a él, esto es, p¡¡ 
=O a no ser que i e B1 y je Bi o i eB2 y je fü o .•• Ó ieB4 y j eB1, en dos paso 
ocurriría lo siguiente, p; =O a no ser que i e B1 y je BJ o i eBi y je li4 o .•• o i eB4 

y j eB2, en 8-1 pasos, ocurriría lo siguiente, Pt-• =O a no ser que i e B1 y j e B4 o 

ieB2 y je B1 o .•. o i eB5 y j eB6-1, entonces como podemos ver en o pasos, Pt =O 

a no ser que i e B1 y je B1 o i eBi y je B2 o ... o i eB4 y j eB6. como se asevero 
al inicio, la matriz de transición en 8 pasos la podemos poner de la siguiente forma, 

= 
[

pt p
2 

O l 
pó = p 

o pó 

analicemos que ocurre con los estados de esta matriz de transición, podemos ver que 
cada una de las clases de conjuntos forman un conjunto cerrado e irreducible, además 
son aperiódicos, P.!i > O para i,j E Ba. recordemos que ya no trabajamos eón la matriz 

P, ahora estamos trabajando sobre la matriz P. 
o 

A partir de la matriz P podemos calcular 11 -> oo, usando el teorema 2.22, 
podemos ver también que L rr(j) = 8. Hay que ver que Pº no tiene limite cuando 

jelJ. 

11 ->oo , excepto, cuando para todos los estados p¡¡ = O , sin embargo los limites de 
P"'5'"' existen cuando 11->oo, pero dependen del estado inicial i. Con , el siguiente 
teorema terminaremos con el estudio de los estados periódicos, 'sólo se demuestra la 
primera parte del teorema, la otra parte de la demostración se puede consultar en 
C,:inlar. 

Teorema 2.25. Sea P y Bu. definidos como en el teorema anterior y supóngase t1ue la 
cadena es positiva. Entonces para ni e {O, 1, ... , 8-1}, 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



58 Catknas tk Marlco11 Capí111/02 

lim. •6+., -.{lí(J) si i e Ba,J e Bp,P =a+111(mod 8) 
•->«> P;¡ ·~ O cualquier otro caso 

¡r(J),j E E, son la única solución de 

m.J) = 'L,;r(i)P;¡ , 'L,;r(J) = 8, je E. 
ieB je E 

De111ostradó11. 

Del teorema 2.24 la cadena correspondiente a P6 = P , tiene 8 clases de 
conjuntos, de estados recurrentes positivos y aperiódicos. Sea m, m, .. . ,lífü la 
distribución límite correspondiente de B1, fü, ... Bi; y 11(..J) = lía(}) sij E Ba. 

Sea 111 E { O, 1, ... , 8-1} un valor fijo, supóngase que i E Ba, y sea P =a +111(mod8). 
Tenemos, 

P•.S+m _ "p"'p"" !i -¿_,i!ij 
k 

= !en, · 
{ 

L, p;'.p';j si je Bp 

O · . • cu~lquier otro c~so 
•: ,·,•··>. : .. •··:· .. •·. ·i ; 

dado que p;'. =O excepto si, k e Bp,. Y. pará.k E Bp, p'J.¡ = O a no ser que j e Bp 

también. Para k, j E Bp , lim p';j = ti{¡é}; ÍÜde~e~di'~l}t~· de k, ,tomando d límite en 
lf--l>CO :··_·· :·:··.''"·:_~"···~·· .·:-;~:~<'·~-:--;".:"- . .. 

ambos lados hemos demostrado que 

lim p~.S•m = {;r(j).· .sije ~a• Í;'; ~PJ,fl =a+ 111(mod 8) 
•->«> V O ·.. cualquier otro caso, · 

•'· -·,-. '.,, ·-- •', .. ' . 
D 

Con este último teorema y junto con el teorema 2.22 podemos enunciar el 
siguiente resultado. 

Corolario 2.25.1. Sea X una cadena de Markov, y consideremos el sistema de 

ecuaciones lineales 
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n(j) = Í:,n(i)P¡,j e E 
ieB 

Entonces todos los estados son recurrentes no nulos o positivos, si, y sólo si, existe una 
solución 7l' con 

Í:,n(j) = 1 
jEB 

y 1!(j) >O, para cadaj E E, y no hay otra solución. 

Hace falta completar nuestro estudio acerca de la relación de los tipos de estados 
y el lúnite de Pº cuando n ~ oo. Si la cadena de Markov es finita, y ésta contiene 
estados transitorios, hay un momento en el que la cadena de Markov sale de los 
estados transitorios, pero si no es finita puede ocurrir que nunca salga de ellos. 

Sea X una cadena de Markov, con matriz de transición P, A es el conjunto de 
estados transitorios de la cadena, tal que A e E, y sea Q la matriz que se obtienen a 
partir de P, al eliminar todos los renglones y columnas correspondientes a los estados 
recurrentes, es decir, Q tienen elementos 

q;¡= p;¡ con i,j E A. 

Q2 la obtenemos de la siguiente forma, 

y en general Q" sería, 

= P; { X1 E A, X2 E A, ... , X .... 1 EA, x. = j} 

Í:, q7¡ = P; { X1 E A, X2 E A, ... , Xn-1 EA, Xn E A } 
je A 

. Si /1 crece, decrece Í:, q7¡ porque 
je A 

{X1 E /I, X2 E /1, .... X .... 1 E/I } ;¿ { X1 E /1, X2 E A, ... , X .... 1 EA, x. E /1 } 
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Sea 

la probabilidad de que la cad~~a a(Mark6~ n~~ca salga de A, dado que empezó en i. 
-. ., --.'- '·· . ,,,,·~~. ,' ;,q,·:,:·, ,,· •.' ; .. '. , . -, 

Teorema 2.26. Ces 13: s~lucló~ fri~~ d~ 

OShSl, 

además f= O o 

Demostradón. 

Sea fn(i) =L:qú = P;{X1 eA,X2 e A, .. .,X,,_1 eA,X. e A} 
je A 

ft~fa~fa~ ... 

y 

e = lim r. 
•->a> 

tenemos que 

f.+1( i) = ¿ qi>.f.(k) 
keA 

tomando el límite 

f(i) = ¿ q;.l(k) 
A:eA 

luego entonces C es ·una solución a h = · Qh, ahora probemos que es una solución 
máxima. Sea h otra solución, h S 1 

h = Qh entonces h = Q" h $. Q" 1 = r. 

hncicndo 11 ~ oo , h S f, por tanto fes unn solución máxima. 
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Sólo hace falta probar la última parte, para f = O es trivial, sea e= sup f( i) 
ieA 

f = Qª f S e Qª 1 S d'. para toda n,, 

tomando límite por ambos lados f S d' entonces 1 Se, por lo tanto· sup f( i) = L 
ieA 

61 

D 

Teorema 2.2i. S~~Xhn~ ~ad~na de Markov irr~ducible con matnz'd~ ~ansición P, y 
Q es la matriz qu~ ob~enemos a partir de P al elíminar la fila y ~~l~a k, k e E. 
Todos los estados son ~ecurrentes, si, y sólo si, la única solución de h = Qh es h = O. 

Demostración. 

Sea A = E-{ k } , como la cadena es irredui:ible de k podemos ir a A, y sea 

f( i) = lirn P; { X1 e A, X2 e A, ... , Xn-1 eA, X. e A } 
•->«> 

Si h = O es la única solución ah = Qh, f( i) = O para todo i, esto significa que salimos 
del conjunto A y regresamos a k, entonces k es recurrente y como la cadena es 
irreducible todos los estados son recurrentes. 

Ahora, si los estados son recurrentes significa que la probabilidad de quedarnos 
en A es cero ya que tenemos que regresar a k, por lo tanto f( i) = O para todo i, lo que 
es lo mismo h = O. 

o 

A continuación veremos como clasificar los estados en base a calcular lirn P". 
•->«> 

Ejemplo 2.9. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados E = {O, 1, ... } y 
matriz de transición · · · 

o 1 o o o 
... 

q o p o o 
o q o p o 

P= o o 
o 
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probabilidad q y p respectivamente, excepto cuando está en i =O es seguro que va a 1. 
Todos los estado pueden ser alcanzados uno del otro, lo que significa que la cadena es 
irreducible, si empezamos en el estado cero podemos regresar a él, en al menos 2 
pasos, es decir el estado O es periódico con periodo o= 2, lo que significa que la cadena 
es periódica con periodo o= 2, lo que no podemos ver es si los estados son recurrentes 
positivo o bien transitorios. Para saber como son los estadós vamos a emplear la teoría 
vista en esta sección. 

Resolvamos primero el sistema de ecuaciones que se obtienen a partir de " = nP, el 
sistema es el siguiente: 

1l(O) = q1l(1) 

:i(l) = 1l(O) + q 1l(2) 

1l(2) = p1l(1) + q1l(3) 

1l(3) = p1l(2) + q1l(4) 

y así sucesivamente, poniendo a 1l(1) en ténninos de 1l(O) y luego a 1l(2) en términos de 
1l(O) y así sucesivámente tenemos que 

en general tendríamos que 

1l(1) = .!.1l(O) 
q 

1l(2) = ; ( ;"~0)-1&(0)) = ¡ 1l(O) 

1l(3) = .!. ( p 1'(0)-.. 1:,.(Q))= .. p
2 

· 1l(O) 
q q2 . q. . qJ . 

. 1 p r .. p/-1 
( 

• 1 

1í(J ) = - -) 11(0_) = -. 1l(O) para j = 1, 2, 3, ... 

Si p < q, entonces ¿ < 1 y 
q 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

q q . q) 



Cap/111/02 2.J. Dútrib11rión ullltionaria 63 

ftr<J°)=.·(1. + ... J-f (··~)1-•. 1)~.··.(.ü)~(i:~.(·· jp/). ) .. tr(O) =. 21. n(O) 
J=O . . .·· tj j=O tj . ) ··.... . ·. ·. tj 1 /f .• tj p 

. ··, ·.' . ' ,. .. . 

haciendo i>U) =1,t~ne~~~·~ue . 
J=O· . .. 

q- p 1( p) n(O) =-. -. = - 1--
.2q . . • 2 'l 

(2.1) 

Luego entonces para p < q, 

si j=O 

(2.2) 

si }~1 

por el teorema 2.22. podemos decir que para p < q los estados son recurrentes no nulos 
o positivos. · 

Si p ~ q la serie converge únicamente si n(O) = O, sabemos que para p ~. q los 
estados no son recurrentes positivos, entonces los estados deben ser, recurrentes nulos 
o transitorios, para distinguir entre estos dos casos us~emos el teorema 2.27, 
excluyendo de P la fila y la columna del estado cero, obtenemos la siguiente matriz 

o p o o o 
q o p o o 
o 'l o p o 

Q= o o 
o o o 
o o o o 

el sistema de ecuaciones que se obtiene de h = hQ es: 

h(1) = ph(2) 

h(2) = qh(1) + ph(3) 

h(3) = qh(2) + ph(4) 
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FALLA DE ORIGEN 



64 C11de11ar de MarA:ou Cap/111/02 

en general tenemos h( i) = qh( j-'.:.1)+jih(i+ 1), de h(i) = tjh(i) +)h( i), sustituimos 
en la anterior ecuación 

. . 
p(h(i+1)"-h(i)) =q(h(i )-h(i,-1)), i;:2,3, ... ·. 

y de la primera ecúación 

p(h(2)-h(1)). = qh(1) 

sustituirnos para obtener i = 2, 

h(3) - h(2) = !L (h(2)- h(1 )) = (!L)2 

h(1) 
·P p 

ahora lo hacemós para i = 3 

h(4)- h(3) = ( ~ J (h(2)- h(1)) = (~ J h(1) 

y así sucesivamente iteramos sobre i, obtenemos que 

h(i+1)- h(i) = (~ rl (h(2)-h(1))>= (; J h(1). i= 2. 3 •... 

luego entonces, 

h( i +1) = (h(i +1) - h( i))+(h( i) - h(i ...:1 )) + ... +(h(2)- h(1))+h(1) 

la solución a h=hQ es de la siguiemc forma 

donde e es una constante. 
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Si p = q, entonces tenemos que h( i) = ic, para toda i <!: 1 , la única forma de 
que para toda i se cumpla, O S h( i) S 1 es que e =O. Por tanto si p = q, la única 
solución de · h = hQ es h = O, por el teorema 2.27 significa que los estados son 
recurrentes y como vimos ya anteriormente no son recurrentes no nulos, lo que 
significa los estados son recurrentes nulos cuando p = q. 

Si p > q, entonces O <!L < 1, la suma de lo que está dentro de los paréntesis 
p 

sería 

1-(;J 

tomando a e= 1 - !L , se cumple que OS h( i) S 1, para toda i = 1, 2, 3, .... Tenemos 
p 

que 

h(i) = 1-(;J. parafodai=l,2,3, ... 

entonces en este caso por el teorema 2.27 los estados son transitorios. 

En este ejemplo ya vimos como clasificar los estados, ahora calculemos la 
distribución lúnite para la cadena. Para p < q, ya vimos que los estados son recurrentes 
no nulos y periódicos con periodo o= 2, tenemos dos clases de conjuntos B1 = { O, 2, 
4, ... } y B2 = {1, 3, 5, ... },ya resolvimos el sistema n= nP, la única variante que habría 

"' que hacer, es que según el teorema 2.25 ¿n(J) = 2 y 
j=O 

habíamos considerado, así de lugar de tener (2.1) tendríamos 

n(O) = q- p = 1-/!.. 
q q 

y de lugar de tener (2.2) tendríamos 

"' no L rr(j) = 1 como lo 
j=O 
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{

1..cf. · ~ij=O 

lí(j) ::: :(. ~.i:~:): ('P)'i-.:.' 
;.~ q 1:7,"q' q .. · si.'/~ 1 

· luego entonces la distribución invariant~ pa~~ B1 i Bi es: 

. . ( 11(0), n(2), n(:) .... ) ~·(·1-. ··. p_)·(· 1, ~ '< , ... ) 
. q . q q 

y 

. . -(· pJ(·1 .p
2 

p
4 

) ( 1l(1), n(3), 11(5), ... )- 1-q '"i'7"l""' 
por tanto tendríamos que 

o .P.. o t... o 
q' q' 

o l o t.. o L 
f ,. q' 

o .P.. o. t.. o 
lim p2a == (1-p_) q' q' 

•-+<O q o l o t.. o L 
f ,. 

" 

y usando el teorema 2.25, obtenemos también 

o l o t.. o L 
f q' ,. 
o L· o t.. o , . 

q' f 

=(1-;) o l o t.. o L 
Jim p2a+I 

f ,. q' 

lf-)CO o .t. o i... o 
q' q' 
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2.4 Ejercicios. 

Fjjemplo 2.10. Urt artículo se almacena en una bodega de tal manera que se pueda 
satisfacer la demanda del aráculo, la bodega puede almacenar hasta S artículos, si hay s., 
artículos entonces se llena la bodega hasta S, si la cantidad de artículos está entre 
[s.,+1,J] no se hace nada, la demanda de artículos en la semana n es de D., y 
suponemos que {D.} son variables aleatorias independientes e idénticamente 
distribuidas e independientes de la cantidad inicial Xo de artículos, la demanda de k 
unidades en la semana sucede con una probabilidad Pk y consideremos a X. como el 
nivel de la bodega al principio de la semana, cada semana se realiza la inspección en la 
bodega y en caso de que se requiera llenar la bodega, ésta se llenará inmediatamente 
para iniciar la semana n con la bodega llena si es necesario. Tenemos el siguiente 
conjunto de estados E= {S, S-1 , ... , s.,+1}, es decir, los valores que puede asumir el 
proceso en la semana 11 + 1, es; 

{
X.-D. 

x.+1 = s 
X.-D. >s,,, 
X.-D. Ss,,, 

Es claro que X.+1 únicamente depende de X. y D. es independiente de los niveles de la 
~d~L . . . 

La probabilidadde pas3'rde' t~ri~~·· X. ~ i ~~ulds ~~·la seman~ 11 en la bodega 
a tener X.+1 = j artículos la calcüJaffi~sde l.~·.siiu¡enté ~á11iia: ... 

Parai*~ . . . 
Si s.,+ 1 S.j si .entonce~ tenemos qu~ D.=.· X.;_. X.+1 =I-j, por tanto p¡¡ 

= p;-j y para X.+1 =j::::.f tene~os que; X • .::. D. S s,. .·.º bie~ X. - s,. S D., esta 
ocurra con la siguiente probabilidad · · · 

P{i--s,,,S D.}= L h 
J:'2!i-1. 

Para i= S: 
Si s., + 1 S j S S - 1 entonces tenemos que D. = X. - X.+1 = S - j, por tanto 

p¡¡ = ps-j y para X.+1 = j = s pueden pasar dos cosas si hay. demanda, tenemos que, x. 
- D. S s., o bien X. - s., S D., esto ocurre con la siguiente probabilidad 

P{ s - .r,,, s D. } = L h 
.t;;:S-1. 
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y la otra es que no tengamos demanda en toda la semana y esto ocurre con probabilidad 
po ambos eventos son disjuntos, entonces la probabilidad de que X..+1 = S dado que 
X.= Ses: · 

Las probabilidades de transición del estado i. al estado j lo. podemos poner de la 
siguiente. forma: · · 

Si i= S: 

¡Ps-i 
p¡¡= Po+ L h 

1:'2:.S-1. 

para1,. '5.}5.i 

para J=S 

parai,.'5.j~S-1 

paraj=S 

Por construcción todos los estados se intercomunican, todos son accesibles uno 
del otro, tenemos que E < oo, cerrado e irreducible y los estados son por tanto 
recurrentes positivos, esto es por el teorema 2.19. 

Ejemplo 2.11. A Mark Goldman, vicepresidente de NBS TV, se le encargó determinar 
una política de programación para la cadena. La NBS compite para captar televidentes 
con las cadena ABS y CBC. Al principio de cada temporada cada una de las cadenas 
intenta captar una mayor cantidad de televidentes, incluyendo nuevos programas y 
volviendo a programar otros. 

Goldman se encontraba en problemas porque la NBS había tenido un mal 
desempeño en las últimas dos temporadas con el formato de sus programas. También 
habían surgido críticas porque la cadena tendía a cancelar sus programas con mucha 
rapidez si el número de televidentes era inicialmente bajo. Como resultado de las 
criticas se había decidido no cancelar ningún programa hasta que fuera evidente que 
seguiría teniendo un número reducido de televidentes. 

Dado que los televidentes normales con bastante frecuencia tenderían a cambiar 
de cadena al principio de cada temporada con el objeto de ver programas nuevos o de 
volver a ver programas antiguos, Goldman ha decidido esperar a que se estabilice la 
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proporaon de televidentes que ven un programa detenninado, para esto decidió 
estudiar el periodo en el que cada cadena estará ofreciendo un programa nuevo para 
que determine cuáles serán las proporciones de televidentes finales. Si se pueden 
predecir estos valores estará en posibilidades de tomar una decisión con respecto a un 
nuevo programa ''X" de la NBS, sin tener que esperar hasta que las preferencias de los 
televidentes se vuelvan obvias a través de los datos de los "ratings" o recuentos de tasa 
de audiencia. 

Goldman considera que la selección de un televidente se ve influenciada más 
que nada por el programa más reciente que ha observado en ese periodo y. que las 
proporciones finales de la realidad son valores de estados estacionarios, con base en 
esto, decide utilizar un enfoque de cadena de Markov para abordar el problema. 
Considera que el problema de selección de los televidentes se ajusta a las 
consideraciones de este modelo con suficiente cercanía como para permitir aplicar el 
modelo al problema. 

El grupo de trabajo de Goldman ha elaborado la siguiente matriz de transición 
utilizando datos recopilados en años anteriores y referentes a la forma en que los 
televidentes tienden a cambiar de una cadena a otra, semana a semana, para el tipo de 
programas que se considera: 

NBS CBC ABS 

NBS 0.2 0.4 0.4 

CBC 0.3 0.3 0.4 

ABS 0.2 0.2 0.6 

En esta matriz, los valores que se muestran son la fracción de tele\·identes que 
verán el programa de cada cadena durante esta semana, dada la cadena que vieron la 
semana pasada. También se supone que todos los televidentes que vieron la televisión 
la semana pasada la verán esta semana. 

Calculemos 1i = KP, por definición 1I(j) = L7i(i)p9 , obtenemos 
ieB 

y adcm:ís 

11(1) = 0.2 11(1) + 0.3 n(2) + 0.2 n(3) 

11(2) = 0.411(1) + 0.3 n(2) + 0.2 n(3) 

11(3) = 0.4 11(1) + 0.4 n(2) + 0.6 n(3) 

1l( 1) + 11(2) + 11(3) = 1 
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donde ;:(1 )es la• p~oporciÓrl d~ ielevi~entés q~e sé mantendrá1i ~endo lá cadena NBS, 
n(2) es Já pí:oporci6n de televidentes que se ~ant~ncJtan viendÓ' la cad~na CBC y n(3) 
es la proporéi6n de tdeviéientes'que se mantendrán' viendo la 'cadena ABS. . 

... , ,· •- . : '.- ,•o ' . •.' ·•• • •.,•: .·• ,:;. L .. ·; . "''- · 

n(1) =0.227 

7r(2) = 0.273 ' 

n(3) = o.s 

lo que significa que una ;-ez que los televidentes se han decidido con respecto a los 
programas que les gusta ver, 22.7 % observará lo que la NBS le ofrece. 

Ejempla 2.12. Consideremos nue,·amente el ejemplo 2.1 , en el cual se consideraba que 
la posibilidad de que el día de mañana llueva sólo depende de la situación climatológica 
de hoy y no de días previos, además supusimos que si llueve hoy la probabilidad de que 
mañana llueva es a y si hor no llueve la probabilidad de que llueva mañana es /3, esto 
quiere decir que si hoy llueve entonces mañana no lloverá con probabilidad 1 - a y si 
hoy no llueve la probabilidad de que mañana tampoco sería 1 - /3, consideramos que el 
estado O es que llueva y al estado 1 que no llueva, luego entonces por la definición 2.19 
JI' (O) y ;r (1) están dadas por 

re (O) = a re (O) +f3JT (1) 

r. (1) = (1 - a) re (O) +(1 - /3)re (1) 

con re(O) +re(l) = 1 

re(0)(1- a)=' f3 re(1) 

;. ··· 1"'.'a .. · . . . 
Haciendo n(O) = 1, tenemos que re (1) =·--;ambas deben sumar uno, sumamos las 

' '. .. /3 ' 

d /3 + 1 - ª ¡ · · 1 ·di ·d· dos y nos a /3 , uego paraqu,e:nos sum~n uno as vi irnos entre su suma, 

nos queda, 

)' 
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1l'(l) = .· .. 1-a 
· 1+p-a 

que es la solución a las tres ecu;ciones'que tiniios arrlba. 
:: . ,.~'.:,· .. ::·. \:' -"'-'.'.;:t~<~' -~.:'·· .. '.>:. ; 

':.·,:, :_~ ' ' ';,_' 

Si consideramos que a '== O.Ty)l ~();4 (~~Íllo en d ejemplo 2.4), tenemos que la , , -:·~ ·. . ; ,. . , . . ", ... ····. ... ,, .. :· ~r . . •· . 
probabilidad esraci~naria <l~ ~~e úu~v~: ~s Ti cof= - . = o.sn . 

·. ·, ' . . .·.'<:,'..". 7 

F!:jemplo 2.13 •. Un apostador tiene $11 , en cada juego q4e apuesta tiene la probabilidad p 
de ganar $1 o peidcr $1 con probabilidad 1 - p , el jugador se retirará cuando se quede 
sin dinero ó bien cuando haya alcanzado a obtener en total $N. 

Si consideramos X. como el dinero que tienen el apostador después de la n-ésima 
vez que apuesta, X. claramente es una cadena de Markov, ya que Jo que va apostar 
únicamente dependerá del dinero que tenga actualmente y no de lo que haya jugado 
antes, X. tienen espacio de estados E = { O, 1 , 2, ... , N } , sus probabilidades de 
transición son 

p;¡=p conj=i+1,i=1,2, ... ,N-1 

p;¡ =1-p conj=i-1,i=1,2, ... ,N-1 y 

poo = PNN= 1 

Esta cadena de Markov la podemos separar en tres clases {O}, { 1, 2, ... , N - 1}, y 
{N}, la primera y la última (el estado O y N) son recurrentes y la otra es una clase de 
estados transitorios, esto significa que en algún momento dado el apostador o bien se 
queda arruinado o bien llega a ganar SN y se retira del juego. 

Sea (); la probabilidad de empezar en i y que se alcance en algún momento el 
estado N, es decir, O;= P;{TN < oo} = fiN, es claro que·una vez que entremos al 
estado O no podremos llegar nunca a N, por tanto~= O, para obtener Opara'el resto 
de los estados usaremos el teorema 2.8 que nos dice que 

}iN = PiN+ L Adm 
ke{E-N} 

si estamos en el estado i, únicamente podemos ir al estado i + 1 ó al estado i - 1 y la 
única forma de que p;N * O es que i = N - 1 pero por ser N absorbente tenemos que 
/NN = 1 , luego entonces tenemos que: 

{}¡ = ji.'I =p;,;+¡/i+1,N + p;,;_1_/i-1.N para i = 1, 2:.., :_:00:._·_:·~N:_::..:..~:".:"-::;-;:":;:-:;---¡ 
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o bien 

O;= p1;+10;+1 + p1;-1 0;.1 

(}¡ = p0;+.1 + q {}¡.¡ 

dado que p + q = 1 podemos ponerlo como sigue 

entonces 

pO; + q(}¡ = p0;+1 + q 0;.1 

0;+1 - (}¡ = !1 ( {}¡ - O;.¡ ) 
p 

dado que lli = O, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones 

ei-oi'= J...< e.. - lli) = J...e.. 
p. p 

fh- ei = !L Uh - e..) =!L !Le.. =(!L)
2 

e.. 
p ·.· p p .• p . 

( )

i-1 

01+1 - O; = !1 ( (}¡ - 0;.1 ) = !1 . Oa 
p . p ... 

~- ~-1 = i:( ~-1 - ~-2) = J... 01 
( )

N-1 

p . . p 

Ahora sumando las primeras i-1 ecuaciones, nos da 

nos da que 
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. 'l 1 .. b' 1 
si_,-*.•º 1enp*-P . . · .... 2 

Ahora. usando el hecho d~ que lW =1, obtenem?s 

1-(~) 

()¡ = 1 -c~r. 
1 

N 

sustituyendo O. en 6'; nos queda como, . 

1-(f;r 
Eh = 1-(f;f 

N 

. q . b' 1 s1 -.., ~ 1, o 1en p * -
p 2 

si i. = 1, o bien p = !.. 
p 2 

si i.~ 1, o bien p;t:.!. 
p 2 

si hacemos que N ~ oo tendríamos que 6'; tendería a 

73. 

Así si p > '12, existe la probabilidafde. ~ue el apostadorUegue a incrementar su fortuna 
infinitamente, pero si p ~ '!., éste quedará quebrado. · · · · 
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3.- Procesos de Markov. 

3.1. Procesos de Markov. 

En el capítulo anterior vimos procesos estocásticos, tales que, la información de 
algún futuro estado X.+1, únicamente depende del estado presente X., aquí 
analizaremos aquellos que tienen un espacio pa.tametral de tiempo continuo T con 
TeJR+ = [O, ao) y un espacio de estados E, finito o contable infinito. 

Definición 3.1. Un proceso estocástico Y= {Yi, I e JR+}, con espacio parametral de 
tiempo continuo T y un espacio de estados E finito o contable infinito es un pro~so de 
lvlarkov si 

P{Y,...,=JI Y.: 11~t}=P{Y1+1=JI Yt} 

para t, s E JR+. 

Definición 3.2. Si la probabilidad condicional enunciada en la definición anterior es 
independiente de /, es decir, 

se dice que es un proceso de Markov con tiempo homogé11eo. 

Nosotros consideraremos procesos de Markov con tiempo homogéneo. 

Para valores fijos de i,j e E y I?:. O, a la función I ~P¡¡(t) la llamaremos/1111ció11 

di• lr<111sidó11. 
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Deíinici6n 3.3. A la familia de matrices P, de la función de transición P9 ( t) se le 

denomina f11ndón de transición dtl promo de Markov. , · · 

Es claro que la función de transición P¡¡(t) cumple con. ·P¡(t) ·~ ;Oy 
L P;. (t) =1, a continuación tenemos las ecuaciones de Chap~~n~Kolmcigorov 
!eB 

considerando el tiempo continuo. 

Teorema 3.1. Si Y= {Y1, t e IR+} es un proceso de Markov con tiempo homogéneo 
se cumple que 

Demos/radón. 

¿P;.(t)P.y(s)= P¡(t+s) 
!eB 

2:P;.(t)P;¡(s)= LP{Y, =klY0 =i}P{Y,+i =JIY, =k} 
!eB !ea· 

= L P{Y, = k 1 Y0 = i}P{Y,+, = j 1 Y, = k, Yo = i} 
!eB 

= L P{Y,+J =¡,Y, = k 1 Yo = i} 
!eB 

= P{Y,+i = j 1 Y0 = i} 

= P9(t+s) 
o 

De forma análoga podemos probar el siguiente resultado que corresponde al 
teorema 2.1 de cadenas de Markov 

Teorema 3.2. Para n e N, O S lo< /1 < ... < t. en JR+ y estados io, i1, ••• , i. e E, se 
cumple . . . . : 

J>{Y,
1 
=i1, ••• ,Y,, =i.IY,., =i0 } = P;,1,(11 -10 )P;1;;(12~11 )··'.P;._ 1;.(1.-1._1 ). 

Entonces la distribución conjunta de Y,
0

, ••• , Y,~· es. especi~cada P,ºr la distribución 

inicial Jl' de Yo y la función de transición , esto es; 

J>{Y, = i0 , Y, = i1, ... , Y, = i.} = "ll'(i)l~; (10 )P;; {t1 -10 ) .. ·l~ ; (1. -1._1 ) 
11 1 • L.J " 11 I ·-· • ielJ 
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esto significa· que la distribución inicialn y P, catacterizan al pr.oceso {Y1 , !. e. JR+} por 
completo. . .· · · 

.·.·: ~:.;.-.--::-i~ ' ..• 

~implo 3'.1.S.ea f;¡ ~.{N/;'1 ~ (j fiin 'prÓ~eso PossiO~, enton~es por el corolario 1.10.2. 
'- - : -··-·· -- - - •.. ,.; __ . __ ,,.·.,- ,. - ·-.- - ':.'." -.• : ' : .. · -, ;- .. _. - 1 ·'' . ' • 

{>w-)4 e-1.s - . • • .. 

' . ·(:" -->-: '.; 
kl ,k-0,1, .... 

Ahora bieri, si sa~~mbs qhe N, = i,i 

P· .. {_.N.· _ ·'¡·N.· ·º ... · } _ P(N,+t =J,N.;11s1] 
.. 1+1-J .,11SI :- .. ( ] 

. ·.·· · · .· PN.;11SI 

El evento {N,+, =j, N.; 11 SI} es igual a .{N1+1-N, = j-i , N.; 11S1} pero por la 

definición de proceso Polsson(d~finició~ L6 ){N1+i - N, = /- i} es independiente de 

{N.; 11S I }, con lo que 

. . •. •. (>w- )J-i _,_, 
P{N1+1=JIN.;11St}=P{N1+1-Ni=j-i}= (j-i>I ,j-i=0,1, .... 

podemos decir que 

. . . . • . . (~ )J-i 71.s 

P{N1+1 = j 1 N.; 11 s I} = J>{N1+1 = j 1 Ni=.i L= (J-;)1 ,}- i =o, 1, .... 

lo que significa que N es un proceso de Markov. 

Si hacemos k = }- i, tenemos que la función de tra11sición de.este proceso de Markov 
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E/tmplo J.2. Sea X= {X., ne T }, una cadena di: Markov, donde T es un espacio 
paramettal discreto, con espacio de estados E y matriz de transición Q, y sea N = {N1 ; 

I:?: O} un proceso Poisson con tasa A el cual' es independiente de X. Consideremos un 
sistema tal que, un movimiento de un estado E a otro forman una cadena de Markov y 
el tiempo que el sisrema tarda en cambiar de estado sigue un proceso Poisson. 
Entonces N, es el número de transiciones (o cambios que tiene la cadena) durante el 
tiempo (O, t ], el sistema se encuentra en el estado Y1 = X N, en el tiempo I . En otras 

palabras, si T1, T2, . . • son los tiempos de llegada de N y To = O, entonces Yi = X. 
para toda I en [T., T .+1). 

Ahora supongamos que estamos interesados en predecir Y1+1, dado que conocemos 
el proceso hasta el tiempo 1, si Y, =i y si suponemos que ocurren N1+1 - N 1 =n 
transiciones durante el intervalo de tiempo ( 1, I+ s ] , entonces la probabilidad de que 
Y1+1 = j, es la probabilidad de que la cadena de Markov X se mueva del estado Y1 = i, al 
estado j en exactamente n pasos esta probabilidad es qÜ. El número de transiciones que 

ocurren durante el tiempo ( 1, l+s] son independientes de lo que ocurrió hasta t por ser 
N un proceso Poisson. Dado que, sabemos que ocurrió hasta 1, la probabilidad de que 

(As)" ->.t 
ocurran n transiciones durante el tiempo ( t, l+s) es e . Tenemos que si Yi = i, 

ni 
entonces 

Lo que significa que {Y1 , te JR+} es un proceso de Markov. 

E/emplo J.J. (Sistema de colas M/M/1). Supongamos que la llegada de clientes a un 
servicio sigue un proceso Poisson. Si un cliente llega y encuentra el servicio vacio la 
atención al cliente empieza inmediatamente, en caso contrario, si está ocupado, él. 
espera hasta que le toque su turno. El tiempo de atención a un cliente es independiente 
del tiempo de atención de cualquier otro cliente e independiente de cualquier nueva 
llegada al servicio. Supondremos que el tiempo de servicio sigue una distribución 
exponencial. 

Sea {Y, ; I :?: O} el proceso donde Y, representa el número de clientes en el 
sistema en el tiempo t. Supongamos que hemos observado el proceso hasta el tiempo 1, 

para predecir el número de cliente en el servicio al tiempo I +s tenemos que encontrar 
Y,.,, Y1+1 es igual al número de clientes .en el servicio al tiempo 1, más el número de 
llegadas en el tiempo ( 1, I+ s] menos el número de clientes atendidos durante el tiempo 
( 1, l+s]. 
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El número de llegadas durante el tiempo ( 1, l+.t J es independiente del número 
de clientes que había antes de /.Los clientes atendidos durante el tiempo ( 1, l+s J es 
independiente de los clientes atendidos hasta antes del tiempo /. Luego entonces el 
número de clientes atendidos durante el tiempo ( 1, l+s ], depende únicamente de Y, y 
de las llegadas que ocurren durante el tiempo( 1, t+s ], con el análisis que acabamos de 
hacer podemos decir que {Y,; I :=!: O} es un proceso de Markov, después de que veamos 
la sección 3.4, esto quedará mucho más claro. 

Definamos a W, := el tiempo en el que Y se queda en el estado donde esta al 
tiempo 1, 

W,:=inf{s>O 1 Y1+,;t:Yi} 

Teorema 3.3. Para todo i e E, I :=!: O, existe A.( i) e [ O, oo), tal que 

P{ W,>11 I Yt'=i} =exp->.(i)• 

Demoslrtición. 

Y es homogéneo en el tiempo, entonces P{ W, > /1 1 Yt '= i} no depende de 1, sea 

}{ 11) = P{ Wí > /1 1 Y1 = i} 

Dado que el event~ { 11?, > /1 + v ; es igual al event~ {ui, > Ú w,'1+~ > v } tenemos 

}{ I~ +v)= P{ w, > 11,+v JYt:::: j r '.: '; 
' ' . 

= P{ 11?, > 11. IJ?,+. > V 1 y¡= i} 
'" : .··'·'· •, 

= P{W1+. >V 1 Yí:::: i;'-W,;:.:11} P{ Wí>. /1 I Y1= i} 

= P{ l~t+~·:> v'J Y/t,; ;,,i} ;{ W,> /1 1 Y,= i} 

=j{v)/(11) 

luego, entonces./ tiene qut> ser de la fonria 

}(11) = exp- 111 para t":=!: O 

Del teorema también podemos ver que 
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es la probabilidad de que -el proceso se quede en-el estado i -hasta un tiempo menor o 
igual a 11. 

Definici6n 3.4. 

1) Un estado i e E con A( i) = O, se llama estado ab1orbente. 
2) Un estado i e E con O < A( i) < c:o, se llama e1tablt. 
3)_ Un estado i e E con A( i) :.: oo, se llama in1fanláneo. 

3.2. Estructura de un proceso de Markov. 

Vamos a suponer que los estados son estables, To, Ti, ... , T. son los tiempos 
de transición del proceso de Markov Y= {Y1, I e JR+} y Xo, Xi, ... , X. son los 
estados visitados en Y, en términos de W,, definimos 

To = O; T.+i = T. + IP'r. , n e N 

y 
, ne N 

Enunciaremos el siguiente resultado_ sin demostración, para ver una demostración del 
siguiente teorema se puede consultar c;:inlaJ: [ 1975). 

- . . . 

Teorema 3.4. Para alguna n e N,je E; y /1 e JR+ ,· te~emos que· 

P {X.+i = j, T.+i - T. > 11·1 ·Xo, Xi,· .•• ; X ... i, X.= i, To, Ti, ... , T. } = qg-exp -"< i)• 

con qg-"2.0,q;;=O y ¿q9 =1. 
j 

o 

Como se puede ver un proceso de Markov esta formado por una cadena de 
Markov y el tiempo en que permanece en el estado. La cadena de Markov, nos va 
indicar la probabilidad de pasar de un estado i a un estado j y cada vez que entra a un 
estado i , permanece en i por un periodo de tiempo exponencialmente distribuido con 
tasa l.( i ), es decir, 

P{ 117, :5 /1 1 y, = i} = 1 - exp -AC il• 
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A continuación vamos a enunciar una serie de resultados que pueden ayudar a 
ver con mejor claridad esto. 

Del teorema anterior también podemos obtener 

P{X.+1 = }, T.+1-T. S /1 I Xo, .. .,X ... 1,X.= i, To;Tt, ... , T. }=qu (1-exp-l.Ul•) 

es la probabilidad de, dado que conocemos lo sucedido en el proceso hasta la n-ésima 
transición, la siguiente transición ocurra en un tiempo menor a 11. 

Si del teorema anterior hacemos 11 = O, obtenemos el siguiente resultado. 

Corolario 3.4.1. La sucesión de variables aleatorias Xo, X1, ..• , X. es una cadena de 
Markov con matriz de ttansÍclón Q, con elementos 'l!i; i,j e E. 

Demoslmdón. · 

Haciendo 11 =O del teorema anteriorJ;ten~mos 

P{Xn+1 = j, T.+1-T.~8 I Xo~)(1, .. ;; ~..:1, X.= i, To;T1, ... , T.}= qvexp-).(i )o 

Si conocemos elprocesohastaXf ,conocemos Xó,X1, •.• , X.:..:1, X.= i, To, T1, •.. , 

T., podemos poner la p;~b;bilidad
0 

~nterlbi c6mo ·•· ' · · 
~, ~ ::· F.~-·:· . ,, .. ··.;. ·::'i /;.· · ~pt: .·:~~-~~~-.: ;~~-lo-,, _ · ·. , ·-·· -

pero por definición X;, =Yr; · = i, es.dcck, 

.· ·. P {Xn+1 =ji X.= i}= 'í'V 

D 

Corolario 3.4.2. El tiempo de cambio entre el estado i a otro estado j e E, no 
depende de/ 

De111oslradó11. 

p {X .. ,= j. T,., - ·1: > /1 IX.= i }= P{'I:,, - T, > 11 1x. = i. x ... = j }P{x ... =j 1 X;= i} 

TESIS CON 
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del teorema ánterior 
,•. ; ' •. "- ~¡- .. :'. 

P {X..+1 ~ J,T.+1.;;,, T.> ~'¡x¡,; ;, }= qu:exp-l.CiJ• 
-· .,- • '· <'¡ ,. ">~.,_ • " 

esto nos da, 

P{T~.-T.> ~IX~= i,X~. =j} = exp-l.(i)• 

o 

Corolario 3.4.3. Pata alguna n e N; 111 , í12, ••• , 11. e R+ y estados io, ii, ... , i. e E, 
tenemos 

P{T1-T0 >.111, T2-T1 > "'-• ... , T,.1-T. > 11, ¡x0 = io, ... ,X,=i.} 

Demostradón. 

Demostremos, usando inducción. 

Por el corolario anterior paran= 1, ya está demostrado, vamos a probar paran= k +1 

J>{T1-To> "• • .... TH1-Ti > "•· rH),r .. 1>.11 ••• ·1x.·=io, ... • x.= ik;x • .,=iH1} - .- . ' . --_ - ' ·--· .. , ''. " ~ : -. "'' . 
' --~. ~ ' 

P{T1-To>111 IXo = ÁJ .... ,XHí = ;.,, .r.::;r. > N2; •• ~. r ... :_TH1 > "•+1} 
. > p¡r • .:_ r;>,,;,;,;;T..+2.;::T!+'l>Y,¡~.1Xo = ÁJ ... ; .x ... = ÍHt} 

~·-·, ., .;·:~ -,·,: '• -: .. ' -º~,- ., .. --

por hipótesis de inducdÓn se vale p~ak·:~ntte Üe~das,Iue~~ e~tonces ... 

D 

Del resultado anterior podemos decir que los tiempos entre las transiciones son 
condicionalmente independiente una de la otra dado los sucesivos estados visitados. Y 
cada tiempo de cambio entre los estados tiene una distribución exponencial con 
parámetro que depende del estado en el que esté, esto junto con el hecho de que los 
estados visitados sucesivamente forman una cadena de Markov, nos hacen ver como es 
la estructura de un proceso de Markov. 

Supondremos siempre que q;; = O. cuando )..( i) > O para todo i. 

;__-TE-SI-:'.:-S ':::":C 0:-:-:-N--i 

FALLA DE ORIGEN 
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~jemplo 3.4. Consideremos el proceso mencionado en el ejemplo 3.3, los tiempos de 
transición ocurren cuando ocurre un cambio en el tamaño de la cola, si el cambio es 
originado por una llegada entonces la cola se incremente en uno y si el cambio es 
debido a una salida entonces decrece en uno. 

Si X. = O entonces el próximo cambio debe ser debido a la llegada de un cliente, 
lo que significa que X.+1 = 1, lo cual ocurre con probabilidad 1, T.+1 - T. tiene una 
distribución exponencial con parámetro a ( los tiempos de las entre llegadas de un 
proceso Poisson tienen una distribución exponencial), así 

).(0) =a; qo1 = 1, qoo = qo2 = ... =O 

El tiempo de servicio sigue una distribución exponencial ·con. parámetro b. Si 
X.= i , sea A el tiempo desde T. hasta la próxima llegada y B el tiempo desde T. hasta 
que sale el próximo cliente, A y .B son variables aleatorias. exponenciales con 
parámetros a y by además son independientes entre ellas. Por tanto 

T .+1- T. = min( A, B ), 

lo que significa que 

P( T.+1-T. > 11.x. = f) = P (A> t, B > t) = exp-a1exp-b1 

es decir ).(i) =a+ b para i = 1, 2, 3,. .. 

Si X.+1 = i +1 significa que B >A y si X.+1 = i -1 entonces B <A , luego entonces 
tenemos que 

P( X.+1 = i +1 IX,= i) = P( B >A) 

= E(P{ B >A 1 A }) 

= E(exp-/v~ 
., 

= Jaexp-"" exp-bx dx 
o 

(/ 
=--

a+b 

de manera totalmente análoga podemos obtener P( Xn+1 = i-1 IX•= i), as! obtenemos 
para i~ 1 

TESIS CON 
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a 
si j=i+1 

á+b 
b 

si j=i-1 q¡¡= 
a+b 
o e.o.e 

Definición .J.5. La tasa di hrinsición de i • aj, indicada por A.{t,j) es· definida por: 

'A.(i,j) = q¡¡'A.( i) 

Definición .J.6. Para i,j e E , a la matriz A, as~clada con un proceso de Markov, con 
elementos 

es, la 111atriz de intensidad. 

'A.(i,j) = q¡¡'A.( i) 
A.(i, i) = - A.( i) 

Observemos que la suma por renglón de la matriz de intensidad suma cero 
Vamos a suponer que la función de transición P9 (t) es continua y diferenciable 

para t'?:. O. 

Teorema .J.5. Sea Y= {Y1, te IR.+} un proceso de Markov con función de transición 

l} ( t), entonces 

a) lim l-P;;(h) - 'A.(i) 
b->0 h 

P .. (h) 
b) li 9 - '( ') m---q9,.,, 1 

b->0 h 

Demostración. 

a) La probabilidad de que ocurran dos o más transiciones en un tiempo h, para h ~ O es 
o(h). 
La probabilidad de estar en el estado i y que ocurra In siguiente transición al estado j 

en un úempo menor a h es 

TESIS CON 
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84 Promos dt Markou Capl/N/aJ 

p {X.+1 = j,T.+i-T.;s.h IXo,.::, x:1~ .x. ;¡;f~,T1, .-.. 'T.>'== qg( 1:... ~p '"i<~lb) 

la probabilidad.de estar en el es~d~ /én ~ltieltibOo y ~alii de i~nté~ de un tiempo hes 
'. 

LP{X1 =:j,Ti si1.X0''.;';}::: '.L.lf(,1§e~i:-1.(ilb)::: 1 ~exp-1.(i)b 
j~i . . j~i ... -,_ ... -;·t .. 

sabemos que 

exp->.(iJb = 1 - ).(i)h :f;.~~:(i)h2 -2..).(i)l? +. ··· 
. -21 . . :-•: "31· . . . 

i 1:,,., ._ .-.... -

para una h suficientemente pequeña, P;,{ h) ~~ I~ pr~babilidad de permanecer en i hasta 

un tiempo h , luego entonces, tenemos que.... . , _ 
· · · r ··.':.i..':•> ·:_,->1>:. :>/l-i'i-.,!f.'> .. ,·»· 

dividiendo entre h, y haciendo h ¿ O 

Para el inciso b) tendríamos que 

Pi;( h) = q¡¡ ( 1- exp-1.(i)b) = q¡¡ [ ).(i)h - 2._¡.(i)h2 + 2..¡.(i)h3 - ... ] 
21 31 

dividiendo entre h, y haciendo h ~ O 

P.(h) 
lim !/. - ··.'( ') ---qgAI. 
b->O h · · 

o 

Teorema 3.6. (Ecuación atrasada de Kolinogorov). Para todos los estados i,j y tiempo 
¡;e:. O, 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Usando la ecuación de Chapman-Kolmogorov , podemos ver que 

P9 (t+h)-P9 (t)= {.r;¡P;4 (h)P~(t)}-Pg(~) 

= {t;P¡•(k)~~<t)}tt\(~)P9(t) - P¡(t) 
l .• '·' .• - :;. _\. ·,:· '< 

= {t124 (h)ft(1)}-[~- P;,{h)] P9 (t) 

dividiendo entre h, y haciendo h ~O ,,. · . 

. P9 (t+h)-P9 (1)·~ . [·.{~.J~(.h) ... ( >}· (1-P;;(h).) ( )] lim - lim L,,--P~ 1 - P,. t 
é->O h b->OJ,.,;h ··. h V 

obtenemos 

D 

Teorema 3. 7. (Ecuaci6n adelantada de Kolmogorov) Para todos los estados i, j y 
tiempo t?::. O, 

Pv(t)={t;~(k)q~1~4 (~) }~~(j)P9 (t) 
' . . . . . ( .. · ' ,.~ " .. 

De11101/rmió11. 
'"''-ó-

Usando la ecuación d~ Chapl11a;~K~J;ri~gorov, podemos ver que 

TESIS CON 
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= {~P,0(1)P~(h)}+~(h)P9 (1) - lH1) 

= f P;4(;)P~'(hf,~c1·~:. PÁh)J P9(1) 
4-J . 

dividiendo entre h, y haciendo h ~ O 

. Pg(t+h)-Pg(t) _ .. [{L ... · ... (.)P~(t)·}·· .. (.1-'P.o(h)) ( )] 
lim lim Pil: I -- - P. I 
b->0 h b->0 ···h h 9 

. 4-j . 

obtenemos 

El resultado de los dos teoremas anteriores lo podemos poner en forma 
matricial, de la siguiente forma 

.··' '. ,·, 

P; = P,A ='AP, 

CapiJN/oJ 

o 

Ejemplo 3.5. Consideremos un proceso de. Markov con dos estados E= {0,1 }, 
permanece en o con tasa exponencial a y después cambia a 1, permanece en 1 con tasa 
exponencial P y después cambia a O. 

Tenemos que Q = (~ ~) y ).(0) =a. y A(l) = J3, obtengamos P, a partir de las 

ecuaciones de Kolmogorov , usemos la ecuación adelantada para obtener 

como sólo hay dos estados 

I>ba ( 1) = ).(1 )q10Po1 (t) - ).(O)Poo(t) 

TESIS CON 
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= PP01(t)- a.Poo(t) 

= p[ 1 -Poo(t) ] - a.Poo(t) 
: ',· ~;·, - ·,. -

= -(a+p)Poo(t) +.P 

P~ (t) + (a+p)P:(Í~~};' 
",., ;_;.;:-r: :·"J,~·t_~·,; ;'".' 7 -- · ~-·· ; · ·'· 

Multiplicando ambos lados por e(m+p~ ,ten~mds 
e(m+p)t [. ~(1),+ (~+P)Poo(t) ]= Pe(•+P)t 

que es igual a 

!!_ [e<•+PJ1 Poo{t).] = pe<~+p)1 
di . ·. . 

integrando de ambos lados 
(a+p)t n {I) _ 13 (a+p)1 + e roo ---e e 

. . ex+13 
dado que Poo(O) = 1, tenemos que, 

Por lo tanto tenemos que 

y 

ex c=--
ex+13 

Poo(I) = _13_. +~ e-(•+P)t 
ex+l3 ex+l3 

1'01(/) =1 - Poo(I) 

=.~+·.·~ e-(a+p)t 

ex+13. ·ex+13 

= ex:l3[i+e-(•+Pl'] 

de manera semejante podemos obtener 

P11(I) = ~ +-13- e-(a+p)t 

ex+l3 ex+13 

y 

]) (/) _ 13 + ex -(•+Pl1 10 - -- -e 
ex+f3 ex+f3 TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 
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3.3. Teoremas limites. 

En analogía con las cadenas de Markov, . con respecto a la ·distribución 
estacionaria que vimos en el teorema 2.21 para cierto tipo de cadenas de Markov, 
teníamos que 

n(j) = 'L,n(i)Pf¡, pai:a toda} e E 
ieB 

Í:,n(J) = 1 
jGE. . . 

y 1( es la distribución estacionarla y además 1í era igual a 
','• 

1rU) =·~35);; ·p;u:atodoi,jeE. 

Tenemos un resultado similar pa:~'~r~ceso~ de Nf~kov, a con.ti~uación se enuncia sin 
.-. --;-: ,_ . .:'· --- ---•. ~, '~ -- ~ : :- - .ó-' __ , -

demostración. 

Teorema 3.8. Sea Yun f>rocesod~;·M~~ov/recurrente positiva e irreducible, entonces 
para algún} e E, . · ' .... ~". · ·. ~ . . · .. 

··••7r(/)·~·!0iPJ(t} 

existe y es independiente del e~tado inicial i, 

v es la solución a 

. . " v(j)/ 
. . />...(})" 

nU> = "º(.i)./ 
~ . /A.(i) 

_
1
_1eB 

v= vQ 

y Q es la matriz de transición de la cadéna de Markov asociada al proceso. 

De este resultado podemos obtener 

TESIS CON 
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Corolario .1.8.1. Sea Y un proceso de Markov, recurrente e irreducible. Entonces el 
sistema de ecuaciones lineales · 

µA=O 

tiene una solución úrúca: µ que es estrictamente positiva. La probabilidades lúnites 1dJ) 
están dadas por 

1d.J') = µ(j) . E 
"" ' JE . LJµ(i) 
ieB 

Den1ostradón. 

Dado que u = uQ , tenemos 

u(j) =. '.f,v(i)q¡¡ ,je E 
. i"-) .. 

de la definición 3.6 y deµ/\ = O 

L µ(i)>..( i)q; .:o{(J)µ(j) =O 
i-1-j ,•- . 

podemos ver que para:que·~~bás'i~~l~~~~~¡·~e'~Ütripla~, · 

>· u(J) b '~J)jt(J),'jé E, 
. . . "': ~~ ::, ·::,'·!,;,:-::__. , ,· ' , ' .. -. ' 

por las propiedades de u tenemos que µ es positiva, despejando de In igualdad anterior 
y del teorema anterior, tenemos que··'' ·. > • '. · 

;.(J) = µ(j) 
L,µ(i) 
ieB 

o 

Del corolario anterior podemos ver que se cumple que 

µP,=µ 

TESIS CON 
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90 PromOJ tÍl MarM• 

para todo t ~ O, tenemos que µ (j) = 1í (j) L µ(i), por tanto para probar la igualdad 
~B . 

anterior es equivalente a 

1íP1= 1í ( 3.1) 

1íPt = L1r(k)P.y(t} 
~eB 

del teorema 3.8 tenemos 
1í(j) = limP9(s} , ..... 

= L(liml}~(s})P.y·(t} 
keB. J-+a> 

usando la ecuación de Chapman-Kolffiogorov 

= lim P.(t+s} 
1->ao g 

es decir, 11"P1 = 11"; lo que signific~ que también se cumple µP, = µ. 

De las ecuaciones de Kolmogorov , P; ,,';: 1:11A ;:: AP, podemos ve que cuando 

t-700 la derivada se hace cero es decir tc~emosque 

a partir de aquí podemos también probar el corolario 3.8.1. 

Definición 3.7. Un veétor µque sati~foga µP, = µ es llamada medida i11van'a111e. 

Si }~o tiene distribución 1f, entonces de la ecuación (3.1) tenemos que 

TESIS CON 
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para todo t. De ahí que a veces se use el ténnino de distribución invariante para hablar 
de 1r. 

Ejemplo 3.6. Sea Y un proceso de Markov con 

[

-5 

A= ~ 

las ecuaciones de µA = O , son 

-5µ(1)+2µ(2)+3¡.Í(3).,;,· o 

2µ(1)-: 3µ(2)+4µ(3) =o. 

3µ(1)+,ti(2)- 6)/(3) =o 

-5µ(1)+~µ(~;+j~(3)_= o . 

2µ(1) ~;ic~)+~t<3f= º ... 
.. -.:..:· 

el sistema va a depender de alguno d~ la; ,U(i), h~ci~ncÍ~ µ(1) = 42, tenemos 

2~(2;i3Zc3) ;~ 210 . 

'-3~(:i)+4~(3) = -84 
, . ".;~ '.'' ,.. : ~ 

al resolver el sistema obtenemo.s p(2) = 72 y µ(3) = 33. Entonces una solución de 
pJ\=O y pP1 = µ esµ = (42, 72, 33), y alguna otra solución es una constante múltiplo 

3 

de está, dividiendo aµ entre Lµ(i)i obtenemos 
iul 

TESIS CON 
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3.4. Procesos de nacimiento y muerte. 

Los procesos de nacúniento y de muerte son una clase muy. importante de 
procesos de Markov. En estos procesos Y,, describe el tamaño de una población al 
tiempo t, con E={ O, 1, 2, .... }. Un nacimiento incrementa en uno el tamaño de la 
población y una muerte la hace decrecer en uno. Es decir un proceso de nacimiento y 
muerte es un proceso de Markov con cambios sólo a través de transiciones desde un 
estado a sus vecinos inmediatos. · 

Definición 3.8. Un proceso de Markov {Y,, t,e IR'.}, con espacio de estados E={ O, 
1, 2, .... } y probabilidades de transición hcimogéri~~s 'se\lenomina proceso de nadmiento y 
de n111erte si sus intensidades de transición satisfacen las condiciones siguientes: si i y j 
son estados tales que 1 i -JI 2: 2, entonce.s: . 

y 

con & =O. 

'A.(i,j) =o 

/J;='A.(i,i+1) parai2:0 

bi= 'A.(i, i-1) para i2: 1 

/J;+O;'='A.(i) para i2:0 

(3.2) 

De la definición /J; es la intensidad de 11admiento del proceso y O; es la intensidad de 
11111erte. 

Podemos poner las igiíaldades de 3.2 más explicit.'lmente de la siguiente forma 
usando la definición 3,6 y el teorema 3.5 · · 

/ TESIS CON 
lf ALLA D.E ORIGEN 

li J~i+l (/J) _ R. m-.---,.,, 
b->0 _:h . 

li
. l~;-1{h}_J:' m----v; 

b->0 h 

1-P .. (h) 
lim " /J;+ ói 
h-•0 h 



Capít1'/oJ J.4. Prott101 tk natimienlo .Y 111111rl1. 93 

Luego entonces podemos decir que un proceso de nacimiento y de muerte es un 
proceso de Markov {Yí , te.IR+}, donde Y1 es el tamaño de la población al tiempo /. En 
un intervalo de tiempo (t, t +h) pequeño, Y, se incrementa en uno con probabilidad 
/];h + o(h) y decrece en uno con probabilidad ~ h + o(h), o no cambia con probabilidad 
1 - (ft;+ & )+ o(h), esto lo podemos. poner de la siguiente forma, para h-> O 

¡
P;h+o(h) 

P{
"' _ .

1 

y;_ '} _ 1-(o; + p,)h+o(h) 
Jt+b-J ,-1 -

o;h+o(h) 

o(h) 

J=i+1 

J=i 
J=i-1 
cualquier otro caso 

A partir de la definición de un proceso de nacimiento y de muerte podemos ver 
que la matriz de intensidad asociada con un proceso de naciffiiénto y de muerte es . . '. ' ' . . 

·>·: 

Usando el teoremaJ:s: obtenemos ¡; !n'~tIÍZ deº transición asociada al proceso de 
nacimiemo y de muerte · · · · 

o 
_8_1_ 

Q= 01+P1 

o 

hacemos 

o 

o __A_ 
01+P1 

~. 
. 02 +/Jz 

o 

" 

-_• -8.- _. 
q;=--'

p,+o, 

E/e111plo 3.7. Un modelo para el cual 

/];=iP+O, i~O 

o 

o 

_A_ 
82+P2 

TESIS CON 
FALL.A DE ORIGEN 



94 Promor tk Markov Caplt11/o) 

0; = io. ;~ 1 

es llamado un proceso de mcimiento lineal ron inmigradón. Cada individuo se asume. que n~ce 
a una tasa p , además hay una tasa exponencial {} de crecimiento· de la población , 
debido a una situación externa, por eso la tasa total de nacimientos cuando hay i 
personas es i/J + {} . Las muertes ocurren con una tasa expo.nencial' o para cada 
miembro de la población y entonces c5; = io. · 

Un proceso de nacimiento y de muerte se dice que es, un proreso de na<imienlo p11ro 
si, O; = O, para todo i. Un ejemplo de un proceso de nacimiento puro es· el proceso 
Poisson. 

Teorema 3.9 • . La cadena de Markov {X1}, asociada al proceso de nacimiento y de 

~o"'º ~ q ... q . 
muerte, es recurrente si, y sólo si, ¿_,-1-.. -. -·- = L,, ~ = oo. 

•=1 Pi P. •=I P1 P. 

De111oslradó11. · 

Aplicamos el teorema 2.25 quitamos la fila y la columna asociados al estado O de la 
matriz Q. 

o 
Pi 
o 

... "'] 
resolvamos el siguiente sistema h = Q h, si h =. O son recurrentes los estados pero si 

h;r.O serán transitorios, resolvamos el sistema, para cada i ;r. O. 

h;= Í:q;¡h¡ 
j-.O 

h1 = pi/12 

hi = qih1 + pih3 

hJ = qJhi + p3h.1 
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como h.= (q. + p.)h. aplican-do lo anteáor a la primera ecuación 

(q1 + P• )l11 = piln 

en general 

q1h1 = P• (hz -hi) 

!h..hi = hz -,.hi 
Pi 

(q. + P•>k• = q.h.-:1 + p.h.+1 

q. (h. -h•:f>=p.(h.+1-h.) 

!b. (h. - h._. ) :::::, h. +1-: h. 
P. . :·>::·:"',··--.. '·, 

tenemos una fórmula de recurrenCÍa, a~lqu~ 

h.+1-h._ = ~. (h • ..,.k•-1) 
. P • • 

=!b, !i..cl (h11-1 - hn-2) 
P. P.-1 

q.q._ ... ·q2q1 ht 

P.P.-1···hP1 

95 

Entonces hay una solución acotada, no cero si, y sólo si, sup h. < oo, como se puede 

observar h. es una sucesión creciente, por lo que sup h. = lim h., luego 
H n->«> 

"' 
1im "·= h, + í:(h.+, -h.) 
.. _.co n=l 

TESIS CON 
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como sup h. < c:o .esto se cumple sólo si fJ.fJ.-i • .. q2q1 < co, lo que significa que esto 
• . P.P.-1 .. · P2P1 

sucede si, y sólo· si, los estados son transitorios, lo ·que significa que los estados son 

recurrentes si, y sólo si, f fJi '"fJ, = co, por último de 
•=I P1'"P. 

P - P; ; - -¡¡-:-;;-
}';+u; 

tenemos que 

por lo tanto 

o. 
y .q;= --.'

/J;+O; 

o 

Teorema 3.10. Para un proceso de nacimiento y de muerte hay una solución µ o 

proporcional a ella para, 

De111oslradó11. 

µA=O 

µ(n) = Po ... fl.-1 µ(O) ,, = 1, 2, ... 
81'"º• 

Haciendo el producto de µA, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones 

µ(O)/).¡= µ(1)0. 

(8. + /J.)µ(n) = p._1µ(11-l) + 8.+1J1(11+1) para 11 = 1, 2, ... 

luego 
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Bw+;)¡(ir+1)...:. o.µ(n) ~ p.µ(n)-P ... iµ(n-1) 

como se puede ver tenemos un sistema recursivo, cuya solución depende de µ(O), dado 
µ(O) el sistema tiene, una y solamente una solución. 

Probemos por iriduc~ión q'ue ~(;, r= Po ... P.-i µ(O) ,; = 1, 2, ; .. ' ' ..• ,, ' ' º•'"º• 
Paran= 1, µ(1) i Po~(O), se cumple, ahora verifiqu~mos si se curnpl~ paran= k +1 ' "º•'<,•,, ''"' ' ',(:· ',, '',, ,, '' 

; .·~· ... 
. ;.-·.,· 

•,' 8.t~1f<.(:+1)..:. Okµ(k)= Aµ(k) :-fl1<-1µ(k-,1) 

se eliminan entre si los d~~ térmÍrios c'o~ signo negativo 

omµ(k+1) = pk Po· .. Pk-1 µ(O) 

' º•"'ºk 
luego entonces 

µ(k+l) = Po ... Pk-1Pk µ(O) 

º1"'º.tºk+l 
es la única ya que para cualquier µ(O) seguirá siendo proporcional. 

o 

Corolario 3.10.1. Sea {Y1, te JR.+} un proceso de nacimiento y de muerte, si la cadena 

de Markov {Xn }n:.1 asociada al proceso es recurrente, la medida estacionaria de {X.}n:.1 
es 

Dc111ostmdó11. 

Del corolario 3.8.1 

y del teorema anterior 

V(.11) = P1 ... P.-1 u(O) ' /1 = 1, 2, ... 
q, ... q. 

u(11) = l..(11)µ(11), 11 e B, 
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luego entonces 

u(n) = i..(n) Po • • • P.-1 µ(O) 
8,···8. 

y como i..(n) = p. + 8, 

p. 8. 
comop;= --'- yq;= --' -. 

/3; + 81 /3; + 8; 

= (/J. + 8• ) Po • .. P.-1 u(O) 
· 81 ···8, i..(O) 

=·(/J. + 8• ) Po··· P.-1 u(O) 
. ºi .. ·8. Po - ;" 

= (/J. + 8.) Pi··· P.-i u(O) 
ql ···q.-1 8, 

= Pi .. · P • .:.1 _1_ u(O) 
qi'"·q,.ci ~ 

•p;+8.· 

por lo tanto u(n) = Pi'·· P~-i u(O) , n = 1, 2, ... 
qi ···q. 

CapllllloJ 

o 

Corolario 3.10.2. Sea {Y1, I e JR+} un proceso de nacimiento y de muerte, {Y1, I e 
IR+} tiene una distribución estacionaria si, y sólo si, S < co, y en este caso 

TESIS CON 
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ll(O) = ]_ 
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Demos/radón. 

Para poder obtener una distribución estacionaria del corolario 3.8.1, 
Lµ(11)<a:i, 
11EE 

f µ(n) =µ(O) + .f µ(íz) 
•=O 11=1 

=µ(O)º+· f Po··· P.-1 µ(O) 
... é• •=1 º1. "º•. 
= µ(O)S 

entonces {Yi, / e JR+} tiene una distribución·e~cidonarla si, y sólo si, S < co. 

Del corolario 3.8.1 n(j) =. µ(}). ,j e E y del teorema 3.10 µ(11) = Po .. ' P•-1 µ(O) 
¿µ(1) ' º1 "'º• 
ieB 

11 e E, tenemos que 

3.5. Ejercicios. 

1 
n(O) = S 

n(n) = 1 Po"· P.-1 
s º1 "'º• 

o 

F/emplo 3.8. ( M/M/1/a;>) Del ejemplo 3.3 y 3.4, la llegada de los clientes se comporta 
como un proceso Poisson con parámetro a y el tiempo de los servicios sigue una 
distribución exponencial con parámetro b, consideramos que sólo hay un servicio y no 
hay ninguna restricción con respecto al número de clientes permitidos en la espera del 
servicio (en la cola). El proceso Y= {}',, I E JR+} nos indica el número de clientes en la 
cola al tiempo 1, como podemos ver es el proceso Y es un proceso Je nacimiento y de 
muerte con 
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/J.¡=/Ji =.:.=a y Oi =Oi== ... = b 
y 

o 1 o o 
b o a. o --

a+b a+b 

o b o a 
Q= 

a+b a+b 
o o 
o o o 
o o o o 

haciendo r = !!.. , teneos que S (del corolario 3.10.2) es: 
b .. . . . - '·. 

"' 
S= ¿r• 

•=O {

.co s.ia;;?b 
= 1 

--sia<b 
1-r 

o 

o 

o 
o 

Capftu/oJ 

Entonces si r < 1, tiene el proceso una distribución limite, usando el resultado del 
corolario 3.10.2 

n(j) = ( 1-r)rl, j= O, 1, 2, ... 

Si r;::: 1, entonces P[ Y, = j] ~ O cuando f ~ co. La razón res llamada la intensidad de 
tr4fico del sistema. 

J:ije111plo 3.9. ( M/M/1/ n1) Vamos a considerar el sistema de colas del ejemplo anterior 
pero con una variante, que tiene una capacidad finita de únicamente 111 clientes 
(incluyendo el que esta siendo atendido), lo que quiere decir esto es que si en el sistema 
hay 111 clientes, entonces al llegar el próximo cliente no se quedará a esperar, el cliente se 
va y no regresa. Los elementos de la matriz de intensidad son: 

/J.i = p, = ... =P-• =a, p,. = o y ó, = · .. =ó., = b 

la intensidad de tráfico es r = ¡, 
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" 1-r•+I . 
S = ¿r• = ---·st r< 1 

1-r 

101 

Entonces si r < l, tiene el proceso un~ distribución límite, usando el resultado del 
corolario 3.10.2. 

n(j) = _. _1_· rJ 
1-r"+I 

.1-r; 

1-r . = l...:.r•+I rJ , j= 0, 1, 2, ... 

sir= l 

"" .") = -
1
- • . o 1 2 "V ¡= • • • "' m+1 

Ejemplo J.10. ( M/M/m/rn) Consideremos un proceso igual al del ejemplo 3.8, pero 
ahora consideremos que de lugar de un servidor se tienen m, es decir, las llegadas al 
servicio son un proceso Poisson con parámetro a y los tiempos de los servicios se 
distribuyen como una exponencial con parámetro b, hay m servidores, el tiempo que 
tarda cada uno en atender a un cliente son independientes uno de los otros. 

Si hay i < m clientes en el sistema entonces i servidores están trabajando 
independientemente uno del otro, entonces 

A.(i) =a+ ib 

si i ~ m entonces m servidores están ocupados y 

A.(i) =a+ mb 
y 

/lo = Pi = .. · = ª· y & =b, Óz =2b, ... , 8,,, = mb, 8,,,+1 = mb, ... 

o bien, para la intensidad de salida 

{
ib sii <m 

bi= 
mb si i;;e:m 
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la intensidad de tráfico r = p, seria o, 

: .. •{1 'su<.m. · 
r= 

..!!..;_ sii;?;m 
mb .. 

usando el teorema 3.9, el proceso es rec~ente~ si, y sólo si 

Por otro lado 

.. ., ,., . . .. 
··""'1 .. '"'•' .'. ·"V.'.'-• ¿_,--. -= oo <=> ¿_,r = co 
••I /31 •• ,p,¡ · n•I. 

<=> r~ 1 

nr-t • /# a:i 

= 1 + ¿..!!__ +-ª-.¿r· 
n=I n!b" ·mfb"' ••I 

S < oo <=> r< 1, ren este caso es r= ..!!..;_ 
mb 

,.;_, .·~· · a"' 1 
S=1+¿-+---.-

•=I nlb" mlb,. 1-r 

El proceso tiene una distribución estacionaria si r < 1, y del corolario 3.10.2, 1Z( n) es 
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1
.!,~ OSnSm 
S nlb". ·. ·.. ·· 

1l( n )= 1 ,. . ¡ ~-.• . · 

. s;ib•«:b)·;~ mSn<oo 

Ejemplo 3.11. En una central telefónica, con m lineas, las llamadas llegan a la central 
telefónica como un proceso Poisson con parámetro a, el tiempo que dura cada llamada 

tiene una distribución exponencial con media ){; , las llamadas que llegan cuando las m 

lineas están ocupadas se pierden, consideramos el proceso Y= { Y1, t e JR+}, donde Yi 
representa el número de lineas que están ocupadas al tiempo t, el espacio de estados de 
este procesos es E= {O, 1, .... , m}, bajo las hipótesis que se han hecho, es claro que el 
proceso Y, es' un proceso de nacimiento y de muerte, con 

/lo= Pi = · · · =P-1 = a, p,. =O y 8i =b, Oi =2b, ... , o.,= mb 

Luego entonces su distribución estacionaria es; 

1 a• 
n(n)= -

S nlb" 
la igualdad anterior se denomina fórmula de pérdida de Erlang. 

Así conociendo 1l' podemos saber cual es la probabilidad estacionara de que el sistema 
se encuentre lleno 

.·/ 
1l( m) = /mlb" 

1+•{+•'/ ,+ .. ·+··/ 
/b /216 / .. w 
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Ejenp/o 3.12. Una fábrica consta de m máquinas y una sola persona para repararlas, el 
tiempo que tarda .·una máquina antes de descomponerse sigue una distribución 

exponencial con media Ya. cada máquina funciona sin fallás independientemente una 

de la otra, cuando esta falla se manda a reparar el ti~po de reparación se comporta 

como una distribución expone~cial con media X. El pro~eso Y= {Yí, t e JR+}, 

donde Yí representa el número de máquinas que ·se encuerittan descompuestas al 
tiempo t, el espacio de estados de este procesos es E=.{ .b, 1, .... , m}, si Y,= i, 
significa entonces que hay m - i máquinas funcionando, el tiempo de la próxima falla 
será una exponencial con parámetro (m - i )a. Es claro que el proceso Y, es un proceso 
de nacimiento y de muerte, con 

/lo = ma, Pi = (m-1)a, ..• , P-1 = a, p., =O y ói = 8i. = · · · = o,,,= b 

El proceso Y es finito y por tanto recurrente,· 

s = 1 + f,Po···P.-i' 
•.=1 '• .º1 :: . º" 

_ ma :~(m:...1)~2 . . (m(m-1)H-(2)(1))a"'. 
-1+,..-+ +···+~-----~-

b .. b2 
.;. ' ', . b"' 

. :t mi ·.(")" 
= 

1 + .~ 1 (m-n)I b 

Entonces Y tiene la siguiente distribu~iÓn Úmit~ 

j =o. 1, ... , 111 

De aquí podemos calcular el riúinero : promedio de 
descompuestas 

tjli(j) = t1G)(c~:·~·),(¡Y) 

= m ~j((m~~)l(¡YJ 
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Ejemplo 3.13. Sea Y=· {Yí, / e IR+}; un proceso de nacimiento y di: muette-tal que, 

ft;=ia,i~O 
y 

& = O para toda i. 

como se ·puede observar es un proceso de nacimiento puro, aquí cada uno de los 
miembros de la población actúa independientemente y los nacimientos ocurren con una 
tasa exponencial a. Este proceso de nacimiento puro se le denomina promo de Y 11k. 

Supongamos que el proceso de Yule empieza con un individuo al tiempo cero es decir 
Yo = 1 y sea T;, i ~ 1 el tiempo entre el (i-1)-ésimo nacimiento y el i-ésimo nacimiento, 
por como hemos planteado nuestro proceso, tenemos que, los T; son iridepenclientes 
con distribución exponencial con parámetro ia. Luego entonces 

P{T1 :5 / } = 1 - exp-•' 

1 

P{T1 + T2:5 I} = f P{I; + 'I'.¡ :5 t j J; = x}aexp-"" d.'< 
o 

1 

= f(t-exp-2•<1-x>)aexp-"" dx 
o . 

I . - -

=a f( e>.-p-=-exp-2
" cxp"")dx 

o 

P{T1 + T2 +T3:5 f} = f P{I; + T2 + 7; :5 t j 7; + T2 = x}2aexp-""(1-exp-"'")dx 
·o, . 

I 

= f( 1-exp3º'';_"'">)2aexp-"'"(1-exp-"")dx 
o 

y en general se puede demostrar por inducción 
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, .. ' 
~ <' - " 

-~··-

El evento {T1 + T2+TJ+ •·· + T¡St} esÍgual.9uei:fJventC>{Yt:2:}+1l Yo= 1},es 
decir, P{T1 + T2 +TJ + · ·• + T¡ ~ t} f = ]>{Yi ::::/t1 l,Y'o ,;:_~l};de-'aqiú obtenemos 

Pv( t) = { 1-;- exp~., )1::
1
-{ 1-exp-"' )

1 

= ex~-at ( 1- exp _., r-I 
Así hemos encontrado que, cuando la población comienza con un individuo, el 

tamaño de la población al tiempo I tiene una distribución geométrica con media exp•'. 
Entonces si la población comienza con i individuos el tamaño de la población a tiempo 
I es la suma de i variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 
geométricamente, lo que nos da una binomial negativa, 

(j-1) ( )j-i P!J(t) = i _ 1 exp-ati 1- exp _., j:2: i:2: 1 

Si usamos las ecuaciones adelantadas ~e ~o~ogorov ,, (teorema 3. 7) 

Pg (1)~1~~:(k)qNP¡;i1)J- A(j)P9(1) 
.• :. .' ' 

para ci' proceso de Yule obtendríamos que 

P;;(t)= -ia P;,(t) 

Pú(t)= (j-1 )aP¡;...1(Í)-jaP!J(t) 

para la primera ecuación, mtiltiplicando atrlbos lados por expÍal ' tenemos 

exp;"'[ P;;(t) + iaP;,{f)]= O 

l]UC es igual a 

d Ídl 1 -[ exp P;,{f) =O 
dt 
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integrando de ambos lados 
exp.., P,;( t) =, 

como P,;( O) = O entonceu = 1, 

Para la siguiente ecuación, multiplicando ambos lados por expfat, tenemos 

exp"" [Pg(i} + jaP¡,(1) ]= expfat U-1 )aPu-1(1) 

que es igual a 

integrando de ambos lados 

!'._ [ expfat P,;(t) ] = expfat U- 1 )a Pg:..1 ( I) 
dt . 

I 

expj"' P;,(I) = Jexpfat(J-1}aP8_1(.r)d.r 
o 

I 

P;,( t) = (j-1 )a exp-fat Jéxpj"' P8_1(.r)d.r 
.o 

107 

Podemos obtener P,;( I ) recursivamente, .y podemos verificar que este resultado 
coincidirá con 

(
j-1). . .( . . .)j-1 

P9(1) = i-l exp- 1-exp-"' }?:. i?:.1 

obtenido anteriormente. 
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Conclusión. 

Como mencione al inicio, cubrir en un solo trabajo todas las aplicaciones y la 
teoría desarrollada de los procesos estocásticos, es prácticamente imposible, por lo que 
en este trabajo nos enfocamos a dar los conceptos básicos de los procesos estocásticos, 
así como enfocarnos al manejo de un tipo de procesos muy importantes como es el 
proceso de Markov, para tiempo discreto (cadenas de Markov) y continuo (procesos de 
Markov). El presente trabajo cubre entre un 85% a un 90% el temario de la materia de 
procesos estocásticos 1 de la carrera de Actuaria, en esta tesina al ver el capítulo tres, 
referente a los procesos de Markov, permite a su vez dar un vistazo al curso de 
procesos estocásticos II. 

Muy seguramente harán falta incluir más ejemplos al trabajo, ya que a final de 
cuentas es por medio de ellos como se llega a conceptualizar mejor las aplicaciones y 
dada la gran cantidad de aplicaciones de los procesos estocásticos definitivamente 
nunca serán suficientes los ejemplos contemplados en cualquier texto. Pero considero 
que con los ejemplos presentados se cumple con el objetivo, de que está tesina sirva de 
apoyo a la materia. Muchos de los ejemplos aquí presentados se resolvieron en forma 
general, para poder acostumbrarse al nivel teórico que se requiere para entender los 
temas subsiguientes, además de que permite al lector buscar aplicaciones directas sobre 
dichos ejemplos, así como, a modelar problemas planteados desde una forma general. 

El capítulo uno, se puede cubrir dentro de los siguientes capítulos, por lo que 
no es indispensable empezar con él, salvo algunos conceptos c¡ue se requieren como 
son los que están en el primer punto de dicho capítulo, como ya se menciono, la 
intención de su desarrollo fue para empezar con el manejo de modelos más sencillos y 
que posiblemente hasta ya se hayan visto en algún curso anterior y que esto ayude a 
entender mejor lo que son los procesos estocásticos. 

El capítulo dos de cadenas de Makov, es el más desarrollando y también es el 
tema más completo c1ue se presenta en está tesina. Para un estudio más profundo y 
detallado sobre la teoría y la aplicación <le las cadenas de Markov, se recomienda 
consultar, el Parzen, el Brémau<l, el c;:inlar o el Hoel, Port y Stone. 

En el capítulo tres ( procesos de Markov), no se profundiza mucho en la parte 
teórica, como se hizo con las cadenas de Markov, ya c1ue sólo se buscó dar el 
equivalente a las cadenas de Markov pero considerando el tiempo continuo, si bien no 
se profundiza tanto, si se ven aspectos importantes referentes a su teoría )' su uso en los 
procesos de nacimiento y muerte. Además se puede consultar para un estudio más 
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detallado el Ross[1996], Karliny Taylor, el ISaacson y Madsen y el <;:inlar los dos 
últimos más teóricos que los dos primeros: · ' ; .. · ·· · · · 

En general,· el trabajo aquí presentado sirve para poder seguir el estudio de los 
procesos estocásticos a más detalle o en textos más avanzados. 

En esta tesina pretendo que sirva como material de apoyo para un primer curso 
de procesos estocásticos I de la carrera de Actuaría, por supuesto que el material que 
aquí se presenta no deja de ser susceptible a mejorarse, de hecho, espero que sea el 
comienzo de un material más serio y profundo. 
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