2032/
S RrR3

T Rl Illllllu INIRT

S o) UNIVERSIDAD - NACIONAL  AUTONOMA

"DE  MEXICO

ESTOCASTICOS -

T E S I N A

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

A C T u A R I o
P R E s E N T A

MAHIL{HERRERA MALDONADO

ASESOR: FIS. MAT, JORGE LUIS SUAREZ MADARIAGA

ACATLAN, ESTADO DE MEXICO OCTUBRE DE 2003
4 TESIS CON
"H FALLA DE ORIGEN

T ™



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A mis padres.

Con mucho carifio.

Mahil Herrera Maldohado.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN



Agradecimientos.

A mis padres, por su apoyo en todos los aspectos y e]emplo durante
todas las etapas de mi vida. Este trabajo también es suyo.

' A mis hermanos; por su apoyo moral, porque de cada uno de ellos,
tengo algo.

A mis amigos, por insistirme en terminar este trabajo, por los tiempos
comparndos en las buenas y en la malas.

A mi Universidad, por darme la opottunidad de estudiar en sus
instalaciones, por todo lo aprendido en ella y todas las personas que me ha
permitido conocer.

A mis maestros, por sus conocimientos y experiencias trasmitidas.

A mis sinodales, por el iempo dedicado a la revisién del trabajo.

A Jorge Luis, mi asesor, por su paciencia y desinteresada ayuda
btindada en el desarrollo de este trabajo.

A mis alumnos, que por ellos surgié la idea de realizar este trabajo.
En especial a mis alumnos de Procesos Estocisticos I, semestre 2003-1 ,
por sus aportaciones para el enriquecimiento de este trabajo.

Y a todos lo que lean el trabajo, les agradeceré que envien sus
comentarios al siguiente correo: mahilh@hotmail.com

lMucha;‘; graciasl.

Mahil Herrera M_aldonado.




Indice

C

cadena de Markov

homdégenea
irreducible

24
24
31,33

nimero de llegadas 34
tiempo de llegada 33
tempo entre llegadas 35

caminata aleatoria 1,19
clase de comunicacién 32 .
colas (M/M/1) 77,99, 100
colas (M/M/m) 101

D

distribucién estacionaria 51

distribucién inicial

E

28

ecuacién adelantada de Kolmogorov 85
ecuacién atrasada de Kolmogorov 84
ecuacién de Chapman-Kolmogorov 29, 75

estado 1

estado absorbente 26, 33,79
accesible 31
alcanzado 31
aperiédico 33
cero recurrente 35
de retorno 32
estable 79
instantineo 79
no retorno 32
periédico 33
recutrente 35,37
recurrente nulo 35

recurrente positivo 35

TESIS CON

§  |FALLA DE ORIGEN



transitotio 35, 37
que se comunican . 31

conjunto cerrado 33
F
férmula de pérdida de Erlang 103
funcién de transicién’ 74
f
intensi‘dad,dc;ml‘xéx’:t'c: e 92
- dé nacimiento - 92
de trifico. - - 100
M
mattiz de intensidad 83
matriz doblemente estocdstica 25
matriz estocdstica 25
matriz potencia 36
medida invariante 90
P
periodo de retorno 33 .

probabilidad de transicién en m pasos 29
de transicion o de paso - 24
probabilidad total 3
proceso Bernoulli 2
nimetro de éxito- 3, 7
tiempo de éxito 7

proceso de conteo 10
proceso de crecimiento lineal con inmigracién 94
proceso de Markov 74

homogénco 74
proceso de nacimiento pur 94
proceso de nacimicento y de muerte 92
proceso de Yule 105

5




proceso estocistico 1
con espacio parametral continuo 1
con espacio parametral discreto 1
con incrementos estacionarios 10
con incrementos independientes 5, 10
con espacio de estados continuo 2
con espacio de estados discreto 2
estacionario con incrementos independientes §
proceso Poisson 10
intensidad 16
tiempo de espera 11
tiempo de intensidad 16
tiempo de llegada 12
tiempos entre llegadas 13

T

tasa de transicién 83

TESIS CON
A FALLA DE ORIGEN




PAGINACION

DISCONTINUA



CONTENIDO

Introduccién. .

1.- Nociones de los Procesos Estocasticos.

1.1.
1.2,
1.3.
1.4.

Procesos estocdsticos. . .
Procesos Bernoulli,
Procesos Poisson.
Ejercicios.

2.- Cadenas de Markov.

2.1,
2.2,
2.3.
2.4.

Introduccidn.

Clasificacién de estados
Distribucién estacionaria. .
Ejercicios.

3.- Procesos de Markov.

3.1. Procesos de Markov. . .
3.2. Estructura de un proceso de Markov.'
3.3. Teoremas limites. .
3.4. Procesos de nacimiento y muerte.
3.5. Ejercicios.

Conclusiones.

Bibliografia. . . ,

Indice. .

. III

24

24
31
50
67

74
74
79
88
92
929
109

111

113







Introduccion.

La palabra estocistico es sinénimo de aleatorio, los procesos estocisticos son
modelos matemiticos que estudian los fenémenos aleatorios que evolucionan en el
tiempo, se puede describir estos fenémenos por medio de una coleccién de variables
aleatorias, los procesos estocisticos estudian esta coleccién, de variables desde el punto
de vista de su interdependencia y su comportamiento limite. La aplicacién de los
procesos estocisticos abundan en la naturaleza, se presentan en; la Medicina, Biologia,
Economia, Comunicacién, por citar sélo algunas 4teas, es una herramienta muy dril
para modelar a aquellos problemas en los que se involucte Ia aleatoriedad, a través del
tiempo.

La inquictud por desarrollar este trabajo radica en que a pesar de que en la
actualidad se pueden enconuar libros muy completos respecto al tema,
desgraciadamente ¢n el pais no contamos con este tpo de libros, que hablen
especificamente del tema v que sean adecuados a los estudios que se desarrollan en la
carrera, esta situacién hace que el estudio de una materia, que si de por si, por ella
misma guarda un grado de dificultad alto, al no contar con material bibliogrifico
accesible, la hace atn mas dificil, problema que personalmente me toco experimentar, y
ahora, que he tenido la oportunidad de dar el curso, lo encontré también en mis
aluminos.

Dado el gran desarrollo que ha tenido la teoria de los procesos estocisticos, es
pricticamente imposible incluir toda la tcorfa en un solo trabajo, por lo que cl objetivo
central del presente trabajo es que sea un material de apoyo, que cubra lo que se ve en
un curso de procesos estocdsticos en la carrera de Actuaria, procurando mantener un
nivel teérico que esté de acorde con el nivel matemitico que se ve en la carrera y sirva
de introduccién a cste campo tan extenso de los procesos estocisticos.

Los conocimientos que se requicren pata poder comprender el trabajo son;
conocer los fundamentos de la teoria de la probabilidad, del cilculo y dlgebra matricial.
Sc recomienda hacer hincapié en los conceptos de probabilidad condicional.

En el primer capitulo de esta tesina, se ven las definiciones bisicas de los
procesos estocisticos, en este capitulo también se ve la teoria fundamental relacionada
con dos tipos de procesos muy impottantes, el proceso Poisson y Bernoulli, el primero
tiene espacio de tiempo continuo y ¢l otro su espacio de tiempo es discreto, considero
que empezat con estos dos tipos de procesos ayudan a entender mejor el concepto de
lo que es un proceso estocdstico, la teorfa que lo rodea y lo mis importante, como
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modelar problemas que involucren proccsos estocastu:os, ambos son procesos sencillos
de comprender y muy ttiles.

Los procesos estocdsticos que cumple la propiedad de Markov, son procesos
muy importante en el estudio de los procesos estocdsticos, las cadenas de Markov son
de este tipo de procesos y es el tema que se analiza en el capitulo 2, ah{ se desarrolla la
teoria referente a las cadenas de Markov, se define la propiedad de Makov, se analizan
los conceptos de distribucién inicial, estado absorbente, estado transitorio y estado
recurrente, se. exponen los elementos tedricos para el manejo de distribuciones
estacionarias en las cadenas de Markov.

En el capitulo tres se presenta la teoria general de los procesos de Markov, que
son procesos que cumplen con la propiedad de Matkov, la diferencia con las cadenas de
Matkov es, que en los primeros se considera el espacio del iempo discreto y en estos se
consideta el espacio del tiempo continuo. Ademis se expone la relacién.que hay entre
las cadenas de Markov y los procesos de Matkov, asi como una serie de aplicaciones de
los procesos de Markov a los sistemas de colas por medio de los procesos de
nacimiento y muerte.

En cada uno de los capitulos se incluyen una serie de ejemplos para comprender
mejor cada uno de los conceptos que se manejan,
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Introduccioén a los procesos
estocasticos.

Mahil Herrera Maldonado.
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Capitulo 1.
1.- Nociones de los Procesos Estocasticos.

1.1. Procesos Estocasticos.

La palabra estocistico es sinénimo de aleatorio, los procesos estocdsticos son
modelos matemidticos que estudian los fenémenos aleatorios que evolucionan en el
tiempo, se puede describir estos fenémenos por medio de una coleccién de vatiables
aleatorias {X:} donde # es un punto en un espacio T llamado espacio parametral.
Algunos cjemplos de estos tipos de fendmenos se dan a continuacidn.

Ejemplo 1.1. X, podria ser el nimero de alumnos formados en la fila de inscripcion de
alguna carrera, en cualquier instante 4 X; puede tomar los valores de 0, 1, 2, ... ; ¢

puede tomar valores de [ 0, @), consldemndo ln hora de la apertura de la ventanilla
como ¢l instante cero.

Ejemp/a 1.2. X; lo podemos consldemr como el no” lanzamlcnto de’una moneda,
aqui X le podemos asignar los valorcs del sx ‘cac caxa y.0'si'no; 7" toma sus valores en
los N, este es un proceso Bernoulh que vercmos con mas detallc en’el s1gulente punto

de este capitulo.

Ejemplo 1.3. Supongamos que Xi, Xz, <+ ‘son variables aleatorias independientes ¢
idénticamente distribuidas, sea §y = Xi +3% + +++ +X,, con espacio de estados en los
N, { S», » € N} es un proceso estocistico, que recibe el nombre de caminata ateatoria.

Definicién 1.1, Un proceso esfocistico es una familia de variables aleatorias {X,, /e T}
(0 X(t), ¢t € T), Tes llamado espacio parametral y donde para cada € T, Xies un
punto en un espacio E, llamado espacio de estados.

De la definicidn anterior si T es contable, se dice que es un proceso estocdstico
de parimetros discretos, si T no es contable se dice que, ¢l proceso tiene parimetros
continuos, ¢l parimetro /4 es interpretado cominmente como tiempo, uno puede
considerar a X; como el estado del proceso en el tiempo 4 un cjemplo de que ¢ no
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2 Nociones de los Procesos Estocdsticos . Capitulo 1

siempre tcpresenta unidades de nempo lo es el e]emplo 1.2, AsI como’ el cspaclo
parametral puede ser discreto o continuo, el espacio de estados también lo es.

Ejeruplo 1.4. Sea X(t) = (Xi(¢#), Xo( ¢) ), donde X( I) represcnta'la temperatura
méxima y minima de algin lugar en el intervalo de tiempo de (0, #).

De este ejemplo podemos ver que el proceso X; puede ser el resultado de un
experimento 6 un vectot, es decir, el proceso puede ser multidimensional. También
podtiamos tener un espacio parametral multidimensional, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5, Para un proceso estocistico que es la profundidad del mar en la posicién x
en el instante ¢, Xres tal que, /= (¢, x)con 1t € Ry x € X donde X representa el
conjunto de las referencias geogrificas para todo el mar. Aqui # no es solamente el
tempo, sino una combinacién de las coordenadas de tiempo y espacio, aqui el espacio
de estados es 5 = [ 0, @), donde la profundidad es 0 cuando quede expuesto el lecho
del océano y no existe limite para la altura que puedan alcanzar las olas, por supuesto,
no se formarin olas de altura infinita.

Aqui Gnicamente analizaremos procesos de tipo unidimensional, en los cuales
podemos tener cuatro tipos de procesos:

a) Tiempo discreto y espacio de estado discreto.
b) Tiempo discreto y espacio de estados continuo.

c) Tiempo continuo y espacio de estados discreto.
d) Tiempo continuo y espacio de estados continuo.

1.2. Procesos Bernoulli.

Definicién 1.2. El proceso estoc:isticb {X»; n € N} es un proceso Bernoulii si satisface

a) Xi, Xz2,... son mdependlcntcs y ,
b) P{X,=1}=p,P{X,=0} '“l—p ¢ pata todo .

Al evento X, = 1, lo llamaremos éxito y al evento X, = 0, fracaso.
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C‘apflu/a 1 . e 2 Procesos Bernoulli.- Lo . 3

Definicién 1. 3 Sea. { X., n € N } un proceso Bemoulh con probablhdad de exlto b el
nsimero de éxcitos en e/ n-e’.rxm

Eﬂtoncés Nyesel e éxitos en los pﬁmc:bs # ensayos,'y N;.ﬁ =Nresel
nimero de éxitos en ]os ensayos’ ‘ “ivs 3 # -+ m. Como podemos ver { Nu;n=
0,12, }deﬁne un proceso estocasuco, con espacio de estados y tiempo discreto {0,
1,2,..}. ~

De la definicién de proceso Bernoulli, tenemos que las X, se distribuyen como
una Betnoulli con parimetro p (Bernoulli(p)) y las X, son independientes y la suma de
variables aleatorias independientes Bernoulli se distribuye como una binomial con

patimetro # y p (b(n, p)), entonces N, es una suma de variables aleatorias
independientes Bernoulli, con lo que podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1.1, Paran=0,1,2, ...

a) P{(Nu=4})= (Jp‘q""‘ £=0,1, ...

b) E[NJ=np
) VINd = npq.

El uso de probabilidad condicional en la prueba del siguiente resultado ilustra una
de las principales técnicas usadas en el estudio de los procesos estocisticos.

Teorema 1.2 Paran k€ {0,1,2,... }

P{Now = k} pP{N#_;& 1}+qP{N. 4}

Demostracidn.

Usando ¢l teorema de la probabiiid ad total i

P{Nuti = & = T PN, =[N, = }P(N, =}
S U
Dado que { X1, ..., Xx } es’independiente’ de Xye1, tenemos que N, es independiente
de X1 y como Nyit = Ny + J\m ‘es dccxr
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4 . Nociones de los Procesos Estocdsticos Capitulo 1

P{Nm & N.—j} P{N;+ X1 =k, N, =} e
P{Xin1=k~j,N,=/} Sa
P{Xo1=k—;}P{ Na=/}

con lo que
, ) posij=k=1
P{Ne1=&| Nemj} =P{ X1 = —j}— g sij=4k
Ly {0 cualqmerotro caso

de aqui, tenemos

Teorema 1.3. Paré'algﬁh m,v‘h e ‘{ 0,’1 2,’ RO
P{Nntn=Nuw=£ | No, ..., Nw} = P{ Nuss—Nw= £ } = (l)p‘q'-*, £=0,1,... 1

Demostracidn.

Las variables aleatorias No, N1, ... , Na estin completamente determinadas por
las vatiables Xi, X2, ... , Xw , por definicién de N, e inversamente las varables
alcatorias X1, X3, ... , Xa estin completamente determinadas por Ny, ... , N, por
cjemplo X = Np— N -+, Luego entonces

P{Nuts=Nu=k | No, .. ,Nu} = P{Nuta= Na=k | X1, ..., Xu}

tenemos que Nptn — Na = Xort1 + X2 + v 4 Xtn .y {Xwt1, Xat2, .0, Xirta} €5
independiente de {Xi, ..., Xa}, lo que significa que Nty — N,, es mdependxente de
{X1, ... , X} asi llegamos '11 resultado. : o

P{Nowtn=Na=%| No, .., Nn} = P{Nuin=Na= & | Xi, ..., X }
= P{Nwtr—Nu=k}.
ahota bient Nuts — Nu = X+t + Xzt -+ +Xwen ¢s la suma de # variables aleatotias

Bernoulli(p) independientes ¢ 1dent1c'1mcntc distribuidas, lo que significa- que es una
variable alea qlc'xtorn binomial _con parimetro #y p, es decir,
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Capttulo 1 o 1.2, Procesos Bernoulli 5

P{I\ in=Nu=k}= (k)plqn-k’ £=0,1,...n

De este teorema podemos ver que la vanable aleatona “N,, N,

-0

A-1 para

cualquier £€{1, 2, ...,/ } tal que.m cumpla con’ no = 0 <m < m< s < n/,N,‘ N,,, '

es independiente de { N, ,... ,Nn..; }, i uaclon enuncmmos este resultado

Corolario 1.3.1 Sea ro = 0 < n : son: entetos, entonces las vanables
aleatorias Ny, =N,y , Ny =N,/ 005N, N,.J_ son mdependlentes ' & :

En el teorema 1.3 se probb que N,.+,, ~Nnes mdepcndxcntc de N, ...; Nim en
la demostracién no se hizo ninguna referencia a la distribucién de las ‘X, umcamente se
considero su independencia. De esta forma podemos decir que el corol:mo 1. 3 1 se

cumple para algiin proceso estocdstico {Ma; #'= 0 1, } deﬁmdo por
Mo={° s f' =0
Y,+Y2‘+~--+lY, ; ,,sxn=1,2,...

con Y1, Y2, ... , Yo, vanables aleatonas mdependlentes s
Un proceso estocistico que cumple con"

p{ Nn+n—N”=k I NO, aes ,'Nn}'= P{ Nn+n—Nn=k}

o con el corolario 1.3.1, es un proceso estocdstico con incr tos independient

Si para el proceso {M,; » =0, 1, ... } definido anteriormente, las variables
aleatorias Y1, Yz, ..., Ya aparte dela indepcndencin entre ellas son idénticamente
distribuidas, entonces 'la distribucién de los incrementos Mars— M, no depende de 5, sc
dice entonces, {Ma,} es estaconario con incr tos independient :

Regresando al proceso Betnoulli, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.4. Sea Z una vatable aleatoria que depende de un nimero finito de
vatinbles aleatorias Nw, Nart1,... ; s decir,

z =<g( NM; NMI, vesy N”,-Q.,,)

para alguna » y alguna funcién g Entonces
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6 : Nociones de los Procesos Estocdatices .~ = . Capltwlo:

ELZ| No, Ny, NeJ = EZ| N

Demostracion.

R ,N.+n =N,+X.+1 Fo X.+. , hay-una’

' Nm) /:(N,, X,H,

Xnﬂ)

Asi

E[Z|N,,,N,,..., = "'X.*.—'.INo, .}

{an, Xm,} es mdependlcnt de
indcpcndlente de Ny, Ni, N,. que 50 dc

P{ Nn = k p, —II, ‘e :XM“'” RN

Tenemos que

E[Z] Ny Ny , NI =
E[Z| No; Ny, .. N

independiente de N, ... , Nm-1 , esto significa

ELZ| No,Ni, ... ,Na]= S(Nm)= E[Z| Na] - . _
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Capitulo 1 1.2. Procesos Bernoulli - .- 7

El teorema anterior lo satisfacen vatios procesos con una estructura menos
compleja, tales procesos son llamados cadenas de Ma:kov, dcl estudlo de estos

procesos nos ocuparemos en el siguiente capftulo., | : oy

Definicién 1.4. Sea {Xy;n=1,2,...} un proceso. Bemoulll con ptobabxhdad de éxito
2> consideremos una realizacién del proceso X, Xz, Ak X. , esta’es una secuencia de

unos y ceros, denotemos por Ty, Ty, ..., los Indices correspondxentes a los sucesivos
éxitos, a los Tk se les llama los #empos de dxitos. i

Ejemplo 1.6, Si )
Xi=1 'X2=0 X3 = 0,4

Es una realizacién del proceso, entonces '11 = 1 Tz =4, T=5 ,.o ses decir, T¢ es el
ndmero del evento en e] que ocurrié el k.-eslmo exxto

Supongamos que para una realizacién del proceso el &-ésimo éxito ha ocurrido
antes de #-ésimo evento, esto es T < #, entonces el nimero de éxitos en los primeros #
eventos deberia ser al menos &, esto significa que Ny 2 &, e inversamente si N, 2 &
entonces Tx< 7. :

Otra relacion entre los tiempos de éxitos y el nimero de éxitos es; si T = #
significa que cn esta realizacion hay exactamente £ — 1 éxitos en los primeros » — 1
eventos y un ¢éxito ocurre exactamente en el #-ésimo evento, es decit, Na1 = &-1y
X»= 1 ¢ inversamente si Npq = £ -1y Xz = 1 entonces Tk = # A continuacién
enunciamos estas dos relaciones.

Lema 1.1 Sea Xi, Xa, ... , Xs una realizacién del proceso £ =1, 2, ynzk
tenemos que i .

'1) Te<n si,ysolosiNe2 &
by Tz= nsi,ysolosi Na1 =k~ 1yX.—1

Teorema 1.5. Paraalgunak e N

ok

) P{TeSn}= Z':('}Jp('q',‘!,, ]xj-’-'-\k», £+, ...

b) P{Te=n}= (2:11),0‘9"-" ; n= kR, ...
" TESIS CON
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8 Nociones de los Procesos Estocdsticos Capitulo 1

Demostraciin.

a)Para k€ Ny n2 & porcl lema 1.1 el cvento {Tx¥s'n } es 1gunl al evento {N,Z £},

entonces

P{Tesn) = P{ N«%.. ) ,:'ZP.{N, = j}

por cl teorema 1.1

cs decir,

’ 10+ { Tk : ,1gualalevento{N.-1— -1, =1}, por
definicién, el proceso Np.1 es independiente de X,. = 1 Entonces

El teorema anterior nos da informacién’ muy unportante sobre la estructura del
proceso { T, £=1,2, ... } pero veamos Ot.l.'OS tesultados conccrmentcs a la estructura

de este proceso,

Teorena 1.6, Sea To=0y.Th, Tz L los ucmpos ‘del. pnmef‘cx:to, segundo exxto,
de un proceso Bernoulli { Xy 7 € N} con probabl ad [Sara alguna k € {0

P{Ten=r|To ..., Tu} =P{Ten=n | Te}.

Demostracion.
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Capitulo 1 <" 1.2, Procesos Bernoull . 9

S ay .., )= P{ Ten=n| Toi="'ao,"1‘: =‘a'|;";l’. Te=a)
sinSas a, entonccs la probabthdad condlcxona] cs cero, si ,,> ",; =d,T=ay
Tenr=n, lo que sxgmﬁca quc Xy = X,-, = o .

_/(ao, a;, veny ak) = P{ X.rﬂ = 0, sy £

hemos llegado a'que

P§ T/gk'+|‘= n| To= éo, Tv=a, ;.

de To, T, ..

s T,

del &+1-ésimo éxito es condlclonalmente mdependlen" ‘
ecuacion 1.1 tenemos que -

P{ T/m =m+ TA | To, ,T/,}= pqr"f”'";‘“';—.}fl» e

lo que nos da cl sxgmcnte resultado‘ ;

Corolario 1.6, 1 P'lra qlgum ke {0 1 }

P( Tl:+| T/: - ’ TA} —P{ T/m Te=m} = pgn

para toda m € {1,2, vk

El resultado anterior. nos dice, que el tempo entre dos éxitos es independiente
de los tiempos de los previos €xitos y se distribuye como una geométrica.

Corolario 1.6.2. Ty, T» = T, Ts = T2 , ... son variables aleatorias independientes ¢
idénticamente distribuidas con disttibucién geométrica.

Corolario 1.6.3. Tivi— Ty parake N

1
a) L Te—Te] = —
) L] Tent »

TESIS CON
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10 Nociones de los Procesos Estoadsticos ' Capitnlo 1

by V] Tert = Ti) =

1.3 Procesos Poisson.

Definicién 1.5, Un proceso estocdstico {N;; # 2 0}, de tiempo continuo y valores
enteros, es un proceso de conteo si Ny representa el numcro tOt'll de “eventos” que-han
ocurrido hasta el tiempo £

A partu: de la dcﬁmclon anterior podcmos ver que un ptoceso de conteo debe
de cumplir con:

ﬂ) N[ 2 O
b) N; es un valor entero

¢) sis<4 entonces N, S N;
d) para s <4 N, = N, es igual al nimero de eventos que han ocurrido en el

intervalo (s, £}

Un proceso de conteo se dice que tiene incrementos independientes, si el nimero de
eventos que ocutren en intervalos disjuntos son independientes. Por ejemplo esto

significa que Nr+p —N; con 4> 0 es independiente de { Nu; #< /} para toda £

Un proceso de conteo se dice que tiene inor tos estacionarios si el nimero de
eventos en el intervalo (# + 4, s + 4] tene la misma distribucién que el nimero de
eventos en el intervalo (4, 5] para todo # < 5,y 4 > 0, o bien, se puede decir que un
proceso de conteo cuya distribucién del niimero de eventos que ocurren en un
intervalo, depende tnicamente de la longitud del intervalo, se le dice que posee
Incrementos estacionarios.

A continuacién vamos a definir al proceso Poisson, hay varias definiciones pero
todas son equivalentes, daremos una que nos da ‘una buen informacién sobre la

estructura probabilistica del proceso. . . . G

Definicién 1.6, Sea {N;;¢ 20} un proceso de contco, ddinde:N( Lttt h)y (oNf+s—
N;) es el nimero de eventos o llegadas ‘que ‘ocurren enel intervalo (4 ¢+ bl oy

Ni=NI0, ¢]. Entonces {Ny; ¢+ 20} es un proceso Pau.ran con’ pammctro Asi

1) P{N(4t+5)=0} =1-Ah+o0(4)
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4). Para todat yb A (t t+h)es mdependxente de {N,,,uSI}

5) Txenc incrementos estacionario

Aqui o l)j eé ﬁga“ﬁ‘;‘nﬁclo‘ 1 2l que

: ;a;f_°(") - Ocuardo 4 0.

Enla deﬁmcxon antenor mmblen hay que consxdera: que No =

Sea o€ ]R*UO yZ e] nempo de espera hasta la provuma llegada despucs del
tiernpo %, ; .
Pix}=P(Z> ),
entonces -
Plx+b} —P{Z> v+l;} —P{Z>x,N(tb+x Io+x+b) 0}

de la definicién de probablhd'ld condlcxonal

"P{N(Io+x‘ lo+x+/))—0 | Z>x}P{Z>x) (1 2)
Ahora bien Z > xsi, y sélo si, N(Ib Bt x) =0,peto N(o+x,h+x+h)es
mdcpendlente de N(o, % + x) por la ptopledad 4 de la deﬁmcxon 1.6, entonces la
ecuacion 1. 2 es eqmvnlentc a
Ploc+ b} = P{N(0 +x,h+x+h)=0}P{x}
= (1 =M+ o(4)) P{x}
cntonces ‘
P{x+ B}~ Plx} = ~ (Mb)P{x}+ o 5)P{x}

lo dividimos entre 4 y tomamos 4 —> 0, abtenemos
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P{x +h}-Pix} _

Pl = PR L pyy

Esta ccuncxon d1ferencml txcnc lé solucxon
P{x} P{0} ey
Pero P{0} = P {Z > 0} =1.ya quc la probablhdad de dos llegndas al mismo tiempo es
P{N(.' s b)22 } = o(b)
y dado qucb—fO, L »
| 'P{>1\_’7’(t,)‘-§-/152’2};= o
i R T
P{ z=0}=0
y si obtenemos su complemento P{Z> 0} =1 P{ Z=0 } Entonces

P {?“}, _—_ :

con esto hemos demostrado el siguiente resultado,

//egada cortcspondlentes a los sucesivos ambos

Como vimos anteriormente para 4 € R*'W 0 y Z .
préxima llegada después del tempo %, :

Plx}=P{Z>x} =
la probabilidad de que el Hempo de llegada del primef suceso sea m‘nybvrvil‘ X seria;

P{Ti>x}= e~
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si tomamos ahora a kT: =1 :':Ebfnd ’Io"el proximo arribo setia en el iempo T;, el tiempo de
espera entre las llegadas 7 —1'¢ 7, es Ty — TiL es decir, Z = T; — Ti.1, luego entonces la
probabilidad de que Ia llegada entre /-1 e/ sea mayor a x seria

P{Ti=Tra >x} =" e, ,_ 
que como podemos ver no depende de 4, es decir, Tt , T —-'1'1 s -oe s Ti= Tia son
mdependlcntes y- todas -se distribuyen como una cxp()»), asi - podemos enunciar el
siguiente rcsulmdo

Teorema 18 Los tiempos entre l]egadas se dlstnbuycn como una exp(r) ¥ son
independientes. .

Al distribuirse T; — Tr-1 como una exp(y). Obtenemos también:

Corolario 1.8.1,

-

). E[Ti-Tial=
o
by NTi-Tial==%
A
Teorema 1.9. El tempo de llegada T», # € N tene una distribucién gamma con
parimetros ny A .:
Demostracidn,
Podemos expresar a Ts como sigue
To=Th +T2=Tr+ + Ta=Tau
es decir, Ty la podemos expresar como la suma de # variables aleatorias exp(y) y como
los tiempo entre las llegadas, son independientes, tenemos una suma de # variables
aleatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas como una exp(\), lo que. s:gmﬂca
que T» se distribuye como una gamma con parimetro # y A. ;
B El ,

Hasta ¢l momento no hemos dicho nada sobre la distribucién de Ny, definamos

Palty = P{Ni=m}.

IEntonces
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Po{ry = P(N=

y por eso

Ahora bien por los incisos 4 y 5 de la'defini on,l.‘6 T

: 1>l {/;} + Z Pei {t}P{b}

Pl = el
v =
a partir dei= 2 tcnemos : v
' P,Fz{ /} Pz{b} P{N, m;—Z}P{NI,"Z}
por la ptoplcdnd 3 dc la dcﬁmmon 1.6 ‘
e 1>{ Ny=m-2)o(4),
es decir,v poderﬁo; hnéér
7_221;.,{()1’{}:) = o).

quedindonos.

P"{m;}i P,,{/} Po{b’ ‘+ p..1 {:} P {/,} +o(h)

también sabemos que

P {0} = P{No=m}=0 param=12,.... (1.4)

Ahora definamos
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0 = Pl .

Entonces la ecuacién

' (1.5)

B = -APd 0P(d

usando la ecuacién 1 5 nos qucda como

A r"’.@-{/} +evQ, {f} = -er,Q,{:} + A Ot {1} e

dividiendo todo entre e¥nos queda

llegamos a

A+ (B = . 0ul +1.B{8)

2RUEEV-WI0)

Resolviendo recursivamente:

haciendo #=0, enla ecuacion 1. 5

por la ecuacién 1.4 - P1{0} = 0, tenemos que Qx {0}

que

ahora

.Qu{t} = Po{/} ,v: M: 1

Q, {t} = )._Qo{t} Xdc aqul ,Q:{t} M+c

2 {o} = fﬁ.‘{‘o}feio" =c o

,Q. {)} %‘x: -

.Qz{f} X,Ql{f} —kz

22

,Qz{r}=—~+

0:lo que significa que ¢ = 0 asi

l’o: otro lado tenemos que ({0} = P {O}e"0 =0, luego entonces ¢ = 0 y nos queda

que
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EIT

e ;fvi‘)\t
LA

y asi podemos seguir succsiiramenti»:fﬁésia Uéga: a

Oy =2
: m)
De la ecuacién 1.5
m,m .
Pagfy = 2 v

ml

Es decir, que N; se distribuye como una Poisson con pafémetto At (Po(Ar)).

Teoremna 1.10. N, se distribuye como una Po( ALY .

Corolario 1,10.1. L )
a) E[N,]=as

L b MIND =M

Definicion 1.7. -]-V;L csel Ix'erhpp de ?(t_f;midéd. S -

Del co'ro]ar‘i‘o 1.10.1° ténémojs‘"c‘iué el valor esperado del tiempo de intensidad es.

A se le llama intensidad.

Por otto lado tenemos pot deﬁmcxon quc lo
mdcpcndncntw es decir, para 0 =% < /I

independicnte de N, - N, . Ya que N; se dlsmbuye como um Po( AI) tencmos quc
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N,

+s N,' se dlsmbuyc Po( M) esto significa que a cualqmcx: nempo empxeza otro

proceso Poxsson

Corolario 1. 102 Sea {N, H tZ 0 } un proccso Poxsson con mtensldad A Entonces para
algunn.r,lZO . : el L ;

P{Nm k|N~,uSI} P{Nm M £}
-ht : -
(5
Al '

Teorema 1.11. Sea Ly un proceso Poisson con intensidad A y M; es un proceso Poisson
con intensidad p, ambos procesos son independientes. Si definimos a N; = L, +'M,
entonces N; es un proceso Poisson con intensidad A + p.

Demostraciin.

Tenemos que probar que N cumple con la definicion de un proceso Poisson,
ptobaremos dnicamente la propiedad dos y la propiedad cuatro, la uno y la tres son
inmediatas a partir de probar la propiedad dos y la cinco es semejante a la cuatro.

P{N(4t+h)y=1}=P{L(#t+h)+ M1+ h)=1}
=P{{I(4t+h)=1y M4+ h)y=0}u {L(4s+h)=0y M(41+ h)=1}}

como ambos eventos son excluyentes y ademds, Ly y M, son 1ndcpcnd1entes, tenernos
que

1’{N(/,;+/1)-,1} C e .
—P{L(t,t-i-h)—1}P{M(l,t+llJ) 0}»+,P{L(t,t+/;)—'0}P{M(t t+b)—-l}
—(M+o(/;))(1- /;+o(/;)"'+ \'VH)+o(/J))(p.b+o(/;))
=\b- k;lb2+kbo(b)+o(b) ‘ '

wh- 7\;1/12+ubo(b)+o("

como podemos ver todo dcpendc dc o(h) excepto )J) y p/; es claro ver que para ApA?
sitomamos ao(4) = /)z tcncmoﬁ unn funclon dcl upo de o #) lucgo entonces
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-

Por definicién Ly A

L(t:t+ )"i‘mv pendxentedc{M.,uSt}

y por conslgulente
L(! t+l;)+M(t t+ /)) csmdepcndnentedc {L., uSt} y {Mu,uSt}

y por tanto L(t t+ b) +M(t l+ /)) es mdependlentc de { L~+M.,u<t} como se
quetia probar .

1.4 Ejercicios.

Ejemplo1.7. Un cierto componente en un sistema, tiene un tiempo de vida cuya
distribucién puede considerarse como () = pg™1', m2 1. Cuando el componente
falla es remplazado por uno idéntico. Sea Ti, T, ... denota el tiempo de falln;

Us=Te— T

es ¢l tiempo de vida del £-ésimo componente rcmplazado Dado que los componentes
son idénticos, s S

P{UL=m} =ff-‘;h;21 '

y los componentes tienen tiempos de vida independientes, asi tenemos que { Te } lo
podemos considerar los tiempos de éxito de un proceso Bernoulli. Si sabémos que los
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tiempos de las tres pnmeras fallas ocurten en los nempos 3 12 y 14 d Cual es el ucmpo
esperado de la qumta falla?. .

Por el teorema 1.6,

E[Tslﬂ,rz,m—E[mm

Si hacemos Ts = T3 + ( Ts- T3 ), no

B[R

Por el corolario 1;6.3, y th,acxcnc‘lo. Ts

E[Ts| Ty =T +%;' |

Lo que sz querfa calcular es:

E[Ts| T,=31=12 Ts =14 = 14 + %.

Ejemplo 1.8. Considézese el proceso estocistico como la trayectoria de una particula, la
cual sc mueve a lo largo de un eje con pasos de una unidad a intervalos de tiempo
también de una unidad. Supéngase que la probabilidad de cualquier paso que se tome a
la derecha es p y el que se tome a la izquierda es ¢ = 1 — p. Suponemos también que
cualquier paso se da de manera independiente a cualquier otro. Este tipo de proceso es
una caminata aleatoria. Si la particula esta en la posicién cero en el instante cero,
determinese la probabilidad de que se encuentre en la posicién & después de # pasos.

Definimos {X, ; # € N} cotno las variable aleatorias independientes, donde
X»= 1 si la particula da el paso a la derecha y Xy = — 1 si el paso fue a la izquietda, cada
una con probabilidad

P{X,=1}=p yP{X,=-1}=¢q.

Sea { Z, } un proceso estocdstico, donde Z» es la posicin de la pqrucula en el tiempo
#, cste proceso estocdstico dene un espacio de estados discreto ‘con valores en { - o0,

,-1,0,1,2, ...,00}, el tempo #n € {0,°1; 2, ... }. Para # = 0 tenemos que
inicinlmcntc Zo = 0. Después de # pasos
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CUZE XXk e X,
se desea determinar el valor de - -
P{Z,=k| Z0=0}

sea la vatiable aleatoria

1-siX,=1 .
Yi= : 21,2, 0
S {0 six, =1 ot

Es decir, laY;i=Y (Xi+1),alserlas X; mdcﬁcnd:cntcs teriemos que también los son
las Y, es decit, { Ya; # € N} define un proceso Bernoulli (ver la deﬁmuon 1. 2) si N,
es el nimero de éxitos tenemos de la definicién 1.3, que :

Ne=1{° =0
TN, H Y, sin=1,2,...

en términos de las X; tenemos que

v (X, +1 )+ e (X: + 1 )+'; +a (X,q-‘fy) =Y (Zat 1)

Luego entonces

=4 ] 2= No=0 }

PI7= k| Zam 0}
e ~—P{N, '/2(k+n)|No—0}

por el teorema 1.3

1>{Z.=k|zo='0}‘£1?{N, =')z(k+n)‘}

/'(/m) %(n-#  siempreque Y2 (&+n) = {0,1,...,n}.
/(m,.) Jpre g 1 |

También podemos cnlculnr
E[Z]=E[2Ny,—7]
=2E[Nyl—n

=2up—n
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 —2'¢ ﬂ(P+q) v v o
=np-q) i S pre=1//

andlogamente
VI[Zx)=V[2Nuy—~n]=4npq

Ejemplo 1.9. Hay un restaurante por el cual, los vehiculos solo pueden llegar a el por
medio de la carretera, supdngase que la llegada de vehiculos al restaurante por el lado
derecho sigue una proceso Poisson con parimetro A y las llegadas por el lado izquierdo
siguen un proceso Poisson con parimetro |, luego del teorema 1.11 sabemos que el
nimero de llegada al restaurante en vehiculo sigue un proceso Poisson con parimetro

AL

Ejemplo 1.10. Un componente de un sistema, su tiempo de vida sigue una distribucién
exp@). Cuando éste falla es inmediatamente reemplazado por uno idéntico; y cuando
éste falla es reemplazado inmediatamente por otro idéntico, etc. Esto significa que los
tiempos de vida Xi, X, ... de los sucesivos componentes son independientes e
idénticamente distribuidos con distribucién

P{X,gt}=1=¢" 120

Supongamos que el costo de reemplazamiento del componente que falla es de
pesos y supongambs una tasa de interés de a >0, asf que un peso gastado en un
tiernpo ¢ traido a valor presente es e 8T, Tz, ..., son los iempos de las sucesivas
fallas, entonces Ty = Xy, T2 = X1 + X2, ... ; el tempo de la #-ésima falla es T, y el

valor presente del costo del reemplazamiento es Be*". Sumando sobte todas las #,
obtenemos el valor presente del costo de todos los futuros reemplazamientos; esto es

C= de*'T'

=l

A nosotros nos interesa c'llcular el vnlor c%pendo deC, que es,
E(C]= BZE[ *‘T]

cilculemos la esperanza, por el teorema 1.8, sabemos que los tiempos entre legadas,
son independientes e idénticamente distribuidas.
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- = e e a0
= [;xdf] L
: R 0 P

i =ﬁh~.(‘m),vd,] R
: [ PR

haciendo un cambio de vatiable : ©

luego entonces
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Capitulo 2.
2.- Cadenas de Markov.

2.1. Introduccion.

Hay procesos estocdsticos, tales que, la informacién de algin estado futuro
Xa+1, dado que se sabe la informacién de los estados pasados Xo, X1, ... , Xy~1 y del
estado presente X., es independiente de los estados pasados y tnicamente depende del
estado presente X, por su forma de comportarse, estos procesos se aplican en diversas
dreas, aqui analizaremos aquellos que tienen un espacio parametral de tiempo discreto T
y un espacio de estados E, finito o contable infinito.

Definicion 2.1, Un proceso estocistico {X, , n € T }, con espacio parametral de
tdempo discreto T y un espacio de estados E finito o contable infinito es una cadena de
Markov st

P{Xm=j|Xo=d,X1=a,.. ,’X,=1f} =R{X.+‘| =_/] Xa=i}=py
Py es la probabilidad de transicion o de paso, del estado i en el tiempo #, al estado/ en
el tiempo # +1, es decit, Py es la probnblhdnd dc transxcnon o de paso del estado ial

estado /en un pnso

Sin p(’.tdlda de genernhdad tomaxemos a T y E como subconjunto de los
mimeros enteros. ".‘ i

Definicidn 2 2 81 las
homogénea,

no dgbgnden‘rde -, se dice que la cadena de Markov es
La dcﬁmclon 2. 2 nos dncc que -
P{X,,+| S| Xa=i}=P{Xut1=/ ] X,.—z} =pj conm# n.

supondremos siempre que py no dependen de . A py =p {Xr=/] Xo=/} también
lo podemos poner como
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: P{Xx -j | Xo-t}— P:{Xt -J}
Las probablhdndes de’ t.ranslcxon py sausfacen o

pyZO, 1,120 y Zp =1.
) jEE

Podemos escribir todas las probabxhd'ldes de transicién del estado Zen el dempo
#, al estado / en el iempo # +1, de la siguiente forma mamcnal ER B

i es‘tados dg X.ff

0f o pojzga‘z.a-'-~
estados de X, 1| pp Py piszj | =P

2 on_ﬁzl Pzz

P es la matriz de probabilidades de transicién; .

Definicién 2.3. Una matriz P se llama mammm si cada uno dc sus clementos, 520,

L1720 y Z 25 =1, es decir cada uno de los os de Ia mat.nz es mayor o igual
JEE ) : 0 .
que cero y en cada renglén su suma es uno,” T

Definicién 2.4. Una matriz P sc llama doblemente estocdstica si cada uno de sus elementos

20, 5720, D p=1yy p=1 "

JeE icE

La definicién 2.4 nos dice que una matriz es doblemente estocdstica si tanto sus
columnas como sus renglones suman uno.

Ejenmplo 2.1. Supéngase que la posibilidad de que el dia de mafiana llueva sélo depende
de la situacién climatolégica de hoy y no de dias previos, ademds supongamos que si
llueve hoy, la probabilidad de que mafana ilueva es @ y si hoy no llueve, la
probabilidad de que llueva mafiana es f, esto quiere decir que si hoy llueve, entonces
maiiana no lloveri con probabilidad 1 —a y si hoy no llueve, la probabilidad de que
maiiana tampoco setia 1 — B, si consideramos que el estado 0 es que llueva y al estado 1
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- que no llueva, - cl ajo los. supuestos que hemos hecho éste ejemplo es una
cadena de Markov conla s:gmente matnz de transicién, " ' ”

5
B 1-5

Ejemplo 2.2. Un apostador tiene $N , en cada juego que apuesta tiene la probabilidad p
de ganar 31 o perder $1 con probabilidad 1 — p, el jugador se retirara cuando se quede
sin dinero o bien cuando haya duplicado su dinero original $N.

Si consideramos X, como el dinero que tienen el apostador después de la #-ésima
vez que apuesta, X, claramente es una cadena de Matkov, ya que lo que va apostar
unicamente dependeri del dinero que tenga actualmente y no de lo que haya jugado
antes, X, tienen espacio de estados E = {0, 1, 2, ... , 2N}, sus probabilidades de
transicion son -

Py=p conj=i+1',i=1,2:--~,2N‘1
pi=1-pconj=i-1,i=1,2,..,2N~-1 y
P = pman=1

los estados 0 y 2N son e : 6tbchkés, este concepto lo definiremos mds adelante,

de aqui obtenemos la slgulente mamz dc transicion

00 0 0 0O
0 0 0 0
0.p 0 00
0 0 0. 2 1=p. 0
0 0 00

Ejemplo 2.3. Sea {Xa3#=0,1, ... } déﬁpidq por .

X"O : sin=0
TN Y ey, sin=1,2,...
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X~}* P{‘?’.ﬂ%f-'xn': x x,, R x.} --' Prx.

P B P2 B
S 0 - 2 ‘Pl § 2
P= 0 0 Po P
000 p

Teorema 2.1, Sea {Xx; n.€ T K] 2 0} una cadcna de Mnrkov, para todo m, n € T, con
mn20y f,4,.. ,t,,, E E.

P{ X,,+»1‘ ?,i], Xnﬂ, = fn | X,, Io} = p,o“p,“ Pi,_,l_
Demsostracion. 7 o
P{ P =i1,-- Xn+n“’1n ' Xu= i()} E
=P{ Xn2= lz, X,.m = n | X, Io, Xu+| = n} P{Xmi=da|Xs=1io}

por ser {Xn n € T nz 0} una c'ldem dc M’U‘kOV y por definicién de probabilidad de
transicion

=P X~+2 = ;z. i Xeew = "M"IX",*»‘“:""} big,

repitiendo el prlmerAp'lso :

=P X','”f‘-,-,“,” X,m' = im |.\.+| =i, Xuv2 = iz} Py P{ Xav2= i2] Xomr = A}

= P{Xn3=5,.00 Xotn = 1',, |X.,+: =iz} pii Pii,
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y asi sucesivamente hasta llegara -« -

P{ Xn+1>= "I,":-i-- ,thv = l.n l Xn = iO} = P,-‘AP;.,-‘ "'P,-_l,'.

Sea z (#) = P{ Xo =} la distribucién inicial de X,.
Corolatio 2.11. Sea {Xsn'€ T, n2 0} una cadena de Markov, Ia ley de distribucién
de probabilidades del vector aleatodio ( Xo = i, Xi = 41, ... , Xa = iy ) depende de las
probabilidades de transicién p; y de la distribucién inicial, es decir,
P{Xo=d, X1 =4, ..., Xe=dn} = w(00) Prj, bis,"" Pi s,

Demostracion,
P{Xo=io, X1 =4, 0n ,Xn=i~}=P{Xl =2, 0., XnZin | Xo=a} P{Xo=io}
Del teorema 2.1 y de la definicién de distribucién inicial

P(Xo=io, X1 = ity oo, Xa = i }= 0G0) Pigi Pugs" Pir

Los pj para 4,72 0, sonlos elementos de la m‘a;riz:‘P," .
Teorema 2.2, Sea {XmneT,n20} una cadena dc Matkcﬁ;, vpara m ‘<-:- T,conm 20

P{Xun=/| Xa= l}-— Py

paratodo s, j€ E.
Demostracitn.
Demostremos por induccion.
Para m = 1, por definicién, esto es claro.

Por hlpotcsns de: induccidn se cumplc para-m-= /, ahora verifiquemos si se
cumple param=/+1. > :

P{ N+t +1 =j| Xa= i} = Z]){Xn+l+l =j’X"” ='("I X",= i}
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k,éX —-1}P{X,+,—,€|X'—'t}
= }P{X,,,-kIX —1}

por hipdtesis de induccién

I}
M
&
>
SRE
g i\_
L3

B ,[/‘ceE, €
; ad 41
Py

0

Asi que para una cadena de Matkov, la probablhdad dc translclon en 7 pasos se
define como :

: P{Xl'#u—len-l}—‘Py

Teorema 2.3. Sea {X,,, ”e T " 2 O} una cadena cle Markov

P{ X~ —J} ZP{Xo = '}Py

patatodoje E. ‘

Demostracon.

P{X,,—/} ZP{X =/, Xy =i}

: IEE

= ZP{X _:}P{X = ;| X, =4}

icE",

por el teorema anteriot

= ZP{XO =i}P}
fel - -

]

Teorema 2.4, ( Ecuacién de Chapman — Kolmogorov') ' Sea {X.} #ne T,n20} una
cadena de Markov, para todo m, n€ T, conm,n20 ¢ 4j€ E " ',

= pm,

keld
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Demostracion. -
g —P{er—j | Xo-x}

ZP{XH,‘-/, '—/e|xo—:}

kEE

Zp{xm, |X ;/e Xo—x}P{X = k| X, =i}
L keE. 7 :
=3 PUX,, = | Xy = APX, = k| Xy =)
=2 Paty
keE
L O
Ejemplo 2.4. Del e)cmplo 21, consxderemos que a=07 (la probablhdad de. que mafiana

llueva dado que hoy llueve) y 8 =04 (la probabllxdad dc que manana Uueva dado que
hoy no llueva), entonces la matriz de translmon es:

pé 07 0.3 N
~ 104 .06

¢Cuil es la probabilidad de que lluevn en4 dias dndko que hoy esti lloviendo?

Tenemos que calcular poo »para obtcnerlo calculemos la matiz de transicién L
luego entonces -

b mppo (061 039
ST T os2 048 y

P i’z P,‘ u 05749 04251Y
- ko 5668" 04332

por tanto la probabilidad de que Hueva dcntro de 4 dias dado quc estd llovlendo hoy es
0.5749. : .
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2.2. Clasificacién de estados.

Definicién 2.5. Si la probabilidad p} es no ceto para nlguna ” 2 1se d.lcc que el estado

{ lleva al estado 7 o también que/ es a/tangado o armtble desde. el estado ise denota pot
i/

Definicién 2.6, Se dice quc los estados [ jse mmumran sicf i _/ y _/ —) i, se denom
por.i<>/. 3 )

Deﬁm'c:én 2.7. Una cadena de Markov eé :ma'lmb/e si todos los cstados se comumcan

La definicién antetior nos dlce que una cadena dc Markov es irreducible si cada
estado es alcanzado desdc cunlquler otto, en algun nimero de pasos.

Teorema 2.5. La comumcacxon cs slmctnca y transmv'x es decir para estados ify k

N i) e
2) si i) yj<—>k=> 1(—);&

Demostraciin.
1) se cumplen inrﬁediataniénte 2 pnm'r dé la lefinicidn, probemos 2).

Siiey entoncesexlstem>0 p/ >0 y :

J > & entonces existe " > 0 pj,‘ > 0

usando Chapman Kolmogo:ov

mH, - ZP 2 p;l p;z>0’

‘reB
lo que significa que si existe un tal que

>0,
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una- c/a.re a'e comunicacién E; es deﬁmda como el
os cualcs se comunican con j; es decir

conjunto de todos los €si

,é"éEj si,y'sé]o si ko)

Podria pasar que Ej a un, con)unto vacxo, es decir, que pucde cxlsur un estado J
quer no se comumca ru con e ;‘mxsmo ,/ es un estado de #0 retorno. >, - :

Tearema 2.6, 81 F| y Ez son dos clases de comumcauon, cntonces Eyy E: son
disjuntos. - +:” :

Demostraciin,

Si para un estado que esté tanto en Ei como en Ez, sxgmﬁca que E1 = B,
habremos probado que son disjuntos.

Supongamos que Ei1 y E> tenen un estado / en comun. Senn Jy & dos. estados
tales que Ey = E;y E2 = Ee, probemos que E; = Es. ,

Verifiquemos ptimero que E; < Ex sea b € B, dado que he>/ y _/(—) i,
entonces 4 <>/, como 7 ¢<>& entonces # <4, se cumple que E;c Eg, analogamcnte
podemos probar que Ex < E;, lo que slgmﬁca que E| Ez cuando tienen un cstado en
comun. ‘ SR S

0
Con I definicién de clase de comunicacion, tenemos que una cadenn dc Markov

es itreducible si 1'1 cadem consiste de una sola clase de comunicacién.

Podemos entonces decir que todo estado j en una cadena de Markov. o bien
pettenece a una clase 'de comunicacién o es un estado de no retorno.- Podemos
enunciar el slgmente resulmdo g :

Teorema 2.7. El conjunto de estados E de una cadena de M'\rkov pucde cscnbxrsc
como la unién de un finito o contable infinito, de conjuntos dls;untos Er A

E=E|UEZU W UEULL Eili}-:@pami # 7,

Donde cada conjunto E, es una clase de comunicacion o contiene, exactamente un
estado de no retorno.
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" Cuando un ptoceso entra a un conjunto Cde estados y ya no pucde saht nunca
de él, se dice. que el conjunto C de estados cs: cerrado, un con)unto “cetrado puede
contener uno o miis estados, definamos formalmente a un con]unto cerrado =

Definicién 2.10.. Un con;unto Cde estados se dice quc es mmdo i
n21y todo 1eCyJ§EC

Definicién 2.11. j es un estado abmrlmm si, Pj =ly p ,ﬁ = 0 pata toda n21y pan
todo s # 4. e :

La definicién anterior nos dice que, si un con]unto ccrrado C conuene solamcntc
un estado, entonces se le llama absorbente. -

A pattir de las definiciones es claro que Sl una cadcna'de Markov no, conucne
conjuntos cerrados, serd irreducible, es dccu: cl tinico conjunto cerrado ‘es cl con)unto
de los estados.

Definicién 2.12. Un confunto cerrado es lmdtmb/e,

opio de'Ces
cerrado. e

Definicién 2.13, El periodo d(i)dc'ietarpo al estado 7 es definido como -

L= 21| X

La probabxhdad de cmpczar en el cstado

yllegar al estado J en_m pasos cs,
J7=PAT=m}. S

Definamos a SN : S :
=" { <oo}— ZP{’I '—\m} = ny

= n=l =l

como la prob:\bilidad de que el p;occSo estéen i y ;'llcancc alguna vez ;.

/i la podemos calcular teniendo en cuenta las siguientes opciones:
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1)- qué des pa§§ aj ép clpnmet paso céﬁ:probabilidad bio
2) - que la primera transicién seaa ke {E~;}y después eventualmente pasara /.

De esto, kpodemo‘s enunciar el siguiente resultado. ’
Teorerna 2.8. Parn cada i, jeE,

Ji=pit Z Puly

ke{E-j}

Del teorema anterior podemos también deducir

2y m=1
f;; Z meé’f‘ ”122

""E(E-j) <

Definicién 2.16.Sea {Xin & T, n2 0} una cadena de Markov, definimos a-

como el nimero de llegadas al estado /.

De la definicidn antetior Pi{N;=.m
£ visitemos = veces el estado /.

5

esth elevado a la potencia m -1 , que es

significa ‘que fj

muy diferente a como definimos *f .

Hacemos notar quc‘ (

Demostracion.

Demostremos 1), ¢l que suceda el evento Ny= cs equivalente a que ocutra

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Caplino2 2.2, Clasificacién de estados,” ' 35

T/ < c0, T/
estado /.
El ﬁc‘;,;pa e

(< & {T,,,. T, =)

son mdepcndxentcs, ésto se debe a que Markov unphca mdependencxa de llcgadas deja
J, sus respectivas ptobabxhdades asocxadas somn:

,1;- b -5
la pnmera es uno porque ya estamos en _/, lucgo entonces tenemos que
P/{M=m }=M- (1-m— (f,,) (1—,5»

Ahora demostxemos 2), para m= 0 S|gmﬁca que _/ nunca serd alcanzado desde 4,
es decir : SO R o

Param#0,1a deerencxa conel i mcl
prob'xbll.ldad uno. ) luego cntonces sol

tenemos entonces que

PN = m }=f};(f,} Y -

Definicion 2.17. .
1) jes recurrente si. P{ Tj < o } = 1, significa que si estamos en el estado j; la
probabilidad de que el proceso regrese alguna vez al estado jesuno.” "~
2) Si noes recurtente se dice que es fransitorio. Es decit P{ T; = } > 0.
3) Sijestecurrentey I(T;) = se dice que/es cero recurrente o recurrente nilo.
4) Sijes recurrente y B T;) < oo se dice que cs recurrente positive.
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Si =1 entdhccs / es tecurrente, que ff = 1 significa que tendremos un ndmero
infinito de llegadas a j, P{N; = o} = 1 y que para todo m, P{ N;= m }= 0, también
podemos ver que E(N;) =<0,

Si fj <1, tenemos que P{ Tj < 0 } <1, lo que significa que P{ T; = } > 0, esto
significa que existe la probabilidad de nunca regresar a j, es decir, que / es transitorio.

También podemos ver que si f7 <1, del teorema 2.9 es claro que la distribucién de N;
cuando empieza en / es una gcométrica con parimetro 1— f

Teorema 2.10. Si f5 <1 entonces N; iniciando en/ se distribuye como una geométrica
con parimetro 1— f

Definicién 2.18. Sea R, la matriz con clementos ry= E( N ) con 4, / € E, a la matriz
R se le lama matri potencia.

n=E(N) ='F, (ZI {X,: /})

#=0 E

, —ZP{X !}

=0

en forma matricial nos quedatia que

R=I+P+P*+

Teorema 211 1) ;= - !
1-f;
2) ry = firy coni#y,

Demostraciin,

El inciso 1 sale de que'la dxsmbuclon de. N mlclando en j es una distribucién
geométrica, su valor esperado cs

1
1-/;

E(Ny) =

FALLfA DE ORIGEN |
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Probemos ahora 2,
= ZmP,-{fN,'e mo

‘-mem f, (f)”

; :—fyzm(l fi (f) "

Lm=)
SHEAN)

(]

Podemos decir que 5 es recurrente si, y s6lo si E{N;) =0y j es transitorio si, y
sélo si EJ( Nj)y<eo, - :

Teorema 2.12. : : :

1) Si/ es transitotio o recurrente nulo, entonces para todo ie E
Clim = 0 e
e pj .

2) Sij es recurrente posmvo y apenodxco, entonces

hm p L= n‘(_/) >0
y también

lim pj = fr (/)
para todo 7 € E. ‘ V

Deniostracion.

Aqui probaremos cl caso cuando / es transitorio, para una demostracion de
tecurrente nulo y ¢l inciso 2 puede encontrarse en Ginlar.

Si / es transitorio entonces 77 = E{ Nj) <, entonces
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By < <o
y =Y <o
ﬂm 'sola lim pt=0.
luego entonccs es amente s‘l_"lyl_mm‘py‘ 0' ;
0

TearemaZIJ ij es rccutrcmc y j-——) kentonces £ >/ y fiy =P {Tj<w}=1.

Demo:tmaoﬂ

S k mgmﬁca que se puede pasar de f a 4 sin visitar a , a la ptobablhdnd de

este evento le asignamos o > 0. Sean: -

=

nunca visitar a f desde /.y -
B = “Caminar de Ja £ b4 nunca regtesar a ¥ desde k7

porser ‘B un caso espec:al de A tenemos que P{ A } 2 P { B } ahora bxen

P {B} a(l—ﬁ,)

P{A}ra‘i%{ia} =a(1-fy )20

entonces,
como o > O‘Cﬁtohcés :

—ﬁ, —0 esdccn-,fg—l

Significa tamblen que k—> / i

Teorema 2.14, Sij es tecurrente y 7 —> & entonces £ es recurtente.

Demostracion,

Si j—> & significa que existe un /> 0, tal que, - /)j, >0, del teotema anterior
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como j cs tecurrente y _/ ke cntonces k. > j, es dccu exxste un m> 0 tal que py >0,

es decir que pj,‘ p,J>0

PL{ X.+.+l k} ZPL,P::I

i€B |

considerando un caso panxular de p”’ :

Z/pr,*" 2 thp,,p.k '

:eE "g; L :cE :

ya quef € E, tomamos el elﬁnento J dc la sun_'xa, nos queda que

l *mem 2 P bt

‘er L

es decir, que

LAMEY 7/ S m

por otro lado

ru= Bi(Ne) = Za{x k}

=0 -

= Z Pnﬂnbl

=0
por (1) .
N anmu > Z/’tjpﬁl’/k

=0 2=0

v=&&2ﬁ

=0
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= pgbi BEAN)

como f es-recurrente E,( N, ) = o, luego entonces Ex( Ni ) = o, por tanto £ es
recurrente,

.0

Teorema 2 15. Sl / es recm:rente, entonces exxste un con)unto G cerrado e irreducible
que conucne 1 _] ; : : ;

D:mo.rtrandn.
Sea G G:= { _/ € E J ——)x Y como J es recurtente entonces si / —/ entonces por

el teoremna 2. 13: i ‘entonces G : {er j(—)l}

Con: la demostr‘ cién de este tcorema y el teorcma 2 6‘ podemos enunc:ar el sxgulente
rcsult'\do. . ~ i '

Teorema 216 ‘Los* cstados tecurrentcs se puedcn dxvxdu en”una manera finica en

es una cadena de Markov, con'E . irreducible
| cntorices: : s
1) ‘Todos los estados son recutrentes,
2) “Todos los est’ldos son transitorios.

Dtma.rtraa'dn.

1):Por el teorema anterior y el tcorema 2.14 si j es recurrente y E es u'reducxble,
entonces todo elemento de E debe ser recutrente.

2) Por cl teorema 2.14, sabemos que paraj, £ € E, si /' ¢s recurrenté y./ —>#& entonces

& es recurrente, negando ambas proposiciones, -tenemos: que, Sl ,é es transitorio

entonces fes transitorio, & = /.
O

Teorema 218 Si {X,,, neT,n20}es una’cadena de Marl\ov con B urcducxblc
entonces, todos Ios estados tienen I'z mlsma penodlcxdad i

Dema.rlmnoll.

Sea & un estado con periodicidad d( £ ), como E es irreducible £ €/, entonces
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existe >0y r > 0,tal que p7 >0y pj; >0, ahora bien,

1+r

Pul 2 by pu >0

pata el estado _/, sea d( J)su penodlcxdad sea s un mulnp]o de a’( N supongamos que #
no es miiltiplo de 4( £), luego entonces parn i

p M /a, 25 P

como # no es miltiplo de d( &), entonces pﬂ""

= 0, lo que significa que p; p5 p% =0,
peto como gy, p7, > 0 entonces p7; =0, cs una contradiccién ya que n es'un maldplo
de 4(y), entonces, por tanto d( £) = d(/). ' L

O

Teorema 2.19. Si {Xs, n € T, n 2 0} es una cadena dc Markov, y sea C <. 00 .un
subcojunto de estados mcduc:ble, entonces no tiene estados u:ansltonos, ni recun:entes
nulos. ;

Demostracion.

Demostremos que C no puedc tener estados transxtonos, cl caso de recusrente
nulo es totalmente anilogo.
Sea fun estado transitorio por el teorema anterior; significa que todos los estados en C
son transitorios, ahora del teorema 2.12, sijes transltono, entonces pata algin i€ C

f-ro

llmpj"O :

paracada ¢ € C tenemos que Zcpy = 1 entonces
JE S

1- hm Zp Z lim 7 =0
‘ ’ jE‘C“’m

¢s una contradiccién pot lo que / no puede ser transitorio.

Ejeniplo 2.5. Sca P I ‘siguiente m‘ntlgiz dc transicion.
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(08 0 02 0
0~ 0 1 .0
1 00 0
03 04 0 03

Dado'quepu >0y pa >0 y 2 —'pm = ps2 = p34 = 0, los estados {1, 3} son cerrados e

irreducibles, son recurrentes positivos porque son ﬁmtos, esto es por el teorema 2.19,
los estados 2y 4 son transitorios.

Sea {X: } una cadena de :Markov, con espamo de estados E y mamz de
transicién P, obtengamos los elcmentos de la matriz R : B

“ Sijes un'estado gecum:ntc significa que:.
=1 g =0,
ahora bien, si 7 es cualquier estado, entonces si,

PG f, nj 0.

Sij cs transitorio e 7 es recutrente, tcncmos quc { ;4 J porquc si I —>/ e fes
tecuttente cntonces / es recurrente, cneri’lmos en una cont.radlccxon asi que

=0 porquc f, =0,

Por dltimo analicemos ¢l caso en el que 4, / son transitorios, - sea D el conjunto
de estados transitorios, sean Q y S las matrices que se¢-obtienen a partir de' Py R
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respccnvamente, al ehmmat todos los rengloncs ¥ columnas co:tcspondlcntes alos
estados recurrentcs, es dedlr, Qy. ! S d en clementos wy

deﬁmcxon

(X o
AL 8

con §= ZQ"‘—I+Q+Q +

m=0
tenemos que, L o . S
SQ=Q+QZ+QJ +:=Q8
SQ QS S "I
7SI~ Q) 24

Si D cs finita entonces S cs la mvcrs de
soluciones. )

Q.Sinoes ﬁmta podemos tener muchas

Teorema 2.20.'S es Ia solucion minimal de (1= Q)Y =L Y20. . |

Demastracion.

Hay que demostrar que si hay otra solucién Y de (I - Q)Y =TI entonces Y2 §,
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sea Y una solucién, Y 2 0
(I-Q)Y=I= Y=1+QY
=1+Q(1+QY)
=1+Q+ QY
y sustituyendo Y sucesivamente
Y=1+Q+ QM+ Q" +QMY,
tenemos que »
YzI+Q+_Q’+~- + Q"
§= ZQ“‘SY

m=0"

Si Y es una solucién Yy S es ot.ra ‘solt

'on, entonces , H=Y-S§20,y

H Y S-I+QY:I Qs

o o=Qw-s)
; =QH
cada columna h de H s'msface '
h=Qhz20
por otro lado, de §
= jy:r' < i <

porque i/ son cstados tr'msltonos, ‘la inica solucién de (1-Q)Y =1 es S si, y sélo
si, Ia solucién deh'=Qh es h = 0.

Coral.mo 2.20.1. Ses I'l Unica solucién a (I Q )Y = I Y: 2 0si, y sélo si h Qh,
0<hslimplicaqueh=0.
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Ejemplo 2.6, X es una cadena de Markov con espacio de estados E = {1,2,3, 4 5,6,

7,8} y mattiz de transicién

04 03
0. 06

0.3

P=
o bien,
P= 0
0 0 0
04 04 O
0t 0 03

o406 0
0 002
Jo.6. 0 -0])

Como podemos ver los estados 1, 2, 3 forman. un’ conjunto_ irreducible, de
estados recurrentes positivos, los estados 4 y 5 forman otra clase. de .conjunto.
irreducible de estados recurrentes positivos y los estados 6,77, 'y 8 son” estados’
transitorios, los cuales Gnicamente pucden ir a los estados .1, 2'y 3,'no 'tienen *

comunicacién con los estados 4 y 5.

Calculemos R, para / recurrente ¢ ¢ cualquier estado tenemos que 77 = o, en’
caso de que { »5 , tenemos que 7y = 0, tnicamente nos hace falta calcular el caso en
el que tanto ¢ como J son estados transitorios (nos hace falta calcular la submatriz -
inferior del lado detecho), obtengamos Q que sc obtienen a partir de P, al climinar
todos los renglones y columnas correspondientes a los estados recurrentes
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04 06 O
Q=|0 0 02

o6 0 o)

tenemos estados transitotios finitos, luego cntonce.s s (S que se obncnen a partn: de R,
al eliminar todos los renglones y columnas cotrespondlent los estados recurrentes)
eslainversade I -Q ;

06 06 0! (12575 15)

S=(I—Q)-1'= 0 5.15),

06 0 1) L7545 7

asf tenemos que la matriz R para esta cadena de Matkov es -

F=s )
@ e e 0
@ © © ok
) 0 00|
R= 0 L 0
S Q= 00]
sy Y Nty Ty
ES Al e Pibed R , 2% e Yo
«© 0. 1% % %
[ : 7 7
Yoo Voo ol )

Ahora calculemos los valores para la matdz F. Si '/, f son recurrentes y
pertenecen al mxsmo con;unto cerrado ¢ irreducible entonces f_,-l

Si # es recurrente y / es tansitorio entonces fj =

. Si i,jsdn tccufrentes, ieE yj€ B E' m tén&#ﬁ: 0.

Si 4, json tnnsntorxos, cntonccs < oo, dcl teorema 2,111

fl

n
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FALLA DE ORIGEN




Capitule 2 2.2, Clasificacion de estados. 47

:>.&-=1._l
Ti

y del teorema 2.11.2
n=fn = ﬁ

[ le‘

Teorema 2.21. 8i § es transitotio y C es un conjunto cerrado e irreducible de estados
recuttentes

Jfi =fs paratodoj, be C
Demostracién.
Para j,he C, fo=fiy=1,asisila cadena llega a un estado de C, éste también

visita todos los otros estados entonces fj = /i .
0O

Sea Ci, C2, ... una clase de conjuntos cerrados e irreducibles y D es un
conjunto de estados transitotios, donde Pi, P2, ... son las matrices de transicién
correspondientes a los conjuntos G, G2, ... y Q es la que estd formada por los
estados transitotios y Qi, Q, ... son las matrices de transicién de los estados
transitorios a los estados de la clase de conjuntos cerrados e irreducibles G, G, ...
respectivamente, la matriz P nos queda de la siguiente forma

Pl
0
0

Q@ O O

cambiemos a Py, P2, ... por1,1,...
rescribir de la siguiente forma

e D O

g
L=2
~ ;. (N
Foomiel
Qo
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dondc el i-ésimo clcmento d ‘”bj (b, es un vector columna ) cs, 1 ptobabxhdad dc
estando en el estado transxtono X llegue alc conjunto C}, S

b,( ) - pr,,g,conteD

ksC,

(1Y
P = B
» o)
con B =(by, by, ..., bm), los clementos de B son by = Z Pu» deaqui se sigue que
: Datenty &2

B Qn

)B los elementos bn de la matnz B.,, nos

o mis simple

dOﬂdeBn —-(I+Q+Q+ +Q

entonces la ptobablhdad de que alc'mcemos a C_, a pamr dcl estado tr:msltono i en
algin momento scna : . o

P,{T <0°} lnnP,{'I}<n+1}

hm bn
¢ =1 ‘
fiypen = S0 o

(Ze)

=SB
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luego entonces'si i es transltono, Jit = (sB)y , para todo £ € G, por'el tcoxcma antcnor
podemos definir

& == ()
como la probabilidad de alcanzar el conjunto G desde el esfado transitorio :'.‘ ’, )

De todo lo anterior podemos concluir. que para cada estado transitorio / y una clase
recurrente G, la probabilidad de alcanzar el conjunto G desde el estado transitorio #, es

&= Ja= (sb); paratodo & en G.

Lema 2.1. Sca i/ un estado transitorio desde el cuil Gnicamente un nimeto finito de
estados transitorios puede ser alcanzado. Ademis, supéngase que hay Gnicamente una
clase C de estados recurrentes, que puede ser alcanzado desde 7 Entonces ff = 1 para

todoje C
Demostracion.

Al existit dnicamente un conjunto de estados recurrentes que son alcanzados a
partir del conjunto de estados transitorios D, tenemos que la matriz B se convierte en

un vector columna, por definicién Z by =1, es decir, si 1 es el vécgo; columna
JEE ¢
formado por puros unos, por la definicién
P1=1

tenemos que, B+ Q1 =1, 0 bien B= 1—Q1, entonces,

B, =(1+Q+ Q"+ D
_‘.'(I%"Qidz‘*i” AOUTNAA

. =11+ Q1+HQ 1+
_1 Q;n ;

+Q.,|1 —-Ql— Qzl_ o - Q"1

Asi si tomamos cl ll'mitc )

llmBn—-hm(i—Q 1)

Ay o
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dado’ que ZQ" <, ces hm Q = 0 cntonces el limite anterior nos qucdn
como hm B. = 1 “obtenemos
H=fe = 1; pata todo & € C.
. ;
Ejemplo 2.7. Ahota calculemos la matriz F de la cadena del ejemplo 2.6, si 4, j son
recutrentes y pertenecen a la misma clase entonces ffj = 1, cuando pertenccen a

diferentes clases fj = 0, si7es recurrente y/es transitorio = 0. Si 4, / son transitorios
usamos los resultados de R para calcular

f=1-

por ejemplo sea /=6, 7 =17, del ejemplo 2.6 ny = B y m= % luego entonces

66
Ja=1 :
Y usando el lema 2.1 para cl caso en que ies transltono y J es recurrente fj = 1, asi

1 ’ 17020
12141 0" foiz o1z "oz
k1 1.1 - . |00 060 012

2.3 Distribucion estacionaria.

Definicion 2.19. Sca {Xnmn € T, n2 0} una cadena de Markov, con matriz de
transicién P, 7 es una distribucion estacionaria con respecto a P o {J\ neTl, n20} siy
s6lo si o
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1) #n cs unadlstnbpcxon. s - e
2) #= n‘P es decn: ) ~le(i)py paratodaj € E.
. B : A

Teorema 2,22 Si { X ‘
entonces’. todos los estado .
ecuaciones lmcales LA :

cadena de Markov irreducible; apenodlca
i os s, y sblo si el sistema de

para toda jeE .

tiene una solucién 7z Si existe una solucxon 7 esta es posmva, z ( ) >0 para toda j, 7
es Unicay : o ~

n(,) = llmpy “para to:doi,_'/' cE.

r=pe0

Demostracion.

Si/ es recurrente positivo ""ylépéqod‘iéé"p rel tequﬁn 212~

V'lquepnmtodoz,j € E_/;—l y

S = thp, =lmY g =1
)EE s . ;

JEE

7 es um distribucion.
Sea 45 = 3 piy
. keE
~T(f)= hm /)"“

L= lim Zl’ul’g

ll—no

= Z lim pf; py;

n—}co
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= Z T("’-)P;,,
LEE
= 1P :

Todavia nos hace falta revisar su unicidad, sea 7 otra solucién

=gP"

a(j) =, #()p; paratodoje E

ieE

lim er(i) o

Zﬂ'(l) hm py

ieE

= w()e(s) .-

ieB .
=7(j) D w(d)

ieE

=r()

Ahora demostremos la otra parte. del teorema, es decir, hay que ptobar que la

existencia de una solucidn 7 al sistema de nmb'l 1mp11c1 que todos los estados son
recurrentes positivos.

Sea 7 una distribucidn estacionatia

n"')ri’*"er“

Yy = Zﬂ'(l)pj 'Spﬁm todoje E.
CieE .
Supongamos que la cadena no es rccutrcntc posmv'l por cl teorema 2. 12
Jim p; =0
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A= IS = SOl =0
ie ieB

esto sngmﬁca que Z”( j) =0, esto es una contradxccxon por tanto los estados son
; i jeB o .
recurrentes posmvos

Ejemplo 2.8. Sea X una cra:cyltj:r‘ia\:_'d‘e’M_ar_kov,‘ coh:mattviz de}ﬂtransicié‘n :

(02 08 0

podemos ver que los estados {0, 1} fonmn una clase de con]unto de recurrencia Cy, los
estados {2,3,4} forman otra clase de conjunto’ de recurrencia Cs, ambos conjuntos esti
formado por estados aperi6dicos y los estados {5, 6} 'son transitorios. Calculemos la

matriz Iim P”, para calcularla usamos ’el tcbréma 2.12.2 lim b5 =fi7w(J) y el resultado

del tcorema 2.22. : !
Del primer conjunto talculemos su probablhdad cuando # —0, calculemos

lim Pl , donde
0.2 08
[0 7 0. BJ

para calcularla tenemos que resolver el siguiente sistemna de ecuaciones -
0) = 0.22(0)+0.7 7(1)
(1) = 0.87(0)+0.37(1)
a0) + A1) =1

. " 0.7 . - .
de Ia primera ecuacion #(0) = o8 7(1), sustituyendo en la dltima ecuacion
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—a(1)+n(l) =1
Cias
deaqui . )

nm——y n()——‘:

pata el otro conjunto de estados tecurrentes tencmqs la siguiente matriz de transicién

tenemos que resolver el slguxente sxstcma de ecuacxohes
- M= 0. 37:(2) + 0. 67:(3)
i ﬂ(3) ’ 0.57;(2) , +0.47(4)
a4 = 027(2) + 0.47(3)+0.67(4)
y ademds : :_'.; ’ '
| )+ A+ =1
dc; la ccuacién u‘nc; y,_dqs o

- a?f‘??_.._y B arias)

ya que los estados son tecm:remes y a s;' sabemos que el sistema tiene solucién

calcular por completo la matriz i P’ nost

calculemos primero R,
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tenemos cstados transitorios ﬁmtos, ]ucgo entonces S (S quc se obnencn a pamr de R :
al eliminar todos los renglones y. columnas correspondxentes a los cstados rccu:rcntes)
es la inversa de I = Q : :

0 0
R'= 0 ©® o0 0
» 0 o
©w o |0 w w [1.5 025
i ) 0.5 1.75 )

Ahora calculemos la mattiz F,

1.5 025)(0.1 05 02 08
G=SB= =
0.5 175102 0.2 04 :-0.6

cntonces,
([ )
0 0
11
R DS B
S0 i IV Tl £ B | 0
' - 111
02 03] [08 08 08 14
04 04| |06 06 06| |1 2

ahora si, ya podemos obtener’
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([T 2]
15 15’ 0 0
2 8:
15 13
s 1 1
IZ} 23 23
limP"= 0 L 2 10 0
ls 1 1
(23 23 23
14 16 (48 36 B 0 O
T T B R 5 00
28 32 36 32 &
Lls 5 n o 0 0)

Veamos ahora que ocurre en caso de que los estados sean periddicos.

Teorema 2.23. Sea X una cadena de Markov, irreducible con estados periédicos y

recutrentes con petiodo -6, entonces los estados pueden ser divididos en & conjuntos

dns]untos By, By, ... ,Bs tal quepy =0anoserque/e Br'y jeBao/ €Bay je Bso
.0i€Bsy s eB1

Demostracion

Sin pétdida de generalidad tomemos los estados 0y j, dado que la cadena es
irreducible 0— 7 y j—> 0, es decir, existen enteros 7, s ml que

PO/>0 y B [)/0 >0

mts

Pu = poy Pp= poiP

como ¢l estado 0 ticne periodo &, pg™' >0si m + 5= £J,si p7;>0 entonces m =&5—s

se cumple que p0j>0, sim=a,a+8, a+20,...

Definimos para todo / € B, ,como el conjunto de todos los estados que se
pucden alcanzar desde 0 sélo en los pasos @, @ +8, @+ 29, ... ya Bgw cl conjunto
de todos los estados que se pueden alcanzados desde 0 en los pasos @ +1, a +J +1,
a+25+1, .... Entonces p;j= 0 cxcepto s, /1 €Bq y j€Bgrt parad=1,2,...,,6.

0

Teorema 2.24. Sca P la matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible con
estados periddicos, con periodo & y By, By, ..., By definidos como el teorema anterior,
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Entonccé enla i:adéria de Markov con matriz de transicién P P‘; lns c]ases B|, Bz,
. B,; son con)untos cetrados c irreducibles de csmdos apenodlcos.

Demo.rtmno'ﬂ. we

End pasos ]a cadena se mueve de By a'By,’ de Bz a Bz “oiide BJa B,;, veamos esto
paso pot. paso, en un paso sélo’ podemos llegar al con]unto inmediato a él, esto es, py
=0ano ser que / € By yje BaoieBry je Bso .i0i€B; y_/EBx,endospnso
ocutrirfa lo siguiente, py- =0anoserquei€ Biy jeBsoieBz2y jeBso...0ieB;

y J €B2, en &~1 pasos, ocurritia lo siguiente, p;" =0anoserque/€ By j& Bso
i€eB,y je€eBio...0i€Bs y j€Bsa, entonces como podemos ver en § pasos, ‘b; =0

anoserque/€ Biy jeBioieBay je B2o...07eBs y jeBs como se asevero
al inicio, la matriz de transicién en & pasos la podemos poner de la siguiente forma,

P, 0

analicemnos que ocutre con los estados de esta matriz de transicién, podemos ver que
cada una de las clases de conjuntos forman un conjunto cerrado e irreducible, ademas
son aperiédicos, p_; > 0 para 4,/ € Bg, recordemos que ya no trabajamos con la matriz

P, ahora estamos trabajando sobre la matriz P

O

A partir de la matiz P podemos calcular # —> w, usando el teorema 2.22,
podemos ver también que Zn‘ (/) = &. Hay que ver que P no tene limite cuando
Je€E

n =0 , excepto, cuando para todos los estados py = 0, sin cmbargo los limitcs de

P™*™ cxisten cuando #—»0, pero dependen del estado inicial - Con el siguiente

teorema terminaremos con ¢l estudio de los estados periddicos; sélo 'se demuestra la
primera parte del teorema, la otra parte de la demostracién se puede consultar en
Cinlar.

Teorerna 2.25, Sca Py By, definidos como en el tecorema anterior y supdngase que la
cadena es positiva. Entonces pata m € {0, 1, ..., 6-1},
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lunp"‘;f": {”(j) .SiiEBaafEBﬂ,ﬁ=a+m(modé')

=: 10 cualquier otro caso
(/),/ € E, son la Gnica solucién de

)= 2 mipy Zfrm = jeE

ieE
Demostracion,
Del teorema 2.24 la cadena correspondiente a P’ =P, tienc & clases de
conjuntos, de estados recurrentes positivos y aperiddicos. Sea m, m, ...,7, la

distribucién limite correspondiente de By, Bz, ... Bs y a(/) = (/) sij € Bq.

Sea m€{0,1, ..., 5~1} un valot fijo, supéngase que ¢ € By, y sea f=a +m(mod?).
Tenemos,

mf " _
i ZP:&PU
; Z Piry si J€By
= kEB',‘ e Y o
o cualquier otto caso

dado que pr =0 exceptosi: £ EBp : j 0a no sc.r que je B/;

también, Para &, j € By, hm pg ; e ,é tom’mdo cl limite en

ambos lados hemos demostndo quc :

)

A—px

n&m_{”(f) 5”5 €By, 0= a’.+m(mod5)

0 cualqmer otto cas

Con cste Gltimo tcorema y ]unto ‘con ¢l teotcmn 222 podemos cnunciar el
siguiente resultado. Fi

Corolario 2.25.1. Sea X una cadena de Markov, y. consideremos ¢l sistema de

ccuaciones lineales
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LOEDW OTINEY-

isB

Entonces todos los cstados son recurrentes no nulos o posmvos, si, y solo sn, existe una
solucién 7 con ! : : g

2.7 =1

JjeB
y 7(J) >0 para ‘cada/ & E, y no hay otra solucién.

Hace falta completar nuestro estudio acerca de la relacién de los tipos de estados

y el limite de P® cuando # —> . Si la cadena de Matkov es finita, y ésta contiene
estados transitorios, hay un momento en el que la cadena de Markov sale de los
estados transitorios, pero si no es finita puede ocurrir que nunca salga de ellos.

Sea X una cadena de Markov, con matriz de transicién P, 4 es el conjunto de

estados transitotios de la cadena, tal que A € E, y sea Q la matriz que se obtienen a
partir de P, al eliminar todos los renglones y columnas correspondientes a los estados
recutrentes, es decir, Q tienen elementos

=pj conije A

2 |a obtenemos de la siguiente forma,
gut

= Z qiil q‘.lj

heA

y en general Q" séria, :

=y - 2 iy, s

heAiped ieA

=P{XieAXeA . XmeAX=/}

S h=P{XieAXeA, .., KXot €4, Xn € A}
jeA L

Si n crece, decrece Z g9; porque

jeA

(NieA,Xed XA} {XieAXoe A . .. X1 €A, XE A}
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Teorema 226 f ,‘e. .

ademas f 0 o‘supf(l) 1
RN TN

Densostracion.

Sea £i)=D gy = Pi{XieAXreA, .., X edXeA)

jeA
iz 262

, ,
f = lim f,

A—ro
tenemos que

fer(f) = Zq,kf (,e)

ksA
tomando cl limite

ROEDI O

N ket

luego entonces - f es_una ‘solucién a’ h = Qh,‘ ahora probemos que es una solucién
mixima. Sea h otra solucién, h < 1 i e )

h= Qh cntonccs h—Q hSQ l-f,,.

haciendo # = o, h < f, por tanto f es una solucién mixima,

N
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Sélo hace falta probar la Gltima parte, para = 0 es trivial, sea ¢ = sup (i )
v ied

f=Q fs,rQ"1<d, paratoda,ri . ;

tomando limite por ambos lados f<d entonces 1<¢, por lo tanto supv f( x) = 1
. N § ; IEA K X

Teorema 2 27 Sca X una cadena de Markov meducnble con matnz n:anslqun P,y

Q es la matriz que obtenemos a paru: de P al climinar la fila y columna &, 4 € E.
Todos los cstados son recun'entes, si, y sélo sn, la umcn solum 'n de Qh es h 0

Dema:lmaan

Sea A E—{ £ } como la cadena es ureducxblc de & podemos ira A y sea

f(éi)y=lim P: { X1 E/J,Xz EA,...,X,,.1 EA,X,EA}

Si h = 0 s la tnica solucién a h = Qh, f(#) = 0 para todo 4, esto significa que  salimos
del conjunto A y regresamos a &, entonces & es recurrente y como la cadena es
irreducible todos los estados son recurrentes.

Ahora, si los estados son recurrentes significa que la probabilidad de quednmos
en A es cero ya que tenemos que regresar a £, pot lo tanto f( £) = 0 para todo /, lo que
es lo mismo h = 0,

=

A continuacién veremos como clasificar los estados en base a calt.ulzu: lim P“
Ll -

Ejem, p/a 2.9. Sea X una cadcm de Mnrkov con: espaclo de esmdos E= 40,1, L}y
matriz de transicion o

donde 0 < p <1, 9= 1 -j) Est'\ c'ldcm cs llam'xd'\ cqmm'tt'l '11e'1tom si csn en la

posicién 7 en-el n-ésimo paso,’ el slgmcntc paso es a la TE SIS CON
FALLA DE ORIGEN




62 Cadenar de Markoy Capituls 2

probabilidad 4 y p respectivamente, excepto cuando estd en / =0 es seguro que vaa 1.
Todos los estado pueden ser alcanzados uno del otro, lo que significa que la cadena es
irreducible, si empezamos en el estado cero podemos regresar a él, en al menos 2
pasos, es decir el estado 0 es periédico con periodo 6= 2, lo que significa que la cadena
es petiddica con petiodo 6= 2, lo que no podemos ver es si los estados son recurrentes
positivo o bien transitorios. Para saber como son los estados vamos a emplear la teoria
vista en esta seccién.

Resolvamos primero el sistema de ecuaciones que se obtienen a partir de 7 = P, el
sistema es el siguiente:

m0) = gat)

a(t) = m(0) + g7(2)
m2) = pn(t) + gx(3)
#(3) = pn(2) + ()

y asf sucesivamente, pomendo a (1) en temunos de 7(0) y Iuego a m(2) en términos de
(0) y asi succsxvamcnte tenemos que

= Ln)
@= L{l0-r0)=2 m0

=2 (—zr(0>——n<0>]='°—,»n< )
, AV 9.0 ) 4

en general tendtiamos que SRR
‘ S gy
, 1 Pty
w)= = (ﬁ) = £
9\9 g 7

Si p < g, entonces L < 1y
9

ara j=1,2,3, ...
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Zﬂ(})

Nz

hacxendo er( j) =

J=0: . g W s ;
| B e
Luego entonces pkarkarpk‘< 9 B .v : L i
R %( _Z); S sig=0

1 S -1
+(1-2)2] " s
‘27 SaNe) T

por el teorema 2. 22 podemos decir que para p <glos estndos son recurrentes no nulos
o positivos. : , :

Si p = ¢ la seric converge tinicamente si 7(0) = 0, sabemos que para p 2 ¢ los
estados no son recurrentes positivos, entonces los estados deben ser, recurrentes nulos
o transitotios, para distinguit entre estos dos casos usatemos el teorema: 227,
excluyendo de P la fila y la columna del estado ceto, obtenemos lu siguiente miattiz .

0 p 00O
1g 0 p 00
_ {0 ¢ 0. p 0 .
oo .
0.0 0 ..
0000

¢l sistema de ccuaciones que sc obtiene de h = hQ es:
K1) = phe2)

52) = gh(t) + ph(3)
53) = gh(2) + ph(d)
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en general tenemos IJ( t) qIJ( i=
en ]a anterior ecuacxon O

1)+p/)( :+ 0, de b( ;) '—_f';},( i)+ pi /), sustituimos
QWK1 i=23,0

y de la primera ecuacién -

) = )

sustituimos 'pm obieneri=2, - i
/z<3>~ b(2)— L (/,(2) ZO) -'(;szw ,
Qhoralohacemospamt-—-a .
b<4)— 53 = H (é<2>- K1) = ( J 70)
y asi suceslvameme ue:amé= sobre i obtenemos que o
i-1 i

Wi+ = b(i)= (;) : (l]@j b(1))= (;) /,(1) i=2,3, 0

luego entonces,,

MEH1) = B+ = B = B0 3) o2 K+
SV :-1 - .
= HiJ +(1J ',+<--‘+1‘+1J/1(1)’
la solucién a h=hQ es dc la 'si'gu}cri‘lc- formn

v |
bi)= (i} v Laale, izt 2,3,
» » :

donde ¢ es una constante.
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Si p = ¢, entonces tenemos que 4(7) = ¢, paratoda ¢ 21, la tnica forma de
que para toda ¢/ se cumpla, 0 S 4( /) < 1 es que ¢ =0. Por tanto si p = ¢, la Gnica
solucién de- h = hQ es h = 0, por el teorema 2.27 significa que los estados son
tecurrentes. y como vimos ya antetiormente no son recurrentes no nulos, lo que
significa los estados son recurrentes nulos cuando p = g.

Si p> g, entonces 0 < -% < 1, la suma de lo que estd dentro de los paténtesis

seria

AN

tomandoa ¢=1 —'% , se cumple que OS/J( ) <1, para toda i = 1,2, 3, ... . Tenemos

que

Wiy =1- (%) , paratodai=1,2,3, ...

entonces en este caso por el teorema 2,27 los estados son transitorios.

En este ejemplo ya vimos como clasificar los estados, ahora calculemos la
distribucién limite para la cadena. Para p < ¢, ya vimos que los estados son recurrentes
no nulos y periédicos con periodo § = 2, tenemos dos clases de conjuntos B1={ 0, 2,
4,...} yB2= {1, 3,5, ...}, ya resolvimos ¢l sistema 7 = #P, la (nica variante que habtia

que hacer, es que segin el teorema 2.25 Zﬂ'( /)= 2y no er( /)=1 como lo
j=0 =
habiamos considerado, asi de lugar de tener (2.1) tendtiamos

my=1=L=1-2
oy

y de lugar de tener (2.2) tendriamos
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0,0, = (-2 LEE ]
por tanto tendriamos que . . . i
102 0 £ .0 )
i q Gl q R
l Ly .
O., 30 50 &
. SN P Py
e (o)L O 0 F 0
) 7 q 7
y usando el teorema 2.25, obtencmos también
(0 1 oo 3
07050k
10040 £ 0
VSR
: 071 g2 2
lim p**! =(]_£) q 0;_1‘ 0 Pl
n-r0 ; 7 1 0.1 -% 0 . _L: 5
[ ) g
. )
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2.4 Ejercicios.

Ejemple 2.10. Ut articulo sc almacena en una bodega de tal manera que se pueda
satisfacer la demanda del articulo, la bodega puede almacenar hasta § articulos, si hay s»
articulos entonces se llena la bodega hasta S, si la canddad de articulos esti entre
[s»+1,5] no se hace nada, la demanda de articulos en la semana # es de D, y
suponemos que {D,} son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas ¢ independientes de la cantidad inicial Xo de articulos, la demanda de &
unidades en la semana sucede con una probabilidad px y consideremos a X, como el
nivel de la bodega al principio de la semana, cada semana se realiza la inspeccién en la
bodega y en caso de que se requicra llenar la bodega, ésta se llenari inmediatamente
para iniciar la semana # con la bodega llena si es neccesario. Tenemos el siguiente
conjunto de estados E = {5, 5-1, ..., so+1}, es decir, los valores que puede asumir el
proceso en la semana # + 1, es;

X,-D, X,-D,>s,
Xn+l=
S X,-D, S.r

Es claro que X+ umcamente depende de X. y D. es mdependlcnte de los niveles de I

enla bo_dégn

= pi-j ypam Xm =
ocurra con la siguiente probabllxdad

P{:--:,.sD,}— Z p,‘

A2i~gy

Para /=S: . . Sl L

Sisw + 1755 ~1 entonces tenemos que Dy = Xy — Xpt1 = 5 — 4, por tanto
pi=ps-j y pata Xery =/ = 5 pueden pasar dos cosas si hay demanda, tenemos que, X,
—D,<in obien X, —sm< D,, esto ocurre con la siguiente probabilidad

P{S—sm<Di}="3 p

k25-1,
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¥ la otra‘es que no tengamos demanda en toda la semana y esto ocurre con probabilidad
po ambos eventos son dlsluntos, entonces la probablhdad de que Xty = S dado que
Xa= .S' es:

o mEn

/czs-:,

Las p:obnbxhdades de transicién del estado ‘i nl estado j lo podemos poner dela
sxguxente forma. .

Su¢.S':
(hy wmnsssi
S| X A pam=sS
kz:’-l 5
Sii=§:
poy . pams, sjss -1
Pi=) py+ _Z,p,‘ para/f& o
k25-s, . :

Por construccién todos los estados se intercomunican, todos son accesibles uno
del otto, tenemos que E < o, cerrado e itreducible y los estados son por tanto
recurtentes positivos, esto es por el teorema 2.19,

Ejemplo 2.11. A Mark Goldman, vicepresidente de NBS TV, se le encargd determinar
una politica de programacién para la cadena. La NBS compite para captar televidentes
con las cadena ABS y CBC. Al principio de cada temporada cada una de las cadenas
intenta captar una mayor cantidad de televidentes, incluyendo nuevos programas y
volviendo a programar otros.

Goldman se encontraba en problemas porque la NBS habia tenido un mal
desempefio en las dltimas dos temporadas con el formato de sus programas. ‘También
habian surgido criticas porque la cadena tendia a cancelar sus programas con mucha
rapidez si el nimero de televidentes era inicialmente bajo. Como resultado de las
criticas se habia decidido no cancelar ningin programa hasta que fuera evidente que
seguitia teniendo un nimero reducido de televidentes.

Dado que los televidentes normales con bastante frecuencia tenderian a cambiar
de cadena al principio de cada temporada con el objeto de ver programas nuevos o de
volver a ver programas antiguos, Goldman ha decidido esperar a que se estabilice la
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ptoporcién de televidentes que ven un programa determinado, para esto decidié
cstudiar ¢l periodo en el que cada cadena estard ofreciendo un programa nuevo para
que determine cuiles serin las proporciones de televidentes finales. Si se pueden
predecir estos valores estard en posibilidades de tomar una decisién con respecto a un
nuevo programa “X” de la NBS, sin tener que esperar hasta que las preferencias de los
televidentes se vuelvan obvias a través de los datos de los “ratings” o recuentos de tasa
de audiencia.

Goldman considera que la seleccién de un televidente se ve influenciada mis
que nada por el programa mis reciente que ha observado en ese petiodo y. que las
proporciones finales de la realidad son valores de estados estacionarios, con base en
esto, decide utilizar un enfoque de cadena de Markov para abordar el problema.
Considera que el problema de seleccién de los televidentes se ajusta a las
consideraciones de este modelo con suficiente cercania como para permitir aplicar el
modelo al problema.

El grupo de trabajo de Goldman ha elaborado la siguiente mattiz de transicién-
utilizando datos recopilados en afios anteriores y referentes a la forma en” que- los
televidentes tienden a cambiar de una cadena a otra, semana a semana, para el tlpo de
programas que se considera:

”NBs CBC “ABS |
NBS 02 04 04
CBC 03 03 04
ABS 02 02 06

En esta matriz, los valores que sc muestran son la fraccidn de televidentes que
veran el programa de cada cadena durante esta semana, dada la cadena que vicron la
semana pasada. También se supone que todos los televidentes que vieron la television
la sernana pasada la verin esta semana.

Calculemos 7z = 2P, por definicién a(;s) = Zn‘(i)pﬁ , obtenemos
ieB
(1) = 0.2 (1) + 0.3 m2) + 0.2 7(3)
2(2) = 04 (1) + 03 72(2) +0'7 zz(3)
a(3) = 0.4 (1) + 04 71(2) + 06 (3)

y ademids

(1) + m2) + a@) =1
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donde ;r(l) cs la p:‘

lo que significa que una vez que los televidentes se han decidido con respecto a los
programas que les gusta ver, 22.7 % observari lo que la NBS le ofrece.

Ejemplo 2.12. Consideremos nuevamente el ejemplo 2.1 , en el cual se consideraba que
la posibilidad de que el dia de mariana llueva sélo depende de la situacién climatolégica
de hoy v no de dias previos, ademds supusimos que si llueve hoy la probabilidad de que
maiiana llueva es @ y si hoy no llueve la probabilidad de que llueva mafiana es 5, esto
quiere decir que si hoy llueve entonces mafiana no lloverd con probabilidad 1 - @ y si
hoy no llueve la probabilidad de que mafiana tampoco seria 1 ~ B, consideramos que el
estado 0 es que llueva y al estado 1 que no llueva, luego entonces por la definicién 2.19

7 (0) v 7 (1) estin dadas por
Q) =arx() +0r(1)
sM=01-a) ”(0) =Bz ()
./,con 7r(0) +. 7r(1) =1
@M@ =Fr0

Haciendo #(0) =1, tenemos que 7r(1) = 1—_9— v amb'ls deben sumar uno, sumamos las

dos y nos da _w:ﬁ’ luego 'pnr'a,quc nos sumen uno las dividimos entre su suma,
nos queda, - S o
r =L
1+f-a

y
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probabilicli"ad/é; ici

Ejemple 2. 73 Un‘ apostador tiene $u en cada ]uego que apuesta tiene la probabilidad p
de ganar $1 o perder $1 con probabxhdad 1=, el jugador se retirard cuando se quede
sin dinero 6 bien cuando haya alcanzado a obtener en total $N.

Si consideramos X» como el dineto que tienen el apostador después de la #-ésima
vez que apuesta, X, claramente es una cadena de Markov, ya que lo que va apostar
Gnicamente dependerd del dinero que tenga actualmente y no de lo que haya jugado

antes, X, tienen espacio de estados E= {0,1,2, ..., N}, sus probabilidades de
transicién son

pi=p conyj=i+1,i=12.,,N-1
pi =l-pcon j=i-1,i=12,...,,N-1y
boo = pan=1 ‘

Esta cadena de Matkov la podemos separar cn tres clases {0}; {1,°2, ... , N~1},y
{N}, la primera y la Gldma (el estado 0 y N') son recurrentes'y la otra es una clase de
estados transitotios, esto significa que cn algiin momento dado el apostador o bien sc
queda arruinado o bicn llega a ganar $N y se retira del juego. ‘

Sea 6 la probabilidad de empezar en / y que sc alcance en algin momento el
estado N, es decir, & = P{Tn < ®} = fiv, es claro que una vez que entremos al
estado 0 no podremos llegar nunca a N, por tanto 6= 0, para obtener .6 para’el resto
de los estados usaremos el teorema 2.8 que nos dice que

Jin =pnt Z Pu:fuv

ks(E—N)

si estamos en ¢l estado 4, umc'\mcntc podemos ir '11 estado i+16alestadoi—1yla
tinica forma de que pav #°0 es que £.="N = 1"pero por ser N absotbente tenemos que
Jan =1, luego entonces tenemos que: [

O = fv =pignfieN +/’::)-/_ﬁ-u_,\' para i=1,2,...,N-1
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o bien

G =p/,.+1¢9,+1 + pii-1 6
6= plis + 9 6
dado que p +¢ = 1 podemos pdhér]? como sigue

| PO+ g0:= plin + ¢ B
entonces ‘

Gu—-6=2L(6- a1)
;- 2

dado que & = 0, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Ahora sumando las primeras /-1 ecuaciones, nos da

o fs ) (]

nos da que
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‘ :(_%—)— q

sx-—:#],"obienp;tl

‘ 'si1='1,obic'np=-1-'
S =35

sustitugendo & en 6; nos queda’'como,

o - N sy—#l,oybienp;él
B
-1;:—]-" :si%=1,obbien]‘>=%

si hacemos que N = oo tendtfamos que 6 tendetia a

Asi si p > V2, existe la ptobnbxlldad de quc el '1post'ldor llcguc a mcremcntar su fortuna
infinitamente, pero si p £.'4, estc qued'm qucbrndo
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Capitulo 3.

3.~ Procesos de Markov.

3.1. Procesos de Markov.

En el capitulo anterior vimos procesos estocdsticos, tales que, la informacién de
algin futuro estado Xa+1, Unicamente depende del estado  presente X, aqui
analizatemos aquellos que tienen un espacio patametral de dempo continuo T con
TeR+ = [0, ) yun espacio de estados E, finito o contable infinito.

Definicion 3.1. Un proceso estocdstico Y = {Y;, £ € R*}, con espacio parametral de
tiempo continuo Ty un espacio de estados E finito o contable mﬁmto es un proceso de
Markov si . :

P{Ywm=j| Yo uSt}=P{ y,+=,| Y}
para 4, s € R+, | | | | o
Definicién 3.2 Sila probabxlxdad concilcxoﬁnl (l:nuncxada‘ en ln definicién anterior es
independiente de ¢, es decir, _' : . o .
P{YH:—jlYu IIS/} P{Ym—jle—t}—P(:)
se dice que es un proceso de Markov con Itm;bo Immogmea
Nosotros consideraremos procesos de ‘Markov con tiempo homogénco,

Para valores fijosde i, € Ey t2 O,l'aA Ia funcién # — P;(#) la lamatemos finciin

de transicion.
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Definicién 3.3. A la familia-de matrices P, de la funcién de translclon Py(t) se lc
denomina _funcidn de transicin del proceso de Markov. ; ' ,

Es claro que la funcién de transicion Pi(1) cumple cor

ZP;,‘(I) 1, a continuacién tenemos las ecuaciones de Chap
tcE
considerando el tiempo continuo.

Teorema 3.1. SiY = (Y, +€ R*} es un proceso de Ma:kov con ucmpo homogcnco
se cumple que :

Z k(’)Pg (;) P (,+,)
Demostracion, v v
'gnk (0P, ()= T PLY, = k1Yo =)PLY,. = /¥, =4)
ke eE "~ S

= Y P{Y, =&Y, =3P, = j|Y, =Y, =)

‘keE
= Y PY,,, =AY, =k Y =i}
AgE
= P(Y,,, = /1Y, =4}
= P,](t+;)’

O

De forma aniloga podemos probnr el slgmente resu]tado que cor:esponde al
teorema 2.1 de cadenas de Markov - s .

Teorema 3.2, Parane N,0Sn< n <, < I,, en ]R+ y estados lo, ity ooy in €, se
cumple s o
4yy).

P{Y'l‘ =i|9"':}’/' =inl),l‘, =i0} I,ll (’I ,O)PIII, (’2
ada por Ia distribucién

Entonces la distribucién conjunta de Y, e Y es espccx

inicial 7 de Yo y la funcién de transicion | esto cs;

P{Yl,. =i01Yl, =‘.l:‘ *r l =/ } = Zﬂ'( )In. ,0)1:..:. (II—IO) (tll—,n-l)

iell
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P[NH-: =y ”,llSl]
P[N,,,uSt]

El evcmo {Nm —j N.,us l} es lguala {Mw—Nx—j—t N t} pero por la
deﬁmcxon de ptoceso Poxsson (deﬁmclonFI 6) {Nm N, = _/— i } es mdependlente de
{N,,,:(St} conloque Gt : : -

(e )"' gl

P{Nm—leu,llSl}—P{Nm—Nl-—j—-z}"‘ ( ,;;;_40,1,....

podemos decir que

Lo

P{N,+,—-/|N.,1/St}—P{Nm—le,—-x}— e J=i=0,1, ...,
=i

lo que slgruﬁcn que N es un proccso de Mzu:kov e

Si hacemos k = j -4, tcnemos quc la funclon de trzmslcxon de este proceqo de Markov
es: : SEERIE

)t eV e
donde p(k)= (——)‘;!—e—,h= 0,1,

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Capltulo 3 3.1, Procesos de Markov : 77

Ejemplo 3.2. Sea X = {Xa,n € T }, una cadena de Markov, donde T es un espacio
parametral discreto, con espacio de estados E y matriz de transicién Q, y sea N = {N;
¢ 2 0} un proceso Poisson con tasa A el cual es independiente de X. Consideremos un
sistema tal que, un movimiento de un estado E a otro forman una cadena de Markov y
el tiempo que el sistema tarda en cambiar de estado sigue un proceso Poisson.
Entonces Ny es el nimero de transiciones (0 cambios que tiene la cadena) durante el
tiempo (0, £}, el sistema sc encuentra en el estado Yr = X en el tiempo #. En otras

palabras, si Ty, T2, ... son los tiempos de llegada de N y To =0, entonces Y;=X,
para toda ¢ en [Ty, Tir1). :

Ahora supongamos que estamos interesados en predecir Yi+,, dado que conocemos
el proceso hasta el tiempo 4 si Y; =/ y si suponemos que ocurren Ni, — N; =#
transiciones durante el intervalo de tiempo ( 4, #+s5 ], entonces la probabilidad de que
Y+, =/, es la probabilidad de que la cadena de Markov X se mucva del estado Y, = 7, al
estado j en exactamente # pasos esta probabilidad es g;. El nimero de transiciones que

ocutren durante el tempo (4, #+r] son independientes de lo que ocurrié hasta ¢ por ser
N un proceso Poisson. Dado que, sabemos que ocurrié hasta 4, la probabilidad de que

As) e
ocurran # transiciones durante el tempo ( 4 #+s] es -(—)le—--. Tenemos que si Y; = 4
"
entonces
: ) 0 ;\J' 'e-h ;
P{Yun=j| Yu: ust}=P{Yn,=j| Yi=i} = B;(5)= Z-(—)——I—qy
- ! nl .

=0 "

Lo que significa que {Y}, # € R*} es un proceso de Matkov.

Ejemplo 3.3. ( Sistema de colas M/M/1). Supongamos que la llegada de clientes a un
setvicio sigue un proceso Poisson. Si un cliente llega y encuentra el servicio vacio la
atencién al cliente empieza inmediatamente, cn caso contrario, si estd ocupado, él.
espera hasta que le toque su turno. El tiempo de atencién a un cliente es independiente
del tiempo de atencion de cualquier otro cliente e independiente de cualquier nueva
llegada al servicio. Supondremos que el tiempo de servicio sigue una disttibucién
exponencial.

Sea {Yr; 22 0} el proceso donde Y tepresenta el nimero de clientes en el
sistema en ¢l tiempo £ Supongamos que hemos obsetvado el proceso hasta el tiempo 4,
para predecir el niimero de cliente en ¢l servicio al tiempo # +s tenemos que encontrar
Y, Yo es igual al nimero de clientes.en el servicio al tiempo 4, mis el nimero de
llegadas en el tiempo ( 4, ++s] menos el nimero de clientes atendidos durante el tdempo
(¢4 t+s].
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El nimero de llegadas durante el iempo ( 4, #+s ] es independiente del nimero
de clientes que habia antes de % Los clientes atendidos durante el tempo ( 4, #+s5] es
independiente de los clientes atendidos hasta antes del tiempo /4 Luego entonces el
nimero de clientes atendidos durante el tiempo ( 4, #+s ], depende tnicamente de Y y
de las llegadas que ocurren durante el tiempo( 4 #+s ], con el anilisis que acabamos de
hacer podemos decit que {Y;; #2 0} es un proceso de Markov, después de que veamos
la seccién 3.4, esto quedari mucho mis claro.

Definamos a W} := el tiempo en el que Y se queda en el estado donde esta al

tiempo 4

Wi=inf {s+>0 | Yas = Ys}
Teorema 3.3, Pﬁa tddd ie E, tZ '0, !eﬁsté l( x ) e [ 0, 6{:"), tal qﬁe - o
p{uV,>,, |Yt=1}=exp‘u')' o
Demo.rlry'aid‘o'n."f';‘k 7 52 ’

Y es homogéneo en cl tiqmpofcmoric’éé "P{W,>u| Yi=i} nodependede f, sea

Dado que el e‘vc_:‘ntot’{ lV, Su+v)es Vig‘urzil al evcn p,,  >7 v }»tc}ﬁre‘xjnos
O futr)=P{W> utr | Y
=P{W>u, Wni>

luego, entonces, [ tiene que ser de la forma =

j(l/),=.ex|;)-,“', ~para._c20

Del tcorema también podemos ver que

P{WiS u| Yi=i} =1~ exp-Miw
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es la probabilidad de que’el proceso se qucdc en el estado i hasta un uernpo mcnot o
iguala ». Sl ;

Definicién 3.4.
1) Unestadoi € E con A( i )=0,se llama estado absorbente.

2) Unestados € E con 0 < A(#) <, sellama establ.
3) Unestado / € E con A(7) = o, se llama instantdneo.

3.2. Estructura de un proceso de Markov.

Vamos a suponer que los estados son estables, To, T3, ..., T» son los tiempos
de transicién del proceso de Matkov Y = {Y;, ¢+ € R} y Xo, X, ... , X» son los
estados visitados en Y, en términos de W}, definimos

To=0; Tanr = T.+IVT, neN
X=Y; ,neN

Enunciaremos el slgulente resultado sin demost.racxon, para ver una demostraclon del
siguiente teorema se pucde consultar lear [ 1975] :

Teorema 3.4. P'ua '1lguna ne N j~E _E y we R* tenemos que’

P{Xm =/, T.,+| T, >u |' Xo, x., ;'X,q,‘ ~x, =i, To, Ty iy TH}= gyexp -Mim

con ¢;20,¢:=0y Zqﬁ- =1.
7 .
D
Como se puede ver un proceso de Markov esta formado por una cadena de
Markov y el tempo en que permanece en el estado. La cadena de Markov, nos va
indicat la probabilidad de pasar de un estado 7 a un estado / y cada vez que entra a un

estado 7, permancce en / potr un periodo de tiempo exponencialmente distribuido con
tasa A( /), es decir,

PIWis w| Yei=i}=1- exp-Min

cqra tusya ot CON &
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A continuacién vamos a enunciar una serie de resultados que pueden ayudar a
ver con mejor claridad esto.

Del teorema antetior también podemos obtener
P{Xe1=7, Tot1=Tu S 4| Xoy ooy Xn, Xu= ¢, To; Ty oon , Te }= g5 (1 —exp =Midv)

es la p'obabilidad de, dado que conocemos lo sucedido en el proceso hasta la #-ésima
transicién, la sngmente transicién ocutra en un tiempo menor a #.

Si del tcorema antenox: hacemos u= O obtcncmos el siguiente resultado.

Corolatio 3.4 y La ‘sucesion. dc‘ vanables aleatonas Xo, Xy eeey X ‘es una‘cadena de
Markov con mamz dc tr ' Q, con elementos gi hj€ E.

Dmo:lmao’n

s T )= grespHim

Xy X=i,To, Ty, ...

peto por deﬁniéiéq X, = Yy

P (Xm=j|X=i)=g

O
Corolario 3.42 El nempo de camblo entre el estado ./ a otro estado J € E, no
depende de j .
Denrostracion.

P{X=f, Ty~ T,> u| X, = i}= P{T,0 = T,>u IX =i, X...'—/)P(X..l _,| X, _,}

=P{T,,~T,>u IX =i, X —1}9/
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del teorema ahfédé;: .
P {Xen £}= grexpNi

esto nos da,

CPTL-T S |X. ’_x;.f="j} = exp-Mi e

C‘ora]an0343 Pa:a alguna ne N “w, ﬂz, vyt € R* yestados fo, 41, ..., in € E,
tenemos

P(Tu-Tul>{ll{..7'zv-ﬂ >“1r T =T,> 4, lXo Zhy, 0, X = in }

~Miadn |y agepy M)t

=c

RO XP exp
Demostracién, .. :
Demostremos, usando mduccxon

Porel corolano anterior para n=1 ya esta demosttado, vamos a probar para n= k +1

PN =-Ty>m, .0,

P{Ti=To>m IXu=k) :
R s u‘+,|Xo’ lo, o ,Xu; lm}

P{Ti—To> | Xo o Ko = i)

VX E By X = i)
= expTMM L. exp M@

O

Del resultado anterior podemos decir que los tiempos entte las transiciones son
condicionalmente independiente una de la otra dado los sucesivos estados visitados. Y
cada tiempo de cambio entre los estados tiene una distribucién exponencial con
pardmetro que depende del estado en el que esté, esto junto con el hecho de que los
estados visitados sucesivamente forman una cadena de Markov, nos hacen ver como s
la estructura de un proceso de Markov.

Supondtemos siempre que i = 0, cuando A(#) > 0 para todo 4
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Ejemplo 3.4. Consideremos el proceso mencionado en el ejemplo 3.3, los tiempos de
transicion ocutren cuando ocurre un cambio en el tamafio de la cola, si el cambio es

" originado por una llegada entonces la cola se incremente en uno y si el cambio es

debido 2 una salida entonces decrece en uno.

Si X = 0 entonces el préximo cambio debe ser debido a la llegada de un cliente,
lo que significa que X1 = 1, lo cual ocurre con probabilidad 1, Tet1 — Ty tiene una
distribucién exponencial con parimetro # ( los tiempos de las entre Hegadas de un
proceso Poisson tienen una distribucién exponencial), asi

AO)=a;9n=1,q0=goz= -+ =0

El tiempo de servicio sigue una distribucién exponenclal con parametro b. Si
Xa=i,seaAdcl uempo desde 7, hasta la préxima llegada y B el tiempo desde 7. hasta -
que sale el préximo cliente, 4 y B son variables aleatorias. c\tponenmales con
pardmetros @ y 4y ademis son mdependlentes entre ellas. Por tanto Ry

T,.—n— T, = mm(A, B),;

lo que significa que
P(Tor—Ty > ' ] X.= t) P \A >4, B >¢) = cxp—d’exp-‘"

esdecitA(i)=a+ b para1=1 2 3

Si Xpr1 = 7 +1 51gmﬁca que B> A y si Xm =7 —l entonces B < A4 , luego entonces
tenemos que
P(Xm =i+1|X,=i)=P(B >A)
=E(P(B>A|A})
= E(exp &)

= Ia exp™™ exp™ dx

4]
_a
a+b

de manera totalmente analoga podemos obtener P( X,+1 = § <1] X, = 7), asf obtenemos
para 21
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a P
b s:jét+1

Y R R
S i b sxj-_f-_t-—l.

c.o.c .

Deﬁmc:dn 3.5.La tam de lmmman d.

k(t.J) = /7\(')

'mdlcadn por X(:, /) es ‘definida por:

Deﬁmaén 3.6 Para A _/ € E a la mamz A asocmda con un proceso  de Maxkov con
clementos S » S . :

MET) = 9iM(§)
AG, £y == A(é)
cs, 1a maltrig de intensidad.

Observemos que la suma por renglén de la matriz de intensidad suma cero
Vamos a-suponer que la funcién de transicién P;(#) es continua y diferenciable

para 220,

Teorema 3.5, Se’l Y {Y:, t € R*} un proceso de Markov con funclon de transicién
P;(¢), entonces

a) lim ——1 w10

b0
b) L ( )—q x(;)

b

=M0

Demostraciin.

a) La probabilidad de que ocurran 1 dos o ms tmnslcxoncs en un ncmpo b pata h—> O cs
o(h).

La prob'\blhd'ld de estar en cl estado 7 y quc ocurra la siguiente transicion al estado
en un tiempo menor a 4 ¢s 4
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P (X1 =/, T.ﬂ T.suxo,'

la probabxhdad de estax: en

Yr(x /,:r, 8%,

LI

sabemos que .

Para el inciso b) tcndn'amos que :

,(b)—q,(i—ewp W)w[x( )/»——x(z)b’ ,k(f)b’— ]

dividiendo entre /), y hacxendo b 0

()

b—»O

x(z) “

Teorema 3.6. (Ecmcxon atmsada de Kolmogorov) P’ua todos los cstqdos 1, J y uempo
120,

e (r)—xm{zq.w (,)} w o
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Demostracion. . -

Usando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov , podemos ver que

Lt

neen-5O={Za@n0l-50

-0

obtenemos

r)—x<z>{zq,fa,(r)} o)
A T g O

Teorema 3.7. (Ecuaclon adelanmda dc Kolmogorov) Para todos los cstados 4, /'y
ticmpo £ 2 0,

P'(/) {Z)\(é)qblk(t)} K(J)P (’)

Demostraciin.

Usando la c‘cuncién,_ e gorov, podemos ver que

B+ 1)- 1?(2 ?{21 oL w},m
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ke

-zmw&whn

S

{ZP,,‘ (:)pg(/;)}w (/))P (:) -p (;)

»wn P,»(t)
dxwdlendo entre 4,y haclendo b N 0 o T | o
py(:+/;) -F (:) HZP (,\P;(t)} (1 =P, (/z)),, (,)]

fpemncfomo

l:—»o

obtenemos
)= {ZM/e)qgm(r)} My (r)

El resultado de los dos teotemas antenores lo podemos poner en forma
matricial, de la siguiente forma

P = P.A‘ '=°'A'P,’ :

Ejemple 3.5. Consideremos un proceso de  Markov. con ' dos cst’\dos E-— {0,1},
permanece en 0 con tasa exponencial o y despucs cambia a 1, pcrmanecc en 1 con tasa
exponencial B y después cambia a 0, .

0 1 , SN
Tenemos que Q = (1 0) y M0) =a y (1) = B, obtengamos P, a partir de las

ccuaciones de Kolmogotov , usemos la ecuacién adelantada para obtener

Ro()= {Srtmama (O} 202,

como sélo hay dos estados

Py () = MDqioPu(t) - A(O)Pm'(;)
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= BPo:(t) d.Poo(l)
= 5[1 ’PW(I)] OU’OO(’)
= (a+[3)Poo(t) + [3

i e‘f‘*“?f [,,}'v‘-(,) : (,+B)Poo(r)] ﬁe“‘“‘”

que es igual a

[e(u'&p)lp (l) ] s‘(“"‘ﬁ)’ '

integrando de ambos lados - ,‘ e
: (""p)‘P (,) = __p__ e(u+p)1 +e
s atp

dado que Poo(O) = 1 tencmos que, '

Por lo tanto tenemos que

~
S~
[}
—
]
.
S;
<
~r

i
+

S
_ : atpLl-. :
de manera semejante podemos obténcf T

Pn(f) = —;5 + af—ﬁ ety

Pt) = £ 42 lere)

ke TESIS CON
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3.3. Teoremas limites.

En analogla con las cadenas de Markov, . con respecto. a:la - distribucién
estacionaria que vimos en el teorema 221 para cierto tlpo dc cadenas de Markov,
tenfamos que : :

a(s) —»Zn‘(l)py , para todaj & ‘E

LieB .

Zﬂ(/) ‘1

jsE Foy

y mes la distribucién es’tédohada Y édctm’us meraiguala

demostracién.

Teorema 3.8. Sea Yun p!
para algin/ € E, :

existe y es mdepcndxente del estado lmcml 1, i

ll'(j) = ZU(/(:T)

v es la solucién a

y Q es la matriz de transicién de la cadena de Markov asociada al - proceso.

De este resultado podemos obtener
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Corolario 3.8.1, Sea .Y un proceso de Markov, recurrente ¢ irreducible. Entonces el
sistema de ecuaciones lineales

HA =0
tiene una solucién Gnica 4 que es estrictamente positiva. La probabilidades limites z(/)
estan dadas por
8= M) :
”(./) =S JE E.
2460
ieB . g
Demostracton. e
Dado que v'=0Q, tenemos -
ug) = Zu(:)q, JE E

LTS
de la definicidn 3.6 Y de ,uA 0

podemos ver que' éara:’qu amba

por las p:opxcdndes de v, tene s que A es positiv despe]ando de la lgmld'\d anterior
y del teorema nntenor, tenemos quc

Cay)
”O) Zﬂ(') ,

IEE -

Del corolario anterior podemos ver que se cumple que

HP =

TESIS CON
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para todo tZ 0, tenemos que u (/)= 7 (j) Z M), pot tanto para probar la lgualdnd
ieE
antetior es equlvalcnte a

aPe= 7 B R X
: err Zn(e)a, (:)

del teorema 3.8 tenemos

i}

7(j) = lim Py (.r)

sy

;( k(:))a, o

L —hmZ t(’)Py(’)

usando la ecuacién de Chapman-KoImogorov :‘ 5

.— }l_xg P, (t+.r)
Codgin

es decir, 7P, = 7r'7 loﬁuc signiﬁcn qucmmblen kse' cﬂfnp]e AP/ =4

De las ecuaciones de KolmogorovN P :A AP: podemos ve que cuando

=30 la derivada se hace ccro es decu'tc mos ue "

a partir de aqui podémos también prbbar el cbrél’ﬂ:io 3. 8.1:
Definicién 3.7. Un vector ;1 quc s'msf'\ga ,uP, ,u es ll'lm'ld'l miedida mmmmle
Si Y tiene distribucién 7, entonces dc la ecuacién (3. 1) tenemos quc

PYi=/} —fr(/) jeE
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para todo I3 De ahf que a veces se use el término de distribucién i mvanante para habla:
de .

Ejemplo 3.6. Sea Yi;n proceso de Matkov con

-5 2 3
A=|2 -3 1

2 4 -6
las ecuaciones de #4A = 0, son

-5#(1)"'2/1(2)‘*‘3/‘(3) =0
2#(1) 3#(2)+4,u(3) 0

Una de las ccuacxones es'c ' lineal “de-las  otras ‘dos, quitamos del
sisterna la tercera ecuacién; .- GG

al resolver cl sistema obtenemos /1(2) = 72 y ;1(3) = 33. Entonces una solucién de
HA=0 yuP, = u es H= (42 72 33), y '1Iguna otra solucxon es una constante mulnplo

de estd, dividiendo a g entre: Z ,u(t), obtencmos

ist
; (14 24 11)
ﬂ‘= —-‘—’.—‘—7—‘
494949
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3.4. Procesos de nacimiento y muerte.

Los procesos de nacimiento y de muerte son una clase muy importante de
procesos de Markov. En estos procesos Y;, desctibe el tamafio de:una poblacién al
tiempo ¢, con E ={ 0, 1, 2, ... . }. Un nacimiento incrementa en uno el tamafio de Ia
poblacién y una muerte la hace dectecer en uno. Es decit un proceso de nacimiento y
muerte es un proceso de Markov con camb]o., so]o a_través de transxclones desde un
estado a sus vecinos inmediatos. : : :

Definicion 3.8. Un proceso de Markov {Y/ ; te ]R*}, con espacio de estados E ={ 0,

1,2,. } ¥ probabilidades de transicién homogeneas Se ‘denomina Pproceso de nacimiento .
de mmﬂe si sus intensidades de transicion satlsfacen las condiciones siguientes: si / y j
son estados tales que |/—/] 22, entonce R

i(u) 0

Y
ﬁ, X(”+1) pata /20
6= l(:,t—l) parai1 (3.2)
ﬂ:"‘d—k(l) pnm i20

con &=0.

De la definicién fies la ;‘n’tgmitléd de lfzad})tie')i/q del proceso y & “es la intensidad de
muerte, e e e B ’ i :

Podemos poner las 1gualdadcs de’ 3 2 mis exphcltamcntc dc la slguxente forma
usando la definicién 3.6 Y el tcoremn 35 :
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Luego entonces podemos decir que un proceso de nacimiento y de muerte es un
proceso de Markov {Y?,/€R*}, donde Y:es el tamaiio de la poblacién al tiempo 4 En
un intervalo de tiempo (4 # +4) pequefio, Y; se incrementa en uno con probabilidad
Bk + o(b) y decrece en uno con probabilidad & 4 + o(4), 0 no cambia con probabilidad
1—(Bi+ &)+ o(h), esto lo podemos poner de la siguiente forma, para 4> 0

Pk +o(h) Jj=i+1
1=(8; + B)Yo+o(k
P(Yus=j| Yi=i}= 5‘/1(“(/))”” o) /= i

o(h) cualquler otro caso

A pamr dela dcﬁmcxon deun proceso de nac:mu:nto y 'de muerte podemos ver
que la mattiz de mtcnsldad as clada conun proccso de naclmx nto y de muerte es

hacemos o : s
B
/?‘ B +6;
= e
# Bi+d;

Ejemplo 3.7. Un modelo para el cual

a0 20 [ TESIS CON
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&=, i21

es lamado un proceso de erecimiento /mea/ con inmigracién. Cada mdxvxduo s asume quc nace
a una tasa f , ademis hay una tasa exponencial & de crecimiento de la poblaclon
debido a una situacién externa, por eso la tasa total de naclrmentos cuando hay 7
personas es {3 + 6. Las muertes ocurren con una tasa e\:poncnclal g pa.m cada
miembro de la poblacién y entonces &= /5. L

Un proceso de nacimiento y de muerte se dice que es, un proceso de nawsmiento puro
si, & = 0, para todo # Un ejemplo de un proceso de nacimiento puro es el proceso
Poisson.

Teorema 3.9. La cadena de Ma:kov {X,} asociada al proceso de nacmuento y de

L
muertte, es recutrente si, y sélo si, Z Z s = oo,

=t 1 ﬂn = lPI pn

Demostracion,

Aplicamos el teorema 2.25 quitamos la fila y la columna asociados al estado O de la
matriz Q.

0O p 0 0 -

9, 0 p 0 -

Q=
: 0_,73 0. py oo

resolvamos el siguiente sistema h =: Qh, si h = 0 son recurrentes los estados peto si
h#0 serdn transitotios, resolvamos el sistema, pnra‘ cadas# 0.
/” qub/
) jso 5
h= /)1/)2
b2 = gabn + pabs
by = gsba + psly

>
3

= qu[ln -1 +/h/ln0'|

TESIS Cen
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como b, (gn + p,,)/;,, aplxcando lo anterior a la primera ecuacién
S ,(ﬂi +p1)n = prn
~ q_:]n =pt(h2~h)

a4y =h—h
en general

(qn +Pn)bn = q./h-d +Pnbn+‘l B
>=‘pn (bn +I /h )

qn (bn - bn-l )

g g
L—— bn— —bn-
S

e,
SR T A
Pabui P2 ¢ ")

= In9n-1""" 929 bl
Pabart P2y

Entonces hay una solucién acotada, no ceto si, y sélo si, sup ha < 00, como se puede

observar 4, es una sucesion creciente, por lo que sup by = hm bu, luego

lim 4=y + Z( il b)

n=}

- ,} + FnGur " qqu b,
: nz=|:}lnpn-l *Pah

= qnqn-l 9291
|14 ) Aeta=l J2L
l ( nz_l: Prbaey o P2y ]
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como sup bs < © .e5to se cufnplc s6lo si M < o0, lo que sngmﬁca que esto

b Lalaei p 2h .

sucede sx, y so]o si, los estados son transitorios, lo que slgmﬁca que los estados son

recurrentes si, y sélo’ si, Z h''ds = 0, por dltimo de
n=t P1"° Pa

L 1= g -
Bi+9; S Bi+6;

h=

tenemos que
2.9
b B =

por lo tanto

B
nzﬂll ﬂ. nz=1:/’|"'Pn
K O

Teorema 3. 10 Para un proceso de nacu'mento y: de muerte hay una solucién 4 o

propotcional a clla para,

pA=0
y R ,u(n)—%;iu,uw) n=1,2,.

Demostracion.

Haciendo el producto de ,uA tenemos el siguicntc sistema de ecuaciones

(O)ﬁ) /1(1)51

(6, + ﬂ)/l(n) = ,6,,4;1(:1—1) + Gprigi(n+1) patan =1,2,.
luego

,Bo

H() = G0)
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Bl ) — S(r) = P - — Prap(n-1)

como se puede ver tencmos un sistema fecursivo, cuya solucién depende de ;1(0), dado
2(0) el sxstcma ne y' lamente una solucién. . .

o By Bas
AL

(0)

se chmman entre s1 los dos termmos con’ 51gno negnuvo

5k+w(/e+1)-ﬁ/cﬁ° "’*- 4O)

luego entonces G
ﬂo Lo BiBs

(/e'“) = H0)
840k

es la vinica ya querpn"m cdhlqmer #(0) seguiri siendo proporcional.

Corolario 3.10.1. Sea {Yr,1 € R*} un proceso de nacimiento y de muette, si la cadena

de Markov {X), }ns1 asociada al proceso es recurrente, la medida estacionaria de { X} a1
cs :

o)y = MU(O) n= 1’2;
l see n N B
Demostraciin.

Del corolatio 3.8.1 £ R
vy = M), n € E,

y del teorema anterior
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ity = B By

o7 G,
luego entonces

o) = A b ”“ fy HO

ycomo A = f,+ & ; . “ L
| —(ﬂ+5)ﬂ° f;"#«))

- /:‘.,-‘-' Sy 0(0)
(ﬂ+5’) 8 5lx(0)

3 - ﬁo ﬂn-l U(O)
5,
(ﬂ + ) ~e, 4

B 8
545, ”'v p +5,

como Pi

—(ﬂ +5)Pl P,-l (2]

q qn—l 6::
='.'P|"'p~-41' . ; - U(O) ]
IR L) SR
) ﬂn‘:’;sn
por lo tanto  u() =‘b'—h V) ,n=1;2, ...
: q"“q.‘"_g L ;
R a
ﬂ.-x :
=1+
Sea S é 5 5

Corolario 3.10.2. Sea {Y: , + € R*} un proceso de nacimicnto y de muerte, {Y;,/ €
[R*} tiene una distribucién estacionaria si, y sélo si, § < <0, y en este caso :

=1
m0) =3
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Dermostraciin.

Para- poder -obtener una- distribucién: estacionatia  del corolatio  3.8.1,

> u(n)<on,

neE

Zu(ﬂ)—#(0)+ Zy(rr) L

entonces {Y:, ¢/ € ]R+} nene una dlst.t‘l ucién’ estacxonana 51 y solo si, S <o,

Del corolario 3. 81 ﬂ'(j) = Zl"f;()) s/ € : E y del teorema 3 10 ,u(n) '6;_—'%;'-;1(0)
i S T T
n € E, tenemos que : : '
1.7
S0y == -

W=g

1 BBy

”(”,)‘ § 6,6,

’ a

3.5. Ejercicios.

Ejemplo 3.8. (M/M/1/0 ) Del ejemplo 3.3 y 3.4, la llegada de los clientes sc comporta
como un proceso Poisson con parimetro # y el tiempo de los servicios sigue una
distribucién exponencial con parimetro 4, consideramos que sélo hay un servicio y no
hay ninguna restriccion con respecto al nimero de clientes permitidos en la espera del
servicio (en la cola). El proceso Y = {Y;, ¢ € R*} nos indica el nimero de clientes ¢n la
cola al iempo 4, como podemos ver ¢s ¢l proceso Y es un proceso de nacimiento y de
muette con

- TESIS CON
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Beheemay s -

y
(0 1 0 07 0 «)
b o . :a;; 0
atb - atbh
- b a
={0" 0
va - a+b: G ath
00 0
L 0.0 0.0 )

o feo snaZb

s 0N I
fe—— 51 a< b
\=r
Entonces si r <'1, tiene cl proceso una dismbucxon limxtc, usando el resultado del
corolario 3.10.2 S

\ n(/)=(1_r)r), j=0,1,2, ...

| Si r21, entonces P[ Y; =7] — 0 cuando # — . La razén r es lamada la sntensidad de
! trdfico del sistema,

Ejemplo 3.9. (M/M/1/m) Vamos a considerar el sistema de colas del ejemplo antetior
pero con una variante, que tiene una capacidad finita de dnicamente  clientes
(incluyendo el que esta siendo atendido), lo que quiere decir esto es que si en ¢l sistema
hay m clientes, entonces al llegar ¢l préximo cliente no se quedard a esperar, el cliente se
va y no tegresa. Los elementos de la matriz de intensidad son:

ﬁ)=,3|="' =ﬂ”_|=a,ﬂ”,=0 y S = =G, =b

. . , _a
la intensidad de traficoes r= —,

b
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s =)= ——sir<

Entonces si 7 < 1, t:ene el proccso una dlstnbucxon limxte, usando el resultado del
corolario 3.10.2. -

RIS S L
=T
I A=ri ol e

sir=1

1 v
= i=0,1,2, ...
(/) —1

Ejemplo 3.10. ( M/M/m/®) Consideremos un proceso igual al del ejemplo 3.8, pero
ahora consideremos que de lugar de un setvidor se tienen #, es decir, las llegadas al
servicio son un proceso Poisson con patimetro @ y los tiempos de los setvicios se
distribuyen como una exponencial con parimetro b, hay  servidores, el tempo que
tarda cada uno en atender a un cliente son independientes uno de los otros.

Si hay i < m clientes en el sistema entonces i servidores estin trabajando
independientemente uno del otro, entonces

x(i)=a+;ﬁbr
si £ 2 m entonces m servidores estin ocupados y :
Mi)y=a+mb
L=fh=-=ay & =[7,5z=2‘b‘,...,5,,=mb,5,,+1=mh,...

o bien, para la intcnsidad de salida

5= {ib sii<m

mb sifi2m
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la intensidad de wifico r= &-sena
l
e a SRRSO
. — 81t <m
ERRS I R
r=

e Ll
—sift2m
mho

usando el teorema 3.9, el procéso’cs rccutrente,'si, vy sdlo si

n=l l = ""‘
e st
Por otro lado
ﬂo Do Baey ""
S=1+ B, =1+
Shba s

a=l 1 n=l

n-l

/-1+Z

= o

a
S<wedr<i, rcnestecaso esr= -—b
SRy 7

§=1 432 44 1
Chmnld” omlb” 1=r g

El proceso tiene una distribucién'cstacionéri’a si r<1,ydel corolatio 3.10.2, a( #) es

ﬂb“'ﬂ.-l" :

5,8,

W=

M@=
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=S5

mSn<®©

S b

Ejemplo 3.11. En una central telefénica, con  lineas, las llamadas legan a la central
telefénica como un proceso Poisson con parimetro 4, el tiempo que dura cada llamada

tiene una distribucién exponencial con media y , las llamadas que llegan cuando las »
lineas estan ocupadas se pierden, consideramos el proceso Y = {Y, # € R*}, donde Y;
representa el niimero de lineas que estin ocupadas al dempo 4, el espacio de estados de

este procesos es E = { 0,1, ..., m}, bajo las hipStesis que se han hecho, es claro que el
proceso Y, es'un proceso de nacimiento y de muerte, con

Bo=pi= - =fur=a,fn=0y 6 =b5E=2b,...,00= mb

& a”
_1+Zﬂ0 n—l _Z”lb' ,

n= l n =0

Luego entonces su distribucion estacionatia es; ./ -

la igualdad anterior se denomm'n formula de pc:dlda de Erlang.

Asi conociendo 7 podemos saber cual es la probablhdad estacionara de que el sistema
se encuentre lleno

e z.;.‘
") = 1+/+/,,,,+ A
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Ejemplo 3.12. Una fibrica consta de » miquinas y una sola persona para repararlas, el
tiempo: que " tarda -una miquina antes de - descomponerse sigue una distribucién

exponencial con media / cada miquina funciona sin f:illais independientemente una
de la otra, cuando esta falla se manda a reparar el ncmpo de reparacién se comporta
como una distribucién exponencial con media / El proceso Y =AY, t € R*},

donde Y; tepresenta el nimero de miéquinas que ‘se encucntran descompuestns al
tiempo 4 el espacio de estados de este procesos es E =< {0 Lmy, st Y, =,
sxgmﬁca entonces que hay m — ¢ maqumas funcionando, el uempo dc la préxima falla
serd una exponencml con parimetro (77 — i Ja. Es clato que cl ptoceso Y, es un proceso
de nacimiento y de muerte, con o !

Lo=ma, f=(m-N)a,. ,B,,,.:—a ﬁ,.—O yé': &= ‘;5m#b

El proceso Yes finito y por tanto rccunente, e -_'

2, (= @)0)e”,
B

: 'j =0,1, ..., m

Dec  aqui podcmos calcular el ynum
descompuestas - :
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“Ejemplo 3:13. Sea Y ={Yy;+ € R*}, un proceso de nacimiento y de muerte tal que,
fi=ia,i20
& =0paratodai
como se puede observar es un proceso de nacimiento puro, aqui cada uno de los
miembros de la poblacién actia independientemente y los nacimientos ocurren con una
tasa exponencial 4. Este proceso de nacimiento puro se le denomina proceso de Yule.
Supongamos que el proceso de Yule empieza con un individuo al dempo cero es decir
Yo = 1ysea T;, /2 1 el tempo entre el (#1)-ésimo nacimiento y el /ésimo nacimiento,
por como hemos planteado nuestro proceso, tenemos que, los T; son independientes

con distribucién exponencial con parimetro /a. Luego entonces

P{Ty<t} =1—exp=

P{Ty + T2s¢}

I

!
J.P{T, +T, <t T, =x}aexp™ dx
0

!
0-;

J'(l’ exp 2"(""))acxpk“xdx

I

I(éx_’p V—C‘(p'z" exp )
S0 .
= (l—c:’xp"”)2 ,
P{Ti+ T2 +Ts< l} = J‘P{'I} T +T; S!]T, +T —x}2aexp-“x(1 e‘{p'“”)dx

(1 —exp*(-) 2aexp'“(1 ~exp ™ )dx

Ob,“

= (1 vc'(p"‘” )J

y en general se puede demostrar por induccién -
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El evento {T1 + T2 +T3 B
decit, P{T1 + T2 +T3+

Asi hemos encontrado que, cuando la poblacién comienza con un individuo, el
tamafio de la poblacién al iempo ¢ tiene una distribucién geométrica con media exp«.
Entonces si la poblacién comienza con / individuos el tamafio de la poblacién a tiempo
¢ es la suma de / variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
geométricamente, lo que nos da una binomial negativa,

f—=1 ji
P{r) = (i_i)cxp«n’(pexp'“‘)’ iz

15 d Kbhnogo;qv’l (teoreng 3.7

Si usamos las ecuaciones adela

pata cl proceso dc Yule obtevndnamos que ’
(,)_ i Py t)
P,-;(r),= Ut Ja Pw( iii"éja‘Py< n
para la primera ecuacidn, mulnphcando ambos ]ados por exp téx}erﬁoé

cxpw[ (t),+ ,'q pﬁ(,)lz 0

que cs igual a

2 [exp P )] = 0
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integrando de ambos lados
exp Pu( t) =¢

como P{0)=0 entonces e= 1 :
k - P,( t) = exp
Parala stgmente ecuaci6n, multlpllcando ambos lados por exp » tenemos
et [ P'(r) +J”Py(’) J= e =1 )P
que es igual a-

—-[exp”h(t)]—exp G=1)a Pa(r)

integrando de ambos lados.

. Ciy ‘
cxp/‘f” Pi;(") = Iexpj? (j—’l)aP -1 (I)df
: ° ERRED _

kP.'.(k_t) .’_".,U_i )a"éxp'j"' |exp™ Py (s)ds

Podemos obtener Pi{ ) rccursxvamente, y podemos venﬁcar que este rcsultado
coincidira con : :

O - (ﬁ-q)én;w‘(r—,e%f*),"f i

obtenido anteriormente,
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Conclusion.

Como mencione al inicio, cubrir en un solo trabajo todas las aplicaciones y la
teoria desarrollada de los procesos estocisticos, es pricticamente imposible, por lo que
en cste trabajo nos enfocamos a dar los conceptos bésicos de los procesos estocasticos,
asi como enfocarnos al manejo de un tipo de procesos muy importantes como es el
proceso de Markov, para tiempo discreto (cadenas de Markov) y continuo (procesos de
Markov). El presente trabajo cubre entre un 85% a un 90% el temario de la materia de
procesos estocisticos I de la carrera de Actuaria, en esta tesina al ver el capitulo tres,
referente a los procesos de Markov, permite a su vez dar un vistazo al curso de
procesos estocisticos 11

Muy seguramente harin falta incluir mis ejemplos al trabajo, ya que a final de
cuentas cs por medio de ellos como se llega a conceptualizar mejor las aplicaciones y
dada la gran cantidad de aplicaciones de los procesos estocasticos definitivamente
nunca serdn suficientes los cjemplos contemplados en cualquier texto. Pero considero
que con los ejemplos presentados se cumple con el objetivo, de que estd tesina sirva de
apoyo a la materia. Muchos de los cjemplos aqui presentados sc resolvieron en forma
general, para poder acostumbrarse al nivel tedrico que se requicre para entender los
temas subsiguientes, ademis de que permite al lector buscar aplicaciones directas sobre
dichos cjemplos, asi como, a modelar problemas planteados desde una forma general.

El capitulo uno, se puede cubrir dentro de los siguientes capitulos, por lo que
no cs indispensable empezar con €, salvo algunos conceptos que se requicren como
son los que estin en el primer punto de dicho capitulo, como ya se menciono, la
intencién de su desarrollo fue para empezar con ¢l mancjo de modelos mis sencillos y
que posiblemente hasta ya se hayan visto en algin curso anterior y que esto ayude a
entender mejor lo que son los procesos  estocasticos.

El capitulo dos de cadenas de Makov, es el mis desarrollando y también es el
tema mis completo que sc presenta en estd  tesina. Para un estudio mds profundo y
detallado sobre la teoria y la aplicacién de las cadenas de Markov, se recomienda
* consultar, el Parzen, el Brémaud, el Cinlar o ¢l Hoel, Port y Stone.

En el capitulo tres ( procesos de Matkov), no se profundiza mucho en la parte
tedrica, como sc hizo con las cadenas de Matkov, ya que sélo se buscé dar cl
equivalente a las cadenas de Markov pero considerando el tiempo continuo, si bien no
se profundiza tanto, si se ven aspectos importantes referentes a su teoria y su uso cn los
procesos de nacimiento y muerte. Ademis se pucde consultar para un estudio mas
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detallado el Ross[l996], Km:hn y Tay]or, el Isaacson y Madsen y el lea: los ‘dos
Gltimos mis teoncos que los do Vpnméros S ;

En genetal cl u:abz]o aqm presentado sitve pata poder seguir el estudlo de los
procesos estocdsticos a mis detalle o en textos mas avanzados. :

En esta tesina pretendo que sitva como material de apoyo pata un primer curso
de procesos. estocisticos I de la carrera de Actuaria, por supuesto que el matetial que
aqui se presenta no deja de ser susceptible. a mejorarse, de hecho, espeto que sea el
comienzo de un material mis serio y profundo.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |

110




Bibliografia.

[1987]
[1981]
[1998]
[2000]
[1988)

[1974]
[1983]

[1975]
[1976]

[2001]
[1980]
[1976]

[1972]

-and Sons, New Yo:k

S. Asmussen, Applied Pmbabllxg' and Queue: John Wiley and
Sons, Chxchester ,

B."R. Bhat, Madmx Pmbab:lzg T/Jeagy .AII Intadtm’agy Texthook, John Wiley

.P. Brémaud, Markou Cb_am: szl:.r Fte :’, Moﬂle Car/o Simnlation and Quenes,
’ Springer, New York. R

Z. Brzeznnk y T. Zastawmak"Bam .S‘tot/m/u Processes, Spnnger-Vetlang,
New York. o ;

Y.S.Chow y H. Teicher, Pr. bx/: : T/J;qg', Independence, Interchangeability,
Martingates, Spnnger Vex:la k' e
KL Chung. A Conrse in Probability T/Jeogi, Academlc Press, New York.

KL Chun:”'T Jemséntal :Pmbabzlzdad 'y Procesos Estocdsticos, Reverté,
Esp'ma R ' :

E. (;mlar Iﬂh‘odwfwn ] Slo:lza_rtw Processes, Prenuce-Hall New_]ersey

R.Coleman, Pmcem Eistocdsticos, Limusa, Mexxco

J.IL Dommguez Diserio y Andlisis de Mode/o: e Pm btﬁdaa’ “Iberoamenca,
México:

V. Feller, Infrodcidn a la Teorla de Pmbabz/zda : }_/gmﬁo):é: Vol 1, Vol
I, Limusa, México. :

D.L.Isaacson y R.W. M'xdsen, Mar ; Dj:a/ﬂdApp/imliom, John
Wiley & Sons, New York. - e

P.G.Hoel, S.C. Port, CJ Stonc, I/Ilmdl/rlwﬂ 1o J’/or/;amc Processes, Houghton

W TS CON
FALLA DE ORIGEN




Mx{ﬂm Boston

[1975]

[1994) _] Medh1 Slochassic Processes, ‘john leey and Sons, New York.
[1974] - AM. '
[1972] ]

[1999]“' BT
[1987) *

[1992] .1
[1980]

[1996]
[1973]

112




	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Nociones de los Procesos Estocásticos
	Capítulo 2. Cadenas de Markov
	Capítulo 3. Procesos de Markov
	Conclusion
	Bibliografía



