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Resumen 
En este trabajo se reproduce por completo el análisis del flujo auto-similar detrás de una onda de 

choque implosiva con simetría esférica en donde se excluye la gravedad, la viscosidad y la radiatividad 

del gas. Éste análisis, conocido también como análisis de Guderley-Landau-Stanyukovich, sigue los 

pasos de la solución al flujo auto-similar en la explosión fuerte presentada por primera vez y en forma 

independiente por Sedov (1959) y por Taylor (1950). 
So presenta el resultado de la imposión auto-similar en una nube típica del medio interestelar 

considerando en ella una densidad do partículas constante. Al observar los parámetros de la solución 

para este caso se encuentra que en las últimas etapas las cantidades hidrodinámicas del fluido detrás 

del choque toman valores muy grandes. En particular la velocidad del flujo tiende a infinito conforme 

la onda de choque se acerca al centro de la nube. 

Esto motiva a calcular la extensión relativista de la implosión auto-similar con simetría esférica. 

Utilizando el equivalente relativista de la explosión auto-similar .esféric=.a presentada por Blandford y 

McKee (1976), seguimos los mismos pasos que CI1el caso no-relativis~a para obtener la solución al 

problema de la implosión. . .. ···~<Y:.:· 
El análisis relativista se aplica nuevamente al caso de:fo.:implosiónauto-similar en una nube del 

medio interestelar. En este caso la8 presiones e~d~hJ;:r~~~e';í<l~'·íJ~;~·i~enerar Ja onda de choque son 

mucho mayores que en el caso no-relativista. J'.·: ,·~';,/{·f:\.]Jif{i~~~f¡~~rnrr~f~r~ . 
Por último se presentan los posibles ambientes.astrófísicos':doride·üna implosión tiene lugar. En 

un análisis de la estabilidad gravitacional del;ft~id6 ~i{ciJ~ciJf§é~~'cfüeiitia:~ue la formación estelar es 

improbable para una onda de choque hidr~di~ámiC:~·a~,_.~~t~~~i¡';'ki's~ ~on~luye que con el objetivo de 

explicar ª detane la formación estelar es nec~;¡a.;,.i~~-~~Afj~~;,.-~~ ,!~~:e:~ni~~s magnético y gravitaciona1 

así como la radiación del gas en el proceso de im~losióll.J/ 

., 
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Notación 
En el presente trabajo se utilizan los símbolos: 

p = densidad de masa 

v = velocidad 

p =presión 

T = temperatura 
.. ~ '. ' ·'..: . ..·. . . ': 

a'= vélociclád del sonido 

e= veloc'i~~~·d~'la luz 

M = nilmero de Ma¿h .•. ' 
€.=energía interna'.~o~relativistá por unidad de volumen 

e ~EiP ~~~~'.i¿1~ ilfte~ha 'rio--;elaUvista por unidad de masa 

s :::: éntr~~í!l'. 1~6;'u~lcl¡¿dé ni~a (e~tropía específica) 

w ·= ~~ta1pf¡-:=:~~J~.cífi.ca>::~ -:-.L 

'Y.= (1-'.
1

(~¡~}2)'~12 '.~:gf~~f;(}~'de Loren~z. 
n = nurné~o de ~ártí~ul~ ~or;~r.iiclad de volumen propio 

e= energíaih1terna relaÜ~ista por unidad de volumen propio 

w = entalpía reÍ~Üvista po~ unidad de volumen propio 

. u = entropía: por unidad de volumen propio 

K, = í~dice polit~Ópico 
'o- .. . ·. 

Se considera implícita la suma sobre índices repetidos. Los índices latinos en vectores toman valores 

1,2 ó 3 en r~ferencia ~)~';diinensiones espaciales, (x1, x2 , x3 ) = (x, y, z). Los índices griegos a, /3, ... 
toman valores O, ·1;·.2 ó 3 r~·firiéndose al tiempo xº = et y espacio, x" = (et, xi). El tensor métrico para 

el espacio-tici1~po el~ Mh~kowski es 7700 = 1, 77¡; = -1 para i = j y 17ii = O cuando i =F j. 
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Introducción 
Las ondas de choque en hidrodinámica se producen por discontinuidades en la presión o la energía 

interna del flujo de un gas. Cuando los gradiantes de presión son muy pronunciados, el gas experimenta 

velocidades supersónicas mientras avanza sobre el fluido a menor presión. 

En el estudio astrofísico de la interacción entre ondas de choque hidrodinámicas y el medio ambiente 

sobre el cual se propagan, la interacción con nubes de gas ha sido un tema recurrente. Los intervalos de 

energía observados en los choques astrofísicos varían desde los choques débiles de vientos estelares -con 

velocidades de propagación v. ~ 10 km s-1 , hasta los. choques fuertes provocados en explosiones de 

supernovas -donde el choque avanza sobre el medio interestelar {MIE) con velocidad v. ~ lOOOkm s- 1 

{McKee y Hollenbach, 1980). En el caso extremo de flujos supersónicos, se encuentran los jets producidos 

en radio-galaxias cuyo gas se mueve a velocidades comparables a la velocidad de la luz {Begelman et 

al., 1984). 
Las onda.S de choque en el cosmos son detectadas por la radiación que emiten. Al calentar el gas del 

medio interestelar; las ondas de choque dibujan una estela radiativa detrás de ellas que por lo general 

ioniza ¿i¡g~-ii~'~hocado. El gas chocado se enfría mediante distintos procesos que, dependiendo de la 

temper~tura,·éliiit~n radiación característica del estrato post-choque. 

En muchos' casos; sin embargo, el tipo ·de radiación observada detrás de una onda de choque es 

indicativa de obstáculos en el flujo del gas chocádo. En el caso de los choques de mayor dimensión, se 

c.onsidera que las nubes del MIE con mayor densi'dad son asaltadas por el choque sin destruirse. Esto 

genera ciertas inhomogeneidades observadas en el gas chocado {Mckee y Cowie, 1975). 
I,as evidencias observacionales de tal efecto tienen lugar tanto en el gas detrás de una supernova 

{Reynolds y Ogden, 1978), como en el gas detrás de los chorros de gas o jets generados en radiogalaxias 

(Best et al., 1996). En ambos cásos se han desarrollado modelos de interacción de las nubes de gas 

con el choque (ver por ejemplo Mckee y Cowie, 1975; Mendoza, 2000). En ellos, sin embargo, no se 

considera la posible implosión hidrodinámica que puede sufrir la nube en su interacción con el gas 

chocado {Woodward, 1976). 

El estudio del gas detrás de una onda de choque y su interacción con una nube fría del MIE es de 

gran importancia en astrofísica. Este tipo de sucesos resulta de alguna manera favorable en la inducción 

del colapso gravitacional de la nube resultando en la formación de nuevas estrellas. 

En el presente trabajo se considera la interacción más simple que puede c:íC:~~rÍr entre una nube fría 

del medio interestelar con el gas caliente que sigue a una onda de choque de .l\ut~~ergía. ·Para tal efecto 

suponemos que una nube esférica se encuentra inmersa en el gas chocado y,qu~·&'·aiferencia de presiones 
· .... ·.:."' .::';-,-·.:·•. ·. 

entre los dos medios es tan grande que se genera una discontinuidad en la presión al borde de la nube. 

La hidrodimímica del gas en tales discontinuidades para los casos nci~icÍni~rio·irelativista se describe 
· en. los capítulos 1 y III de este trabajo. . ·.· ' •2i'.> "• · • 

En ambos casos la discontinuidad de presiones entre el gas ·de la· :lüb~ y el gas envolvente produce 

~na onda de choque implosiva con simetría esférica que avanza.sO:bi'e.i~iillbe; Utilizando la aproximación 

del flujo adiabático no radiativo ni auto-gravitante se pre~entii.'~Carl!Í.Üsi~ del choque que converge a un 

punto para el caso no-relativista ( ver capítulo 11); Pari,cl ca:s9· de velocidades de flujo cercanas a la 
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velocidad de la luz, como sucede en el·ga8 dentro:de·los-jets':_de riucfoos de galaxias activas, el análisis 

de la implosión en el dominio dé la relati~idad·~~~e~i~l s'e 'd~~~~ibci\in ef~apítulo IV. 

El objetivo principal de esta tesis es caracterizar la implosiÓn de ~na nube en el mayor intervalo 
. .:.· : .. .. ·'' .. ,.,¡'.:··:.-'.:·-.-.. - ··-.. ·-, 

de energías posible, Con los valores asi~tóticos de las carítid~desj;i&odlnámicas en la nube chocada se 

evaluará la estabilidad gravitacional del gas (ver capítulo V)~ c~ri es-to seconslderará la posibilidad de 

formación de nuevas estrellas. 

Un segundo objetivo en Ja descripción relativista de _este fenómeno es completar Ja explicación 

del tipo de radiación alineada en óptico y radio que se observa a Jo largo de los chorros de material 

expulsado por el nucleo de las radio-galaxias {Best et al., 1996). La radiación observada a grandes 

distancias del nucleo de las galaxias activas, es indicativa de obstáculos en la trayectoria de los chorros 

o jets generados en el núcleo {ver figura 1). Los mecanismos de formación de estos nudos a lo largo de 

Jos jets extragalácticos no están muy bien entendidos. 

A escalas estelares, la presencia de radiación observada a lo largo de los chorros se explica de manera 

distinta. Los llamados nudos en los jets estelares tienen su origen en el choque del gas propio del jet 

y. el ambiente del medio interestelar y en los choques internos del jet mismo. Una de las causas de 

radiación son Jos choques internos en los jets que producen expansión y recolimación del jet a Jo largo 

de su trayectoria (e.g. Canto et al., 1989). En modelos más sofisticados se han considerado variaciones 

temporales en Ja expulsión de masa·en ·Jos chorros estelares. Esto parece ajustar correctamente a las 

observaciones de jets en objetos HH (ver por ejemplo Masciadri et al., 2002). 

La radiación anisotrópica y con patrones poco definidos en el caso de los jets extragalácticos nos 

motiva a considerar el caso alternativo de la interacción del jet con una nube de gas como describimos 

también en el último capítulo. 
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Figura 1: Irmíge11es del racliot.elescopio Uh'.IRT sobrepuestas a i111;ígenes del telescopio espacial Hubble 
para radiogalaxias del caliílogo 3C. A lo largo de los jets se observa un alineamiento en la radiación 
en las bandas óptica y de radio. Los contrastes en el espectro de tal radiación indican la existencia de 
choques a lo largo ele los jet.s (13est. et. al., 1996). 

1 
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Capítulo 1 

Ondas de choque y flujo similar 

La inspiración existe 

pero tiene que encontrarse trabajando. 

P. Picasso 

En este capítulo se presentan las leyes de conservación en la mecánica de fluidos no-relativista. 

Dichas leyes son utilizadas en la descripción de discontinuidades que se presentan en un fluido. En 

particular se analizan las discontinuidades conocidas como ondas de choque. Después de enunciar las 

condiciones para generar una onda de choque y su efecto sobre el flujo unidimensional, se describe el 

movimiento sujeto a parámetros característicos: el flujo auto-similar. 

§1. Dinámica de fluidos ideales 

En la descripción del movimiento de un fluido se deben considerar las cantidades conservadas en su 

trayectoria. Para determinar formalmente las características del flujo tomemos un elemento de fluido, 

es decir, un volumen de fluido mucho más pequeño que el fluido en consideración. Este elemento de 

fluido es lo suficientemente grande para que en su descripción no sea necesario considerar la interacción 

de cada partícula que compone al fluido. Cada elemento de fluido está caracterizado por dos cantidades 

termodinámicas, la presión p y la densidad p. Cualquier otra cantidad termodinámica se puede calcular 

mediante la ecuación de estado y las leyes de la termodinámica .. El movimiento del fluido está descrito 

por el campo de velocidades v. 

La conservación de masa o ecuación de continuidad, expresa 'que' ~nausencia de fuentes o sumideros, 

la masa que entra en un volumen fijo debe ser la 1nisirii'qüe':~~·1e'.:E:111 ~tra8'i:>a1~bras 
•'1;' '•';.:: -.'~;~'\ :~.::)-~'.~~?- ·: .. :'.:~·;o_, .. ' ... ; 

(1.1) 

Integrando esto sobre un volumen fijo .Ose obtiene,' · 
. . :.o.'.'· '' ·. 

·.··. ;t/Hav"~ ~¡ pv; dA. (1.2) 
n ·.•· on 

_,__, _ _;__~---·-· 
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Esta es la forma integral 'cie Ja ecu~ción·de ~ontinuidad e indica que el cambio de masa en un volumen 
n es igual a Ja'cantidad de fluldo~uee-ntra; menosla que sale a través del área que Jo limita an. 

En la dinámica de gases ideales, es de~ir, ga:ses en los que la conductividad térmica y la viscosidad 

son efectos despreéiables en el rriovi~iei'ito del fluido, Ja ecuación de movimiento de un elemento de 
fluido es la llamada ecuación d~ E~ler, -. · 

•;·,:. 
í:iv' 1 --­
- = --Vp. 
dt p 

(1.3) 

Esta ecuación repr~senta la s~gunda ley de Newton ~ar~Jiuid()s.,Lacantidad pdv / dt es la aceleración 
multiplicada po~ i~ ;~a8a por unidad de vol~meÍl d~ .lin: ~l~~ent"o de fü~id~. El' gradiente de presión 

representa entonces la fuerza por unidad de volumen que sé eJer,ce sobre un elemento de fluido determi-
nadot. - . . 

Por ·otra parte, la ecuación de conservación de la entropía 

ds =O 
dt ' 

impone ún·movim!ento adiabático de cada elemento del fluido. 

(1.4) 

En las dos ecuaciones anteriores, Ja derivada temporal d / dt = a/ 8t + v · V es el cambio total en el 

tiempo de cualquier cantidad en un elemento de fluido. Esta derivada es la derivada total o Lagrangiana. 

A'partir de estas tres ecuaciones se pueden construir dos ecuaciones de conservación que comparten 

la estructura de la ecuación (1.1) (Landau y Lifshitz, 1987). La primera es la conservación de energía, 

~ (!pv2 +pe) =-V.· [pv_ (!v2 + w)], 
8t2· ' -- "2' 

(1.5) 

en donde e es la densidad de energía illter~a io~ÜI1idad;i:te'.rn~a~ >La densidad de energía (energía por 

:·~:d+d; ;:'~~~.:;~~1~~~~iilY~il~!i~~·,Íá~~1~~~~~ d, '"""" ~ pv (·' 
1

, + w) • =· 
Al integrar la ecuaéión·.(L5)·si:ibre!,ií1i';,vóJÚmeÜ''fijo>ny:fuim:rido el teorema de Gauss se obtiene 

.· . .. . . ii~k~~IS!!~~lt!tl~9~~;,:; w) l · dA. , ... 1 

. . ·.-.-;·--.--~?:·:_,;):~~;:~··-~f~~:· .. '-~~-)~/:T~~::~_(\;,i\!:~:)~~z1\-:\~;_::·:.·, _·->,:.f·. ~. - . _,: . -- . . ,_-
En esta igualdad el miembro. 1zqmerdo es.Ja·_taza;de:_camb1o;de.energía en el volumen n. El segundo 

· '· .. _-_.v.,: -"'.;<::_'_:-J .. 4:::·.?-qJ.~\Jf"~i-~/f:;:f:~:~y>·-~1~~-::~~;:-~·:.;t{,~H":,1:,·.v~·~\0- ~?',~ .. -: ... _;..-~_.. __ ~. ·,"· __ :.:_:,_· :: ._ -~ -;.. . '·'.':·~-• ··--'- ¡.,. 

miembro es Ja energía neta que eritia'ál'-\iohímen';por· la'súperfiCie 8Jlque Jo envuelve. . . 
·: ··: ·:> ... · ~· :L ~;::·f't;-;.;. _\-~1:.-,:::-::.ú~;~;.:;,~~ :j:i'-"~)·;:;;:s-.:.f.'2"\;'.:3:'1-'.,~-; :,:k-\,f~" ~ ;:··:f7-~:,>:-t:¡;',;i"l.:~·;·;:({ ~ :··., .... ;:.:,;et ,1 ·:,·~·.;_. . : '.. ,, . \,'..:.it. ~ :.,~ . .,. · ·, :::,~·.::i· .. , · ; 

De la misma forma se p'üede Constfúií:, úri!i: ecuacióri' •de conservación. de momento. Definimos la 

densidad de momento como pv,~~6 ~~-q~~·· ;{;(,:_fo~,\~:.···;%'.\':,~, --- - - . 
·~'-·-· -·e •a(~~¡)·~'·'-''aITí~ 
~ =- 8xic' (L7) 

1 En el presente trabajo, la descripción del flujo -_no inCluye a la .fuerza de gravedad del gas mismo. La justificación de 
tal aproximación se presenta en el último capítulo: - " -- .. 

1 Esta energía interna tiene una expresión bicri _conocida en termodinámica: de = Tds - PdV = Tds - P / p2 d (1 / p). 
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donde Vi es la componente i-ésima de la velocidad y el flujo de mom~f!táes Un tr:~sor de rango-2 dado 
--.. - -. ·-· - '. - . . , , _,_,_--_-~e,.-.-.:~ _;_·_:f;.;;-;"::';-:.,-:, ._ - ·(·· ::'". ::·. -.--· ;--. , 

por IT;k = pó;k + pv;vk, con Óik el tensor unitario. . . < .· .. · 

Integrando la ecuación (1.7) sobre un volumen fijo il se,obtierie 

:,¡"")d~} ~~;0~~ .. ~¡~ .. ; dA, (1.8) 

donde se h~ intr~ducld~ dA~ ;,;, rirciA'~~~ri~~ü:it;é~t'~;'t~Íit;,rÍo nor~nal al área an. El lado izquierdo de 
- --'-'-·:e;·_;·: ": . >!--·~·:,. :_;:~'.', ··; -,-,,: ·-:'-,:,~/;.*''""-'f.\>j'.'A'~--'-.'.,~~*.;':¡_->'}'í~'. '}•,_._:( -~--,·---:~ ·. -· . '.'" .· · .. ·_\· .-, 

la expresión anterior es Ja· taza dé caínbfo'del moiíie#to t.otal contenido en el volumen n De ~qui que 
:. __ -_··:. __ , .. - ·· -·- ""- · .. · :,·:. ·:.::·_·;·~··::·-~-~; ;:.).'~=-·;·:":':-::·_;1:~'~:.~:-- .. x·:·_. -.:,. _ , , __ .,··,",·---'-·.· .. '· ·, __ ,. 

IT;knk represente el flujo de la componente'i.::e.s1ma del momento a traves del area cuyo vector, normal 

es nk. 

Las ecuaciones de conservación de masa, energía y momento presentadas son de gran importancia 
en la dinámica de gases con discontinuidades como veremos en la siguiente secclóri.'' :, ' : ' .·•. ' 

§2. Superficies de discontinuidad 

Para comenzar con el estudio de las discontinuidades en los flujos debemos considerar los cambios 

que experimentan los fluidos en su dinámica al ser perturbados. Una perturbación óp en la presión es 

una compresión cuando óp > O y una descompresión (también llamada rarefacción) si óp < O en el 

punto de la perturbación. 

Las perturbaciones a primer orden en las cantidades físicas de un fluido ideal generan ondas que se 

propagan a la velocidad del sonido (Landau y Lifshitz, 1987). a·= (8p/8p)!12, dondes es la entropía 

específicat . Esta es la velocidad de propagación de la información en fluidos. 

,Cuando un fluido presenta cambios drásticos en las cantidades físicas que lo describen, los gradientes 

pueden ser tan grandes que generan discontinuidades. Estas discontinuidades son superficies en las que 

cualquier elemento de fluido que las atraviesa cambia discontinuamente de un estado definido por el 

conjunto de valores p¡, p¡, V¡ a otro p2, p2, v2 . Los posibles .estados que puede alcanzar un elemento 

al atravesar una discontinuidad no son arbitrarios y están regidos por las ecuaciones de conservación 

presentadas en la sección §1. 

Existen múltiples situaciones en las que una discontinuidad tiene lugar en un flujo. Consideremos 

un tubo cilíndrico que contiene un gas en reposo. Supongamos .que u;1a de la.S paredes del cilindro es un 

pistón que sella al tubo (ver figura 1.1). Al empujar suaveIÍ!ent? el pistón se genera.una ondaque viaja 

con la velocidad del sonido y cambia la presión en el gas de.nianera continua. Si el pistón es empujado . . ..... ·.· . -. . 

fuertemente de tal manera que su velocidad sea supersónica, los gradientes de presión son tan grandes 

que se genera una superficie de discontinuidad delante del pistón que se denomina onda de choque. La 

clasificación de las discontinuidades que pueden existir en un fluido se presenta en la sección §3. Por lo 

pronto basta indicar que un elemento de fluido que atraviesa una onda de choque cambia su presión 

considerablemente. Lo mismo ocurre con el resto de las cantidades hidrodinámicas. El gas chocado (i.e. 

1 Cuando hablamos de perturbaciones que viajan a la velocidad del sonido con respecto al fluido, no nos referimos a 
aquellas que viajari con el fluido corno la vorticidnd y la entropía. ·' 
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gas detrás de la superficie de discontinuidad) se propaga en este caso con la velocidad del pistón. En la 

() 
Figura 1.1: Cilindro moviéndose a velocidad supersónica V. La presión P2 impartida por el pistón 
genera. una superficie de discontinuidad. Un elemento de fluido que atraviesa esta superficie pasa del 
estado ( v1, P1, p1) al estado ( v2 ,¡>¿, P2) de manera discontinua. 

descri~ción matemática del flujo, las superficies de discontinuidad representan'fro~t~rás para el análisis 
' , ' .. ·, 

del fluido tanto detrás como delante de la superficie. 

El flujo de masa, energía y momento deben ser conservados al cruzar la discontinuidad. Para mostrar 

esto consideramos un sistema de referencia donde la discontimiidad'se·éncuentre fija y perpendicular a 

uno de los ejes coordenados. Sin pérdida de generalidad, en lo suéesivo tomaremos al eje x como el eje 

perpendicular a la superficie de discontinuidad. 

La descripción del flujo en la discontinuidad se aproxima co~siderando el gas ideal ya que la viscosi­

dad del gas es despreciable cuando e~te se desplaza'a v~io~Í.d~des comp~ables a la del sonido a (Landau 

y Lifshitz, 1987)t . . . . . , ·.·• '.';•· ,', 

La figura 1.2 muestra unvolumen cerrado [} q~é'lnt~rsecta la discontinuidad. Consideremos que el 

fluido es estacionario; Le. B/B(}= 'Ó. rió est~'dia~~r~ i~ ~~u~ción {1.2) queda como 
• -) : - ,- - • ·',LY ·, >~.:-• '. -:-p:-;·~:::- ~.~;~/··; \.(~." •·•.- • • 

' ' ' _··~·';'\~.f~~g·;,'fJ., (2.1) 

... ··"< .. an · .. .,, .::, 

Si ahora hacemos• ténder a cer~ el radio y la~~it~r~ dél cilindro il, entonces la integral de la ecuación 
(2.1) tiende a . ' . · > .·· 

f¡ro·dA-::-;;-f: (P,1V1x _:;;PiV2x) =O. (2.2) 
8íl '• 

Si· denotamos la diferencia de ~áió;es de''ctiáléiU:Íercantidád' hidrodinámica q antes y después de la 

discontinuidad com.Ó (q] -= qi ~· q~~:lá eC:ii~ciÓn'.(2'.2) ¡:niede es'c~i,birse de la forma 

· [pvx] ='=O. (2.3) 

Del mismo modo se puede ver (Landau Y· Lifshitz, 1987) que .la conservación del flujo de energía y el 
', ... _, 

t en el problema particular que nos ocupa, veremos que el tiempo dinámico d~ la implosión Timp en una nube, es mucho 
menor al tiempo de enfriamiento Ten/ y al tiempo de Jeans ,,,;col del 'mismo gas,. Esto justifica la elección del flujo adiabático 
de un gas ideal sin gravedad, · · · " · 
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flujo de momento en todas sus componentes están:d~dos respectivamente por 
- - - -_ .-. '-- -= o._ ~-- ·---··c. _. ,1,""' ,_-"'o-. . ---~---- ·_ '-- -

§3. 

•.• [;Lc~·~2.+~>] .=o,: 

[p+pv~] "".' o, 
O, ·. [pvxvz] o . 

...... 

\ 
\ 

P'J"2 p1tJ1 

.-;--- ------.-. 
~~-4·- -·~:_..;..,_ ___ _ 
-nA~! n ;oe,__ nA 

~--r--r .. 
~~------· .... · -

J>ltl:z (!'f +w2) pp.11 (YJ. +,u,) 

: 
i 

/ 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

Figura 1.2: Sobre la superficie de discontinuidad·estacionaria,.representada por Ja línea curva, se traza 
un volumen infinitesimal n en el que se integran las ecuaciones dé consérvación .. Cuando el radio y Ja 
altura del cilindro tienden a cero, las integrales (1.2), (1.6) y (i;s)se"reaucen a' igualar el flujo en las 
tapas ndA en ambos lados de la discontinuidad · 

Ondas de choque 
·:. •-: 

De las condiciones de frontera arriba enunciad~ se p~eden derivar d~s tipÓs;cÜsti{itos. dé disconti­

nuidades. El primero corresponde a una discontinuidad a través de la cual d~)11ay'nuJ~ 1 ~Í~urio d~ masa 

en la superficie. Utilizando la ecuación (2.3) y escribiendo v = Vx, se sigue que v 1 = v2 =O . Con esto 

y usando las ecuaciones (2.4) y (2.5) se obtiene que 

(p] =o. 

Las componentes de la velocidad t~n~e.nciales 'a la s~p~~fide, Vy y·vz, aceptan cualquier diferencia 

entre ambos. lados .de la di~conÍiri~idad .(Lanclau y:¡Lifsl1itz; J9S7): Este tipo de discontinuidades se 
denominan dis'cbntinU.fd(l'd~iti21{f)á~ci~zes:·<'' "'.· .· '·.•< .,.·,,· .. ·:;r.\1J .;., 

Las dÍs~o.11Ú~~id,~d6~''ei~')~·~¡i~ lÍIB:·~~~·tí~~las d~··fl~ldosÍ'atraviesan la discontinuidad se llaman 
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ondas de choque. En ellas la característica p¡ V¡ = fJ2V2 -f O implica, de acuerdo a las igualdades (2.3) y 

(2.5), que las velocidades tangenciales Vy y Vz son continuas a través de la onda de choque. Las demás 

condiciones de conservación están dadas por las siguientes condiciones de salto, 

p¡V¡ = p2V2;: j, 

PI+ p¡V~ = P2+ P2V~ 1 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

donde j representa el flujo de masa .a través deJasupcirficie. De estas igualdades se sigue que (Landau 

y Lifshitz, 1987): :.,· .•... <' ·~;'. Y·.;. ,} >.···· 
.- . ~-·:::_:: .'i' (."~ >. :~.<; 1:'! ~'~ ::· 

V¡ 7V~ ;,:\/(p2 .~ p1)(Ví -V2), (3.4) 

···;~-.;,~,~1i;~I~~~·t~1~~/;}~1·'.1-p2), (3.5) 
~.,_.,. ;:.:,::: ... -;/.',;'1j;<_',~,:-;:;< +··'-

don~::.;·~/ :u:-1~ ,f¡~f;:o/b"§~;i~t~¡j;1?~~1§if ;~; ti:~~. "°'ibi•oo t=bién oomo 
'')_. " -":::i ··~':·~,,-~«"'· :.,,,· 

.-N /·:- /ivi~~~·.~~~(v2 + Ví)(p2 -p¡). (3.6) 

Las ecuación (i6) se conoce ~~mo adiabática de Hugoniot o adiabática del choque. Dado un estado 

inicial del g~ (Vi' p¡)' y con~~iendo la ecuación de estado del gas en ambos lados de la discontinuidad, 

la relación {3.6) determina de manera única el punto (V2, p2) para el gas chocadot . 

Para una onda .·ele clÍoque débil, donde las difcrencia:s P2 - p¡ y P2 - p1 son cantidades de primer 

orden, la ecuació~ (3:1.); j~rito qon l~ ~cuación (3.4) implican que 

(3.7) 

. ' ' 

de aquí se sigue que las velocidades del flujo son tales que v1 = v2 = jVí = a. 

Cuando el fluido atraviesa la superficie de discontinuidad, Ja entropía por unidad de masas aumenta; 

s2 > s¡. ·Esto determina la dirección del flujo a través de la' onda de choque. De aquí se puede mostrar 
que (Laudan~ Lifshit~ 1<1~87) ,·. . '' . '· ·,, ' 

P2 >p1, 

por lo tanto, utilizando las ecuac\ones (3.1) a (3.3), se obtiene 

1 En el.caso élé'hi.{ondás.dc;d1óciü'é'iihí:marc~·o~•al gas que aun no ha sido alcanzado por la discontinuidad, gas no 
chocado. Las"cantidades hidrodinámicas:qúé'lo .. dc5ériben están etiquetadas con el subíndice l. Al gas que ha cruzado lo 
llamamos ga5 chéícadÓ o postcrio.r ni choque.· Las cantidades hidrodinámicas de este gas estarán etiquetadas con el subíndice 
2. . . . ~>:..1::1{':,.:;~>1~;·-_:~·:: :·{/:·: ... ~--··;·',.,., ,,:.,,,.,,~ .. 
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De esta ma11Cra yutiiiz'ando-nuevamente las ecuaciones (3.1} a (3.4) se tiene que 
-· ... -- -·---.--.--;-;-·:-;.---,-- ----· .--- ---- -----.-----. - - . -- - . 

' ,.,. ¡ . 

. V¡ .> ;Y2·, >· • V¡• > V2. 
:'.' 

En ~esumen, ~uaJcl;; ~~ elenientO d~ flÜid6~pllSa a travé~ de una onda de choque del estado (p¡, Vi) 

_al . estado. _(p2;:i'2) ~es't,6,sÜ!i;~ ~!_i~ ~()~p_rri:5.~Ó~: ~n ~()t_ra-'.I pa.labr~, su. pr~sión, _densidad. y temperatura 
au1nC~-t~il-:y ~{i.-: ~~i8~icf~-~:f: diSffi-¡'f¡~y~:--~li~bi~~·ao~ cfC.~t:Il\~á10r -supcrs·ólliCci·· a sUbS~lli~O. ~ -- -~-

- ,. ... -.. •· ·-' •'- '·-- ' __ ,, 
":.- - • '; ·~·::-:'"";'..'~-'-;.;"·~, 7~;?}'.~!~~-.: ;;,,\', :c_;,\;<.·':·,-,_:•;:-·~q~.r, •-:: .· .. - ,;;'.• _:(\''.·:7~ 'y,·.. \ • ;:.,.., ':•~,:·,\;-~'·',i•:;:·.~:--~}~:::-{.',··:•.:":•':.J ;".,,, .. ~;,":: 

Considereinos ahóra<un:gas'-ideal que.fluye adiabáticamente en las etapas anterióhy póstedor· a la :·· .. ·... __ .... _..,.-,,_ .... r·.n .. ·~·,:>,:·:·~-·,,,t:·-_¡:',:· ·.·-,,. · .- : ::,,., .. · !;._._..,_:~ .<~ '-~·.;··- .:·' :·.~ .. '.:·--·.-'.;,·~l,).,,.::: .. ·,:.,~,,::.~,-.!:t1.~-r,·.~,_.·« 0 ;· • -:t 
onda de choque. La ecúadón'de'estádo del gas ideal puede escribirse como (Stanyukoy-ié:h;f_19~0);. 

. -.- . .· · . . . . - - . ..r'' _r-;_<'.:"~·«:,,;::'/-.1•,\o.'~f··t<i-,1 

p ::::; e<s-:.sa/cv) pi<' (3.8) 

donde e,, represe~ta elcalor específico avolumrin constante y !í. = c,,/ep es un índlce que se mantiene 

constante a lo largc/deÍ flujo. En particular, para un gá.s monoatóniii:o IÍ: = 5/3 y én .un gas diatómico 

!í. = 7 /5. De, fa ec~aciÓn (3.8) se observa que en el movimiento adiabático se cumple la relación politrópica 

p/ p,. ~corist. en cada elemento de fluidot. Con esto y utilizando la primera ley de la termodinámica se 

observa que la energía interna del gas está dada por 

e=; pV/(!í. -1) ::::;. a 2/!í.(!í. -1). 

.:i Vi'' ·Ú!í.-1L1)P1'+(ií:'-'1)p2' 
. v{= (!í. 7•1)J;11+ (!í. + 1)v2 · 

. - ... ,. . - ·--~ :·_. ' -- .~_: --~ ,. ; .. -," ;., ... , .. : _,:-' , 

Debido a que en un g~ ideal T2/T{~ (:P2li¡¡)./i(.P;v1); rint6nces fa ecuación (3.10) es también 

T2'.·:'P2 (!í.+1)~1+(~ - l)p2 
T¡. p¡ (!í.-' l)p¡ + (!í. + l)p2. 

Las velocidades antes y después del cho'(iue son_en'éste caso (Land~u y Lifshitz, 1987) 

vr ¿ ~v;J(~ -- l)p1 + (!í. + l)p:í}, . . 

V~ = ~ v¡.{(!í.-f- l)p¡ t C!í.::c l)p~},f {(!í.;~ l)p¡ + (!í..+ l)p2}' 

cuya diferencia está dacia_ Pf?!:, . 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3:13) 

(3.14) 

. . . .- -~·.-L,.;·;.;-···,,,·;~}.:_ ;·:.,·_;7'·~1~;,;::r·-;,-:;,'.-.'.;'..J.:i:·c:'~,.°!f::;/tt:,~~'.· .. :,·· :·-. . :-. ,: . 
Se dice que una onda de choque es fuerte si (!í.+ l)p1 ;<:< (!í. ~ l)p2: En este caso las condiciones de 

, ·. ·: \'~~--·'¡o.~~.-,,:.f.< ;<~(~).;¡ .!:r:·~xl~~-::~· .. "<~:..~,,·r«:::,:"<'~<'-·~ .: ; 

' ·\ ,:: .. :-:.~.'i ,;.:ffi ,.:~--:"~>>:':'.;:._.:(.\·:··: ' ·.:,:.:.',. - . ', 
1 Los procesos politrópicos son cambios de estado cu los que.se conservan calores específicos constantes, i.c. dQ / dT = 

const. Esto incluye cu particular a los procesos adiabáticos dorÍdé esta constante c5 é:ero (Chaudrasckhar, 1989). . 
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salto en la discontinuidad se reducen a (Landau y Lifshitz, 1987) 

V2 Pt !í. - 1 
V1-=P2=!í.+l 1 

T2 - (!í.-l)p2 
Ti)=; (!í.+ l)p1' 

(3.15) 

(3.16) 

La ecuación (3.15) muestra que el cociente de-densidade_s es finito aún cuando el cociente de presiones 

crezca ilimitadamente. No obstante, el cociente;CÍ~ temperaturas se incrementa sin Iíniitetan rápido 

como p2f p 1• De las ecuacioües (3.12) y (3.13) sé sigÚe ~dmmíS que I~ veloclcÍ~d~~ tieÍ1d~~1 ~j 'i~finito 
como la raíz de la presión 

,/• 

(3.17) 

Las condiciones de frontera para ondas de choque de gran energía serán útiles en los casos a estudiar 

en el capítulo siguiente. 

§4. Flujo auto-similar en una dimensión 

Consideremos el flujo de un gas de tal modo que la simetría del problema nos permita analizarlo en 

una dimensión. Por ejemplo, un problema con simetría cilíndrica o esférica. En el análisis hidrodinámico_ 

de un gas ideal utilizamos la descripción Euleriana dada por las ecuaciones {1.2), {1.3) y {1.4). Para el 

flujo adiabático unidimensional nos valemos de la ecuación de estado {3.8) para escribir las ecuaciones 

como 

8lnp. . á1ri~, ,-av:'. (--_ . - 1 )·---~·- .:
0 a¡;::-+ V fü< .t fü ~ ':/- ;. :; = ' 

a ;: tif~i,~j~r·~9tk:;*º' 
8t·ln C~)-"t:v 8r••~~;~p") ~ º>· 

(4.1) 

donde v toma el valor 1, 2 o 3 dependiendo sl reS Íadimensión lineal, el radio cilíndrico, o el radio esférico 

respectivamente. En estas ecmtciones el nlovimieúto está determinado por las variables hidrodinámicas 

¡>, p y v que dependen del tiempo /, y de la coordenada espacial r. El sistema de ecuaciones {4.1) no 

presenta longitudes o velocidades que puedan considerarse cantidades características del flujo. 

Entre los movimientos descritos por el sistema de ecuaciones (4.1) se encuentra el flujo auto-sfmila:r~ 

En este caso las cantidades hidrodinámicas varían de modo que a distintos tiempos, la distribución 

espacial de cualquiera de ellas es la misma dado un cambio de escala pertinente. Para ser precisos, si las 

cantidades hidrodinámicas dependen únicamente de la variable adimensional () = Cru /ti', al cambiar 

en un factor .>. el tiempo t y proporcionalmente en un factor ).l•/u a la coordenada espácial r; la 'vdriable 

O repite su valor y los perfiles en las variables hidrodinámicas no cambian. 

Para poder escribir ecuaciones adimensionales a partir del sistema (4.1), el flujo a~to,:.siÍnilarrequi~re 
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de un parámetro a en cuyas dimensiones se encuentre la masa (Sedoy, 1959). Bste parámetro junto con 

I~ l~;1gitud r y el tiempo t, genera variables con dimensiones de d~nsidad y p~~siÓn. De manera general, 

las dimensiones del parámetro a son [a] = M L•Tk, en donde M,L y T r~p~esentan las dimensiones 

de masa, longitud y tiempo respectivamente. Con a escrito de esta.forma·.y con ayuda del teorema 

de Buckingham del análisis dimensional (ver apéndice A) se obtienen las funciones adimensionales de 

presión P, densidad R y velocidad U como 

p =pr•+Ltk+i¡a, 

R _ .: s+3t. k/. . 
-pr .·· ·°'··· (4.2) 

Debido a que .las cantidades hidrodinámicas dependen· de las variables independientes r y t, en­

tonces las funciones adimensionales P, R y U debel1 depender de productos adimensionales de r y t. 
Sin embargo, estas dos variables y el parámet~o a~ilo ~~n suficientes para generar coci~ntes adimen­

sionales. El teorema de Buckingham indica que una ~eg\lnda cantidad característica, dimensionalmente 
'' -· ~. " .. -. - . . . 

independiente de a, es necesaria para generar fundories adimensionales P, R y U de una sola variable. 

Consideremos una cantidad cp tal que [cp] = Mq~ri¡fn. Con el producto de potencias de a y cp, se puede 

construir un único parámetro característico col1 '(Úmensiones del cociente Lª /Tb como lo requiere el flujo 
auto-similar. Este parámetro está dado p~r, .... · . . 

(4.3) 

Dados a y cp e~ elmovi.miento, la8. r\li1ci~nes adi.~e.ll~io,riales construidas en (4.2) dependen adimensio- · 

nalmente de. ry t a través·d~l par.á~~~ro?: ~e il,i.~~- el1~.():IiC:e~ que el flujo es aut()~simÜa/ (Sedo~, 1959). 
Utilizando .las expresiones' ( 4:2) se obtiene qu~ l~~presiól1,Ja cÍÓnsidad y la velocidad ,están dadas por 

'·:·~'--~ ... _._,,·/·-~-~í~7,-L;·-· ,.,;-._,_ · · --~ 

... ' \'á' P(>.)·· . . · 

.·::··.P .. . r•.::-Lt~.+2· . .. , . 

. · .. •.·r .. ••·.· •: ... · 

::~'.¡~~(~¡:} . (4.4) 

Substituyendo las expresiones (4.4) en ,el sist~ma'.dc ectiaciones (4;1), se obÚene un sistema de ecua­

ciones ordinarias para las cantidades adimensi6nales P, ·R y U. El si~t~m~de ~cuaciones adimensionales 

resultantes se presenta en el capítulo siguÍente ·en don de exploramos.do~ c!isos especiales usando dos 

familias distintas de parámetros a y cp; 
Es importante enfatizar que en el caso de la dinámica de un gas. politrópico regida por las ecuaciones 

(4.1), la similaridad del problema está dete.rminada por el número de parámetros con dimensiones 

independientes que tomen parte en el problema. Si existen dos de ellos, por ejemplo a y cp, uno de los 

cuales tenga entre sus dimensiones a la masa, el movimiento será auto-similar (Sedov, 1959). 
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En los próximos capítulos expondremos casos especiales cuyo flujo unidimensional detrás de una 

onda de choque alcanza etapas de movimiento similar. En particular, estudiaremos el caso de la onda 

de choque implosiva donde se presentan condiciones de similaridad que surgen tanto en el caso no 

relativista (Capítulo 2) como en el relativista (Capítulo 4). 



Capítulo 11 

La implosión no-relativista 

¿Que mano o que ojo inmortal 

osa formar tu tremenda simetría? 

William Blake 

En este capítulo presentamos el modelo más sencillo de flujo auto-similar unidimensional detrás 

de una explosión fuerte. Esto servirá de antecedente para el estudio del flujo posterior al choque en el 

análisis de la onda de choque implosiva con simetría esférica. Finalmente se presentan las características 

del análisis con el objeto de aplicar el problema en situaciones astrofísicas. 

§5. La explosión auto-similar 

Cuando una gran cantidad de energía se deposita en un volumen muy pequeño y en un periodo 

de tiempo casi instantáneo, esta se propaga en forma divergente del volumen de depósito o región de 

detonación generando una presión muy alta sobre el gas circundante. Este fenómeno se conoce como 

explosión. 

Si la diferencia de presiones entre el medio en reposo y la región de detonación es suficientemente 

grande, la discontinuidad da lugar a una onda de choque fuerte divergente del punto de depósito de 

energía. Este mecanismo genera una onda de choque explosiva. En ausencia de barreras o anisotropías en 

el medio circundante, la onda de choque se expande de forma esférica. Como consecuencia, la descripción 

del movimiento se reduce a una dimensión r, que representa la distancia al origen. 

Las explosiones en astrofísica tienen lugar en un grupo considerable de fenórµenos que van desde la 

misma creación del universo -donde, seg1ín la teoría del Big-Bang se liberó una energía E ~ 1066 ergs, 

hast.a las llamamdas solares -cuya energía liberada es E~ 1032 ergs (Trimble, 2000). 

Las similitudes en las características de distintos tipos de explosiones cósmicas indican que estos 

eventos suelen reproducirse a diversas escalas, tanto espaciales como energéticas (Blandford, 2000). 

Esto lleva en forma natural al estudio de flujos auto-similares que describen a un mismo fenómeno en 

distintas escalas. Tal dinámica sirve de modelos para la descripción de distintos procesos físicos en el 

cosmos. Si bien en cada caso se presentan detalles peculiares, la descripción general mediante el flujo 
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auto-similar ayuda a caracterizar de manera simp.lifi~~9f lAs PB.fr!>I1e~~C:º,1~in~~- a todos los eventos 
cósmicos. 

A nivel terrestre, en los experimentos con bombas nuclear¿s, :s~ J1ii: observádo.que existen etapas de 

!lujo auto-similar en ondas de choque explosivas (ver fig~~~II.1)'.',En.li:li.i'mis'nios expé~imentos se ha 

observado que las etapas aproximadas al flujo auto-similar s6n aqli~úa...; en las que la onda de choque 
: , ·~.:·'···.·.u·,.,,:.:_:;{ :, . . . .. ·« . , 

ha avanzado lo suficiente como para reducir aun punto'lar_egión'dedetonación. Sin embargo, la onda 

de choque no se ha apartado tant.o de modo que la presión del medio circundante puede ser despreciada 

con respecto a la densidad <le energía <le la onda de choque. En esta etapa del movimiento, la energía E 
liberada en la detonación está totalmente contenida en el volumen limitado por la superficie del choque. 

Al ser una constante del movimiento, la energía es un parámetro del flujo similar. 

Figura 11.1: La primer explosión nuclear, Trinity, se llevó a cabo en Los Alamas el 16 de julio de 1943. 
Las figuras muestran etapas de la explosión a 0.006 segundos y 0.016 segundos después de la detonación. 
El gas dentro de la burbuja fluye de manera auto-similar. 

Consideremos el flujo unidimensional de un gas politrópico detrás de la onda de choque esférica. El 

gas chocado se mueve hacia a un medio exterior en reposo y de densidad constante p¡. Esta densidad 

inicial es el único parámetro que aparece en las condiciones de salto (ver las ecuaciones (3.15) a (3.17)). 
Con estas suposiciones no existe velocidad característicá,algu~a en él movimiento. Esto se debe a que la.· 

única velocidad constante es la velocidad del sonido a 1 del gas 'en rep'oso. Debido a que esta velocidad es' 

proporcional a la raíz <le la presión inicial, su valor es muy pequeño y no tiene relevancia en el probl~~á. 
Así pues, la energía E y la densidad p¡ son las únicas cahtidades características que desc~ib~~ J1 flrtjo 

detrás de la onda de choque expfosiva. Con ellas sé 'cumple la hipótesis de flujo auto-simil~r' e4pu~Úa.' 
en la sección §4t . ~·-i: · ., ,,, 

A partir de estas dos cantidades caractedst.icas se puede' céin~truir un t'micci pará1ri~i.rC> adili-iensiohal. 

característico del problerna, 
, ., .. 

. . ( p¡ ) 1/5. e= r Et2 . (5.1) 

Esta variable similar del problema, incluye un cociente del tipo r/tª (cf. sección §4). 

Para construir las funciones adimensionales a partir de la velocidad, la presión y la densidad escoja­

mos un sistema de coordenadas donde el gas no chocado se encuentra en reposo. En este nuevo sistema, 

1 El análisis matemático del problema fue desarrollado por primera vez y en forma independiente por Sedov {1959), 
Taylor (1950) y Stanyukovich (1960). 

TF.~T~ f'!ON 
FALLA lJ~ uniGEN 
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_ )as condiciones .de salto (3.14), (3.15} y (3.17} se escriben tomando a v¡' como I¡i. V(lfocidad del choque y 

sustituyendo a la velocidad del gas chocado por u2 = v2 - V¡. De esta manera, las condiciones de salto 

en este nuevo sistema de coordenadas están dadas por 

2v¡ 
U2 = (K: + l} 1 

2v?p1 -.­
P2 = (K: + l}, 

K:+l 
P2 = K:-l/11· 

{5.2} 

(5.3) 

(5.4) 

Con las cantidades características E y p1 y el' tiempo t podemos construir el radio característico R 

del problema, este esel~adio de la onda de chcici~e ·y está dado por 
' é:-~:::/~.:::: .. ; . . ........... ,,.2::• 1/5 

R =f3,(Jft}P1) · . (5.5) 
" .. . :· ..,,.< - -

(5.6) 

Ambas cantidades están determinadas por el análisis dimensional excepto porla constante f3 que está de­

terminada por la energía del gas el1cérradá detrás'de la cíl1élá' de choqué~ .-
- • • 

1 
- •• -' • ".'. •• ;'.':~;._; .;~~--~-~:~ < --~~-. ! ~- ., -~~ · _;~··?: ·-:~~·:r_, · tf-7-r ·,~;-:¡: ~- ~\-. <··;.: __ ~-_; ''..t :,·_ ~<::-~3-~ -_:: :·:, · -

Por simplicidad normalicemos, la yariable_de,simila~idad e.de m9do,q~rcuando e = 1, entonces 

r = R, la posición dela ondade.chcique. D~_esta ~ari~ra,_·:;:{.,., - ' · ,::_ ., -

{5.7) 
' ... :, ·;· 

Con ayudÍl delteóreni"ri.' ffde Búckifighani escribamos' ahora las cantidades u, p y p del gas chocado 

como productos de las 'variable~ 1·, t, el' parámetro ·p¡'.y llís- fi:inciones adiÍne~sionales U(Ó, P(e) 'y G<e) 
,•' - . ' 

respecti vaméiite; 

2 I .. -
tt = 5ru t;.· .-• 
1) =r2 piP/t2

, 

. p =;=pl_d:: 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

Cambiemos de variablcJ1idrodinániica}sti:>titµie_~do,1~~¡)re~Íól1;~. por)a._;velocidad'deÍ'sonidctdel _;. 

medio chbcado a ~ v;:¡;jp:<lc mbd~-q~? i~~~~-~~?6c¡~~~;~~ci~iiWari~b~c:~1i0ensioil~1'.i(e}~1 •. ,escflbli,::· .', 
· -.,,.,·· :S./'· ':'.e>".<:'·~~',• "'·''- • :~\,;- ,,~,-/ . _f"~!f'C' .. 

,,~ 'º"didiiii~ "··''º":Ei:.ii;J1far;d~if f ~.~f~~~~k~~;~ifü~;~ .:; .. ~::;Í '.~·;:f~,~f 1~: .• 
< :. :- ••· ··': •• ' .• '."' '.~:·. ·• - ( 
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las funciones adimensionales toman la forma 

U{l) = 2 / (,,.; - 1), G{l) = ,,.; + 1 , 
i;;-1 {5.12) 

Z{l) "". ~i;;(i;;-1)/(i;; + 1)2 • 

Estas ecuaciones múestran que al utilizar la variable Z en vez de la variable P las ecuaciones diferenciales 

son factores únicamente d~ U y Z .' Esto ~implifica el problema matemático considerablemente. En el 

caso particular de la explósión la conservaciórr•de la energía representa una integral de movimiento. Esto 

establece ·una función Z(U) que reduce el problema a la integración sucesiva de ecuaciones de una sola 

variable. 

Dentro del vólumen delimitado por la onda de choque la energía E es constante. Este argumento 

puede extenders.~ de 'máriera natural a cualquier superficie esférica con centro en el origen. Para esto se 

considera.que'é:lefitro'd~ una esfera que evoluciona de manera auto-similar, con radio r = f.at 215 tal que 

. f.a < 1, Ji e:~e~gÍ~ contenida es también constante. 
. . ,· . -., 

L~ con~er~~ci¿n de la energía se establece igualando la cantidad de energía que entra a una superficie 

es~éri~a c.Ó~ la q\.ie sale de ella. En un tiempo dt la esfera de radio r. se expande un volumen 47rr2 undt, 
.. c~~ u~ la v~locidad normal a la superficie. La densidad de energía en este vol~ni'~~~~ p(~"+u2 /2): De esta 

n~anera, el aumento de energía está dado por el producto 47r pr2 un (e+ u2 ¡2)iit. P6r Ótr¿ lado, la energía 

que sale es el fiujo de energía integrado en toda la esfera en un tiempo dt, ·Le. 47rr2 pu (u2 /2. + w) dt. Al 

igualar ambas expresiones y sustituir las cantidades físicas por sus oxpr~sio¡~es h<limensionales dadas en 

las ecuaciones (5. 7), {5.8) y (5.10) se obtiene la integral de movimienfo (La¡;_dau y Lifshitz, 1987) . . . . ,· .. ..-,,- ., . .. "". 
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punto central y hasta el radio dela onda de 'choque R, · 
- - ----o--!. -- - ' - ,,_,_ - ·-·-,.,.>-- ._,_,_, __ . ______ '-·'·...:__ ____ _ 

··· ·FJ.f~f~~g~~,~~rt:t:·) dr, 

que en términos de 1as runciones adi~fa~;ioí'i~1~~-:c(b;Jiceri:ilcef resulta ser 

· • · · · ,d~~:!i;~tr(f ~ii~~i~,.{J.~·:dr (5.15) 

Debido a que las ftinciones G({)!Z({)y;U(~~,-~otiicono'cidas;'1a:ecuación (5.15) determinade manera 

única a la constante (J, con lo cual el pr~blri_ffi,~(i¡¡'¡~a'~,;,;~#~itofr.. . ·· •· 

En el caso del aire, donde 'Y ='= 7 /5;' .fl.-~;ifo_á3_:·:g~n'~.Óste'vá!Or podemos calcular la energía liberada 

m~ la explosión de la figura II.L Utiliz~m:idla;ec~li~ióri (s:sfse encuentra que E~ 5 x 1013 Joules~ 13.3 
kilotons de TNT. ·. : •' •.:-/, l('.¡ :'~;Hfi'~,,:,:• ;.:;; ; ' ' 

En resumen, hemos mostrado la ~()Í~cióri'~l p:roblcrri'~d~ una onda de choque fuerte expansiva. Para 

este caso, uno de Jos pa:ramefros ~ía··¿'n.~f~ía'r.E d~ iiiexplcisión --' determina la estructura del movimiento 

auto-similar y además genera u~íi:'i~t~~r'ai'•ccÍe)rio~imi~nt~ que permite resolver el problema en forma 
analítica. ·;¡¡; ii<> · ;/, '?\·\:',':;;. /;. · 

En la siguiente sección se ~~j~entá' eI~biJ~1~in·á'de lá. onda de choque que converge hacia un punto. 

El problema es distinto a'la'expÍcisiém pero l~ereda lall ecuaciones de movimiento y las condiciones de 

frontera de ·1a onda de choque esférica. En consecuencia la implosión presenta la· misma estructura en 

la variable de simiÍarldad. 

§6. La onda de choque implosiva 

Una onda de choque esférica convergente a un punto es el resultado del colapso de volúmenes 

esféricos de presión menor a la del medio en que se encuentran inmersos. Supongamos que una nube 

de gas esférica, cuya presión 111 y densidad p1 son constantes, se deposita en un medio donde el gas se 

encuentra a una presión P2. 

En caso de que la presión del medio sea grande con respecto a p¡, se genera una onda de choque 

que avanza hacia el centro de la nube (ver sección §3). Este proceso es llamado implosión. Las ondas de 

choque implosivas pueden formarse a partir de la evolución de discontinuidades débiles que crecen y se 

aceleran a medida que avanza el'frente de onda (Welsh, 1967). 

Cuando dos flujos por completo ajenos y de presión muy dispar entran en; contacto, es posible que 

el salto en las cantidades hidrodinámicas genere una onda de choque. Sin"e.mbargo, para garantizar que 

las tres cantidades ostenten valores totalmente independientes de tino y' otro lado de la discontinuidad, 

es necesaria la presencia de tres discontinuidades (Landau y Lifshitz, .1987): Una onda de choque fuerte 

que genere un salto de las tres cantidades p, p y v, una discontinuidad tangencial detrás de la onda de 

choque en la que el salto de densidad es arbitrario pero la presión: es con:stante, y finalmente una onda 

de rarefacción que ajuste la presión entre el gas chocado y el ambiente. Si el valor de p2 es tan grande 
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que 

["+_1_·] f_.__:__3__ )21</(1<+!} 
P2'» 1'-1 '.\,.+1 p¡, (6.1) 

entonces se garantiza la. formación de las tres.: discontinuidades. La onda de choque fuerte converge al 

punto en el origen de la esfera, y_ la onda de rarefacción avanza hacia el gas de mayor presión. En tal 

caso la nube se colapsa por completo al ser asaltada por el gas dei 1,nedio circundante. 

Existen diferentes situaciones astrofísicas en las que una iinplosión puede tener lugar. Laimplosión 

de nubes de materia interestelar, por ejemplo, ha sido un recurso utiliZado para explicar.lá. forniaciÓrí de 

estrellas jó~enes en regiones H 11 (Kimura y Tosa, 1990). E~ estos casos las ondas de chÓq\lei~~lÓ~Ívél.S 
son generadas en. nubes de gas debido a la ionización. de sus ca~as ex fornas y el ~onsecu~nté)hqremento 
en la presión. La llamada im¡>losión inducida por r~dia,ción (RIX, por, sus siglas; EÍri; ihgi~s); hB. _sido 
analizada• como . mecanismo de formación estelar toma'ndo en· cuehta ·la·. iÓniz~éióh-y 1~;8.uto-~avedad 
deLgas.c::h?cado (Kessel-Deynet y Burkert,2003). ;¡ ,; ; " ,; ";., , ,._,.,.. :> ' ..... . 

. Nuestro objetivo en este trabajo es estudill;r .el efecto ,qu'e,tien~n)~-alt11.s:presiones. del gas de 

supe~novas o de jets generados por radiogalaxia:s sÓbr~-~~a·~tibe;d~~g~:;¡~t~~~~telar irimersa en tales 

ambient~s. El estudio de dichos efectos está motivad6. por;las.~b~~iJ~é:i~ri~s de radiación a lo largo del 

eje de los jets generados en radiogalaxias (ver Intróducé:ló~). -~\:. >> f .. ·.·.. . 
' . .·','.:L·,':'./''.~-'.'.'.~-::~ .. ~·.,,¡"=:).,~·''J\,;(•.".;.\' __ . :' ~ .. 

La interacción del gas de un jet a alta presión con'.uíía'núbe puedejmaginarse de la manera más 
·' ;·.· : '-:.: ._,_:~:,"i·..,» .. : \ i~~F~ ,:~.: . · ·:';>·: .. '. ··\· • . · · 

simple como si la nube fuese depositada dentro del gas a'alta'¡)resión. En otras palabras, olvidamos el 

efecto de la interacción del frente del jet con la: nube i-'ri6§''C'6ri<:ri'ht'r~'irios en los efectos del jet como el ·. •,_,,,,.,.,,. ''-·,.-·· 

medio en que la nube está sumergida. Esto hace que se' geriere:\maonda de choque implosiva cuando la 

condición de la desigualdad (6.1) se satisface. La con~erge~C:i~(-de ;,.na onda de choque implosiva hacia 

el origen es quizás un mecanismo que induce en la nube ü!Ía'i~estabilidad gravitacionalt . 

Las diferencias entre el problema de la implosión ccm la explosión no sólo atienden a la región de 

estudio (ver figura II.2), sino también a las cantidades caracterí~ticas del problema. Las particularidades 

de la implosión limitan el análisis del flujo auto-similar a una solución numérica únicamente para en el 

caso de una densidad constante frente a la onda de choque. 

Para evitar problemas en las condiciones iniciales supongamos que la discontinuidad es generada 

por un ¡>Ístón esférico que empuja al fluido en reposo desde un radio infinito. En situaciones prácticas 

esta aproximación tiene validez en las últimas etapas del colapso (Zel'dovich .y Raizer, 2002). Aquí la 

condición que rige la propagación de la onda es, como lo muestra la desigualdad. (6;1), una diferencia 

de presiones suficientemente grande entre el fluido delante y detrás de la onda· de choque; 

Dado que las etapas del movimiento significativas son cercanas al colapso, la.energía impartida por 

el pistón tiene ya poco impacto en el movimiento. Por otro lado; al tconsid~raf.;una O,°:da·de choque 

fuerte, la presión p¡ y la velocidad del.sonido a 1 ·previas al choques~~ dedpr°éc'i¿ibles .. y{no._·pueden ser 

consideradas como parámetros del flujo. La única cantidad.característica:es'eritorices la·densidad p 1 del 
gas no chocado. :~ ... -:.":: ¡" -· ·,,~.:·::\;:, ~:;.-~-~·;.~! ,,.,:)·.:::;~~·-::··~,¿·);:{~:-~~~i~1~~j.l~~:{:,-{.~·)._>)~}-

t La forma en como cvaluainos el posiolc 'colapsó' gr~vita~io11¡l~ ~iti<li~~Úi~ ést~~'¡¡'¡<laá :a~,;ria~ifdcl 'gas chocado 
(ver capítulo V). . . "·:. ,,, . . . '<.e,;-' :;.v: .,. 
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Las condiciones del flujo similar expuestas en Ja sección §4 requieren de dos parámetros característicos 

del problema. En este caso no es posible escribir Ja •variable: siinila
2

r a p~rtir de puros argumentos 

dimensionales. Sin embargo, las ecuaciones y condiciones de frontera son las mismas que en la explosión 

(c.f. sección §5). De manera totalmente análoga a la explosión, escojamos una variable de similaridad~ 
como en la ecuación (5.7) 

e-!:... - R' (6.2) 

. . . . . ' 

en donde ~· = ¡,cuando r = R Supóngase que el radio de Ja onda de choque R(t) es .l1nafunción'de una 

potencia a· del tiempo, 
-,_ ·,· .. 

)·,-,_-· v;· 

1)(' ·>/.~ R.=A t°. ... (6.3) 

En el c~~ Cié la e~~losiÓn fuerte expuesta en la se·c~iÓn anterior, a tie~e un val~r dé' 2 / 5 y el parámetro 

A·es.prcipo~~io·~~I 8.i cociente cara~t.érístic~.d~l.proble~a:~i:/B. :'.O:T• ;,:.1; i./!: · .·· . 

El índid~ d~ . similaridad a para el caso de la implosicSn :·q~~d~ detér'rD.Í;:i~d~ ;por. la condición de 

convergencia al c~ntro de la onda de choque. La determinaciÓndedid~ci'~x~~~bi'lt~:~lasolución numérica 
• , c ..• ,·,"-.''..~:'.·.-.'.· ['._:,·.;t ... _:.:1;,'.-\-,~>~'.''\,:_'.:·..1'.'.'c_,;,.~, ;·' > 

del problema fue presentada por primera vez por Guderléy (194~) y'.eíi'.formá iriciependiente por Landau 
y Stanyukovich (Stanyukovich, 1960¡ Landau y Lifshitz; 19'81fi<f; ."·' .; ' · 

: ·., - - · ·: _- · :-.· --~-~:~~~-::~::~~?\:~'.-~~::~t:~s}~~;- . . , _- ·::~:· 
Cuando a > O, la ecuación (6.3) implica que la o~da'dé.cli<'iqué)!cmverge:árcentro de la esfera en 

t = O. Como consecuencia, el análisis debe realizarse p~~il:·Ú~~~Ósr~~;,:?of;i':ibr~·l~·t~nto escribimos 

·rt< t )1;.;··*\-2:tii.~·~~B~,;:X;:.:~1~'.,;~,Hit/;{·.. . (6.4) 

. . . .· .• . . . .••.•...•• >~ i ) /' / · ..•.•.. ···•··• 
Análo_gamcinte al problema de la explosión, escojamos .Jalor~~ cie' ~elc:icidad v; densidad p y velocidad 

Figura 11.2: En la explosión esquematizada en la figura izquierda el gas chocado está contenido en Ja 
esfera correspondiente a la onda de choque que evoluciona aumentando su ra.dio. A la derecha se presenta 
una onda de choque implosiva. En este éáSo el 'gas chocado está fuera de la esfera y la onda de choque 
converge al centro de la nube. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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del sonido a como se hizo en las ecuaciones(5.8), (5.9) y (5.10) 

·, . r 
u ==:ª¡u(e), 

· 'P ~piG(e), 
' ' 2 

ª2 ;,,,, 0!2 r2 z(e), 
' :•:t. ·' 

(6.5) 

(6.6) 

(6.7) 

donde las tres funciones adimensiónales'[f, G.y;Zstiri~ositivas para cualquier valor de e. Sustituyendo 

las cantidades anteriores en el sistema dcie~ua~iÜn~s (4;1)\.se obtienen las.ecuaciones de movimiento 
.' . - .... ··<(:.,·,<_<"·~.,'·' ,,,,,, " : ~ 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

d~:e = { 2: [(1/a - 1) + ~(1 ~ u)]+·(¿_;j2 [(3~:--;frr~-~J- ~<1.Ja ~-u)(~ -1)} x 
z ' ·, ,• ' ' 

X D.(1 - U)' 
,, '\, ·.· .. (6.11) 

- .. ·' . -. ·.·· ' ,._ 

donde D.= (1- U) 2 - Z es _el Wronskiano del sistema, i.~~ el dét~r~iJl'i~~e ~~ ·l~s coeflcientes deÍ sistema 

de ecuaciones diferenciales (6'.8}. / 

(6:12) 
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adimensionales U, Z y Gtoman los valores dados ~ar las ecuaciC?nesj~.12)'. ~~t~iÍnpllc~ que el análisis 

puede. extenderse a c~alqui!l~ .· ra<li() ~~y()r a .R ~/l)ür io tantri t11''int,~rvak'-'d~-~á1~~~s.;¡Jará la variable 
>>: ,. ~,.,, "'" .. ' 

sim:~ri::e~r~r ~ :u:~ión {0.12) con las condiéiones d~ rr~bteÍ~(~x;),~s~·:~~ii~ll~'~~~~'iJ~ma de curvas 

Z(U) dependientes del parámetro a. En el caso de la irripÍosión~ ~l vaÍorclél iíncllcé':<l~.~i~ilaridad a es 
., • . .;: ~ .: . .. ' • ., : "1 - . ! . ;·'. ' . . - . . 

único y queda determinado por el siguien~e argu?1~11t2 f!si_C,?;, {;e; :<v~,;{j; , 'f'r;.~+;~~ <~,~;""'-''•'·'• ____ -· •. 
Detrás de la onda de choque la velocidad del gas U y layelocidad del,.sonido Z no deben incre­

mentarse. Esto implicaría un aumento en la energía que no ¿s generada por f~ente alguna~ Por otra 

parte, en el gas chocado sÓlo existen gradientes negativos,d~ e~trii,'cri.~tid~des hidrodinámicas. Para un 

tierilpO fijo To en la evolución de la onda implosiva, U ;;,. UTo/~~~ ticiÜd~ ~intóticamente a Cero cuando r 

aurri~nt~. Por lo tanto, en términos de la variable de '¿fmiláricl~cl e, este argumento genera la condición 

buscada {Landau y Lifshitz, 1987) 
. .._. ·- ~ '"·"· 

dU de <o ve u(e ..:.+ oo) ..:.+ o. {0.13) 

Del mismo modo, la variable Z(é) obe~ece . . ... ·,' 

y.·· z(e ..:.+ oo) ..:.+ o. {6.14) 
. . .· - . ' ' ' . \ .. 

Para la funéión G, no es necesari() establecer uÍia co~dició~ ex~fa ya que, como lo mu~stra la e~uación 
{O.O), G(e) no depende exp!íéitamente de ro de t. · ;y/,,· . , /~- ,,, . ·.. , ,, : ':: .. 

Las condicione~ ( 0.13) y ( 6 .14) sobre las déri v¡éiai'.d~t~;'ínill~ti. <ld·i;¡an~r~ ~nica, al~ índice· d~ simila~ 
ridad. Par~·~ostrar esto, observemos que e~tai;cotiéÜ~Í6~~i,'icipÜca~;q\ie'.l~ 'éiefiv~d'aícÍz / dU no debe 

carribiar de signo en el rango l.~ e< o6. En ~Óns~cú'.Óiiciat'u.Jyz; aiií cómo. Z(U). deben ser funciones . . -. '~~ - ' - ,. . . - ' 

univaluadas de e. ':,"' '.}-§;:,'";;~~¡. ,' .. ·'·. 
De las ecuaci()nes (6.9) y (6.12) se obse~~a-quéC~ciaild'cl''ia:·<led\:ada dU/de es negativa, entonces la 

derivada dZ / dU es positiva y por lo tant?"·i(á también decrece. De esta manera, al construir una 

funcióu Z(U) monótona creciente, se garantiza t~ncomportamiento decreciente en las funciones U(e) y 
,:• -···· - . . ' 

z(e). , 
Los extremos o ¡níntos sing1;lares. ¡le las funciones U(e) y Z(e) son aquellos puntos en donde su 

derivada se hace cero. Estos puntos deben evitarse si queremos garantizar que las funciones sean uni­

valuadas para todo valor de e. Con esta condición, el numerador de las derivadas {6.9) y. {6.11) debe 

anularse en los mismos puntos ~n que el denominador lo hace (Landau ~·Llfshitz, 19S7). De,~stiinÚéra 
0 

,• ., o • '\•, ,'',o ' ' " • ' '" ,•' l!HO •• J·f~, ~ •,,.·-. "' 

se logra encontrar un valor ímico para el índice de similaridad. a. ..,."·';,",'.!•/" ,,.·;'.;' 
Construyamos ahora la curva Z(U). Para esto grafiquemos lp~yuntos ,sing~1l~r~s~Je j~ derivada . 

dZ / dU. La figura II.3 muestra el plano fase U Z. En él la curva ' ·,\ -'. ·· r'-:.; ,,~ ·'" ·¡. ,¡;.:. .,, 
~-.· 

(3U - 2(1 - a)/(m1:)]Z = U(l .~ u)'(Íf a U), . {0.15) • 

está· indicada. con .la línea de. cuadros. A lo largo de .esta función ef denominador en' la ecuación {6:12) . · 
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se anula. 

En la ;nisnill. gráfica se ha- trazado con cruces la parábola sobre la cual se anula el numerador de 

esta misma derivada, 

Z=(l-U) 2
• (6.16) 

De ahora en adelante llamaremos a las ecuaciones (6.15) y (6.16) curvas cero del numerador y del 

denominador. . . 

·La curva integral de la ecuación (ll.12) debe comenzar en el punto (U(l), Z(l)) del plano fase y 'trazar 

una curva unival~ada hasta el origen. Sin embargo, el punto inicial se encuentra sobre las curva5 ~~ro 
del numerador y del denominador. La curva integral debe cruzar alguno de los puntos de ta intersección 

entre las curvas cero. 

1.5 -

°"+ 
++++•·++++ 

++++++.t+ 
+ ........... t 

+-+,.. ... .,. .. ++++.++ •• •• 

0.5 - .............. ~++ t •• ••• 
+•.,.++:.~ .. ,~ ••• 

-

-

-

. . . ········· 
o~~~~~'---======t::::=:=:=::c:::::::::::i::.=::::~=·=·.~··=·~··:·~:::·:··~·=··~·:·:··:·: .. ~·~··~ 

o o. 1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 o. 7 

u 

Figura II.3: La gráfica presenta el plano fase U Z. La línea continua es la curva integral de la ecua­
ción diferencial (6.12). Dicha curva Z(U) intersecta en un mismo punto (Uº,Zº) a las curvas cero del 
numerador (línea de cruces) y del denominador (línea de cuadros) de la ecuación diferencial dZ/dU. 

Las curvas cero se intersectan en tres puntos .de los cuales U =:''1,:z: = O es desc~rt'ado porque'la 

curva integral que toque ese punto no converge al origen en. forina:''iini;;alüada;' Lós ~'tras 'dos puntos 
t>/: ·r.~ .4··;:>A;: ... >' están determinados por 

<;.>,~. ' ··:. ' ~.· . e::; .:~:::;·.:·e:~--~~;;~-~-;;~:.· r•' ·.{ 

11:(1 - 3a) +a - 1 ± \/[11:(1 - 3a) +a - 1)2 - 8(1 - a)(2a11:) .' "~ _,e - '; . 
U±= ' , Z± = (1 - U±)2

• 
, -4aK 

(6:i7) 

. 'f;; .. -.¡;- --<"~\;~.: --~}:>:~·- ;'.q~;...:_/··~·· :;:: ;_:.:~·;_~·,:: .. -~ 

U no de estos purit()s il1tcr#ed;a ii_ 1¿;_ cu~~¡{ ~rl.ivaluada Z (U) quéiváal o;ige~, E~ta última c~rva está repre­

sentada por· una'.Hnéia cb11Ürl.ua CJn ·la figura°H.3. El punto. érlti~a.:de;intersección, (U,•, z•) no representa . .- - ' ' ·~ . 

'•.".-,'·. < 
•,. -, 

:-::: .. 
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un extremo de Ja función Z(U) pero si es un punto silla del plano fase (Hirschler y Gretler, 2001). 
- - o --- -

Para obtener Ja integral Z(U) de Ja ecuación (6.12) se utilizó el método de Runge;-Kutta de .4º 

orden sobre la variable U. Se integraron curvas con valores iniciales dados por las eé{i~ciones. (S.13) 

para distintos valores del índice d~ similaridad a. La curva Z(U) es aquella que termi'~aen él origeÍi del 

plano fase U Z y cuya distancia al pth1to crítico (U*, Z*) sea mínima. 

En todos Jos casós se J;a(¡üs~ryaclc:iic}~~ :es sóloüno de los dos puntos en la expresMn (6.17)el que 

iiüersecta Ja curva. que:tcr.miiiaericl origen(ver figüra II.4), Esto de.termina en forma úriicad valor 

del índice de similariclacl p;¡:~a_ cada i\:. Los valores de Jos índkes de similaridad a para diversos índices 

politrópicos t> se muestran ~n Ja tabla II:L 

5/3 1.094 
7/5 0.71713 1:084, 
· 3 o.63811,' ·~1:088~: 

Tabla 11.1: Indices de similaridad a pa~ala: i~ploslóÍi,pai:~ di~ersos gases con índices politrópicos "· 
El valor~. de la variable.de similafidad es tal que''cl anillo de similaridad détrás de Ja onda de.choque 
está ~iffii tad<?·: P_E>~:·e ;·#.~-~:~-_e .. ~ ·_ea\~< ::~:::::t>I(: ~<:;~\~~.:.~:.·;,..:.~~;.'-~-i~~~>'.~."::·_·'.~:.>~ }·:1~.J:~;.{~ ·_,~{-~~Xf~~:;~~~-- -ú\::;;.~¡-;~,~/:·lyJ..:~:\· .. :>~·t.i~: ~: /~f~:~·::i: :.:_,~·.>-:.> i·{··~,:-. -: ~-,· · -· · 

·\:,_-~·~\ -\~-,~~;(~, :~ ·~·-· ;;;:~:<Xi/~/.t'.\~·'~·~>. ·.\:~·:·_)~,. >:;·~'.·.h,,.;:,, " · -·~~"• -(·; ,-,;·; · f-'~·: : "-. ,>,·:,;.(:::.:. ·., 
····-· 1" -,;'~:~/ '·.-·:·:·:l,~:d=~/~f.:-:->< 'Ü;~, ~·\~~/~'.,',,:;'. 

'.: .,,_ ,.\· .-.:;.··,· 

U na vez . obtenido . el valor. para' el 'íridi~~ de similaridad· i;;: sci' integr~ .·Ja ;cll:t~a'- ririivah1~da · U ( Z). 
' • " ' , ',.', ,.' ~ _ -.:.. • ,' "> , • ' ;.. ·.:, ' •' >' ' ' 'o' "," ;._ .. •'. ',:.'_ '" ;1/:t:.,' ;,~·:;,__.:;, ·:¡•\'!,_~;'_{<<': <-. -~,_':.:., ,,•/·:.·,:~~·., ::.;.•-'.~ •¡ • ... ' '. 

Utilizando esta curva la solución al sistema de esé:uacionesj(6:8);se;?bti~ne·;~e'éi~iler~'.única:~:./ ;'. 
. . . . · ..... -~:, : ....... :~·:;··_ .. _::.'.·_·:.~~.~·~::~:-~.':.~f!~L-.:;:.~_;~.:::.-:>~: .. :.~.~:::~~~:·:·:~·;:.>· . ><-, 

Utilizando nuevamente el método de Runge-Kutta se rha··)ntegrado ·este s.istema,·de modo que se 

obtienen numéricamente las curvas u(e), z(e).yG(e):· éi>n ~~t~~-JtiúiiiifclJi¿:~¿~~~idri~~:'(s'.'8)·'~·(s.i1), 
• ~ . .• ;. ".:· · · \ .' ', ,.,;;· ~::·. · '' .: <;1.">·,.t: ::.," -;_:>-.( ·,;¿·if <t\'.%:.~~ ... :;·::r,· .~: ;(_" .. :': ... ;.- ·· · · ... -: : -. 

las cantidades hidrodmamicas quedan determinadas'. Lps perfiles:·graficaclos. e11 J.as' figuras H.5 ;IL6 y· II. 7 
muestran los resultados de· estas integraciones. Sé Óosé~~a.·~h\'~i1óftJ~JJ·c1~'6~dá:'.á.li"~lioq¿e. se aéelera' a:· 
medida que se aproxima al origen. Por su parte;Ü. ~re~Íónfyr.¡~~ t~inP~~af\i~a:ti~iid~~' a valorés infinitos 

en el momento del colapso (t = O). Es import~nte l16t~¡Jqiie I~·d~IÍsicl~d 'detrá1l del choque crece a un 

valor finito detrás del choque. En el caso de un;ga;; ~o~oa~óiiiicci la cleri~idad Ííniite p00 =p(r -+ oo) es' 

tal que 

Para 1111 gas diatómico la densidad aumenta por un factor: de 

detrás del choque. 

. '(6.18) 

paraclista,ncias suficientemente grandes 

En la solución hemos supuesto la existencia de una éantidad''característica A que determina Ja 

variable similar del movimiento. Aún cuando no se tiene una cxpresiÓn' explícita para dicha cantidad, 

se cuenta ya con las dimensiones de esta: (AJ= Tº/L.'Lo relcivante'del·fratamiento·presentado es que 

esta arnbiguedad se ve superada en el desarrollo al basarnos ei1 consideraciones físicas que generan Ja 

implosión. 
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+ 

0.002 

0.001 

+ +, 

o ~~~~~~~ ..... ~~~~~~~~~~~~ ....... ~~~~~~~~~~~~---' 
0.688 0.6882 0.6884 .· '0.6886 0.6888 0.689 

Figura•Il.4: Éú'el ~je vertical de la gráfica se presenta la diferencia e~ Z entre él punto crítico (U-, Z-) 
y las curvas 'Z(U') para dfstiritC>s valores del índice de similaridad a (abscisas) en un gas monoatómico 
(ir,= ~).Sólo J>araéiválor a= 0.68837 la diferencia es mínima. Con dicho valor se genera la curva que 
pasa por el punto crítico. 

§7. Características de la solución similar 

Los perfiles de velocidad y presión que se muestran en las figuras II.5 y II. 7 indican que conforme 

el tiempo avanza, la densidad de energía aumenta. En su trayecto convergente, la onda de choque no 

sólo se acelera aumentando la velocidad del gas chocado. Además, debido al constante incremento de la 

presión p en un anillo de radio cada vez menor, la energía se concentra cada vez más. 

Es importante primeramente limitar la región de influencia de la onda de choque en el flujo similar. 

En la solución obtenida en la sección anterior, los perfiles de las cantidades hidrodinámicas se extienden 

a radios infinitos. Sin embargo, en una implosión real no todo el gas detrás de la onda de choque ha 

sido chocado por la misma. En el análisis de las curvas características r = A e tº que correspoilden a 

valores constantes de la variable similar, Zel'dovich y Ra.izer (2002) determinaron los valores e para los 

cuales las curvas características se originan en la onda de choque. Sólo estas curvas con origen en el 

frente de onda tienen la influencia del mismo. En otras palabras, en el momento del colapso t = O, sólo 

las regiones que al tiempo t =to tienen radio menorar= esR(to) alcanzan el origen. El resto del flujo 

no intersecta al choque en el proceso de implosión, de modo que la solución en tales regiones no tiene 

sentido físico en el momento del colapso. De esta forma la región de influencia de la onda de choque 

queda limitada a un anillo definido entre los valores e = 1 y es tal que 

[u(e.) - 112 = z(es)· (7.1) 
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r[AU] 

Figura 11.5: Distribución de la presión p medida en Pascales como función del radio en Unidades 
Astronómica.S para el gas monoatómico que sigue a la onda de choque. La onda implosiva tiene origen en 
un radio Ro = 1 pe. y es generada por una presión externa inicial de 10-s Pa. La onda de choque avanza 
sobre una nube de hidrógeno cuya densidad de partículas es de 100 cm-2 • Las curvas de izquierda a 
derecha muestran perfiles para tiempos anteriores al colapso de t1 = 4 años, t2 = 10 años, t3 = 15 años, 
y t4 = 25 años respectivamente. La curva envolvente indica los valores de presión para el gas justo detrás 
del frente de onda en r = R. Conforme el frente de onda reduce su radio R -t O, la presión aumenta 
ilimitadamente. 
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La banda o cascarón de similaridad (i.e. la región variable entre r = R y r = ~.R > R ) es la región en 

la que un flujo real se comporta de manera auto-similar; La Thbla II.1 ·muestra los valores aproximados 

que satisfacen esta igualdad para diversos Ya;lores d~l--í~dice ¡:>olitrópico "·· 

La energía contenida en el volumen del ~ascarón dfsin1ilíifi<lad está 'dada 'por 

Esirn ~ 1~1 4i;2.~Q~'.t'<i~-;¡ ,':;~2'.~tl~0··~r, • . 

La inte~ru de la ocuoción (7.2) :·:::~!J~t~i~~if t f ~~1t~;~~ión (6.2) ~ tiene q::: 
factor R 3 R.2 = a 2 R 5 /(-t)2 = a 2 n5-21°/At<l~ifr~c~~:gg¡r~l;ti~-~'po y tiende a cero cuando R -+ o, por 
lo tanto Esirn -+O cuando t-+ O. "< é·,:: .. ~~1K'"'f;iJ~t,\N .. \;;,;:·A· 

En este capítulo hemos considerado:.llllafai{á~:-~icI16que illiplosiva generada en infinito. Esto indica 

que el flujo auto-similar se alcanza enJ~'óifirii'iiict~p~'éieJ movimiento que corresponden al flujo límite. 

Aquí las condiciones iniciales del flujCÍííb\ici~~i't~~~!i.'~ 7i~flÚencia sobre su comportamiento. Podemos, sin . . '" . . .. , ,, . - . - ;- .~ _,,, ,:.'· .-. ' ' .. 
embargo, distinguir cada .uno de los casos á. través'º del parámetro libre A definido mediante la ecuación 

,_- ·-_ ... ;·, .! . . 
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•. 20000 ... · 25000 30000 35000 40000 45000 50000 
:'r.;<:f.[Á_U] 

Figura 11.6: Perfiles de densidad de ·partí~l118Jl:n éomo:funcion del radio en U.A. para una onda de 
choque con las características del caso mostrádo"en!ia'figura 11.5. Nuevamente de izquierda a derecha, 
los perfiles representan tiempos de t1 ·,,;. .. 4 años;''. tdi·;;:.:10 Ílños; ta = 15 años, y t4 = 25 años antes del 
momento en que la onda de choque'se reé!u"ée:a"uri' .. piÍ.ritó en el centro de la nube. 

• ... ~,:1;;.·j;~i?is&i~r~r.!1:f0rs:. .. 
(6.4). Este parámetro es libre en el modelci,y\;Várfa:;ei{c8.da caso. Los valores que toma se determinan .... ,. >.~~::·/ _,:.~·.::~-1~\t~~·;.).',':;¡~,~-" ;·_,, 
a través de condiciones definidas en cierfo'inomento:· En particular, podemos introducir las condiciones 
iniciales en el parámetro A. <-'.: }i!':i:t.{'; . 

. Con el modelo descrito en e~t~~(:°~~íi\i{~;·~~Yb.an.siinulado ondas de choque implosivas en ambien­

tes astrofísicos. Un análisis d~,Í~:~e~t~birt~~ll;.·~~~it'~cional de una nube en el proceso de implosión se 

discutirá en el capítu10·.v.:\C%~Dli·l~:·¡Í~~'\;~~;;;~~~,;~ 
Para terminar con el.anáÚsis 'cie lli: iiliplos.iÓn, auto-:similar es importante mencionar los límites de la 

solución obtenida. .: .. ·,•;·,·.•.,•,' \·;.,,-,»·;, .. ,.,,L.•••.:''-·:.;, .• ·.. • 

De la figura II. 7 se.observa que el flujo en la onda de choque toma velocidades comparables e incluso 

superiores a la de la luz. La curva envolvente d~ la figura 11.7, que representa la velocidad del frente de 

onda como fu~cÍón del radio, es una hipérbola que diverge cuando r -4 O .. Esto entra en contradic~'i<sn 
con los postulados de la teoría de la relatividad y constit~ye un~ lll~Úvació.n para:consiclerar el ciaso 

relativista del problema presentado. 
: -~ j ; • 
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t.5e+oo 

:2: le+OO 

...... ' ~.' ... 

500000 ... ~ ....... . 
, .. , ..... , . .., -~· .. ··. ' 

o '-~~-'-~~~'--~~-'-~~~'--~~-'-~~~.__~~-'-~~~.__~~ ...... ~~---

º 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000. 40000 45000 50000 
r[AU) 

Figura 11. 7: Perfiles de velocidad u en m s- 1 como funcion del radio en U.A. para una onda de choque 
con las características del caso mostrado en la figura 11.5. La velocidad del flujo es negativa y se grafica 
el valor absoluto que ilustra la disminución de la magnitud conforme aumenta el radio. De izquierda 
a derecha, los perfiles representan tiempos de t 1 = 4 aiios, t2 = 10 aiios, t3 = 15 años, y t4 = 25 
aiios respectivamente antes del momento de convergencia al centro. La curva envolvente representa la 
velocidad del gas justo detrás del frente de onda en r =R. Nuevamente la velocidad aumenta sin límite 
cando el choque se com:entra en el punto central. 
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Capítulo 111 

Hidrodinámica relativista 

The views of space and time which I wish to líe be/ore you have sprung 

from the soil of experimental physics, and therein lies their strength. 

They are radical. Henceforth space by itself, and time by itself, 

are doomed to Jade away into mere shadows, 

and only a'kind of unioTl/of the two will preserve an independent reality. 

,, , ~¡; i~{ ,;~{ :.'::.• '.' Hermann Minkowski 

Cuando un gas desarrolla velocidades del•fiujc),·cércaíías,a la de la luz, v ~ e, su estudio debe 

incluir los efectos relativistas del movi~ie~t6; Ígual~~rit~f~ri'é'aso de que la energía interna por unidad 

de volumen € sea comparable a la ener~ía en·· repos6':'dél::ga:s· p'é2, deben considerarse las cantidades 

definidas en forma relativista. En ambos casos la herramientaqtrn describe el flujo de tales gases es la 

hidrodinámica relativista. 

En este capítulo se presentan las ecuaciones de la hidrodinámica relativista. Con ellas se establecen, 

mediante leyes de conservación, las condiciones de salto para una onda de choque relativista. 

§8. Ecuaciones de flujo relativista 

En la mecánica relativista, en un espacio-tiempo plano y en ausencia de gravedad, las ecuaciones de 

campo para un sistema cerrado están determinadas por la divergencia del tensor de energía-m.omento 

(Landau y Lifshit~, 1994), 

18T~ . 8T~ .. 
·~at :r,.ax1 ···=,0;,, (8.1) 

donde Tºº repres~nta la densidad de, e~e~gía relativista. El vector (1/c) TiO representa la densidad 

de momento. El v~~tb~ cT.!Ji;; el fl~jode energÍ~ e·~ la unidad de tiempo a través del área unitaria 

perpe,ndic~lar a la,dir~~~íó~ xi; Ei 'tens~~ Tii repre~euta el flujo de la componente i-ésima del momento 
·:' <', .,, :', . '·· . ' "" ' "· ' '. ,·:· )' : ' .. : ' . . • 

por unidad de tiempo en la dirección perpendicular al ,área unitaria cuyo vector normal es xJ. 
, • '¡_ .•; :,<'.'. ,C•';f..¡:'.;" '· '.:<" ' _' , , , " 

Por lo tanto, la componente temporal de la ecuación (8.1) representa la conservación de la energía 

y las tres componentes espaciales representan la conservación del momento. 
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En hidrodinámica, construimos el tensor de energía-momento en el sistema de referencia propio (i.e., 

aquel en''el que el fluido se e!lcuentra en reposo).' La densidad de energía por unidad de volumen propio 

un fluido es Tºº = et . Adicionalmente, dado que el' fluido está en reposo, la densidad de momento en 

este sistema es nula Tº°' = O. 

Consideremos dai = daj, el elem~nto,de~áre.a c~~respo~diente a una superficie tridimensional fija 

que encierra al volumen n. Al integra'.~ la''ééliicióri:(s':í)';'siJbre' el volumen fijo a se tiene que 
• ' · ' · ··.:,:·1~, · · ' e 

~:,¡ ~ dV ~T~~~~Z~¿~:-,i1~7/,Lfü r (8.2) 

donde se ha aplicado el teorema de Gauss al mi¿mBio;cle;ci~hoClci l~ igualdad. De aquí que el mismo 
. ,.. -.;_. -. _. -- . . ,,_ -· . ' - - ' ' ~ -

miembro derecho corresponda al flujo de momento sÓbre la superficie envolvellfo 8Jl. En otras palabras, 

la fuerza sobre un elemento de superficie da; es i¡ daj. picha fuerza en el sistema. d,e ref~reiiéia' propio 

sigue la ley de Pascal: la presión ejercida por: un,ª,' porción, de. fluido es igual en/ toda/ diréc'ci~'.nesy 
perpendicular a la superficie sobre la: qué,(ict!111'.·;Maternáticamenfo esto. es T/ da; ::p.dái do~dep 
es la presión del fluido. Esto implica que T/'=. ~ófi ~on Jo .cual quedan determiiiadaS el.resto de' las 

componentes del tensor en el sistem.a de refcr~J.lCi~ pr9pio, (Landau y Lifshitz, 1994) ' . 

(8.3) 

La formá de escr,ibir T 0 f3 en un sist~Il1ii. ele referencia cualquiera se encuentra utiHzando el cuadri-

vector .de. veloCidad ·:. . ~ - '.' --. 

(8.4) 
- ·- ·- - -

·donde ves la velocidad c1e1 fluido y 'Y= c1- .82.)~ 1 12 'eJ el.rriit61::c!ó L'br~~1L·cicii'· fl~i<l6~~n,,e1 sistema de 

referencia propio, u? = 1 y ui =O. Cóneste vectcir ~e,puecl~:es~~ibir~~i,tei~sor,de ellergía-momento en 
- .'. --·· :':"··). ·":%.:-.L:'_<·-: __ ·,_~~·.::\~-::-,::.: .,_·-~\!: ·"_.·- ·: . :.7• . 

el sistema propio como . 

(8.5) 

' . '.' '.~~i :;'~~<)i~··i·i.í~··.~t\~~:?;{~ ~:.·:. J 

donde w = e+ TJ es la entalpía por unidad ele ~olume'ri',meclida en el sistema ele referencia propio. Dacio 

que una igualdad tensorial en relatividad' es ~áÚ<lá:"'~i;~:~ualquier sistema de referencia, la ecuación 

(8.s) resulta ser Ja rorína generalc1e1 tensorde·.e~~F~ra:i1noménto para un fluido iciea1. 

. A las ccuaciories dé conservación (8.l)1'c1éb~di6~~·¡¡g~~g~r tina ecuacion relativista de conti;.,_uidad o 

conserváción de' lá masa. o'enotamos c~n 'h' ~1''h¿iri~ro'·<le partículas por unidad de volumen propio. 

En el sistema de laboratoriO, cada p~rtícÜi~ ~d íri~~vci ci:m una velocidad V y la densidad de partículas 
,. ' 1-,,.·. 

t la energía relativista incluye un término de. energía en reposo. En Ja notación del I, e = e + pc2 
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medida en dicho sistema es 1n. El número de partículas contenido en un volumen n fijo en el sistema 

de referencia del laboratorio es entonces 

/ 1ndV. 
n 

El mímero total de partículas que sale del volumen ·.a por '!~iAad de tiempo es 

•.. :t?;;~:~:,:.·· 
t-·-·--._' . ,-_--,_ . . 

donde ón es la superficie frontern de n. Por 'ótro)ad6, la taza de decremento de partículas en dicho 

volumen es 
(:--~ - , ~ .... .. :·:,·,::;. 

·>· ~:>-

•t ¡·!*%;)~jj~t. 
· ... ·.;' '.-(e :--;_·:·. ··~-,,, -'\'--<~~ 

Si no .existen· fuentes .ó sU:Iliicl~rC>s•de·~~;¡iíc~í¡{¡¡ éri~ste :Y61U'~eri}la.S do~ c~ntidades anteriores se igualan 
; ' : , . -. :.. , ,_'·. ;:.-.~·, _-; ~-:·,"'', , : ~-- • · '-' :'.·· : •,¡_, I ':. ~.'·'' '".(:'· ·:.:r:º·; ·,¡¡.;i ,._: .. \:.- .''': .. : ;·~_; 0 ;,c':::.' ._· _;·"?.'._ ~~· •';>,'.:,,'.: , '.' ! ,"' 3, ,• 

en 1a rormaintcgráI.de Iaecuai:ióri <le consérváCiónTdeI riúméro~de•partículas.· 
.. ,. ,:> _,, .· ,_,_ ~,~ -« . . : •. ' . - - ,, . ':' 

· i;~t·t~1~!(~1ff;~~"~i,$~~~:~~~"t~itW Y,\~r1 ~v c•.•1 
·r.~·~ 

18 . .·.. 1 .=. :· .. 
--(In) =.--Y'· ¡~óvJ> 
e 8t · e . · · 

(8.7) 

En tériliiribs'.··~~ ~tl~J~ite~t;ir'es '¡'i_ ecÜ~ciÓn, de. éons~rva~lón del número de partículas o ecuación de 
continuidad:~e. i!sf~ii->'~'(i:;~~d~~ .; ÚrsÍ1ifz; 1987), ''" '·'· : . · 

(8.8) 

Las ecuaciones. (8.l)y(8.8) que describen la. dinámica deLniijo rel~tivista pueden escribirse ~n vai:ias 

formas indicai1do distintas características delmovi1niento.Proyectemos laecuación (8.1) a. fo largo .del 

vector uª, Le., tomeinos el producto escalar~\le u~·-éori;1a'./~cua'.~ión (8.1): Utiliz.ando ~Lhecho de que 

uªu0 = 1, se tiene que ·.·· 

Con ayuda de la ecuación de contint_;idacÍ (8,S),;Ía e6ua'.cioriántcrioi: puede escribirse como 

·· f3 [ .J'~.(,D)···::,\:·L··~;"·]· ~;·:· •·· . . . . 
nu --¡¡ - :-;-: -,-7r . = O. 

a_x ..• ~n n. '· n8x. ' . 
(8.9) . 
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En el caso relativista, la primera ley de la termodinámica está dada por 

d (~) = Td (;) + ~dp, (8.10) 

dando T representa la temperatura y a os la entropía por unidad de volumen propio. De aquí observamos 

que la ecuación (8.9) expros11 la conservación de.la·entropía específica (Mendoza, 2000) 

on donde 

nTup8(a/n) ==: nT.!. d(a/n) =O, 
8xP ·· . c . dt · 

1 d' ' ·:."' 8 .· 118 v·. ··_ 
:-- =u .-- = :-- + - . 'V, 
e dt 8x"' e 8t e 

(8.11) 

es la derivada total o Lagrangiana'en.'ia hfdrodiná.mica relativista. La igualdad (8.11} indica que el 

movimiento se desarrolla de man~~iticua'.IJáú~a sobr~ la línea-;:univers6 del flujo. 

Del desarrollo anteriores hnpo~tarit~notar que en la descripción del movimiento adiabático podemos 

utilizar alternativániente;la'. ~~Ü~~i?~:·d~ continuidad (8.8}·0 Íá con~ervación de la entropía (8.11). 
-:5:.<,:''.J·; ,-.. ~ 

. Para termfoar esta s.~~~~~~~tfüf~~~cimos la ,velo~idá:~ ~el so~~~o en hidrodinámica relativista. Las 
ecuaciones (8.1} para un flüjo'.uriidiinensional á. lo largo de la' coordenada r son 

< --· . -- . --- ' "f,· ,, :,;.:; ,· ,; ' -,! : -.' ••.· .. - ·-: . ' ' . -- . -~ < 

••• < ,o ::· ~' ·; 

,;;1·a2cJ:p+e:J;-.; 18 ·[ k~2 p'.+ el'' 8p º <8_12> 

dontl•P.~· ~1~·~Y~!i~:l"~if ~~~ijrl~~~~i~J~;~º:~·.r"t.~.~~.~~~.~:::ª:. 
2 para mov1m1entos con s1metna plana,:c1hndnca: y:esfénca-respectivamente;_: ./·.; · . . '·• ". . ....... :~,.-" ' ...... f~,.,., ..... .. ;·:· ·..J''·: .··" ·.'i;.·_i"\;':'.' :í . !•:i••: ::"''''-:··->:1dh :-.• ;.,._,, •. , .. · 

Considdremos ah6~:1-t la8 cantidÓ:cl~~ p~ Po '+ fa f e:.,: ea + e, donde e y p son p¿~t'urba'.ciones .de una 

distrib~ció;1 estática de energía e0 y ~resió~(p0 .'E~ tal .~~ó, la velocidad del flujo e~ v ,.,;: v0 + v =v. 
- . . ·- '::_ .- - . ,_.,·~;-. ·_. ' - . <-· 

Substituyendo estas cantidades elllas _ectiaciones (8.12} y (8.13}se obtien~ que • 

ea +Po 8~ 8f> _ 
0 ~8t+8r-' 

8c 1 arkv. 
-+(ea+ Po)-:---= O. 
8t rk 8r :· 

Igualando la divergencia de la. primera con Ía derivada ie1hp:0~1LI ele, l¿i segunda, se encuentra que 

. ~:: = é r
1K,:r GK~~-r 

:· ; t -, . ~- . ' .. :" ': . . ' :; ~- .. 

Al escribir e = ( 8e/8p) rr fl se obtiene l~ .cC:ua~iÓ~ ~e ()~da: p~r¡ :laprosión fi, o alten1ativamente para la 
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energía e. En ambos casos la velocidad de propagación' de la ondá es la'velocidad del sonido a, tal que 
·-- -------- --

~2 =c~:C~:JC:>~,.:,/ (8.14) 
,,,;>::~"·.:_~~<-<- . - --::.-· -';. 

, '. ~- . .·. '.-,·-~ ·".:-':.:,·i\·'/•c.,.'.··.·'.,~"t"·«'·';: ·í.·_:_":'.'·· .. :,·_.~.,<··:: _·,<->>'..-:· .. ·'·!.'; '. 

Esta velocidad característica del medio es .útH éoníó''páráriietro en;el estudio d(3 fas discontinuidades. 

Como veremos, ~ligua! que en el caso no7r~Í~ti~i~t:i;1ateioeidad d~lg~,qu~:atrii.viesa tina onda de 
choque cambia de supersónica a subsónica. . . •.· ' '· . .. · . . . . .. 

§9. Ondas de choque relativistas 

Como en el caso no-relativista, los flujos relativistas presentan discontinuidades generadas por 

gradientes de presión suficientemente grandes. En el espacio-tiempo' de Minkowski, tal discontinuidad 

está representada por una hipersuperficie (McKee y Colgate, 1973), que se reduce a una línea-universo 

para un flujo unidimensional (ver figura III.1). 

Sobre esta línea de universo en que la presión varía de manera discontinua. Cuando un elemento 

de fluido atraviesa la onda de choque, las cantidades hidrodinámicas cambian de modo que la entropía 

aumenta. Utilizando subíndices 1 y 2 para las cantidades antes y después de la onda de choque respec­

tivamente, esto quiere decir que. 

(9.1) 

Tal desigualdad dcte'rmina Iá forma en que cambian el resto de las cantidades hidrodinámicas (Taub, 

1967). En el sistema de ~eferellciade la onda .de choq:ue, la velocidad del fluido satisface las siguientes 

desigualdades 
•1·-·:·· 

De igual modo, el aumento de e1üropíahJ,iplica:.qÚe'Ia'.densidad ~le pártículas y'la presión aumentan. 

Esto es 

n1<.n2, P2 >.p¡,. 
,; 

Los cambios en. las cantidades h.idrodin'ámica.S'íia' sm~ arbitrari~s. El· flujo de momento, energía y 

masa debe ser. con~ervado a 'tra~és dé:lá. ¡;ip~r~Gpcirfici~:cl~dls~oriti;;uidad. Para escribir las condiciones 
--.. -. ___ .. ·. ' -... · .. · .'::- .. \_:-~< -· ~-·_'!· .. --,.-... _.1:,:,,t·':¡. ·'.«<"-~·-··,---,~-'\•.!: 

de salto seguimos el método presen.t.ado por McKeeyColgate (1973)'.·consideramos una hipersuperficie ,,,. ..... .. . . .,,.. .· ... ..,.'." r . . . . .. : . ·:". . .' . ·.. . ·' 
cerrada <I> 'sobre l.~~Hn.ea:,:,~~~fpivcrso\de la discontintiidad.(ver figtiraIII.1). En ella integraremos las 

"'¡ . ·:\ .• ,,, !, 
:··:·,. 
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ecuaciones de conservación (8.8), (8.12) .y (8.13)· reescribiéndolas de la forma 

!!_ (13p+e+pc2) +:.!..~[rkP+l32(e+pc2)]- kp =O 
8T 1 - 132 rk ar 1 - 132 r 1 

!!_ .{· e+ 13
2
p + pc2

[1 - v'1=f32]} +.!..~ {rkl3P +e+ pc
2

[1 - v'1=f32]} = 0 
8T . 1 - 132 rk ar · ''· 1 - 132 ·· • 1 

! h+ :2 a~k [rk~h] = O, 

(9.2) 

(9.3) 

(9.4) 

donde p = mn es la densidad de partículas con masa m ff:= :e - pc2 es la energía interna por unidad 

de volumen propio. 

:.,: .. 

et 

r 

Figura 111.1: La línea continua representa la línea de universo de la onda ele choque para el espacio 
de 1\-linkowski. Las condiciones ele salto en el choque se establecen integrando sobre el volumen <I> repre­
sentado por la línea punteada. Las cantidades hidrodinámicas del fluido cambian de valores (A 1 , B 1 ] a 
valores (A2 1 B2] cuando atraviesan la superficie de discontinuidad. 

Las tres ecuaciones anteriores poseen la. misma .estructura .. Cada una se puede escribir como la 

ecuación diferencial 

.·. a ( .kA:· .)· ·. a.·(· k.B . . ) . c. 
· :r;·__c_:, r ·. · ·+.--'' r + ==O, 
. ·'ªT·.: >;•, '.:·:·¡,~~ •.. ·.·. ~-·---

donde T.= et. A y B son funciones dl'lf y t. , _ __;;.o;:TE=s=I:::s=c=·-=o~N----

FALLA. Dl. ORIGEN; 



§9 ONDAS DE CHOQUE RELATIVISTAS 41 

Integremos esta ecuación sobre la hipersuperficie <I> que éncierra la discémtinÚidad (ver figura UI.1), 
':· --:~.-~" f"~~ ' - -.;·-7;f~"'-;~,'.:_-·_ 

J J [:r (rkA) +;rÚ~B)i.}gldrd~ ~o.: (9.5) 

<I> 

A través del teorema de Green, esta i~tegral~e tr~ri~}()r.~a·~·:; 

.. ci;(~~~¡~(it~:~f i:"J¡;ic drd; . (9.6) 

El volurrien de integración <I> se hil.,traz~d~dé mddo que los segmentos normales a_la línea-universo de 

la discontinuidad son pequ~Ííos ~orÍipa;~dcisc~rÚós paralelos a la misma. En consecuencia, si todas las 

cantidades en los integraridos de· l~ ~c~~~i6~ (9.6) son finitas en la discontinuidad, la integración sobre 

los segmentos de menor longitud en (9.6) será despreciable al integrar sobre la hipersuperficie 8<1>. Por 

otra parte, la integral sobre el volumen ·<I> _es también una cantidad de orden superior a la integral de 

superficie (puesto que dr y dr son cantidades de primer orden). De esta manera, la integral sobre <I> en 

la ecuación (9.6) es despreciable frente a la integral sobre 8<1>. Por último, cuando el volumen <I> tiende 

a cero, la coordenada r en el contorno de integración puede tomarse como constante a primer orden en 

cada segmento. Por lo tanto, la integral (9.6) a primer orden se reduce a 

f (-Adr + B dr) ~ - [A~(r1 - ro) - A2(r1 :-.ro?J +~:(ii ~ro) - B2(r1 - ro) =O, (9.7) 
84> '-'.~~:,· -·;: : :>;.,">:-;· .. :~~,.-~~{:~·::·,·:_'._~::.·,~}J:;::~.· :.;L 1 ;;·;~:-~·,,;--"$:',:~· ... _,-< , ., 

donde los puntos (ro, ro) y (ri, r1) se el1cuentran sob;~¡~uti'ri¡i <lci universo del;¡; oIIda de choque. Esto 
implica que el cociente . · . .. ;'· .; . •.· 2;'.:''~t->-:Y{'.'~V:;, -~~~;,~;VSi' ··;·\·' .. ·. .· • · '•. · . 

r-. - - ¡ ';'. ·- -' ·:.~C.'.-'• 

. _%{ ·'==··~~·;:~:~f t •;<_~::;{'·• • .. · .. · .. : ::(9.8) · . 

. -__;, ···i 

representa la velocidad de la onda de clídqiié dlvidiaa{rf¡fa c:_,Con e~to, la ecuación (9'. 7)toma la forma - ... --· .. - - .. "; __ ' ·-· ··-¿,; ., ... , ·." ... \ .. '.. ,~ ' -· . ·-· - ' ' ' ., . 

: '~_,: ;)bü~i:~ ¿;,.. (9:9) 

donde óQ = Q2 - Q1, para c'ual~¡t;i~~'!fÜiib'i~;;i\(~-:~r . . . . . ,, \ . . . . . .. . . . . 

Sustituyendo A( r, t). y ¡j ( r, t)' por ~Js ~~~í<Jres cbi:~~si>ondirihi~seí~ cada ~u~a de las ~cu~bio~es (9.2/a 
(9.4), se obtiene ·. · . . · .. 

' (9.10) ' 

(9.Ü) 

(9.12) 
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Estas son las con.diciones de salto o condiciones de Taub representadas en un sistema de referencia 
inerciar-arbitrario: Las"relacioncs (9.10) a (9.12) son válidas sobre una discontinuidad unidimensional 

con c:ualquier simetría. En el sistema de referencia propio del gas no chocado tenemos que /31 = O y las 

relaciones 'anteriores toma la forma 

___ __ _ __ 13ª 132 p2 7 ~2(~r2c2 

1>2 + (~22
2

f;~)~ p2c
2
) _ p¡, (9.13) 

--- --- [-e2 + /3~p + p2c2 [ 1 - v11 .;,,. (/3~)2] _'. e]'~ P2 +e2+'p2c_2 [ 1 - yf l - (/32 )2] 
f3s _ l _ (/32)2 1 /32_ :- - _ 1·..::. (/32)2 > 

'" /3s(\/~':2(~) 2 '.-}j~)·-";b;[~~:X~;~ ,:] • 
~i.', "<tf ... ~·¿,7:>.<~::~~:·.'.·l· .. ·:~.~~:··~·.':>.-;~~,.;·:~>'.·~:."1;\:,.: ",.-:- 2 

De aquí se sigue en particularqtie.(Mcl{eeY,,c~igate,:-1973) ,, 

- . :,;:> .t:-~;;,i,·.}'.~\:,~jl;.·.i'Fg;(i: C/3
2
)2) 

f3s-/32· 
(IM2P2.+c.e2 + f>.ic2 [ 1 - yf (1 - (/32)2)] - e¡ (1 - (.82)2)' 

. 2 (, ~- · -~ .l]. + f3se1 + /32P1 
e2 =p2c 72 -: /3 /3 , 

:·_·.:,_. __ .· .. -;·.~}-'/':;.:;\_: - . :_.,· 8 - 2 2 

P2_ /3_ 
8 " -:-1 . · [P2_+ f2] [ P2C ( l)] ---:- =--.-. -~ =72 --- + --- 72 - . 

:Pl_ fJ~.:--~f3._2,,72;, . _P2 +e¡ P2 +e¡ . 

(9.14) 

(9.15) 

(9;16) 

(9.17) 

(9.18) 

Al combinar las dos úÍtimliii'igualdades se obtiene la condición de brinco para la densidad de energía . . . ' 

-•. -.:-·e~-·~:¡2·~}~;c~--·~q2·~~72;·6··~-'Y~;;±;:~P1·-~:72, 
---·· ~-J-' .]'~""'" "'., 

de modo que la energía por tillid~c:Í d~ n{~á i~rii'edl~t~~~~~~~d~spués del choque es entonces 
. ·. . --. : . : : . . · ... ,:.;:<· .. ·, -;~:-~;:.'.~;;_;i,.'.~f~:~;~~~1:::/;;~;·}::,:~;''·'~f:T:·_,~h;: :>- '-_._ .. 

e2 ' 72 [ ,,'.: ,,. /32] -, - .;=;:-;-, eL,+ Pl -
13 

.• , - -
P2 Pi"- · ' ·,, s " ' 

;. ";,~~ r :. :;::; • ,' • • 

' __ .;·~/ .. -:.~-,~-·-•,~-•_:'.'·\<'.<•ir:/(_\' ·-·:·,; .· ~'- ~; ' . 

Para una onda de choque fuerte enidb1iÚe :_p1. {e 1 -són~ despreciables en compa~aciÓn éon p2 y e2 
respectivamente'., la igualdad ~~:1.7) ~~;r~~~~~,?í'.~,:;'.;}:L,,iC. " ' ' - ' ·' ' . · ·' · .. · · 

(9.19) 

· ;• 'e2_~fí~c2 (72 -1). · (9.20) 
: ~ .. · ... · )' 

~ - ;,- ,¡ 

Con· esto se puede escribir· el contr~t~ d'~'.d~d;Í~~des ~) p1 .- pa~a 'una ondá.. de' choque fuerte como 

. ,' -~p~)/}<:~\~i·'._',:·¡,·;' ~·, _:· - '¡ ' ' 
. - ,;,,, ~.[f2(P2+é2)+e2]. (9.21) 

PI .7:12.+>; L, - . 

Cuando el gas chocado es un gas'politrópicb, ento1ices p = (~ - l)et y por lo tanto la ecuación 
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anterior toma la forma 

P2 K 1 - = 'Y2-- + --. 
P1 "' - 1 "'-1 

(9.22) 

Las condiciones de salto en la discontinuidad fuerte son válidas en el límite cuando e -:+ oo para 

un gas pofürópico no-relativista. En tal caso el índice poli trópico es "' = 5/3. Cuando el movimiento 

microscópico del gas es relativista, el índice politrópico es K. = 4/3 y la relación politrópica p = e/3, 

incluye a Ja energía en reposo del ga.S. En este caso las ecuaciones (9.16) a (9.18) implican que 

r :_ -r2 
s - ~1- 2(K -1)/¡.;,' 

(9.23) 

donde r. es el factor de Lorentz .de.la onda de choque. 

En el siguiente ca:pÍti'iÍo a~aliz!l.m~s ~i pr~ble0a de la implosión relativista partiendo de condiciones 

de· frontera sirl1plificá.das al ¿aso,'de'Ü11.''~as',:rin\;el límite ultra-relativista. Esta última característica no 

- sólo Hmita Jos caso~ d~ apH~~~ióh d~i'~n!Í.Íisi~ si~~-<}ue también excluye la posibilidad de considerar el 

cas~ noC.:relativist~ co~~ un :lí~l~~-d~i ;;~c~s'~ i v~locidades del flujo mucho menores a la velocidad de 
' . , . . - . - • - i 1 : • ••• •• -:.: - ~ 

Ja luz; 

En general, ,;. no es el cociente de calores especlficos y la relación p = (,;. - 1)< es válida para valores 1<. entre 4/3 y 
5/3 dopcncliendo de la composición de las partículas del gas(\Veinberg, 1972). 

·-··---- .. :.:..:.:_ . -~-" 





Capítulo IV 

La implosión relativista 

Los indecisos suelen ser muy perseverantes, porque si 

abandonaran su búsqueda tendrían que tomar otra resolución. 

"> . C:Hll.c?mo Leopardi 
Lo que probablemente distorsiona .todo en la vida es que uno está 

convencido ·de que di~e la ;v~;d.<ié~dl'o iJ~tJt~ 'dice 'i~' 'que piensa. 

J:'<·· · :: ·l; ·¿ .... •.;.• :.:'· ·.,··.,:.· .. ·.'··:····.·.·.·.· .. · .. '5 '''\:
1'''8acha Guitry 

.. ,,,~., ... -,;.,·::.·:·.'~\!;~:;~·:··~.,,·'/'.'.' - -,- . 

En el estudio de las explosiones más energéticas q~e tÍenÓJh .. iJ~¡~;~n;i~ ~~s~os se deben de. tomar en 

consideración efectos relativistas para analizar la dinámi~¡;, del g~ I~rii~<l~JiacÍ~ el e.xterior. El análisis 

relativista de estas explosiones propuesto por (Blandford i>McKe~;\9'76; 'Eit~oth, 1912) ·explica los 
fenómenos de explosiones de rayos ¡que llegan a producir en~~ií~·de h~ta 1050 'érgs: : ' 

Haciendo una generalización del trabajo de Blandford<Y l\foKée, exponemos en este capítulo la 

solución al problema de la implosión relativista. Apoyándonos en argumentos análogos a los utilizados 

en el caso no-relativista o Newtoniano, derivamos .una solución al problema del colapso. de una nube de 

gas inducido por una onda de choque implosiva relativista; 

§10 . La explosión auto~simil~r. rela~i"ista 

. La. ne~e~idad del tratanÍi~1ito relitÚ~ist~eu<ti¡;~e~¿ÍoSÍ~n;surge¡;uando lá descripción no-relativista 

del proble.ma'. ~1itra cíi~ '~0;1ti·~di~C:i6~~; c~á Id~· iJ'ostt1J~dÓ~ <le' l~· ted~ía :de :Ía r~lati~idad. En efecto, .consi-

d~~;emos "~ri~/~~g16sió;¡·· ~K lf~· ~~.~í A~Si~ei~~y¿,~"~~~t~!i~~~~i~iit~:i~~iiW,~ ~~~'.~{ ;,;;.;':· ~:· .. ·· · .. ·.. . . · ··.· ... 
2 '' 2 - ·-:_ ,. ' ·::'- ·-, ;~j·, .:: 

E ~ V P.t e ,c'I: .Me , , . · · · · ;> ' ,: : " 
''";,.,,·~·.·;.;.;,;~~t~ '~· • .. ·.,; .. · :.,~.'(._·· ,,... 

' . . ·. ·'·;." :»·./º:·.··; -'.-~···\ '-~·,·~::~· ... ;,:'. ~< .... ;~~i\~f-~~~;~~:;¡~ <:,:\:. : ~-·',:;~- . -.¡ :·:; • :~'. ">-:. :.·'.. ':·:· -- ", - ' 
donde· V es el volumen. barrido por la ex¡)losiónt.0/;i¡'. es lii9cfüsid.~d;,pel :ga8'aún 11o:'chocad9 y M es la 

· . . . · .. · .: .,. ··'" i -, ,<'" •. ~·' ·. :~·~/ <:!:.'f.i'·~..;,..,,~-i; .... .,:;:::'{ii"·\}·:':';<.·:r·.I•...::~.r~:.:.:-.;,;,,··.o,:i·;· .. ,.:.J.:.(t18"tl~-~·;c:·,¡_'.:~-;:~ ·;-;>)~"'!·;~,,¡.~'-.•\\" .:· ·,( '· "' 
masa de' los productos de la. explosión'~; En este ·'cruio;> lá/ ónda'ifüjc choqüci sé' :desplaza cc:iii veloddades 
relativistas (Blandford y McKee, 1976r ·.>>'~ :· .;""'.: .:··, "">"r,;•.;:ii'·\í~,;·¡;r·;,;,~1¿í/l/' ·/.!('',J;.:i: :: 

Como vimos en la sei:cióú §9, tina onda: d~.cl{bqui:i ~ciiíiti~ist'li. ·~c'donsicle~ii. ¡J;;te ;;~~ndo la energía 
:' • .: . _. ·-·;",: ·.t!,,_:·· ·_."'>-" ··~\:,:.i~'.:·-:~<-~"·· :,,.:.',r~·:.·· · .' ·:· · . .- .. :.< ·.:.~·. -.:· ·.· .. ·. · ' 

e 1 y la prnsión p1 antes del choque son désp.rcciab.les con /es¡:iccto a las mis~as cantidades del gas 
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chocado. En otras palabras, para generar una· orida de choque fuerte debe existir una discontinuidad 

suficientemente granCJe e1i-Ia e11érgía.' ciiiética''1>Í:o~1edio por partícula. Usando la notación del capítulo 

anterior esto se escribe c~mo 

(10.1) 

donde n = p/m es la dmÍsidad de partículas de masa m por unidad de volumen propio. . . 

Utilizando las condiciones de salto dadas por las ecuaciones (9.19) y (9.22), eii la onda de choque 

para un gas politrópicó, ent.~nces'l~''desfgualdad (lb.n. iínplic~q~e.:":'.f;t " 

1 •p¡ '( .·. ~:1 ').Pi 72 -1 ~--- l+-. -.-: ·-, 
K2 - 1 Pl. . K¡ 7" .1 ; Pl . . ·- ·-··--··' .- . ' 

(10.2) 

. ,.,, __ · .. <·.:,,·
1 
•. _·¿~'.·:.;_~7 ·.:~ ... >:- <:~.::,: .: ·:,': : .. ·-,\ , . ·: ... t .. _ , ... - , .. - <'.'· . -:::\=::\ :_-.;·,.:_, _._,.)·>. ;-.v::.;_ ... ::-> ',,_/'.'.;¡ .. ·:.:-" :.~·:·:_f:- --..... _ .:;:;·.·-:-- -: : :·<. . -. 

dondé'K1 i y;K:t:son',los•íridices politrópicós para'el ·gas antes y;~desp.úés 'de la' onda de:choque respectiva-
.·)_.· ·( <'-~:;,~,~:r>'~;.i.V··'<>,: :,~-:-~--~41:;: ,--::: ·.-!-- ;··:·:' >1 · :·' ,:1 ... ·:·-.: -~. ;:-;:_. ·\~·?i:·ft'Y~1;ú-'.·f·J~-i!i;":l'.:,;:!;~::: '),;·;< - . ..,,,,: .. ·:,: ~ ':~.::\: ___ ,- . .:<,~ <'\~-, · .. ;-, · .. _',:<~.:.- - . ··.·1 \ .. " · ··' ·~ 

mente.·,El'factor:de Lorentz 'Y2 para el:gas ·chocado que cumple;Ia des1gualdad·anterior es tan grande 
-·· :_- -.:···:: ·1:!::'.:·~·~:·F;t::,:: .::·~···-··.·~ .: .... · · . - ·_ - -,·, . ..:, ··-t~· ... ·:_:~:·;_~·-<·.;.:·!.:.',..t..;3<-;~_·,;~··>~"!.;:·.;~.:-·· .. ··-".::C} .. :-.·.:,«\";<~_;:;.::·:'-·;<<:.:,·.,_·-.:.<.· ,'::· ·'··; .. 

que la velocidad del fluJo detrás de la onda 'de ,choque;:es coínparable;a' la .de' la)uz; :J>. ,' ,<'' '.', : 
-.~ · · . ->: .. . ::~- ·-< -.: ;_-::· >}·\':/ -.... :- ·¡;·~: • ::- ... : · >-< ·! .-, , : .• ,.: ~·> ·1 ~: :'.:'.; !;:~~-~ff ~.:,,~tf\Kt~~·:j~~;~:;j~~~-~f\,~~;:1}::~:c "~~~}:.;~:.:_+·:r: ~~·,::~;'.:-"~\-:\i~ó·t:; :~;~:\~:.:.Y::;··~'.:;::;:<.:., _ _. .. ,,_. . ·. 

Para ev:1tar:. comphcac1ones en las cond1c1ones;de;::frontera:,de; la:~,onda de choque,. eL problema se 
·~ ~ . ' >":.'. ' : .:·; ,. :'' ·'<) : ·, . ;: _ :.»· . . ; -- -'. ': . : ' . ·7< :.":.;'¡ '. '_- ·--::-.;·-·-.

1, ·: i~.? i;. ·'-""«'J "::f.<"!; '.:;;·~.:·-1 l:'\'.:.~i'": ·;,e.!>1.~:~1- '~-'-~':i :·. ·l.. '·'':.:' ~· ~t::- :: ,. '_.., . .-:' ... .-:-- -. : \. ·' - . . ·. 
simplifica imponiendo que el gas es ultra'-relativisfa':>Eri fal 'ca.So lá.ecuacióri'de estado éstá dada por 

•;• '! :-:,•:·· . . ·-·- .. ·~.- '···~- '",;-'"·~•.«-.{:-,:-."-.<"-.:·; ·~·· ... , ~, : ... _ . 

·p,=(~.+1) ~;~~:.~~.~·;,; ,.1~;·~ ::·:·,, .,.. (10.3) 

-. · i·.: h .\~ty~)~¿::i··:·S-ié1;·.~;:;(; -.: .. __ ;_/::: 1 :<-·, 

Para mi gas chocado con esta ecuaciónde estado'; h{condiCiÓn de salto para las velocidades está dada 
por la ecuación·(9.23) que se reduce a· : .; .. ,;;:};, .;/,~ ,·· . '· 

.• 2 ¡·.·;·7· ,,,,\, 
.-r2 =:= 2r.'. .;... (10.4) 

<'; 

De esta igualdad y la condición (10.2) es claro c¡ué. ~i;i.ra .elc11oquefuerte r; » 1, Por lo tanto, en el 

análisis de la explosión se limita a cantidades deorden cero en r;. De esta manera, la condición de salto 

para la densidad en la ecuación (9.22) se reduce a 

. n~ = 47in1, 

donde n~ es la densidad de partículas del gas chocado medida descle ril si~t~rilk dé referencia del gas no 
chocado, i.e. n~ = -y2n2. En términos del factor r; esta últinia igu~Ídii:a 'e~ . • .. . 

(10.5) 

. -~ ._ ·_;.-~ . '~. 

Por otro lado, con la ecuación de estado (10.3) la condición. de salto (9.22) .. para la energía toma la , ... "', . .-', .- .. , ... ,. ' -· _.,- '·' . -. " .. -·: ·.. - ... - , 

forma (Blandford y McKee, 1976) .. ., 
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De esta última igualdad se deriva la condición de salto para la presión del gas ultra-relativista, 

(10.6} 

donde w 1 = p¡ c2 para un gas do baja temperatura fronte al choque, y w¡ = 4p¡ para un gas ultra­

relativista. Las tres condiciones de salto (10.4),(10.5} y (10.6} representan condiciones de frontera en la 

descripción del flujo detrás de la onda de choque. 

Establezcamos ahora las ecuaciones de movimiento para el .flujo folativista detr!Í.s ·de· la onda de 

choque. Para esto, dada la simetría del problema, consideremos un:fÍujO;tií1ldi'm~·Iisicírialcon simetría 

esférica. Así, la ecuación do conservación de energía (8.12) y la de·ccíns~~vaC:ión'dé' momento (8.13}, 

junto con la ecuación de estado (10.13} toman la forma 

(10.7} 

(10.8} 

En estas ecuaciones y en lo subsecuente,I~ c!~ntlda~~s'~in'~~~bíllci'i~es'corr~spondén al gas chocado. 

En el capítulo anterior se observó ~deüiáil·~u~:{¡~ fll1j'ó acli~bátÍ~o'. se d~scribe ccmlas dos ecuaciones 

anteriores mas la ecuación de contlriu~datl 'ciii·'.~c'ii~~iÓn d~ cb~s~~VllCión clela ,entropía; aquí utilizamos 

la última deellai. Ton1ando ·e~ cuint~:}~;~~g~~~~~~;~~,'~~·~:~~:g,~.~t~~::~wa-re!~tivist~ y la primera ley 
de la termodinámica resulta entoricés qúé;la écí.iaéiófrué''co'nsérvacióií' dé la entropía está dada por . . . ··.··· ·:1;~·:~~i~I~¡!l~~~t~·,t~·';~é .... ,. •': ... · . (10.9) 

Las ecuaciones (10. 7), (10.8}, (10.9} .juntci'.cciii ;Irui°ccíndiCiones de 'fróntera·;en la onda de choque deter-

minan el problema matemático.colripleto.\i • ·'-.: ·;;,'.¡' .j,·,;,;.;'· .. ~. :,< ,· x •. ''.!'<;./; .;· 

Las soluciones atito-simÜar~s a e~·t~:Jf~bléma reql1ierel1 éle'variables adiiil~risiC>nales construidas a 

partir de las cantidades características del probl~ma. 'En prime~ l~ga:~\ e'~6~i~ii~~s Ía integral para la 

energía E contenida en el volumen del gas chocado. Para el gas tÍlfr~:"rel~tl~Ís~i;· la densidad de energía 

Tºº en el sistema do roferoncia de laboratbrio os p(472 - 1}. Ásí pué~;i!i:Ófd~n cdt¡;'en .")'2 dentro del 
cascarón limit.ado por los radió~ Ro(t) y R 1 (t) la energía contenida·frcc {: ¡ ,! ~;:.;:. .<· 

. . . - . . . 

E(Ro (t}, R1 (t}, t) = f : 1 1~rrr2~2 ~~>:)º .<10.10) 

es en general una función del tiempo. La energía total Jr'iiBcir~~a en ,la cl~ton~ciÓn r·épre~enta un 

parámetro del movimiento que, aún cuando no será utilizad~ dii:~~t~i~e\:¡~~.en l¿i ~a~i~b1ci d~ ~i;nil~~idad, 
detorrnina el· índice de simÚaridad del problema. · · .,;:,:;_. ~',':'·;;;:·:':<:v:::'.1:.'··"''°''r.!~i· ,~''J!Mf1,;i''i':'.f ·:' · .. ': '·, ' 

Blandford y McI<ee ( 1976) presentan tres argumentos ~ara; estable~~~: ~l cbill~nfe' Rfr2 como un 

radio caracLerístico del problema y derivar de él la varia'.bl~ de"~ÍillÍÍ~ri~~d. E~·lofTr~s a~gumentos las 

cantidades hidrodinámicas toman los valores dadós on' l~c~~dibion~~ d~ frpntér~{io.4}, (10.5) y (10.6). 
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Primeramente se ·observa.\qué si·el número de:partículas del gas chocado conserva la proporción 

dictada por la eCuadóri (10.5f"c6n elgas'nocho~cado, entonces el gas detrás de la onda de choque de 

radio R se concentra en ,una banda de ancho ·;¡,;j R/r2: Por otro lado, el factor de Lorentz del gas chocado 

es 'Y = 1/ yl2 I\ de ~orlo que <Í hrdenT~2 , l<Í vel~~idad del choque /3s y del gas chocado /32 son 

Con esta .vefocidad,: eCgas .~hoEadil'· .í1:.radió iR qted~ rcz~da~o·. <le-, la 6n<l11;.idci :.choqué en,.uriá.. distancia 

~ 4R/.r2
, cu~~#-~. ~~~a;had ~~li~·~cl~.s'q' r¡i~i·o.:, · .• ,• . , · ,.~;_.~'.!J;i;~J~ff iii~~·~;¡~~{'!·t;};f;~i;~;~;:~~~Í -q~~ii¡jtJ%C':~{;i,,i'(6·• '.;J.·.· 

··.Una última'observai:ión se .deriva de. Ja conservación;de;laenergía't1'.Al 'stistituir;é1i°,la'écuación.'para 
- -.~ , .·. '""· . • _.·,..:: : >'. :. -, .. "->«: .· ·.·. :·:. ·." ~::.·~:: ~ _; · ·._ ,- : , : ,. ·:· ; ., : · ·: :·"~,~·:.:;.'. -~-· ,;1·, ..... -_·>-~·::J \: ·' r·¡\':.·.:-<'.;-::: ·. :L'-;i!:,--:.~·~¡;,-;:::_·,~y-;~."~-.;\{r"·'.r['''fi:.",¡;, .;,_~~-' ,_::,;:, :_ -- -

la energía (10.10) los valores en la frontera para'!as éantidacles ;hidrodimimic,asf'se::eiicuen~ia ,que en la 

:::: ~~::fo¡:-;;~~~ '°·'" ~ol ~ :••&i~ru ••;•~i'.';1N~~0~r~~~~i~~~j~~~i~jell un 

Para construir la variable.de similaridad; presentamos uri'_argument6'alternati_v6_2qué'Córilléva a la 
.' . .. ·. - .... ;. :·,-.- --~·~·-. -~-_'.:·- .· ---.- .. ·~·:·::·;·'~'-':_·._. ,r-·;'.;;.-.~_;_1:-";,:;>:~.~.:--:··~:-··,;_:,~.)>'.,--·.:_¡:c(·-:-;:\v·~ .. :,:·-; ... {:-·\;~:;,-.~,:- . .--~ -

elección de dicha variable de manera más simple. La ventaja-' de :este'.prócédiinierifo :es~qué también es 
válido en el caso de la implosión'.,~- -·· ;·¡ ' : ·-:<-. ::>-~~ '·' ::~~;_:~~-: _:\,<~- .::~~~'.:···· -~:~~,:::;~;:·~:1 ~~~ . <; -·. 

El radio de la onda de choq~e R se desplaza siguerido una ~~ióriid~<lfr¡;nGillfa~<l~~-~~:1~0.~elOcidad 
.•., ·, .-,. ·, '. t :--.-.-· •• .'•· •' ,•'·~·-.::::.:.•:o:('~~·-•,.(~~-;.,;• .. ;'"";_·:·;'!_•.'_~;¡:·:"""'.: ··:.:, .. ':·F''··c 

de la luz) \,, ;~_:.: .. ::.;,, ;--> _, , ':~:' .-; ·, ;:" , : ~ -'';l :~~-;_~ ·.:~ -~·-. -~ ' 
~ ··/-:' 

k/c = /3. = (1'~·:~2}~1~.:~·f '1'\"-: ~ ., .. :-

, • .,"''·'· :1,>• Ú·0,i':¡:;~c.; \<;'::r·,:' "' ··i 

donde r 2 = r~. Al expandir en serie de Taylor eÍ mie~br~ d~re~'f1c:i, a ?rden r~2 se tiene que 
,_ >" ,'':.,": ;· ~ •·"I 

(10.11) 

con la constante A por determinar y.m unexpone;1té~qu~, como,~eremos; es el índice de similaridad del 

problema. Con esto se integra la expresión, par'a. Í~'v~locidacl,,de la onda de. choque para obtener 
. '.·" .... · .· 

' . ( .; : l. tm+I) 
R=c t-'-. ---·-· .... 'm:+l· 2A 

=ct.(1 -- _:2_~)·• . 
· .. ''m+1.2r2 • ·:··· 

.. (10.12) 

Tomando en cuenta que el producto et ti~ne dim~nsi~~~~ .de l~;i~it~d, escribamos el cocle~te adimen~ 
sional ·'·· .. ,.,, ............. ·, ~· .,, ... ; .. " ... · . , ...... , ' .... .. 

[.· 

.; 
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donde se introduce una nueva cantidad adimensional </J. Así, el inverso de esta ecuación a primer orden 

de aproximación es 

r <P 
R. =l + 2r2(m + 1) · 

De modo que la variable adimensional </J está. dada por 

q, = ( ¡ _ ~) 2(rri + 1)r2, 

y es tal que </> = O cuando_. r =:= R. 

Por comodid~d, ~e busca que la.S funciones hidrodinámicas escritas de manera adimensional sean 

potencias de la _variable de similaridad. Es conviene entonces. tomar como ~~iable similar a la función 

x = <P + 1 ynoa </J, es;decir . 

\·;·.,· (10.13) 

El rango de est'~ nu¿va .va~iable ~s ent,on¡:es::x ;;::'' li,·~1-vaJor x·= 1 corresponde a la onda de choque. 

Como veremos, las ecuacfories qu~ describen el flujo aüto,::O:similar se simplifican al usar esta variable. 

Sustituyendo la.secuaclÓncs (!O:ll)'y' (10:i2); én.la c~u~ció'Íi (10.13) se obtiene a O(r2 ) que 
- - ·, '. .. -. ' ·.·, 

·X ==(1 ~·2:..) .. (lf 2(nt+l)r2
] , 

• . et . : .· .· 
(10.14) 

i \; 

. . 

A partir de las condiciones de frontera (10.6),(10.5) y (10.4), se construyen las funciones hidro­

dinámicas adimensi01mles'f (e), !J(e) y h(e). como 

3 : . 
p =2w1r2 J(x), 

n' =2n1r2h(x), (10.15) 

72•;;;;.!_f.2¡,(~):········ 
2,. ··' ::· •. 

De este modo las condiciones de frontera están dadas porf (1) = g(l) ,;,, h(l) ,,;, l. Notemos además que 

las cantidades hidrodinámicas p, n' y 7 son ahora. f.;ncicmes de .. ,las,,variaJ?les adimensionales r y x en 

lugar de t y r. De esta manera, el expo·n6~1t~.rii~~:1~:e~pr~siÓri(i'o.1_1).es ~l índice de similaridad del 
.•. •.-. ·:- <-,.;, .,,; -· ._,·, ,_ ··:' .• \ .~ .. .,. - • ~ 

problema. 

UWizando la regla de !~.cadena; las dc¡riva~as cpn:resp_ecto a.t y r pueden expresarse como derivadas 
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con resrecto a~ y con respectoaT2 de la siguiente form~ 
a ...... ·:a···.···. 2 a 

8Int = - m8Inr~t[cr:-1)(2r - x) + 1] ax' 
a · ····<·•:"> •.(··· .. · • .:. Ér 

t8 = - [1 + 2cm. +'1jr2J 8 , 
· .. r . . . • . .. x. d . · a · .· ·. · · (2 ) a 

.di ·1• =-,:-,mal r. 2 + (m+.l) ... - - x .. _-a • n.. . n . , . g X 
,. ., . .;¡., 

(10.16) 

(10.17) 

(10.18) 

'.-;. : \.\' .. ·-;·_. 

Al sustituir las expresiones (10.15) y las derivadas anteriores en el sistema de. ecuaciones (10.7), (10.8) 

y (10.9) para el flujo adiabátic~; se obtienen las siguientes ecua:~i~nes diferenciales 

1 dlnf 8(m - 1) - (m - 4)gx 
9 dlnx = (m + 1) {4 '- 8gx+ u2x 2r 
1 dlng (7m - 4).-.(m - 2)gx ). 
gdlnx = (m + 1){4 - 8gx+ g2 x 2}' . , 

1 di~ h 2(9m - 8) ...., 2(5m..:.. 6)ox+ (m,..:.. 2)92x? · 
g dlnx (m + 1) {4,'- 8uxt g2 x2.}(2--: ux) 

. ,'• " 

·-· ¡: .... •• 

(10.19) 

(10.20) 

(10.21) 

Dado un,.valor: par8:, m,•· estas ecuaciones ~e pÜeden;.iilte~riii)~JC:e~f~~ente .yi en ·forma analítica 
comenzando :~~r. (io~2o) .• Una vez.que seéuenti;.d~~·1a:fr~·~~iÓÜ''g(;)¡:¡~;citi'.~ d~s eéuacfones se resuelven 
con unainteg;ación simple. .: ,. ·: · .¡, ·e; •. ,;·>":;(;; ·. ·.• .. 

En.el~~~º de la explosión,el expcme~,t~.~e .. ~Íi~il~~}~~~;fuJi~~~~:4~~~i~~:P,o~.Ja integral de la energía 
totá.l (10.10) tomada entre un radio Ri ~ ?•Jdo~d~;~'1':;=,;_Cx:))Jji'el!ra,dio de la onda de choque R2 = R 
el cualque se desplaza de manera·iuto.:.'.i;i~Üa~.tsu~tlí;'J~en'dct~rif~ii~e'~·tÍ>das las cantidades por sus 

. ' · • '' • -~. ~·. ', -t~ ~. : ; ,;.~;,. ·.·: ' ·. ::'-- ;, e-\"'.'.°; .:"f~ ','}/~:o-_~·;:f:-:_,.:·>·J'.\ ~,._:;.:;_'. ,,•::'.·-·. · ':. __ ' ,.'' 
expresiones en términos de la variable de siniilaridad/se.tieneque'.ÍÍ:ordencéro enT2 la ecuación (10.10) 

. -,. .. _, .::2 - :_,,··:':·~~·::. :.;· ';/.~~·· ,_,..·; .. >': ·, .. i-~,~''· t. - .. 
- ••• ·', ~ '-/ ;;. _ _,,..: • _, '-·, - ,,. -,:.· • • •• .t- - • ~ ,_·.i;·: .;'~;;-·· .-· ' 

E :L~;:;,;¡w,JicJf ;~~it;'[t~% t~·:.~~l?[~J]!(~1~~";,c~\ 1)r') ' 

es 

(10.22) 

donde E1 es tuia; ~ci1~~tai1te posi~iv~~; • 
··.. - ... -; -

La e'nergía,tot1ÍI EsCJ mantiene constai1te ~n el,Úempo cuandJ r ~:= ',4/tm oc,t~3 , con •. lo·' cuai se 

encuentra' é¡ue :rn ;,,;, 3: Adicionalmente, esta ini's¡r;fú1k~~r~i: cleter~iriíi' la''coii~tarit~ 'C!e · pr~porcionalid~d 

A _il}trodll~i,~~:e11),a. igmddad (10.11).. ··,··.··• •..• '•,.·' 'c;;,~';,:!:;'.~j,,~;}'i_,i,pc'~j~;~·i:';:; :' {,¡ ,·,_,)\ó.: >:·· .··, ,;c(,,,,Y. 

··El proble~a queda entonces ·complefarr{erit~'ci~t~'riÜiíi'aciól(Biii.nclrord y'Mckee;19
1

76). 'L!i: soluéión 

~J""~···~''M '"~~ió·~ 7~.:~.:~~~itr~~~~;!·t~t:~,~.. . .. _,. . ._ .. / .. /j ·. •·· •· • 
,·~--

Las funciones adimensionalés con e~ta est~~6tura sbri positivM en t~'do el rango de valores 'l :5 x.' . 

- ~ --~- ----- --- ------ _ __,_..:.___ __ ~-~------~--
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Para un elemento de fluido, el cambio total en el tiempo de la función>f(cn está dado por 

:/(x) = [<m:·~) (}- x) J :x (x-11¡12), 

='[<m·+ 1) (~ ~ x )] (~1;;12)x-s112. 

Esta é:ant;idad es negativa siempre que x ~ 2g(x). Al cumplirse esta condición para toda X se observa 

que las funciones adimensionales g(x), h(x) y f (x) decrecen al alejarse del frente de onda': 

En términos generales, el índice de similaridad m es un panímetro libre del movi'íriiento esférico. 

Para el caso de una explosión, este índice queda determinado cuando se impone la conservación de la 

energía detrás del choque. 

§11. La implosión auto-similar relativista 

El análisis de la explosión relativista presenta varias similitudes con el caso Newtoniano. Apoyándo-

. nos principalmente en el desarrollo presentado en la sección anterior, mostramos ahora la solución al 

flujo auto-similar para la implosión relativista. Las mismas consideraciones que permiten una descrip­

ción auto-similar para la implosión Newtoniana, nos llevan a la solución única del flujo similar detrás 

de la onda de choque implosiva relativista. 

Las aplicaciones del análisis presentado se encuentran en los ambienes más energéticos del universo. 

En el estudio de los nucleos activos de galaxias (NAGs) se observa radiación alineada a lo largo de los jets 

asociados a tales objetos (Best et al., 1996). Esto indica la posible existencia de nubes de gas simergidas 

a lo largo del flujo del jet (Blandford y Konigl, 1979; Mendoza, 2000). En estos ambientes dichas nubes 

estarían sometidas a muy altas presiones. En el caso de que la nube no sea des.truida, la presión induce 

rápidamente el colapso de la nube generando una onda de choque implosiva. La.descripción relativista 

del fenómeno está motivada además por las altas energías que puede alcanzar una onda de choque que 

_ se concentra en volúmenes cada vez menores al acercarse al colapso. 

Consideremos una nube de gas interestelar que se encuentra a una presión Pl. en equilibrio con su 

medio ambiente y cou densidad de partículas p¡. Supongamos ahora que l~,1~ubeh~ sido asÍl.lt~cÍa por 

uno de los radio-lóbulos de una radiogalaxia. En tal ambiente el gas del jet ha d;oeadoy .séenc11entra 

a una presión mucho mayor que la existente en la nube. El modelo de intéraccióri . máS'. sÚllpl~ e~tre. la 

nube y el lóbulo consist.e en sumergir a la nube por completo en el gas del lóbulo ~u~ ti~n'~ ú~á.-~resión . 
uniforme 112. Cuando la presión del -lóbulo es tan grande que en la frontera de la rmbe_s~ ·~-ii~k1e'la'. 
desigualdad (10.1), se genera una onda ddclioque esférica relativista que avanza ha~ia .el conto~n~ de 

la nube generando el colapso de la misma:'r~a iniplosió1~ que se resuelve en esta sección consideri que 

el gas detrás de la onda de choque es ultila.:..~clativista ~n concordancia con el ·estado de(gas'eii estos 
ambientes. - ' - . . . --- ., -__ . .- . 

Para comenzar, mencionemos los elemeritos del probl¡ma que se hered~n d~-laéexrlosi6n. Las ecua­

ciones del fiujo adiabático son las mismas ~1l¡~b6s' c~ó~. Utilizaremos enton~és s:u f~~ITI~ simplificada 

dada por las expresiones (10.7), (10.8) y'(10.9)>Aé!e~ás, cómo se·mencionó cin el 6apítulo III, la onda 
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de choqu~.u~idirne~sior'ialrelativis,ta presenta las mismas condiciones de salto sin importar la simetría 
.. del pioblériia.(riicci,á~ni~riera;ét gas chocado ultra-relativista detrás de la onda de choque implosiva 

tiene lasIÚisill~:doii~Üdibri¿~ a'la'. frontera: que' en el caso de la explosión. Esto es, las ecuaciones (10.4), 

(10.5) y (10.6) r~~r~t~nt~11;'1as condiciones de 1front~ra de la onda de choque implosiva. 

· ····ce ,'~f~'Hi~~i ;·;,, ,=•' ··,o. ; · 

La variable d~;~'¡;rii la~id,ad en' la· implosión' s(;: construye' •tbmand() ·en\ consideración. q~e; al· avanzar 

h~;a un Pj~;'j~\~:'rtf¡ ~\º'•;1~:t[f ~j;~t~~;~~f i~ti\~*~~)~J 7•• 
donde r es el: factor de Lorentz para la 00:<l;a de}?~9que,~Yci~.t~t~(lsd~,~l2~~s~.(l~!l-~d!'JLJ:~f,eJ:<'lI1c,i11: del gas 
no ~!10cado. Para integrar esta ecuación es ne~e;~;i¿;;·~6h"c;¿~.ij~ •• ~:tf~a~~i'd~'~'r~";!~h~~i''~~vimÍento. 
Para·el caso de la e~plosión r 2 está dado porJa,é'c~~~ii~'.(fCÚl)'.ifü;J~ef~fud~~~tiÍli~r e~taforma en 

'· ·'. .... ,» -,~.\:.':·Y_:.;_ ·· .. ·,·,,,/.e·,'.;··.~·;, 1'( .· .!J' t:/''1 • •• ,- ·i·:·: ~:;:;;, : .t.''.>.:·~~:'_,-:>~:,;·.,,- ·. ·<· . ' 
la implosión; debemos tomar en consideración que;Ja'ondá':de':.choqúe•se.fCelera ahif avanzando en su 

· colaps~ a un punto. De modo que el factor de Lore11t;·'r.2)~uxtl~ri:ti'ai}~"¿:¿~c8.r·~e el iri6mé~to del colapso. 
Por lo tanto es adecuado escribir . , ·/i :'.'.,.,.\. ,,¡, ; 

r 2 = A(-:-t)~:'.f, , (11.1) 

donde el valor ele la c'?nstante A está por determill~rse y m es el índice cl~-similaridad del problema. El 
intervalo <letimnpo ·~<l .. ha esc~gicÍ'a '<le ~~nera totalme~te anál~g~ ai. cas~. Newtoniano de modo que el 

. instante ci~'¡úefupo (~O ~or~espÓnd~ ~! éol~ps~ de Ja onda de ci{oque (R =o): En este caso tomamos 
t ~O '~oni~·()'íffi~ineÜt~ de c~lapso d~;IÍI. nube. . . , ... , . 

,,. •'." '>., ,, - · • ., .. . . ., 1 

De esta manera, la velocidad de la. onda de· choque está dii.da por . 

Por lo tanto, 

dR = -c[t- ! (-t)m]. 
dt .·· .·. 2 A 

. [ . 1 (-t)m+l ] 
R = - e t+2(m+ l)A 

. ·[· .1.(-:t)"' ·] 
= - et 1 - 2 (m + l)A 

=cltl [1-: ~ (m +\)r2 ] • (11.2) 

De la misma manera en como se construyó la variable de similaridad en la sección anterior, escogemos 
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la variable de similaridad r¡ como 

r¡ =1+2(m + l)r2 (1 - r/R) 

=1 + 2(m·. .+ 1)r
2 

[1 + _!._ ( 
1 }·l . . · et 1 1 

: · : . . - 2(m+1)r.2 

De esta rnane1:a, 11 ord~n O (r2 ) ,<la ~~¡..i;{G!e~:de sin1ll~rldadt~111~ la fornia: 
·· -· "--·.,, - ''- -~·-'"':',;'·7. --;·''":n-., ,-!·"_>- -'-. . _-·e .·. _ 

... <d,~§:~rJ~~~J .. ~}~\~1.,¡nir1 .. . '''ª) 
El análisis que nos ocup17 se;~efieré'•al)i;íis\ detrás de ·la onda de choque, es decir la. región r > R. De 

modo q~e·.~I •· i~~~~;~Sl~ •. ~1-~;.,f rl?r~i.·~.u~;~~~~e;t~f .r~f i~bl~.·s~milar ·~s •l ·~ •• 1/ • ~ í~cx;·~···.,·;,•.'l:···.·\¿.<••.•.:; .. 
Tal y com~(ln:~l~caso:rio-¡rela.tiyista~'(llanálisis ~e extiende hasta un.radio in~nitOd~~dese ()rigina la 

onda de· chóq~§::_t<JY.!~~t~~t-q}'.,}~·8:~:~~~~~~;~i~ •. ~~~~1.~;0~·~ciquier~ c~nd~ci.m~~s éi~· ~~k-~f.~[f p;ara el extremo 
r¡ = 1 en donde. r =: R, y para el extre~o;opuesto r¡:7-6o para el cual r. =:'()()·\'. ~;·.; :. 

Las fu~d~nes·d¿ i~·va:riable fa¡~:~~~b·n~i1~.s:'gener~n a partir de .. las ccmdic¡~~~s.aesalté>en. la onda 

de choque para las c~ntid~des hicl~~diná.miéas ;, n y .Y2 • Esto es ( cf, .· ecuacio'nés :(io;is)); • •· . •.' 

n~ ,,,;2n1r2h.(r¡), 

<;y~-é~ég(;). i .•. 

Por constru~ción;. las . fm{~io~es hlcliodir{á~iJ~ if<li~~~~-i~h~l~~ 'j{~j,g ( ~) y h(r¡), . satisfacen 
. - . -~ :;;'~"·:'i:·J-~~r,.:::~~ -· - - ~'.:_::-· . .- . . 

(11.4) 

(11.5) 

(11.6) 

(11. 7) 
.. . .. 

1·níj)f~i.f .<~~~j~f-~;/~,<z.=,=:.1~zr}¿;.~.·; ... :~.·· 
en la frontera del. choque. Con esto;lá.S'cantidadés:·líidrodiI~ámic!lS··dependen ahora de las variables 

y ten 

(11.8) 

(11.9) 

·.,; 

(11.10) 

·11'·,;, :,·),:-· " '; 

Considerando todas·Ias iguald'ades·a orden r.-:2 , cambiamos las ecuaciones (10.7) y (10.8) por sus 
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contrapartes adimensionales 

!' . . ', . ' g' 
(m + 1)(-2 ~gr¡)f g +. 4(~ + 1)(2 - gr¡) 92 = 3m (11.11) 

.J~ [(rritl}~~-~:d,7~;j)Jjá~T-j- l):~ = 2m - 8 (11.12) 

donde las cantidades primas iIÍdi;¡n .~~~i
1

;JaJ¡;;riZ~~~fo·¡ 'r¡;- Escribiendo este sistema como una matríz 

tenemos \ .. ····••· :-~•c·•;:_-,~~{~;;~:~~~}J~:;·~:~!}~~'.!ifi1\~''if;~':.~'.:' .; " : · ·· ' 
·[ ... ~(2·.·.+. :fT/.> '?(2J~ur1}".']i[!~ífú~'.];~·[ ~ 3mf;(m+1) J {ll.13) 

8.~ 2gr¡ .•·. ;. · -:8. , ... , g'/ g2 {2m - 8)/(m + 1) ' 

que con ayuda de la regl~ d~é~~~~~iH~~i:/~'21~~:: .·< > . '· . 

'·,, 

. :•:,A'df:~,;( .B(m - 1) + gr¡(4 - m) 
f gdr¡ .···· · (m + 1) (-4 + 8gr¡ - 4g2r¡2]' 

; (dg . 4 - 7m + gr¡(2 + m) 
• g2 dr¡ = (m + 1) (-4 + 8gr¡ - 4g2r¡2]' 

(11.14) 

(11.15) 

Para integrar estas ecuaciones es necesario utilizar las condiciónes de frontera para f (r¡) y g(r¡) dadas 

en la igualdad (li.7). El valor del índice de similaridad, y la consecuente unicidad de la solución, queda 

determina.do, por la _siguient~ consideración física que es análoga a la presentada en el caso Newtoniano 

(ver página 27); . 

Para un tiempo.dado, los val.ores de energía~ velocidad.en un elemento de fluido chocado disminuyen 

a medidá qú~ r aument~; En el gas ultr13:...'..re.lativi~ta Óstas cantidades pueden escribirse en términos de 

p y 12 respectivamente; Para g~ra;;:tlz~{est~.cl~cr~meilto•de l~ cantidades hidrodinámicas, es necesario 
que ~¿· •: . . .-•-, . .- . ::1;- -:;·:·- ~~o;~__r): .. ~?:;.~1?•,+:.., ··~,;~~-'~~;.>\, . ~ ,, 

.. :~<~b;> ª8:
2··~;0;. Vr,;:: R, 

A través d~ la ~xpresión'cu'.9), pi~~i:",ia dcriv~~a racl,ial, ~~tf:'c:~~dición implica que las funciones 

hidrodinámicas adimensionales satisfacen las siguient~s i~uaÍdades. 

df(r¡) o 
d';1 > , 

dg(r¡) > o 
. d77 , \:Ir¡ :5 l. (11.16) 

Tomando en cuenta estas desigualdades integramos el par de ecuaciones (11.14) y (11.15). Es claro 

que las funciones integrales /(r¡) y g(r¡) dependerán del parámetro m y por lo tanto toda una familia de 

curvas integrales que corresponden a distintos flujos auto-similares . En éste caso, la condii:ión (1Ll6) 

determina en forma única el índice m. 

La derivada para g(r¡) en la ecuación (11.lli) es positiva para l~ frontera, es decir; cuando r¡ = g = l. 
Sin embargo, si se quiere garantizar su valor positivo para toda 17 < 1; la derivada nunca debe ser cero. 

Igualmente, la continuidad de la fui1ción depende.d.e que el denominador;de la derivada en la ecuación 
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(11.15) nunca se anu;e, Para evitar ambas singularidades se restringe la cu~v~' int~gral 9(17) a pasar 

por elpurito fo~. !J(17~)) sobre el cual se anulan simultáneamente el numerai:iór,;Yel 'denominador de la 

e~uacióll diferencial. El denominador de la ecuación (11.15) se anula cuando .. 

(m + 1) [-4 + 8917 ~ 492 772
], = p, 

lo cual se cu~ple para el producto 

(11.17) 
' ' . . .' . ' . ~· ~ 

Esta c11rva cero del de~ol11inador'.es una ,hipérboli en el.plano 917. Por otra parte, la curva cero del 

nu~efador satisface 1a·ecti8.ciÓO i ; 

4 - 7m + 917(2 + m) = O. 

El punto (17*, g(17*)) donde ambas curvas se intersectan se cálcula sustituyendo el valor positivo de la 

expresión ( 11.17) en la curva ,cero del numer~d~r con lo cual se encuentra, el índice de similaridad del 

problema, 

m = O. 78460969. (11.18) 

Si seguimos el mismo procedimiento para la derivada df (17)/d17 encontraremos que el numerador y el 

denominador de la ecuación (11.14) se anulan en un punto para el cual m repite el valor de la ecuación 

(11.18). Es importante notar que los denominadores de las ecuaciones diferenciales (11.14) y (11.15) 

son los mismos.D~,rnodoqueias curvas cero de ambos siguen la ecuación de la hipérbola (11.17). Sin 

embargo, sólo ci vaiorpositiv~ del producto 917 permite encontrar el valor único del índice de similaridad. 

Con el valor calculado para el índice de similaridad se garantizan gradientes de presión y velocidad 

negativos para el gas chocado. Con este valor integramos por el método de Runge-Kutta de 4° orden 

la ecuaéión d'if~rencial (11:15) obteniendo la curva 9(TJ) y posteriormente se integra la ecuación (11.14) 

con elmismo método. 

Al sustituir. las ecuaciones diferenciales (11.14)' y {11.15) en ,la ·ecuación (10.9) d.el 'flujo adi'~báÚco, 
' - • .,, • • 1 '. - • ' • ' • ~-; '. • • • ' • • • • ' - - - • , 

se obtiene una ecuación<liferencial.ÍJarah(17); esto es,· 

h' 2 { (3rn __:,4) + gT¡ (6 ".'.' 3m] 7 92112 (2 - m/4]} 
gh = (2 - gr¡)' (m{1:) (-':4 + 8917 __: 4g2 172] 

Utilizando el valor de m mostrado en.la igu~ldá.d '(11.18) enco~tramos la integral h(TJ)de esta ecuación 
. ,. .. ..-· •• ,'···, ••• ,' .• - '· • . » ·-•• -" /;:,;\ • 

diferen~iaL .· ... · .. .• :, ~',l;~",;,.:·~,i?;i'.~~;,;;;./,:.,','>1<{ c\t ri; •· ';·,::'¡.,i·~,\'~:{/ri;'.:<:···' .· . 
Al mtegrar se observa. que la curva· h(17)' no füt(Jr~ecfa a riingún'punto:singular de su derivada en el 

rango de válores ry 5: L' Más aú~, Iaide~i~ad{~~~Iua'da'en'TJ = i tle~e un ',valor ~ositivo. Esto implica 

que la densidad de partículas' n ·,;,,,;···· n¡ r21i(11)'<l~2~ece)~o'hótbná;m~r:te:'có~;él r~dio pára un tiempo fijo. 

Esto es coritrario a IÓ qhe sucede" en éi c~é>·nci..:relativi~ta, 'en ci'.c¡\ie Ia.'densidad ·adimensional aumenta .. . ~·-' ~·-, ,.,_,. '""•·~~ ·f . 
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detrás de la on_da de choque hasta converger a un valor finito. 

Una.vez encontrada la solución, las cantidades hidrodinámicas se calculan utilizando las ecuaciones 

(11.4), (11.5) y (11.6). Para esto consideramos condiciones iniciales de una nube típica de gas interestelar, 

es decir, una nube con densidad constante n1 = 100 cm-3 y con temperatura Ti = 10 K. La implosión 

se induce a partir de una presión externa p 2 conocida desde un principio. Las integraciones se muestran 

en las figuras IV.1 a IV.4. En ellas se observa que todas las cantidades aumentan su valor_ en la onda 

de choque conforme ésta avanza. 

'Cil"' 

~ 

4 
·. 

3.5 
'-... .. 

··· ... ... 
·· .. 

3 ·· ...... 
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·· ........... . 

15000 

....... 

20000 
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···-. ······ 

30000 

······­······· 

35000 40000 

Figura IV.i: Perfiles de presión en la implosión ultra-relativista ele una nube típica ele radio inicial 
R.o = 1 pe., temperatura T = 10 K y clensiclacl ele partículas lOOcm-3 • La onda ele choque relativista es 
generada por una presión externa P2 ::::: .01 Pascales. En la figura se muestran, ele izquierda a derecha 
las distribuciones de presión como función del radio para 50, 100 y 150 días antes del colapso. La curva 
envolvente muestra los valores ele presión que alcanza el gas que fluye justo detrás ele la onda ele choque. 
Los valores ele presión aumentan sin límite conforme la onda ele choque avanza hacia el centro ele la 
nube. 

§12. Características de la implosión relativista 

El análisis anterior muestra que el flujo detrás de la onda implosiva es tal que las cantidades hidro­

dinámica.~ para una partícula de fluido disminuyen con el tiempo. En efecto, para el caso de la presión 

TESIS CON 
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se tiene que 

dp 1 dp 1 { 8 ( 2 ) 8 } 
dt = - TtT din t = TtT -m 81n r2 + (m + l) g - T/ . 8r¡ p 

= - l!I {-mp + p (m + 1) (2 - gr¡) [g~ ;~]}. .. . . 

<- _!_ {-:c(~(t+l,)p + P (mf 1) (2 ~ g7¡) [~1· 8f]} 

. . .·· ;.¡~~1~f~i~1~H~1!~~i~J~l~¡~~i~ , .. . 
En el desarrollo de la solueióll l~ dérivádii:eiitre córclietes..,,cüadraaós-est~ condiéionada a ser positiva para 

cualquier valor de r¡. Por. lo t~ii~o;;li~:{IJ~\'t'füi;'if~Jilt ;~~-,ii~~~,fi~~-;6'ífíiri<l6 gr¡ ~· 1. Esta última condición 

es satisfecha por la sol uciói1 o I;'f ~~i'd~f¡;~\ t'2'd~;~(r'ririio .. d~i:y¡¡:}~·r'e~ T/ ~- · 1; De ·manera totalmente análoga 
, .. '.·.,>~·; .. :·.· ' ··~" -,,··. ~ •.'".·, -.,,· .. -l¡J .. · 
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1 

]. 
~ 

80000 

70000 

60000 

50000 

40000 

30000 

20000 

10000 

o 
o 5000 

--· .. ::· 
•·. ·",'\ :_ · . 

........ 
.. · ... 

10000 

............ 

......................... 

~ ............ 
15000 20000 

r(AU] 

····· ······· 

-~--. 
25000 30000 

······ 

35000 40000 

Figura IV.2: Perfiles de densidad de partículas nen la implosión de una nube típica de gas interestelar 
con las condiciones del perfil en la figura IV.1. Las curvas de izquierda a derecha muestran la distribución 
de la densidad de partículas para tiempos de 50, 100 y 150 días previos al colapso. La curva envolvente 
muestra la densidad n para el gas que fluye justo detrás de la onda de choque. Los valores den aumentan 
sin límite conforme la onda de choque avanza hacia el centro de la nube. 

se sigue que a lo largo de la trayectoria de una partícula de fluido el factor de Loientz 7 2 y la densidad 

del número de partículas n del gas chocado también decrecen a medidri.'que'er.ticmpo avanza. 

Aím cuando en la implosión relativista no contamos con un a~áll~i~.d~,·l~ ~urvas características 

que nos permitan limitar la región de similaridad; sí podemos 'observar cl"dccremento en la energía del 
' '. .. • , • ~. 4 .,, , ~ 

\ 
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gas chocado cuando integramos hasta un rad.io finito. Consideremos la energía integrada en la ecuación 

(10.10) para un cascarón que se desplaza de'n1ánera auto-similar detrás de la onda de choque. Integrando 

entre los radios r = R y r = cltl (1 ~ ~0/(1 '-f- 2(m ¿- l)r2J), donde T/o es un valor cualquiera de la variable 

de similaridad, se encuentra que, 

E =B1Tw1J:'4 lt1~.(· L/,:~·~;,,f . 
2

)· .. f'1º 1 g (1 - r¡ 
2

)
2 

dT} 
.,._, .. , .l+c2(m+l)L . } 1 .. 1+2(m + l)r 

:::::s7Tw1r21tl3 E('#o>;-. ¡.; (12.1) 

donde E( 'IO) ~ una oo™t=tc •;} i,.i.\ ~~ iZ~itidOd~ ;., .~,.,;;,;,}..( ~ ~;den oom en r'. Cuando ~ 
sustituye el valor de r 2 . de la implosióire~:¡a ú!ti'm~ ~xpresiÓh ~e'obtiene qÚe 

·,J. 

. \ . '. -~\, 

E ~siw1Altl3-mE(r¡o) •.. '(12.2) 
. . 

Como se observa, la energía contenida en el anillo .considerado es· proporcional a una potencia: positiva 

del tiempo (en este caso es claro que 3-m > O). De modo que la energía E en una banda de similaridad 

detrás de la onda de choque decrece al acercarse al colapso y tiende a cero cuando t -t O. 

········· 
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Figura IV.3: Perfiles del factor de Lorentz -y2 en la implosión ultra-relativista de la nube de gas 
interestelar con las condiciones del perfil en la figura IV.1. Nuevamente las curvas de izquierda a derecha 
muestran la distribución ele velocidad a 50, 100 y 150 días antes del colapso. La curva envolvente muestra 
los valores de -y2 que alcanza el gas que fluye justo detrás de la onda de choque. Los valores del factor 
ele Lorcntz van a infinito conforme la onda de choque avanza hacia el centro de la nube. 
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Es importante mencionar que Ja constante A introducida en la ecuación (11.1) ha quedado inde­

terminada. Para dar un valor a este parámetro utilizamos el argumento del caso no-relativista dado 

por Zel'dovich y Raizer (2002). Los valores de A están definidos por las condiciones iniciales de cada 

situación. Es entonces que a través de esta consante se distinguen Jos flujos en la onda de choque gene­

rada a distintas presiones. En nuestro caso hemos presentado las etapas últimas de la implosión de una 

nube típica de gas interestelar sometida a una alta presión externa y donde el tratamiento requiere de 

consideraciones relat;vistas. 
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Figura IV.4: Perfiles del factor f3 = v/c en la implosión ultra-relativista de la nube de gas interestelar 
con las condiciones del perfil en la figura IV.1. Nuevamente las curvas de izquierda a derecha muestran 
la distribución de velocidad a 50, 100 y 150 días antes del colapso. La velocidad del flujo es negativa y se 
grafica el valor absoluto de f3 para mostrar la disminución de tal magnitud en el gas detrás del choque. 
La curva envolvente representa la velocidad del gas justo detnís del choque como función del radio. 

Finalmente debemos mencionar que las limitantes de este análisis relativista se encuentran en la 

velocidad del fluido chocado. Para distancias detrás del choque suficientemente grandes, la velocidad 

adimensional del gas (3 se reduce de modo que -y2 ~ l. En este regimen de velocidades, las aproximaciones 

en las ecuaciones de este capítulo pierden sentido y el análisis expuesto para la implosión auto-similar 

relativista deja de ser válido. 
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Capítulo V 

Aplicaciones astrofísicas 

Al borde de las cosas que no entendemos del todo, 

inventamos relatos fantásticos para aventurar hipótesis 

o para compartir con otros los vértigos de nuestra perplejidad. 

~::Bioy Cásarez 

Son varios los ambientes astrofísicos en donde ocurren implosiones hidrodinámica de nubes de gas. 

En el intervalo de menor energía, las nubes de gas molecular (Regiones HII) cuyas capas externas son 

calentadas por la radiación de estrellas vecinas son capaces de implotar sobre sí mismas. Al calentarse, 

las capas periféricas de una nube aumentan su presión y se genera una onda de choque implosiva de 

baja energía que se desplaza sobre ·la riube a veocidades tan bajas como v8 :::::: 5km/ s. En tales casos los 

tiempos de enfriamiento del gas detrás deh:hoque son menores al tiempo de colapso de la onda y se 

considera que la onda de choq~e.~s· isoÚ~ic~. Esté procesci"'e~ c~nocido como Implosión inducida por . - '. - ', ·.-. ·- ',. 

radiación (véase por ejemplo Kimura y Tosa, 1990; Kessel-D,eynet y Burkert, 2003). 

Existen otros ambientes propicios para la formación de ondas de choque implosivas en los cuales 

se tienen gases envolventes mucho más energéticos. En este· capítulo presentamos un análisis de la 

estabilidad térmica y gravitacional de la implosión en tales casos. 

§13. Estabilidad de la implosión 

Uno de los tópicos básicos en el estudio del medio interestelar(MIE) es el análisis de la interacción 

del gas propio de un flujo que se mueve a gran velocidad con nubes de gas en equilibrio de presiones con 

el nledio. Comúnmente, cuando una una nube de gas se interpone en·el camino de una onda de choque, 

no genera una perturbación considerable en la trayectoria del choque (Mckee y Cowie, 1975). En la nube 

chocada, sin embargo, se genera una nueva onda de choque que se desplaza en la misma dirección de 

la onda de choque externa pero con menor velocidad debido a la mayor densidad de la nube (ver figura 

V.1). En simulaciones numéricas se ha observado que el choque interno en la nube la destruye (Klein et 

al., 1975). Sin embargo, en caso de considerar el campo magnético de la.nube se presentan situaciones 

en que la nube 110 se destruye pero. sí se achata en la dirección d~l ~hoque externo (Vanhala y Cameron, 

1998). 
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Choquo clr. Arco 

Figura V.1: Cuando una nube de densidad mayor al medio interestelar es tragada por la supernova, la 
presión del gas chocado en la supernova genera una onda de choque interna (Ch;) que se propaga con 
velocidad menor a la del choque de la supernova Chsn· La nube es arrastrada por el gas a una velocidad 
menor a la del gas circundante vsn lo que genera un choque de arco frente a la nube (Mckee y Cowie, 
1975). 

Si una nube densa sobrevive a la interacción con el choque externo, el núcleo de la nube original 

queda sumergido en el gas chocado donde la nube es sometida a presiones mucho mayores que su presión 

interna. 

La diferencia de presiones entre el gas chocado exterior y eL gas fríp, d_e _Ja ._nube representa una 

discontinuidad en las cantidades hidrodinámicas en el borde de la.nube. Esta discontinuidad genera una 

onda de choque que se desplaza hacia el centro de la nube misma y una ond_ade rarefacción que se aleja 

con respecto a la frontera de la nube. De aquí que se genere un fenómeno impkisivo en la nube. 

Este tipo de eventos tienen lugar en regiones donde ondas de· ~h{:,q~~écl~ muy alta velocidad se 

propagan sobre un ambiente homogéneo e isotrópico. Dos de los obj:~t~~ más .~nergéticos en el universo 

capaces de generar ondas expansivas de muy alta velocidad so_n ~os_1.Í:.émanentes de·supernovas y Jos 

núcleos activos de galaxias (NAGs)t . : -~--../;;!r•>:;<• 
En el primer caso, Ja onda de choque que acompaña a la explosión de supernova barre las partículas 

del medio circundante. Los modelos más simples consideran :una imdá. de choque esférica que acumula 

1 Existe la posibiliclacl de aplicar este fenómeno en explosiones· de. ~ayos·;;· pero no conocemos evidencia observacional 

que muestre la interacción cle estos eventos con nubes externas. TESIS CON 1 
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a las partículas barridas en un anillo detrás de la onda dechoque, oi~ha'~'ta~~cle expansión es descrita 

por el modelo de explosión auto-'-similar présentadó en la séccióri'§°S;·.~.c" 

Los valores típicos de la presión detrás de la onda expansiva pará un remanente de supernova en 

su etapa evolutiva de expansión adiabática (o expansión Sedáv-_T~yl~r) ~on p\:::J 10-B Pa. Supongamos 

que una nube de radio r1 = 1 pe. con densidad de partículas n1 = 100 c:m.-3 ·y presión es p R: 10-13 Pa 

se encuentra inmersa en el ambiente de supernova. La diferencia de presiones con el ambiente propicia 

la formación de una onda de choque implosiva sobre la nube misma. Para analizar el efecto de la 

implosión utilicemos el caso no-relativista del modelo presentado en la sección §6. Introducimos los 

valores mencionados como condiciones de frontera del problema. La onda de choque generada de esta 

forma avanza de modo que se acelera y en sus etapas terminales alcanza velocidades Vs ~ 108 m/s muy 

cercana a la velocidad de la luz. 

En esta situación; la temperatura que alcanza el gas chocado es .T R: 108 · K. Un gas tan caliente 

está totalmente iÓnizado. Su energía por unidad de volumen E = 3p = 3nkaT es radiada siguiendo la 

relación (Silk y Wyse, 1993). 

di: 2 ( ) - = -n A T 
dt ' 

donde n es el número de núcleos ionizados por unidad de volumen y A es una función de enfriamiento 

con valores definidos para cada temperatura T. De aquí se obtiene que el tiempo de enfriamiento Ten/ 

en que la nube ha perdido su energía térmica está dado por 

E 3nkaT 
Ten/= l~I = n2,\(T); (13.1) 

donde ka es, la. coh~tante de Boltzmann de;.l()s,.gas~~:5Pa,ra, ~na. te~peratura T R: 108 K, se tiene 

que A = 10-23_ergs cm3 s- 1• En el caso. dela,C>hciá:'de::~hoqueil~plosivano-relativista, el tiempo de 

enfriamient~ eón las cantidades inm,ediatain~n~eN~si>~is·d~irchoque'es;T~;,1 .~ 1013 s. Este tiempo es 

mucho mayor altiempo de colapso dé lh: i1üb!l;'.P¿~1.;,,':,i:§s i:cjo}0 :s.'~E~toÍ1idi~!Í.que la onda de choque 

que se produce en la frontera de la nube cuenta con la sUÍiCiellte·'ellergía,pa~á propiciar el colapso e 
.. · ' .. , , . . , .. ,. ·".'' '." ''.. ,,;•._/:" ,··· ... · .,-:' :.·,·:-.-r.: - . 

incluso el rebote explosivo de la onda de choque. , . r• •. 

Como vimos en el capítulo II, la densidad de!' gas au'menta c?i1 laéli~táncia: radial para el fluido 

detrás del choque. Lo contrario sucede con el resto de las cantidades !Íiclrodinií.micas, lo cual nos lleva 

a considerar la posibilidad de un colapso gravitacional en regioÍ1es de baja temperatura en un tiempo 

pertinente posterior al paso de la onda de choque. 

La región de estudio donde evaluamos la inestabilidad gravitacional queda limitada por el radio de 

la nube una vez que ha sido chocada. En el borde de la nube se genera un choque implosivo que arrastra 

al gas chocado hacia el centro de la nube. La velocidad del gas chocado es aproximadamente igual a la 

velocidad dada por la condición de frontera (5.2). Si el radio de la onda de choque R(t) y el de la nube 

R,,(1.) coinciden en lo < ot , calculamos la posición subsecuente del borde de la nube como función del 
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. tiempo utilizando la velocidad dada en la ecuación (5.2). Se obtiene que para un tiempo t cualquiera 

3 . 1 
R,.(t) = ¡R(t) + ¡R(to), (13.2) 

De aquí que la' nube reduzca su radio a la cuarta parte de su radio original en el momento del colapso. 
Esto es Rn (t ,,,; O)·=;= 51560 Aut . A este radio, las figuras Il.5 .y II. 7 muestran que los valores asintóticos 

de. las. cantidades. hidrodinámicas son 
: ; .. ;7 : 

p = 7.8 x 10-B Pa, , p =;= 954 cm-3 y, .. ,v = 277km s-1 ... . (13.3) 

. La est~bÚld~d gra~Ítacional del colapso hid~odinárrlico se evalúa mediante.el uso de los parámetros 
- " - - ' ' ' .. , . ) '. ·--'·· ,.- ... -.. ; ... 

de Jeans de la nube .. Si en una región esfériCa<de radio fijo ro se logra .concentrar una masa de gas 

suficientemente grande, bast~ una pciqueña perturbación del gas para inducir el colapso gravitacional 

de estaregión.:Lll.éotá.riiínimae~ ia;0~a.·~equerida para este efecto es llamada la masa de Jeans, Mj 

la cual en térriiiné>~ d~l rííímé~o ,de p'artÍ~'u1áii n y la temperatura T del gas está dada por 

(13.4) 

donde m es la masa prom~di~ pÓr•:Partículay G es la constante deGravit{tdón. Para la nube de gas 

considerada originalmente,Ia·rnasa el~ Jeans MJt = 9.58 x 1031 kg y es:~~~ho·mayora l~ masa de Iá 
nube M1 = 3.36 x · 1028 kg; Al ¿o'~tr~taf' la: mas~ dé J~áns pará la ~ub~''.oflgiriiil con 'el ~i~~~ pafárnetro 
para la nube chocada MJ2 se tiéne\:iúe' · ·· .·.·. ' ' :.. 1 !! ·;;e:~;: e;} ··;~;,;;;1cs;, ¡,::i. 0;;, ,.,~. ;,, 1 

• • 

... . .,, ';)~~~"i~~:¡:·' > ; .• (13.5) 
donde las cantidades con subíndiCe'2 scinpropias'dctgas'chocadoj''el,subíndicel'corresponde al gas no 

, , . '; :>, ~:'.:·-~r ·,, :' ' •. -,-,.,',;.:;~':_;~:'- · ~~,:-,"' ·.'k':;-:~;,-¿u·,_~,lj.{~~~;~~~- · .:>-:~:\_·;,:~:.;· ~ ·,····.'.:: · _, :- .. -i < · :.-~;;J··: - .. -_>, •. : ·.· · __ . .. . 
chocado. SustituyendoJrui,caritidádes1(13:3FyUós'parámefrosTde'la"rúibe:óriginal en el cociente anterior 

., . · -:· - 1 _ ':.-\: _ :-'~- ~.'- :;.'.~.~_°'-·-~·;:.._·~,-.<·J.;~-:; .'~ :¡i:~;,-;;:_;/i~~_",!:«i;::c,.: ~~~,:- ~':',-~~-.-:·· ':-.' _;:~;;',:_,.;'<--'·''.- :_ >-~'\"--', • ~ : ·. ':,~:· . ' ., ·. 
se encuentra que la gran.temperattíra;dei1gas)}:hoéadci':iricreineri.ta:lalma5a'de Jeans en factores muy 
elevados. . :<' · ' ·>.i;>;;'•:;y> ,. ; :;: . ' :,;,, '·"·.\;:. 

Hemos calc~lado adeniás'qüe el Úempb'.;cl:é)erifriámierito'del'gaii''i:í1~·gadÓ es mayor al tiempo de 

colapso de la nube. Por lo tanto no podemos co1isid~rar una dismiil:üélÓnsigIÍ.lficriti~a en la temperatura 

del gas chocado para este caso. Con esto se muestra que la implosión adiabática de, una nube de gas 
: ' ' . . - ' ._ ;·,· {-\ ,:·t' ~ . ". '· .... - ;• 

interestelar no induce la inestabilidad gravitacional de la misma. ,; , ,, _. 

Sólo en el caso de un choque isotérmico, es decir, aquel en el. que Ja temper11:tµra .es la misma en 

ambos lados del choque, se puede pensar en una disminución. de la ~ru;~.:de·~:j~~~{y)a; consecuente 
.. '_,"·.:. ":--· .. .,~·_ .. :.,,~::~:' ::' ... : •• .~!' ,,': ···;' . ' < • 

inducción de un colapso gravitacional en la nube chocada (Silk y Solinger,1973t,:\:''.'' :, 

En el caso relativista, las regiones donde la implosión de la nubé}íc·g~~~'p§~'¡'~Í~"~On' lÜs Íóbufos y 
· ~ '; .~ f.'/ .. '.j~~-~t{~ _::,,-~ :,~:~f,.'.J.·~_r~:~~~:~;{:(?\~~ 'e;. ~-i.' J-,~'. :; >~- .> 

1 Dado que la onda de choque se colapsa en el instante t =O, ltol reprcsei1ta ~~mbiéi1.~{'ti~~p;'.;,d~:~Ó:lap~o. de la onda 
de choque desde que es generada en el borde de la nube. . , . •·· · " · /':',·:'.'.:. ·s¡;,1;?'~ )\;,''. ''.:;: ;: .·. . ' · 

1 El radio Rn (t = O) calculado en forma numérica, i.e, tomando la véloddad del fluida· ·cóiií'o f1Ú1ción· del ·t;e;npo y el 
radio es ligeramente 1nayor al resultado n1ostrado. "~ :~ ::¡<;-';>;~/ :.:/ - ' ··; 
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jets del Jos N AGs. A lo largo del jet eyectado por un núcleo activo,el gas es acelerado a velocidades muy 

cercanas a las de Ja luz, v = c. Adicionalmente el movimient~ Il1icroscóplco del gas presenta también 

velocidades cercanas a c. De este modo el gas que fluye en' los jeta es' ultra-relativista y su ecuación 

de estado es nuevamente p = e/3. La presión·en tales,ambientes es del.orden de 10-5 Pa. El gas es 

transportado a lo largo del jet hasta el lóbulo de la 'radio~galaxia en donde es chocado. El choque es tan 

fuerte que la presión del gas al final del jet, es decir, la presión en el lóbulo, se eleva hasta 10-2 Pa. 

Si introducimos una nube de gas interestelar en el ga.S chocado del lóbulo, la presión que se ejerce en 

su periferia será mayor a la densidad de e~ergÍa e en la nube. En tal caáo se genera una onda de choque 

ultra-relativista, como la estudiada en el capítulory. 

En el caso relativista la implosión es cl~ramente más violenta que en el caso Newtoniano. Las 

cantidades hidrodinámicas indican que.· la tem:peratura T inmediataménte después del choque es del 

orden de 1013 K. Con este valor y la de~sid~d de p~rÚculas n ~ 104 cm~3 detrás del choque se calcula 
·, _' ,. .. ' •, ; '• .;/. {; 0 ', ::. ¡;•• '• •.:.' ' ' ' 4 

que el valor del tiempo de enfriamiento del gas chocado es 
• ··;· .;: ·,.:. -1, . ' 

{13.6) 

La velocidad del choque es en to~o 1nomento mu,y ~e~1fa.ná:ala''vel6cidad de la luz. Del modelo desarro­

llado se tiene que el tiempo de~cQl~pso:d~lá' ntitie/d~h pe' e~:Téol = 3.4 años = l.13xl08 S lo cual es 

mucho Il1enor, al ~iem~°,~e~.;~~f~i.i\~Jcnt;,;~zt~¿ .. ·':/:';'.I;\'' Y · .. ·. · .... · . 
Suponiendo qué la veloé:idá.d del béirdi(de la nube .R,,1 maritierie el valor dado en la frontera por la 

._ '. , - '. ~". "·., •. ·:,., .: ·.- _·{ ,:..j '. }, .. ,,,.,.,_;_ :.'--:·:"-'. ·,-,: -~ _·:>•·:-·· ,, :·11.·~;-·, ., .e<·~_.,;;',·::;.-··· ,,, ". '. ,_.- .... ~.~- ;._: .'' . .,. - - . '.. . 

ecuación {lOA); calculamos'_'qu(?al moménto del colapso el radio de la nube .R,, ha reducido su tamaño 

a una frac~ió~ de su radi~ ~rigirial .R,, (;,.col) ele modo que · 
·~ . - . ~- . ;-• - .- - . - . _, .-.. - - ·' ' 

(13.7) 

en donde r 2 ( Tcol) es el factor de Lorentz '<le la onda dé choqué en el momento en que fue generada. El 

cálculo numérico indica que para ~na nub~ d~ 'rád,io}~i¿ial .R,,(rcot) = 1 pe, el radio final es .R,,(t = 
O) = 37600 AU. ;/>• \. . . 

'''¡ 

Los valores asintóticos de las cantidades hidi;odi1~<Í.nÚc:~ en el gas chocado de ,una nubci .. d.e hidróge,no . 
- • · · ( .":, · · ·, -... _',;_._:~:-:~ e,·,:~•:•;:~''.:·,,~'-'.·-'.' 1 ";"'' ·h.··'''..'·:··';.: '.-(·' : .. ,. · .~··:-':~ ... ··•:·e: 1 :::<:·.o;:.::~'!_.,,,_,;r,·¡3·.;; _,; '> ''; · 

t1p1ca se muestran en las figurasJV;l.yJV.2 y, son; para 1; = 37600:·p2 .=::O;Ol•.Pa;.n.2 · ~~1500cm-:3, con 

lo cual T2 = 1.81 x 10
12 K. . . . .· ··. , Tt'!~_:",'::·,, ·"'.~.')!~ : ' ., : ,?,,·.;,,.;';~···i:~i!~·.!,~t~~~~;t,'.~,(:;)~f(:: .': .: . 

Para evaluar la posibilidad de·form~ción estelar:enestá·regióntitilicimíos.•n:u,evaménté)~l critedo de· 

;:~:::·a~~:í (~~~~ ;::::e:~~;:: .• 1:•~ij.~~h~~m1::p~r~·· l.á. nubé· ... a~t~~8.•~i~~~ft~~,ci,~i·.ici1~~·qJe:·~~tilizando 
' .M;/~ ~~ii:·;·J.oocfo 12 )3 , · · "' ' ·:·· ª~:··'.' · ..• , ·' 

'' · '1113; '-. TPn2 - 1000(1500) ==; 6·65,x.IO ... {13.8) 
: .r~1<.:.\ . 

De modo que la masa .de Jeans .aumenta en gran proporción y el .colapso gravitacional es, como en el 

caso cléisico, imposible para la implosión adiabática considerada. 
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§14. Consideraciones finales 

·Debido a la gran cantidad de energía que se concentra en una nube de gas cuando es chocada desde 

todas direcciones es difícil lograr un colapso gravitacional posterior a la implosión. La acumulación de 

energía es, sin embargo, un signo de que la nube implotada será fuente de una gran cantidad de radiación 

confinada a una región muy pequeña . 

. Esta. característica de las implosiones tanto Newtonianas como relativistas es una posible explicación 

del~ radiación poco uniforme observada en los.jets producidos en NAGs (ver figura 1). Explicaciones 

alternativas a dicha radiación implican choques del material en el jet con el gas frente a nubes arrastradas 

por el jet mismo y que se encuentran en equilibrio de presiones dentro de él (Blandford y Konigl, 1979). 

Considerando la estabilidad y las temperaturas de las nubes de gas interestelar, tal acontecimiento es 

improbable en ambientes de presión tan álta como .f'.ict ~ 10-5 Pa. 

El argumento de implosión de nubes inmersas en los jets de NAGs se ve apoyado además por la 

reciente observación de la interacción de los jets de NAGs con nubes del ~édio circundante (Solórzano­

Iñarrea et al., 2002). El modelo de la implosión se presenta como una alternativa para explicar las 

características aún no entendidas de la radiación a lo largo.del chor.ro de una galaxia activa. 

La misma energía acumulada en el centro de una nube al.momento del colapso indica que la evolución 

del gas no termina en la implosión. Un seguimiento completo de la evolución de una nube sumergida en 

un gas a mayor presión implica el análisis de la explosión que sigue a la onda de choque convergente. Tal 

estudio queda fuera de los objetivos de este trabajo. Sin embargo, cabe mencionar que el movimiento 

auto-similar de esta etapa explosiva se desarrolla con el mismo índice de similaridad que en la etapa 

implosiva (Zel'dovich y Raizer, 2002). 

El estudio completo de la implosión de nubes en ambientes de mayor presión es importante para 

establecer en forma clara el mecanismo de formación estelar inducida por supernovas. En el presente 

trabajo hemos aproximado el estudio de la implosión considerando que el gas fluye en forma adiabática y 

sin tomar en cuenta la radiación ni la gravedad del mismo. Hemos probado qe los tiempos característicos 

a los cuales los efectos grvitacionales y radiativos tienen efecto son mucho mayores al tiempo dinámico 

de la implosión. Sin embargo, los modelos más sofisticados que incluyen tales efectos se presentan como 

una tarea a futuro. 

Adicionalmente, la inevitable destrucción de una nube por la interacción con un choque externo 

nos lleva a considerar a futmo la inftueÍlda 'de campos magnéticos en el problema corno lo sugieren . 

Vanhala y Cameron (1998). Podemos decir que las soluciónes presentadas para el flujo J°uto.:.sim'ilafen 

la implosión sirven como solucióne~ límite dé una implosión real en sús últimá.S etapas.' :. : · .1: <: 

Las aplicaciones del mOdel~ ~~esentado,· sin embargo, no se reducen a'los:ca;O's"ást~~ffsicos/ Es 

importante notar que en los laboratorios terrestres, se reproduce el fenómeno llamado sonoluminicencia. 

Tal fenómeno se presenta cuando'pequeñas burbujas de aire en el agua l>ºn cornpriÍnidas por ondas de 

sonido en el agua .. En. la compresión de las burbujas se emite un ray~;de luz que indica una grán 

concentración de energía en el centro de la burbuja. Se considera que sólo mediante una onda de choque 

implosiva es posible concentrar la energía suficiente para generar los·destellos observados (Putterman, 

1995). i• ". 
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En la bí1squeda de ambientes propicios para inducir. la fusión de varios núcle~s, se h~ experimen­

tado con implosiones inducidas por laséres. en~ condensaciones de gas con simetría ~ilínddcá y esférica. 

Siguiendo el mismo principio que produce la sonoluminicencia en burbujas de aire/~e han llevado acabo 

experimentos recientes con resultados ~lentadores (Knauer et al., 2002). U~a ~a~i~~te del 'análisis rela­

Livista presentado en esta tesis puede ser ú.til en la descripción paramétrica'de! flujo cercáno al centro 

ele la condensación. 





Apéndice A 

Análisis Dimensional 

Una cantidad adimensional (Sedov, 1959) es aquella que conserva su mismo valor sin importar el 

sistema de unidades que se utilice en su medición. Por otro lado, una cantidad adimensional es aquella 

cuyo valor cambia según el sistema de unidades empleado en su medición. 

Del conjunto de unidades básicas de medición (metro, kilogralllo'í segundo) se desprende una gran 

variedad de unidades derivadas (Joules, Newtons, etc.) que pueden escribirse como combinación de las 
• ~ , : · tr · 'i ~:;.,,_; ~-\ , · ·' ~>1•;< ,: '·'.: -

primeras. A la expresión de las unidades de med1cion en t~~~~;ll:º~ de:.'la.S unidades básicas se le llama 

dimensión. ..· ... '' ,;; · :\\.> 
Muchos problemas.de)a mecánica no-relativista iniplic~n·C:~n~'i&~d~~;clerivadas de tres dimensiones 

fundamentales: la masa,111. ··longitud y .el· tiempo .. ri~·,é~t~'·;niii'.iié'~;;;:·; t¿::~úmensiones de una cantidad 
cualquiera q. estánda:ci1; ··~.6r ':;' · .. · ',. ' •·'. ·.:,:. '' .. ,.,.i·:·>.''···'·'"'-··•""·•·' ' :··. :i:. ·~··: ., ' · ·'' 

Donde L, M y T repr~sentanlas dimensirines deiC>n~lt~d.: ~11.sa y ti~mpo respeé:tivamente. Supongamos 
que se tiene:u~il.Jey fí~i~a expresada cmii() ·'.···'· > ,< . '. ' ' ' 

·-~~~~-,' <·<1:>:·c ., 

-~ ='f(a.{, ª~' .. ,:.·· ... :: ... :_! ~~), 
!·'..'.'• r 

(A.I) 

donde a: es .una cantidad física dimensicmal'cjJci a(icrnás'es funclon·de l~'.caritidades dimensionales 

a¡, a2, ... a11 • Esta relación funcionaltieile·1a.1riisma forma éii cualquier sistema ele unidades. 

Supongamos que de las cantÍdad~s (a1 , d2',t.:~ki}::,·:~~)''1;6}~;1~'piirii~~í1s~.:5··;t··son .dimensio­

nalmente independientes. En otras palabra.S?nlngÍÍ1;~Jcifn.',;(~6i/:i'.y~{s $ ,'k) p~ede escribirse como 

producto de las otras k - 1 cantidadest . Esci·lbamos.:e~t¿ri~~~;i~:~iin¿~si~ne~:de las ca~tidades básicas 
a¡, a2, ... ,ak, ca1na '- ... --,--'.,~-.. :·'.··~~;:t.~:?~~>~;{~:~~:;;.~.:;:5~-~~::K:~:~:,- :·_._::'_·---.> , · ... ~ 

':e'.·-:"..:.'·_ ~-- ·--:-~_·,\--· <-.·· 

.,_ \, .. ' \, '' .. 
1 En particular, en el tratamiento tradidonnl ,de h1 .rne,cánJi:a s.e utiUzan ,tres dimensiones independientes: la masa, la 

longitud y el tiempo. · · · · · ""' · ·" · 
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. - ._.,, 

Las restantes n + 1 -:- kcantidades tienen dim~n~icmes qtie pueden escribirse como potencias de las 
dimensiones d¿ las·k ~ririí¿ras.'6antid~d~s iiúi~peh~ÚentÜs;~Eíf ténnirios de las dimensiones esto es 

- '. . - _,(· -, .. - ·.c.;/,-., - > 

<¡áJ .. =:11tr1~~; .. ;:~;;i,;. 
[ ·1 ·_;_;·.Aq1:A· ·qi.':i''·A· ·qk .. 
ª.k+l .~~··· 1, ... 2 ·.~: .. '. . k ,,• 
: - -, ,_/~~'.'.:-~-~)'~f~. )-~-~~:-'f:;~:::f.~ff·~~~<Y:·;\ 

-· - -- }~~~--.>'e_ ~'°'· ._ -

. -· ., -: , -:,·~. ·.:.~.:.>,.-t-~ :':·-~ .. ,r.--- .. ' ;:· f·.-_! 

Hagamos un cambio d~ unidades en el que la.Sca~tidaéles a1, a2,' ... , ak cambien en factores a1, a2, ... , ak 

respectivamente. En e~te nuevo sistema las cantidades básicas se relacionan con las originales de la si­

guiente. ma11era, ·. 

-,.,/ 

Las cantidades, dependientes. se• transforman entonces como 

. . 
En particular consideremos un ca~bi~ eri el sistema talque 

l. 
a1=-, 

a¡ 

'., 1 

1 1 
a2 = -, ... , ak = - . 

. a2 · a2 

(A.u) 

Con esto hemos cambiado a un sistema de unidades.~nel que los primeros k argumentos de la función 

f son constantes.e iguales a la unidad. L11, ecuacióll;(A.p) puede escrib.irse como 

(A.m) ' 

Debido a que la relación (A.I)representa una ley física, s.u.expresión m.atemática es invariante ante 

cambios de unidades y, por lo tanto, en este nu~vo.sistema:torria el valor 

a' ·¡( 1 . ,, , · '·a··1 ·a·' «: '··a'·)" = ª1•ª2···.··· k• .k+J•···· ri' ·(A.IV) 
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Al igualar las ecuaciones (A.m) y (A.1v)se obtiene 

' ' ' 

11 =J(l, 1, ... 1 1, ll¡, ... , lln-k) (A.v) 

donde las cantidades 

son cantidades· adimensionales. 

La ecuación (A.v) como forma adimensionalde la ley física (A.1) muestra que una.relación entre 

n+ 1 cantidades dimensionales a, a 1 , ••• , an sepued~serreducida auna relación den+ 1-k cantidades 
adimensionales (Sedov, 1959). 

A este resultado del análisis dimensional se le conoce co~o Teorema 11 o teorema de Buckingham y 

demuestra además que cuando una cantid8.d adbnensional está ~elacionada con una funéión de cantidades 

dimensionales, estas sólo pueden presentarse en forma de prodúctos adimensionales. Más aún, cualquier 

relación con significado físico entre cantidades dimensionales puede transformarse a otra entre cantidades 

adimensionales sin perder su significado físico. 
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