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-RESUMEN

El resolver la ecuacidon de wransferencia de momentum y de energia que
involucran términos con derivadas parciales resulta una tarea complicada,
tal dificultad se encuentra en la no linecalidad de estas ecuaciones.

Obtener la solucién de esta ccuacion por un mmd¢todo analitico para una
muy dificil de hacer si no se cuenta con amplios
win asi ol resolver esta ccuacion os una
ste mismo problema

geometria dada os algo
conocimientos de matemiiticas y o
tarea quee no siecmproe se puede realizar; resolvoer
con un método numdérico es relativamente sencillo y los conocimientos
aplicados para su manipulacion son simples. Uno de los principales
mcétodos aplicados a la solucion de estas cecuaciones es el mdctodo de
diferencias finitas (MDF) que junto con ¢l meétodo del celemento finito
(AEF) y ol método del volumen de control han hecho que los o 'lu(l|o> de
la dinamica de fluidos sca algo muy comuan.

En este trabajo se realizdo un modelo matematico de un separador
liquido-liquido de¢ arrabio ¥ escoria utilizando ¢l mcétodo de diferencias
(FDM) para obtener la discretizacion de las ccuaciones de
transferencia, la eleccion de este método se realizd, en base a que ¢s un
mcé¢todo facil de entender y que nos permite tener una clara idea del
modeclado matematico usando métodos de discretizacion; ¢l modelado
para cste sistema sce construye de acuerdo a los siguientes pasos:

finitas

1. Descripcion del sistema.

2. Suposiciones que permitan la simplificacion del sistema en estudio.

3. Condiciones a la frontera.

4. Ecuaciones que rigen ¢l fenomeno en estudio

Discretizacion del sistema (paso que incluye ¢l uso del método de

diferencias  finitas para la discretizacion de las ecuaciones

gobernantes)

6. Implementacion de un programa de coOmputo.

7. Y como paso final la interpretacion de los resultados, presentando
los resultados on forma grafica para una mejor comprension.
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INTRODUCCION

l.os procesos de flujos de fluidos estan asociados con la mayor parte de los
procesos industriales relacionados con la extraccion y refinacién de
metales, debido a que los metlales o las menas en proceso se encuentran en
estado liquido. Estos ademas requieren simulacion numeérica por
transferencia simultanea de calor, masa y/o momentum, cen dos o tres
dimensiones. Excepto en casos particulares, las ecuaciones en derivadas
parciales no pueden ser resucltas analiticamente pero pueden resolverse
numéricamente. .
las operaciones de procesamicento de metales las situdaciones fisicas
agitacion con burbujas, chorros
v otros, siendo en

in
basicas que podemos encontrar son:
incidentes, flujos turbulentos recirculantes en cavidades
general bastante diferentes de los problemas que se encuentran usualmente
en la practica de la ingenieria de modo que la experiencia previa no es

inmediatamentce aplicable.

Durante los ultimos afos se aprecia un interés creciente en la aplicacion de
los conceptos de flujo de fluidos a las operaciones de procesamiento de
muchos otros ejemplos de operaciones de

metales. Se pueden citar
los fenomenos de flujo de fluidos

procesado de mectales en los cuales
desempenan un papel importante o bien predominante.

Los principales sistemas gas—sélido incluyen al alto horno, la sintetizaciéon y

la tostacion de menas. Entre los sistemas gas—soélido se encuentra la

desgasificacion al vacio, la conversion de cobre, la desoxidacion gaseosa

del cobre y la agitacion con argén, ademas del proceso de fabricacion de
35

acero con oxigeno™.

lLos sistemas liquido—liquido implican la fusién de chatarra, fenomenos de

en la solidificacién (macrosegregacién), junto con la fusion

flujo de fluidos
la parte final de la

de desoxidantes y otras adiciones aleantes durante
secuencia de procesamiento de metales. Entre los sistemas liquido—liquido
sc encuentra cl amplio espectro de interacciones escoria—metal, tales como
la transferencia de masa escoria—metal en la fabricacion de acero, la
coalescencia y flotacién de inclusiones, etc??,

Los problemas cencontrados en estos sistemas pueden clasificarse dentro de

dos amplias categorias!




a) Sistemas en los que el objetivo es desarrollar alguna relacion
global entre varios parametros uagnrupados. tales como que la
velocidad de flujo dependa de la diferencia de presion impuesta,
el tiempo requerido para vaciar ¢l cazo, la forma y tamano de
boquillas para producir una velocidad de flujo dacda y varios
factores mas. En la mayoria de los casos, cstos calculos se
realizan facilmente aplicando los principios fundamentales de
los equilibrios globules de masa. de encrgia » de la cantidad de
movimiento, LLos recursos matematicos necesuarios para
resolver tales problemas por lo general son simplest implican el

manecjo de ccuaciones algebraicus [e] de ccuaciones

diferenciales simples

b) El segundo urupo de problemas implica la basqueda  de
informacion mas detallada acerca del sistema. tal como perfiles
dec velocidad en vez de velocidades volumeétricas de l’fujo. los
patrones de disipacion de energia turbulenta en vez de la
pérdida total de energia, y asi sucesivamente. Los problemas en
esta segunda categoria son mucho mas complicados y para
abordarlos pucden necesitarse herramientas  matematicas
bastante complejas tales como la  solucidon numérica de
ecuaciones diferenciales parciales no lincales. Mientras que los
mdétodos utilizados en la formulacion ¥ resolucion de problemas
de este tipo ya estan bien establecidos, su aplicacion a las
operaciones de procesado cde metales os una empresa mas
novedosa pero, segun se considera, muy prometedora dado el
importante papel que los movimientos de fluidos desempenan

en estos sistemas.

En 1941, A. N. Kolmogorov propone un método dc¢  predecir el
comportamiento de los flujos turbulentos que es remarcablemente similar a
las “técnicas de modelado turbulento” que hoy en dia son usadas. En un
articulo publicado en 1942 Kolmogorov sugeria cl uso de dos ecuaciones
para describir el movimiento turbulento dentro de un fluido, pero no pudo
ser puesta en practica por la cantidad de operaciones matematicas a
realizapd? 43.44.45

En 1972, Jones y Launder®® desarrollaron un método de calculo para flujos
turbulentos descrito por dos ecuaciones adicionales, el cual posee la misma
estructura que el modelo propuesto por Kolmogorov: muchos modelos
fueron propuesto en estos afios la mayoria de ellos usaban el modelo & para
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la primera ecuacion pero eran diversos los cambios para la segunda, en su
forma matematica eran diferentes pero no en contenido.

En 1972, Patankar y Spalding"" describen un procedimiento de calculo para
flujos parabélicos tridimensionales. Un flujo parabélico, puede ser un flujo
en el interior de una tuberia, donde el perfil de velocidades se obtiene
siguiendo Ia direccion principal del flujo.

Una técnica particularmente interesante que es desarrollada a traves ce la
presion es llamada SIMPLE? (Semi-lmplicit Method for Pressure—linked
Equations). EEstce procedimicento aplica todavia con gran éxito 2 una amplia

variedad de problemas.

Aunque aln no sc ha logrado comprender cuantitativa y completamente los
mecanismos detallados de los procesos turbulentos; la teoria del, flujo de

fluidos en combinacién con los experimentos de modelado fisico, han
ayudado mucho para mejorar los procesos.
TESIS CON
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1.—-Modelos.

Para estudiar un proceso debe ser posible experimentar con el mismo. Sin
embargo. el objetivo de muchos estudios cde procesos s predecir 1a manera
¢ como se comportara antes de que sea construido. Es claro que no es
factible experimentar con un proceso mientras esta todavia en su forma
hipotética. Incluso con un proceso existente. es scpuro que sea imposible o

“Tll)l'[lClICO prcrnncnldr con ¢l Proceso red 1.

Una opcion que sce utiliza a veces os construir una cantidad de prototipos y
probarlos, lo que pucde ser muy costoso v dilatado. Por lo general los
cestudios de procesos se realizan con un modelo del proceso.

Pucsto quoe segurameoente eos imposible incluir dentro de una sola definicion
las  diferentes  acepciones  de la palabra “modelo”™.  se presenta a
continuacion algunas de las mas frecuentes: Coloquialmente. por modelo se
entiende la representacion de algo, generalmente un objeto fisico.

Definimos a un modceclo como el cuerpo de informacion reiativa a un sistema
recabado para finces de estudiarlo. Ya que el proposito del estudio determina
la naturaleza de la informacion que se reane. no hay un modelo tnico de un
sistema. l.os distintos analistas produciran distintos modelos del mismo

pProcoeso segnn Cco imbie su LUI"IJI"(‘”\I()H clet Proceso.

IIxisten cicrtas caracteristicas de  los procesos  industriales que  las
diferencian de otros tipos de industrias,. debido esencialmente a que hay una
compleja estructura de muchas ctapas, cada una de las cuales consta a su
verz de numerosos subcomponentes. Teniendo en cuenta que interviene un
clevado flujo de materiales con un valor cconomico relativamoente alto. se
comprende que pequedas modificaciones en las caracteristicas de diseio v
operacion pueden tener una importante repercusion cconomica. Debido a
quoe un cambio ¢n la opoeracion de una planta pucde significar un ahorro de
miles de pesos. vy el hecho de que el experimentar con plantas es una tarea
imposible de realizar, una muy buena opcioén lo constituye ¢l modelado.

I.a tarea de obtener un modoelo de un proceso sc dividira en forma gendérica
subtarcas: la  determinacion de la estrucwura del modelo s

La determinacion de la estructura. fija la frontera del
Los

on dos
proporcionar los datos.
proceso o identifica las entidades, atributos v actividades del proceso.
datos suministran los valores de los atributos que pucden tener y define las
relaciones involucradas en las actividades. l.as dos tarcas de crear una
estructura y suministrar los datos se definen como partes de una tarea mas
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que como dos tareas por separado, debido a que no se pueden hacer una sin

la otra.

LLas suposiciones relativas al proceso orientan la recoleccién de datos, y el
analisis de estos confirma o refuta las suposiciones. Es comin que los datos
recolectados revelen una relacidon no sospechada que cambie la estructura

del modclo.

pucde evaluar un modelo? En primer lugar el ingeniero puede

dCohmo se
que dichos datos sc ajustan a  las

recoger duatos v ver la forma en
praedicciones del modelo. Si el ingeniero dispone de dos series de datos (una
correspondiente al proceso real y la otra al modcaclo) para un modelo poco
preciso  introducir una cantidad considerable de
wablecer la concordancia entre las
respuesta del imodelo

complicado, sucle sor
subjetividad en ¢l analisis a la hora de e
dos series de datos. En cualquier caso, si la
concuerdn satisfactoriamente con los resultados experimentales, aumenta la
confianza del ingeniero en la aptitud de las descripciones matemadticas. Si la
tal vez convenga revisar ¢l modelo o bien intentar

concordancia s mala,
otro mdétoco de ataque.

1.2.-Tipos de¢ modelos.

[La clasificacion de los modelos no estd muy bien definida, ya que se ha
encontrado que diversos autores manejan diferentes clasificaciones!'® 14- 15
%, En ocasiones la clasificacion se realiza en términos de la naturaleza del

sistemu gque se modela tal como continue versus discreto o determinista

versus estocastico.

- Modelo—
v v

¢ Matematico

——— Fisico————

v v
Estatico Dinamico —Estitico— — Dindnvico—
v v v v

Numérico Analitico Numeérico
v
Simulacion
de
sistemas

Figura 1.1 Clasificacién de los modelos!'S.
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Para fines de este estudic, se considera a los modelos como modelos fisicos
o modelos matemaiticos'®,

Una segunda distincion la constituyen su desarrollo en el tiempo, unua
tercera distincion es la técnica que se emplea para resolver el modelo. Y se

establece una distincion entre los métodos analitico ¥ numérico, como se

muestra en la figura 1.1.

Esta distincion depende de la naturaleza del modcelo v esto hace que sea
posible resolverlo analitica o numéricamente.

Se considera que la simulacion de sistemas es una técnica numérica
utilizando los modelos matematicos dinamicos., de manera que la simulacion
de un sistema se muestra bajo el encabezado del computo numérico"”.;

Otra clasificacion dentro de los modelos matematicos los divide en tres
tipos! modelos de fenomenos de transporte, modelos empiricos y modelos
de balance de poblacion'®,

Los modelos de fenomenos de transporte son las ecuaciones
fenomenoldgicas de variacion, es decir, las ecuaciones que describen la

conservacion de materia, cantidad de movimiento y de cnergialS,

lLos modelos de balance de poblacion fueron desarrollados para describir

procesos que tienen propiedades distribuidas, como son el tamafo de
6

particula en miles de cllas'™,
lLas  distribuciones de tiempo de residencia y otras distribuciones
temporales constituyen ejemplos de modelos de balance de poblacion'®.

centiende una caracterizacion estadistica del

Por un mocdelo empirico se
11618

sistema basada en mediciones realizadas en un sistema rea

1.2.1.~Modclos matematicos.
Con frecuencia se desea describir el comportamiento de algin sistema o
fendmeno de la vida real en términos matematicos: dicho sistema puede ser

fisico. sociolégico o econdmico.

7]
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e ensayar en una forma

Cuando el proceso que se ha de evaluar no se pue
totalmente operacional (debido al costo, tiempo, riesgo, cle.), la base de
evaluacion debe desplazarse hacia ensayos de algunas aproximaciones dei
sistema, estudios on planta piloto. o bicn los onsayos sc pueden llevar a
cabo modificando las condiciones de operacion del proceso real. En primer
lugar, es muy dificil que la direccion de la empresa permita a los ingenicros
introducir arbitrariamente cambios en una instalacion que opera

satisfactoriamente por el simple hecho de ver qué es lo que ocurre. BEn el
a coscaly, representa un

caso de la planta piloto a pesar que os ¢l proceso
VA G uUe representan una

gasto que muchos no estan dispuestos o hacoer
inversion cconomica muy grande.

Aqui es donde los modelos matematicos de los procesos nos pueden ayudar
va que sc puceden manipular smucho mas facilmente que las plantas reales.
puede simular la operacion fuera de las condiciones o

Por cjemplo, sc
pucede hacer trabuajar el sistema a

intervalos normales y también sce
condiciones extremas con ¢l fin de encontrar las condiciones de operacion
prohibidas.

L.a descripceion matematica mediante un conjunto de ecuaciones que intentan
explicar un sistema o fenomeno se lama modelo matematico vy se forma con
ciertos objetivos on mente. Esta es wuna idealizacion matematica de un
fenomeno real. idealizacion limitada por los conocimientos del modelador.
En el proceso de idealizacion so deben hacer algunas simplificaciones. Por
io tanto. ol modelo matematico es menos real que ¢l sistema que representi.
Sin embargo, representa un paso esconcial de la construccion de una teoria.
Il objetivo de realizar un modelo muatematico es generar la representacion

repetitiva y sucesiva del fenomeno.

Dado que las hipotesis acerca de un sistema implican con frecuencia la
razon o tasa de cambio de una o mas de las variables, el enunciado
matematico de todas las hipotesis es una o mas ecuaciones donde

intervienen derivadas.

Todo lo que requiere el ingeniero para efectuar el analisis de un proceso es
scleccionar la complejidad necesaria en la aproximacion de la descripceion.
expresar las ecuaciones para cada parite del cquipo. y posteriormente.
resolver el sistema de ecuaciones que resulta, para distintas condiciones de
operacion, hasta que se alcanzan las condiciones optimas. Por supuesto que.
en la practica, todo esto no es tan facil como puede parecer a primera vista.




Se requieren muchas horas de trabajo para rcealizar toda esta tarea y. a cada

paso, el ingeniero ha de superar grandes obstaculos.

En el caso de modelos matematicos dinamicos, una técnica especifica que sc¢
ha llegado a identificar como simulacion de stemas. es aquelia en que sce
resuclven simultidnecamente todas las ccuaciones del modcelo con valores

continuamente crecientes del tiempo'®.

Por lo tanto definimos ta simulacion de sistemas como la téenica de resolver
problemas siguiendo los cambios en el tiempo de un modelo dinamico de un
sistema. La definicion es suficientemente amplia para que incluya el uso de
modclos dinamicos, en cuyo caso sc cevaliian las variables del modelo por
mediciones fisicas en lugar de calculos numéricos basados en el computo.
Ya que la técnica de simulacion no pretende resolver analiticamente las
ccuuciones de un modelo, por lo general un modelo matematico cpnsll‘ui(lo
para fines de simulacion es de naturaleza distinta a uno formado para
técnicas analiticas.

no intenta especificamente aislar las relaciones

lLa técnica de simulacion
en vez de ello, observa la manera en que

entre determinadas variables:
cambian todas las variables del modelo con el tiempo.

Zn los sistemas. en que los cambios son predominantemente suaves. sc les
conoce como sistemas continuos. Por otra parte, a los sistemas en que los
cambios son predominantemente discontinuos, se les conoce como sistemas
discretos.

L.os calculos numéricos no constituyen simulacion, ya que los calculos no

siguen el movimiento de un sistema en el tiempo.

1.2.1.1.—Principios de la formulacion.

l.a formulacién de un modelo matemitico de un sistema se inicia con los

siguientes elementos:

Identificacion de variables. Mediante la identificacion de las variables
causantes del cambio al sistema. Podremos elegir y no incorporar todas las
variables en el modelo desde el comienzo. En este paso especificamos el

nivel de resolucion del modelo.
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los modelos matematicos son las  leyes

Leyes. Las bases para
de la conservacion de la

fundamentales fisicas y quimicas, como la ley
masa, energia y momentum. Para el estudio dinamico se debe incluir en la

forma general las derivadas respecto al tiempo.

Suposiciones. Probablemente el papel vital que juegan los ingenieros en cl
modelado es la aplicacion de suposiciones. Obviamente un modelo
extremadamente riguroso que incluye todo ¢l fenéomeno detallado bajo el
microscopio tendria que scer complejo. tomaria mucho tiempo en desarrollar

v pucde scor imposible de resolver.

I.as suposiciones que son hechas deben ser cuidadosamente consideradas v
enumeradas. [Estas imponen limitaciones al modelo en las que hay cque ser
cuidadoso para obtener los resulltados pronosticados.

Alcances y/o limitantes. A continuacion, sc establecen las limitantes y/o
alcances accorca del sistema que tratamos de describir. Estas nos definen la
aproximacion de nuestro modelo hacia ol sistema.

Para algunos fines quiza baste contar con modelos de baja precision, por
ejemplo, en los cursos basicos de fisica se habra advertido que al modelar el
movimiento de un cuerpo que cae cerca de la superficie de la tierra, al
rcalizar el calculo si ¢l que hace este modelado e¢s un cientifico cuyo objeto
¢s predecir con exactitud la trayectoria de vuelo de un proyectil de largo

alcance, debera tener en cuenta la resistencia del aire y demas factores.

como la curvatura de la tierra.

1.2.1.2.-Pasos involucrados en los estudios de simulacion.

l.a aplicacion de la simulacion a muchos tipos de sistemas junto con los
distintos lipos de estudios producen muchas variaciones en la forma como

se desarrolla un estudio de simulacion. Sin embargo se pueden identificar
A : 5
determinados pasos basicos en el proceso!'®,

Los principales pasos que deben de considerarse son:

1) Definicion del problema

2) Plan de estudio

3) Formulacién de un modelo matematico

1) Construccién de un programa para el modeclo

TESIS CON_
FALLA DG CRIGEN :




5) Diseilo de experimentos

G) Alcance del modelo

7) Repeticién del procedimiento de simulacién y analisis de resultados
l.os dos primeros pasos son definir el problema y» plantear el estudio.
Aunque estos pasos puceden parecer obvios, no dejan de ser importantes. No
desarrollarse ningaon estudio o simulacion sino hasta que enuncie
1 estudio. lLucgo se pueden huacer
del tiempo requerido. LLa utilidad
ol plan  pucde

debe
claramente el problema y los objetivos de
las estimaciones del trabajo por realizar y
del plan tampoco concluye cuuando se jnicia ol extudio!
controlur ¢l desarrollo del trabajo ¢ impedir que ¢l estudio se desbalanceé
concentrandose en un aspecto del problema a costa de otro.

El tercer paso consiste on construir un modelo. tarca que sc puede
considerar que cac dentro de dos subtarcas. Es necesario establecer ia
del modelo decidiendo los aspectos del comportamiento  del

estructura
¢l problema de que se trata y es

sistema que son  significativos para
ecesario reunir los duatos para proporcionar parametlros correcltos para el

modelo.

matematico, inicia la construccidn de un programa de

Dado un modclo
paso. es una tarca

computadora para resolver el modelo, el cuarto
relativamente bien definida. No es de necesidad una tarea facil ¥y puede ser
sumamente dilatada, pero el modelo establece las especificaciones de lo que
debe de programarse. En la practica, una regla que no se debe de olvidar al
programar un modelo ¥ que se debe tener en cuenta es la forma en como se

construye.

Es probable que las turcas de producir un modelo y un programa de
computadora se realicen en paralelo mas que en serie.

El quinto paso es el diseno de un conjunto de experimentos que satisfagan
los objetivos del estudio. Un factor que debe de considerarse es el costo de
procesar el modelo de computadora que se recaba sin plan determinado. La
presencia de eventos aleatorios en una simulacion complica el disefo de los
cexperimentos ya que debe de considerarse el significado estadistico de los

resultados.

[El sexto paso, el alcance del modelo sustenta la validacion requerida del
modelo, esto es contrastar los datos del modelo matematico con los datos
obtenidos del proceso real, esto significa qué tan fielmente nos interpreta el

3T
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sistema nuestro modelo, ademas en este paso sabremos si el camino elegido
fué el correcto y conclusion que tan confiable resulta ser nuestro modeto.

El séptimo paso en el estudio de un sistema es repetir el procedimiento de
simulacion e interpretar f(isicamente los resultados. En un estudio bien
planeado se habra planteado un conjunto bien definido de preguntas y el

analisis tratara de responderlas.

1.2.1. 3.—Ventajas dcl modelado y simulacion de procesos.

Desde el punto de vista mas general el modelado y simulacion de un

proceso prescentan las ventajas que se sehalan a continuacion:?

1.— Experimentacion ccondmica’ Es posible estudiar procesos existentes de
una forma mas rapida, ccondmica y completa que en una planta real. La
simulacion puede aumentar o reducir el tiempo real de una forma analoga a
como una camara cinematogrifica acelera o rcetarda las imagenes: de esta
forma se puedec observar mas facilmente la operacion del sistema.

2.- Extrapolacion: Con un modelo matematico se pueden ensayar intervalos
extremos de las condiciones de operacion, que pueden ser impracticables o
imposibles de realizar en una planta real. Tambi¢n es posible establecer

caracteristicas de funcionamiento.

- Estudios deo cormmuiabilidad v oevaluacion doe otros planes de actuacion.”
Se pueden introducir nuevos factores o elementos de un sistema v suprimir
otros antiguos al examinar el sistema con el fin de ver si estas
modificaciones son compatibles. La simulacion permite comparar distintos
discios y/o procesos antes de llevarlos a la practica.

A.= Repeticion de experimentos: La simulacion permite estudiar el efecto de
la  modificacion de las  variables y parametros con los resultados
reproducibles al realizar la simulacidén. En ¢l modelo matematico se pueden
introducir o retirar variables, lo que no es posible en la planta real.

5.~ Control de cdlculo’ La simulacion constituye una importante ayuda
material para el estudio de los sistemas de control con lazos abiertos v

cerraclos.




G.— Ensavo de sensibilidad: Se puede ensayar la sensibilidad de los

parametros de costos y los parametros basicos del sistema.

7.~ Estudio de la estabilidad del sistema’ Se puede examinar la estabilidad
de sistemas y subsistemas frente a diferentes perturbaciones.

Ademas los modelos matematicos pueden ser usados en todas las fases de
vesligacion y desarrollo de las operaciones en

la Ingenieria Quimica, en la
planta v en estudios econdmicos y de negocios,

1.2.1.4.-Desventajas del modelado y simulacién de procesos.

un proceso se tienen algunas

Es preciso reconocer que al analizar
limitaciones importantes. s

IlLa primera de cellas reside en la disponibilidad y exactitud de los datos: es
decir, el ¢xito del analisis de un proceso depende grandemente de la
informacion basica disponible para el analisis. Los estudios que se pueden
realizar con el sistema son solamente en el modelo. En muchos casos el
ingenicro se encuentra con una relativa insuficiencia de datos y una vez que
se ha planteado el modelo, una de sus principales tareas consiste en evaluar
los parametros del modelo a base de datos experimentales. En diversos
tipos de¢ operaciones basicas casi todo el esfuerzo sc dirige hacia una
estimacion mas cexacta de los parametros de unos modeaelos cuyvas formas

estan yva bien establecidas.

Linos de los campos de gran importancia para los ingenieros quimicos es ol
de cinética de procesos, y en ¢l existe una gran incertidumbre sobre la
“verdadera cinética™ del proceso. Generalmente estos cocficientes cinéticos
sc¢ obticnen operando en un reactor a pequeifa escala.  de forma que los
cefectos sccundarios pueden ser muy importantes. La falta de informacion
sobre  estos  ofectos  sccundarios puede conducir a unos coeflicientes
inadecuados para el diseio del reactor comercial. Otro problema también
frecuente, consiste en que las impurezas presentes en la planta industrial no
siempre se encuentran en el laboratorio, lo cual puede dar lugar a sorpresas

en la eventual operacion de la planta.
En algunos procesos de separacion, tales como la destilacion, absorcién v

evaporacion, la eficiencia de los aparatos es muy incierta, y la mayor parte
de los modelos macroscopicos que se han desarrollado v que se encuentran
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descritos en los manuales mas frecuentes resultan de poca utilidad sino se
de una razonable cstimacion de la eficiencia. Por cjemplo, al

dispone
perforados que deben tener una torre de

calcular el namero de platos
destilacion. la exactitud de los métodos disponibles para estimar la eficacia
rceal en comparacion con la etapa teodrica. La eficacia de los platos depende
de propiedades del sistema tales como difusividades en las fases liquida v
ascosa, densidades y viscosidades de ambas fases, velocidades de flujo de
cquilibrio. Esto no quicre decir que la eficacia
ni quce las mismas afcecten
meozcla v

masa y relaciones de
dependa exclusivamente de
siempre o la eficacia, puesto

estas  variabl
que las caracteristicas reales de
transferencia de materia, oen la columna dependen de otras variables
imposibles do medir sobre una base macroscopica.,

Estas consideraciones dan idea de las dificultades que se presentan en la
aplicacion real de los modelos matematicos. [Los modelos se aplican . tanto al
paso de escala desde los duatos de lauboratorio a planta piloto conio en ol
analisis de una planta comercial. La exactitud con lu que s proeciso conocer
los parametros depende en cierto modo de su influencia sobre el proceso
global. En una forma se puede establgcer que el conocimiento debe ser
tanto mMas c¢xacto cuanto mayor sea su influencia.

l.La  segunda limitacién reside en los recursos disponibles para la
manipulacion de los planteamientos matematicos, que ya de por si son
limitados. Hay estructuras que son  faciles de definir v describir
matematicamente pero que no sce pucden manipular con los conocimientos
actuales, debido a limitaciones teodricas o de las técnicas de

matematicos
aunque el modelo este bien definido y resulte

calculo. En estas condiciones,
adecuado para la situacion real no resultaria un mcétodo razonable para ol

desarrolio de predicciones. Ademas de las dos limitaciones anteriormente

descritas, sino resultan fisicamente realizables los bloques de construccion
para ¢l modelo, cabe el peligro de que un concepto introducido simplemeante
como una técnica de analisis pueda llegar a asimilarse con una realidad
fisica no pretendida por el constructor del modelo y para la cual no existe
adjudicar al modelo una validez generual que con
realidad no posce, lo cual constituye uno de los fallos de los modelos
l.os modelos originalmente sometidos a drasticas
como si su  validez estuviese
Este riesgo es

evidencia. Se puede uasi,

matematicos.
simplificaciones, se utilizan a  veces
comprobacda a priori. lo que evidentemente no ocurrc.
cvidente, atan cuando se sucle prestar poca atencidén a esta posibilidad.
Otro riesgo en la utilizacion de modelos consiste en suponer
representan al sistema real fuera del intervalo de las variables para el que

que




ha sido originalmente propuesto. Dicha extrapolacién puede

aspecto vialioso del modelo pero puede conducir también o
listar se pueden poner de

el modelo
constituir un
errores. [Estos riesgos quce acabamos de
manifiesto utilizando constantemente el sentido comun en la interpretacion

de los modelos matematicos.

1.2.2.—Modelos fisicos.

modelos de sistemas en las secciones anteriores, no sec
modelo es necesariamente una descripcion
las veces es

Al estudiar los
pretende implicar que un
matematica del sistema. Podemos decir que la mayoria de
posible formar un modelo fisico cuyo comportamiento represcnta el sistema
que se estudia. [Los atributos de las entidades del sistema se representan
mediante medidas fisicas tales como un voltaje o la posicion de un cje o una
flecha. Las interacciones del sistema se reflejan en las leyes fisicas que

subyacen al modelo.

Los ejemplos mejor conocidos de los modelos fisicos son modelos a escala
que se utilizan en los tuneles de viento y tanques de agua para el disefo de
[.as leyes bien establecidas de la similitud

aeronaves y naves acuaticas,
comportamicnto de un

permiten realizar deducciones exactas relativas al
sistema a escala natural a partir del modelo a escala 7.

Se han descrito otros tipos de modelos fisicos como modcelos iconicos:
modelos que semejan al sistema que modelan cuyo propésilo es representar
fisicamente al sistema que modela en tériminos de la limitacion humana: por
ejemplo, los modelos de las estructuras moleculares formados a partir de
los atomos con varillas que representan los

esferas que representan a
a cscala como los icoOnicos son

enlaces atomicos. Tanto los modelos
cjemplos de modelos fisicos estéticos.

l.os modelos fisicos dinamicos se apoyan en una analogia entre el sistema

que se estudia vy algan otro sistema de alguna naturaleza distinta, por lo

general la analogia depende de una similitud.

1.3.—Aplicaciones.

Dentro de las aplicaciones de los modelos tanto fisicos como matematicos
encontramos una gran variedad de ellos. Para el modelado matematico
15. 16,

dinamico las aplicaciones se dividen principalmente en dos
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simulacion para andlisis de un sistema: que pretende comprender

a) La
un sistema  existente o propueslo,

la munera en que  opera
investigando el comportamiento del modelo.

La simulacion para el disefo de sistemasi cuyo proposito es producir
algunas especificaciones. Esto se hace
componentes para la

b)
un sistema que satisfaga
eligiendo una combinacion determinada de
construccion de un sistema. Este sistema s modela v se predice su

base al conocimicnto del comportamiento del

comportamiento en
compara favorablemente

modelo. Si el comportamiento praedicho se
con el descado, se acepta el diseilo. En caso contrario, se redisefa el
sistema y sec repite todo el proceso.
Una de las aplicaciones mas utilizadas de los modelos fisicos es la Hamada
planta piloto quc es una planta a baja escala, que tiene como objetivo
provecr datos de diseio para una planta a gran escalal®, -

Otro objetivo de la planta piloto es el de estudiar el comportamiento de una
planta existente del que la pequena unidad es una reproduccion. y su
principal funcidon es exhibir los efectos del cumbio en las condiciones de

operacién mas rapida y econdmicamente posible por los experimentos en el

prototipo.

12




CAPITULO DOS
FLUJO LAMINAR
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2.1.-Fluidos.

Definiremos a un fluido como aquella sustancia que cambia de forma
continuamenle en tanto esté sometida a un esfuerzo cortante, aunque este

sea pequeno,

Al considerar condiciones estaticas, cn diversos tipos de fluidos, se
encuentra que ciertos fluidos varian muy poco de densidad a pesuar de estar
sometidos a grandes presiones. Los fluidos que se comportan de tal manera
estan invariablemente en estado liquido. Bajo tales circunstancias. el fluido
se llama incompresible y durante los cédlculos se supone constante su

densidad.

En la dinamica de fluidos, 1a cuestion de cuando un fluido puede tratarse

como de densidad constante involucra otros conceptos distintos ademas de
depende primordialmente de un cierto

la naturaleza del fluido. Realmente,
las variaciones de

parametro del flujo (namero de Mach). Siempre que
densidad en un problema no tengan importancia los gases y los liquidos se
someterian al mismo tipo de analisis. Los fluidos se componen de molécutas.
ion conbldnlcmcnle Para un analisis
riguroso, habria que tener en cuenta la ac n de cada molécula o grupo de
moléculas en ¢l flujo. Estos procedimicntos se utilizan en la teoria cinética
de los gases y on la mecanica estadistica, pero son, en general demasiado
complicados para aplicarlos ua la técnica., En la mayor parte de los calculos
técnicos sc esta interesando en los valores medios de las manifestaciones
susceptibles de medida de muchas moleéculas, Hlamada el continuo, en lugar
de en el conglomerado real de moléculas complejo y discreto. El concepto
del continuo proporciona una gran simplificacion en el andalisis y se ha
utilizado yva, como una idealizacion, en los cursos de mecanica en las formas
de cuerpo rigido o de sdélido perfectamente elastico.

que s mueven y entran en  colis

2.2.~Tipos de flujo.

La existencia de dos formas de movimiento fue observada desde un
principio por los investigadores experimentales. Por ejemplo, en 1839
Hagen llamé la atencion sobre el hecho de que la forma del flujo en un tubo
cilindrico cambia cuando la velocidad excede a un cierto limite. Observod que
para velocidades inferiores a dicho limite, la superficie del chorro fluvente
era lisa como la barra de vidrio sdélida, por encima de ese limite, la
superficie del chorro oscilaba y el flujo salia a borbotones. Estas fueron las
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primeras evidencias respecto a los [lujos laminares y turbulentos, familiares
en los estudios respecto a fluidos ¢en movimiento-

En 1883 Osborne Reynolds [Szekely, 19881, demostro las dos modalidades
muy claramente y presentd el parametro (que ahora lleva su nombre) como
un criterio para determinar el régimen bajo el cual ocurre un movimiento del
fluido. Para determinar el parametro citado, inyectd una fina corriente de
tintura al agua, que fluia desde un gran tanque hacia dentro de un tubo de
vidrio. l.a corricnte de tintura se conscervaba como una lineca recta. si el
gasto a traveées del tubo era pequeno: mostrando que el agua se movia en
lineas dc corriente paralelas o laminas. Las velocidades de las laminas
adyacentes no eran las mismas, pero no habia una miezcla macroscépica
entre cllas. Este es ¢l caso mas simple de flujo laminar. Al incrementar el
gasto, por cncima de cierto valor critico, la corriente de tintura de la
demostracion de Reynolds se rompia en vortices irregulares v se mezclaba
lateralimente a traves de la seccion transversal del tubo. Esta mezefa cra la

cvidencia del flujo turbuiento.

IEn general. el flujo laminar se presenta cuando las capas adyacentes de un
fluido se¢ mueven unas con relacion a otras, formando lineas de corrientes
lisas, no necesariamente rectas, sin mezclarse macroscopicamente. Esta es
Ia forma que se encuentra cuando los esfuerzos tangenciales viscosos.
causados por el fluido, es la influencia predominante al establecer et campo

de flujo.

El flujo turbulento sc caracteriza porque las particulas del fluido tienen
movimientos irregulares, casi al azar, siguen trayectorias fluctuantes v
cerraticas. LLa mezcla macroscopica que asi resulta. s tanto lateral como en
este fenomeno se presenta cuando las
fucrzas viscosas tuangenciales son secundarias respecto a las fuerzas
inerciales, al establecer el campo de flujo. Podemos notar, que tanto los
movimientos laminares como  los turbulentos son el resultado de la
propiedad Hamada viscosidad, mientras que la turbulencia da por resultado
una fuerza tangencial efectiva debida a un intercambio de cantidad de
movimicnto contre las particulas que fluctitan lateralmente, esta fuerza
turbulenta tangencial es evidencia de los efectos de la viscosidad.,

Muchos problemas en Ingenieria involucran la evaluacion de una cantidad
fisica desconocida que depende de otras cantidades fisicas. lLa soluciéon del
problema involucra la determinacion de una relacion funcional entre las
variables fisicas. En imuchos casos, uno esta relacionado con la rapidez de
cambio de la funcién con respecto a las variables. En [lujo de fluidos son

Ia direccion del flujo principals




varias las ecuaciones diferenciales que resultan de la aplicacién de varias
leyes fisicas.
En estas cecuaciones las variables independientes son usualmente las

coordenadas espaciales X, Vv, z ¥ el tiempo . Las variables dependientes
son velocidad, temperatura, presion y propicdades del fluido.

l.as ecuaciones diferenciales importantes de flujo de fluidos son:
1.— La ecuacién de continuidad, basada en la ley de la conservacion de la

masa.
2.— La ecuuacion de momentum, basada en la segunda ley de Newton del

movimiento.
3.~ Lu ecuacion de energia, basada en la ley de conservacion de la energia.

2.3.—Ecuacion de conlinuidad.

L.a ccuacion de continuidad se basa en el principio de conservacion de la

masa aplicado al movimiento de fluidos.

Consideremos un elemento de volumen estacionario. cubico, AxAyAz, a

través del cual pasa un fluido. Ver figura 2.1.
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Figura 2.1 Volumen de control para la ley de conservaciéon de la masa.

l.a ecuacion de continuidad expresa la conservacion de la masa en todo el
volumen, en otras palabras.
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Rapidez de Rapidez de Rapidez de
entrada de }—<{salida de =J{acumulacion 2.1)
masa masa de masa

la entrada o salida de materia a través de estas caras se calcula facilmente
construyendo el producto AyA- (area transversal) por u« (velocidad del

fluido) por p (densidad del fluido).
Esto es para la entrada en x es (pn), AvAz y la velocidad de salida en la

cura x+Ax es (on),.a AVAT.
I.a rapidez de entrada neta de material en direccién x esta dada como

pubYAZ|, —~ pubyAs|, .. 2.2)

Entracda a través de la cara 1A - salida a traveés de la cara’2A

Al escribir ecuaciones similares para la entrada neta en las direcciones y y
z, ¥ notando que la acumulacion de masa dentro del elemento esta dada por

Acunudacion = AxAyAz 66_7 2.3)

el balunce de masa se puede escribir como

Avaz|pn], — Pit] cone ]+ AxA:[pv,y - pvly,A‘,]-b A.\‘Ay[pw|_, —,P“;Ix»m]= AxAyAz % c.4)

al dividir ambos lados entre AxAyAs y al aplicar el limite cuando jAx], [Ay] ¥
jazf — 0 y si se recuerda la definicioén de la primera derivada, que es en

1) ne — U] du
PL 7. il E ALY 2.5
Ax dx ¢ )

luego la ecuaciéon (2.4) puede ser expresada como
—[-aa—’(pll)+—§’—(p\-)+ %(pw)]: %7—— 2.6)

o utilizando la notacién vectorial
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‘;—7 =_v.(pu) 2.7

Esta es la ecuacion de continuidad la cual es aplicable tanto para flujo
compresible como para flujo incompresible.

Aqui V es un operador diferencial vectorial. denominado “del” o “nabla”™.
que se define en coordenadas cartesianas como
2 ;2 4k2 (2.8)

VeiL s j L v 2
'av+’a);+ =

J oy k son veclores unitarios on la dircccion x. ) v =

Donde 7,
“punto” de dos vectgres (V

respectivamente. Se debe notuar que el producto
Y u en este caso) cs una cantidad escalar. La cantidad V.(pu) se llama a
veces divergencia de (pu), véuse que el vector (pu) es la densidad de flujo
de materia ¥ que su divergencia tiene un significado sencillo: representa la
velocidad neta con que disminuye la densidad de flujo de materia por unidad

de volumen.

Por lo tanto. la ecuacion establece simplemente que la velocidad con que
aumenta la densidad en el interior de un pequeno clemento de volumen fijo
en el espacio, os igual a la velocidad neta de entrada de densidad de flujo de
materia en el elemento dividida por su volumen.

Para 1a condicion de estado estacionario, esto es que las propiedades del

fluido permaneccen constantes o ue no cambian respeto al tiempo, lo cual
. (3] . P

hace que el término _7p_ =0, y la ecuacién de continuidad, se da como

ar

V-pu=0 2.9
Pero, como el fluido a mancjar es incompresible, lo cual indica que la
densidad permanece constante, entonces esta ecuacion se simplifica atn
mas. y queda de la siguiente manera

Gu o O _g 2.10
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dada en coordenuadas cartesianas, obsérvese que para que la ecuacion de
continuidad sea valida, solo es necesario que p permanezca constante para
un clemento de fluido que se mueva a lo largo de una linea de corriente, es

decir % =0.
or

2.4.—-Ecuacién de movimiento.

Para un elemento de volumen AvAyA:, se puede escribir un balance de

~antidad de movimiento:

Velocidad de

.. Velocidad de Velocidad de Suma delas

acumulacién A
. entrada de salida de fuerzas que "
de cantidad = . - . + i 2.
d cantidad de cantidad de actaan sobre
e .. — .
.. movimiento movimiento el sistema

movimiento

Considerando en printer lugar las velocidades de flujo del componente x de
1a cantidad de movimiento que entra v sale del elemento de volumen como
se indica en la figura 2.2 y escribiendo el balance de cantidad dc
movimiento como se ve en la ecuacion (2.11).

(xraxv=Av.z+az)

G X ___A-yl 759 %
ac

” L]

£y

Figura 2.2 Volumen de control usado en ¢l balance de movimiento.
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I.a cantidad de movimiento que entra y sale del elemento de volumen en
virtud de dos mecanismos: por conveccion (es decir, debido al fivjo global
del fluido) y por transporte molecular (es decir, a causa de los gradientes de

velocidad).

la que entra por conveccion cl componente x de la

L.a velocidad con
x es puul, AvAz., y la

cantidad de movimiento por la cara situada en
velocidad con la que sale por x+Ax es pnul ., AvAz . Lo velocidad a la que
entra por yoes pvuj‘, AvAx que es preciso considerar el flujo convectivo

neto, de la cantidad de movimiento . en ¢l elemento de volumen es:

- pl'll!_‘..».)'(“ A\'Ay(pwul .~ pwu| ) 2.12)

AyA:(plm' -7 )+ A\‘A:(pvu’v

de igual forma, la velocidad con la que el componente x de la cantidad de
movimiento entra por transporte molecular por la cara situada en x es
7. J.ArA= ., ¥y con la que sale por x+Av es 1.i.,.AvAz. La velocidad con que
entra por y  es r“",/_\\'A:I para las otras tres caras se pueden obtener
expresiones similares. Téngase en cuenta que 7, es la densidad de flujo de

cuntidad de movimicento x a través de una cara perpendicular al eje y.

Sumuando csilas contribuciones, se obtiene

(2.13)

T le.-oA.-)

A)'Ax(r“ Je = rnlm\_,)+ ArA:(r“I_‘, -7,

Obsérvese que, estas densidades de flujo de cantidad de movimiento pueden
considerarse como esfucrzos. Por lo tanto. 7, es ¢l esfuerzo normal que

aclaa sobre la cara x, vy 7,, es el esfuerzo tangencial (o cortante) que actia
sobre fa cara y en la direccién x, y que resulta como consecuencia de las
fucrzas viscosas.

En la mayor parte de los casos, las unicas fuerzas importantes seran las
procedentes de la presion del fluido p y la fuerza gravitacional por unidad

de masa g.

l.a resultante de estas fuerzas en la direccion x seri, evidentemente.

ayaz(pl. — plo.a)+ PR .AvAYAZ (2.1
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La presion de un fluido en movimicento esta definida por la ecuacion de

estado p = p(p,7). y es una magnitud escalar.
Finalmente, la velocidad de acumulacion de cantidad de movimiento x en el

5/ T .
clemento es A\'A)'A:(—gﬁ) . Dividiendo toda la ccuuacion que resulta por
[ &
AvAyAs, vy tomando el limite cuando Ax., Ay ¥y As, tienden a cero, se obtiene

]l componente x de la ecuacién de movimiento:

(%pu = —(%pm/ -+ %pw:+~a%pwu)—[-§r-rn + %r", +%r;)—-%€+Pg1 (2.15)

l.os componentes y ¥y z, pueden obtenerse de una forma analoga, son:

Q~p\'=— 2pll\’+(—3pl’\'+—a—-pu'\' - 2'z' +£r +£r. —-a!i+pg. ; (2.16)
or 2.3 oy o= [2. RS VR L~ (2,8 Y

—(an'=— —a~puw+£ vu'-!--(l o | — ir +i‘r +£r —Qi-o- 7 2.17)
= = &P E A BT e T T T o PR -

Rara vez se ulilizan estas ecuaciones en su forma completa para el
plantcamiento de problemas de flujo, sino que generalmente resulta mas
conveniente emplear formas restringidas de las mismas.

2.4.1.-Simplificaciones de la ecuaciéon de movimiento.

Para p y wu constantes, las ecuaciones (2.15), (2.16) y (2.17) pueden
simplificarse mediante la ecuacién de continuidad (2.10) para obtener
Du

L= =Vp+uViv+
LT D+ a4V v+ pg

2.18)
La ccuucion (2.18) es la ecuacién de Navier—Stokes, obtenida inicialmente
por Navier en Francia, en 1826%, mediante consideraciones moleculares.
Para [V-7]=0, la ecuacion (2.18) se reduce a:

Du
=_Vp+ pgr
pD’ P+ pg

(2.19)

TERGTIC CMAT
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Esta es la famosa ecuacién de Euler. Deducida por primera vez en 1775%, v
que ha sido muy utilizada para describir sistemas de flujo para los cuales los
cfectos viscosos son despreciables.

2.5.—Ecuacion de energia total.

Para resolver las ecuaciones de transferencia de momentum en un fluido no
la adicion de una ccuacion de transferencia de

isot¢érmico ©s necesaria
consideraremos se  transfiere por tres

cnergia, dentro de  la  cual
mecanismos principalmente: por conveccién. por conduccion y por radiacion.,

balance de energia que se

En csta seccion se resume la derivacion del
ible, el cual nos sirve

aplica tanto a flujo compraesible como flujo incompre
para conocer la distribucion de la temperatura en un sistema cualquiera.

Para ello se parte, como antes, de un elemento estacionario de volumen a
través del cual fluye un liquido puro, como se muestra en la figura 2.3, en
los cual los dos principales mecanismos para transferir esta energia es por
conveccion y por difusion; se escribe la ley de la conservaciéon de la energia
(1% ley de la termodinamica) para cl fluido contenido ¢n el interior de este
elemento de volumen en un determinado instante:

Velacidad
Velocidad Velocidad de Velocidad Velocidad neta de
A elocida A

de entradade desalida . trabajo

neta .
acumulacion energia de energia .. comunicado

L =4 % AN + < de adicién - 2.20)
de enérgia cinédtica e cinética ¢ porel
oL R R de calor por .

cindtica e interna por interna por .. sistema
. .. .. conduccién
mnterna convecclion conveccion a lOS

alrededores

Cuando el flujo es no isotérmico, la temperatura del fluido es una variable

dependiente que es funcidnde x, y, = y ¢.
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Figura 2.3 Volumen de control para el balance de cnergia en direccion

Eeonas conv | = . /L

xe

I

Haciendo un balance de energia en un elemento espacial de dimensiones
Ax, Ay, Az (como el mostrado en la figura 2.3) las siguientes formas de
cnergia pueden ser consideradas??® 33,

Interna, o intrinseca, energia del {luido £. Esta energia no incluye la
energia de posicidon o energia de movimiento.

2. Energia Cind¢tica

3. Energia de Presion-Volumen

4. Calor transferido por conducciéon

5. Energia de posicion o energia potencial

G. Energia disipada en el fluido por accién viscosa

7. Energia generada por reaccién quimica o corriente eléctrica

En la ecuacion (2.20) la encrgia cinética corresponde a la cenergia
movimiento observable del fluido. La energia interna
corresponde a la energia relacionada con los movimientos foruuitos de
translacion e internos de las moléculas: es decir, que la energia interna
depende de la temperatura local y de la densidad del fluido. La energia
potencial del fluido no aparece de forma explicita en la ecuacion (2.20) ya
que se ha preferido incluirla en el término de trabajo.
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Ahora para un elemento de volumen AvxAyA-. la velocidad de acumulacion
de energia cindética e interna en el volumen de control ¢s?

y .9 L
AxAVAz E(pl%&-ip\ ) 2.21)

la energia interna por unidad de masa de fluido contenido en el

siendo 7
representa el término de energia cinética en

clemento, el término 1/2pv7
donde v es la velocidad loecal del fluido.

La velocidad neta de entrada de energia interna y cinética en el elemento
por conveccién es!

AyA:[u(pn + -;—pl'2 )Lr —u(pn + rl;pvz) ,,A'] L (2.22)

la velocidad neta de entrada de energia por conduccion es: -

avazg,], ~q]..a ]+ axaz]; NEETN - - axavly.).~a.l..a] (2.23)

siendo ¢q.., ¢,. ¢.. los componentes x, y, =z del vector de densidad de flujo

de calor q.

El trabajo realizado por el elemento de {luido contra los alrededores consta

de dos partes: el trabajo contra las fuerzas de volumen (por cjemplo. la

gravedad) y el trabajo contra las fuerzas de superficie (por ejemplo, las

fuerzas viscosas y de presion).

ILLa velocidad de produccion de trabajo contra los tres componentes de Ia

fuerza de gravitacion por unidad de masa, g, es!
- prA_yA:(ug, + Vg, + W, '=) (2.24)

El signo menos se debe a que el trabajo se realiza contra la gravedad,
siendo v y g opuestos. La velocidad de produccion de trabajo contra Ia
presiéon estética o en las seis caras de AxAyAr, es!

AyA.-[(pu)‘ vons — (pue) ]+ A.\‘A:[(pv); oty — (pvj y'Ay]+ axay(pw) ..a = (o), ] cz2.25)
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Analogamente, la velocidad de produccion de trabajo contra las (uerzas

viscosas es!

AyA:[ Tl + Ty v+ -r,,w) cear — (r_n_u +T v+ z-,,w) _,] (2.26)
A\'A:[(rﬁu + T, v+ ty:wl_mv - (ry,u + T,V ty_,w)‘ _‘.] 2.27)
(2.28)

A\‘Ay[(r“u TV T, w) ear ™ (ra_u +T v+ r”w) _,]

Substituimos ahora las expresiones anteriores en la ecuacién (2.20) »
dividimos toda la ecuacién por AvAyAz. Tomando el limite de la expresion
que resulta cuando Ax, Ay y As tienden a cero, se obtiene una forma de la

ecuacion de energia:

5
—a—(pﬂ +-l—p\'2)=— -‘zu(pﬂ+—l—pv: +—-\ p12+ pv? +——w(pn+ p\")\l
ot 2 ox 2 y

oq. , 99,  dq,
_(—al‘- +_8_; +~aé')+p(ug‘+vgy+wg,) (2.29)

-_ [% (fall + r‘yv + an)-f— % (‘r,_'u -+ 2‘”,\' + r.‘:w)-i' -aa? (T:_II -+ T_,_‘,v -+ ‘r_,__u'))

Esta ecuacion puede expresarse en una forma mas compacta empledndo la
notacion vectorial—tensorial.

glp(n +-;—v’) = —(V~pv(l1 +%v’))-(v-q)+ pl-g)=(V-pv)=(V-[r-v]D - (2.30)

Ahora reordenando la ecuacion de energia con ayuda de las ecuaciones de
movimiento y continuidad.

Comenzamos por efectuar las derivadas indicadas en el primer miembro de
la ecuacion (2.30) y de la contribucién convectiva, para obtener:

Ofpslye .. LI 1) 2 . =
p[a’(ﬂ+2‘ )-o—(l V(ﬂ+2\ D]+(n+2‘ )[61 +(v pv)]_ 2.31)

(V- @)+ p(v-8)~ (V- p)~(V:[r-v]

TESISCON 33
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El primer término del primer miembre de la ecuacion (2.31) es la densidad
local del fluido multiplicada por la derivada sustancial de (n+—2|-v:) con

la ecuaciébn de continuidad se puede observar que €l segundo

ayuda de
término es cero. Por lo tanto, se puede escribir como:
D )
Py o+ v = ~(V-@)+ p(v-g)-(v-pv)=(V-[z-v]) (2.32)

hasta ahora no se ha hecho mencion de la energia potencial @ . Si la fuerza

externa g se expresa en funciéon del gradiente de una funcién escalar (por
ejemplo, g=-Vd resulta:

plr-g)=-p(v- Vd))——pli)(b p(';) 7 (2.33)

el altimo término desaparece, y Ia

Si & es independiente del tiempo,
ecuaciéon (2.33) se transforma en:

pDB a+d)+—p-)= —(V.q)=(V - pv)-(V[r-v] (2.34)

Esta es una ecuacién de transferencia para E=ﬂ+d)+5r=, que se denomina
energia total.

Para la mayor parte de las aplicaciones ingenieriles es conveniente
expresar la ecuacion de energia calorifica en funcion de la temperatura y
del calor especifico del fluido en vez de la energia interna. Describiendo la
ecuacion (2.34) en estos términos. y teniendo en cuenta que la energia
interna puede considerarse como una funcidn de ¢ y 7°:

on on or 'S - =
de=| — | dv dr — Z44 d T 2.3
(00)7 + ) 7= [ I'(ar V] +Cv (2.35)

En esta expresién de Cv es el calor especifico a volumen constante. por

unidad de masa.
Por lo tanto, el producto de p por la derivada sustancial de #, sera:




Da L for DY Dr
- ar by Lr 2.36)
[ 4 T(ar ,,]” Dr TP oy (

mediante la ecuacidon de continuidad y haciendo sustituciones

simplificaciones se obtiene

pCrv ﬂ——(v-:,)—?(%) V-v)=(r:vv) (2.37)

Dr
que es la ecuacion de energia en funcion de la temperatura del fluido 7°.
parciales describe el transporte:de

Esta ecuacion (2.37) entre derivadas
cnergia en un so¢lido o fluido homogéneos.

2.5.1.—Simplificaciones de la ecuacién de cnergia.

La primera simplificacién de la ecuacion (2.37) sc obtiene expresando q.en
funcion de los gradientes de temperatura y r en funcion de los: gradientes
de velocidad. Segun esto, para un fluido newtoniano de conductividad

culorifica constante, la ecuacién (2.37) resulta:
vﬂ—kv e 7(3/‘) (V- v)+ u®, (2.38)

Esta ecuacion establece que la temperatura de un elemento moévil de fluido

varia debido a:

a) conduccién de calor,
b) efectos de expansion y
c¢) calentamiento viscoso.

La funcion & se denomina funcién de disipacién, y su forma en coordenadas

rectangulares es

RO R RCE
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Otras cuatro simplificaciones de la ecuacién de energia que son muy
utilizadas, en las cuales se omitira el término de disipacion viscosa, yue sélo
s necesario en casos especiales y suponiendo también que la conductividad
calorifica es constante.

or

>
i) Para un gas ideal (ﬁ)_‘ ={7. y se obtiene

(gas ideal) pcv’z_f=kv=r-p(v.v) (2.40)

i1) Para un fluido a presiéon constante, la ecuaciéon (2.37) puede modificarse

para dar:
dn = —dv + CpdT (2.41)

manipulando esta expresion igual que para llegar a la ecuacién (2.40) se
obtiene (despreciando la disipacion viscosa):

DT _ yorr (2.42)

(fluido a presién constante) ~<p o

iii) Para fluidos incompresibles (p= constante). Cp=Cv vy (V:v) "es cero.
Por lo tanto la ecuacién (2.40) se reduce a: .

(fluido incompresible) pCv%:kV:T 2.43)

2.6.-La forma vortice—corriente.

Mientras que la forma adecuada de la ecuacidén de Navier—Stokes
representa el punto l6gico de partida en la formulaciéon de problemas del
paso de fluidos, con frecuencia es mas conveniente trubajar en términos de
algunas cantidades derivadas, las cuales son la funcidn de corriente v
vorticidad™®.

Para flujos tridimensionales, el campo de
representado utilizando el vector velocidad o sus tres componentes .

velocidades puede ser
vy

W,
El flujo bidimensional plano incompresible y estable representa uno de los

tipos mas simples de flujo que reviste importancia practica, el que puede scr

TROTS MMRT
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resuelto mis facilmente si la ecuacién de Navier—-Stokes  se expresa
utilizando la funcién de corriente y verticidad.

2.6.1.-Funcioén corriente.

Tenemos disponible una representaciéon alternativa con frecuencia mas
canveniente, mediante el uso de la funciétn de corriente.

Para flujos bidimensionales, la funcién de corriente se define como:

u=-a—Z v=—9'l—/-: (2.45)
oy

para el sistema cartesiano de coordenadas y entonces la ecua;:ién de
continuidad se cumple idénticamente. Esta conclusion se puede comprobar
sustituyendo simplemente las expresiones para « y v en la ecuacién de
continuidad de modo que:

ooy oy\_3ow _Sw _ 2.46
av(ay) S(-%)-5%-5%-0 (246

Asi, siempre que las componentes de la velocidad se definan en t¢ériminos de
la funcién corriente se sabe que se cumplira la conservacion de la masa. Por
supuesto, todavia no se sabe de cual y/(x,_v) se trata para un problema
particular, pero por lo menos se ha simplificado el analisis a tener que
determinar sélo una funcidén desconocida, w(x, 7). en vez de las dos
funciones u(x,y) vy v(x,y).

Otra ventaja particular de usar la funcion corricnte esta relacionada con el
hecho de que las lineas a lo largo de las cuales es constante son lineas de
corriente, estas son lineas en el campo de flujo que son tangentes en todas
partes a las velocidades. Por la definicién de linea de corriente se concluye
que la pendiente en cualquier punto a lo largo de una linea de corriente esta
dada por

&_v (2.47)

dx u

IEt cambio en el valor de ¢ a medida quc se efectiia un desplazamiento de
un punto (x,¥) a un punto préoximo (x+dx,y+dy) esta dado por la relacion:

—T

Thaln CUL 28

FALLA D% QRIGEN




dw:%dv-ﬁ-%dy:—wlx-f—udy (2.48)

A lo largo de una linea de g constante se tiene dy =0. , de modo que

—vdx+udy =0 (2.49)

Y, en consecuencia, a lo largo de una linea de constante y.

dy _ v
= (2.49)

Que es la ecuacion definicién para una linea de corriente. Por lo tanto. si se
conoce la funcién w(x,3) es posible trazar lineas de constante ¥ para
obtener la familia de lineas de corriente Utiles para representar un patron de
flujo. Existe una infinidad de lineas de corriente que forman un campo de
flujo particular, ya que para cada valor constante asignado a y se puede

trazar una linea de corriente.

El valor numérico real asociado con una linea de corriente particular carece

de  importancia especifica, pero el cambio en el valor de w esta
relacionado con el flujo volumétrico.
2.6.2.~Funcion vorticidad.
I:n sentido matematico, la vorticidad se define como™
Q=curlu=rotu =V xu (2.50)
qgue puede ser expresada como
ok
Vx:l:-—a— b 2 (2.51)
ax ay =
n v W
o bien,
1 TINIOTA ST
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| & ov fon ow ov  on
“Svev T k| —— b2
[ay 6—*]“[6: ax]* [ax ay] @.52)

En sentido material Q,=Vxu« es el vector de la rotacion del elemento de

fluido.
La velocidad angular @ en un punto dado del f(luido, se define como la

velocidad con la cual una pequena ruecda hipotética de paletas. moniada
sobre cojinetes sin friccién, rotaria en caso de ser colocado ahi.
Puede mostrarse que exista la siguiente relacion esle Vxu y w!

1 1 -
w=5(qu)= SQ_. (2.53)

La figura 2.4 muestra un naomero de situacienes f{isicas que podemos

examinar con respecto a la velocidad angular.

L.a figura 2.4 muestra también un campo de velocidades uniforme por
ejemplo, un punto alejado de superficies de frontera.

—= X
—T Estacionaria é@j@ <

— T
—— N/

mnn

<

b) &) :
Figura 2.4. Situaciones tipicas de flujo, ilustrando el concepto de vprLicidédl
a) flujo paralelo, b) flujo en canal abierto, c) flujo en la regi6én del-molde de
un sistema de colada continua y d) flujo desde una fuente puntual. .

Dado que todas las paletas de la rueda experimentarian la misma velocidad,
bajo estas circunstancias no ocurririfa rotacién.
Asi

@ =0 6 curlu=0 (2.54)
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Tales flujos sc¢ denominan  irrotacionales. En la figura 2.4 b) y c¢)
corresponden a casos en los que la rueda imaginaria de paletas rotaria,
debido a las difcerentes velocidades experimentadas por las distintas aspas.
En la figura 2.4 d) se muestra el campo de flujo producido por una fucnte
puntual, por ecjemplo., un fluido que sale por un orificio pequeno hacia un
recipiente grande. Se ve facilmente que la rueda de paletas imaginarias, no
rotaria si fucra colocada en tal campo de f(lujo. asi, el campo de velocidades
producido por una fuente puntual (o sumidero puntual) es irrotacional.

EEl establecer una hipoétesis adicional, que el flujo irrotacional. se simplifica
todavia mas el analisis de los problemas de flujo no viscoso. Ya que la
vorticidad, @ , sc define como Vxu« , tambi¢n se concluyve que cn un campo
de flujo irrotacional la vorticidad es cero.

2.6.3.—El potencial de velocidad.

Para un flujo irrotacional, los gradientes de velocidad estan relacionados a
través de las ecuaciones siguientes

1{ov ou
=] = |=0 .55
© Z(Bx ay] (289
o _ou (2.56)
& &
ou _ ow
il ) (2.57)

En este caso los componentes de velocidad se pueden expresar en términos
de una funcién escalar ¢ =(x,»,z,7) como
o¢ og . o¢
W= — (2.58)
=

"=——, V= e,

donde ¢ se denomina potencial de velocidad. Sustituyendo directamente con
eslas expresiones las componentes de la velocidad en las ecuaciones (2.55).
(2.56) y (2.57) se comprueba que un campo de velocidad definido por las
ecuaciones (2.58) es, en efecto, irrotacional. En forma vectorial, las
ecuaciones (2.58) se pueden escribir como v=Vg.
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De modo que para un flujo irrotacional la velocidad es expresable como el
gradiente de una funcion escalar ¢.

El potencial de velocidad es una consecuencia de la irrotacionalidad del
campo de flujo, en tanto que la funcién corriente es una consecuencia de la
conservacion de la masa. Sin embargo, se debe observar que el potencial de
velocidad se puede definir para un flujo tridimensional general, en tanto que
la funcion corriente esta restringida a flujos bidimensionales.

Para un {luido incompresible, por la conservacion de la masa se sabe que

V-v=0.
Y. en consecuencia, para un flujo irrotacional incompresible v=V¢ se

concluye que V3¢ =0,
Donde 9*()=Vv-V() es el operador Laplaciano cuyo desarrollo es en

diversos sistemas coordenados y aqui solo se desarrolla en coordenadas
cartesianas,

Zf+§f+§¢ 0 (2.59)

Esta ecuaciéon diferencial se presenta en muchas iareas diferentes de
ingenieria y fisica, ¥ se denominan ecuacion de Laplace.

Asi, los campos de flujo irrotacionales, incompresible y no viscosos estan
gobernados por la ecuacién de Laplace. Este tipo de flujos se denomina
potencial.

En coordenadas cilindricas r, 8 y z : el operador gradiente es

2.6.4.—Ecuaciones de  Navier-Stokes escritas como ecuaciones de”
transporte de vorticidad.

Considere un campo de-flujo ‘que. se establece en el sistema bosquejado en
la figura 2.5, en el que un liquido se mantiene en un recipiente rectangular

FPTEOTC UMY
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que se extiende desde x=0 hasta x=/ y desde y =0 hasta y=H y que es

grande en la direccién z.

Ux,=
H -
R
~ ;
Z
° ///7////// I
[e] L

Figura 2.5. Recipicnte rectangular que esta en contacto con una hoja soélida

que se¢ mueve a una velocidad «, .

La superficie superior del recipiente esta cubierta por una hoja sélida que
csta en contacto con el liquido ¥ que se mueve con velocidad constante.

Se procede a enunciar las formas apropiadas de las ecuaciones de Navier—
Stokes y se indican las posibles manipulaciones para expresarla en forma

adecuada.

LLa ecuaciéon de continuidad estd dada como sigue para un fluido
incompresible y para condiciones de estado estacionario:
o O
i =0 (2.61)
ax oy
lLos dos componentes de la ecuacién de movimiento estan dados como
o Su lap H[ D Bu
Ut V—=— — = 2.62)
&V oa ol "7 ¢
v v 1ap ,u[av azv]
H—FV—=——T —_— (2.63)
ax oy Py plat BF

En muchas aplicaciones es conveniente rescribir las ecuaciones (2.62) y
(2.63) en términos de la vorticidad . definida por las ecuaciones (2.50)-
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(2.52). Para un sistema cartesiano bidimensional el componente z de Q_ se

define como

v on
o, ={&_o (2.64)
=(5%-%)
Ahora se diferencia la ecuacién (2.62) con respecto a » y la ecuacién (2.63)
con respecto a x. Después de realizar estas operaciones, se resta luego la
ecuacién (2.62) de la (2.63): sc utiliza la ecuacion (2.64) y se obtiene lo
siguiente?s:

- S 2 2
ug%-f- v% = %[aag’ + aajz’—] (2.63)

L&t ecuacién (2.65) es la ecuacién de transporte cde vorticidad y expresa la
conservacion de vorticidad.

Con frecuencia es conveniente incluir la funcién de corriente definida como

se explico antes,

,,;%/’ v=%/' ) (2.66)

se muestra facilmente que trabajando en términos de la funcion de corriente,
la ecuacion de continuidad se satisface automéaticamente.

La vorticidad y la funcion de corriente estan relacionadas por la siguiente

expresion:

2 2
a,=-viy =24 gyV'] 2.67)

En muchos esquemas practicos de calculo es conveniente reemplazar las
ecuaciones (2.62), (2.63) y (2.61) por las ecuaciones (2.65) y (2.66). Por
supuesto que se trabajaria completamente en términos de vorticidad v de la
funcion de corriente si se pusiera la ecuacién (2.65) en la forma siguiente®:

2 2
gg(an _g_ui(aﬂ,]_u[éﬁuan ] (2.63)

y\lax) &y ) ol a " a7
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Al formular el problema en una forma adecuada para el calculo, las
condiciones a la frontera tienen que expresarse en términos de vorticidad o
de la funcion de corriente. En este caso esto se puede hacer con bastante
facilidad, puesto quec las velocidades nulas estipuladas en las paredes
s0lidas requiceren que la funcion de corriente sca una constante que puede
considerarse como cero. Sin importar el hecho de que ¢ movimiento
laminar no es muy comuan en la mayoria de las operaciones de procesado en
donde intervienen altas temperaturas los conceptos fundamentales, tales
como la definicion de la funcidon de corriente y vorticidad: son aplicables

tanto al movimiento laminar como al turbulento. B

2.7.—Condiciones iniciales y a la frontera.

El hecho de asumir la hipotesis del continuo en la solucién del problema,
ticne como resultado la generacion de ecuaciones diferenciales parciales
cuyo grado de complejidad depende de la naturaleza del problema.

El modo de ajustar ¢l fenémeno observado s insertando un cierto namero
de coeficientes en las ecuaciones diferenciales parciales, en principio,
pueden ser calculados a partir de teorias moleculares, sin embargo. en la
practica se determinan a partir de observaciones experimentales.
[.a solucion del sistema de ecuuaciones diferenciales debe de satisfacer
ademas de lus condiciones especificas para el analisis matematico un cierto
numero de condiciones fisicas determinadas del problema en si.

« Independiente _ Condicion

del tiempo “ala frontera
Condiciones
Fisicas
-~ Dependiente Cdndicién
del tiempo: “inicialr

Figura 2.6 CldSlflCaClén de Ias condxclones fisicas de un problema. )

Para una ecuacién dlferenmal parcial es necesario un grupo de #»
condiciones a la frontera por cada derivada de orden n con respecto a una
variable espacial, y/o una condicién inicial por cada derivada respecto al

tiempo. -
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Por ejemplo; la ecuacion diferencial:

(2.69)

Requiere dos condiciones a la frontera en C concerniente a X y una
condicion inicial concerniente a r.

2.7.1.—Condiciones a la frontera. R

Dependiendo de las caracteristicas del proceso fisico a modelar y de las
circunstancias que rodean ual proceso de estudio, se tendran en general tres
. - E 25

tipos de condiciones de frontera? 12 16 25. 28

1. Condiciones de Dirichlet. Se dan estas condiciones cuando la ’variable
dependiente es conocida en todos los puntos de frontera.

2. Condiciones de Von Neumann. Cuando se conoce la derivada de la
variable dependiente en los puntos de frontera se dice que se tiene
las condiciones de Von Neumann. En un problema de conduccién de
calor estas condiciones pueden obtencrse fisicamente, por ejemplo:
aislando térmicamente una frontera, ya quc en este caso,

%)';Im =0, 2.70)

es decir no habria cambio de temperatura en la frontera. O bien si se
ticne una frontera en contacto con un fluido (que puede ser aire), la
ley de enfriamiento de Newton proporcionaria esta condicion.

“%I,.L =a(r-7) .71

donde h es el coeficiente de transmision de calor y To la temperatura

del fluido.
3. Condiciones combinadas o condicién de Robin. Esta condicién aparece

cuando se tienen una combinaciéon de las dos anteriores.

lLas condiciones a la frontera se dan a menudo de la siguiente forma

general:
i‘ﬁ+a¢ =4 (tipo mixto) (2.72)
on
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oRTe Tt 36

FALLA DF QRIGEN




donde a y /B son constantes y 50_ es la derivada normal hacia fuera de la
7

frontera. En un dominio rectangular, E tiene la siguiente interpretacion
7

para cada frontera:

ai”=—§ para la frontera izquierda (2.73)
2.2 para la frontera superior 2.74)
on &y -

2 .8 para la frontera derecha (2.75)
on ox

o =] . . -
—~— =—-= para la frontera inferior (2.76)
on (24

/’
l.a ecuacion (2.72) es una forma universal de las condiciones en la frontera,
va que los tres tipos de condiciones (de Dirichlet, Von Neumann y de Robin)
se pueden representar de esa manera. Si @ =0, se reduce a la condicion de
. D . R
frontera de Neumann (con derivada), a—¢=ﬁ . Por otro lado, si cambiamos £
7
por ya y a crece a infinito, entonces se reduce al lipo de Dirichlet (¢con un
valor fijo, ¢ =y constante). ’

2.7.1.1.-Condiciones a la frontera comunes para usarse con la ecuaciéon
zeneral de transporte.

Balance de momentum!.

1. Velocidad en el limite especificada (en la interfase sdlido—fluido
v=0).

2. a) Flux de momentum con un limite continuo (en una interfase liquido—
liquido T es continuo), esto es 7., =72 de acuerdo con la figura 2.7.
b) La velocidad es igual en ambos limites.

3. El flux de momentum es especificado {en una interfase liquido—gas el
flux de momentum es cero).
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Balance de energial.

1. La temperatura de la superficie puede ser conocida, por ejemplo
T =17, (ver figura 2.8).

2. La densidad de flujo de calor en la superficie puede  estar
determinada, por ejemplo g =g¢,.

3. En la frontera la densidad de (lujo de calor se puede determinar
mediante la ley de enfriamiento de Newton (¢ =47 =7 ,4.))-

A Fluido menos

x { _ . lenso
o
s ;
z e I £
> ntertase

s/ Fluido mas
_7/ denso

L
o -

Para x=0

Figura 2.7. Flujo de dos fluidos inmiscibles entre dos laminas paralelas
debido a un gradiente de presién.

- Ta -

s [T 7 T 7 H

k= o L

= -

g T2

g = T3 -

& i gL
0 xo x1 x2 x3

Distancia, x

Figura 2.8. Conduccion de calor a través de una pared compuesta situada
entre dos corrientes de fluidos a temperaturas 7a y 75, dondec apreciamos
las condiciones a la frontera para el balance de encrgia.




Estas condiciones en la frontera se pueden resumir en. los siguientes
enunciados:
del fluido es igual a la

a) En la interfase solido—fluido, la velocidad
que se

velocidud con que se mueve la superficie misma: es decir,
supone que el fluido esta adherido a la superficie sélida con la que se
halla en contacto.
b) En las interfases liquido—gas, la densidad de flujo de cantidad de
movimiento, y por consiguiente, el gradiente de velocidad en la fase
liquida, es extraordinariamente pequefo, y en la mayor parte de los
calculos pucde suponerse igual a cero.
<) En las interfaces liquido-liquido., tanto la densidad de flujo de
cantidad de movimiento como la velocidad son continuas a través de

la interfase: es decir, que son iguales a ambos lados de la inlex;.fase.

2.7.2.—Condicion inicial.

Muchos de los problemas con condiciones iniciales dependen del tiempo: en
ellos, las condiciones para la solucién estan dadas en el tiempo inicial.

l.a condicién inicial siempre es parte de la definicién deél problema. debido
que la solucién de un problema con condiciones iniciales so6lo se puede
determinar de muanera unica si dicha solucidn inicial estad dada. Se exige con
frecuencia, que la funciéon satisfaga condiciones iniciales y a la frontera,
Tales condiciones estan determinadas por los mismos problemas fisicos o
biologicos, se les clige de modo que garanticen la existencia de una solucion
unica de la ecuacion.

Sec aclara que estas condiciones fisicas llamadas condiciones a la frontera
v/o inicial sc usan de igual manera en los problemas de flujo laminar v
turbulentos y quec para evitar redundar en este tema solo se trata en este
capitulo asumiendo que el mismo tratamiento se aplica en las condiciones
fisicas en el caso del flujo en régimen turbulento.
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CAPITULO TRES
FLUJO TURBULENTO
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3.1.—Turbulencia.
la obtencion de las ecuaciones de

En las paginas anteriores se resumio
transferencia de flujo de fluidos, estas expresiones se limitaron a sistemas

laminares, ¥ a las ecuaciones desarrolladas para representar un intervalo de
problemas de flujo de fluidos.

Este rango esta definido por el namero de Reynolds, los flujos son laminares
para nameros menores a 2300. para flujos en tubos; 10° para capas
fronterizas laminares: 20 para capas laminares que caen': 5,

En muchas situaciones priacticas se observa que estas restricciones no se
cumplen, ya sea porque la velocidad es grande o quiza con mas frecuencia
debido al gran tamano del equipo (valores grandes de longitud
caracteristicas en el niumero de Reynolds): bajo estas condiciones elflujo es

turbulento.

LLa turbulencia sc asocia con la existencia de fluctuaciones alealorias en el
fluido y. al menos en pequefia escala, el flujo es inherentemente inestable.

perturbaciones asociadas con

Es bien conocido que las pequefas
distorsiones en las lineas de fluido de un flujo laminar (inalmente conducen
a condiciones turbulentas. Estas perturbaciones se pueden originar desde el
flujo libre., ocurren de manera natural o se inducen por la aspereza de la
superficice. El comienzo de la turbulencia depende de si estas perturbaciones

se amplian o sec atentan en la direccién de flujo de fluido, que a su vez
depende de la razén de la fuerza de inercia a la viscosa (nimero de

Reynolds).

Hay que recordar que si el nimero de Reynolds es pequeio, las fuerzas de
inercia son pequefas en relacion con las fuerzas viscosas. Sin embargo.
para un nomero de Reynolds grande, las fuerzas de inercia son
suficientemente grandes para amplificar las perturbaciones, y ocurre una
transicién a la turbulencia.

La existencia de flujo turbulento sera ventajosa en el sentido de que

proporciona transferencia de calor y de masa aumentadas.

Si el problema que interesa se centra en algiin comportamiento global, tal
como el desarrollo de una relacién entre la caida de presion y la rapidez
volumétrica de flujo a través de un conducto, o el calculo de la fuerza de
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arrastre sobre un cuerpo, el uso de un balance global puede ser el método
mas satisfactorio™®,

En contraste, si se desea estudiar los perfiles de velocidad detallados y la
estructura (ina del campo de flujo, existen diferencias sustanciales en el

comportamiento laminar y turbulento.

Fisicamente estas difercencias se deben al hecho de que aun en una situacion
macroscopicamente estacionaria, las fluctuaciones en los parametros clave
tales como velocidad., presion. etc., que asociadas inherentemente con la
turbulencia, son fenomenos basados en ellas juegan un _papel crucial en la
determinacion del comportamiento de los sistemas wurbulentos.

[.a conseccuencia matematica de estas fluctuaciones twurbulentas es que en
estos sistemas la transferencia de la cantidad de movimiento ya no puede
definirse en términos de los gradientes de velocidad y la def-finici()n
Newtoniana de viscosidad, sino que se apoyan en relaciones mucho mas
son claramente menos satisfaclorias, para relacionar la

complejas, vy que
movimiento con el gradiente de

densidad de flujo de la cantidad de
velocidad local.

los fenémenos de flujo turbulento son mucho mas

Como consecuencia,
laminar: mas adn, los

complicados que el comportamiento del flujo
fenomenos de turbulencia se entienden menos.

El trabajo que sc¢ ha realizado sobre el estudio de los fenédmenos de flujo
turbulento puede dividirse en tres grupos, que son®! #%:

a) Estudio experimental de flujos turbulentos, centrados tanto en la
medicién de los campos de velocidad como en los parametros que
caracterizan el comportamiento turbulento.

1) Estudio estadistico de la turbulencia, dirigido hacia el desarrollo de
las herramicntas matematicas para representar la  naturaleza
fluctuante, aleatoria de la turbulencia y finalmente para predecir el
comportamiento de los campos de los flujos turbulentos a partir de

primeros principios.
Técnicas de calculo semiempiricas enfocadas a la prediccion de los

campos de velocidad y la dispersion en flujos turbulentos de interés
para la ingenieria.

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN

41




3.2.—Remolinoes en flujo turbulento.

Una caracteristica fundamental de los flujos turbulentos, es la existencia de
elementos de fluido en los que ocurre flujo rapido, circulante. Se obscrva
que estos elementos formados vy destruidos continuamente,
remolinos (eddies). A cierta distancia de la pared se aprecia que existen
remalinos grandes ¥y que mucha de la energia cinética del fluido se

encuentra asociada con los remolinos de grande y mediano tamafio.

se denominan

, . l’roducuon dg remolinos pequeiios
> < \‘.(\ — ,_) LG L S

¢ oo W N
) -~ Y
. -
), . I
Ieemeli 5 Remalin ™
- 7 grande q...am —3 7
\ ~ que contienen remolinos” > grundes yalnrgados v
remolinos mas pequeic
.
— U
L S
- o
R ~ -

Produccnon de pequeiios remolinos de gran intensidad
2%

Figura 3.1. ldealizacion de la distribucion de los remolinos en una tuberia

cilindrica.

disipacion viscosu e©s
uando los remolinos
los que la energia

de los remolinos grandes, la
cdespreciable: asi, la degradacion de energia ocurre cu
grandes transfieren su energia a los mas pequeios en
cindética s¢ consume cntonces debido a la disipacion viscosa.,

Zn ¢l movimiento
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3.3.—Conceptos de la teorfa estadistica de la turbulencia.
3.3.1.—Componentes de velocidad alisados a lo largo del tiempo (time-—
smoothed) y fluctuantes.

En la figura 3.2 se muestra una medicion puntual en un flujo turbulento,
podemos observar fluctuaciones apreciables en la velocidad a lo largo del
tiempo. Estas fluctuaciones, cuya (recuencia puede ser de varios cientos de
miles por segundo, ¢s la representacién cuantitativa del comportamiento del
flujo turbulento y requiere que se caracterice tanto la velocidad media (o
sea promediada a lo largo del tiempo) como la naturaleza de las
fluctuaciones (esto e¢s su amplitud y frecuencia), el valor promediado u lo
largo del tiempo (o alisado a lo largo del tiempo) (time—averaged: time—
smoothed ) de la componente de velocidad en la direccion =, sc define

como sigue: .
Kd

W= ij:w(l)dl 3.1
’0 a

en donde el largo del intervalo de tiempo tp se escogié de manera que fuese
grande comparado con el reciproco de la frecuencia de las oscilaciones

turbulentas.
0.04 M
&
E
0.30 - 1! seg ———

Figura 3.2, Mediciones reales de las fluctuaciones del componente axial de
velocidad de flujo en un tubo.
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LLa velocidad instantanea w se puede expresar como la suma de una

velocidad suavizada a lo largo del tiempo y un componente fluctuante como

se ilustra en la figura 3.3" % 5 20.31,

3.2

— ’
W=W+w

Se puede aplicar el mismo criterio a los otros componentes de velocidad y a
la presién dentro del sistema. Asi se tendra:

=nn v=vau: pEpEp. (3.3)

Figura 3.3. Grafica que muestra la velocidad puntual compuesta por un
elemento fluctuante ¥ una velocidad promedio.

Por definicion, el valor alisado a lo largo del tiempo del componente

fluctuante debe ser igual a cero, esto es,

3.4)

Sin embargo, el valor promedio en el tiempo del cuadrado del componente
fluctuante, o sea

W:l:r(‘v'):dl 3.5)
’0 o
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no necesariamente tiene que ser igual a cero®: ademas, el valor alisado en

el tiempo de los productos cruzados de los componentes fluctuantes,

-t —r—r A
como,uw , vw , pv , tampoco necesariamente deben ser cecro. Estas
cantidades juegan un papel importante en la caracterizaciéon de los [lujos

turbulentos.

——r —— A
Las cantidades pu v, pwu , etc., poseen dimensiones de tensién y se
ltaman tensiones de Reynolds. Estas tensiones de Reynolds designan la
transferencia de la cantidad de movimiento en el sistema debido a las

fluctuaciones turbulentas.

3.3.2.~l.as tres zonas del flujo turbulento.

Utilizando como base el flujo en un tubo circular, podemos diferenciar tres
zonas arbitrarias en el interior del tubo. A cierta distancia de la superficie,
se ve que ¢l perfil de velocidades es relativamente aplanado: esta region se
llama comiunmente nuacleo turbulento en la que los efectos estrictamente
laminares son despreciables. En la vecindad inmediata de la pared, las
fuerzas viscosas predominan lo que resulta en un pronunciado gradiente de
velocidad: esta region generalmente se llama subcapa laminar donde se
utiliza la ley de la viscosidad de Newton para describir el flujo, si bien
ciertos estudios muestran que los remolinos turbulentos penetran en esta

Zona.

N

Subcazy>a
X axxin

Nuauclco turbulento

Figura 3.4. Las tres zonas del flujo turbulento.
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Finalmente, existe una regién intermedia, denominada capa amortiguadora

(buffer), en la que tanto los efectos turbulentos comeo ios viscosos son

importantes.

3.4.-Ecuaciones diferenciales del flujo turbulento.

En esta secciétn se desarrollaran las ecuaciones diferenciales del (lujo
turbulento; estas expresiones se asemejan bastantes a las ecuaciones de
la descripcion del flujo laminar en la

Navier—-Stokes que se usaron cn
diferencius principales. las

scccion anterior, Sin embargo, existen dos
fluctuaciones turbulentas, o sea, los componentes fluctuantes de velocidad,
introducen términos adicionales en la ecuacién de movimiento, mas aan. la
definicion Newtoniana de la viscosidad que se us6 para relacionar los

componentes de tension con los gradientes de velocidad en f(lujo ./.Iaminur.
mucho mas complicadas v

tendra que ser reemplazada por relaciones

menos satisfactorias.
3.4.1.-Ecuacién de continuidad en flujo turbulento.

Se¢ toma un elemento cubico de fluido, estacionario, AxAyAz, tal como la que
sc muestra en la figura 3.5, a través del cual pasa un fluido.

Figura 3.5. Volumen de contro! para la ecuacién de continuidad en flujo

turbulento.
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Se procede escribiendo la ecuacién de continuidad, esto es, la ecuacién
(2.10), representando los componentes de velocidad como la suma de las
canticdades alisada en el tiempo y fluctuante, asi

1= (i +u') v=[G+v) y w= (v +w) (3.6)

Para el sistema cartesiano de coordenadas y suponiendo comportamiento
incompresible, se tiene:

Eav-(t_l+u‘)+%(§+v')+-a%(m+ w)=0" 3.7)

Después de alisar cada término a lo largo del tiempo, esto es, al aplicar el

. 1
operador lineal (_I_JJ'O'( Y. los componentes fluctuantes desapareceran
Z . . 4

puesto que: (’LJ_E'(w')llso. entonces la ecuacion (3.7) queda de la siguiente
o .

forma:
ou. v  dw
i+ ==0 3.8)
R v~ (
o
V.-u=0 (3.9)

Nuaturalmente también se tiene que V.’ =031.32.35

Entonces se ve que la ecuaciéon de continuidad alisada en el tiempo es
idéntica a la desarrollada para el flujo laminar: esta identidad es valida, por
supuesto, independientemente del sistema de coordenadas que se utilice.
Este descubrimicento es razonable desde el punto de vista fisico, siempre
que el volumen de control sea grande comparado con el tamafo promedio

det! remolino™.

IEsta estipulaciéon es, por supuesto, bastante mas restrictiva cue la limitacion
analoga utilizada en el flujo laminar: en éste. al menos de que se consideren
zases a muy bajas presiones absolutas, es posible dar por sentado que el
volumen de control seleccionado serad muy grande en comparacion con la
trayectoria libre media de las moléculas.

—
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3.14.2.—Ecuacién de movimiento.

Tomando como punto de partida la ecuacion (2.18), el componente x de la

ccuacion de movimiento para un fluido incompresible en flujo laminar se

escribe de nuevo, y reemplazando los términos de velocidad y presion

instantaneos por la suma de los componentes alisados en el tiempo y
fluctuante. Tenemos asi

O (o 2o

pE(u-O-u):pV (Il+ll)

L2 R 7 S - ¢ S VS S = B O, Yo S
—-p[a“—("—i-llxu'f*ll)'i'a.y(l +v)6 +\)+a:(n+wXu+n )] 3.10

O r— R = -y
- LG p) o 1)
AN

Despu¢s de suavizar en el tiempo ambos lados de la ecuacién (3.10). se
tiene lo siguiente:
a

p?j_ = uVi - [i(ﬁl_l)*— i(‘_'\—')d—;

- 2@+ ZEP) 26|~ Ls P

3.11)

Si se revisa la ecuacion (3.11) se ve que es muy similar (en términos de
cantidades alisada en el tiecmpo) a las ecuaciones de Navier—-Stokes daduas
previamente, salvo por el hecho de que debido al alisamiento en el tiempo
surgen términos adicionales. Estas cantidades pu ', pu,u y puu; que
las dimensiones de tension o densidad de flujo de cantidad de
tensiones de Reynolds. lLos

7, se define como

posecen
movimiento gencralmente  se llaman

componentes del tensor de tension turbulento 7

8 = putit ?f.',) = pu'vt 7 = pi'w', ctc.

cntonces la ecuaciéon de movimiento para fluidos incompresibles se puede
escribir como

p%——Vp V.t _v. 7 4 pF (3.13)
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donde 7 es el tensor de tensidén laminar que es definido en la ecuacién
(3.14) para flujo laminar, mientras que 7" es el tensor de tension

turbulento.

T=|r, T, T 3.14)
Tew Ty Ta
Q] () yipe yreyd
- . 7 ] o _
T =T %Ep__ P (3.13)
0 ow'n' pw'w

Para los problemas de flujo laminar, la clapa siguiente después del
enunciado de la ecuacién de movimiento del tipo dado por la €cuacion
(2.15), (2.16) y (2.17), fue ‘sustituir los componecntes del tensor de tension
utilizando la ley de Newton de la viscosidad, lo que produjo luego una
ecuacién diferencial que relacionaba las derivadas de velocidad con el
campo de presién y el campo de fuerza de cuerpo en el sistema.

Esta operacion es menos directa para los flujos turbulentos puesto que no
cxiste una relacion univoca o universal entre los componentes del tensor de
tension turbulento y los gradientes de velocidad alisados en el tiempo. Para
el flujo laminar esta relacién estuvo bien definida y la constante de
proporcionalidad fue la viscosidad newtoniana que fue una propiedad del

fluido.

- .. =i
Para los sistemas turbulentos, la relucién entre los componentes de 77 v
los gradientes de velocidad alisados en el tiempo es mucho mas complicada
a la vez que una propiedad del sistema.

De la exposicién precedente se sigue que antes de que podamos avanzar e
la integracion de las ecuaciones turbulentas de Navier—-Stokes. se necesitan
modelos o relaciones funcionales para relacionar ™ v los gradientes de

velocidad.
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3.5.—Modelos de transporte turbulento.

3.5.1.—Tipos de modelos.

las ecuaciones de Navier—Stokes suavizadas en el

Una cantidad clave en
nu . Los productos

tiempo es la tension de Reynolds, que es proporcional a
suavizados en el tiempo como wr son llamados correlaciones o momentos. ¥
los modelos para la turbulencia son clasificados parcialmente de acucrdo a
Las correlaciones son clasificadas de

los tipos de correlaciones usadas.
involucradas y su localizacion en el

acuerdo  al nL‘lmcro de  cantidades
espacio y tiempo® 92,

IZl tensor wr es una corrclacion de segundo orden, va que ambas cantidades
(ambas #'s) son evaluadas en el mismo tiempo y posicion. Se argumenta que
la  turbulencia puede ser descrita usando mas tipos L(-neralcb de
correlaciones en que luas cantidades lnlel(lu’lk’b son evaluadas en dos O mas
puntos en el espacio y/o instantes en el ucmpo .

Todas las formulaciones estadisticas para la turbulencia encuentran alguna
forma de aproximar los problemas. Esto es, el niimero de incognitas en las
formulaciones estadisticas siempre exceden el numero de ecuaciones que
son “fundamentales” o “exactas” (por ejemplo, las ecuaciones de
continuidad y de Navier—-Stokes). Consecuentemente, el grupo de
ccuaciones exactas puede ser aumentado con relaciones aproximadas

basadas en modelos.

llamar métodos de primer orden, las ecuaciones de

IEn lo gue se puede
v oun

continuidad y de Navier—Stokes suavizadas son resucltas para v y p,
modelo es llamado para las tensiones de Reynolds., o wrw. El ejemplo mas
familiar es el modclo para wu que consiste de una ecuacion algebraica
especificada para u,” 5. 32

I.a idea de la difusividad de remolino es preservada en otros métodos de
es evaluada para resolver una o mas ecuaciones
diferenciales adicionales. Los métodos de primer orden son comunmente
Namados como modelos de ecuacién cero, de una ecuacion o de dos
ecuaciones de acuerdo al namero de ecuaciones diferenciales adicionales
que  pueden ser resueltas para computar 4,. En la terminologia I
aproximacion de la longitud de mezclado de Prandiu es un modelo de primer
orden, de ecuacién cero. La aproximacién ampliamente usada para calculos
ingenieriles en flujos turbulentos es un método de dos ecuaciones llamado el

primer orden, pero g,
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modelo k& —¢. En los métodos de segundo orden, una ecuaciéon diferencial es
ias correlaciones de tercor orden mune, que aparcceen eon

resuelta para
Los métodos de segundo orden

csta ecuacion, también son modelados.
parecen ser desventajosos para cicertos flujos, pero estos métodos no son

ampliamente usados.

3.5.2.—Conceptlo de Boussinesq de la viscosidad de remolino.

El primer intento de relacionar la tension de corte. turbulenta con. el
gradiente de velocidad se debijé a Boussinesq, quién en 1877 propuso la
siguiente expresion:
;_'.,=pu'v'=—‘u,@ (3.16)

a

aqui x4, es la viscosidad de remolino o viscosidad turbulenta aparente, que

depende primordialmente del lugar.
Entonces se espera que

#,>>p Cen el nocleo turbulento) 3.17)

u, <<u (en la vecindad de la pared) 3.18)

Esta propuesta de Boussinesq es muy importante, puesto . cue proporciona
analisis del flujo turbulento, mediante el

un armazén racional para el
36

desarrollo de este tipo de relaciones
3.5.3.—Modelo de Prandtl de la longitud de mezclado.

En 1925 Prandtl propuso la siguiente expresion para definir g, la vxscos:dad
turbulenta de remoline que aparecia en el modelo de Boussinesq®®

2, (3.19)

H, p/'
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mezclado que al interprelarse. analbégicamente
los remolinos que la
moléculas de un gas.

Acul /, es la longitud de
desempena el mismo papel en el movimiento de
trayectoria libre media en el movimiento de las
Mientras que fisicamente esta analogia no es muy buena, a través del uso de

expresiones adecuadas para /, se alcanza un ¢Xito considerable en la

representacion de los perfiles de velocidad turbulenta de ciertos flujos
simples. Antes de proseguir, puede ser instructive examinar con mas detalle

las hipo6tesis cque condujeron al modelo de la longitud de mezclado de

Prandtl.

En estas consideraciones se encuentra implicito el postulado de que el corte

total es:
o=, T 3.20
esto es, .
e
Tar = 0y ’76’;’ 3.21)
en donde
My =+ p, (3.22)

Prandtl propuso que la viscosidad turbulenta’ s, podria representarse por

1, = pl_u, (3.23)

En donde u, es alguna velocidad turbulenta aleatoria, ¥ que puede estimarse

de

a”’l (3.24)
Y

Se ve facilmente que combinando las ecuaciones (3.23) y (3.24) se obtiene
el modelo original de la “longitud de mezclado”. Sin embargo, es posible
utilizar expresiones diferentes a la ecuacion para definir », y esta es en
verdad la trayectoria seguida por los modelos mas complicados de la

turbulencia.
Ahora la ecuacién (3.19) defini6 la viscosidad turbulenta en términos del

valor absoluto ¥ de la longitud de mezclado. Antes de proseguir se requiere
una relacion adicional a través de la cual pueda definirse /7,
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En su publicacion original Prandu?®® propuso que /, podria estar relacionada

con la distancia desde la pared, o sea:

I, =04y (3.25)

En dondce y representa la distancia normal desde la superficie solida,
Mientras que esta expresiéon simple es muy atractiva desde el punto de vistla
del calculo, se encontrdé que los resultados obtenidos mediante su uso no
estuvieron muy de acuerdo con las mediciones. En una resena Launder y
Spalding*® sugiriceron, que cl modelo de la longitud de mezclado de Prandtl
puede utilizarse con ¢xito en el modelado de un rango de flujos basicamente
unidireccionales (no recirculantes), tales como cl flujo a través de un tubo,
flujo en capa frontcriza, comportamicento de chorros libres, etc., puesto que
Estos autores

se  utilizan  expresiones  apropiadas  para  definir a /.
junto €on una

proporcionaron numerosas relaciones recomendadas para /7,
resceia critica de la comparacion de las predicciones basadas en estos
modelos con mediciones reales.

Para un estudio mas detallado de las diferentes formulas disponibles para la
estimucion de la longitud de mezclado para un rango de situaciones de flujo,
se recomienda consultar los textos de Spalding y colaboradores®s: 50.51 g
modelo simple de longitud de mezeclado que se describio en las paginas
precedentes, es atractivo pucsto que capacila para calcular ciertos flujos
basicamente unidireccionuales con bastante precision, sin necesidad de
recurrir a un trabajo excesivo de cialculo. Con todo, el modelo ticne algunos

inconvenicntes basicos que se enumeran enseguidat

1) Se requieren expresiones especificas para la longitud de mezclado.,
las que pucden no estar disponibles para el sistema que interese.

2) El modelo dc longitud de mezclado implicat una viscosidad turbulenta
nula v asi la difusividad de remolino es nula por analogia en
posiciones cen donde el gradiente de velocidad es cero. Esto es
contrario a la experiencia (por ejemplo, cl modelo simple de la
longitud de mezclado sugeriria que no hay transporte de materia ni
térmico debido a los remolinos en la linca central del tubo en flujo
turbulento, y esto claramente no es verdad).

3) Los remolinos de la longitud de mezclado no son suatisfaclorios para la
representacion de campos complejos de  {lujo, esto es. flujos
recirculatorios.
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Estas deficiencias en los tipos de modelos de la longitud de mezclado, se
pueden superar utilizando ccuaciones mas complejas de modelado Dara ia
viscosidad turbulenta.

3.5.4.-Modclos de una ecuaciéon.

I.as ecuaciones (3.20), (3.21) v (3.22) representan cl punto de partida en los
denominados “modelos de una ecuacién” del flujo turbulento.

Ademas, la viscosidad turbulenta g, . esta dada por la expresion siguiente:

#, = p/,,,k}{ (3.26)

Aqui /, es la longitud de mezclado previamente definida y & es la ‘energia
cinética debida a las fluctuaciones turbulentas en la velocidad. M\las
especificamente 4 esta definida como®®

k= %[.7-:+,7-§+,7-=] 3.27)

O sea, como la mitad de la suma de los cuadrados de los valores alisados en
1

el tiempo de los componentes fluctuantes de velocidad. La dimension de I3
es la de velocidad, de modo que formalmente las ecuaciones (3.26) v (3.19)
son equivalentes. Sin embargo en vez de postular como se hizo en el
modelo de la longitud de mezclado, que 4 (o n, ) puede relacionarse con el
gradiente de la velocidad alisada en el tiempo, ahora & se calculara a partir
de una ccuacion diferencial que expresa la conservacién de esta cantidad. El
concepto de definir la viscosidad turbulenta como producto de la longitud de
mezclado ¥ la energia de turbulencia, fue sugerido independientemente por
Kolmogorov y Prandti? 4% 4 15 Con todo, estas ideas no pudieron ser
puestas on uso practico hasta que las poderosas computadoras digitales
estuvieron en uso. Una bucena explicacion de los esquemas especificos de
calculo subsecuentes y de los desarrollos de base, se halla disponible en la
monografia de Launder y Spalding*?.

l_as consideraciones que conducen a establecer un balance diferencial en la
energia turbulenta no son tan evidentes o rigurosas como las ecuaciones de
balance en flujo laminar. En un campo turbulento puede despreciarse la
transferencia difusiva en la direccion del flujo, si bien en este caso el
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molecular sino que se

mecanismo para la transferencia difusiva no es
Para condicicnes de

encuentra ascciado con las fluctuaciones turbulentas.
estado estacionario, la ecuacién alisada en el tiempo se puede escribir como

p(l—l%+;)=—%[pﬂ7+rﬁ]—m%—/lz[%] (3.28)

Sin embargo, antes de avanzar, las cantidades fluctuantes que aparecen en
la ecuacidén (3.28) han de ser reemplazadas por parametros medibles o
predecibles. Segun Prandtl, el componente difusivo pucde ser aproximado

mediante.

’

_(pr-;r-+;-—v-)z@,,a,)% (3.20)

En donde o, es el namero turbulento de Prandtl para la difusion de &,

tomado generalmente como igual a la unidad®!: 35 14,
El término de produccién es la tension de Reynolds previamente para el
flujo unidimensional; asi, podemos escribir

u (3.30)

Toep¥art —
—-pt' V' = g, ——

EY

Si se considera que la disipacion (viscosa) toma lugar en los remolinos mas
pequefos cercanos a la pared, es razonable suponer que estos remolinos no
se ven muy afectados por la direccién o la posicion; asi, después de suponer
isotropia, utilizando la ecuacion se puede escribir

(3.31)

donde C, es un coeficiente.
Asi. resumiendo las suposiciones hechas, la ecuacién de balance de energia
de turbulencia para flujos del tipo de capa fronteriza, puede -expresarse

como

(3.32)
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Asi, para un problema del tipo de capa fronteriza turbulenta, la ecuacién de
continuidad y la ccuacion de movimiento han de resolverse conjuntamente
con la definicion de la viscosidad turbulenta y la ecuacién de balance para

la energia de turbulencia.

Estas ecuaciones sc encuentran acopladas puesto que la viscosidad
turbulenta aparece en la ecuacion de movimiento y los términos de
velocidad aparccen cen la ecuacion de balance para la energia turbulenta,
cuyo valor (dependiente de la posiciéon) se necesita para definir g, .

l.a tarea de calculo es complicada puesto que las ecuaciones a resolver son
ecuaciones diferenciales parciales no lineales y simultaneas: sin embargo en
la literatura se cencuentran numerosos programas bien documentados
disponibles.

Para usar el “"modelo de una ecuaciéon” antes que la formulaé,ién del
problema se complete, se requicre informacién acerca de: a) las condiciones
a la frontera para la ecuacion y b) se debe especificar la longitud de
mezclado.

Spalding ¥ sus colaboradores sugirieron que en la vecindad de paredes
solidas, la conveccion y la difusiéon de la energia de turbulencia pueden ser

despreciables: asi, después de igualar la produccidtn de la energia de
turbulencia y su disipacién tenemos

().

en donde C, =0.08 ¥ 7=7, la tension de corte en la pared.

(3.33)

1=

La desventaja de los “modelos de una ecuacion” es el hecho de que aun
tiene que especiflicarse la longitud de mezclado y es improbable que pueda
disponerse o se puedan desarrollar relaciones simples para la descripcion
de la longitud de mezclado en campos complejos. Sin embargo los modelos
de una ecuacién se utilizan para calcular el comportamiento de capas

fronterizas turbulentas.
Hacemos notar que la forma relativamente simple de la ecuacién (3.32) se

debid al hecho de que se emplean las suposiciones simplificadas asociadas
generalmente con las ecuaciones de capa fronteriza.
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El inconveniente antes mencionado de los modelos de una ecuaciéon, esto es,
el que la longitud de mezclado deba especificarsce, los hace inaplicables o un
amplio intervalo de campos mias dificiles de flujo, incluyendo los flujos
recirculatorios turbulentos, que son de importancia prictica considerable
para muchas opcraciones de metales. Estos problemuas se pueden abordar
mediante ¢l uso dec modelos bastante mas complicados, en los que la
longitud de mezctado, o alguna cantidad cquivalenite, no se especifica
mediante el uso de una ecuacién algebraica sino que tiene que calcularse de

una ecuacidén diferencial adicional.

3.5.5.—Modclo de dos ccuaciones.

Kolmogorov fue el primero que sugirié que la viscosidad twurbulenta se
determinara como el producto de dos faclores: una energia caractleristica y
el reciproco de una frecuencia caracteristica, ambos debfan de ser
evaluados como una solucién de ecuaciones diferenciales®? 35 44. 51,

Los postulados principales de los modelos de dos ecuaciones se resumen en

lo siguiente:
1

a) p, = phw 2 (3.34)

donde:

1
., =(5J’ (3.35)
W
v w es el cuadrado medio de la frecuencia de los remolinos turbulentos o ol
gradiente de la aceleracion del campo turbulento®?,
12) k., es la energia de turbulencia se calcula resolviendo la ecuaciéon de
conservacion que corresponde, o sea la ecuacion (3.32) para flujo del tipo
42

de capa fronteriza®?,
<) w, el cuadrado de la frecuencia media se obtiene a través de la

solucion de una ecuacion diferencial de conservacion. Spalding propuso la
siguiente ecuacion para definir w %%

a(,08\_2(,28)| 2 (s dv)_0(m o
p[a['"-é;}é;("axﬂ ax[o-w ax) r?y(a' ayJ Cu,(VE.)}  (3.36)
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w

— 3
c Ez 611) [ —C.pw? 3.37)
-+ /1.[ = — + £ 2/ ¢

Aqui C,=3.5, C,=0.17, C,;=1.04 y o, =131-9238548

Historicamente, muchos han sido propuestos. En muchos de estos, -4 es
tomada como una de las variables, pero son diversos los cambios para la
segunda.

Ejemplos de estos modelos: el modelo &#—-4/ (Rotta 1951), el modelo &£ —w
(Kolmogorov 1942), el modelo 4£—w? (Saffman 1970), el modelo k-t
(Speziale, Abid y Anderson 1992)%8,

Para flujos homogéncos, el cambio de la segunda variable es indi,l'erente‘
como esta es una correspondencia exacta entre las ecuaciones, y su forma

es esencialmente la misma?

IEl modelo £ ~¢& es el modelo mas simple y completo de la turbulencia, y con
mas intervalo de aplicabilidad., Este es incorporado en- muchos codigos
comerciales de CFD, y pueden ser aplicados a diversos problemas
incluyendo transferencia de calor, combustiéon y [lujo multifasico.

El modelo de dos ecuaciones se prefiere porque 2 es el niimero minimo de
ccuaciones que bastan para la prediccién de la escala de longitud.

3.5.5.1.~El modeclo &-

El. modelo k-& son de la clase de modelos de 2 ecuaciones, en que el
modeio de 2 ecuaciones de transporte son resueltas para 2 cantidades
turbulentas, es decir &£ ¥y £ en el modelo 4k—&. De estas dos cantidades

32
pueden ser formados una escala de longitud (L=k——). una escala de tiempo
£

. . . k2 .
(r = i). una cantidad de dimensién v,(—). etc. Como una consecuencia, el
£
modelo de dos ecuaciones puede ser completamente especificado.

En resumen, a la hipétesis de la viscosidad turbulenta, el modelo k-¢

consiste de?%:
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El modelo de ecuacién de transporte para 4 ( que es igual que en

i)
el modelo de una ecuacién);
i) El modelo de ecuacién de transporte para € + y
iii) LLa especificaciéon de la viscosidad turbulenta como
k:
#=C, .

donde C, =0.09 es una de las cinco constantes.

l.Las ecuaciones de Navier—Stokes que gobiernan ¢l movimiento del fluido
por ecuaciones diferenciales adicionales que significa

son aumentadas
por la influencia ejercida del

representar como la turbulencia es creada
movimiento del fluido y como disipa o una medida de las fluctuaciones de la
vorticidad, o una combinacion de estas cantidades que hacen posible

computar la escala de la longitud de la turbulencia.

3.5.5.1.1.-E] modeclo de ecuacién de transporte para .

IZn este modelo, la rapidez de la disipacion de la energia turbulenta, & (que
para isotropia local y altos niimeros de Reynolds es igual a la viscosidad por

2
. P 0,
las fluctuaciones de vorticidad, ,u,(gt'] ) es expresado en la forma de una
7

ecuacion de transporte turbulento.
Para la energia de disipacion turbulenta e:

2
22 pu 25 _a_(v_,a_,: +CE(m)-c; 2 (3.46)

ok ok o (v, &k Su,  Ou, \ou,
ox AL . P -t —t e 3.47)
ot R ax, o, [a‘, &tJ v’(&‘ * ax, ar/
donde v, = £
P
A
y ~, _[pA-=1J=c,, Lzt (3.48)
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Valores recomendados para_ ]db constantes empiricas que aparecen en la
ccuacion (3.146) y (3.47) son®t. 31 46,10, 44

=1.44 C,=1.9 C, =0.09 o, =1.0 o, =13

[¥]

3.7.—Transfercencia de energia.

EEn el nacleo turbulento la energia calorifica se transporta muy rapidamente
de un lugar a otro debido a la vigorosa actividad de los remolinos, Este
mecanismo  del rapido paso de energia calorifica da lugar a que Ia
cemperatura de tiempo ajustado varie poco en todo cl nacleo turbulento. Por
otra parte. la actividad de remolino junto o la parcd ces despreciable. v es
conveniente  considerar una region  laminar en la que la  energia so
lusivamoente por conduccion de calor, que es un proceso lento
s de esperar que

transporta ¢xc
on comparacion con ¢l transporte por remolino. Por tanto.
s¢ produzca una gran caida de temperatura a traves de la delgada pelicula
IEn la zona de transicion se prevé una situacion intermedia entre la

laminar.
la de la subcapa laminar, sicndo importantes en esta

del nmicleo turbulento y
region tanto el transporte de energia por conduccion como por remolinos.

3.7.1.-Ecuacion de transferencia de encrgia en flujo turbulento.
Como vimos anteriormente la velocidad instantanea en punto en un campo
e flujo turbulento se expresa como

(3.49)

n=1+u

donde las cantidades con barra representan los componentes medios
indepoendientes del tiempo, y las cantidades con comilla, los componentes
fluctuantes de alta frecuencia. Igualmente la temperatura instantinea en un
punto en ¢l flujo turbulento se puede expresar como una suposiciéon de una

media temporal y un componente fluctuante.
(3.50)

f.a ecuacién de energia para flujo laminar puede ser convertida a su version
en flujo turbulento, cambiando las velocidades y temperaturas en estas
ecuaciones por las velocidades instantaneas y temperaturas del campo

turbulento.
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Partiendo de la ecuacién (2.42), tenemos la ecuacién de transferencia de

energia en dos dimensiones como

a(,or or
*+—(41)+—(u/)_pcp[ (3; ay(k$] (3.51)

las temperaturas en las ecuaciones son

Y cuando el flujo es turbulento,
cantidades instantaneas.

Sustituyendo la ecuacion (3.49) y (3.50) en la ecuacion (3.51) se nota que
para este caso especial de flujo en 2 dimensiones, el componente 7 varia
con (x,),7). pero los componentes fluctuantes v y 7° varian con (x,y,z,7). En
otras palabras, el flujo medio puede ser en dos dimensiones, pero luas
fluctuaciones turbulentas en un punto son en tres dimensiones.

Sustituyendo:
;;—7; 7 +7)+ 2 [(:7 +uXT + 1))+ i[(; +wX7T + 7)) =

PCI'/) 5«["*(’+T)]+E§)—[--;;(T+ 7"):’

Tomando el tiempo promedio de esta ecuacidn igual que el tiempo promedio
de cada término. Se nota de la definicién que el tiempo promedio de las
cantidades fluctuantes debe ser cero, estoes 7°=0. Asi, vT"'=v! T7=0.

(3.52)

Sin embargo. vn=0.

Todos los términos de ia ecuacién (3.52) son promediados, rearreglando la
ccuacion (3.52) y usando la ecuacion de continuidad., esta queda de la
siguiente forma:
er_ -or _or 1 ( ) ( a7 ez
U v —— ——— pCpu'T" |+ —| k==~ pCpV'7T" (3.53)
ERRTe pc/r[ax P~ ("%
IIsta ccuacién contiene dos términos adicionales en el lado derecho, que
expresan el flux de entalpia asociados con el movimiento fluctuante en las

direcciones x y y.
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Estos términos emplean un concepto clave del fenémeno de transferencia
turbulenta, debido a que las propiedades fluctuantes propias en el sistema
turbulento produce un incremento aparente en los flux de transferencia.
Cada flux aparente consiste de un flux de difusiéon molecular (como en el
flujo laminar) y un flux de remolino.

3.7.2.—l.a difusividad de cddy de momentum y dc energia.

El flux de momentum pu'v' es interpretado como una tension cortante
turbulenta en la misma forma que la tension cortante molecular es
interpretada y del concepto de viscosidad de remolino de Boussinesq:

on
& (3.51)
214

En forma similar, el flux de entalpia pCpv7" en la ecuacion (3.53) sugiere el
concepto de una difusividad de eddy para la transferencia de

et ) yovd
Tw = pu'vi=—u,

uso del
cnergia donde:
q ) or
£ = pCpVv' T = —pCpk, — (3.55)
(A)nu.-- 2 ay

interpretando  pCpk, como una conductividad de eddy., el coeficiente
molecular de viscosidad g definido en el flujo laminar, es independiente del
namero de Reynolds, la geometria del flujo, la posicion del fluido y para los
fluidos newtonianos la rapidez cortante. La viscosidad de eddy, al contrario
cs dependiente de cada uno de estos parametros.

El concepto de la viscosidad de eddy reemplaza una incoégnita por otra. Iin
la teoria de Prandd se expresan las tensiones de eddy en términos de una
longitud que es caracteristica al grado de la turbulencia. el cual como ya
vimos pucde no ser facil de obtener.

3.8.—Aplicaciones.

El modelo 4k-& en la forma descrita anteriormente. ha sido aplicado
exitosamente a problemas de capa de frontera en dos dimensiones, flujo en
ductos, flujos de recirculacién, y también en problemas de capa de frontera
en tres dimensiones, flujos confinados y jets®®
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CAPITULO CUATRO
DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE
TRANSFERENCIA
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1.1.~Solucion de la ecuacion de transferencia.

El resolver las ecuaciones de transferencia que son del tipo de ecuaciones
diferenciales parciales de varias variables se hace de dos maneras
principalmente: el método analitico y el método numérico.

IZ] meétodo analitico implica obtener una solucidon matematica exacta a la
ecuacion de transferencia.

Aunque se dispone de varias técnicas para resolver estas ecuaciones, las
soluciones implican tipicamente series y funciones matematicas complicadas

que es posible obtener sélo para un conjunto restringido de geometrias

simples y condiciones de frontera.

Estas soluciones son de un valor considerable, puesto cue la variable
dependiente se determina como una funcién continua de las variables
independientes. Siendo atil para el calculo de la variable dependiente en
cualquier punto de interés en el medio.

Una solucion analitica de un problema de conduccién de calor debe
satisfacer tanto la ecuacion de transferencia como las condiciones limitantes
especificadas por las condiciones fisicas del problema particular.

Un cjemplo del método analitico es el método de separaciéon de variables.
Existen problemas que implican geometrias y condiciones de frontera
complejas. o propiedades variables que no es posible resolver de manera
analitica, la opcion es resolverlos mediante métodos de analisis numérico.

l.os mc¢todos de solucion analitica resuelven las ecuaciones diferenciales
correspondientes, proporcionando una solucién para cada punto de espacio
v tiempo dentro de los limites del problema. Por el contrario, los métodos
numéricos proporcionan soluciones solamente para puntos discretos de los
limites del problema y ofrecen una aproximacion extremadamente precisa

de la solucion exacta.

El primer paso en cualquier analisis numérico debe ser, por lo tanto,
seleccionar estos puntos. Esto se hace al subdividir el medio de interés en
un numero de pequefas regiones y asignar a cada una un punto de

referencia en su centro'” %!, El punto de referencia suele denominarse punto
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nodal (o simplemente nodo), y el agregado de puntos sc conoce como red
nodal, malla o rejilla como se muestra en la figura 4.1.

mmn+ 1

roiman m+ 1.n
- 0
m-1mn v

m,n+1

Figura 4.1. Divisién del sistema de estudio en puntos discretos donde se
aprecia la distribucion de la malla,

La seleccion de puntos nodales rara vez es arbitraria y, a menudo, depende
de cuestiones como la conveniencia geométrica y la precision que se desea.
La precision descada de los célculos depende en gran medida del namero de

puntos nodales designados.

Si este nomero es grande (una malla fina) es posible obtener soluciones
extremadamente precisas.

Al ocuparse de la soluciéon para un namero finito de puntos discretos, el
simplifica, al resolver ahora un sistema de ccuaciones
algebraicas simultaneas, en vez de la ecuacion diferencial. Ademas de
rcemplazar la ecuacion diferencial con un sistema de ecuaciones
algebraicas, proceso llamado discretizacion, existen otras consideraciones
importantes para una solucidon numérica completa. Una de ellas es el
discretizar las condiciones a la frontera o iniciales especificadas para el
problema. l.a otra consideracion a tener en cuenta es que, como
aproximacion de la solucidon exacta, el método numeérico introduce errores
en la solucion, por ello se debe saber como calcular y reducir al minimo
estos errores. Por altimo, en algunas condiciones el método numérico puede
tener una soluciéon que oscila en el tiempo o en espacio. por lo que resulta
necesario conocer cOHMoO evitar estos problemas de estabilidad.

método  sc
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Existen varios mdétodos para discretizar las ecuaciones diferenciales de
transferencia. Entre ellos se cuentan los de diferencias finitas, el elemento
finito y el de volumen de control: cada uno de cllos tiene sus ventajas y

desventajas.

4.2.—M¢todo de diferencias finitas.

[.a diferenciacion numérica o aproximacion por diferencias, se utiliza para
evaluar las derivadas de una funcion por medio de sus valores dados en los

puntos de una reticula.

L.a aproximacion por diferencias finitas de una ecuacién diferencial parcial
consiste de aproximar las derivadas en la ecuacion diferencial parcial via
una serie de Taylor truncaclal® #5. 28,

Existen tres tipos de enfoque para obtener aproximaciones por diferencias.
El primero se basa en el desarrollo de Taylor de la funcién alrededor de un
punto de la reticula, el segundo utiliza los operadores de diferencia y el
tercero deriva los polinomios de interpolacion®s,

En este cuso nos referiremos al esquema de diferencias finitas mediante el
desarrollo de Tayvlor por simplicidad.

4.2.1.-Aproximacion por el desarrollo de Taylor.

Para una derivada de orden p. el numere minimo de datos necesario para
obtener una aproximacion por diferencias finitas es p+1 . Por ejemplo, una
aproximacion por diferencias para la primera derivada de una funcién

necesita al menos dos puntos.

a A

i
I !

i i+1

Figura 4.2. Nodos para el desarrollo de Taylor en una dimensién.
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Considerando los puntos de malla en la figura 4.2. Para el punto 2,
localizado entre los puntos 1 y 3, tal que, el desarrollo de Taylor de f(+1)

alrededor de x, es

2 3 4
LG+ = SO+ WD+ 2 S D+ 2 i+ 0 .1
Al despejar f'(/) en la ecuacion (4.1) se obtiene
ry=LYEN=TD ey Ly gy 1.2)
h 2 6
Si truncamos después del primer término, obtenemos
FUGERACGS S AQ (4.3
donde
“4.4)

oUy = ——;-l;/‘"(i) - é/ﬁ S =

O(/h) es el error de truncamiento, ya que estos términos se: anulan muy

rapido cuando /» decrece.

El término O(1) indica que el error es aproximadamente proporcional al

intervalo /i de la reticula.

A la ecuacioén (4.3) se le conoce como la aproximacion por diferencias hacia
adelante.

Ahora el desarrollo de [f(@—1) alrededor de x, esta dado de la siguiente

forma
. o ey g I B
SCE=D =T D= O+ S D SO A5 S~ (4.5)
despejando f'(i), se obtiene lo siguiente
mpoIo MM
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S = f—(")—%(""—’)-»rom) (1.6)

donde
oun = %Igf”(i) - éh’ TG +§%h= LG - “.7)

Siendo la ecuacion (1.6) la aproximacion en ‘diferéncias huacia atras.
Pero restando las ecuaciones (4.6) y (4.3), obtenemos

SU+D) = fG=1)= 2/{/"(i)+%h’j'7'(i)+... 1.8)
despejando de aqui [f'(}) tenemos

f’(i)=—[M)2—_,-jli;l—)-—-éh’f'”(i) . 1.9)

7

Y expresiandola de la siguiente forma obtenemos la aproximacién por

diferencias centrales.

7= &'—);T&——D+O(h’) 1.10)
donde
oun = —éh"f"'(i) S

Se observa que, debido a la cancelacion del término [f”(), el error de
aproximacion por diferencias centrales es proporcional a #? en vez.de &.
Al decrecer /1, el error decrece mas réapido que en  las otras dos
aproximaciones. R B

Comeo se dijo antes, una aproximacion por diferencias de f% (/) necesita al

menos p+1 puntos. Si se utilizan mas datos, se puede obtener: una

aproximacion por diferencias mas exactas.

Para la segunda derivada pasa exactamente lo mismo, ¥ en el caso de la
aproximacioén por diferencias hacia delante queda de la siguiente forma.
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fn(l.)=_/'(i+2)—2l{2(i+l)+f(i)+O(h) 1.12)

donde
O =-hf" () (1.13)

Y en el caso de la aproximacion por diferencias centrales

oty = LAED 2D LG | ooy 1.14)
h* )
donde:
our) = —]—lill"f”"(i) 1.15)

La sustitucion de lales expresiones en la ecuacion diferencial lleva a la

ecuacién en diferencias finitas.

Ejemplificando la discretizacién por el método de diferencias finitas aplicado
a un problema de conducciéon de calor, el cual se rige por la ecuacion de
transferencia de energia, la cual contiene términos en derivadas parciales'”.

Considerando régimen permanente en dos dimensiones sin generacién y con
una conductividad térmica constante, la ecuacion que rige el sistema es de
la siguiente forma:
*r  &'T
(4.16)

=+ =0
&t

Discretizando el sistema de acuerdo con la figura 4.3 en coordenadas

rectangulares.
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(m=1,n+1) (m,n+ 1) (m+ 1L.n+ 1)

Ay
(m—1,n) (m,n) (m+ 1,n)
Ax
by
(m—-1,n-1) (m,n-1) (m+ 1.n-1)
x

Figura 4.3. Nodos para un sistema en dos dimensiones en coordenadas

rectangulares.

Utilizando la ecuacion (4.14) para aproximar las derivadas:

&7 _ Tt = 2Tn + Tovr
= i . (4.17)

1 T =270, +Ts

L AL 4.18)
3 an?

Sustituyendo (4.17) v (4.18) en (4.16) queda de la siguiente manera:

. e ., ; P .
Tetin ...I’,,_,L + Tt + Tnan 27».‘,; L ne _ o 4.19)
(ax)* )

Con una red para la que Ax=Ay =1 tenemos que:

v F i+ n — 47, ,, =0

7,

et F e
Esta forma aproximada en diferencias finitas de la ecuacion de calor se
aplica a cualquier nodo interior que sea equidistante de sus cuatro nodos
vecinos. Simplemente requiere que la suma de las temperaturas asociadas
con los nodos vecinos sea cuatro veces la temperatura de interés, claro esta

TR CON

(4.20)
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que el ejemplo utilizado aqui contiene muchas simplificaciones y la ecuacion
discretizada resultante por lo tante es muy simple, logrando con esto
mostrarnos algo tan sencillo.

4.2.2.—La ecuacién de transferencia a régimen no permanente.

Dentro de los problemas de transferencia los que estin a régimen no
permanente son los mas dificiles de resolver, ya que no solo se busca
conocer las incoégnitas en el espacio sino también su desarrollo en el
tiempo, mediante ¢l desarrollo de Taylor se distinguen dos metodologias
para la solucion de este tipo de problemas: el método explicito ¥y el méilodo
implicito. que a continuacion se explican brevemente'” 19,

4.2.2.—M¢é&todo explicito.

Considerando un problema de conduccion de calor unidimensional, el cual se
encuentra a régimen transiente con propiedades constantes y sin generacién
interna de energia, esta gobernada por la siguiente ecuaciéon:

or _ o271 1.21)

or ot
Para obtener la forma en diferencias finitas de esta ecuacion, podemos usar
la aproximacioéon de Taylor por diferencias centrales. Sin embargo, ademas
de discretizarse en el espacio, el problema debe discretizarse en el tiempo.
[.a parcial respecto al tiempo en forma de diferencias finitas queda de la
siguiente manera:

rpel

El superindice p se utiliza para denotar la dependencia con respecto al
tiempo de 7. y la derivada con respecto al tiempo se expresa en términos
de la diferencia en temperaturas asociadas con el tiempo nuevo p+1 y el
tiempo anterior p. Por ello los céalculos deben llevarse a cabo en tiempos
sucesivos y separados por el intervalo Ar, y como una solucién en
diferencias finitas restringe la determinacion de temperaturas a puntos
discretos en el espacio, también la restringe a puntos discretos en el

tiempo.
DTS N :
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El t¢érmino dependiente del tiempo es discretizado en una manera “hacia
adelante” en el tiempo. Este mélodo es referido también como una técnica
de Euler hacia adelante.

Sustituyendo la ecuacién (4.22) y (4.12) en la ecuacion (4.21) queda

Vol ol 4 TP 272 47"

LT o T (ZA';"):*’"" (4.23)
7T =(%A)’T(7;,ﬁ, —2TF 4+ T2 (4.24)
TP =T +(%%’:—('1;,’,, 277 +T2)) (4.25)

Como podemos ver en la ecuacion (4.25). En el método explicito, todas las
temperaturas se evaloan en un tiempo anterior p y se tiene que solo un
término es desconocido, el término 77" siendo directo el calculo de este

término.

L.a mayor desventaja del método explicito es el paso en el tiempo, Ar, que
debe ser restringido mediante requerimientos de estabilidad numérica.

Una caracteristica inconveniente del método cexplicito e¢s que no es
incondicionalmente estable. En un problema a régimen transiente, la
solucion para las temperaturas nodales deben aproximarse de forma
continua a los valores finales al aumentar el tiempo.

Sin embargo con el método explicito esta solucién se caracteriza por
oscilaciones numéricas, que son fisicamente imposibles. LLas oscilaciones se
5, lo que ocasiona que la solucién difiera de las

vuelven inestable
condiciones de estado estable reales. Para evitar este tipo de resultados
crroneos. el valor establecido de Ar  debe de mantenerse por debajo de
cierto limite, el cual depende de Ax y otros parametros del sistema. Esta
dependencia s¢  denomina criterio de estabilidad y se obtiene
matematicamente.
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4.2.2.2.-~M¢todo implicito.

El método explicito sufre de limitaciones en la seleccion de As. Para un
incremento de espacio dado, el intervalo de tiempo debe ser compatible con
los requisitos de estabilidad. Con frecuencia, ésta dicta el uso de valores
extremadamente pequeio de Ar, y se necesita un namero muy grande de
intervalos de tiempo para obtener una solucién.

Considerando un problema de conduccion de calor unidimensional. Que es
robernaclo por la siguiente ecuacién:!

; -
i—f=a95x—i 1.26)

I.a forma implicita de una ecuacién en diferencias finitas se deriva del uso
de la ccuacion (4.12) y (4.2) en la ecuacion
e e Tl oyt L yed .
Tt g Ly — 20 Ty .27

=g Lm2)

Ar (Ax)?

v esta es la forma de la ecuacién ya discretizada, donde . se evaluan-todas
las temperaturas en el nuevo tiempo (p+1) en lugar del .tiempo® (p). Se
considera entonces que la ecuacion (14.27) proporciona una aproxim:jcién en
diferencias hacia atras para la derivada con respecto al tiempo. L

Reacomodando la ecuacion (4.27)

7 = 7 -(Z‘j)’! T2 =270 + 705 (4.28)
yor [y 28 Yy _[ @t Tper [t Topn 1.26
72 [|+(Ax)z]r,, oy [ -] ey 7 4.29)

En la ecuacién (4.29) la temperatura nueva en el nodo {m,n) depende de las
temperaturas nuevas de sus nodos contiguos que, en general, se
desconocen. Por tanto, para determinar las temperaturas nodales deben
resolverse simultineamente. La soluciéon consecutiva implicaria entonces
resolver de forma simultanea las ecuaciones nodales en cada tiempo ¢=A4As,
24r, .... hasta que se alcanza el tiempo final deseado.
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Con relacion al método explicito, la formulacién implicita tiene la ventaja

importante de ser incondicionalmente estable.
Es decir. la solucion permanece estable para todos los intervalos de espacio

v ticmpo, en cuyo caso no hay restricciones en Arv y Ars.

Como los valores mas grandes de Ar pucden utilizarse, por tanto, con un
meétodo implicito. los tiempos de calculo suelen reducirse con poca pérdida
de precision.

No obstante, para maximizar la precision, Ar debe ser suficientemente
pequeia  para  asegurar que los resultados sean  independientes de

reduccioncs adicionales en su valor.

4.2.2.3.-Crank—Nicolson.

El método de Crank—Nicolson es un esquema implicito que promedia los
nuevos y viejos valores en el tiempo. La ecuaciéon en diferencias finitas es

7,80 T8 g epel s oppe o . .,
T = ey N 20 T+ (T =202 + 70 (4.30)

Existen 3 valores desconocidos como en el método implicito, 7.7y, 7,77 y
7.k, En este caso, promediamos los valores desconocidos (implicitos) con
la misma localizacién

los valores previamente calculados (explicitos) en
incondicionalmente

nodal. Este promediado nos da una soluciéon que es
estable en el tiempo, con la ventaja de que es muy preciso.

1.3.-Método del elemento finito.

El procedimiento emplea subdivisiones del dominio solucion ‘en muchas
pequeias regiones de intervalo definido, como tridngulos o'cuadrados, y usa
una teoria de aproximacién para cuantizar el comportamiento. en cada

elemento finito.

Las coordenadas disponibles son especificadas para cada elemento, y la
accion de la ecuacion diferencial es reemplazada aproximadamente usando
valores de las variables dependientes en estos nodos. Usando un principio

variacional. o un método pesos—residuales, las ecuaciones gobernantes
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diferenciales son entonces transformadas en ecuaciones del elemento finito
para cada elemento aislado. Estas ecuaciones locales son reunidas en un
sistema de ecuaciones algebraicas incluyendo su propia colecciéon de
condiciones a la frontera. lLos valores nodales de las variables dependientes
son determinados de Ia solucion de un sistema de ecuaciones.

1.4.—M¢todo del volumen de control.

U'n mdtodo numérico que se encuentra cntre el convencional diferencias
finitas v el eclemento finito es el método del volumen de control. En alguna

mdétodo liene mas aproximacion que el mcé¢todo de diferencias

forma, estc
35

finitas, pero ticne la flexibilidad del método del elemento (inito

En este esquema en particular, la ecuacion diferencial es integrada en el

W . donde x, es el nodo localizado en el centro de la malla.
UARAPSY U

intervalo [
.

Para ilustrar el método, consideraremos una ecuacion diferencial simple:

dx?

"’¢+Z—i’—¢=o 4.31)

integrando en c¢l intervalo [

=0 (1.32)
resolviendo se obtiene
dglne | dna
Pt o T — =0 .33
2t J# @33

Al
los tériminos en la derivada son aproximados usando una diferencial central
¥ queda como:

Gzt _G=b dutd _dtdn _;M =0 4.34)
! ATl T araX Y
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_ @ +¢ )

donde ¢ el 2 | ete.

Se evall’m la mlegrnl restante conteniendo ¢ usando la regla trapezoidal:

Iddx—- ——(¢._.+6¢:+¢,,.) (4.35)

sustituyendo la ecuacién (4.34) en la ecuacion (4.35) y combinando todos
los términos, nos da la expresion final,

! G by P =20, + P, =
(¢.+6¢ +Pa)+ IA\' ! Ao 0 (1.36)

si el valor de ¢ es uniformemente distribuido en el volumen de control, la
ccuacion (4.31) se reduce exactamente a la forma en diferencias central.

La mejora en el método del volumen de control se debe principalmente a su
habilidad para aproximar una distribucién en un intervalo [inito mediante una
malla no uniforme. La discretizacion del término que incluye el tiempo sigue
exuactamente como en el método de diferencias finitas.

1.5.-0Otros métodos.

Esquemas compactos como son el de Padé, Chapeau y S])lln(.b Cubicos,
recientemente han emergido como esquemas compelluvos‘

Los m¢lodos compuestos requieren solo una solucion de una matriz
tridiagonal. Ademas de poder ser derivados de varias formas.

En la técnica del spline cubico. una formula implicita de tres puntos son
usadas para evaluar la primera y segunda derivada de ¢.

La
ax ax'

donde ¢’ es la primera derivada ¥y ¢ es la segunda derivada. LLa expresion
para ¢’ v ¢” puede ser derivada de la clasica aproximacion de diferencias

finitas mediante un polinomio de tercer grado como lo es el spline cubico.

nel
ecuacion —?-&-u 2 _ a ¢—0 es expresada como ¢' A7 8" T ug'— D" =0
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El método de Chapeau es actualmente basado en un elemento finito lineal
ensamblado en dos elementos adyacentes. L.a ecuacidon resultante tiene la
apariencia de una expresion cen diferencias finitas implicita. Sin embargo, la
region a ser modelada debe ser regular, un caso comun en los métodos

clasicos de diferencias [initas.

1.6.—M¢elodos de solucion de las ecuaciones discretizadas.

I.a derivacion de las ecuaciones y su solucion pucde considerarse como dos
funciones distintas y no hay necesidad de influenciar ¢l uno con el otro.

En un programa de computadora, las dos opciones pueden realizarse
convenientemente en Sccciones separadas, y cada seccién puede ser

independientemente modificada,

Asi podemos obtener las ecuaciones discretizadas multidimensionales por
una extension de la situacion en una dimension.
ser ficilmente extendido a multiples

Un procedimiento que no pucde
dimensiones es el algoritmo de matriz tridiagonal (TDMA).

Ll resolver un sistema de ecuaciones algebraicas se hace de dos formas:
1) Mcétodos directos (es decir, aquellos que no requieren iteraciones),
para resolver las ccuuaciones algebraicas en 2 6 3 dimensiones son mucho
de grandes cantidades de almacenamiento v
problema lincal, requiere la solucién de las
método  directo puede  ser
requiere que  sca  resuelto

mas complicados ¥ requicren
tiecmpos muy largos. Para un
ccuaciones algebraicas solo una vez. un
aceptable! pero un problema no  lineal,
repetidamente con actualizacion de coeficientes y el uso de los métodos

directos ¢s usualmente anticconémico.

2) La alternativa son los mdétodos iterativos para la solucion de
ccuaciones algebraicas. Este método inicia con valores supuestos de la
variable incoégnita ¥ se usan lus ecuaciones algebraicas para obtener valores
mas cercanos a la solucion. Sucesivas repeticiones del algoriuno finalmente
llevan a una solucidon que es suficientemente proxima a la solucion correcta

de las ecuaciones algebraicas.
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lL.os métodos iterativos requieren muy pequefas cantidades de
almacenamiento en la computadora, y son muy usados para problemas no
lincales.

Con un grupo de valores supucstos y algunas iteraciones las ecuaciones
pueden converger a la solucion.

Existen muchos meétodos iterativos para resolver un sistema de ecuaciones

algebraicas entre los que podemos destacar el método de Gauss—Jordan, el
alggoritmo de o matriz tridiagonal (TDMA) y el método de Gauss—Siedel.

4.6.1.-El método de Gauss=Siedel.

En este método los valores de las variables son calculados en cada punto en
cierto orden y solo un grupo de csos valores son almacenados en la

computacora.

En el inicio estos son los valores supucstos o los valores de las ileraciones
previas., Como cadua punto es calculado independiente entonces el valor
nuevo cs almacenado en lugar del valor supucesto o de la iteracion previa,
siendo actualizado conforme se van calculando los valores. Cuando todos
los puntos de malla han sido calculados de esta manera, una iteracion del
método de Gauss—Sicdel ha sido completada.

Para ilustrar el funcionamiento del método de Gauss-Siedel consideremos
las siguientes ecuaciones:

1=04r2+0.2 (4.35)
P2=Pl+) (4.36)
y su solucion con este método sera:
Nimero de jteracion | O 1 2 3 4 5 n
P1 0] 0.2]0.68]0.87210.949}10.980 ] ....11.0
P2 011211.6811.87211.949}11.980} ....12.0

Como podemos ver iniciamos las iteraciones con valores arbitrarios
supuestos para aproXimarnos a la solucién, la cual después de »
iteraciones convergera a la solucién de estas ecuaciones.
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5.1.~Problema de ejemplo.

El sistema a modelar dentro del proceso del horno oxicupula, se encuentra
justo después del crisol, el cual tiene la funcion de separar las dos fases (el

arrabio y la escoria) liquidas.
Como podemos ver en la figura 5.1 el sifon es un recipiente cilindrico que

opera a presion interna.

Figura 5.1. Separador liquido-liquido, mostrando las salidas del arrabio’y de
la escoria, la alimentacioén se lleva a cabo por la parte superior. .

IEn el vaciado del crisol al sifon la velocidad es muy baja, haciendo' que el
chorro de metal fundido caiga como una corriente compacta a través de’ la.
capa de escoria, impactando al fondo del sifén.

El impacto con el siféon no ocurre en el centro, este es mas bien desplazado
hasta unos cuantos centimetros de la pared.

Cuando la corriente liquida sale de la piquera, su velocidad vertical es
aumentada por la aceleracién gravitacional, produciendo un flujo turbulento

en el bafio liquido.
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Despu¢s de la penetracion del chorro liquido a través de la capa de escoria,
comienza la separacion de las escorias cmulsionadas, provocando cieria
turbulencia en ¢l bano de escoria,

Durante el proceso de llenado del sifon a presion, las particulas liquidas de
escoria son cmulsionadas en el arrabio liquido, comao resultado de las
condiciones de flujo que ocurren cn ¢l metal fundido.

Cuando se esta llenando el sifon, que actiia como una superficice de impacto,
axial en velocidad radial. BEste proceso

transformando  la  velocidad
espacial

desarrolla una region de recirculacion (remolinos), cuyva expansion
alcanza un maximo i medida que ol nivel del liguido en ol sifon aumenta. IEn
este punto, la relacion entre el nivel del liguido y el diametro del sifon es
muy proximo a //D=o.5. A medida que el nivel del liquido rebasa esta

relacion, la estructura de los remolinos se perturba. Sce forman pequeias
areas de recirculacion en la parte cercana a la superficic libre, mientras el

remolino pierde intensidacd,

El proceso do¢ separacion de las gotas de escoria emulsionadas que
acompanan al arrabio cn la corriente de entrada, esta ligado intimamente a
las caracteristicas del flujo mencionado. Puede esperarsce que mientras el
llenado del sifon sc realiza, las gotas de escoria s¢ encuentran inicialmente
en el remolino, circulando junto con el arrabio. Una vez que se rebasa la
relacion Hl)=0'5' Ia separacion de la escoria es facilitada por las
perturbaciones v perdida de intensidad de tas turbulenciass,

L.a eficiencia de esta operacion s controlada, a menudo, por las velocidades
de los procesos de transferencia de masa v calor, y esta muy relacionado
con la naturateza del flujo de la emulsion de escoria y arrabio dentro del
sifon, Consccuentemente, un conocimiento detullado de los parametros de
flujo (distribucion espacial de los componentes de velocidad, energia
cinética turbulenta vy su disipacion) es un prerrequisito para un analisis
significativo y cficiente del proceso.

l.as altas temperaturas de operaciéon junto con la opacidad del arrabio, v el

hermetismo del sifén hacen que la experimentacién directa en el recipiente
sea virtualmente imposible, para una observacion visual directa.
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5.2.~Suposiciones.

El proceso es a régimen permanente. Después de un pequeio periodo
inicial, los parametros del proceso no cambian respecto al tiempo.

1) La escoria y el arrabio forman una sola fase continua.

¢) La fase continua es incompresible y es un fluido Newtoniano.

d) La pérdida de calor por radiacion es despreciable.

e) El flujo es totalmente turbulento
f) En la pared es impucsta la condicion de no deslizamiento
chorro cdc arrabio ecs regido por la

a)

g) l.a velocidad de impacto del
ecuacion de caida libre y por simplicidad se considera que el impacto
del chorro de metal liquido da justo en el centro geométrico de la

base del separador,

5.3.—Condiciones a la frontera.

Eje de simetria.

En el eje de simetria la velocidad en direccién radial es cero, siendo lu
velocidad en direccién axial calculada mediante la ecuacion de caida libre, la
pérdida de energia por disipacion hacia el aire por el chorro de arrabio es
despreciable entonces y todas las variables restantes son cero en el eje de

simetria.

Superficie y piso del cilindro.

En el piso y la pared del siféon. la condicion de no deslizamiento es aplicado.

Superficie del cilindro.
En la superficie del cilindro se diferencian dos tipos de condiciones.
La primera de 0sr<R,,, donde la velocidad en direccion axial esta dada

por la ecuacion de caida libre, y la temperatura es la misma que la
temperatura de impacto esto es: 7"=2073.15 Ken el eje de simetria y las

otras variables tienen un valor de cero en esa zona.

P =N,
80
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La segunda condicion de R, srsR,. dque utiliza la condicion de no

deslizamiento entonces #, v, k& y € lienen un valor de cero en la superficie
del fluido, y su correspondiente temperatura es de 1873.15 K.

5.14.—Ecuaciones gobernantes. .

Las ecuaciones que rigen el sistema, son la ecuacion de continuidad, la
ecuacion de transferencia de momentum, la ecuacion de transferencia de
energia y para modelar la turbulencia se usa el modelo de dos ecuaciones
de la turbulencia de Jones y Launder, en el cque se moclela la turbulencia
mediante una ecuacidén de transferencia de la energia cinética turbulenta y

otra para su disipacion.
movimiento se

suponiendo
Adcemas, se

Todas las eccuaciones son mostradas considerando que el
lleva a cabo en dos dimensiones en la direccién radial y axial,
poco significativa la contribucion del componente tangencial.
considera que el sistema se encuentra a régimen permanente.

Ecuacion de continuidad.

au 18
= ra v)=0 (5.1)

Ecuacion de transferencia de momentum en direcccion axi:l.

w2 L2 o)~ 2, L)1 2
A" & e =\""=) ror 5.2
e, of, ou +L£(,, 2\ e -
d= o= For\Hr o P8
Lceuacién de transferencia de momentum en direccién radial,
yov, 18 (rpw)] 2] (ﬂ v _ v
Y&t 6r o=\""a) r ar et (5.3

_ )+9_ au
a  r 6r THa o =\
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Ecuacion de energfa total.

a 1 . aor
E(puT F,, = +:[r(pvl‘—r,, ¥J]=O (5.4)

5.6.—~Modelo turbulento.

El modelo de 2 ecuaciones de la lurbulencna de Jones y Launder fue usado
para las consideraciones turbulentas®!- 32 48,

Las ecuaciones de transporte turbulento constituido por la ecuacién para la
energia cinética, & y su disipacién, £ son escritas como sigue:

[LLeuacion de energria cinética turbulentas

[z} o Ok l o M Ok
_ = — 5.
= (puk)+ (orvk)= (0_ =1 75 o o + 8, (5.8)

donde S,., es el término neto de generacién, puede representarse como

=G - pe (5.6)

donde G, es el término de generacidn de la energia cinética turbulenta, v

esta dado por:
G=p,{[ a") J (‘) ] (?+Q } 5.7)
ar o=

La ecuacion de rapidez de disipacion de la energia cindtica turbulenta e °

=4 10 o M, O 18 M, O .
= SRR )= N Lr CE N O] My CF 5.
é‘:(pllc)+rar(m€) Bz(ac oz +r6r[r o, or +5. 5.8
donde Se& esta dada por:
C\eG _C,pe? (5.9)
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La viscosidad efectiva es calculada con la siguiente ecuaciéon:

Ko = 4, + 14, (5.10)
en la cual,
2
= Culk” (5.11)

#,
£

as cinco constantes, en este modelo turbulento, tienen el siguiente valor:

4 C,=1.92 C, =0.09 o, =10

C, =1.4

5.6.—Desarrollo del Método.

de arrabio y

Para resolver el problema del separador liquido-liquido
la

cscoria, se utilizé el método de diferencias finitas desarrollado mediante
aproximacion de Taylor, para la primera y segunda derivada: en donde la
primera derivada se sustituyo usando la aproximacion por diferencias hacia
la aproximacién por diferencias hacia atras, se

adelante ademas de
diferencias centrales en el caso de la

considero la aproximacion por
segunda derivada: desarrollando los términos para los puntos cercanos al
nodo central obtenemos una  ccuacion  de  transferencia  discretizada
(procecdimicnto mostrado en el apéndice A1), esta solo es la forima general
micntras quce para el modelado matematico se exige tenerla en su forma
puntual: ¢sto sc hace al sustituir ¢l valor de los nodos (i,j) en cada una de
las eccuuaciones discretizadas con sus  correspondientes nodos de los
alrededores para obtener una  ccuuacion de  transferencia  discretizada
meodiante diferencias finitas puara cada punto de la malla, este procedimiento
nos gencra Lantas ccuaciones como puntos nodales se consideren vy que
ademas tenemos que resolver de manera conjunta, este procoedimiento nos
senera una matriz de tamano ((n#*m)-1)° (donde 17 es el numero de nodos en
direccion radial y m es ¢l numero de nodos en direceion axial), iterando las
meétodo de Gauss—Siedel punto por
nuevo valor de cada nodo ecs
proximo nodo reduciendo
computo, acelerando la

ecuaciones discretizadas utilizando el
punto. en donde después de calcular el
actualizado para utilizarlo en el calculo del
mediante este procedimiento el tiempo de
convergencia de la solucion.
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5.7.—Discrelizacion del sistema.

Para la discretizacién del sistema, se considera al separador liquido-liquido
como un recipiente cilindrico, el cual es discretizado como se muestra en la

figura 5.2,

i*n
i3 S
iv2
iv) -
i
0 it ez je3

)

u)
Figura 5.2. Division del sistema para la discrcatizacion de las ecuaciones de
transferencia. a) Ubicacién de los puntos nodales en la malla, b) Siféon de
forma cilindrica mostrando la ubicacién de la malla.

Para la discretizacion del sistema sc considera que los nodos 1's se
encuentran en el piso del recipiente en el caso de la coordenada z, y cerca
del eje de simetria para ¢l caso de la coordenada radiali la division del
sistema se realiza en puntos discretos escogiendo el mismo numero de
divisiones en el radio y la altura si asi se desea.

Por la suposicion de que el sistema es simétrico y por el impacto del chorro
de entrada que ocurrc sobre el eje de simetria del cilindro, solo se
discretiza un cuarto del sistema, por supuesto considerando que la
contribucion de la coordenada € en el sistema es despreciable, solo se
discretizo6 el sistema en direccion radial y axial,

En este ejemplo analizado el numero maximo de divisiones es de 17 para el
radio y 17 para la altura.
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Las ccuaciones diferenciales parciales se convierten con  ecuaciones
algebraicas utilizando el método de diferencias finitas, que nos genera un
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales cque se resuelven por un
método iterativo en este caso el método de Gauss—Siedel, detalles de este
meétodo pueden encontrarse en Patankar [19801.

5.8.~Implementacion de un programa de céamputo.

Después de llegar a las ecuaciones (A1-3), (A1-7), (A1-11), (A1-16) y
(A1-20) refiricndonos al apéndice Al-1: ¢l diagrama de flujo de la figura
5.3 representa la forma de desarrollar el programa de computo, el que fue
escrito en cl lenguaje Fortran, encontrado en el apéndice A2-1 de este
trabajo cl listado del cédigo fuente.

Este diagrama ilustra el uso del método de diferencias finitas para la
solucién de un problema de flujo turbulento, aplicado al problema de ejemplo
cdescrito en la scccion 5.1.

Dando por obvia la declaraciéon de variables, en el diagrama de (flujo
podemos distinguir entre los primeros pasos la parte de introduccién de
datos teniendo entre las opciones cl poder elegir las divisiones en el sentido
radial v axial; aclarando, las divisiones se hacen en nuameros cnteros que
van desde 2 divisiones radiales y 2 divisiones axiales hasta 17 divisiones en
sentido radial ¥y 17 en el sentido axial, tambicén podemos cloegir la longitud
del cilindro asi como su diametro ademas de poder especificar el diametro
del chorro de metal liquido que impacta con el sistema. para poder apreciar
las iteraciones realizada por el programa las cantidades calculadas se
almacenan en un archivo de datos de nombre resultado.dat, [a inicializacion
de las variable no se considera un paso del programa en particular, mas
bien sc¢ considera un paso general dentro de los procedimientos Fortran v
aqui no sc considera dentro del diagrama de flujo.

LLas condiciones a la frontera aplicadas para el sistema que sec analiza nos
permiten llegar a la solucién particular y estas se deben adicionar al cuerpo
del programa de forma también discretizadas, estas se aplican mucho antes
de que el programa comience con las iteraciones y solo se realiza una sola
vez, las condiciones a la {rontera para la velocidad a la que impacta en el
fondo del cilindro el chorro de metal liquido se considera obedece la
formula de caida libre.
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l.as propiedades fisicas se calculan en base a los valores actuales de la
temperatura, los principales cialculos en este paso son: ¢l cilculo de la
densidad de la fase continua, el calculo de la viscosidad efectiva se aobtiene
adicionando la viscosidad laminar y la viscosidad turbulenta, se asume que
laa viscosidad laminar en este cuso se
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igura 5.3. Diagrama de flujo para el desarrollo del programa en Fortran.
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considera como una constante que corresponde al valor de la viscosidad
laminar del acero a 1800 °C[Szekely. 1980]. el valor de la viscosidad
turbulenta es funciéon de la energia cinética

1]
Calcular la densi=
dad, viscosidad tur—
bulenta y viscosidad|
efectiva

-
1.

Calcular las tempe =
raturas nuevas en
cada nodo y compa-~
rar con li actuat

1 Tnew-TI

> 0.001

1.
Caleular ta velocidad

nueva del compo-
nente z y compurar
con su valor actuasl
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Figura 5.3. Diagrama de flujo para el desarrollo del programa en Fortran
(continuacién).
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Figura 5.3. Diagrama de flujo para el desarrollo del programa en Fortran
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Figura 5.3. Diagrama de¢ flujo para el desarrollo del programa en Fortran
(continuacion).

turbulenta y de la disipacién de la energia cinética turbulenta que se
actualiza en cada iteracién global.

l.as temperaturas se calculan de forma puntual, esto es se calcula el nuevo
valor de cada nodo y después de hacer una comparacion con el valor
anterior se actualiza, para usarse en cl calculo del préoximo nodo y asi
sucesivamente hasta terminar con el ¢ltimo nodo: dentro de estos calculos
sC usa un término que compara los valores actuales con los valores
anteriores, este funciona como una condicién para decidir cuando detener
las iteraciones, esto se realiza cuando los valores actuales y los anteriores
posea una pequcia diferencia que podemos definir dentro del programa el
control del programa pasa al calculo de la proxima ecuaciéon.

Después de calcular las temperaturas, sc actualiza esta para calcular el
valor de la velocidad del componente axial. En el paso siguiente se calcula
la velocidad del componente radial, este procedimiento y el calculo del
componente en direccion axial se realiza de la misma forma que en el caso
de la temperatura con excepcion de que para ¢l calculo de este componente
de la velocidad se usa la ecuaciéon de continuidad. Para cada ecuacion de
transferencia sc rcalizan las iteraciones nccesarias que cumplan con el
factor de comparacién que a nuestro criterio se considere cercano a los
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en estos pasos no se asignd un contador que permita

valores rcales,
iteraciones individualmente realizadas para cada

conocer la cantidad de
cecuacion de transferencia.

Con los valores de la velocidad y de la temperatura ya actualizados se
procede a calcular la energia cinética turbulenta y su disipacion. Después de
calcular todas estas cantidades la suma de las diferencias de las cantidades
actuales v los valores anteriores es menor o igual a 1*10E-06 entonces se
considera que sc ha llegado a la convergencia en caso contrario el
programa rctorna hasta el calculo de las propiedades fisicas con los nuevos
valores de la velocidad, la temperatura, la energia cinética turbulenta y su

disipacion y sce calculan las nuevas propicdades que utilizaremos cn la

proxima iteracion hasta convergencia,

(Ina iteracion global se considera cuando se ha pasado por la ccuacion de
energia, por los componentes axial y radial de la velocidad, y por las
ccuaciones de transferencia de la energia cinética turbulenta y su disipacion
entonces decimos que hemos realizado una iteracion global.

El método iterativo usado para obtener las soluciones de las ecuaciones de
transferencia para la temperatura, los componentes de la velocidad, la
disipacion de la energia cinética turbulenta y su disipacion es el método de
Guauss—Siedel punto por punto, el que se basa en obtener los valores de las
la vez que se actualiza después de cada

variables en un soloe punto a
proximo punto obteniendo una

iteracion para el uso del calculo del
convergencia rapida de las variables, reduciendo el tiempo de computo.
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RESULTADOS.

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos para un separador
liquido—-liquido en las tablas R—-1, R—-2, R—3, R—4 y R—-5. Estos resultados son
obtenidos considerando un sistema discretizado de 17 nodos en direccién
raclial y 17 nodos en direccion axial, que después de 18 iteraciones globales
realizadas por el programa cilindro (mostrando en el apéndice A2 el listado
de este programa) en un tiempo de 10 minutos son almacenadas en el
archivo datos.dat para una posterior consulta esto debido a la rapidez de los

calculos., permitiéndonos seguir el desarrollo de la convergencia de la

solucion.

En los resultados de cstas tablas hacemos notar que los valores de las

columnas de la izquierda corresponden a la parte central del sifon (es decir,
al eje de simetria del recipiente) y que los valores de la columna del lado
derecho corresponden a los valores en la frontera cercana a la pared del
recipiente, obviamente los valores de la primera fila de la tabla
corresponden a la superficie del fluido, y que los valores de la ualtima fila

corresponden al fondo del sifon.

En la descripcion del flujo turbulento en este sistema el modelo de Jones y
Launder es el que se considera, adicionandose a las ecuaciones de
transferencia de momentum y de energia en flujo turbulento.

EEl sistema modelado posee la forma de un cilindro perfecto de dimensiones
1.5 m de alto por 0.5 m de radio, dentro del cual impacta un chorro de metal
liquido mas bien desplazado del centro el que se deja cacr desde una altura
de 2.0 metros que no recibe un impulso adicional y su velocidad de impacto
se rige por la ecuacion de caida libre, este chorro se considera que posee la
forma de un cilindro de diametro 0.20 m que para la solucién de este
sistema decimos que el impacto ocurre en el centro geométrico del fondo

del cilindro.

Debido a la consideracién de que el chorro impacta en el centro geométrico
del recipiente y por simetria solo se consider6 la mitad del sistema en la
discretizacion, como bien se planteo antes la contribuciéon en el sentido
tangencial se considera despreciable, todas las ecuaciones consideran el
sentido radial y el axial sus principales términos. Ademas de esta
consideracion se toma el sistema como una fase continua para no trabajar
un sistema bifasico el cual complica la solucién de este ejemplo, el sistema
es adiabatico lo que considera la pérdida de energia por radiacién
despreciable logrando de esta manera que no se utilice una ecuacién mas
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para la solucion de este sistema, el flujo esta desarrollado, es totalmente
turbulento y sus parametros no cambian respecto al tiempo. En la pared y la
superficie del liquido se aplica la condicion de no deslizamiento lo que nos

permite decir que las velocidades en cualquier direccién en este punto

tienen el valor de cero.

lLas condiciones a la frontera para este sistema deben discretizarse
incluyéndose los valores puntuales para cada nodo localizado en la frontera
del recipiente y para los nodos localizados en el eje de simetria.

La densidad es calculada de la siguiente formula:

p =7010.0-0.0833* (7 —1808.0)

[Szekely, 1988], la viscosidad efectiva se obtiene de la suma de la
viscosidad turbulenta y la viscosidad laminar, donde a la viscosidad laminar
K8 [Szekely. 19881,

n

se le asigna el valor de 0.0067 a
Con todos estos parametros, suposiciones y consideraciones se iteran las
ecuaciones discretizadas utilizando el método de Gauss-Siedel, el porque
del uso de este meétodo para las iteraciones son varios: primero el método
posee una rapida convergencia hacia la solucion que disminuye el tiempo de
computo, segundo como el sistema de ecuaciones algebraicas generado es
una matriz de dominancia diagonal, el método aqui considerado almacena
solo los valores distintos de cero disminuyendo la memoria necesaria para
la ejecucidn del programa y por ultimo la facilidad de programacion de este

metodo.

Pura cada ecuacion de transferencia se obtiene un sistema de ecuaciones de
289 ecuaciones con 289 incognitas, iterando un sistema a la vez
actualizando en cada iteracion los valores de los puntos nodales hasta
convergencia. Pasando al siguiente sistema de ecuaciones hasta lograr la
convergencia de todos los valores incognitas. Actualizando las propiedades
fisicas de cada punto nodal después de una iteraciéon global permitiendo la
aproximacion a los valores reales a cada iteracion. El namero de iteraciones
se decide en base un factor que compara los valores actuales con los
valores anteriores decidiendo si su diferencia es menor o igual al error
permitido concluir las iteraciones concluyendo la solucién del problema de

ejemplo.

TESIS CON
FALLA DE URIGEN 92




£6

17 | araem

+3132092 § 3122092 | COCE+00 {f €OCE~20 § J0CE+00 § GOZE+00 ] DOCE-20 | DOCE400 § DOCESDC | DOSEeD0 | 00CE+00 § 0Bt | 00000 | 000400 f 2OCE#C0 f 0OCECO
16 {34131 § 2308434 J 16503t § 10006 aessoens Lo astnzs B osonazes [ oqueena [ o reanan § 919922 srpef SRR £43E0D | BXELY ] HRSELD | OOCEN0
15 | e d zasan Jorosso paseses e fo o foseas Bl 0351 £ 4 versens Do yoeuns § 6 400 | -2acEc2 | ooz
14 o aesras §2oees §aenms fascond, Do by onc el oostan o assasrs § oz § osoies fomesess L voorann | 902802 § A0E<2 fooceen
13 |-aramen |ozessrze d 202y §avesar faassacs | a2ums facoen gearrne l aesasnn Quean | 48R
12 |-ansomsn | o | 2360 [ voamms fospsens fozaznse amesss f oo bl d dainog st | 23088508 EIbr ] 0000
JUI RO g BALS ) BlaE REaa) REOE BEATE RECT] NGRS I sassersa 03991730 b aescssa | orenasap | S HEGR § OHED
10 4760943 | 1309238 § .2€13453 [ 2936873 | 1TRIE [ 1438702 | 1 26412 § 1L61N8 Lmé?m o7aseaas [ geostasa bl o amvees | osnasns o seacon 0 163604 | 7 FELT J 00D
9 552072 4 34826 £ L2 THTEIS B Q220035 f 1 RSy [ ssseat v anass 0 103882 5972'5117 076325 | CEnCe cx;z.m! cre-x& 0:55'_.” 01,‘7;5472 TEC | 20E:
§ | -svs |-aseeass | 2emzee | 20027 Lasvng | osnaazs fasiocs § 008 Bocioc b v b o esrsanr fosovraas o senrors | ozrances o maorna | 19692 | S0ED
PR EE) EECE RIEE BLCERRECE Y BRI REETE SECEY PRV P [T OUIRIN 220 PO pawoes B4 £13 ]
6 Sagntgs | 379209 f 2sences | 2386e8 § 1 gnisar [freanEny pasrsns Forung cs:;ms Q50 uezis:u 9496.52’:4 ueeésns u:sc-éé!l 0165&37 568202 | OOCE00
5 [ s ] -3senns | 2erauas | 2o foreaones foeunaar | anioset 0S8 | oonoce Roratue | OS8R B pesmsce B anuimana o pin o vatssaa § S46E02  00cE0
4 [ seoros | seasar |asnens fosiesne ] 1esus § 16002 3 1200087 | OSSN o pepre {OBASEZY O ageresna o taczea | o voosr § S ZERT | 00E0
3 5953008 § 3806282 | 2723938 § 2076443 § rer2ve o 2eseos v ooer 05353563 0534.1275 ua;ﬁe S cxizesa 0135: o § 63EC2 | YHEQ | OO0
2 | emees | sozmse | anne faanesa § A0 by eroers o miinm Boarassr | orienss [ ozesennr o neses o vsosnn § o voesran | SSEEQR | 1 VEQR § 34ERD | OXE00
1 [ 626008 | 0ccEe00 f 000E+06 | 000E400 | DOCE#DO | DOCECDO [ 00GES00 § 0OCES20 f| ODESIG § OOGES00 | DOCE+IT | 0OCE-CO § 00E«00 f Q00£00 | 000E+00 | 000Ew0 § 005E00
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12113 )14 1516 | 17

Tabla R-1. Resultados del programa del apéndice A2 que muestra la velocidad puntual para el componente z
del sistema ejemplo discretizado de 17 por 17 nodos en direccién radial y axial respectivamente.
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Tabla R-2. Resultados mostrando la velocidad del componente en direccion radial para el
dividido en 17 nodos en direccion radial y 17 nodos en direccion axial,

sistema en estudio
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Tabla R-3.

Resultados de las ileraciones que muestra la distribucion de la temperatura para el sistema en
estudio de 17 nodos en direccion axial por 17 nodos en direccion radial.
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Tabla R-4. Resultados que muestran la distribucion de la energia cinética turbulenta para el sistema en estudio
de 17 por 17 nodos, en direccion radial y axial respectivamente.
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Tabla R-5. Resultados de las iteraciones que muestran la distribucion de la disipacion de la energfa cinética
turbulenta para el sistema en estudio de 17 por 17 nodos, en direccion axial y radial respectivamente.
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{.a validacion de un modelo matematico se realiza comparando resultados
obtenidos de estudios experimentales realizados con parametros de flujo
definidos a diferentes condiciones de operacion, pero que en este caso no
se pudo realizar por carecer de estudios concretos en sistemas con las
caracteristicas aqui indicadas: otra forma de validar un modelo matematico
es la realizacion de estudios experimentales en modelos llamados de agua
en donde por leyes de similitud se realizan estudios en modelos a escala
utilizando agua como fluido de proceso a regimenes de flujo decididos
igualmente por estas leyes, la cual no se llevo acabo porque la realizacion
de un modelo de agua es material concerniente a otro tema de tesis y en
cambio se sugierce la tesis aqui realizada como base para la realizaciéon
estudios experimentales dirigidos a la optimizacion del cilindro separador de
arrabio ¥ escoria liquidos

[ TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN

98




ANALISIS DE RESULTADOS

Los resultados numéricos obtenidos con el programa cilindro, listados en las
tablas R-1, R—2, R-3, R-4 y R-5, han sido graficados mediante el software

Matematica en su versién 4.
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Figura R-1.— Figura que muestra la grafica del perfil de
velocidades considerando las contribuciones en direccién zy r

En la figura R-—1 apreciamos el perfil de velocidades generado por las
contribuciones de los componentes axial y radial: en esta grafica podemos
ubicar dos puntos de estancamiento: el primero localizado en el punto de
impacto del chorro de metal con el fondo del recipiente el cual obliga al
fluido a formar una corriente asintotica alejandose del punto de impacto,
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forzando al flujo en el centro del chorro a formar un punto de rapida
recirculacion. Después el fluido se proyecta hacia la pared del recipiente:
siguiendo una trayectoria contraria a la fuerza de gravedad obligado por la

verticalidad de la misma formindose en este vértice otro punto de

estancamiento.

i

5 7.5 10 12.5 15

2.5
Figura R-2.- Grafica de. contorno para :la distribucion de las
temperaturas. en el sistema de arrabio y escoria.

La proyeccién del: fluido en forma vertical permite la formacién de un rizo
viscoso de metal liquido en la superficie del fluido generandose un remolino
que fisicamente generara disturbios en la superficie pero que graficamente
no se aprecia por la condicién de no deslizamiento aplicada a la superficie
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del fluido: otro remolino se genera en el corazén mismo del sistema cercano
al fondo del recipiente como consecuencia del movimiento global que se
lleva acabo en un cuerpo cilindrico.

15";% :

12.5

10

i sty
: o~ i

2.5 5 75 " 10 12.5 15’
Distribucién de la energia cinética turbulenta

Figura R—-3.-
sistema de

mostrando el! contorno de las cantidades para el
arrabio y escoria (k).

En la figura R~2 se muestra la grafica de contorno para la distribucion de la
temperatura, en ella podemos ver que el flujo turbulento favorece el
mezclado apreciando este fenoémeno por la distribucién uniforme de la
temperatura, ocurriendo de distinta forma en un perfil de temperatura
generado por un flujo laminar donde en regiones de baja temperatura
podemos encontrar zonas de temperaturas mas altas que nos confirman que
el mezclado no se llevo acabo de forma uniforme; esta grafica nos muestra
un perfil de temperaturas cuya distribuciéon se encuentra en el rango de los
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1600-1800° C localizandose las temperaturas mas allas cercanas al eje de
simetria, disminuyendo hacia las paredes, piso del cilindro y hacia la

superficie del fluido.

15 . - PR

12.5

\

1

10

25 s T asT 10 15
Figura R—4.—- Grafica que muestra la distribucién de la disipacion
de la energia cinética turbulenta (e).

La figura R~3 nos muestra la grafica de contorno para la energia cinética
turbulenta, contornos que nos indican las zonas donde se estan formando
los remolinos de mayor tamaiio principalmente, usando un tamafio de malla
mas fino podremos apreciar las distintas zonas de formacion de remolinos.

En la figura R—4 podemos observar la grafica de contorno de la disipacion
de la energfa cinética turbulenta en la cual podemos observar una grafica
muy uniforme en su distribucién pero distinguiéndose a pesar de ello las

{
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regiones de mayor disipacion de la energia cinética turbulenta, las cuales se
localizan en las zonas cercanas a la pared del recipiente ocurriendo esta
disipacion por viscosidad y encontrando en las zonas de impacto del chorro
de metal con el fluido muy poca disipacion debido principalmente a que el
régimen de flujo en esa zona es mas cercano al flujo de tipo laminar.
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CONCLUSIONES

El analizar un proceso permite optimizarlo, este analisis implica conocer los
puntos finos del sistema basados en la transferencia de momentum y/o
energla y/o especies quimicas que ocurren de manera aumentacda en el flujo
turbulento, muchos problemas de interés practico son generalmente de este

tipo.

Un problema real se analiza utilizando un modelo de proceso, este se
genera de distintas: el modelado matematico es una de las formas
economica, sencilla y flexible. de realizar, un modelo matematico es la
descripcién de un fenémeno fisico utilizando ecuaciones.

Las ecuaciones que nos describen un fenomeno fisico generalmente
implican ecuaciones en derivadas parciales, integrales o algebraicas, las
ecuaciones de transferencia involucran términos en derivadas parciales,
resolverlas de forma analitica en geometrias en tres dimensiones es algo
dificil ¥ puede ser imposible de realizar: sin embargo la obtenciéon de una
solucion numérica puede resultar relativamente sencillo.

En el problema del separador liquido-liquido de arrabio y escoria se utilizé
el método de diferencias finitas en la ecuacion de transferencia para
generar un sistema de ecuaciones algebraicas que resueltas de manera
iterativa nos permiten obtener el perfil de velocidades, el perfil de
temperaturas, el perfil de energia cinética y el perfil de la disipacion de la
energia cinética turbulenta, estas dos ultimas cantidades que caracterizan el
movimiento turbulento.
Como consecuencia de la solucitn de este problema se concluye lo
siguiente:

Se propone el uso del modelo k—& para la descripcién de flujos turbulentos |
apoyados en la gran versatilidad demostrada en la solucién de problemas en
flujo turbulento reportados en la literatura, ofreciendo en el capitulo 3 una
breve introduccion a este modelo.

Se sugiere el uso del método de diferencias finitas (MDF) como una
introduccién a la solucién numérica de la ecuacién de transferencia por su
sencillez y su facilidad de manipulacion.

Se utilizé el método de Gauss—Siedel como método iterativo para la solucién
de las ecuaciones discretizadas obtenidas al aplicar el método de
diferencias finitas y se propone el uso de este método en la solucién de este
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tipo de ecuaciones debido a que las ecuaciones resultantes del proceso de
discretizacion son del tipo de sistemas de ecuaciones tri o pentadiagonal

acelerando la convergencia hacia la solucion mediante el uso de este

meétodo.

La utilizacion de un programa de cOmputo que nos permita resolver estas
ecuaciones es inminente esto es por la gran cantidad de calculos a realizar y
por lo repetitivo de los mismos. siendo prohibitivo el tiempo de calculo al
realizar estos de forma manual.

Para la discretizacion de la geometria de un problema en estudio. el
considerar los ejes de simetria permite la reduccion de los calculos en la
mitad o menos traduci¢ndose en una disminucion del tiempo de computo sin
perder casi nada de precision en los resultados.

La consideracion de ejes de simetria en el sistema en estudio es una opcién
util que permite la disminucion de los calculos a realizar y el aumento de los
puntos nodales que se pueden conocer como resultado de este

procedimiento.

No por el hecho de usar un método numérico en la solucién de la ecuaciéon
de transferencia podemos dejar fuera los conocimientos en los fendémenos
de transporte que son parte fundamental en el analisis de un fluido.
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DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES
GOBERNANTES

Momentum axial.

La ccuacion de la que se parte para discretizar el componente =, es la
ccuacion (Al1-1). en la que se ha considerado régimen perimanente y en la
cuul los componentes de velocidad considerados son en el sentido axial y el

radial.

e 10 =2, ), 18 L2 TN 4 .
.,:(P"")"‘rar(P""")— B (.uof 8:)+r ar( Her 57 +a_,(.‘<r a__J rcr( He 6") PK
(Al1-1)

para las derivadas parciales se considera una aproximacion de Taylor hacia
adelante, y las segundas derivadas parciales se considera una aproximaciéon
en diferencias finitas centrales, los términos donde intervienen la gravedad
v la presiébn no se discretizan.

pu w(i+ 1, j)—uG, j) u(l J+ l)—u(l,_/) pl wli, )=~ ap

A= e Ar &
f 4+ 1, 2 -1, . 1)—2 j — 1
PO A b (';(:) Dru=p), , i+ )= (Z(r') Detus=1)
+ #or ui, j + 1).— u(i,j) w2 ll(l +1, _/) 21:(1 _/)+u(l -1 _/) -2
r Ar b (az)?
. v(1+] J+)=v(i+1, )= vli, j + 1)+ v, _]) .u.., v( LA=v6,J)
Az

Ardz
Reagrupando y dejando en términos de la velocndad en direccidon o, tenemos

la ecuacion discretizada final

_pu_pv pv_ 4/1,, 24,
,: A At (A_) (Ar)’ +, ]ll(l D=

g sheez-s igher

+[(M ]( u)+[( )]u(l./—l)+pﬂg(1‘ 7.)
o[ L ][v(m JH) =41, )= vl + 1)+ J)1+[ ][v(m )

AzAr

(A1-3)

TESIS CON _
FALLA DE ORIGEN | oA




donde el término pBu(T-7,) es la aproximacion de Boussinesqg que
corresponde a los términos — pg — ?’—‘ . esta sustitucién es realizada debido al

hecho de que el considerar el término de la presion como una variable mas
dentro del proceso iterativo nos generaria un campo de presion desconocido
que se tendria que actualizar en cada nueva iteracién lo que significaria
reducir el namero de nodos dentro de la malla del sistema a iterar,
adicionandose como una ecuacion mas dentro del proceso iterativo.

IZcuacién de continuidad.
El término en direccién radial se discretiza de la ecuacién de continuidad.
Esto se hace para reducir la cantidad de términos involucrados en las

operaciones que realiza el programa que al hacer esta eleccién la reduccion
de términos involucrados para el calculo es obvio. :

G 12 ()=0 ) (A1-4)
ror

resolviendo la diferenciacién indicada de la siguiente formas

eu 1| ov '
&,+i[r.ar‘+v:|_0 . (A1-5)

sustituyendo las aproximaciones de Taylor en diferencias centrales de la
siguiente forma

G NzuG =17 v N=vG -1, vi.))

: e = -G
- + - - [o] (A1-G)

dejando la ecuaciéon (A1-6) en términos de la velocidad en direccion radial

=S

siendo la ecuaciétn (A1-7) la ecuacioén discretizada para el componente
radial de la velocidad.

Al-2




Ecuacién de transferencia de encrgia total.

Partiendo de 1la ecuacién de transferencia de energia total en dos
dimensiones, sin gencracion de energia y considerando que los mecanismos
de conveccion y difusion  son  los mecanismos predominantes: la
transferencia de calor por radiacion se desprecia. quedando la ecuacion de
transferencia de calor para un flujo turbulento en coordenadas cilindricas de

la siguiente forma:

5} or 1 or

a_(puf T o +,[ (pvl oy J]=° (A1-8)
Desarrollando los términos convectivos y difusivos para las dos
coordenadas, queda expresada de la siguiente forma:

(plll)— ~ ( o ‘631' ~l »(rpv[‘)— ! a~a~ T, aér =0 (A1-9)

Sustituyendo la aproximacién por diferencias finitas dentro de la ecuacién
(A1-9).

7G40 )= TGl _p TGH1N=2TCN4TG=1I) , , TG +D=TG.)

8 a2 (@sy & kA 1-10)
O R e

Despejando la ecuacién (A1-10) y dejando en términos de 7'(i, /). la ecuacion
(A1-8) queda expresada en la forma discretizada con el método de
diferencias finitas de la siguiente manera:

24, Y W R
_pu Ry pv My pY 2Hy Loy
[ A:+(A:)’ arFrart T +( )2]1’(1,_/)

o (T (VTR

[ &g fre-rn [ g Jres-n
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Energia cinética turbulenta.

Usando la ecuacién para & del modelo de dos ecuaciones en coordenadas
cilindricas, a régimen permanente y en dos dimensiones (componentes en

direccién. r y = ):
E Y + - = . o E l ,E. ps l'[. -
(puk) (prvk) ( J + - (I . or

m{z[% (2) o Z 2T}~

(A1-12)

considerando la viscosidad y la densidad constantes, estas salen de la
diferenciacion de tal forma que se expresan de la siguiente manera:

3 pva“) ;z,,p ak) 14, 8 ( ]

2 o e O r o, ar
(13)
R BEORGIRER
’ - ps
resolviendo la diferenciacién indicada

puak +py[ §g+k] H Ok Mo [ 8° 1§+§<§¢

o= r o o, 6—2 ro, "o T o
(Al1-14)

(8 (@) () )Y

e introduciendo la aproximacion por diferencias finitas, en la ecuacion (Al-
14) se expresa de la siguiente forma, y considerando los términos sin
derivadas parciales como un término lineal medido en el nodo actual
quedaria expresado de la siguiente forma:
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0 %G A= k0D !s(e:-_f_ﬂ):f(f_-z) 2 KGN =

Mo k(i +1, j)—2k(, )+ k(G =1,/) _/) Hy kG, j+1) 26(, Y+ kG, j—1)

o, (az)? o, (ar)?

A kG + D)=k )) (A1-15)
ro, Ar

2[({'(:- + "{3. - uG, f))’ . (_x:(ft-,zigr,:x(';_f)y +(x(£r-_1_f))’]

. ( w@j+)=ul. 7)), v,(cﬂ,-.z):‘_'(u_))’

-+ i,

Ar
- pe

reagrupando ¥y dejando en términos de &(/, )

e 2Hy _pv, opv, 2Hg Lo =
[ At s (A.)2 Ar+r+ (Ar)2+a'rAr:l €./)=

My Mo
- k
[o‘, (Ar) ; + ra’ Ay Ar] (l J+])

WM P G ,r‘f-f.~ o . (. g
[a‘v(A.-f A_-]k( lJ)+O‘k(A:)'k( =LJ) ‘( )l-( =1) (A1-16)

2[( wr . )=ul j))’ + e LA D= j)) . (v(ir. j))’]

‘ +(~<f,j+ PECNIRIGNIELG J))

- pc
esta es la forma discretizada para cada punto ‘interior dentro de un sistema

de forma cilindrica.

IZcuacién de transferencia de disipacién de energia cinética turbulenta.

La ecuacién para la disipacion de la energia cinética turbulenta ¢ expresada
coordenadas cilindricas, en donde se consideran contribuciones

on
la ecuacioén para la disipacion

importantes solo en la direccién radial y axial,
de la energia cinética turbulenta esta expresada de la siguiente forma:
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GO S

diferenciando la ccuacion (A1-17) y considerando la viscosidad y la
densidad constantes salen de la diferenciacion

2 (Pu :)+ ], o (p'l's) Her ("':J+ 12 [r Har a:]

Se [ ae L, Fe My e e
pu + r’re = L+ L+
(254 r ar o, 7 o, ars  or

. s . . ~ . (A1-18)
L e, 2 ( 'u) +(E\') _'_(vj ‘(ou - D\') _C.pe
i a4 aor r ér Oz k
sustituycondo ta aproximacién por diferencias finitas en la ecuacion (A1-18)
P N ) I ) B (VAL ) I (%)) G.J)
= r
o @) 26N G L) s G2 (, A G
(=) Oy

oy &g 1) &(. 7)

s w@ L7 ui.j) : v(i,j v(: _/) v, /)
Cu,20. f) z ”
& w(i, 1) wG,j) i LJ) v(i, )
C’p < e(..0)
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_pu_pv v, 2, . :’.,u,,2 Mo
Az Ar r o (Az)Y  o.(ar)  ro.Ar

2G4, [(u(i+ l.j)—u(i.j)J’ N QIGVAL 2_ v(i.j))’ +(v(i,j))’] (. ) =

& Az
_Gn, (u(i.j +D=ulig)  vl+1,7)— v(i,j))z L Cape
k Ar Az k
Hop _pu Moy My _pv oo
1 — N 1 1-20)
[o_‘ (o)~ as ]c(r + _/)+[ro_ VR oy A":Ie(l J+1) A

Hoy . . Hor PR y
+[;:E)—2-]E(I -1.J) +[:(Z;7: ]e(l,j -1)

Todas las ecuaciones discretizadas fueron trabajadas bajo el supuesto de
que las propiedades fisicas como lo son la viscosidad, la densidad y la
viscosidad efectiva ticnen un valor que es calculado en cada punto de la
malla de acuerdo a su temperatura.

Las ecuaciones (A1-3), (A1-7), (A1-11), (A1-16) y (A1-20) fueron la base
final para hacer un programa para resolver el problema del separador
liquido-liquido de arrabio y escoria.
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LISTADO DEL PROGRAMA DEL SEPARADOR.

R LT T L T T T L T

4esssstscsssncsrnsan

D L R L P Ry LT Y

L D T T R LT T Y T PP T T

PROGRAM LIQ_LIQ
IMPLICIT NONE

e a e aa N st eeteastetasattttaanadsra sttt nssosditresssototsstetstssesssittstensesnatsonisstsdsssnn

L T R T P L L T T T T Y Y P P P PP PR T P

ascessssases

tresssntrbssrscsenn

(o4
C

L T LT LT P P P L LYY P T T e
N LAS ITERACIONES DEL SEPARADOR

gits NbIDAD VISCTURIB.
IKUKNEW,ECOE!

REAL.DIMENSION(1:17,1:17):: U\

+ VIsC WCUNEW VNEW TNEW,UCOE NEW

RADIOACUM.RADIOL DELTAR.NODOFINAL1,COMP
TLONGITUD LIMITE.NODROSRANODOSANITER

REALINODOSAXIAI
NODOSRADIALL
i

1.0.C1=1.44,
.O0VOVV T
o

o

o
PROGRAMA PARA CALCULAR PROPIEDADES ITERATIVAM
SIMULANDO UN PARADOR LIQUIDO- LIQUIDO. MEDIAN
El. MODELO DE DOS ECUACIONES K-E, DE LAUNDER ¥ ---  «
SPALDING. .

PRINT
PRINT« ssssevssacssas cusvossss’
PRINT ZRO DE NODOS

PRINT = NUMLR() DE NODOS MAXIMOS  16°

READ » NODOSAX

PRINT «/INTRODUCE EL. NUMERO DE NODOS EN EL EJE R’
PRINT+/NUMERO DE NODOS MAXIMOS 16’

READ « NODOSRA

L CILINDRO A SIMULAR '

JEL RADIO ESTA DAIDO EN METROS(m)
) ‘.RALJI()'I‘()‘I‘

ALTURA DEL CILINDRO*

‘ALTURA DEL CHLINDRO EN METROS(m)
LONGITUD

RADIO DEL CILINDRO DEL CHORRO'
PRINT «'RADIO EN METROSGn)Y

READ « RADIOL
csneae L L LT T T PP TP TS

D T T L T T A L X T LI T PP P PO PP

INICIALIZANDO VARIABLES USADAS EN EL PROGRAMA CILINDRO
CALCULANDO LOS INCREMENTOS EN DIRECCION Z Y R

1=0.0

J=0.0

COMP=0.0
NODOSRADIALES=NODOSRA+ 1
NODOSAXIALES=NODOSAX+ ]
LIMITE=NODOSAXIALES
DELTAZ=LONGITUD/NODOSAX

) ,"ESIS CON
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DELTAR=RADIOTOT/NODOSRA
ITER=0.0

¢ INICIALIZANDO VELOCIDADES Y TEMPERATURAS
1.NODOSAXIALES
NODOSRADIALES

VLN=0.0

TU.D=1500
DENSIDAD(LI=0.0
VISCTURILI

VNEW{IS 5
TNEWWI=1500
UCOEF(.)

ENEWQ.)

.0
KNEWWU.H=1.0
5 CONTINUE

C INICIALIZANDO EL RADIO
DO 10 J=1.NODOSRADIALES
RADIOWN=0.0
10 CONTINUE

c INICIALIZANDO LA CAIDA
DO 11 1=1.NODOSAXIALES
CAIDAM=0.0
11 CONTINUE

D T T L T T T P R L LT T Y Y P TR
94 e s et st sa st eesatetttr st etst sttt neeta tiaat sttt sttt tnartttitttetittsiersrtsttattsiscesens
ABRIENDO UN ARCHIVO DONDE GUARDAR LOS VALORES DE LAS ITERACIONES
OPEN(UNIT=1 FILE="DATOS.DAT .STATUS="NEW")

Sesscssssssecsvennncseses D L L L T R L LT YRR PR

C

FRONTERA EN EL RADIO=0 Y 0<=zZ<=L
RONTERA EN EL EJE DE SIMETRIA DEL CILINDRO

'i*AZ'(LlMITE—l)
UL 1)=(= 1= (SQRT(2.09.81+CAIDADY

L Dm0y RIS CON ™
QORIGEN

KU.1)=0.0
EU.1)=0.0 F‘.ﬁiL ET

WRITE(1,+)'CAIDA(D) UU,1) VA, 1) TA.1) KAU.1) EU1Y
WRITE(1.») CAIDA(D, UW.1), V(L1), TG, 1), KA., EXLD
WRITE(],+) '

12 CONTINUE
WRITE(1 .+ VELOCIDAD DE LOS NODOS EN EL EJE DE SIMETRIA’

.




onn

oo

WRITE(1.+) (U, 1).1=1.NODOSAXIAILES)

WRITE(1 .4}

CALCULANDO VELOCIDADES EN LA FRONTERA EN 0<=R<=R1!1 Y EN Z=L
SIENDO R1=RADIO DEL CHORRO DE ACERO

CONDICIONES A ILA FRONTERA EN LA SUPERFICIE DEL CILINDRO DEL CHORRO
J=0.0

RADIOACUM=0.0

DO WHILE (RADIOACUM .LE. 0.1)

J=3+1.0
UNODOSAXIALL
TINODOSANIAL
IF (3 EQ. T
RADIOACUM=0.0+ RADIOACUNMN
ELSE
DELTAR=RADIOTOT/NODOSAN
RADIOACUM=DELTAR+ RADIOACUNM
END I
NODOFINAL
1#YVELOCIDAD EN LA PARTE SUPERIOR *
1.4) UINODOSAXIALES.D)

1.+ YRADIOACUNM'

=(SQRT(2.049.8140.50)«(- 1)
JI=2073.15

N

WRITE(1.,+)NODOFINAL’
WRITEC #INODOFINALL

(1,+YNODOS EN EL E2Ji2 Z*

(1.+INODOSAX

(1.#YNODOS EN EL EIE R’

WRITE(1 .#)NODOSRA

WRITE(1.)

END DO

PARA EL RADIOZ LAS TEMPERATURAS Y VELOCIDADES SON
CONDICIONES DE FRONTERA EN LA SUPERFICIE
DO 13 J=(NODOFINALI-1).NODOSRADIALES
UINODOSAXIALES.N=0.0

TINODOSAXIALES,) B73.15

WRITEQ.#)' UINOIDOSAXIAL Jy
WRITE(].«)UNOIDOSAXIALI N
WRI 1.V T(NODOSAXIALES.J)
WRI' 1.2)TINODOSAXIALL

13 CONTINUE

CALCULANDO LAS VELOCIDADES EN DIRECCION R EN LA SUPERFICIE
CONDICIONES A LA FRONTERA FALTANTES EN LA SUPERFICIE

DO 14 J=1.NODOSRADIALES

VINODOSAXIALES.D=0.0

E(NODOSAXIALL
KINODOSAXIALF
RADIO()=DELTAR~U-1)
WRITE() #YRADIOU)

WRITE(1.+) RADIOW)
WRITE(1.=)V(NOIDOSAXIALY
1.+)VINODOSAXNIALI
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WRITE(],$)IK(NODOSAXIALES.J)
WRITE(1,+)

14 CONTINUE
WRITE(1.*) ' CALCULO DEL RADIO EN FUNCION DE LAS COORDENADAS'

CALCULANDO CONDICIONLS A LA FRONTERA EN LA PARED DEL CILINDRO

oo

U(I.NODOSRADIAL

VILNODOSRADIAL
EU.NODOSRADIAL
KUNODOSRADIAL
TUNODOSRADIAL
15 CONTINU l<

ANDIO VELOCIDADES Y TEMPERATURAS (CONDICION A LA FRONTERA) EN EL

0 Y L RADIO O<=R<=R2
DO 16 J=2.NODOSRADIALES
u.h=0.0

NS

16 CONT I\L
CALCULANDO LOS VALORES DE £ Y K EN LA FRONTERA, EJE DE SIMETRIA  DEL

Cll INDRO
CONDICIONES A LA FRONTERA EN R=0 0<=Z<=L
DO 17 J=2,NODOSRADIALES
E(NODOSAXIALES. )N=0.0
K(NODOSANIALES.J .0
17 CONTINUE

406000 000000000000000000t0estatt ittt tetltttrnestttttatntrstaerstttesstsiotnsisakstsonstetitontns

R T T D R L T L L YT

sessscnan
e T T P PP T

4eassanssasnscas
#ssesrensessscssssse INICIANDO LAS ITERACIONES DEL SEPARADOR

DT T S T LT TP TPy

ssecervenvan “voes
L T T Y T YT PPN
D T T L L L PPy P e P

esesssseseass “ssssae
P P Y Y PP L T T R Y T L LT T P PP PP P PPPP Y PIY PP

(o4 CALCULANDO LAS DENSIDADES, VISCOSIDAD TURBULENTA Y EFECTIVA DEL ACERO
EN CADA NODO
20 DO 26 [=2.NODOSAX
DO 26 J=2.NODOSRA
DENSIDAD(.1)=7010.0-0.0833+(T (1.1}~ 1808.0)
VISCTURB=(CMU*DENSIDADJ}* K(LLD+KUIN/EWND
VISCEFEC(LN=VISCLAM+ VISCTURBU.J}
26 CONTINUE

WRITE(1.+) 'DETERMINACION DE LA PROPIEDADES DEL ACERO'
WRITE(1.,+) ((DENSIDAD(L1). VISCTURB(.D), VISCEFEC.1)).1=1,
+ NODOSRADIALES),I=1.NODOSAXIALES)
WRITE(1.+) DENSIDAD(I.)). VISCTURB(.J). VISCEFECU,J)
WRITE(1.#) "'TERMINACION DE LAS PROPIEDADES DEL ACERO'




C CALCULANDO LAS TEMPERATURAS, VELOCIDADES, ENERGIA CINETICA TURBULENTA
\ SU NISIPACION
CALCULO DE LOS COEFICIENTES DEL NODO 1(.J) Y EL. VALOR DE "T{l.J) COMO

TNE\.V(I J)
27 COMP=0.0
PRINT«'CALCULO DE LA TEMPERATURA'
no 281 NODOSAX

CIFECUJID
C U/ RADIOW)
CaI

(1LD=(-(DENSIDADUD s UU.DYDELTAZS (24VIS
2+ D= (DENSIDADU NNV UDNDELTAR Y V
AR+ (DENSIADUD VDY RADIOW + (22 V]S
TARY+2))

—(DENSIDAXLND-UUIYN

GDADELTARS»2)

IDATHL DN D/DELTAR)
TAZ2+ 22 TCORERI)

ARes2)e” ILI)I FOAINTAI-1)

SIS l.»\/'

W(.D=(VISCEl
AZYTCOEF
+ + VISCEFECUIVIRADIOW <D
+ /TCOEFLDTUI+ 1+ VISCE
+ < TU= 1.0+ VISCE LD/,

COMP=COMP+ ABSCIUD - TNEWULI
TAN=TNEWU.D

28 CONTINUE
PRINT « ' IMPRESION DE LA TEMPE
PRINT «.(CT(LD.J= 1. NODOSKADIAI
PRINT aJy

NTURA
I=1,NODOSAXIALES)

PRINT '.. COMP

IRATURA
U= L NODOSRADIAL 1.NODOSAXIALES)
SRAMINACION DI LA TENMPERATURA'

IF (COMP .Gi. 0.001) GOTO 27

CALCULANDO L.OS COEFICIENTES DE LA VELOCIDAD EN U DE LOS NODOS WILD Y SU

C
VELOCIDAD COMOQ
(o4 UNEW(.))
30 COMP=0.0
PRINT»CALCULO DE LAS VELOCIDADES EN DIRECCION Z'

DO 3] [=2,NODOSAX

NODOSRA

LD =(—(DENSIDADWL D« LD YDE
TAR+ (DENSIDADU )« V(LIN/L
ZCUIN/DELTAR s 2)+ VISCEFLZ

+ V(LY DE
+ H{DELTAZs»2)+ (24 VISCE
+ «DELTAR)
UNLEWOD=(-(DENSIDAD(ID«UWLDV/DELTAZ+ (2 VISCEFEC(LI)N
AZe«2))/UCOEFD=UU+ 1 1)+ (DENSIDADQNVUDNVYDELTAR
LD/ (DELTARe =2 UDARADIOW*DELTARN
L)) LI+ 1)+ ((2+ VIS (,(I IN/DELTAZ»+2)/UCOERU.S)
++U(-1.D)+ VISC
+ «UCOEF(.J))«U(LJ- 1)+ (DENSIDAD(. J)tBI-"l A+GRAVEDAD
+(T(L.J)-1873.15))/UCOEF(.N)+ VISCEFEC(LN/DELTAZDELTAR

ESIS CON ' A2-S
FAL LA DF ORIGEN:

(L, J)/(l\ \l)l()(J)




+ «UCOEF(LIN+(VU+ 1.J+ 1}=-V(+ 1.13-V(I+ 1)+ V(LD)+ VISCEFEC(L))
+ ARADIOW+DELTAZ«UCOEF (L)) (Vi+ 1.0)-VAJIN

COMP=COMP+ ABS(ULN-UNEW(.,1))
U.)=UNEWU.I)
31 CONTINUL
PRINT '\
PRINT », ((U(LY).,
PRINT =, COMP

OCIDAD EN LA DIRECCION U
=1.NODOSRADIALES)I=1 . NODOSAXIALES)

0.001) GOTO 30

Lo VELOCIDAD EN DIRECCION ANIALY
YL FNODOSRAL L 1.NODOSAXIA
WRI'T 1y KAMINACION [N LA N OCIDAD EN DIR
PRI L (UHLDI =1 NODOSRADIALES)YLI= 1 .NODOSANIAL.
PRINT «. CONMP

17 (comMp
WRITE
WRITE(]

)

S)

c
CONTINUIDAD
33 CONMP=0.0
PRINT»'CALCULO DE LAS VELOCIDADES EN LA DIRECCION R’
12O 34 2.NODOSAX
DO 34 J=2.NODOSRA

VNEW(LD=(RADIOWI* V(L= I/ADELTARY RADIOU)+ ((UU-1.1)-UJ)

+ +RADIOWU«DELTARVUDELTAZ DELTAR)+ (RADIOU)* DELTAZ))

COMP=COMP+ ABS(VULD-VNEWULI)
VLD =VNEW(LD

34 CONTINUE

PRINT », (V1) J= 1.NODOSRADIALES).I=1 NODOSAXIALES)
PRINT «. COMP
WRITTHE(LL) "VELOCIDAD EN DIRECCION RADIAL’

WRITE ¢ (VULI).J= 1, NODOSRADIALES).I=1 NODOSAXIALES)
WRITE (1.4)
PRINT », COMP

. 0.001) GOTO 33

IF (COMP ¢

C CALCULANDO 1.LOS COE
VALORES EN 1LOS NODOS
C COMO KNEWU.N

71 COMP=0.0
PRINT»'CALCULO DE LA ENERGIA CINETICA TURBULENTA'
DO 100 I=2.NODOSAX
DO 100 J=2.NODOSRA
KCOEFLND=(~(DENSIDADJ)« UANYVDELTAZ+ (2« VISCEFEC(LJ))
+ H{SIGMAR(DELTAZ*+2))~(DENSIDADU N+ VLDV DELTAR
+ + (DENSIDAD(.J)« V(L)) RADIOW)+ (2+VISCEFECU IN/(SIGMAK
+ +(DELTAR*+2)+ VISCEFEC(LID/(SIGMAK*RADIOWU)+*DELTAR)

CION AXIALY

RMINACION DE LLA VELOCIDAD EN DIRECION RADIAL'

ICIENTES DE LA ENERGIA CINETICA TURBULENTA Y SUS

CALCULANDO LA VELOCIDAD EN V' EN LA DIRECCION R MEDIANTE LA ECUACION DE
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TOLIN QUL+ D=2 U+ UALI=-1))
LDN-uUUD
)

KNEW({,D=(\] TFURBLIVKC!
+ /(DELTAR»++2))+ (VISCTURBJ/(RADIOWU)+ KCO!
+ - ULJ- DY/DELTARY-(DENSIDADUY
UGN+ UA- 100700
(I J)/(\l(.\l \I\'-(l)l‘l y

INSIDADUILNDS VU, J))/I)LLIAJ\)/

QIVSIGMAR (DEITAZs «2))
WRCOEF(LH+ KU+ 1.1+ VISCEFECWLD
+ ASIGMAK«(DELTAZ++2)sKCO LINKU- 1.0+ VISCEFECUJ/(SIGMAK
+ + (D! ARe+2)KCC (S MEINSNES D)

COMP=COMP+ ABSUKILI-KNEWUI)
KAD=KNEWU.J)

100 CONTINLZ
PRINT »." ENERGIA CINETICA TURBULENT.
PRINT », (KU J)I= 1L.NODOSRADIALES).I= 1 NODOSAXIALES)
PRINT =, COMP
WRITECL ) TENERGIA CINETICA TURBULENTA'
WRITEQ #) (KA J=1 . NODOSRADIALES) 1= 1 NODOSAXIALES)
WRITELS) "TERMINACION D2 LA ENERGIA CINETICA TURBULENT.

IF (COMP .GE. .00 GOTO 71
PRINT " ENERGIA CINETICA TURBULENTA'

PRINT =, ((K.J).1= 1 .NODOSRADIALES). 1= | NODOSAXIALES)

PRINT«, COMP
C CALCULAR l D\' COEFICIENTES DE LA DISIPACION DE LA ENERGIA CINETICA
TURBULENTA Y ¢ L 1
C ENLOsS I\()DU\. L,()M() ENEWU.D
101 COMP=0.0

PRINT'CALCULANDO DISIPACION DE LA ENERGIA CINETICA TURBULENTA®
DO 120 1=2,NODOSAX
NODOSRA
“ANENSTDADAD U/ DELTAZ-(DENSIDADA, 1+ VLD)
SID. \l)(l D VILIDY/RADIOW)+ (24 VISC CULDV/(SIGMAE
St SIGMAE<(DELTAR« 20+ VISCEFECWULD

+ H{RADIOWI » SIGMAE ) RI-(C 1+ VISCTURBLIN/KWLD D« ((UAI+ 1)
+ =2UUD+ UUI-IDADELTAR+2) -(C 1o VISCTURBUDV/AKU.DY
+ e ((UU+ 1.1)=-2+UU D+ UU-TINADELTAZ+2))
+ - UVISCTURBUDSC DARAINOW « KU« (UL
+ = ULI=- DY/ DELTAR)» (DENSIDAD( D <EADC2/KRALD

ENEWUI.D=(\VISC CUDNNSIGNMAE(DELTAZ»+2))-(DENSIDADU.J)
+ <UL IN/DELTAZYECOEFUJ)+EU+ 1 D+ (VISC (LI (RADIO)
+ *SIGMAE-DELTAR)+ VISCE H.DASIGMAE«(DELTAR*2)-(DENSIDAD.))
+ «V(LNVDELTARYECOEF(LI«E(LJ+ 1)+ VISCEFECUJYW(SIGMAE
++(DELTAZ«*+2)+ECOEF(L.I)+E(-1.0)+ VISCEFEC(LI/(SIGMAE
+ «(DELTAR=*2)*ECOEFLI))*E(.1-1)

COMP=COMP+ ABS(EUL.J}~ENEW(J)
EWN=ENEWU.J)
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120 FJONTINUE

PRINT«.DISIPACION DE LA ENERGIA CINETICA TURBULENTA'
PRINT », C 1).J=1.NODOSRADIALES).I=1 . NODOSAXIALES)
PRINT NAL DISIPACION DE LA ENERGIA CINETICA TURBULENTA"

PRINT ». COMP

WRITE(1,+) ((ELD.J=1.NODOSRADIALES).I=1 NODOSAXIALES)
WRITE(1.+)

1F (COMP .GE. 0.001) GOTO 101
PRINT ' DISIPACION DE LA ENERGIA CIN
PRINT «. ((20.0).J= 1, NODOSRADIALES
PRINT «FINAL DISIPACION DE LA ENERGIA CINE

PRINT . COMP

4000 0aerat0000000 040000 rasatlsssetsastsesaestetsossstsstesiessstitettsssosttsasassstintinsosnesty
L T T T R L P PPy

CICA TURBULENTA
1.NODOSAXIALIES)
I'ICA TURBULENTA'

P P YT P Y T P PPOPPPP

488000 0000000000000000040mttNetttnTItttaItetestsrtestssttoanssnstbions

eeerataststsresstrasasantae

440004000000 0b0vttasanan
0080000000000 0karasanettstsrtsttacttiressnertsasstsstssssantirsnsnse

4arensrasanstserosntrente

[ FINALIZA LAS OPERACIONES DE U, V. T, K, E......

129 DO 130 =NODOSAXIAL .
DO 130 J=NODOSRADIALES 1.-1
PRINT «, UGD. VU, TUD, KAD., EWLD
130 CONTINUE
PRINT «,COMP
WRITE(L.*) "ITERACION FINAL MOSTRANDO LOS RESULTADOS '

DO 131 I=NODOSAXIALES,
DO 131 J= 1 NODOSRADIALES
WRITE(+) UAD. VAN TUDNRAD.EAD
131 CONTINUIE
ITER=ITER~ 1
PRINT«'TT
PRINT . IT
WRITE(L.*YITE
WRITELOITE

1F (COMP .GE. EPSILON ) THEN
COMP=0.0

GOTO 20

END IF
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SIMBOLOGIA

= tamano de paso en la direccion &

a= difusividad térmica

a4y, ey, a,0r¢ = coeficientes de la ecuacién discretizada

B= coeficiente térmico de expansion volumétrica

C,,Ch,Cy,...Cy = Término independiente de la ecuacién discretizada

Cv = calor especiflico a volumen constante
Cyp = calor especifico a presion constante
D
DT
div = divergencia de un vector

£ = energia interna térmica

= corror

1 = fucrza

r=(x) = derivada respecto a &

7(x)= funcion respecto a

&, = factor de conversion de unidades

£..8,.4.= componentes de la aceleracion gravitacional

= derivada sustancial o total respecto a ¢

= nodo especificado en x
= nodo especificado en v
= nodo c¢specificado en 2
= conductividad térmica

;
;
&
A
A& = numero de iteracion

m = s TESTS CON

m = numero de nodos en x

n = numecro de nodos en 3 FALLA DE ORIG‘EN

N = numero en genceral
/2 = presion estatica

p = densidad

£, = densidad media
g = razon de generacion de calor por unidad de volumen
tempoeratura

= temperatura del fluido

= tempecratura en la pared

¢ = tiempo

o,,0,..0.= componentes del esfuerzo normal

erc.= componentes del tensor esfuerzo tangencial

T,

pn = viscosidad absoluta
u = velocidad en la direccién x
v = velocidad en la direccion v

B




w = velocidad en la direccion z

X =coordenada

v = coordenada

2z = coordenada

Ax = incremento en X
Ay = incremento en V
Az = incremento cn 2
V2= operaclor laplaciano
V = operuador nabla

| = valor absoluto
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