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Resumen 
Se aplica el método de minimización de la producción de entropía para el análisis de op

timización de diferentes dispositivos y procesos energéticos. Se determinan las condiciones 

donde la producción de entropía es mínima, y se puede optimizar el sistema reduciendo la 

disipación a un valor mínimo. 
En el capítulo 1, se presenta la descripción general de la teoría fenomenológica de la 

termodinámica ele no equilibrio y se establecen las ecuaciones del campo electromagnético, 

las c¡ue se incorporan a las ecuaciones de balance de un medio continuo. Esto da lugar a 

las ecuaciones funclament.ales de la mag1wtohidrodinámica. Por último, en este capítl1lo, 

se llega a una e.-xpresió_n explícita para la producción de entropía. En los capítulos 2 y 

3, son estudiados 4 problemas, el calentamiento interno uniforme de una placa sólida, 

el Hujo forzado entre dos paredes planas paralelas infinitas de espesor finito (flujo de 

Poiscuille), el flujo radial entre discos paralelos concéntricos eléctricamente aislantes y el 

Hujo longit.uclinal entre dos planos infinitos de conductividad eléctrica finita. En estos 

dos ültimos ejemplos, se trabaja con un fluido eléctricamente conductor en presencia. de 

un campo magnético. En los cuatro casos, se parte de la solución de las ecuaciones 

de balance para la obtención de los comportamientos clinán1ico y térn1ico del sistema. 

Una vez, cnnoci<los estos comportamie11tos, se obticue una expresión explícita. pnra la 

producción local y global tle entropía del sistema. Esta última función, expresnda en 

forma adimensional, es la c¡ne se minimiza como funció11 de los parámetros relevantes del 

problema, cleterminá11dose entonces las condiciones de mínima disipación de energía. Se 

encuentra que cuando el intercan1bio de calor por convección entre el sistmna. y el medio 

que lo rodea se realiza en forma asimétrica (coeficientes de t.ransferei1cia ele calor por 

convección para. cada frontera distintos), existen condiciones óptimas de operación donde 

las irreversibilidades son mínimas. AdemflS, para el caso del Hujo de Poiseuille, se e\•alüa 

la transferencia de calor para condiciones ele mínima disipación. 

El análisis de optimización ele un generador eléctrico alterno /IJ J-1 D, se 1nucstra en 

el capítulo '1 usando como criterios la eficiencia eléctrica isotrópica co1n·encional y nna 

eficiencia de Segunda Ley basada en la producción global de entropía. A partir de esta efi

ciencia de Segunda Ley, para =ndiciones de frontera térmicas y frecuencias ele oscilación 

similares a las reportadas para los dispositivos t.ermoacüst.icos de sodio líquido, se en

cuentra un nún1Cro de Hart.mann óptimo en condiciones de potencia de salida míL-xima. 

Finalmente, se presentan los comentarios finales del trabajo. 



Abstract 
Thc cnt.ropy gcncrat.ion minimization methocl is appliccl to t.hc optimization of various 

t.hermodynamic proccsscs and dcviccs. By det.crmining the conditions under which the 

ent.ropy gcncration ratc is minimizcd, it is possiblc to optimize the operating conclitions 

by rcducing thc dissipat.ion in the systcm t.o a mínimum. 
In t.hc first chapter a general dcscription of t.hc phcnomenological thcory of nonequi

librit;m thcrmodynamics ancl the fluid balance i;:c¡uat.ions far the case of an electrically 

conduct.ing fluid under an clectromagnct.ic fielc\ are prcsent.ed in order to assess an cx

plicit expression far t.he ent.ropy general ion rat.e. In t.he second and third clrn.pters, four 

problems, namely, t.he .nniform interna! heat.ing of a salid slab, t.he fiow of a viscous Huid 

bet.ween t.wo infinite parallel plane \\•alis of finit.e t.hickness (Poiseuille flow), t.he radial flow 

bet.wc.-en parallel clcctrically immlat.ing cfü;ks nnclcr a rnagnet.ic field and t.he longit.udinal 

flow betwcen two infinite parallel plane walls of finite clectric conductivity (ordinary Hart

mann flow) are st.mlied. In t.hese problems, the syst.ems exchange heat wit.h the ambient 

following Newton's cooling law. \Ve soh·e analyt.ically t.he hcat. transfer equation for each 

ca.se with t.herrnal botmclary condit.ions of the t.hircl kind. It. is assumed that the heat 

t.ransfer coefficients for each surfacc are in general different.. From t.he analyt.ic e .. "Xpressions 

for the tcmpcrat.nre fiekl, in t.he first case, thc velocit.y and tcmperat.ure fields, in 1 he 

second one, and t.hc vclocity, t.empera\.11rc and clcc:tric current clensity fiekls i11 t.he 1 hird 

and faurth cases, t.he local and global enlropy general.ion rates are c:alculated. Fixing \.he 

din1ensionless convective heat t.ransfer coefficicnt. (Biot mm1ber) in onc of the surfaccs, 
an optimnm convecl ive heat t.ransfer coefficient. far t.he second surfoce t.hat. minimizes t.he 

global en\.ropy general.ion rate is fo1111d. In t.his \'l:ay, t.he condit.ions far n1inimum total 

energy loss cine t.o irrcYcrsibilit.ics in \.hesc syst.ems are determined. For thc Poiseuille flow, 

t.he behavior of t.he local Nussc]t 1111111ber and it.s a.syrnptot.ic nllue for minimnm ent.ropy 

gencration condit.ions is also explorcd. The optimization analysis of m1 alternat.e mag11eto

hydrodyna111ic generat.or is present.ed in t.he fourt.h chapt.er using the conventional isotropic 

elect.rical efficicncy aJlCl an m·erall Second Law cfHciency, hased on t.he global ent.ropy gen

eral.ion rat.e. The overall Seconcl Law eHiciency is uscd to determine opt.inmm operat.ion 

condit.ions t.hat minimize proccss irreversibilit.ies. For t.hermal boundary conditions and 

oscillat.ion frcc¡uencies similar to t.he ones reported for lic¡uid sodium thermoacoust.ic de

vices, an optimum Hart.nrnnn munber is found under maximum power output condit.ions. 

At last., concluding remarks are provided. 
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Introducción 

. Recientemente se ha investigado de manera amplia la optimización de diferentes disposi

tivos y procesos termodinámicos con base en el l\1ét.odo de l\1inimización de la Producción 

de Entropía. Este es un método que combina en modelos simples los conceptos básicos 

de la transferencia de calor, la mecánica de fluidos y la termodinámica. El proceso de 

optimización se lleva a cabo tomando en cuenta las constricciones físicas impuestas por las 

irreversibilidades producidas durante la operación de un dispositivo dado, de manera que 

se minimicen las pérdidas de energía. Este enfoque ha sido aplicado a diferentes sistemas 

térmicos como intercambiadores de calor, plantas de potencia y sistemas ele convección 

natural y forzada (l]-[8]. La mayoría de los problemas de flujos de fluidos han considerado 

la minimización. de las irreYersibilidades asociadas con los fenómenos de transferencia de 

calor, masa y momento en fluidos viscosos. Asimismo, recienten1ente se han cst.udiado 

dispositivos de inducción magnetohidroclimímica (fd H D) tales como bombas electromag

néticas o generadores eléctricos utilizando este criterio (9]. En estos sistemas, además 

de las hTeversibilidades prodnciclas por la disipación viscosa y la transferencia ele calor y 

masa, se considera la disipación de Joule generada por las corrientes eléctricas que circulan 

en el fluido conductor. 

En el presente trabajo, se utiliza el ?\1étodo de l:Vlinimización de la Producción de 

Entropía corno una herramienta para la optimización de disposith·os relevantes para el 

transporte y la transformación de energía. Esencialmente, se consideran problemas que 

involucran el finjo de fluidos viscosos tanto en ausencia cmno en presencia ele campos mag

néticos. En este último ca.so, se s11pone c¡ue el fiuido es, además de viscoso, eléctricamente 

conductor (por ejemplo, un metal líquido), por lo que se tratan situaciones que caén den

tro del ámbito de la magnel.ohidrodinúmica. La propiedad física distintiva de los flujos 

magnetohidrodinámicos, y que de hecho es la que da lugar a la aparición de fenómenos 

disipativos muy característicos, es la conductividad eléctrica del fluido. De esta forma 

un fluido conductor en presencia ele un campo electromagnético tiene un con1portamiento 

esencialmente distinto al de un fluido no conductor lo cual se manifiesta básicamente me

diante la aparición ele nuevas· fuerzas de cuerpo y nuevos n1ecanismos para la conversión y 

disipación de energía, lo que da lugar a la aparición de nuevas irreversibilidades en el sis

tema. La presencia del campo electromagnético provoca que la descripción del fenómeno 

trascienda a la hidrodinámica ordinaria y sea necesario incluir en su conjunto a la teoría 
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electromagnética. Desde el punto de vista didáctico este problema ofrece la oportunidad 

de unir con una rierspectiva global la mecánica de fluidos, la electrodinámica clásica y la 

termodinámica, enmarcadas dentro de la Termodinámica de Procesos Irreversibles Linea.! 

(TI L). 

Este trabajo pretende ciar una visión global ele los aspectos relacionncios con los procesos 

clisipat.ivos c¡ue se presentan, tanfo en flujos hidrodinámicos como magnet.ohiclroclinámicos. 

Pero, primordialmente, est.á enfocado a la determinación de condiciones óptimas (de disefio 

u operación) c¡ue permitan minimizar las irre\·ersibilidades que se presentan en sistemas 

energéticos. Como se mencionó previamente, la herramienta para lograr este objetivo 

es la minimización de la pro1lucción de entropía. Esto implica, por un lado, determinar 

los campos de velocidad y temperatura en el sist.enu1, así como, en su caso, la densidad 

ele corriente eléctrica y clen1<'ts variahles elect.rornag11ét.icas relevantes al problema. Esto 

requiere, evidentemente, la solución ele las ecuaciones de balance de la 111ecánica de fluidos 

o bien ele la /'y/ H D. 

Una vez conocidos los campos mencionados, es posible determinar la producción de 

entropía local en el sb1tema bajo estudio. Como en el proceso de optimización se requiere 

considerar las dimensiones finitas del dispositivo, es necesario integn1r la producción ele 

entropía local en toda la región de análisis con el fin ele obtener la producción ele entropía 

global. Es esta canticlacl (que no depende ele las coordenadas espaciales ni del tiempo) 

la que se minimiza como función de los parámetros relevantes del problema, conduciendo 

entonces a la determinación de condiciones ele disipación de energía mínima. Una carac

terística importante ele los problemas ac¡uí tratados es que es posible enco11t.rar soluciones 

analít.icas, lo que permite un análisis clet.allado de los mismos. 

El trabajo está estructurado de la siguiente forma: 

En el capítulo 1 se expone la teoría de la TI L como la herramienta teórica que nos 

perrnite tratar 1111a g1'an variedad de sistemas en los que se llevan a cabo fenómenos irre

versibles, estableciendo las hipótesis en las que se basa esta teoría. Asimismo, se obtiene 

formalmente el balance de entropía del sistema analizado, cuya expresión e.....:plícita rec¡l1iere 

de las ecuaciones ele conservación. Posteriormente, se formulan las ecuaciones fundamen

tales del can1po elect.romag111'.:tico, para luego obtener las ecuaciones de conservación de 

masa, momento y energía tomando en consideración la presencia del campo magnético. 

Estas ecuaciones se simplifican mediante una aproximación que desprecia efectos relativis

tas y de altas frecuencias. Las ecuaciones obtenidas de esa forma, son conocidas como las 
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ecuaciones de la .M H D. y están contenidas dentro del formalismo general de la T 1 L. Se 

plantea elJt.onces la necesidad de cerrar el-sistema de ecuaciones, lo que Se logra mediante 

las relaciones constitutivas lineales para el tensor de esfuerzos y los flujos de calor, masa 

y corriente eléctrica, es decir, utilizando las leyes fenomenológicas lineales que la T 1 L in

corpora como un postulado macroscópico necesario. Finalmente, se obtiene una expresión 

explícita para la producción de entropía del sistema. 

En el capítulo 2 realizamos el análisis del calentamiento 1miforme interno de una placa 

sólida, y ele un flujo viscoso entre dos planos paralelos infinitos (flujo de Poiseuille). Bajo 

estas condiciones las irreversibilidades son generadas por cond\lcción de calor, en el primer 

ejemplo, y por disi¡mción viscosa y conducción de calor, en el segundo ejemplo. En ambos 

casos se intercambia calor con el ambiente siguiendo la ley de enfriamiento de Newton y 

se ilustra la posibilidad de minimizar la producción global de entropía mediante un enfria

miento asimétrico por conYección ele las superficies e.xternas. Las expresiones analíticas 

para los campos de temperatura del sólido, y de velocidad y temperatura del fluido, son 

usadas para calcular explícitamente la producción global de entropía. Esta función de

pende de la temperatura ambiente adimensional y de los coeficie11tes de transferencia de 

calor por conYección (ntímeros de Biot) ele cada superficie los que, en general, se suponen 

clist intos. En ambos casos, es posible encontrar un número de Biot óptiino pm·a condi

ciones de enfriamiento específica.-;; y para el ejemplo del flujo de Poiscuille se puede definir 

un número local de Nusselt como función de dicho valor óptimo. 

En el capítulo 3 analizamos la optimización energética de fiujos de Huidos eléctrica

mente conductores en presencia de un campo nrng11ético a traYés de dos nuevos ejemplos, 

el flujo radial entre discos paralelos concéntricos eléctricamente aislantes, y el finjo longitu

dinal entre parceles planas pm·alelas infinitas con conductividad eléctrica finita. En ambos 

problemas se considera un campo magnético e.xterno, aplicado en dirección transversal. 

Aquí, debemos resolver las ecuaciones de balance para un fluido conductor de electricidad, 

y adem1ís de las irreversibilidades generadas por disipación viscosa y conducción de calor, 

aparecen las debidas a la conducción eléctrica. Procedemos de manera similar al capítulo 

anterior. Primeramente, determinamos el co1nportamiento dinámico, tér1nico y electro

magnético para ambos flujos, es decir, los campos de Yelocidad_, temperatura y densidad 

de corriente eléctrica, y luego obtenemos una e..xpresión e..xplícita de la producción local 

y global de entropía. Esta última función, en ambos ejemplos, adem1:ís de depender de 

la temperatur<i ambiente adimensional y de los coeficientes de transferencia de calor por 
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convección (mímeros de Biot), dependerá del número de Hartmann, cuyo valor nos ca

racteriza la. intensidad del campo magnético aplicado. Ad~más,-~n elcruic/c!eléflujo radial 

entre discos, tomamos en cuenta los efectos convectivos en la transferencia.de calor a. través 

del número de Péclet., y en el caso del flujo long,itudinalent.~~ plalio~'irifl~itris, tomamos 

en cuenta la relación de comh1ctividades eléctrica. pared-fluido a. través del parámetro c. 

Nuevamente, en estos dos probleriú\s sé inteicarnbia calor con el ambiente siguiendo la. ley 

ele enfriamiento de Newton, y se obt.i:ene~ condiciones de mínima producción de entropía 

cuando este intercambio de calor se realiza en forma asimét.rica. 

En el capítulo 4 analizamos la optimización de un generador alterno l\l /-/ D, que es 

un dispositivo que con~ierte el movimiento oscilatorio de un Buido conductor en energía 

eléctrica. a través de la. interacción con un campo magnético. Primeramente, definimos el 

problema físico·y apuntamos el mHodo de solución que lleva a determinar los campos ele 

velocielad, temperatura y densidad de corriente eléctrica, cuyas expresiones analíticas se 

clan explícitamente. A partir de éstas, se calcula. la producción ele entropía en tén~inos 

de los númerm; adimensio11ales del problema (nürnero de Hartmann, nün1ero ele Reynolds 

oscilatorio y factor de carga). Posteriormente se utiliza la producción de entropía global 

para definir una eficiencia de Seg;uncla Ley que considera todas las irreversibilidmles pre

sentes en el sistema. Finalmente, a partir de esta eficiencia. se determinan las condiciones 

óptimas de operación del dispositivo. En este caso, la. ecuación de balance ele energía se 

resuelve con condiciones ele frontera de primer tipo y a diferencia. de los problen1as anterio

res, a. pesar de existir un intercambio de calor con el n1edio en forma siinétrica, es posible 

encontrar condiciones de operación en las que la disipación es mínima. 

De todo lo anterior, se puede resumir que el objet.ivo del trabajo es optimizar los pro

cesos de transporte que ocurren en dispositivos hidrodinán1icos y mag11etohiclroclinámicos 

de conversión y transferencia de energía utilizando el l\1étoclo ele l\1inin1izació11 de la Pro

ducción de Entropía, y por tanto, determinar las condiciones que minin1izan las pérdidas 

ele energía total ocasionadas por las irreversibilidades en un proceso dado con el fin de. 

optimizar el proceso mismo o bien el diseiio de un dispositivo específico. 



Capítulo 1 

Fundamentos de la Termodinámica 
de Procesos Irreversibles Lineal y 
ecuaciones de balance 

1.1 Introducción 

La Termodinámica ele Procesos Irreversibles Lineal (T 1 L) es una teoría fenomenológica 

bien establecida c¡11e provee un marco general para la descripción de los procesos irre

Yersibles c¡ue se llevan a cabo en una gran variedad de sistemas. Al igual c¡ue la termodi

námica de cc¡uilibrio, la T 1 L puede sintetizarse mediante una fornmlación a.-xiomática. La 

teoría se basa en cuatro postulados c¡ue más adelante se e..xplicarán y da resultados que han 

sido ampliamente Yerificados experimentalmente. En particular, ofrece un sólido marco 

natural para describir los procesos disipativos, tanto en el flujo de Huidos conductores en 

presencia de campos 1nag;néticos, lo c¡ue se conoce como magnetohidrodinárnica, como en 

la hidrodin<tmica ordinaria. 

La Ti L es una teoría del continuo, que trata a las variables de estado como variables de 

campo, es decir, como funciones continuas de las coordenadas espaciales y del tiempo: Las 

ecuaciones bé1sicas de la teoría se formulan de manera c¡ue contienen únicamente cantidades 

c¡ue sólo se refieren a un punto en el espacio y a un tiempo dado, o sea, se expresan en forma 

de ecuaciones locales, al igual que la dinámica de fluidos y la electrodinámica clásica. La 

primera hipótesis de la teoría, el equilibrio loc_al, _tiene relación con lo anterior y permite 

describir el estado termodinámico· del sistema en cada punto mediante pocas variables, 

relacionadas entre sí de la misma forma que cuándo el fluido se encuentra en equilibrio. 

5 rr:17 c:f' ;1-;~-~~,-. --···1 
! .•.! L: -~ 1 ') 1. 1 1 1 . ; 

J~>-}::L~_J;_~_g~ (;_._ :-i'; 1'1 l 
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Uno de los objet.i\'os fundamentales de la T 1 L es relacionar explícitamente la fuente 

de entropía co~- l~s cliversos proce~os-irreversibles C:iue se presentan en el sistema;- Esto se 

puede lograr a través de la ecuación de balance ele entropía si conocemos las ecuaciones ele 

balance de masa, momento y energía que describen la evolución temporal de las -cantidades 

que se conservan en el sistema.- Para el c~o espe~ífico de fluidos conductores en presencia 

de tin-cariipcí magnético se _debe~ considerar los efectos de dicho campo en las variaciones 

de las variables conservada<;; a trin-és ele las ecuaciones ele l'vla.-x-well. 

1.2 Hipótesis de la TIL 

En general se dice c¡ue un sistema está en equilibrio si las variables de estado intensivas 

(temperatura, densidad, etc) son constantes a todo tiempo y tienen la misma magnitud en 

tocias las regiones ele! sistema. De aqní se infiere que en equilibrio no existen gradientes ele 

los parán1etros intensivos y aden1ás no se presentan procesos esponté1neos, de 111odo que no 

hay un intercambio neto de energía o materia entre el sistema. y sus alrededores, o entre 

una y otra parte ele! sistema. Si un sistema cst{t en un estado en el que no se satisfacen 

estas condiciones, el sistema se encnent.ra fuera de equilibrio. 

Cuando se perturba nn sistema en equilibrio hacia un estado de no equilibrio mediante 

un agente externo o interno, al menos uno ele los parán1et.ros ele estado se vueh·e una. 

función del vector ele posición, r, y del tiempo, l. La forma en que el sistema se aleja. ele 

su estado tle equilibrio se derivará, en tílt.ima im;tancia, ele la suavidad o brusquedad con 

que estas funciones \'éUÍen en r y t, esto es, ele la. nmgnitud ele los g,1·adientes espaciales 

y temporales [10]. Cuando se elimina la perturbación, se presenta espontáneamente un 

proceso irreversible de decaimiento, y el sistema avanza a través de una serie de estados de 

no equilibrio hasta que se alcanza el equilibrio. El proceso ele decaimiento es un proceso 

ele transporte, ya c¡uc a!gi_rna cantidad se transporta a través del sistema conforme éste 

intenta hacer inclependieutcs ele la posición a todos los parámetros. Una dependencia 

espacial de los pantmet-ros se asocia con un flujo. 

Ahora bien, un sistema dado puede ser dividido en varios subsistemas ele volumen dV 

cuyas posiciones son denotadas por un vector r dado_para cada subsistema. Estos subsis

temas son pequeños comparados con las dimensiones macroscópicas del sistema, pero son 

g,1·ancles comparados con la trayectoria libre media molecular. El valor de una variable de 
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estado en r es el valor de la variable promediada sobre el elemento de volumen y además se 

supone que el eÍ~~e~t'(, de ~olumén-se eséoge de tál forma que-la-variación de dicho valor -

en el mismo elemento es despreciable. Si el elemento de .volumen se escoge de la forma 

descrita anteric;rm~l1t~ se dice que está eri equilibrio local y es posible asignar cantidades 

termodinámicas a los subsistemas y estas cantidades tendrán el ~ismo significado que 

poseen· en un sistema en equilibrio total, es decir, fuera de equilibrio_se siguen manteniendo 

las mismas relaciones funcionales de equilibrio entre las variables termodinámicas. 

Por todo lo anterior el postulado de equilibrio local dentro de la T 1 L permite definir 

cantidades termodinámicas para sistemas fuera de equilibrio y escribir relaciones tern10di

mímicas en la misma fo·rma que se harfa para un sistema en equilibrio total, con la diferen

cia de que las cantidades termodim1micas toman sus '\'alores locales, como funciones de r 

y t. 

En la termodinámica de no equilibrio es de primordial importancia la ecuación de 

balance de entropía, que expresa el hecho de que la entropía de un elemento de volumen 

cambia con el tiempo debido a dos razones. En primer lugar cambia porque la entropía 

fluye a través del elemento de volumen y en segundo lugar porque e.'<iste una fue11te de 

ent.ropfa (no negativa) debida a los fenómenos irreversibles presentes dentro del elemento 

de volumen. Para transformaciones reversibles la fuente de entropía es cero. Esta es 

la formulación local de una segunda ley de la termodimhnica y constituye el segundo 

postulado de la T 1 L. 

La fuente o producción de entropía puede calcularse si se utiliza la relación termodi

námica de Gibbs que conecta, en un fluido isotrópico multicomponente, la razón ele cambio 

de la entropía en cada elemento de masa, con las razones de cambio de la energía y la 

composición. Como las ecuaciones de balance contienen diversas cantidades como los flujos 

de masa, el flujo de calor y corriente eléctrica, y el tensor de esfuerzos c¡ue se relacionan 

al transporte de masa, energía y momento, es evidente que, finalmente, la producción de 

entropía quedará expresada como la suma de términos formados por el producto de un flujo 

c¡ue caracteriza el proceso irreversible y una cantidad denominada foerza termodinámica, 

'que se relaciona con la no uniformidad del sistema o con las desviaciones de los valores ele 

equilibrio de algunas variables de estado _internas. La producción de entropía puede servir . . . .. -

entonces como una base para la descripciónsistemática de los procesos irreversibles qúe 
' - ' '----- - - • ;o--·-·- - .,· ... - •• 

ocurren en el sistema. 
.· .. . . 

De lo antes mencionado se infiere que el conjunto de ecuaciones de conservación junto 
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con la de balance ele entropía y las ecuaciones de estado, contienen a los flujos irreversibles 

como incógnit.ns y p~r tanto deben darse ecl.laciones fenomenológicas adicionales -que rela

cionan los flujos y las fuerzas termodinámicas, para poder obtener un sistema de ecuaciones 

cerrado ~¡ue pueda resoh·~rse para las condii:::iónes iniciales y de frontera dadas . 

. La tercera hipótesis de la T 1 L plantea que, en primera aproximación, los flujos son 

- fondones lineales de las fuerzas termodinámicas. De manera precisa este tercer postula

do plantea que si nn sistema termodinámico inicialmente en equilibrio, es sometido a la 

acción de fuerzas termodimímicas suficientemente pequeñas para que su estado perturbado 

no difiera mucho de su estado de equilibrio inicial, entonce:; los flujos qlic :;e generan como 

consecuencia de est.a acción son proporcionales a dichas fuerzas y las constante:; de pro

porcionalidnd (coeficientes fenomenológicos) dependen únicamente de las propiedades del 

sistema en er¡nilibrio. Ejemplos ele e:;te tipo ele relaciones fenomenológicas lineales son la 

ley ele Fourier para la concl11ccil'\n ele calor, la ley de difusión de Fick y la ley de Ohm para 

la conducción eléct.rica. ~viatenuíticamcnt.e este postulado se e.xpresa como J; = ¿:,, L;¡,_)(k 

y la expresión para la producción de entropía toma la forma /:i = L; J;X; donde L;k es la 

matriz de los coeficientes fenomenológicos n de transporte y .J; y .-Y; son cualesqniera de 

las cmnponentes cartesianas de los flujo:; independientes y las fuerzas tern1odi111ímicas. 

Otra cuestión importante se refiere a la matriz de coeficientes fenomenológicos que 

relacionan a lo:; flujos y las fuerzas termollinámicas. Si la matriz es simétrica, el sis

tema de ecuaciones sent completo, en cuso contrario se necesitaría más información para 

poder resolverlo. Esto lleva a i11troducir una cuarta hipótesis conocida como el teorema 

de reciprocidad de Onsager que plantea la e.xistencia de la simetría de la matriz de los 

coeficientes fenomenológicos. Esto, que ha sido demostrado por Onsager [10), da lugar a 

nn mí111ero de relacioJJ<!S en! re estos coeficientes, reduciendo el mímcro de cantidades inde

pendientes y relacionando entre sí distintos efectos físicos. Uno de los objetivos de la TI L 

es est.udiar las consecuencias físicas de las relaciones de reciprocidad en aplicaciones de la 

teoría a diversas situaciones. Ot.ro aspecto a tener en cuenta es que las ecuaciones para 

los flujos obedecen el principio de Curie el cual especifica que para un sisteina isotrópico 

donde e.-...:isten procesos irreversibles, sólo pueden acoplarse.entre sí fiujos y fuerzas de la 

misma naturaleza tensorial. 

En la discusión anterior se han formulado los cuatro principios básicos de los cuales 

parte la T 1 L para el análisis de los diferentes problemas. Resumiendo, estos postulados 

son: 
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l. La hipótesis de equilibrio local. 

2. La producción local ele entropía es una cantidad no negativa. 

3. La relación entre flujos y fuerzas termodinámicas es lineal y obedece el principio de 

Curie. 

4. La mat.riz de coeficientes que relaciona los flujos y las fuerzas termodinámicas es 

simétrica. 

1.3 Balance de. entropía 

De acuerdo con ·los principios de la termodinámica, para un sistema nmcroscópico ·se puede 

introducir una función de estado S, llamada: entropía del sistema; c¡ue tiene las sig;uientes 

propiedades (11). 

El cambio de la ent.ropía dS' se puede escriljl{c~1n~ lá ~tima ele. dos términos 

dS,;. d;S +'d•S, (1.1) 

donde dcS es la entropÍa suminisfa·füfl~l·~i:~~ga por s'us alrededores y di8 es.la entropía . - ·- ,. ' - . ··~·· . ' .-. . ' . 

prochicida dentro del sistema.~La ~egtincla ley clel~úermoclinámica establece c¡ue. 
- - .. __ .. ,_ - - '• 

' - -_ -

d;S = O, para un. proceso reversible, (1.2) 

d;S > O, para un proceso irreversible. (1.3) 

Por otra parte, la entropía suministrada, deS, puede ser positiva, negativa o cero de

pendiendo de la interacción del sistema con sus alrededores. Para un sistema aislado 

adiabáticamente, deS es cero y por tanto para este caso 

dS = dS; ;;¡;,:O, (1.4) 

que es u.na forma bien~ conocida de la segunda ley de la termodinámica. 

Para sistemas cerrados que sólo intercambian calor con sus alrededores, de acuerdo con 

el teorema de Carnot-Clausius se tiéne que 
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donde dQ es el calor suministrado al sistema por sus akedeclores y T es la temperatura 

absoluta a la que el sistemare~ibe calor .. Para ~ste .caso de (i.4) y (1.5)se obtiene que 

.~-.--· aQ _,_ .········--.·········-······.······- ······.·.·· 
dS ;;., -;j, para un sistema cerrado, (1.G) 

que t:ambién es una forma bien conocida ele la segunda ley de la termodinámica. 

La termodimímica ele equilibrio estudia procesos reversibles para los que se cumple la 

ig;ualcla<l (1.2). En la TIL uno ele los objetivos importantes es relacionar la procl11cció11 ele 

entropía d;S con los diversos fenómenos irreversibles que ocurren dentro del sistema. 

Como la entropía es mm cantidad extensiva es posible obtener expresiones para la 

entropía total S y para su razón de cambio temporal 

dS = f fJps dV', 
dl Jv fJt 

(1.7) 

donde s es la entropía por unidad de masa, p la densidad de masa y F el volumen. 

Asimismo, puede escribirse una ecuación de balance para la entropía que en forma integTal 

se expresa como 

f BpsdV = - f J;. nda+ ·¡ SdV, 
lv 8t JA Jv 

(1.8) 

donde .1:; es el flujo total de entropía, n el vector unitario perpendicular a la superficie .1 

y ,C; es la producción de entropía por unidad de volumen. Diferenciando (1.1) con respecto 

al tiempo y comparando con la ecuación (1.8), se puede asociar 

dcS = - ¡ .J'1; • nda y d;S ~. { .':ldl(. lv 
Al utilizar el teorema de Gauss, la ecuación (1.8) se puede escribir en la forma 

donde la condición suficiente es 

fJps T • 
-=-"V·J +s at " ' 

.C; ;;¡:,; o. 

(1.9) 

(1.10) 

(L 11) 
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Estas son las formas locales de (1.1) y (1.3), es decir, las expresiones matemát.icas 

local~s para la segunda ley de la termodinámica. Formalmente la ecuación (l.lO)"es una 

ecuación de balance para la densidad de entropía ps, con un término fuente que satisface 

la desigualdad (1.11). Esta desigualdad, que expresa que la producción de entropía es una 

cantidad no negativa, es el segundo postulado de la TIL y se puede entender como una 

exte~~ión de la segunda ley de la termodinámica para situaciones fuera de equilibrio. 

Definiendo el flujo ele entropía .18 como la diferencia entre el flujo total de ent.ropía y 

un término cmwect.ivo psv 

,J8 = J:!' - psv, (1.12) 

la ecuación (1:_10) se puede reescribir en la forma 

ds · 
pdt =-'\1·,Js+S, (1.13) 

donde d/dt denota la derivada material dada por 

d 8 
-=-+v·"V dl 8l . (1.14) 

Para un sistema fluido de un solo componente fuera de equilibrio la ent.ropía por unidad 

de masa s es una función ele la energía interna e y la densidad p, que son los parámetros 

necesarios para definir completamente el estado del sistema, es decir, s = s(e, p). 

La hipótesis de equilibrio local implica la validez local de la relación de Gibhs, donde 

ahora las difercnciules que aparecen en ella deben tomarse como funciones de las coorde:.. 

nadns y el t.iempo, es decir, será una relación entre derivadas totales, a saber, . 

ds de p dp 
T dt = dt - p2 dt ' {l. lS) 

donde T es la temperatura absoluta y p la presión. Esta relación nos permite deducir 

la forma como cambia la entropía. del sistema en el tiempo, si conocemos las ecuaciones 

que describen la evolución ten1poral de las ._cantidades e y p, o sea, las ecuaciones de 

conservación. 

De acuerdo a los principios formulados ~~~eric:l~mente, el balance de entropía puede 
"· --. ---=:; -_,, ---~-= -------'-=-~ - -- -

obtenerse de la ecuación cle/Gibbs(l.15) y C:c:ln:ay~~la de las ecuaciones de conservación es 

posible obtener expres,iones e.xplíci~~ para el flujo y la producción de entropía. 
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A .continuación obtendremos las ecuaciones de conservación que describen el compor

t.amle~t.o ele fluidos conducto~es ele ~leC:tricidad-éri pre5eriCia ele un campo magnético; 

para ello primero se describen las ecuáciones del campo electromagnético o ecuaciones de 

:tvla..x\vell. · · LaS ecuaciones de balarice, obfo¡'.¡iclaS de esta forma, se pueden particularizar 

para el caso ele fluidos en ausencia de campos electrómagnéticos. 

1.4 Ecuaciones del campo elec:tromagnético 

Las ecuaciones bi'isicas del electromagnetismo son conocidas como las ecuaciones de 1'\1a..x

well. Estas ecuaciones junto con la ecuación de Lorentz para la fuerza, establecen las inter

acciones fundamentales del can1po elect.romagnético, que se caracteriza por las siguientes 

cant.icladcs macroscópicas: intensidad de campo eléctrico E(r, t), inducción magnética 

B(r, t), densidad de corriente cléct.rica j(r, t) y densidad de carg~1 eléctrica Pc(r, t), que 

también ¡mede expresarse como pz(r, t), donde ;; es la carga por unidad de masa. Las 

cant.iclncles mac:roscc'ipicas se definen como promedios estadísticos sobre un número de 

M.01nos contenidos cll un elemento ele masa que es suficienten1ent.e g;rande para que puedan 

aplicar:-;e los principios do la mecánica estadística, pero que es peque1io desde el punto de 

vista nmcrosccSpico. 

En sn forma diferencial las ecuaciones macroscópicas de 1'\1axwell se expresan de la 

siguiente forma [11, 12] 

'V. E= p:: 
e 

'V· B =O, 

8B 
'V X E=--

8t 1 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

(1.19) 

donde t:: Y µ, son escalares conocidos como la permitividad eléctrica y la permeabilidad 

magnética del medio, respectivamente. 
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En general e y µ podrían depender del estado termodinámico del medio, sin embargo 

para la gran ~ayoría de los 1)r~blemas en que existen fil.lides C:onductores pueden conside

rarse.const.antes. En pa_rticular, al trabajar con metales líquidos es posible tomar como una 

muy buena aproxima~iÓ~ µ = ¡i0 , donde µ 0 es la permeabilidad magnéUca en el vacío. Lo 

anterior confirma que las características del campo electromagnético en distintos medios 
' . -

materiales dependeff'dela·est.ructura de t.ales-mecHos Y-.su-estado termodimímico. 

1.5 Ecuaciones de balance para un fluido conductor 
de electr~cidad en. presencia de un campo electro
magnético 

El principal efecto de un campo magnético sobre un fluido conductor es, por una parte, 

el surgimiento de fuerzas de cuerpo sobre el fluido (intercambio de cantidad de movimien

to), y por otra, el intercambio ele energía entre el campo y el fluido. En consecuencia las 

ecuaciones ordinarias de la mecánica de fluidos por sí n1ismas ya no son suficientes para 

dar una de.<;cripciém adecuada del fenómeno cuando se considera la interacción elect.ro

nrngnét.ica, y es necesario combinarlas con las ecuaciones del campo elcctronrngnético a fin 

de obtener las ecuaciones fundamentales que gobiernan el flujo de 1111 fluido conductor en 

presencia de un campo magnético. Estas ecuaciones, en ausencia del campo, se reducen a 

las ecuaciones de la hidrodinámica ordinaria. 

A continuación estableceremos dichas ecuaciones, para un fluido simple, comenzando 

por las ecuaciones de conserYación y luego las del campo electromagnético, para finalmente, 

bajo las conocidas aproximaciones de la magnetohidrodiné1mica [12), combinarlas y obtener 

las ecuaciones de la 1\1 H D. 

1.5.1 Balance de Masa 

Considérese un sistema monocomponente en donde no e.'<isten reacciones quí1nicas y sea 

p (r, t) la densidad de masa y v (r, t) el campo de velocidades del fluido. En su forma 
- -

integral la ecuación de conservación de masa establece que 

!!:._J. pdV =O 
dt V ' 

(1.20) 
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donde dV es el elemento de volumen ocupado por el fluido. Con ayuda del teorema de 

transporte de Reynolds la ecuación ante1~ior ptiecle exÍJ"resaise en la forma 

/,e::: +.p'V · v) dV =O, (1.21) 

Puesto c¡ue el integrando es una función continua y el \•ohimen de integración es arbitrario, 

se tiene qne 

(L22) 

Utilizando (1.14), ele la ec11acion anterior se obtiene la ecuación de conservación ele la 

n1asa 

8p 
- = -'V·pv. 
8t 

(l.23) 

Como puede apreciarse, la ecuación (L2a) no se ve alterada por la interacción elec

tromagnética y expresa el hecho de que la masa total se conserva, es decir, que la masa 

total en cualquier elemento de volun;en del sistema sólo puede cambiar si la materia fluye 

a través del elemento de volumen. 

La ecuación (1.22) en términos del volumen específico v = 1/p, se puede escribir como 

dv 
p- = 'V·v; 

dt 

Para el caso ele un fluido incompresible, se tiene simplemente 'V · v = O. 

1.5.2 Conservación de M01nento Lineal 

La ecuación ele balance de momento en su forma integral es la s_iguient.e [13) 

!!:._ { pvdV"= -1.T · nda. + ... { fdV: 
dt Jv • A .·. ·••···· ),, 

(1.24) 

(1.25) 

La integral ele superficie del lacio derecho· considera las fuerzas de superficie que se 

presentan en el Huido, donde res el tensor de ~sfrn;;i·zos mecánico. La segunda integral del 

lado derecho toma en cuenta las fuerzas ~le C
0
U<:JJ:poque actúan sobre el fluido, siendo f la 

densidad ele fuerza de cuerpo. :rv!ediante el teorema ele transporte de Reynolds y utilizando 

la ecuación de balance ele masa (1.22), se obtiene 
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· :t-{;pvdV = f, p ~: dV, (l. 26) 

mientras que, utilizando el teorema _de Gauss, se tiene que 

_ _ · .. · . . . ir ·'.nd~ = l~ ~ T d\í. (l.27) 

Sustitu:yendcie(i;:f6fy~(r27)-eif'~~eclia<~ióii'{l~25) se obtiene la forma diferencial de la 

ecuación de bal~nce éle~momentÓlineal, es decir 

dv .. · 
p-=-'V·r+f. 

dl 
(l.28) 

El efecto del campo electromagnético se incorpora a través de la fuerza de Lorentz, 

la cual es una. fuerza ele cuerpo. Para obtener la densidad de fuerza de Lorentz se deben 

tener presentes algunas consideraciones. 

La fuerza sobre una carga eléctrica depende de los campos eléctricos y magnéticos 

presentes y de la velocidad con c¡ue se desplmm dicha carga. En todo punto del espacio 

se caracteriza por dos cant.idades vectoriales, la primera es la fuerza eléctrica que da una 

con1ponente de la fuerza que es independiente del n1ovimiento de la carga, y se describe por 

111edio del campo eléctrico en la fonna ;;E. La segunda componente es la fuerza mag,T1ética 

cuya dirección y módulo dependen de la dirección y la velocidad con que se nnicve la. 

pnrtícula siendo siempre perpendicular al vector velocidad y al can1po rnagnético. Así 

la fuerza nrngnét.ica se puede expresar como ;;v X B. La ley ele Lorcntz para la fuerza 

electromagnética es entonces 

F = z (E+ v X B). (1.29) 

Para un medio continuo que contenga partículas cargadas, la densidad ele carga Pe está 

dada por pz. 

Asimismo, la densidad ele corriente eléctrica. total !puede es¿~~ibirse en términos de la 

velocidad v ele la sustancia, como, 

l=pzv+j, (l.30) 

donde pzv esl_a. corriente eléctrica debida a la convección y j es la corriente de conducción. 

Entonces paraun medio contínuo con densidad ele carga pz y densidad de corriente I, la 

ecuación (1.29) se transforma en la densidad ele fuerza 
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(L31) 

De modo que para un fluido conductor c¡ue __ se desplaza en un campo magnético la 

ecuación de balance de momento es 

dv---- -----------•----·'-----·-- ---- - ------· P-;¡j =-V' ·_r_+ pz:E+ l X B. (1.32) 

Utilizando la ecuación (1:30) est.aecuaci<Snse puede escribir como 

- dv . -.:--1 ... -·cE. • B) · . B · p- = c- v: · r + pz • + v·x +J x . 
dt •. -· 

(l.33) 

1.5.3 Balance de: ~nergíél 

La forma integral dela ecuación de balance de la energía es la siguiente [13] 

!1:_ { p(e+v
2
)dV=- f.Tq·nda- {(r·v)·nda,+fl·EdV'. 

dt. Jv 2 J.... J.., Jv 
El n1iembro izquierdo ele la ecuación anterior representa la tasa de cambio temporal 

de la energía contenida en el volumen V', donde pe y pv2 /2 son las densidades de energía 

interna y cinética respectivamente. El primer término del miembro derecho representa 

la transferencia de calor por conducción térmica debida a la diferencia de temperaturas 

en el Huido, donde .Tq denota al fiujo de calor. Este término indica como Huye el calor 

en la superficie del volumen V. El segundo término del lado derecho represento. el flujo 

de energía a través de la superficie, tanto por transporte de masa como por procesos de 

fricción interna. El último término representa la tasa de cambio temporal a la cual el campo 

electromagnético hace trabajo sobre el Yolumen de Huido V, esta potencia representa una 

conversión de energía electromagnética en energía mecánica o térmica. 

Utilizando el teorema de transporte de H.eynolds y la ecuación de balance de masa se 

tiene 

.!!:._ ( p (e+ v2) dV = ( p (de +.!_dv2) dV, 
dt Jv 2 Jv dt 2 dt 

(1.35) 

y del teorema de Gauss 
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. (1.36) 

1 ( 7": v) · nda = J '1 · ( r · v) dV", 
A·.. ji' . 

(l.37) 

de donde la ecuación (1.34) pue~~e é.-..:Ílresarse.en .la siguiente forma diferencial 
- _-_e_ - --·-"------¡--'- _-----=----,---=-~--=-oo;--.~-= ·--==--''-'·'-.,,~~-'-----o-_-=c.=_-_--=---=--, ~"'-.=,-== o--_o -~-= ------ - ~ --

. (1.38) 

Esta ecuación se puede r~ésC:ribir e~Ja rC>rina 
" _. ''· ,.·-_ -- -·. . ·-

pde = -'1 .. Jq· ·- v.·.·('1 ·}+p. dd···v . • \.·+r.:V'v+.I. E, d.t . • ·.. . . .. ·· t) (Um) 

y con la ayuda· dela ecuación de con.sen·ación ele ~1ome1¡to (1.32) y la ecuación (1.30), 

(1.39) toma la forma 

p~~ = -'1 ·.lq+r :'lv +j ·(E +v x B). (1.40) 

Ya que 

-r :'lv = -p'l · v - r':Vv, (l.41) 

donde pes la presión, usando (1.24), se obUene 

pde = -'1 · .Jq -ppdv - r':'lv +j ·(E+ v x B), 
dt dt 

(1.42) 

donde r' es el tensor de esfuerzos viscosos. Esta ecuación es la formulación local de la 

primera ley de la termodinámica y establecé que la energía interna por unidad de volumen 

y tiempo puede variar debido a flujo de calor e interacciones rnecéínicas o electromag11éticas. 

1.6 Ecuaciones básicas de Ja MH D 
·.··. 

Las ecuaciones anteriores pueden ser simplificad~ mediante. la aproximación M H D que 
; e ' ·, •• . ,-

se basa en las siguientes suposiciones [12]:. 
1 - - • 

• La velocidad del fluido es mucho menor que laYelócidad de la luz (aproximación no 

relativista, v 2 << c2). 

TESIS CON 
FALLA DE OElGEN 
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• Los flujos tieneri_lugar en campos magnéticos cuasi-estacionarios o a bajas frecuen

cias. 

• Los campos eléctricos s~m del ordel1 de magnitud de la fuerza electr~motriz (fem) 

inducida, v X B._ 

Con estas suposiciones se pueden incluir simplificaciones adicionales~en-~aS:--eciiaciones 

que gobiernan el movimiento de un fluido conductor en un campo ~agriéticC>.- f>~·imera
n1ente, en esta aproximación, se desprecia la corriente de desplazamiento de l\'Ia.xw(;!ll, e~~, 

en la ecuación (1.19) .. Esta es una aproximación que comunmente se hace eú curik¡uier 

problema de electromagnetismo donde no intervienen oscilaciones de alta frecuencia [12], 

y significa c¡ue se desprecia el proceso de acnmulación o redistribución de cargas eléctricas. 

En la mayoría de los problemas de flujos de metales líquidos en campos magnéticos es 

com1ín c¡ue la mag11it.ud de los términos E y v X B sean del mismo orden, esto quiere decir 

físicamente c¡ue los campos eléctricos son del orden de magnitud de los efectos inducidos, 

lo c¡ne equivale a suponer <¡ne el campo mag,nét.ico inducido es nrncho menor que el can1po 

1nag11ético aplicado. 

Por otra parte, obteniendo el cociente de la magnitud de los términos pzE y I X B 

c¡ue aparecen en la fuerza de Lorentz (1.31), y suponiendo que 1 E 1 ~ 1 v X B ¡, se 

encuentra que dicho cociente es ele orden v 2 /c2 , por lo que el término eléctrico en la fuerza 

de Lorentz resulta despreciable comparado con I X B. Una consideración similar se puede 

llevar a cabo para comparar los términos pzv y j de la densidad de corriente eléctrica total 

(1.30), encontrádose que la corriente cmwect.iva pzv es despreciable en esta aproximación; 

por consiguiente, la corriente de conducción j se toma como la corriente total I, y de la 

ecuación (1.31) se obtiene que f = j X B. Un análisis detallado de los órdenes de magnitud 

de las cantidades anteriores puede encontrarse en [12]. 

1-bmando en cuenta las aproximaciones anteriores, las ecuaciones fundamentales de la 

AJ J-1 D para un fluido conductor en presencia de un campo magnético, expresadas en forma 

diferencial, son: 

1 dp -- + '\l •V= Ü p dt , 

dv ......, • B 
P- =-v ·7"+J X dt , 

(1.43) 

(1.44) 



· .. ·-·- . ·-··-··-·----t-_. - ----·-·'" . 

de ·. - - - .-.. · .- - ·.. .· -_ 
pdt =-'\J .. lq+r:'Vv+j·(E+vxB), 

BB 
'\l X E= -

éJt ' 

1 - ._ .. 
- (\7 X B) =j, 
/1. 

\7 ·j =0, 

\7 · B =O, 
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(L45) 

(1.46) 

(1.4i) 

(1.48) 

(1.49) 

donde se ha o~it.ido la ecuación ele Gauss para el campo eléctrico, ya c¡ne Pe no es ele 

interés en la k/ 11 D y además los campos E y B quedan determinados por las ecuaciones 

restantes (1.46-1.49) y la ecuación constitutiva para j (ley de Ohm), que se dant más 

adelante. 

1.7 Producción de entropía 

Una vez obtenidas las ecuaciones de conservación es posible obtener una forma explícita 

para el flujo y la producción de entropía. De acuerdo a los principios formulados an

teriormente, introeluciendo en la e."'presión (1.15), que representa el balance de entropía 

obtenido a partir de la ecuación de Gibbs, la ecuación (1.42), se obtiene 

ds 
p dt (1.50) 

Comparando esta ecuación con la.ecuación (1.13) se observa que el flujo de entropía 

est.él. dacio por 

(1.51) 

y la producción de entropía por 
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(1.52) 

La ecuación (L51) muestra que para sistemas abiertos, el flujo de entropía está dado 

a través del flujo de calor Jq; mientras que la expresión (1.52) muestra que la producción 

de entropía contiene t.res diferentes contribuciones, que producen las irreversibilidades del 

sistema. El primer término del lado derecho ele ( 1.52) surge de la conducción de calor, el 

segunci"o est.á relacionado con los procesos ele fricción en un flujo viscoso y el tercero se 

debe a la conducción de electricidad, evidentemente este último término no existe en el 

caso ele ftniclos no condnctores ele electricidacl. La estructura de la expresión para S es 

una forma bilineal, ya c¡ne consiste de la suma de términos que son el producto escalar de 

dos factores, c¡u_e se identifican con un flujo y un término que da lugar al flujo, es decir, 

tomando en cuenta sólo efectos directos se puede decir c¡ue el segundo factor se relaciona 

con la cansa qne experime11talme11te se ha establecido que da lugar al proceso irreversible 

y c¡ue generalmente se manifiesta como el g1·adiente de una variable de estado intensi\'a 

o como una fuerza c.xt.crna como en el caso elect.romag11ético. De esta manera el flujo ele 

calor se relaciona con el gn:i.eliente de ten1perat.ura, los fenómenos viscosos se atribuyen a 

gnulientes de \'elocic!ades y el movimiento ele partículas cargadas se origina por los campos 

electromag11ét.icos. 

De todo lo anterior se infiere c¡ue el conjunto de ecuaciones de conservación junto con la 

de balance ele entropía y las ecuaciones de estado, contienen a los flujos irreversibles como 

incógnitas y por tanta ele ben darse ecuaciones fenomenológicas adicionales que relacionan 

los flujos y las fuerzas termodinámicas, para poder obtener un sisten1a tle ecuaciones cerra

do que pueda resolverse para las condiciones iniciales y de frontera dadns. Estas relaciones 

constitutivas para los finjas ele calor, momento y corriente eléctrica, en ausencia de efectos 

cruzados, son las leyes ordinarias de Fourier, Navier-Newton y Ohn1, respectivamente, y 

establecen relaciones lineales entre los flujos y los gradientes o fuerzas generalizadas que 

dan lugar a los procesos irreversibles: 

Jq = -k'VT, (1.53) 

(1.54) 

TTi'SF' r~r'Y·'' -1 J'j, .. 1) ... ··. 1. 

'· -,.,.,,, ..... .......... ,., .. "f 
¡1 1 1' 11 · • •I -"·.:!:... l.'!.c ,_.:: .rt:'.!h i ---·-- ---------··--' 
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j =a (E '...¡:- v x B) , - (1.55) 

donde k, .>.., 1¡ y a son la conductividad térmica, el segundo coeficiente de viscosidad, la vis

cosidad dinámica y la conductividad eléctrica del fluido, respectivamente. El st~períndice 
T significa que es la matriz transpuesta del gradiente de velocidad y 1 es el tensor unitario. 

Si sustituimos est:as reladones lineales en (1.52), podemos dar~os -cuenta 0 de'que se 

presenta una forma cuadrática respecto a las fuerzas generalizadas. Por leí t~nto, !Jm·a que 
- ··-·.:·.' . •. 

la producción de ent.ropía sea positiva los coeficientes de transporte. (k,_.>..; 1¡, cr) deben ser 

positivos, lo que concuerda con los experimentos. 

En los siguientes c~pítulos, se harií uso del formalismo teórico ele la T 1 L presentado 

aquí para estudiar algunos sistemas de relevancia pníctica. En pa1;ticular, se utilizará 

la producción de entropía como una herramient.a de optimización de los sistemas bajo 

estudio. 



Capítulo 2 

Minimización de la producción de 
entropía mediante enfriamiento 
asimétrico por convección 

2.1 Introducción 

Se hu me11cionmlo previamente que la proeluccicSn ele entropía es una herramienta. 1ítil 

para la eYaluación ele las irreversibilidades intrínsecas asociadas a un proceso o dispositiYo 

dado [14.]- [17]. Determinando las condiciones bajo las cuales se minimiza esta función, es 

posible opt.imizar las condiciones ele operacicSn reduciendo la disipación a un valor mínimo 

consistente con las constricciones físicas impuestas en el sistema. Por otro lacio, se ha 

reconocido que un buen eliselio ingenieril de transferencia de calor en dispositivos donde 

se requiere, ya sea un aumento de la transferencia ele calor, o bien un aislamiento ténnico, 

conduce a condiciones donde la generación de entropía se 1ninimiza [14]. 

En este capítulo, el método de minimización de la producción ele entropía se aplica en 

el amllisis de dos problemas simples, el calentamiento interno uniforme ele una placa sólida 

y el flujo entre dos paredes planas paralelas infinitas de espesor finito (flujo de Poiseuille) 

[18]. En ambos casos, los sistemas intercambian calor con el ambiente siguiendo la ley de 

enfriamiento de Newton. Primero, resolvemos analíticamente la ecuación de transferencia 

de calor para cada caso (placa sólida y flujo entre paredes paralelas) con condiciones 

de frontera de tercer tipo. Se supone que los coeficientes de. transferencia de calor para 

cada superficie son, en general, diferentes. De las expresiones analíticas para el campo de 

temperatura, en el primer caso, y los campos de velocidad y temperatura, en el segundo 

22 
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caso, se calculan explícitamente la producción local y global de entropía. Fijando el 

coeficiente corivectivó de transferencia de calor adimensioilal (númer~ dé Biot) en Una ele 
las superficies, se encuentra para la segunda superficie un coeficiente. de transferencia de 

calor com·ebti\iQóptimo que minimiza la producción global de eritro¡;ía; Óe esta fÓrma se 

determinan Jas condiciones para JogTar pérdidas mínimas de en':rgía t()tal ~n é;;stCl; ~istemas. 
_ Aclemás,-para el flujo entre placas paralelas se explora el com¡Jortarnient~cl~Lmimero local 

de Ntisselt ~su valor asintótico para condiciones de ge11er~Ción' d~ 6ri'f~()¡;ía'. füí:Ilima'.. Una 
' . . , .... . : . 

extensión ele este 1íltimo problema aparece en (19). 

2.2 

2.2.1 

Calentamiento interno estadonario en una placa 
sólida 

Campo de temperatura 

Consideramos una placa sólida de concluct.iviclad térmica ks y espesor a la cual está someti

da a un calent.amie11to volumétrico uniforme ej. Suponemos que la. placa está ubicada 

horizontalmente de modo c¡ue la superficie superior est<í situada en y= a/2 y la snperficie 

inferior en y = -a/2, siendo y la coordenada transversal. El can1po ele temperatura al

canza un estado estacionario porque las superficies de la placa son baliadas por un fluido 

ele temperatura fija Tn. En forma adimensional, la. ecuación de transferencia ele calor para 

este sistema se reduce a 

(2.1) 

donde la temperatura adimensional esté'L ciada por es = ks (Ts - Ta) /qa2
, siendo Ts la 

temperatura del sólido. La coordenada (espacial) aclimensional y• está normalizada por a. 

Evidentemente, el comportamiento térmico del sistema, particularmente las irreversibili

dades debidas al flujo de calor, depende fuertemente ele las condiciones de frontera. Aquí 

la ecuación de transferencia de calor se resuelve usando condiciones de frontera de tercer 

tipo que indican que el gradiente de temperatura. normal a cualquier punto en la frontera 

es proporcional a la diferencia de temperatura que e.xiste entre la temperatura ele la super

ficie y la temperatura ambiente externa. Debido a esto, la cantidad de calor que entra o 

sale del sistema depende de la temperatura externa, así como del coeficiente convectivo de 
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transferencia de calor. Suponemos que las corrientes de fluido que bañan cada.superficie de 

la placa son, en gen~ral,dÍfe~<iI1te~. Entonces, los coefiCierifos có?fréctivos-de transferencia 

de calor, se consideranconstantes, pero no t.ienen los mismos valores en ambas superficies. 

La ecuación (2.1) debe satisfacer entonces las condicione5-clci.fro~tera 

des s· e· . a•··._ 
-d - i2s-s = 1 y• 

- • - ·1 
en y = -2, 

(2.2) 

(2.:3) 

donde los ntímeros ele .Biot Bi18 = h¡8 a/ks y. Bi2s = h2sa/ks son las expresiones adimen

sionales de los coeficientes convect.ivos de transferencia de ca_lor de las superficies superior 

e inferior, li.18 y h28 , respectivamente. Por tanto, dan una medida de· 1a transferencia de 

calor entre lci.s f~·onteras del sistema y el. medio que lo rodea. • 

La solución de la ecuación (2.1) con las. condiciones de fron'tera (2.2) y· (2.3) es de la 

fornut 

(2.4) 

donde 

D = .!. [1 _::!__ - 2(2 + Bi2s)(Bi1s - Bi2s) ] 
8 8 + Bi2s Bi2s(Bi1s + Bi2s + Bi1sBi2s) . 

Nótese que cuando h1s = h2s la solución (2.4) se reduce a la solución bien conocida del 

problema de calentamiento .interno estacionario dado por Bejan (ecuación (2.62) en [20]). 

2.2.2 Producción de entropía. 

En el caso del problema de calentamiento interno estacionario en un material sólido, la 

producción de entropía debe considerar las irreversibilidades_causadas por_el flujo de calor. 

Su forma e.xplícita puede obtenerse de las_ ecuacion~_d_e balance de energía y entropía, 

usando la ley de Fourier para el flujo de calor _como se mostró en el capítulo l. En 

términos adimensionales, la producción de entropía local, s·' está dada por [11] 
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s· 1 (de.) 2 

= -(e---.. +_e_aa_)~2 dy• (2.5) 

dondes· está normaliza.da por k .. /a2 y la temperatura ambiente adimensional est.il. dada 

por Gaa = kaTa/iJ.a2 • Una vez que Sº se int.egra desde y• = -1/2 a y• = 1/2, se obt.iene 

la producción global de entropía por unidad de longitud en la dirección a.xial, < s·· >. El 

resultado e.xplícito es [18] 

donde 

< s· > 

F.. -S(Bi1s + B-i2s) - 4[(Bi1s + Bi2 .. )2 + Bi1 .. Bi2 .. (l + Bi1s + Bi2 .. )] 

-Bi~ .. Bi~ .. - S6as(Bi1s + Bi2s + Bi1 .. Bi2 .. ) 2
• 

(2.6) 

Nótese que esta cantidad sólo depende de los parámetros adimensionales Bi18 , Bi28 y 

Gns· Puesto que la producción global de entropía considera la disipación total producida 

por las irre\'ersibiliclades en el sistema, podemos buscar valores de los pará1net.ros que 

minimizan la función < s· >. Primero exploramos el comportamiento de < /:;- > cuando 

los números de Biot de cada superficie son iguales (Bi = Bi1 8 = Bi28 ). Esto corresponde 

a un enfriamiento con\'ecl.ivo simétrico. La figura 2.1 muestra la producción global de en

tropía como función de un único número de Biot para diferentes \'alores de la temperatura 

ambiente adimensional (Gas =l, 2 y 3). Por ejemplo, Gns = 1 puede corresponder a una 

placa ele cobre comercial con un espei;or de 0.05 m a una ten1peratura de (20ºC) y una 

razón de calentamiento de 4.36 X 107 v.¡ /m3 • Como puede observarse de la figura 2.1, 

para este caso la producción global de entropía es siempre una función monótonamente 

creciente de Bi y alcanza, para una Gas dada, un valor límite cuando Bi -+ oo. 
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Figura 2.1: Producción de ent.ropía glohtt! en el sólido con1o función ele! número de Biot. y 
diferentes valores de 8us (enfriamiento simét.rico por convección). 

Ahora consideremos condiciones de enfriamiento cou1.·ect.ivo asin1ét.rico, es decir, el caso 

cuando los números de Biot. pm·a cada superficie son diferentes. En este caso, es posible 

encontrar un mímero de Biot. óptimo para una de las superficies el cual conduce a una 

producción global ele ent.ropía mínima siempre que la temperatura an1biente adimensional 

y el número de Biot de la otra l:mperficie permanezcan fijos. Por ejemplo, si fijamos 8ns 

y el número de Biot de la superficie inferior, Bi2., encontrarnos que existe un valor del 

mímero ele Biot de la superficie superior, Bi 1s, c¡ue minimiza < /:r >. Esto se ilustra en la 

figura 2.2 donde hemos g,Taiicaclo < /:;• > como función de Bils para 8ns = 1 y diferentes 

valores de Bi2s· Un comportamiento similar se obtiene cuando en vez de fijar el número de 

Biot. de la superficie inferior, Bi2s, fijam.os el de la superficie superior, Bi¡ 8 , y graficamos 

< ,C:,• > como función de Bi2s· 

Los resultados anteriores indican que puede lograrse una disipk:ción mínima al extraer 

calor en el sistema en forma asimétrica .. Aunc¡~e no f~~'poslble obtener el valor del 

mínimo analíticamente, en ,la figura 2.3 presentamos el número de Biot óptimo de la 
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Figura 2.2: Prod':!cción de entropía global en el sólido como función de Bi1s para diferentes 
valores de Bi28 y Bns = l. . 

superficie superior, (Bi1s)ópi, obtenido numéricamente, como.función del mímerode Biot 

de la. superficie inferior, Bi28 , y para tres valores diferentes de la temperat11ra ambiente 

adin1ensional. El comportamiento observado en la figura indica que mientras menor es 

la temperatura ambiente adimensional mayor es la. asimetría requerida. en el enfriamiento 

para. lograr pérdidas irreversibles mínimas. 

Ahora consideraremos el análisis del enfriamiento asimétrico en un problema donde 

además de flujo de calor hay irreversibilidades debidas a disipación viscosa. 

2.3 Flujo de un fluido viscoso entre paredes paralelas 

2.3.l Campos de velocidad y temperatura 

El campo de velocidad adimensional de un flujo viscoso entre dos paredes planas paralelas 

infinitas situadas en y•= -1/2 y y•= 1/2 es 
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Figura 2.3: Ntímero de Biot. ópt:imo de la superficie superior del sólido como función de 
Bi2s y diferentes valores de 8ns· 

(2.7) 

c¡ue se conoce como el flujo de Poiseuille, donde la velocidad, u•, ha siclo normalizada por 

U = -(a2 /1¡)(dp/dx); en este ejemplo, a es la separación entre las paredes, y 1¡ y dp/dx 

son la viscosidad dinámica del fluido y el g,Tadient.e de presión impuesto, respectivamente. 

Con el campo de velocidad anterior, procedemos a resolver la ecuación de balance 

de energía considerando disipación viscosa. De nuevo, el comportamiento térmico del 

flujo depende fuertemente de las condiciones de frontera. Corno en el problema anterior, 

consideramos condiciones de frontera de tercer tipo. En este caso, la cantidad de calor 

c¡ue entra o sale del sistema depende de la temperatura externa así como del coeficiente 

efectivo de transferencia de calor por convección, que incluye la resistencia térmica de la 
. - "~ -

pared y el coeficiente e.xterno de transferencia de calor por convección. La ecuación de 

transferencia de calor, en forma adirnensional, se reduce a 
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-·-c2.s) 

donde la temperat.ura acliménsionaLahoraestá ciada por G¡ = k¡ (T¡ -Ta)/r¡U2
, siendo 

7/ y T 0 las temperat.uras delfiuidoy el ambiente, respectivame!lte, y k1 la conchictividacl 

térmica del Hu ido. -La ecuación (2.13) Ae:l>~ satjsfa~er la~ r.:c::i1~clic_i()lle~~cl<:! fro11.ter.a 

d8 .. 
-d 1 +Bi1 G¡ =O, y• 

• L --
en y = 2' 

1 
en y•= -2, 

(2.9) 

(2.10) 

donde los números de Biot Bi1 (he¡ )1a/k1 y Bi2 .,;,, clic¡ )2a/k¡ son las expresiones 

adimensionales de los coeficientes ele t.ransforenci!l, de cak>r por convección de las pare

des superior e inferior, (he¡ )t y (he¡ )2, 'respccUvamente, los que en general, se snponen 

diferentes. Aquí 

1 
(hc¡}j = ...,..,,.....,..---

(ó,..); + _t_ 1 

(k,..); (he)j 

j = 1,2. (2.11) 

En la ecuación (2.11), Ów y kw son el espesor y la conduct.ividad térmica de la pared, 

respectivamente, mientras que (hc)t y (h,:) 2 son los coeficie11tes externos de transferencia 

de calor por convección de las paredes superior e inferior, respectivamente. 

La solución para el carnpo de temperatura está dada en la forn1a 

donde 

4 

e 1 (y', Bi1 , Bi2) = -i
2 

+ C¡y' + D¡, 

D =-~ [1 ~-- 4(Bi1 -Bi2)(2+Bi2) -] 
1 192 + Bi2 B_i2(Bi1 +Bi2 + Bi1Bi2) . 

(2.12) 

Ahora procedemos a calcular la producción de entropía usando los campos de velocidad 

y temperatura anteriores. 

TESIS CON 
FALLA DE OHIGEN 
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2.3.2 Producción de entropía. 

Como se mostró en el capítulo 1 para el flujo de un fluido viscoso monocomponent.e, la 

producción de.entropía, .. S, puede esc:ribirse explícitamente .en términos. adimensional.es 

como (11] 

§~.·· cc(~~·+l~n/)2~(~~:)2'+ ~;~ ~:7(:~:~)~ (2.13) 

elonde s· est.á normalizada por k¡/a2 y la temperatura ambiente adimensional está dada 

por 8 01 = k¡T0 /1¡U 2 • En la ecuación (2.13), hemos tomado en cuenta las irreversibilidades 

causadas por la disipación viscosa y el flujo de calor. Los valores de,':;• m{1.s altos se obtienen 

cerca ele las parceles, región en la que ocurre una disipación más fuerte. La produccióu 

global de entropía por unidad de longitud en la dirección a.xial, < s· >, una vez mi'lS, se 

obtiene int.egnmdo /;• desde yº = -1/2 a y• = 1/2. El resultado explícito es 

< /;- > 
2 + Bi2 + 248,.1(Bi 1 + Bi2 + Bi1 /3i2) 

Bi2 (2 + Bi¡) 
(2.14) 

En este ejemplo, la cantidad resultante sólo depende ele los panimetros adimensiona

les Bi¡, /3i2 y 8 01. Nue\·amente se pueden e.xplorar los valores de los parámetros que 

minimizan la función < ,':;• >. Como en el ejemplo anterior, primero hemos explorado el 

comport.amie11to de < /3• > cuando los mímeros de Biot. de cada pared son iguales (Bi = 

/3i1 = Bi2), es decir, enfriamiento simétrico por convección de las paredes. Aunque no lo 

mostramos grMicamentc, similarmente a lo que ocurrió en el problema del calentamiento 

interno estacionario del sólido, encontramos que en el presente ejen1plo la producción 

global de entropía es siempre una función monótonamente creciente de Bi (sin mínimos) 

y eventualmente alcanza un valor límite cuando Bi --+ oo. 

Cuando consideramos el caso donde los números de Biot para cada pared son dife

rentes, es decir, condiciones de enfriamiento asimétrico por convección, es posible encontrar 

una vez más un número de Biot óptimo para una de las paredes, el cual conduce a una 

producción global de entropía mínima cuando la ten1peratura ambiente adimensional y 

el número de Biot de la otra pared permanecen fijos; El. resultado puede ser obtenido 

analíticamente. Por ejemplo, si fijamos 8 0 ¡ y el número de Biot de la pared inferior, Bi2 , 
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se encuent.ra que el ..-alor del número de Biot de la pared superior, Bi1, que minimiza 

< /;- ::> est.á.-dado por-

donde 

y 

_..!__ {-n + {a:2 - l6,B[(Bi2 + 2) 2 + 6Ga¡(l6Bi2 
2.B ' 
+8Bi~ - 2Bi~-- Bi~)+-144G~j(4Bi~ -Bi~)]} ! } , --

4((Bi2 + 2) 2 + 128a1 (8 + 24Bi2 + 16~i~ + 3Big) 

+ 2sse~1 (4Bi2 + sBi~ + 3Bi~)J, 

.B (Bi 2 + 2) 2 + 24Ga¡(S + 18Bi2 + llBi~ + 2Bi~) 
+ 5768~1 (4 + 16/3i2 + 19/3i~ + SBi~ + Bi~). 

(2.15) 

La figura 2.4 muest.ra el mímero de Biot. cSpt.imo de la pared superior, (Bi1)op1., como 

función de Bi2 para diferentes valores de en/· Es claro de la fig,11ra que cuando Ga¡ Célmbia 

en dos órdenes de magnitud hay sólo un cambio insig11ificante en las curvas. Se encuentra 

que cuando Bi2 aumenta, (Bi1)opt. se aproxima a un valor límite el cual e.xplícitamente 

cstií. dado por 

!im (Bi1)opt = (i + --1-) 
112 

B•2-oo 248n¡ 
(2.16) 

Bi2 -+ oo corresponde al caso en el que la temperatura ele la pared inferior tiende a 

un v~lor constante (condición de front~ra de primer tipo en y• = -1/2). De (2.16) nos 

podemos dar cuenta que el \"alor límite, al cual se aproxima el mímero de Biot óptimo 

cuando Bi2 -+ oo, es l. 

Por otro lado, se observa que para Bi2 < 2,JBi1 )opt t_oma valores negativos que eviden

temente. no t.ienen significado fÍsi~o: En realidad, para Bi2 < 2 no se encu.entran valores 

mínimos de < s• > . Esto puede ~bser~>arse en la fig11ra 2.5 donde se muestra la producción 
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Figura 2.4: N1ímero de Biot. ópt.imo de la superficie superior para el flujo de Poiseuille 
como función de Bi2 y diferentes valores ele 8 0 ¡. 

global de entropía como función del mímero de Biot de la pared superior, Bit, para dife

rentes valores ele! mímero de Biot de la pared inferior (Bi 2 = 1, 2, 3, 4 and 6) y Gaf = 7. 

Este valor ele 8 0 1 se obtiene usando las propiedades físicas del aceite de máquina [21] a 

una temperatura ambiente Ta = 20°0. Para cada Clll"\'a, la función < .~· > se normaliza 

por su valor en Bit = O. Nótese c¡ue los valores mínimos de < .~· > oci.1rren para un 

Bit dado cuando Bi2 > 2. Aelemíus, cuanto nuiyor es el valor de Bi2 , mayor es el valor 

del mínin10. Una vez c¡ue se alcanzan los valores n1ínimos, < .~· > exhibe un incremento 

monótono a medida c¡ue Bi1 crece. La figura 2.6 muestra también a < s· > contra Bit 

poro para valores mayores de Bi2. Cuando Bi2 aumenta el valor óptimo de Bi1 también 

aumenta pero alcanza el Yalor límite dado por la ecuación (2.16) cuando Bi2 --> co. Los 

resultados anteriores indican una vez más, que se puede lograr una disipación mínima 

cuando se intercambia calor en el sistema en forma asimétrica. 

Ahora calculamos el número local de Nusselt para la pared superior, basado en el 

coeficiente interno de transferencia d~ calor por convección, hi, es decir [20], 

k 
hi = - f 

Tw-n (
8T1 ) 

8y y=a/2' 
(2.17) 
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Figura 2.5: Producción global de entropía para el flujo de Poiseuille, normalizada por su 
valor en Bi1 =O, como función de Bi1 y diferentes Bi2 • en1 = 7. 

donde Tb y Tw son las expresiones dimensionales de la temperatura ele bulto (temperatura 

promedio del fluido en la sección transYersal) y la temperatura de la pared, respectiYa

mente. Por lo: tanto, el lnímero local de Nussclt para la pared superior está dado por 

(~) 1\111. = -hia. = - dy· v·=1/2 

2k¡ ___ . 2(e1 (~· = 1/2) +en¡ - eb) 
_ Bi 1e 1 (y• = 1/2) 
- 2(e¡(y• = 1/2) +en/ - eb)' 

(2.18) 

donde la temperatura adimensional de bulto se define como 

-¡112 ··ce •+e--)d. · · -1/2 11· -¡ -nf Y 
eb = 112 

f_ 1/2 11.-dy• 

El n~rnero de "Nusselt representa el coeficiente adimensional de transferencia de calor 

interno entre el fluido y iá:s pa~edes del sistema (caracteriza los procesos de transferencia 

de calor entre las paredes y el fluido en contacto con ella). 

ITESiS CON 1
1 

UAhliA DE ORIGEN ------·-·---.----



1.0002 

1.0000 

0.9998 

0.9996 

b.9994 

o 

---81
2
=20 

- --- :ce_--· 81
2
=40 

·; · ···· 812 =60 
-·-·-·- Bi2 =1000 

2 4 

... ... 

6 

--.... ... .... 
--- ------ ······ ····· 

8 10 

34 

Figura 2.6: Producción global de entropía para el fiujo ele Poiseuille, normalizada por su 
valor en Bi1 = O, como función ele Bi1 y diferentes Bi2. Ga¡ = 7. 

La figura 2. 7 muestra el 1111mero de Nusselt (2.18) evaluado en el número de Biot 

óptimo de la pared superior, (Bi 1 )opt., como función de Bi2 para diforent.es valores de 

la temperatura ambiente adimensional. Este número local de Nusselt para condiciones 

de generación de entropía mínima exhibe un cornportamient.o monótono en la n1eclida en 

c¡uc Bi2 aumenta y alcanza un valor límite cuando Bi2 --+ =· Este valor límite puede 

determinarse analíticamente, es decir, 

. ..ji+~ 
hm (Nu)opt = ( _ ) , 

Bi2-oo ·_ 1 -~ Q.2286 1 +Jtt 24~of 
(2.19) 

- ·_2·· 
el cual sólo depende -de- la t.emperatur~ a~~i~ht~ adimensional. Como puede observarse 

r ,•:• '"" ••• ',;., '·:·.,¡,· ·: • 

en la figura 2.7, el efecto de la temperatura ambiente no es muy pronunciado. 
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Figura 2. 7: Número local de Nusselt para el flujo de Poiseuille en condiciones de generación 
de entropía mínima como fnnción de /3i2 y diferentes en/• 

2.4 Conclusiones 

En este capít.ulo, a través de dos problemas de t.ransferencia de calor, es decir, el ca

lentamiento interno estacionario de una. placa. sólida. y el fiujo viscoso entre dos paredes 

planas paralelas de espesor finito, hemos mostrado que se puede lograr una generación de 

ent.ropía n1ínima extrayendo calor del sistema en forma asimétrica. 

Nuestro punto departida fue la solución de las ecuaciones de balance en estos problemas 

para la obtención, en el primer caso, del campo de temperatura y en el segundo, de los 

campos de Yelocidad y temperatura. En los dos problemas el campo de ten1peratnra 

fue determinado aplicando condiciones de frontera de tercer tipo, suponiendo en general 

que el coeficiente de transferencia de calor por conYección para. cada frontera es distinto. 

Bajo estas condiciones, y suponiendo que uno ele los coeficientes ele transferencia de calor 

(el de la pared o superficie inferior) y la temperatura ambiente son fijos, la producción 

global de entropía como función del otro coeficiente de transferencia de calor exhibe un 

mínimo. Esto proporciona las condiciones bajo las cuales las irreversibilidades debidas a 



36 

la fricción viscosa y/o el finjo de calor son minimiza.das. Los resultados obtenidos para 

ambos ejemplos muestran muchas ~ilTli!itudes, pero aclemá.S iriiportarites diferendas. -Por· 

un lacio, es algo sorprendente c¡ue la situación aparentemente má.S simple (calentamiento 

i~terno de la placa sólida) conduce a una expresión más compleja<¡)al:a l~ ¡;~oducción 
global de entropía. Esto está vinculado al hecho ele c¡ue la integráC:ión (e5pacial) en el 

caso del flujo de Poiseuille conduce a expresiones algebraicas mientras .. que.en la placa 

sólida participan funciones transcendentales. Por otro lado, el efecto de la temperatura 

ambiente en las condiciones ele generación de entropía mínima es mucho más importante 

en el calent.amiento iutcrno estacionario de nna placa sólida c¡ue en el flujo de Poiseuille 

entre paredes planas paralelas. Finalmente, en el problema del calentamiento interno hay 

siempre un mímcro de Biot óptimo para la superficie superior. En contraste, en el caso del 

finjo viscoso, sólo para Bi2 > 2 existen mímeros de Biot de la pared superior c¡ue conducen 

a un mínimo en la producción global de entropía. 

Por tílt.imo, cabe mencionar c¡ue debido a la gTan cantidad de aplicaciones donde se 

11t.iliza el enfriamiento convect.ivo, la minimización de irreversibilidades mediante el enfria

miento asimétrico por convección puede tener una relevancia pnktica importante. 

En el siguiente capítulo se analizarán dos ejemplos c¡ue involucran el flujo de un Huido 

eléctricamente conductor a través de un dueto en pre.5encia de un campo magnético. Aquí, 

aparece una nueva disipación debida a la conducción eléctrica. 

l-7is1s_._0_or! 
F .ALLA D ~-: l_l 11 · __ ._,, .. _ .-.-·--· -·· ·--

-1 

.rn \ 



Capítulo 3 

Optimización energética de flujos 
magneto hidrodinámicos 

3.1 Introducción 

En este capítulo, realizan1os el estudio de dos nuevos problemas que a diferencia de los 

ejemplos tratados en el capítulo anterior, involucran el fiujo de Huidos cléctricame11te 

conductores en presencia de un campo magnético. Hart111ann fue el primero en in\'estigar 

estos tipos de flujos, también conocidos como flujos mag,11etohidrodinámicos, en los <¡ne, 

además de las pérdidas de energía ocasionadas por la disipación viscosa y la conducción de 

calor, se debe considerar las pérdidas debidas a la conducción eléctrica. Esto conduce, si 

comparamos con lo Yisto en el capítulo anterior, a una expresión explícita de Ja producción 

global de entropía con un término de disipación adicional. 

Primeramente, se analiza el flujo radial entre discos paralelos concéntricos en donde 

se consideran los efectos convectivos en la transferencia de calor. Este flujo es de gran 

interés por estar presente en una gran cantidad de aplicaciones, tales como sistemas de 

lubricación, difusores e int.ercambiadores de calor. En la literatura se han publicado dife

rentes trabajos donde se estudia el comportamiento dinámico y térmico de flujos radiales 

[22]-(28]. Posteriormente, se estudia el flujo longitudinal entre paredes planas paralelas 

infinitas con conductividad eléctrica finita (29]-(31], que es el amUogo en fil H D del flu

jo de Poiseuille en la mecánica de fluidos ordinaria. Esta. investigación tiene rele\·ancia 

debido a que, proporciona conocimientos importantes en el desarrollo ele modelos para el 

generador /\-! /-/ D que más adelante \'eremos. En ambos problemas se puede \'orificar el 
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límite para campos magnéticos nulos y en ellos, nuevamente, se resuelve la ecu~ción de 

energía considerando que 16s si~temas intercambian calor~ccm el ambiente siguiendo la ley 

de enfriamiento de Newton. Aquí, además de los campos de velocidad y temperatura, se 

requiere conocer el campo de densidad de corriente eléctrica para obtener una expresión 

explícita para la producción local y global de entropía. En estos flujos también se cumple 

que, fijando el coeficiente convect.ivo de transferencia de calor adimensional (número de 

Biot) en una de las Sltperficies, se encuentra para la segunda superficie un coeficiente de 

transferencia de calor convect.ivo óptimo, que minimiza la producción global de entropía 

y por consiguiente las pérdidas ele energía. 

La diferencia fundamental entre estos dos problemas es c¡ue en el caso de los discos las 

paredes son eléctricamente aislantes mientras que en el segundo ejemplo las paredes son 

eléctricamente c.onductoras. Por esta razón, la corriente eléctrica puede circular en ellas. 

3.2 Flujo radial de un fluido viscoso eléctricamente 

cond tict()1~::eri¡re •.discos paralelos concerltri~os 

3.2.l Conside1~aciones básicas 

El sistema físico a estudiar es mostrado en la figura 3.1. Este consiste ele dos discos 

pararelos eléctricamente aislantes con radio interior r¡ y radio exterior r2 separados por 

una. distancia a .. Un fluido viscrn;o, incompresible y eléctricamente conclnctor, por ejemplo 

un metal líquido, es sometido a un gradiente ele presión en dirección radial que provoca que 

el fluido fluya rat!ialmente hacia afuera a tra\'és del espacio entre los dos discos. El fluido 

está en presencia de un campo magnético constante, aplicado en dirección trans\'ersal al 

Iiujo B = B 0 y, clo11cle B 0 es la intensidad del campo y y es el vector unitario en la dirección 

y. El origen del sistema de coordenadas (r, O, y) se fija en el cent.ro del sistema. El 

movimiento del Huido en presencia del campo magnético transversal induce una corriente 

eléctrica en la dirección anguliu· O. La ex.istencia ele corrientes eléctricas circulando en el 

fluido alteran el comportamiento dinámico y térmico del flujo. Por un lado, la corriente 

eléctrica interactúa con el campo aplicado produciendo una fuerza de Lorentz que se opone 

al mO\·imient.o del fluido¡ y por el otro, el flujo de corriente a través del fluido conductor, 

constituye una fuente de disipación óhmica que tiende a incrementar la temperatura de 
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dicho fluido. 

En principio lacofriente-clédrica. iridU-ce 1üi-ciunpo magnético en dirección radial, pero 

en la práct.ica este campo inducido es mucho menor que el campo aplicado y puede ser 

despredado. Esto es válido cuando el • nú~~r; ml'\gnético. de Reynolds RTTl = µcr Val es 

mucho menor que la unidad, dondeµ y cr son la pern1eabilidad magnética y conductividad 

eléctrica del fluido, mientras que Y 0 y l son una \•elocidad característica y la longitud 

carnet.erística del flujo, respectivamente. Para simplificar el análisis teórico, despreciarnos 

los efectos de borde debidos a la longitud füiita de los discos en dirección radial. Adem{is 

por simplicidad, s11ponemos que el perfil de velocidad depende sólo de las coordenadas 

radial y transversal, r y y, respectivamente. 

Los fenómenos ele difusión de masa son despreciados al considerar que el Huido es 

monocomponen~.e y todas las propiedades físicas del fluido se consideran const.antes. 

Por ült.imo, suponemos que la transferencia de calor entre los discos y el ambiente sigue 

la ley de enfriamiento de Newton y que los coeficientes de transferencia de calor para cada 

disco so11, en general, coustantes y dist.int.os. 

Entrada 

y= 0.5a 

y=-0.Sa 

1 1 1 l B 

Figura 3.1: Esquema del sistema 

3.2.2 Ecuaciones fu1J.damentales 
-- - --- -· 

Para determinar la produccióll de entropía en forma explícita, tenemos que encontrar Jos 

comportamientos dinámico, térmico y electromagnético. Para esto, resolvemos las ecua-

'fi,S!S CON \ 
FALLA DE U.VI'.-:í:N J L-------·-····- -·-· ... 
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ciones ele balance del fluido tomando en cuenta las ecuaciones de la teoría elect.romagnética 

bajo la aproximación M Ji D y otras sui)osiC:iones c!ue se consideren:·- El sistema de ecua~ 

ciones a resoh·erpara el flujo cleun metal líquid~ en presencia de un campo magnético se 

describe a continuaCióri. 

Las ecuaciones de continuidad y Navier~Stokes s~n, respectivam~rÍie . ·. : .. '•' ··,: .. . . 

'V· u= O; (3.1) 

a - .. -
p a~ +(u. 'V) u= -"Vp + 1¡'V2u + j X B, . (3.2) 

donde u, p y j son los campos de velocidad, presión y densidad de corriente eléct.rica 

mientras p ami 7/ son la densidad de_ masa y la viscosidad dinámica del fluido. 

La ecuación .de transferencia ele.calor se expresa como 

pC,, (~~-+(u· 'V) T) = k "\12 T + <I> +j ·E, (3.3) 

donde T, E and <11 son la temperatura, el campo eléctrico y la función de disipación viscosa, 

respectivamente, y C,, y k son el calor específico a presión constante y la conductividad 

térmic<l del fluido, respectivamente. 

Las ecuaciont1'l del campo electromagnético requeridas para cerrar nuestra dc.-;cripcióu, 

en la aproximación cuasi-estática (32] son 

'V X B = µj, (3.5) 

'V· B =O, (3.6) 

j = ir(E +u x B). (3.7) 

Corno no hay variación del campo magnético en el tiempo, la ley de inducción de 

Faraclay (3.4) se reduce a.'\J.X E = O'. Es decir, en este caso el campo eléctrico E es 

potencial. Sin embargo, en este problema el e.ampo eléctrico es cero, ya que las corrientes 

eléctricas circulan formando un lazo cerrado en la dirección O y no e..xiste campo eléctrico 
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externo aplicado. Por otro lado, tal y como fue e..'Cpuesto previamente, e!_ campo magnético 

no se altera p¿¡r elrnovimiel1t.6 del íl\lidO (R.m« 1). Esto significa que el campo magnético 

es gobernado por las ecuacionesde la ll}agnetost.atica, 'V X B = O, 'V · B = O, que evi

dentemente se satisfacen para la suposición de que B = BaY· Además, debido a que 

el fluido se considera incompresible, e_! campo de velocidad se desacopla del campo de 

t.emperaiura; En ansencia.de campo-magnético (caso hidrodinámico), no haycorrientes 

eléctricas circulando en e!·fl11idoy el tercer término de la parte derecha de las ecuaciones 

c~~.2) y (3.3) no exi~t.~. 

3.2.3 CalilP()S de velocidad, densidad de corriente· eléctrica y 

tem.pe1;atura 

Ca1npo de velocidad 

Un fh1jo radial primario fue obtenido por Maki [24] bajo las s11posiciones magnetohi

clrodinámicas r¡ue se hacen en los sistemas de lubricación. De esta forma, la componente 

radial de la ecnación (3.2) en estado est.acionario, que considera los efectos inerciales, se 

expresa en lérn1i11os ac\in1cnsio11alcs como 

(3.8) 

donde la componente radial de velocidad u.* está normalizada por U_ == Q/a2 , siendo 

Q = 2íIT J~~~n 11dy el flujo Yo!umét.rico, mientras que r• y y• están normalizadas por a. 

Aquí, Re = pUa/17 es el número ordinario ele H.eynolds y A/ = B 0 a..,¡a:r;¡ es el mímero 

ele 1-Iart.rnann. El primero rle ellos da una est.imación ele la fuerza inercial comparada 

con la fuerza viscosa y el segundo da una estimación de la fuerza magnética comparada 

con la fuerza viscosa. Si snponemos que el valor del mín1ero de Reynolds es pequefio, se 

puede obtener la solución a traYés del método ele perturbaciones mediante las expansiones 

u• = 11.~ + Rcuj + O(R.~) y p• = p~ + RcPi + O(R~). Por simplicidad, sólo tomaremos la 

solución hasta 0(1), que para condiciones de frontera de no deslizamiento, u• (±0.5) = O, 

tiene la forma (22, 24) 

u• (y•' r•) = ---..,.-:-c:-~A_l __ -----:~ 
4m .. ( "i - tanh "i) (

l _ cosh My") . 
cosh ".¡ 

El gradiente de presión radial 1ia:st.a 0(1) puede ser expresado como 

TESIS CON 
FALLA DE OHIGEN 

(3.9) 
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ap: fi13 
ar• 47Trª (tanh "l - "l)' 

donde la presión está normalizada por 1¡Q/a3. 
En la figura 3.2 se muestra que la velocidad disminuye con r• y que el efecto.principal 

de la fuerza mag11ética es aplanar el pe~fiFd~··vi::Ioeicl~d radia.! del flujo de Hart.nmnn, 

incrementando el gradiente ele velocidáci Cércaa~ la:Spa~edes~ Este efecto llega a ser mi1s 

pronunciado a medida que el número ele Hartmann aumenta.· 

u 
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Figura 3.2: Perfil de velocidad para diferentes valores ele 11'! y r•. 

Densidad de corriente eléctrica y cainpo de temperatura 

Una vez obtenido el campo de velocidad, resolvemos la ecuación de balance de energía 

considerando la disipación viscosa y óhmica. Nuevamente utilizamos condiciones de fron

tera de tercer tipo que indican que el gradiente de temperatura en la frontera se considera 
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proporcional a la diferencia entre la temperatura del fluido y la temperatura ambiente 

externa . .Áde~á.i,,-snpcmemos que-la· transferencia de calor }Jor conducción:-en dirección -

radial es desprecia~le comparada C(lll la transferencia de calor en dirección transversal. De 

la ley de Ohm, se Úene que la densidad de corriente eléctrica normalizada por U.,JITT¡/a, 

está cládá por 

(3.10) 

doncle.u'(7'.',y') est<t dacia por la ecuación (3.9). Bajo estas aproximaciones, la ecuación 

de balance de energía (3.3), en forma adimensional, queda expresada como 

Pcu· -- = -- + 2 -- + - + --. - + J\' u , ,ae EPG [(Du.') 2 (u.') 2
] (ªu.') 2 

12 .• 2 

. . Dr• 8y'2 a,.• · r• 8y• 
(~~.11) 

donde Pe = aU /a es el mímero ele Péclet. el cual da una medida de la importancia de 

la convección del calor comparada con la difusión ); a = k/ pCp es la difusividacl térmi

ca del fluido. Aquí, e = k (T - 7',.) /1¡U 2 es la temperatura aclimensional con T y Ta 

repre;cntanclo las temperaturas ele! fluido y el ambiente, respect.ivamente. 

La ecuación (:t 11) debe satisfacer lus condiciones de frontera 

Be -- + Bi18 =O, en y'= 0.5, 
By• 

ae 
-- - /3i28 = O en y' = -0.5, By• , 

(3.12) 

(3.13) 

donde, al igual que en el ejemplo anterior del flujo de Poiseuille, los n1ímeros ele Biot Bi1 = 

h1a/k y Bi2 = h2a/k son las expresiones adimensionales de los coeficientes constantes de 

transferencia de calor ele las paredes superior e inferior, h 1 y h 2 , respectivamente, los que 

en general se consideran diferentes. 

Para incluir los efectos convectivos de transferencia de calor en el flujo analizado, se 

propone la siguiente solución por el método de perturbaciones para el campo de tempera

tura, es decir, 

8(y*, r') = Go(Y', r') + Pe81 (y', r') + P¡e 2 (y', r') + ... , (3.14) 

donde se supone ttn número ele Péclet pequefio, Pe << l. En este trabajo, tomamos la 

solución hasta los dos primeros términos de la serie. Esto sen\ suficiente para incluir todos 
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los efect.os físi~os importantes del problema. _ 

sustü.'i.iy~iido la e~i:i.;.ci¿r¡ (3:i4) en ia ecüa:c:iónc (4.6) y agrupando los términos del 

mismo orden, obtenemos para orde_n ~ 

(3.15) 

.. ,_·_ 

que debe satisfacer las condiciones de frontera ~-+Bi19,;; =O en y• = 0.5 y~ -Bi2 9 0 = 
O en y• =· -0.5. La solu~ión p~ede ser expresada en la fornía 

! ,{···¡·· [ (au•)2 (uº)2 (ªuº)-2 _ - __ -] - } _ 
So(rº,yº)= ___ --_ ··· _-- 2 Br• +2 ;:;- . + a~· +M

2
u.º

2 
dyº dyº. (3.16) 

Para orden Pe, tenemos la ·ecuación 

.aeo 8 2 91 u--=---. ar• 8y•2 ' 
(:3.17) 

que debe satisfacer las condiciones de frontera %'f-- + Bi1 9 1 = O en y• = 0.5 and ~ + 
Bi291 = O en y• = -0.5. La solución formal de la ecuación se puede expresar en la forma 

(3.18) 

La figura 3.3 muestra el campo de temperatura para diferentes valores ele A/ y Bi2 , 

r• = 12 y Bi 1 = l. Al aumentar el coeficiente de transferencia de calor por convección de 

la pared inferior, Bi2 , la transferencia de calor desde el sistema hacia el medio aumenta 

y por tanto la temperatura disminuye. Ai'aumentar AI, el valor modular de la corriente 

eléctrica aumenta siendo mayor la disipación de Joule. Esto trae por consecuencia un 

aumento en la temperatura del fluido y en la producción de entropía, aunque este último 

efecto se '\'ení. más adelante. 

En ambas ecuaciones (3.16) y (3.18) las constantes de integración son e...-aluadas usando 

las condiciones de frontera en las paredes superior e inferior. Es interesante notar que 

cuando las ecuaciones (3.9), (3.16) and (3.18) son evaludas en el límite f\'1 --. O, obtenemos 

los resultados correspondientes al caso puramente hidrodinámico. Los campos de velocidad 

y temperatura obtenidos en esta sección serán utilizados para la determinación de la 

producción de entropía. 
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Figura 3.3: Perfil de temperatura para diferentes valores de iH y Bi2, r• = 12 y Bi1 = l. 

3.2.4 Producción de entropía 

Para el flujo de un fluido viscoso eléct.ricamente conductor en presencia de un campo 

nrng,11ético, la producción de entropía debe considerar las irreversibilidades causadas por 

la fricción del fluido, el flujo de calor y la conducción eléctrica. Su forma explícita se 

puede obtener de las ecuaciones de balance del fluido y la entropía con las relaciones 

lineales constitutivas para los fiujos de momento, calor y corriente eléctrica. En términos 

adimensionales, la producción local de entropía, /::i•, está dada por [11] 

1 (ªª) 2 

1 
(G + 8 0 )

2 By• + 8 + 8" { [(au•)2 . (u·)·.2] . (au•)2} 2 ar• .. +. . r . ..... + . ay•. 

1 ·•2 

+e+ea1º' (3.19) 

donde s· está normalizada por k/ a 2 y la temperatura ambiente adimensional 'está dada 

por 8a = kT0 /1¡U 2 • Nuevamente, los valores mayores de Ir son obtenidos cerca· de las 
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paredes. Evidentemente, al aumentar el número de Hartmann, la disipación aumenta. En 

este C:aso; p~a. clbt~n~~-1; prC;;<lúc'C:ión gfobal de entropía; < -_ s· ::> ,- s· -fue integrada desde 

yº = -0.5 a yº = 0.5 y desde r• = 5 a 1·º = 20.· Aquí, se utiliza < Sº >, la que sólo depende 

de los p~árl1'3t~os adimensionales M; Bf.j,Bi2, G{yP.,, como crite~io para optimizar el 

comportamierito -del· dispositiYo. Pue5to que ia prnducción global de entropía considera 

toda la disipación producida por las -irrever~ibilid~~des en el sistema, podemos obtener Jos 

valores de Jos parámetros M, Bi1 ,. BÚ·y P~':ciJe minimizan la función < .'!r > para una 

8 11 dada; S~ trabaja con el valor el~ Ba ,,;,;' S'.32 X 1012 , que se determinó considerando 

que el fluido ele trabajo es mercurio Iíq\.iiÚo [33)a una temperatura ambiente constante de 

T 11 =.27°0. Este valor' de 8 11 fue usiido:_en-todos los cálculos que se presentan para este 

pr?blema. 

En este ejemplo, los resultados obtenidos para el caso de intercambio ele calor en 

forma simétrica se presentan en la fig;ura 3.4. donde hemos gTaficado la diferencia entre 

la producción global de entropía y su valor en Bi = O ( < .5• > - < .5· > Bi=O) como 

función del número de Biot Bi para ti'! =o y 2, P.,= o y 0.05, y en= 8.32 X 1012 . Todas 

las cnn·as están normalizadas con el valor ele < .5• > en Bi = O. El comportamiento ele 

las cuatro cun·as es 1n11y siinilar, se observa'-un aumento monótono de < ,é:;• > con una 

tendencia final a un valor asintótico que aumenta con el aumento ele 1\/ y de Pe. 

En las figLJrns 3.5 y 3.6 se muestran las curvas ele la diferencia entre la producción global 

ele entropía y su .:alor mínimo ( < .5· > - < s· >min)' normalizadas por el valor de< .é:;· > 

en Bi1 =O, como función de Bi1 para Pe= O y 0.05, respectivamente. En ambas figuras, 

se supone Al= 10 (caso magnetohidrodinárnico), Bi2 = 2,4,6 y 10, y Ga = 8.32 x 1012 . 

Al igual que ocurrió en el flujo de Poiseuille, no se observan valores mínimos de < .S'* > 
para todas las curvas. Por ejemplo, cuando P., = O, los valores mínimos de < s· > son 

observados para un valor ele Bi1 ciado, si Bi2 > 2 y cuando P., = 0.05, los valores mínimos 

de < ,é:;• > son obscn;ados para todos los valores de Bi2 • Además, al aun1entar el valor de 

Bi2, el \'alar de Bi 1 , en el cual se observa el mínimo, aumenta. Se puede concluir, que al 

igual que en los dos ejemplos anteriores, en este problema las condiciones que minimizan 

< s· >, se corresponden con las que minimizan las pérdidas de energía en el sistema 

y que una vez que los valores mínimos son alcanzados, < s· > muestra un aumento 

monótono con Bi1• Cuandoel número de Biot disminuye, Ja transferencia de calor hacia 

Jos alrededores es menos eficiente y la temperatura del sistema aumenta. 

Aunque las curvas de la producción global de entropía como función de Bi 1 no se 
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Figura 3.4: Valor normalizado dela diferencia entre la producción global de entropía y su 
- valor en Bi = O como función del míméro de Biót Bi para 1\1 = O y 2, P,, ;,,. Oy 0.05, y 
8a = 8.32 X 1012 • -

muestran para ÍI'/ =o (caso hidrodinámico), los comportamientos cualitativosde < s· > 
son similares a los mostrados en las figi.1ras 3.5 y 3.6. La principal diferencia ·es-que en el 

caso Al =O, no hay disipación de energía por conducción eléctrica y los vá'ioresde < /.;- > 
son m{1s pequeños, comparados con los que corresponden a Al = 10. 

La figura 3.7 es un gTáfico de (( < ,'.:;• > - < .':;• >m1n)/ < .':;• >m1 =;'ó] como función 

de Bi1 para Al = 10, diferentes vafores de P,, (0.1, 0.05, 0.01 y O), Bi2 ·:~ 50 , y 8a = 
8.32 x 1012 • Se observa un comportamiento similar de< /;- > para los cUatro valores de 

Pe con valores mínimos. Cuando Pe aumenta, los efectos convectivos de la transferencia 

de calor. aumentan y los valores de la producción global de entropía son mayores. Una vez 

más, tal y como ocurrió en los problemas anteriores, los resultados indican que se puede 

logTar una disipación mínima, extrayendo calor en forma asimétrica, pero ahora este efecto 
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Figura ~3.5: Valor normalizado de la diferencia entre la producción global ele entropía y 
su vnlor mínimo como función de. Bi1 para Pe: = O, JH == 10, diferentes valores ele Bi2, y 
Gn = 8.32 X 10 12

• 

se obsen·a tanto en el problema hidrodinámico como en el mag11etohiclrodinámico y aclc1mís 

se consideran los efectos convect.ivos de transferencia de calor. 

E:n la figura 3.8 se presenta el mímero el.e Biot óptimo de la superficie superior, (Bi1 )opt., 

determinado numéricamente, como función del número de Biot de la superficie inferior, 

Bi2, Al= O y 10 (casos hidrodinámico y magnetohidrodinámico, respectivamente), Pe= O 

y 0.05, y Gn = 8.32 x 1012 • El comportamiento observado en la figura indica que cuando el 

número de Péclet disminuye, mayor es la asimetría requerida en la transferencia de calor 

para log1.·ar pérdidas irreversibles mínimas. Corno era de esperar, no se encontraron valores 

n1ínimos de < 5• > para Bi2 < 2 cuando Pe =O (ver figura. 3.5). Ademi:lli, se observa que 

para valores grandes de Pe, mayor es la diferencia entre las curvas obtenidas pm·a JH = O 

y 10. 

Ahora, definiremos un número de Nusselt promedio en la pared superior, basado en el 
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Fig11ra 3.6: Valor normalizado de la.diferencia entre lá. producción globaLde entropía y su 
valor mínimo como f1Ínción de Bfr imra: Pe = 0.05, 1H 10, diferentes valores de Bi2, y 
Ga = 8.32 X 1012 . . .. . . .. . .. . 

'.', ·.. ·.· '! ' 

coeficiente interno promedio de t.ransferencia de calor por convección, hrn, entre los radios 

r 1 y r 2 , es decir; 

. 1;,• 2rrrk (8T/8y)y=a/2 dr 
hm = - 1;,• 2rrr (Tw - n) dr ' 

(3.20) 

donde Tb y Tw son, al igual que en el flujo de Poiseuille, las expresiones dime:isionales de 

la temp7ratura de bulto (temperatura promedio en la sección transYersal al flujo) y de la 

temperatura en la pared, respectivamente. El número de Nusselt promedio en la pared 

superior estará dado por 
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Figura 3. 7: Valor normalizado de l~ diferencia entre la producción global de entropía y 
su valor mínimo como función de Bi1 para Jl.J = 10, diferentes valores de Pe, Bi2 = 50 y 
Ga = 8.32 X 1012 • 

Nu.1n = 
J,~2 ( d"!) 1·• dr• 

hnia r, dy y"=l/2 

2k = - 2 J;/ (8(y•=l/2) + Ga - Gb)r•dr• 

J, r.2 Bi1G(y•=l/2)r•dr• 
T¡ 

(~t21) 

donde la temperatura de bulto adimensional se define como 

J112 u•(e +e )r•dy• eb = -1/2 a 

.·. . J~{~2 u.•r•dy• 

La figura 3.9 muestra el ~úmero .de Nusselt promedio (3.21) como función de !11 para 

cuatro \'alores de Bi1 = (Bi1)opt· Los dos primeros valores de (Bi1)opt = 0.6 y 2.15 se 



Bi,(Opt) 

2.8 

2.4 

2.0 

1.6 

1.2 

o.a 

.0.4 

o.o 
~,· 

o 

, , 

--- -- -: 

--·M,,O 
- - - - Mo=1 O 
.••.•.• Mo=O 

-·-·-·:.M".'1.0 

----- ------

· P.,;,o,o5 
P."o.o5 
P."o 
p "º . 

------

. ~~nnnnn====*==*===*========== 
,. 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 
Bi

2 

50 

51 

Figura 3.8: Ntímero de Biot ópt.imo de la superficie superior, (Bi1 )ópt, como función de 
Bi2 para M =o y 10, Pe= o y 0.05, y ea= 8.32 X 1012 • 

obt.iencn para Pe = O y 0.05, respect.ivan1ente, cuando Bi2 = 10, 1nientras que los otros dos 

valores de (Bi 1 )opt. = 0.98 y 2.9 se obtienen para Pe= O y 0.05, respectivamente, cuando 

Bi2 = 50. El ntímero de Nm;selt. promedio alcanza un valor máximo en todas las curvas, 

es decir, existe un valor óptimo del mímero de Hart:mann, /\I0p 1., donde la transferencia de 

calor es má.xima, cuando fijamos los valores de /3i¡ = (Bi1)opt., Bi2, Pe y ea. Una vez 

c¡11e el valor n1áximo se alcanza, Num muestra lllla disminución monótona con !"1. Nótese, 

que el valor del nümcro de Hartmann para el cual el 1nimero de Nusselt promedio alcanza 

el máximo (condiciones de máxima transferencia de calor) está bastante cercano al valor 

que tiene dicho nümero de I-Iartmann para producción de entropía mínima (!vi = 10). Al 

aumentar Pe, mayor es la diferencia entre el valor de JH donde se alcanza una transferencia 

de calor máxima y el valor de /11 donde se alcanza una disipación mínima. Nótese, que 

cuando Pe aumenta a 0.05 la temperatura promedio en la sección transversal del flujo 

supera el valor de la temperatura de la pared y el flujo de calor se invierte (el calor sale 
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del sistema). En tales circunstancias, el número de Nusselt promedio pasa a ser negativo. 
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Figura 8.9: Número de Nusselt promedio como función de A'/.para diferentes valores de 
Bi 1 = (Bi1)opt. que corresponden a diferentes combinaciones de Pe= O y 0.05, y Bi2 = 10 
y 50. (ver texto) ' . . 

A continuación pasamos a realizar el análisis de un flujo n1agnetohidroclinámico entre 

planos paralelos infinitos con conductividad eléctrica finita.·. 

3.3 

3.3.1 

Flujo de un fluido viscoso eléctricafuerite conduc
tor entre planos paralelos de conducÚvidad eléc
trica finita. 

Consideraciones básicas 

El sistema que se analiza a. pesar de tener una geometría muy similar a la del flujo ordi

nario de Poiseuille, con dos planos infinitos ubicados en y = a, el superior, y en y = -a, 
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el inferior, tiene una solución mucho más complicada. En este problema también se con

sidera la pre~encla -~¡~-un c~mpo magnéÜcÓ-exfornO, aplicado eri la dirección normal a las 

paredes, pero ahora estas paredes so"n. eléctricamente conductoras. Esto implica que las 

corrientes eléctricas pueden circular no sólo en el fluido sino también dentro de la pared. 

Una vez m<ís, la suposición de planos infinitos separados una distancia 2a en dirección y, 

permite despreciar los efectos de borde y considerar que estarnos en presencia de un flujo 

completamente desarrollado de manera que el problema es nnidirnensional y sólo existe 

una componente de la velocidad en dirección x que va a depender de la coordenada y. Con 

el fin de considerar la conductividad finita de las paredes, el campo magnético inducido 

en dirección a.-xial por las corrientes eléctricas no se desprecia. Adern<is de la geometría del 

sistema, lo que marca la diferencia con el problema anterior es precisamente el considerar 

paredes de conduct.ividad eléctrica finit.a. 

3.3.2 Carn.pos ·de velocidad, densidad de corriente eléctrica y 

temperatura 

Campos de velocidad y densidad de corriente eléctrica 

Para obtener el perfil de velocidad del fluido y el campo magnético inducido, resol\'emos 

las ecuaciones de balance de mon1ento y de transporte del can1po n1agnético, bajo las 

aproximaciones de la /1.1 J-1 D. En este ejemplo, al considerar el can1po magnético inducido, 

estas dos ecuacioues van a estar acopladas entre sí. Por tanto, se debe resolver el sis

tenm de ecuaciones diferenciales que ellas forman. Estas ecuaciones e.-xpresadas en forma 

adimensional, bajo las suposiciones hechas, son (31) 

con las condiciones de frontera 

Bb 82 u: 
M-+-.-=-1 ay· ay· 2 . ' 

au• . 8 2 b 
M-+-·-=o, 

8y• 8y•2 

u• =O en y• = ±1, 

8b/8y* ± b/c =O en y• = ±1, 
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(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 
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donde la velocidad u• y la coordenada y• están normalizadas, al iguá! que en el flujo 

ordinario de Poise~1me: porºU;;, -(a2 /77)(dp/dx) y el valor medio de la. distancia entre los 

planos, a, respectivamente, mientras que el campo magnético inducido b está normalizado 

por µ.U ,¡ar¡. El parámetro adimensional e = CTwtw/ua toma en cuenta los efectos de 

la conductividad eléctrica y representa la relación entre las resistencias eléctricas de la 

pared y el fluido. Aquí, CTw y cr son !ns conductividades eléctricas de Ja.pared Y-el fluido, 

respect.Í\·amente, y lw el espesor de la pru·ed. 

Las condiciones de frontera (3.25), que se usan para el campo magnético indtt'cido; se 

obt.ienen con la suposición de que la pared es eléctricamente conclüctora y delgada [31). 

E\·aluando las condiciones de frontera (3.24) y (3.25) en el sistema de ecuaciones for

mado por (3.22) y (:-:1.23), las soluciones que se obtienen para el campo ele velocidad y el 

campo mag11ético inducido, son [31) 

donde 

"( .) _ (l cosh ¡..,¡y•) 
u y = u - cosh /1'1 ' 

usinh /1 1/y• 
b(y•J = cosh M 

u= (l+c) 
. M (cAI+ tanh M). 

(:3.26) 

(3.27) 

Conocido el campo magnético'inducido e~ posible, utilizando la ley de Ampere (~~.5), 

determinar la densidad de corri~Ú~ ~léctrÍc~.qu~ aparece en dirección z. Esta densidad de 

corriente, normalizada por uUB0 , está. d~dri° por 

j:(
7 

•) = _.!..__ _ ucosh My• 
- y 1\-1 2 cosh M (3.28) 

En nuestro conle."i:to, estamos particularmente interesados en la acción de la fuerza 

de Lorentz. Esta fuerza normalizada con el gradiente ele presión, aparece aplicada en 

dirección x y su e."i:presión adimensional toma la forma F¡ = -1\1 2 j;. De esto se deduce 

qne cuando la corriente va en la dirección positiva de la coordenada z, produce una fuerza 

que se opone al movimiento del fluido, mientras que, cuando va en la dirección negativa 

de z produce una fuerza que favorece_el 111_ovimiento del fluido. 

En la figura 3.10 se puede apreciar .el perfil de velocidad para diferentes valores de 

AJ y c. Cuando e = O, paredes eléctricamente aislantes, la trayectoria de retorno de 
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Fi~;ura 3.10: Perfil de velocidad para Af =O y 5, y e= O y l. 
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la corriente eléctrica inducida, en la dirección negat.iva del eje z, es a través del fluido, 

principalmente en las capas límite. Es decir, en cst.e caso en el fluido exist.cn corrientes 

positivas primordialmente en el nücleo y corrientes negativas que circulan a través ele las 

capas lín1ite. Por su parte, cuando las paredes son eléct.rican1ente conductoras, de modo 

que e t.mna 1111 valor distinto de cero, una parte de la corriente de retorno (que depende 

clel valor de e) viajant a través de las parceles. Esto ocasiona que la corriente que circula 

en el núcleo sea mayor que la que circula en el caso de paredes aislantes. Por tanto, la 

fuerza tic Lorent.z que se opone al movimiento del fluido es mayor en el caso de paredes 

eléctricamente conductoras, lo que lleva a una reducción adicional en la velocidad. Esto 

qnicre decir que para mantener el mismo flujo volumétrico que existe cuando las paredes 

son aislantes, se requiere un gradiente de presión mayor. Al igual que en el ejemplo 

anterior del finjo radial entre discos aislai1tcs, un aumento de /IJ lleva a una disminución 

ele la Yelocidad y al aplanamiento del perfil. Sin embargo, cuando e es mayor que cero el 

g;radiente de velocidad cerca de las paredes no aumenta con !11 sino que disminuye. Esto 
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implica que el calor generado por disipación vi_scosa será menor al del caso de 'paredes 

aislantes. Puede ffii:;straise [31] c¡úe en el líri1it.e JH --'"> o, el perfil de-velociéiacles recupera 

la forma parabólica, u• = 0.5(1 - y•2 ), que corresponde al fhíjo de Poisseuille. 

Can:1po de te1nperatura 
-------=--'-=--o------ -="--=--=---o-= - ··(~_:__ 

Las expresiones de los campos de velocidad y_densidád_ de corriente-elé-c:l.rlca,~(3:26) y 

(3.28), respect.ivamente, son usadas para r~olver la ec{1rición de brilan¿~ .d~ e;ie1:gía (3.;~). 
Expresada en forma adimensional, esta ecuación el1 estado esfacionario, considerarido las 

fuentes de disipación ólp11ica y viscosa, y tomando tlnical11t:'!r1fo eii cnent:a la_conchicc:iún de 

calor en la dirección del campo magnético,_ es 

O = a2e + ( au:)-_. 2 + M2 -:2 
ay·2 ay~ J_ ' (3.29) 

donde la temperatura adimensional e está normalizada de la misma forma que en el 

ejemplo anterior, es decir, 8 = k (T - Ta) / 1¡U2 • 

La solución de la ecuackín (3.29), evaluada otra vez para condiciones de froutera ele 

tercer tipo con valores constantes pero diferentes de los mímeros de Biot de la.-; paredes 

superior e inferior, Bi1 = (he¡ )ia/ k y Bi2 = (he¡ )ia/k, respectivamente, es 

( u ) 2 
• 2u: • 1 .2 • e= - 2cosl11H cosh2My + M2coshM cosh1Hy - 2M2Y + E1Y + E2, (3.30) 

donde 

(3.31) 

(3.32) 

a = -2/\'/ sinh 2M ( 2 co~h A/) 
2 

+ ~~ tanh f\'1 - ]1~ 2 . (3.33) 

Aquí, al ig;ual que en el eje111plo del flujo de Poiseuille, (he¡ )i y (he¡ h son los coefi

ciente_;; efectivos de transferencia de calor por convección de las paredes superior e inferior, 

respectivamente. 
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Las figuras 3.11 y 3.12 muestran el perfil ele temperatura para diferentes valores ele /11 

y Bi2 con Bi1 = 1, cuando e= O y 0.1, respect.ivarnente. El comportamiento del perfil 

cuando varía Bi2 es similar al del ejemplo del fiujo radial, un aumento ele Bi2 trae por 

consecuencia un aumento en el fiujo ele calor hacia el exterior a través ele la frontera lo que 

se manifiesta mediante una disminución general en la temperatura del fluido. En este caso, 

al aumentar A/ y e, el ctrnclrado del gTadient.e de velocidad disminuye en todo el rango de 

valores de la coordenada y (Ycr figura 3.10), incluyendo la región cercana a las paredes. 

Esto hace c¡ue el calor generado por disipación viscosa disminuya y como consecuencia la 

temperatura también clisminuinl.. Aquí, en determinado rango de valores de /14 y e el calor 

liberado por efecto Jmile aumenta y tiende a incrementarse la temperatura, pero a pesar 

de este aumento, la disminución que se tiene del calor generado por disipación viscosa, 

para ese n1ismo rango de variación de A/ y e, predomina. Esto implica, que la suma del 

calor generado por disipación viscosa más el generado por efecto Joule siempre disminuye 

con A/ y e provocando que la temperatura del fluido también disminuya. 

TESIS CON 
FALL /\ Dí•: CJ~IGEN 
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Figi.1ra 3.12: Perfil de temperatura. para 1H. =. 2 y 3, Bi2 = 2 y 3, e = 0.1 y Bi 1 = l. 

3.3.3 

La producción local de entr~pía, /:r, en términos a.dimensionales queda expresada como 

s· 1 (d8) 2 
1 [(du.') 2 

1112··2] = (8 + 8a)2 dy• + e+ e" dy• + , ];: , (3.34) 

donde :!;· y Ga, de forma similar a ejemplos anteriores, están normalizadas por k/a2 y 

kTa/17U2 , respectivamente. En este caso, después de integ,Tru· s· desde y• = -1 a y•= 1, 

obtenemos una expresión e.xplícit.a para la producción global de entropía, < ,':;• >,que, al 

igual que en el ejemplo anterior, est.ará en función de los panl.metros adin1ensionales iW, 

Bi1, Bi2 y 8 0 , pero ahora en lugar del número de Péclet. dependerá del parámetro c. 

En la figura 3.13 se puede obscn·ar la variación de < .':;· > como función de 111 para 

diferentes valores de c, Bi1 = 1, Bi2 = 6 y 8a = 5. El valor de 8a, no afecta el 

comportamiento cualitativo de < ,':;• >, y en este caso tomamos como valor representativo 

para los cálculos 8a = 5. El aum~nto, tanto de e como de 111, produce una disminución en 

< ,':;• > . Con el fin de comprender mejor los procesos disipativos involucrados en el sistema, 
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--- --- --- - - -- - - -- - - - - -
6 8 10 

M 

Figura 3.13: Variación de < /:;• > como fnnción de ¡\I para diferentes valores de e, Bi 1 = 1, 
Bi2 = 6 y 8n = 5. 

en las fig,i.1ras 3.14, 3.15 y :3.16 se muestra el comportamiento de cada uno de los términos 

de la ecuación (3.34), asociados a la disipación por conducción de calor, a la disipación 

viscosa y a la disipación óhmica, como fnncion ele /1/ y e, en los rangos O < ¡\1 < 6 y 

O < e < -!. Cuando /11 y e aumentan, los términos asociados a la disipación por conducción 

de calor y a la disipación \•iscosa, siempre disminuyen. Esto puede observarse en las figuras 

3.14 y 3.15. En estos dos términos, la disminución de los cuadrados del g,-radiente ele 

temperatura y del g1·acliente de Yelocielml, predomina sobre la disminución ele temperatura 

la que por aparecer de manera inYersa llevaría a un aumento de la producción de entropía. 

El resultado neto es una disminución ele la producción ele entropía generada por ambas 

vías. Por otro lacio, la variación respecto a /11 ele la producción de entropía asociada a 

la disipación óhmica (tercer término del lado derecho_de la ecuación (3.34)) muestra un 

comportamiento no monótono. Para todo valor de e, excepto valores muy cercanos a 

e = O, dicho término aumenta con !11, alcanza un máximo y disminuye uniformemente 

(ver figura 3.16). Respecto a e, muestra dos comportamientos distintos dependiendo del 
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número de Hartmann. Para valores pequeños cl<:l ~1; la producción de entropía asociada 

a la disipación óhmica primero disminuye con:c y luego aumenta; para valores grandes 

de 111, siempre disminuye al aumentar c. En el intervalo de valores de 111 y e donde 

este término disipativo aumenta, predomina ladisminución de las otras dos rtient~ de la 

procluccion de entropía, es decir, la de conchícción de calor y la viscosa. En esteejemplo, 

el término que tiene mayor peso en el com¡)ortamlelit:o de <:: -s· >:,-es ei-a:soeiad6-a. la 

disipación viscosa. Aunque no se muestra- en el gráfico, el -efecto de eª- sob.re --'=: s• ->, es 

pro\'ocar una disminución más brusca de sus valores y por consiguiente el valor asintótico 

se alcanzará más rápidamente, pero con un comportamiento cualitativo similar. 

11 (de/ dy') z • 
-----z-dy 

-1 ce+ea) 

6 

Figura 3.14: Disipación -por conducción térmica como función ele 111 y e, Bi1 = 1, Bi2 = 6 
y ea= 5: 

La variación de < s• > como función"-rle Bi1 para diferentes valores de e y 111 es 
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l l (d.J•;cjy•¡2 • 
----dy 

1 6 + 6a ' 

Figura 3.15: Disipación viscosa como función de· 111 ye, Bi1 =1, Bi2 == 6 y 8a = 5. 

mostrada en la figura 3.17 cuando Bi2 = 6 y 8a = 5. Se aprecian valores n1ínimos de 

< .s·· > en todos los casos. Aquí, al aumentar Bi1 los términos asociados a la disipación 

viscosa y óhmica siempre aumentan debido a la disminución de la t.emperatura, pero 

el asociado a la disipación por conducción de calor, inicialmente disminuye y luego es 

que anment.a (el gTadiente de temperatura disminuye al pÍ:'incipio, predominando sobre 

la disminución de la temperatura, y luego a partir de determinado valor de Bi1 es que 

comienza a aumentar). Esta disminución inicial del término asociado a la disipación 

por conducción de calor es la que predomina sobre las otras fuentés de disipación. Por 

tanto, para valores pequeños de Bi1 , < s• > disminuye hasta alcanzar un valor mínimo 

después del cual comienza a aumentar. Aunque no se aprecia en el gTáfico por estar 

normalizado, < ,é;;• > disminuye con e y J\1!, tal y como se observó en la figura 3.13. 
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Figura 3.16: Disipación por conducción eléctrica como función de A,/ y e, Bi1 
y Ga =.5. 
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1,Bi2 =6 

Además, es interesante hacer notar que en este caso para valores de l3i2 < 2, tampoco se 

observan mínimos igual que en los otros ejemplos analizados que involucran el movimiento 

de fluidos [18, 19]. Esto es debido al hecho de que en estos valores pequeilos de 13i2 , va 

a predominar el aumento que e..xiste de los términos asociados a las disipaciones viscosa y 

óhmica sobre la disminución inicial del término asociado a la disipación por conducción de 

calor. Retomando el caso del calentamiento del sólido, analizado en el capítulo anterior, 

nos podemos dar cuenta c¡ue en este problema, al e..xist.ir sólo el término asociado a la 

disipación por conducción de calor, este último efecto que ocurre para valores pequeilos de 

Bi2 no estará presente¡ por tanto, existirán siempre valores mínimos para la producción 

global de entropía cuando el intercambio de calor se realice en forma asimétrica. 
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Figura 3.17: Variación de < ir > como función de Bi1 para diferentes valores e y 1\1, 
Bi2 = 6 y 8n = 5. 

3.4 Conclusiones 

En este capítulo, con el objet.i\'o de realizar la optimización energética de flujos mag

netohidrodinámicos, hemos estudiado dos problemas relacfonados con· el flujo de fluidos 

eléctricamente conductores a través de un dueto en presencia de_ un .campo magnético. 

Primeramente, analizamos el flujo radial entre discos paralelos concé!ltricos eléctricamente 

aislantes donde consideramos los efectos convectivos en la transferencia de calor. Poste

riormente, estudiamos el flujo viscoso entre dos planos paralelos infinitos con conductividad 

eléctrica finita. 

Se P,rocedió de manera similar al capítulo anterior. Primeramente, se obtuvo el com

portamiento dinámico, térmico y electromagnético de estos flujos, para luego a partir de 

dichos comportamientos determinar la producción local y global de entropía en el sis-
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t.ema. Aquí, a diferencia del capítulo anterior, se cleb'.3 considerar la interacción del campo 

magnético con el fluid~ collcluctor, por tanto;·resolvemos las ecuaciones de balance ele la 

magnetohidrodinámica. Estas ecuaciones, no son más que las ecuaciones ordinarias de la 

mecánica de fluidos combinadas con las ecuacionesde l\ilaxwell del electromagnetismo, bajo 

la aproximación Í\'/ H D. Una Yez más, se comprobó que a pesar ele las diferencias.presentes 

en est.os ejemplos respecto a los anteriores,, eLintercambio. de calor en forma asimétrica 

proporciona condiciones óptimas de operación.del sistema, es decir, condiciones ele pérdida 

ele energía mínima. 

Los dos problemas analizados, además ele tener cada uno una geometría distinta, se 

diferencian entre sí en ·que, por un lado,· en el. flujo radial se consideran los efectos con

\'ecth·os en la transferencia ele calor, además de los efectos difüsi\'os que normalmente se 

tienen en cuent~lj para ello se resuelve.la ecuación de energía por el método de perturba

ciones, suponiendo un número ele Péclet pequefio. Por otro lado, en el flujo entre planos 

paralelos infinitos, consideramos la existencia del campo magnético inducido en dirección 

u.xial, lo que permite tomar en cuenta la conch1ctiviclad eléctrica finita de las paredes. 

Lo anterior conduce a que la expresión e.xplícit.a que se obtiene de < .~· >, además de 

los parámetros adirnensionales Jld, Bi1, Bi2 y Sn que son comunes para los dos ejemplos, 

dependa de Pe en el caso del flujo radial entre discos y de e en el caso del flujo entre planos 

paralelos infinitos. 

Es interesante notar también que en estos ejemplos la variación del número de Hart

rnann no conduce a las mismas consecuencia.-;;. En el caso del flujo radial ent.re discos 

aislantes, cuando Al aumenta, la t.emperaiura del Huido también aumenta al ser niayor el 

calor que se genera por disipación viscosa y por efecto .Joule. Por otro lado, para el flujo 

entre planos infinitos conductores ocurre todo lo contrario al predominar la disn1inución 

que se presenta del calor generado por disipacióri viscosa. Esto también se ve reflejado en 

la producción ele entropía. 



Capítulo 4 

Análisis de optimización de un 
generador eléctrico alterno M H D 

4.1 Introduction 

Este ca-\pít.ulo tiene como objetfro aplicar el l\1étodo de i\,1inimización de la Producción de 

l~nt.ropín en la optimización de un disposilivo de conversión de energía térmica en energía 

eléctrica. El sistema que se considera es lo que se conoce como un generador eléctrico 

alterno /1'1 H D. Este es un dispositivo que convierte el movimiento oscilatorio de un fluido 

eléctricamente conductor en potencia eléctrica a través de la interacción con un campo 

magnético constante, aplicado en dirección transversal al movin1ient.o del fluido. 

En nueslro caso, la just.ificación principal para estudiar un generador eléctrico alterno 

111 H D está relacionada con la posibilidad de transformar potencia acústica en potencia 

eléctrica a través de un transductor termoacúst.ico M /-/ D de metal líquido [40]- (43], lo 

que resulta de interés puesto que recientemente se ha estudiado la factibilidad de acoplar 

una fuente solar a una nuíc¡uina de este tipo (44]. Las máquinas termoacústicas tienen la 

ventaja de producir una gran cantidad de potencia mecánica a partir. de calor con buena 

eficiencia y sin la utilización de ninguna parte o mecanismo móvil. El comportamiento 

de un transductor /II l-1 D ha sido estudiado experimentalmente y un modelo lineal sim

ple se desarrolló para su análisis [42]. Aunque a partir de este análisis se determinó su 

eficiencia eléctrica, no se han considerado todas las irreversibilidades internas asociadas 

con la operación del generador. Aquí, analizamos el comportamiento dinámico y térmi-. 

co de un generador eléctrico alterno /11 H D y determinamos las condiciones óptimas de 
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operación que minimizan las irreversibilidades asociadas al proceso. Suponemos la exis

tencia de un gradien1e-cle presión oscilatorio, producido a través del efecto termoacústico 

(41, 42]. Ademé\s, consideramos en el modelo condiciones físicas similares a las encontradas 

en los dispositivos termoacústicos y visualizamos el generador alterno (el transductor \,er

moacústico) como una máquina de inducción que convierte energía n1edtnica (acústica) 

en energía eléctrica. Primentment.e, se obtienen los campos de velocidad, temperatura 

y densidad de corriente eléctrica ele un fluido eléctricamente conductor, sometido a un 

gradiente de presión oscilatorio y bajo los efectos de un ~<impo· magnético transversal. 

Este modelo simplificado corn.'Sponcle al flujo oscilatorio de Hartmann. De este modelo, 

obtenemos exprt.'Siones para cantidades eléctricas que caracterizan el comp~rt:amiento del 

generador, partic:ularment.e, la eficiencia eléctrica. isot.rópica. A partir de los campos de 

velocidad, temp~ratura y densidad ele corriente eléctrica, se calculan la produción local y 

global de entropía, que consideran las irreversibilidades causadas por la fricción del fluido, 

la disipación óhmica y el flujo de calor. De manera. similar al amílisis previo de dispositivos· 

de inducción A·/ !-1 D ordinarios [9], se define una eficiencia de Segunda Ley basada en la 

producción global ele entropía. Esta eficiencia es usada. para obtener par~tmetros de cliseiio 

óptimos en condiciones ele operación dadas, que minimizan las pérdidas de energía total 

producidas por las irre\'ersibilidades en el generador 1H H D [45]. 

4.2 Modelo teórico del generador alterno NI H D 

4.2.1 Consideraciones básicas 

Para modelar la operación ele este dispositivo, consideramos el flujo oscilatorio de un fluido 

viscoso eléctricamente conductor, a través de un dueto de sección transversal rectangular 

en presencia de un campo magnético constante, aplicado en dirección transversal al flujo, 

B = BoY, donde Bo es la intensidad del campo y y es el vector unitario en la dirección y (ver 

figura 4.1). Las paredes normales a la dirección del campo están eléctricamente aisladas, 

mientras que las que están en dirección paralela a él, son paredes conductoras conectadas 

a un circuito eléctrico externo. Se supone que entre los ext.remos del dueto existe un 

gradiente de presión periódico, cuyo valor promedio es cero, que provoca un flujo oscilatorio 
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en la dirección a.""<ial x. El movimiento oscilatorio del fluido en el campo magnético aplicado 

induce una co~riént.e eléctrica alterna en'l¡.i~dirécción z; que puede ser extraída hacia el 

circuito eléctrico e.xt.erno a través de. los electrodos. De esta forma se puede obtener 

un trabajo elé~trico útil el1 una carga finit~ q~~ ~e coloque en el circuito externo. La 

existencia de corrientes eléctricas circulan~ló_.eh ~l fluido, tal y como ya se mencionó, 

alteran el comportamiento dinái'nicc; .y.téir!lic:?Lc~~I • fl~j9'c 0 .t='or un. lacl,<=>,, PX:<?.c:l;tt~ie!1d()_ la 

fuerza de Lorentz que se opone al movi~i~nt.Ó';dél'-fl\1ido¡ y por él otro,: provoc'ando una .. . ' .. ·· .... ' .•. . - . . ,. ,., 

disipación óhmica que tiende a incrementar la tempér"atú~a de dicho fi~ido. 

2a 

/ 
flujo 

oscilatorio 

l i 
B 

Campo _magnético 

Figura 4.1: Esquema del generador alterno ./\1 f-1 D, 

En este problema, igual que en el ejemplo del flujo radial ya analizado, no se considera 

el campo magnético inducido y suponemos que R..-n << l. Para determinar el ntímero 

ele Reynolds magnético Rm = µ.a\7<,l, utilizamos una velocidad_ característica V0 = p/ pe, 

donde p y e son la amplitud de la oscilación de presión y la velocidad del sonido en el 

líquido, respectivamente [40]. De los valores reportados para la impedancia actística, pe 

(42], y las presiones ele operación de los dispositivos termoacústicos (41], se obtiene que el 

valor de. R..-n es mucho menor que_ ui:o. En consecuencia, encontramos que despreciar el 

campo magnético inducido en dirección axial es una aproximación razonable en nuestro 

n1odelo. 
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Para simplificar el análisis teórico, se supone que la distancia entre las paredes paralelas 

al campo 2b -es ~ucho mayor qi.te la dlsi.ancia 2a que existe entre las paredes-inferior y 

superior (b >> a). Con est.a aproximación se puede considerar que el flujo ocurre entre dos 

planos paralelos infinitos. AdemáS se d~sprecian los efectos de borde, de manera que ~l flujo 

puede considerarse completamente desarrollado. En estas condiciones_todas.las''~iables 

dependen únicamente de la coordenada transversal y.y el tiempo t,_excepto la pr~sión,.que 

varía con :e y t. Finalmente, suponemos que t.odos los coeficientes de transporte del.fluido 

son const.ant.es. 

4.3 Campos de velOCiclad, densidad de corrie.nte eléc
trica y temperatura en el generador alterno A!fH D 

Para obtener los campos de velocidad, temperat.nrá. y densidad de corrierite·eléct.rica se 

parte de las ecuaciones fundamentales que gobiernan el flujo de un Huido conductor en 

presencia de un campo magnético, mostradas en los capítulos anteriores. 

4.3.1 Ca1npo de velocidad 

Introduciendo la ley de Ohm (3. 7) en la ecuación c;;.2), y suponiendo un flujo unidireccional 

que sólo depende de la coordenada. transversal y el tiempo, la ecuación de balance de 

n101nento se reduce a: 

(4.1) 

El gradiente de presión oscilatorio, que produce el movimiento, puede ser expresado 

corno la pnrt.e real ele (8p/8;v) = Gei""'1
·, donde Ges una. constante. Suponemos que los 

campos de Yelocidad y eléctrico son funciones arn1ónicas del, por tanto, u= [u 0 (y)eiwt, O, O] 

y E = [O, O, E 0 é•'1
], donde E 0 , es una con::;tante. En todas las expresiones complejas, se 

sobreentiende que la parte real es la única que tiene significado físico. La solución de la 

ecuación (4.1) que satisface las condiciones de frontera de no deslizamiento, u (±a) = O, 

es: 

u (y, t) = Uo(y)e'w~ = 2 - + - -Eo n - 1 e•wt, . . a2 (º M /f¡ ) (cosh.>.1! ) . 
.>. 17 a 17 cosh .>. (4.2) 



__ ._ -· ..... .:....-... ·- " ..... -.. ···-···-------------~-·--~-- ~. 

donde >. = a + i/3 con 

a= 

transversal del dueto está dada por . .· · .. · ... · \ < • .· .· 
-. .- '"'/ '" .... ·J· . 

U ~ ?1 1+ª Uody = a: (. ·.G +-M.· .. ~ .. dB··· ·º\···:(:._t~-·.h_1.1_K_ 1)., . -ª -a >. 17 a,y7¡ ) ·.... >. • · ·. 

En términos de las variables':adimensionales .·del 'probléma u• = u/U, y• 

C = wt, la ecuación(4.2) se puecl~ ~~l;~e~·ai:·fo¡:;~o 

·e·.) ·c•)it· ,(cosh>.-cosh>.y•) ;i.· u. y , t = u 0 y e = " , 1 , . h , e · 
"COS 1 ,-. - Sin ,-. 
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(4.3) 

y/a y 

(4.4) 

De la ecuación ( 4A), puede mostrarse c¡ue la parte real del campo de velocidad tiene 

una contribución c¡uc está en fase con el gTadiente de presión y otra c¡ue está fuera de fase. 

En la figura 4.2 se muestra la variación de u• con la coordenada lrans'\·ersal, y•, para 

t • = O y diferentes \'alares de /\/(O, 5) y Rw(O, 100). Cuando Rw = O, la solución se reduce 

al flujo ordinario de Hart.mann mientras que, cuando R.., = O y /\I = O, se reduce al flujo 

hidrodinámico ele Poiseuille. El efecto principal ele la fuerza magnética en. el flujo es aplanar 

el perfil ele velocidades, intensificando el gTacliente de velocidad cerca ele las paredes. Este 

efecto llega a ser más pronunciado a medida c¡ue el número de Hartmann es mayor. Un 

aumento de la frecuencia de oscilación (Rw), también conduce a una intensificación del 

g,Tadiente de \'elociclad cerca de. las paredes. En el apéndice, e.xpresamos los resultados en 

forma de ecuaciones canónicas integTadas usadas por Swift "(42]. 

El perfil de velocidad adimensional, u•, como función del tiempo está dado en la figura 

4.3 para y• =O y diferentes valores de /\1(0, 5) y Rw = (O, 100). Todas las curvas muestran 

un comportamiento oscilatorio acorde con el gradiente de presión oscilatorio c¡ue produce 

el movimiento del fluido, y la amplitud de las oscilaciones disminuye tanto con /\I como 

con Rw. 
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Figura 4.2: Perfil de velocidad adimensional del generador alterno /'d H D como función 
de y• para t• =O y diferentes mímeros de Hart.mann y Reynolds oscilatorios. 

4.3.2 Densidad de corriente eléctrica y carnpo de temperatura 

Una vez obtenido el c;ampo de velocidad, se procede a resolver la ecuación de balance 

de energía suponiendo como condición de frontera un valor ele temperatura constante 

en la pared. Evidentemente el comportamiento térmico del flujo, particularmente las 

irreversibilidades debidas al flujo de calor, dependen fuertemente ele las condiciones ele 

frontera. De la ley de Ohm se obtiene que la densidad de corriente eléctrica, normalizada 

por U 0]Ci /a, está dada por 

j; = M(u• - B;), (4.5) 

donde B; = Ez/U B 0 • En este ejemplo, el balance de energía (ecuación (3.3)) se reduce, 

en forma adimensional, a 

(4.6) 



u 

1.5 

1.0 

0;5 

o.o 

-0.5 

-1.0 

-1.5 

o 1 

--M=O R =O 
_-.;.-.;.;.; · M=S -_ --R ·=o 

M=5 R:=100 

2 3 4 

71 

... 

5 6 

Figura 4.3: Velocidad adimensional del generador alterno /\·/ H D como función ele t• para 
y• = O y diferentes n1ímeros de I-Iartma1111 y Reynolds oscilatorios. 

donde Pr = 1¡Cp/k, es el m1mero de Prandtl qne representa la rela_:ión de difusión en el 

fluido ele los efectos viscosos respecto a los efectos térmicos;-, R.,-·,,,; U ap/17 es el mí mero 

ordinario ele Reynolds ya visto con anterioridad, y e = kT/1¡U2 es la temperatura. adi-

1nensional. 

En nuestras condiciones de operación, similares a las reportadas para los dispositiYos 

termoacúst.icos (41, 42], se trabaja con valores grandes de Rw y /1'12 , es decir, valores altos 

de la frecuencia de oscilación y de la intensidad del campo magnético al cuadrado; y con 

valores relativamente pequefios de los números ordinarios de Reynolcls, R.,, y Prandtl, Pr. 

Esto conduce, a que el cociente R.,/ R.,, resulte mucho menor que uno, por tanto, el término 

conv~ctfro, segundo término del lado izquierdo de la ecuación (4.6), puede ser despreciado 

al compararlo con otros términos de la ecuación. Con un buen grado de aproximación, no 

consideran1os los efectos convectivos en la transferencia de calor y la solución de la ecuación 

de balance ele energía se simplifica. Aunque aquí no se muestran los resultados, lo anterior 

está en correspondencia con un estudio que realizamos considerando el término convectivo 

ele la ecuación de balance de energía, donde obtuvimos que para condiciones ele operación, 

TESIS co~r··-·1 
F''\II .. ~' Dii' ,···:·i.· .. ·:·~¡ ¡· 

Í'J..I,.,.\ LJ~·· .. ~.•.·J.!.\. 
-·-----------· ,.. ______ ..J 



.. ·- -·-·--·...: . .;.~:.-:. .. _ ....... :; .. :_• :-.:.-.... :.... -· ---~ .. ··----· ... : _ _,_.,:,.. .:.:. ... . ·- ~ ...... __ ..__ -- , -·-- . 

72 

operad6n, similares a las utilizadas en est.e ejemplo, el calor por convección en dirección 

axial es despreciable ... En (46], doild;,;s~·-estudiaelefecto del campomagnétifo sobre el 

t.ransporte de calor a lo largo .de una placa y.lana delgada e infinita que oscila d~ntro de un 

fluido viscoso eléctricamente condu'é:to~, tririibiéi'i ~~ 2()n.c1u:ye que al aumentár el número de 

Hartmann M, el flujo de calor p~~ C:onv~~¿ión en direcclón longituclinalst3reduce debido a 

la desaceleración del fluido. Por últ.imo,:supon~rnos:~u~él ~adiente de te~peratura a.-xial 

es mucho menor que el gradiente en• direccióll t.ral1~~·er~~i: 'B~Joiesf~~ ~~n~ideraciones la 

ecuación ( 4.6) t~ma la forma 

P 0 ae a2e (au:) 2 
•12( • E•)2 r,.....,-- = -- + -- + 11' u - • . at • ay·2 ay· z 

Aquí,.las contribuciones de la disipación viscosa y óhmica involucran términos cuadráti

cos de funciones ·armónicas del tiempo. Consecuentemente, estas contribuciones contienen 

términos armónicos temporales con dos veces la frecuencia de oscilación, así como una 

contribución estacionaria. Debido a lo anterior, la solución de la ecuación (4.7) para la 

temperatura adimensional tiene la forma 

G(y•,t•) = 8u(y•)e2
it." + Gs(Y"), 

donde los subíndices u. y s se refieren a las contribuciones no estacionaria y estacionaria, 

respecth·amente. Introduciendo la ecuación (4.8) en la ecuación (4.7), la.:5 ectuiciones que 

se satisfacen para e .. y e~ son . 

[ 

• 2 · ] (u) 

( au.~) + M 2 (í( _ u;)2 , ay . . .. (4.9) 

(4.10) 

donde los supraíndices (u) y (s) denotan las partes no estacionaria y esta~ionaria, respecti

vamente. El parámetro /( = E 0 /U B 0 es el factor de carga que .depende de las condiciones 

del circuito eléctrico externo. Para un generador eléctrico con una resistencia de carga 

dada,'/~ varía desde cero (condición de corto-circuito) hasta uno (condición de circuito 

abierto). Las ecuaciones (4.9) y (4.10) deben satisfacer, respectivamente, las condiciones 

de frontera 



-'·- ... ,_ .. _~---. - ... ··--·-·---·· -·.. ···-~·--- ------ ____ ....... _._.:. ... ~····· ..... - . . . .. 

73 

eu =o, en y• = ±1, (4.11) 

es = ew en y• = ±1, (4.12) 

donde Sw = kTw/µU 2 , y Tw es_la temp_e.ratcur8; dim~nioiona! de la Pared. La solución de la 

ecuación ( 4.9) con las condiciones de frontera ( 4.11) es 

e,.(y•)- 1 . {F -(l cosh 7y•) r.> ( h , • cosh ,\ cos_h 7y•) -- . 1 ·. - + ''2 cos AY - ------''--=---
-SA2 -- _· ·· cosh /' cosh 'Y _ 

' _ r.> ( . h 2 , • cosh 2,\ cosh ¡·y•) } 
+1•3 cos AY - 1 , 

. cos 1 /' 
(4.1a) 

· donde/'= .,/P1·flw(l+ i). La solución para la temperatura estacionaria que satisface las 

condiciones ( 4.12) es 

es (y") 1:_ { F4 ( cosh 2a - cosh 2o:y•) + F5 ( cos 2/3 - cos 2/]y") 
AA .-
+1'6(1- y~2)+ (F7 a+P8 /3) (sinh asin/3 - sinh ay• sin¡Jy•) 

- -(F1/3 - F8a) (cosh a cos /3 - cosh ay• cos ,By")} + 8w. (11.14) 

Los pantmet.ros A. y· FI a -Fs están clefin idos como: 

A= ,\ cosh ,\ - sinh ...\ 
,\ , 

p.= SM
2
(cosh...\-AI<)[,\2 2 .P·R,,,] 

2 ,\4 + 4(PrR,,,)2 + i i , 

Fa= 
,\2 +M2 

4...\4 + (Pr.R.,,)2 [2>.2+ iPrR,,,], 

a?+ /32 - .M2 
F,5 - ------- 16/32 , 



,;. _,.. ·-- --·- .. J----- --··----=- -····--·-~-· .. . -. : . -- . -. :. · .. 

donde 

¡..,12 
Fa= 3(cosh 2a: + cos2/3 + 2AAI< 2 + 4I<(c1 + c2)J, 

C¡ cosh Cl: co: /3 (asinha: cosP +/3 b6sh a: sin /3) - cosh2 Cl: cos2 {3, 
a2 + /3 . .· :.·:·· . . . . -: .. ·: .· . 

sinh Ó: si~ ~(a:coshn sin f3-: f3 sinh 0; ~os/3) - sinh2 o:sin2 /3, 
a2 + /3 . .. . . . . 

c3 = M 2 (!< - 1) sinh 0; sin /3 - I< M
2 

2 (a: cosh a: sin {3 - /3 sinh a: cos /3), 
a:2 + ¡3 

C4 = M 2(I< - 1) cosh 0; cos /3 - I< A/
2 

2 (a: sinh a: cos /3 + .B cosh a: sin /3). 
a:2 + f3 
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El valor de Gw = 1.92 X 106 fue determinado nsanc!o lns condiciones de operación repor

tadas para nna máquina termoacúst.ica, que trabaja con sodio líquido a una temperatura 

de 130ºC [42). Este valor de 8,,, es usado en todos los cálculos que se realizaron para el 

generador alterno J\I I-1 D. 

En la fig;ura 4.4 se muestra la variación del perfil de ternperat.ura adimensional con y• 

para diferentes valores de l\I y Rw en t' = O, Pr = 0.01 y /( = 0.5. El valor /( = 0.5 

corresponde a condiciones de potencia eléctrica rná.-xima. Se puede apreciar que con el 

aumento de A/ el perfil ele temperatura aument.a ya que au1nent.a el calor generado tanto 

por disipación óhmica como viscosa. Al aumentar R-w, por un lado, la ten1peratura en 

la parte central del dueto disminuye; y por el otro, el g1·adiente de temperat.ura cerca de 

las paredes, igual que ocurre con el gradiente de velocidad, se intensifica. En este caso 

lo que ocurre es que el calor generado por disipación viscosa, en esa zona cercana a las 

paredes, aumenta. Esto juega un papel importante en la transferencia de calor que ocurre 

en dirección transversal. 

En la figura 4.5 se muestra la variación de la temperatura adimensional con el tiempo. 

para diferentes valores de /11 y Rw en y• = O, Pr = 0.01 y ]( = 0.5. El comportamiento pe

riódico de la velocidad del fluido provoca que también se obtengan perfiles de temperatura 

TESJS CGl1! 
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Figura 4A: Perfil de temperatura adimensional del generador alterno A1 H D cómo función 
ele y• para diferentes números de Hart.mann y Reynolds oscilatorio, t• =O, Pr = 0.01 y 
I< = 0.5. 

oscilatorios en el tiempo además de un perfil estacionario. Se puede apreciar que el efecto 

fundamental del número de Hartmann es aumentar los valores de te1nperatura y el del 

Reynolds oscilatorio disminuirlos acorde con la figura 4.4 en y• = O. 

Los campos de velocidad, temperatura y elensielad ele corriente eléctrica serán usados 

par:a la determinación de la producción de entropía del generador eléctrico alterno A1 H D, 

pero primeramente dete~minaremos la eficiencia eléctrica isot.rópica del generador. 

4.4 Eficiencia eléctrica isotrópica del generador alter
no MHD 

La eficiencia es de importancia fundamental para el diseño de un generador A1 H D. 

Comúnmente, la eficiencia eléctrica isotrópica se define como la relación entre la potencia 

eléctrica, Pe, y la potencia de flujo, P1 , integrada sobre el volumen total V del canal A1 H D 

[34). En el caso de un generador alterno Al H D, también debe realizarse la integración 

temporal sobre un período de tiempo, r, (o un número entero de períodos), quedando, 

_ Pe _ ~ J; dtfvj ·E dV 
7
le - Pi - ~ J: dtfv(j X B) •u dV' 

(4.15) 
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Figura. 4.5: Temperatura. adimensional del generador alterno A/ H D como función de t • 
para. diferentes números de Hartmann y Reynolds oscila.torio, y• = O, Pr = 0.01 y J( = 0.5. 

El término j ·E en el sistema. de referencia. de laboratorio es igual a. la suma. de la. disi

pación c;le Joule y el trabajo hecho contra la fuerza. de Lorentz que se opone al movimiento 

del fluido (j X B). Por tanto, 7/c da la fracción del trabajo mecánico hecho por el fluido 

para vencer la fuerza magnética que es convertido en potencia. eléctrica. útil. La ecuación 

( 4.15) implica integración sobre todo el volumen V; por lo tanto, la eficiencia. eléctrica. 

sólo depende de los parámetros K, /\1 y R.,,. Puesto que los términos j ·E y (j x B) ·u 

contienen productos de funciones ru·mónicas del tiempo, existirá una. contribución armóni

ca temporal y una parte estacionaria. La primera desapru:ece después de integrar en el 

tiempo, mientras que la lÍltima. da un valor distinto de cero. 

En la figura 4.6 se muestra la variación de la potencia eléctrica. total como función de 

I< para R..,= 1.37 X 106 y diferentes mímeros de Hartmann. Para. los tres valores de !11, la 

potencia de salida alcanza su valor máximo en I< = 0.5. Cuando /(=O y 1 la potencia es 

cero. Este comportamiento se debe a que cuando /( =O, existe un flujo de los electrones 

sin restricción en el circuito eléctrico externo, entonces no se presenta ninguna distribución 

estática de carga.'l, y el campo electrostático es cero. Si nos vamos al otro e."Xtremo, I< = 1, 

el paso de los electrones se restringe hasta que el sistema. se comporta. corno un circuito 

abierto, y la corriente neta es cero. Un aumento de /\1 provoca un aumento de la. corriente 

eléctrica y por tanto de la potencia eléctrica que entrega el generador /11 H D. 

En la figura 4.7, se muestra. la eficiencia eléctrica isotrópica (4.15) como función de 
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Figura 4.6: Potencia eléctrica del generador alterno /11 H D como función de /( para R..,·= 
1.37 x 106 y diferentes mímeros de Hart.mann. 

R.., para condiciones de potencia eléctrica total nul..xima, es decir, I< = 0.5, y diferentes 

números de Hartmann (250, 500, 750, 1500). Particularmente, el valor /1'1 = 1500 es muy 

similar a las condicione.'> experimentales analizadas por Swift en sn transductor :1v1HD de 

sodio líquido [42]. La escala está amplificada en el eje de las ordenadas para observar los 

pec¡neiios cambios de 7/e que tienen Jugar desde R.,= 104 a R..,= 108 • El comportamiento 

de las cnalro curvru; es muy similar, tendiendo la eficiencia 1¡., a un valor asintótico de 

0.5 para \'alares de R.., mayores que 108 , a pesar de que para valores inenores de Rw 
la diferencia entre las eficiencias es despreciable. En realidad, este comportamiento es 

t.ípico de un generador ideal l\1HD para números grandes de Hartmann donde Ja eficiencia 

eléctrica tiende al valor del factor de carga, 1¡., -> I< [34]. Esto también se observa. en 

la. fig;ura 4.8, donde 1¡., escalado por /( se gi·afica contra el número de Hart.mann para 

diferentes condiciones del factor de carga y Rw = 1.37 X 106 • 

La. figi.1ra. 4.9 muestra 7/e contra el factor de carga para los cuatro valores del número 

de Hartmann y R..,= 1.37 X 106
• Para todos los valores grandes analizados del número de 
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Figura 4. 7: Eficiencia eléctrica. del generador alterno A1 H D como función de Rw para 
condición de fiotencia de salida máxima (!< = 0.5) y diferentes m1meros de Hart.rnann. 

Hartmann, la eficiencia eléctrica es prácticamente la. misma, aumentando linealmente con 

!<. 

4.5 Producción de entropía y eficiencia global de Se
gunda.Ley del génerador alterno }// H D. 

4.5.1 Producción. de entropía. 

La producción de entropía para.el flujo de un fluido monocomponente, viscoso y eléctri

camen!.e conductor inmerso en un ·campo i11agnético, debe considerar las irreversibilidades 

causadas por la fricción del fluido, la conducción eléctrica. y el flujo de calor. Su forma 

explícita se obtiene de las ecuaciones de balance del fluido y la entropía, utilizando rela

ciones lineales constitutivas para los flujos de momento, corriente eléctrica y calor, como 

se mostró en el capítulo l. En forma a.dimensional, la producción local de entropía, /;•, 
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Figura 4.8: Eficiencia eléctrica del generador alterno /vi H D como función de /1'1 para 
diferentes factores de carga. Rw = 1.37 x 106

• 

estit dada por [9, 11] 

(4.16) 

donde ,g• es!.ét normalizada por k/a2 y es una función del espacio y el tiempo, que contiene 

una parte armónica temporal y una parte estacionaria. Después de integTar en el tiempo 

para un mímero entero de períodos, sólo la ültima da una contribución neta. Aunque aquí 

no se muestra explícitamente, es interesante mencionar que la parte estacionaria de ,<;• 
debida a la conducción de calor (primer término de la parte derecha en la ecuación ( 4.16) ), 

toma en cuenta las contribuciones ele la temperaturas estacionaria y no estacionaria, Gs(Y) 

y G,,(y), respectivamente. La producción de entropía local integrada en el tiempo como una 

función de y• para el generador alterno /11 H D, es cualitativan1ente similar a la calculada 

para un generador estacionario /IJ H D [9]. Los valores má..<; altos des• se obtienen cerca de 

las paredes, región en la que la disipación es rná..s fuerte. Evidentemente, mientras mayor 

es el nümero ele Hart.rnann más fuerte es la disipación. 

~ • 1 •• ~ ..... \ 
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Figura 4..9: Eficiencia eléctrica del generador alterno k/ H D corno funció11 de /( para 
diferentes mímeros de Hartmann. Rw = 1.37 X.106 • 

La figura 4.10 muestra la producción global de entropía promediada en el tiempo, 

<< ,C;• >>, normalizada usando su valor en Rw =O, como función de Rw, para clifereutes 

números de Hartmann en las condiciones de potencia de salida máxima(!<= 0.5) y 8,,, = 
1.92X106 • El símbolo<<>> denota integración sobre todo el volumen del dueto Jl.I H D, 

e integración sobre un período ele oscilación. Para A/ = 250 y 500, se observan valores 

mínimos de << ,C;• >> en Rw = 4 x 103 y l..! x 104 , respectivamente. Aunque no se 

muestra en la figura, la misma tendencia se obtiene también para números de I-Iartmann 

ele A/ = 750 y 1500, donde se encuentra un mínimo para valores ele Rw, akede¡lor de 

Rw = 1.4 X 106 • Una vez, alcanzados los valores rnínimos, << s· >> e.xhibe un aumento 

monótono conforme Rw aumenta. Las condiciones que minimizan < < s· > > corresponden 

a aquel.las que minimizan las pérdidas de energía en el generador alterno Jl.J H D. El 

comportamiento mostrado aquí se refleja en la eficiencia de Segunda Ley que se definirá 

posteriormente. 
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Figura 4.10: Producción global ele entropía, normalizada por su valor en R.., = O, como 
función ele R., para diferentes números de Hartmann. l< = 0;5, Gw = 1.92 x 106 • 

4.5.2 Eficiencia global de Segunda Ley 

Ln. ma.ximización de la eficiencia eléct.rica isotrópica (4.15) es uno de los criterios más 

comunes usados para opt.imizar el comportamient.o de los generadores 1\1 H D. Sin embargo, 

ésta no considera las irreversibilidades debidas a la fricción y al flujo de calor. De hecho, 

1/c sólo toma en c11c11t.a la pérdida de energía causada por la disipación de Joule. Se puede 

definir una eficiencia tot.al generalizada de tal forma que considere no sólo la cantidad 

de energía meol.nica necesaria para vencer la fuerza magnética, sino también la fuer.ta de 

fricción así como la cantidad de energía térmica introducida al sistema por las fronteras y 

que, ademi\s de la lfü;ipación de Joule, incluya las pén~idasde energía debidas a disipación 

viscosa y flujo ele calor. Así pues, la eficiencia total o global de llll generador alterno 1\1 H D 

en términos de la generación de entropía puede definirse como 
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···-- <<es·>> 
7/s = 1 - . . , 

<<lV.• >> 
(4.17) 

donde l-Í'º es la cantidad de trabajo netC> transf(?rido al sistema, qué comprende el trabajo 

mecánico hecho para vencer las fuerza~ de Lorentz yde fricción, así como el flujo de calor 

debido a la diferencia entre la_~t:l!11Yei:h,t.~rac!~lélS P~E~-~~Ei Y"!': t_i:imp_eratura del fluido. La 

eficiencia global (4.17) considera toda la disipación pr?ducidapor irreversibilidatles en el 
. . 

sistema. Puede ser ut.ilizada p~ra optimizar la operación del generador alterno A'! 1-1 D, 

est.ableciendo los valores de los parámet.ros 111, R.w y I< que ma.-ximizan la función 178 para 

un valor dado de 9w, c¡ue en.nuesfro ca.So se ha fij~do co~o 9w = 1.92 X 106 • 

En la figura 4.llsegrafica 7/s como función de /( para R.w = 1.37 X 106 y diferentes 

valores de Al. Para los ·".uátro valores de ~1, se observa un aumento monótono de 17 8 en un 

amplio rango dc;;valoresde I< col1 una disll!inución final que conduce a valores máximos 

localizados muy cerca ele Iri: condÍcióTI el~ circuito abierto (!< = 1). 
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Figura 4.11: Eficiencia global de Segunda Ley como función de /(.para diferentes números 
de Hartmann; ·R.w = 1.37 X 106 , Bw = 1.92X106 •. 

La figura 4.12 muestra la eficiéricia giobal 178 conti:a 111 para Rw = 1.37x106 y diferentes 
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·- -·-----------·-------------------~=-,,..-::'.'......_::-_--··------



--- .:._.:. ·-·. --·-·-·-- --·---- :.- .. . ~..:. . ..... :.~, ____ ,_,;,., ---··· :!:.•--....., .• _ .. :. --· · .•• ·.- ·. ···-··'·: •• ..:.. •• __ -- : • . 

83 

valores de/(. Para los tres valores explorados de I< = 0.25,0.5 y 0.75, los valores máximos 

de 17
8 

se enci:ient~an para Ú :::.· 25o,4so y ÜOO, respectivarríerit.e: En particular para 

/( = 0.5, la eficiencia global má.:xima ~s de G6 %. De ahí qu~ el valor M = 450 representa 

el número de Hartmann. óptim6 c1ue ~o?ld uce 8: ~~ciiC:iories .dé ~otencfa de saÜda ~áxima 
con una pérdida de energía mínima ~h la frecuencia de osC:ilación crítica adimensional 

R..;, e~ l. 37. x 10ª: Nótese; ademási que• la raztSI1 d~ d~cre~lmi~l1to. de ~;,"es muy. lenta para 

. /~ = .0.5 y !( = 0.75, y por lo ta11t.o,'.¿fici~n;iE\.5 similare~1 Ímedl::11 ser encontradas para 

números de Hartmann mayores. 
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Figura 4.12: Eficiencia global de Seg;unda Ley como función de 111 ·para diferentes valores 
del factor de carga. Rw = 1.37 X 10ª' ew = 1.92 X 106 • 

En la figura 4.13 se muestra la variación de 71!J con Rw para la condición de potencia de 

salida máxima y diferentes números de Hartmann. Como era de espera~, paraA1 = 250 

y 500, 1/¡, es má....:ima en los valores de Rw que minimizan << s· >>, es decir, en 4 X 103 

y 1.4 X 104, respectivamente. Para A/ = 750 y 1500, los valores máximos de 178 son 

alcanza~os en un valor aproximado de 1.4 X 106• Nótese, sin embargo, que en este rango 

de inímeros de Hartmann, la diferencia entre los valores máximos de 7/;, no excede el 1.5 

%. Estos resultados reflejan el comportamiento de<< s• >> mostrado en la figura 4.10. 
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Fig;ura 4.13: Eficienc:ia global de Segunda Ley como función ele R.w para diferentes mímcros 
de I-Ial"t.mann. I< ==:. 0.5, .ew = 1.92 x 106 • 

4.6 Conclusiones 

En este capítulo se mostró a través de un ejemplo concreto, i.e. el análisis de un generador 

:MHD alterno, la utilidad del método de minimización de la producción de entropía para 

optimizar la operación del dispositivo. En este problema es posible obtener analíticamente 

los campos de Yelocidad, temperatura. y densidad de corriente eléctrica. Con ellos se 

pueden calcular la producción de ent.ropía local y global del sistema. Se encuentra que 

cuatro parámetros adimensionales, denotados como, /(, /\J, R., y 8w, y que caracterizan 

la carga eléctrica, la intensidad del campo magnético, la frecuencia de oscilación y la 

temperatura de la pared, respectivamente, son los que gobiernan el comportamiento del 

generador /\J H D alterno, para un fluido de trabajo dado. Se utilizaron dos criterios 

compler~1entarios para estudiar el comportamiento del generador. El primero de ellos, se 

basa en la ma.ximización de la eficiencia eléctrica isotrópica convencional del generador. El 

seg;undo criterio de optimización tiene en cuenta una eficiencia de Segunda Ley denotada 
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por 178 , que se define a partir de la producción de entropía y t~ma en cuenta las irreversibili

dades present.~ en.
0

el g~ne~ador debidas a 
0.friCción~ C::oridl..lcción eléctrica y flujo de calor. 

Maximizando la función176 con respecto a los.parámetros J<, A1 y R..., para una Gw dada, 

se encontrar~n co~~Íicibii~s de o'per'ación Óptimas qtie minimizan. las pérdidas de energía. 

Para condiciones d~fro1~tera•térmicas y frecu~ncias de o~cÜación similares al~ reportadas 

para los dis¡)ositivb,stermoac1isticos de sodio líquido [4.1, 42], pudo determinarse un niímero 

~le Hart.11rn~m órít.irr;o ·,lmJ~ condiciones· de potenci~ de salida· mé~.xima. 
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Comentarios finales 
En el presente trabajo, se ha ut.ilizado el método de minimización de la producción de 

entropía cÓmouna herramienta para la determinación de cc:indidones óptimás de operación 

o diseño que permiten minimizar las irreversibilidades que se presentan en sistemas ener-

. gétic6s.c-A través del análisis de los dos problemas presentados en el capítulo 2, es decir, el 

calentamiento interno estacionario de una placa sólida y el flujo viscoso entre dos paredes 

plan.as paralelas de espesor finito; el análisis ele dos ejemplos ciue fnvolucran el flujo de 

un fluido eléctricame11le conductor en presencia ele un campo magnético mostrado en el 

capítulo 3; y el análisis·de nn generador eléctrico alterno /1'1 H D presentado en el capítulo 

4, hemos mostrado que es posible determinar condiciones físicas específicas de operación 

y diseño que lleven a una producción de entropía mínima. 

Nuestro punto de partida fue la solución de las ecuaciones de balance en estos problemas 

para la obtención, segtín sea el caso, de los campos de temperatura, velocidad y densidad 

de corriente eléctrica. En los ejemplos presentmlos en los capít.ulos 2 y 3, el ¡:iroblema 

de transferencia de calor fue resuello aplicando condiciones de frontera de tercer tipo y 

suponiendo c¡ue los coeficiente:; de transferencia ele calor por co11vección para cada frontera 

son diferentes (intercambio de calor por convección en forma asimétrica), n1ienl.ras que en 

el problema de optimización del generador alterno 1H H D se utilizaron condiciones de 

frontera de primer tipo. Una vez, conocidos estos campos, se calculó la producción de 

entropía local y global del sistema. Esta última cantidad, es la que se minimizó como 

función de los parámetros adimensionales relevantes del problema, conduciendo entonces 

a la determinación de condiciones de disipación de energía mínima. 

Uno de los resultados importantes de este trabajo es que en todos los casos en los que 

se consideró intercambio de calor por convección en forma asimétrica, es posible encon

trar condiciones óptimas de operación donde la producciól1 global de entropía es mínima. 

Particularmente, en el caso del flujo de Poiseuille, evaluamos ta1nbién la transferencia de 

calor para condiciones de mínima disipación o mínima producción de entropía. 

En el caso del g~nerador eléctrico alterno 1H H D definimos una eficiencia de Segunda 

Ley a partir de la producción de ent.ropía que toma en cuenta todas las irreversibilidades 

presente~ en el gen.erador. l\·1a.'Ximizando esta función con respecto a los parámetros que 

caracterizan el sistema, se encontraron condiciones óptimas de operación que minimizan 

las pérdidas de energía. Se obtuvo un número de Hartmann óptimo bajo condiciones de 

---·--··-1 TESIS COI~ 
F11·· / D'i' or·1~ 1.;iN .:}. LA .ü [\ U.t..• u 
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potencia de salida máxima, es decir, existe un valor de intensidad del campo magnético 

en el que 1~ eficiencia de Segtiiida Ley es maxima. -

Al.mc¡ue en los ejell_lplos estudiados, considerando algunas simplificaciones razonables, 

fue posible encontrar solucionesanalítib~pa~a. los'éomportamientos dinámico y térmico 

del sistema y, en consecuencia, para la producCión de ·entropía, en problemas con una mayor 

sofistificación difícilmente pueden- encont.rarse est.e tipo de soluciones. En tales casos, el 

método presentado en est.e trabajo puede aplicarse directamente utilizando soluciones 

determinadas numéricamente. 

Por tíltimo, esperamos que a través de los problemas analizados en este trabajo se hayan 

podido apreciar las ventajas que ofrece el l\1ét.odo de l\1inimizaci6n de la Producción ele 

Entropía en la optimización de procesos y dispositivos energéticos. 

-'·· . - -- ----, 
TESIS CON , 
LA DE OHIGEN 
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Apéndice 
Ecuaciones canónicas para el generador alterno /1.1 H D. 

En este apéndice, expresamos los resultados del modelo del generador alterno A1 H.D 

en forma de ecuaciones canónicas.cómo las usadas por_ Swift (43], es decir, 

(1) 

(2) 

donde f::.P = -G L es la diferencia de presión a través del canal, U es la velocidad 

volumét.rica a lo largo del canal, 1 es IR; corriente eléctrica total a través del ancho del 

canal y V' es el ·\rolt.aje terminal entre los electrodos. Ta, Zmc y Zc1 son el coeficiente de 

acoplamiento electromecánico y las impedancias rnecétnica y eléctrica, respectivamente. 

Para determinar explícitamente estos coeficientes, hacernos uso de. Ja ecuación (4.3) y la 

Ley de Ohm (3.7). La integración espacial de ésta última da 

-1 = 2L foª J°:, 0 (y)dy = 2L ( aaB0 + 0"4~º U) , 

donde la velocidad volumét.rica se define como 

U = 4b f" __ u.0_ .(y)dy_ = 4abU0 • . lo 
Por otro lado, el voltaje terminal estkdado. por 

V'= - {b E
0
dz = -2bE

0
, 

1~b. 
y sustituyendo en la ecuación (3), obtenemos 

Bo b 
\í =-U+ .--J. 
. ·· 2a ·aLu 

(3) 

(4) 

(5) 

Por otro lado, usando las ecuaciones (4) y (5), la ecuación ( 4.3) puede ser expresada 

con10 

.pwL{(· tanh,\)-1 
.. ·[···· ··(· tanh,\)- 1

]}· 30 ·f::.P=i-. 1-.- +1.N 1.-. ·. 1_·---. U--1, 4ab · ,\ .·· . ·.. .· · ,\ 2a (6) 

donde N = A12 /R..,. Por lo tanto, de las ecuaciones (5) y (6), encont.ramos que 



Ta= 
8 º, 
2a 

Z 
b 

e1=-L' a a 

Zmc = i:~ { (i - tn:h A)-!+ iN [1 _ (i _ tn:h A)-!]}. 
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Se puede notar que estos coeficientes coinciden con Jos dados por Swift [43] en el 

límite Rm --. O y para /1,/ >> l. Para incluir los efectos de resistencias en serie y de 

cortocircuitos e_n paralelo c¡ue pueden resultar de paredes conductoras y efectos de borde, 

estos coeficientes pueden ser ge11eralizaclos a tnwés de un circuito equivalente. 
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