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Prólogo 

l111a i.~om.1•t1·üi ¡101· ¡1cdazo.~ es 1111a fu11ció11 definida por partes tal que.cada una de las ftmcionr:s 
l'tlllstit.uyl'llt.l:~s L'S una isournt.ría en su dominio de definición. 

El objetivo al estudiar este tipo de sistemas es determinar el comportamiento a largo plazo de las 
órbitas de puntos. El análisis aquí está marcado por el hecho de que en general la función no es ni 
siquiera continua en cierta región, mucho menos diferenciable u holomorfa. 

Los sistemas de isometrías por pedazos surgen en contextos tan variados como el estudio de ciertas 
.ecuaciones diferenciales polinomiales, teoría de foliaciones, billares matemáticos, e incluso en una 
rama de la ingeniería eléctrica conocida como teoría de filtros digitales (Goe). 

El comportamiento de estos sistemas puede ser bastante complicado y es por ello que en este trabajo 
hemos adoptado un enfoque simplificador, el cual consiste en estudiar una familia de funciones 
conformes por pedazos que poseen cierta contracción y parametrizadas por un número ::;; 1 que 
r!etermina la contracción y tal que cuando el parámetro es 1 entonces tenemos la isometrfa por 
pedazos (esto se explica con todo detalle en el capítulo 2). 

Una herramienta invaluable en el estudio de los sistemas iterados es la computadora. El primer paso 
que nos planteamos en la realización de esta tesis consistió en la construcción de un programa que 
permitiera visualizar el comportamiento nuestro sistema. El resultado es un programa interactivo 
cuyo código está disponible gratuitamente bajo la licencia GPL. Por el momento no tiene una página 
oficial, pero lo podremos distribuir con gusto a cualquier persona interesada. 

La estructura de la tesis es la siguiente: en el capítulo 1 se analizan brevemente distintos tipos de 
sistemas dinámicos¡ las pruebas y la descripción detallada se dejan a la bibliografía. En el capítulo 2 
se introduce propiamente la familia d'.) funciones sobre la que hemos trabajado. Aquí hay una sección 
de ejemplos que nos muestra el tipo de dinámica que podemos encontrar en esta familia de funciones. 
También se introduce la partición generada por el itinerario, que es la principal herramienta usada 
para calcular los puntos periódicos. El capítulo 3 empieza con una breve descripción de cierta clase 
de palabras, que dan lugar a las órbitas periódicas más simples, en un cierto sentido. En la segunda 
sección de este capítulo se hace un análisis más detallado de las órbitas periódicas que surgen al iterar 
nuestra función. y se proponen 2 algoritmos para calcular de manera exacta los puntos periódicos 
bajo ciertas condiciones. En la última sección se hacen algunas observaciones finales y se lanzan 

· algunas conjeturas. 

Finalmente en el apéndice se hace una breve descripción del programa de computadora, se comenta 
algó :::obre las tl>L'nit·as que se usaron y se describen los problemas que se presentaron durante la 
creadón del programa. 

Juan Pablo Romero Méndez 

México, D.F., mayo de 2003 
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Lista de símbolos· 

lN Los números naturales 

JNOO =U1c>oJNlc 

z Los números enteros 

lR Los números reales 

<O Los complejos 

dj La esfera de Riemmann, <O U { oo}. 

Or(x) La órbita del punto x 

Card(A) La cardinalidad del conjunto A 

~2 El conjunto de todas las secuencias infinitas (unilaterales) de ceros y unos, {O, l}IN. 

D El disco cerrado de radio 1 y con centro en 2, B1 (2). 

C La frontera de D, 8D. 

lD El disco cerrado de radio 1 y centro en el origen. 

O(F0 ,p) La partición generada por el itinerario. 

On La n-ésima partición generada por el itinerario. 

Olv Los elementos de O(Fo,p) que viven en D. 

(~ La k-ésima raíz n-ésima raíz de la unidad. 

'Pn =¡no g 

Pm1,. • .,m. el punto fijo de t/Jm1,. • .,m•· 
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Capítulo 1 

Conceptos generales 

En este capítulo se hace una breve mención de algunos sistemas dinámicos que guardan cierta 
relación con la familia de funciones que se estudia a partir del capítulo 2. No se desarrolla ninguna 
prueba (en algunos casos se mencionan ciertos argumentos), tan solo se hacen las definiciones 
apropiadas y se comentan algunos resultados. En algunas partes se refiere al lector interesado a la 
bibliografía. 

1.1 Definiciones 

Un sistema dinámico consta de 3 elementos: 

l. Un espacio X, llamado espacio de fase o espacio de estados; que puede ser un espacio 
topológico, métrico, una variedad, etc. 

2. Un conjunto T, que corresponde al "tiempo". Este puede ser Z o z+, en cuyo caso el sistema 
se denomina de tiempo discreto; o bien IR o IR+ y en este caso el sistema se denomina de 
tiempo continuo. 

3. Una función F: X x T-+ X, que satisface las condiciones: 

a) F(x,O) =x 

b) F(x,s+t)=F(F(x,s),t) 

Si T =IR o IR+, F se llama un flujo. Se dice que el sistema es reversible si F es biyectiva. 

Intuitivamente, el espacio de fase corresponde al conjunto de todos los posibles estados en los que 
se puede encontrar un determinado sistema. La idea es predecir cual seré. la tendencia a largo plazo 
del sistema, si conocemos su estado actual y la regla que determina la evolución. Históricamente el 
estudio de los sistemas dinámicos ha sido motivado por consideraciones pré.cticas, y se usa (entre 
otras cosas) como herramienta para modelar la evolución en el tiempo de sistemas físicos. Se han 
estudiado sistemas como el decaimiento radiactivo, reacciones químicas, crecimiento de poblaciones, 
etc. 
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Dado un espacio X y una función f: X -t X podemos definir el sistema. dinámico generado por f 
como la. función F: X x z+ -t X definida por F(:c, n) :=/"(:e). 

La 6rbita hacia adelante de un punto xo E X determinada. por f es el conjunto Or(xo) := {Ji(xo): 
Vi E z+}. Una pre6rbita de xo es una secuencia ... ,x-2,x-i.:co tal que /(:c-n-1) = X-n para cada 
n;;:; O.· En general, un punto puede no tener ninguna preórbita o puede tener muchas preórbitas. 
Una 6rbita completa es una secuencia {x;};ez tal que f (x¡) = Xi+l Vi E Z. 

<· Uiia órbita es peri6dica si f"(xo) = x0 para algún n >O. Al entero mas pequeño que cumpla esta 
condición se le llama el per(odo de la órbita. Los puntos periódicos de periodo 1 se llama punto8 

··fijos. A las órbitas periódicas también se les llama ciclos. 

Una.órbita es eventualmente peri6dica si ¡m+n(x) = ¡m(x) para algún m ;;:¡.O y algún n ;;:¡.O. 

Denotamos por Pern(/) al conjunto de puntos periódicos de f de periodo n (no necesariamente 
mfnimo). Es decir, el conjunto de puntos fijos de /". También definimos Per(f) := UnelN Pern(J). 

Un sistema dinámico topológico /:X -t X se llama topol6gicamente transitivo si existe un punto 
x E X tal que su órbita Or(x) es densa en X. Se puede probar que si X es un espacio métrico 
separable, localmente compacto, entonces f es topológicamente transitivo # para cualquier par 
de abiertos no vacfos U, V e X, existe un entero N (que depende de (U, V)) tal que f N (U) n V i= 0 
(cf. (KH96)). 

Una propiedad relacionada es la siguiente: X se llama topol6gicamente mezclante si para cada par 
ordenado U, V de abiertos no vacfos existe no tal que /"(U) n V -:/= 0 para todo n ;;:¡. no. 

Dos funciones continuas /: M -t M y g: N -t N se llaman conjugadas topol6gicamente si existe un 
homeomorfismo h: M -t N tal que f = h-1 o g o h. 

Una función g: N -t N es un factor topol6gico (o simplemente factor) de/: M -t M si existe 
una función continua y suprayectiva h: M -t N tal que h o g = g o h. Esta función h se llama una 
semiconjugaci6n. 

Si dos funciones son conjugadas, entonces son completamente equivalentes en términos de su 
dinámica. Por ejemplo, la conjugación h establece una biyección entre Pern(/) y Per9(/). Tam­
bién se puede probar que f es topológicamente transitiva si y solo si g lo es.· 

Si E es un espacio métrico, y f: E-t E es una función, se dice que f presenta dependencia sensible 
a las condiciones iniciales si existe ó >O tal que, para cualquier :e E E y cualquier vecindad V de x, 
existen y E V y n ;;:¡.O tales que ¡¡n(x)- f"(y)I > ó. · 

Una condición más fuerte que la dependencia sensible a las condiciones iniciales se llama expan­
sividad. Decimos que /: E-t E es expansiva si existe ó >O tal que, para cualesquiera 2 puntos x, 
y E E, x f y, existe n para el cual lf"(x) - f"(y)I > ó. 

En el contexto de la definición anterior, f se llama ca6tica si: 

a) Presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales. 

b) Es topológica.mente transitiva. 

c) Los puntos periódicos son densos en E. 



1.2 EJEMPLOS DE SISTEMAS DINÁMICOS 

1.2 Ejemplos de sistemas dinámicos 

1.2.l Dinámica de las transformaciones de Mobius (JS97) 

Una transformación de Mobius es una función T: C-+ iJ de la forma 

az+b 
Zf---+--­

cz+d' 
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con a,b,c,d E <O y ad-bcf O. Por conveniencia supongamos que ad-be= l. La traza tr(T) de T 
es a+d. 

Si ef O, resolviendo la ecuación T(z) = z obtenemos las soluciones 

a± J4bc+ (a-d)2 +d 
z= 2e • 

Las soluciones son distintas a menos que 4 b c + (a - d)2 =O, en cuyo caso la ecuación tiene una raíz 
doble y un único punto fi)o. Usando que ad-be= 1, entonces la condición anterior se convierte en 
(a+ d)2 - 4 =O, así que T tiene únicamente un punto fijo zo si y solo si tr2(T) = 4. 

Si e= O, entonces T(oo) = oo y ad= 1, por lo que T(z) = a2z+ ab y existe otro punto fijo z = 1 ~~. 
~ a2 =/= 1 (o equivalentemente, si (a+ d)2 f 4). Si a2 = 1 tenemos que T(z) = z ± b, y si b':/= O (en cuyo 
caso es la identidad) T tiene un único punto fijo oo. 

La conclusión de todo esto es que si tr(T) 2 =/= 4 entonces T tiene 2 puntos fijos, y si tr(T) 2 = 4 y 
T f Id entonces T tiene un solo punto fijo en dj, 

Esto también prueba que cualquier transformación de Mobius con más de 2 pu11tos fijos es la 
identidad. 

Se puede probar que si tr2(T) = 4 (así que T tiene un solo punto fijo zo) entonces limn-tooTn(z) = zo. 
Si tr2(T) f 4 e~tonces T tiene dos puntos fijos zo y z1; aquí hay 2 posibilidades: si O~ tr2(T) < 4 
entonces Tn(z) no tiene límite para z f zo, z1 y si tr2(T) > 4 o tr2(T) <O o tr2(T) '/: lR entonces 
limn--+oo Tn(z) = z¡ donde z¡ es alguno de los dos puntos fijos. 

1.2.2 Sistemas dinámicos simbólicos 

Consideremos el conjunto E2 := {0, l}N. E2 es el conjunto de todas las secuencias infinitas de ceros 
y unos, y se llama el shift completo en los dos símbolos O y l. Podemos darle a E2 la topología 
producto si consideramos a cada {O, 1} con la topología discreta. También podemos definir una 
métrica d, dada por 

~ ls·-t·I d(s, t) := L.t 1 

2
¡ 

1 
• 

i=O 

. ··- ·-··-··-·-····------­--- ~--~- --··----'· -



Conceptos gencralcH 

Esta serie converge y es efectivamente una métrica (Dev89). 

Dados s,t E :E2, se puede probar que s¡ = t; para i =0, ... , n <=> d(s,t) E:; 1/2". Esto es, dos secuencias 
son cercanas una de la otra si y solo si coinciden en sus _primeras n entradas. 

La función shift (corrimiento) u: E2--+ E2 está. dada por sos¡ ... i-+ s1s2 .... En otras palabras, 
u ( s )¡ = s;+ 1 • Esta función tie;11e varias propiedades: 

• Es 2 a 1, pues la secuencia s1s2 ... puede provenir tanto de ls¡ ... como de Os¡ ... 

• Es continua. 

• Los puntos periódicos de u corresponden exactamente a las secuencias de la forma 
so ... s,._¡so ... s,.-1 .... Hay 2" palabras de longitud nen dos símbolos, asf que u tiene 2" 
puntos periódicos de periodo n. 

• Per(u) es denso en E2. Dado s = sos1 ... , consideremos la secuencia t,. := so ... s,.so ... s,. ... , es 
decir, la secuencia formada al repetir las primeras n entradas de s. Debido a la propiedad 
mencionada arriba de la métrica en :E2, vemos que d(s,t,.) ~ 1/2". Esto significa qoe t,.--+ s. 

• u es topológicamente transitiva. Para ver esto definimos s• como la secuencia formada de 
la siguiente manera: primero concatenamos todos los bloques de longitud 1 (esto es, O.y 1), 
después concatenamos todos los bloques de longitud 2 (00, 01, 10, 11), psteriormente los de 
longitud 3, y asf sucesivamente. 

Dada una secuencias= sos¡ ... y e> O existe no E lN tal que e> 1/2", y por construcción algún 
punto de la órbita de s• será. tal que uk(s*) = s0 ... s,. ... , de tal forma que d(s, uk(s*)) ~e. 

• u presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales (de hecho es expansiva). Esto es 
inmediato, porque dadas 2 secuencias distintas s y t, ·por definición existe n tal que s,. =f t,., 
y por lo tanto d(u"(s),u"(t)) ~ 1/2. 

• u es caótica. 

Consideremos ahora un contexto un poco má.s general (siguiendo a (LM95)). 

Sea A un conjunto finito, llamado el alfabeto . . Al conjunto Az de todas las secuencias bi-infinitas 
de elementos de A se le llama el A-shift completo. Explícitamente 

Az := {(.:z:;)¡ez: .:z:¡ e A}. 

El r-shift completo es el shift completo sobre el alfabeto {O, 1, ... , r -1}. Por ejemplo, E2 es el 2-
shift completo. 

Una palabra (o bloque) es una secuencia finita de símbolos de A. Si .:z: e Az denotamos al bloque de 
x que empieza en la coordenada i y termina en la j ( i E:; j) como 

- -·----·----··-.- -~~~--~­··· --~·---:.......'· 



1.2 rnmMPLOS PI; SIS'l'l!lMAS DINÁMICOS 11 

Si :r. E A 21 y w es un bloque sobre A, decimos que w aparece en x si existen Indices i, j tales que 
.w· =X[i,ÍJ· S~a;F una colección de bloques sobre A. Para cada .r de este tipo, definimos X.r como 

. el subconjunto de secuencias en A 21 que no contienen ningún bloque en .r. 
. . ' . 

: Un espació shift es un subconjunto X de un shift completo A 21 tal que X= X.r para alguna colección 
F de bloques prohibidos sobre A. 

·•'sea ;..Y un subconjunto de un shift completo, y sea Bn(X) el conjunto de todos los bloques de longitud 
11. que aparecen en puntos en X. El lenguaje de X es la colección 

00 

B(X) := LJ Bn(X). 
n=O 

Igual que en el caso de E2 definimos el mapeo shift como la función A 21 -+A21 dada por u(x)¡=x;+t· 
También podemos definir una métrica 

p(x, y):= { 2-k . si x =/=y y k es maxirnal tal que X[-k,k) = Y[-k,k) 
O s1x=y 

Usando la topología generada por esta métrica se pueden caracterizar los espacios shift (6.1.21 
[LM95]): 

Teorema. Un subconjunto de A 21 es un espacio shift si y solo si es compacto e invariante bajo el shift. 

En lugar de secuencias bi-infinitas podemos considerar secuencias infinitas por un lado, en cuyo caso 
el shift completo es el espacio AIN. Todas las definiciones son idénticas, excepto por la métrica, en 
cuyo caso no podernos tornar bloques centrales, sino más bien bloques de la forma x¡o,k)· Al 2-shift 
unilateral completo lo denotaremos también por E2• 

Una de las principales fuentes de interés en la dinámica simbólica es su uso para representar otros 
sistemas dinámicos. 

Una partici6n topol6gica de un espacio M es una colección finita 'P ={Po, ... , Pr-1} de abiertos 
ajenos tales que M=PoU .. ·UPr-1· 

Supongamos que (M, <P) es un sistema dinámico invertible, y 'P= {Po, ... , Pr-1} una partición 
topológica de M. Sea A= {O, ... , r - 1}. Decirnos que una palabra w = a¡ ... an est~ permitida por 
(P, </>)si n}=l <1>-i(Pa;)=/=0. Sea también Cp,~ la colección de palabras permitidas por (P,</>). Se 
puede checar que C('P.~) es el lenguaje de un espacio shift, y por la proposición 1.3.4 de [LM95), 
existe un único espacio shift X('P,~) cuyo lenguaje es C('P,~)· Llamamos a X('P,~) el sistema dinámico 
simb6lico correspondiente a (P, </>). 

Para cada x E X 'P.~ y cada n ;;i: O existe un abierto 

n 

Dn(x) := íl </>-k(P:i:,.) E M. 
k=-n 

---=--------.,,,,--,--.,...,-...,..-,...,.-,..,----.,-------------.,...,--.,...,----...,;;·---·· ······- ··- ·- - ----·--. --·--·:--·-··--:-:--::-::;--:-:;:-. 
- . -·-- -------· - - ----·- ~-- .--..:... :.:...~~ 



12 Conceptos generales 

Obtenemos una secuencia que decrece con la n, Do(x) 2 D1(:i:) 2 D2(:i:) 2 ···· Por lo tanto, 
n~=oDn (:i:) j0. Si para cada :i: E X("P,I/>) la intersección ngo=oDn(:i:) consta de un solo punto 
entonces decimos que P nos da una representación simbólica de (M, </J). En este caso llamamos a 
'Puna partición de Markov de (M, </J). 

Si 'Pes una partición de Markov de (M,<P), entonces existe un mapeo 7r:Xp,q,-tM que manda un 
punto :i: = (x¡) al único elemento en la intersección n~=oDn (:i:). Llamamos a :i: una representación 
simb.ólica de 7r(:i:). En este caso se puede probar que el siguiente diagrama conmuta: 

También se puede probar que 7r es continua y suprayectiva, as! que es una semiconjugación. Asociada 
a 7r tenemos una función el>: M -t X("P,t/>) definida por 

<I>(p)¡ := k 

Esta función se llama el itinerario de p. El itinerario satisface 7r o cI> =Id, pero en general no es 
suprayectiva (pag 13). 

El resultado que muestra como se pueden usar las representaciones simbólicas para entender los 
sistemas dinámicos que ellas representan es el siguiente (6.5.9 (LM95)): 

Proposición. Supongamos que 'P proporciona una representación .simbólica del sistema dinámico 
invertible (M, </>). Para cada una de las siguientes propiedades, si (X('P,t/>)t u) tiene la propiedad, 
entonces también (M, </;) la tiene. 

a) Transitividad topológica. 

b) Es topológicamente mezclante. 

c) El conjunto de puntos periódicos es denso. 

1.2.3 Dinámica de f (z) = z 2 

El comportamiento interesante de f se presenta cuando z e 8 1, pues si lzl > 1 entonces jR(z) -too 
cuando n -too y si lz 1 < 1 entonces limn-too f"(z) =O. Por otra parte, si z e 8 1 entonces z es de Ja 
forma eit y f(eit) =ei2te81• · 

Sea J':=[0,1]/...., con 1 ...... 0 y:¡; ...... :¡; (x:/=0,1). I' es homeomorfo a 8 1:={e2""it:te[0,1)} por medio 
de la identificación i,o: e2,,.itH t. Dado te J', tenemos que t H cp-1(t) = e2""'tt-t /o cp-l(t) = e 4,,.itH 
i,oo fo i,o-1(t) =2t, as! que fes topológicamente conjugada a ti-+ 2t(mod 1). I' es un espacio métrico. 
Expl!citamente, sea 

p(x,y) :=min{l:i:-yl,11-:i:+ yl,11 +x-yl}. 
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En términos de ip, p(ip(w}, ip(v)) es la longitud del menor arco entre w y v. 

Si ¡n(z) = z entonces z2n = z, y z2n-l = 1, de tal forma que cada raíz de la unidad de orden 2n -1 
es un punto periódico de f con período n. Como hay exactamente 2n - 1 tales raíces, entonces 
Pern(/) = 2n -1. Además, para cada n, las n-ésimas raíces·de la unidad están uniformemente 
distribuidas sobre el círculo, y a medida que n se hace mas grande la distancia entre cada raíz tiende 
a cero. Esto significa que los puntos periódicos de f son densos en 8 1. 

Veamos que fes topológicamente transitiva. Consideremos los intervalos binarios .ó.~:= [2kn• k;,; 1] 
para n E lN y k =O, 1, .. ., 2n - l. Sea x = O.x1x2 ... la representación binaria de x E (O, 1]. Entonces 
2x = x1.x2x3 ... = O.x2X3 ... (mod 1), y f (x} = O.x2x3 ... (mod 1). 

Sea k=k1 ... kn la representación binaria del entero k (tal vez con algunos ceros al inicio). Observemos 
que para k entre O y 2n -1, k se puede representar con n dígitos (por ejemplo, 23 = 1000, y si k < 8, 
k se puede representar con 3 dígitos). También notemos que como k=k12n-1+k22n-2 + ... +kn2º, 
entonces k/2n = k1 2-1 + ... + kn 2-n cuya representación binaria es O.k1 ... kn. El intervalo A~ 
podemos denotarlo como (O.k1 .. . kn, O.k1 ... kn + 2-nJ. Esto muestra que x E .ó.~ si y solo si sus primeros 

. n dígitos coinciden con los n dígitos de k; es decir, si x¡ = k¡ para i = 1, ... , n. Los dígitos siguientes 
pueden tomar cualquier valor (0,1), y entonces ¡n(x) = ¡n(O.k1 ... knXn+i ... ) = k1 ... kn.Xn+1· .. = 
0.;r.11 +1;r.11+2· .. (mod l}; esto es, ¡n(A~) = 5 1. Además, cada intervalo I e 8 1 contiene algún intervalo 
binario, por lo que ¡n(I) = 5 1 para algún n. Por lo tanto, para cada par de conjuntos abiertos U, 
V existe un ne lN tal que ¡n(U} n V-:/= 0. Esto nos dice que f es topológicamente transitiva. 

f también es expansiva (la distancia entre 2 puntos cercanos se duplica con cada iteración}, así que 
es caótica. 

El mapeo ?T: E2-+ I' dado por x1x2 ... t--t O.x1x2 ... es continuo y suprayectivo, sin embargo no es 
invertible, debido a que cualquier racional binario m/2n tiene dos representaciones binarias distintas, 
una con ceros y otra con unos al final. De hecho, la región de no invertibilidad es densa en el intervalo, 
ya que es el conjunto de los racionales binarios. 1T es una semiconjugación entre el shift u: E2-+ E2 
y f, pues claramente 1T o q = fo 1T. 

Subdividamos I' en dos intervalos E0 :=(O, 1/2) y E1 := (1/2, 1). Para cada x E I' el itinerario <I>: 

I'-+ E2 de x satisface que <I>n(x)¡ = { ~ :: ::~:~~ ~~. En este caso <I>(x) es la secuencia de dígitos 
en la expansión binaria de x. 

Una situación que se presenta aquí es que, debido a la ambigüedad en la representación binaria de 
los reales (como ya mencionamos antes), en general hay 2 secuencias que representan a cada racional. 
Por ejemplo, 0.10000 ... representa al mismo número que 0.01111111 .... Esto tiene la consecuencia 
de que la imagen del mapeo itinerario no es un espacio shift porque no es compacta. Por ejemplo, 
la secuencia 0.01000 ... , 0.01100 ... , 0.01110 ... , ... de puntos en la imagen del itinerario converge a la 
secuencia 0.01111. .. , que no vive en la imagen. Afortunadamente en muchos casos esta ambigüedad 
no daña la utilidad de la representación binaria. Por otra parte, la compactación de Im <I> s( es un 
espacio shift; de hecho es el espacio X('P,/) definido antes y se puede pensar como el menor espacio 
shift que contiene a la imagen del itinerario. 

La partición {Eo, E1} resulta ser de Markov, as( que podríamos usar las ideas de dinámica simbólica 
para probar los resultados anteriores. 
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1.2.4 Isometrías por pedazos 

Sea X un subconjunto de IR.2 y 'P := {P1 1 ••• , Pn} una partición de X. A los elementos P¡ de la 
partición se les llama átomos. 

Una isometria por pedazos es un par (T, 'P), donde T: X-+ X es una función tal que su restricción 
a cada á.tomo es una isometrfa euclidiana. 

La función itinerario <l>: X-+ En de X al n-shift En codifica la órbita hacia adelante de un punto x, 
y se define de tal forma que <I>(x)¡= k si T1(x) e Pt. Una celda es un conjunto maximal de itinerario 
constante. Si una celda tiene un itinerario eventualmente periódico la llamamos una celda racional. 
El complemento de las celdas racionales es el conjunto de puntos con itinerarios irracionales; a veces 
se le llama el conjunto excepcional E. 

El principal problema no resuelto respecto a las isometrfas por pedazos consiste en determinar el 
tamaño del conjunto E. En todos los casos conocidos en los que es posible calcular la medida de 
Lebesgue de E esta es cero. 



Capítulo 2 

U na familia fle funciones conformes por 
pedazos en e 
Sea ID el disco unitario cerrado con centro en el origen. 

Definición 2.1. Una funci6n F: dJ ~ dJ se denomina conforme por pedazos si existe una familia 
de subconjuntos V:= {Dn}n;i:o de la esfera, llamada el dominio de conformidad de F, tal que: 

1. Un::i:1 Dn = dJ, ... 

2. F: Dn ~ F(Dn) es conforme para cada n, 

3. Para cada Dn E 'D, F se extiende conformemente en una vecindad de Dn, F: Dn ~ F(Dn) es 
biyectiva, y 

4. 8Dn y o(F(Dn)) son curvas suaves a pedazos. 

Sea D := B1(2) el disco cerrado de radio 1 y con centro en 2 y sea C := oD. Definamos Fa,fJ: dJ ~ dJ 
como 

F. (z} :,,,; { f (z) si z; D 
a,{J g(z) si z E D 

donde f (z) := o:z y g(z) :=2 o:(l - ,8) +o:,Bz, con o:, .BE{::, lo:I ~ 1, l.BI =l. Ef espacio de parámetros 
en este caso es ID x 8 1, que es un toro sólido. · 

Geométricamente esta función opera del siguiente modo: los puntos fuera del disco D simpleiµente 
son multiplicados por o:; si lo:I = 1 entonces esto es una rotación por un ángulo arg(o:) respecto al 
origen y si lo:I < 1 entonces el efecto de multiplicar por o: es una rotación y una contracción. Expl!ci­
tamente, si z = r ét entonces f (z) =o: z = lo: 1 r ei(t+arg(a)). Algo que se aprecia inmediatamente es 
que limn-Hx> /"(z) =O. 

La función g podemos descomponerla en dos partes: z t-+ ,B(z - 2) + 2 que es una rotación alrededor 
del 2 por un ángulos O= arg(,B) (recordemos que .B E 8 1 ), y z t-+ o: z; de tal forma que g es una 
rotación alrededor del 2 seguido de una rotación .alrededor del origen y de una contracción. 

15 
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Figura 2.1. 

Esta función es conforme por pedazos, biyectiva y conforme en DU (C\D), pero discontinua en 8D. 

Podemos definir la función inversa F_;;~ : C ~ C como 

-1 { ¡-1(z) si 
Fa,p(z} := g-l(z) si 

donde ¡-l(z} =!.y g-l(z) = z-2a(l-PJ. 
a aP 

zr/.Fa,p(D) 
zEFa,p(D) 

En el caso de las funciones conformes por pedazos, los dominios de conformidad nos proporcionan 
una partición y una codificación naturales. · 

Definición 2.2. El mapeo itinerario /:C~E2 asociado a Fa,p es la función que en cada entrada es: 

( ) { 
1 si Fa,p(z)ieD 

I z ¡ := O s1· F. ( )i .:t D . a,P z 'F 

TESIS CON 
FALLA DE G~UGEN 
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2.1 Ejemplos 

Si lzl < 1, entonces F0,~(z)=oz y limn-+ooonz=O. Similarmente, si lzl>3, la órbita de z 
eventualmente ingresarA al disco B3(l). Por esta razl>n, podemos limitamos a estudiar las órbitas de 
puntos en el anillo A:= {z: l l!i; lzl :it; 3}. Por otra parte, el origen siempre• ea un punto fijo atractor, 
asf que de aquf en adelante no lo consideraremos m'8. 

La dinAmica de Fa,~ puede complicarse mucho, especialmente cuando lol-+ l. En esta sección 
trataremos de mostrar algunos ejemplos que ilustren situaciones "tfpicas''. 

La situación m'8 simple ocurre cuando lal < 1/3. En este caso la imagen de cualquier punto en A 
cae en D, asf que toda la órbita hacia adelante queda atrapada en D y el punto converge al origen. 

Fisura 2.2. 

Otro fenómeno ocurre cuando 1/3.;; lol < 1/v'3. En este caso hay algunos argumentos de o para 
loe cuales aparece un punto fijo. 

~·~ .. ············--·?y<... '. 

( ~\ ·:~: 
\ . 
····--··-... __________ .... ··· 

Pisara 2.a. 

l. l.e. Para cualquier valor de (o, {J). 

TESIS CQ~T 
FALLA DE ORiGEN 
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Si arg(a) ea más o menos cercano a alguna de las raíces primitivas n-ésimas de la unidad y lal > l/W 
entonces podemos encontrar un punto de periodo nen D. Por ejemplo paran= 5, a= 0.206. e2d0.935, 

/3=-1. 

) 

Figura 2.4. 

Cuando lal se acerca a 1 entonces basta una pequeña desviación de la raíz de la unidad para que 
aparezcan puntos de distintos períodos. 

Figura 2.5. 
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2.2 La partición generada por el itinerario 

Sea V= {lo, Ji}:= {C\D, D}. 

Definición 2.3. Para cada secuencia finita de longitud n + 1, ao ... an con a¡ E {O, 1} construimos 
un conjunto 

y también 

Esto es, z E la0 ... an si y solo si z E Ia0 ; FQ;p(z) ~ Ia11· ... , F!;,p(z) E la,., de tal forma que 

1a0 ... ~~ ,.;,ja0 n F,;j(la1 ) n ... n F.;,p(lan) = la0 ... a,._ 1 n F;,p(Ia,.)· 

Analiéemos lós p~fmeros pasos de esta construcción. 

(2.1) 

lo= {z E (O :l(z)~ (O ... )}= {z E <C :z ~ D}, Ii = {ze<C :l(z) =(l ... )}= {zE V: zeD}. lo e li son 
simplemente D y C\D, tal como los definimos al principio de la sección¡ por lo tanto Oo = { D, C\D}. 

01constade4 elementos: {Ioo,lo1,l10,l11}. loo es el conjunto de puntos {zeV:z~D,FQ,p(z) ~D}. 
101 es el conjunto {z e <C: z ~ D, FQ,p(z) E D}, etc. 

Por definición, la0 ... an0 es el conjunto {z E Iaa ... a,.: F~1~1 (z) E C\D} y la0 ... a,.1 = {z E la0 ... an: 
F~.}1(z) ED}. Entonces 

lao ... anoU la0 ... anl = (la0 ... an n F;,~n+l)(lo)) U ( la0 ... a .. n F;,~n+l)(I1)) 

= la0 ... an n ( F;,~n+l)(Io) U F;,~+i)(li)) 

la0 ... an n F;,bn+l)(lo U 11) 

la0 ... a,. 

y de la misma forma 

lao ... anonla0 ... a .. 1 = (la0 ... annF;,~n+l)(Io)) n (100 ... 0,.nF;,)n+l)(/1)) 

= Ia0 ••• a,.nF~b"+1>c1onI1) · 

0 

También observemos que alguna de estas componentes puede ser vac(a {por ejemplo, si 
FQ,p(la0 ... a,.) e D entonces la0 ... ano=0). 
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Lo anterior muestra que On+l es un refinamiento de On y para cada n tenemos una partición formada 
por a lo más 2n+l conjuntos. 

Denotamos por O(F0 ,p) a la partición generada por estos refinamientos. Un elemento V E O(F0 ,p) 
es una intersección n;eJN V¡ con V; E O;. Para ver un poco la forma de estas componentes, tomemos 
Ia0 ... a,. E On y h 0 ••• bm E Om. Supongamos que n < m. Por (2.1), tenemos que 

y 

lb0 ••• b,. ... bm = lbo n F.;,~(lb1 ) n · · · n F.;,p(lb,.) n · ·· n F.;,'¡(Ibm) 

Ibo ... b,. n F;,~n+l)(Jb,.+1) n ·· · n F;;_'¡(Ibm) 

Ahora bien, lb0 ••• b,. e On así que Iaa ... a,. n Ib0 ... b,. "/- 0 si y solo si ao ... a,,= bo ... bn. Por lo tanto 

1 · nl -{ 0 si ao ... a.."/-bo ... bn. 
ao ... a,. bo ... b,. ... bm - .l de otra forma · . bo ... b,. ••• bm 

Dados dos puntos z, w e la0 ••• a,. en la misma componente de On el itinerario de z y el de w coinciden 
hasta la posición n; es decir J(z)¡o,n) = I(w)¡o,n)· Dados z,w e Ve fl(F0 ,p), I(z) = I(w). Ésta es la 
propiedad que nos interesa de O(F0 ,p), que sus componentes están fonnadas por puntos que tienen 
el mismo itinerario. Hay que señalar que los elementos de On no necesariamente son conexos. 

O(F0 ,p) es la partición inducida por la relación de equivalencia Z"'W*> I(z) = I(w), así que podemos 
extender el itinerario a una función inyectiva i: O(F0 ,p) -+ E2. 

Lema 2.4. Sean 80n :=Uweo,. 8W y An:=LJ:':o F¿-;p(C). Entonces 811n=An. 

Demostración. Por inducción sobren. Para n=O, 8flo=C. Ahora supongamos que 80n=An· 
Cada W E fln contiene un cierto número de elementos de 11n+1, sin embargo cada componente de 
W contiene a lo más 2, digamos W = Wo U W1, con F:j;1(Wo) e lo y F:,1;1(W1) e 11. Esto significa 

que F:.~1 (W) n C :f 0, y por lo tanto C' := F,;;~n+l)(C) n W "/- 0. Pero C' tiene que vivir en 80n+l 
porque de otro modo existiría un punto x e C' tal que :z; e V con V un abierto totalmente contenido 
en W1 (digamos), lo que implicaría que F:.VCV) e[¡. Pero F:.~1lw1 es un homeomorfismo, así 
que F:.~1 (V) es abierto y vive en el interior de/¡. Esto contradice el hecho de que F:.~1 (:z:) E C. 
Este mismo razonamiento lo aplicamos a todos los F;,r+1>(c) n U :f 0 con U E On. Además 
F-Cn+ll(C) = LJ p-Cn+ll(C) n W así que F-(n+l)(C) e 811 1 o,/J weo,. o,P • o,p n+ · 

Para el regreso, notemos que 811n+l;:) anm para todo m < n +l. Si :z; e ann+l entonces X e anm 
para algún m < n +l. Supongamos que m es el menor entero con esa propiedad. Por un argumento 
similar al del párrafo anterior vemos que F:J:13(x) e e y X e F;;,'¡(C) e An+l· o 
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Este lema es importante porque nos dice como podemos visualizar 80n; simplemente tenemos que 
pintar el n-ésimo iterado hacia atrás de e sin borrar los anteriores. 

Definición 2.5. Denotemos por O(Fa,.B)lv al conjunto {W e O(Fa,,B): W e D}. 

Lema 2.6. O(Fa,.B)lv es un conjunto finito. 

Dcmost1·ución. Bu [Cru03) se establece que oo es el único punto de acumulación de secuencias 
{an E F.;,tj(C)}. 

Consideremos el conjunto T := {D n F0-;tj(C)}n>O· Si Tes infinito entonces podemos extraer una 
sucesión infinita {t,. E DnF.;,p(C)}n>OC D. Como Des compacto, entonces {tn} tiene un punto de 
acumulación en D. Sin embargo esto no puede suceder, así que Tes finito. Entonces existe N >O tal 
que DnF,;;tJ(C) =0\ln> N. Sea N' el número de elementos de ONID· En la prueba del lema anterior 
se vio que si existe W e ONID tal que W se puede escribir como Wo U W1 con W¡ 1= 0 y W; E Omlv, 
m>N, entonces F.;,íf(C)nWf0. Por lo tanto Card(O,.lv)=N' 'Vn>N y O(Fa,.B)lv=ONID· O 

2.3 La forma de los itinerarios 

El siguiente cálculo nos permite saber cuántas veces a lo más tenemos que iterar un punto z (lzl < 3) 
para saber si su órbita entró en ID o en D. Esto es especialmente importante en la implementación 
del algoritmo para calcular los puntos periódicos. 

Sea z E D. Si iteramos z, pueden ocurrir dos cosas: 

l. Que F~ • .B(z) r¡. D para j ;;-::: l. Esto es, I(z) = 1000
• En este caso, 

Claramente F[;,,B(z) =-+O. 

Como g(z) =a ({3 (z - 2) + 2), entonces [g(z)[ =[al· lf3 (z - 2) + 2[" [a[· (lz - 21+2). Pero 
zeD~ lz-21<1, así que [g(z)[" [a[· (lz-2[ +2) ~3· [a[. Por lo tanto: 

IF~ . .B(z)I = IJi-l o g(z)I = lai-l, g(z)I = [ai- 11·[g(z)I~3 · lali 

La desigualdad 3 lo.¡i < 1 se cumple si j > ~~;f~~) = - log¡0 ¡(3). Sea Ka el menor entero mayor 
que -log¡0 ¡(3) (la parte entera más 1). Esto nos dice cuantas veces tenemos que multiplicar 
por a para que cualquier punto en D caiga en ID, de tal forma que si I(z) = lOK0 

... , entonces 
podemos asegurar que I(z) = 1000 
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Podemos concluir que no existen itinerarios con palabras de la forma 1011 si l >Ka, as! que 
Ka nos da una cota superior para el número de palabras de la forma lOml que pueden surgir 
al iterar Fa,tJ(D}. 

2. Que exista n;;i: 1 tal que Fl:,p(z}eD (es decir, I(z) = lon- 11 ... ). Sea Ma:= {nelN: 
I(z) = 10"1. .. ,conzED}. Convengamos en que Ma= {m1, ... ,mA:}· Por el punto anterior, 
k<Ka. 

En [Cru03) se prueba que todas las órbitas son eventualmente periódicas. Por lo tanto 
los itinerarios son de la forma 10m•11om•2i...10m1nl000 , con ma¡ E.Ma o de la forma 
lom•11om•21 ... 10m•,.1om,.,c1>1om,.,c2l ... donde µ: lN -t Ma es periódica. 

~-----------------~~º' ·~- -- - --·- -----·--------­--- - ------- ----'-~~--· _. ~ 



Capítulo 3 

Análisis de órbitas periódicas 

3.1 Los puntos fijos de ¡no g 

En esta sección analizaremos los puntos periódicos de Fc.,p cuando Ff:,p tiene la forma ¡n-l o g. 

Solamente en esta sección fijemos f3 = - l. Esta suposición por supuesto conlleva una buena 
simplificación en las fórmulas; sin embargo creemos que la dinámica obtenida es "genérica", en el 
sentido de que podemos hallar situaciones con la misma complejidad que para ótros valores de (3. 

El tipo órbitas que estamos considerando (de itinerario lOkl .. -) sólo tiene un representante en D. 
Los otros representantes son los puntos fijos de las funciones {¡n-l · g · f, ¡n-2 · g · / 2, ... , g · ¡n}, 
así que podemos restringirnos a analizar al representante de cada órbita que vive en D. 

Para empezar hagamos algunas definiciones. Sea (n := e2wi/n la primera n-ésima raíz de la unidad 
y sea FQ := Fa,-1· 

. 4an+l 
Despejando a de ¡no g(z) = z vemos que el punto fijo de ¡no~ es de la forma 1 +an+i · Esta expresión 
solo depende de a, así que determina una función Pn: D-+ C dada por 

y que satisface ¡no g(pn(a)) = Pn(a} para toda a E lD. 

En esta sección analizamos la pregunta: ¿para cuales a e lD se cumple que Pn(a) es un punto fijo 

23 
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Como se explica en la siguiente sección, F~+l(z} =¡no g(z) si y solo si z E I1on. Así que 
F~+ 1 (Pn(a)) = Pn(a) ~ I(Pn(a)) = lO"lOn ... # Pn(a) E I1on. 

Por lo tanto, el problema es determinar el conjunto 

Observemos que 

'En ={a.ElD: Pn(a) E Ji} n {a E lD: g(p,.(a}) Elo} n ... n {a ElD: ¡n-1 0 g(pn(a}) E lo}. 

También notemos que si a E E,. entonces automá.ticamente ¡no g(p,.(a)) e Ii de nuevo (porque 
f"o g(Pn(a)) = Pn(a)). 

Los conjuntos En pueden ser bastante complicados, así que nos contentaremos con analizar el 
conjunto Bn := {ae lD :p,.(a} e Ji}. Esto nos dará. alguna idea sobre las regiones en lD en las cuales 
podemos esperar encontrar puntos periódicos de cierto período. 

Antes de perdernos en las cuentas, veamos algunos ejemplos que ilustran el comportamiento general 
perfectamente. 

Fijemos n = 2, de tal forma que p2(0} = 1~~3 • Inmediatamente podemos deducir varias cosas: 

• P2 es una función 3 a l. 

• Tiene 3 polos en S 1 que corresponden a las 3 soluciones de la ecuación a 3 = - l. 

• p2{0} '."'O¡ P2(l) = 2. 

' 4 3 
• p2·tiene 3 inversas, que se obtienen al despejar a en z= i+ºaa· Estas inversas son 

{ 
zl/3 _ ( _ l)l/3zl/3 ( _ l)2/3zl/3} 

(4-z)l/3' (4-z)l/3 ' (4-z}l/3 

El conjunto B 2 se ve de esta forma: 
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Figura 3.1. 

P2 opera de esta manera (en cada una de las 3 componentes de B2): 

P2(a) 

Figura 3.2. 

l 2 + i = P2(a) 

"·······:·········.\ 
: 
\ 

·····································•········· 
2 = P2((3) i 3 

! 

.......•.•.. /// 

Una situación importante que hay que señalar es que los puntos { ~·~·a} (que son la prei~agen 
del 1 bajo p2) son los puntos de Ba de menor norma. Por lo tanto, si <:t E D y queremos saber si 
existen puntos periódicos de orden 3, entonces sólo tenemos que observar jaj. Si !al< l/lfa entonces 
podemos concluir que no hay puntos periódicos de orden S. 

La otra conclusión inmediata es que los puntos periódicos de orden 3 que son puntos fijos de f 2 o g 
viven en el semidisco {z e D: Re(z) :o.:; 2} (que es la parte gris en la figura 3.2). 
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Ahora consideremos el caso general. 

La primera observación es que Pn(t · (~+1) = 1+ 1;tn+i E JR., con t E JR.. Esto es, Pn manda los 

rayos t · C~+i• t >O en el eje real positivo. También vemos que Pn(C~+1) = 111 = 2 y que 
Pn(l/31/n+ic~+i) =l. 

Despejando an+l de Pn(a) =z obtenemos on+l = 4 ~..,· Esta ecuación tiene n+l soluciones, dadas 
le le ( z )1/(n+l) por qn(z) := Cn+i · ¡:::; , con O:::;; k:::;; n. · 

~ mapea la recta 2 +ti en S 1: 

le • ( 2+ti ) l/(n+l) 
tfn(2+ti) = Cn+i 

4
_ 2 _ti 

le (2+ti)l/(n+l) 
= (n+i · 4-ti 

1e ( 2 
+. t.i) .. 2·./Cnt,1>. 

Cn+i' 14-til ·, .... 
le ( 2 +~~:)2/(n+. 1) ·. 

= (n+1 · ../4+t2 . ' 

pero 1J4~!•1= 4:t2 + 4 ~t2 =1, así que ~{2 +ti) e S 1. ·q: mapea el intervalo (2-ti, 2+ ti) en un 
le { le (2-i)2/(n+l) le (2+i)2/(n+l)} arco con centro en Cn+1 y extremos Cn+l · vl5 , Cn+1 · vl5 • 

A modo de ejemplo dibujemos 8BoU ... U 8B10: 

Figura S.3. 
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3.1 Los PUNTOS FIJOS DE ¡no g 

con cada 8Bn de un color distinto. 

Aquí podemos ver que hay regiones en las que podemos encontrar una única órbita periódica de 
período 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7. En el caso de la órbita de período 8 (en azul-morado en la gráfica), la 
región en la que aparece siempre está. contenida en la unión de otras regiones, así que en ningún 
ca.so hay una única órbita de periodo 8 (en azul): 

Figura 3.4. 

Como mencionamos antes, si lal ~ 1/31/i entonces a lo má.s existen órbitas de período i. 

27 

También al principio de la sección se mencionó que encontrar de forma explícita los conjuntos En es 
bastante má.s complicado que los Bn, la razón es la siguiente: para determinar el conjunto {a e D: 
g(pn(a)) e lo} (que es la segunda intersección de En) tenemos que resolver la ecuación 

z gop,.(z) 
4an+2 

4- l+an+l' 

Esto es equivalente a an+2 - an+l(l - z/4) - 1 =O. 

Como ejemplo, supongamos que n= 1, de tal forma que la ecuación es a 3 - a 2(1-z/4)-1 =O. En 
este caso podemos despejar a y haciendo 

a0 := 928-48z+ 12z2 -z3 +24v'3v496-48z+12 z2- zª)113 

TESIS CO~T 
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obtenemos las 3 soluciones 

.!..(4-z+ (z- 4)
2

+cro) 
12 ªº . 
.!..(4-z- (l+iV'3)(z- 4)

2 
+(1-iV'3)cro) 

12 ªº 
.!..(4- z - (l - i V'3)(z - 4>

2 
+ (1 + iV'3)cro) 

12 ªº 

El ejemplo n = 2 que analizamos al principio se vuelve más o menos inmanejable, y para n ~ 3 nos 
queda una ecuación de 5° grado o más. 

3.2 Órbitas periódicas 

En esta sección examinaremos el comportamiento de las órbitas periódicas dentro del disco D. Esto 
es suficiente, porque en caso de haber un punto periódico zen C\D, alguno de los iterados de z 
tiene que ingresar a Den algún momento (en caso contrario z convergería a O). 

3.2.1 Ff;,13 es una función definida por partE'.s 

Consideremos la expresión 

(3.1) 

Si la evaluamos en algún zo E D especifico, obtenemos una secuencia de f's y g's. Por ejemplo, si 
n=7 la secuencia podría ser FJ,p(zo) =fofo fo gof ogog(zo). Observemos que F0 ,p(zo) =g(zo) 
porque zo e D. 

En (3.1} agrupemos todas las secuencias de f's; el ejemplo queda as!: FJ,p(zo} = J3 o g o / 1 o g o fº o 
g(zo). Cuando aparezcan dos g seguidas (go g) insertamos un fº (go Jºo g). 

En general F:;,p(z) =¡mi o g o ... o ¡m~ o g(z) para ciertos m1, ... , mk (y necesariamente m1 + ... + 
mk+k=n). 

Para simplificar un poco la notación, hagamos las siguientes definiciones 

O"t: Nk-+ N, con 1 ~ t ~ k y dada por 



3,2 ÓRIJITAS PERIÓDICAS 

y u(m1, .,., TTÍk) := uk(m1, .. ., mk)· 

Si T1l :~ (m1, ... ,mk) eNk, definamos 

así que (3,1) podemos escribirla como 
'. '··, ·· .. ; 

. ,· - ':'·'.:.''. 

para algunos m1, ... , m{con 77'1.1 ¡: ... :+ mk + k = n. 

Se puede probar que 

k 

'1/Jm.(z) 2(1- /3) E o:u¡(m) 13i-l + au•(m.)pk z 

i=l 
2(1-/3)(o:m1+1 + o:m1+m2+2 /3 + ... +am1+00•+m•+k 13A:-l) + am1+00-+m•+k 13A: z 

20 

Por lo tanto, un punto periódico zo de período m1 + ... +mA:+k satisface 1/lm1, ... ,m.(zo) =zo. Podemos 
despejar a zo y encontrar la forma explícita del punto en función de los m¡: 

(3.2) 

Esto tambiéri nos muestra una convención para nombrar a los puntos periódicos: sea Pm1 , ... ,m~ el 
punto periódico de período m1 + .. · + mk + k que es punto fijo de 1/Jm., ... ,m•· Observemos que todos 
los puntos periódicos de Fa,/J tiene esta forma. 

La expresión (3.2) depende de (m1, ... , mA:), a y {3. Por lo tanto, para cada m =(mi, .. ., mA:) eNk 
obtenemos una función p"': [) X 8 1 -+ C dada por 

2(1 - /3) "~- ªO'¡(m.) pi-1 
P (a /3) ·- ""'•-1 

m ' .- 1 - au•(m.) (3k 

y por construcción, '1/Jm(Pm(o:, /3)) = Pm.(o:, /3) para todo (o:, /3) E[) X 8 1• 

En el párrafo anterior construimos 2 familias de funciones: 

{ '1/Jm: C-+ e }m.eN00 y {pm: [) X 8 1-+ e }TlleNao, 

Ahora bien, ¿cual es la relación entre F!,';'> y 1/J.,..? La respuesta es: F!,';'>(z) = 1/J"'(z) si y solo si 
z E I 10m.10m•-•i. .. 1om1, Recordando que los elementos de llu(ns) se cara.eterizan por tener itinerario 

constante hasta la u(m)-ésima entrada, vemos que F!,';'>(z) se puede pensar como una función 
definida por partes y cuyos dominios de definición son los elementos· de llu(ns)ID· 
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Por ejemplo, estos son los casos n =O, 1, 2. 

Si n =O entonces !lólv = { [¡} y la función es la propia Fa,{J restringida a /¡ = D 

Fa,p(z) = 1/lo(z) = g(z) si z E 11 

Sin= 1 entonces !l1lv = {110, /u} y la función es 

F.2 (z) -{ T/J1(z) = fo g(z) si z e /10 
a,fJ - 1/lo,o(z) = g o g(z) si z E /11 

Sin= 2 entonces !l2lv = {Iioo, I11ii. /110, 1111} y la función es 

{ 

f/.12(z) 
F.ª (z) = f/.11,o(z) 

a,fJ T/Jo,1(z) 
1/lo,o,o(z) 

En general la función es de la forma 

= fofog(z) si ze/100 
fogog(z) si zel110 

= gofog(z) si ze/¡01 
g o g o g(z) si z E 1111 

zel.,¡ 

zel.,~ 
(3.3) 

donde q es el número de elementos en !"2nlD, v¡E {O, l}n, u(v¡) =n y vl se obtiene a partir de Vi del 
siguiente modo: si v¡ = (m1, .. ., mA:) entonces vl es 10m•i...10m1, 

Dado n, consideremos el conjunto u-1(n) ={in e JN00
: u(in) =n}. Este conjunto es finito y está en 

correspondencia 1 a 1 con { 1/im}meu-l(n)' 

En vista de (3.3) y notando que los puntos fijos de una función definida por partes son los puntos fijos 
de cada una de las funciones componentes (en los dominios adecuados), podemos concluir que los 
puntos fijos dé de Fl;,p son simplemente los puntos fijos p.,1 de cada uno de los .,P.,1 tales que p.,1 e!.,¡. 

Dicho de otra forma, si queremos encontrar los puntos periódicos de Fa,{J de período n, inmediata­
mente tenemos un conjunto de candidatos: 

que son los puntos fijos de la familia {f/.lm}meu-l(n)· 

Para que uno de estos puntos Pm(a, /3) sea un punto fijo de F;:,p se necesita que 
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Esto sugiere una forma de encontrar los puntos periódicos de período n: 

1. Calculamos f2nlD· 

2. Etiquetamos cada elemento de acuerdo al itinerario que sigue (hasta la posición n-ésima). 

3. Calculamos P := {Prn(a, /3)}rneu-l(n)· 

4. Pru'a cada Prn E P n D: . 

a) escogemos el W E f2n 1 D tal que Prn E W, 

b) checamos si la etiqueta de W corresponde con la m. Si esto escierto entonces Prn es 
un punto periódico. 

Algunas observaciones sobre este método: 

• Durante el cálculo de f2n lv, está implícito el conocimiento del itinerario de cada elemento. 

• Para checar si un candidato realmente es punto periódico solo tenemos que comparar eti­
quetas. 

• Dado f2nlv, el cálculo de f2n+1lv se puede realizar de manera "incremental''. 

• A pesar de que los puntos periódicos encontrados son correctos, hay una manera mucho más 
directa de encontrar todos los puntos periódicos si conocemos n(Fa,p)lv (ver la siguiente 
sección). 

3.2.2 Como encontrar todos los puntos periódicos de Fa,{3 

Si nos proponemos encontrar las órbitas periódicas de todos los períodos que aparecen para (a, /3) 
dados, entonces un problema es que no sabemos exactamente hasta qué n buscar. Sin embargo sí 
sabemos que f2(F0 ,p)lv es finito, lo que significa que f2(F0 ,p)lv=OnlD para cierta n. La condición 
que buscamos para terminar el proceso es F;,p(C) n Ba(O} = 0; la razón es que si lzl > 3 entonces 
IF;,p(z}I > 3 para todo n. 

Usando el hecho de que f2(F0 ,p}lv es finito, se puede concluir que el conjunto de órbitas periódicas 
también es finito: 

Sea z E D. Definamos una función 

·-{ min {n >O: F!:,p(z} E D} 
r(z) ·- oo si el mínimo no existe 

que efectivamente cuenta el número de veces que hay que iterar z para que regrese a D. 
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Sea B := {z E D: Fi:,p(z) no converge al O}. Observemos que rls: B-+ lN, asf que podemos definir 

una función G: B-+ B como G(z) := F~~p>(z). Ges la función de "primer retorno" a D para F 0 ,p. 

Sea A:= pi{, ... , Am} el subconjunto de O(F0 ,p) lv cuyos elementos no convergen al cero. Por tanto 
B =U .A¡. C()11sideremos también a la función A: B-+ A que asigna a z E B el A¡ tal que z E A¡. 

Sea Aje.A .. Como todos los puntos de A¡ tienen el mismo itinerario, para cada n, F;,¡¡(A¡) está 
completamente dentro o completamente fuera de D. Además, para cada n >O existe m ";;?; n tal que 
F¿':¡¡()i¡)C D.· De la misma forma, para cada par i, j ~ m, con i f j, A¡ tiene un itinerario distinto 
del de A; (por definición). Asf que cada vez que Fn(A;) e D, F"(A¡} está completamente contenido 

·· en alguu A;. Consideremos la secuencia 

A;-+ A(G(A;))-+A(G2(A;))-+ ... -+A(Gm+l(A;)). 

Esta es una secuencia de la forma Afo=i-+ A;1 -+ ···-+ Afm+u en la que A;.= A(Gr(A;)) y en donde 
G(A;;) e Aj;+i· Únicamente hay m componentes en A, as! que A(Gm+l(A¡)) =A(Gf(A;)) para algún 
1 ~ j ~ m. De hecho, es posible que incluso A(G1(A;)) =A(Gi(A¡)) para l < m +l. Sea l el menor 
entero ,que satisface esta condición. Esto nos permite dividir a los A¡ en qos clases: aquellos tales 
que A(G1(A¡)) =A; y aquellos para los cuales A(G1(A;)) f A¡ . Los primeros tienen un itinerario 
periódico y los segundos uno casi-periódico. De esto podemos concluir 2 cosas: 

Proposición 3.1. 

1. El período máximo de las órbitas periódicas de G es m (en cuyo caso habrá una sola órbita 
periódica). 

2. El número máximo de órbitas periódicas que puede haber para G es m (y las órbitas son 
puntos fijos). 

S. Existe un número finito de órbitas periódicas para F0 ,p. 

Como mencioné antes, si conocemos n(Fa,ti)lv entonces hay una manera bastante directa de encon­
trar todos los puntos periódicos. La idea es la misma que se usó en la proposición anterior: en la 
secuencia 

A¡-+ A(G(A;)) -+A(G2(A;))-+ ... -+ .A(Gm+l(A;)) 

sea l el menor entero positivo que satisface A(G1(A;))=A(Gi(A;)) para algún 1 ~j ~l ~m. Entonces 
tenemos el ciclo 

A(Gf(A;))-+ A(Gi+1(A¡))-+ ... -+ .A(G'(A¡)) 

Supongamos que conocemos los itinerarios de cada A;. El itinerario de A(Gi(A¡)) no puede ser 1000 

porque A; no converge al cero. Entonces debe ser de la forma 10mo1 ... para algún mo. Haciendo lo 
mismo para cada A(Gi+ª(A;)) con s=O, ... ,l-1, tenemos una secuencia {mo1 ... 1 m1-1} de tal forma 
que el itinerario de .A(Gi+ª(A;)) es iom•l. ... 

- ----~-----------·-- - ·-------------·~--
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Pero F:,¡¡+1(,.4,(Gi+s(J1¡))) c.A(Gi+ 8 + 1(A¡)), así que el itinerario de A(Gi(A¡)) es 

- _,_: :~~~-.-e; 

iomo1 ..• 10m1-110mo1, .. 10m1-1,,, 

Si haceriios m. := (mo, ... , m1-1) entonces vemos que F:,';>(z) = 1/lm(z) para toda z E A(Gi(A;)). 
Como A(Gi(A¡) :::> ,P,..(A(Gi(A¡)) :::> 1/l~(A(Gi(A¡)) :::> ... y Diam(,P;:.(A(Gi(A¡)))-+ O cuando n-+ oo, 
entonces 1/J::.(z) converge a alguna zo E A(Gi(A¡) cuando n-+oo. Además 1/J:!.(zo) = zo, así que 
zo=Pm· 

Solo queda por resolver un problema práctico. Definimos A como el subconjunto de !l(F0 ,p)lv cuyos 
elementos no convergen al cero. ¿Como podemos decidir cuales elementos convergen al cero y cuales 
no? Aquí estamos suponiendo que conocemos los itinerarios de los elementos de !l(Fa,p)lv hasta 
una cierta n. Esto es bastante plausible porque como !l(F0 ,p)lv = !lmlv para alguna m, entonces 
basta conocer los primeros m + 1 símbolos.de los itinerarios en !l(F0 ,p)lv para poder distinguir 
una celda de otra. Bueno, recordemos que dada a podemos calcular Ma de tal forma que si el izl 
~ 3 y I(z) = lOK" ... entonces F~p+1 (z) E lD. Esto es, solo necesitamos conocer los primeros Ka+ 1 
símbolos del itinerario de z E D pata saber si converge al cero o regresa a D. Si regresa a D entonces 
no podemos concluir nada, pero eventualmente F!;,p(z) entrará en lD o caerá en un ciclo. 

3.3 Comentarios finales 

Como mencioné al inicio, el objetivo final de esta investigación es comprender completamente la 
dinámica de la familia en el caso !al< 1, con miras a extender los resultados a la situación !al= l. 
En este trabajo nos hemos limitado a analizar la forma de las órbitas periódicas; sin embargo se 
pueden plantear ya varias cuestiones que serán abordadas en una siguiente fase. 

Una situación que se observa en el programa es que cuando !al-+ 1 entonces el número de órbitas 
periódicas crece tanto como se desee (aparentemente). De hecho parece haber una relación entre !al 
y Card(Per(F0 ,p))¡ por ejemplo una conjetura sería que al menos para palabras de la forma ¡no g 
siempre es posible encontrar a E lD de tal forma que Pn(a) es un punto fijo de F:,~1 (para cualquier 
n). 

Otro aspecto que necesita examinarse con detalle es bajo que condiciones surgen puntos periódicos 
que son puntos fijos de palabras de la forma ¡m1 o g o ... o ¡m• o g. 

También sería extremadamente útil poder dar una cota para Card(!l(F0 ,p)lv) que dependa explfci­
tamente de (a, /3). 

Finalmente queda por examinar la transición entre lal < 1 y lal =l. 



Apéndice A 

El programa de computadora 

El programa está hecho en el lenguaje C++, y utiliza la biblioteca Qt de trolltech 
(http://www.trolltech.com) para el manejo de la interfaz gráfica. Toda la programación fue hecha 
en Linux; sin embargo existen versiones (aunque no libres) de Qt para MS-Windows y MacOS, 
asf que en principio se podría compilu el programa para que pudiera ejecutarse en estas plataformas. 

n . n . 
La ventana principal contiene 3 "paneles"; el primero pinta .u F.;p(C), el segundo .u F:,.,p(C) y el 

n . · 1=0 ' 1=0 
tercero . U F~,p(C). 

•=-n 

Además contiene controles para seleccionar los parámetros (a, {3). Usando el mouse es posible 
hacer "zoom" en alguna región en particular; también es posible agregar puntos y lineas arbitrarias 
e iterarlos hacia adelante o hacia atrás independientemente del panel en el que se encuentren. 

Figura A.1. 

La función principal del programa ·es calcular Fl:,p(D) con ne Z. Se manejan de manera separada 
los casos n ;;i: O y n < O. 

Se definen varias clases: 

Segmento Representa un arco de circulo. 
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IRegion Es una lista de.objetos Segmento y representa una elemento de la partición nn. La 
rutina principal es divide, que determina si la región ha intersectado a Fa,p(D) y determina 
las nuevas regiones que se formaron a partir de esta intersección. Si la región es W E nn, 
entonces calcula los {W¡} e nn+i tales que W¡ e W. 

Grafica Esta clase contiene toda la información necesaria para iterar Fa,(J o F~j. Se encarga 
de llamar a la función divide de IRegion para cada elemento W E S1n. También maneja la 
interacción del mouse. 

FuncBase, FuncF y FuncFi FuncBase representa la. función Fa,p 1 y contiene rutinas para eva­
luar f ó g. En realidad es una clase base¡ las clases derivadas FuncF y FuncFi son las 
que realmente se usan para· evaluar Fa,fJ y F;,~. respectivamente. Aqui. se usa una técnica 
interesante que se conoce como The Curiously Recursive Template Pattern, y consiste en 
que FuncBase es una clase parametrizada por alguna clase derivada. En las funciones que 
necesitan evaluar Fa,fJ simplemente se usa un objeto de la clase basl;l y no de las derivadas 
como normalmente se haría. Esto tiene la venta.ja de que se evita. el uso de llamadas a 
funciones virtuales que en C++ son menos eficientes que las lla.Illadas a funciones normales. 

Una de las limitaciones del programa es que en algunas situaciones se puede perder rápidamente 
precisión al hacer los ci\.lculos. Esto ocurre por ejemplo cuando se magnifica. la. imagen muchas veces, 
o cuando nn no deja de crecer al aumentar n (la 1::::i1). Afortunadamente es fácil observar cuando 
los cálculos son incorrectos. 

----....;....~== ··-· --··------:--·--··---···-------------:··-
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