po32y
30

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ANALISIS DE ORBITAS PERIODICAS EN UNA FAMILIA DE
FUNCIONES CONFORMES POR PEDAZOS.

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
M ATEMATTIC O
P R E S E N T A
JUAN PABLO / ROMERO MENDEZ

DIRECTOR D€ TESIS: M. EN C. MANUEL LOPEZ
&gﬁw S ,o,{,@?

FACULTAD DE CIENCIAS
SECCION E5COLAR

TESIS CON
FALLA DE CRIGEN |




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



i i pibliotecas de 13
rizo a 1a Direccidn Ganoral do DI 2

,U‘I:OAM a difundir en formato elecironico e impreso c‘a|
contenido de ml trabajo recepcional.

NOMBRE: 2 A0

. b e . o
Lo . FECHA:
FIRMA:

s DN 12 - Junjo - 05
/.

DRA. MARIA DE LOURDES ESTEVA PERALTA
Jefa de la Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias :
Presente =

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito: ,
Anadlisis de 8rbitas periddicas en una familia de funciones conformes

por pedazos

realizado por Juan Pablo Romero Méndez

con nimero de cuenta 9777048-2 , quien cubri6 los créditos de la carrera de; Matemiticas

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis - ‘ m

Propietario M. en C. Manuel Cruz Ldpez v

Propietario ‘ Dr. Adolfo Guillot Santiago

Propietario Dr. Javier Piez Cardenas f”‘”""'—/

Suplente M. en C. Ana Irene Ramirez/Galarza th . 2&4/‘7( ~ -

Suplente : Dr. Oscar Alfredo Palmas Velasco/‘%/

¥is
Al B

Matemidticas

. 7 . .
M. en C. JosJAﬁHéﬁWia‘LG'ﬁmez“értega

BORSER L it et LAY

weffuUATICA? 2




TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

2-\







Proélogo

Una isometria por pedazos ¢s una funcién definida por partes tal que cada una de las funciones
constituyentes os una Nnnchfa en su dominio de definicion.

El objetivo alvestudlar este tipo de sistemas es determinar el comportamiento a largo plazo de las
orbitas de puntos. El analisis aquf est4 marcado por el hecho de que en general la funcién no es ni
siquiera continua en cierta regién, mucho menos diferenciable u holomorfa.

;f"Los sxstemas de isometrfas por pedazos surgen en contextos tan variados como el estudio de ciertas
.+ecuaciones diferenciales polinomiales, teorfa de foliaciones, billares matematicos, e incluso en una
f‘_ra.ma de la ingenierfa eléctrica conocida como teorfa de filtros digitales [Goe].

.El comportamiento de estos sistemas puede ser bastante complicado y es por ello que en este trabajo
~hemos adoptado un enfoque simplificador, el cual consiste en estudiar una familia de funciones

- conformes por pedazos que poseen cierta contraccién y parametrizadas por un nimero <1 que

. “etermina la contracci6n y tal que cuando el pardmetro es 1 entonces tenemos la isometrfa por

" .pedazos (esto se explica con todo detalle en el capitulo 2).

Una herramienta invaluable en el estudio de los sistemas iterados es la computadora. El primer paso
que nos planteamos en la realizacién de esta tesis consisti6é en la construccién de un programa que
permitiera visualizar el comportamiento nuestro sistema. El resultado es un programa interactivo
cuyo cédigo esta disponible gratuitamente bajo la licencia GPL. Por el momento no tiene una pagina
oficial, pero lo podremos distribuir con gusto a cualquier persona interesada.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el capitulo 1 se analizan brevemente distintos tipos de

sistemas dinamicos; las pruebas y la descripcién detallada se dejan a la bibliograffa. En el capftulo 2
_ se introduce propiamente la familia d= funciones sobre la que hemos trabajado. Aquf hay una seccién
de ejemplos que nos muestra el tipo de dindimica que podemos encontrar en esta familia de funciones.
También se introduce la particién generada por el itinerario, que es la principal herramienta usada
para calcular los puntos periédicos. El capftulo 3 empieza con una breve descripcién de cierta clase
de palabras, que dan lugar a las 6rbitas peri6édicas mas simples, en un cierto sentido. En la segunda
seccién de este capitulo se hace un analisis méas detallado de las 6rbitas periédicas que surgen al iterar
nuestra funcién. y se proponen 2 algoritmos para calcular de manera exacta los puntos periédicos

<% . bajo ciertas condiciones. En la tltima secci6én se hacen algunas observaciones finales y se lanzan

: i élgunas conjeturas.

¢Fmalmente en el apéndice se hace una breve descripcion del programa de computadora, se comenta
.- algo sobre las técnicas que se usaron y se describen los problemas que se presentaron durante la
"‘creacién del programa.

Juan Pablo Romero Méndez
México, D.F., mayo de 2003
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N Los niimeros naturales
N® =UgsoNF
Los nameros enteros

Los nimeros reales

6 ¥ N

Los complejos
© La esfera de Riemmann, CU {oo}.
Or(z) La 6rbita del punto z
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Q,, La n-ésima particién generada por el itinerario.
Q|p Los elementos de Q(Fa;g) que viven .en D.
¢*¥ La k-ésima rafz n-ésima rafz de la unidad.
wn =frog
Ymyvewms = ¥Pmy© 0 P,

Pml,...,m,. el Punto ﬁJO de wml,...,my
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Capitulo 1

Conceptos generales

En este capftulo se hace una breve mencién de algunos sistemas dinamicos que guardan cierta
relacién con la familia de funciones que se estudia a partir del capftulo 2. No se desarrolla ninguna
prueba (en algunos casos se mencionan ciertos argumentos), tan solo se hacen las definiciones
apropiadas y se comentan algunos resultados. En algunas partes se refiere al lector interesado a la

bibliografia.

1.1 Definiciones

Un sistema dinamico consta de 3 elementos:

1. Un espacio X, lamado espacio de fase o espacio de estados; que puede ser un espacio
topolégico, métrico, una variedad, etc. .

2. Un conjunto T', que corresponde al “tiempo”, Este puede ser Z o Z, en cuyo caso el sistema
se denomina de tiempo discreto; o bien R o Rt y en este caso el sistema se denomina de
tiempo continuo. :

3. Una funcién F: X x T — X, que satisface las condiqiones:
a) F(z,0)=z
b) F(z,s+t)=F(F(x,s),t)
Si T=R o R*, F se llama un flujo. Se dice que el sistema es reversible si F es biyectiva.

Intuitivamente, el espacio de fase corresponde al conjunto de todos los posibles estados en los que
se puede encontrar un determinado sistema. La idea es predecir cual sera la tendencia a largo plazo
del sisterna, si conocemos su estado actual y la regla que determina la evolucién. Hist6ricamente el
estudio de los sistemas dinamicos ha sido motivado por consideraciones practicas, y se usa (entre
otras cosas) como herramienta para modelar la evolucién en el tiempo de sistemas fisicos. Se han
estudiado sistemas como el decaimiento radiactivo, reacciones qufmicas, crecimiento de poblaciones,

etc.



8 Concoplon gonernles

Dado un espacxo X y una funcién f: X — X podemos definir el sistema din&mico generado por f
. como la funcién F: X x Z+ — X definida por F(z,n):= f*(z).

‘La drbita hacia adelante de un punto zo € X determinada por f es el conjunto Or(zo) := { f¥(zo):
...-Vi€ Z*}..Una predrbita de xo es una secuencia ...,r_2,Z_1, To tal que f(r_n-1) =z_n para cada
'n 2 0. En general, un punto puede no tener ninguna preérbita o puede tener muchas preérbitas.

“:"Una‘drbita completa es una secuencia {zi}icz tal que f(zi) =ziy1 Vi€ L.

,Ui;a orbita es periddica si f*(zp) = zo para algin n > 0. Al entero mas pequefio que cumpla esta
‘condlcnon se le llama el periodo de la 6rbita. Los puntos periédicos de perfodo 1 se llama puntos
: ﬁ]os A las 6rbitas peri6dicas también se les llama ciclos.

,,Una orbita es eventualmente periddica si fm+™(z) = f™(z) para algan m >0 y algin n> 0.

.Denota.mos por Per,(f) al conjunto de puntos periédicos de f de perfodo n (no necesariamente
minimo). Es decir, el conjunto de puntos fijos de f". También definimos Per(f) := Unen Pern(f).

" Un sistema dinamico topolégico f: X — X se llama topoldgicamente transitivo si existe un punto
z € X tal que su 6rbita Or(z) es densa en X. Se puede probar que si X es un espacio métrico
separable, localmente compacto, entonces f es topolégicamente transitivo <> para cualquier par
de abiertos no vacfos U,V C X, existe un entero N (que depende de (U,V)) tal que fN(U)NV £0
(¢f. [KH96)).

Una propiedad relacionada es la siguiente: X se llama topoldgicamente mezclante si para cada par
ordenado U,V de abiertos no vacfos existe ngp tal que f*(U) NV #0 para todo n 2 ng.

Dos funciones continuas f: M — M y g: N — N se llaman conjugadas topoldgicamente si existe un
homeomorfismo h: M — N tal que f=h " logoh.

Una funcién g: N — N es un factor topoldgico (o simplemente factor) de f: M — M si existe
una funcién continua y suprayectiva h: M —» N tal que ho g = go h. Esta funcion h se llama una
semiconjugacion.

Si dos funciones son conjugadas, entonces son completamente equivalentes en términos de su
dinamica. Por ejemplo, la conjugacién h establece una biyeccion entre Pery( f ) ¥ Pery(f). Tam-
bién se puede probar que f es topologicamente transitiva si y solo si g lo es.

Si E es un espacio métrico, y f: E— E es una funci6n, se dice que f presenta dependencia sensible
a las condiciones iniciales si existe § > 0 tal que, para cualquier € E y cualquier vecindad V de z,
existen y €V y n >0 tales que | f*(z) — f*(y)| > 4.

Una condicién més fuerte que la dependencia sensible a las condiciones iniciales se llama ezpan-
sividad. Decimos que f: E— E es ezpansiva si existe § > 0 tal que, para cualesquiera 2 puntos z,
y€ E, £+ y, existe n para el cual | f*(z) — f*(y)| > 4.

En el contexto de la definici6n anterior, f se llama cadtica si:
a) Presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales.
b) Es topol6gicamente transitiva.

c) Los puntos periédicos son densos en E.
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1.2 Ejemplos de sistemas dinadmicos

1.2.1 Dinamica de las transformaciones de Mdbius [JS97]

Una transformacién de Mébius es una funcion T: € — € de la forma

az+b
cz+d'

cona,b,c,deCy ad—bc#0. Por conveniencia supongamos que ad —bc=1. La trazs tr(T) de T
es a+d.

Si c#0, :esoiviex_xdo la ecuacién T'(z) = z obtenemos las soluciones

ax+\4bc+(a—d)+d
z= .
2c

E Las soluciones son distintas a menos que 4bc+ (a — d)2=0, en cuyo caso la ecuacion tiene una rafz
*-doble y un tnico punto fijo. Usando que ad —bec=1, entonces la condici6n anterior se convierte en
(a+d)?2—4=0, asf que T tiene tinicamente un punto fijo zp si y solo si tr2(T) =4.

Si ¢=0, entonces T(c0) =00 y ad=1, por lo que T'(z) =a%z+ab y existe otro punto fijo z= l—i—%
& a®?#1 (o equivalentemente, si (a+ d)2+# 4). Si a®=1 tenemos que T(z) =z kb, y si b#0 (en cuyo
caso es la identidad) T tiene un dnico punto fijo co.

La conclusién de todo esto es que si tr(T)2+# 4 entonces T tiene 2 puntos fijos, y si tr(T')2=4y
T #1d entonces T tiene un solo punto fijo en €.

Esto también prueba que cualquier transformacién de Mébius con mas de 2 puntos fijos es la
identidad.

Se puede probar que si tr?(T) =4 (asf que T tiene un solo punto fijo zo) entonces limy_y00 T"(2) = zo.
Si tr%(T") # 4 entonces T tiene dos puntos fijos zp y 21; aquf hay 2 posibilidades: si 0 < tr*(T) <4
entonces T™(2) no tiene limite para z # 29, 21 y si tr?(T) > 4 o tr3(T) <0 o tr%(T") ¢ R entonces
limp 00 T™(2) = 2; donde z; es alguno de los dos puntos fijos.

1.2.2 Sistemas dinamicos simbélicos

Consideremos el conjunto Zy:= {0,1}¥. 27 es el conjunto de todas las secuencias infinitas de ceros
y unos, y se llama el shift completo en los dos sfmbolos 0 y 1. Podemos darle a X2 la topologfa
producto si consideramos a cada {0, 1} con la topologfa discreta. También podemos definir una
métrica d, dada por

d(s,t):= i E'z;.tll-
i=0




10° " Conceptos generales

Esta serie converge y es efectivamente una métrica [Dev89].

Dados s,t € Xy, se puede probar que s;=¢; para i=0,...,n < d(s,t) <1/2" Esto es, dos secuencias
son cercanas una de la otra si y solo si coinciden en sus primeras n entradas.

La funcién shift (corrimiento) o: X2 — X2 esta dada por spsi... > 8182.... En otras palabras,
o(s)i=si+1. Esta funci6n tiene varias propiedades:

e Es 2 a 1, pues la secuencia 8138;... puede provenir tanto de 1s;... como de 0s;...

¢ Es continua.

‘e Los puntos peri6dicos de o corresponden exactamente a las secuencias de la forma
80...81,—180...8p—1.... Hay 2" palabras de longitud n en dos sfibolos, asf que o tiene 2"
puntos periédicos de perfodo n.

e Per(o) es denso en Zo. Dado s = $p3;..., consideremos la secuencia t,, := 8p...8n50...5n..., €S
decir, la secuencia formada al repetir las primeras n entradas de s. Debido a la propiedad
mencionada arriba de la métrica en I3, vemos que d(3,t,) <1/2". Esto significa qtie t, — s.

e o es topologicamente transitiva. Para ver esto definimos 8* como la secuencia formada de
la siguiente manera: primero concatenamos todos los bloques de longitud 1 (esto es, 0.y 1),
-después concatenamos todos los bloques de longitud 2 (00, 01, 10, 11), psteriormente los de
longitud 3, y asf sucesivamente.

Dada una secuencia s=sp3;... y € >0 existe no€ N tal que £ >1/2", y por construccién algin
punto de la érbita de s* sera tal que o%(s*) = sq...8p..., de tal forma que d(s, o*(s*)) <e.

e o presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales (de hecho es expansiva). Esto es
inmediato, porque dadas 2 secuencias distintas s y ¢," por definicién existe n tal que s, # ¢y,
y por lo tanto d(o™(s),o™(t)) = 1/2.

e o es cabtica.

Consideremos ahora un contexto un poco méas general (siguiendo a [LM95)).

Sea A un conjunto finito, llamado el alfabeto. Al conjunto A% de todas las secuencias bi-infinitas
de elementos de A se le llama el A-shift completo. Explicitamente

AZ = {(zi)icz:Ti € A}

El r-shift completo es el shift completo sobre el alfabeto {0,1,...,r — 1}. Por ejemplo, X es el 2-
shift completo.

Una palabra (o blogue) es una secuencia finita de sfmbolos de .A. Si z € AZ denotamos al bloque de
z que empieza en la coordenada 7 y termina en la j (i < j) como

Z[."j] =TT L 4o
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~Si :re A‘, yw és un bloque sobre A4, decimos que w aparece en x si existen {ndices i, j tales que
. w=z(;5). Sea F una coleccion de bloques sobre A. Para cada F de este tipo, definimos A como
“el siibcpnj@nto’ de secuencias en .AZ que no contienen ningin bloque en F.

P n espac hift es un subconjunto X de un shift completo AZ tal que X = X para alguna coleccién
F  bloques prohibidos sobre A.

‘Sea X un subconjunto de un shift completo, y sea B,(X) el conjunto de todos los bloques de longitud
e aparecen en puntos en X. El lenguaje de X es la coleccién

B(X):=J Ba(X).

n=0

Igual que en el caso de £z definimos el mapeo shift como la funcién A% — A% dada por o(z)i=i41.
También podemos definir una métrica

._J 27k siz#y yk es maximal tal que Z[_k k)= Y[k,
P(miy) A 0 PR ' !
sic=y

Usando la topologia generada por esta métrica se pueden caracterizar los espacios shift (6.1,.21
[LM95]):

Teorema. Un subconjunto de .AZ es un espacio shift si y solo si es compacto e invariante bajo el shift.

En lugar de secuencias bi-infinitas podemos considerar secuencias infinitas por un lado, en cuyo caso
el shift completo es el espacio AN, Todas las definiciones son idénticas, excepto por la métrica, en

. cuyo caso no pedemos tomar bloques centrales, sino més bien bloques de la forma z[g,}. Al 2-shift
unilateral completo lo denotaremos también por o,

Una de las principales fuentes de interés en la dinamica simbélica es su uso para representar otros
sistemas dinamicos.

Una particidn topoldgica de un espacio M es una coleccién finita P = {P,, ..., Pr—1} de abiertos
ajenos tales que M = FyU U F._1.

Supongamos que (M, ¢) es un sistema dinamico invertible, y P = {P, ..., P,_1} una particién
topolégica de M. Sea A={0,...,r — 1}. Decimos que una palabra w = a;...a,, €st4 permitida por
(P, @) si N}y ¢~9(Pa;) #0. Sea también Lp,4 la coleccion de palabras permitidas por (P, ). Se
puede checar que L(p, ¢) es el lenguaje de un espacio shift, y por la proposicién 1.3.4 de [LM95),
existe un unico espacio shift X(p ¢) cuyo lenguaje es L(p 4). Llamamos a X(p ¢) €l sistema dindmico

simbdlico correspondiente a (P, ).

Para cada z € Xp,¢ y cada n >0 existe un abierto

Du(w)i= () #~*(Pa) M.

k=-n




12 Conceptos generales

Obtenemos una secuencia que decrece con la n, Dg(z) 2 Di(z) 2 Da(x) 2 +--. Por lo tanto,

NS%o Dy, (z) #@. Si para cada z € X(p,¢) la interseccion NiZo Dy, () consta de un solo punto
entonces decimos que P nos da una representacidn simbdlica de (M, ¢). En este caso llamamos a
‘P una particion de Markov de (M, ¢).

Si P es una particién de Markov de (M, ¢), entonces existe un mapeo 7: Xp,4— M que manda un
punto = = (z;) al Gnico elemento en la interseccién N3¢ Dy, (z). Llamamos a z una representacisn
simbglica de w(z). En este caso se puede probar que el siguiente diagrama conmuta:

ag
Xp.) — Xp.¢)
7Tl i

También se puede probar que 7 es continua y suprayectiva, asf que es una semiconjugacién. Asociada
a 7 tenemos una funcién ®: M — X(p ¢4) definida por

o(pli:=k si ¢'(p) € Pi
Esta funcién se llama el itinerario de p. El itinerario satisface m o & =1Id, pero en general no es
suprayectiva (pag 13).

El resultado que muestra como se puéden usar las representaciones simbo6licas para entender los
sistemas dinamicos que ellas representan es el siguiente (6.5.9 [LM95]):

Proposicién. Supongamos que P proporciona una representaciéon simbolica del sistema dinamico
invertible (M, ¢). Para cada una de las siguientes propiedades, si (X(p,¢), o) tiene la propiedad,
entonces también (M, ¢) la tiene.

a) Transitividad topolégica.
b) Es topol6gicamente mezclante.

c) El conjunto de puntos peri6édicos es denso.

1.2.3 Dinamica de f(z) =22

El comportamiento interesante de f se presenta cuando z € S!, pues si |z| > 1 entonces f"(z) — 0o
cuando n— 0o y si |z| <1 entonces limp— 00 f™(2) = 0. Por otra parte, si z € S! entonces z es de la

forma ety f(eft) =e'%e S,

Sea I':=[0,1]/~ con 1~0y z~z (£+£0,1). I' es homeomorfo a S:={e?7it:t € [0,1)} por medio
de la identificacién ¢: 2t ¢t. Dado t€ I’, tenemos que ¢+ p~1(t) =375t fo o 1(t) =4t
o fop~1(t)=2t, asf que f es topol6gicamente conjugada a t— 2¢t(mod1). I’ es un espacio métrico.
Explicitamente, sea

p(z,y):=min{|:c—y|,|l—:c+ y|!|1+x—y|}'




1.2 BIEMPLOS DE SISTEMAS DINAMICOS

En términos de ¢, p(@(w), ¢(v)) es la longitud del menor arco entre w y v.

Si f*(z) =z entonces 22" =2z, y 22"~1=1, de tal forma que cada rafz de la unidad de orden 2" —1
es un punto periédico de f con perfodo n. Como hay exactamente 2™ — 1 tales rafces, entonces
Perp(f) =2" — 1. Ademas, para cada n, las n-ésimas rafces de la unidad est4n uniformemente
distribuidas sobre el cfrculo, y a medida que n se hace mas grande la distancia entre cada rafz tiende
a cero. Esto significa que los puntos periédicos de f son densos en St.

Veamos que f es topol6gicamente transitiva. Consideremos los intervalos binarios A := [2%, k;—"l]

paraneN y k=0,1,...,2" — 1. Sea £ =0.z122... 1a representacién binaria de z € [0, 1]. Entonces
2z = z).x973... = 0.7223... (mod 1), y f(z)=0.z2z3... (mod 1).

Sea k=k)...kp, la representacion binaria del entero k (tal vez con algunos ceros al inicio). Observemos
que para k entre 0 y 2™ — 1, k se puede representar con n dfgitos (por ejemplo, 28=1000, y si k <8,
k se puede representar con 3 digitos). También notemos que como k=k; 2" "1+ ko2 ~24 ... 4 k,, 20,
entonces k/2"=k; 2= + .. 4 k, 2™ cuya representaci6n binaria es 0.k;...kn. El intervalo A%
podemos denotarlo como [0.k1...kn,0.k1...kn +2~"]. Esto muestra que z € AE si y solo si sus primeros
.n digitos coinciden con los n digitos de k; es decir, si z; = k; para ¢ =1, ...,n. Los digitos siguientes
pueden tomar cualquier valor (0,1), y entonces f™(z) = f*(0.k1...knTn+1...)=Ki..knTnt1...=
0.7n+1&n+2... (mod 1); esto es, f"(Af,) =851, Ademss, cada intervalo I C S contiene algin intervalo
binario, por lo que f™*(I)=S! para algin n. Por lo tanto, para cada par de conjuntos abiertos U,
V existe un n €N tal que f*(U)NV # . Esto nos dice que f es topol6gicamente transitiva.

f también es expansiva (la distancia entre 2 puntos cercanos se duplica con cada iteracién), asf que
es cabtica.

El mapeo m: Zg— I’ dado por z1x12...— 0.Z1Z2... €s continuo y suprayectivo, sin embargo no es

invertible, debido a que cualquier racional binario m/2" tiene dos representaciones binarias distintas,
una con ceros y otra con unos al final. De hecho, la region de no invertibilidad es densa en el intervalo,
ya que es el conjunto de los racionales binarios. m es una semiconjugacién entre el shift o: £ — £»

y f, pues claramente moo = form.

Subdividamos I' en dos intervalos Fp:=[0,1/2) y B):=[1/2,1). Para cada z € I' el itinerario &: '

I' 5 &, de z satisface que "(z);= { (1’ :: $:g;gg‘l’ . En este caso ®(z) es la secuencia de digitos

en la expansién binaria de z.

Una situacién que se presenta aquf es que, debido a la ambigiiedad en la representacion binaria de
los reales (como ya mencionamos antes), en general hay 2 secuencias que representan a cada racional.
Por ejemplo, 0.10000... representa al mismo nimero que 0.01111111.... Esto tiene la consecuencia
de que la imagen del mapeo itinerario no es un espacio shift porque no es compacta. Por ejemplo,
la secuencia 0.01000..., 0.01100..., 0.01110..., ... de puntos en la imagen del itinerario converge a la
secuencia 0.01111..., que no vive en la imagen. Afortunadamente en muchos casos esta ambigiiedad
no daiia la utilidad de la representacion binaria. Por otra parte, la compactacién de Im @ sf es un
espacio shift; de hecho es el espacio X(p, ) definido antes y se puede pensar como el menor espacio
shift que contiene a la imagen del itinerario.

La particién {Ejp, E1} resulta ser de Markov, asf que podrfamos usar las ideas de dindmica simbélica
para probar los resultados anteriores.




14 . Counceptos generales

1.2.4 Isometrias por pedazos

Sea X un subconjunto de R2 y P:= {P1,..., Pn} una partici6n de X. A los elementos P; de la
particién se les llama dtomos.

Una isometrfa por pedazos es un par (T,P), donde T: X — X es una funcién tal que su restriccion
a cada a4tomo es una isometrfa euclidiana.

La funcién itinerario ®: X =+ £, de X al n-shift &, codifica la 6rbita hacia adelante de un punto z,
y se define de tal forma que ®(z);=k si T*(z) € Px. Una celda es un conjunto maximal de itinerario
constante. Si una celda tiene un itinerario eventualmente periédico la llamamos una celda racional.
El complemento de las celdas racionales es el conjunto de puntos con itinerarios irracionales; a veces
se le llama el conjunto ezcepcional E.

El principal problema no resuelto respecto a las isometrfas por pedazos consiste en determinar el
tamaiio del conjunto E. En todos los casos conocidos en los que es posible calcular la medida de

Lebesgue de E esta es cero.




Capitulo

Una familia de funciones conformes por
pedazos en C

Sea D el disco unitario cerrado con centro en el origen.

Definicién 2.1. Una funcion F: © — € se denomina conforme por pedazos si eziste una familia
de subconjuntos D :={Dnp}nzo de la esfera, llamada el dominio de conformidad de F, tal que:

-~

1. Un>1 Dy =¢,
2. F:Dyp— F(Dy,) es conforme para cada n,

3. Para cada Dy, €D, F se extiende conformemente en una vecindad de Dy, F: D,, —F(Dy) es
biyectiva, y

4. 8Dy, y 8(F(Dp)) son curvas suaves a pedazos.

Sea D:=B1(2) el disco cerrado de radio 1 y con centro en 2 y sea C:=8D. Definamos Fy 5: C o €
como

D
S e

donde f(z):=azy g(z):=2a(1-B)+apzcona,BeC, |a|<1, |B|=1. El espacio de pa.rametros
en este caso es D x S1, que es un toro sélido.

Geomeétricamente esta funcién opera del siguiente modo: los puntos fuera del disco D simplemente
son multiplicados por «; si |a| =1 entonces esto es una rotacién por un angulo arg(a) respecto al

origen y si ja} < 1 entonces el efecto de multiplicar por «r es una rotacién y una contraccion. Explici-
tamente, si z =7 et entonces f(z) =a z=|a|reit+aB@) Algo que se aprecia inmediatamente es

que limpy00 f™(2) =0.

La funcién g podemos descomponerla en dos partes: z+— (2 — 2) +2 que es una rotacién alrededor
del 2 por un 4ngulos 8 = arg(3) (recordemos que 3 € S1), y 2+ a z; de tal forma que g es una
rotacion alrededor del 2 seguido de una rotacién alrededor del origen y de una contraccion.

15
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Figura 2.1.

Esta funcién es conforme por pedazos, biyectiva y conforme en DU (@\D), pero discontinua en 8D.

Podemos definir la funcién inversa Fg, }g :€ = € como

1. [ FU2) si 2@ Faps(D)
Fa,é(z) '_{ g"'l(z) si ‘:GFa,Z(D)

donde f"‘l(z)=.:_ y g~ Y(2)= 2—2:(;_52'

En el caso de las funciones conformes por pedazos, los dominios de conformxda.d nos proporcionan
una particién y una codificacién naturales.

Definicién 2.2. El mapeo itinerario I: ©— T asociado a Fa,ps es la funcidn que en cada entrada es:

L 1 si Fa. (z)‘GD
,(z).-—{ 0 si m.ﬁ(z)‘w '

TESIS CON

FALLA DE C.uGEN
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2.1 Ejemplos

Si |z} < 1, entonces Fp g(2z) =az y limpooa™ 2= 0. Similarmente, si |z| > 3, 1a érbita de z
eventualmente ingresara al disco B3(1). Por esta razé6n, podemos limitarnos a estudiar las 6rbitas de
puntos en el anillo A:= {z:1<|z| €£3}. Por otra parte, el origen siempre! es un punto fijo atractor,
asf que de aquf en adelante no lo consideraremos més.

La dindmica de F, s puede complicarse mucho, especialmente cuando ja| — 1. En esta seccién
trataremos de mostrar algunos ejemplos que ilustren situaciones “tipicas”.

La situacién mas simple ocurre cuando |a| <1/3. En este caso la imagen de cualquier punto en A
cae en D, asf que toda la 6rbita hacia adelante queda atrapada en D y el punto converge al origen.

Flgur'- 2.2.

Otro fen6meno ocurre cuando 1/3 £ |a| < 1/v/3. En este caso hay algunos argumentos de a para
los cuales aparece un punto fijo.

Figura 2.3.

1. i.e. Para cualquier valor de (a, 8).
TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
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Si arg(a) es maa o menos cercano a alguna de 1as rafces primitivas n-ésimas de la unidad y ja}>1/¥3
entonces podemos encontrar un punto de perfodo n en D. Por ejemplo para n=>5, a=0.206 - 2%$0.935

=-1.

Figura 2.4.

Cuando |a| se acerca a 1 entonces basta una pequeiia desviacién de la rafz de la unidad para que
aparezcan puntos de distintos perfodos.

Figura 2.5.

I T ON
Fhiie p UidGEN




2.2 LA PARTICION ‘ul-:Nl-;lw)A‘ POR Bl ITINERARIO 1Y)
2.2 La particién generada por el itinerario

Sea D = {Ip, I} :={C\D, D}.

Definicién 2.3. Para cada secuencia finita de longitud n+1, ag...an con a; € {0,1} construimos
un conjunto

Ing..a, :={2€ € : I(2) = (apay...an...)}
y también
Qn = {I{lo-uanf (aO: -;'1@") € {0, 1}"+1}'

Esto es, z€ I;o,,,a,,' si y.solo sxze Iao,Fa,,g(z) € Ial',";..,"F;‘,'g(z) € I,,,, de tal forma que

faon'F;.k(rm)n---n 2(Tan) = Tagan-1 N Fa,3(Ta,)- (2.1)

Ana.hcemos los pnmeros pasos de esta construccién.

' Io—{zeC I(z)—(O V={zeC:2¢ D}, h={zeC:I(z2)=(1...)} ={2€C:2eD}. Ipe I son
"sxmplemente D y ©\D, tal como los definimos al principio de la secci6n; por lo tanto Qo= {D, C\D}.

Ky co’nsta. de 4 elementos: {Zo0,To1, In0, I11}- Ioo s el conjunto de puntos {z& C:2¢ D, Fa g(2) ¢ D}.
' Ioy es el conjunto {z€ C:2¢ D, Fa p(2) € D}, ete.

Por definicién, lq,,.a,0 €s €l conjunto {z € Iyy...an: "+1(z) €C\D} y Lng..an1 = {2 € Ing...0n"
"“(z) € D}. Entonces
Iao...a,.DUIao...a,.l = (Iao...a.. ("+1)(IO)) (Ino a..nFa_, n+1)(Il))
= Iao...a.. (F (n+1)(Io) U —(ﬂ+1)(Il))
= Ingan NFG (LU )

Iao...u,.

y de la misma forma

Iao...n,.o n Iao...a..l = (Iao...a.. a.(ﬂ"+1)(10)) (Iao...a.. n F;,g'“)(h))
= IyganNFa PN 1)
=0

También observemos que alguna de estas componentes puede ser vacfa (por ejemplo, si
Fa,g(Iag...a,) € D entonces Iy,...a,0=0).
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Lo anterior muestra que Q2,41 es un refinamiento de §2,, y para cada n tenemos una particién formada
por a lo mas 2! conjuntos.

Denotamos por §2(Fy, g) a la particion generada por estos refinamientos. Un elemento V € Q(F,,5)
es una interseccién Nien V; con V; € ;. Para ver un poco la forma de estas componentes, tomemos
Ioo..an €S ¥ Ing.b,, € Sm. Supongamos que n <m. Por (2.1), tenemos que

Iao On = IaonFa ﬂ(IGX)n nF (Ian)

Togebnebm = doo NV Fo (Iy) N+ OV Fg g(Ip) N oo N Fig B (1)
’ Tog.obn N F,§ NIy, 1) O O F B0,

Ahora'bien, Ibn;g'bn'e, Qn ga.SI que Ig,..a, N Ipg..b, 79 i y solo si ap...an=bp...bn. Por lo tanto

: _ si ag...an#bo...by.
Tag.an N Jp. bpenibn = { .Ibo...b.....b,,. de otra forma

Dados dos puntos z,w € I,,...a, en la misma componente de 2, el itinerario de z y el de w coinciden
hasta la posicién n; es decir 1(2)(o,n) = I(w)[o,n)- Dados z,w €V € QFa,p), I(2) =I(w). Esta es la
propiedad que nos interesa de 2(Fq,g), que sus componentes estdn formadas por puntos que tienen
el mismo itinerario. Hay que seiialar que los elementos de £, no necesariamente son conexos.

U Fa,p) es la particién inducida por la relacién de equivalencia z~w ¢ I'(z) = I(w), asf que podemos
extender el itinerario a una funcién inyectiva I': Q(F, ,8) —+ T2

Lema 2.4. Sean 8Qn:={ycq, OW y An:= ieo Fa.5(C). Entonces 8= An.

Demostracién. Por induccién sobre n. Para n=0, 8Qp=C. Ahora supongamos que 9, = Ay,.
Cada W € Qy contiene un cierto nimero de elementos de Q,+1, sin embargo cada componente de

* W contiene a lo mas 2, digamos W =WpU W1, con F, "+1(Wo) €Ehy "+1(W1) € I). Esto significa
que "“(W) NC+#0, y por lo tanto C':= a—',(g"“)(C) NW #£0. Pero C’ tiene que vivir en 8Q,41
porque de otro modo existirfa un punto z € C' tal que z € V con V un abierto totalmente contenido
en W, (digamos), lo que implicarfa que F, "+1(V) c I. Pero "+1lW| es un homeomorfismo, asf
que "'H(V) es abierto y vive en el interior de I;. Esto contradice el hecho de que "'H(:z:) eC.
Este mismo razonamiento lo aplicamos a todos los F, ("'H)(C) NU #0 con U €Q,,. Ademss

Fo8*(0) =Uweq, Fa gt (C)nW, ast que F, —<"+1>(C) C 041
Para el regreso, notemos que 8,41 D 92y, para todo m <n+1. Si z € S +1 entonces z € Iy,

para algiin m < n+ 1. Supongamos que m es el menor entero con esa propiedad. Por un argumento
similar al del parrafo anterior vemos que Fg's(z) EC y x € Fy 5(C) C Any1. 0




2.3 LA FORMA DI LOS ITINBRARIOS 2]

Este lema es importante porque nos dice como podemos visualizar 5§y; simplemente tenemos que
pintar el n-ésimo iterado hacia atras de C sin borrar los anteriores.

Definicién 2.5. Denotemos por Q(Fa,g)|p al conjunto {W € Q(Fqa,5): W C D}.

-

Lema 2.6. $(F,,p)|p es un conjunto finito.

Demostracién. En [Cru03] sc establece que oo es el tinico punto de acumulacién de secuencias
{an € F5 5(O)}.

Consideremos el conjunto T :={D N Fq 5(C)}n>0. Si T es infinito entonces podemos extraer una

sucesion infinita {t, € DN F, 5(C)}n>0C D. Como D es compacto, entonces {tn} tiene un punto de
acumulacién en D. Sin embargo esto no puede suceder, asf que T es finito. Entonces existe N > 0 tal
que DNF3(C)=0VYn>N. Sea N ! el mimero de elementos de Qx|p. En la prueba del lema anterior
se vio que si existe W € Qn|p tal que W se puede escribir como WoU Wj con W;#0 y W; € Qm|p,
m> N, entonces Fy #(C)NW #0. Por lo tanto Card(Q|p) =N’ Vn> N y Q(Fa,)lp=8n|p. O

2.3 La forma de los itinerarios

El siguiente cdlculo nos permite saber cuantas veces a lo m4s tenemos que iterar un punto z (|z| < 3)
para saber si su 6rbita entré6 en D o en D. Esto es especialmente importante en la implementacién
del algoritmo para calcular los puntos periédicos.

Sea z € D. Si iteramos 2, pueden ocurrir dos cosas:
1. Que Fg‘ﬁ(z) ¢ D para j>1. Esto es, I(z) =10%. En este caso,
Fi 5(x)=fi=tog()=203 (1 - B) +a?Bz.

Claramente Fg g(z)=—0.

Como g(z) =a (8 (2 —2)+2), entonces |g(2)| =|a|:|8 (z —2) + 2| < |a|: (|2 — 2| +2). Pero
ze€D& |z—2| <1, asf que |g(2)| € || (|2 — 2| +2) < 3 |a|. Por lo tanto:

|FS 5(2)| =1 720 g(2)| = |ai=1- g(2)| = |a?=1| - g(2)| < 3 |}

La desigualdad 3 |a|? < 1 se cumple si j > —lt::fa:l’ = —10gja((3). Sea Ka el menor entero mayor
que —log|4|(3) (la parte entera mas 1). Esto nos dice cuantas veces tenemos que multiplicar
por « para que cualquier punto en D caiga en D, de tal forma que si J(z) =10%e.. ., entonces

podemos asegurar que I(z) =10%°
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Podemos concluir que no existen itinerarios con palabras de la forma 101 si I > K, asf que
“Kq nos da una cota superior para el nimero de palabras de la forma 10™1 que pueden surgir
al iterar Fy g(D).

2. .Que exista n > 1 tal que F g(z) € D (es decir, I(z) =10""11...). Sea My:={n€N:
I(z)=10"1...,conz € D}. Convengamos en que My = {m,...,mg}. Por el punto anterior,
k< Kq.

En [Cru03] se prueba que todas las érbitas son eventualmente periédicas. Por lo tanto
los itinerarios son de la forma 10™110™31.,,10™n10%, con m;; € Ma o de la forma
10™110™i21..-10™in10™#10™H3, . donde u:IN — M, es peribdica.



Capitulo 3

Analisis de 6rbitas peri6dicas

3.1 Los puntos fijos de f"og

En esta secci6n analizaremos los puntos periédicos de Fg,g cuando Fg g tiene la forma frlog.

Solamente en esta seccién fijemos 8 = — 1. Esta suposicién por supuesto conlleva una buena
simplificacién en las férmulas; sin embargo creemos que la dindmica obtenida es “genérica”, en el
sentido de que podemos hallar situaciones con la misma complejidad que para otros valores de 3.

El tipo 6rbitas que estamos considerando (de itinerario 10"1---) s6lo tiene un representante en D.

Los otros representantes son los puntos fijos de las funciones {f*~1.-g- f,f*~2-9- f%,...,g- f*},
asf que podemos restringirnos a analizar al representante de cada 6rbita que vive en D.

Para empezar hagamos algunas definiciones. Sea ¢y := e2m5/n 15 primera n-ésima rafz de la unidad
y sea Fp:=Fq4, 1.

Despejando o de f™o g(z) =z vemos que el punto fijo de f™o g es de laforma 14%:-:—:—1-. Esta expresion

solo depende de «, asf que determina una funcién pn: D — € dada por

4qn+1
Pn(@) 1= T3 gnT

y que satisface f"o g(pn(a))= pn(a) para toda a€D.

En esta seccién analizamos la pregunta: ;para cuales a € D se cumple que pn(a) es un punto fijo

23




24 ‘Andlisis do 6rbitus peritdicas

de Ft+l?

. Como se explica en la siguiente seccién, FRT1(z) = fPo g(2) si y solo si z € Ion. Asf que’
Fa*lpn(@) =pn(a) & I(pn(a) =10710".. & po(@) € fion.

Por lo tanto, el problema es determinar el conjunto

Ey:={€D: I(pn(e)) =10™-} = {a € D: F**+(pn(e)) = pn(a)}.

v Obs}erveniqs‘cjue
w={a€D:pa(a) €1} N{a€D: g(pn(a)) € Io} N~ N {a €D: f7~1o g(pn(a)) € Io}.
'I‘éxﬁbién_xibtemos que si a € E, entonces automaticamente f"o g(pp(a)) € I de nuevo (porque
o olg(pn(a)) = pn(a)).
Los conjuntos Ey pueden ser bastante complicados, asf que nos contentaremos con analizar el
conjunto By :={a € D:pn(a) € I,}. Esto nos dar4 alguna idea sobre las regiones en D en las cuales

podemos esperar encontrar puntos peri6édicos de cierto perfodo.

Antes de perdernos en las cuentas, veamos algunos ejemplos que ilustran el comportamiento general
perfectamente.

Fijemos n =2, de tal forma que pz(a)= 1 + T+ o5 Inmediatamente podemos deducir varias cosas:
e poesuna funcién 3 a 1.

e Tiene 3 polos en S? que corresponden a las 3 soluciones de la ecuacién a®=—1.

. pz(O)I; 0; pg(l) =2,

: R : . da
e pp'tiene 3 inversas, que se obtienen al despejar a en z= iras Estas inversas son

21/3 _ (- 1)1/321/3 (- 1)2/321/3
(4=2)13"  (4-13 " (4-2)¥3

El conjunto B; se ve de esta forma:




3.1, Los PunNtTos ruos niz ffog

' pa opera de esta manera (en

b
Ca g
a
."/
s *glgCa

Figura 3.1.

cada una de las 3 componentes de By):

Figura 3.2.

20
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2—i=pa(b)

T . L & ¢f i
Una situacion importante que hay que sefialar es que los puntos { BV Vi} (que son la preimagen

del 1 bajo p2) son los puntos de B3 de menor norma. Por lo tanto, sia€D y queremos saber si
existen puntos periédicos de orden 3, entonces s6lo tenemos que observar |a| Sila|<1 / 3 entonces

podemos concluir que no hay puntos periddicos de orden 3.

La otra conclusién inmediata es que los puntos peri6dicos de orden 3 que son puntos fijos de f2og
viven en el semidisco {z € D: Re(z) < 2} (que es la parte gris en la figura 3.2).

TESIS CON
FALLA DE URIGEN




26 . ’ Anélisis de érbitas periédicas

Ahora consideremos el caso general.

La primera observacion es que pn(t- ¢ki)= WGR con t € R. Esto es, pn manda los
rayos ¢+ ¢¥, 1, t >0 en el eje real positivo. También vemos que p,,((,,.,_l) =

Pa(1/3Ym ik ) =1
Despejando o**+! de pp(a) =z obtenemos an+l=_%

1/(n+-1)
por g(z):=Cry1- (z{;) ,con 0K k< n.

THT=2Y que

dadas

g% mapea la recta 2+%i en S:

g&(2+ti)

I

I

2+h

pero = + =
VA e T g_\2/(n+1) 24\ +D))
arco con centro en (,,_,.1 y extremos C,,,.H 75 ) , C,H. ( ) L

A modo de ejemplo dibujemos 8B U -+ U 8B)p:

Figura 3.3.

=1, asf que q"(2+tt)ESl gk mapea el intervalo [2 % 2+tt] enun’

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
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con cada 8By, de un color distinto.

Aquf podemos ver que hay regiones en las que podemos encontrar una tnica érbita peritédica de
perfodo 1,2,3,4,5,6 y 7. En el caso de la 6rbita de perfodo 8 (en azul-morado en la grafica), la
regién en la que aparece siempre estd contenida en la uni6én de otras regiones, asf que en ningan
caso hay una dnica 6rbita de perfodo 8 (en azul):

Figura 3.4.

Como mencionamos antes, si || < 1/31/% entonces a lo mas existen 6rbitas de perfodo i.

También al principio de la secci6n se mencioné que encontrar de forma explicita los conjuntos Ej, es
bastante mas complicado que los By, la razén es la siguiente: para determinar el conjunto {a€D:
9(pn(a)) € Ip} (que es 1a segunda interseccién de E,) tenemos que resolver la ecuacién

z = gopn(2)
4qn+?
= A" Ty

Esto es equivalente a a"+2— a1 —2/4)—1=0.

Como ejemplo, supongamos que n=1, de tal forma que la ecuacién es a®— a?(1 — z2/4)—1=0. En
este caso podemos despejar a y haciendo

ap:=928 —482+12 22 — 23424 /3V406 — 482 + 12 22 — 23)1/3

TESIS CON
FALLA DE CRIGEN
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obtenemos las 3 soluciones -

a = -113(4—.1-!;&55:—)24010)
%(4_3_ (1+i\/2(z—4)2+.(1_'-\/§)a0)

«= '112‘(4"“(1—_1‘/—%3,(2;4)—2+(1+is/§)ao)

—

El ejemplo n =2 que analizamos al principio se vuelve mé4s o menos inmanejable, y para n >3 nos
queda una ecuaciéon de 5° grado o més.

3.2 Orbitas periédicas

En esta secci6bn examinaremos el comportamiento de las érbitas peri6dicas dentro del disco D. Esto
es suficiente, porque en caso de haber un punto periédico z en €\D, alguno de los iterados de z
tiene que ingresar a D en algiin momento (en caso contrario z convergerfa a 0).

3.2.1 FZ s es una funcién definida por partes

Consideremos la expresion

Fg p(z)=Fa,go 0 Fqp(2). (8.1)

Si la evaluamos en algin zp € D especifico, obtenemos una secuencia de f’s y g's. Por ejemplo, si -
n="1 la secuencia podrfa ser Fiy g(z0)= fo fo fo go fogog(zo). Observemos que Fx, 5(z0) = g(2o)
porque zp € D.

En (3.1) agrupemos todas las secuencias de f’s; el ejemplo queda asf: Fiy g(20)= f20go flogo f%
g(z0). Cuando aparezcan dos g seguidas (go g) insertamos un f° (go f%0 g).

En general FZ g(z) = f™ogo-o f™ o g(z) para ciertos my, ..., my (y necesariamente my -+« +
mig+k=n).

Para simplificar un poco la notaci6n, hagamos las siguientes definiciones
k(2) 1= f¥o g(z) =2ak+1(1 - B) + X+ Bz,
o INF— N, con 1<t<k y dada por

Ug(ml, ...,mk) i=t4+my+ -+
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Y 0’(171,1, are 7mk) k(ml» qu)

Sim: —(m1,. ,mk)elN" definamos

Y "/’m(z)5= ¥m, ©

0 Pmy

~asf que (3 1) podemos escnblrla. ¢omo ‘”i

; » 0 fm" 0 g(2) = Ym0 0 omy, = ¥my,...,ms(7)

para algunos mj, ,mk con m1+ +mk+k n.

Se puede probar que R

E-
2(1 B) Z aa;(m) ﬁi—l + ao’;.(m)ﬂk

i=1
2(1 — B)(a™tl 4. qmitmat? gy ... 4 gt +1m.+kﬁk 1) + am—+* +mp.+kﬁk

¥m(2)

Por lo tanto, un punto periédico 2o de perfodo my + -+ my +k satisface p,,...m, (?0) = 20. Podemos
despejar a zp y encontrar la forma explicita del punto en funcién de los m;:

a.(m) ﬂ:-—-l

_201-8)Fk o

1— aan(m) gk (3.2)

Esto también nos muestra una convencién para nombrar a los puntos periédicos: sea pm,,...m, €l
punto periédico de perfodo m + ++: + mg + k que es punto fijo de ¥m,,...,m,. Observemos que todos
los puntos periédicos de Fq g tiene esta forma.

La expresién (3.2) depende de (my,...,mx), @ y 8. Por lo tanto, para cada m = (my, ..., mg) eN¥

obtenemos una funcién py: D x S!' =+ © dada por

oi(m) 3»‘—1

(1-58) EfEI a

1 aonI gk

Prm(a, B) =2

y por construccién, Ym(pm(a, 8)) = pm(a, 8) para todo (a,8) €D x S1.

En el parrafo anterior construimos 2 familias de funciones:

{wmlé—)c}memw Yy {meD x Sl—)é}mer.

Ahora bien, jcual es la relacién entre Fgf,;"’ ¥ ¥m? La respuesta es: "("')(z) = Y¥ym(2) si y solo si
z€ I gmiygme—1;,, 19™- Recordando que los elementos de Q,(m) se ca.ractenza.n por tener itinerario

constante hasta la o(m)-ésima entrada, vemos que F:'(B" )(2) se puede pensar como una funcién
definida por partes y cuyos dominios de definicién son los elementos:-de 2,(ym)|p-

FSTA TEC‘IT, NG SA
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Por éjemplo, estos sbn los casos n =0, 1, 2.

Sin=0 éntrdn’cé's_vﬂbl D = {11} y la funcién es la propia Fg g restringida a Iy =D
Fo,p(z)= vo(z)=g(2) si ze

Sin=1 entqncesv91|p = {I10,111} y la funcién es

_[ () = fog(z) si 2€lo
Fg,ﬂ(z)—{,d)o'o(z) = 909(2?) si z€ly

Si n =2 entonces Qz|p = {I100, I101, 110, 111} y la funci6n es

Y2(2) = fofog(z) si z2€hoo

F3 4(2) = tPo(z) = fogog(z) s? .z€ iy
a.f Yo,1(2) = gofog(z) si zehn
Yo,0,0(z) = gogog(z) si z€hn

En general la funcién es de la forma

Yo (z) si zely ) .
FRgz)={ = o o (3.3)

donde gq es el nimero de elementos en Q| p, vi € {0,1}", o(vi)=n y v{ se obtiene a partir de v; del
siguiente modo: si v;=(my,...,mx) entonces v{ es 10™+1,,,10™,

Dado n, consideremos el conjunto o~}(n) = {m € N°°:o(m) =n}. Este conjunto es finito y est4 en
correspondencia 1 a 1 con {¥m}mes-1(n)-

En vista de (3.3) y notando que los puntos fijos de una funcién definida por partes son los puntos fijos
de cada una de las funciones componentes (en los dominios adecuados), podemos concluir que los
puntos fijos de de Fg g son simplemente los puntos fijos py; de cada uno de los vy, tales que py, € Iy

Dicho de otra forma, si queremos encontrar los puntos periédicos de Fg g de perfodo n, inmediata-
mente tenemos un conjunto de candidatos:

{pm(a, ﬁ)}mEa"(n)

que son los puntos fijos de la familia {¢m}mes-1(n)-

Para que uno de estos puntos pm(a, §) sea un punto fijo de F3 g se necesita que

Pmyyeymilty B) € Iygmay, 10™




:3.'.’."70!(!\!‘!‘1\;3 ly‘i-}l}lOil)?(Y)\S : ‘ |
Esto sugxe;eunaforma Ae encontrar los puntos periédicos de perfodo n:
1. cajéi;igmasmp.
v 2 Etiéueta:nos cada elemento de acuerdo al itinerario que sigue (hasta la posicién n-ésima),
3. Caicﬁla.mos P:={pm{a, B)}mes-1(n)
4; Pzru"c‘tlc_:ada prm€E€PND: .
. ‘a) escogemos el W € Qy|p tal que pm e W,

B) checamos si la etiqueta de W corresponde con la m. Si esto es cierto entonces py, es
un punto perié6dico.

Algunas observaciones sobre este método:
e Durante el célculo de Qy,|p, esta implicito el conocimiento del itinerario de cada elemento.

e Para checar si un candidato realmente es punto periédico solo tenemos que comparar eti-
quetas.

e Dado Qg|p, €l calculo de Q41| p se puede realizar de manera “incremental”.

e A pesar de que los puntos periédicos encontrados son correctos, hay una manera mucho mas
directa de encontrar todos los puntos periédicos si conocemos Q(Fy, g)|p (ver la siguiente
seccion).

3.2.2 Como encontrar todos los puntos periédicos de Fq,z

Si nos proponemos encontrar las 6rbitas periédicas de todos los perfodos que aparecen para (o, 8)
dados, entonces un problema es que no sabemos exactamente hasta qué n buscar. Sin embargo sf
sabemos que Q(Fq,8)|p es finito, lo que significa que Q(Fq,8)|p=n|p para cierta n. La condicién
que buscamos para terminar el proccso es F, 5(C) N B3(0) =0; la razén es que si {z| >3 entonces
|Fe,5(2)| >3 para todo n.

Usando el hecho de que Q(Fq, g)|p es finito, se puede concluir que el conjunto de 6rbitas periddicas
también es finito: :

Sea z € D. Definamos una funcién

r(z)i= min {n >0: F§ g(z) € D}
"1 oo siel mnimo no existe

que efectivamente cuenta el nimero de veces que hay que iterar z para que regrese a D.
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Sea B:= {z € D Fr ﬁ(z) no converge al 0}, Observemos que r|p: B— N, asf que podemos definir
vuna. funcxén G:B— B como G(z) := '(')(z) G es la funci6n de “primer retorno” a D para Fy g.

. Sea A {Al, “ Am} el subconjunto de Q(Fq, )| p cuyos elementos no convergen al cero. Por tanto
i .B UA. Con51deremos también a la funcién A: B—+ A que asigna a z € B el A; tal que z € A;.

Sea. ‘A ,Como todos los puntos de A; tienen el mismo itinerario, para cada n, Fg s(A;) esta
completa.mente dentro o completamente fuera de D. Adema4s, para cada n > 0 existe m > n tal que
F,’,"ﬁ(A.) C'D."De la misma forma, para cada par i,j <m, con i # j, A; tiene un itinerario distinto
del de Ay ‘(por definicién). Asf que cada vez que F"(A,) C D, F*(A;) est4 completamente contenido
~en’algin ‘A;. Consideremos la secuencia

Ai— AG(A) = A(G*(A) = -+ = AG™H1(AY).

- Esta es una secuencia de la forma Aj=i— Aj, = - = Ajn 41, n la que A;, = A(G"(A;)) y en donde
G(Aj;)C Aji,,. Unicamente hay m componentes en A, asf que A(G™*+1(A;)) = A(G¥(A;)) para algin

o 1€ j € m. De hecho, es posible que incluso A(G*(A;)) = A(GY(A;)) para ! <m+1. Sea ! el menor

" entero que satisface esta condicién. Esto nos permite dividir a los A; en dos clases: aquellos tales
< que A(G'(4;)) = A; y aquellos para los cuales A(GY(A;)) # Ai . Los primeros tienen un itinerario

. periédico y los segundos uno casi-peri6dico. De esto podemos concluir 2 cosas:

Proposicion 3.1.

1. El periodo mdzimo de las drbitas periddicas de G es m (en cuyo caso habrd una sola drbita
periddica).

2. El nimero mdzimo de drbitas periddicas que puede haber para G es m (y las 6rbitas son
puntos fijos).

8. Eziste un ndmero finito de drbitas periddicas para Fq g.

Como mencioné antes, si conocemos Q(Fq,s)| p entonces hay una manera bastante directa de encon-
trar todos los puntos peri6édicos. La idea es la misma que se usé en la proposicién anterior: en la
secuencia

Ai— A(G(A) = A(G*(A)) = - = A(G™H(AY))

sea [ el menor entero positivo que satisface A(G*(A;)) =.A(G7(A;)) para algin 1< j €I <m. Entonces
tenemos el ciclo .

A(GI(A) = A(GI+(A))) = -+ — A(GH(A)))

Supongamos que conocemos los itinerarios de cada A;. El itinerario de A(G7(A;)) no puede ser 10°°
porque A; no converge al cero. Entonces debe ser de la forma 10™0],.. para algin mg. Haciendo lo
mismo para cada A(G7*2(4;)) con $=0,...,l — 1, tenemos una secuencia {my,...,m—1} de tal forma
que el itinerario de A(G7+2(A;)) es 10™1....
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Pero F;’I"*'TI(A(.GJ"’”’;({»@;‘)).) C'f;A(Gf+’+1(Ag)), asf que el itinerario de A(GY(A;)) es

10™01,,,10™-110™01,,,10™-1,..

Si hacemos m 1= (mao, ...,mi—1) entonces vemos que Fg'(,;" )(2) = ¥m(2) para toda z € A(GY(A;)).
“Como A(G7(Ai) D b (A(GI(Ai)) D YA (A(GH(Ai)) O -+ y Diam(¥m(A(GY(A4i))) — 0 cuando n— oo,
entonces %, (2) converge a alguna zp € A(G7(A;) cuando n—+o0o. Ademas ¥, (2p) = zo, ast que

20 = Pm.

Solo queda por resolver un problema practico. Definimos A como el subconjunto de 2(Fq,g)|p cuyos
elementos no convergen al cero. ;Como podemos decidir cuales elementos convergen al cero y cuales
no? Aquf estamos suponiendo que conocemos los itinerarios de los elementos de Q(Fy,g)|p hasta
una cierta n. Esto es bastante plausible porque como Q(Fy,5)|p = Qm|p para alguna m, entonces
basta conocer los primeros m + 1 sfmbolos.de los itinerarios en Q(Fq,g)|p para poder distinguir
una celda de otra. Bueno, recordemos que dada o podemos calcular My de tal forma que si el |z]
<3y I(z)=10%e... entonces Féf‘,;"’l(z) €DD. Esto es, solo necesitamos conocer los primeros Ko+ 1
sfmbolos del itinerario de z € D para saber si converge al cero o regresa a D, Si regresa a D entonces
no podemos concluir nada, pero eventualmente Fg 5(2) entrars en D o caerd en un ciclo.

3.3 Comentarios finales

Como mencioné al inicio, el objetivo final de esta investigacién es comprender completamente la
dinamica de la familia en el caso |a] < 1, con miras a extender los resultados a la situacién |a|=1.
En este trabajo nos hemos limitado a analizar la forma de las 6rbitas peri6dicas; sin embargo se
pueden plantear ya varias cuestiones que seran abordadas en una siguiente fase.

Una situacién que se observa en el programa es que cuando |a| — 1 entonces el niimero de 6rbitas
peri6dicas crece tanto como se desee (aparentemente). De hecho parece haber una relacién entre ||
y Card(Per(Fq,g)); por ejemplo una conjetura serfa que al menos para palabras de la forma f"og
siempre es posible encontrar o € D de tal forma que p,(a) es un punto fijo de F;‘;El (para cualquier
n).

Otro aspecto que necesita examinarse con detalle es bajo que condiciones surgen puntos periédicos
que son puntos fijos de palabras de la forma f™ogo:--o fMkog.

También serfa extremadamente util poder dar una cota para Card(Q(Fa,g)|p) que dependa explici-
tamente de (a, 3).

Finalmente queda por examinar la transicién entre |a| <1 y |a|=1.




Apéndice A
El programa de computadora

El programa est4 hecho en el lenguaje C++, y utiliza la biblioteca Qt de trolltech
(http://www.trolltech.com) para el manejo de la interfaz grafica. Toda la programacion fue hecha
en Linux; sin embargo existen versiones (aunque no libres) de Qt para MS-Windows y MacOS,
asf que en principio se podrfa compilar el programa para que pudiera ejecutarse en estas plataformas.

n . n .
La ventana principal contiene 3 “paneles”; el primero pinta 'UoF‘;' 3(C), el segundo 'UoF‘;’ g(C)yel
n . N = 1=
tercero U Fq g(C). -
=—n
Adema4s contiene controles para seleccionar los parametros («, §). Usando el mouse es posible

hacer “zoom” en alguna regién en particular; también es posible agregar puntos y lineas arbitrarias
e iterarlos hacia adelante o hacia atras independientemente del panel en el que se encuentren.

Figura A.l.

La funci6n principal del programa es calcular Fg s(D) con n € Z. Se manejan de manera separada
loscasos n20y n<0.

Se definen varias clases:

Segmento Representa un arco de circulo.
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IRegion Es una lista de.objetos Segmento y representa una elemento de la particién 2,. La
rutina principal es divide, que determina si la regi6n ha intersectado a Fq, (D) y determina
las nuevas regiones que se formaron a partir de esta interseccion. Si la regién es W € Qy,
entonces calcula los {W;} C Q.1 tales que WiCc W.

Grafica Esta clase contiene toda la informacién necesaria para iterar Fq g o Fg ‘13 Se encarga
de llamar a la funcién divide de IRegion para cada elemento W € ;. También maneja la
interaccién del mouse. .

FuncBase, FuncF y FuncFi FuncBase representa la funcién Fu g, y contiene rutinas para eva-
luar f 6 g. En realidad es una clase base; las clases derivadas FuncF y FuncFi son las
que realmente se usan para evaluar Fy, gy Fa §» respectivamente. Aqui se usa una técnica
interesante que se conoce como The Curiously Recursive Template Pattern, y consiste en
que FuncBase es una clase parametrizada por alguna clase derivada. En las funciones que
necesitan evaluar Fo, g simplemente se usa un objeto de la clase base y no de las derivadas
como normalmente se harfa. Esto tiene la ventaja de que se evita el uso de llamadas a
funciones virtuales que en C++ son menos eficientes que las llamadas a funciones normales.

Una de las limitaciones del programa es que en algunas situaciones se puede perder rapidamente
precision al hacer los célculos. Esto ocurre por ejemplo cuando se magnifica la imagen muchas veces,
o cuando Q, no deja de crecer al aumentar n (la|~1). Afortunadamente es facil observar cuando
los calculos son incorrectos.
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