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Introducción 

Dentro del estudio de variedades, uno de los principales problemas es obtener 

información global a partir de la información local que tenemos,,o verificar si 

alguna propiedad local que se tenga se puede extender a toda la variedad. E.n 

1945, Jean Leray introdujo la Teorfo de Gavillas como la herramienta para 

tratar este problema, cuyo principio es asociar a cada subcon'ju~to abie~to de _. , - , ... · .· ... , .. , ... ,-· ... ·. -.. ,._·,,· ···L· ,, 

la .variedad una serie de objetos llamados secciones, los cuales nos ciá.l.i"infor-

maciónde dicho subconjunto. Si tenemos intersecciones no ~~~í11:5.ci~:~biel"to,s 
y;Ias secciones asociadas a cada uno de ellos se pueden,."Beg~r~;.c!~ fii8;nera 

coherente, entonces podemos obtener un objeto definido .~:n tó,cÍci~eÚos.,Dicho 
proceso no siempre es posible, ya que el "pegado" de las secclo~~s no siempre 

se puede realizar. Una de las formas de garantizar:~l·,"pegado" de las sec

ciones es asociar, a una gavilla dada sobre unavad~dad, una nueva gavilla 

llamada gavilla de secciones discontinuas, la cual se cont.ruye vía el espacio 

étalé asociado a la gavilla dada. Como su ~orn~re l~ Oiiidíca, las secciones de 
.;:····.;-:· ":· '·. , 

dicha gavilla son funciones discontinuas definid¡¡J; sobre el. abierto, con valores 

en el espacio étalé asociado a la gavilla dada. A;partir, d~ estas dos gavillas 

podemos formar una resolución, que llamarélll6s'.res~luci6'Ti ~and~ica suave, 

tal resolución nos permite definir lo~ grupos de c~l~omólo~í~ con coeficien-

--~------------------~··~· ·o~c.~•~.~===~~ 
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Introducción 

Dentro del estudio de variedades, uno de los principales problemas es obtener 

información global a partir de la información local que .tenemos, o verificar si 
' . . . . . 

alguna propiedad local que se tenga se puede extender .. a toda lavarÍedad~ ·En 

1945, Jean Leray introd~jola }~eoría de Gavillas como la herra~ieri~a para 

tratar est~ pr~bl~Ín~, cuy~·. ;rinei ;ib es. asociar ri cada subconjunto. abierto ele .. 
' -. . ' ' . -~· ,_ - . '. ·-. . ·- . . ' . . ... -- . 

lavariedacl. ;í1ia s~~ie. de.objetos Ú~mad~s secciones, los cu~les nos dan. infor

mación de <li<:h·o'~tibb~~j~'rit~.·g¡ t~nenios intersecciones no vacílliide.abiertos 

y las seé~ioiíis as'cic:ia~a,s:a' cada uno de ellos se pueden "pegar'' de manera 

coherente, 'e'nto~~es ~'6<lecios bbtener unobjeto definido en todos ellos. Dicho 

pro¿~~¿ ·~1osielll;re esp~~ibie, ya que el "pegado" de las seccion~s no siempre 

se puede reá!iZaí:: üna de las formas de garantizar el "pegado" de las sec-

. ciones esas~ciar, a una gavillá dada sobre una vari~dad, una nueva gavilla 
-: . . ' . ' 

llamada gavilla· de secciones. discontin:U.as, la cual se contruye vía el espacio . 

étalé asociado ~ la g~vilÍá dada, Como su ~ombre lo indica, las secciones de 

dicha gavilla son funciones disc6ritilluáSd~finidas sobre el abierto, con val~res 
en el espacio étalé rum~iad~~ l~ gavilla dada. A partir de estas dos iavill~ 
podemos formar una resoluciÓ;., que llamarémos resolución cancfni~~.~ii.a;e, .. 

tal resolución nos permite definir los grupos de cohomologÍa co~ ~oefici~n~ 
·''" ... " . 



tes en la gavilla asociados a la variedad, estos grupo~ nos permiten obtener 

información geométrica global de. la variedad. 
~" . . ' 

En el capítulo 1 se da un panorama glob~lde variedades con estructura 

así como de haces ve~toriales, lo qu~ ~os pcrii:iite usar la teoría en tomo 

del operador derivada exterior para poder construh; reso!Üciones de gavill'.15 

sobre variedades complejas. Para tener una mejor y diáS amplia ~isión· de 

este capítulo ver [War83], [Sor69], [GR65]. 

En el capítulo 2 damos una pequeña y rústica exposición de. téoríá;de 

gavillas con lo necesari~ para construir el espacio étalé y así pod~r·cleflT1_i~',Ja 
rcsblucióu de una'gavilla. En [Ten75] y [God64] se dan lascorre~tiÚ! cohtr~c~ 
ciones usando. teo'rí~ de· Categorías. 

· ·En ··el. capítulo; á construimos· la resoÍuciÓn • dllnónica' de un~'· gavilla· p~ra .· · 
\ ·-· - .· -... . .. - ,,. -· '. ,_,_ •.,--. ·- - _' - ·' - .. , ... ·. 

después definir lds gtu,pos ele cohoirio1Ógí~,;derÍ1ostramo~ algunas ,Propi~dadés. 
sobre ellos ~: fi~~l~~~Ú sed¿~ue~fraii.ió{ t~o::emáS de· de· Rl~am ;.Dob~a~Ít , . ' •. , . ,_:: :.· .... ·~·;{::'.>:-.,,:'>~ .... ,. - ' ,. . -· .. , , ..... 

como consécuencia ?el te(>r.~ma'.~:?;4~il' .~t> ·.. . 
Este trabajó es'W basacio/e'I(i~sidos ~rimeros capítulos de (Wel80], y' se · 

.. '• • ... • .,._' .- -.· ,n· .·. . . . 

,:,· 



Capítulo 1 

Variedades y Haces Vectoriales 

1.1 Variedades 

En el desarrollo de este trabajo nos enfocaremos a Jos campos de números 

reales y complejos, IR y C, respectivamente, y denotaremos por I< a cualquiera 

de ellos. 

Si D e ¡(n e~ abierto, nos interesaremos en los siguientes esp~~ios de 

funciones s~br~ JJ: ·. 
' ··: - . 

l. P~ra![(---IR:. 
¡ ·,:, 

(a) é(D)denotará.al conjunto de funciones con.valores reales tales que 

las derivad~·~~rci~l~s de todos los órdenes éxistenyson continuas 

(b) 

• en tod~~ los':p~~to~:~~i:iJ..(;;;11•i ·~··• ~'.:;h:· )\ 
,_, -_:'~: ,-,·-.:.· --·~: \:~';;_-.;··:;>·,:-:; -:· - . .'l._,,:_-:;·.~, ... ·:<~·¿·:-

~;D~~~~E11Wf~1~;%)f f tj"JtJ(~J:1;~'5:~:::~~: 
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CAPÍTULO 'i. ' V ARIEDA.DES y. HACES VECTORIALES. 
~. - . ·, 

< 

de. Taylor de j c?n".ergé: ell. una vecindad cie ·. cualqtli~~ punto ele 

D. 
- ' ·. 

2. Para K= e,,;,".· ; . E/ .. 
O(D) de1;ci~ai!Í .cif cCilljtinto ele las }unciones holomorf as' con valores 

complej~s~~ci¡jl:~ .b; ·e~·c1ici;,'5i cii, ... , i;,) s~;h~o;:d~ria:1~s :~n tn', .en~ 
.",·,, ·:·: 

tonéesf E 6(D):siy;sÓ!o' si 8e;C:a ele Cada'pimto zº E D, J puede ser 
.. ,. - .. ·. -< . -·. - •... :: ........ ,'. .. ·.:· .. ~ ' ' ~' ' . . -.. - - : . - . 

representada ¡~or. tina sefic· de. jJotel1cill.S cpnvergcnte .de Ja. forma: ' . 

;c.;~ ;¿,'.'..:~; 2'~\W:f'.~'.t:~~J:,T,;>:.~·: ;~·~,::2 ·. 
-·,_-·· 

Recordemos que una vaf"ied~dt~~olCJgiba; X/de di~ensión n, esun 'espacio 

topológico de Hausdorfr co~ ~li~;b~e ~~n1erabie t~l· q~e pa~a ~~cÍ~·~:Ú1toJx E 
X existe una vecindad de é1 ·el~() ~~·11omeomCÍrfa a un subconjunto a'bieí·tCÍ ele'·.··. 

· · . :- - ::::, :.: ::.~: ·}:'·~:.~~'-~.~t~~!;/~~·<f·t>::~·--:-; ':~. _ --... _ · - ---~.: _...,_,_:::,~ -~,.'.:'.:~:· <5;~?~~,- f'.,·:r·. ~.~.:y-
Rn; es decir, si x E U ~X," abierto;:existe un homeomorfismo)t•: U::~::U'; 

, - ">· .... :,·:··'.~·~·:t~'::~~ ... :.;,:(/'·(.º~~r:/.f'.'.·:··· ;"··'·.. ·.- . - . ·: '·. :,·:::~··.1·;.~~:(~\:~:f:.:?.>"<;~¡<· ',._: 
con U'~ Rn, ab~er_to; •-'' · , ~· , · 

Ahora, stiporigariios qtici's é~ un~ de las tres familias dé' i~1i~ioiies Ciefiiiidas 
c •• -: ::.,;::·.:~,_: .. :.:~¿.:;~:~~~ .. _:;i~~-·:·;Tff; .. ·~1~~;·~,:::/; ·.:.~,. ,~.': ·:·., ·· .. ~·:\·: .. t·: .. :·-,:;·:)f'.',;_'.i~<>~;·¿':S~<l;\ .. SY<l>·1~ .·! 

anteriormerite, -y' denotaremos comó' S(D) a la5 funcfones\de s·définidas.en . 

Ull conjunto:•~bl~~id\~;~·'.r.r~·.,,·~; ··:.;: ••• ~. ~,: ....... ,:,•.•··•s~.!~,,r.·~f),~tj~~ti0i'~{{i';.~·:;'\''['i;, 
Definición el .1. i: : U ná .•estructura de: tipó •. S ;'imbre :üna·,varieclad, fopológi-

.·. · ·. ·: :.·: ·~ · .:: ::'.;.;:.:'.~+:,;;,: .. ::·.;-8:·~,:t;~:;·;~:;.~.~;::;:.<::·:::.;~·.~~.~:/·iltT·''.úi5·.S;+;:\~i~>>~!~~~\~?~~·~;,-,=;{~>/:~y:~5:~/:,~~~~r.:·~r~: ·_ , : .< :: · · 
ca M de dimensión'k;(aénótadá>S;¡;{es. uña''familiá cle~furiCiqnei(contiriuas 

definid~ssobie··~~~j-~~~~;i.~~f~~Jl~J~~~~f ·~~~~~1J:~t~~:;~~141\·~~j!~J~~.~t1.t·.:;;·~·,. •. 
(a)• Paracada•p:<§M¡::existé'iiná'veCiiidad abierta'.U•déjfr0un·;Jiomeouior.:: 

:::::i~~~i~~t~J~i~~~f l.~ll~~~~·u~~~¡,;. 
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De modo converso, si,tenem~nma cubierta abierta {Uo}oEAt s9breuna 

variead topológica M, ,~ un~ fa111iii~d,e h9me~morfismos. { h0 ,:;U0 ~·&~.e 
K"}n que satisfacen (1), :éiít~~~ce~ p~~emos dcfi;1ir una estr~c~m~ '<l~~\ipÓ 

, . -.~·-·~ ·(;:.::,-.·~_(/;::';:;.<; ... ~:. ·.. . '.'. . . .· .. .'·. ·.· .. ; .. -.-.·._/ .{<;e\·-,<·~:., .·.< 
S sobre M de la siguienteJcfrrúií:','sea S =' {! : U ~J<}; tal 'que' U. es 

. -_ ·. -_; /-/·~<_;;·:-:1y:,.i,_~)/·~~~~~-.<··.-", . .. ':: :: . ._._. ~ .... ,_.- '•. . .- :: . . < ,:<·-~.:-~;:.~ _:,·~·.;·- ··.;:·~;:~•:_-. -: 
abierto en .M y"f'ó h-;:¡~ E''S(h~(Un Ui,)) para·toda•a •e'A;'e~ ~ecir;'bis 

~:;1~.~:::::~~L::~ik]~·1~IXt1~t~!::~~t;(;;~:~¡ti}:i:§.ej~tl~ti¡~~:·~~::.: 
para (M, SM ). . ·.···• , ~:.;\ ', ' ' .~!,,·,:h!'~1 ~5i\:\¡i>'< '".:· .:' 

.-.;, ·.,:;i.t; '\~'.t.;~:; .. ::_:. :··.~·;i} - ... ·:_·. .:·~1'.'):·:·~~~-~~-,~~~·;.·-,~(/~~~,~i(,_'.:· .. "." .. ~~ '.". . 
Ejemplo 1.1.3. El espacioProy~ctivo: Si Fes tiri.espaCio'veétoriaJde di-

. , ;·.. . . -··. :J·:.·· '::,· ,1_,_:_-,._~::>.1:~":i:7X··:.·;~c.:\):·;-:~·~\::·<-:·~·'.·:·-... ~ .-·::<-~ .... 
mensión finita sobre K, entonces IP(lf)::::{clconjunt?'clc lossúbespacios vec-

:0::::,::.~ :: ::::.:~:'.!:d:::d;¿~:1f ±i~ffe~~t'Yf~; ''· vroo . 
IP n (R) :;,'IP(ÍR11: 1 ) )IP,;:(c)' f=''IP(c~f 1 ):: 

.:~.: .. ;,.;_. '"::: ~(~~:··-~·:·r:,:-·: : l_, .... 

Sea 7í : JRn+i - {O},~'IP~(R);.éJada ¡)ói·: 

• ,. 1 ~ .,.,, '· ··::'; -~~~~i"f ~~~~;~f •i.~~~%N~Y~'~.s~<·: <•> · "I<"', 1 · 

La aplicf~i?,~:~~~.,~g~:,~\~?1~\'~~~3%¡~R.!f~±~i~~.~M~~~~ii.'éS,,'~ft~f;º:;,,,~~'.~~:<j~;~~º~·:·. 
a IP11 (JR) ·•· cori l~( topología~ cóéiénte,'~ind u~idá::¡por 'Ja aplicación ;J¡-;~ éritonées, 

~ · __ : .... ·:-·-.;:Y,:: .. :~-(~-·:-~·_,:::.:;;~=-·::~!<< .>·(<'..,\:s.~:.-"r:~~>-:: '.-~t ... '~:.· . .- t~r:~~'-~'.~'>~'.-/_;:·;·\>E:.;_:::;;~;,:::. ' .. :,~·:;,,:; .. · ',~~:;.:~.},:'::;-,; .. ~,);_' .. ::', -;~~:,:~:, : :· _:· 
u e IP,;(JR)~és abierto si'.y,iiófo si<1f;-:~.(U)ies abiéi:to:'cri.·IR't~+ 1:<:+Jo}';;1De ésto 

::;:;q~~~'1t~Wt~I~~!f ((4~1 i~ig~fl~~i~~:: 
forman Jos dos su bespacios generado( por ;p' y; q y,, fiJ arnos ,enJa tercera parte 

. :- .ir:.· . :·-:··,.._, .. , ,~.· ·>: : ~ ·: .;:.: . : :: ,~ ·: .. ({, ~ · ;:.:·:.;.~~~:.;:;·.:;/;\·~~'.-~,.:~"'..:;~'" :.,.>:·:¡j:;~: ·.f!ii~·~::t~-'·.:,~~~¡.;·:>~:''.~~~:-<;:·.~~~·t: ~~~;> ;.~:· · :\~ >;· i".,: .< -»~~ , 
de. éste para formar dos .. coúof con 7í~:1 (Pfo-Tr7 1 C<iLcorr10 ceñiros, i. bajo Ja 

~~~~,~~.: ~:::;~:o;;:;~f ffif~~'~J~~~:gid~;:t-;±:::•'ºº·'""'º 
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es continua y sobre1 entonces,ós una.i.dentificación, ¡~or. lotanto JP>,i(R) es 

compacto. ·. ··.· .. ': ·;··:ü;·····,.::,.·: .. ,:\;:/),•: ·•.·· 
Si X= (xo, .. .,xn) E JR11+1:'--·{0}, entonces definimos 

··: '(~~- .. ~.~;..'·~-.. - ·t~; .. ··~·r_:.;.-·. <f:t: .. ,;'.·, . -

Decimos que (xo,:,~.)x .. )!s61!, coordJ~?iiihlho~'~géheas dé [xo, .:;, XnF s'¡ 

(xf¡, ... , x~) es otra c~lecci~ll~•df';6;8rd~nad.as homogé;1eas de, (xo, .. ;Xn], ,en-, 

tonces x; ~.tx~ ~ar'.¿J·;1,iµ.rie;~,"~::;~j{o}, •Yª .~u~ [xo, ... , xn] e~el sub.~~P.~~!º 
generado por (i0; '..~x"n) o (xf¡;;:.;x~). De aquí tenemos que 1T(x) = 1T(tx) para 

.. ·.·"... ',;·. ' .- . ,- .. ' - '•· ." .,,. 

t.e iR- {O}: l¿s~~~§sog~4e,~~~ homogéneas, podemos d~r una estru</tlln1 

diferenciable.a ~~ (~)' fl.~:·¡~··~lg~i~nte manera: · . 

Sea·uQ.= {$·~.11",;(~);i,¡<s.::: [xo,,··:• xn] y xQ r\O}, pa~a; 7 . .Ü• •. '." n . 

. Cada UQ es.·~bi~itf'; ~~(+~ .~ ·~:=º C{Q•Y~ · ~ll~· (x~, .' .. ;x~>° E··R~+~· .:-···{O}. 

Definimos la aplicación hri :,u,;·'¿R~ .. por 
_u;·,. ', .. 

. di~:;·~:1~;t~~]ü~t;:.¿ft~f ·¡~¡,E'i¿· ,· ... · 
Veamos. que hQ'es ,contillu~'. ·: ~ea\lf: !:c~~lRn,•un '.c?njunto abierto,. y con-

::::::;: ~;f~[~~1~~{~,~¡~~~~~~f~~ºB~'rr(~),J:~:·;·: .. 
abierto existe una lfola" abiérta>Br ( hQ ( P)),, eón· centr.o .eri .ho. (P); ·•· totahrierite 

.. -.. ~·>,_·\_'t~:.Jf_f:1~-~/:\t_."t:~,~-~-;,·r:·:·t~·'._~>'.f1':?:_'.~'-·-~·_,- ;~:~~--~~·-~.:-~~-:·~-- >~~> :¡ --r--:_ :~;.~·::-·-
4

.:~1,1,:·'.:~\~;-·;-~_:·~~>:~ r~::r -~~;~:;: .. r:J_ :->>:_· -· - :· 
contenida •. eri'V;"'escogémcis:.un;purito": q ~···B;.(hQ(P))·.· distinio•·de /i0 (P), Y. 

, . ~~ ,--: _:··, -·-~ :.·:·_·.: ·}-.::·(..~ ·:·:'·~,"-~?:'· .. ~W -.~;:1_~~-!)':.<::'.-1.::·~~!·-:·: '.N-~;_;:·.~:~,.,~ --~~~~:~·:"~"'.··.·.):; fJ:: --~-~~:((/ ,::!'_!:~.; _·_-. ~;lf5.:'.~'f:~~y·.,<~~, .. -~--- ";~ -· '_:·:; ·; ._ t~ 
formamos un .:;cono~· giial1do el. sllbespaéiode dimensiónt:'generado '¡)or q al 
, ,:._·. -~;·;._:_ ~-f~: >,:,_-'_¡) · ··,):/:·.·· ;..--\-:;;;:, J_;!:~<- ~-~:-:~>',-~\ \;,~,\ ~ f ;~;,_>~/;·~·- .... -~L-,é:d~,;.;.~;;::,;;~{~_;,·.jf/t•:;/¿_:{f·-_::_:-~->_¡·~-' -\:~·i.~ ~~~ ;~:.· ~-~Jt;~.· :':..__= 

reded.or .dél ~.ubespacio generado. p?r h,o.(P),'y no~.,fijiun~~ en Ja irit~rsección 

u= Br(hQ(P)) rív,;ent0rid~s1li; 1 (Ú).~stÍí.{tota1!Ilente c§ritenÍdo ~~ h;1(V), 
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por lo tanto h;1 {YYe~alJi~fto',ciri IP',.(IR), .de :10 que tenemos queli;, es un 

homeomo~fisinc/~~~~;~~d~'~:. ;~ .. 
Si te~¿ni~s<lci's~Í~t'e'~'J~o~rdenados (ho,U0 ) y (lip,Up), ento~::C:es la fun

ción h0 o h'j1 : hp(U0 n Up) --t ho(U0 n Up) es continua e inclusi~~\iiféren
ciable por la definición de los homeomorfismos ho. 

1.2 Haces Vectoriales 

Definición 1.2.1. Una Aplicación continua 7í: E --t X, de' un espacio de. 

Hausdorff sobre otro, es llamada un haz vectorial sobre K dé r~ngo .r; si las 
- ; .. ,. ' /· ,.·' 

siguientes condiciones se satisfacen: . · . . : •· . .. · 
. . . ,_1_;:, ·< ." .';it~:;·~;::~~-·- ,:-: .. :v .. :~~':; ,;,: :·- -~ 

a) Ep := 7í- 1(p), parap E X, es un espacio'\.•éctÓrial sobre1< de'diniensión 
. . · · •,, - ;·.<·/L{(~.::··i~}?~;.J;~{?~('._:;> ~:-:·-~~i:::-·,.:-:,-, ... · ·f.· 

r, donde E,; es llamada la fibra de p. ·• .... · · • ;,: :· : · ··i /. ·:· • .. 

b) Parnpaiill pe X, h;,;:!;~~~~~1~tii~:3J:,1~~+<llo .. 
- ·-·,_ .. :,~:-;.- . __ ,_-':_;F~':- ,· 

·' _,.~h····) 

~-_, ~ i --· 

En un haz· vectorial sobre tI<; ·rr:: E7~_:X; ·E es conocido como el espacio 
~: ;·-,·J: -. -~~L\~.' :,.~~.~~-r:~~=-.vt~~~-Btt-~;lli~h~~,,~~;~.~· )~~.~;\(/;.i~~\~?é~~J '.\~:: ;; · .. ->?·. ~ ~~t\ ,,, .- :.~~· .. , .. :.·. 

total y a menudo dec1mos.'tjuecE;es uri:haz•vectonal sobre'X. 
' :: :;··- ·>: ;(:.:,!··~.i~~~; -~-;~-~·;~~~ ... :~~~:~;.:~:~:~1~·~~~~~~·J;J~~~Iq::~.q:~_~j;.f~~;: .. :;i;~fi~.·.<'~.-· .. . ·~t-;}~ .. ~'.·: ~-: -'!-:. : !_: ·, . , - · 

Consideremos. dos ,tiivializaéicmes l~".ales: (U0 , he.) y (Up, hp) y la aplicación 
: ~ :.-:- ·,; ," ' .. :;;·, ~:.: .,: :" ~ ·.r:;.f.;.<L;::'f.f .. ::.:i.':~<'•.'·~ :.:( ;,:;t,<~~.~~;: .. f:,,' :· f~~.,3 ;.,_-. ! ~':' ".:'.;. .:_: .1 : ", · , . ·• · : ' · .• • , 
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. . ·, -' -,: - ·--- _-

Ahora; si·p E)fnn lf~; h~ y: h~,son!isomo~fismos de espacios vectoriales 

, ( i. e.' son line~les y tiene'~ i~~erso)' ent6n:ces '. .••. ,. , 

''h~~·(h~t·{;,}(r ~ f<r·· 

es una transformaciÓ~liñcal iñve~tfü,Ic; ~s deci~, 

. . . ,; {.~~;¡~fU{~~j¡~~1~k~·~FC~,K.L . 
donde [h~ é:i (/i~).';:":1L~(í~;Il,l~t~¡~;R,S?ci@a~¿i h~ o (h~)c- 1 ; y podemos definir 

'< .. \\:'.: .·, .. , 

~ . ';~),~~ \,' _j': 

A: las fti.riciones'' jj;;·,gi fos' llainiuíios funciónes •de, transición: del ·haz vecto
- ··-: ''< "-" -'.. /-~;:··:~x~+l ,;~r;i;J;;$\~.r~~;~~=-;~;~-,~~~~-/f:.?~l'~~-~~"::~~~<;,:~~(~~~:~.5:./::-.'0~;>:~~f:'·~'..1:>~:\·::?>.·:;;~:,.~-~--I. --- . · 

ria!, rr.: ,E ~ X;1C:o'n'res¡jéct0'\a lás'dos;¡trivializacionesJoéales h0 , U0 y 
-~: 

(hp, Up). 

h.,oh; ·: (u.;,·ri u1:i:nu-rrx.,:If~ :+:¿.(u,;:nupo u7) x I<r 
. ~ ·. ···:· ·_:\ ~ ._ .. _> ·.-t·:;;~-> ·:~~ .. ~-;r~}~~\1;r;\i(4j,:~~t-~;~z~~:;'.:~i~f~Y:~1:-:_-~" .-:-5:.::=~- -. ·:.> · . · 

Donde (h;, ohfi ) .o (hp o h;J o:(h::;;·C)A;J =.~.Id. 
', • '".,·-.,•,e'',:'~· •: , :•/;'.:.;·',.':':~',:'..·,_\ ... '~',:,.:~(:•':'."_:'. .'. 

Entonces: · , :• , ; ;~ .íf; .. ):r:; ;\'. ;, .·: .····· · 
flop(p)gffj(p)g+foj)';;,,•:jd 

Y~o(P) =i1 Í d en. U0 
. , í. ~:: , - . '¡ ', . ' 

(1.1} 



12 

~;:i'.i~~~"~L~1f.~:Jf 5~=vf~~tff~¡~~~~~~!: .. 
. ·.• • .. > ' ·.>. · · · . r· '·' :'.~~v3\ · :•:.,··1,tH·:"·'f1:';;{;,:?;¿:¡ri,fr'\~~\i;f%·''\ ... ~'.' ·· ' 

Nota 1.2.3. Supongámos que sóbré~ún8,vaiiedad.:111.cóii éstrli,ctúraS.tene-
, : :: · ... ::: ., ·: ;· -. : .. ·: .. :: ::·: .... :/:.; \ .. · :~:.·.'~: '.:.t; :z :"~-::-~-~.1:.;::;;;;:~~::;~::(ijí.1•~f~~.;'"·:~,,-:· .. : ,;.~ .. ;~:··:h'..:--~ ,:·~'.:ª·:·.;- · .:._ ~ :-: .' ·-,-... - -

mós una . éu bicrta abierta U'.=: {U¿,;}} f'.'Ciuif p'ará: 'éa'.da; intersééCión no vacía 

ordenada,· está' asignada:un~1fúJ~ióil}Í~?;i¡:~g:~;~.'.;:;f~~¡~;'i:',::'.'·:,.~ .. \{.•···· .: • . 

. ººp;; 6§6~Ep ~!~a~f·~~;;;;~_};',?· · · 
. . .. e: ·~~:t!,;:.g:,5·~,/,,, •i:r(.:.· .. Y <·· , .. _., .···.· ... 

que satisface las condiciones dé compatibilidad1;1::,Entorices podemos cons-
. : , .. :·_-.. _ '. < ~,,., ~ ·.::~.;;:".'d>·:,=~~7~~!·:rj:t~~~·1\~/~f,i:.'::«,-~;.-:;.;~:;:-~~>,~~;-,.>:_~~\ ·<:·~::.'.".;.; ;..:~;--._;_·,~,_:< ·i~ ... : <.: . ·: .. ·, >.·.-·. - · 

truir ·un. haz: vectoriiil{E .~'. x¡~'qué; ~c:1igi(a> éstas éóinoifuriciones· de' trán- . 
.. ':.\_ . ".·,:;·o··, ··>:/.;-·.\:,·.:: ~'if~':'•" :;:,:_.-_. .'"' -. ''... "· .. '.'::. ,: ' 

sición · '· -~-.. -.. · }/··' · .- >:.~:·· _·,·. ;;:·, ::·.~ ·. :~ ¡;, .. · 

pm:.:l 7.~~,,~~'li?i~f~I&t~~~;;~~~f:i,~···· 
producto,•· és decir; !todo:: abierto'?de/J(~ .. ><:'.l<~~:es·"de.Ja':forma A X 'B' con 

-- : --: . :_- : . );;);' ;;;/"~~:::·:~~:~:~·::rt'.·~:~·.s:~:~~:r.;~,\~"";r~·;~~~/<>~~'.t"l~~J.'.:~.,'.?':tr~:<::J:.\~i"~:~.;;--.>/"}~' .. \)~-: '-:.·: ~:-,· -_. : .. : .. : .. -: 
A<; Kn abierto y'.B'<;:I<(abiérto}5Así pó'demo·s ver qüe E es uri'espado de 

Hausdorif;: ~ ••.•.. ·•·.c:~:·,·/:o•\_iili .. ~'..;ttl.. ~j;-Y;}i5'.~A~~~!i}~/·'.~,f,'.-'.·;~ .. ·.· ... ~•\ . 
Si p E E, e11t~riccs 13(d";-;¡.ároiríla'¡) '~:(~, iiLcon x E Uo para algún a y 

· ,. · ' >" ·->;, ::":~.:~: ~:::~·:;?_,l'J;f ~{~·:;.:?\~~,~- ·~;,_·_~_f'.~_J:·,:; .. ~_º)~;, ... ::,J(\t .. ;· ·.:;_;:' :·~l_,,,~ ,··-,, :' -:· , .) 
v e w, por lo táiitó :aefiriiméis 1a: aplicáéión ·.· ·. · 

:·> ',.,:_i{f .s·f>tit,~1:·.:rnJ:~:i,'L', .. ·. 
''.·; ;h:E ~K~x I<' 
'·. :_ ~-.r:-._::.;- :>T•:,; ;'.··,;~ r;:::·~.:;_ .J"::.~'t':~.:- ~ , ,: 

como h(p) := (h x i~)(J:; ~)·~(Ji(~}{'v)%dnde h es una carta de U0 • 

. si A x B <; I<~?ff <r ~s"~~9~t?_:~~!1}:~~~~~ ;.1 ;, . 

' . - . . /: .·. : /::::~: ·,;. '.\_\·.-:.<. ~''.'---~:~::-'-',';,,;-f.r:_.,:~::.'Í :-~~ ', - '_. 
(h)- 1(A x,B).~.(li';" 1 x id)'(A x B)'i= 1i-1(A) x B 
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y· como:hc,slw~~()@~r~~n1cii1 eritonc~s·(h)~ 1 (A)···x·.B···esa~ierto en•É'.·por.lo 

::t:.~~,:~lt~~~)\~~J~~~~tii~~~~;;nt1Iu;o h~ tio~o¿mo~ 
· As1, E•t1cne:unaestl"uct11~a·s,defornmnatur11l: ,' >'e· \ '. ···· .. -·-. 

Ahorá, sí·(x¡'.v},_8\(:i/;'~)[:f(y;:µí)8{J~iu),;:~or1<.(xi,v) E{Uf3,x"1<T; ;(y; w) e 

.. ~:,x,~:~~¡;~~~ili~it~li1í~~¡~~~ii¡~~~•+f (y)w 
· · ~or lo •aritEmor;,~; .. esta:•.b1en· defin.1.da~'·Y p_or. · ttantor0;;es~.relacion .de 

eq~i~a.1e~'biaj_r¡ii;~~·-¡~;1,fü';1[t,~Sf ::;:ti!~~··:.~·'-,;,~;1-*11~:.~~·.·-· _ ..... ,,, .·1~11:;~it~'.5•7. ·--· -·-. 

· Ahq~a;• cons1~er:e!llos e}: espaci(). _E. ~ E.( .. V> ~9uipado con- la topología 

coci~11teiy s.e~~;¿;;,;~ydb~-·~~~tbs-~~ ;~ distint~s; · donsideramos las imagenes 

in~ér~~<le'•~stri~ p~~tb;,b¡Jc»1~·ap.lidación:canónica p: É ~ E; como É - . ,' ;;._ ··-". '•· ' . .-• ,., ···., 

es.u~ espacio d(! H~~sdC>rtr1, enton~es existen vecindades, U y V, de p-1(a:) 

; p':"~(y);'.r~i¡j~~Ú~a~~nte,' qu~ no se intersecan, entonces p(U) y p(V) no 

se int~rsec;n-f fI>oi~ l~ taiitÓ E es un espacio de Hausdorff y tiene la misma 
:.j.;· .. · - ·;· ,· -

estructura que ·E. . . . .... 

Se~i~Y,1F~ xf~:~;licación que manda a un representante (x,v), de 
~" ¡~ ;;-·'!-.:::}/~:- · ... :;·-.:: •... · ·._:. >-<~<- ,·'.·--~, ' -

.un púntéí"p'EE;'1a·''su'primer coordenada, entonces 11'-1(a:) :es de la forma 
::.-, ~,."!.-_ ·::.::·,:,:··::-/::"·;/:~ ~ -.' _; ·:,~'f ::';. '·f'-:'.\; \' : .. ' _:. ·» . .. : .· 

.'" 1 Realrrlenté Ia'corididóri.necesaria es·que sea un espacio normal:per'o'p'6réon~trii~ción 
lo' es.'.' :• ."., '" 
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,. 

::::;;~~~r,~~~~~¡~.:r~%lti~1~1~ffi~~;~~~~~!.~~~~f; · 
dar. úna estnictura: dé espacié>, vectofial,a)r;'. 1(:i:) ,que;e,s,;,iso.rilorfo'a J<r;. p()r . 

. Jo·. t.~nf~~;~~,Th~{{i~~.J~~i~r.i~1·.1.J.r~~~~?.·)·~.}t11f ,1~)1f~~~}\~j'j(~f f~,if )~ ;'. .• ,'. 1;/.·. . 
Ejemplo i.~;f~4!',<:El haz. Tangente; S.ea 'M una:yariedad •diferenciable. '.Si•¡ y 

,::~ ·:<: '. .: , ,'../·.> :: :_ ~",··.-~ .. ~ :·:: ., ·- .. ~,. -_,. · · ; · , ·-,.. :T_~:.~::. -~:-\S.;: ~.:.?2:~~: .. ".:!~~~;\':.~;;~W~:~. :~;,,:·~':;:, .. ~t~::;~<:~:~ ·.· ~;/_.. .: 
·. g 'están'definidas'sobre M y. sori C 00Jcerca de'ull,;puritó.'p):.•M;i:coiriciden en 

·. ·_:: . ,.· ~:: \:;·:_:.':: i·:" ,,-, ·:.. , ·, . , , · < · :(.·1.·:<·.';~:" ~·~:\if>:~r·:'.~~~i.~~.:.:;,;f.~~:i. 1.,r.:.:>~·}/:~+¿_ ¡;·> ·,/~,· •. ;- · · · .: '_"> 
. alguna.veCindad más pequeña de•p,énfonces dé~imos•'que:'son e~Úivalentes . 

. Sit~ma~~s al conjunto de clases. d~ ~q~:~,~~i~\~,~1:K~tj'~;~~ .. ~~·:~;1,9i~n, podemos 

ver que es equivalente a definirlo como el líTiiite¡diréct~(ver (Rot79)): . , 

É; M.v==A~(~~s{0r:,~~;rn::.t-', -.:. · ··.· · · 
pEUCM "• ,,,:.;¡- ·, "·\: 

con U abierto, y lo llamaremos el 6-Ídeb,~~ 'd~'·~iimé'rie~~d~>Íunc'iones diferén-
: . .:. ·: ' ·.: ··:·:,:;, i .-: -~ -::,::.'.'. :. ;' -·:: .. 

ciables en el punto p E !v/; ,,. , 1· '.7'.i,, :frie;::,}:., ':<(· 
';·:·;_~:.--', ;, .. 

Sean J, g E é M,p, definimos el+ g)(p) y Cfb)(p) '=/Cp)g(p) para 'dar una 

estructura de anillo a éM,p· 

. Consideramos el homomorfismo t/>: IRxéM,p --t éM;p, dado por t/>(k, f) = 
kf y vemos que también podemos considerar a éM,p como un módulo sobre 

IR, es decir, un espacio vectorial real. 

Definimos una derivación de éM,p como un homomorfismo de espacios 

vectoriales D :éM,p -4 IR, con la siguiente propiedad: 

D(f g)(p) = D(f)g(p) + f(p)D(g), 

donde f(p) y g(p) deno.tan la evaluación de un gérmen en p. 

El,espacfo.Jange,nt(~;~f;e1~ p, es el espacio vectorial de todas las deriva

ciones ele éM,p; élcu'~Id~(lotaremos por Tp(M). 
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Comci M es v~riedad diferericiabi~, podemos encontrar un difeomorfismo 
.. - . . . ... ,. .:·.····· .. 

h : u --t U', donde j):eJ!. ¿-:·11.i, es· vecinélaª de p y U'~ Rr; !l~iérto: . 

Definimos/~• : éR•!(lí)~ E:~MC/~~ 1 (V))corl1o h*Í(x) == J ·~li(x).·donde ·· 
1/ e U, y su inversa estlÍ.dad~~6r:(~-i)•g(y) ·=·g ~)i- 1 (i). Notamos que: 

(h-1)*(h* J(x)) = cii~ 1 )*(j o h(xÚ' 
- - • • ~ '. < '. ' •• '. -, • ;-~ ,: -': ' ' 

= (h~,l)*(J(y)) 
=fo h:...1 (y) 

=J(x) 

h*((h-1)*g(y)) == h*(goh-1 (y)) 

. =:li*(g(i))' . 

= go h(y) 

=g(y) ·,-·· 
, ~:~t. '.-~ ' ' ~ ·>i.'; -~/:-~; ~·.· 
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las derivaciones 

h. : Tp(M) ~ 7/i(pJ(IR") 

r}t._toi¡,H 

De aquí se puede demostrar que 0~J ·son derivaciones de CJRn,h(p) para 

j = 1, 2, ... , n y el conjunta { 0~1 , 8~2 , • •• º~"} es una base de 11.(P) (IR") (ver 

[War83]), entonces i,,(p)(JR~J es\ln espacio vectorial de dimensión n sobre IR 

para cada p E M; .· Ah~rá,. s~~ong~inos que f. : M -~. N es llna función 
. . . 

diferenciable, entonces hay una aplicación ¡}atura! 

, •·' ~-~· 

definida po~ el sigüiente: diagrái~~',;i_< ' 

. C ~M;~·~}i~'.D,) 
: .. :.<¡;,•· . ::· ·. · .. " 

donde Dp E Tp(M); yJ• es.Aefi~!cl"i··~~~logam~nte a h'. Construyamos 

ahora el ház ·tangente a ?M,;• Se~;~;i'.~f ·;~:¡: ·f < 
.::·'. ;~.-,~.:i>;,::_- .. 

: .. ' ~. '· . . · :·. <.:.I.~~~~v·pg Tp(!vf) ··!t; 

'C._\··:·. h 

y definimos 7T: T(M) :¿ ÚpJ~'.11"(v) =psi v E Tp(M). Sea{(U0 , h0 )} u~ 
atlas para M, y~~~·f·(lla) =::';d,í(z!1>,:s1lpongamos quev E Tp{M) e T(il0 ), 

. .. . . '. - .•.• : ··¡ . - • ~ • 
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donde t!.i Eé'M(U0 ); Definimos 

1/J~ : T(U
0

) ·~ U0 X Rn 

como ¡/;0 (v) = (p, f,j(p), ... , t:,,.(p)). 

Sea (p, x 1, ••• ; x~) E U0 x R", entonc~s existe v E T(Ua)tal q!le i(v) =p. 

Si ~ E 'Tp(l'i~!). tal que ?flo(v) = (p, o,.;.' ,o),· ~rit'orfce~\;(p): = o pa;~ 
i = 1, ... , n, por lo tanto dh0 ,v(v) = o:. ~~i,ó'ci1~~.:;"er1.~h· iso~~r~s111o de 

cspácios yecforialés, -ento1~·ces . .,µf:/;es. Gi~'e~tiv~:~-'. ·'.<·. 
,:;.( - ,·~~;,: 

Ahora; sea ·· : '' C. ,, ,,, '· ~'.(::' · · 

.. ·. ~~ ;'1',;(U~);~'{1Jf'.~·,~;.·#'iRn 
·".'·.· u<t ;_~~:~, .. ·r~·/.:\:,:;i:~·\;?.<i ,:·.-~:f~i~·:.,,: -._? •, \.:\ .. ~· .. <<J. 

la composición, que. es ~obre, Y .. comó 'l/J;, es iliy~cÚ\;a, e.ntonces ¡/Jg es inyectiva, 
•' J.~·-~·:~: :~.;~:.::.<f:::::-. ;~:;:-.: . _'/'·)'J .. -, ·;:_"''•:·;·!,:'-:7~~\i :-~~:~.::.:.~:." :.·:/ -· ·,:, ::·> ::'., ~ ·. ', _'·/·: "::) ,' . --, ·. -

porlo tanto ¡/Jg es,un iso~orfisinó;<: L / ,,, 

. Defi~¡~~s l~ ~~ric;~~~~ d~'.~i~\i~l~ión · .. 
•:.1- _,,.·. < »i.c;: ,-_ 

g~p: Upn u~·~ GL(n/R)' 

por g0 p(p) ~ ¡/Jf, o (1/i~)~I : ~n: ___ (]R~{e~l6nces {(U0 , ¡/J0 )} son las trivializa-
,'·' >i .. ·.··.:>. ·:: f"J «=.'-· . .;.:(. i/j,_~:-·\~: . .;-i-:~ ~;: .i.:··: : ·.~·;/,.:;~,,,,._:.:·.L.·: .. .:'";-,.,_ ;,:..- ·:~ .. ::, .. . / ·.·:.'. <·····~ ~· ~-·-· , . .- · ·~ ;-, ~ .. ·; : 

ciones locales.· Ahora.','para'dar·úna topó!Ogfa'a T(M); definimos U e T(M) 
_ '. - ·~ . ·.'.:-.:; ·.: .. ~ ,.~_-.. ~:'."-"'.;~-:\;/--' :,-..... : ... :s-~<·::.:i~-:=~'>>'S::~.¡::~;,v.~,-~:;~~;,'.~~:-¿_~~-;y;·;·~--:~.-~.:,-._:-:~-;·'-·':·j.;:;<:-~: .>.::;/:;·::.'" _-:.\-~ 1 : .. - ._-_.·_ 
abierto si y sólo si ¡/J;,.(U n'.f(U~))e81.abiérfoeri UC:'x,JR~·para cada o; lo cual 

'"''"' ia ;;té Y:·t~'!)i~·~'.c:~ ~~·i~:~~~t~¡~;~c ~\'';;; ·:.. .. . .. 
'i/Jo º.tPi1

: ([!.; í'.') U¡j)',x'.JR"."¿,_(U,; n Up) ')( R" 

_ . ·.::- -.. · --.. :->·.\: :·::_::::'.~-:;Li/~:-~~;·_>/;,:.:::)~':, .. ;,_ ~~;.;~;,_\·~<?}~:,!'.-,:t;~:~z:~;,:~~;::i~\.~~-~·:_1 _: __ ,;··~~- ~ ~:-:. ~-- ·!, ·/· · .·_-

es un. difeoinorfismO cuan'éútU~n'u/i: ;t,;y ~orno lií:!i'iu'.iiCi~~~~ 'cíe' hánsicióri - - ------ -.. ' .· - - ~" - . ·, -- -- - . - - --
son difeonrnrfi;nios, cJ:ltonceS, podeil{os dar uná estructura. diferencial ble a, 

•. -·;. r;·~,,,~_,_.·•~"-:-·•·'~··· .!·:··:·: ,.,,-_ . .. ,,;_:'.'" ··'\' ,_. . 

T(M):·•· 
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Definición I.2.5) sei.71"·: B~ X uri h~z v~ctb~iar'de,;tip6s y u e, .X tÍn 
••.. ' "'' -· .: __ i..•,l- . ,, .. ' .- . .·• 

conjunto abierto. E~tÓnces .. la~estriCdónde··É.a:Uesel.haz d~.tipo S · 
-:/;:~~-r:ip:· ::'.\_·~-...-~';'· ···'·' .:. :.';:.: .. ;.· ;,,.·< - ~ '·' . 

.--. · .... ;._. ~:·;.' __ ~_,,:·:,:: <·,::.·:í·"~}·~·=t:_~.'~)~ ··. :-··. 
. 7rl".:.:1CUJ: -n:",7 .. (l:.[) ~.Y 

.. <'.···· .. (.-~. ::· <·:.. ·~·,·,> .. ;_- ::,~' / .·_ 
y se denotaElu· ··}·' ·~~\ " '· · ·· 

DefinicÍÓ~'ié;'~;.~ci;~i_~·~fil~.i~~~·.xh~:fb~i~·í'es de ·¡ipo s sobre X. Entonces 

un /ÍomomÓrfismo Íle./ia'ces de''tij)óS; 
.. ', ~ ·. 

es uri 1~orfismo de.Úp~:S. de l¿s. éspacios. to~ales que preserva .las ~bras y. es 

lineal en J( ~obre ~ad~ uíi¡ Ció ellas; es decir, f conmuta' con.laS pr~yecciones 
. - , , .. ·,·.· ,· ,. '· ... · - . - ·:-- . . .. 

y esún homomorfismo'lineal sobrn J< cu~ndo se restrin~e a las fibras. Un 

::::z~€if i;;lt~~~¡;;::: ,~·~~1~~7~~I~f tr!*~.,/F:,;.:: 
Definición•1;2;1.';Uria secéión de.tip'o Sde'tinhaz~de.tipo'S,E·....;.;..+ X, es 

. . ' {' - ···¡1,.<'>·'·'·'"· :_,1· .:'',. ,.. '. ·,»· .. - ._ .,. .... ;:..·,.-, ,··-: .. ·-.• ... :·: . '"" .· .'·'- -·. . ' .. 

un mo. ~~sm···.-.·º .. r'.0d;~.'., .. :'~,·.·····.··.'·f·.·.·.?'.'s ...... '.•;·:.•-,.-.·~.·.·.:··.:::·."·X:···.i····.:.·.·.·.· ... ·.'.·~.-.•. ·.~.·.:.·.~,--+.:.l.·.\.,:····;···'··.7r.-.~ ... ~.:,,·.·.'.:·'.·_·······'.·º··.'E ... ·-.·.·.·.··.·.s.':._··t:~=.l.·.;1 .. ~~.i.·,.;;;!·'·'.·· ··· .. : .. ; . .. · . .. ·. .. ·. 
::\r.: ~ (:.~~:;1,; "j ;,~~1~~:;::.'.";!k~': ~:;~·.;,: -.' : • ' H ~ , • .;;;;\<<~'.-~! 0 )-, "t ),~ • 

donde ldx.es laidentidad·.en::X;'es deé:ir,s lleva a un punto en'X a su-fibra 
. , " ' ·'<,: .. <i\'.1.c'~~~~!>_'.1;.1:'.?~:.:=.:}l~;~/:~§';~_\'.r_)·iS;.::~}~-~~/:/{·;:"-~--~_-.:_.:-:'f:_~''·\·:·;-~.:._-.I_; _.:,;--\:Y\~·· ~-''.:'.{!. \J.t·:::. :· :~:(-~.<-?.>·:"°" .·<·:-·~ ·.~_:-" 

en E. Denótamcis'~ fi.\S)iéc~ion~s;de)ipoS'de,<~ .sobre. X collio §(X, E). 

S(U, E) de1;ot~~á ~\~~de~~¡~~~~ .de ~ip~ s' de Eu sobr~ U ~ ·~, .en
1 

·o~r!U> 
palabras, S(U, E) = S(U, Elu). 

1.3 Variedades Casi Complejas 

Sea V un espacio vectorial real de dimensión finita, y supongamos que J : 

V --+ V es un isomorfismo tal que J 2 = - l d. A tal J se le llama una 
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.. estructura· cornpt~ja :~~b~~ v :~: sei~ v.~\1 dados ~on .1a ·propiedad anterior; 
'• ·.-. : '., ··. ·. -· ,·., _:,·, :'.·,·-,· ... - ·.·. , ... -. . . 

definimos·· 

.· (a~.ifJ~é:~i~{f~{~;;~·f~fJ ~IR. 
Si u,v e V ya+i(3, a+ibeC, ei'itCÍnces:"'.:: 

l. 

2. 

(a+ i(3)(u + v) ;.:., a(u+v)+(3J(u + v) · 

,,,;, aú '-Va.V+: '(3Ju+ (3Jv 

;j,·. (au'¡~Jü)+·c~V~f3J;;) 
= ca+ i.B)~·+w +i'~)~ ': 

í _-, - ·;:::'·:~ :1.· ;-,~-- .·, ,. ,' - '-

((a+ i{J)(a + ib))u =:= ((aá :2 b~) +,i(d{3+b~))u 

.. ~ (~a -L~~!º~:~~f dt0:.~R?J~~ 
= aau.7,b{Ju +·af3Ju +..baJu ·· 

-~ ~~ '~ . :~ _:- (~::. -: ·:~/~·/:'?• .~f::_~\~·---~;~;( ,-: ~:~~?:~· ;"'. t<'· _·. \, 
= a(au+ bJu)+:f3(a~ú v;.:bu) 
, . -:,,.,:,,':!~ ::_,,,-.·~--\~·::::::;:\-,>?::~; ... >):/.~--~,~~ .. ~ ", 

.. = a(au+·_b.]'~);1;,,B_J;(a~+bJu) 
.. - .: .. : ~·:<:\: }·t~?1!:~1:1~~-~::~~~Y-~~~:1~·-.. ·,:. <· -.. 

= (a+i.B)(iiu'±'bJu) ':< ··.· 

. ;;·<J·-+:::~g)(W~$~1i)¡Hf i;.·~'J.)>;· ···· ¡ ; .. · 

·•·· ,,,;;._,, •' ~L\ti•'.1i1;.~d~;~:jj~,:·~~i[ft:~.;;·,J/f¡;,i}1 ~'., ·.··• . 
Entonces hemos. definido, \uüi:'..multiplié:aciói(por escalares complejos en . -·· .... · ... -·.; _,;.: ~ :: .. -:_:. > <-j: :::_:.:_;· ... : .. <~·.-:.::.<..:-:-·,\~, .. -/·~··.·\~:').f,:r.;::r~!;~!::,'.1:.:;::~r-:~::-~:;:;{·->~>,, ~:~:' ·:_'·, .. ·._ ,._" .-. :.:·: . ~ 

V,· por'lo .tanto:Ves·.un'espacio'•ve'ctorial sóJjre'C'~:De•modo'converso,·sea. 

v".~n, .. e~p~c.i? ... vec~,~~l~!;,;~~r..f.~~~~;:1,~}~.~~~~~·;~f~~~·~:6~'J?,(;):.-~i(Í~:·····i~~· 
fJ =: {V¡.;: v,.;} es, una,ba:Se cie v; y,:v e,Y,·'enfoíices,v, =:=: L:;a;Jij ;:cori,,a ::e, e 

_, .• , ... _- ... ·-··- ,1-·>': ::-.' ... J.•.·,.;.._ ... ,,. _ _, .. , '-:'~'l .. -'.1.?: .. ~.·:_1~!~_~'.'.~-:1>,:~:·°"\·.~i;:=!.·': .. ··'.·; ··':.~··.·-:r~.1 .. ;·· • · 

---------
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para j = 1, 2, ... 1 n.foi~sidereIIlÓS ei'COJljU~tO',-y• .. =:'{v¡,; .,,. Vn 1 iV¡ 1 , •• 1 ivn} 

~~:~~· .~~~ ]I.~tif Ji'i~~¡~:~0:t b~iv;) .· 

'·'":h=·~::,}:;fü1f ;:!~~~:~~:7¿ 1i:f &:~·~:~it,tt.~ ~·:::): ~: 
porlo que Cada a:i.t ~bj=i'.= O í:io; lo t1:1:n,to ái = bf= o.· D~Jo ;¡_nterior tenéínos 

que 1~s un. dol1jurit~ Ün~~lmeute independient~, 'y ;oi consiguimite, e~ tina ' ' -'_:: s. ¡ - -~· '. -~- :; ,. ¡. ' ._ • '' , ' .• , ; 

base de V vistó comó espacio vectoi-ial real. 

Por otro !~do,!~¡:~' Ei'V y' nos fija·;~1os en el eleme_nto _;_iv E V, tenemos 

que J(-iv),'= v, por lo t~nto J es sobre;y si O:, f3 E IR, y v 1 , v2 E Yvemos 

que J(av1 + ~~2)·~ ¿j(vi), + f3J(v2). 
, ~~;~~~~i~-IZ~\~º~-~:~: .. :~, .. ·---~ 

Ejempfo{i.~.i'.'(Seací-7({(Z'1; ... ,zn)lzi E C,j = 1, ... ,n}, con zi = 
.':·./:.,:·, • .:s:,~~(i,::1·~~:,L' ;~,/;~~~;[~/' ,·:"; ·1,~,';:·~,;:~'\:.:.: : .. ~-': .' :- <' ' ,- ,.· ,' ' • , , .:, ' 

a;+ ibj; ci<ind~:aj·;' bje' !Ri' e'nfoúces, a cada Z = (z1 1 ... 1 Zn) E en lo podemos 

identifi6~i-%c;~'f(grr:¡,~~~f['.-%;~a~\;b'~). e a2n ~"Si mu!Úplicamos a_ z E en por el 
. esc~lari. ~Jii~~JJ¡;i~.,~~¡;:;}:t,;\.:;~-¡';~ :.:·•. 

•.· . '•;,,,¡.)1;;;,,·&~ii\~¿:'.;_;,, ,;,_,_ <.v.;< . .. , · .. _.' . , 
iz= i(z1;. ~: ;»~~):~ i(aif {b¡;-..;, a~+ibn) ~ (ia¡,:-:--:b¡, ... ,_ian; -bn) 

' ~ . . : ~::; ~ .. :: ~ ,:> _.-: :~~ .:'·.:'.i~~J ;:'.'.; ·~~~~~. \··.:::0.1~'. ;.:~.'.-~~··_. ~-_\::•,_ ~{.·;~-:-::~ .. --.,>~ ~- · .. ~.':,~·:· _. ~:: ,, ~ ; ·> .. 
lo cual. iriducé ._ üná aplicación 'j,: JR2.n ~;R2.ri~ dada pór, 

· , .z~~~~;~~tt~~~l~~~~~~:t~~.,; t~·~i~1r ..... . 
y vemos que J~ = 7 Id, ést~,es la' •estPLdura;cornpléj~ cariónica de R2~. 

Ejemplo 1.3.; .. ·~e~:~(~,·;9df¡.{~aS~~~l¿~i~~~~~~·~.~~t~-·:~,·i~-~;f;-·sea•Ti(X) 
el espacio tangente coll1p!ejo~a (f, V,Y)!~~ x: ºen'.otáni'ós'po'r'(Xo;é'x~) a la 
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variedad difcr~nci~lble s~byacentc de, (X, O,\;); es decir, induce un~ estructu-
- . i • ' - • • -· , ~' " , . ,- . . ·. : • • ' . ' " .. ,·. ·' > ' -

radifcrenciábÍe, Cu el espacio·. topplógi,co<x; :Y:;.sci~ T.,(Xci) ,el ·~spacio ta~gerit~ 
.. ; ,. ~· ,. , ' ,. ,_ ' - ·. , •' .,: . ·'·. . ,- . ' . ,. . ·, . . , 

real a Xo e11,i .. :.';: 1 .i~Fi· ,;}.J/,':'.~r)~::,,.;1':;-{,,'\'''A~<:·).'. .. . ::;;'..,i·,\f'e, ,~,· ' . · "· <"·' 

Sea (h,U) \111 sisfcima cOord~nado holo1norfo· tal. que,·:~. ~- U.0,Enton

ces h(x) .::::, (z1 (x),; :::·:,zn(:i;,)).~;:,:(ci1(:i;) i~.'.ib1(x),';·, ;.,a;,:(~{+ i~,.(~)),:<l~nde 
ai(x), bi(x) É IR; deffoim6~ h ;,u.(-~~~.JR.~n'.po~. :•:•• {fe; ,;,r · .. , 

. h(~) = (a1 (x),bi (x). ... ,a,,(x), bn(x)f ,-

y como (h, U) es l1n sistema )1oloiúorfo, eiitonces ªi• bi son funciones analíti-

cas reales, en partlcu)ar, SOi~ difcrenciab)es, p01: )oque (h,'U)~s un sistema 

coordm;ado difcrcnci~ble para X0 en x. 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer qÚ!l h(i) := O, y cón~idera
mos los espacios tangentes T0 (Cn) y T0 (IR2"), dondeJté•~ ti~~~' la est~uctura 
compleja canónica. Si { 8~ , • • • 8~ } es uná base 1~a'.~~-;0 (C')y·sabemos que 

1 11 ,._' - .:..~'>.-- ·_·.:,.·,_:-:''./-· __ ' - -. --

/: = ~(/.-i 8~.),entonces{ 8~ , 8~ ,:· • .'0~ : 0:}.ci~~Üa''b~ÓparaT0 (R2n), 
z1_ XJ J°" 1 c:i.t" ~ . n n~:::/-'.-.:.~~._,;.;: ... J-()···_~:· :. .., 

además To(Cn)--=+ en, To(R2")--=+ R2ny en ~'.R2~·;:s7an a,r y 'ljJ tales 

isomorfismos, entonces la composición a.o 'ljJ o r-1 ~ ..y·::T0 (C;.) ----+ T0 (R2n) 
: ;, ,·, - . •. 

es un isomorfismo. De aquí tenemos que J0 ;,,. r- 1 oJ0.o1fJ.oa,·es la estructura 

compleja de T0 (IR2n) inducida por J0 ,.que es la estrucuúa c;ompleja canónica 
• - , • •• • ; ·;', ,,,· •• _ .''-.' :. ' •• _, '·, o - • ,, -

de IR.2n. Nos falta demostrar que dicha estructura ~~~~leja es independiente 
) ·_ ."''' - -- ".· - ,.. i .. ,,_""-·.· ).' 'l\·<~·:;.1;_<, ~?~·~ ·, -: 

del sistema coordenado que se escoja. Sea'(h', V);otro 'sistéma coordenado 
- , '_,_.,,-,,v; / .::: . . . ..,_"·-- __ :--·-::·~>>.-f.·_·:~F·.-.·~:"f~\:·.--·: .. f;::· . .c]·~-- ~ __ ,._ ,_ 

- como el anterior;, coil,,h' : V ~ V' e en, entonces· consid~ramos un biho-

lomorfismo' f ;\U'~~ V;!. tal que /(9t :;=.o\ SJ d_ehc:>t~~ósJ(z) = .w y.lo 

MC:~~:::~?1f ~5~1:;.:g~it$:;~t~J~:jti;:,:;;,;:, x., y.))··. 
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con a, f3 = 1, ... , n; y· como f es holomorfa, entonces 

La matriz ~~é:Íaclá a J tiene la forma de una matriz de 2n x 2n, con 
: - •• ~ ;"'.·. ( : ,¡_ ( •• -

bloques de 2 x 2 d~ laJorma 
--. '"·-· _,,_ . 

(,~ .. · ... ~l.) 
sobre la diag~nál y ce~ó f~era'..~e;iellá;;enionces 

(f ¿•)(~;' ~ ) ( ~ -: ) 
( ;:· ··:) ( ~ -1) = (: -: ) 

Oyp Oyp 0 Oyp Oyp 

Por lo tanto la estructura compleja inducida en Tx(Xo) es la misma para 

cada sistema de coordenadas en x. 
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: .· Sea'lf tu( esp'ach)'~'e8i6ri~1.;~al COff~~tructuracompleja J,· y consideramos 

al é~~~c~o v,~i~; if'cOrhp:LÚifl,c~ción,CÍ~\l?:'\fhrios adte'riorIJÍente que J sólo 

es lineal en á y q~er~m.~s ext~ri<lerlé a~ sobre v®.~ c. de·!~ siguiente manera: 

~ . dada por' . . 

Í(v ®a):= J(v)~'ai;< v EV, a E C 
., t OA~ "-";..."/ "· .,,{:.:·;. 

l. J(v ®· (z +'w))= ,.T(v)®(z:-f~j ~ J(v) ® z + J(y) ® w 

2, J(v®,~z)·~ J(v~:® (Az;~~(J{:)~~'z;'. • . · ... ·· . · .. · 

.: --;.. ~ ~ ' ' ¡, "•,1 ) • ' ~' .• :: ' ' ,'~ '.,. \.:. 

por lo. tanto J es lineal sobre C;.e,ritonc~s>o~ la_ bro¡)i~dad del producto 

tensorial, también ~s lineal ~n 'y~~.·~;~:.::;;~' '·,{: ·;~.'¿};., <?' ;: , .... ·,,, : . .• . 
De hecho, .f2(v ®a) = J2(v) ~·a:;::::.:¿y,~ c(7,:-·)(ú® a),pqr.lotanto 

~::;:: 71;:·:11~ .:-s~:,~;r~:i;R~:~~tii.::~~,~~~~:~ 
escalares). E C tales que J(v ®.z) ==•>.(v ® z)¡ .· · ·· · ' · ··· 

· : ·:. · ;·,.-. ·' ·:·:<-:./--;/: ·: . .-:~ . .--<-..:}: --.~:r::_;i;~.0.:I:·,:/: .;'.; ;.,:-:.:'. ~<Z-'. ~--~,.:··. _,;/~~t:'-·.<<:1\~.~·:: •• ~·" > ,, . 

J5(v 0·:zr=·-\(v''~'if}i;j,icJ'(t ~'z)):~ 14 (X(v'®'z))':Ei,\.hcv:~;z). ·· 
, . ·- ".,.· ; "·~': : :: :;~- .~:.' __ ... . ··:" . ' -· - ·- •·." - . . '" ' '~ ' ' - -· ',_ . 

y··· COillO tra~ajamcis ··~qJ:>r~){;;'j'.~al:>~~é>S,é qÍle: ~i~z;rE"!C,c C~n;parte. imaginaria 

distiIIt~ ·de c~ré>~:~5i~aÍ~\j~f~~;,~~li~~·~ib'~ol1.~ó,~fici~nt~~ e~i C;: entonces su 

''·· 
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conjugado tmnbién lo es, porlo,tanto. i;~j:;i ~on,yalpr~s í>ropiosde'.J:; Ahora, si 

;::: .i~::::~ ~r:~1[f º1:~~1v:1~tlr;i2i~f tlf ';f i2;r1·~j~ºn.~e~.det< ~ 21 
d) .. ~. º·· 

SeaV1•º e!espaci~ c~rresponditmt~ ~l ~~l~r p~opio i, y Vº•1 el correspon

d_ieilte a-i; AIIlbos son subespaci~s·d~V~~C.; Si (u®z1) E V 1•º y (v®z2 ) E 

\1"º•1 son, tales que J(u®zi) = J(v@Z2) entonces i(u®z¡) = -i(v®z2), por, 

lo que -:-(u® z1) = (v ® z2), lo que implica (u® z1) + (v ® z2 ) =O, como J 

es isomorfismo O= J(O) = J((u ® zj) + (v ® z2)) = J(u ® z1)+{(~® z2 ) ;= 

z(uC8Íz1)-i(u®z1) =i(u®~;)+i(u®z1) = 2i(u®-~\j,pJ~:¡¿.t~nto 
··2."·.' 

(u@' z¡) .=:= ('lJ ® z2 ) = O, entonces \1:1•º nYº•1 =:'.·.O. 

_ CoÚ1ÓV~:º,Yº• 1 son subespacios de V ®JR C, supóngámdil qu'é~V·®JR C= 
'·;:, ::::·<.·>,-> .<~\)<· -.. ::_.::,,:-,_·<· _., . ,. . . . . ';- .~· ,·., :··1 ';\·;,.;;_:·-::~:,,-_.'.\;;~;-?-"-'..,:~ ; __ .'¿:·\".• :< .. . ·,. 

· V 1·ºffiVº•1EBW, coli Wotro subespacio deV®iRC talqlle'.'W(l(V1.•ºE!Wº:1 ) = 
:.. -. . - -~-'_;_-_ _.. ""<>. --. :::.· . ..- ., ' . __ -· -' ' _-: . / -. :. ·:~·:·. 4 ·\._:::;··.~-~\~~:.~·5;:;, ... --~.~"':.:·-:y'<:'. : ",: .. -_ ' _.-- ·_. 

Q; Cómo fes un isomorfismo, entonces JW1 •0.)~;;::V 1NJ(V,0!~) ~:Vº•1'y 
-~ ~ -. ,.,,' -~ - _' ;/ ~ ,. -.'.~-=: ·:';.·-.~;.- ~ . \ ·,.. ':; . · ·. _ ·. <' ---~~-_;• ·.' ·'._'._:,.;".-_:~-:'< .·~~}iJ~~.:.:.~~:~\.:.::)j-r···"{'..,._>,:.;:,\\.:';:,; ·:r~• ··.··,?.:> -, 
J(W) ~ w;)'Si COI1Sideramos J¡,J : w ~ Wi J'liV.,~ófü~~~~·t~.ne,f'valdres 
"~ ... ~ .• ·'.! :'::-.-~::-._._-'":· :_.,."/,;·:;~.~:::E:-/·_~ .Y01 ~-; : . ._, -:; -... · .- : · : <': :. ~.': -<-< i -~~;::,),~-~·,;d~7··.:i~;r1.!.~·:~·~:;·~·;i~:.í,:~~~·;::-~:;f-¡;:·-. ;í~-'~.L:, <~-~:;- ·, · -~'.:~ 
prop1os;·yaque ·los ,umcos valores de.este. tipo_parar!,,;son.i,·,.-i;:pero como 
· .. :~~:~ :~;; ~-~ _(·;·<s;·.-,<:, :·.-; · :·.=:<\·, ).,.,.;'. r-·· -.··.- .. : ; .... . .;~::.-v·-: <->:(.¿(:.:.;,_~-r~,...:~~{~J~:í:;~(:1;~;:;?f~J,: :1iJ~:~\\-~~~:):.,.~/ -~- .~·~, ·:,~ . ~ 
trabajamos ·sobre IC,. sabemos ,que· to.do polinbm10: tiene;:aLmenos. una ra1z, 

·.: ·. ~: -(: . . ·~ .>. ·;_:_:·,_~.--·_, '.··::-: __ .. ·::;,; ·~ ;_-; ~-; . /:~· ._-·: :':;;:;._~_·;-~/;: ,:;.·:~·-_\,-~----~-~~~~/ir~i\('.1:N~-:,::.;:;~~,.x:Y4·)·.:: .. :: -~~·,-.: ::<· .. _.. _ .. :.-·= 

y en .Partkµlar, el p0Hn9Il1io car-ac.t.erístiC~Ae,::JlfJi~ñrtaices<listint'áS de 

i, -:~:n~~:.~;;¡~J~lil!if í~!t~i:fu:~Ma " E V, 

z E c. Ahora, si'v®z ~V~·º;.(lntoné~~ .. v,®,-z;,~·vj.~,z'.~,J(v®z) = i(v®z) = 

v ® iz, por \º que:r ~}~ .,~,i::~:·SY,~~~f\~{1~~~;~;'~?}~,:y0~i, por lo tanto la 
conjugación en V®JR Cdefine.unHsomorfismo:;VS~.? Vº•1• 

Denotamos·por>VJ.aLes~~riio:~~ct8'~i~lr¿o'~·~i~jobbtenido de V a través 

de J, dados al:principl~ de la-se~c\~~.i S~~;,cP ::'.VJ .~ V ®IR IC, dada por 

- ------ --------------------
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~(v) 7.v ®.1,;:~(v) ~.i •. ,~nt6,11c.e~:;cptv j:,u) = (v +u)®, 1 e- ~(v + u).®i = 

v ®, 1,+,'u~,1 ~>{ki.©\,7:'.J(~).~i =. ~(v)+cp(u) y. ~(zv) =cp((af,i¡j)v),= 

~(avJ~~y) ~#;~'#f'.~yj~:.;.~v®ia+v®·ifj = v®(a~if1)f J.V.®(/3-:ia) = 
v ® z-::-::Jv'® i(~+.i¡j)';ff;1!\~~.- Jv ® iz = z(v ® 1)- z(Jv.®i) = Zi,o(V.), por 

Jo tanto ·~es lineal s6bre C. Ahora, J(v ® 1 - Jv ® i) = Jv.® l +.v.® i = 
.: · ';" .. ~.t:: :-.'; ~(,,.;.:¿. - -:.~{·;-.-.·.~·~··.·-- ,'{-:~,- ,:. ·_;- · . , .·· -. ,. ·><~ ... r::··L·:-~·~:~·-."/·-y: ,_· -· ~_, . 

i(Jv ® (,.::i) +v ® 1)";. i(v ® 1 - Jv ® i), por lo qué r,O(VJ)·~ V 1·º. Nos 

'falta~!~ ve~ qu~ ;p : V}~ V1•º es ~piiri~rfi~mÓ, ¡;~;~ ~üb'~~~i~ ®.z E V1•º 
tal que_ Jul ® z == w ®iz si .y sólo'sP-Jili ®iz 1~=.·uf~{i;;'entonce~ s~a 

v·= ·~w = ~(aw + ¡3Jw). lo que<i'.11púca:~®.i:--xt'~:i:.SI~~~~®á.+jw·® 
¡3 - Jw ® ia + w ® i¡3) == Hw ®'.z!+·;Jw,® iz):== w,®,\i:yPor;lo tanta:;;; es 

~i:o;~~~0~o. Y: sabeill·:;.'.~~·~····d~~:cB.:~:.?f~c~~~·\é'<fü:•1froj.que·t~¡e~~s . 
, _,,.·· -"'-'< ~-:/:·/·., ~-- >. :/~:-~·_ .. ·;,~~~~'.~~i~Ii~)~;;l:~:~t:i~~;::·i'..'. :~~\ .. :Jf /~:;,.:_:~:-~:!~~:-,};~:1:~~llf~{f:.dhY~---, ,::<·:;-·:, .. 

Denotamos ·a '·Y· ®JR .C'como Ye f con~i~eramos Jas ;Algebras '.exteriores 

A;4~¡·~r.f ~~~1f i~i~4íi~~~i~ii~~~~~rJ:'I~ ',··· ., 
. . •• Sea·/\P·~V;es subespac1ó de'/\Vé:generado por.Jos elementos de la forma 

.. _ ._ .. "',_ :·, .. · !-';~·:.: ,~?:~.:-~~::.-~--~_:- .--'.~~\~-:~~,-~'.;:~,4~~--~·~~~r/i~-~~~{_i)~y;,_,~',, :·f'ff~x¡:- .. ~>.~:::~;J:-~1:,_~;/~,-~<;~~~t· :r·.:.::·>".: ::'f ·-:-~- ~ ; >·: <.-, , ~ _ ·:· 
u /\ w, doridé',ite, /\"V1~~.;~ ~!'E'(~~l'.º,!1,; (:~Ill9 ¡\ye;. es üri álgebra exterior, lo 

- .,,_ 

.;:,:·r. .•· 

'' ;· .. ~ ".-. ~ .:-· . ., 

Definición 1.3.3: St1~ • 
· : :,-..... ,~~.-:~.·:¿·::_~~~~:: .. \·:ft'.:::¡·~~:~~::'._-~:~?!i'/ r:~·:.:;;;· .. 71¿· ... ·.:~ .. -~;···.~--<·- ... :.._ · ·,: __ ,.-··:-:- ~ ---.~ ._/::, «: .. · 'i;" . : -_._. 

pongamos que . .J. es úii isomorfi~mó_!difere,ni:iable de"·liac'es~'védoriafos". J . : . 
• ' - '·' ··. - ;·\,',;'°i' . - " . ." ·,._..,;/· ~ "" ·,I "'. 0_• •. ·.~ •• • "· .. ·'- •• · •-. '·•. '· ·..• ', 

T(X) -->- T(X) tal C}Íi~ ;]~~: T.,(X),'~\.r.,(_.r).•.~s 'íina ~sfru~fof'i{' C:ompleja 
.. -_," -: ... . ',-': ~-, " .. -'~f.' .. : :· ..... :- -· - .:1-.,._. . . • ,. . . '.: '. . . ' 
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para .Tx(X); es decir, J2 :d -.l,:·cici~de'.f:·~i CJ'i~cimo~fis~o ideÍltidad ~n el 

::::::~~~!:rZ~~~~~J~~if t~f %~~~~~,~rrtc 
Proposición 1.3.4'. Una variecladcOmpleja X,, incluceúnaútructura casi 

compleja .~n·.s~ ~~rieda~ · difére~{az.,;~'.~bJ~c~~~i:}.[;:~J;'. .•. ';,,;\;~,:.·~·u;.·,.:.:)··~. ·:,!'.c .. · · .. 

Demostración .. Vimos ant(lriorlli~?fe.~y;~ ¡).~!~-~~~~.~;'~~fü~~;~§;X/h~~una es-
tructura compleja inducida sobre T,:(X0);id6riaeXó és'la'~·áriédád diferencial 

'"byª""w d• x. F•1:: ª~::;;~~~1/¡&Y~:~'.e;,0'!.:· . ·· 
~ u~~: •r:.~~)d~: ~:.:: ;~:(4c~~i~J~~~Iri~~((ki~1,~a f E .U; 

por el ejemplo 1.2.4, obtenemos,la;'td\'.ializadón·lOcal para T(Xo)'sobre U 
;'; . _,' '.' ~ -~\'.'";\;1f't:.:?:.;;:,~~~i~·:n.:~~:· '.:):~."· :·.<.::':'..;:· ·. ·::~'.·, .. . :· .. '..· '·¡ ·. ·.; ' . 

como sigue: 7í : T(Xo) -:---:+ Xo est~;;d~!iaj16r •. 7rfr) :::, :i:·si v:.<:;]x(X0 ), 
' • - ' - • '>,, ""; li;_',;r/;f_,_~;¡ •';,- ~-:..:-~. J:;:! ~ 

T(U) = 7í-1(U) y 'l/J: T(U) ,~U x JR2~.-~stá dada por ·.· . 
~> -·.,, ''., .<, ! :~··: x;.:~}r;7·~1/.~tY:·~:~:~· .:t,~::~ ;~· ~-.~·~;.:~ . « 

. . . 'l/J(v) ~ (~.~l~~).7~f;?;Gf:~~t~~~l;i:~~;.~··.:~~~·; '· . . "···,· 
es biyectiva y preserva las fibras; ::entorices·¡;,.si '.I:'(Xolu) es Ja restricción de· 

. . ':.· ; .. ~~:·:;'.~. /:.'~·ii'{;~-:.:".;:\\~JS~:~~;~~{;~·:<,·~t.·r ~·!~\:·.·.:L;·,::. .< ... "(' .. · ;'.-:. ,¡, 
T(Xo) a U, es decir, 1íT(UJ T(VL'7-t'.:l:J}{.tcñ~fi,io~;q~~'.T(Xo)lu .~ U x 

JR2n (he:d) h( U) X JR2n, y ?C?y{.~~~w.~~:·'.~~~~(~~~~r.J~i~~l1<~~}8~~·Zi =;·Xi~ iyj 

las. coordenadas de .. h(U). ·~nt6ncés\1a·;apHcación"'JIJ; qüe es · 1á .estructura 

compleja •. d.er<~ºlu) .. in.d1isk1¡~·~~;$.i;~J.~A~~:~~~~~¡~_~füri.?j~ •. ~~n~ll~!'.;. ! ... de: 

R2
n, ~stá d~fi.11id11: co!116 , ) ~·4bi;c'.;<{[:~/:c\f)~d~1X!:fa1'i{ii(>'1~: .·. · < 

'•''.'Jiu~·~+ 8-ciJ·~ J{a;v;,,•:. 
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por lo qüe'pbde~Ós'~b~~i.d~i~~Já~!lÜ~~cióJ1' ·. 
:'.:>.\~;:_ -;;,.. :,·\:::,;;-.:~:;:~·-

:::,t:fa:~~~illi 11~1~~l~~~:~~·ooo~inMa " un~ 
Sea.Xü~i.~1iied~ddiferenciableÜdiménsiónm, seaT(X)c = T(X)®ni - .. > .· ,_:_: _,·: \":~ .. ~,,:·:::.:.~\~\:t::?·1_ :~'.'·:~r.'.{~-.-~"V,·Y-·--:>::.: '.<~::~ -_t.:~>~-~~->?, ..... ~..::·: _:'.. _...,. > ·-; ',:::;.,_· _,. .. _·.:t· >·:·:· .t , •'', - . . • 

Cy sea Tt.(X)c:ia:complexificadónd~l, hazc()tang~nte 2
• ~· '; . ··.·•··•. . .. · . . 

de·f!!~1f~~i~filf f~~f~:b:r~~~~c;i~~::~f·-'(~)c,y;d~iiot~.1~~~~ l~ s~pci?·~~~ 

,,, ',/{~ 5;,(<Y)~=~~t~/\¡T•(X)c) · 

A éste colljuntblb IIaúiaJ;i68Jasfor7,Íi'as:diférenciables de grado r con valo-
:: -- !:~,~;- ,·/·---:/:.:~:~-.:~~-'-,<'.-;<-~.:::~->~·-::.;e,:?:~·'.~.~/-~/::;-~:;~:,)-:·.':~:-;:·.:.-~<:/·.::-:-.~' :-.i,::~i . ., ;_·_:· ·-: ·_. -~:~ .. - . . -. 

res complejcissobre:X; srtenémos el Ó¡:ieradór diferencial exterior d :E7(X) -4 
. · ::· · ·~ :<:_::,? ·:-:·;:-.<.~-·:·.-.;·;~_r:~:,:.~;:.r<:: ·;z:~.,:~i/.:p~~\~ .. ~c:,\/1':;A~'.r: ~.~~J.-~·.-i :\,:~ '( · .... ;· ·: .·... - : · · 

t;r+l(X);. podemos extendeí:JQ:a/e~ (X)c; Y,. tenemos lá sucesión 
·- · ., ..... <of.c-~ .. ;.::;_.::/'-'·~~,~~:~)~~·.::\~ ·!J~::,~¿)~i1:'!-'?'7.'·i:1<, :: ..... , ·. · .. · · .. · 

·· 1:r.> , ",·\,~ex'>~· I4-~i~(~)/4t"-': :,~"e:m(x)C ~o 

do•:~~;{Ef l l~~-~~f~~f~~~~;~;~1J .• Ex,Md~m0• 
·Ja un isomorfismo élé!:laCésJ:quees lineal en Cy en cada fibrá tiene valores 
· . _ ·::_.·:·=.· ·~::- :::·: "~ '· '.:~: <~/:;:~, :~.¡i.:~. ~~\ .';2.D¡:;~~::,;:·:s:~-H~-?:J¿;~.~.1f:;~~-}~{¡~:¡~¡7:Ii~ ,f·{A~~'.~<:~;~): f;:: .- : _·. :.' · ; · ;- ._, •. . .. 
propios i y -i; Seaii:~f){) }.:~, eJ:liaz''áSó~iado'al ~val~r'i y T(X)º·1 ·el asociado 

a -; .• ·Defi~im~ 1;~; jm1!~i1~f l~~!~;;~r¡~ fib,M, como 

2Si para cada pe X,· lafibra.T;C~) Js~i'ci~ii.J(I:'Tp{M), entonces el espacio Tº(M) 
es lla~do el haz c~t~~9e'nt~:;J~ M "<'':;:.~). ·r:, .. · · · 
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-.. '•. - -- . . 
y, como en Ja contrucción. anterior', Q. es ,:'un isomorfismo,' de hecho. también 
tenemos que T(X); ~T(X)1;o_ . . .· '' . ' ' 

Sean T*(X) 1•º, 'r·(.X)?·1JÓs haces duales.' CÓnsiderafnos las álgebras ex

teriores .de ellos; t\T~ (X)c t\Tº (X) 1•º y /\T*(X)º• 1, y. como en la constr~cción 
' • ><- ,:- •• -'-•• "'·. ·-· • • ,_·_ "': ' ·¡·.··. . 'J.'.·. 

anterior tambié1i tenemo~ que , 
-: : ,- .. :.t<:··: ·::,· 

. T*(X)c = T*(X)1,o E9 T*(X)º•1 

;:::~r~~1;¡~¡~~~~~1~tr~w1.t~~r~&ti;.f t;f: 
complejos sobrc'x, y)o d~notamos ' , ' ' ' 

' -/~--- '•·' .. - .. ' 

ep,q(X) =é(X, /\p,qT~ (X)). 

•De heclló' t~Íieíri~scillé ' · ' 

.• . er(X)i::= b ,ep,q(X). 
· · · ptq=r 

Definición L3.5; SeaB.~::x:unhaz de tipo S de rango r, y sea U e X 

abierto. uri marco p'a;~;.~ sobre U;es ,un conjunto de r secciones de tipo 

S, f3 ={si, . . '.,'sr}, cbij~~}~~fv,B); t~Jes que f3 es una base para Ex, con 

X
,. ·e· ··u.'·'' ..... ~: . .','..;:· ·, ·,;,, ... !,,.;·. :, . 

..,,,._--

' .. ·.. ~:.~:;'J:~0'.·~~?'.i::ii]/~\~ 1 "+)•,\•,•:, ':' 
Sea,(U; H) .uná:tri".ializaeiónfocal, .entonces 

. ',-' ,_, :;. ,.:_:-:.J.:~~ .. :-·(\;·i'.';'-\·~;_~n~.;..-._._}'/'r ... _;, ·--!-":.': .\·~, .. 

,;:: :i·. ··.Ff:!'t:;:~\/')>.:\~·;:íh·rElu.~·Ú x·I<n 

Jo que inducé un ,ismn6rfis1n6 > 
'· '' 

h. : S(U~ Elu) ·~ S(U, U x Kn). 
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Consideremos las· ftu1cloií~~ ¿()·.~ v~la'~~s ~eC:toriale~ • · 
·'" :::-;_::: '. .>:··::~·' .... . ''; . :-/~,: 

.· éj : [! µ tr:~'~ijs~h\'2*~'.~'i ='1, .. ; 'n 
.-·; ·:·: ; :;':' :-','~ ~;-:: . -

.. : .... : : : . ;~:. ::~ ··x::.::,;~~{~~':"~ tt~~:;~~;~{kf ?:·.~·.'.-~:/_··:- ··).¿! ~!~:- ~:- .. ·:·:,:._ · 
dadas por ei(x) =; (x,O, .~'.·;','0/1~0(.2:'",0);'d,oridcél uno aparece en el lugar 

~:~~~~I~:~~;f if~~f íllf F::,~:;:::~~:~}¡~i:~ 
Sea.(X, J) una váriedad ·cas(C:c)mpleja:como·antes, y sea'{ ui1J. ·'.;, w;;} un . · 

.. • .., ·-.·.' :'.''", ::-:::> _:_;!!;_,~-·-:,»-;',;:)'.<.:-~·;{?:\;;/;(~\-._·: ,;:";".-:· . . ·.:_, .,;::: ·_.\; _';·_ .:::,,_;,.·~:,_~'.·~< :.::·:·.~ _<~:;.-... : . ' -
marco local sobre algún ahie~t<) u:cx;"fütra r·(-\'.') 1 ·~. entpn'ces';{Q(ii/1), .. ·;; Q(wn)} 

:_·::"> .,- ~: :;·· ;.,~·:. ,l·''. ;<}:<··.?:t"·,}~-::f,;'i:' ,:: ;)...:::.~:,:f.-:··. : "''·: ::·.:.· : ... :'i\.:j:;•y\{~''.·;:<" ::;·.'.:··: ,.>.·::·.- - . . ", ··:· . 
es un marco local para T~ (X)?•1 .i Sic'.ónsi1foramosal c'onj~iito { w1 l\'Q( wJ)} 

con 111 = P y IJI = q, .~~ ~ueii,'!lt:~.b~~;~~~.,~~,,l~~.~H~~?'I~~·~r_#~~a~v.qf~·(x), 
y entonces cualquier secci.óii ii,E·P,p!q(X}{puede.scr esC:rifa;·,enU, como•· 

.'.; ._' ,.. '.::__ •• _.-_,._-;·· .> •• ;-.:;.:··- ' •••• ;_;;""·- .. <~ --·" '·· _, · ......... '. - ' - :.\;,,-~·~, - :··,: :·, . 

donde a1J E c0 (U) y f!¡':;; p;:IJI== <J. 

De aquí tenemos que 

'-·.~· .-,~ .. :;:. ;· ' .~(-•: 

'ºº :.:.:~;;j;i;~S~~l~i~~f {~~{~.i~:,,ik~J '"b,"p~'º' ¡, ... ¡ , 
consideram~slos'oi)eradores;'p"f09ecC:i6n•7rp,q ;_f;~'~t::P.,q, COil p + q = r; 

En generai-;ie'.ti~~~?~~~{t~?ff~:/[::/:'.(fr"' :;~, . ..... .. . .. 

• < J '· :·-,:::, ',~ -7 "e-:..:·, ;•;)';' :,• ":·,· .. 

d :'ev:ri(x')~·é+ii+•(x) ,,,;·. <i::. ·¿r;•cx> 
.. · · .. , · • . r+•=p+q+l 
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si restringimos:d a cada, Ep,q, D,efÚ~imOsc 

.. ·.··. é) : ~p;q(X}-> i;;P+l~q(X) 

.. >' , lY: ~r·~<-:'0 ··~ f:~·q:1(x) 

por éJ = 1l"p+l ·q o d} 8 ·~ 1l"p. ·q,.+I ·~d. · 
. 1 ·' .,· • 

Y notamos eiue a2 
··;;,;·. óY 



Capítulo 2 

Teoría de Gavillas 

2.1 Pregavillas y Gavillas 

Definición 2.1.1. Una prcgavilla :F, de conjuntos (grupos,. anillos,. módul,os), 

sobre un espacio topológico X, es: 

(a) Una asignación, para cada conjunto abierto .no vacío:'.U; CX;'de:un· 

conjunto .(grupo, anillo, módulo). :F( U).;·'., .. · ;, \,;;i~¡,~)'¿,1:;;>>,)A ': ,\\ .:.;: : :·• · ..• 

·. · (b)Una colección defunciones (hbmcirÓorfisrrios,d~ ~~u~o~,!a~Hlos 6riiódu-

lo<) llam~"'·~~~~º~·~.t.;.1~ .• ~.~~fj;~~~i~f ;;~f [' t ...... ·•··· .. 
~ . ".:·. _-',.-;.; ~ ._ . 

. -, ·.; .:·. -·:-<.:·: \>._:.,>:_:·;_·:.· <>·'.~~:·::~(;;,\·!: __ :~» "i·~''._:·-.. ,::::·- _:'< _:_i.'.:;::.:·_.. . • .. ;··;-; .· ' __ ·;. --

para cada par'C!e.conjunfos 'abierfos :tales qüe· V óU, quesatisfacen: 

··~~ ~t~~~~ii~i~l,lf tt1~@Jl;~,·í1i~f i;~·;+: ·;' .... i i .. 
Si :F y g son, pregayillas sobré;>\'.) entonces un'\mo}'fisfri.o· de pré!Ja:úillas 

_: - -·o.~(:.<'::~'~··.'. "._:.'"~". ·. :\~·,·._::i :-~~!:;: '.-~::,(€;::;_<~~:·;\;~~ f:~~·:'i;:::_~,:;,·;_::·: >i'":'\ :.~~>.:;\'·_·'~<:<~::", /.:~:,:-' <:~:-~.~:-, 1·.>; .;·. ·,,-· .', • · ·> • 
h: :F-+Q, es una colección de fu1,1~iónes,(homómorfismos de grupos¡ anillos 

. ' , ·~·-. ·, ,; - ·, '. •,. ; ' ,;_-:···,'_ . , ' 
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o módulos) hu: :F(U) -t Q(U) para ca~la cbnjllnt~ 8.bie;tCíU en X, talque 

el siguiente diagranm conmuta: 

.• • . • ! " " "' ~ - '. -:·: . ' .• 

con V e U e X. Si cada hu .es un iso1n91'.fiimo, en{o!lces h es un isomorfismo 

de gavillas (ver [Ten75], pag .. JO).> }fa:l;,t'.'l!·:;'.', '.-~ . . 1>, /·¡" ··. ;.'; .. 

Se dice que :Fes una subpregavilfade:fl si las_ funciones Ji'u sonincfosiones. 

A los elementos de :F(U) les lla~ar&rii~~·~~ccibri-~s ~e J:: sobre U. . 
; ::, '-.:.:.':··~ ... ~_:.;·.::·.-··, .. ,-·;'· ,_:-=--:~·:·"',::·:-:·."·.-··;.: ·.,·_._,·· •,, ' 

.. · ~- . ;:. ·.· ·,_:- ,·. -/_'' ·" . ~\/; ':.~_.:-... -.. }_~~-~<>:.¡.·~;'·~·~.'~::· .. -~¿,:.'.-_::_; (-,.í:.;~~- ':/:~: .::}~~{~>:;~:' . ',; . ~ 
Nota 2.1.2.· Cm~o nue~tro énfoquees hácia'.'las pr~avillas'con':ci~rta estmc-

tura ~1~ebrai~:~: .. r~¡t1fr'..1-~_ºs.:+~rl~.:-~~~#r,c·~i~J,~~-~l~jt~~~~~~~ip~~l~t,r~~~~r~ 
inducida, y los homomorfismós preserveil dkha~ estrúctura~;¡ '."'-'' );·;; ' ''' -

·. . . .....• · .. ·... - .•...• _, "--Y-1:·i-.~~':i·W~' 1[~;i:n~¡\1ni~;:;:;,= 
Definición 2.L3: , Una ¡)i-egavilla ·.r: es:· llamadai.'úiiáh?;a\;ü1a1si~pai-8: dada 

. - . ' .. : : . '" :·: ·.;. ::·· ·-·.-·'";:<.~\/~:"\:. ~/;·::~~:;2/;"{'.J :~·!::·:~.~-:\~·.·~·~.:.::,¡::·-·;~~, <·~\-."::..::.' :·'· - '· 
colección Ui de subconjuntos abiertós de··~;''c6'n';U'é- ~ u,r.G~sátisface cjue:' · 

. Axioma s.: Si s·y ·tiE::F~CJ).y.r~l.~j):~;=.:fKc~?Ji~\~1~~~:~!~~~;:.f s~it,tjf: ~,. .··· 
Axioma 82: Si s¡ E,:F.(f!i) y ~i, P,ani.p¡ r1Yi:.~;iP,:,t1:i~~~()~'.qi!.e:ru:nUi (~;) ·= · 

u . '. ·-·' :.· ::> -·,. ;; '·.< • .'· ( .. • '_ "\·:· '•:;·:._: ·-(,~· .-:_'~::'r·.:-~·:.;..,1;~ ·.:'.';.'t,<:~--!':\~·~;~~'.~l~'i: !.. u.· ... \,' 1:!f:~.::r~.";.';~\~\_-_-:r ::;».)':</:)··=·. 

rJnu- (si) para toda i, eríte>n,s~s.,e~iste,s\~~:!.;,CZ:.')j~aL.<iuefu;(s)¡é=:~~¡:p1ua toda 

:~;i::,::.~:~~:~~ii~i~l~lll~illl1Ii1f {~~~ 
' .·.,¡:.- !-·· 1:·····.·_.;;',>. . •;.,,;'· 

r~: Cx,y(U) •-tCf;v(\1.);:é()íl\/,.s:,u,'conÍo•: .·. 

•:ir~(f);='fiJ -,; 'f ,. ,, 
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Así, Cx;\,ce'sí>~~~~villa~6,br13X:.1Ahorá., sean f, g E Cx,l'(U) y supongamos 

que u = Uie~ui!{u¿~l:ii~r't<J p~~ri todai, y que rff,U) = rff,(g) para toda 

i E J, entm~c~~( 
. \.ó~ 

Porotro Jad~, 'sea:f~ ~ 'Cx,l,(ll,)y'supcmgamos querg: nu; (f¡) =rg:nu; (fj) 

para toda i, c6i1 U¡ n Uj ~ c/J, es' dedr: ... 
-: .. , .. , 

.. ¿:?;}'i:.~J~~,:~.'{j 1 ~·-2~~.·. 

En-

, ., t,, \;~{,· :-'.-\:<~:~<;~>..~~-~:_·::· -~~~~;- :~4.:::iL-,i~;~\ ~ .:'.\: : ' 11.;i}~.·~, ~:~~··' ,..,:~ ~~:~:, 
. §x(Íl),.:~:s(v').':/ -

·'··. -. ~: ;:· ;·_ -·' ,; -

las funéiones'•s s,C>bi.e.iCJ(:~?s d~fin'~.úrili''~~bg~~niii: d~,·cl-;v si tomamos a 
. -· .. · •.,·-' . -.-·'·;~--~- ,.:(;'_·~- i'·'·. ·:·;~ .. -· .; 

Y = K, <londe·1c~·~ ó ,fa;';J': -,; '. .' .. : , '::'+'> ·. ·· .. ·. . .·.·~ ·.······ .. · ... ~: · .. 
. . . . .- _ .• ~ -~\ _ ~:. ·<"_"< ... _<--~-~'.: ·.';,' .. '.::; l:,~~~-;_it;~L~-<:i;~:~:-~:~T/~::r'.~~ .. ;.:r·t~:)··_:.~~;."-~--·:'.:::~~~:'.. '.:d:;·~~<; ~· ,4 :·; .. :... . > ·. ~ 
Defimcion 2;L6. • S~a' ~···una•preg~v1Jla'Cle: an1Jlos'sonmutat1vos y sea· M 

.·una. p~ega~ill~,:cÍF:jg,i~R;,j,:.~~~!.~~~iR:~á;~~~~~~~~~~:;·g:1!;:~~.P:~~i~ :~apológico ·X. 
Supongamos que ¡)ara'cualquie(córijiínto abiíirfoUc'X, M(U) puede tener 

. . .• . /! .: '. . '<~.-..:.1:: '.~.~~... " '"· "· 
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una estructura de módulo S()bre n(U);tá.I, q~1~.s(a '.E/RCl!);y··f,,E M(U), 

entonces . ;··· · .. :.·1).1.·~ .. i.-'~~\0¡;·~·.1:.;;~ ~.··~.:~;.~i~~:.·:· ·::L~·_, -. · ,_ ··,:~:;:~~: .. ;(¡p~;·::t - ',·.e• • ;':·,· . . ';~}_;'~·:-~~>,J."_· 

r~(aj)',; p~(~,)~i(J) i.< ······.• .. ·· · · , .. 
- '· .. · ' - ?_;_ -~ :'.-:···- _~:---~. . _;; i,' -

para cada abierto V.e lf ;· d~nde r~ ·y; f.í~:~'01i; l¿s h'óú16rfi~1nos restricción de 
. :_:\ ·-~·: -·_;:,~<'.-'.~-~~ · ~>~;::·-~-;··<r::::· :;:'. :·;.~¡- i''.-_:~, ! h.~.;;--: -.t:ft:~·~_ .. ::.;;.;::':' ~-.:> -. --· 1-·_-<<-._;..:! .. :·:·L ·. 1 , : _ :: -.: 

M y n respcíctivairiénte.: Entonces M es' n'á.n1a<la: una pregavilla de -niódulos ,.,,_, .. ,-_ .... , ,_, ... "'. '. ,_. - . . ' ' . 

sobre n'. Más'á.lííí,.fi¡:';¡\lf ;(y n'son':ga~illas; ;entonces M es. una gavilla de 
'.:-,· :.,_.·.:. :;_.:."":-\'':::--··-.-~<- ··.·, :'"-.·-;:-·.<, > ::, :;: .... :,:· : ',•- .. -

¡, 

::.,.; ', ";.,.,. ·;\•.;-

EjempIO 2:i:r:,sea 'E ~ X un haz vectorial con estructura S. Enton-

ces d~fü1i~~~l111a.~ie~~~illa, S(E)'; ·por S(E)(U) = S(U, E), pi:ira U e X, 

a.biert~·,:j~d:~.~;~~r1?;~·;ho,h1ri1norfis1nos restricción dados P.C?r-. r~.(Jt.~ • ../I ~'.·.f:ºn 
f.E S(E)(Ufy'Vi'.C;U;~Dehecho, S(E) es una subgaviUade'C.x1~··si'consi.de,

ramcis dú~;~·i;¿·x~:~~:ll~~ada la gavilla de secciones Sdel.!iáz}j¡~it:J~/'E.,En . . · 
. . . ·.:r .. ':·-.:-:··J· :-~ .. ·,;··. : . • .. ·.; _.-.·:. ":-~;·•.,-- ·: .. :.;;J ::,:: :., ,: , 

general;<po:de!Tiosdar, '·a S(E), una estructura·de. gavilla;de'módufos sol.Jre.· . . .-- ~-'' ·' . -- . , .. , -. . . . . - . . - ,_ -, . ·- . -"-·; - .. ::--_•, ·' ~. -. .. . . . 

S,~, pa:~~~n ha~ vectorial E~ X con estructura S, sig1Ú~n<l~.iil. defü~ición 
• . • .. 1.· _,._ • ·; :- .•• ·. ..:i··. '".. . . 

2.Í.G. 
,'' ... ; ,, . 

· ~i F;~~ ~11ª gi:willa sobre un espa9,io ,e,spa9io topológico X Y,. U .e; X es 

abierto, denotalllos porJ="lu a la restricción ele J=" a U, es decir, dad~ una 
' ,· . ' - . . . .. '. . . 

gavilla sobre X, p~demos definir una gavilla sobre cualquier subconjunto 

abierto. 

Definición2.1.S."S~¡;-Ji,l.íba'gi~iJia'de anillos conmutativos sobre un espa-

cio topológico X. ·· ''. \0 /;:: ,;:-: . · 
1. Definimos• nv,, p_a~~ p~?: ,O c~!flo: la pregavilla 

·. '.;-. -.-.~ -·.·-, '·· --.~-".- :·.-.·:·.,'·_-~,-~- ·:·. ~-·-,·-."-¡--,:·-.- ,-· ' --

i/6;;1?.v}:;l;1icÍJ)"iff ... e n(u) . 
. ·---: · :.> · ·:; '~.\ ü~ -. !' p 'términos · 
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::m1d~~?l~t~~~~il~1J~i1~7.11::~t:::~::o~~é~~in;.~" 
., . ·~.;-;·.-::·: ::" ,, '-t.:;, . i\"¡; 

2. Si M es uná gavillá de módulos sobre n tal que M !::! 'R,P para p ~ O, 
... { · .·¡, ~· J >:: ;1~::~.J·: . .-. "'.~·-:~~::~·r·/;;~.+:· .. ,·~::~·f·j:("_r;~-i};):~~~~'.f:':;~~ 1-/ ':_:·;:;;::,· -> . .·,~-·-· -._.· ,_, .. ·:.r. ·</; .. ~ ·_·. ~ 
entonces se dice que M·es una''j¡aviUa-de módulos libre. · 

· .. ~ ':.-:-~_:-.<·-{_:~~·:?:)/l:f;i,.:.\~-.. . ,•· . i' 

3. Si M esúna gavillad~ nió<l1116~ S'obré 'R tal que cada x E :X: tie~e ~na 
vecindad u tal que MI~ ds Úb~~. eri:ionces se dice que .M ~s"'loc.~line~te 
libre. 

:) . .::' 

::;~:~;f lliil~lf ~~~~¡f i,~~~!~il;~;{~~: 
Demostración:«La-Córrespondencia está dadá por :.-- .. 

.. . • \' fr]f ¡}l.!''' \l&itfilt~¡ \i:·t~·~~(~t'. ..i .: ..... '." ..... 
_ Como· E: ~s íú1 h¡:ve:E~drial,~~~~~ncd~,'--¡)~r¡cacÍa-d:.ex existe.una veeindad, 

. · ·~- :;:~· :·, :· \.:_'.. ~-· -~: ·:.~:_: </::::·:· .. :/~'..,,~:-·: .. ··~~-:,;: .. ;/~.:-"''~;·)· ·--~~;:t·:=·~ i;;:J:~'-r ~.~~;_.-."', ~:.~ \.<~, .-/, .. .-_..,:-\ .. '..{ri~:·:. -~: < .';r .. ·-·: > -.... , .. --. , · 
•U de i; tal qu~ Elu cshomeomorfo ~1 Cf:_)< f<'.: c}ó_nd~ r'.é~ él_' r~ngo de E, esto 

---i~r1-~fª. +~ ~.<~1-~~ '-~~:~Sf~:,~¿i~)iimiJs~,í~·;~~füi:ift).:J%~---~--•c:~.~---ª~ie~~g~ 
y f ES(U x W)(V) si y__sólós}.f(x)_="(x,~(i)), dondeg: V,-:+!<~ es un 

.~~.· -'. :·_:·""-" i,~_'.,~:.·"".'.'1~_-,;::-,.1_~;.-~·,-~~!H,~-::~~~~·~·~::-:-.~.·,,r:::·~-;~:··l.-rt···,'.:/ . .-~·~~--"--"': •. p·.~<···: .. · '. ·· '· · 
morfismoS, Entonces g ='=. (!ú;•;;;; g;), g¡;e~S(V) _con i = 1, ... r, y sea 

. ::r: ·-.. ~~~j_,_·;. :.:":Y YCJ-; ::.1,J:;r· :"~':fi·::-:;t~~/i~~:~i-~;f?.f. ')!~'. -:;·:-:q·:.1..~ ~-·:'.{::. ~-· ·:·1.-_ ··., ·. , , 

. ·.·: ,·:.~:: . .<;;.:::·_~;-~·-,_.'.< ~_/,•:· .. :-:,:~~--,--,;.·,?·.,:.:, ... ·'' . ',. 
'" ' h,:'S(U•X"f<r)(V:)'~Su(Y,)'$\';•, IDSu(V)' ' -

~t~.~~;,':~~:~[~~~,~~¡~~~tH~~f l~i~:~d~~~=º;~~= 
gr, luego entonce~ ker(/i).;;;;, ó.'Seá\g :d (gi,./.; 9r) E Su(V) E9: · · Éa Su(V)¡ . . ' .... . '" . .... . . ; ' ,. : . ; ' - . . . ' 

"·" .. ".",,..,.-
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entonces para cualquier sección ·.~.·.E :S(E)(V)-:d~~ni~os'.,j.µ,(;,9)?p~r ... lo 

tanto hes un isomorfismo, y S(E) es una'ga~iui4~};Ó~uici~{~2~iiri~~te libre. 

sobre Sx.. . . ' .. ··... :.~ .. -j'.{·,.)}~;;:r"~ü~~~{J·U:l!1.i;]~:{;L ,~;!·, ·. 
Supongamos que L. es una g1;1:villa de m_óciul_os)oc¡ilmenté)ibre sobre S. 

, _ ,., "·:, .-- ·:.' , .. ~-.. : ':1:,5·!\' \~;.~~fl.t~~:.";::~:·.\)7:1~~·~J.:o:~{;e'l;:p;:.¿~·:~.-~~~~~~o:·:::r;>::;J¡·:~:-~:.:~1.~~;'\,._·.· · 
Entonces podemos encontrar una'i~ubierta-'~l:>'iertii{Uc;}é';~; dt'(X tal que 

. . . . ., ·.. . • '::\0f [!l~f~~1;}itir' : '. . 
es un isomorfismo •para' algún r;'> o:.J;~~eríto'íices:·coino ·x es conexo, tenemos 

' .. . ~ ;: . ~-;:' ' /> ·: '. i>"-- ~:2~:?' '>3;;:,~J.:: -'.}i\~.~-:;~_:/"·~ ':}:,~·:~·:\:'.:·.~i:/<:>J :·~'- '.·'.'. :; .. '\-'.. .... . . . ' 
que, para a, {3:e I:tal.es'8u,e).lJ~•/)f!é."t:~.</i.;'i~~lu0 Aufl.=.Sr.1u;;nup si y· sólo si 

r ~ r', por 1o:Rn/;~(O~j7~~¡~·~j!},~}Jtfi";\ffiO<un Ru~morfismo· 
;.ua .. 0 Yp~,=~~~lu.;n~p -,-et ~rluanUp 

. /{i,:: ::'.:; ::~11f,ft~:i/i:~[E1f~/:~~,. ·\~~<, .... :,:.:,, .. ··. 
que determinauIÍ!l: aplicáéión iri~e~tiblC'de fllnéiones con valores "vectoriales" 

(gop)u0 nup;(¡Úe:,~~~c;!~¡·~?~"'·t~~t '{'·~'.';;· ''... . . . , 

'.''-
· .. 2'..<~~iiff.~5,;::=N~?~1,6~t¡¡)):/:± .. csc~~·0.up)t_ 

• , , • :···, • •• :.-.. ·-; 1.,_ .. ;'..~-:_.>-_'.!·=,:_~~-)~>-;~~r:.1 ~·::.:1_::::--~:-::::~- .. ~/)5·~< -\;.~~,_·>; .·>\:_·_~:!:_<~--'. :f·:-:: ... · .... :.:··~·:·: /.~~:-~ >·- ! -... ·" -

que es una matriz ·no."~ing~Iax: de ra11go r; co~ fu~ciones en S(U0 n U¡¡) coino 

entrad~;. ·es <l·~ci~, ···~~~;!J.;.-.~;\~,~f ~~f j~~fr~ ~·.;ff ;:Oi,~.~&~:~~'~;~}é==: .. ,fgr .·º gp-
1

1 • 
las cuales son las funciones·de .. trarisici,óri;de ún.haz·vectorial E: Entonces 

podemos definir un •. haz :v~~to;i~LEj cám~' É/,:;=, LJ(U~ ~ K;:) haciendo la 
-::-¡ ~ .;;~~:;..:<.:~~;~.;-. .::~~;;;.::;\{· -~; .• ::..> ? ··:;. ':'·: :~ .>:.:_ :. ··.·.-:_ . . :< Q ·_ ._,. .• :· -· '. : ·- . 

identificación (x, e);;,.. (:i;_,i0 p(x)e) si x E U0 n U{J ~ </> •... · .·. 

·.:;·i '.,::: ,.,·,..-.\'.••"' ··~·,·.' ...... · •:.:. ·'"· : o 
' .. - , . .:·.' .. ·.··:. ___ :._._ ·. ··: 

1 Sabcm'os· que' si A' e5 úri i,millo c~iuruit~tivÓ fi~itamente generado, entonces A n e! A"' 

si y· sólo si m = n·.: 



2.2. RESOLUCIÓN DE GAVILLAS 37 

2.2 Resolución de Gavillas 

Definición 2.2.1. a) Un espacio étalé sobre un espacio topológico X, es un 

espacio topológico Y junto con una función continua y sobre, 7r : Y --+ X, 

tal que 7r es un'homeomorfismo local. 

b) Una sc~ción de un espado étalé, Y~ X, sobre tin conjuntCJ ábierto 

U e X, es una funcióh continua/_: U --+Y tal que Troj= idu, El conjunto 
- - '· .'_.,._.,~.· ,:;::: _';{;'~- ,,:>::,·:,;·.-t':,.· .... -.:.-:,::;·,'.-~-/·:( __ :,~·;, ;.-, .-.:_ :- 'l., ;~,-,, 

de seccicíi1és s·obr(U'es denotad(): pc:ir r(U; Y). 
:.- ::: :: : : : ;~ ~--- .:· >t~t(~i~(1;¿ t{~J.~-?1:i~~~~::~~:~~~:~-~i~~({~-~·<~t~~~'.~'.:i_~· ~:~,:;_~>·_ ( ·r.t;_:~··-; :._ _ -:_: ·. ~ _ -·:'-~-~::~_,'-;'/.-. _ . :· "~-- 1

, -. - "; 

Sean: X un espaCió·tópológico:.Y :F una 'pregavilla sobre x; Definimos: 

..... · c'.:;~.l~f 1Jf l~~~'l\~;¡!f -~~,,~~,~~. ~ 5 ~· .. 
donde el líniité. directo se,.tómáco_n,respec,to)i. los¡hom()IÍlDrfismos,restricción 

~;,3~~,f ~2;.?;~Ji~11r11111r111~1~~~:~t~·· 
Sean F = LJ :Fx y 71' : '_r:,;3XJa proyecéión que: lleva: a'c¡)untoii de Fx. 

en su correspo~<l1e:nlei~\i]'.'l[/,;Jl~/J:"~-f,.f f ~,~;Í';,·Jt f .',J$;''1~/:;~'.f {~.~,;r: <?~C~L·--·-é·~ .· . 
Queremos_·.qu,e_,:F,'sea··un'~sp.ac10·etale;l'.Para darleuna'top()log1a·a··:F, 

definimM,P"i:'~~1~i1[!il~~ll~lt;t~;. 
Sea {s(U)} uná:base 'páraJa':to¡:iOlogía de J=";•;donde:U;:cx es abierto y 

s E F(Ú) .. S¡¡¿:;~:J~~~·Ji~t~i;:~~~~~·: ;, 
< (J),, ,.{ .... l,J),., ·"··· (JL,,.. 
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Por lo tanto 8 es conÜ1iJ~>-Ú ~\"c.·(~·\ .. X 2{ :1/·t~, Li.t·;;.(;J ::~X 
Ahora;·71"-;-,1(Ur-= '{~,;'e f¡:f eú;}f: c}ii~ e~p.rec_¡i~ill~~te}(c/),y,~s abierto 

e;i·· J. Ent?~~5f ,~k~~:!~;.¡i~!r,i~:~:\i~.,:};;;~?~~·~r~t t:7·'.X\N!1l:'.élr;·,::J,);~ .. :~~~:.·'.',:· .. ·.· .. ·;.·· . .- ' 
De lo, anterior ,tenemos:,qu~:'IT; Y;:.s.:.son· .. mversos locales,;es ,decir, .71",. es 

-~ .·;·\: .. ·: "(¡'.)\: '\-;::.;~: ·,:~~<.-;¿·_~·:.~_-;~·> .. : ._\.:\- >·~·;:;_:'._·:· :-:.:_.r:.~~-- ;: ~1h-~~·-':~~~-: ~-~~;-~;· )_:·~-.:~:;:;;::':'-:.'.·::?.<~:~z~j"':~~1!·'.- :·;1":;·_~ .-'.-~ :·r:, ~;:_-.'.:.,· \_~ · 
homeomorfis1rio. local :Y: por consigu1eritef:F es el. espacio. etale''asociado a :F 

•• .-. - , f_ ., • • 1-.:.:r _';. ,:i_~~:-·":;:t./_..:·-'.,,-, .... ~.:--~/(>.::·: .. ~~ .. ~ ; .; :-:. -.1 ;.:: '. .d :· .. -· :~- .· .-. , ·::' · -_. ,_, ... , <)1:\- '";-~\.,,·~~~~:~~~:··>?:,.~_·.:. .. _, 

Además de as~ci~run''.·~~lm~i?. ét~l,é. { a• ~na 0r!.~~X!~;~~:~,,'~~g;~:,~,3~l~do 
una gavilla a :F llamada gavilla de secciones de :F. A est.a gavillahi:Ilamamos 
gavilla génerada pÓr·&:: : .·. ' ·.;: ,;;;,/,}(/i{,;::;t' .;, .. , ·· 

Existe 1111 morfismo de. pregavillas denot~do por i : j:.·p P;· dado; por 

ru(s) = 8, y donde P d~iiot~ a l~ g~~ili~ c1~·~~~cib~~~{~~l 1es~~cio:ét~i'é aso-

ciado a ~:·· ~ec~~6T~s/~.~~l~~:.rit~{~,S,'j1~~~.,i~~;~}~~~y1:1J~i:.~~~.t~'1JiiÚ~~·<i~ · 
morfismos definidoso sob.re los·:ab1ertos'(cl.el:!.espac1o·;·en·>'este:' cas(>. tenemos 

. ;;~~~1111~~~~~1~~! ,~,,~j:~;n Jo~o~ 
Demostración:·~ .:•''>::l.";;,ru·,es:inyectivo:,: ... :: .. , 

. ·.<·-' <::_;-~t··~_':~-:~~;t::~-!.~~"{:~-;:.r~·::¡: :;·.'/(/· .. • : '\, -.':·. . .. ~. 
S,ean s, s' E,:F(U) Y;,Sup,o~gan).0§,ql!e 1:u(s) .=:;: Tu(s'). 

~ ,, .·:1 ,-~ :t1:,,~:I --...~~~- < ' ' ,'l" = .. /:'"~ ¡" _, ~ • \-
Entonces [ru(s)](x),.;, (ru(s')](x) 1para·toda x E U, es decir: .. >~- ;} <·:ii.·~·~1c·¡ e,.;·.,'..~~.-~'··· '. <~;: ;)}.:·), '~ 

· ~s~·~"1:!,'(~).~··r!,'(s')~:= .. s~;para.toda x e U. 
· -. _,._~.:- -, . · ~.-:· .:.,._:.r.;,=;~<;~1~~?~\%~;.:~::.:~;~~:\: .. :;:J;i~t{~;;;e\~-.:-~~'.t::: t~f,>.~:·:·_,;/ :-: ' .. 

Poi la definiCióri' de'.límifo 'diréctó/éxiste :v·cx, veaindad de x, tal que 
' L'· : .-. , ; ·~ ;:· -·','.;",:_.>··~;~.'{'.;·~~~~~;~'~'.·~;:t.f.~.\~~:~·~!~~ ·.~:~~~~~~:~:~i;~-~~:~-·:::~:/':~·.l'?~~~?")~;:·f.·. :· ··~> ,., 

r~(s) "= r~(s'};:fy~'esto;'·pasá':para'cadax;e;U;.por lo tanto, podemos 
. =··. · ·, ,~: ., .. ~::.~,~~=·?J;~_:~::\:·r'.-._ .. :z/~i}:·.:.':·1r~?~~e:/i'.~~~t--:-,%~~ ::.~::~>}--.. .. : · · · 

cubrira(J:co.nconjÜntos,abiertos'Ul;con i e /,tales que r~,(s) = 
rff. (s;). par~~to~~{ i~b~~~b:j:¡~ri·~~rt'i~j-:eri:toric;{~ s' = s'. 
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2. Tu es SUpra~~dtivo::· 
, ::: . r~ ,· ; 

Sea CT ET( U;~fr:Entonces, para cada x E U, existen \!e X, vecindad 

de x; ; E .r(v(talcis ~ue CT(x) = sx = [rv(s)](x) . . Como las secciones 

. de u~'e~~a~ib'ét~lé'~(;itfn~ersbs<ió·cales para 7i, ento~~e~ dii~l~squiera 
dos ~ecciones que. c~incidan en un puntó. deben . d~· ~ói'ncf<lir en algui{a 

vecindad .de ese punto. De aquí tenemos qu~, para alg~naV• e X, 

vecindad de ;i:, Ó-lv· = rv(s)lv· ~'.Tv·(r¡;.(s)) pa'.i·~·toda'.x ,E u. En

tonces, · ~nalOgament~ a·l · indiso · a~1tériór,' c~brdnós '~ 'i/1co'R' ~Jcindades 

U;, i E 1, tales que éxift,e si,,~,:(~;(:. ~~~-f~,(¡~g.l~:x1fL ';·-i :• . . ·' 
Más aún, tenemos que ru; (s;) =}ru; (sj))~n·ipi íl Uj, Y, r~'nu-(s;) 

r~: nu; (si')y:~omo ~';e~:.g~~!~~~·~Xff:_r-iQ~;,';:~~4i~~~:i'~-.i(ü) 
3

taÍ qu~ 
r~ = s;. Ento1ices;Hslld/~r6;(r[{(s))'='=·+~i(1ik=~ ulu,; por lo tanto 

1 : :~, .-.·;~·~- ... _ .. · ,.:',·,·,'.'.-~~--:"" -~, •..• ~_,·_: ·::.''-. '·t·-- .. ;-:·: -,: ' -- ,; .. -

ru(s) =a, ;_::_ .. _-·~~~__,/ .".·,.'· ,.~e·:-._~'\~--?~:.--~--·-· . - ," .. -• ... '·,.-"-.-:-, ;.'· -

.-':_ :~~r. ;:1t:;:.,1•~ ' ,;~,,~, .. --ú _:: :·;~~:hf~:::-:--:~;~::~i.-{~(·\f¡~·-:).:,., ··o 
·:.;' '·.·¡ <.~ .... ;:! ' ;., :: - '_·_:-~"". :~:\·>::--:, ·,:··~¡,.<'·. 

: • ·- •. : ; >, ·:· ;O~--~- .. ·./<>·:.'.{~:~.-,: -~- :~-:. '. .. :.~ ~;,'.'¡. ;./!·:.:: ;::_: /.;1úT~!:~·~k. ·-·-.~\-,;.:¡~ :~?í'~_i:·;:~~~~_;,~>~.;-;;:.·:.~·¡~·,,_:·-.~>.-~;·:·_\,:.";:.-'J:>f ._~· ·:-.: . 
Nota 2.2.3. Dado que nuestró propósito es distinto' a desarrollar lá teoría de 

, ··, '.:.::.,-, '.·.-.··.::{·.';:·.~};,;f', :.~·0::·~·,;c:·¡\::,:~:·;,::~:·;·: · .. -'..::-.. : '·,~t.' ~/!1,-: _;~{.:;:;:'.<f.~:·:;f:> L-"X~~\)k_~.i.Y>¡~¿_:'.}-¿_?¡á·;]f{f,'.·ií.'./Ht:.'.;~;~~i_'.~\~;;i:j·t~; f_f_:;~;>. · ·. 
gavillas, alguiuis de las'' propiedades de las íriism:as' serán'; usádas sin" mención 
. :. ~ : .. ··r;'.. ,..,~:r~~.,': '::'.;· ... >::: .. :-:~ ·. ·. . .. ·.:-, ·. ,-:: ... ~ ... -.. ,f .:·~J-:;·~·~;-~!>_?.:'~~··~:~::~tyt;i(;~~·.) ¡·i.~t-~~'.'·"·/i,: ·. :,· .. ·:. :1. • ·.·\; · · 
previa y remitiremos a [Ten75], para una correcta i:onstrucCión . 

. - . . .. - . . . ·.:. , .- ·,.; ·:;.· ~: ~-~r!.~~~·:!~~J·t.·;_:_ .. ;:~~>~~':'.\:·~T~·': ! 
· Definkión 2.2.4. Sea .r; una pregavilla sobre 11~ espacio tCipólógico .X y sea 

Fl~ g~~illa de.secciones del espacio ~t~Íé, .i:.asocia~~~}.,E~to~ces J" es 
'. . •· - '." ~. • ' . ' • • • '· • "" .· i, ", . " .·-:' . ' -: ' " -, ... ) ··, •" . : • '' 

. la gavilla generada por :F. 
. ~ . ·~. ·,\¡'.'..-'"".:> '..... ; 

Definición 2,2.5. Supongamos que .r y g son gavillas de grupos abelianos 

sobre un espacio X, coniQ'utla s~bgaviUa·d~'F(yseaQla'gavilla generada 

p~r:la pre·g~villa.u:Í¿·G:'cd)/g(Ú{ver[Ten75]. Entonces Q es llamada la 

gavilla cociente dtij:,'yg;'y se denota.:¡: 19: 
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{" ~.:{{>~.·jJ:?~~::·t~~it~· 
·:: ·. ~~.·7;~t¡~¿ Íi~)/<·.~:·:::/: '-----: .-~ ' ' ; ' - ~ ':: ' . 

es exacta pÜrat~da;x e ,Y., lo cual ,tiene sel1tido ya que éÍ lí1nite directo 

preserv~'¡a ~strndi:ra ~lgelJraica ver [Rot79];. esdeCir,· :~~~~,~~cla, U, e X 

abierto,.A(U),B(U)y C(U) son grupos abelianos/po;l{t~~~6·A,Bx y 

Cx, son ~~.u~os ~~eilan~~· Una sucesión exa~~i c°'~fa.·:~~, ~~~',;S$~~·i,ói{'_ . 
. o -+ A -+ B -'--> e .::....'.+ o :;,:s>ii2if'.{;;: ,, 

' ._·.::_·~~~.) ..... ~.;._ •. ~_:._·:_-_~.·.·_ •• · .: 1. :· '. . :- <· 
.-,;~ '. ·~;~~·.t·:; ·;:.::~-:· ,-, 

que es éxacta.én\A;,B yC, donde O denota'lagayillacfoúitante'cero. 
,!: ... ~·:;. " ,·" :>"':" .;~~ :-'·' 

17je~p-~~~-~'.¡~:.~~A~~;:.~.-~~~.Y~r.i~t.~,~~j~~für,1i~~~~;,~~;;{~~:_,·~:i:~ .. -<?·-.1:~.-~ª~¡11a 
de ftirié:ioriésholoriioffassobre X y: sea O*/la· gavilla_de'fundones holomorfas 

.~- ~ . __ ,: ~: :·. --~~:: · ··:/:'.'.·.:.~;~·~:~·t ~~~~:;:~?·\~:~\~:~Q::. ;~:;~~~;· '.í-/~/;: ·'· :~;~~:~~~:)~,t?~ ;. :':;~~~~\~:~~~~~M'Ji(:\~~~:~:::f:\(:::· :.: , '':~: ... :~:: _(_·:_:,.: '· , . 
que no se anufan 'en; ningún. púnto' de'1X,)a'.c11al'. es,. una gavilla de grupos 

:~ittt:t~·~~~t~~~~il~F; .. ~,:·d::.~: ::::'· 
· }ex~~aYu~'~'.~ii'(~1íif (z)). 

. . · · · . · ''. JZ:i'' J~0!~'}2~r~·;r~l~~:\;1~-;it'T ' < ·.· • 

Sea g,, un gérmen en,un;püntó'x;1para:una vecindad simplemente conexa 

de x, U, ,y ~lg~n ~~~~~~e~t~~fe:J'Y€I'.{Ó~(U) del gérmen, podemos definir 

f E O(U) como'J j~[b;;'~~·::~~Ú{ f~~~a q~e j,, = (2;; logg)x para alguna 
·.;. . . ' ~ ... ··; :. 

'-:,,.." :'.: 
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.. ··~ ;¡:<J··~··.J:1 ··~(j:2 ·~·:¡:3 .-4 ..•. (2.1) 

Definición 2.2.8. l. Una gavillp. diferenÚal. es una sucesión de gavillas 

donde la composición de cualqui~r: par.~e.apliHacim:ies ~s cero, es cjec.ir · 

°'i+I o °'i = O en 2.1. 
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la fonna 

la cual denot'aremos simbolicamenfo por: 
,,. - - . ., ' '" 

donde las aplicaciones están implícitas. 

Ejemplo .2.2.9 .. ·Sea X un·a yaried~cjdiferen~iable de dimensión m, y sea é~ 
. ~ ,. . . . . ' . . . - . '·' -- ' 

la gavilla de fo~mas dife~ciricilibfo~ Ciégrádo p con'cvalores reales.• Entonces;·si 

::::::::•,;•~ltº~1;t~;~l;~~~~~~;~~;~;tt1~:; ;~,~~~:; 
consideramos·l~ suc~;iól1'\· . ::· ¡; .•.• ·.·i': •.. .,. .;·.· •••••• :º" :< ·:.;Ki·,:t· 

(;bi~i~~:~~lff!~~rt;r , , . . 
donde d.es. el operadór;diférericialexteriór;I la Süéésión es' exaCta en é'.l,:. Ahora, 

·.sa~erii•º·~··á~;,:~f~Í'.g~J .. ~~~~1~~ti3~~~~~ff#i1{f~~'.~~~?,~~l~~J1~;P~~~·~1:z~1na.de 
Poincarénos diéé. qü'e"si'(!.:dJR~,;:.es un)lo7r1inio 'Uestrellado", "y I •. E. é~ (U) . 

. :::~'. ~~i~~!'if ~~¡;;~u~;;{';;~,:~==::~;,~::~~'.;;: 
' e·r:·i~1!()~ ci~'::;{~·X;· tá~blén es exacta ya que hemos encontrado abiertos 

- U·;:c·x, t~ii :i: É''U; donde las funciones anteriores están bien definidas. 
,__ ': .. -·. '· 

Po'i'·ésto, tenemos que la sucesión anterior es una resolución de la gavilla 

constante IR. 
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Ejemplo 2.2. io; Se~X;uíúi.~ variedad tópológi~a, y sea Ó Ja gavilla constante 

sobre X donde G es'un grupo .~beliano. Sea SP(U, G) el grupo de cocadenas . - . " : ., ~-= .: ·.;-. .. ' ·., - ' 
singulares en U e X con~oeficierites enG; es decir, si Sp(U, Z) denota al 

grupo abeliano libre ~erierad() pbr Jos sÚnplejoJ singulares de grado p sobre u 
··-. '··: .. ,:¡·;'.., .. '.· :'.. :'.·.:._:,,.:'; :, .. :> 

entonces Jos elementos de SP(U;G) son·funciones que a cada simplejo singular 
' -. · ... - .· ....... ;·. _ ... ' 

de grado p le asoci'á tiri derr,iento de G. Sea 'ó ; s~+I (U; G) ·~· Sp(ÚiG) el 
- :· .• -. ' '. ''.:'--;.-·' ':,··- -... -~·· -;.!'"' ,·1 ,···- ·. ,.'•"· . :-.-. " . - . . - .. 

.• ,, ' .';ú>r"!(e~(sp(iJ,a).-4BP+1 cu/a))\i>, 
, ·._ .=O 
· Jm(SP-l(U,G)7':+SP(U;J?)),.\:,•"'. ~ .. • 

lo que quiere decir q~e Ja sucesi6~ "' 1 ' 

... ~ sp-'l'(Cf, ~) Gt-~P¡5~;:~)J~."~~·:~1,(p:~a) ;~. '. . 
. ... , .. · .. , .. '-:.· .. -: ' .. -._., ;·;_ ...... <-~,":_:~· ,~~~.,::~\-~- --_:\: :-·-:;~·:>;.:~., '.~j~,-.-~,_":;-~r.:;;·-~-. ~· ... ,, -.-_ . · .. 

es exacta, y. péir·ende, 'la siguiente,súcesion•también es.exacta 

º ~ º~J;;~~if 18,jhtW~~(~ _!; ... · · 

donde i es la inclüsión; es d~cir,:a'cada:kiE'(]•le asociamos el gérmen en x 
2 Revisar -Al.9é~;:.,i~- ~~pqlo;~,-- E~·.;¡~:-~;:~¡~;, ~W;i'n~er~ VcrÍ;i, 1966. 
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de la función sobre X.con valorconsta~te:k .. Ent¿~ccs 
. c:::v.' ·,,,. ·:··:·'. /." ',: . ' ····¡-··,·,. 

,· ';· .. •. ¡~.gj l~~,,~l~tf gt;·/~· 
c.s una resolución paral~~ga~ill~'cgn.~-t~f:i~;?+;j¡":; ·.· ·: ' 

Si consideramos cadénas.C.~;sobÍ'e/Üna·,variedad diferenciable entonces la 

... ,:·::,::;~;~(;~:~i~t~l~'~'~\!,~·~cª> ~·· · · 
·.· ....... :·:>_::::·;\.-'._::_;:;::· ,-,_-',:: 

: I:·/:;'• •. y se denota como 

Ejemplo 2.2.11. Sea X.una;ririii'da~L~oiripleja de.dime~sión n, y sea: ep,q 

la gavilla de formas (p; q) ccm·. ~~l~,r~s e:'~riipiej6s ~~bre X. Consideramos la 
- - . <' ' - ''. -· -.~·.~ ;. , . ; . . ' 

sucesión de gavillas . ·. · . -~-. -, ' 

º ¿-~p ~·¿;~.0·~;,~,,,,.1 l·: ... ~ ep;\ ~ º 
\,·~ ¡' ~-_'.)',_ :_; .;.:: ;_ ;_;\}::·:\:·,'.. ;,{. . .. ' 

. : • •• • : .;; •..• ·: ... /• ... :• •. •. . [J 
donde p 2:. Ü está.fijo y nP.se define C()illO,ei__ntic!eo:delillorfismo ep,O---'-+ gP•1 , 

que son las formas hoi~morf~ de;r~d.óy~:~·;:·i:W'.':~;:'; :··:. 
Analogamente al Lema de Poic~;é{:¿~i~{~;~ria;.versión para formas holo

morfas de grado p (revisar [Sor69],p~~s':rt{6¡fri67): Si w es una forma de 

tipo {p,q) definida en ~n ~olidisco '.&'_~"~~;,;t·~(?Ji')' =O, 
0

entonces existe una 
-. . ._~,,_.) ., ,; . :·· . . - ; - "" ,. . 

forma u de tipo {p,q-1), tal qt1;e'par:a~.·t~d~:¡puiit0,,x E D. existe un polidisco · 

más pequeño D.' C D.¡ con x ·~ J;,.;,'~dti~'it~iJ~ :l,'tii ~n D.1.' Por lo. tanto 
• • :~- >' -.' -., ·._ ~ ' - •• - •• 

~ .. . ,·,.. . ' { .-:~ ... , ·.· . :·· .. ·.: 

. ','.j-~ " -

es una resoluciónp~ra.18: ga,yill.8: QP. 
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Definición 2.:{1~>'' 'l.· S~pongamos que C* y M • son gavill~ difere~cia~ 
' .-:< : ; "~ .. :) :;;:~~: .. ~·<,¡ .:.')~· ~::·->: ·¡-:_«'· .. ::.)::;·- ·, ,.,., .. > -~.-::: << ~ ' . ~ -.: -. -<.: ·,_ : . < ·- : ·. -.<·. ; :-~·:· ·. . . .: :: 
bles.··. ~ntonce~'ull ;horr:oTriorfi~mo I:= ,¡:,~ .-:--7.-.M·-:es·un;sucesió~ de 

~:my>~MnÍ··.º·r.i~.'m.'~,·º.:.','.s"··:1_.;··.·.~_(/L:··.·~;~,-.\_?.:~ .. ,~ .. d~Y-~;?,c?!~iij1.J~n~,f§11.,1~;tif~;:~n~iales de .. 
.t- - ' , - ·.:._.i-:.': ?;_!_~:~;·--,;~·~:\ .. 

·,r <-~-~-¡-,,_, ;·-:.: ··' -~~~y·.-:- ·:;c·)···:1~}:. ;::·:.~~;.-~~~:'.Kr-.::,.,_::}~~,::· ::,::;'.:· ,· 
2. un ho°-riiomoijismo' d'eires~tii~i·~~~spe gavillas es u'n'h6momórfismo' de' 

las gavii1as.c1ir~re6ia1~s ~:1l>y~c~~~~~; ,,~iJ~~¡~Jit;~Kemos 11ri diagrama con-
: ' '. '"· -,:•-, :;<.·::~ .;~-~- ,' ;·,) ... ~ .\: ·:::-:·~'.:-. 

'mutativo · : ,,._. ·~· ;::;.,-··" 

•. :y:~~;~Óf 
Ejemplo 2.2.13. Sea X una ~~rig~¡g:d~f~~efhia~leysean 

- . . .-· -". . ..... '. ·_;·. ,'~ .. -
' L•. ";:,_.·; 

,<;' --.. ~ .... ' - '·• 

:o A i':..:.+}· . 
,-·-:_,,,~;~;::·-.,'~;:.t.'-:·:~~\:·:;.' 

)o•¿;:.~}~i,f~(]R)· 

:~u;':~1\iJ.~;.~~~1~~ll~~~~~f ;:;~.:;;g;~,~:·::;~ 
diferenciables sobré ·C:adenM :<lirerénfiabies;''es '.éiecir . . · . 

.... · :')]\ ~&;:~f 1}~~~;~~~'. ;. 
·donde ·e es ·un~·cade·n~:difer~rici~bÍ~'y,•pb~·Í~ ·~antC>;.·Iu(tp) .E S:.C,(JR).··. Usando 

-. - ·. ·:·' ·-~~--;· .... _.- _-.-,_ '.:º::_·,,.-!-:-.· __ =··.<·:,.-" .. _'.·.···:·_-:-_»::-'"~--: _.,_· __ '. _- ' ___ '._"· -._ ·- . -· -_ 

el teorema de• Stokes(r~vi.sar,(SpÍ65))/ s~· ~uede de~ostrar que I conmuta 
con los morfismós de las resbJuCiones. • '• 
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Capítulo 3 

Cohomología de Gavillas 

Nuestro propósito ahora es definir los grupos de cohomología asociados a 

una variedad, los. cuáles proporcionan información geométrica de_ la variedad. 

Consideremos una sucesión exacta corta de gavillas: 

_'. ·,.": : 
-· ,. 

por!~ que 1a: s~c~sión: 

~.oí~ ,Ax,~ B.,~ C.,-::----+ O 

es exacta para tddá X E X~· 

Quisiéramos.saber si-·Iii.sucesión:• 
:- ~ .: .J" . -.'.: ·: .:- . - . . . -

:'.i:::~: .. ;·(r-f :;·~~ ..... :~: ··;;>",r;l/{.t~,-;:·~ \··_:_:b,>::· i·, . >. ; . 

b ~A(x)·~ B(X) .. ~·C(X) ~O 
., .. . •;•. "'.;·.,.'· ·,. -- ··.·· .. · .... 

,. ;-,;:{,;'.,~{ \\~-.~<~ ~.; ,_,. / 'F~· 
es exacta. ~>e ~;;;;:.•' ]:•;: · . • . .·• .. , • ' · . • ·· . 

'º;~:~E i·~·JirJ~'if~~~;~~;·~:f ~~~J~f J¡1~t11~¡1::·.~::·:• 
.. ~,, . 

., ..... , .. 
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g, como la sucesión· de los tallos eséxa.cta:, l~ imáierie~ ~i~n~i1de:tallos'4ue 

::.::~:::n:::,:,,:n:~:ot:1;f :~::~a~::~C~)~il~i:~l~~Jk.' 
Por otroiado,·si en d ejm11pl¡ 2.2.7;'~?xfl.Si~~1:~1!}9~·.~,;::'~-7.{0},'ento\ces, 

dada !JE O*{U), con u un cll~~~·~e;r,ª.~.i.?.t~·~;~·:~~BM~~M:y~g:\~.re~!fft~:.~.~~.~~< . 
mos definir f = .,f., fogg en O(U),.pero::-dada g~E 0,*(X) 1ío.podemos definir 

7í1. ' - • -, . - ' ' ' ; . " - - '. ; t : : . -··-.-;, :. :· : •. -: .- :, l_ ', • • : ' • "':. ~: ' • • • • ·- ' • • _- " • • •• 

f = 2~¡ log gen O{.X), ya que teÍ1d~í'a.ni~~ ciii~ ,;qÚit8.r'' un rayo qué parte de 

{O}, de lo que tenemos que no necesariamente l.a aplicaciónB(.X) .,....:.+ C(.X) 

es sobre. Este es el problema que queremos abordar: ¿cuándo Ja sucesión de 

secciones globales es exacta"! 

3.1 La Resolución Canónica de una Gavilla 

Sea :F una gavilla sobre un espacio X y sea S C X un conjunto cerrado. Sea 

:F(S) := ~:F(U), 
. . scu 

donde el límite directo corre sobre.Jos subconjuntos abiertos que contienen 
. '. :,_..:. ~ '< .. ···»-_/;-_' ... ,;;·~_:_ ,:> .. ~.:-· __ .. ,_' ~. :'.;, . '.: :'. . 

a S. Llamaremos a J=:(Sfél :cünjií'rit'.o}(gru¡:i'o abeliano;. módulo, etc.) de 
.- · . ..:· · . . ·:::::-: ::::'.:: .. · .:./·,'-~{ ,· ~~>:~(.(~\~:.\:;)~y:,:(·i~Z5i',:.:~~?t~~-~:):;!~/:.~:· .. ::··;··~~··,~.:..!; ~~ .. ~ ·> .. · 

secciones·( continuas) sobre $ .. y?IO<leiiotareinos C<imoS(S; :F). 
. c.·· .. ······<·~.x::jy: ?;i;·:,;¡;~,: •.. ¡;/,F{~f1;A&~:{tS;-;\~ _..,,.' :· ···.·. 

Definiciéjn 3.1.1,:•una•g~villa,J:"Vsobre:iíúú,espacio X, es suave si para 

· cualquier sJb·coi1!~1iK~~~t~~g~=_If.·:::~~~;~~~:;~{>Ii~~ción restricción 
, ·., ~·::.;;:,':) ·. ,·~;·,,~>~ "-'" ,' -

··· .. • ¿_.~; ~:;\ ~(X{~ :F;(S) 

es sobre( es decir;'cüalq~fer,iecC:iÓ~\de<F sobre S puede ser extendida a una 

sección·de j: sob~e '.X: ir· 
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Nota3;1.2.;·p~~~irripÚdlcJii:d, e~·l~.q~~.~e~t~d~cst~s~cciÓn, asumiremos que 
.- ··- ...... '. ·.· )·::.·:::·.:X'.:· -:.~'.:,.-::);-.:~J ... '.<!_:'· .. )·:~:-,.·\~-·;,: ___ , ... ~}· ._". ··;· :· ·.<~·<·:· ;:·": .. :: . '· :_::', - - . 

trabajamos con';·gavillal'd~' grupos.•abelianos> sobre .un-es~acio paracompacto 
de Haus~~/fi.-:~·~t;::'? :."" '\; ;' -.-··· . . - •· : . . - -

' -'··· ·;e :;:}:>~· )%~-¿~rb~,(''. .\' ; ' - ' '\ ' - -
Veamos ~ntonc~s'qu.CJagavilla·cx ·de funciones diferenciables sobre una 

. ~¡~~iecl¡l~úr~i~1i"~~~~~f~\~';:j~ ·su-~ve. · -- -· \ -· - .-

-- -~erri~:~:~;·:~f.:s?k~ ~-t'R" ~~ subconjmüo compacto y U·-~· IR" un subconjun

to ab'i~r:t~ t~l/que s.i=-u, Éntonc~s ·exist~ una/uricúri e~, ¡, con soporte1 

co;npabto-C~nte~ido·en Ü, ial que O~ i(x) -::; 1-para toda 'x y f (x) =:= 1 para 

xE S. -

Demostración. Supongamos.primero que S {x E: !Rn.¡:¡¡:X:'J¡:::;·;r}y U= 
- {x E IR" 111 X ll<R}, cori o ~f « n'.;iPefiÍifmos;l~fun~iÓ~-. 
, . . . ,. : ., ... '•'.-' ··· . . ,-:;·._' :··.. , ,:.:.:.', _._, .. :::\-'.:.-« 

1- f e-<t-r)-t(r<t-'R)-1 'si ' ~\<' i '<:: R ; ' 
g(t) = - ' -

_ , O, - -- - ' ' en otro caso 

que es diferenciab1e -~n;~1 i~t~~~ª1º a.!Jre~to.'cP;.:.R>f,~ Fiiit~nc~s la runción :1 
• - ., • .:-r . ·. l; ,,•., • ·'•.' ,.•,;,. ;,. :-.· .• ,. .. _._, - ' 

R" __, R doda "º:,,¿;,,;;· Z\'¡i~i~M~ii~'l; ';; ;SC ;,; 

' ' - f:- g(t)dt •· 
'J~· 

es dif~renciable en el mismo intervalo. <~ . "' "" -

Si llx 11< r; e~to1i~es. '{ < 

,;.;·:;·' 

'' t--:! 

'.·.· 
;.·: .. ·... ::\~ ·.°': .. ).'_<>.-.·. ~·, : : R 

-.·.-·. /··.:-.Jt:g(t)c[t+of g(t)dt 

· · ... ' ~~~J~4,~i~*if§u(t)~t 
-: -1 Definimos· al · sOport~ de itrm'fu~ción • !f; con' dominio sobre un abierto U, y denotado 

sopf com~ ~I c6nj~~~;-~~_;r~d~ díái; J;;é¡u~fio 'tal que f(x) = O si x 1' sopf. 
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pero g(t) =O si 11 x 11< r, porlo tanto f(x) = l. 

Si R <11x11; entonces 

U, si: 

-._· -,-.-~--· ... ;,-:·. ·::'.-'.":):: 

2; SOPCpil e Ú~S'~'frr<;, :.'i:·,.· ; 
..... -

3. 0fA~o(p) =~,~~r¡f-~l!da p'E X:· 

Lema 3.1.5. 'Sea X ~na variedad diferenciable y sea U una cubierta de X 

localmente finita. iEntonces existe una partición C 00 de la unidad subordinada 

a U 
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Demostración. SeacViÍn~~flría:i11iento-de u,ientonéeS, ·.p~r el.!~~ª ~nterior 
existen funcionesCf,fj ¿?'h'j E J,:\aI~s~qu~~k.·· 

:~.;· 

Entonces definimos, para cacla'p e·x:. 
-~·< __ .~:'. ;::~'/>: ;~~ .: :.~~º- ·. ;' .. > 
/(p).fo=:Efj(p)•···· .. 

•·j=l',·> 

y la suma tiene ~óhuii,núme~o'fiiiítri'de'térú{inos distintos de cero, por lo 

tm;to·podem~?~iiilJJ'.~'li;)~l'~~f ~: •, .. ....•. . 
y tenemos qt;~·g;,(p)~~ ·q p~ff(ó&~~J·e J, kop 9; e uj y .E g;(p) ·~ .E lffr = 
1lp) i~/iJP)~ 1 ~~f,a':~·~1~)~¡'~-1[)~ft':(',·.ti .·. . ·.·· ... •·.. .. i7J •· JEJ P 

.,, 'J . . :,<> o 
,._, __ .; -é;::~-.. :_.- ... 

Teorema 3.1.6. Sean X unci.variedád;diferenciáble y p e· X. Cáda gérmen 
. . ..: ·. .'~: : .. ·:·r···~>-.s~, -~::-~: '.. ~-;:~'-<;,i~tt.tZ}r~:·~··.s;·~~~~-%-:,:~·~.:}:~~:.:·(,,(~,- · -~-.... ': :>~< "''..:.-<;';:_ ·~- .·: __ ..... _: <._";.._·. :."·-:; ·'. \. : · - · ·-:' .~_ <:· 

en :Fp está representadó;por;.unáfuncjón diferenciablé en to1o'X. . .. · . 

E:i~~:;;~,~¡~~liilf~tjf§~~~:~tt~~;:~ 
conjunto corripaé~ó¡';[.J",c;X.ttin~conjuntq abforto, tal que'S é'U y;:9 una'fun~ 

: ,_· ·-.' ' 1 ''::-:'--. --'.~·-/\ •. c:J"'('c:,?_:~~P~. !:~>'\{~{:;_<~~1!Jp?~~:,?"i·-:~;~: ...... :-:::·,:·_~::'.:'': /:>'; :>?'. "' -- ,)·-~.L\:;:~_: ~ -- ·:}\: _, .. , > '.'·:~ ::- ;'_·; __ -: 'r~.-· ~- _· · . 

ción C"'.' definidá ,e~ 1U;~tal)iue;,sop 9, cp, ú(P.') :;:= 1 para.p' ES:yO,~ 9,::; 1 . 
< -; ._ _'._-: : .'·"'..~'·, :·J,:~)~_<;:t:::).:,::'.\>;:'_: .. -~\:;_?'.:<:~;·::>::::'.\ • :::·~---~ ,·~:':. ; e'~•·• •.~.:. • • - :· _:/:•.:•. -~- • :;: •': ,: < ::. .• •, • - ' 

sobre U; Definimos.la funcióri L sobré: X '.como ', , . '· : <"· ·_, .<:_: __ ·.';'_,'·'.;-1:· '?.~·;,.?.:\;;_~::.~;_-:·¡-~~.':·\_c~,~::'.·/:':'.'t•' i -,,·-:··:~ ··.·,.~' 
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.entonces J es diferenciable·s<lbre toclaX•y,:co:o lls·=.J, ent.oncés fyf 

representan al mismo gérmen de :Fp · 

o 

Por Jo anterior tenemos que• la' gavill
1
a. de' funciones diferendables sobre 

una variedad es súave; 

Teorema 3.1.7. Si A esu,,¡a;gavittd'sú~ve'y 
~~-.; ·. '. - .. - _;':;:>· ·. 

o·~·~~~-f-vsj~·c::~o 

es una sucesi6n exactd .·c~rt~:d~. ;~t~1ás,'.'. Irit~nces la sucesión inducida 

t ~cf ~J~l~.·.¡.: ...••. :······¡·····x·····;i'.1···;·~J¡~) -; o (3.1) 
-:-~~~~·;., .;: .:~J-~~' .. : -.;,.,: - -~i~ .<·· __ . 

es exacta. ' ' ,. ' ' ,,,;. " ;. > ..•• '. • ., .. •i:z::: ' 
' .......•. '\i .... :<i::.;i;~i:~t;,~,'.~:.~;jt;.:~~/,c.::.i; ... ,:,,;::;;' ... ,,;~' .,;, '.' ', ',' 

Demostrádón:· Sea•c:E=~'C(X):'.¡ Córrio'¡.Ja;'sucesión de gavillas és, exacta, en-
~;·~~ ~:~-~f:/(_;·:=t::;:.rR·~ :1~~,,~---~~rz\:;~~~t1.--:.~::-~?t.W1=!i\~;th}~~~: ··:;;,,ir, ,;r·':'~,: :~/:~,.--:~-~~s ::- ·:::)~-:~; _..,.,_:'."! ~---~ ·- ~.'',-~ ::-. .: 

tonces paracada.':i: e;X·existe Ufveciridad.'.de·x, y:uná'.b,eB(U) tales que 

::~ii:lilltlitii!!~f llitíi¡~;l::"·:~{::: 
qué sigüé cubrie~~g'~:~ Y.'tálque ~o~?s ~~.S. ~l~m.e.~t?,s son conjuntos cerrados. 

·'" ; : . '.:_",:,:.:*::'.:·f·(:·':.\;_~:··::~·:· "<(:: ·::'.·>:; -··(;\'.¡·,. ·.-;~~,·.:~·_;..~:':;-~-.)<\'.:i'~_::d~?~:~~,:;."'Íf?.:'.''.;;:::.;r·.::_1 :, ;:·: •. < • 
Consideramos 'el, conj u rito de todas ;lás '.parejas ; ( b; S) ,'. doride S es una unión 

· ... _·'':-._~: :>-?·! -.·.r::; -,,- ··;;,;.;:·._,,:.'>> ':.,;;,:~::;_ ~::·-;_: · ·_·,.o·;,.':;;_\ff~ ·, -:'.~~~):·-,,~J::·.>"'.{:.y~<_:>'.·;~_,·,_: .'_: ' 

de conjurÍtós en {S;}i:y~b;éB(S)satlsfaée;~que.''h~(b);;.,, cls· Decimos que 
, . , -_-:· : r.' · .• . ;'.': ;_:, ! : ;:<_ >>· ·· .. · :'.->:··t::" '.:: >::;::_ -~~-'.- ;·>:...: :-'.: !{'.~::· -i~'.~~;~~":-·;'.;:~~T:.>>:·,]f··~;~, ;/· .. ·:.. : _ 

(b, S) $ (b';'B'}'si;S:'C S~,;y¡b'.11\~'!b)·iJ.sí;"~!ic:onjtiiíto de tales pares queda 

parCiaÍ~~~t~~·~rd~nmlC>. ~6r~~¡ ¡~Ji~:·~~·;}t~~ ~~l~te ~n ~lemento máximo en 
' , ... - .. 
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este conjunto, es cle~i;; ~~lste J~~rinjJilto hiáiimo',:§i un~ sec~iÓ~ b E f3(S) 

tal que hs(b).=.~ls': >;r,~;; '"<:· <':> .. >> ':' ,;\.' ;:~. , :C.{';:;·;. : 
Ahorasuporigamos ci'iies:f:x, ésta··implica.tjueé~isfo S/e' {S;}• tal que 

,. ·. ..-. .·:~< :~ ·,. '. <; .: .···.~>. :.·~ -: ._:~-.-;;·'.~.,. ':.·:· ·. _ .. · -.. ~ · .. ·,<·.:: : :·. :._:_;-,;::~. <··:-.--:·">'¡1./: ~-\,~~;_i>:,, __ ·)'.-'.>.'.: -:~:.:, « "' , .• 

Si i S. Si corisideramóslainteí:sección S n Sift.enemos'qµe'.:'. \ 
.. ·. . ... ~,····•'; :,\{,"53'}Y;( '{;···~·::.· ·.····" ····'''·º' ;:u:.···K!::''".,.~\;~;,;\''1[Hr'f .'' ,· 

. hsns¡(b::. bJ) .=h~~~¡(~) - hsns¡(bi)'==; cis'ris/-'-;- ci;ns; =o.: 
.. , .:. ,,_ .·.'-·./. ,•-,-·1 •: .. - :.- .• .,. ,• .... - ·. ··-· .,._ ' •_;_•. ·'···-- -· -· . ; . 

. , -. ~~·-: ::·,< ;. ·: 

Como¡~ ~·i11::e~ió;/'(i'i) es exac'ta en B(X)', ént.onces la g~villalm(gx) = 
. ··. <-·:.:'. ···/:~·:~- _i-.;::/<i.:·::-:\ . .:,l·B:::";'¡~l,:/>:: .. :.,:::._.,.:· .. ,::i·--·:-''··: -.,">.._~· .... :·, .... _ · · • ·::·.· : .. -· .• 

Ker(hx)'.pór.:~ot.arit'o•éxiste .. umLsecéión'a E A(SílSi), tal•que g(a) = 
· : ..... -1.>·:>.i·<r.-.-"·::1·;<<·.,.,:·,~··.j/:·~ ..... ?: .. ,-.... "·._::.·· ·>:·:·.: .. ; .. · :· _ .. <. ,_ .. ~ .. : 

(b - bi)· iComo,A«'es"su~vé~"poaemos extender ·a a todo X,es decir, existe 

a E A(X)taY~J~'.~l~~;p;,;."á, ~ntonces podemos definir ii E B(S U Sj) como: 
' . -. .. : .,._ .. ,;,,,,,, .. ,•."''.·· .. . . 

o 
- ., . ·. ·"'-·:·: _'.; 

Corolario 3.1.8. Si.A 11 B son suaves y 

(3.2) 
·.; .. ')" '. 

es exacta, entonces e es. sw~ve . .. 

Demostración. Sea S .¿;'X~n ~émjuni~ cerrado, com~ la,sucesión (3.2) es 

exacta, entonces ~~~~;:~:~J{~~~ :f l,~.~~~f:;!~ll: .' . . ' 
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es exacta. 

Por lo tanto Als y Bis son gavillfili suaves sobre S, de aquí tenemos que 

la sucesión: 

O~Als~Bls~_Cls~O 
:· ' ,-' '',-._·· ' - ' 

es exacta, esto ind11ce un diagrama conm~it.átivo2 y por el teorema 3.1. 7 los 

renglones son exactos:_ · 
.. ' ' 

- ' 

o ~A(S)~ B(S)~C(S)-o_ 

º iJJ:<r2(Lrc~(L;'_, 
,\i'r" 

Entonces, si e e C(S) exi~te-b'e~~(s):t~l'q'uci··1í-tim~gende'b és'·c ycomo 

Bes suave, existe b E B(X) tal qu~ i1i·~:b'~.h~ajc»·i~d~:¿\i~Cir~do~conmtita, 
entonces la imagen deben C(X) réstrlrigidá-a_S~s-c;;por lo tanto C es 'suave. 

:": ... ;:;.,',. - -

, .. o 

Corolario 3.1.9. Si 

(3.3) 

es una sucesión exacta de gavillas suaves, eTitonces la sucesión inducida d~ 

secciones 

O -t So(X) -t S1(X)'~ Si(X) -~ · · · 
--2R-ec_o_r-da_r_l_a_d_e_fi_n_ic-ió_n_de_m_o_rfi-s~Ó e¡;tre gá~má:s. 

----------------------•-··•-•~---- .. C·-· 
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es exacta: ', - ' 
.•·. ,, 

55 

Demostración. Sca!C; = I<er(S;1~'S;+1)}la gavilla asociada al núcleo de 

la aplicación S; ---+ S;+1,. como' lasuce~iÓn a.3 es exacta, entonces tenemos 

sucesiones exactas cortas: 

:·'.·:.--~:·" ~'.:':'; l:i . . : i' 

Ü ~ K:; --4 S¡•8 JC;+1 ---+ Q 
-~ ••• ·,'" 1 .¡\,f_ < ;: .,. ~-~.?'t '. -~< .:: 

Para i = O tenemos que K:1 '= Bo~Y,'.S~ '.es ~u ave; ~~tonces, por el teorema 

3.1. 7 ton orno' '""''º"~ J.~;~~:1~~~i~~!tiM~. '• 

Si ,.~.,jb¡~~·~lllll~~;:: :: (3.4) 

entonces, pOr el écirolado'an~ed{)ri':KnX},es suave;.haciendo inducción, A:; 
· -- , -. ·:. ~ _ ~f-:; _. :·>:':'.~·:;·:·:.~:~;;-~:-~.p;_y .. ¡~~ii~<~\.::.·-:.'.~ --~~·'.{;·;:·=~~\',~·{'~:r~.-<· .~ ~ > :/ : . , . .::- .. ·_., 

es suave para toda 'i; por,10.:qlii~·:9bténem6ssüi::esiones exa'étas cortas: 

·. · ..... · T'?.'"t:H·:~";¡:r:··:~'F';·';>'·n:tlt'.C .. tT:~·H: >:::i,; · .. 
O·~. K:;(X) 8S;(X) 's' K/''i(X)"~ O\' (3.5) 

·. . . . . . .. :,\,;T?&, i~,;,: ?!~·ttL~{ ·~'.i'.i.f'..«t.~t·;.;•~¿\·'.·~· ·. · ·'. . . .. 
Donde K; =:S;.:'.:i;~por)o;fantci; juntarido;Ias•sucesiones 3.4 y'3.5 para 

toda i, ten~~º~:'.i;~:;;~~~~~{~h.;:~&~f:~Í3.J~r!~~;-~,{'.·i·~:(?·· 
1; ,- .~~ ..; ,-;~.\~ .::.\'!,<; ,-

· ,,.~,.illtif~~~~x·~.;~~:.~~~·.~ .. f;(~) ~.· · · . 
. . \' • ~¡Ei ;;;\1!;\;.&,\{ •• ; ;:~ ~.¡;:;!·J1.;1 ... 0 

Construy~m¿; ~h:orQ~~¡~~~61tici6n s~~~e para cualquier gavilla sobre Un· 
'. -.· ' -. ~. . - ... · ' . 

espacio top~lógi~o ':.\r: • , 
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Sean S una gavilla dad~ y S ~ X ~1 es;á.cio étalé 1:150Ciado ~· s: Sea 
. ' -· .· ·.··- - .... '" :. .:.• ... 

U e X un conjunto abierto. Definirrios la pregavilla Cº(S) como sigue: 
- ". ·, ~---· - . ', :;,;,,;;;·¡·'\' ., 

·.:-~.-i:(/7;.;r. ,._,. ~ -.~r. l~- .. ~ .. ~ir~~-.-.7/f)~\{ :~; ~\.:~.:~.; :.·J·.:·~--: _ . . , 1. · 
·.--._:," -~-. : 

. entonces r~,(J) =J; p~~~ tod.a.i;;,. ~<~ 
.•• '.t" ·, ·; < ·'".,_;.'. .<:·. \,.:_."·'7 -· 

De 1 y 2,tenem6s qJ~ q~(s)(e~';·~'n~ ga~illa llamada gavilla de secciones 
. .. :-. " .: -.: :. ,;:~_:.:. ;~·.:-: '":;,c;;,. ::-,~;~~~¡·,:;.~~{.:f:»:...~'t{i~-~~-·-.,:>; ;···:> ':· -

discontiiiuás. de s sobreTx; :d.~·'.he~lié:i;' sii?;u'endo la demostración del teorema 
-·' " , . .· ,._.-~ :,~~- ~- :.-¡.-_::'-'.'. ,,-~~/-·'/~·:·'·.·:--~·~;<::;~~f.fr~::\:f~~~ ,(_o~::·;«:~·.;·.•:,,, ::.··.' 

2.2.2, esta gayilla.es isómo~f~~·lagavilla de secciones continuas sobre X, del 

espaclo.•éta.lé,:~.2~!~1?:,;~~°,f~?];,~;~T,• .•••• ,;•Ji;, '.·, · . 
Para ~ada u;ic ~; abiert(),:5~a.''{ .S:(U) .-> Cº(S)(U) dada por: i(s) = s, 

doI1dés/u¿.\s .. ~~EÓi:ti~~~-~.~~e~!ÍS.'lí·~s= idu, por lo tanto i es una 

inclusión, pOrJo,que .terie~~i3:;,\::• i/i)').iiA;f¡;'.1•,, , .. ·. 
:::.,.;,~ '>' 

O ,SS -4 Cº(S). 
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... s~a j:i(s);.~:Cº(s))s,;ent6'Ílce~ ~ara .. caclau c<X_,abi~rt.o,· F1,(S)(U)· ~ 
; .. · . _<· -·: i -· ·:-:·'.':· .· ... :<.'.·~~·':- '',:'.· ::>.:. :_}-'.::··: ·:>-~~; ,; ¡·~·.';: ~.~.- "'':'·.~ .. ·/-~ ·.-... :_<·-··-:··t, ··:::.'.~, ::·- -... ~-' .. '. i,-:-. _., ·-~~· .. : .~: ·: ~' ..'- . ~' . .,· 

Cº(S)(U)/S(U) ::est(bien'.'clefiriiCió:ya:,qu~ :§. es:s~bgavilla,_de C~(S);. pm: lo 
: ':'"', ' .. :· .'· .;: " '_"'';.:,_ ·.:'-!.:-'.~·1:?;·f':~~?:'.~:l\~~.-:::,F-.·:~·.<7?'· ·--:·e~:,·.·'.~:~~.':~~-:·.-;:.:·-.---'~·~.;··'.''; """;~·- º ; ·,:;··:,:c.·.~-~,~--:, '_->-· -·~-~-·-~ ;· -.: · .. ~.·-:- . ; · .. t 

qÚe :F1 (S)' es una' ~régavillai i; aná!Ógament?, ~.1 ( S) ;:es una gavHia isomorfa 

a la g~viÚ~ ~~,~~~~~~~.~f~.~~~ú~;f}i~1 ~~~-~~~()·ó¡~¡~~s~6~.~~º a ~¡CS); sobre 

X Al>0,f~i~K¡~~~;~~;~~~l!~f ,9;(,~,·;n~uo~i;n1 • '.,.·. · . 
. ,., , -:- r-.. .'rr:,< · "'" · i:~.·:::· 

. j:"i = d:.~ (s))J;i.71 (S) ·~;'~¡ ;(Ci(S) •·;;;· Cº(P(S)). 
·. _.,., ~;:.:~;.~·~,Y-~~,·~-·.:~:<,:-~~;::·'~/:~":~ ... ·.-·:~:- .. 

Por lo tanto "t~n~in8~ 1~ ~ii~~~i'o'ii.ri~'~~~~t~ ·érirt~ ...... , 
;<. - • ' ••. ~·,· ·: '.~ -;:. ' ' ... :::, .. ,,,,.- ,~;~:{:::·:r~:!, ·'·- ... :'/--·.,_ .. --... :·' 

, , ;:·.· "'·"'.c:,:''';iF'"'\(::,,,:,_,.\ ·¡·· ......... . 
: , O -'-:;:+ . .5'.·-::-t C.,(S):.':;-7 J:,, (S) ~O (3.6) 

. •· .· .Zc~,~¡~~lli~r;~;r;-:~ < .· <ª·11 

En 3.6 te~ienioí(0·~'.C~.(S)'y:',01 (S)i§'TC,º(S)/S/y en 3.7 tcriemos que 

:Fi(S) .<-+ .. Ci,~S).:~:j"!fü\~~,~~J.fil~MJt,{fü~>.~/~~f'..!.?j~nto .·podemos formar la 

siguiente sucesi~? .. ;,ef~c~~ l~::·g~:-~~ · ,'. ~::,,::~,. ;:{;:/' ' ' 

;r;,;_~0f~~~~i1~r8:t~~~h;#i,.g~;!~X~~ '·· ) "' . 
que •namareinos 1a'resoiJci6n canóni~ll·d~ s',iabi:eviamos la sucesión escri
biendO' :· / ::·"~"·;_,-;~~~;,-:,.<~L;( :~:::.'f:º .. 1.;~·1:·. :'.~':)', ;~~··:.i:-~~·.:":·~··<.!"f.\'..:,~· ;-.. .";_-, .,:·. : .. :;·. ,·· _: i : .• , 

: .. ' 

. , ,~o.¿-t~ ~.C:~(~),. (3.8) 

Sea u e .X .abierto, I E Cº(S)(U), podemos definir 

le c0 (s)(~r'd~riig?. ··'· '~' 

'....{¡ en· U 
.... !.~. ' . ' . 
' ' ' O .. en·. 'X - U 
·. . .. . 
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por lo tanto, dado f E Cº(S)(U), existe fe Cº(S)(Xf tal que Jlú' ;;,J lo que 

implica que Cº(S) es una gavilla suá.~e· pa~á dualqui~r gavill¡ s; y\p1or ~~ta: 
razón llamaremos a 3.8 la resolución~a~óriic¿ suave de S. · .• · ·" ·· 

. - ' ' .. ;~_ ·,·.-. . . - . . . : .-. ' ' '·' ._ ' . ·:· 

Ahora supongamos que Ses ima gavilla sobre un''espacio X Y.'C:ó'nsidere~ 
' ' 

mos la resolución canónica suave dada por 3.8. Tomando seccio~es ~lobales 
(recordemos que existe un isomorfismb'Mga~illa.S); 3.8 induc~ á~a;s~c~sión 
de la forma 

o--r(X,S) -'-r(X,Cº(S)).:.:_r(X,C 1 (S))~ · · · -~T(X,Cq(S)) ~ · · · 
" ' . ,•!- :, , .... _ .•. , • ' ··- . . • • . 

{3.9) 

Ésta sucesión es exarita,eh:r(x;'c0 {~')):/si Ses su~ve;ent~nces e~exacta 
dondequiera por el corolario 3.1.9. 

Denotamos C*(X, S) := r{X, C*(S)), y reescribimos 3.9 en la for.ma 

O ~ r(X, S) -+ C* (X, S). 

3.2 Grupos de Cohomología 

Definición 3.2.1. Sea S una gavilla sobre un espacio topológico x,'y deno

tamos 

donde Hq(C*(X,S)) es el q-ésimo grupo derivado del complejo de cocadenas 

e·' es decir: 
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·: ,· .. · .. ;-·,: -'.: ·:'-. ·-·. >-·· . .__-. : :·- . -.: '- ·. 

Los gruposab.~lian~s j¡q(X,S)está.n definidos para q 2:: O y sonHamados 

los gru¡i~~ d~ c~h~rn~lodfa d~ g,avill~s del espacio X de grado q con coeficientes 
' • e - " :_ ~ ... ,_ \ Ó L, • ,: ';- ''·· ¡ • '.,. i - -: . •. e. ' -' •• '.. - ' 

en S. 

Teorema· 3:2.2. Sea X un espacio topológico de Hausdorff paracompacto. 

Entonces·: 

1. Para cualquier gavilla S .sobre X. 

(aJ Nóci,'s):;~~~(~Y,·.S;)'<= scx)). 

(b) SiS/es~JaiJ'e,,~~toncesBq(X'.~) ·=O par:~ q;::: o. 
~-. ~' 

2. Para cualqÜ.Ú~Tflii{jd-diiide;gavillas;·h :A·~B, existe un homomor-

fismo de grupo~"pd~d~cad~_q'?. O 
-.;: ·:-:.::<~,,.." ... ;;.- -''/_~·- ' --~ ... -... -,-. . ) -

tal que: 

(a) ha = · hx :: A(X);7:--+B(X): 

(b) hq es la ~pÚcaCió~Jdeniidad . si h es la . aplicación identidad, con 

q ;::: o. ~ik'.:c·:t·;·:c:~~·~;ffl.~ff /{ r. ! ·.· . . - . , 

(c) gq o hq ;=;':(9;0,)1)/;~ll,r4Aod~ q ;:::o,, si g : B ~ C es un segundo 

morfis;;:~.>~~'rJ?~}ji~t;:'.~:;{:-. ifff: ::2 .. · ' . 
•.:/'.. ii.({{': '..'~:•.':<-'": _., 

3. Para cada sucesión ·exá.cta de gaúillas 

o¿A-~B~C~O 
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existe un hamomorfismO}J.é~grUpos ?, ·' · ,: 

·· · .J.qi'{:~~{xrcrJA Ji~+ 1(x;.A) · 
para toda (¡;=:·o,'t~l:~1e:;~; . 

: ·:). . )) .. \;;.:_~~~>; T:~\~'.:./if~~t ·~/~;;~i~~~~.\:;: 0~ .«:·~ · ; 
(a) Lá sucesión ind~_ci~á, ; . 

¡·,,,:• 

'·: - ' .. :-'- \· .. --.::-) ... :':'-(.' ... ·.-,,_<· - ·:" ' .. _.,_ :_-··. =~- - - ·, .:._-: - ·. '¡ - •. ... o 
_O ~HO,(X;A);~H~(X,'B)-H?(X,C)-.!-H1 (X,A)--. · · · 

't.'<"!. - ., ~:,".-,;_.),_;_:;:y;:>_..:=.~'.;-':,::'.:.'->~'.,:·_:·' 
.'·i', .. ' "\ .. -.-~ <"·:',. 

· · ·-+Hq(x,Á)-i:Írf(x;B);~Hq(.X;c) ~j:¡~+1 (X,A)-· .. 
·: .. , .. · .. :·~·_-:·:~,·<.: ¡,·;'~·~.·-.;~.·; .. •· ,:..,.'·.:·.~:. __ .'.~.-.-~ ,:,·.;.~·." , .. 5.i; . 

es'exacta. .·, ..... ,. 
_;.-;

(b) Un dillgr~ma cón';;iutaii~O 

en Cº(X,S): 
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~;-·_. ",\:<_:· 

(b) Com~ Se~:~ti~~e, ~o~3;1~9 la sucesión 

o'~r/Y;sy,#;~~(x,:S)'~'C1 cx, s) -4 ... 

-~ ?·~~:··:~·:?.~~}.~-::.~i}~¿~::.}~·~\\;%~i+>:=···:~·;t'.:(~:::-:·:;,{~~·.:. .~:. 
es exacta dondequiera,' por ló. tanto 

~-:· '··:: '. '-: .. 
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··:_,:";._;·:>J\:b\::::::.·.;:;.:_ .. :<: :.::;-~~ :_~;'!_'_,' -· .:_'. ./.· ,· .. :... ; .·' 

K eH Cq ( x·~·'s)' ::.2::./Cq"t 1 (X, S)) ,:; j rn ( cq- i (X, S) ---:-+ Cq (X, S)) 
: . ' ; ~ ·. .. . - ' . - ' ,,--. - " ·,' ' 

, -~ j·:.)Ji-'.i·:,;:;,~---· --: :,~_<'-'-~ .. :·_"··:·:·~;,.:~:~·: < ;: : . .. 
es decir, Hq(C~(X,S)) =O.para q ;:::>o. 

' ··, "' 

. ~ ... 

:-/. 
Antes de.proba~:·2.y, 3; veremos que un morfis1110 de gavillas induce un 
morfism~ de co~pJejos. de cocadenas . . . . . . . . . 

. ' . .. '.. . , -

Para cada U e X; abierto, h define un i:liagr~maconmutativo 
:.,,. : .. -. ··"-- - ;,\ 

: . , :· : :._:.' <_-_¡,!"'·'.;::" -· :··h·X·: 

A. }!V.)·.·.'.: .:~ .•. J!·)··!u.) -r~, ~- < .. _ ·. : f~ -~ 

. A.,' ' hz . ''8~ . 

(3.10) 

:gavillas hº.: Cº(A) -4 Cº(B)¡ es 

decir, queremos'quri s/E 2°(A)(U) Ú~plld~~,~:>u'~·A d~d~ po~ 

r~(f) .=.t~(g).{'Elltbnccsp.odemos'defi:ni(hº!'cg(A) ~c?(B).·como 
hº(s,,) =:= hº(s(~))·;;J(,{b.;~)C~):;]'(h,o;~),~,!iE'·Cº(A): : .,. . ... 
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Ahora queremos encontrar·-{u1\~o~fisiTi~.d;,.·Cº(A)/A e~··Cº(l3)/B tal 

que el ~iguie.· nte diag~.··~·.m.· ·.'.ª·'·.·.d.º.·.·. ri.·.1_n·:.~t.·.·.e. !' .... '..• ·· · ':'; · ···. · ··· ... 
)f4~1:D~1J~;'.,'~~:~:~ ~t~-t.:~;1 · 

h)(s) =·a·eri~0(s))B!'Eht~ncesexi~te'un'morfisn!Ci··~~:'~.~(A)/A ---:t 
Cº(B)/B que hac~•con~utar'el diagrariia, fcorno;c~(Á}/t4.~:.'F1 (A) y 

' ' .. •' . . . . .' ., '·, -

Cº(B)/ B = :F1(B) so.'n gavillas, entonces 1?i\nduc~ un rnorfis'nio 
:·: .~ •'' , . . ' '" , ·. ,. - . 

h1 : Cº(.'F1(A)) ---:t Cº(.?=1 (B)). 
,, : '.. . \, -:' :, 

donde Cº(J=1 (A))·:: C1(A) yCº(:F1(B)) = C1(6) . 

. Siguiendoeite p~bcesó y consider~ndd sccéiones globales, tenemos que 

para q ~ Q hay Jri ~o~fi·~~o i 
e ., .• · • ·. . .... " ~ «.,;',:;,· 

. : .. ,'; , , , -,: ,'.)iq ; Cq(Af---:t Cq(B), 
·: ... ,:: -~- :': ,.;-<_;·~\·~-Y~~<~~:.::~.;-~~.r\ ·.·:}i.¡:f~ ::.i·~'~:· .' ;,._ 

de complejos'.de;~ócadenas. . •. 

, 1~a,ri;;h;,t~·~~¡~~~~f ~~'.·~~~~e~,?s~~~ei~n d;~ t,~or~~~· 

'· ~::~7~~~~Ji~~r~~~t~~'tE¿¿t.,,~·~i;~; :.:~~;~~;:i~; 
~:7di~}.\~W~i~'i~li~if ~:t·A) ~ · ·· 

···-Cq:1 (X,Bf~~ CJ.;¡('X';_~)~Gq7 1 (X¡B)-··· 
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. (3.11) 

(e) Si g : B ~ C es otro morfismo.de gávillas, hacemos la misma 
1

1
"r·,·.:;. ··.·1 ,.,,,_ 

contrucción para el homomorfism() 9q : Hq(X, B) --t Hq(X, C), y 

3 Revisar "Foundatian·s of Module and Ring ~~~~~~. ~ Ha~dbook far Study and Re

search". Robert Wisbauer. Gordon and BreachScien.é,e.Publishers; pag. 49. 
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tenemos uI1 dl~gr~m~ conmutativo de la forma: 

· · ·---Cq~ 1(X,A) ª•-1 
· Cq(X,A) ~cq+i(~;A) ,>/ ; .. 

. . :. '<!' . ' ! , ,· . ·. 'l'. :. ;. . .·· 
. ' /q-1 .·... . fq .. . .·· ... · ··., :; 1.+1; .·· .. 

· · · - Cq:-: 1 (X, B) ~ Cq(X, B)~C'i+1 (X,B) ~ · · · 

! " '! . . . ·i· . ·" '· ,· 'fr·I ' : . V'q ' , ~q+l ,: . 

. ··~Cq_-;~(X,C) :~: 1 .C'.ii(x;c): 'Y• ·c~;J:.1 (X,C)~· .. 
- . - · .. ·.·_ - . ·, ., ·-·'" ;-/ . :' .. - '' ;_, .- _.'- - --· - ·-' . 

O-'-C1(Á) .· . . C~(B)~C~(C)-o , ·. : !'. ·. ·· ~>-:~· .r·r:'·. ; .. ;, .t : · 
: ::·:: 

Queremos dernoslrar que'/(~~(Í~) i:, Í~(h~);.es decir, hay que demos-

trar que e~ 1it·su~~~~iÓll i~~~~1,d~·:~;,/,~:[,;)'ri·;. '. . 

. O~ (Cº(:A)):í: ·4 (cº<m>~ -14 (Cº(C)):r ~o 

~--··---- ----~-------
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p~a queii~rcf2)·== irn(h~); entonces, sea bx E Im(h~) lo que implica 

que e~istd···(},~'.~'.~(~º(Áhxtal que h~(ax) = (h o a)x = bx. Calculamos 

f2(h.~(~~)):~~~{(/~o:~)~)= (f ohoa)x =O por lo tantóf2(bx).=0; es 
. . . - '.<-.j_ ·-· ... ,,_.·: .,_ •. · - . ' . . 

decir, b/e'.k~i(}2),entonces Im(h~) ~ I<er(f2). :: 
·,_;/·'.. '.:!·7.~;"_:'<-'.:';.• _ .. - .... ·'·: . ' 7' 

Por otio 1~~6,s~~bx E /( er(f2), esto es, O =(f o~)xj=''Í2(b~), entonces 

existe ,;; ·e:'~. :tal qu~ (! o i.i) lv = O y teneírio~el ~iguiei{te cliagrama 
• - - "•-.<'".;':· ' ...... .. 

_;,_.;:· 

. A(V) ~B(V) ~v :.cfrV) : . . 
rl'! ~ .. ~rf:C.\>:;;;p " .. ·· 

o-Ax. /,>,~;'gJ('.~~ .''..'~x·i > o 
:_,~., . ~::\:·~.:,.;·:.-,'.'., ·:··:~ " 

donde el segundo renglónef¡¡~~~sf~;-f;fi~}':'.~'~'/~ir~(N(b)) '= fx(r!'(i.i)) = 

~· Pero Irri(hx)_~:{<,~:iSJ,f.i~l~i~~~~·~~~?~i~is~~'.a~,f~; ~~l que~x(ax) = 
b y b · = rv(b) :=ifv(liv(á))<=< h' (rV(á)F=Ni (a) .= h ~'a)~ 

X X ..•. < X--~-- ._. . '. / ·:<~f;:~;: ::~>>i:·:,:~.\~·:,-o<f~;~_!-~·-~-=~:;;:~S-:-'~~~.~~.:- '~:-.é·'.·::~·'/:'::.:=~?.--~f-::-'. .. ~ .. ,-.· : ·. " .. 
hx(a(x)) = [h~(a)J(xr;~:Poi-Uó faíito b.i".EJm(h~)<': : .. : ::,> 

:::do .,W;:~1:111ll !if~í!í~~~: di lo quo 
que es una su~esión,exact~;de,resoll1,cio~es·de. g~~ill~ .. Tomando sec-

... - -

.. 

, -,-·L-:_, -._;;, .. , ·'··-.::, 

es.decir, tene~os úií'diagrB.'ÍÜlí.'~C)~~i'!taÚv~i'í,. ;·:-' 
' ·- . .''.'. ':- ..':"'~··< '\'.~;'·.?·-: '.'·'.·~ .. '.~.,'..':<;::'"- .. \~ ;·-:·-~~·,;,~ \·:~ _·_.:;:,'. ,::, __ ;,.:·· _: .. ~'.'.' ~-

" ';-;, : ,~ ~ ," . , .; ·:.":~·~:: . '·· ·-: :.<u.· , . 
. ~ ··; 

.'e':,\ .• .">• 

'' . - .. -."·· 
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.. -~ 

(3.12) 

-·;._• 

donde los renglones .son ex.actos.·· · :,,': .,· 

Supongamos que e E J(~r(7q),'~sÚíilll.plic~·q~ee~ist'e'b'eQ~(X;B) .. tal 

que Oq(b) = e, y c.o~sid:~r~~º~;:~\.~JJ.i~~i~}~~~~~I'MI?.n~~:;z~~ºq,(b)).= 
oq+1 (f3q < b) ), por lo' tant(). f!q~b)'~'.~%:¡:H a)';i~á~"it''~1g·ú,füa'.e ·P~fl(~, . .4), 

·Falta vérifi~ár;'que'~Jm(;y~;¡:'¡)';=#b,o¡~'pára'eho,'·s'e~{é;é) Im( ,Y~~i) entonces 

existe·d··~ ~~";{5j;/q)·~~r~r~·~f*:i'(~).'~$;~~~!9·g~?'~J!7i~s·doore, entonces 
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e~iste d;,'.t~s~tÍ~lb~h·t(d1) ;.:·. d y g~(/3q.:. 1 (d')) = e/. Sea b =. /3q-1 (d')y 
.. - :· :·>-.. : ::!,~;-~:/-j{·:f\'_;,t~{~ ',~ ... :-~.'~;.;. ;~'..'-!:_,;,:>~';::_·~:; '-_·'.·'.; -' ~ . -:· .. :· ' ' ': -. ' . . ' -' .-;" ,' 
consider¡im~fqµ,e)~q(b)';,;o implica.que existe a E. C~-l: 1(X;A) ·.tal. que 

. iqt i(f:] ;[~~f ;;~1fü~0~~~c:,f t!'~f ~~;r; .. l,~,~t.~n70}.~;.~~(';el •. ~¡if ;;y~·.~;q·n~( 1· A)~ . . 
De .·lo anter1orJy.,detla:•pr~p1edad '\lm~ers.alrdel.· cormcleo;tenem~s que 

exist~ • éi~::·: ,; j¡'q'(x, 't}·-~· i'H~~Ü~·,;1) •. i~,l(~~~: ~·Í /sl;i~J;~~t~·~li~g~~ma 
conrIÍ~t,a: <· . '; .: .... , : i, ·•~ •:', /;:· ·\1 .~:.¡·,,,,,,, v<:; I,/· / • . 

. 1(er(:Yq) d. }¡~+~{x)A) .. '>:•• 

·nqcf.'~'. 
(a) Tenemos e,nt011.~e~~~ª~{~!;i~f~,e'·s~f~si6~': . 
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b-/3q-1 (b1) ~1~(Pq71).'=:b+1rn(/3q:.:1f,'ento~{:ris.!<~r(7Jl1) ~ (~'I). 
Por· lo ante~ior,,Jll.~.ii~esióiies;~~~~i~':e~:jj,~(X¡B)i' ,!'(J\ ¿;· .. 
. _ . : : .. _-, . ·. -:;;. --. -:·{~:> · . .-_~x--.>\·, ~:~·: ... ;~:::\. :·;:, :·:·;··_- ~>:-~~ \ ::/; ._ .. ; >~: ... ·,·- ::-~J~_:: . ,_:.;~ > -:.. _ .. :~¡·:«~:·.~/: ::~,-:~ _: :: ~ 
Sea; c+Jm(7~::_ 1 )~e·'J~(7/Jq);:entémces e·+ Im(%-::iY' .~·1/Jq(b.+ 

·Im(f3~~Ú):;;,"~~~(b)·4::.iTTi(-y~~·;).'~,,:¡q'(gq(b));, é{p0r lo tanto~xiste 
,•, _•,.-,,, .. ·. ,· '· .,_.,_ .. • ' . . .. : ,4·.. . ... ,. 

·a. e ;(:¡q+.r(.,Y;.A)·'taLeiu~.Jq:;:i(áf ·= /3q(b),.iJero b :+-1./n(13JL1) e 
...... ·', -.····''. ·. . . . .·. - .' . .. · .. ,, .... · 

Hq(:.-Y, 8), lo C¡tiéimplica q~e be 1( er(/3q), es decir,·/3q(b)'~Ü, por 

lo taÍ1to a~ o. Eritoí1é:e~c5(c+Jm(-yq..,1)) = ó(gq(b) +1iil(~q.:.¡)) ~ 
. • . ' . . . ., . -·· . l 

o+ Im(D'q) = Im(O:q), por lo cual.e+ Jm('}-q.::¡).E I<éHó).' Sea 
. . - . - .. -· -::•:. ·,-·- . ' 

------·-----
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l~ta.nto.f3qCb.j ,,;:Jq+;(a) y tenemos -yq(gq(b)) 
. . . ' ' . -

9q~1 cfq+i(a)) =0/Cnto'nces gq(b) E I< er(/q) y se sigue que g,¡(b) + 
Irn(;JL¡\;~e/};~(~~.B); pcir construcción ó(gq(b) +Ir:n('Yq.:.1)) ~ .. ·· 

~ ·-. ·> ... , - - . ·\ .·· .. . - . . - . . .. : . 

a..f-Irii.(6:q),'~s.decir, I< er(cpq+I) ~ hn(óq). De lo antcirior terie~os 
Í·a·s~;}~;ió,~'~i=ei~C:t~ en Hq+ 1(X,A) .. 

(b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativ6 .de sucesiones 
'. ' ·' .. __ .,;,,_< . ,:: 

exactas: 

0 -ªA! ~TB! :t·'.,.;C!·h~ > 0 
. .. . · .... ,. ..... _,. ··, .'!' .··:· '-:: .... 
O.~.A' ::., 1 .,J3_\,. •• C'.~O 

Por 2, sabemos que ~xisteÚ~·Ji~riié~orfisiÍlod~ grupos para toda 

q ~.o, .hq· .. =:lfq:(X,A)ÍS-4.'.iJ?(xtdi'''Vsi<r":'.A ~Bes otro 

o - ~,:\Ji1',,j~~t~~1ii~~~f ¡¡~~,~~;'~;;. 
o ~Hº(X'A') ~.'H?(XB'f~'ilº(X'Ci)~E~(X'A'.)~ ;·; · 

. • •.. · ··• ·.: y1:r;:}'f ~;J\"j'~'~~;,;[ i!N~t,)·.~.;:0 _;~;~f ~f:~.:-~1;f;~¡;é:.:',7,{ •. : v/~ (3; 13) · 

por lo tanto; para cada'q;;:::.o:t_eri~Ínos:que (rq o cpq) =:= (ro tp)q, 
" .· • ·: , .. .' :'·:,_. >------~·-. '.:; -~;:-~-s~:-~t_;·r.;:_:.:,~.~:.:,--.~~~,'::f1/' :>;~_~ .. :.=i.::_: .. , '-:-:· .. , . · : '.-

( cp~ o aq) :=::, (ip1'.·a ér)q'y +.o tfi':~.cp' o' a;" de lo que obtenemos 

rq.(º ~~.·~···~~,~·fif'i~*~Ib~;8~h~~,:0f8·~q~.:~, o·rq.· 

Para ver_qu~éJ+1¡º~~q.,'=!8~,~'.µ~;.~pnsi?eremos los siguientes dia-
.. ' ·". . . ' >: '."~: - . ¡' ' •• - .. "· 

-··sTA TESIS NG :::l'.7. ·r· 

DE LA B!BLIOT\GC,. 
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' ._ ..... · .. · _. 

ªq+l(X A') 1l!Ka~'+i·;(x~iY!~!~i·2;,t 1 (x C') 

J ' t': ·~<;\·rf;_;··~~,··':·r~iiát::.~,·:·;· · .' · ' 
· · · Gq (X C) "1

' .·· ... • '''.G<í (X'C') •. ·•: 

· ..... :,~:r~.;.y+/:~w'.~¡i~N~ir:f~,} ·: 
Ó+.1 .(X .. c.)·" ª•. +• c<i+ ... 1 '(X C¡)· ' ·.: 1 

. ' .- · .. ,· ·i· '·'· 

El tercer diagrama ~s a:~álogo páia;•_A/A;'.B '.y>B'; Entonces,. la 

conmutatividad se sigue de la construccióll.déi:'116inomorfismo ó, 

D 

Definición 3.2.3. Una resolución de una gavilla S.s.obre.un ~spácio X 

es llamada acíclica, si Hq(X, AP) =O para toda q > O y p ~ O. 

Teorema 3.2.4. Sea S una gavilla sobre un espacio X, y sea 

· a:±4s~A· 
'; __ .; ,"! :-~·¿:;',~!,·.> '·._ .. 

una resolución de S. EntoiícáH2:fü~ ·~n homomorfismo natural 
,, ,' .•. ;·•. _·, ·. · .. :-·..1 •. : ... :':. «-'~ .'. •': . ' . ... -

1-P':·H~(f(;,!~·)f:~·HP(X;S), 
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donde H~(r(x,A.•))Peii~¡ fa]esi~o'grúpo derivado del complejo de cocad~nas 
' ;. . ' . ;,-. , .. -.: ' ' . 

. ~(:::~.:~.~J:;,rJ~?li~?'~ ·A· 

' .. :: .. ~~\-.:.'_::.-·:,~· ·( ·~,~> •t ''• ••, ~'.- :>,::'.)' 

Demostracio~: S~a\óp==· Ker(ÁP~-t:)lv+1 ) '= Im(Ap-,l .~ AP), entonces 

y•por 1a•,definiCión:de,'/C~;{él morfismo;Cle~"gavillas:"A~::~;;~(IO'~;es sobré ya.·, 

~::,15~~1ii~tf ~h~r1f 0i~~;~I[?f i~f~~~~f,f~· 
.. O..,.... H?(X; /C~c;;~)~"H_.Z(.Xi~~~!) ~lf~(X,JCP);;:;;.;._H1(X,JCP-l)- ... 

y la podem~;,~~~~~~;·'f "i\l .. . .. ·. • •.. 
o...:...:...+ r(x;JCP~ 1 ) ~f(x\)tP:--:1 ) ~r(X JCP) ~·H1 (X JCP-1) ...:...:...+ .•• 

. . ·.· '(;,fü:.>i~'.:Y{~~~-:;;;<<'\~º :,_ : . . . ' . . (a.14) 

Ahora, consideréillós,el siguiente diagrama 
-·:. -.. :'.: -~..;/-.·~y'·,.:'.':-~"/:·.:.'::·/;:'· . .-.-:.: ·:·-- . ;_ ~.; ¡,•-, ,, 

,, ·.· :''.j ;; .·· .fP . 
/CP,.~.AP.~.Av+t 

· ·:·.7:~·~<Sf ~_-,:·,· .. ·· •. 
<'• f~~.\. 

donde j es la inclusión'f f9 o <p = O' por· exactitud, entonces, por la propiedad 
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universal de núcleo4 , existe ~J1~ni~cJhomorfismo 'l/l :A~;:. 1 ·dk:P,.'tal que el 

diagrama conmut~. Sitmifa~~s ~~cciones globales (ver [GodG~J) tenemos.un 
' . ' . . . . - . " . ' . , , ~ . . ' . 

diagrama c9nrnutaÚv~ · .. 

r(X,'K:Pl f T(X,AP) JP; r(X,AP+l) 

•, . '!' tPc;:,2: ... J~ ' •. ' \ 
r(X,AP:". 1) 
'.-.'.- .. 

AdemásI'(X,K:P) ••.~ f(e1'(r(X,A~):·-¿.T(X, ÁP71
)), pero 'l/J o j = cp, 

lo que im~lic~cp(r(#,,A~:-~))=J}(t/i(r(~,C~"" 1 )}) po~ ia t~nto ](I~(t/i)) 
/m(cp),es cl~ci~,I~(~):~,jrii(~): t ; . , . . . ... . . 

r;~(J;}.::~~1~~(~(~'._:;l1~~1/;1N = HPCr(x, A*)): 

Tene~~s e'í~id~ie~t~ di~~~~Óia . '' .. ·· 

a--c'[r1ic1/i) -rcX", K:P) ~r}·Y,c~?. ~o .. · . ·.. l ' . ·;;; ., 7Jl • • ' ' 
... ·,;-- :_<:'~/ 

HI (X, K:P-.1) . ·:\N·<<:r> :·:~.;; >• ' .. 

entonces por la propiedad universal d~'.'.~~~~bl~X~~iiste U,~ hom~morfismo 
, __ )' ... Y:\\·:,;~"'~".";·:~~-~{~.~~t ~::'.,:-:-;·:::'._.r~ .. ·:-\-•_:·:.,-; :>_'.< . 

único "fP: r;~¡~;i ---t H 1(X, K:P-1
), t~L,@<il.;~}fü~f'izj'.~cp~m~ta; definimos 

of 'H:(+~~~,f,~111,\if~~~~TI;:~t 
dado por la composición de!:isomor~srnó:cori -yP,'de hechó Xer(rrf) = O; si 

además la resol ución'.es aáíl:ii~~·~i1~~~J~~:.if; (X", AP-;)' =·o, • por· 10 ta~to .la 
4 Revisar "Foundaions Ür~~~~I~ 'ai[c1 n;n~·Theory, A Handbook for St~dy and Re-

scarch" ¡ Robcrt Wlsb~~~¿¿¿~cl~n ~d Breach Science Publishers; p.49. ' . , 
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sucesión. 

·,ci--=->1m(~L'S'r(~,Ó)~ ÍÍ1(x, .Ó-C 1 )·~ o 

es cx~cta Y:'Yf. e~.·1ifl.isJriia;Asmo .. 
'ni r~ima: aná1odi de~riilllO~ . .K:P.:.T = J( er(AP-T ~ Ap-r+I) = 

Jm(Ap-rC.: 1 ¿>ÁP-:o~) iy ~bte.neinossucesiones exactas 
··--:-~y~ ,. ' 
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con 2 :5 r :5 · p; y siguiendo. el proceclimiento anterior podemos definir 'Yf 
¡¡r-1 (X, .K:p-r+1) ~ ÍJºr{)(,'.j¿~-~): 'poi: lo ta~t~ definimos 

es decir, 

·~p =/,..,1' ·~ ,..,P . .. o • • • o ,..,P 
1 1p .. · ~p . .,-1 · .. • tl 

\?t':'·>~I::... ic 

·~·- ·--. ·.;-:~·:_~: . . :}{.~,:'-~~'/t~;--·-.·~-":i\·:·; p . p -;_ 

HP(r'(X, A•))~ J-IÍ (X, .K:~fo 1j~~;ÍJ~(X, J<:_P~2 ) ~ ••• '!!'..HP(X, .K:º) = HP(X, S) 
::~·e"·.'····~,,.,., ,-,~r. ·'"',':. ---.~- ·. 

.• -- . -. 2·--_, ·:-.. <,~;~{:;:~~~:;<~-~~_,~\,;~~c~:~~}>~;,i;,t ·>;:;~:i._',::(~:>.:;·~ .. ·· -J. 
y 'Y" es un isomorfism() .si. liiresoludon es aciclica. 

\. 

'·>o·~s---A· 
, .. · . . •>iF· :· :·~hl>' !u •,· .. 

O~T~/3* 

un homomorfismo de. resoluci~n~s,~;es~deC:ir; ,tenen1os un· diagrama.conmuta~ 
' . •' -- <'·.' .. :,,: .. ;. :.·.< :.,·;.• ·,·,:- .. · . . 

tivo 



. ·.-· ·,· . . _·, '. .. .. 
. .,,,.~'''"<'•t.>:tS .. '1·;,.·,1,~u.~,H.;:.;1>;!" .. ":~:~\.•.l>',1<~1 .• •c<~:.¡,;-.rc-.1.<-.. # ... µi.-.,..,;_...:...,.;.:,_ •• _. __ ~·--;:. 
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y por el teorema 3.2.2 tenemos un dfagrainá c~~irillt~ti~c) 

W(l S'l) : . H' <?<¡~'e') úi10'\~j~~:)jJ,)!· . , ':~(T ~·) 
HP(r(x B*)) ~ H 1(X íéP~ 1)'~H2(X R:,11--:-2)"'~·:. ::___:T.! HP(X R:.º) 

' . . . ·: .• .. '" ., .. ' ."é ·,'. ' • r:·. : ··."1:~: 1.' (: v'. . . '. "'·~· .. - · ... - •. -.,\ .• ~- . ·. :· - . ,::_: ' 

po_r lo' taritO Ci .cÍÍ~i~~ri·hi~:ó- ,.·.···~: ':::'·?.)\._.·· .·.·-.... 
, . .-<>F:~~-~X.:/~>/:<.·~\.~->-~<·::. :~r·-.;· .. ~·.::·; :T¡·i --~-:~::· .. ~: ·; 

·. > 'HP(r(X;An) l:_i/P(X, S). 

>'/·;'n.f}\','.'. \~· ... ' .. ·;.! ' 
.·.'HP(r(.xfB~)) :·: HP(X, 'T) 

. _ .. _,. _ :'··. '.~'.;-~f\x-;.:-'.f'-\:-·- ,~·:,(~~:~::~-~·;:~·i}(;.:-~.:o::;·Jr1~~: .. ·~,:\ .. ;:'-/ ··:· 
conmuta¡ donde gP es ei:hómomorfismoJridüddo por gP' 

·· · ·._ " ... ,.\ ·;,' ·,-\/·::·;'~··::f/r-:.:!a·i~;:.: ri·> · · 
.;'\ . . D 

conmuta 

. ··. ~(f.¡Tir~jl;f ~';'.f S) 

JÍP(r(.~;'!3~)) ~~- ·· i-IP(X, n 
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o 
¡ ~ · -,· .:_·::_·e;-: < '. ', .:.:iJ;~~.;-.::::~: '.\::; :·.;~:~~t'.f¡'_i-.{;.~~;;;~; it-{.~;\·jf~~-::-,:~~;\"¡ .. :.!::;; ;··;· • ~ 'h -1 ' , '"' '\ l' , 

Lema 3;2~a;<Si'X.''iis. uíici!variedad·y.J\lt es una gavilla de módulos sobre 
~ , -t ·."; \,_ ~- );:;'.-~-~--.. J:.'.'. ¡-,.~ ;-} :--::1:~i:[~:·1.':-¿ . .t,:~.,_'Sl~!)-'.:~:.'.}_:·;.¡ :i:-fí.:Ji~ ·: ~~~~t~·~,'i.~~::: :¡·Ú:.'·,_ ·,-.~~:,: .;_~\--i·t~ .. :::-\~:-~ .. · -~·-_: ,_ .. ,:: ·(_;· ·; . .,. ·,: 1 : -, · .. una .f.iávillá 'siúive,:·de:aiíilliís?nta:mbas 'sobre 'X; 'eriforiées ·M · .. es súave . 

.. ·fl'm:\f,1~;~fq'~!~l"!~?'~~~l~~~~f ~~!1~~;;t\~.~;) ,,•Como 
a E r(KiM) :=:','fü~<F(lf),,énto11césia,.5,ee:icti~~d.e.·11·~1gún;conjunto•abierto 

· .... : .··, ;:.•/ '·I<cu:•···.~c!; .::;:·: .. >.:)···::;:;•e·':(;.•: .. , .. :,,,,'. ,.;:;e:,::.,·,\···•··_.,;;,,\·:'•··.: .. 
U·c X tal quc'K/c.U.·.Sea ¡i ET~(KU(X;\U); n) defüí.idacomo 

. . . . .. . .,: ': =:~h'.f ~:~ '.~r~:G·~·t'" ,, . , 
" . . ~-:·-~· - ··.·· ... : • ·~ .<"'" .- '~"''* ' '_,..;.~~~:: ~ f',_> ~:t ,::''·'"-~, ,-:·-::·!, :~;. ··'_. ~ :1 .. .;.»>: .- \ 

Comon es súávc)/p,se e~~iende atéid~ ;~y por leí tanto p.u es la extensión 

de a a ~odo ~c':,º11,~~~~~sJf'¡i~,~~~~e'. i:·::\+r '" o 
,,_ 

Teore~a: 3,2. 7;''(de,''nh'dm) :, '> ,. f · 

. Sea Xti~a·varledÓd ai/eren~iable: ~fit~nce~)á'aplicación natúral -- ,.. . : ... ' . 
. '· . ", i· :; ~¡. --~::: :-.::~:;~;;.7~~ ,;~~::.'.' ,' 

/.: HP(é*(X))·-'-->HP(S.;,(X,JR)) : 
_. . .-"·.. -., :-"í~ ·:~.·~-<.'.-J .. ·:·.:_.·_---'°·'~-~.:;.,:·.:-',·-_,_«':-~;7 

inducida por la· integración de formas diferenciabú1'sabre,,caderias singulares 
·. '·;' : ~ . ·,· :.:-./~). 1 .'':',:.~"-:<':1· __ -_-'i.:·í,~ -~·:..... ·'.· 

C00 con coeficientes reales, es un isomorfismo: , · '. '. · 

Demostración. Cbns~tle;~mos las resol~i;i~.J~~·i~~ l~-'givma lR dadas e;' ~¡ 
ejemplo 2.2.13 

J ' • ; ' 

0.--c}:·!R~S;,.,(JR). 

Primero notemos queen.la s~cesión 

O -.:4.JR ~eº -'--> e1 -'--> •.. 
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las gavillas IR y eº son suaves, y por eicorolii:rio 3;Lá1~ia~Bia'g 1 es suave; 

Ahora, sabemos que S! = Cº(X,R), e~toric~s.cacla gavilla si, es Ún 
- ¿ . ' • ' ·~· :':.'t:-" ~.-..:·,-.:,:~·:·::·:~~}~:·.'·\:.):7~.- :<~-: ''.,~:; .. ~:··??:;:, \· .~::.:.'-. ,: 

módulo sobre S2.:,, que es una gavilla suavé, y· poreUe.ma ant~rior tenemos 

que S~ es una gavilla suave, es de~ira~~~ ~e~o·;~~¡b~es,~o~,acícli~~. ~o~ ;o 
tanto el inorfisino I es un isomOrfismc{'.>· / · •.• ·.·. .: . . . . • 

o 
~ -, ' . ,:,:::, 

Teorema3.2~B;'.(Dol/Jéault}; 

Sea X ~~~ ~ari~ddd.~on:ipl~j~~ Entonces i . 
. .',.. " ~: ,,..; j r -. 

' .... ···:· ·' ll 
' Hq(X, n~) -~J( e~r(eM(X) --'--t gM+

1
(X)). 

,.,, .:_,.'> ···.·.:~:;;."Im(eP·q-l(X)'~ ep,q(X)) 
~-.•'<..«> '"·'.',~.\.;:,.,"' ·<-t~ >:~~(~;;r.~::;0-;_<;\1;-;.:,;_.\·'.':J _,-,.:;:.:·~:-:¡-.·:::·.~:- ;_i :.~ +:'.: . ...; .:. '·-.. - .-· . : 

Demostraciqn. Consideram()sla ?solución. dada•en .. ·e.l 'ejemplo 2.2.:11 y· de 

!:T:~~~f ~~~~~~!*~1~~:~fi~~·::~~~~~.;~;: 
del iriorfismo. é~!~ ~ :e:J'.;1 ; ·'.por: lo\ taritci la resolÍlcióri , 

·· ··• ,:.L·· ::, >s.~:;;r_,~_·,~i,~:/12:;:;;;;::~,;:,~i!_:~ir,'.:·\'f .':_ .. ;. /,:, . X8 ,.•;.; ª i.. . 

O ~'QP ,-:;!-4 f:P·~(X) ~ eP!1(X) ¿ eP!2(X) ~ · ·; ~ eP,n(X) -+O 

es suave, y. po~ ¡¿ t~nt~ a~ícli~~; eJton~es hay un isomorfismo 
: ~l-1·_ ~-; .. '.: :·,-_;,"_-;'\:-:t .. :"·.::'·.i:W~<· ,..,; . ,. -:::··;.,t,:_, '~ ·¡:1/rr~·-,_·_:,. G-!.~~:~·:>"'.(·~·-~~.:: . .l::... -_:~~(:>i:::.., ~ ·:"- · 

donde 

o 
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