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Capítulo 1 

Introducción 
TESIS CON 1 

FALLA DE ORIGEN 

El péndulo invertido es un sistema mecánico clásico para probar nuevas 
ideas en la disciplina del control. Tiene la ventaja de ser, por un lado, un 
mecanismo relativamente sencillo, y por el otro, un sistema que contiene 
puntos inestables. El péndulo invertido se ha usado ampliamente como pa
trón para comparar tanto algoritmos de control, como el hardware para 
implementarlos. Otra de las cualidades de este dispositivo es que su dinánii
ca es similar a la de un transporte aéreo y a la de un robot bípedo con la 
capacidad de caminar. Los algoritmos utilizados para controlarlo pueden ser 
adaptados al control de otros mecanismos más complejos. 

1.1. Descripción del péndulo invertido 

El péndulo invertido es un servo mecanismo que consta de un riel sobre 
el cual se puede deslizar un carro, sobre éste está montado un péndulo que 
puede girar libremente. El sistema está instrumentado, de tal suerte que 
se puede medir el ángulo del péndulo con respecto a la vertical, así como 
la posición y la velocidad del carro. A través de un motor y una banda 
conectada al carro, se puede hacer que éste se deslice sobre el riel, el cual 
mide aproximadamente 1.2m. (Ver Figura 1.1) 

Si se considera al péndulo separado del carro, el péndulo tiene dos puntos 
de equilibrio: uno estable, abajo; y otro inestable, arriba. El objetivo del 
control es cambiar la dinániica del sistema para que en la posición vertical, 
arriba, se tenga un punto de equilibrio estable. En otras palabras, la idea es 
encontrar la fuerza que ha de aplicarse al carro para que el péndulo no se 
caiga, incluso si se le perturba con un empujón tipo escalón o impulso. 

7 
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Figura 1.1: Esquema del péndulo invertido 

Camptltad-. 
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NO 
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Convertitlo.-
0/A 

Phd•le l••ertld• 

·-----------------

---+---!--1 ~ct~~unador i--'-----+--1 ........,. 

t-----i-9-i A~ua.Jor 

t ________________ -------- --- -- -----! !,. ____ -- - - - - - ---- - -

Figura 1.2: Flujo de señales entre la PO y el péndulo 

1.2. Control propuesto 

El controlador podría ser continuo, usando amplificadores operacionales 
por mencionar algún ejemplo; o discreto, usando un microcontrolador, un 
procesador digital de señales (DSP) o una computadora personal (PC). El 
diseño de un controlador continuo es más sencillo que el de uno discreto, 
pero un controlador di!;creto es mucho más flexible. En la Coordiuaclón de 
Automatización, Instituto de Ingeniería, U.N.A.M. se cuenta actualmente 
con un péndulo invertido que ya incluye una tarjeta de adquisición de datos 
diseñada para incorporarse a una PC, un módulo que contiene los acondi
cionadores de señal para los sensores y el actuador para el motor. El uso de 
una PC para realizar el controlador es pues, la implementación más rápida. 
La flexibilidad con que cuentan las PC ofrece también la opción más didácti
ca. En la Figura 1.2 se muestra un diagrama que muestra la interconexión 
de los elementos mencionados, y en la Figura 1.3 se muestra una perspectiva 
(fuera de escala) de los componentes esenciales del sistema. 



1.3. OBJETIVOS 

Figura 1.3: Perspectiva del péndulo invertido 

1.3. Objetivos 
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En general, los sistemas de control requieren un tiempo de muestreo 
preciso. Esta precisión se consigue fácilmente con un microcontrolador o un 
DSP, pero si ha de usarse una PC, se requiere normalmente de un sistema 
operativo diseñado específicamente para trabajar en tiempo real. Cualquiera 
de estas dos opciones implica un esfuerzo para pasar del diseño a la imple
mentación. Uno de los objetivos es proporcionar una plataforma sencilla 
para que futuros estudiantes de control puedan probar sus diferentes al
goritmos. La sencillez de dicha plataforma radicaría principalmente en la 
separación del proceso de diseño y el proceso de implementación. Para veri
ficar la validez de dicha plataforma, naturalmente será necesario diseñar un 
control que estabilice al péndulo. 

El sistema, además de ser contener puntos inestables, es no lineal y pre
senta singularidades. Dado que al estabilizar el péndulo se espera que las 
variaciones en el ángulo sean pequeñas, se puede utilizar un modelo linea
lizado para simplificar el diseño del control que lo estabiliza. El algoritmo 
de estabilización requiere que el péndulo se encuentre en la posición vertical 
superior, por lo que se propone como objetivo adicional, diseñar un algorit
mo que levante al péndulo y un conmutador entre el esquema que lo levanta 
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El propósito de este capítulo es obtener un modelo matemático que des
criba al péndulo invertido. Primero se analiza la dinámica del sistema. Des
pués, por medio de una serie de Taylor se linealiza el modelo obtenido para 
poder utilizar una ley de control de tipo LQR. Dado que el control propues
to es por medio de una computadora digital, se calcula al final el modelo 
discreto. 

2.1. Ecuaciones diferenciales 

Las variables que definen la condición del sistema en todo momento son 
la posición r del carro y el ángulo <I> del péndulo con respecto a la vertical. El 
objetivo de esta sección, es encontrar la ecuación o el conjunto de ecuaciones 
diferenciales que describan el comportamiento de estas variables para una 
fuerza F, aplicada en el carro a través de la banda. 

El péndulo invertido se puede concebir como un cuerpo rígido cuyo 
movimiento se limita a dos dimensiones. Las ecuaciones fundamentales de 
movimiento plano de un cuerpo rígido son (ver Beer y Russell [2], capítulo 
16) 

LFi ma¡ (2.1) 

LFi mai (2.2) 

2:Ma Ict9 (2.3) 

11 
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Frie 

N L_ r 

Figura 2.1: Diagrama de cuerpo libre del péndulo invertido 

Las ecuaciones 2.1 y 2.2 son la segunda ley de Newton para las compo
nentes horizontal i y vertical j de la fuerza F y la aceleración a experimenta
da por el cuerpo rígido de masa m. La ecuación 2.3, derivada también de la 
segunda ley de Newton, establece que la suma de momentos M de las fuerzas 
que actúan sobre un cuerpo rígido alrededor de un punto G cualquiera, es 
igual al momento de inercia I por la aceleración angular a (con dirección g) 
alrededor del cuerpo rígido. 

En la Figura 2.1 se encuentra el diagrama de cuerpo libre del péndulo 
invertido. Sobre el péndulo invertido actúan F, la fuerza de fricción Frie, 
los pesos del péndulo y el carro, y la reacción normal N que ejerce el riel 
sobre el carro (tercera ley de Newton) l'vlo es la masa del carro, M1 la del 
péndulo, y g es la aceleración ejercida por la tierra. 

Para simplificar el análisis, se puede dividir el péndulo invertido en dos 
cuerpos: el carro y el péndulo. 

En el lado izquierdo de la Figura 2.2 se puede observar, además del peso 
del péndulo, las fuerzas de reacción H y V que actúan sobre su articulación. 
Para obtener la aceleración horizontal del péndulo, es necesario tomar en 
cuenta que la posición horizontal de su centro de gravedad depende de r y 
de .P. Si se aplica 2.1 al péndulo, se tiene 

H = M1 ::;2 (r - l8 sen.P) (2.4) 
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Figura 2.2: Diagramas de cuerpo libre del péndulo (izquierda) y del carro 
(derecha) . 

y la ecuación 2.2 da 

(2.5) 

Sobre el centro de gravedad del péndulo actúan tres. mome~tos. Uno se 
debe a la fuerza H, otro a la fuerza V, y el tercero a la fricción. que produce 
la articulación. De acuerdo con 2.3 

~<I> • e. dt2 = Vl. sen <I> + Hl. cos <I> - C-¡¡¡ (2.6) 

e. es la masa del momento de inercia de la articulación con respecto al 
centro de gravedad del péndulo y C es la constante de fricción del péndulo .. 

Desarrollando las ecuaciones 2.4 y 2.5 se tiene · 

H = M 1 (r - z.li> cos <I> + z.4>2 sen <I>) 

V = M1l8 ( - li> sen <I> - <i>2 cos <I>) + M1g 

Sustituyendo 2. 7 y 2.8 en la ecuación 2.6, se obtiene 

e.li> = M1l~ sen <I> ( - li> sen <I> - <i>2 cos <I>) + M1l8 g sen <I> + 

(2.7) 

(2.8) 

+ M1l~ cos <I> (- li> cos <I> + <i>2 sen <I>) + M1lsr cos <I> - C<i> (2.9) 

e.li> + c<i> + M1l~ii> ~ M1lsr cos <I> - M1l.g sen <I> =o (2.10) 
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Si se hace e= 9 8 +Mil;, entonces 

e<i> + C<Í?- Mils(rcos<I> + gsen<I>) =O (2.11) 

La expresión 2.11 es una ecuación diferencial con dos variables. Para 
resolverla es necesaria otra ecuación que relacione las mismas variables. Esta 
segunda ecuación se puede obtener analizando el diagrania de cuerpo libre 
del carro (Figura 2.2). Aplicando 2.1 al carro 

d2r 
F - Frie- H = Mo-;¡¡ (2.12) 

La fuerza de fricción Frie es proporcional a la velocidad del carro, y Fr es 
la constante de proporcionalidad .. Desarrollando·Frie y sustituyendo H 

Mor+ Frr + M¡f + ~ils{<i?.~ se~ <Í> - <!> cos <I>) = F (2.13) 

Si hacernos !vi= Mo +Mi, entone~':'· 

Mf + Frr + Mi¿(<i?2 sen <I> - <!> cos <I>) = F (2.14) 

Las ecuaciones 2.11 y 2.14 representan un sistema de dos ecuaciones 
diferenciales simultáneas con dos incógnitas que describen al péndulo inver
tido. 

Hasta ahora se han considerado las fricciones viscosas tanto del carro 
como del péndulo, pero no se consideró la fricción seca o de Coulomb. La 
fricción seca se comporta de acuerdo a la curva mostrada en la Figura 2.3. 
Cuando se Je aplica una fuerza F a un cuerpo colocado en una superficie 
rugosa, se produce una fuerza de fricción seca F 8 que se opone al movimiento. 
Al principio, cuando F es pequeña, el cuerpo no se mueve, lo que significa que 
F8 es de igual magnitud: conforme F aumenta, F 8 aumenta. Pero Fs tiene 
un límite (F,,.), y cuando F Jo sobrepasa el cuerpo se comienza a mover, F 8 

disminuye un poco y luego se mantiene constante de ahí en adelante. A Ja 
fuerza que mantiene al cuerpo en equilibrio se le llama fricción estática, y a 
la que se tiene cuando el cuerpo se mueve se le denomina fricción cinética 
(Fk)· Ver [2), capítulo 8. 

La fuerza de fricción seca es relativamente difícil de modelar, por lo que 
de momento se dejará de lado. Puede considerarse después como una per
turbación que el controlador debe compensar o puede estimarse y agregarse 
a la señal de control u(k). En el capítulo 3 se volverá a tratar el tema de la 
fricción seca. 
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Figura 2.3: Fricción seca o de Coulomb 
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Cualquier conjunto de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias puede 
representarse por otro conjunto de ecuaciones de primer orden. A esta re
presentación se le llama ecuación de estado. Una forma general de expresar 
la dinámica de un sistema lineal es (Ver Franklin y Powell [3)} 

y 

Ax+Bu 

Cx+Du 

(2.15) 

(2.16) 

donde el vector x es el estado del sistema y contiene n elementos para un 
sistema de orden n. u es el vector de entrada y contiene m elementos. y 
contiene p elementos y es el vector de salida. A, de dimensión n x n es la 
matriz del sistema. B, de dimensión n x m es la matriz de entrada. C, de 
dimensión p x n es la matriz de salida y D es una matriz de dimensión p x m. 

Este tipo de representación tiene la ventaja de que permite conocer el 
comportamiento interno del sistema, además de que se puede trabajar con 
sistemas cuyas condiciones iniciales sean diferentes de cero. Otra ventaja es 
que se facilita el diseño asistido por computadora, ya que los paquetes de 
software normalmente dependen de esta representación 1 • 

En la sección 2.1 se obtuvieron dos ecuaciones de segundo orden, por lo 

1 Además de que la representación como ecuación de estado es más compacta, es más 
sencillo programar operaciones entre matrices que operaciones con funciones de transfer
encia o ecuaciones diferenciales. 
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que el vector x tiene cuatro elementos: r, <I>, r y ~ 

el vector u tiene un elemento: la fuerza aplicada al carro. 

u=F 

El péndulo invertido consta de tres sensores, uno parar, otro para <I> y 
otro parar. Por lo que se define a la salida del sistema como 

con lo que se pueden determinar las matrices C y D fácilmente 

[

1000] 
C= O 1 O O , 

o o 1 o 
D=O. 

Para encontrar A y B es necesario expresar las ecuaciones 2.11 y 2.14 
en la forma . . 

para ±1 y ±2 se tiene 

x = f(x,u) 

±1 = fi{x,u) = X3 

±2 = f2(x, u) = X4 

De la ecuaciones 2.11 y 2.14, haciendo a= Mlls 

. a:i:4 cos X2 - ax~ sen x2 - FrX3 + u 
X3= M 

. a:i:a cos x2 + ng sen x2 - Gx4 
X4 = S 

sustituyendo 2.21 en 2.20 y despejando :i:a 

. a 2gsenx2cosx2 Fr9 
xa = fa(x, u) = 9M - a 2 cos2 x2 - 9M - a 2 cos2 x2 xa -

aC cos x2 a sen x2 2 - ~- ~+ 9M - a 2 cos2 x2 9M - a 2 cos2 x2 
e + u 

0M - a 2 cos2 x2 

(2.17) 

{2.18) 

{2.19) 

{2.20) 

(2.21) 

(2.22) 
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La ecuación 2.22 ~o es lineaL P~a para poder representarla como ecuación 
de estado lineal debe tener l.a ·siguiente· forma · 

' "' .• .: ;:·.·!··~'. ' 

··;"~~J,;,fi~~~;~~;~;';.b¡u 
'.\<,.; 

.~·:. > :'' :,_'. .·' ,. 

donde llij y b, so'n constahteS::] F'Eri-a lineiilizar la ecuación 2.22 se puede 
expresar fa(x;u)coII1o una· serie dé·Táylory utilizar únicamente el primer 
término. ·:· . :;:::_{ · ' . :-. < ·· 

:i:a ~ ª'3:~.········~.: .. [ªf~x:'u) ,. - .·· .ó.x. •] + 8fa~x, u) 1 .ó.u 
"' ._.<i.~1::. -· ·. ~i x=O,u=O _ U x=O,u=O 

Al calcularlas~~riva.dru¡ parciales y h~cer {3 ~ 9M - a 2 se tiene 

a31=8fa(x,u)1 . =O 
8x1 

x=O,u=O 

a32 = 8fa(x, u) 1 a2g 
ax2 =T 

x=O,u.=O 

8fa(x, u) 1 9Fr 
aaa= 8x3 =---¡¡-

x=O,u=O 

(2.23) 
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(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

Para :i:4 se puede seguir un procedimiento similar. Al sustituir 2.20 
en 2.21 se observa que 

• 0t.M g sen X2 0t.Fr cos X2 
~=h~~=eM 2 2 ~-- 0t. cos X2 0M - a 2 cos2 x2 

MC a 2 sen x2 cos x2 2 - ~- ~+ eM - a 2 cos2 X2 eM - a 2 cos2 x2 
(2.29) 

+ Ol.COSX2 U 

0M - a 2 cos2 x2 
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y las derivadas parciales,son 
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- a¡~(x,u) 1 - o 
a41 - 8x1 -

x=O,u=O 

a 42 =of4(x,u)1 aMg 
8x2 =-p 

x=O,u=O 

ª 43 =8f4(x,u)1 aFr 
{}:¡;3 = ---¡¡--·· 

x=O,u=O 

a44=of4(x,u)1 MC 
8x1 =--¡¡-

x=O,u=O 

b4 = of4(x,u) 1 
au =~ 

x=D,tt=O 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

A partir de este punto, ya se pueden determinar los coeficientes_ de A y B 

A=[g g ~ ~1 B=[:g:·l· O a32 a33 a34 
O a42 a43 a44 

La ecuación de estado es entonces 

~ = A;!!;+ B.ó.u, (2.35) 

donde ;:!!; son las desviaciones del estado alrededor del punto de operación. 
Los parámetros del péndulo invertido se pueden encontrar en [1] y se 

muestran en la tabla 2.1. 
Como ya se mencionó, el péndulo invertido contiene tres sensores. Los 

sensores de posición y velocidad entregan un voltaje proporcional a la va
riable medida. El sensor de posición angular consta de un encoder óptico 
conectado a un contador. El valor de dicho contador - un entero de 12 bits
es proporcional al ángulo del péndulo. Para simplificar el modelado de los 
sensores se optó por multiplicar el valor del contador por una constante, de 
tal suerte que se pudiera conceptualizar este sensor como un transductor 
más. El sistema tiene, además, un motor y un amplificador que transforman 
un voltaje en un par mecánico. Se puede entender estos transductores como 
una transformación lineal al vector de estado y a la entrada 

Xn=N;:!!; 

u= K¡u8 

(2.36) 

(2.37) 



2.2. ECUACIÓN DE ESTADO 

11 Parámetro Valor Unidad 11 

Parámetros Básicos Mo 3.2 Kg 
M1 0.329 Kg 

-- ~ ·-. - - ls 0.44 m 
es 0.008 Kgm2 

Fr 6.2 Kg/s 
c 0.009 Kgm2/s 

.Parámetros Compuestos M 3.529 Kg 
e 0.072 Kgm2 
a 0.1448 Kgm 
f3 0.23313 Kgm 

Cuadro 2.1: Parámetros del péndulo invertido 

11 Parámetro 1 Valor 1 Unidad 11 

K¡ 2.6 N/V 
nu 14.9 V/m 
n22 52.27 V/rad 
naa -7.64 Vs/m 
n44 52.27 Vs/rad 

Cuadro 2.2: Parámetros de los transductores 
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donde Xn es el vector de estado normalizado, N es una matriz diagonal 
cuyos parámetros se encuentran en la tabla 2.2, u 8 es la señal de entrada 
normalizada y K ¡ es Ja relación que existe entre el voltaje a la entrada del 
amplificador y Ja fuerza aplicada al carro. 

[

nu 

N- O - o 
o 

(2.38) 

Los elementos ni 1 a na3 son los factores que relacionan las cantidades 
eléctricas con las mecánicas. Como .¡, no se puede medir directamente, ha 
de ser estimado más tarde. El elemento n44, se puede, entonces, elegir arbi
trariamente. Por simplicidad se eligió n44 = n22 s. 

Si se sustituyen las ecuaciones 2.36 y 2.37 en 2.35 se puede ver que 

(2.39) 
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y al despejar Xn 

. de don~e se p~e~~9bteiierja0 ~at~iz normalizada del sistema 

··:_¡·~~ NAN-1 

y la matriz I1órmali~ada de entrada 
-<;-:,;.-.':.; ... e-,·••. • 

Calculando 

A 

B 

y 

Finalmente, 

B 0 =NBK¡ 

[ go .. o.~83 
21.53 

_,~.16 _._L,] 
-3.868 .. -0.1369 

[ 
o i· · . . o.·.··.· .. · 

0.30896 ; 
0.62382 ; 

[

o . 
O O· 
o -o:fa9· 

.[0º21.]53;( 
o . 

-6.137 .• 
. 84.778 

o.0!082] 
-0.1369 

2.3. Modelo discreto 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

Al implementar controladores por medio de sistemas digitales se puede 
elegir normalmente entre dos opciones, la primera consiste en utilizar el 



· 2.3. MODEL01DISCRETO 

Modelo continuo de la planta 

.. --- - -- - --- - - - -1 

' ' 
~---;-:--. Planta ,___~·----~ 

' ~ -- - - --- - - - -- - _, 

~-----------------------------
Algoritmo de control 

------------------------------
Controloador continuo 

Modelo discreto de la planta 

¡--------------------------

' ' L-------------------------

: Algoritmo de control : 

' ' L---------------' 
Controlador discreto 
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Figura 2.4: Esquemas para diseñar en el tiempo continuo (izquierda) y en el 
discreto (derecha) 

modelo continuo del sistema o planta que se quiere controlar, diseñar el 
controlador en el tiempo continuo y discretizarlo para construirlo sobre un 
sistema digital. A este procedimiento se le llama diseño por emulación. La 
segunda opción es obtener el modelo discreto de la planta y realizar direc
tamente el diseño del controlador en el tiempo discreto. 

En la Figura 2.4 se muestran los dos enfoques. Al diseñar por emulación, 
resulta un controlador que se encuentra formado por los convertidores A/D, 
D /A y un controlador discreto. Este controlador emula el comportamiento 
de un control exclusivamente continuo, pero no se comporta exactamente 
de la misma forma, el grado de exactitud con respecto al controlador ex
clusivamente continuo depende de la frecuencia de muestreo. En el segundo 
caso (lado derecho de la figura), la planta se conforma por los convertidores 
D/A, A/D y la planta continua. En este caso la planta sí exhibe un com
portamiento igual al de una planta exclusivamente discreta. En este sentido 
el segundo enfoque es más exacto. 

El siguiente paso es obtener el modelo discreto del sistema. Para llevar 
esto a cabo se necesita determinar el periodo de muestreo. La frecuencia de 
muestreo recomendada [3] es 

20 < Ws < 40 
Wb 

(2.48) 

donde W 8 es la frecuencia de muestreo y Wb es el ancho de banda del sistema 
en lazo cerrado. Debido a que el controlador no ha sido diseñado todavía, 
no se conoce el valor exacto de Wb· Para fines prácticos Wb se puede suponer, 
tentativamente, igual al polo más rápido del sistema. Los polos del sistema 
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están determinados por los valores caraéterísticos de An 
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det(sl-~n) 

. 82 4;52 

83 '= ,~4.84 
84 '= -i~73 

=> w,; . ~ 4.84 (rad/s] 

(2.49) 

(2.50) 

Si se elige una frecuencia de. muest~~ide·40 ·v~ces la del polo más rápido 

w8 40 X 4.84 = 193.48 (racl/s] 
27í 

T 8 = - Rj 30 (ms] . 
Ws 

(2.51) 

(2.52) 

Cabe mencionar que la ecuación 2.48 ha de verificarse una vez que se haya 
diseñado el controlador. 

Una vez calculado el periodo de muestreo se pueden utilizar diversas 
transformaciones para determinar el modelo discreto del sistema. El más 
directo es el retenedor de orden cero, ya que eso es precisamente lo que 
hay a la entrada de la planta. Utilizando las rutinas del paquete Matlab se 
calculan las matrices 

y 

[

1 1.11 X 10-4 
o 1.01 
0 -3. 77 X 10-3 

0 6.45 X 10-l 

[~i~;9~~~~~1] 2.47 

e 
D 

Xn(k + 1) 
Yn(k) 

-5.69 X 10-2 

1.17 X 10-2 

9.44 X 10-l 
7.72 X 10-l 

4.10 X 10-7 l 
3.00 X 10-2 

-3.31X10-5 

1.01 

ÁdXn(k) + Bdu(k) 
Cdxn(k) + Ddu(k) 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 



Capítulo 3 

Estabilización del Péndulo 
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En este capítulo se describe el diseño del controlador que estabiliza Ja 
posición inherentemente inestable del péndulo. Se explica Ja forma en que 
se implementó el sistema y al final se presentan Jos resultados obtenidos. 

3.1. Diseño del control 

En el diseño propuesto se plantea retroalimentar el estado a través de una 
ganancia determinada con el método LQR (Linear Quadratic Regulator). 
El estado que se mide no es completo, por lo que se propone utilizar un 
observador prcdictor de orden reducido para estimar parte del estado. 

3.1.1. Bases teóricas 

La ventaja de tener al sistema representado en el espacio de estados es 
que el diseño de un controlador LQR resulta más sencillo. La idea es estable
cer Ja retroalimentación mediante una combinación lineal de las variables de 
estado. Otra de lM venta,ias de este método, es que se puede separar el pro
blema en dos pasos independientes. Se asume que se tienen disponibles todas 
las variables de estado para ser retroalimentadas; esto, aunque no necesaria
n1ente sea cierto1 nos permite proceder con el primer paso: obtener la ley de 
control, es decir, Ja expresión que nos permite calcular Ja señal de control. El 
segundo paso consiste en diseñar un observador que estime el estado comple
to a partir de una porción dada. El algoritmo de control final está formado 

1 De hecho, para un problema de control general, sería poco práctico comprar una 
gran cantidad de sensores sabiendo que no son necesarios si se utilizan métodos clásicos 
(respuesta en frecuencia). 

23 
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---------------p¡;~----------------: 

----------------------------------. 
rmdulo D(k) Sensores : y 

Dl(k+l}'-Adxa(k)+RdU(k) )'(k}-CDl(k) 1-T--"-----~ 
' ' ' ' 
~----------------------------------2 

:- -------------------- -c;n~..;,1~do~ -- --------- - -- -- ---: 
¡~-~----~-~-----------~-------------~-~--! 

Observador 
' ' ' 

' ' 
~------------------------------------------------J 

Figura 3.1: Diseño en espacio de es.tados 

'. . ._,.,::: ,.· ... , .', 

RcfcrCncia · 

entonces, por la combinación del observador y la ley de control. 
En la Figura 3.1 se puede ver t1l1 esquema del algoritmo de control. K 

es la matriz que retroaÜmenta el estado para obtener la señal de control, es 
decir: u(k) = -Kx(k). 

3.1.2. Retroalimentación del estado 

Para obtener la ganancia K hay varios criterios, uno es asignar arbi
trarirunente el patrón de polos que se quiere que tenga el sistema en lazo 
cerrado;, otra posibilidad es utilizar un control óptimo variable en el tiempo 
(time-varying optimal control). La opción elegida es un control óptimo LQR 
(Linear Quadratic Regulator), un caso particular del variable en el tiempo. 

Se trata de minimizar la función 

N 

J = L [xnT(k)Qx,.(k) + uT(k)Ru(k)]. 
k=O 

(3.1) 

J es una función de costo que generalmente está asociada con la energía 
del sistema. Se trata de un control óptimo en el sentido de que se busca 
minimizar la energía. La expresión x 0 T(k)Qxn(k) representa la energía que 
aporta cada estado, Q es una matriz no negativa definida (una posibilidad es 
una matriz diagonal, cuyos elementos sean positivos). A través de Q se puede 
elegir el peso que tiene cada estado en la función J. Se puede conceptualizar 
x 0 T(k)Qxn(k), como una x 2 (la energía normalizada) en un sistema con 
una sola variable. Como en este caso u(k) contiene un sólo elemento, R 2'. O 
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es un elemento que indica el peso que se le quiere dar a la energía asociada 
con la señal de control. 

La ecuación 3.1 está sujeta a la restricción impuesta por el sistema 

(3.2). 

Las ecuaciones 3.1 y 3.2 conforman un problema típico de obtención 
de mínimos con restricciones o condiciones laterales. que puede ser resuelto 
utilizado los multiplicadores de Lagrange (ver Marsden y Tromba [5] capítulo 
4); con Ja gran complicación de que se trata de ecuaciones en diferencias en 
vez de algebraicas. 

La solución no es fácil de obtener. Una forma de resolver el problema 
es utilizando métodos numéricos. Un método se muestra en [6], capítulo 7 
y otro en [3], capítulo 9. La solución en ambos casos resulta en un ley de 
control variable en el tiempo, es decir 

u(k) = -K(k)x0 (k) 

Para sistemas con coeficientes constantes, K(k) permanece fija durante un 
periodo de tiempo y luego decae a cero. Si se hace N--> oo en 3;1 entonces 
la ganancia del controlador permanece fija todo el tiempo 

K(k) =K 

En este caso, se puede utilizar la ecuación de Hamilton 

donde .>. es el multiplicador de Lagrange. 

[
Xn(k)] 
>.(k) 

(3.3) 

Para un sistema de orden n, la dinámica descrita por la ecuación 3.3 
contiene 2n polos, de los cuales la mitad son estables y la otra mitad son 
inestables; de hecho, los polos inestables son los recíprocos de los polos esta
bles. Los polos estables de 3.3 son Jos polos en lazo cerrado que hacen que se 
satisfagan 3.1 y 3.2. A partir de estos polos se puede obtener K utilizando 
la fórmula de Ackermann. Para un desarrollo más detallado se recomienda 
consultar [3], capítulo 9. 

El valor exacto de J no es relevante, sólo se pretende encontrar Ja K 
que asegure que sea mínimo; lo importante es el valor relativo que tienen 
los elementmi de Q y R entre sí. Se puede hacer arbitrariamente R = 1 y 
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proponer Q a partir de ahí. Una posibilidad es 
..-~~~~~~~~~_;....-, 
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-- _·. r6. ~o 
Q= o 

o 

o 
100 
o 
o 

o 
o 
20 
o i] (3.4) 

La selección de esta matriz sigue este razonamiento: la sensibilidad del sensor 
de posición angular es mucho mayor que la del sensor de posición lineal (ver 
tabla 2.2) Nos importa que tanto la posición angular como lineal tengan 
pocas variaciones, aunque las velocidades pueden ser grandes. No importa 
cuanta energía de u se utilice (siempre y cuando no se sature el actuador). 

Ahora se puede calcular K, 

K = (-2.87469 3.46593 5.35264 0.80618] , (3.5) 

Una vez que se tiene K, se puede verificar que la frecuencia de muestreo 
sea correcta, es decir, que cumpla con la desigualdad 2.48. El siguiente paso 
es calcular el ancho de banda de lazo cerrado Wb· Existen varias definiciones 
de ancho de banda. Una de las más comunes es (ver [4], capítulo 2): 

El ancho de banda de 3 dB es !2 - Ji, donde a frecuencias dentro de la 
banda Ji < f < f2, los espectros de magnitud, es decir IH(f)I, se 
reducen no menos de 1/V2° veces el valor máximo de IH(f)I, y el valor 
máximo se reduce a una frecuencia dentro de la banda. 

En la Figura 3.2 se puede ver la respuesta en frecuencia de las diferentes 
salidas del sistema en lazo cerrado cuando se considera como entrada la 
referencia en la posición. En la figura se puede observar que el ancho de 
banda máximo es aproximadamente igual a 6.5 rad/s. El cociente w 8 /wb es 
de al rededor de 30, lo cual indica que se cumple la desigualdad 2.48. 

3.1.3. Observador de Luenberger Reducido 

Hasta al1ora se ha asumido que se cuenta con el estado completo. En 
realidad no se cuenta con un sensor para medir ci>. Para estimar ci> se puede 
utilizar un observador de Luenberger. Se puede aprovechar también este ob
servador para estimar la fricción seca Fs de la que se hablaba en el capítulo 2. 
En la Figura 3.3 se muestra un diagrama de bloques de un observador de 
orden completo (ver [3] capítulo 8). La ecuación en diferencias que describe 
al estado estimado x(k) es 

x(k + 1) = Adx(k) + Bdu(k) + L[y(k) - Cx(k)] (3.6) 
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l~b?)~-M- : l 
o 2 4 - '--. 6 8 

U.___! L----L---17:_· < :..___••tfi±___._•.••······• •··· .••••-"'-----'. g 
r~i::~ .. l 

o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 
Frecuencia (radia) 

Figura 3.2: Respuesta en frecuencia de las diferentes salidas del sistema en 
lazo cerrado cuando se considera la referencia en la posición como la entrada 
del sistema 

xn(O) 

u(k) 

Figura 3.3: Observador de Luenberger 
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La dinámica del error {:X: = Xn - x) depende de L y está dada por 

det{zl - Ad+ LC) =O (3.7) 

donde los valores de z corresponden a los polos del estimador. 
El observador descrito arriba estima al estado completo. Si se quiere 

estimar únicamente una parte del estado se puede utilizar un observador 
de orden reducido. Al diseñar un observador de esta naturaleza, se separa 
el vector de estados en dos partes, una medida Xa y otra estimada Xb. La 
ecuación de estado queda de la siguiente forma: 

[::~Z: ~~] = [~:: !::] [::~zn + [::] u(k) (3.8) 

La parte que describe la dinámica de los elementos no medidos es 

{3.9) 

"entrada." conocido. 

Los dos últimos elementos son conocidos y pueden considerarse· como en
tradas a la dinámica de Xb. Si se reordena la parte que describe la dinámica 
de Xa se tiene que 

Xa{k + 1) - AaaXn(k) - Bau(k) = AabXb{k) {3.10) 
''medición" conocida. 

Las ecuaciones 3.9 y 3.10 tienen la misma forma que las ecuaciones 2.57 
y 2.58 respectivamente, por que lo se puede utilizar la ecuación 3.6 si se 
hacen las siguientes sustituciones: 

Xn 
Ad 

Bdu(k) 
Yn(k) 

cd 

<- Xb 
<- Abb 
<- AbaXa(k) + Bbu(k) 
+- Xa(k + 1) - AaaXa(k) - Bau(k) 
<- Aab 

Al sustituir, se puede ver que la ecuación que describe la porción faltante 
del estado esta dada por · 

Xb(k + 1) = Abbxb(k) + AbaXa(k) + Bbu(k) + 
+ Lr[xa{k + 1) - AaaXa(k) .....: a..:u(k)- A;.bxb(k)] 

(3.11) 

Lr es la matriz que se debe encontrar para h.acer que el er~or se comporte 
de manera estable. · 
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Si·se ~esta la ecuación. 3.Ü de Ja 3.9 se.obtienela .dinámica del error de 
estimación 

:,• xb(k + 1) = [Abb "".'" LrA~~]xb(k) 
y la forma el~ obte~~i:· t~. se~ía.'1~ ~is~a ~~;; ~t<*i . 

det(zl ~ Abb + LrAab) = O 

(3.12). 

(3.13) 

La velocidad angular ya se encuentra incluida en el modelo del sistema, 
pero la fricción seca no. Para incluirla en ·el modelo, se puede considerar 
como un quinto estado x5. Por simplicidad se puede asumir que es constante 
(tomar únicamente la fricción cinética). La ecuación de estado para esta 
variable es entonces 

:i:s =O (3.14) 

Como se trata de una fuerza que tiene la misma línea de acción que u, 
se relaciona con las demás variables de estado a través de Bd. La ecuación, 
con el nuevo estado es 

[ xn(k + 1)] = [Ad Bd] [xn(k)] + [Bd] u(k) 
Xns(k + 1) O O Xns(k) O 

(3.15) 

Si se compara Ja ecuación 3.8 con la 3.15 se puede ver que 

[Adu Ad12 Ad1a] [ Ad14 Bd1] 
Aaa Ad21 Ad22 Ad1a Aab = Ad24 Bd2 

Ad31 Ad32 Ad3a Ad34 Bd3 TESIS CON 

[A~41 Ad42 A~a] [A~44 Bi4] 
FALLA DE ORIGEN 

Aba o Abb 

y 

[Bd1] Bb = [Bi4] Ba = Bd2 
Bct.3 

En el capítulo anterior se vio que el polo más rápido en lazo abierto es 
igual -4.84 [rad/s]. La idea es que los polos del observador sean considera
blemente más rápidos, por ejemplo 

s1 = s2 = -100 [rad/s] 

y pasándolos al plano discreto con T 8 = 0.03 s 

k = e8 Tª 

ki = k2 = 0.04979 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 
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Para resolver la ecuación 3.13 y encontrar Lr, se puede adaptar un poco 
el problema y usar la fór~ula de Ackermann. La fórmula de Ackermann 
encuentra Ja K que ~atisface la condición (ver (3], capítulo 8) 

·'-··-~-o;-__ o-='"-~º· - -- --

;¡,, .. ; , : det{sl - A+ BK) =O (3.19) 

Al trasponer lS: Jhll.tii;;• él~I siStema en la . ecuación que describe la dinámica 
del error (3.12) · 

se puede usar 1a;r1?d~1i:0:1g~~t~:L~sjjz~f~:~.~por · s; Abb ~·::: 
T · ··· •T'···· ,. · . ,.,,, ,• :" ""·' , ,· ... 

A, Aab por By L,; :: P?r.·~ .. :~St() da/ · • :c;).:C•·c<·ci/.• 

··.·· .. · .. '"[ 0:211b1 •.... o.:n8Í4º·(~7.i667]' · 
·• L,; ·== :~o.oo82i , ·a,obci3i\•' o."278l ' 

·, - ' . ,. .· '·"--' ' ·'.' .· ·'.•:!;-_ '~ ;:-: .. -,.;- ~·-·.: -·..,:¡,.'. .::=.r -. :<•'' ·. 

Si se reord~na la ecuación 3.11 se tiene~ •éil,;~.• 

Xb{k + 1) - L~xa{k +1) = (Abb -i;Aa~]~~{k) 
' - [Abb ~ L~A~~]L~·,¿;{k) + 

{3.21) 

+ [lAbb :._ i..~.A'~~]Ll"+ Aba - LrAaa]xa{k) + 
+ (Bb -'LrBa]ii{k) 

y si se hace 
z(k) ~ Xb{k) - Lrxa(k) 

la dinámica de z está dada por 

'[0.04979 o ] 
o 0.04979 

[
-0.20056 -29.92 

7.8037 0.00075 

[o.0~979] 

(3.22) 

(3.23) 

6.8222] 
-0.2492 

(3.24) 

En la Figura 3.4 se muestra un esquema completo del controlador. Las 
matrices CL y VL permiten recuperar Xb (a partir de la ecuación 3.23), y 
ponerlo en un vector junto con x 8 • 
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,!1 

: 
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3.2. 

Observador de orden reducido 

Figura 3.4: Esquema del controlador para estabilizar el péndulo 

[~J = [ Oj107 
-0.00821 

o 
1 
o 

0.31814 
0.00031 

Implementación del control 

_,L] 
0.2781 
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Antes de implementar el esquema mostrado en la Figura 3.4 hay que si
mularlo para detectar posibles errores. En el capítulo 2 se obtuvo un par de 
ecuaciones simultáneas diferenciales (2.11 y 2.14) que pueden usarse direc
tamente para modelar el péndulo invertido. Simulink, un módulo de Matlab, 
permite realizar simulaciones de modelos a través de una interfaz gráfica. 
Además de las ecuaciones diferenciales, podemos utilizar los parámetros que 
describen al actuador y a los sensores y agregarlos al modelo. Finalmente, 
se puede incluir la fricción seca utilizando una curva como la mostrada en 
la Figura 2.3. 

En las Figuras 3.5 y 3.6 se pueden ver los resultados de la simulación del 
modelo descrito por 2.11, 2.14 y una fricción seca máxima de 1.3 N cuando 
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Figura 3.5: Simulación de la señal de control, la posición y la posición angular 
al aplicar un escalón en la referencia de la posición 

se aplica un escalón en la referencia de la posición. Se puede observar que el 
sistema es estable, que las variaciones en el ángulo no sobrepasan los 7° y que 
la estimación de la velocidad angular no contiene errores de más del 6 %. La 
estimación de la fricción contiene errores relativamente grandes. Este error 
no es muy grave ya que no sobrepasa Fm. 

El péndulo trae incluida una tarjeta de adquisición de datos (DAC 6214). 
Matlab cuenta con un módulo (Real Time Workshop) que permite utilizar 
directamente Simulink para construir 11n controla<lor en tiempo real con ca· 
pacidad para manejar interrupciones2 • Una opción práctica sería desarrollar 
una interfaz para manejar la tarjeta desde Matlab y utilizar el modelo del 
controlador que ya se tiene construido, sustituyendo el modelo de la planta 
por las interfaces con la tarjeta (ver Figura 3. 7) 

Una de las ventajas que Matlab tiene, es la opción de que el usuario 
escriba rutinas en el lenguaje C, las compile, y después las use como si 

2Si bien el control óptimo es bastante noble en el sentido de que es insensible a las varia
ciones de los parámetros del sistema, requiere un tiempo de muestreo preciso, determinado 
por hardware, no por software. 
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Figura 3.6: Simulaciónd~ l~;s~~ªª~/d~--~~f~~~~'.an~lar, _fricc.ión y sus 
respectivos estimados al aplicar tiri e'sc~óii ~n la referencia de ia posición 

Interfaces para manejar la 
terjcta DAC6214 
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Figura 3. 7: Implementación del controlador para estabilizar el péndulo 
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Figura 3.8: Simulación del algoritmo de control usan.do t_;QR estimando la 
fricción · ·".•"':'ié,,:···o•- · · · 

fueran parte de Matlab. Se desarrollaron las interfaces para manejar las 
tarjetas :utilizando esta característica. En el apéndice A se encuentran los 
códigos fuente. 

3.3. · Análisis de datos y resultados 

Se consideraron tres elementos importantes para probar el control: su 
insensibilidad a perturbaciones externas (un empujón), su capacidad para 
seguir a un escalón en Ja entrada y su habilidad para reaccionar ante una 
variación en los parámetros (se colocó sobre el péndulo un peso de aproxi
madamente el 30 % de su valor original, con esto se consiguió cambiar tanto 
su masa, como su centro de gravedad). 

En las Figuras 3.8 y 3.9 se muestran Ja simulación y los resultados ex
perimentales. Se puede observar que la respuesta de la posición y el ángulo 
son muy similares a las simuladas. La señal de control es diferente porque 
compensa el ruido externo. Se puede ver también que responde adecuada
mente a perturbaciones externas y que Ja dinámica del sistema cambia poco 
cuando se cambian los parámetros del péndulo (la masa). 

En las Figuras 3.10 y 3.11 se muestra el mismo experimento, sólo que 
no se incluyó la estimación de la fricción. El sistema se comporta de manera 



3.3. ANÁLISIS DE DATOS Y RESULTADOS 

:;:: 'º 

L: 
(FV?. 
Lfj:f; 

5 10 15 

Perturbación extemll Cembkl en 18 ,.,erenda ... ,._ 

LQR 

35 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Figura 3.9: Resultados del algoritmo de control usando LQR estimando la 
fricción 

muy similar al mostrado en la Figura 3.9, sólo que presenta oscilaciones 
tanto en el ángulo como en la posición. De aquí se observa la ventaja de 
compensar la fricción seca, ya que se eliminan las oscilaciones de manera 
considerable. 

Antes de proseguir con el siguiente capítulo, vale la pena analizar los 
efectos que tiene la elección de una Q distinta a la usada en la ecuación 3.4. 
En la parte superior de la Figura 3.12 se observa la respuesta del sistema 
cuando 

[

10 

Q¡ = ~ 
o o 
10 o 
o 10 
o o 1] (3.25) 

Se puede apreciar que la posición r alcanza el estado estacionario en un 
periodo de tiempo relativamente grande, cerca de 5.5 s. Esto se debe a que 
los sensores de posición y velocidad son menos sensibles que los de posición 
angular y velocidad angular. Si se compensa esta diferencia en sensibilidades 
con una 

o o 
10 o 
o 20 
o o 1] (3.26) 
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LQR aln Mtkn.eclón de la fr1cdón 
Simulado 
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Figura 3.10: Simulación del algoritmo de control usando LQR sin estimar la 
fricción 
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Figura 3.11: Resultados del algoritmo de control usando LQR sin estimar la 
fricción 
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se obtiene una respuesta como la mostrada en el centro de la Figura 3.12. La 
respuesta del sistema es más rápida, pero aún puede mejorarse si se le asigna 
un peso relativamente pequeño a la velocidad y a la velocidad angular. Esto 
se logra, por ejemplo, con una 

[

650 o o º] o 100 o o 
o o 20 o 
o o o 10 

(3.27). 

la cual es, precisamente la usada en Ja ecuación 3.4. La respuesta del sis
tema es todavía más rápida, como se puede ver en la parte inferior de la 
Figura 3.12. 
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Levantamiento del Péndulo 

En este capítulo se describe el diseño de un algoritmo para levantar el 
péndulo invertido. Se muestra el levantamiento en simulación, así como los 
resultados experimentales del proceso de levantamiento. 

4.1. Diseño del control 

Para levantar el péndulo se propone aplicar una excitación a la frecuencia 
natural para hacerlo entrar en resonancia. Se propone también utilizar un 
algoritmo para conmutar entre el controlador que levanta el péndulo y el 
que lo estabiliza. 

4.1.1. Bases teóricas 

Cuando la ecuación diferencial que describe la dinámica de un sistema 
tiene la forma (ver Feynman [7], capítulos 21 y 23) 

d2x(t) 
a1-¡¡¡:¡- = -aox(t) (4.1) 

donde ao y a1 son constantes, se dice que el sistema es un oscilador armónico. 
La solución a la ecuación diferencial es una función cosenoidal 

x(t) = Acos(wot + .6.) (4.2) 

donde A (la amplitud) y .6. (la fase) dependen de las condiciones iniciales. 
wo es la frecuencia natural y está dada por 

(4.3) 

39 



TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

40 CAPÍTULO 4. LEVANTAMIENTO DEL PÉNDULO 

Cuando una excitación externa actúa sobre el sistema se tiene un osci
lador harmónico forzado. La ecuación diferencial es 

d2x(t) 
a1 ~ + aox(t) = F(t) (4.4) 

Este tipo de sistema ha sido estudiado con mucho detalle debido a que 
se presenta en diversos campos de Ja física: mecánica, acústica, óptica, etc. 
Cuando la excitación externa es una función cosenoidal de tipo 

F(t) = Fo coswt, (4.5) 

la solución a Ja ecuación diferencial tiene la forma 

x(t) = Fo [coswot - coswt]. 
a1 (w2 - w3) 

(4.6) 

Si Ja frecuencia de excitación es igual a la frecuencia natural, la ecuación 4.6 
queda indefinida. Es necesario calcular el límite cuando w tiende a wo, es 
decir 

lím x(t) =.Fo [tsenwot]. (4 .7) 
w-wu a 1 2w0 

De la ecuación 4.7 se observa que x(t) tiende a infinito conforme pasa el 
tiempo. En este caso, se dice que el sistema está en resonancia. 

En la Figura 4.1 se muestra el esquema de un péndulo fijo si fricción. 
En ausencia de excitaciones externas las únicas fuerzas son la de gravedad 
y la reacción en el pivote. La fuerza de gravedad puede separarse en dos 
componentes: una en la dirección de la barra y otra perpendicular a ésta. La 
que va en dirección de Ja barra está compensada por la fuerza de reacción R 
en el pivote. La. fuerza. perpendicular es entonces, la resultante. Aplicando 
Ja segunda ley de Newton 

d20(t) 
Mils~ = -M19scnO(t) (4.8) 

d20(t) 
ls---;¡¡2" = -gsen9(t) (4.9) 

donde M1 es la masa del péndulo, l 8 es la longitud de la barra, g es la 
aceleración debida a la gravedad y 9 es el ángulo con respecto a la vertical. 

Si 9 es lo suficientemente pequeño, se puede sustituir sen 9 por 9 y obtener 
un oscilador armónico cuya frecuencia natural es de 

wo = {{; [r:1J (4.10) 
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Figura 4.1: Esquema de un péndulo fijo sin fricción 

_?"'Riel 

Figura 4.2: Péndulo en la posición inferior 
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El sistema descrito por 4.9 se comportaría como un oscilador armónico 
si la excitación se aplicara en el eje. En realidad, la excitación se aplica al 
carro y en consecuencia se mueve el péndulo. Para analizar este efecto, se 
puede obtener un modelo descrito en el espacio de estados, linealizado en 
la posición inferior del péndulo (Figura 4.2). Siguiendo un procedimiento 
similar al del capítulo 2 pero despreciando la fricción, se llega a 

m [~ g !] [~] + [0.~09] F 
o o <I> 0.624 

[~~] (4.11) 

Los polos del sistema representad() por 4.11 son 

s1,2 O 

83,4 0±4.6401j. (4.12) 

De la ecuación 4.12 se observa que la frecuencia natural del sistema wo es 
de 4.6401 rad/s. Al aplicar una entrada cosenoidal de esta frecuéncia y de 
amplitud unitaria se obtiene un juego de curvas como el mostrado en la 
Figura 4.3, de donde se puede apreciar que el principio de resonancia se 
mantiene. 

4.1.2. Excitación 

En la sección anterior se calculó la frecuencia de resonancia para el sis
tema linealizado. La frecuencia de resonancia real seguramente es distinta. 
Una posibilidad es medir experimentalmente la frecuencia natural del péndu
lo y aplicar una fuerza que estuviera de acuerdo con la ecuación 4.5. Este 
enfoque plantea dos problemas principales: uno, que la frecuencia natural del 
péndulo seguramente varía debido a la fricción seca, dos, aplicar un voltaje 
al motor de DC en lazo abierto no permite controlar la posición del carro 
y éste podría rebasar la longitud del riel, chocando contra alguno de los 
extremos. 

Es necesario encontrar la manera de medir dinámicamente la frecuencia 
natural y mantener la posición del carro dentro de los límites del riel. Una 
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propuesta es separar el problema en dos partes. La primera consiste en 
diseñar un algoritmo que controle la posición del carro sin tomar en cuenta 
el movimiento del péndulo. La segunda parte sería un algoritmo que obtenga 
la frecuencia del péndulo y a partir de ésta, determine la referencia en la 
posición que deberá tener el controlador de lazo cerrado. 

El controlador de lazo cerrado puede diseñarse utilizando los métodos 
descritos en los capítulos 2 y 3, pero sin la necesidad de utilizar un obser
vador. Respecto al segundo algoritmo, se puede estimar la velocidad angular 
del péndulo, y cuando ésta se aproxime a cero, mover el carro de un extremo 
del riel al otro. Esto es lo que se hace intuitivamente al empujar un colum
pio, se empuja cuando la velocidad es cero y se ha alcanzado la amplitud 
máxima para ese ciclo. 

Como sólo interesa el instante en el que la velocidad angular es nula, es 
suficiente si como estimación se realiza la resta del valor actual del ángulo y 
el valor anterior. Dado que el sistema es discreto, no es posible encontrar el 
instante preciso en el que esto sucede, es necesario definir un umbral para 
el cual se pueda considerar que la velocidad es cero. En la Figura 4.4 se 
muestra el diagrama de flujo. 
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Figura 4.4: Diagrama de flujo para determinar la referencia del controlador 
del carro 

Si se logra que los polos del controlador del carro sean lo suficientemente 
rápidos, se puede esperar que la excitación se aproxime a una señal cuadrada. 
Dicha señal cuadrada tendría como frecuencia fundamental, la frecuencia 
natural del péndulo. 

Lo único que falta es un conmutador entre el sistema que levanta el 
péndulo y el que lo estabiliza. Como para ángulos menores o iguales a ±10° se 
cumple con buena aproximación que sen() :::::: (), se puede utilizar el algoritmo 
para levantar el péndulo cuando el ángulo se encuentre fuera de ese rango 
y conmutar al control de estabilización cuando el péndulo entre a ese rango 
(ver Figura 4.5). 

4.1.3. Control del carro 

Para controlar el carro se puede utilizar el diagrama de cuerpo libre de 
la Figura 4.6 y aplicar la segunda ley de Newton 

F = Fric+Mr (4.13) 
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Figura 4.5: Diagrama de flujo para conmutar entre el levantamiento del 
péndulo y su estabilización 

F 1 .. Frie 

Figura 4.6: Diagrama de cuerpo libre del carro al despreciar el . efecto del 
movimiento del péndulo 

donde Mes la masa total del carro y el péndulo, r la dirección del movimien
to y Frie es la fuerza de fricción dada por 

Frie= Frf (4.14) 

por lo que 
F=Frf+Mr (4.15) 

Siguiendo un procedimiento similar al- del capítulo 2, se obtiene la si
guiente ecuación de estado 

Xnc(k + 1) 

Ync{k) 

AdcXnc(k) +. B<l~u{k) 
CdcXnc{k) + Ddcu(k) 

{4.16) 

(4.17) 

donde Xncl es la posición del Carro eri'voÍts, Xnc2 es la velocidad del carro en 
volts y · ' · 

[0
1 .C.:.0.05599] 

0.94866 Bdc [ 
0.0048543 ] 

-0.1644908 

o 
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Conmutación 

Figura 4.7: Simulación del conmutador y los controles para levantar y esta
bilizar el péndulo invertido 

Para obtener la matriz Kc que retroalimenta el estado se puede usar 
la formula de Ackermann. Para un par de polos z1 = z2 = 0.5, escogidos 
arbitrariamente, se tiene 

K = [25.9767] 
e -5.0006 ( 4.18) 

4.2. Implementación del control 

Al igual que con el control para estabilizar el péndulo, se llevó a cabo 
una simulación del sistema. En la simulación se incluyeron: el mismo modelo 
del péndulo invertido que en el capítulo 3, el algoritmo de control para 
estabilizar el péndulo, el algoritmo para levantarlo y el conmutador entre 
los dos algoritmos. La respuesta se muestra en la Figura 4. 7 

Se llevaron a cabo varias simulaciones para diferentes pares de polos en el 
controlador del carro. Con la mayoría se obtuvo un sistema capaz de levantar 
y luego estabilizar al péndulo. La diferencia que se tuvo fue la amplitud del 
sobretiro en la posición del carro al momento de conmutar los controladores, 
así que se buscó un par que no excediera los límites de la barra. 

Para implementar los algoritmos se utilizó Simulink. 
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Figura 4.8: Levantamiento y estabilización del péndulo invertido usando 
LQR para el control del carro 

4.3. Análisis de datos y resultados 

Es importante mencionar que con el par de polos elegidos en la simulación 
no fue posible levantar el péndulo en la práctica, y sí fue posible hacerlo con 
otros pares de polos determinados experimentalmente. Se probó también un 
control del carro con LQR usando 

(4.19) 

para obtener una 

K = [12.0060] 
e -3.3444 (4.20) 

El resultado fue satisfactorio en la mayoría de pruebas. En la Figura 4.8 se 
muestra una de ellas. 

Astrom y Fu.ruta [8) proponen levantar el péndulo retroalimentando la 
energía del péndulo. La idea, a grandes rasgos, es darle al péndulo una ener
gía igual a la energía potencial que tendría en la posición vertical inestable. 
A pesar de que ellos usaron un péndulo invertido distinto (uno rotacional), 
es interesante ver que las curvas que obtuvieron son muy similares a las de 
la Figura 4.8. 
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Como se mencionó en la introducción, uno de los objetivos era desarrollar 
un plataforma donde fuera posible probar algoritmos de control de manera 
sencilla. Este objetivo se llevó a cabo satisfactoriamente, ya que la platafor
ma ha sido utilizada con éxito en la realización de prácticas de control por 
parte de alumnos de posgrado. 

Usando Simulink fue posible realizar un sistema con varias cualidades: 
tiene una interfaz gráfica, funciona en tiempo real y el esfuerzo para pasar 
del diseño a la implementación es mínimo. 

5.2. Sobre los algoritmos de control 

Para diseñar el control que estabiliza al péndulo se usaron métodos rela
tivamente tradicionales (LQR y observador de Luenberger). Como se puede 
ver en los resultados del capítulo 3, el control diseñado es bueno en el sentido 
de que es capaz de compemiar adecuadamente tanto pertnrhaciones como 
variaciones en los parámetros del sistema. La realización de este control 
cumple un par de propósitos; el primero, aplicar la teoría expuesta tanto en 
las materias de control como en sus antecedentes, y el segundo, motivar a 
futuros estudiantes de dichas materias mostrando aplicaciones prácticas. 

El levantamiento del péndulo, a diferencia de la estabilización, no tiene 
muchos antecedentes. Comparado con el de Astrom y F'uruta tiene la ventaja 
de que podemos garantizar que el péndulo no se saldrá de los extremos (ellos 
usaron un péndulo rotacional). La desventaja es que con el algoritmo desar
rollado en este trabajo no se puede garantizar analíticamente que el péndulo 
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llegará a la posición elevada con velocidad angular nula. Este probablemente 
sea uno de los motivos por los cuales el péndulo no logra levantarse en la 
totalidad de los intentos. 

5.3. Consideraciones finales 

El desarrollo de esta tesis se puede separar en dos partes: una en la que 
se comprueba la teoría expuesta en clases de control y otra innovadora, como 
es la propuesta para levantar el péndulo. · . .... : · 

La plataforma que queda puede usarse para probar 8.J.goritinos muy va
riados, como lógica difusa, redes neuronales, etc. Actualmeñte las interfaces 
entre Simulink y las tarjetas de adquisición se encuentran· documentadas y 
disponibles para futuros desarrollos. 
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Para controlar el péndulo desde Simulink fue necesario desarrollar inter
faces para poder leer los sensores y mandar la señal de control. Matlab per
mite escribir rutinas en C, compilarlas y ejecutarlas de forma transparente 
desde Matlab o Simulink, como si fueran funciones originales de Matlab. 
A este tipo de funciones se les denomina funciones-S (S-functions). Para 
más detalles se recomienda ver [9]. En este apéndice se muestran los códigos 
fuente usados en esas funciones. 

A.1. Interfaz para el convertidor A/D 

Esta es la función-S usada para leer los voltajes y los datos provenientes 
de los sensores. Matlab incluye una plantilla para escribir este tipo de fun
ciones, sólo es necesario establecer el número de entradas, el número de sal
idas y asignar valores a dichas salidas. Para obtener los valores de la salidas 
de esta interfaz, se hacen llamachis a funciones <lefini<las en la sección A.3. 

I• 
• SniraADC.c driv•r para l••r datos desda la tarjeta -ira utilzando una functn S 
•/ 

#ddin• s_FUNCTION_NAME SaaiiraADC 
#el.tina S_FUNCTION_LEVEL 2 

lincluda "•im•truc .h" 
lincluda •aatraADC.b" 

/•-----------· 
• Coldtguratton and ew.acution matbodti • . ----------•! 
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•tatic void mdlinitializ•Sizea(Si.Strucc •S) 
{ 

HSetNUllSFcnParaaaCS. 0): 11 Number of axpectad para.meter• 
if (eaC.tNUllSFcnParam•(S) I• HO.tSFcnParuaCount(S)) { 

return; 

••S.tNumContStatea(S. 0) o 11 nuatMr of contilluoua atatea 
aaSetNWllOlacStatea(S. O): 11 numtMir of diacrete atat•a 

if (l11aSetNuminputPorta(S 0 1)) return; 
HSetinputPortVid'tb(S. O. 1): 
HSetlnputPortDirectFeedThroqh(S, O, O); 

if ( laaSetNuaDutputPorts(S, 1)) return; 
HS.tOUtputPortWidtb(S, O, 3); 

aaSetNUllSanpleTimaa (S, 1) ; // nuaber ot aample tiaea 

aaSetNumRVork C 
aaS.tNumIVork( 
HSatNuaPWork( 
aaSetNU&Hodea( 
aaSetNuaNotu1upleclZCa ( 

S, O); 
S, O)¡ 
8, O); 
S, O)¡ 
S, O); 

11 nuabllr of real vork vector •1-•nta 
11 nuaber of integer vork vector •l-nta 
11 number of pointer vork vector •1-•nta 
// nuat>.r of aode vorlc vector el-enta 
// numt>.r of nomaapled. zero croaai11g9 

••SetOptioD111(S 0 SS_DPTION_EXCEPTION_FREE_CODE); 
// genual optiona (SS_OPTIDN_u) 

} //• •nd mdllnitiali.Z•Siz•• 

atatic void mdllnitial.1.z•Supl•Tiaes(SllaStruct •S) 
{ 

11 Regiater on• pair tor ••Ch aupl• tia• 
HS.tSaapleTi••(S 0 o. INHERrl'ED_SAMPLE_TIKE); 
aaSetOffHtTiaa(S. 0 0 O.O); 

} // •nd mdllnitializ•S-pleTi.m•• 

I• Functton: lldl.Dutput• -----
• J.batract: 

•/ 

In tbi• function. you comput• tbe output• of your S-function 
block. 0.n•rally outputa ar• placed in tbe output V•ctor(a) • 
aaGetOUtputPortSignal. . 

atatic void lldlOUtputa(SimStruct •S, t.nt_T tid) 
{ 

InputRealPtrsType uPtrs • ••O.tlnputPortRealStgnalPtra(S,0); 
rsal_T •poatcion • HO.tDutputPortRealSignal (S,0) J 
raal_T •magul.o; 
real_T •V•locidad; 
int_T error • O; 

float Fpoaicion • O¡ 
float Fangulo • O¡ 
float Fvelocidad • O; 

angulo • poaicion + 1 ¡ 
velocidad • angul.o + 1; 

uiiraADC(O,l:error .l:Fpoaicion); 
uiraADC(O,l:•rror,l:Fpoaicion); 

uitraENC(ti'angulo) ¡ 
utraADC(2,l:error ,l:Fv•locidad); 
-1raADC(2,l:error 0 Uvelocidad); 

•poaicion • Fpoaicion ¡ 
•angulo • Fangulo; 
•valocidad • Fvelocidad¡ 

it <•rror - 1) 
aaS.tErrorStatua(S,•Tt .. po d• converain agotado. No •• encuantra 
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tarj•ta o probabl-•nt• •• •ncu•atra ea otra dir•ccin de •-orla.") J 
r•turu; 

} /1 •nd aidlDutputs 

•tatic void lldlT•raiDat•(Si.Struct •S) 
{ 
} 

!•--·------------· • Requir•d S-function trail•r • . --------·! 
•itdef KA.lt.AB_liEX_FlLE 
liaclud• "aiau1ink,c" 

••l•• 
linclude "cg_afun.b" 
#ebdif 

/• ta thie fih t>.tng coapiled •• a MEX-fih? •/ 
I• HEX-:Ule intedace mecbani- •/ 

/• Coda generation regiatration functioa •/ 

A.2. Interfaz para el convertidor D /A 
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Esta interfaz se usa para enviar la señal de control al motor del carro. 
La entrada de esta función se manda al convertidor D/A por medio de otras 
funciones definidas en la la sección A.3. 

I• 
• SaairaDAC.c driver para escribir datoa y generar aea1 de vatcbdog 
• a la tarjeta uira utilzando una funcin S 
•I 

#define S_FUNCTION_NAME SamiraDAC 
#define S_FUHCTIDN_LEVEL 2 

#includ• "aimatruc. b" 
#includ• "amiraADC.b" 

!•-----··-···-······-·-··• • Configuratioa and ezecution 11etboda • . ------------•! 
atatic void mdlinitializ•Siz••(SimStruct •S) 
{ 

••S•tNumSFcnPar-•(S. 0): 11 Numb9r of •xpect9d par-•t•r• 
if <••GatNuaSFcnPar-•(S) I• aaGatSFcnParamaCount(S)) { 

return; 

••S•tNuaContStat•a(S, O); 11 nuab9r of continuoua •tat•• 
••S•tNumDiacStat•a es, O); 11 nuabBr of diacr•t• atat•• 

1f (laaSatNuminputPort•(S, 1)) returDI 
aaSetinputPortWidtb(S, O, :u: 
aaS•tlnputPortDir•ctF•edThrougb(S. O, O) 1 

if (l•aS•tNum.OutputPorta(S, 1)) r•turDI 
••SetDutputPortWidtb(S, o, 1); 

aaSetNumRWorlt( 
aaSetNumIWorlt ( 
••SetNumPWork C 
••S•tNuaHodaa ( 
a•S•tNumNona-pladZCa( 

s. 0) 
s. 0) 
S, O) 
S, O) 
s, 0) 

11 numbBr of real vork vactar •l-•nta 
11 numbBr of integar vork vector el ... nta 
11 numb9r of paiat•r vork vector el-•nta 
11 auablir of moda vork v•ctor •l•ent• 
11 aumbBr af nonaaapl9d zero croaainga 
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HS•tOptiona(S, SS_OPTtDN_EXCEPTION_FREE_CODE); 
11 geaual optiODll (SS_OPTION_u:) 

natic void lldllnit1a11z•S-pl•T1•••(SiaStruct •S) 
{ 

// Regiat•r oa• pair for •ach •-ple thae 
•.S.tSaapleTiae(S, O, INHERITED_SAHPLE_TIME); 
••S.tDtfHtTia•(S, º· o.o); 

} // eDCI lldlini tia11z•S-phT1••• 

/• Functiaa: lldlDutputa ·------------------------
• Abatract: 

•/ 

In tbi• function, you compute the outputa of your S-function 
block. Cenerally outputa are placed in tb• output vector(•)• 
aaGetDutputPortSignal. 

atatic void DdlOUtputa(Si..Struct •S, int_T tid) 
{ 

InputRealPtraT)'JMI uPtra .. aaGetinputPortRealSigualPtra(S,O); //Obtanemoa entradu 
real_T •control • aaCetOutputPortRea1Signal(S,O) ¡ //l>eftnbaoa aalid-
int_T error • O; 

float Fcontrol; 
u.nsigned ch.ar Udigi tal; 

Fcontrol • •uPtr• [O]; 
-iraDAC(Ucoatrol); //E•cribi•o• •alida aaalgica 

•control • Fcontrol; 

Udigital • •uPtraUl; //Eacribiao• •alida. d1g1ta1 
-iraDIG (.tUdig1 tal> ; 

if (Udigltal - 1) 
-irallST(); 
if (error •• 1) 
••SatErrorStatua(S."Tiaapo da convanin agotado. No •• encuaatra tarjata o probablaenta 
•• ancueatra en otra direccin de aaoria. "') 1 
raturn; 

} // •ad mdlDutputB 

atatic void lldlTarainate(SimStruct •S) 
{ 
} 

!•--------------· • Required. S-function trailar • ·--------------•! 
Hfdef MAlt.AB_MEXJ'ILE /• ta tbia file being coaptled H a MEX-fila? •/ 
•1.ncluda "alaulink.c" /• MU-fila intart'aca ••chani• •/ 
.. 1 •• 
•includ• "cg..afun.h"' /• Coda ganaratioa ragi•tratioa functioa •/ 
.. Ddif 

A.3. Rutinas utilizadas por las interfaces 

Este es el encabezado que se incluye en las interfaces descritas en las 
secciones anteriores. Contiene las funciones usadas por las dos rutinas. Estas 
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funciones s~n las qu~ ~~ €6mímiCari directamente con Ja tarjeta DAC 6214. 
Para más illformaeióÍi se'.recomienda ver la documentación incluida con el 
péndulo [1] ' •· ' 

, ........................................•............................... 
-traADC.b ·;,,, 

Rutiaa. d• l•ctura ~ -eacritura ~~"··~~-~:j~~:. ~i~ 
para al pndulo inv•rtido-. • 

.........................................•.........•.................... , 
Uaclud.a <conio,h> 
#datina TIEMPO-LIMITE 100000 / /T1 .. 'f'O laita para la coav.raia 
•daftn• HWA.DR 0%210 
IJdaUna DATR O:a:213 
ldafina PI 3.141693 

vold am.iraAl>C(WU11guad char canal, int •error, float •volta)¡ 
void udraENC(float •volts);: 
vold aairaRSTO; 
vold -1raDAC(float •volta); 
void -1raDIG(WU1ignad cbar •digital); 

//l•pl-•ntacin da la convarain A/D 
void aaira.ADC(unaignad char canal, int •error, float •vol ta) 
{ 
iat DIRl • HVADR; I /Dinccin de la tarjeta 
iat Dll\2 • DATR; //Dir•ccin del r•ghtro de da.toa 
iat LB_DATD-<>; //Byte bajo del dato a leer DO->D7 

int HB_DATO•O; //Byt• bajo d•l dato a lHr 08->Di2 
un•ign•d cbar LB_DIR • OxOO; //Direccin donde ae ahacena el byte bajo 
Wlllign•d cbar HB_DIR - OxOl; //Direccin donde •e ahiacena el byte a1to 

un•igned cbar SEL_CANL • 01AO; //Coitando para seleccionar canal 
un•igned cbar ESTADO • OJ:60; //Comando para le•r el ••tado de la tarjeta 

int -•k • OxOOOF; 
int maak2 • OxOOFF; 

long doubl• i•O; 
iat bu11y; 

int DATD_BIN; //Dato ledo •n :forma binaria 

canal <<• 4; //Dtlaplazamoa el nm•ro d• canal 
11 4 bi u a 1a izquierda 

outp(DIR1 .SEL_CANL) ¡ //Seleccionaaoa 
out:p(DIR2.cana1): /1 canal 
outpCDIR1 .o>; 

LS_DATO • 1np(DIR1); //Coai•nza coaverein 

do { ·-· 1f (i>TtEKPO_LIMITE.) 
••rror • 1; 
r•turn; 
} 
outp(DIR1,ESTADD) o 
busy • 1np(DIR2) a: Ox0080; //Pregunt1mO• e1 ha terminado la converai.D 
} vhil• (buay - O); / /T•rm.ina la converain 

outp(DIR1.HB_DIR); //P•dllloa lHr el byte alto (08 - DU) 
HBJ>ATD • inp(Dll\2): //Le-oe byt• alto 
outp(DIR1,LB_DIR) ¡ //P•di11oa leer •1 byt• bajo (DO - 07) 
LB_DATD • inp(Dil\2); //Le-oe byte bajo 
LBJJATO &:• 1111•k2 ¡ //Eli•inaaoa ruido 

HB_DATO &:• •a•k¡ //Tomaaoa 1011 prllleroa cuatro bita 
HB_DATD <<• 8¡ //R.ecorr-oe 8 bit• 
//(para que ••• D8 - 01 l en vaz d• DO - D3) 
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DATD_BIW • LB_DATO + HB_DATO; //Fon.~• la palabra compl•ta de 12 bita 

•volta • 10 - CDATO_BIN • 20.0)/4096,0¡ //Converttmoa a volts 
••rror • O; 
} 

//Impl-•ntacin la l•ctura del encoder •n tonia binaria 
void -iraENC(float •volta) 
{ 
int DIR1 • HWADR; //Direccin de la tarjeta 
tnt OIR2 • DATR; //Direcctn del regilltro de datoa 
int Ul_DATo-0¡ //Byte bajo dd dato a l••r D0->07 

tnt HB_DATo-0; //Byte bajo del dato a leer DB->012 
WU1ig:n9d. cbar LB_DIR • Oa89¡ //Dir•ccin donde •• ai-c•na el byte bajo 
unaig:nad cbar HB_DIR • Oz88; //Direcctn donde •• alaacena el byte alto 
int aaak • OxOOOF; 

int aaalr.2 • OzOOFFi 

tnt OATDJIIN • O; //Dato binario compt.to 

outp(DIR1 .HB_DIR); /!Pedimos leer .i byte alto (08 - 011) 
HB_DATD • 1np(DIR2); l/r..-oa byu alto 

HB_DATO I:• maak; //Tomaaoa loa priaaroa cuatro bita 
HB_DATD <<• 8; //R•corr•ao11 8 bit• 
//(para qu• ••a 08 - D11 •n V•z de DO - D3) 

outp(DIR1 ,LB_DIR); //Pedinoe le•r el byte bajo (DO - D7) 
l.B_DATD • 1np(DIR2); //Leemo• byte bajo 
l.B_DATD .I:• aaelt2; //Elinin-o• ruido 

DATD_BIN • LB_DATD + HB_DATD; //Formano• la palabra completa de 12 bit11 
//•volt• • LB_DATD; 

•volt• • C (2047.0 - DATD_BIN)•PI•62.27 ) / 2048.0 ¡ //Conv•rtimo• a volt. 

//Impl-•ntacin d•l r••et d•l •ncod•r 
void aairaRST() 
{ 
1nt DIR1 • HWADR; //Dir•ccin de la tarjeta 
int DIR2 • DATR; //Direccin d•l r•si•tro de dato• 
int pato • O; 

outp(DIR1,RF.SET_CONT) ¡ //Kandaao• Hal d• r•Ht. 
pato • 1np(DIR2) ; 

//Impl-•ntacin de la convereln D/ A 
void aairaDAC(float •volt•) 
{ 
int DIR1 • HWADR; //Dir•ccin d• la tarjeta 
tnt DIJ\2 • DATRr //D1recc1n del ragtatro d• dato• 
int LBLN_DATO • O; //Nibbb bajo del byte bajo a HCribir 

int LBHN_DATD • O; //Nibble alto del byte bajo a escribir 
int HBLN_DATD • O; //Nibble bajo del byt• alto a ••cribir 

int DATOJUN • O; //Dato binario co111plato; 
int ••cribe • O; 

WU1igned e bar LBLN_DlR • Ox40; / /Dtrecciu. del LBLN 
WU1igned cbar LBHN_DIR • Ox41; //Direcciu. del LBHN 
UD•ign•d cbar HBLN_DIR • Ox42; / /Dir•cctn del HBLN 
UD•igned cbar ESCR_DIR • Ox43; //Comando para iniciar conv•r•in 

if C•volt11 > 10) 
•volt• • 10; 
1t (•volt• < -10) 
•volt• • -10; 
DATD_BIH • ((•volt• + 10)•4096)/20; //Convertino• d• volt• a binario 
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LBLH_DATO • DATO_BlN A OxOOOF; 
LBHN_DATD • (DATDJIIN ,t OxOOFO) » 4; 
HBLNJJATD • CDATD_BIN 1: 0:10FOO) » 8; 

outp(DIRt 0 LBUf_DIR); //ltandaaoa primer nibbh 
outp(DIR2.tBLN_DATO) t 
outp(DIR1 0 1.BKH_DIR); //Handamoa Hgundo DJ.bbb 
outp(DIR2, LBHH_DATO) ; 
outp(DIRl,HBLN_DIR); //Mandamoa terc•r ni.bble 
outp(DIR2 ,HBLN_DATO); 

outp(DIRt ,ESCR._DIR); //lnici-oa conv•rain y 
outp(DIR2,eacribe); //escribimoa. 

raturn; 
} 

void .. 1raDIG(una1gn•d cbar •digital) 
{ 
int DIR1 • HVADR; //Dtnccin de la tarjeta 
int DIR2 • DATR; //Direccin d•l re¡iatro da dato• 

111111igned char SAL_DIO • OzAO; //Comudo para salida digital 

•digital P Cb:OF; 

outp(D1R1 ,SALJ>IO); //S.lecc1onuaoa •al.ida digital 
outp(DIR2,•dig1tal); //Mandamos dato 
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