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Introducción 

La descripción de loa fenómenoa dlsipatlvoa ha abierto un importante campo de 
investigación [1), en la medida que en física ae presentan problemas esenciales 
como, los procesos de disipación en fisión y en la dinámica de Iones pesados, que 
no han podido ser tratados en forma totalmente satisfactoria hasta ahora. En la 
mecánica clásica de partículas, existen ecuaciones tipo-Newton que determinan 
la dinámica del sistema, donde intervienen fuerzas conservativas (derivadas de 
algún potencial), fuerzas disipatlvas de fricción (generalmente proporcionales a 
la velocidad) y fuerzas puramente aleatorias [2) (de tratamiento estadfstico). En 
pocos casos de potencial externo -por ejemplo, el de oscilador armónico- es po
sible encontrar las soluciones exactas de la ecuación clásica, inclusive con fuerzas 
de fricción, pero tomando en cuenta las fuerzas aleatorias el problema se vuelve 
muy complicado. Una alternativa a esta descripción, se encuentra dentro de la 
teoría de campos usando una ecuación apropiada. En la literatura se reportan 
diferentes métodos y aproximaciones para derivar una descripción cuántica de 
disipación, sin embargo, la mayoría de ellos sufre de serias dificultades. 

En algunas derivaciones, se utiliza cuantización canónica para conseguir un 
operador hamiltoniano dependiente del tiempo, o se introduce un potencial de 
amortiguamiento sobre la base de una función harniltoniana clásica que no re
presenta la energía del sistema [3], lo cual lleva a la violación del principio de 
incertidumbre [4, 5). Modificaciones y variantes a tales hamiltonianos se hM 
estudiado para salvar las dificultades, resultando partículas de masa variable 
[6). 

En otros métodoa, que intentan sortear loa problemas de los hamiltonia
nos sin una representación física definida, se hace una segunda aproximación 
para tratar de introducir términos adicionales de fricción en la ecuación lineal 
de SchrOdinger, como consecuencia se obtienen ecuacionu de Schrodinger no
lineales (ESNL) [7), de las cuales algunas muestran no-linealidades de clase 
logarítmica, y la inherente dificultad de que no cumplen el principio de super
posición, válido en la mecánica cuántica lineal y "ortodoxa", pero esta pro
piedad no las excluye como soluciones de la interpretaciór, física en el sentido 
probabilístico de la función de onda, si describen la dinámica de los sistemas sin 
inconsistencias y de acuerdo con el empirismo a nivel microscópico. 

Como se ha notado, los intentos por obtener una ecuación de campo que 
describa sistemas disipativos, a través de loa métodos de derivación para la 
ecuación lineal de Schrooinger no han sido completamente exitosos. 
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No obstante, se han encontrado en la literatura procedimientos diferentes a 
los anteriores para conseguir la ecuación lineal de SchrOdinger [8, 9], donde la 
mecánica clásica interviene solamente en la formulación de Newton. F.stas ideas, 
se retoman en artículos recientes [10, 12, 14] suponiendo como base substancial 
el hecho de que las cantidades fisicas pueden ser asociadas al campo, en virtud 
de la definición de valores promedio y operadores. 

Con la exposición de las ideas anteriores, el objetivo principal del presente 
trabajo se centra en la revisión y estudio de las teorias desarrolladas en las re
ferencias [10]-[16], donde se muestra la derivación de una ecuación no-lineal de 
campo correspondiente a la ecuación clásica de Langevin para sistemas disipati
vos. La motivación esencial para ello, radica en exponer clara y explícitamente, 
dado lo reciente de la teoría, los procedimientos matématicos seguidos en la 
obtención de las diferentes ecuaciones. Se revisa en particular, el método que 
introduce la fricción en el sistema y la no-linealidad de tipo logarítmico que 
se obtiene en la ecuación de Schrooinger, así como la consistencia de las in
terpretaciones ffsicas a cada uno de los resultados. Se pone especial énfasis en 
aquellos puntos donde la mayoría de las ecuaciones desarrolladas anteriormente 
falla -por ejemplo, en la validez del principio de incertidumbre de Heisenberg-. 
Entonces, se consigue una recopilación de ecuaciones que describen sistemas con 
disipación en acuerdo con la ffsica y de aplicación abierta. Se observa el efecto 
de rompimiento de la simetría temporal, resultado del ambiente disipativo, en el 
estado base. Así mismo, se estudia analiticamente en detalle el efecto cuántico 
originado por la fricción y la no linealidad, sobre la corriente y la energía de un 
sistema bidimensional de partículas cargadas, inmerso en un campo magnético 
uniforme y constante. 

Se muestra que con las ecuaciones de campo obtenidas, para diferentes condi
ciones iniciales y de resonancia en el sistema, es posible conseguir un aumento en 
la comente 11 la enery(a o una corriente 11 enety(a pulaadaa en el tiempo, lo ante
rior según sea el caso de amortiguamiento supercrltico, subcrltico o resonancia, 
aquí debe notarse que ninguno de loa /cnómenoa eatudiadoa tiene contraparte 
cláaica. Finalmente se hace el cálculo para determinar la variación de la energía 
dada por efecto cuántico. 

Por lo tanto, siguiendo las ideas básicas para la construcción de la ecuación 
de campo, en el capitulo 1 se hace la deducción de las ecuaciones tipo-Newton 
para el movimiento bajo la influencia de fuerzas conservativas y se construye 
la ecuación de campo correspondiente a la ecuación de Schrodinger sujeta a 
las mismas fuerzas. Entonces, se introducen un término disipativo y un campo 
magnético como nuevas condiciones, y mediante algunas "hipótesis extra" se 
expresan las nuevas ecuaciones de campo. El capitulo termina con la obtención 
de una ESNL, con una no-linealladad logarítmica, que incorpora la disipación -
representada por fricción- y la presencia de un campo magnético. En el capítulo 
2, la ESNL encontrada se resuelve de manera exacta para un sistema bidimensio
nal de partículas cargadas en un campo magnético homogéneo. Las soluciones 
encontradas son comparadas con las correspondientes de mecánica cuántica para 
el problema sin amortiguamiento. El tercer capítulo lo constituye un estudio de 
la solución de una ENLS para el movimiento de partículas de "carga puntual" 



en un sistema bidimensional con fricción y campo magnético. La solución pro
puesta tipo-paquete de ondas, contiene información de carácter corpuscular y 
ondulatorio que varía de acuerdo a las condiciones iniciales y de resonancia 
para el sistema. Para terminar, se muestra el efecto cuántico en el tiempo so
bre Ja corriente y la energfa con su variación. El capítulo 4 está dedicado a 
una enumeración de los factores que intervienen para Ja posible observación de 
los principales resultados predichos por las ecuaciones encontradas en el tercer 
capítulo, para un sistema disipatlvo. Se presentan las gráficas para el com
portamiento de la corriente y la energfa estudiados en el sistema de partículas 
sometido a tres diferentes tipos de condiciones. 

Por último, se Incluyen las conclusiones sobre el trabajo desarrollado y final
mente 3 apéndices en Jos cuales se muestran expHcitamente la mayoría de los 
cálculos realimdos en el formalismo matemático de la deducción de cada una de 
las ecuaciones de campo. 



Capítulo 1 

Derivación de las 
ecuaciones de campo 

En este capitulo se siguen, básicamente, las ideas desarrolladas por Madelung 
y Mrowka (8, 9] hace poco más de 50 años, pero desde el punto de vista de 
autores más contemporáneos como Schuch, Chung y Hartmann [10]-(16]. Su 
método permite "rederivar" la ecuación de Schrodinger como es conocida, as( 
como las ecuaciones de campo apropiadas a cada sistema tratado1• 

1.1 Sistemas sin disipación 

En la teorla de la dinámica conservativa [10), existe ya un formalismo ma
temático establecido sobre una lxue aziomática, dada por tres principios gene
rales y emplricos: 

l. El principio de incertidumbre de Heisenberg; 

2. los fenómenos de inteñerencia; y 

3. el teorema de Ehrenfest o principio de correspondencia. 

Entonces, cualquier modelo matemático que se desarrolle para la derivación 
de una ecuación de campo sin términos disipativoe, tomando en cuenta el cono
cimiento emplrlco, sigue de la estructura de tales axiomas. 

Si se acepta el principio de incertidumbre, un conjunto de condiciones inl
cialee en el sentido de la mecánica clásica no puede ser dado, sin embargo, es 
posible desarrollar una teoría donde los valores promedio, (A) = J pAdr, de las 
cantidades A son determinados con la ayuda de una función de distribución p, 
que se encuentra directamente relacionada con la densidad material del campo. 
Se dice que p "" la deruidod de probabilidad (20]. 

1 Para seguir los cálculos que se llevan a cabo, véase el Ap. A. 
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CAPÍTULO 1. DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 2 

En el orden de garantizar la conservación de p, J pá'x = conatante, en un 
medio sin disipación, se asume que p (con j = pv =denaidad de flujo) cumple 
la ecuación de continuidad (EC), es decir, 

(1.1) 

Luego, tomando en cuenta el segundo axioma y en analogfa a la óptica (donde 
la intensidad es una función cuadrática de las amplitudes) se propone el anaatz 
bilineal 

p= a{J ~O, (1.2) 

donde a = a(r, t) y fJ = /J(r, t) (funciones clase C2 en r y t [21]) son las 
amplitudes del campo, ambas funciones del vector de posición r y del tiempo t. 
Así mismo, con a y fJ se puede hacer un anaatz en forma bililineal (vectorial), 
para definir la densidad de flujo [9], j = pv. F.sto es 

j = C1fJVa + C2aVfJ +···otros términos bilineales vectoriales+···, (1.3} 

donde 01 y 02 son constantes a determinar vía la contraposición con algún 
experimento. Sin embargo, sin pérdida de generalidad, se puede escoger 

C1 = -02 =C, 

y cortar el desarrollo de (1.3), de tal manera que 

=>j=pv C({JVa-aV/J), 

=> V = 0 (:a -V:) . 

(1.4) 

(1.5} 

(1.6} 

Por lo tanto, Ja velocidad de la densidad de flujo puede ser caracterizada por la 
función 

V = 0Vln(~), (1.7) 

con C una constante que tiene la posibilidad de ser compleja. 

Finalmente, el tercer axioma-dado por el teorema de Ehrenfest- permite asumir 
que en promedio, la ecuación clásica de movimiento es válida para un cuerpo 
de masa m, vector de posición r y velocidad v, es decir, 

d dí m;¡¡ (v) = m¡¡¡ pvti'x, 

=> (F) ! 8j 
m Btcf'x. (1.8) 



CAPÍTULO 1. DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 3 

Pero a partir de la definición de la densidad de flujo j, Ec. (1.5}, se puede 
encontrar su evolución en el tiempo y sustituirse en (1.8}, denotando la derivada 
temporal, {)g/{)t como g, se consigue 

(F) = 2mC f (/Jva-érV/J)cf'z+mC ! V(áfJ-aiJ)cf'x, 

sin e~bargo, para todo sistema finito la última integral es nula cuando se efectúa 
sobre todo el espacio (se supone que no hay part!culas en el infinito). Por lo 
tanto, 

(F) = 2mC j (iJva - érV/J) d3z. (1.9} 

De la expresión anterior se observa que para la determinación de la fuerza pro
medio, las amplitudes del campo, a y fJ deben ser conocidas, lo cual Implica 
resolver la EC (1.1}. Para ello, se euetituyen las definiciones de p y j en (1.1) y 
se introduce una función f = /(r, t) de clase C~ en r y t (21], independiente de 
a y /J, esto con el fin de separar la EC en dos ecuaciones, cada una función de 
a y fJ respectivamente, es decir, 

a = -Cl:!i.a-af, 

iJ = +Cl:!i.{J + /Jf. 

(1.10} 

(1.11} 

Luego, reemplazando a y iJ en la Ec. (1.9} con las cantidades definidas por las 
Ece. (1.10) y (1.11}, se obtiene que la fuerza promedio es, 

(F) 2mC j ({J'ila + aV{J) f cf'x = 2mC j /V (a/J) cf'z 

2mc[f V(pf)cf'z- j pV/Jlx]. 

Consecuentemente, se consigue que 

(F) = m j p[-V(2C/)] cf'z. 

No obstante, la fuerza promedio también se puede expresar como 

(F) = f pFd3z, 

(1.12} 

(1.13} 

aceptando la ecuación promedio de Newton para el movimiento bajo la influencia 
de una fuerza conservativa, que se identifica con F, y estableciendo las siguiente 
relación 

F = -V(2mC/) = -VV, 

donde V es un potencial externo, que queda determinado como, 

V=2mC/, (1.14} 



CAPÍTULO 1. DEIUVACIÓN DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 4 

y con el cual se encuentra que 

f = 
V 

2mCº {1.15) 

Ahora se sustituye (1.15) en la Ec. {1.10) para obtener las siguientes relaciones: 

a+C6a+a (2~c) o, 
=> 2mCó + 2mC26a +Va O, 

o de manera equivalente, 

Por lo tanto, 

-2mc
8ª 8t 

=> -2mc
8ª 8t 

2mc26a+Va, 

(2mC2 6 +V) a, 

Sea -2mC ih. 

íh h 
C=-2m = 2imº 

{1.16) 

(1.17) 

Aplicando el valor encontrado para C en la Ec. (1.16) y haciendo que a sea 
igual a la función de onda il', se consigue finalmente la ecuación: 

8il! (_,,. ) 
ih-¡¡¡ = 2m 6 +V ill, (1.18) 

que en la literatura se identifica como la ecuación de Schrodinger [20]. Hay que 
destacar aquí que, la constante C se escogió igual a h/(2mi), pero no es la única 
posibilidad, es decir, C no es una constante que se encuentre univocamente 
determinada por loo principioo de la base axiomatica asumida, sino que tiene 
que ser dada a partir de experimentos. 

1.2 Sistemas sin disipación con campo magnético 

En esta sección se introduce un campo magnético como parte del sistema a 
analizar [12], esto se refleja directamente en las expresiones para la velocidad y 
la densidad de flujo de la siguiente manera. Ahora se propone para la densidad 
de flujo el mismo desarrollo que en {1.3), pero agregando Ja dependencia de un 
vector a, es decir, 

j = Ci{J'Va + C2 aV/3 - aa/3 +···otros términos bilineales + · · ·, (1.19) 



CAPÍTULO l. DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 5 

sin embargo, si se escoge nuevamente como en la sección anterior, C1 = -C2 = 
c' y truncando la serie otra vez, se obtiene 

=>j pv = C({JVa - aV{J) - pa, (1.20) 

=>v C ("ª - V/J)-a 
O/ fJ ' 

(1.21) 

=>v ~=cv1n(~)-a 
m fJ ' 

(1.22) 

(1.23) 

La introducción de un campo magnético, se puede hacer ahora, a través del 
vector a, si éste es proporcional al producto vectorial B x r, donde B es un 
campo magnético constante y r el vector posición. Una vez más se hace valer 
el teorema de Ehrenfest y se calcula el valor promedio de F donde se incluye el 
efecto del campo magnético, es decir, 

18" 
(F) = m ~d"x, (1.24) 

=> {F) 2mC J (iJva - a V fJ) d3 x 

-m J { a{J + aiJ) a d"x - m J pad"x. (1.25) 

En esta última expresión se obtienen dos términos adicionales -resultado de la 
introducción del término proporcional al campo magnético--, con respecto a lo 
conseguido en la Ec. (1.9). 

Por otro lado, reemplazando el flujo de corriente j, dado por (1.20) y p en 
la ecuación de continuidad, se tiene que 

a ÍJ 60t 6{J Va V/J 
0= -;¡+-p+C0 -Cp-a·a-p·a-V·a, (1.26) 

luego, haciendo la separación de variables, otra vez por medio de una función 
f = /(r, t) independiente de 0t y {J, se consiguen las expresiones: 

-! 

-1 

con lo cual se logra finalmente el siguiente par de ecuaciones, 

-C60t+ Va·a+ ~V ·a- a/ 
2 ' 

+C6/J+ V{J ·a+ ~V ·a+/J/, 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

(1.30) 
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las cuales se sustituyen en la expresión de la fue!'7.3 promedio (1.25), consiguien
do con ello, después de algunas simplificaciones, 

(F) = mjp[-V(2C/)]cf'x+mcjp(~ª-V:)<V·a)d3x+ 

2m0 J p [ (7 ·a) :a- C:Wª ·a) V:] cl3x-

m J p ( ~ + i) acl3x- m J pád3x, (1.31) 

~ (F) m J p[-V (20/) -á] d3x-m J V (a2 p) cl3x +m J pV (a2
) d3 x 

+ J p[V (a·v)- (V ·a)v- (a· V)v+ (V· a)v+ (V ·a)a]cf'x 

+m J p((v· V)a- (v· V)a-a x (V x v)]d3x 

+m /[(Vp•a)a+(Vp·v)a].Jlx, (1.32) 

sin embargo, de esto último se identifica que, 

V(v ·a) - (a · V)v - (v · V)a - ax (V x v) = v x (V x a). 

Asf, después de sustituir, simplificar y agrupar algunos términos, se obtiene: 

(F) = m J p [-V(20/) -a+ V (a2
)] d3x+m J p[v x (V x a)]d3x 

+m J [(Vp ·a)a + (Vp · v)a+ p(v · V)a]cl3x, 

~ (F) m J {p[-V (20/) - ñ] + pV (a2
)} ci'x + 

+m j p [v x (V x a)] .Jlx + m J [-~pV(a2 )] .Jlx. 

Finalmente, de la ecuación anterior se consigue para la fuerza promedio bajo la 
influencia de un campo magnético, la expresión dada por: 

(F) = m j p{-v (20/- ~a•)-á+[v x (V x a)J} .Jlx. (1.33) 

Escogiendo una función J apropiada[l2] [verlatablaA.l (2.1)] ya= (q/mc)A(r), 
se consigue, 

(F) = J p [qE + ~(v x B)] .Jlx, (1.34) 
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con 

18A 
E= -Vol> - clit' (1.35) 

donde <l> es un potencial eléctrico, q una carga eléctrica, e la velocidad de la luz 
y A un potencial vectorial. 

Por lo tanto, se ha obtenido la ecuación tipo-Newton para el movimiento 
bajo la influencia de una fuerza electromagnética (fuerza de Lorentz) dada por 
F = qE + (q/c)(v x B). 

Luego, con la sustitución de a por 'li en la Ec. (1.29), donde la elección fJ = 
a• = 'li" garantiza que p sea real positiva, y f = (i/h) (q2 4> + (q2 /2mC")A2], 

. r. q 1 ( q ) i ( q
2 2) 'li=--.6'11+V'li·-A+-'li· -A -'li- q<l>+--A , 

2m1 me 2 me h 2mé' 

. 1 ["2 2hq hq q2 ·] =>ih'li= - -6+-. -A·V-..,.-V·A+-A w+q<l>'li. 
2m i2 1mc se c2 

Con lo anterior, se obtiene la bien conocida forma de la ecuación de campo de 
SchrOdinger con campo magnético [20], 

. d'li 1 [1i q ]' •1i-;¡¡ = 2m ¡V - cA(r) '11 + q<l>'li, (1.36) 

la cual describe el movimiento del sistema bajo la acción de la misma fuerza que 
la dada para la correspondiente ecuación tipo-Newton. En este caso también se 
eligió C = T•/2mi, pero al igual que en la sección anterior esta no es la única 
posibilidad. 

Como nota final, es claro que, la Ec. (1.30) conduce a la ecuación de 
Schrooinger compleja conjugada 

-ihd'li" = _!_[-~V- !A(r)]
2 

'li" +q4''11" (1.37) 
dt 2m 1 e 

1.3 Sistemas con disipación y campo magnético 

Considerando procesos disipativos en el sistema [10, 13], as( como la influencia de 
un campo magnético [12], a continuación se hace la derivación de una ecuación 
de campo no-lineal. 

La densidad, p, se mantiene como antes, es decir, p = a{J, y las expresiones 
para la velocidad y el flujo son tratadas directamente con campo magnético al 
igual que en la sección previa, 

j pv = C({JVa-aV{J) -pa, (1.38) 

=>V C (Va _ V{J)- a 
a fJ • (1.39) 

=>v CV!n(~)-a, (1.40) 
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Sin embargo, tomando en cuenta el carácter de la Irreversibilidad en el tiempo 
de loe procesos disipativos, se entiende que p no obedece la EC (1.1), sino la 
ecuación de Fokker-Planck (EFP), es decir, 

p+V·j+V·Jn=p+V·(pv)-DAp = O, (1.41) 

con V· Jn = -DAp y donde D, es llamado el coeficiente de difwión. De la 
sustitución de la Ec. (1.38) en la EFP se encuentra que 

ór iJ Aa AfJ Va V{J Ap 
a+ p+C0 -C71- 0 ·a- 71·a-V·a-Dp =O, (1.42) 

de este resultado es notable que la separación de variables de la EFP sólo puede 
ser llevada a cabo, si la condición adicional: 

-D Ap = F1 (a) + F2(fJ), 
p 

(1.43) 

se satisface. Es decir, el término disipativo debe tener la propiedad de poder 
separarse a su vez, en una combinación lineal de dos funciones de a y fJ respec
tivamente, Independientes entre sr. 

Un anaatz, que cumple la demanda anterior está dado por, 

(1.44) 

En virtud de las propiedades de la función logaritmo para el producto, se tiene: 

'Y [1n(afJ) + z] ='Y [tn(a) + ln(fJ) + z]. (1.45) 

con 'Y una constante y Z una función compleja e Independiente de a y fJ que 
satisface las relaciones elementales, 

z 
z 

Z11+iZ1, 
z+z· 
2Zn. 

(1.46) 

(1.47) 

y con la propiedad adicional de poder expresar Z = - (in p), la condición de 
separabilidad se convierte en 

Ap -Dp ='Y~np- (lnp)J. (1.48) 

Haciendo las sustituciones pertinentes para obtener la evolución temporal de las 
funciones a y {J, se encuentran las expresiones siguientes: 

ór 

iJ 

a 
-CAa+ Va· a+ 2 v ·a-'Y[ln(a) + Z]a-af, 

+CA{J + VfJ ·a+ ~V· a -'Y[in(fJ) + Z"]fJ + {Jf. 

(1.49) 

(1.50) 
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Por otro lado, el valor promedio de la fuerza se calcula en forma idéntica a 
lo hecho en el tratamiento de la sección anterior para la fuerza promedlo sin 
disipación, teniendo en este caso, 

(F) 
/

8j 
m 8td3x, 

'* (F) 2mC j (/Jva-ói'ilfJ)ti'x-m j (á.B+a/J)ad'x 

-m j (a.B)ü.d3x. (1.51) 

Y después de realizar algunas simplificaciones y sustituciones se consigue, 

(F) = m j p [-V (2CJ)] d3x + mC j p (V; - ""/) (V. a)d3x 

+2mC j P [(""/·a) V:- c:a ·a)""/] tl'x 

-m j p (~ + ~) ad3x-m j pü.cl'x 

+2mC-y j p [c1na + Z) v: -(ln.B + Z') V:] cl'x 

+m-y f p (1n a{J + z) tl'x. (1.52) 

Sin embargo, de (1.52) ya se conoce la solución, pues los términos son Jos mismos 
que aparecen en la Ec. (1.31), a excepción de aquellos que Involucran disipación, 
es decir, de los términos que tienen en combinación lineal a la función Z con 
logaritmos de a y/o {J. Por lo tanto, la fuerza promedio de acuerdo con los 
resultados (A.21)- (A.29) y (1.33) es 

(F} = m/p{-v(2c/-~a2)-a+[vx(Vxa)J}d"x 

+2mC-y j p [c1na+ Z) ""/ - (ln.B + Z") :ª] d"x 

+m-y f p (1na.B + z) cfJx, (1.53) 

Jo anterior, deja solamente por hacer un análisis de los términos disipativos 
de (1.53), lo cual lleva a conseguir una ecuación para la fuerza promedio con 
disipación y campo magnético dada por, 

(F) = m J p{-v (2c/- ~a2)-a+[vx (V x a)J} d3x 

-m-y j pvti'x-h-y j pV(Z1}d3x. (1.54) 
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No obstante, aún se puede realizar una simplificación más, si se Ignoran las 
fuerzas estocásticas, es decir, se hace V(Zr) = O, también se iguala el cam
po magnético a cero (lo cual implica a = O). Aunque, otra opción es tomar 
V(Zr) = -(q/lic)A(r¡) con a= (q/mc)A(r¡) y escoger una función de potencial 
/apropiada [ver la tabla A.1, (3.1), (4.1) ], con lo cual la F.c. (1.54) queda en 
cualquiera de las dos formas siguientes 

(F) J p(-VV-m-yv)d"x, (1.55) 

(F) J p [qE+ ~ (v x B)- m-yv] d3x. (1.56) 

Con el desarrollo anterior, nuevamente se han conseguido las ecuaciones de 
movimiento promedio tipo-Ne111ton, pero ahora incluyendo un término adicional 
de disipación por fricción, -m-yv. En la ecuación clásica de Langevin una fuerza 
estocástica adicional, J'(t), puede estar presente y es de naturaleza puramente 
aleatoria. El coeficiente de fricción "Y está relacionado a las fluctuaciones de la 
fuerza aleatoria por el teorema de fluctuaci6n·diaipaci6n 

(J'(t)) =o 
J (J'(O) · J'(t)) = 6kT"Y (1.57) 

donde k es la constante de Boltzmann y T la temperatura del sistema. Pero 
suponiendo que la fuerza aleatoria es completamente independiente en diferentes 
tiempos, la F.c. (1.57) toma la forma 

(J'(t) · J'(t')) = 6kT"'f6(t - t') (1.58) 

Así, la fuerza aleatoria puede ser tomada en cuenta reemplazando V Zr por 
V Zr = -(1/1i"Y)J'(t), si el caso es de campo magnético nulo, o por V Zr = 
-(q/hc)A(r¡) - (1/1i"Y)J'(t), con campo magnético presente, lo cual lle-
va a considerar términos adicionales en las ENLS (ver tabla A.1). Para una 
di8cuslón más amplia de las fuerzas estocásticas las referencias [10, 23] son una 
opción. 

Regresando a la F.c. (1.49) y usando el valor de e, Ec. (1.17), se consigue 
un par de ecuaciones no-linealu tipo-Schrodinger, en una se considera el campo 
magnético igual a cero, pero se incluye la disi paclón por medio de la fricción; 
en la otra la influencia del campo magnético si se toma en cuenta, así como la 
disipación, introducida también a través de la fricción, 

ih d'1i 
dt 

'Ji' 'Ji 
- 2m Ll.'1' + V'1i + "Yi (In '1i + Zn + iZr) '1i = HN¿'1i, (1.59) 

...!... [~v - !A(r)] 
2 

'1i + q.Z.'1' +"Y~ (in '1i + Zn + iZr) '1i 
2m • e • 

-"'(!A(r¡) • r'1i = HNLMW. (1.60) 
e 
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los subíndices N L y N LM se refieren a No Lineal y No Lineal con campo 
Magnético respectivamente. Estas ecuaciones diferenciales no-lineales implican 
varias consecuencias que se discuten más adelante, especialmente las concer
nientes a su interpretación. 

En lo referente a las expresiones Zn y Z1 , se busca determinarlas de manera 
que los términos disipativos no-lineales en las ENLS, puedan ser escritos en la 
forma 

"Y~ (In '11 - (In '11)) = Ws - (Ws), (1.61) • 
Ws,M " q "Y-¡ (In '11 - (in '11)} - -r;;A(IJ) · r = Ws,M - (Ws,M). (1.62) 

de este modo, puede pensarse que el término disipativo está conectado con la 
desviación de un valor promedio, lo cual implica que el hamlltoniano del sistema 
en promedio, sea para todo tiempo la suma de las energías cinética y potencial, 
es decir, {H) = (T) +{V), como es usual en la mecánica cuántica lineal, o en 
un sistema de partículas "sin disipación" de mecánica clásica. 

Por ejemplo, si se usan funciones normalizadas (aunque esto no es necesario 
a priori). Con el aruatz general' 

'11 = N exp(iS + R). 
'11• = N exp(-iS + R). 

(1.63) 

(1.64) 

e introduciendo p = N 2 exp(2R) en la condición de separabilidad dada por la 
Ec. (1.44). se encuentra una ecuación diferencial para R, 

l'>R+2(VR}' + f¡n+ ¡¡ (lnN + Zn) = º· (1.65) 

lo que da una condición para la parte real de '11, independiente de la parte 
imaginaria. SI se toma un anaatz unidimensional R = a+ In:+ c:z:', se baila que, 

n=-(81) [x-(~) bf + ¡-1nN+zn. (1.66) 

de lo cual se nota que Zn = O conduce a una contradloclón con la condición 
de normalización, ya que no habría ninguna constante, en este caso N, que 
permitiera hacer p =l. Por lo tanto, Zn debe al menos compensar a lnN. Si 
se incluye o no, el término constante 1/4 en Zn. no afecta a 1'111 = NexpR, 
solo se modifican los valores de N y el término constante en R respectivamente. 
Factores adicionales, pero constantes, pueden aparecer cuando a 'II se le da un 
significado fisico concreto (por ejemplo, 'II la amplitud de un campo de materia). 
sin embargo, también pueden ser incorporados a Zn. haciendo independiente a 
la ecuación de campo de factores de esta clase. Entonces, escogiendo Zn = 
-lnN + (1/4), Nexp R se convierte en una función gaussiana con 

____________ R= -Pii?, 
2Recuerdese que o = >I' y {J = .¡.•. 

(1.67) 
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donde 

P- 'Y y x=x- 4Db 
- BD' 'Y 

(1.68} 

Por último se puede generalizar el anaatz a tres dimensiones, 

(1.69) 

con 

p. 'Y - 4Da¡ b 
a¡ = BD ' Y Xj = Xj - --;;- ~· 

a¡ ' 
(1.70} 

donde las b¡ pueden ser constantes o funciones que dependan solamente del 
tiempo t. Zn tiene, por lo tanto, la forma Zn = -lnN + d/4 = - In N + 3/4, 
con d el número de dimensiones del problema. 

Es claro que, además de las soluciones (1.67} y (1.69}, puede haber otras. Por 
ejemplo, R =O y Zn = - lnN. Sin embargo, la eolución (1.67}, es más general 
y suficiente para entender el comportamiento de \TI con el anaatz propuesto. Z1 
y las ENLS están dadas en las tablas A.3 y A.4. 

Cabe mencionar también, que la ecuación de continuidad se cumple inme
diatamente porque fue una de las hipótesis usadas en la construcción de cada 
una de las ecuaciones de campo. 



Capítulo 2 

Soluciones a la ENLS 

En el curso de la derivación de las ENLS, VZ1 fue determinado para diferentes 
casos, con lo cual, queda claro que Z1 no esta definido de manera única. 

Desde el punto de vista puramente matemático, existen muchas posibilida
des para Z1, no obstante una argumentación física reduce el número. En este 
capítulo se estudian las posibilidades más razonables. 

Una elección sensata y conveniente para Z1 debe satisfacer la condición 
(ws) =O para hacer válido el hecho de que (ir. d/dt) = (H) = (T) +(V). Por 
lo tanto, a partir de la ENLS (1.59 ). se acepta la ecuación 

• ,,. Ti. 
ili.'li = -2m~'li+V'li+-r¡(ln'1i+(ln'1i))'1i. (2.1) 

La suposición Z1 = - (arg'li + 2kir) = - (S + 2k1T). proporciona la ventaja de 
salvar los problemas que causa el hecho de que la función In 'li no esté definida 
en fonna única, ya que exp(2kir) = 1 V k entero. 

El potencial escogido para la Ec. (2.1). es el de oscilador armónico 

V = (1/2)mw~z2 • (2.2) 

La ENLS se resuelve en las siguientes secciones, sin pérdida de generalidad, en 
forma unidimensional y distinguiendo entre dos clases de solución: 

l. Solucionu tipo-onda, con una sola dependencia explícita del tiempo¡ y 

2. aolucione.t tipo-aolitón, con una dependencia adicional del tiempo, pero 
manejada en forma Implícita y obtenida a través de una transfonnaclón 
de coordenadas de acuerdo a: z = z - r¡(t). 

2.1 Soluciones tipo-onda 

La fonna de la solución tipo-onda [10], se toma a partir de la Ec. (1.63). y las 
funciones S y R son escogidas como: 

S(z, t) = k,. + l.,z + M.,z2 , (2.3) 

13 
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R(x) = -P(x-Q)2
, con Q = (~), (2.4) 

donde kz puede contener una dependencia expl!cita del tiempo. Con esta selec
ción se encuentra el coeficiente de normalización N, tal que: 

l
+oo 

-oo il!"Wdx [
00

00 

[N exp(R - iS)] [N exp(R + iS)] dx 

N 2 ¡_:: exp(2R)dx = 1, 

N 2 r: exp [-2P(x - Q)2
) dx 

N2~=1, 

'*N = c:f. 
También se determinan loe valores de expectación para x y para x2, 

(x) l +oo l+oo 
-oo w•xwdx = N 2 

-oo xexp [-2p (x- Q)2
) dx 

f2P f1íq 
V7rV 2P • 

'* (x) = Q, 

(x2
) 1_:00 

il1"x2 wdx = N 2 r: x2 exp [-2P (x - Q)2
) dx, 

'* (x') = :i, + Q'. 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

Finalmente, se obtiene para los coeficientes que intervienen en las funciones S 
y R las siguientes expresiones: 

kz = -!{!ff.) t, lz = -(Wi) Q, Mz = -1if, 
(2.8) 

Q=O, p =(Ni) o, 
con 

(2.9) 
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Se debe hacer énfasis en el hecho de que la frecuencia amortiguada (2.9), es el 
análogo al caso clásico corpuscular. 

Así, la solución normalizada tipo-onda de la Ec. (2.1), se puede escribir en 
forma unidimensional como: 

(
mO) t [ m . (w~ m-y •)] w(x,t)= 1ih exp -

2
,.ni'-1 

20
t+ 

4
,.x . (2.10) 

De inmediato se observa que la solución (2.10), tiene la forma de una gaussiana 
con una amplitud constante dada por x0 = (h/m0)112 y cuyo centro se encuen
tra en el origen x = O. También debe decirse que en la función (2.10), la cual 
es solución estacionaria del problema sin amortiguamiento, cuando 'Y --. O, la 
frecuencia reducida O tiende a la frecuencia natural Wo 1 es decir lim'T-+O O = Wo 
y la solución (2.10) regresa al estado base del oscilador armónico sin amortigua
miento en la teoría de campo lineal de Schrooinger: 

. {mwº) t [ m __ 2 i ] ~!_% w(x, t) = --;¡:;- exp - 2h Wox- - 2"'°t . (2.11) 

Como resultado adicional, introduciendo el coeficiente del término cuadrático en 
R, P = m0/2h, en la Ec. (1.68), se puede determinar el coeficiente de di/u•i6n 
D de la EFP (1.41): 

D = ~ -y/2 = ~ -y/2 
2m0 2m~' ywo-4 

(2.12) 

donde D es una cantidad real, sobre la cual se abunda más adelante. Se corro
bora que el li~-+D D = O, lo cual significa que la EFP (1.41) tiende a la EC 
(1.1) usual cuando 'Y se aproxima a cero. 

Por medio de la abreviación: 

J,=pV,=p(v-n;). (2.13) 

la EFP(l.41) puede reescribirse en la forma: 

p+V·J, =0. (2.14) 

Las soluciones estacionarias de la (2.14) son definidas por p = O, después de 
realizar la integración e imponer la "condición natural de frontera" para p, es 
decir, p--. O cuando r --. 001 la condición para las funciones estacionarias puede 
ser expresada como: 

h 
DVR= 2m 'i!S, 

y en particular con V R = -2Pr, 
4m 

'i!S=--¡¡DPr. 

(2.15) 

(2.16) 

A partir de la solución (2.10), se demuestra de manera inmediata que la con
dición (2.16) se satisface, es decir, p = O, en virtud de que p, en este caso, es 
independiente del tiempo. 
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2.2 Soluciones tipo solitón 

Para este caso, la propuesta de solución también se toma como lo hace Schuch 
en el artículo (10): 

'11(x,t) = Nexp(R+iS), 

sin embargo, aquí la dependencia impllcita del tiempo, introducida a través del 
parámetro r¡(t), es tomada en cuenta en el anaatz unidimensional para S y R 
de la siguiente manera: 

S(x, t; r¡) = K~(t) + La(t)i + Maii.2 = S (z, t), 

R(x,r¡) = -P(x - r¡(t))2 = -P:f2 = R(ii.,t), 

(2.17) 

(2.18) 

donde, comparando con el caso anterior, Q = -r¡(t) y ii. = x - r¡(t). Adoptando 
nuevamente el potencial de oscilador armónico, se toma también como ecuación 
de partida a: 

ih 8: = -:: ~,! + ~mw~x2'11 - ih-y (In '11 - ('11)) w, (2.19) 

y se encuentran, como en la sección previa, las expresiones para los coeficientes 
que intervienen en R y S, siendo éstos: 

K ( ) 1 1t ,. ( • ') d I 1 W~ 
a t = h 

0 
,_ r¡,r¡,t t - 2nt. (2.20) 

Con 

L. (r¡, t), t ') = ~m [t)(t))2 
- ~w~ (r¡(t)]2 

, (2.21) 

La(t) = ';.1tl(t), Ma = -~, P = fi¡ll. (2.22) 

Adicionalmente se encuentra que, r¡(t) tiene que obedecer la ecuación clásica de 
movimiento (sin fuerzas estocásticas), 

m;¡ + m-yt) + mw~r¡(t) =O. (2.23) 

Así, después de reali7.ar las sustituciones apropiadas, la solución normalizada 
w = N exp(R + iS), se encuentra que está dada por: 

'11(:i:,t;r¡(t)} = (:~) t exp [-~~ (x-r¡)
2

] X 

X exp { Í [fu' i:.(r¡,t); t1)dt' - ~~t + ~t) (:i: - r¡) - i;; (:i: -11)
2
]}. (2.24) 

Esta solución muP.Stra una forma similar a un paquete de ondas en mecánica 
cuántica lineal. Pero, de acuerdo a la terminología usada en [25, 26), a la Ec. 
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(2.24), se le da el nombre de solución tipo-solitón de forma gaussiana, o de 
manera corta, gaU.9son. 

Se observa que, al igual que en la sección precedente, la solución (2.24), tiene 
una anchura constante dada por :r0 = (1i/m0)1/ 2 • No obstante, en este caso, 
el gausson no se halla centrado en el origen, sino que su centro, ahora, sigue la 
trayectoria clásica. 

Debe notarse, que mediante una superposición infinita de las soluciones tipo
onda (2.10), pero con coeficientes dependientes del tiempo, es posible construir 
una solución estable tipo-gauSBon, la cual satisface la ENLS y se aproxima a un 
estado final descrito por la solución tipo-onda (2.10) cuando t -t oo. 

Aquí también se encuentra que el coeficiente de difusión es: 

D = 1i 'Y/2 
2m Jw• _ r_ 

o 4 

. (2.25) 

de hecho, debe decirse que el coeficiente D es independiente de la solución, al 
igual que la ecuación: 

p+Jt=O, (2.26) 

sin embargo, la condición para soluciones estacionarias p = O en este caso no 
se cumple debido a que la solución (2.24), tiene una dependencia implícita del 
tiempo a través de :i: = x-11(t), así que p = 8p/8t-P(t)'V p =O es la restricción 
que debe ser satisfecha, pues suponiendo que solamente 8p/8t =O, implica que 
p = -q(t)V p ,¡ O. Esta dependencia de p de 11(t), muestra que la reversibilidad 
en el tiempo no ocurre. 

Por lo tanto, la densidad de probabilidad, de acuerdo al gaUSBon (2.24) es una 
solución no estacionaria de la EFP (1.41), pero para t -t oo, p(t) se aproxima 
asintóticamente a la solución estacionaria correspondiente al estado final de la 
solución (2.10). 

2.3 Principio de incertidumbre 

En esta sección se demuestra que las soluciones encontradas, tanto la de onda 
como la de solitón, satisfacen el principio de incertidumbre [10, 13]. Para ello 
se calculan los valores promedio (:r), (z"}. (p) y (p2) a partir de las Ecs. (2.10) 
y (2.24), respectivamente. 
Primero, para (2.10): 

) ( mo)t [ m 2 • (w~ m"( •)] ~(z, t = -;¡; exp -
2

1; flz - 1 
20 

t + 
4

1; X • 

Usando los resultados previamente calculados, y haciendo algunas operaciones 
sencillas se consigue el siguiente grupo de valores de expectación, 

(:r) = Q =0, (2.27) 
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(:i:º) 

(p) 

(p') 

1 Qº 1i 
4P + = 2ml1' 
o, 
11mw~ 
20· 

18 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

Con estas cantidades, se calcula la varianza o dispersión de x y p, que no es otra 
cosa que el promedio de las desviaciones cuadradas, es decir: 

Ax• (:i:•)- (z)2 = 2!11• 
Ap2 (p2) _ (p)2 = 11~i. 

Por lo tanto, el principio de incertidumbre toma la forma: 

11mw~ 11 
202m11 

1 2 2 1 2 

4112 11 Wo?: ¡11 • (2.31) 

Con lo cual se comprueba que no existe estado cuántieo que sea simultáneamente 
eigenestado de dos variables canónicas conjugadas. Esto significa, en particu
lar, que las trayectorias (en el espacio fase) de electrones igualmente preparados 
difieren de electrón a electrón, de tal forma que las dispersiones de x y p satis
facen la desigualdad (2.31), además de que la teoría desarrollada por su natu
raleza estadística no permite determinar las trayectorias individuales, sino a lo 
sumo, ciertas propiedades estadísticas del movimiento. 

Análogamente, para (2.24): 

( mn) ! [ mn •] .P (:i:, t; r¡(t)) = 11'1i exp - 2ij (:i: - r¡) X 

X exp {¡[fo' f:.(r¡,Tj; t')dt' - ;~t+ ~Tj(:i:-r¡) - r;; (:i:-r¡)2
]}, 

se encuentran las cantidades: 

(:i:) 

{:i:º) 

(p) 

(p') 

Entonces, los promedios de las desviaciones cuadradas son: 

(:i:•) ·- (:i:)• = _..!!..__ + r¡• - r¡• = _..!!___ 
2ml1 2ml1' 

( 2) (p)2 11mw~ + 2 ·• 2 ·• 11mw~ P - =20 mr¡ -mr¡ =20· 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 
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Y el principio de incertidumbre ahora queda en el modo siguiente: 

{2.37) 

En el l!mite, es decir, cuando 'Y -+ O,- {2.31) y (2.37) convergen (como era de 
esperarse) al mismo resultado: 

---- 1 22 1, 
~~.ti.p"·Ll.z2 = ~_!!l, 402 r. wo =¡Ta, (2.38) 

y como se observa, para 'Y ,¡O siempre son valores más grandes. 

Con los valores promedio calculados (z2 } y (P'}. para ambas soluciones, ahora 
es fácil obtener las energfas promedio respectivas. 

Para la solución tipo-onda (subíndice W) se obtienen para la energía cinética 
promedio (T)w y potencial promedio (V)w los siguientes resultados, respecti
vamente, 

Con !oque: 

(T)w ..!.... (p'} = r.w~ 
2m 4!l 

2 ~ .. 2 

Wo ( '} = -'""-º 
2m"' 4!l · 

r.wg 1 ( r) 
(E)w = (T)w + (V)w = 2n = 2"º 1 + 402 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

La razón de que (E)w, no sea igual a (1/2)Ml, se puede argumentar a primera 
instancia, suponiendo que la interacción del sistema oscilante con Jos alrededores 
también influye en su estado de energía más baja. Así, resulta razonable el hecho 
de que tal estado se encuentre a una energía por encima de la energía del estado 
base del oscilador sin amortiguar (Wo/0 > 1). Esto es similar a Jo que ocurre con 
una "partícula Brownlana" [24), ya que su velocidad tiende a disminuir, pero 
nunca llega al reposo total debido a que loe alrededores se hallan en constante 
interacción con la partícula, llevándose a cabo una transíerencia de energ!a del 
ambiente hacia la partícula. 

Por otro lado, para Ja solución tipo-solitón (sub!ndice S), las energías cinética 
y potencial respectivamente, son: 

(T)s (2.42) 

(V)5 (2.43) 
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Por lo tanto, 

(2.44) 

Sin embargo, en el limite, cuando t -t oo, tanto ii(t) como 71(t) se anulan1 , y 
solamente se mantiene la parte constante e Independiente del tiempo de (E) 5 , 

la cual es idéntica a la energía (E)w de la solución tipo-onda. 
Además, se tiene que cuando 'Y -t O, la energía (E)w tiende al estado base 

de la energía del oscilador armónico sin amortiguar. 

2.4 Sobre el operador de fricción 

En este último apartado, se discuten algunas de las cualidades y consecuencias 
del operador no-lineal de fricción w. encontrado, para más detalles las referen
cias [10, 15, 16) cubren varios aspectos. 

Las no-linealidades logarítmicas no solamente fueron usadas para introducir 
una clase de "potencial de fricción". Un cálculo adicional permite mostrar que 
el operador de fricción w. es bermitiano con respecto a ill, si la parte real de ill 
satisface las Ecs. (1.65) y (1.67), es decir, 

(w.q,¡;¡,) = (ill!W'.'11) = J q,w;q, dV = J q,·w.ill dV. (2.45) 

Determinando los conmutadores de w. con los operadores de r, r 2 , p, ,;>, V 
y H, se puede usar la relación -vw. = (i/'li.) [w.,p] para calcular el valor 
promedio: 

(-vw.) = -'YCP), (2.46) 

y a través de (d/dt)p + (8/8t) + (i/'li.) [H, p] se obtiene el valor promedio: 

( ~p) = - (VV) - 'Y (p) . (2.47) 

Por lo tanto, el teorema de Ehrenfest se cumple, esto es, la ecuación de mo
vimiento para los valores de expectación corresponde a la ecuación clásica de 
movimiento. 

En la misma forma la disipación de energía puede ser determinada por: 

(e)=-;!; (P'), (2.48) 

lo cual está en correspondencia con la mecánica clásica de partículas. 
Resumiendo, como consecuencia principal se tiene el hecho de que el valor 

promedio de w. se anule, lo cual lleva a que la "degeneración" del operador 
1 Ambas cantidades, satisfacen la ecuación cl'8ica de movimiento. 
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hamiltoniano juege el doble papel de determinar loe niveles de energía al tiempo 
que marca la evolución de la función-solución (tipo-onda o gaU88on). El de
sarrollo temporal de la función, definitivamente se hace a través del operador 
hamiltoniano H11L = T+V+W.; sin embargo, el valor promedio de laenerg!ase 
obtiene solamente con los valores promedio de loe operadores de energía cinética 
y potencial. 

Finalmente, debe resaltarse la importancia de que la no-linealidad w. tiene 
un efecto que lo hace parecer como los alrededores del sistema (por ejemplo 
un baño de calor) en interacción con éste, de tal manera que solo se percibe la 
influencia de loe alrededores sobre la dinámica observable y no las interacciones 
en detalle de loe alrededores. Se pueden encontrar situaciones similares en el 
movimiento Browniano o en el movimiento de un proyectil en un medio viscoso, 
en donde se puede observar el decremento en la velocidad del proyectil, pero no 
cómo o de qué forma se disipa la energía en el medio viscoso. 



Capítulo 3 

Solución en un sistema 
bidimensional 

En este capitulo se diacute el movimiento amortiguado en un sistema bidimensio
nal, de un sistema material cargado con velocidad v .1. en el plano perpendicular 
al campo magnético B. El método estudiado en cap{tuloe previos, puede ser 
extendido para incluir condiciones anisotrópicas, as{ como diferentes constantes 
de difusión para cada una de las direcciones espaciales. Por lo tanto, el coefi
ciente de difusión D en la ecuación de Fokker-Planck es reemplazado por una 
matriz de 2x2, convirtiéndose en el teruor de difwión b con componentes Di•• 
y -Dl!i.p por la expresión más general 

• 
V·Jn=- L v.vJ(DJ•P), 

•.J=I 

pero si los elementos D•.J son constantes, se tiene 

• 
V·Jn=- L DJ•'V•VJp(r). 

•.J=I 

(3.1) 

(3.2) 

De la condición de separabilidad análoga a la Ec. (1.48) se sigue que Í> es una 
matriz antisimétrica. 

3.1 Movimiento en un campo magnético 
El movimiento de una partícula con carga puntual q -por ejemplo un ion o un 
electrón- en un medio con campo magnético homogéneo (y sin campo eléctrico, 
.¡, = O) es un problema en tres dimensiones, el cual puede describirse con la 
ENLS (1.60) [12, 16, 18). 

22 



CAPÍTULO 3. SOLUCIÓN EN UN SISTEMA BIDIMENSIONAL 23 

ih-ir(r, t) -
2
1 [~v - ~A(r)]

2 

w(r,t} +"Y~ (In w(r,t) - (In w (r,t))) w(r,t) m 1 e 1 

--r [~A(r¡) · r] w(r,t). (3.3} 

Para encontrar la solución de (3.3}, tomando en cuenta lo estudiado en los 
capítulos anteriores, se propone un aruatz tipo-paquete de ondas (WP} y pro
ducto de dos funciones, de tal manera que se pueda llevar a cabo una separación 
conveniente en dos problemas, uno perpendicular al campo magnético aplicado 
B, y otro paralelo al campo. 

Con este propósito, a continuación se explican algunas cantidades que son 
de ayuda en el desarrollo del capítulo. Primeramente, se consideran los vectores 
de posición en el plano-xy y el de la trayectoria clásica dados por 

r.L =xi+ 11.i, r/.L = r¡,i +r¡,J, 

respectivamente, los cuales se muestran graficamente en la Fig. (3.1). También 
se definen las cantidades de movimiento relativo: 

Z =X - (x) =X - r¡.,(t}, ji= 1/ - (1/) = 1/ - r¡.(t). 

Y los operadores, 

As!, el a,..atz propuesto se expresa como: 

Wwp (r,t) = W'wp.L (r.L, t) • W'wPU (z,t). (3.4} 

Para el movimiento en la dirección z, se tiene una ENLS unidimensional y libre 
de potencial 

ih-irwPU (z,t) = { :::.:2 +'Y~ [In W'wpu (z,t) - (In W'wpu (z,t})]}. (3.5) 

Para el movimiento de la part!cula restringido al plano-XI/ (sistema de interés}, 
también se obtiene su ecuación a partir de (1.60}, pero esta vez en dos dimen
siones 

HNLMW'WP.L(r.L,t) 

1 [" q ]2 
2m iV .L - ;;A.L (r.L} W'wP.L(r.L,t) 

+-r~ [In illwp.L(r.L,t) - (in WwP.L(r.L,t)}) "W'wp.L(r.L, t) • 
-')' [~A.L('l.L) · r.L] W'wP.L(r.L, t), (3.6) 
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y 

Figura 3.1: Movimiento bidimensional en el plano-:i:11 perpendicular a la direc
ción del campo magnético. rJ.: vector de poeiclón en el plano-%J1; f/J.: trayectoria 
clásica en el plano-%J1;rmJ.: vector de poeición del centro del movimiento circu
lar¡ R = r J. - rmJ.: con R = IRI =radio del movimiento circular, a= f/J. - rmJ. 
con a= !al = radio clásico del movimiento circular. 

la cual se encuentra en correspondencia a la ecuación clásica de movimiento 
tipo-Newton (fuerza de Lorentz), 

F = '!.v x B - m-yv. (3.7) 
c 

As!, la función solución W w p J., se normaliza ahora en un espacio bidimensional, 

WWPJ. (r,t) N(t) exp [y (z, ¡¡, t)) 

N(t) exp [iY.(t)X" + ~La!t)x 

+ iY,(t)ii2 + ~L,(t)ii + iK(t)] , (3.8) 

donde g(x, ¡¡; t) = iY.,(t)x2 + (i/h)L.,(t)i + iYw(t)ii2 + (i/ti.)L,(t)ii + iK(t). Para 
proceder, en el manejo de la ENLS (3.6), debe tenerse cuidado con la expansión 
del cuadrado (pJ. - (q/c)AJ. (rJ.))2 = ((ti./i)V J. - (q/c)AJ. (rJ.))2

, teniendo en 
mente que el operador de momento PJ. no conmuta en general con el vector AJ., 
el cual es una función de las coordenadas. Entonces tiene que escribirse, 

[~V J. - '!.AJ. (rJ.)] 
2 

WwpJ.(rJ.,t) = {-ti.2 AJ. - "."(V J.· AJ.(rJ.)) 
1 C IC 

-2~ (AJ.(rJ.) ·V J.)+~ (AJ.(rJ.)]2
} WWPJ.(rJ.,t). (3.9) 

. ···~··· ·--~-·· 
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Sin embargo, trabajando en la norma de Coulomb V • A.i. = O, la regla de 
conmutación del operador P.L con cualquier función de coordenadas [20) -en 
este caso A.i. - queda como: 

P.L · A.i. - A.i. • P.L = -iliV · A.i. =O, (3.10} 

es decir, P.L y A.i. conmutan. F.eto ocurre, en particular, para un campo 
magnético uniforme, si su potencial vectorial es expresado en la forma: 

(3.11} 

y en analogía, A ('1.i.) = {1/2}B x71.i.. Ahora, utilizando el anaatz solución (3.8}, 
se consigue la siguiente expresión para su derivada temporal: 

iliiÍtwP.L = ºliN. ºliN ( iY.%2-
1 expg+• ºY.º -· +•vi/ -

-liNKexpg. 

2iY.ii.z+ 
2iYuiivii+ 

Por Jo tanto, escogiendo B = Bir. los potenciales vectoriales quedan como: 

-~ (Bii + B11,) i + ~ (Bz + B11.) j, 

B • B • -2'1v l + 2 11• J. 

Después de realizar Jos cálculos1 marcados en el lado derecho de la ESNL (3.6}, 
tomando en cuenta (3.9), se sustituyen los potenciales y se iguala la cantidad 
pertinente a Ja Ec. (3.12). Finalmente dividiendo a derecha e izquierda por 
N exp g = Ww p .L se obtiene Ja expresión: 

_ 2 ( • 21i
2 

2 m •) _2 ( • 21i
2 

2 m •) w -1iY. - -Y - ~liY. - -w + 11 -1iY. - -Y. - ~r.Y. - -w m:S' se 11 m"'"8c 

+Zii (-1iw.Y. + 1iw0Y,) 

+z ( 21iY.,¡. - t. - ~Y.L. - 1iw0 Y•'1v + ~w.L, - :;.~'Is -7L. - ~mwc'lw) 

+ii ( 21iYviiv - t, - ~Y,L, + 1iwcYv'1• - ~w.L. - :¡.w~'1v - 7L, + ~mwc'lz) 
. . . 

+ili~ +L.,¡. + L,,¡, - 1iK - 2!,. (L~ + L:) + '! (Y.+ Y,) 

-~w. (11,L. -11.L,) - iw~ ('1~ + '1~) +"(Ti (Y. (z2
} +Y, (ii2

}) =o. 

(3.13} 
1Veáse el Ap. C 
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con 

Wc = qB =frecuencia de ciclotr6n. (3.14) 
me 

De la F.c. (3.13), se observa que para el movimiento restringido al plano-XJI, se 
han conseguido términos dependientes de fi:2, z, ¡¡2 y jj -como con el oscilador 
armónico. De igual manera se encuentran, términos que son Independientes y 
adicionalmente el término cruzado xjj. Pero, dado que las coordenadas espacia
les son linealmente independientes, para que la Ec. (3.13} se cumpla cada uno 
de sus coeficientes debe anularse por separado. Antes, es recomendable resaltar 
el hecho de que, para los momentos clásicos L., y L, se puede hacer la corres
pondencia al momento generalizado de la partícula, dada por L(t) = mv.L = 
mtj.L + qA ('l.L), que en componentes queda de la siguiente forma: 

Lz = mriz - ~'1"' => Lz = mjjz - TTÍ11t 
L, = mtj• + T'I•• => t. = m;;. + T'1•· 

(3.15) 

As!, de los términos proporcionales ax y jj en la F.c. (3.13), se halla que deben 
cumplirse las ecuaciones: 

,;; : 2hY.,¡. - (m;;. - ':\1Wc'7.) - ~Y., (m,¡. - ':\1w.,,.) - hw0Y.,,,_ 
+~Wc (mriv + !fwcfJz) - t¡lw~f}z - 'Y {mf)z - ~Wcflw) - imwc'll =O, 

jj: 2hYu'Íu - (miiu + ':\1Wc'Íz) - ~y• (m'Íu + ':\1Wc'lz) + hwcY1111. 
-kwc (m'1z - !f-Wcflf) - 1fw~'111 - 'Y (m'111 - 'fWcflz) - imwcflz =O, 

a partir de las cuales se obtienen las relaciones: 

m;;. - mw0 ,¡, + -ymi/., = O, 

m;¡,, + mw.Jj. + -ymtj11 = O, 

(3.16) 
(3.17) 

que son las ecuaciones clásicas de movimiento para el máximo del paquete de 
ondas (WP), lo cual significa, que aún considerando 10& efectos de fricción el 
máximo de la solución gaussiana sigue la trayectoria clásica. 

Loe términoe proporcionales a fi:2 y a jj2 permiten establecer: 

(3.18) 

(3.19) 

doe ecuaciones tipo IUccati, que contienen información sobre la anchura del 
paquete, es decir, sobre el aspecto ondulatorio involucrado en el problema y 
cuyas soluciones EoOn discutidas con detalle en secciones poeteriores. Por último, 
de loe términoe !dependientes de (3.13) se consigue la relación: 

i< .Ñ + m ('' '') mw. e· . ) .h (Y. Y.) 
= •-¡¡ 2" "· -"• -2h """" - ,,.,,. + 'iñ • + • 

+-y (Y.. (z2
) + Y11 (¡¡2

}) • (3.20) 
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Una simplificación adicional, es suponer que se cumple la condición Ya = Yv, 
pues esto lleva a la anulación del término cruzado Zjj en la Ec. (3.13). 

3.2 Solución de las ecuaciones tipo-Riccati 
Ya que de las ecuaciones tip<>-Riccati (3.18) y (3.19), se puede obtener infor
mación del ancho del paquete de ondas, as{ como de su evolución temporal, en 
esta sección se describe un método de linearb:ación y solución a estas ecuaciones 
diferenciales inhomogéneas y n<>-lineales (15]. 

Dado que las expresiones para (3.18) y (3.19) son formalmente iguales -
excepto por la dirección- a continuación se trabaja con la ecuación general: 

21i · 21i (21i
2 

)
2 

(wº)2 ffili+'Yffil'i+ m-lJ + 2 =O, (3.21) 

paraj = x,11. Haciendo el cambio de variable (21i/m)lj = (21i/m) ['fi +vJ(t)], 
donde: 

21i:Y:J = _! 1' J-r2 
_ w~ 

m 2 4 4' 

es una solución particular constante de (3.21), con lo que, 

21i. 21i. 
fil'i<t> = ffi"Jce>. 

(3.22) 

(3.23) 

Sustituyendo (21i/m)lj en (3.21), se consigue una ecuación diferencial cuadrática, 
pero homogénea, 

21i. ( 21i-)2" 21i2 -tJJ + 'Y+ 2-lj -IJJ + -tJJ =o. m m m m 
(3.24) 

Definiendo A= 2 [C'Y/2) + (21i/m)'fJ], implica que: 

A= -:r../-r2 -w~, (3.25) 

por lo tanto, "satisface una ecuación tip<>-Bemoulli, la cual se resuelve haciendo 
la sustitución u= v-1 => ü = -w-2 • La ecuación resultante es: 

ü-Au-
2

" =O m , 
d 21i => dt (u exp(-At)] = mexp(-At), 

21i 
=> u(t) = - mA + aexp(-At), (3.26) 
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donde a = con•tante, se determina con condiciones Iniciales. Esto es, 

u(t =O) "J(t =O)= ...!...., 
tljO 

1 21i 1 
~ a = "iº + m¡ ::;¡· (3.27) 

Finalmente, (211/m)v¡ está dado como: 

21it1j(t)= 1 ) • 
m -;1- + (~ + * exp(At) 

-"'º 

(3.28) 

Por otro lado, se tiene que ~Yj es una cantidad compleja, es decir, 

211 211 . 
mYj = m (Yjn +•YJ1)' (3.29) 

que si se sustituye en la Ec. (3.21), se encuentra que las partes real (PR) e 
imaginarla (PI) de la ecuación, deben ser Idénticamente cero cada una. Esto 
es, 

o, (3.30) 

o. (3.31) 

En este momento es conveniente recordar la función solución >lrwpJ., especial
mente los términos que señalan la anchura del paquete (exponentes iY.,:1:2 e 
iYvií2 ), pues a partir de ellos queda claro lo importante que resulta ser el hecho, 
de que las partes imaginarias de Y., y Yv sean positivas (Y.1, Y 111 >O) para que 
la solución propuesta sea f!sicamente razonable. 

Por ejemplo, reduciéndose al movimiento sin fricción en el campo magnético, 
con (21i/m)Yj1 constante, es decir, (21i/m)Y¡,, se consigue de (3.22): 

21iYJI = ± Wc 
m 2' 

(3.32) 

tomando el signo positivo (el signo negativo conduce a un paquete divergente) 
se encuentra la proporcionalidad, 

.T. ( mw. -2 mw. -2) 
"'WP.1. ~exp --¡¡;-x - -;¡;¡-11 , (3.33) 

una función cuya anchura, en ambas direcciones, se mantiene constante en el 
tiempo a la manera del problema de la part!cula libre. En el caso de que 
(211/m)Y¡, no sea constante, para conseguir una solución con significado ffeico 
se debe cumplir la condición, 

(3.34) 
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Ahora, regresando al par de F.cs. {3.30) y (3.31), de {PI), se obtiene que: 

21l 1 l'Jr 1 
-Y¡n = --- - --y. (3.35) 
m 2Y¡r 2 

Y conectando la anchura del paquete de ondas dada por (.12) = (.i')- {;)2
, con 

{21l/m)Y¡r en la forma, 

1 li 1 
aj= 2m(z•)' 
Otj 1 
Cij - 2-r· 

{3.36) 

{3.37) 

la Ec. (3.35) puede ser transformada en una ecuación no-lineal y real, 

ªJ + ( w¡ - :f-) ªJ = C:r (3.38) 

la cual determina el movimiento clásico y donde la variable a¡, salvo un factor 

constante, es equivalente a la anchura del paquete ['(j2) . De la expresión para 
{P R) resulta: 

~~=~-~ ~~ 
m a1 2 

A partir de la condición (3.25), se establecen cuatro casos generales [15, 18]: 

l. 'Y > Wc =? A= =F-./-r• - w~ e R 

2. -y=Wc=?A=O 

3. 'Y < Wc =? A= =F-i.,/w~ - -y2 = ':f'iW E C 

4. -y=O=?A==F-iwcEC 

De lo arriba apuntado, el caso 4 es esencialmente el caso 3, excepto porque la 
frecuencia está modificada, por lo tanto, basta trabajar con los tres primeros 
casos. Entonces, la Ec. (3.38), para cada caso se transforma en: 

l. 'Y> Wc 2. 'Y =Wc 3. 'Y< Wc 

iij - (:r; - ~) ªJ = ;!¡ iiJ = c!r a1+~ai = ~ 
J 

Y la expresión para {21i/m)v1(t), Ec. (3.28), también cambia de acuerdo al 
caso, para ver esto, primero se encuentra la condición inicial {21i/m)v¡0 (t) con 

la ayuda de (21i/m)Y¡ = (21l/m) (iJ + v¡(t)) más las F.cs. (3.36) y (3.39). 
En los siguientes apartados se estudian los tres casoe principales: amortigua

miento supercrftico (-y > w0 ), resonancia (-y= w0 ) y amortiguamiento subcr!tlco 
(-y< w.). 
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3.2.1 Caso supercrítico: 'Y > Wc 

Comenzando con, 

á1 'Y • 1 'Y A 21i 
Olj - 2 + 1 et} = -2 + 2 + ;:;¡t11, 

27i ( . ) (á' A) . 1 - tljR + ltljf = '-'- - - + 1-. m OtJ 2 a} 

Sea P1 = 1/et} y t =O, entonces, 

27i (áJ) A ·p 
;:;¡t110 Olj o - 2 + 1 ~º· 

(3.40) 

1 (&) - ~ - ifJ10 
~ -- a¡ o 2 (3.41) 

~v10 [(~~\ - ~r +PJo. 

Pero, para lograr una simplificación adecuada, una elección particular debe ser 
asignada a la parte real de la expresión previa. Turnando la siguiente Identidad, 

(
á1) A 
°'1. o= 2' (3.42) 

se consigue una notable simplificación de la F.c. (3.41). No obstante, otras 
elecciones son también posibles, con la objeción de que conducen a expresiones 
más complicadas y dificiles de manejar, arrojando resultados de oscura expli
cación ffsica. Asl, la forma anal!tica expl!cita de las eoluclones de la ecuación 
diferencial no-lineal, responde muy sensiblemente al cambio de las condiciones 
iniciales. Entonces, se tiene que: 

Por lo tanto, 

~ 21iv¡1(t) 
m 

1 . 1 
~v10 = -• P10. 

~ [exp(At) - 1] + i;/¡; exp(At) 

;l.- [exp(At) - 1]2 + .,J.. exp(2At) t 
Pjo 

f¡;exp(At) 

p exp(2At) + j.- - j exp(At) + ¡¡f. exp(2At). 

(3.43) 

(3.44) 

De la Ec. (3.40), en combinación con la (3.44), se obtiene la solución analítica: 

(3.45) 
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Otra relación, cuya Importancia se pone de manifiesto cuando se encuentran las 
corrientes producidas en el sistema bidimensional, es: 

ÓJ (t) 
ªJ 

A exp(At) + (, )
2 

sinh (4t) cosh (4t) 

°2 [exp(At) + (,. r slnh2 (4t)] (3.46) 

Aqul, hay que enfatizar que el coeficiente que acompaña el término lineal de la 
ecuación düerencial no-lineal para a, se mantlen~negatlvo y en este caso para A 
existen dos soluciones, +..,/y2 - w~ = A 1¡ 2 y - 'Y2 -w~ = -A1¡2 que difieren 
solamente en su pronóstico, sin embargo, ambas con significado flsico definido, 
pues no conducen a divergencias. F.s decir, se tienen: 

a]+(t) = aj0 [ exp (A1¡2t) + (; r sinh
2 

( Ai2t)] , (3.47) 

a~_(t) = a~0 [ exp (-A1¡2 t) + ( ~ r sinh
2 

( Ai2 t)] . (3.48) 

Debido al término de sinh2
, ambas soluciones indican que el paquete de ondas 

(WP) se extiende (tanto en la dirección z como en la 11) más rápido que en 
el caso de 'Y= w •. Observando el comportamiento para 'Y - w. (es decir, en 
resonancia A < 1) de las Ecs. (3.45) y (3.46). el limite puede ser fácilmente 
tomado si se usa expansión en serles. Esto es, 

a1-ª1º (1+ ('14°y (itf] =aJo[l+PJot2] 

=> lim a~ = aj0 [1 + CP1ot)2
] , 

-r-+wo 
(3.49) 

resultado que concuerda con las características de un sistema aislado, -y = O y 
w0 = O, y que igualmente describe la incertidumbre en la posición, creciendo 
proporcional a t2. Para la Ec. (3.46) se encuentra, 

ÓJ -~ [1+(,}2(4t)] = 4+/Jlot 
a1 2 1 + ffj0 t2 1 + PJ0 t2 

li ÓJ n P1ot => m - =,,;o 2 
1'-+"'• ªJ 1 + (IJ1ot) 

(3.50) 

3.2.2 Caso de resonancia: 'Y = Wc 

En esta sección, se considera a la frecuencia de ciclotrón w0 , en coincidencia con 
la frecuencia 'Y• dando con ello el fenómeno de resonancia, de manera similar al 
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encontrado en el tratamiento del oscilador armónico amortiguado. Además hay 
que notar que solamente se cuenta con una solución, en virtud de que A = O. 
Partiendo otra vez de la relación: 

Ó:J w. . 1 w. 21i - - - + 1- = -- + -VJ 
ªJ 2 aJ 2 m ' 

21i( . ) ~ . 1 - VJR + IVJJ = + 1 _., 
m ªJ "'l 

(3.51) 

y definiendo como antes Pi = 1/aJ y t =O, entonces, 

:vio (~t +iPJo• 

1 (~t-iPJo 
=> ~VJo (!!J.) 2 

a2 ' 
OJ O+ PJO 

(3.52) 

Ahora, una simplificación conveniente (no la única) para facilitar loe cálculos y 
el análisis es que al tiempo t = O 

(ªi) =o, 
ªJ o 

1 . 1 => .,.---- = -1-. 
ffiVJo PJo 

Convirtiendo la expresión para (21i/m)VJ en 

A 2
1i VJ(t) 

m ( 1 - ~) exp(At) - 1' 

de la cual, la parte imaginaria es la de interés 

21i 
mVJJ(t) = 

[exp (At) - 1)2 + .f:. exp (2At). 
Pjo 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

Sin embargo, su forma no queda del todo clara en el tiempo, dado que en 
la expresión anterior aún aparece A de manera simbólica, pero sustituir A = 
O directamente no otorga ninguna información relevante sobre la anchura del 
paquete. Un procedimiento más inteligente es tomar otra vez una expansión en 
serie, con el fin de aplicar finalmente el límite cuando 'Y -4 w0 => A -4 O, 

(3.56) 
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Siendo este resultado, consistente con lo obtenido en el caso anterior. Por otra 
parte, como se dijo al principio de la sección, la resonancia ba sido estudiada 
para el oocilador armónico, por ejemplo; pero abora también se observa en la 
dinámica de una carga puntual en un campo magnético. También se observa 
que si la frecuencia de ciclotrón w0 y la "frecuencia de perturbación" "(, son su
ficientemente grandes la ecuación diferencial no-lineal para a parecerla mostrar 
la dindmica de 1ma part<cula libre ain fricción en un aiatema duipativo. 

3.2.3 Caso subcrítico: 'Y < Wc 

Para este caso, se tiene un campo magnético suficientemente intenso, de tal 
manera que la frecuencia de ciclotrón w0 , se encuentra por arriba de la frecuen
cia de perturbación "(, lo cual lleva a que la constante A sea una puramente 
imaginarla, es decir, A = :¡:iyfw~ - "/2 = :¡:iw, con w la frecuencia reducida. 
Entonces, en esta ocasión, solamente la solución positiva es fisicamente posible, 
pues como se explicó párrafos arriba, la solución negativa produce un paquete 
divergente. Por lo tanto, como se ha hecho en las dos secciones previas, de la 
relación: 

2hY¡ 
m 

á¡ . 1 A 2h -+•-= -+-11¡, 
a¡ a} 2 m 

2h < . ) a; . ( 1 "') m llJR + lllJ/ = a¡ + 1 aj - 2 , 

y otra vez con fJJ = l/aj, en t =O se tiene 

(:~t +i(P¡o-~) 
(~~\ -i (/J¡o - ~) 
(~ ): + (/J¡o - ~)2. 

{3.57} 

(3.58} 

Notando la similitud de esta última ecuación con la (3.52}, se adopta también 
la opción más simple para la condición inicial, 

(ªJ) =0, 
ªi o 

(3.59} 

1 . 1 
=} ~lljO = -I (/J¡o - ~) • (3.60} 

Con lo anterior, se encuentra la sucesión de resultados, 

1 2h 
ffi"J(t) 
~ sin(wt) + i [i -~ cos(wt))' wTPJo--='tJ w i;:.{ljJo=f) 
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=> 2h,,JI(t) 
m 

w(fJJo - ~ )2 
- w [PJo - ( ~) '] coa(wt) 

2 (PJo + m'j - 2 (PJo - m'j coa(wt)' 

2h w PJow2 

=> fñ"JI(t) + 2 = 2.BJ
0
2sln2 ("lf-) + ~2cos• ("lf-)' 

(3.61) 

en vías de encontrar la expresión final para a} Entonces, de la Ec. (3.57), se 
establece la ecuación 

2 2 { 2 [sin("lf-)]' 2 (wt)} ªJ = ªJo flJo ~ +cos 2 ' 

además de la otra relación importante 

(~ -w) cos ("lf-) sin ("lf-) 

2{111º [~r +cos• <"lf->} • 

(3.62) 

(3.63) 

Examinando el comportamiento de las Ecs. (3.62) y (3.63) para el caso de 
resonancia, w « 1 => w0 -+ "(, permite establecer una comparación con el caso 
resonante y comprobar que los tres casos coinciden en el límite. Empleando las 
mismas estrategias que en las secciones previas, se halla que 

aJ ~ aj0 [1 + (PJot)2
] 

=> Jf~0 aJ = aJo [1 + (PJot)2
] , (3.64) 

corroborando con lo anterior, el resultado encontrado en el primer caso para 
'Y > w0 , es decir, cuando las frecuencias de ciclotrón y de perturbación se hallan 
extremadamente cercanas, un fenómeno de resonancia toma lugar en el sistema. 
Adicionalmente, se tiene la aproximación 

ÓJ (2.BJ0 - ~) t 
ªJ 2 (fJJ0 t2 + 1) ' 

=> lim ÓJ fJJot (3.65) 
W-+O OJ PJo 1 + (PJot)2 ' 

con lo cual se encuentra la misma consecuencia vista e!l la Ec. (3.50), para 
'Y ~ w0 en el caso supercr!tico. 

Regresando a la discusión sobre la solución exacta (3.62), la ecuación describe 
al máximo del paquete de ondas (WP}, oscilando en el tiempo con una frecuencia 
reducida w = ./w~ - 'Y'· 
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3.3 Efectos de fricción en las corrientes 
Del slstemn bidimensional contemplado, donde se mueven pnrticulas de carga 
puntual -electrones, Iones, cte.- bajo In acción de un campo magnético 
perpendicular ni sistema y homogéneo, además de conseguir Información sobre 
el movimiento del máximo del paquete de ondas (WP), la solución de la 
ecuación diferencial no lineal para a (3.38), también proporciona Información 
sobre In parte no-clásica de la dinámica (por ejemplo, las corrientes de 
tunelnje) contenida en In densidad de corriente de convención que aparece en la 
EFP (l.41) (IS, 18). 

Para observar In Influencia de In fricción en las corrientes, primeramente se 
obtiene la expresión para la velocidad v .Len el sistema (plnno-xy), empleando In 
relación (1.40) se encuentra que: 

n (qi) q V.L =2;;i'V.Lln -;¡;: -:;;;;;A.L(r.L), (3.66) 

pero recordando que A(r.L) = (1/2)Bxr.L y que 'l' es de In forma (3,8), entonces se 
consigue In expresión en forma matricial para la velocidad: 

- [;¡X+(*:; - ~) x+7v ] 
V..L- • 

r,11 +(~ -~)v-"{fx 
(3.67) 

Ln velocidad de In corriente de difusión se obtiene a partir del término V·Jo en 
In EFP (1.41), dado que 

V· Jo 

y con 

b=! [ (x2) 
2 o 

se tiene que 

V'· (pvo.L) = -bt::.p=V'· (-bvp), 
- V'p -Dp 1 

y V'p = 
p 

(3.68) 

(3.69) 

Vo.L = -ÍJ V'p = J'. [ x ] . (3.70) 
p 2 ií 

Aqul debe resaltarse por un lado, el hecho de que la velocidad total de la 
corriente, (V .L = v.L + r 0 .c), sea Independiente del coeficiente de fricción y, 
pues 

[
- +(.!!.;i:)-+~-l 1Jx oxx 2Y 

V.L =v.L +vo.L = . 
i¡u+(~)v-~x 

(3.71) 
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Por otra parte se tiene que, la corriente que es proporcional al ténnino que 
involucra la forma del paquete tipo-onda, a través del ténnino con a -de ahl la 
importancia de la cantidad á¡/a¡- puede llevar a un incremento o crecimiento 
de la corriente en una o ambas direcciones. En el caso contrario, para a cons
tante, simplemente la contribución a la corriente total del término proporcional 
aá¡/a¡,desaparece. 

3.4 Sobre la energía del sistema 

Los aspectos corpuscular y ondulatorio del sistema cuántico considerado, no so
lamente son reflejados en las diferentes ecuaciones de movimiento que describen 
la dinámica del sistema, sino también en las correspondientes contribuciones 
a la energla. La solución tipo paquete de ondas (3.8), lleva a una función de 
densidad p = iliwP.L iliwP.L que posee una forma gaU88Íana y aunque a partir 
de iliw P.L se obtienen soluciones análiticas exactas, iliw P.L no es una eigen
funclón del operador hamiltoniano. Por lo tanto, no es posible con la ENLS 
(HNLMiliWP.L = EiliwP.L) detenninar los valores intrínsecos de la energla. Sin 
embargo, se puede calcular la energla total (E) del eistema. Esta energla total, 
consiste de una cantidad que se puede atribuir a la mecánica clásica y de otra 
cantidad no-clásica de carácter ondulatorio [18). 

En el caso del movimiento en el sistema bidimeneional con campo magnl!tico 
que se está estudiando, se calcula el valor de la energía promedio a partir de la 
ENLS (3.6), 

(E) (HNLM) = ( 2~ [~v .L - ~A.L (r.Lf) 

+ ('Y~ [In 'l'wP.L(r.L,t) - (In 'liwP.L(r.L, t))]) 
+ (--r [~A.L('l.L) • r.L)]), (3.72) 

no obstante, los dos últimos promedios de E no contribuyen a la energía, y de 
acuerdo a la expresión para el paréntesis cuadrado (3.9), E se convierte en 

(E) = _!__ (-r.2 !!_ _ ,..2!!_ _ 2~ A.,J!..- 2~ A.J!._ + ~ (~ +~)) 
2m 8:z:2 {}y2 IC 8:z: IC lJu c2 

(3.73) 

de lo anterior puede definirse la energla efectiva del sistema como 
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Luego, entonces 

1 ( • -2 2q A 2q A q2 A' q• •) (E) 2m Pz +Pw - e •1'• - e wPw + ¿i • + ¿;:Aw 

2~ (~ - ~A.p. +~A~>+ 2~ (rr._ - ~A•Pw + ~A;) 
=> (E) 2~ ( (v!} - ~(A.) (p.) + ~ (A~}) 

+ 2~ ( (p~} - 2: (Aw) (pw) + ~ (~}) , (3.75) 

pero, en virtud de las relaciones 

á = a - (a), => (á) = O, 

=> (ii2 } = (a2
) - (a}', => (a2

) = (á2
} +(a}', (3.76) 

la expresión para la energía promedio, energía clásica más energía no-clásica, 
queda como: 

(E) = 

Siendo, por lo tanto, Ja energla no-clásica la de interés especial, 

E = 2.._ ((~}-~(A.) (ft.) + ~ (~) ) . (3.78) 
(o) 2m +{;P,}-~(Aw)<Pw}+~(-4~) 

A partir de la relación 

(áD = (aJ) - (a¡}', (3.79} 

se calculan los valores promedio y las dispersiones de los operadores de posición y 
momento, involucrados en la Ec. (3.78). Para ello se emplea la función solución 
tipo-paquete de ondas (3.8) 

~WP.L (r, t) = N(t)exp [•"Y.(1)%2 + *L.(t)z 

+ iYw(l)!i2 + *Lw(t)li +iK(t)], (3.80) 

y recordando los operadores matemáticos, 

an an an an 
8xn = azn. [}yn = agn. para n = 1, 2,3, •.• 
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después de realizar los cálculos pertinentes2 , finalmente se obtienen los resulta-
dos: 

{p.) L: ;¡¡· (~ :;;) ;¡¡ dxdy 

=>{p.) L •. (3.81) 

Análogamente, 

(p.) L: ;¡¡· G~) ;¡¡dxdy 

=>(p.) L •. (3.82) 

<ir.> 1_: ;¡¡• (-r.2 
::. ) ;¡¡ dxdy, 

<ir.> r,•y; + L 2 - 2ih2 Y. (3.83} Y. Z Z1 
•I 

y similarmente, 

(p~) L: ;¡¡· (-r.• ~.) ;¡¡ dxdy, 

(P~) r,•y¡ L 2 2'7'2 Y. 
Yvt + .- ' •· (3.84} 

Ahora, se pueden conseguir las dispersiones necesarias para los operadores de 
posición y momento. Para la dispersión en la posición -tanto para :z: como para 
y- se hace referencia a la relación (3.36), encontrando que: 

(-·> 1 " 2 Y =-Y. =-a., 4 vt 2m 
(3.85) 

y para la dispersión de los operadores de momento se tiene: 

(3.86} 

Empleando las relaciones (3.36) y (3.39), en las ecuaciones previas, se consigue 
la expresión: 

(-•) ("m)[-•(áJ)2 •(áJ) -r_. 1] 
PJ = 2 a¡ OJ - "YªJ ªJ + 4C1J + ~ (3.87) 

Para los promedios que involucran las componentes del potencial vectorial, 

A ( ) B (- ) • B C- ) • ________ .i._r_.i._-_-_-_._- y+ 'lv '+ 2 :z: + 'I• J (3.88} 
2 Veáse el apéndice C 
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se tienen los promedios 

-.!f'1111 
= ~ (¡¡•) + ~.,~. 

/lflz, 
~(z2}+ ~f1~, (3.89) 

(3.90) 

Por lo tanto, sustituyendo las cantidades pertinentes en la expresión para la 
energía promedio (3. 78}, se obtiene que 

(E 9 ) = ~ [o? (ª• - !) 2 

+ _!_ + (w•) 2 a•] 4 z Os 2 Q~ 2 z 

1l [ 2 (ªv 'Y)' 1 (w•)' •] +;¡ ªv ªv - 2 +a~ + 2 ªv . (3.91) 

Como en el caso de la energía clásica de un sistema disipativo por fricción, 
también la contribución cuántica encontrada (E9 ), no es constante. El cambio 
de la energía del estado base se obtiene a través de su derivada temporal, 

+ [ ( ª• - ~ª•) ( 0 v - ~ªv) - == + w¡ ªvªv]} ' 
d _ -rr• [ (a. - }a.)

2 
+ ~ - ~ª~ ] (3.92) 

=>dt(E.) = 4 +{óv-}av)'+a~-~~' 

de esta última ecuación se identifican los términos con {i;J) y (3'), encontrándose 
que 

-'Y [2~ (¡;~) - ~w} (z') + 2~ (13!) - ~w¡ (ii')] 

-¡ [r;;f¡ (<>.a. - ~~) + 1li (ª•ª• - ~a~)] 
-~ [r;.ft (~;) + r;.ft (~;)] 
-¡;f¡ ((¡;.;; + ;;¡;.) + <Pvii + iivv», 
-¡;f¡ ( ([il., zl+) + ([il.,¡¡J+)) , (3.93) 

donde el slmbolo [ , l+ denota el anticonmutador. Una manipulación más en 
la Ec. (3.93), conduce a, 

(3.94) 
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=> (Eo) + i ([p., z]+) + i ([p., fil+) = conotante. (3.95) 

De la cantidad (3.95), la parte 

i (¡p., z]+) + i ( rP •• fil+) • (3.96} 

se puede interpretar como la energía que es transferida a los alrededores, que 
en combinación con la energía que permanece en el sistema, hace posible la 
conservación de la energía total. 

Como punto final en este capítulo, y no considerado en ninguna de las re
ferencias, se encuentra la dispersión o varianza de la energía no-clásica, la cual 
proporciona una medida conveniente del orden de la repartición de sus valores 
adquiridos. Por lo tanto, la magnitud 

(3.97} 

tiene las dimensiones del cuadrado de (E0 ), as! que una medida lineal de la 
repartición de los vd!ores posibles de (E9 ) viene dada por la raíz cuadrada de 

la varianza de la energía cuántica, es decir, por la magnitud V ( E2). que tiene 

las mismas dimensiones que (E9 ) y se denomina duviación utándar. 
Entonces, para obtener la varianza, se halla primero a partir de la expresión 

para la energía efediva del sistema 

1 [ 2 IJ2 2 IJ2 21iq 8 21iq A 8 q2 (A2 A')] ( ) 
E: = 2m -h 8x2 - h 8y2 - te A• 8x - te • 8y + ¿i • + • 3•98 

la cantidad &2 • Esto es, 

e• = 
1 (• 4q2A22 q

4
A4 4qA-" 2q

2
A2 ...2 4q3A3 ) 4m P. + -¿i°" zPz + (;4" z - e zPz + ¿i zl'z - Cfí zPz 

l (• 4q2A22 q•A4 4qA 3 2q2A2 ' 4q3A3 ) 
+ 4m p• + -¿i°" •"• + C4° • - e •"• + ¿i •"• - Cfi·-.P• ' 

(3.99} 

Sin embargo, gracias a la simetría encontrada en las direcciones x, y basta 
trabajar con la expresión 

e• i 
l ( 4 4q

2
A2 2 q• A 4 4qA 3 2q2A2 2 4q3A3 ) 4m PJ + -¿i"" JPJ + (;4" i - e iPJ + ¿i JPJ - Cfi JPi , 

( "i2) 1 (< •) 4q' (A') ( ') q• (A•) " 4m PJ + dl J P¡ + ;;<" J 

-4~ (A¡} M> + 2~ <An M> -45 <A1> (pi>) {3.100> 
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Pero de lo anterior, solamente se quiere la contribución cuántica, la cual se 
consigue siguiendo el razonamiento siguiente, 

(E~i) = 4~2 [ ( (pJ) - (pi)
4

) + 
6;° ((AJ) - (AJ)')( {J1) - (pi)') 

+~ ((AJ) - (AJ)') - 4: (AJ) ( (rt}) - (pJ)3
) (pi)) (3.101} 

Luego de obtener el resultado para cada uno de loe paréntesis y de realizar las 
simplificaciones pertinentes, se encuentra la expresión, 

f.¡-7'2 [a! (X - h)4 +a: (Y - h)4
) 

+W [ex - h)2 +(Y- h> 2
] + f,;r.2 (~+e!;) 

+ 4~ h [L~~ (X - h')° + L~a~ (Y - h)°] 

+~liw. ( ~ - ~) + f.¡-liw~ (,.,,,a~Ls - flsa~L.) 

(3.102} 

donde, X= ás/az y Y= á•/ª•· Por otro lado, de la expresión para (E9 ) se 
obtiene su cuadrado, es decir, 

(E9 )2 = ~:[a!(x-~..,)'+:~+~~a!+2(x-~..,y 
+ w; a! (x - ~'Y)• + w;] 

+ ~: [a~ (y - ~'Y) 4 + :i + ~~a: + 2 (y - ~'Y) 2 

+ w; a! (y _ ~'Y) 2 

+ w;] 
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,.. [ ( 1 )' ( 1 )" +g ~a: X - 2-r y - 2°Y 

y sustituyendo en la relación para la varianza, después de varias manipulaciones, 
se obtiene finalmente 

(e2
) =(E~) - (Eq}' = 

= r.• (X2 +Y') + ~ .!!_ (L2 X + L2 Y) - r.• XY (3.104} 
8 4m • • 8 

+~liwc (r¡.L.X - r¡.L.Y} + ~Ti2w~ [X (a~ - a~) +Y (a~ - a:)] 

3 3 ( 2 ") + 16r.w. r¡•L•ª• - fl•L•ª• 

+ 1~Tiw! (Ti (Ca!+ a~) + 6m (r¡~a~ + r¡~~) - ~a~], 

donde se usan las definiciones 

x= [ª~ (x- ~-r)"-:~] 
Y= [a: (Y- ~-r)'- :~] 

(3.105} 

(3.106} 

Finalmente, la desviación estándar simplemente se obtiene sacando la raíz cua
drada del valor absoluto de la Ec. (3.104). 



Capítulo 4 

Predicciones 

En el capítulo anterior, se delinearon varios a&pectos para el movimiento de 
partículas de carga puntual en un sistema bidimensional, cuya propiedad prin
cipal es la disipación por fricción, con un campo magnético aplicado de manera 
perpendicular. 

Al considerar un movimiento en tres dimensiones amortiguado por fricción, el 
método desarrollado puede ser extendido para incluir condiciones anisotróplcas, 
por ejemplo, diferentes constantes de difusión son posibles en cada una de las di
recciones espaciales. Sin embargo, con el fin de simplificar al máximo los cálculos 
del desarrollo y tener una descripción que muestre claramente las consecuencias 
de los resultados obtenidos, se sigue considerando la eztenaión de Einatein para 
el coeficiente de difusión, es decir, el argumento establecido por DJJ = ('y /2) (i2 ) 

paraj =z,y. lgualmentesecontinuaconel onaotz'li(r,t) = 'li.i.(r.L,t)·'liu(z,t), 
que como se observó permite la separación en dos ecuaciones conteniendo solo 
'li .L o 'liu, respectivamente. 

4.1 Condiciones experimentales 

Para el caso de un movimiento amortiguado en un sistema donde las partículas 
de carga puntual sean electrones 1 , con las caracteristicas convenientes como son 
el campo magnético apropiado y la frecuencia de perturbación adecuada, una 
de las cantidades que tienen especial trascendencia para conseguir la evidencia 
de los efectos cuánticos del fenómeno de disipación, es la velocidad de densidad 
de corriente, ya que por medio del número de electrones presentes en el SÍllte
ma (densidad electrónica) se halla una proporcionalidad directa a la corriente 

1 Las partículas consideradas también pueden ser iones, conduciendo con ello a un ee-
pectrómetro de resonancia ciclotrónica de iones, ICR. La espectrometrfa ICR. es una clue de 
espectrometria de masas especialmente usada para el estudio de las interacciones de moléculas 
iónlcas en la fase gaseosa, y ae basa en el fenómeno de resonancia. 

43 
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eléctrica en el dispositivo experimental. De la velocidad total V .1., Ec. (3.71), 

[ 

riz+{~)x+"!fii l 
V.1. =v.1.+vn.1. = , 
. r),+(~)!i-~Z 

(4.1) 

se observan dos tipos de contribución, la primera que depende de una cantidad 
clásica, que era de esperarse, y la segunda que contiene una cantidad neta
mente cuántica ó.J/ªJ· Como se notó a lo largo del capítulo previo, aunque se 
obtuvieron soluciones analíticas exactas para aJ y Ó.J/ªJ• el manejo de estas 
funciones en forma exacta resulta complicado para obtener resultados sobre su 
comportamiento en el tiempo y hacer predicciones sobre el sistema. Diferen
tes aproximaciones para la evolución de aJ, Ó.J/OtJ y la velocidad de densidad 
de corriente V .1., pueden verse a través de gráficas generadas por computadora 
para diferentes condiciones y parámetros. 

Para el sistema en cuestión, con la influencia de un campo eléctrico también, 
la ecuación de movimiento clásica correspondiente es la fuerza de Lorentz 

mrj.1. = ~'1.1. x B+eE-m'Y'l.1., 
c 

de la cual se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, 

Wc'I• + !:_Ez - 'Yriz, 
m 

-Wc'lz + !:_E, - -yrj,. 
m 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

Después de realizar unos sencillos cálculos se encuentran la trayectorias clásicas, 

'lz(t) = b ex~(-_'.!) [--ycos(w0 t + 9'>) + w0 sin(w0 t + 9'>)] 
'Y + w¡; 

,,.(t) 

e/m +-2--2 ('YE. + w0 Ew) t, 
'Y +w. 

b;<--r!) ['Ysin(w0 t + 9'>) +w0 cos(w0 t + 9'>)] 
'Y +w. 

(4.5) 

e/m +-2--2 (-yE, - w.E.,) t, (4.6) 
'Y +w. 

as! como las velocidades, 

e/m 
rj.,(t) bexp(--yt)cos(w0 t + 9'>) + - 2--2 ('YE., +w0 E,), (4.7) 

'Y +w. 

'711 (t) -bexp(--yt) sin(w0t + 9'>) + :/m 
2 

(-yE• - w0 E.,), (4.8) 
'Y +w. 

donde b y 9'> son constantes a determinar con las condiciones iniciales impuestas 
al experimento. El conjunto de condiciones, es determinado a partir de los 
requerimientos o medios del sistema. Por ejemplo, en un caso particular se 
tienen las posibilidades: 
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l. r¡.(t=O}=O, 

2. '1,(t =O} =O, 

3. q.(t =O}= v,u. =velocidad de deriva de los electrones,· 

4. ii.(t =O} =O, 

Por otro lado, el campo eléctrico se restringe solamente a una dirección perpen
dicular al campo magnético, siendo una opción la dirección z (=> E, = O). En 
consecuencia, loe valores encontradoe para <f> y b son respectivamente, 

h = 

[ 
- h' +w~)-1 

(e/m)w.E,,. ] 
arctan tld.L - ('y2 + w~)-1 (e/m)'YE., ' 

- (-y2 + ~)-1 (e/m) w.E., 
sin<f> 

y (4.9} 

(4.10} 

En lo concerniente al campo magnético de magnitud B aplicado en la dirección 
z, en principio se supone una variable independiente que es ajustada de acuerdo 
a las necesidades o posibilidades. Para la velocidad de deriva de los electrones 
tld.L, se puede tomar de referencia el valor encontrado a partir del siguiente 
razonamiento. 

Suponiendo que se tiene un dispositivo de cobre de longitud L y sección 
transversal S, se sabe que el flujo de corriente es 

l= f .J ·dS. (4.11} 

La carga que se mueve en el dispositivo es q = (nSL)e, y pasa de un extremo a 
otro en un tiempo t = L/vd.L. La corriente I es por lo tanto, 

q (nSL)e 
I = t = L/vd.L = nSet1d.L1 

I J 
=> tld.L = nSe => tld.L = neº 

(4.12) 

(4.13} 

En el cobre hay aproximadamente un electrón de conducción por átomo. El 
número n de electrones por unidad de volumen es entonces, el mismo número 
de átomoe por unidad de volumen, y está dado por 

n _ Pm ó átomos/m3 _ masa/mS 
NA - M átomos/mol - masa/mol' 

(4.14) 

aqu! Pm es la (masa) densidad de cobre, NA es el número de Avogadro y Mes 
la masa molar del cobre. Esto es, 

n 
NAPm (6.02 X 1023e/mol(8.96 X 103/cg/m3 ) 

--¡;¡- = 63.5 X I0-3/cg/mol 

8.49 x 1028electrones/m3 (4.15} 



CAPITULO 4. PREDICCIONES 46 

Luego, si el alambre de cobre lleva una corriente de 1A y su sección transversal 
es de 4 x 10-6m 2 aproximadamente, se tiene 

J = 2.5 x 105 A/m2 

=> tld.L = !.._ ~ 1.84 X 10-5 !!! 
ne " 

(4.16) 

Antes, de proceder al análisis por casos, se debe obtener el promedio de la 
velocidad V .L sobre el espacio (experimental) de trabajo, es decir, si se tiene un 
dispositivo de dimensiones Az por Ar• entonces 

[ 

. + (&) 1 ~. ¡'· - dzdJ¡ + ~ 1 ¡'· ¡'· - dzd l - 'l:s ª• r.r. J-1. -·· z 2 r.r. -1. _,_ 11 11 
(V.Lh.,.. - ' 

. + (~) 1 ~. ¡'· - dzd ~ 1 ¡'• ¡'· - dzd 1111 ª• r.x; J-1. _,_ 1J 'JI - 2 x:r. -•. _,_ z y 

donde lz = Az/2 y lu = >.u/2, además recuérdese que i = :i: - 'lz y ii = 11 - flu• 
por lo tanto se obtiene que 

[ 

rj,, + (2...) 'lz - ~'Ir l "· . 
(V.Lh·"• = , 

,¡, + ( ~) '111 + ~fl:s 
(4.17) 

A continuación se muestran las gráficas para los efectos cuánticos de aj, irJ/ai 

y (V.Lh.,..• así como la energía (E9) y su dispersión en el tiempo J(w). 
El análisis se separa nuevamente en los tres casos estudiados en el capítulo 
previo, es decir, en amortiguamiento supercdtico, resonancia y amortiguamiento 
subcrítico. 

4.2 Amortiguamiento supercrítico 
En este caso, las condiciones experimentales con las que se prepara al sistema 
donde se espera que la fricción este presente como un factor que de caracterÍsticas 
de amortiguamiento supercrltico son: una frecuencia de perturbación (origen de 
la fricción), -y, más alta que la frecuencia ciclotrón, w0 , que se este manejando 
y que es resultado directo del campo magnético aplicado al sistema. El campo 
eléctrico en principio puede ser nulo, sin embargo si se escoge distinto de cero 
debe notarse que solo tiene efectos en los resultados clásicos y no en los efectos 
cuánticos, de acuerdo a lo apuntado en las secciones anteriores. Finalmente 
los valores presentados para este caso son puramente teóricos cuyo objetivo 
principal es permitir la observación del comportamiento del sistema bajo las 
condiciones de amortiguamiento supercr{tico; no obstante, se toma en cuenta 
que en la literatura se reportan experimentos donde intervienen las cantidades 
mencionadas con valores típicos o dentro de un rango que puede ser conseguido 
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bajo condiciones apropiadas en el laboratorio (19). Por lo tanto usando los 
valores, 

'Y= 1012 Hz, B. = 1 T, '*A= ±3.1574 x 1012 Hz, 

Ez = 100 V/m, Vd.1. = 2 X 10-5 m/aeg, 

fJzo = 1011 Hz, fJ,,o = 1011 Hz. 

La parte clásica de la dinámica, es decir, el movimiento del máximo del paquete 
de ondas (WP), es afectado por el ambiente disipativo como era esperado. Las 
Fig¡¡. (4.1) - (4.3) corresponden, respectivamente, a las cantidades clásicas de 
la trayectoria, la velocidad y el momento (en cada una de las direcciones) del 
máximo del paquete de ondas. En las gráficas de las velocidades, se observa que 
después de un determinado tiempo, el máximo del paquete se mueve con una 
velocidad constante en ambas direcciones. 

Ahora, para observar los aspectos cuánticos, se debe tomar en cuenta que 
de acuerdo a la solución encontrada para este caso, se tienen dos posibilidades 
A= ±A1¡2 • Las gráficas de la anchura del paquete de ondas aj(t), Ecs. (3.47) 
y (3.48) 

ª~+(t) 

aJ_(t) 

"''º [ exp (A112t) + ( 1ffe) 
2 

sinh
2 

( Att)] , 
"''º [ exp (-A1¡2t) + (:; r sinh

2 
( ~t)] , 

muestran que el paquete se extiende en el tiempo más rápidamente que en un 
sistema donde 'Y - w0 , tanto para A1¡2 como para -A1¡2 debido al término 
sinh2

, y en el caso de aj+(t), incluso exponencialmente. 
Las energías calculadas con la Ec. (3.91) 

- a --- +-+ - a h [ 2 (ªz 7)2 1 (wº)' •] 
4 :z: O:z: 2 Q~ 2 :r: 

h [ 2 (á• 7)2 1 (wº)2 •] +¡ "'• "'• - 2 +a~ + 2 "'• ' (4.18) 

( - )'/2 para A1¡2 y -A1¡ 2 , as{ como su respectivas dispersiones dadas por ftl , son 

ilustradas en la Figs. (4.5) y (4.6). En las gráficas de energía ae observa como 
por medio de la fricción en el sintema -i!B decir, a través del rompimiento de 
la simetría temporal-, es posible llevar a cabo un desdoblamiento en la energía 
cuántica del estado base -tiimllar al desdoblamiento de los niveles de energía 
debido a la reducción de la simetría espacial. Finalmente la Fig. ( 4. 7) muestra 
la velocidad de la corriente de difusión dada por (V .1.h.~. =(V .1.)5 para cada 



CAPÍTULO 4. PR.EDICCIONFS 48 

una de las direcciones, x, ¡¡. Es interesante notar que para tiempos muy cortos, 
existe una pequeña diferencia entre lo esperado con respecto a A 1¡ 2 y -A11., no 
obstante conforme el tiempo avanza se unifican ambos resultados para las dos 
direcciones. Es esencial mencionar que estas gráficas son importantes porque 
básicamente señalan el comportamiento de las corrientes que se forman en el 
sistema, salvo constantes de proporcionalidad. 
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02 OA 0.6 o.e 12 1A 1.8 1.8 2 
t(seg) 

Figura 4.1: Trayectorias clásicas: q~(t) y 1/v(t). 
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1/ "( 1) 

20 -- ...... -:- .......... ~- .. - - --·-~~:: .... :- ~~-· .... · {- ' .. ~ .... ~ ...... ~ ~·~:-:·:..~ ....... ~- .. : .. ". .. t .......... j : : .. : ' ·: : , : : 
15 ......... -----~-----·t~-·---:.-----~------ ............ ;. .......... ~ ............ ~---·-

'i' 10 •••• .:. •••• J ___ j~_; .. L .. :L;,. ~---~L.:.L .... L. .. 
1 

: .::::L:::J::::L:J:~::L::: :::J::::J::::::l::::: 
! ! ~ ·. . ! . ! . . ! i i 

-5 ••••• ··-·-· ·--·-· •••••• ·-·-· •••••• -·-··· ·-··· ·····- ---·-
o 02 0.4 0.6 0.8 12 1.4 1.6 1.8 

r;,.(t) . . . . -- .... -:------:------: -----: -·--- r----7' ~ :- - - - .. ·r · ---· :------:--· --

~ .: :: :· :t :::::1::~: :: t:::~:+ ::::~t::: ::t2:~:::t:::::1:: ::::j ::::: 
1 :: ::::~i-:::::r::·· ¡-·----¡·-·-· ¡---· ··¡-· ···-¡····· ¡---··-¡--··· 

4 ·----...:- ........... ~---- .... ;. ........... :,. .......... ~---- .... ;. ......... -:.- ...... --~-- -- .... ~ ........ .. 
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Figura 4.2: Velocidades clásicas: tia{t) y ti.(t). 

50 

2 

2 



CAPITULO 4. PREDICCIONES 

22 •••••• ······, ······,····· ¡ . ¡ 

1: ::::l::J·····-~··· 
. · .. - : . 1 .6 .... ·r------r~---~--r···-· 
: .· .. : ' ' : 

1 .4 - --··r------·r·-".'·--r··.---

1121 ••••• L ..... L .... .L .... 
·¡ i _:! 

OB :::::l::::::t::::::t:::: 
! i ¡ 

OB ·····r···r···r··-
:: ::::::¡::::::¡::::::¡:::::. 

: : : 
o os 1S 2 

l(sog) x1ó" 

x1d"' L,(t) 

2S 

2 

os 

o os 
t(sog) 

Figura 4.3: Momentos cláaicoe: L.(t) y L,(t). 
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495 
x10" (ti, /a, )'t) 

494 

493 

. . 
----,------¡------r··----
···1··-·--r-···--1·-----

x10" (ti, /a, Xt) CXll'I .... 
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O 
• • • 
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492 ~-~--~---~ -5 •.•••• L .•••. ' •.•••• • •••••• 
o 05 15 2x1ó" 05 15 2x1ó" 

t(seg) t(seg) 

Figura 4.4: Aspectos de la dinámica no clásica: ~(t) y (ó.,/a.,)(t) 
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( - )1/2 Figura 4.5: Energía cuántica y su dispersión: (E9) y iJfJ 
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Figura 4.6: Energ!a cuántica y su dispersión: (E9) y (E2) 112 
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Figura 4.7: Velocidades totales de corriente promediadas en un sistema: {V.i...)5 
Y {V.Lu)s 
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4.3 Resonancia 

En el fenómeno de resonancia, el sistema tiene una fricción dada por la frecuencia 
de perturbación que se encuentra muy cercana o es equiparable a la frecuencia 
de ciclotrón proporcionada por el campo magnético, es decir, 'Y - w0 • Por lo 
tanto, tomando una serie de valores teóricos, pero fundamentadm por las mismas 
rawnes que en el caso anterior, se puede obtener una idea de la evolución del 
sistema bajo condiciones resonantes. Entonces, escogiendo las cantidades 

'Y= 10" Hz, B. -0.57 T * Wc = 100000000000.0001 Hz, 

* A = 4.5795 x 'la3i Hz, * w = 4.5795 x la3 Hz, 

E.= lOOV/m, tld.1. = 2 x 10-• m/11eg, 

fJ.o = at = 1011 Hz, {J,,o = ¡¡f.- = 1011 Hz, 

las caracterlaticas de las cantidades clásicas no tienen diferencias cualitativas 
muy signifkativas en comparación con el caso anterior, como se observa en las 
Figs. (4.8)-(4.10). El máximo del paquete de ondas se mueve con una velocidad 
constante en ambas direcciones después de cierto tiempo. 

Igualmente, en la dinámica cuántica, por ejemplo las anchuras del paquete 
a~ y ~ , Fig. (4.17}, ambas crecen en el tiempo cuadráticamente según la 
expresión 

aJ0 [ 1 + (fJ1ot)
2

] (4.19) 

para j = x, 11· Mientras que la cantidad ÓJ/°'J exhibe también un máximo 
como P.n el caso supercrítico, pero rápidamente tiende a cero. 

En la gráfica de la energla cuántica, Fig. (4.12}, se nota un crecimiento de 
magnitud significativa en el tiempo, sin embargo no hay que olvidar su disper
sión, la cual también crece rápidamente a la par de la energía, Jo cual oculta y 
hace dificil cualquier posible registro de un aumento en la energ{a del sistema. 

Más esperanzador pvece el fenómeno de las velocidades de corriente de la 
Fig. (4.13}, pues a diferencia del caso supercrítico, ahora la combinación de con
diciones iniciales hace que ambas velocidades sean positivas y se incrementen en 
el tiempo. Esto lleva a pensar que en el sistema tratado pueden implementarse 
algunos instrumentos que hagan mediciones para comprobar el fenómeno. 

------------- -- ---- -----------
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4.4 Amortiguamiento subcrítico 

Para la il1181.ración de este caso, cuando la frecuencia de ciclotrón, w 0 , se encuen
tra por arriba de la frecuencia de perturbación, 'Y, el sistema experimenta un 
amortiguamiento subcrltico que se observa bajo condiciones escogidas de ma
nera teórica, pero con la restricción de que todas ellas han sido manejadas en 
diversos experimentos donde intervienen campos eléctricos y magnéticos. Por 
Jo tanto, tomando 

'Y= 1011 Hz, B, = lOT 

=> w. = 1.7585 x 1012 Hz, 

E.= lOOV/m, Vd.L = 2 x 10-• m/seg, 

/3.o = o!; = 1011 Hz, f3.o = ~ = 1011 Hz. 

Entonces se considera A = +iJwE -"(• = +iW = il.7557 x 1012 Hz, lo cual 
conduce a un comportamiento oocilatorio en la dinámica clásica, Figs. ( 4.14)
( 4.16), el máximo del paquete de ondas oscila con Ja frecuencia reducida w y 
su amplitud decrece exponencialmente. En las cantidades cuánticas también se 
manifiesta el fénomeno oscilatorio, para las anchuras del paquete, Ecs. (3.62) 

2 2 { 2 [sin("4'-)]' 2 (wt)} ªJ =ª;o f3;o ~ + cos 2 ' (4.20) 

y para 

ó:¡ _ (~ -w) cos (~)sin ("4'-) 

ªJ 2 {/J}o [•1·~~)r + cos• (~) }' 

(4.21) 

las gráficas de la Fig. ( 4.17) exhiben Ja periodicidad en el tiempo de aJ y 
(á¡/a¡). El hecho de que Jos mlnimos de a~ esten muy cercanos a cero, hace 
que (á¡/a¡) muestre agudos picoo (pero sin diverger) en los tiempos correspon
dientes. De particular interés es el comportamiento tambin oscilatorio en la 
energla y en su dispersión. En Ja Fig. ( 4.18) se observa que el promedio de la 
energla cuántica en el tiempo es diferente de cero, no obstante, nuevamente su 
posible manifestación en el sistema queda oculta debido a que el promedio en 
el tiempo de la dispersión es del mismo orden de magnitud. 

La velocidad (V .L) 5 , como consecuencia lógica de su dependencia de cantida
des clásicas y de (á¡/a¡), también presenta oscilaciones, Fig. (4.19). Es notable 
que a diferencia de los dos casos anteriores, ahora solamente la velocidad de co
rriente en la dirección x parece cobrar más significado que la correspondiente en 
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la dirección y, esto en virtud de que en tal dirección la velocidad oscila de ma
nera casi simétrica alredor de t = O y un promedio temporal sería despreciable 
con respecto al de la dirección x. 

La existencia de este fenómeno oscilatoño en las velocidades de difusión, lleva 
pensar en la posibilidad de registrar su presencia en el sistema experimental 
a través de una potencia disipada, la cual se puede suponer (como primera 
aproximación) como si estuviera dada por cargas oscilando. 
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4.4.1 Potencia disipada 

Imaginando dos cargas separadas por una distancia d y conectadas por un fino 
alambre, en un tiempo t la carga sobre la esfera superior es q(t), mientras que 
sobre la inferior es -q(t) [22]. 

Figura 4.20: Dipolo eléctrico oscilante. 

Luego, suponiendo que la cargas oscilan arriba y abajo con una frecuencia 
angular w, entonces 

q(t) = q0 coe(Wt). 

El resultado es un dipolo eléctrico oscilante 

p(t) =Po cos(wt)k, 

(4.22) 

(4.23) 

donde Po E q0 d ee el valor máximo del dipolo eléctrico. Por otro lado se tiene 
que el potencial eléctrico esta dado por 

.p(r,t) = _1_ {IJOcoe[w(t - r+/c)] _ q0 coe[w(t - r-/c)]}, (4.24) 
41Teo r+ r_ 

donde, por la ley de los cosenos 

r± = Jrr
2
-::¡:-rd_coe __ IJ_+_(_~_)_2_, 

(4.25) 

Convirtiendo el dipolo f!eico en un dipolo ideal, se hace la 1° aproximación 
d << r -es claro que si d = O no ee consigue ningún potencial-. Entonces 
haciendo una aproximación a primer orden en d, ee tiene 

r±"'r(1:¡:.!!.cosfJ) =>.!.,,,!.(1:1:.!!.coefJ) y 
2r ' r± r 2r ' 

cos[w(t - r±/c)]"' coe [w(t- r/c) :1: ~ coelJ] 
"'cos[w(t - r/c)J c~ (~ coslJ) ::¡: sin[w(t - r/c)]sin (~: coelJ). (4.26) 
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Pero en el limite del dipolo ideal, se tiene además una 2" aproximación, d << 
c/w. Es decir, las ondas de frecuencia w, cuya longitud es.\= c/w tienen el 
requerimiento d < < .\, 

=> cos[w(t - r±/c)] ~ cos[w(t - r/c)] ::¡: ~~ cos8sin[w(t - r/c)]. (4.27) 

Por lo tanto, el potencial tiene la aproximación 

rf>(r, 8, t) = Po
4 

cos
9 {-~ sin[w(t - r/c)] + !. cos[w(t - r/c)J}. (4.28) 

~~r e r 

En el límite estático (w -+ O) el segundo término reproduce la fórmula para el 
potencial de un di polo estacionario. 

Ahora se buscan los campos que sobreviven a grandes distancias de la fuente, 
en Ja zona de mdiaci6n, esto lleva a una 3" aproximación dada por r >> c/w o 
r >> .\. Entonces el potencial se reduce a 

rf>(r,8,t) = _
4
PllW cos

9 
sin[w(t- r/c)]. 

71'<QC r 
(4.29) 

Por otro lado, el potencial vectorial es determinado por la corriente que fluye 
por el alambre 

I(t) ~k = -qocjsin(w)k, 

=> A(r,t) 
JJo Jd/3 -qowsin [w(t - r/c)] k 
4,.. -d/2 r 

=> A(r,8,t) _ 1.1o
4

Pow sin [w(t - r/c)] íi: 
,..r (4.30) 

En virtud de conseguir la expresión para el campo eléctrico E = -Vrf>-(8A/ 8t), 
se calcula 

8A 
8t 

VxA 

=>B 

8rf>r+ !_8rf>9 
8r r 88 

~ 
4
PllW (cos8

)roe[w(t-r/c)]r, y 
7rfoc r 

•2 
_ 1.1o

4
Pow cos [w(t - r/c)](cos8r - sin89), 
,..r 

JJoPoW
2 

csin8) • • --- - cos[w(t-r/c)]8 4,.. r y 

1 [ 8 ) OAr] • - -(rA1 -- cp 
r 8r 86 

JJoPow
2 

csin8) • --;¡;re -r- cos[w(t-r/c)]rp. 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 
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Aqu{ los campos E y B se hallan en fase, mutuamente perpendiculares y trans
versales. 

Finalmente la energ{a radiada por n dipolo eléctrico oscilante está determi
nada por el vector de PolJflting S. Es decir, 

S = ~(Ex B) = ': {Po::• ( si:B) cos [w(t - r/c)]} 
2 

r. ( 4.35) 

La intensidad -iln unidades de Energ{a por unidad de área y de tiempo- se 
obtiene promediando (en el tiempo) sobre un ciclo completo, esto es 

(4.36) 

Es notable el hecho de que no existe radiación a lo largo del eje di polar (sin 9 = 
O). As{, la potencia total radiada se encuentra integrando {Sh eobre una su
perficie esférica de radio r y centro en el dipolo. Por lo tanto 

P = 1.1opgw• = JJo<ftPw•. 
127'C l27rC 

(4.37) 

Entonces, tomando el perfodo, T, de oscilación directamente de la gráfica de la 
velocidad de corriente en la dirección zen la Fig. (4.19), se obtiene que 

1 1 
T ~ 3.58 x 10-12seg => v = T = 

3
_
58 

x 1012Hz "'0.2793 x 1012Hz 

=> w = 27rv ~ 27r(0.2793 x 1012 Hz) 

Ahora usando la Ec. (4.37), 

(4.38) 

p = {P) = (47r x 10-7 T • m/A) (1.602 X 10-19A · s)
2 

(27r(0.2793 X lQl2Hz))' tfl 
l27rc m/seg 

Finalmente, 

p ~ 27.045 X 10-Gtfl ": 
m 

(4.39) 

donde d es la separación entre cargas en unidades de metro. La siguiente tabla 
muestra algunos valores de la potencia P para diferentes distancias d 

d p 

Radio de Bohr 5.29 X 10 m 7.568 X 10-•• W - 4.72 X 10- eV/u9 
Longitud Compton 2.43 X 10 m 1.597 X ··• W - 9.97 X 10 ·ov eV/8e9 
lAm•trom9 10-·· m 2.705 X 10-•• W - 1.69 X 10-· eV/••9 
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Al comparar estas potencias disipadas, es decir, la energía que pierde un electrón 
cada segundo, con su energía cinética obtenida en la gráfica de la Fig. ( 4.18), se 
observa que esta última es del orden de 10-3eV lo cual muestra que la potencia 
disipada es hasta 3 órdenes de magnitud, menor que la energía cinética en el 
peor de los casos. Luego, considerando que en el sistema experimental existe 
un número de electrones del orden de 1023 una aproximación para la potencia 
radiada total en el sistema es (según se tome el orden de á) 

d 'P = 1o••p 
5.29x 10 ... m 0.00757W 
2.43 X 10-•• m 0.00016W 
10-•u m 0.02704 w 

Con lo anterior, queda claro que para el registro del fenómeno oscilatorio de 
la velocidad de corriente y por ende de la dinámica cuántica, las condiciones 
experimentales deben de ser cuidadas al máximo, principalmente la sensibilidad 
de los detectores y la preparación del paquete de ondas. Los cálculos hechos, 
aunque apróximaciones burdas, proporcionan una idea de lo esperado y la po
sibilidad de montar o no un experimento en el que se busque la comprobación 
de los principales resultados de este capítulo. 

--------------- --- --------



Capítulo 5 

Conclusiones 

.Finalmente, el capítulo al cual 111! llega cansado de pensar. 
Pero como escrlbíera Sígmuod Freud: La verdad al 100 9li"' tan rara como el alcohol 
al 100%. . 

En el presente trabajo se ha usado un formalismo matemático basado en ar
gumentos físicos para derivar una ecuación de campo no-lineal, donde la no
linealidad es logarítmica, para la descripción de fenómenos disipativos que se 
encuentran relacionados con fuerzas de fricción dependientes de la velocidad. 
Aunque en principio, existen diferentes posibilidades de interpretación para la 
ENLS, los cálculos desarrollados principalmente en los capítulos 1 y 2, pueden 
ser realizados independientemente de la interpretación física de la ecuaciones; 
sin embargo, debido a las similitudes formales que hay entre la teoría clásica 
ondulatoria y una teoría de probabilidades como la cuántica, solamente las can
tidades y resultados encontrados deben ser explicados en diferentes formas. Lo 
anterior permite la contraposición de los resultados conseguidos aquí con los 
de otros autores. Aunque la conexión entre la descripción fenomenológica del 
proceso de disipación y la descripción de teoría de campos es establecida por el 
coeficiente 'Y, en una teorla puramente micl'Ol!CÓpica, como la mecánica cuántica 
"ortodoxa" el fenómeno de disipación no existe debido a la naturaleza conserva
tiva de las Interacciones fundamentales. La disipación es sólo el resultado de la 
interacción estadísitica con muchos subsistemas de loa alrededores. La constan
te 'Y ahora describe un efecto promedio de todas estas interacciones las cuales 
pueden ser observadas macroscópicamente. En la derivación de las ecuaciones 
de campo no se evaluó 'Y a un nivel microscópico, en cambio se aceptó como una 
constante probablemente determinada empíricamente. 

En lo referente a las ecuaciones diferenciales no-lineales obtenidas (con disi
pación o con disipación y campo magnético) se mostró en el capítulo 2 que las so
luciones pueden ser paquetes de ondas o solitones estables-llamados gaussones-. 
Estos gaussones son similares a los paquetes de ondas construidos, y se apro
ximan asintóticamente a un estado final estacionario a medida que el tiempo 
tiende a Infinito. La transición de la teoría de campo no-lineal a la teoría de 
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campo de Schroolnger lineal puede ser llevada a cabo tomando el límite del 
coeficiente de fricción -y -+ O. 

En el capitulo 3 se encontró que, considerando un modelo experimental bidi
mensional con un campo magnético descrito por una de las ecuaciones de campo 
construidas con disipación, la Interacción con un ambiente disipativo debe con
ducir a nuevos efectos sobre la dinámica y la energla de sistemas cuánticos. El 
rompimiento de la simetrla temporal Introdujo el parámetro (ambiental), del 
coeficiente de fricción -y, con varias COlllll!CUencias. 

Al suponer el coeficiente de fricción, -y, diferente de cero se consiguieron tres 
posibilidades para la ecuaciones de Riccati (3.18} y (3.19). La primera opción 
fue considerar -y > w., donde Wc estuvo determinada por el campo magnético 
aplicado al sistema, lo cual condujo al caso de amortiguamiento supercr!tlco 
con dos soluciones diferentes para la dinámica cuántica y dos posibles energlas 
(con A1¡2 y -A1¡2 ), es decir, diferentes comportamientos para la anchura del 
paquete de ondas (WP), y un desdoblamiento de la energla independiente de -y, 
pero que desaparece si -y-+ O. Una segunda posibilidad fue suponer que -y~ w., 
esta condición marcó un fenómeno 2i!llilar al de resonancia para un oscilador 
armónico. En este caso, la dinámica del sistema cuántico mostró un comporta
miento cualitativamente análogo al del caso supercrítico con las soluciones de 
A 1¡ 2 • La tercera y última opción fue el amortiguamiento subcrltico, dado por 
-y < w., cuya dinámica cuántica resultó completamente diferente a los dos casos 
anteriores, exhibiendo un comportamiento oscilatorio el cual llevó a plantear un 
método probable para su verificación mediante la potencia radiada, suponiendo 
que el efecto esté dado por los electrones del sistema bidimensional oscilando. 

Una caracterlstica común para las tres condiciones, fue la observación de un 
aumento en la energla (casos 1 y 2} o una contribución diferente de cero (caso 
3) . No obstante, estos efectos no estarían presentes sin un medio donde se en
contrara el sistema, que estuviera transfiriendo energía. Suponiendo un medio o 
unos alrededores dados por un baño de calor (eventualmente infinito), lo anterior 
puede parecer a primera vista, una violación de las leyes de la termodinámica. 
Sin embargo, este no es el caso, puesto que la energía del baño de calor no es 
transferida dentro de los grados de libertad clásicos del sistema; en otras pala
bras, el paquete de ondas no comienza oscilando e incrementando su amplitud. 
Solamente la parte cuántica de la energía del sistema, (E0 ), absorbe energla 
de los alrededores, as! la energla térmica es transferida a la energla cuántica 
de tal manera que la suma de las energías del sistema y los alrededores (baño 
de calor) permancece constante. Además debe tomarse en cuenta, el hecho de 
que la dispersión de la energla cuántica es del mismo orden de magnitud que la 
energía cuántica y que en ninguna de las referencias [10]-[16] se ha considerado 
explícitamente. 

El registro de los efectos cuánticos macroscópicos -como variación de tempe
ratura o aumento de las corrientes en el sistema- se halla sujeto a las condiciones 
iniciales con las que se prepara al dispositivo experim-ntal y al paquete de ondas. 
De acuerdo a lo estudiado en los capitulas 3 y 4, los resultados varlan sensible
mente según las limitaciones impuestas, dP.pendiendo por lo tanto, fuertemente 
de las constricciones el éxito o el fracaso en el registro, dejando abierto el campo 
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para posibles propuestas de diseños experimentales. Aquí debe señalarse que el 
capítulo 4 en sus secciones de condiciones para amortiguamiento supercr!tico, re
sonancia y amortiguamiento subcrítico no tiene contraparte en ningún artículo. 

En conclusión, se establece que el problema de un sistema disipando energía 
debido al contacto con unos alrededores determinados, puede, al menos en cier
tos casos y con los métodos presentados a lo largo de este trabajo, ser descrito 
a través de un hamiltoniano no-lineal dependiente del tiempo, que se resuelve 
analíticamente. Esta es la característica más sobresaliente de los articules es
tudiados en esta tesis y que contrariamente, a loe puntos de vista de autores 
como Caldeira, Leggett, Caldirola y Kanai que se discuten en [17] 1 , salva varios 
problemas de interpretación y cuantización en sus métodoe. 

1 En este articulo ae encuentran también las referencias de loe autores dtados 



Apéndice A 

A.1 Ecuación sin disipación 
Para obtener la fuerza promedio dada por la Ec. {1.8), se obtiene la ~lución temporal 
de j, a partir de su definición {1.5) como sigue, 

8j 
iJi 

8j 
~ iJi 

~(F) 

~(F) 

.:, [C{PVa- aV,8)] = C (/}Va+ ,BVó-óV,8- aVÍJ) 

c~~+~-~-~+~-~-~+a~ 
C (2ÍJVa- 2óV,8 +V (ó.8) - V (aiJ)], 

20(/}Va-óV.B) +CV(ó.B-aÍJ), 

2mC J (iJVa - óV.B) cl't1: + mC J V(ó.B- a/})<l't1:, 

2mC J (PVa - óV.B) el',,,. 

Por otro lado, sustituyendo j y p en la EC (1.1) se consigue, 

o p +V· Ü) = d(;:> +V· [C(.BVa - aV,8)) 

ó.B + aÍJ + C(V,BVa + ,81:>.a - VaV,8- all..B) 

ó.B+aÍJ+C(pt>.a-at>.,8) = a,8 [~+~+e~ª -e~], 
e introduciendo la función/= /(r, t), se obtienen las ecuociones: 

-!=+~+et>ª 
a a' 

(A.1) 

(A.2) 

Rearreglaodo las expresiones aoteriores se encuentra finalmente el par de Ecs. (1.10) 
y (1.11), 

ó=-Ct>.a-a/, Í1 = +Ct>.,8 + ,8/. (A.3) 

Empleaodo las relaciones de (A.3) se tiene que, 

(ÍJVa -óV,8) = Ct>.,B'Va +.B/'Va - (-Ct>.a'V/1-a/V.B), 
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y sustituyendo en la. expresión (A.l) para. la. fuena promedio, 

f ( CD.{JVO. + {J/Va ) _. 
=> (F) = 2mC CD.aV{J + a/V{J <ni:, 

pero 

2mC f (CD.{JVa+CD.aV{J)<l'z=O, 

ya. que Integrando sobre todo el espacio se tiene 

J (D.{JVa + D.aV{J)<l':z: = f ((8;8;{J)8•a + (B;O;a)l:li.{J) d'z 

= f (-8¡{J8;8•a + (8,8,a)8•.BJ <l'z = f [(J8;8,8i,a + (8;8;a)8•fJJ d'z 

= f {8• [(J8,81a] - 8•fJ(8¡8;a) + (8;8¡a)8•fJ} <l'z, 
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(A.4) 

=> f (D.{JVa + D.aV{J)d'z =O. (A.5) 

Por lo tanto la. expresión para. la fuerza promedio se conviene en 

(F) = 2mC f (fJVa+aV{J)/<l'z. 

A.2 Sin disipación con campo magnético 
Para la evolución temporal de j con campo magnetico, Ec. (1.20), se tiene 

8j 8 
{ji m!C(fJVa-aV{J)-pa] 

8j 
=> 8i 

C (/JVa +{JVi:r-óV{J- aV/J) - (afJ+a/J) a-a{Ja 

c~~+~-~-~+~-~-~+a.~ 
- (afJ + a/J) a - a/Ja 

C (2/JVa - 2i:rV{J +V (ó{J)- V {a/J)] - (afJ + a/J) a- a{Ja, 

20 (/Jva - i:rVP) + CV(i:rfJ- a/J) - (afJ + a/J) a- a(Ja, 

e Introduciendo este resultado en la. expresión (1.24) se oomiigue la ecuación, 

(F) = 2mC f (/JVa-i:rV{J)<l'z+mC f V{ófJ-a/J)d'z 

-m f ((i:rfJ+a/J)a+afJá)d'.,, 

=> (F) 2mC J (/Jva - i:rVfJ) ,r., - m J (afJ + a/J) ad'., 

-m J ¡md'.,. 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

~·.s·t1\TESIS NO SALE 
~.-~ ~':}. ~t).:.~" B.JB I ,1 !.1TP~7/.~~/~ 
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Por otro lado, sustituyendo p y j en la EC (1.1), implica que 

O = p+ V· (j) = d(;:) + V·(C(fJVa-aV{J)-pa) 

ó.{J +a/J + C(V{JVa+fJ Aa-VaV{J-aAfJ)-V(a{J)a- a{J(V ·a) 
ó.{J + a/J + C(fJAa - aA{J) - (Va• {J)a - (aV{J)a - a{J(V ·a) 

ap[ti!.+l!..+c~-CA{J_ Va.a_ VfJ.a-V·a] 
a fJ a fJ a fJ ' 

de lo cual finalmente se obtienen las ecuaciones (1.27) y (1.28). 
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Ahora se usan las relaciones (1.29) y (1.30) para hallar la fuerza promedio. Primero, 

cPVa - óV{J) = C/~{JVa + (V{J · a)Va +~(V· a)Va + {J/Va (A.9) 

-[-cAaVfJ+(Va·a)V{J+ ~(V·a)V{J-a/VfJ], 

~ 2mC f ciJVa - óV{J)d'x = 

= 2mC f [ +Cl:>.fJVa+ (V{J ·a) Va+ ~(V· a) Va+ {J/Va ] ,¡3 
-01:>.aV{J- (Va· a) V{J- i (V· a) V{J+ a/V{J "'• 

pero, como se habla visto en (A.5), 

2mC f (CA{JVa+CAaV{J)cfx=O. (A.10) 

Por lo tanto, 

2mC f (fJVa+aV{J)fcfx 2mC f JV({Ja)d'x (A.11) 

2mC [v(pf)cfo: - J pV/ cfx], 

~ 2mC f (fJVa + aV{J) f cfz m f p(-V(2C/)) cfz. (A.12) 

Sustituyendo los últimos resultados en la ecuación para la fuerza promedio se obtiene, 

(F),=m f p[-V(2Cf)) d'x+mC f (fJVa-aV;)(V·a)cfx 

+2mC /!CVfJ·a)Va-(Va·a)VfJ)cfx-m f (ó.fJ+a/J)ad'x-m f piJd'x, 

~ (F)=m J p[-V(2C/)) cfx+mC J p (~ª-V:) (V•a)cfx+ 

+2mC f p [(7 ·a) :a-{';.ª ·a) 7) cfz 

-m f P (~ + §) ad'o:- m f pácfz. (A.13) 
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Ahora. se observan algunas identidades que son de gran utilidad para. la simplificación 
de la. expresión anterior de (F). 

(A.14) 

Entonces, 

(A.15) 

* A0t .:_ 6/J =V. (V°' _ V/J) +(V°')'_ (V/J) 2 

(A.l&) 
Ol fJ Ol fJ Ol fJ' 

pero (:°'f-(1)' =(:"·~)+(:"·~)· (A.17) 

Sustituyendo esto último en (A.16) y usando una. de las identidades de (A.14) se 
obtiene: 

v . .!.+v.~+ VP . .!.+ Vp.~. 
e e P e P e (A.18) 

De {A.15) se consigue 

(V/J, 8 ) (V°')=!.(VP. 8 _.!_. 8 _~) (VP+.!.+~) 
fJ °' 4p e e pee 

[
+(~·a)~+ (~·a)b + (~·a}ül 

=~ - (~·a)~ - (~··)~ - (~·a)¡; , 

- ~7 ,;~ ,;~ 

*("!·a)(:°')-(:" ·a) (V:)= 
= !_ [(Vp ·a).!.+ (Vp ·a)~ - (.!. ·•) Y..e. - ~ Vp]. (A.19) 

2 P e P e e P Cp 
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Con (1.29), (1.30), (A.14) y (A.18) se tiene que, 

~+~=-e(-;.ª - 6
/) +(~ª+V:) ·a+V·a, 

=> ~ + ~ = - Vp. v. (A.20) 
a {J P 

Regresando a la expresión para la fuerza promedio, Ec. (A.13), y utilizando (A.14), 
(A.19) y (A.20) se consigue, 

(F) = m f p[-V(2C/)-á) d':r+m f [(Vp·a)v-(v·a)Vp]d':r 

-m f a2 Vpd'z+m J p[(V·a)v+(V•a)a]d'z 

+m f [(Vp·a)a+(Vp•v)a]d':r. (A.21) 

Sin embargo, 

(Vp•a)v-(v•a)Vp ax(vxVp) 

pero 

y 

ax (vx Vp) 

••J•&i [•mnjt1m(8p)) •• 

=>ax(vxVp) 

•IJ•"< [<mnjt1m(8p)) •• 
<•IJ<mnJ&itlm (8p)e• 
••IJfmnJBn(P"<tlm)e• - ••1J<mnjp8n(&it1m)•• 
- (6•m61n - 60n61m) p8n("<t1m)<• 
60n61m~(a¡t1m)e• - 6•m61np8n(8't1m)e• 

p8•(8't11)•• - p8¡(a¡u.Je• 
p0.(a¡t1¡)•• -p[(8;a¡)t1• + a¡(81t1.J)••· 
p[V(a • v) - (V• a)v - (a· V)v). (A.22) 

Por lo tanto la Ec. (A.21) en combinación con la (A.22) y los ceros V • a = O y 
V x v = O, queda como, 

(F) = m/p[-V(2C/)-á]d':r-m/v(a2p)d'z+m/pv(a')d'z 

+ f p[V(a•v)- (V•a)v-(a· V)v+ (V·a)v+ (V•a)a]d':r 

+m f p[(v • V)a-(v· V)a-a x (V X v)]d3:r 

+m f [(Vp·a)a+(Vp·v)a]d':r, (A.23) 

de esto último se identifica que, 

V(v·a)- (a• V)v- (v·V)a- a X (V X v) =v X (V X a). 

Por lo tanto, 

(F) = m f p(-V(2Cf)-á+V{a')J d':r+m f p[v x (Vxa))d":r 

+m f [(Vp·a)a+(Vp· v)a+p(v· V)a]Jl:r. (A.24) 
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No obstante, todavfa se pueden hacer algunas otras simplificaciones como sigue 

(Vp· a) - (O¡p)a¡B< = O¡(pa¡a¡) -p(O¡a¡)B< -pa¡(O¡B<), 

* (Vp ·a)= -p(a · V)a, 
=> &4,..,, (B )( r), = e,n,.BnrJ., 

=>(o• V)a - a¡(O¡B<) = •¡ .. Bpr0 0¡<1n¡B.r¡ = •J .. <in¡BpB.r, 

- EpqJElnJBpBnrv = (6,,6,n -6""6,,)BpBnrq = n,Bnrn - BnBnr1, 

(A.25) 

(A.26) 

=> (a· V)a - (B · r)B - (B · B)r. (A.27) 
(Vp· v)a+ p(v • V)a- (O¡p)V¡B< +p(v¡O¡)B< 

- O¡(pv¡B<) -p((O¡v¡)&< - v¡(O¡a¡)] + p(v¡O¡)B< 

=> (Vp· v)a+p(v·V)a= V{pv·a)-p(V •v)a, (A.28) 

a· a - (B X r) • {B X r) - El¡,.B;r•EinmBnrm = EiJ•EinmB¡r11Bnrm 

- (6¡.6.,,. - 6¡,,.6 •• )B¡B.r.r,,. = B¡B¡r•r• -B¡B•r•r¡, 
qa·a- (B·B)r2 

- (B ·r)2, 

=> V(a ·a) - 2 [(B · B)r - (B · r)B]. (A.29) 

Introduciendo (A.27) en (A.29), 

=> V(a ·a) = -2(a · V)a, * -pV(a ·a) = -pV(a2) = 2p(a · V)a, 
1 

=> p(a · V)a = -2pV(a2). (A.30) 

Finalmente, sustituyendo (A.30) en (A.25) y luego en (A.24), asf como (A.28), se logra 
que, 

(F) = m J {p [-V (2Cf) -á] + pV (a2
)} d":i: + 

+m f p[v X (V X a)]d":i:+m f [-~pV(a2)) d":i:, 

de lo cual se obtiene, la Ec. (1.33), es decir, 

(F) = m j p{-v (20/- ~a•) -á+[v x (V x a)J} d":i:. (A.31) 

A.3 Con disipación y canipo magnético 
Sustituyendo la Ec. (1.38) en (1.41) se obtiene, 

o p+V. CJ)-D6p= d(a,6) + '17· (C(PVa-aV/J)-pa)-D6p 
dt 

*º 

á/3 +ap+ C[V{JVa +/3 6a-VaV/3- a6{3)-V(a/J)a 
-a{J(V ·a) - Dó.p, 

~ + ~ +C~ -c6 /3 - Va ·a- V,6 ·a-V ·a-D6 P. (A.32) 
a /3 a /3 a /3 p 
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Partiendo de la Ec. (1.51) y usando las Ecs. (1.49) y (1.50), se encuentra que, 

(F1) = 2mC J (/JVa-áV/3) rr':t: 

_ 2mcj [ +C6{3Va+ (V{J•a)Va+ ~(V•a)Va+ 
- -C6aV/3- (Va•a)V/3- '}(V·a)V/3+ 

+ J [--y(ln{J+ Z"){JVa+-y(lna+ Z)aV{J)ri':z:. 

Luego de (A.10), (A.12) y (A.13) se logra, 

/3/Va ] ri':z: 
a/V/3 

(F1 ) = m J p[-V (2C/)) ri':z: + mC J p [~ª - 7] (V· a)ri':i: 

+2mC J p [(V: ·a) :a-{:ª ·a) 7] ri'z 
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+2mC-y J p [<Ina+z)V:-(ln{J+Zº) :ª] ri':z:. (A.33) 

La expresión, 

(F,) = -m J (á/3 + a/3) ad3:z: = -m J p ( ~ + ~) ari'z, (A.34) 

también contribuye con términos de disipación, ya que con (1.49), (1.50), (A.14) y 
(A.18) se observa que, 

!!+~ 
a /3 (

6a 6{3) (Va V/3) ( -) -C 0 -73 + 0 + 73 •a+V·a--y lna{J+Z, 

(A.35) 

Para (F) ya no se tienen más contribuciones por disipación, entonces sustituyendo 
(A.33) y (A.35) en (1.51) se obtiene la Ec. (1.52), 

(F) m J p[-V(2C/)J ri':z:+mC J p [~ª -1] (V ·a)ri':z: 

+2mC J p [(V: ·a) :a-(':.ª ·a) 7] ri':z: 

+m /(Vp·v)ari':z:-m J pári':z: 

+2mC-y J p [(lna+ Z) V:-(ln/J+ Zº) ':.ª] ri'z 

+m-y J p {In a{J + z) ri'z, (A.36) 
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El análisis de los términos dislpatlvos de la Ec. (1.53), lleva a la siguiente serie de 
expresiones e identidades, 

2mC-y j p [c1na+Z) "'/-(ln,B+z•iv:] d'z+m-y j p(lna+ln.B+Z+z•)ad'z= 

= 2mC-y j [Clna + Z) (av,B+ 2~pa) - (ln,B+z•¡ (.sva- 2~pa)] d'z 

=2mC-y j p [c1na+Z) G) (";;-B- ~ +~)] d'z 

-2mC-y J p[(ln.B+Z") G) (";," +B+~ - ~)] d'z 

= mC-y J [p(lna+Z-ln,B-z•) V:-p(lna+Z+ln,B+Zº) ~] d'z 

=mC-y J [1n (i) +2iZ1] Vpd'z-m-y J p(lnp+Z)vd'z 

=mC-y J {V [1n (~) p] -V [1n (~)] p+ V(2iZ1p)-V(2iZ1)p} d'z 

+mD J 6pvd'z 

= -mC-y J p (-B + -B) d'z- m ( 2::,.) -y(2i) J pV(Z1)d'z 

Por lo tanto, se ha obtenido 

2mC-y j p [c1na + Z) V: -(ln,B + Zº) ':,ª] d'z = 

= -m-y J pvd'z-11-y J pV(Z1)d'z-m-y J pad'z. (A.37) 

De esta última expresión se observa que si 

p-N2 exp2R, con R=-PX2
, y a~Bxr, 

entonces J pa d"z - B X ¡_: r(N2 exp 2R) d'z = O, (A.38) 

ya que r es una función impar por una par integrada en un intervalo simétrico, y si 
queda una constante siempre es posible desaparecerla mediante un corrimiento. Así, 
finalmente se consigue la Ec. (1.54). 
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Tabla A.l: Ecuaciones clásicas de movimiento tipo-Newton .. r 
'"n 
campo 
mu:nlttlco 

(1)-VV(r) ~V(r)= tV(r) 

(2.1) ~ .. (•)+~= 
Sin tE+ !(v xB) 

disipación Con = t{t+(r)+ r.,~(A(r)J'} 
campo 

~ ( .. (r) + V(r)] + ~ = magdtlco (2.2) 
qE + !(v x B) - VV(r) 

= t{ .. + v+ r.,~(A(r)]2 } 
'"n 
campo ¡u¡ -vv¡•¡- m-rv ver¡ll 
magn6tlco 3.2 -VVr -m-yv+F(t) ver 1 

Con 
(4.1) 
tE+ !Cv x B)-mTV ver(2.I) 

dlatpaclón Con (4.2) 
campo qE+ !(v X B)-VV(r) -m-rv ver(2.2) 

magnlttlco (4.3) 
qE+ !(v X B)-m-rv+.:1'(1) ver(2.I) 

(4.4) 
qE + ?(v X B) - VV(r) - m-rv + .:l'(t) ver(2.2) 
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T 1 A2 Ec aba : 1 uaaones d s e campo tioo- chrodiooer 
r.;cuacaon de campo 

"'" [-~A+ V(rJ] "1 = llL'll campo (1) IA.¡,= 
mu:n6\lco 

Sin 

dlllpacldn Con (2.1) IA.¡,= { ,!;. [l!-v - !A(rJ]
2 

+ ~(r)} "'= "'·""' 
campo 
magn6&lco (2.2) IA.¡, = (fh,M + V(r)) "1 

Sin (3.1) IA.¡,= [-~A+ V(r) +.,,. (ln'll+ZR +IZrl] "1=11rn"1 
campo 
magn,tlco (3.2) IA.¡, = {lfNL -.:F(t) • r) 

Sin (4.1) iA.¡,= { ,,!;, [,.v - !A(rl]' + ~(r) }· +7lj-(ln"1 + ZR +iZr) -7!A(q) · r 
dlllpacldn 

Con = l/Ni.,M'11 
campo 
magnthlco (4.2) fA.¡,= (llNL,M + V(r))'ll 

(4.3) IA.¡,= (ffNL,M -F(t) • r)'ll 

(4.4) fA.¡, = (llNL,M + v(r) -.:F(I). r]'ll 

Tabla A.3: Funciones Z1 y Z que satisfacen la condición (w.) =O 

Sin (3.l)t -(5)' -• .. •= z, -(ln'll<) 
campo 
magn6tlco (3.2) --/,;.:F(l)·r+Zr -.:F(I) • r - (In '1>) 

(4.1) -/,;A(q) · r+ Zr -7~A(q) · r - (In "1) 

Con (4.2) -/,;A(q) · r+ Z1 -7!A(q) • r - (ln'll) 
campo 
magn6tlco (4.3) -/,;A(q) ·r- -/,;F(I) ·r+ Zr -éA(q) • r - .,/;.:F(I) • r+ Zr 

(4.4) -/.;A(q) ·r- ii\;F(I) • r+ Zr -éA(q) ·r- .,/;.:F(I) • r+Zr 

a Para Ju fuenu clúlcu F corrnpondlentea a esta tabla, ver Tabla A.1. 
t La funciones aoluclonea de Ju ENLS e1tarin dad u en la forma ,¡r = N exp( iS + R). 
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Tabla A.4: Ecuaciones no-lineales de campo tipo-Schriidinger 
1 ECuaclón de campo 

Sin (3.1) ill"1= [-~6 + V(r) +'l'ft (ln'I' - (tn9))] 9 = """'• 
campo 
magni6t.lco (3.2) ill"1= (/INLQ'1'-3'(t)•r]"' 

(4.1) il•.¡,= { r., [Jtv - ~A(rl]' + v~(r) + "Tft (In 9 - (In•)) - "T~A(Q) · r}"' 

Con = JINL.Q,a.1'11 
campo 
magnético (4.2) 111"1= [llNLQ.w"'+ V(r)]"' 

(4.3) 111.i.= (llNLQ,M'i'-3'(') •r]"' 

(4.4) 111.j,= (llNLQ,M'i' + V(r) -F(t) • r]"' 

a Para lu fuenu cl'81cu F corn1pondlenia a ata \&bla. ver Tabla A.I. 
t La funciona toluclone• de tu ENLS ea\ar6n dadu en la forma 9 = /11 exp(iS + R). 



Apéndice B 

B.1 Solución tipo-onda 
A continuación se obtienen las expresiones dadas en (2.8), para cada uno de los coefi
cientes que intervienen en S y R. En primer lugar se tiene 

vq, = V (N exp(R + iS)) 

1-dimenslón : :: 

f:>.q¡ 

1-dimensión : 

N (V R + iV S) exp(R + iS), 

Ne:: +i:~) exp(R+iS), (B.1) 

N [(VR+iVS)2 +(t:>.R+it:>.S)) exp(R+ iS). 

N [ c::r +2i e::) e:~) - c:~n exp(R+iS) 

+N [ ( ::;z) + i ( ::~)] exp(R + iS), 

N [ c::r -c:r + (::~)] mcp(R+iS) 

+Ni [2 e::) e:~)+(::~)] exp(R+iS).(B.2) 

Luego, con la Ec. (2.1) también unidimensional, y el potencial de oscilador armónico 
V = ~mw5z2 se tiene 

. {}q¡ li2 lJ'q¡ 1 2 2 • ( 
ahlif = - 2m lJx' + 2"""º"' q¡ - ali")' (In.¡, - q¡)) q¡' (B.3) 

sustituyendo S y R en q¡ = N exp(iS + R) y luego en (B.3), se consigue 

ili (.it+ ;s) = -~ [(lJR)' _ (lJS)' + (lJ'R)] 
2m lJ:i: lJ:i: lJ:i:' 

-i:~ [2c::) e:~)+(::~)] 
-ili")'(lnN+R+iS- (lnN + R+iS)). (B.4) 

89 
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De separar parte real e imaginaria de la expresión anterior, resultan las siguientes dos 
ecuaciones diferenciales, 

-r.s = -~ [(8R)' _ (88)
2 
+ (8'R)] + !.mw•.,• 

2m 8:z: 8:1: 8:1:2 2 ° 
-li7 ((S) - S) ' 

r.R. -:~ [2(~:) (:)+ (::~)] +li7((R)-R). 

Ahora se obtienen las derivadas necesarias de S y R, 

os l.+2M.z-, ~ 2M., o. ,,. 
IJR -2P(:z:-Q), o•n -2P, a. 8i'" 

os ~=k., IJR o. w ?U 

(B.5) 

(B.6) 

(B.7) 

Sustituyendo los resultados pertinentes de estas últimas expresiones, as{ como (2.6) y 
(2.7) en (B.5), se logra 

;.. _!.. [(-2P)2 (z - Q)' - (l.+ 2M.)2) - _!_mw~:z:2 
2m 21i 

+-y (k. +l. (z) + M. {z2
} - k.l.:z: - M.:1:2

) , 

2
':,. [4P2z 2 -8P2 Qz + 4P2Q2 -1~ - 41.Mz - 4M2z 2 

- 2P] 

1 2 2 ( Q M. M Q' •) -271mwo% +7 l. + 4p + • -l.z-M.x , (B.8) 

~P2Q2 _ ..!.1!-!.P+7l.Q+ !.-yM• +1M.Q2 -k. 
m 2m m 4P 

+z(-~P2Q- ~1.M.-71.) 
2 (21i 2 21i 2 1 2 ) 

+z mp - mM• - 2h"""º -7M •. (B.9) 

De lo anterior, se iguala cada uno de los coeficientes a cero para obtener un sistema 
de ecuaciones, es decir, 

{ 

*P' - ~M; - ~mwg - 7M. =O, 

=> *P2 Q + ~l.M. + 7lz =O, 

*P2Q2 
- /.;;I! - ~p + 71.Q + h"*'" + -yM.Q2 

- k. =O, 

Análogamente, de la ecuación diferencial para R (B.6), se obtiene 

o li 
-

2
m [2 (-2P) (:z: - Q) (l.+ 2M.z) + 2M.] 

(a) } 

(b) . (B.10) 

(e) 

+-y ( (-Pz2 + 2PQz -PQ2
} + Pz2 

- 2PQ:z: + PQ2
), 

-
2
':,. [-4Pl.:z: -8PM.z2 +4PQI. +BPQM.:z: +2M.) 
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+-y(-~ - PQ2 + 2PQ2 
- Pz:2 

- 2PQz: + PQ'), 

=>O z:2 (~PM. +-rP) +z: (~PI.- ::PQM. -27PQ) 

+ (-rPQ2 
- ~PQI. - ~M. - !-r) . m m 4 

Y otra vez Igualando cada uno de los coefiecientes a cero, se consigue un segundo 
sistema de ecuaciones, 

{ 

~M.+7=0, 

=> . ~PI. - ~PQM. - 27PQ =O, 

"(PQ2 
- ~PQI. - ~M. - h =O. 

De (B.lla) se encuentra 

M. = -:;;.-r, 

y de la expresión (B.lOa), 

21& 2 21& m2 
2 1 2 m72 

=> mp - m 161& 7 - 2hmwo + 4h =O, 

::~ } 
(e) 

=>P2 = (:;.-r•+~w~-!f,;-r') (~) = (w~-:t) (~:). 
Pero, definiendo 

n=H.=>P=~º· 
La relación (B.llb) implica, 

~ (~n) 1. - ~ (~n) (-';:) Q-2-r(~n) Q=O, 

=> 1. = (";.., - ';;) Q.~ 1. = r;¡Q. 
Con la Ec. (B.lOb) se alcanza el siguiente resultado, 

~ (m' n•) Q+ ~ (m-r) (-m"Y)Q+ (m-r') Q=O 
m 41&2 m 21& 4h 21& ' 

=>Q=O y l.=O. 

(B.11) 

(B.12) 

(B.13) 

(B.14) 

(B.15) 

(B.16) 

(B.17) 

Sustituyendo los coeficientes apropiados en la relación (B.llc), se encuentra fácilmente 
que se cumple, es decir, 
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Luego, de (B.lOc) se tiene 

-~ (1,!) + t (-';;) (~) = ;.., 

~ ic. = -~ - ¡~ = - 2~ ( n• + ~) = - 2~ (w~ -~ + ~), 
~ ;.. = -(~i) .~ k.(t) = -(~i) t. (B.18) 

Finalmente, la función de onda (2.10), solución de la ecuación diferencial' (2.1), se 
conBigue reemplazando las expresiones encontradas para cada uno de los coeficientes 
que intervienen en R y S, obteniéndose así la expresión, 

(B.19) 

B.2 Solución tipo-solitón 
Ahora de las ecuaciones diferenciales encontradas a partir de sustituir la solución 
.¡. = N exp(iS + R) en la Ec. (2.1) para una dimensión 

-r.s = _.!!?._ [(1JR) 2 
_ (/Js)• + (IJ'R)] + !.mw~.,· 

2m /Jo: /Jo: /J.:2 2 
_,...., ((S) - S) ' 

r.k 1i
2 

[ (/JR) (/JS) (8
2 S)] -- 2 - - + - +1i"Y((R)-R) 2m /Jo: /Jo: /Jo:• • 

se resuelven con el siguiente grupo de identidades: 

8S a. 
8R a. 
os ;r. 

-2Pf, 

(t • . -2,y_ • .¡)., 
+ (K. - L.r¡- L.fj + 2M.r¡Jj) 

= s. 
Sustituyendo, primero en (B.20), se obtiene 

(t. - 2M.Jj) :1: + (k. - L.r¡ - L.fj + 2M.r¡Jj) = 

8R 

°' 

-2P, 

2P!i:1j=R, 

1i [ ·-· ¡• ] 1 2 2 = 2m 4P ., - (2M.:1: +L. - 2M.r¡ - 2P - u;mwoo: 

+.., ((M.:i:2 + (L -2M.r¡):1:+ (K. -L.r¡+ M.r¡2
))) 

-"Y (M.:1:2 + (L-2M.r¡):1:+ (K. -L.r¡+M.r¡2
)), 

~ (t. - 2M.,¡) :1: + (k. - L.r¡ - L.,¡+ 2M.r¡Jj) = 
1 Tratada solamente en una dimensión 

(B.20) 

(B.21) 

(B.22) 
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- ~ (4P2 :r:2 
- 8P2 f1:r: + 4P2f12 

- 4M2:r:2 ) - 2m • 

+ :'m (-4M. (L. - 2M.f1) :r: - (L. - 2M.,,)' - 2P) 

1 2 2 [M• 2 2 2 { M ) ] -21jmw0 :r: +'Y 4P +M•'I +L.f1-2M•f1 -M.:r: - L.-2 •'I o: , 

~ (~P2 - 2
" M!- ...!...mw~ --yM.) o:2 - [~P2'1+'Y{L. -2M.,,)] x 

m m 21i m 

- [~M. (L. -2Mz'I) +(t. - 2M.rj)] x + [~P2f12 - 2';,. (L. - 2M.,,)'] 

+ [-;i;P+-y~ +-yM.'12 +'YLzfl-2-yM.,,' -K. +t.,,+L.tj+2M.'lti] =O. 

E igualando cada uno de los coeficientes del polinomio anterior a cero, se obtiene el 
siguiente sistema de ecuaciones 

~P'-*M!-;l,¡mwg--yM.=O {a) 

- ~P2f1 - ~M. (L. - 2M•'I~ 
--y (L. - 2M.'I) - (L. - 2M.tj) =O {b) 

~p2'12 - 2!. (L: -4L.M.'I} + 4M:112) 
-~P+ ;¡J;M. +-yM.,,2 +-yL.'I 

-2-yM.'12 
- (K. - t.,, -L • .¡+ 2M.'lri) =O {e) 

{B.23) 

Con la ecuación diferencial para R, y copiando el razonauüento previo, se consigue 

2Prj:r: - 2Pflri = - 2';,. [2 (-2P) (:r: - 'I) {2M.x +L. - 2M.,,) + 2M.] 

+-y ((-Px2 + 2Pf10: - Pfl°) + Pz2 
- 2Pf1x + Pfl2

), 

~ 2Prjo:-2Pflri= -
2
':,. (-8PM.:r:2 -4P{L. -2M.,,)z+8PM.,,x) 

- 2';,. [4P'l{L. -2M.f1) +2M.)+-y [-~ +Pf12 +P:r:2 -2Pfl"'], 

~ c:PM.+-yP) :r:•+ c:PL. -:PM.,,-2-yP,,-2Pti)"' 

( 
21i 41i • 1i 'Y • ) 

+ -mPL.,,+mPM.,, -;¡¡M.-;¡+'YP'I +2Pflri =O. 

Lo que da el segundo sistema de ecuaciones, 

{ 

~M.+-y=O 

~ *PL. - ~PM.'I -2-yPfl - 2Prj =O 

-*PL.'1+ ~PM.'12 
- ~M. - :f +'YP'l2 +2P'lri =O 

::~ } . 
{e) 

(B.24) 

Inmediatamente se nota que {como para la solución tipo onda), {B.24a) implica que, 

M = -¡j¡-y. {B.25) 
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De (B.23a) se tiene, 

~P2 - ~ (-.!!!.-y)
2 

_ _!_mw~ -"/(-.!!!."/)=O 
m m41i 21i 4li' 

21i 2 1 2 1 2 '2r. 2 1 ( 2 "/
2

) 
=> ;P = ¡;;mwo - a¡'l' m,=> r;¡P = 2hm Wó - 4 1 (B.26) 

y con la misma definión de íl (B.15), es decir, con 

íl= Jw~--:t;.=>P= ~n. (B.27) 

resultado idéntico al de la solución tipo-onda. Con (B.24b) se logra la ecuación 

21im· 81im(m) m m. fñiinL. - rñwº -4fíl' ,,_ 2"/wº"-2wn" =o, 
=>Lz = wrj. (B.28) 

Entonces de (B.23c), se establece 

: (~n)' ,,._ 2~ [ (W,¡)' - 4 (Wr;) (-;¡¡"/) "+4(-iK-r )' 11'] 

-~ (.!!!.n) + - 7 - (-.!!!.7 ) +-r (-.!!!.7 ) 11
2 +-r (!!!,¡) 11 -2-r (-.!!!.-r) 11

2 

m 21i 4 {~fl) 41i 41i Ti 4li 

-k.+ (~;;) 11+ (W,¡) ,¡-2 (-:ii"!) fllÍ=º· 

m .2 m .. a: m"Y . ffi"Y
2 

2 (º "1
2

) m"Y
2 

2 

=> 21i" - w" - 21i "" - 8h" - 2 + sn - 4h" 
m-y • m')'2 

2 m _ m .2 m"Y . · 
+-¡¡-"" + w" + TI""+ TI" + 2h"" = K., 

m ., (m 2 m-y
2 

m"Y
2 

m"Y
2

) 2 
=> 21i" + 2rifl - a¡¡- - -¡¡¡- + 2h " 

w~ +m"f. +m .. -k -2n T"" TI""- •• 

=> ~,¡• + [ik( w~ - 'f )+';~') .,• 
w~m"'f.m-· 

-2n+ -¡¡-'l'l+Tl'lfl=Kz, 

(
m 2 m 2) 2 w~ m .2 m"'f • m _ · 

=> Tlwº - 2riwº " - 2n + 2ri11 + T"" +TI""= K •• 

Pero si, 

(B.29) 

(B.30) 

W-11;;+ ";."l'lri+ W-w~r¡2 =O,=> m;;+m-yrj+mw~r¡ =O, (B.31) 

es decir, si fl(I) satisface la ecuación clásica de movimiento (sin fuerzas estocásticas), 
entonces 

m •2 m 2 2 wg . m ·2 m 2 2 
Kz = W'I - v¡Wofl - W' con .C(r¡,fj;I) = W'I - WWo'I , (B.32) 

=> K. = .C(fl,lj;t) - ~~,=> K.(t) = f .C (r¡,lj;t') dt' - ~~t. (B.33) 
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Con la Introducción de cada uno de los coeficientes encontrados en S(:i:,t) (2.17), y 
R(:i:,t) (2.18), y posteriormente en 'Ir, se halla la solución dada por: 

'lr(:i:,t;11(t)) = Nexp [-';~ (z-11>'] x 

X exp { i [f.' C (11,tj; t') dt' - ~~t + -wtj(z - 11)- '.;'; (z-11)']}. (B.34) 

y cuyo coeficiente de normalizacin se encuentra que es 

!_+:: 'lr"'lrd:i: = 1* ¡_: N 2
mr.p [-r;:;2 (z-11)

2
] d:i:=N2~../i = 1, 

* N = (':;:;1) l . (B.35) 

Sustituyendo el coeficiente N, se obtiene la solución tipo-solitón (2.24) 

'Ir (z,t;q(t)) = {':;:;1) l e:i:p [-';!2 (z - q)2
] x 

x exp { 1 [J.' e (11,tj;t') dt' - ~~t+ ~,¡ (z-11) - '.;'; (z-11)2
] }c.e.36) 

B.3 Principio de incertidumbre 
En esta sección se calculan los valores promedio usando la aoluclón (2.10), 

de resultadados previamente calculados, se conocen las cantidades 

(z)=Q=O, 

Entoncoo, solamente se encuentran, 

(p) 

* (p) 

(p'} 

(B.37) 
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~ (n•+ :C.) 2íl 4 • 

1imwi 
20'"' 

(B.39) 



Apéndice C 

C.1 Movimiento en campo magnético 
Para desarrollar el paréntesis cuadrado de la ENLS (l.60), 

4'wP.L(rJ.,t) = { ...!....(~v .. - ~AJ.(rJ.)]
2 

2m 1 e 

+-y~ (In 'l'wPJ.(r J.,t) - (In 'l'wpJ.(rJ., t))) • 
-7 (~AJ.('l.L) · rJ.)]} •wP.L(rJ.,t), 

se observa antes, que el vector de posición está. dado como 

n ="' i + 1d = (z + r¡.) i + Cii + ri.l j, 

(C.l) 

(C.2) 

y que un campo magnético uniforme se halla en la dirección z, B = Bic. El potencial 
vectorial como función del vector de posición tiene la forma 

A(r.L) = 
iexrJ.=il :eL. iil'h : 1 

-i(Bji+Br¡,,) l+ i(Bz+Br¡,) J. 
y como función de la trayectoria clásica '1.L o 

1 B - B -
A(r¡.L) = 28 X 'IJ. =-2ri. i+ 2rizJ. 

Entonces, desarrollando el operador cuadrático de (C.l), ae tiene 

(~v .L - ~A(nlf 'l'wPJ. = 

= (~vJ.- ~A(r.L)] [vJ.'l'wpJ.- ~A(r.L)'11wpJ.] 
= -li2Ll..L'l'wPJ. - ~~ [VJ. · A.L (rJ.)) 'l'wPJ. •e 

(C.3) 

(C.4) 

-2.f!.-AJ. (rJ.)) + ~ (A(r.L))2 '11wPJ.· (C.5) sqc ..-

97 
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Pero, en la simplificación de la expresión anterior, se toma el anaat.. solución dado por 
la Ec. (3.8), 

>lfwPJ.(rJ.,t) = N(l)exp(g(z,ji,t)), (C.6) 

con g (z, jj, I) = iY.(t)z2 +(i/11)L.(t)z+a"Y,(l)ii2 + (i/11)L,(l)jj+iK(I), para conseguir 
las ecuaciones 

N[(2;Y.HKL•) i+(2iY,,ii+KL•) .i]expg, (C.7) 

N (-4Y.,2:e2 
- KY.L.i - ~L! + 2iY. 

-4Y.'ii2 
- KY,L,ii- ~L! + 21Y,) expg, (C.8) 

4'wPJ. N + N ( iY~i·- 2iY • .¡.i+ ~~-"' - ~L • .¡. 
exp g +a"Y,ji2 - 2iY,.¡,,¡;+ ¡L,ji - xL,.¡,, 

) expg 

+iNÍ<expg. (C.9) 

Además, se tienen los siguientes cálculos 

IA(rJ.)12 ~
2 

(z2 +r¡~ +¡;•+,,;) + ~· (r¡.z+r¡,,¡;),(C.10) 

V .L · A (r J.) O, (C.11) 

[ 

:~~~:~::.+_~:~;¡; l 
AJ.(rJ.)-V.L>lfWPJ. N expg, (C.12) 

+ (-iBY. + iBY.J zji 

-~71"Lz + ~q~Ls.i 

In >lfwP.L - (In >lfw P.L) iY. (z2 
- (z2}) + KL.z + iY, (ii2 

- (¡;2}) 

+kL.ii, (C.13) 

A( ) B - B - (C 14) 'IJ. •rJ. = -2r¡."'+2'1•1/· · 

C.2 Ecuaciones tipo-Ricatti 

C.2.1 'Y > Wc ~ A = ~J¡2 
- w~ 

21ll'J ~-'.!+i.!...=-l+~+21iVJ m O.J 2 a; 2 2 m ' 

211 211 ( . ) (~ A) .. 1 
=>;tJj m VJR+ltljl = Olj-2 Tia]' 

Sea {J¡ = (1/aJl y t =O. Entonces, 

(ªJ) A .,, - -2+•,.,10, 
a¡ o 

(C.15) 
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1 {~) - 4-i/3¡o 
=>-- - (C.16) 

~"Jº (~)0 - 4 +i/3¡o - [(~ )
0 

- 4r +PJo · 

Pero, para la slmpllficaclón una elección particular es tomada para la parte real de la 
expresión previa. De eso sigue que 

(ét¡) A 1 . 1 
Qj o= 2• => ~"Jo = -• /3¡o. (C.17) 

Sustituyendo en la Ec. (3.28), so encuentra que 

~t1¡(t) = 1 
m ..:.:;k + (-il,o + :;k) exp(At) 

1 _ ;l- (exp(At) - 1] + il,o exp(At) 

:;k (exp(At) - l] - il,o exp(At) - p (exp(At) - 1]2 + ¡¡f.- exp(2At)' 

=> ~"JI (t) = l,o exp(At) 
m -;& exp(2At) + p - :l exp(At) +¡¡f.- exp(2At) º 

De (3.40), se coDBigue 

p exp(2At) + p - j exp(At) +¡¡f.- exp(2At) 

l,oexp(At) 

P~o [ ( 13~0 )' exp(At) - 2 (13~0 )
2 

+ (~) 
2 

exp(-At) + exp(At)] 

P~o { exp(At) + 2 ( P~o) • [ exp(At) -2 exp(-At) - 1] } 

13~0 [exp(At) +2 ( 13_:t) • Ccosh(AJ-1>] 

P~o [exp(At) +2 (~)' • 2sinh
2 

( ~t)], 

aJ0 [ exp(At) + (/34") 
2 

sinh
2 

( ~t)] . (C.18) 

Luego de hacer la derivada temporal del resultado anterior y un par de sencillas ope
raciones, la otra expresión importante es 

Ótj 

<>J 

_l_~ _<>Jo [Aexp(At)+2~ (~ r sinh (4t)cosh (4t)] 

2ªJ dt - 2aJ0 [exp(At) + ( ~ r sinh2 
( 4t)] 

A exp(At) + {~ )
2 

sinh (4t) cosh (4t) 

'2 [ exp(At) + ( ~ r sinh2 
( ~t)] 

(C.19) 
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Ahora, se observa el comportamiento para 7 - Wc (es decir, en resonancia A< 1) de 
las Ecs. (C.18) y (C.19), 

aj~ aj0 [1+(P4°)\~1)']=aJ0 [1+/J}0t2] 
(C.20) 

Y, 

~ .~ [1+(,.)'(~t)] =~ (l+~t) = ~+/J}ot 
a¡ 2 1 + /J]ot' 2 1 + /JJ0 t2 1 + fJ]0 t" 

~ lim ~ = /310 /J¡ot 
2

• (C.21) 
~-+"'• <>¡ 1 + (/J¡ot) 

C.2.2 'Y= Wc =} A= O 

~-~+i...!..=-~+~tlj 
OJ 2 a; 2 m t 

~ (t1JR +it1¡1) = ~ +i1,, 
m a¡ ªJ 

Sea nueva.mente /J¡ = (1/aj) y t =O, entonces 

~t1;0 = (~) + i/J¡o, 
m ªJ o 

1 - 1 - {~)o -i/J¡o 

~ ~"JO - (~), +i/J¡o - (~ ): +/J]o 

Tomando por condición inicial, 

Se tiene, 

~tl¡(t) 
m 

(Ót¡) 1 . 1 - =o,~;¡¡¡--= -•-p . 
Oj o ;¡¡-VJO 'j6 

A 

( 1 - ~) exp(At) - 1' 

*°exp(At) 
[exp(At)-1)2 + ;foexp(2At) 

f,- (1 + At) - /J¡o + /J¡oAt 
(-At)' + .:;. (1 + 2At) - /J]ot' + 1+2A2t' 

~,. 

(C.22) 

(C.23) 

(C.24) 
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~"J' (t) + f- - a{o!~"!!:~:~2, + ~ • 
aJo (1 + P]ot2

), 

C.2.3 'Y < Wc =? A = +iW 

~Y¡ ~+i.!..=~+2",,J 
m o¡ a1 2 m 

2r. 21i ( . ) ÓIJ • ( 1 ¡;,) 
~.'fñ"J m VJR+IVJJ =OJ+t oy-2 

Con PJ = (l/a;Jy t =O, entonces 

(~) - i (PJo - ,;.) ª' o 2 

(" )2 ( .. ~ 
0 
+ PJo- ~) 

Luego, escogiendo 

(!!!.) =o => _1_ = -i 1 
OJ 0 ' ~11¡0 (PJo-~)' 

y sustituyendo los resultados pertinentes en la Ec. (3.28), 

=> 
2

" VJ(I) m 

=> ~VJ1(t) m 

( , , ) e·-¡ , 
Fw - 610-i exp IW - Fw 

1 

(-! -
610

:_\f) [cos(wt) + isin(wt)) + ! 
1 

-i (! + ~,.':..¡) cos(wl) + (! + 610':_¡) sin(wl) +i! 
1 

~ · c-1¡+·[• ~ c-1¡]' &i{8JO-~ j) sin w 1 ¡a- - Q(iíJo-.:.. f) cos w 

+-~cos(wl) 
w ~ 

[~] 
2 

sin2 (wt) + [+ -~ cos(wt)]
2 

~[11¡0-~t) w ~i} 

.!.-~cos(wt) 
w ~ 
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(C.25) 

(C.26) 

(C.27) 

(C.28) 
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~t1¡1(t) 
m 

21& ¡¡, 
=> iñ"JI{t) + 2 

21& ¡¡, 
=> fñ"J1{t) + 2 

~-~cos(wt) 
~~ 

(P¡o+i)2 + 1 _ {P¡o+i)coo(.:>t) 
" 2 (P¡o-t)' ¡;;... ..,;.{P¡o-f) 

(P¡o-il-(P¡o+ilcoo(QI) 
W(.6;10-i) 

(P¡o+!-l2+<P¡o-il2-2 Pl0 -{j-)2 coo(.:>1) 
W2(1JJo- p 

w(ft¡o - ~ )2 - w ~Jo - ( ~) 2] cos(iiJI) 

2 ~Jo+(~)'] -2 ~Jo - CW] cos(wti' 

-w [PJo + m• -P¡oiiJ] +w ~Jo - m•] cos(wt) 

2 ~Jo+ m·] - 2 ~Jo - m•] cos(wt) 

+ 2W ~J.+ m•] -2"' ~].- m•] cos(wt) 

2 { 2 ~Jo+ m•] -2 [PJo - m•] cos(wt)} 

PJoiiJ' 

2PJo (1 - cos(wt)] + ;,;. (1 + cos(wt)]' 

P ow• 
2/JJ0 2sin2 (~) + ~2cos2 (~) • 
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(C.29) 

Así que de la Ec. {C.26), se consigue 

2.8]o2sin2 (~) + ~2CtJS2 (~) 
P¡ow• 

~ • (wt) 1 2 (¡;,¡) 
(~)'sin 2 + PJo cos 2 

=>a} = 2 { • [•in<~>]' 2 (Wt } a¡o P¡o ---r- +cos 2) • (C.30) 

y en consecuencia, para ÓJ /aJ se encuentra 

~ 
CIJ 

""'º 1 {2P2 ....mcos ('"1) ,;_ -2cos ('"1) sin ('"1) ,;_} :it. - T;ij JO~ 2 2 2 2 2 

2ª; - 21,o {PJo [~]' +cos• (~)} 
~sin(~) cos (~)-Wcos (~)sin(~) 

2 {PJo [~]' + cos2 (~)} 

- ------ -- ·- - -------
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(~ -w)cos(~)sin(~) 

2 {111. [~r +cos• <~>} · 
(C.31) 

En la evolución de las Ecs. (C.30) y (C.31) para w < 1 se obtienen los resultados 

0<] - 0<]0 [P]ot2 + 1) ~ l~o 0<] = 0<]0 [P]ot2 + 1) . 

Y, 

~-(~-w)(~) _ (211].-~~-)t 
· O<J 2 (P]0 t2 + 1) - 2(P]ot2 +1) 

~ lim ~ =P¡o /l¡ot 
"'"""'º "'J 1 + {/J¡ot)

2 

C.3 Fricción en las corrientes 
De la EFP (1.41) 

lJp 
lJt 

2 

V·J+V·Jo= ~+V·(pv.L)- L v.;(D•JP) 
•.J=• 

{} 2 

fe+ V· (pv.L)- L D•¡V•¡p(r), 
llJQ1 

donde Jo= -D•¡V•¡p, de esto sigue que 

Jo= Vo.LP.~ vo.l = -fJ Vp. 
p 

Ahora se calculando la densidad p = 'ltwp.l 'ltwP.l a partir de la Ec. (3.8) 

'411'Wp.i.'l'wp..L = 

(C.32) 

(C.33) 

(C.34) 

_ 2 [ -iY.."(t):i:2 -kL.(l):i: -iY."(l)(l)ii2 -kLw(l)ii -iK(I) ] 
- (N(t)J exp +l"Y.(t):i:2 +i-L.(l):i: +•Y.(l)(l)ji2 +i"Lw(t)ii +iK(I) ' 

~ 'ltwp.L 'ltwp.l = (N(t)]2 exp (-2Y.1:i:2 -2Y1 1ii2). (C.35) 

Pero, recuérdese que (21i/m)Y¡1 = (l/0<]) y (N(1)]2 = { ..j27r (:i:2 )..j27r (¡¡2))-' 

~ 'ltw P.l 'ltw P.l = (N(t)]
2 

exp (-W :: :i:2 -W :~ ¡¡•) = (N(t)]
2 

exp(</>), 

donde</>= -(m/1i)(l/0t~):i:2 -(m/li)(l/0<:)¡¡2 • Con Jo cual, el gradiente de la densidad 
es 

-~-----------'--------·--·-------· 
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Y expresando la velocidad de difusión en vector columna, se consigue 

[ -~::lrz] 
=>Vo.i.=b ª•. 

-~~¡¡ 
(C.36) 

De la condición de separación 

-D; = -y(lnp- (lnp)), 

los elementos de la diagonal del tensor de difusión son los únicos distintos de cero. En 
una dimensión la densidad de materia es de la forma 

De aquí que 

-D~ 
p 

* _!!_ lt2p 
p lJ:ic> 

*Vp 

*Ap 

Por otro lado, 

-y(lnp- (lnp)) 

-Dz2 -(z2} 
* (z•)' 

*D 

1 ( ;;• ) 
P = y'2,,- (z2) exp - 2 (z2) · 

-y(lnp - (lnp)), 

-y(lnp - (lnp)), 

i (;;) (z') 
y'2,,- (z2) - (:i:') exp - 2 (z2) • 

i (;;' 1) (z') 
y'2,,- {f2) - (z2)2 - (f2) exp - 2 (z2) • 

( 

-2 1 ) -,;.» - (f2) .. 

Generalizando el resultado anterior al tensor de difusión se tiene que 

D., 1 <-» 2-r"' 
D., !-y(¡¡2} 

2 

*·º ! [ (z2) 
21 o (:2) ] 

(C.37) 

(C.38) 

(C.40) 
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C.4 Energía cuántica 
Ahora se muestra el desarrollo para encontrar la expresión de la energía cuántica (E.), 
Ec. (3. 78), empleando la función (3.8} en el cálculo de loe diferentes valores esperados. 

1.. . (Ti{)) 
(p.) - .. "" r /Ji ""dzd11 

Y por simetría, 

N!~ 1: exp (-iY;i
2 
-iL·z) (2w.z+ *L.) X 

xexp(1Y.i'+iL•i) dfi 

N!~ L"° (2iY.H iL•) exp [i(Y.-Y;)z
2

] 

N!L. ¡_: exp(-2Y.1i'} di 

(p~) ¡_: .¡.-• (-Ti2 
::. ) qt dzd11 

(C.41) 

(C.42) 

N! ¡_: exp (-1'Y;i2 
- *L.i) (-Ti2 

:;. ) ""P (iY.z
2 

+ *L.i) dfi 

-Ti2 N! ¡_: exp (-iY;z• - *L.i) X 

x ! [(2iY.H *L•) exp (1'Y.il
2
iL•z)] dfi 

-Ti2N! ¡_: exp(-iY;z'-iL·z) X 

(4Y.
2 - 2 1 L2 4 Ll'-+2'Y.) (·y:-•ÍL-)~= X - ":i; - ~ " - ¡ " aZ 1 • e:z:p 1 sZ ft sZ u;i; 

-Ti2 N! ¡_: exp(-2Y.ii2
) (-4Y..;'i2

) dfi 

+Ti'N:j_"° exp(-2Y.1i2
) (J.L!) di 

-oo Ti 
+li2 N! ¡_: iexp (-2Y.1i2

) (~L.Y.) dfi 

+li2 N! ¡_: 2iY. exp (-2Y.1i2
) dfi 
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análogamente, 

y por similitud 

'-'} r.•y: 2 • 2 V'• = Y,i +L, -21r. Yv, 

{v~}- (p.)' 

r.•y¡ + L 2 - 2iT.2 Y. - L 2 

Y.1 s 11) 

r.•y¡ - 2iT.2 Y. 
Y.1 

T.2 (Y.R+iY.1)2 2iT.2 (Y.R + iY.i)Y.1 
Ys1 Y.1 

T.2 Y1R - To'Y11 + 2T.2 iY.RY.1 - 2iT.
2

Y.RYa1+2T.
2
Y11 

Y.1 
'f¡2y:R + h2Y:¡ 

Ys1 ' 

{
-'} T.2 (Y.R2 +y¡,) 

=> P• = Ya:t 1 
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(C.44) 

(C.45) 

(C.46) 

Con; =o:, 11, y sustituyendo las expresiones para Yj.'< y Y¡1 de (3.36) y (3.39) se tiene 

que, 

•(~)' [(~-I)+~1 
To 2To m 1 

~Of 

(~ ~ ~ 1) 
(";') ª¡ + • ~'( ª' + ;;r 

Tom { 2 [(ª1) 2 

'1
2 (ªI)] 1 } - a¡ - + - --r - + -2 a¡ 4 a¡ aJ ' 

Tom { 2 ((ª') "]' 1 } - a¡ = -- +- . 2 a¡ 2 aJ 
(C.47) 
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Ahora, a partir de las relaciones 

A{r.1.) 

IA { )1
2 B 2 

-• B 2 
2 B 2 

- B 2 
-2 B 2 

2 B 2 
-

r.1. -¡-11 + T"• + 2"-11 + T"' + T"• + 2"••:, (C.48) 

se calcula (.AJ}= (AJ} - (A¡)'. F.sto es, 

{A.)= -/l.,_, 
(A!} = !f. (ti'}+ u;.~, 
~ 

(A,)=.:!' 
(~} = + (x2} + '!' .,~. {C.49) 

(.A!}= u;. (ti'}' (.A:}= u;. (x2}. 

(C.51) 

( 7i 8 )' ~ .,.- .¡. 
• ª"' 

(C.52) 
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=> (v!) , .. ( 3¡ 2 1 6 ¡ •) --:- --L&'Ya: - - -L&'Y&' - -L:i: 
' h Y,, h h 3 

(v!) 

=> (~-º-) • .¡. 
'IJx 

1~ (" IJ ). -~ .¡.• i IJz .¡. dzdy, 

108 

(C.53) 

h•N [ 16Ya:"i:4 + ~L:iiY1i:3 - (48iY: - ~L!Y:) i:2 

- (~La:Y1 - ;t'rL!Y:a:) i:- (12Yz2 + WL!Yz - ~L!) 

x exp (iY.z2 + *L,x) 

(C.56) 

Por otro lado, la evolución temporal de la energía cuántica está dada por 

(C.54) 

(C.55) 
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