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Cusi siempre he ido a la escuela y puedo deletrear, leer y escribir un poco,
y puedo decir las tablas de multiplicar hasta llegar o que seis por siete son
treinta y cinco, y no creo que nunca necesite saber mds que eso aunque llegue
a vivir por siempre. Aunque es nada lo que sé de matemndticas.

Huckleberry Finn.
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Cuasi siempre he ido a la escuela y puedo deletrear, leer y escribir un poco,
y puedo decir las tablas de multiplicar hasta llegar a que seis por siete son
treinta y cinco, y no creo que nunca necestie saber mds que eso aunquc lleJue
a vivir por siempre. Aunque es nada lo que sé de matemdticas.

I-I,uvcklrébérr;vk Finn.




Capitulo 1

Introduccion

Eun el ano de 1770 se publicd un libro titulado Meditaciones Algebraicas
cn el cual el antor Edward Waring conjeturaba que todo entero positivo‘cs
o un cubo o la suma de 2,3,4,5,6,7,8 6 9 cubos; andlogamente conjeturaba
que todo entero positivo es o una cuarta potencia o lasuma de 2,3,...,6 19
cuartas potencias y asi sucesivamente. Esta conjetura se convirtié en teorema
en el afto de 1909, cuando ¢l matemdtico inglés David Hilbert demostré que
para todo k € N, existe un mimero G(k) de tal forma que cualquier natural
se puede representar como la suma de a lo mas G’(k) sumandos, cada uno de
los cuales es una Ak-ésima potencia.

.De cuantas formas? - o el s i e
Algunos afnos después de la demostracién de Hilbert, los matematicos in-
gleses Hardy y Littlewood obtuvieron una férmula asintética parael:nimero :
de representaciones de un natural N como suma de s sumandos cada’uhd -
de los cuales s una A-ésima pot;cncna.,Hardy y thtlewood obtuv1eron dxcha -
férmula perfeccionando un método que tuvo su gencs:s en uno dé'1os trab'x_]os
conjuntos entrec Hardy y Ramanujan sobre el nimero de representaciones de .
un natural como suma de cuadrados [1]. '




Capitulo 1

Introduccion

En cl ano de 1770 se publicé un libro titulado Meditaciones Atgebraicas
cn el cual el autor Edward Waring conjeturaba que todo entero positivo es
o un cubo o la suma de 2,3,4,5,6,7,8 6 9 cubos; andlogamente conjeturaba
que todo entero positivo es o una cuarta potencia o lasumade 2,3,...,6 19
cuartas potencias y asi sucesivamente. Esta conjetura se convirtié en teorema
cn ¢l afio de 1909, cuando el matematico inglés David Hilbert demostré que
para todo k € N, existe un niiinero G (&) de tal forma que cualquier natural
se puede representar como la suma de a lo més G (k) sumandos, cada uno de
los cuales es una k-ésima potencia.

.De cudantas formas? L R e

Algunos afios después de la demostracién de . Hilbert; los matematicos in- -
gleses Hardy y Littlewood obtuvieron una formula asintética para el. numero
de representaciones de un natural NV como suma de s sumandos cada uno
de los cuales es una k-ésima potencia. Hardy y Littlewood obtuvieron dlcha'
férmula perfeccionando un método que tuvo su génesis en uno de 105 traba_]os :
conjuntos entre Hardy y Ramanujan sobre el.niimero de representdcxones de
un natural como suma de cuadrados [1].
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El metodo de Hardy—thtlewood

Ld xdea gcnerdl dc este método versa mas o menos asi:; Sca 4 un (.ou]nnt.

de enteros no n(,gatwos ¥ ra s(l\') el nimero dc 1cp LllLaLlO!lC‘; de N como

suma de;:s elcment.os de A, entonces

TA,s (1\’) =

[ o). S

fN(o) = Z chnaa L

gl
aS N

El método de Hardy-Littlewood ascgura que para (N suficientemente grande,

donde

la contribucién principal a la integral 1.1, proviene de la unidén de pequeiios

mtuv.ﬂos alrededor de fracciones f‘; con (a,q) =1y ¢ no muy {.,randc, mien-
tras que la integral sobre ¢l complemento de la unién de estos intervalos es

despreciable.

Teoria aditiva de numeros

Este tipo de problemas en el que se cuestiona la posibilidad de xjeprt_:s‘efnlta’r .
cualquier natural como una suma finita de elementos chu'n‘ 'Subcox}juxlto"ﬁi_iz. i
los naturales, es lo que dié origen a una rama de las matemadticas conocida
hoy cn dia como teoria adiliva de nimeros. )

Definicién 1.0.1. Dados dos conjuntos de enteros no negativos:A 'y B, de-
cimos que A es una base de orden s del conjunto B, si todo elemento de
B se puede representar .como la suma de s clementos del conjunto - A, no ..

necesariamente distintos. - )

Los cuadrados de Lagrange

Tal-vez:el resultado mas conocido de naturaleza aditiva es el teorema‘de
Lagrange que se suele probar en los cursos bdsicos de teoria: de’ ntimeros; |




CAPITULO 1. 'INTRODUCCION

"todo ancro no negauvo es la sima de cuatxo Clladl’ld() ‘ermmos do l«lk ;

(leflmcxon 1.0.1, el teorema de Ldgrange .1ﬁ1ma que los ,u'xdrados son una
base de ordcn 4-del conjunto de los enteros no ncgdmvos, sin’ cmbmgo “dado
que el mimero 7 no se puede 1eprebcntar como la smnn (lc 3 cuadrados, se

‘sigue que “los cuadrados no son" una: base de orden 3: clo] con_]unto de los en-

teros 1o negatnvos

En ostc Lraba_]o vcxemos quc el mctodo de Hdldy—LILt]ewood puede ser
ut;llmado con (_\xto para aboxddr un' viejo problemd de teoria aditiva de

uumcros

| 'Léf.éonjé’t_ ra de Goldbach

En el ano ‘de 1742 el matematlco prusmno Chnstnn Goldbach cnvxo una
cnrta a su co]eg,a stiizo Leonard’ Euler en la. cual hxzo una comet;ura que en
t.elmmos de la deﬁmclon 1. 0 1 dlce 1o snguxentc. Y o

ConJetura 1.0.2 (Goldbach) Bl con_/unto de los nimneros przmos es umna
base de orden 2 para el can]unto de los nimeros pares mayores que 2; simi-
larrnenle el conjunto dc los nimeros primos es una base de ordcn 3 para el
conjunto de los ndmeros irmpares mayores que 5. :

Utilizando el método de Hardy-Littlewood, en ¢l aiio de 1937 el matemadtico
ruso Ivan M. Vinogradov, obtuvo una férmula asintética para el nimero de
rcprcsentauoncs de un natural como suma de tres pr imos.

Teorema 1.0.3 (Vinogradov). Sea r(N) el nidmero de representaciones
de un natural N como suma de tres primos. Entonces, eriste una constante
positiva C y un enlero positivo Ny, tal que para todo nimero impar N > Ny

N?2

TN 2 ChE @y
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Corolarlo 1.0.4. Existe uu entero positivo Np tal que para todo numcro
impar. V. >, No cmsu,u tres primos py, p2 ¥ psy que satisfacen la ecuacién

N—l’x +P2+7’3 S (1 2)
El: tcoruna. de Vmogradov es el resultado mas fuerte, quc se. tleuc en
direccién a la dcmoql,rduon de la conjct;ma de Goldbdch para el caso. unpar

y es prccnsamcnte ],L (lemost.x acion (le este teorema, lo que presentaremos cn
cste Lrab.uo ’ :

Buenos Deseos

Dcnolcmos don I,..(N) ‘a la (.'mtxdad clc num(.ros prlmos quc hay en la
sucesion {N=py—pp—---— p,,l_‘_ } donde 16s pi récorren’ el comunto de los
mimeros primos menores o iguales que V,. para i=1,2,...,m—1.

81 cn particular queremos estimar rz(N), podemos proculer como sigue: Dclk ‘

tcorema dr' los niimeros primos! la sucesién {N - p}p<N ticne aprommada-

mente gy N clementos, de tal forma que si los ntimeros primos estdn dlqtnbm-
dos uniformemente en la sucesion {N —p}, podnamos esperar que-

”2‘N’=O(10JIC:ZV))) (lOJ(N) =) O(lof(m

donde O es ¢l simmbolo de Landau®. ;Qué podemos decir de r;;(N)

‘La sucesion {N—ps},, donde p; recorre el con_]unt;o de los numeros pnmos o
menores o iguales que N, tiene aplommadamente log(N) termmos y: cada uno
de ellos se puede representar como la suma. de dos primos N — p3 =p; + pa

un niimero de veces del orden de ,og,(N) Por lo anterior podemos esperar -
que R TR T

rs(N)=o(WN—)). e

'Este u,orum.x afirma, que la cantidad de pnmos menores o iguales que N es aproxi--

madamente ]——r Ver capitulo 2 seccién 2.7 teorema 2. 7 1.
2Ver definicion 2.4.2
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No obstante, el problema central seria:demostr
nos-gustaria. probar que existe una’constanti

__para’ NV suficientemente grande’

Estructui‘a , dél Téxt“o; :

En el capitulo dos, prcscntaliiosJaléunos résult.ad_os que serdn utilizados
de manera crucial en capitulos postcri-orcsl_f_En al czipiﬁulo tres; cscribiremos
r3(N) en términos de una integral oscilatoria y dcséompoxidremos ¢l dominio
de integraciéon segiin el método de Hardy-Littlewood-Ramanujan en dos sub-
conjuntos disjuntos, lamados por razones histéricas arcos mayores y arcos-
memnores respectivamente. En el capitulo cuatro, estimaremos la integral so-
bre los arcos mayores utilizando principalmente el teorema de Siegel sobre la
distribucién de los nimeros primos en una progresién aritmética. Posterior-
mente en el capitulo cinco, estimaremos la integral sobre los arcos menores
utilizando ¢l criterio de Dirichlet y algunos resultados de Vinogradov sobre
‘sumas exponenciales. Lailtima parte del trabajo corresponde a un apéndice
que conticne algunos resultados bien conocidos, que se suclen probar en un
curso bédsico de teoria analitica de niimeros y que serdan utilizados constante-
mente.



Capitulo
Preliminares

En este capitulo presentaremos algunos resultados que se utilizardn en. el
desarrollo posterior de este trabajo. Cada uno de estos resultados se p’resenta
con la demostracién correspondiente, exceptuando los teoremas 2.7.1, 2.7.2,
2.7.3 v 2.7.4 cuya demostracién sobrepasa las espectativas de este trabajo. De
cualquier modo referimos al lector interesado en ver dichas demostraciones,
a la bibliografin correspondiente. '

2.1 Funciones Aritméticas
Definicién 2.1.1. Una funcién f : N — C, es llamada funcidn antmétzca v

Algunos ejemplos cldsicos en teoria de mimeros que son dc nuestro mteres ;
son los siguientes:

e La funczon de Moebzus Dado un: numero natuml n'se deﬁne u(n) como
_sigue:

e ,L(l) —1

e /L(Tl) = 0 si- n tiene un f'\ctor cuadrado

— p(mp2 -+ 77,) = ( 1)', 51 todos los pnmos p,,pz, ..., pr son dife-
rentes. ICREN



o

'SOBRE LA CONJETURA IMPAR DE GOLDBACH *

e Lo fungidn divisor. Dado un nL'lmcro natural n'se’define d(n)como la: |

cdntldad (lc cntexo< posltwos ™m Lalcs que m|7

e La f'unczon de L‘ulcr D.\do un’ num
: la canmdacl (lc entcros m \

Demostracion. Sean n y 71'

cnt(,ros Ldl(‘b qm_ (n n)
= piips? ])“' v ql 112 . qs"(londe P , i

j =1,2,...,s Sipu(nn') =0 cut.onces ;> 16 ﬁ, >1 para alg._naz > alguna

j ¥ por consiguiente p(n) = 0 6 /z(n) O de tal forma que u(n)u(n’) = 0.

Si por el contrario p(nn') # 0, entonces ;. = 1 y /3_, 1 para todo 1,, g y en: )

conscenencia p(n) = (—1)" y p(n') = (=1)*. Asi /I(Tl‘)[,l,(TL’) :

(—1)+ = p(nn').

Lema 2.1.4. La funcidn divisor es mulliplicativa.

. . (!
Demostracidn. Sean n = pi'ps? r

P2y n q2 q. ‘,_. ldS facton/a—
ciones en primos de n y n' respectivamente. Cadn dIVlSOI‘ d de n y a- de n'
puede ser escrito de manera tinica como,

d=phpd...pfr,
By By g
d'=aq'ay" g5
donde 0 < B; < «o; para T=1,2,..
Si (n,n

1127

.,rv0<ﬁ1§a para
) =1 teuemos que pi ¥ q; para cualesquncra =
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y en COI]SCCIXGI[Ciil .

T(a:+.1) ﬁ_(ﬂ,-an)’k: d(ﬁ)d(n_’); i
1] j=1 . P ) o

Demostracion. UnvlSis;érha”Céxii';Slcto‘dc 'xesidtioé primos a nn' contienc c-
xactamente ¢(knn") enteréé‘ “Por el lema All2 si (n,n') =1, entonces los

#(n)¢(n') mimeros m'nt: mn recorren un smt;ema completo de residuos pri-
mos a nn’ cuando-m y m’ fecorren un sistema: completo de residuos primos
anymn respectwam»er‘xte_.‘, Por. lo/_tj.anto p(nn')= ¢(n)e(n’): .. 3

2.2 Sumas de Ramanujan
Las sumas de R'unamuan juegan un p.1pcl nnport'mte cn 1'1 dcmostrdcndn» :
del teorema de Vinogradov 1.0.3. En esta seccién probaxcmos que las sumas :
de Ramanujan son funciones multiplicativas y en el lemo. 2 2 5 velcmos como
sec relacionan estas sumas y la funcién de Mocbxus :

Definicién 2.2.1. Sean a y g mimeros enteros con q 21 La uma e\po-

nencial -
— 21rm—
eyla) = 2 : c -

. (vv-.v)=l

es llamada Suma de Ramanujan.

Lema 2.2.2. La sumna cq(a) es una funczon ma tzplzcatwa dc q.

Demostracidn. Por el lema A.1.2 (,ada rcpresentante de un s:stema completo
de residuos primos a gq' puede escnblrse de manera umca como mq’ + m'q

1Ver definicién A.1.1.
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donde 1 51'77."5 g :S 7r’1’,f$‘q’ y (mq) = (', ¢') =1 si (q,q') ='1. Entonces

RN ’ ¢ 21na-- 2rt&ﬂr - : 2ria By "‘ 4
cq(a)cy (a) ) E e E e = E e 7]
. f e m—l =1 m
(mag)=1_ . (m’,q")=1 ("l 'I) 1 ('u’ ’) 1
o Caet ‘ < . .
N o Zma—r
A E e W = Coyt ((l).

: cmff=l -
(m* .qq")=1

O

La suma c,(a) se'relaciona bellamente con la funcién de ‘Mogbius como. ver-
emos en el lema-2.2.5. Sin embargo ¢l motivo por ¢l cual plesentamos csta -
relacién es por que nos serda de gran ayuda en cl capitulo 4 -Los lemnas 2.2 3y
2.2.4 nos facilitardin la demostracién del lema 2.2.5 mcncnona(lo antcx 101 mente

ademads de ser resultados clave en el (.11)111110

Lema 2.2.3. Dado un entero posztzvo n

! 1n=l
‘Z“(d)‘ {‘of;,,>1 L

dln o

Demnostracion. El 1csull..1do cs obvmmentc cier Lo para n 1 Supongamos -
cntonces quenn > 1y escribamos .= p{pg?- p"' ‘En: la suma Zd]" /z.(d) los
inicos términos que sou dlstmtos de cero vienen clc 'l '
de n que son 1)1oductos ‘de’ prlmos (hstlntos A‘

3 p(d)

din

de los (lwlsores



conjunto 'ﬁmto de
'  entonces B

Z#(d) Zf(z ;

ajP z€A
S S dlz

Si d =gq Lenemos ;L(q /l.(([) ya que e2’""" = 1 mlentras

que sid< q tencmos
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21ria(—&—tl—)—'l- 2rial’

donde e"”"““’?- 1 9’: 0 pues (a, q) = ':y e — e?"ie7 = 0." Por lo tanto
Zi’ eZmn e /L((I)
m=1

. (m.’l)=l”

2.3 Mas Sobre la Funcién de Euler

En esta seccién presentamos una estimacién por abajo de la funcién de
Euler que serd utilizada en el capitulo 4. Probaremos que ¢(n) > n!~¢ para
cualquier € > 0, sicmpre y cuando n sea suficientemente grande.

Lema 2.3.1. Sca f(n) una funcion aritinética multiplicativa. Si
li7n’)k—’wf(pk)"= 0,

donde p* recorre la sucesion de.todas. lds poterncias.de.primos; entonces ..

mente una canti-

ﬁcxent;ementc

grandc’é\ds m os una potencxa 7) que cump e |;< Yy por lo
tanto n puedc ser facton/ado de'la SIguxente manera: .
48 r4-s+4t

n—Hp.' H s H p

i=1 i=r+41 i= r+s+t



CAPITULO 2

RELIMINARES. -0 % 20,20, .13

) “donde,

+_sb+1 r+s+2 .. ,r—!k—,é‘-l-ktytvz‘ 1.

tcncmos .

Dc ld defm

Demo.slracio’n

Por lo tanto .

pm( 1 —c) B

().

: 2 y en consecuencna

m(l—c¢) )
’t;enemos que L—d,(pm) -0y

-dado que:la funclon
2.3.1.
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2.4 Mas Sobre la Funmon D1v1sor ;

Los resultados que plesenLa.mos en (.st.a sccum cs: dc bllllldb N

Json 't,m acl

que involucran a la funcién dxvlsor (llchm (_smm'\cmncs nos f"l(,l]ltal‘ﬂll el

tldb'\_]o notablcmcntc en cl capxtulo ; Las mg,ulentes deﬁmcxoncs eon ‘per ti-
nentes. ) : T : ‘

Definicién 2 4.1. P.\m c1nlquxc rz € R, dcnot,dmos cow [z,] a la partc entua
de x; es (lccn [:r] cs cl ma.yon entexo menor o u,ua] quc T ;

Definicién 2.4.2. Dddﬂb dos funmoum f R —» C VoG IR - C decimos
que f(x) = O(g(z)) cuando x — oo, si existe una constante C:> 0:que no
depende de z dc tal forma que |f(z)| € Clyg(x)], cuando = = co.

Lema ....4 3. Se(l. d ln funcwn divisor. Entonces
1. Zn<1 d(n) = 'Llog(:zz) + O(x), para x = 1.
2. Fug, %2 = Ylog(z) + O(log(a)).

3- Zn<z ‘12 (n) = O('Elvﬁ(ﬂ))

vDempstrac;o7L.- 1. Ya que d(n) z,,l,, 1-tenemos

'Zd(n) =3"3"1.

i - LT din

Haciendo n = gd, 1a suma Zd!"l se puede interpretar como 37,41 donde
esta 1iltima suma se extiende sobre todos los pares dc cnteros posu:x\'os q, d
talesque 1l <d<zyl<qg<g Entonces

Zd(n) = Z 1.

n<z q.d.
qd<r

e PR
SO DL g

Podemos interpretar también esta suma, como una suma extendida-a’ciertos
puntos reticulares? del plano gd. Los puntos reticulares con qd =7 pertenecen

2Un punto reticular es un punto con coordenadas enteras.
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: a ]a lupelbola (l = de t.al modo quc la suma enila‘que est.dmos mter(.sadow, :
cuonm el numem de punto r i . llL sc h'ly(m solnc las lnpcrbolds que
L (.once.pondcn a’y ’

z .
= 7Y

donde

> A

n<r
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enteros positivos a y b::Dejlo ‘anterior tenemos.: .t

Para S, Lunemos i

’.:/\

Sy

Para S, se¢ Liene

Ii

Sa

2.5 Partes Fraccionarias

El resultado principal de esta seccién es e] lcma 2, 5 4 Est.e lema es de fun- :

damental importancia pues estd intimamentc rclauonado, con la apllcamon <
que haremos del método de Hardy-th;tlewood Ramamuan a la con_]etura 1m-.‘

par de Goldbach.

Definicién 2.5.1. Para cualquxel @ GVR deﬁmmos l|cz|| como la dlstaHCIa i

de « al entero md.s celcano, cs dec
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Lema 2 5 2 Para. cualquzcr numcm real ¢, -
[sen(wa)l —‘.scn(7r||af||)

D(’mo.strarwn Tcncmo<. quc a =1n :I: ||a|| para algun cutero n; cnton(.cs

Iben(m)l = |sen(7r(na=uan))u

Isen(mn £ wlle])|

sen(mn)cos(x||ell) = e

lsenmliclbl

Y. ya que |[a|| €. [0, 2] obtenemos el requltado leseado

i Lexna 2! 5 3. 5i0° Za< 3, cnlonces' 2(\./’< .scn('lrn) < 7ra

3 Dcrnostmczon. Sca f(a) = sen(wa) — 2a. Entouu.s f(O) f( ) = 0. Si
< f(a)'=0para algin o € (0, %), entonces % = wcos(ra) — 2 tendria al menos
dos ceros en (0, %) lo cual no puede ser pues l—é decrece mondtonamente de’
m —2 a —2 en este intervalo. Ya que f($).= V2o, 0, tenemos que f(a) > 0‘;
para todo o € (0, %), de donde 2a < sen(vra) Analogamcnte se prueba quc“
sen(mra) < 7. :

.a

Lema 2.5.4. Sca /j un numero real tal que |B| < %

,.entonces

Demostracion:

= SenallB




18 ST T ,SOBRE LA CONJETURA IMPAR:DE GOLDBACH

Hacxcndo tso del lema .5. 3

sew(ﬂllﬁll) = 2llﬂll | |

2.6 Aprox1mac1on por Ramonales_

El proposn;o de cqta scceidén es presentar el ll.mm(lo puncnplo “de Dlnclxlct
Este principio nos permite aproximarnos a un nimero mal medmnt;(. hac-

“ ciones con denominador “pequeiio”. En el capltulo

clave para obtener una férmula asintdtica para cl
de un natural cdmo suma de tres primos

Definicién 2.6.1. Para cualqulcr num
cionaria. dc a como: s _ [a&

De7rzo.sl,;l'rtcio’7z.::‘ Sga %) , N,
Tenemos tres casos: -

L {ga}'€ [0, 7k7) pa

2. {40} € [#. 1) pa ‘

3. {qa} € [N+l’ N+l) pa doq ="1, 2 : AN y ’(k:n consecuéncn cada

uno de los NV numelos {qa}‘esta en alguno de los N - 1 mtervdlos

i i1

—— —— ] = ,2,...,1\’—'1.- .
[N+‘1’;N‘+1 =52 N
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e Caso 1. Sia= [qn] entonces,

< = — = —_
-0 {qa} qa . [qa] qcv a <‘ NTT
y por lo tanto
1 1
q(N + 1)

a
ez

‘e Caso 2. Sl a= [qa] +1, euLonces

implica que "/

.y por lo ‘l.zihtc'),';

N CdSO 3. Sl {r]a} = [N+1 . N+1) para todo q.=1; 2 N eutonccs (_ada
uno de los N niimeros reales {ga} esti en uno dc‘los N nte‘rvalbs‘fk;'

[ i i+1
N+1 N¥1
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“Por lo tanto -

' n.l <' 1
o — = —_—.
q qQ . o
En los tres ‘casos cl nimero 2 se puede reducir de tal modo que

1

(a,q) = 1.

2.7 Resultados Adicionales

Terminamos este capitulo de preliminares con algunos tcc’ny(.mas remar-
cables de teoria analitica de niimeros. La demostracién de ostos tcoremas .
no cs en absoluto trivial, pues se¢ requicren técnicas sofisticadas dc varrlblc T
comple_la que van mas alla del Ol)Jetl\'O de este tr'xl)ajo \‘o obsta t.c, Y !

spon(hcutc

El priinero de estos r(,sult'\dos es (,onoudo como cl t.eo

0 tal que
W g
. 2

3 log(v)
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Refcrilhos al lcct.or, ini.ex‘e ado’en;

El sxbulcme t(‘o xn.1 dcbxdo

‘Slcgcl i
1a pxogrcsmn" .

criste .

. (é;l)'

donde I(Ny 1,7n) es el nmm’ro dc pnmo.s "mnmcs o zguales que:N- que son
con(/r'ucntes con m 1nudulo q g T

La demostraclon d(. ‘este tcoxcnm se puede encontrar en .

El su:,mcnt.c tcorcma, dcbldo .xl mat;emat,u_o cscoccs Rol)ert A R«ml\m
serd ut.llvaclo en ¢l L«l])lfulo S'de mdncm crucial.

Teorema 2. 7.4 (Rankln) Sea R(:z:, y) el mimero de cntero.s poszlwas menores
o u/ualc.s que zcu /o.s

s pnmo.s son mcnorce o 1guales quc Y /s entoncu

it )M_)D

Rz, y) == e'.'z:)‘ ;
( J;)_ & ey o9 ()

—*; log(IOJ(y))
/' log(log (y)) )}

(ZOJ(lOJ(loﬂ(?/)))

El lc(_tm un'.crcsado e los det.alles tcuucos, pucde encontmx la (lemostracxon
de este te01 ema eu [o] ‘ :




Capitulo 3
Sumas de Tres Primos

En cste capitulo escribiremos 75(NV) (el mimero de representaciones de un
natural como suma de tres primos) en términos de una integral oscilatoria
v descompondremos el dominio de integraciéon segiin el método de Hardy-

Littlewood-Ramanujan en arcos mayores v menores. -De aqui en . adelante;”

omitiremos el subindice 3 y escribiremos simplemente 7(V)..

A partir de este momento, nuestro objetivo seri obtenu una fonnula;

asintética de r(NV); es decir, una férmula con un margen de’ crror (lespreud-

ble para N suficientemente grande, que estime cuantas soluc1ones uene 1a:

ecuacién (3.1) donde p; ¢s primo para i = 1,2, 3.
N =py + p2 + ps. P L (31)

3.1 Forma Integral para 'r'(N) o

El lema 3.1.1 nos dard un cquivalente de’ r(N) que serd la pauta para lo
que resta de este trabajo. : : :

Lema 3.1.1. Consideremos la sumak_t;‘rig’onqmetr‘iéd

(32)

z5
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(3.3)
Dermostracion. DTN
f, e 2miN0 G2 (0)dO. teTEmING E
0 ) : B liprpapasN
ST 2wi0(pi+patra—N) g’
I’llszP:!S}N_; e o o
donde . L e
) ' / ezmind(pitpztpa=N) -2t
S R TN S ;
a menos que N = p, + pz -+ pa en cuyo caso vale 1. ) . N

Observacién: 3.1.2. El corolario 1.0.4 se rcéduce a probar, ‘que la’integral
3.3 ¢s mayor que’cero para cualquier NV impar, suficientemente grande:-

Como mencionamos anteriormente, nuestro objectivo es encontrar.una
férmula asintética para r(V). Especificamente, lo que queremos probar. en:
cste trabajo es el teorema de Vinogradov en el cual se asegura que 7(N) >

2 143 H P SR
C,m,’}'(N) con C una constante positiva'. Dicha pruecba estd intimamente
relacionada con la obtencién de una buena estimacién de la integral 3.3 y

en particular de una buena estimacion de la suma trigonomeétrica 3.2. Para
obtener dichas estimaciones utilizaremos el método de Hardy-Littlewood,

junto con un método para estimar ciertas sumas exponenciales desarrollado
por ¢l mismo Vinogradov.

3.2 Descomposicion de Hardy-Littlewood

El método de Hardy-Littlewood, asegura que la contribucién principal a
una integral como cn la que estamos interesados, provience de la unién 9

!Ver teorema 1.0.3
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‘de “pequgnos 11A1‘t,kcr>\"'alc'>s' M(a, q) alrededor de fracciones 2, con g “no muy
"vgrande yi(a q)" .

1;:llamados por razones histéricas arcos mayores2. De tal
modo qu(, Ia mtcgl al sobre ON° = m o areos menores cs despreciable cuando
: »N es suﬁcxentementc gr(mdc. Lo anterior sugiere la siguiente (Icscomposxmon' .

) = fme—%”s (0)do -+ / NS00, (3 4){

“M(N) T BN

(lon(le x\I(N) s la partc prmcnp'll y E(N) puede mtel pret;axsc como el crror.v_-

“En la sngmcntc scccion definiremos de mancra prcmsa los arco:. mayores'
v los arcos menores para el problcma tuuano de Goldbach, como tamblcn )
se le llama a la conj(,tuxa de Goldbach pma el caso unpdr.

3.2:1 Construccwn de los Arcos Mayores m -

Dddo un mimero uatulal N y u un mlr cro T al posxtlvo (por ser det nn-_
nado posterior mentc), pm‘a 1< ] < log

yo<a<g=1 con- (a, g) =1,
definimos: : R LI A :

T Logu (N) g1 ,
ot o= el wt(a q)
= sk

En la brevisima descripcién quc dimos sobre cl metodo de Hardy-th.t.Iewood
se les di6 el adjetivo de “pequefios” a los arcos mayores. En nuestro prob-»
‘lema esto significa que los intervalos 9(a, ¢) constan de los nl’lmcrds rdalés '
0 € [0,1] que distan en menos de '—"M de fracciones % con ¢ “no nuy
grz‘u'lde’ donde esto tltimo quiere decxr que ¢ < log“(N). Cabe mencxonar
que estos valores (loq"(N) y M) han sido elegidos por ncc051dad pues i
mads adelante haremos uso del Teorema 2.7.3. :

2Aqui el significado preciso de “pequefios” y “no muy grande’ depende de ]as aph-;
caciones, no obstante para nuestro caso particular se establecerd de manera precisa este
significado en la seccion 3.2.1 de este capitulo. :
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Dado que cstamos mteresadoq on (.l comport;anm'nto dsmto i
integral »(N), cs. convenicnte, (lctu mmax el compoxt.anncnto de,
mayores. en términos de NV, B R PR

Lema 3.2.2. SiNes .suf‘czentcmente Jrandc, los’ mlervalos DJI(
Juntos. .

Demostracidn. Siexiste un’

aL az
m 7 cm,once';

(l] . (1.2

i Iﬂl(le - (h(l-zl = |
qr ;‘ flz

lo_/-“(N) _.' L1q2

qiq2
I @ ‘ I [ OI [OJ" (N)
q) N

Yz -~

de donde V. < 210_/"“(1\/) lo Clld.l s unposlblc si N es suﬁu«_ntcmcntc grdn(le

3.2.3 Construcc1on de los Arcos Menores m

lemcndo en comldcmuon cl con_)unto 9)1 dcﬁmmos

FRE N X [0, 1]\93!.

El <.on_1unt.o m s una unién finita de mter\'dlos ablextos y: sus’ clcmcmos_
$ £ u P

son todos los niineros reales 0 e [0, 1] que dxst'ul ex M de lxs

a

fracciones K mvolu(.mdas en M(a, q).

Una vez construidos los arcos mdyores y menor(,s, el SIgmente paso és’
estimar J\I(N) y E(N) por.separado.-Una buena 1eferencm para cl lecbor in-
teresado en ahondar en los detalles tecmcos del metodo de Hardy—L)t,tlewood‘”
es [2]. :



Capitulo 4

La Integral Sobre los Arcos
Mayores

En vista del lema 3.2.2 basta estimar la integral 4.1 y después (_onqldcrax
la integral sobre la unién de los intervalos 9t(a, g).

/ S 0)a. (@)
MDi(a.a)

Ya que el punto clave en';todo esto es obtener una’ buend est,unaclou de
la suma t.rlgonomet;nca SN(0), le recordamos al lector que:

Sn(0) = Zez"”’” . | (4.2)

p<N
4.1 Estimacién de Sy 6) en los Arcos Mayores

Cada nimero real 8 € 91t estd contenido en algin intervalo 9(a, q), en
. PR B u N
consccuencia, podemos escribir 0 = ‘§'+ B con |B] < 'ﬂ’—ﬁf-’—l v tenemos la
siguiente relacién: :

log“(N) q—1 - l_os%(ﬂ
My =3 Semn [
’ g=1 a=]1 - ‘1570{_)‘

FEL T . e

e TNESY (L + B)B. (4.3)
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Detd |gudldad nos- suglerc de alguna manera que es conveniente so.bcx

© ¢émo. se (.omport:d SN(O) en DJI((L g). Como primer paso en csta dlr(.(.cnon"
estunarcmos SN(O) en’ .= ‘;kdqn(lc (a,¢) = 1,1 <a<qg-1 Yyl g <

log*(N): S S :

Lema 4.1;'1.“.' ‘Sé'an"(d,'é)

rlay. po ‘consig

con lo cual el ]ema qu da dcm strado.

El
2.7.3 sobre la cantldad de: pnmos en. una progresmn arltmeblca. Este teo-
rema. que seri ut‘.lll/a(lo cn el:lema 4.1.3, ‘estd intimamente relacionado con

Observacnon 4 1.2, el capltulo 2 scccmn 2 7 enuncxamos cl teorema



CAPITULO 4.© LA INTEGRAL SOBRE-LOS ARCOS MAYORES - .29

la cohbtruccién de los arcos mayores. en. la’seccién:3.2.1 (lel dapx’tulo -3, de.
hecho la necesidad de tomar 1 < q=< IOJ“(N) en dicha consnuccnon queda
justificada por este teorema.- Por lo anterior, ' la. pumm rest;ucuon que  le
pondlcmos au,es que sca e%uctamcntc maym quc uno.

Lema 413 Sean.

< q < log“(N) yu>1
un nimero real :

donde 1y @:s0

Dcmostraézon Del:le

de donde 7 Sf—:ﬁ%

!Basta aplicar’la funcién lbgaiigln “ambos laﬂo@dfe” 1a ecuacién 2/992(9) ‘= q




30 ' SOBRE LA' CONJETURA'IMPAR DE GOLDBACH

Por opro‘ladd, del toorema:2.7.3 tenemos

L2mim e
4

2rime
2minne 2

E : Gme—-

(’".fl)"l
domlv 1.1 suma mvolucxada en esta ultima 1g1ml(l'1d es la suma dc Rmn.mu_]an

cy(a) de Ta seceidn 2. 2 del capitulo 2 y el resultado se signe del lema 2.‘2 5. ¢ Dkk

Hasta el momcuto tcnemos que SN( = g% fz ngﬁ salvo tér mmos O (qz\’c"" Vier

v O(log(q)) Dn el lema 4.1.6 vcrcmos que estos términos pucdcn scr rcem-_

c2(u) estrictamente menor que ¢;. Tenemos ol mgumnto resulr.dclo‘pxe\ io
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y luu.cmos @ = (' — c") A /log(N‘ ‘con

o

La(la que (.ste lcma vayd

o (st.amos t.om.mdo mm. Constdnl.c posn.lvn < ! sc;_.,lm se

- Lema 4 1. 6. Se(m ((1 q) =lcwno0<a < q = l 1
Sea c‘ como en cl lema 4.1.3, entonces

ay _ p{q) dy %
S”(E)‘¢(q) A zom) O‘N

donde 0 < ¢3 < ¢y.

Demostracion..
con ()<(2<(, .

IOJ(N) obtcnemos ‘
T \/lag(N) L

cli_t,onccs : [ .

log(q) + <+ log(log™(N)) = ulog(log(N))’

L S Cu‘,\re—c:\/an(N Cl}\re—cg‘/log(N),

donde C' depende de . 277 i - [ ]



20 SOBRE LA CONJETURA IMPAR DE GOLDBACH

El'lema 4.1.6 nos proporciona una estimacién de la suma trigonométrica
Sn{0) on fracciones 0 = “con (a,q) =1, 1<a<g—1y1<=<qc<log“(N).
Sin embargo, como el titulo de esta seccidn lo dice, estamos interesados en
estimar Sy (0) en los arcos mayores 9¢; es deciren 0 = §+ /5 con |8] < Il’%ﬂ
Esto no significa que ¢l trabajo anterior haya sido en vano como veremos en
el siguiente: '

Lema 4.1.7. Sean (a,q) =1.con 0 <a < g—1yl1<gx< log (N) Sea [3
un nidmero real tal -que |ﬁ| < log" (v y ce como en el lema 4 1 6‘ entoncc.s

5

.i<n<N lOJ (11)

21rlnﬂ

+O(Ne";‘3\/“l”(N iy,

‘por'lo tanto

bajo previo al cst;lmal la suma: SN(O) en 0 —; 2 Slh embargo, antes de

utilizar ¢l lcma 4:1.6 para. estlmar la suma anteuor debemos venﬁcar que |

q < log*(n), puesen la hipétesis de dicho lema teniamos q < log*(N).

Si n es tal que \/ﬁ <n < N, podemos obtener facilmente la desigualdad
log*(N) < 2*log*(n) < 2%log*(N) y como por hipétesis ¢ < log*(V), se sig\ie
que g < 2“lo_1"(n) En consecuencia si N es suficientemente grande y v’ > u
sc¢ clene

L e log” (n
2 < Log “FW((”))’
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donde’ REEN ‘
- /L(q) ( /n[ez"'"ﬁ._ ezm'(n+1)ﬂ] d,),' /"562"""”(1—}"
#(q) 2gnsi—17? log(7) 2 log(7)
52 _ Z O(nc : :/loy(")) [621rinB _ e21ri(n+l)ﬂ]
28n<N—1 ’ i
+ 0(1\' —czy/lo_;(l\' )c2n’xNB
S puede reescribirse como S, =/§‘3’))- (A -+ B + C) N dondc )
n 21nnﬂ
C L 2gnsN- Y 2 00(7)
. < 21rt(n+ 1)ﬂ
B = - z/ kel
. 2’51&51\‘/'—-1 F2 0g(7)
i : /1\ emiNBy ‘ c
oo sind2 109(7) )
Haciendo m = n + 1 en B t.cnemos |
' : M(fl) By
log(v)
,ng(,’), tencmos
1 '_‘;""il , | ('7—n) _ oy =n)l 1
log(m). “log(m)! "I -&log*(&)| - &log?(£) ~ flogz(f)
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I

donde n =1 < v<&<mn, ({ﬁtéxnc¢é‘

*ody 1 ’
<
A 1 log('r)

Anlog?(n) )

(londc |E| < C Zn_3 m y por “el lcmd

‘ de Sz como n < 1\’

(s

n<N

ltlmo combmando 'mbos casos obtenemos

+‘O(N —ca\/log(N )

donde, 0 < c3 < cz 2 Por

L ‘21nnﬁ

: u(q) N
S”( A = " #0) 3;%,;, Togm)

2Ver lema 4.14. .
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Lema 4.1.8. 5i 0 e'DJt,“ér'z’té'n'ces

SO = SATIOD

) u R
donde < L’:.'J_(ﬂl ycs es una conslant(' pasztwa'

Demoetr(u,wn Dado qu(_ 0 €m podcmos cscrlbn a _—}-ﬁ ddnde (a,q) =1,
0<a<q-1q=<log®(N)y B esun lnuncxo re.\l aI, que |8 < !2'{%(#2‘,
entorces del lema 4. 1. 7 tenemos” o RN S

21rinﬂ

su(0) = (42 3~ O(Né“'

#(a) 2z Togn).

D(:&.dnoll.m(lo cl binomio obtenemos

SI{'(()) — 1:(q) Z ) + 0(1\73 —c:u/lnq(N ) + Sl +Sz,

\/Iﬂl[(N))

zrrmﬂ

B(q) 2= log(m)

dmndc : .
;S - 3/;2((1) (Z zrrt'lﬁ) O(l\,c—-rg,/lm,(N ) — O(N'l —L_n/lo_)(N )
: #2(q) \ 4 log(n)
n=3
_ 3n(a) 2mins 2 o \/,,,TN— [ e
S = 0 (§10J(n)) (Nremsm Vit ~O(’Y v 7).

pues [STN ST < CN y —‘—(‘—’2 <C. Pox lo Lax 0,

n=3 log(n)

21rmﬂ

/1((1)
Sn(0) = ¢(q) _OJ(n)

) + O(N"‘ ‘-C'\/'Tﬂ(""_)

Lema 4.1.9. Sea 8 un nu’mero rcal' tal que |Bl < '%, entonces:

21r1nﬁ

Zlog(n : O(IB]")



o
'262"’“‘"‘3 :
n=xl b ;
OUBI™) ot ,(N) +0(/ |/3|~‘d@j‘(t>)
o181, v

1l

4.2 La Integral Sobre 9t(a, q)

Como mencionamos al comienzo de la seccion an'l,uioi',‘ cada nimero real

0 € 9 esti contenido en algiin intervalo Dﬁ(a, q), dondc 0 = e B8 v |8l <
I'J’T\s—l, de tal forma que - :
;= / -?'"N”s (0);/0 (4.4)
M(a,q) :
— C‘—%"!A H S c‘?’[‘"‘,’S'N(. (45)

lema 4 1 8 1

loE N 1'

Jo= rewn & !

entonces - -

J = gsé" ), T(N)+O ((1"3(1

donde 0 <'¢, <cy R

TNy = S .
+¥_~ tog(n.)toJ(nz)log(m)
2<n),n2,n3<N
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Demostracién. Del lema 4.1.8 tenemos que

1= [ [(i;éi’,i Z <>) O g

Sca

n=2

ft ﬁe-“'”(;ﬁz;zf:;;:g)

"Dado que log*(N) = O(N) entonces "—""(ﬂ’ <77‘.‘ \bara JV-shﬁciexltcxnexltc
grande; .151 h.\ucndo uso del lema 4 1.9 tcn(,mos R R Y i

— 2 —27r1/\'ﬁ /“((l) 2”'"ﬂ
= /_ ¢ ( Z log(r))

By
BN

(g )

obtencemos

- ,N2

gy = .% —-21r1Nﬁ /L(Q)
! ‘ 10J2"(N)

¢(q)

Ni=

n=2

r,g /)

. Por otro ladosi-

H = % '—27r1Nﬁ It((l) ‘c2"mﬁ)
¢((1) n=2 OJ(n) '3

ul-
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tenemos
3
H o= /t.’(r/)
» - 4°(q) o
‘/lf’((]) ; ”  (,27n(1l|+1n+n:;){3
B ) —, Lt lOJ(”l)lofl("z)lOJ('ls)
= 2112 =2 na= 2
H'l((l) "N 21nﬁ(n(+ng+u|—N)
M) Sy e IOJ(nn)IOJ("z)le(nz)
= /1,3(([) N ‘ 1 ’mB(n,-&-nz-{-nJ N)(lﬁ
&*(a) ,,, ooy loq("n)lOJ(nz)lor/(m) -1 v
_ 1£(9) : 1
F@) 2, logtanlog (na)log ()
3
#2(q)
= , T(N).
)

Por lo tanto : Lo
N2

. 3
g = " (fl)T( N) +O((I—3(I—z)

3 (q) log"
Si gty G e
Jp = e—21riNﬂO(NSe—pa,‘/_rlp_g(N))rdB o
~log¥ (N) - f, o
cntonces :

5 = o(L () Ne- -a\/m)
o(n7e “““‘/"’JTIOJ"(A’))
= O(Nzc""" \/“’JT) ,
donde 0 < ¢4 < ¢3. Por lo tanto J = J; + Ja, esto es” ’
o= Its(q)T(l\') + O(f/'s"“)—L——) + o(\r2 —m\/loaT)

&*(q) log?s(IN)
_ lla(‘l) —3(1=¢) N2 -¢:.n/lo (N
= ¢3(q)T(N) + O(q 30 Tog?e (W) + N2 9 )

como queriamos probar. . o v . ," : : O
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4.3 La parte .princiﬁél “M(N)

Vale la pena detcnemos un cstc punto ‘y-hacer una br eve rescna d(, lo quc,
hemos log,mdo hasta estc moment.o En: el capltulo 3 obt;uvun g
cquivalencia pala el nun“

310 (lc rcprcsentacnonc'; (Ie un ‘na
de tres primos:: S : ;

para (Iespues couslderar Id mtcgl d] sobre: ld
Del lcmd. 4

Lc em S ]a sxyne te lela 10

¢’( ) [onu(Ar)

I='c-—£7nN" /I (Q)T( \7) +O({I g 1\’

la_q"(N) q=1

) ,"f = ‘ N —2:n'N% " (‘1)
o - z z , (¢s<,,> <.N>)
. a,q)=1 | -

log“(N) q-—1

: . Nz '
A 7 — —21r1N —3(1 () r2 —C4 log(N)
Ay (N) S 3 e O(q ———_1092" ™) 4 NZeme/ Mm).

q=1 a=1
(a,q)=1
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4.4 Estimacién de ]\/[ (N )

Lo
En esta seccién abordaremos el. ploblema dc c';t;xm;n las sunias 1\[1(1\') y

M2(N). Esto nos conducxr.\ de ma.nera. ndtulal a; obtener una buena esti-
,macién de la mtegral 4. 3 en la’ que esta.mos inter

os:

4.4. 1 EStll’l’laClO

El lema-

A S i - ‘:.,j’ 2 s Cl Sl
!\’/2(1\") = O( Z : gm 4 ¢,(q)1\72 —ca \/an(l\))

- lo_,(N) . N2 i i .“' B
- o8 i e ‘N)N‘ )

- 7, e N2
=O<Zq_% - N +N2e_c5,/lag(N)'

pr log?»(N)
— Nz 2 —cs\/log(N 7,
= 0 Tog2 (NY + Ne -
- lof"(zv))
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RCOS MAYORES . 41
4.4. 3 Estlmacmn de Ml(N)

La. suma J\[1 (N) puede rcescnbusc como

Ml(jv')‘= A(NYT(N), _ con A(Af)

. log (N) 3 o
AT 12(q) e
b (a2 o >¢s<q> o

donde ¢q(N) es la suma de Ramanu.]an d(_ﬁmda c a sccmon 2 2 dcl capltulo
3. En los lemnas 4.4.4 y 4 4.5 est.unaremos T(JV) y*A(N) rcspcctwamcntc

1 erthrzce.s ezisten

“log3 (V)
Demoslmcio’n. Tén‘cmok .la’siguiente, relacién

T(N) =

, + 0(T'(V)),
‘/__<m'"2'n3<N lo_](nl)log(ng)log(n;,) ( )
N-1u+nz+u; e

donde

e e ’. . . L

T'(N)—— T T :

n]<\/7\;" 2<n-,n1<l\' log(nl)log(nz)lOQ(ns)
N..u|+nz+u;; RN

T'(N) se pue(le est.nuzu como bxgue

T’(N), <.c S
. <VN, 2<ug,ua<N\
f =1n+u2+n;, co

"

m=l

Por otro lado, si VN 5 n_, 55 N,. para j° 1"'2;3, ~'c}nt‘9‘n_cévs log~'(nj) <
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log='(v'N) y cni-consecuencia’* . -

' SER RS » S log_,;( /"I\T-’)
Z vl log( : T .
VN<ninana<N 0!](11-1)10_([(712) 0‘.(1[(”3) ) . L VN Enyyiz nasN
N—1u+ +: LR T X g N=vn+u2+1u

zog-'(\/A_r) Z o,

‘nytnstna=N

I/\»‘

‘donde

= NT + O(N) = O(N?). (4.7)

mi+na+na=N 2

Por 16 tanto
J‘(J\T

Como log“(\/j\’) < \/N p su Y : tenemos

con lo cual

Por otro lado, ya que

T(N)_g a

: 2<1||.nz,ns<N
U nitnatna =N

(4.8)

2<u|.ug,n3<l\'
u|+112+7|3—1\'
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pero:

N N—n.

TII(N) — Z Z

n|—2 11;—2_

Z--(N_,;l_lj = u :

o=

Por lo dntcrlox se. tlem. que o

[”(N) ER

lzm. _—l e
" N-roa N2 2’

de tal modo, que para Lodo ¢ > 0 existe A tal que para (.u.llqmel 1\/ > M
tenemos

TII(N) l < X
) e N2 20 ;
‘Por lo tant
or Q anto S T”(N) g
—e :<: N2 —‘— <":E,

yeoen consecuencia

Lema 4.4.5.

donde

’qS(Kr) =H (1%

N :



‘CONJETURA IMPAR DE GOLDBACH

B(N) + Oliog™ ' —I(N).

Por otro: lddo, (,omo i, ¢y la suma de Rr\manu]a

Ca> ﬂsou I'uncmncs. X

multn)lwduvas de q, se: ‘tiene que la’ funcién aritmdética: G(q) = 5 ,(q()N cs‘

mult.lpllcamva & (.onvergc absolutamente puesto que TR
R I/t(q)cq(f\/)| 1

: #3(0) 7 S A et

En LOIlSLCllCX]Cld d(,l lema A.3.7 & tiene una rcprcscntacién_éomo f)rdclllcto

de Euler como sigue: ‘ i ’

(V) H (1 + Z “(’;3‘(:;‘()”)

I6-55)

Esta idltima u,lmld.\(l se (.umplc pucsto que p,(p ) =0 para‘i > 2.
Para finalizar, observemos que

p-—l Sxpl]\’
(V) =, g
eIV { —1 sxpr

de tal forma que

0(1\’) = H (1 +

PN

({’

1)3) H'(l - (7,_—1)2)

plN
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Lema 4.4. 6. Sea Q’) cotno’en’ el lema’anterior,” entonces:

1. 8% N es par Qi(xV

2. 'Si N (’s'zmpar Qi(N) > 1000

Demustraczon “Si N es par, cntonces 2 esta. en la. dcscomposxclon en fact.ores
primos de "N y1l-— (2_]), =0, por lo tanto” QS(N) 0. Sl por cl contrano N
¢s impar, entonces 21 N y en consecuencm I

H(lf

L pIN

Por otro lado, yaque 0 < 1— 1)2 <71 par

o %> 27 tenemos

2<p<oo

(londo e
S - ‘T:N
"I:-[2 ( (11)2) All—?cl»o];[

por lo tanto si »N es unb’af:

l‘malment(, como consecuenc

; mmedlatade I_Qs lemas 4.4.2; 4.4.4, 4435 vy -
4.4.6 pod(.moa esmmar x\/[(N) G
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Teorema 4.4.7.  Séa’

Demostracion. En la sec

T(N) .

z<n tyray <
nl +um+n;|—N

.4(N) - ="
De-este modo. L \/"l :
G aad B )
)+ gy )-

. Porun ld(lo tcnemoq |4(l\’) = Q)(N)l < Cl()q“"("")(l\’) de tal manera que
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.A\hora, por ot lado tcncmos IAI(N) - T(JV) AN)] < Cztoﬁn(,\') y en conse-
cuencia IT(I\')A(JV)[ - Iz\'l(]\’)[ < Cof lng“'(N) de tal manera que i

N? N?

7
(el o) = Coppmyy S 1MW)

Por lo t'mto, siw>32 y N es suficientemente grande tenemos

AI2

IIU(N)I = C;m,—)



Capitulo 5

La Integral Sobre los Arcos

Menores

El resultado principal de este capitulo tiene que ver esencialmente con el

método de sumas exponenciales de 1. M. Vmo;,rddov [6]. La mt,cgrdl

IE(N)] <

Por lo mnto dcl teoxem'l 2 ‘

E(N) =

.suplSN(U)I / ISN(G)

Vdo

- ’"N”sd (0)(10

/

puede ser acotada (.uvmlment.e (.omo snbn(.

sup|SN(0)| Z / .)7:-1(1“—]):)0{10

m .pz<N

r)]_,l'|<N

Slt])lSN(O)i{ Z / 21rl(m—ﬂ.:)0do+ Z -

su])|SN(0)|{7r(N) + 0}

E(N) = o(

c nemos )

suplSN(O)I
oe

m#Ep2EN

Io (N))

%

e e
/ 2 ilm f'll:l:)?‘de}
[¢] i L ;
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Si logramos probar que S1LI)ISN(0)| = O(W%) tendriamos que
T Sl e oem * .

N2

|7'(,N) —M(N)| < Cm=

por, lo tanto |1\1(N)| |7 (1\’)[ < C_‘TV_ ¥en consecucncia del temcmd 4.4.7,

tcndnamos e

°(N) C' N2 ‘ L , )
TR loq‘(l\’)

tog" (/\i

stetr (lo& (,ntcxos ])()'ﬂltl\()‘; (l. y.q Ld]cs que

o J"(N)

: 0__|
I gl T qN

donde ‘esta-iltima desigualdad ])ilc(lc ser recmp_lazadapor o

A‘:.lr

A que g 5 R En conbecucn Veualquicr 0 € m sé puede escribir como
mg'TA" [Let = se b :

Lema 5. 1 1 Sca
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con. (a,vq)i="1:."‘Séa’n’ : yq
g¥l, igHg sip

reales, de tal forma qu

V'A'-",\ - ‘111.(1.7 (/)(z)‘i

entonces para: U:>
Demostrucidn. Haciendo

con i (2') ——(LJ+1/J(q+z
real B tal que o

Cpara 2 = 0,1,...,4¢

donde H(2') es un (‘m(-xo ¥ «/;2(2”) = I3| + ((/n(z

,B) dc Lal modo que
restando [3] de l.l ccuacion (a 3) Lencmos ER ‘ :

o Bl < ¢2(z") < B, +,\ L (54)

En consecuencia‘: -

ll‘l’(Z)ll

Sig< A+3el 1csullado se 51guc i‘r‘ialmehbtc:pxje:skt;okml'e;

gty L : : R
z( 2”(1)(2)”) <.
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- Por lo tanto podemos suponer que A < ¢ — 3. Los: \uilores de z” sonrd.lgunoq
o todos los miimeros 0,1,...,¢— 1. Sea ¢ = [Br+ + N 1 Yaque g > A+ 3
tencmos que 0 < g < q y dclcnmﬁ de la Lcuauon 5. 4

0 < 142(2") :f<‘(q ‘

para los cuales -~

para cada valor de z”. Para los valores de

Entonces

2 +w2(é")

II‘I’(Z)II

s

A
donde (ver ccunclion 5.5)

o e <y,
1 _7'" q_ (10 o z” B z" +¢2(Zﬂ) > _1[

v cada v.\lor dc zl (z) sc repxtc a lo ma.s para (loc v.xlores dc z Finalmenfe 3

tomainos -

2 ”“”((U 2||«p(z)||) 52,,‘2‘;; z

22"(2)<g—q0",

5 (qt"a (@)

y ¢l resultado se'sigue inmediatamente.
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‘Lema 5.1:20 Sean 2°<q’

Si

: B <:<w.,"'—.—
enlonces

5= o(taJ(W)(u +(1+—-—))

Dcmo.stmcmn valdnnos la suma S (_omo su:,uc

donde (jo—- )q < Wy < (]o+ )q P.\ra los \’:.l]Ol‘CS (l(, z cn c] primer sumando,

sea 2 ¢l minimo xcsx(luo no n(,gal.xvo (l(_ az modulo q Ya que .

tenernos .

entonces

donde
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Por otro lado, los demds suummlos los; pod(-mos cst;xuuu lmucndo uso, (lol
lema 5.1.1. Cada una dc cstas sumas os dLl LlpO (.onsl(lu'xdo ahi, con A =1,
Y(z) = q, (ze) y U = ]__1_: donde’ = 1 "2 Foe Pox lu canto cada una de

cstas sumas no excede glog(q) + '_,_1.“1—),7 En con%cuuum

((IlOJ(‘I)"*‘nZ:; ( og

S =

: 4V
Ya)log(aq) =+ —I

H" 1))

Lema 5 1. 3. Sean Ul, Uz J V L1es‘ suce.szoncs de nidmeros naturales Sea .
S 1<U<N :rU<U.'_AU

(Ion(lﬂ l\ c.s.una con.slantc mm/(n que 1. S(_a 0 E IR ‘tal que
0 =% + q%

Sea también la suma . e T

S = Z z';é,ir.u?; v 7(1\’ 2‘2) g

A U<1|<U’ u<1\

1<g< N, (a,q)—l Yy lel<1

donde v € V, las n son de la for1na n= u1u2 con 111 G U1 _/ uz € U, y cada
n se cuenta dependiendo del nifrero (lc veces quc n =) 1. E'utance.s

S= O(Nzof(zv)( + = N + —-‘+ N) )
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-~ Demostracion. De:la desigualdad ‘de. Cauchy-Schiwaiz- teneémos:

donde

Es claro que 0 <

S‘..‘

Z‘ Z Z 21rnx(u—b' )0) : ‘
ERnEN ‘<U;”<Tr .,I<D- Lo
UIOJJ(U) > S 25"‘("—0 w)

: "<U' v'<.‘r‘7’. U<n<U'

u‘ ‘

Del lema 2.5.4 tenemos

2min(v—v')0 . in. — R
cTTI=O (" Ciie e,.:t:f)o,|l)>

U<n<t*

Por 1o tanto

st = O(Uloa 05 5 o

|l<-,7- u'<—l7

Fijemos dhOl’d vy sumemos sobr
cn bloqm.s de long,lt.u(l q Dc esta oxma obt(,ndxemos .\ lo mas

g pam esLo dxvnclmlos el mtervalo [1

v la suma sobre (,ddd uno dc cst;o< bloques s del mpo que con51demrnos en
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el lema 5.1.1, por’lo tanto:

8¢ = )

o) (Nl()J (N) (u + (,IOJ(q) + 1

’ ,XM)‘)
b, = O(I\ﬂla'} (l\,)(z\’ + + U))

]

Los lemas que hemos presentado anteriormente han dejado listo el camino
para abordar el problema principal de este capitulo: probar que para 8 € m,
Sn(0) = O(,—;{J—%) Recordemos que Sy(0) = 3, o n €217,

Lema 5.1.4. Sea Py = T[] p, entonces
pSVN

N

Sn(0) =O(VN) + S it
E (n.l"l‘;;)=l

Demostracién. Tenemos

SN(()) = ) Z zrnpll+ Z ?xlnﬂ '

ToEpEVvN G L VNSpEN
SR i S

(VIV): i,nién‘trasv que’

Clarament¢.tenemos . que 'Sy

N

‘ G ."' N o
. S, i - Z o O(‘ / \r) + Z efzm'pﬂ’
S (Z"P‘f——)t' t : RO )— '

¥ esta misma 1clacx0n se cump]e para SN(G) (le manera trwml B I |
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Comeo consccuencia duecta (le estc T ultado 'y del lema 2,2.4 podemos rec-
scribir Sy (0) como sigue: e ‘ -
Sea n = md, entonces:

§ : ’«~c21r_irud0.
AI<1u<l\I' i
. l<m<~

Ncccbxtamos cst,nnar cntom,cs S(x\l) y p:ua CbLO consldermcmos los si-
gulcntes (los casos B

1. Cuando J‘I > ez\/l"J(N) o )
. Cuando 1\[ < ez \/l"J(N)

5.1.5 - Caso 1

Como Yeremos a continuacién, este caso qucdaf.i resuelto utilizando el lema
= N Vo = N
5.1.6y apllco.ndo los resu]hdos dcl Icma 5 1 .2, _cont ! N Y;H. = T

’ Lema 5.1.6. Sca

e G 21(:‘)?::10‘
; E . R
I\l<1n<l\l’
1<m<—r

s S é.a,m,.})

enlonces
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N
§ 62""",",'”] e
m=1 ’, :

‘ras de. manera’ trivial

l('ma 2 4 obtemcn(lo

> 5, entonces

Demostracién: Teniamos que

:i’SNj(k(_)»)

Del lema 5;17,.67 po"(lvemdys"

N1
“L{F’ ||(1o“})'
Haciendo W = N ¥y Wy = L’ & < —&7‘,‘%) en el lema 5.1.2, o‘b’tc‘uen.]os :

sA,(o)-O(\/_HO(loa (™) (e = ))

lm](N

5“'("),;10(‘”7 )+ 0(legn3

d=’l'
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Como log (J\’) < q =< EW)" Lcn(’:mos'_,,;: e T
S =:.1O(‘/A_’) +0 (1o @) (cz\/lagm * i ‘N) ) .
| = O(\/A_,) + O (1\”09 (IV)'( \/lay(N) )OJ'}(JV) lo_/u(N) ))
, f%‘;:i .0(\/1??) ¥o (Nlo g*(N) (c“/llmlw) loq"(]\’)))

Por lo Lanto stu = o, tcnemos

s,_\,(o) = O(VN)+ o(

© (lOJl‘\(/N))

lo( ’(N))

5.1.8 ... Caso 2

Si M < e¥V(M) cousideraremos mievamente dos ‘casos. El primero de
cllos ‘es considerar los divisores d tales que todos sus factores primos son
menores o igunales que eV de aqui en adelante les llamaremos divisores
malos. El segundo caso serd considerar los divisores d tales que al menos
uno de sus factores primos es estrictamente mayor que eV!%V) Estos serdn
llamados divisores bucnos.

Dlvxsores malos
Haciendo uso del tcorema 2.7:4 a (.ontmuauon veremos que en: realidad no
tenemos demasiados dxvnsorcs ma.los :
Lema 5.1.9. Sea S LT e o
e Sl(M) S : u(d) > e,
. o AL e M AN
dll’




. Por lo tanto

6O
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donde el subindice 1-indica que:la-sum

-extiende sobre losdivisores nialos.” -
Entonces o '

D, con ¢

cl:teorema -

Tog(lag (Vg (N )))

\/W)+o( " 10g(/TagTNY) ) }

tog (3 ) Vo5 @)
, j\/lfu(N) 2z ;
En: conqecuencm (Iada C, una onst;ant,e poqlmva cudlqmem ‘existe N suﬁ— .
cientemente g,ran(le tal que - v

[J(Q') loJ<zOJ(W ) > - Vo () tg(zog(\/toa( )>

: V
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Por otro lado, sea S
- ‘ Log(/Tog(NY)
Fy l()(/(\/loq( ) +O(
3 : lOJ(loJ(\/lag(N)))

Para N suﬁ(.lultcmcm.c gmnd@tcnemos" i

pa by ,— Ca- IOJ(\/lOJ( )
< l()q(\/lo_](N )+C210J(\/10J( )
<, C';;la_q(\/log( )

donde Cy y C‘ son (oxmtantcs posntlvas Tomando C; > Cy t(_ncmos ’

Ii’(—— 1[2) = O(Ar-c \/I_ZUV_HcaloJ(\/E;(Tv-))

AT “\ar
—CaJlog(N)
. . O(z\! )
donde C.1.= Cs—=0C Como M' = O(M) tenemos quc

Si(M) = O(z\[———e Wiea®)) = O(1\’e"c"\/l‘"’(N )

y como teniamos O(log(N)) intervalos de la form'1 Mi<m: < M’ tenemos
‘que’la contribucién de los divisores malos ‘ala sum

ST S

M <ed VIRTRD

O(lo_;(N)Ne

O(Ne'c5\/“’-”(”) oo (Cs > Cy)

Divisores buenos
Sdélo nos resta (:ousidcmr la stimw =

S(M) - sl(n/) = Z Z ,L(d)ez'""u"' (5.6)

Ivl<m<1\l’ d< & N
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1
cuando A < eV '"J(‘\) By (I s c\LlcndL qobu_ los (h\’lsmcg (lc -P.que tienen al
: /—'—‘,
1ayor ¢ uc'e ‘""(“ I’odunos reescribir

esta suma. (.OHlO sngue B - e

ZSL(AI) —-Zs ()i - donde

HICNOS in fucl;or prlmo estrict ‘nem:(,‘

B S,'L(A[ )= midms

: l\'l<rnSAI’ ,15%‘

En Sip(A) d es un divisor de P qué tiene exactamente k factores primos

estrictamente mayores que. eVien(™) o ademis j(d) = 1. SE(M) se define
andlogamente para cuando pu(d) = —1. El indice & recorre los naturales

1,2, 3,... hasta alcanzar un valor O(log(V)), pues cualquier ninero que no

exceda a N ticne a lo mis O(log(V)) factores primos. Dado que Sip(AL) 'y
SE(M) se pu(_(lcn estimar de la misma manera, sélo cousldcralelrlos Sk(x\l)

nan= 3 3 z,,_m,,,,..a -

M<m<Ar P &

Sea

log(N')

donde p recorre los niimeros primos tales que ¢V dap< < \/N v t rcconc\
los divisores de P tales que u(f) = =1y quetienen- C\a(,tdmente ki=:1.

factores primos cstrictamente mayores que eV 9N, Los valores pt para loc

que (p,t) = 1 son los valores de d que pucde tomar la suma Sk(W[) y cada
uno de estos valores aparecen £ veces en . la suma T (consxdere cada uno
de los k factores primos de ¢ que son mayores que eV°?M). Entonces el

niimero de términos en 7 para los cuales (p,t) > 1 cs trivialmente
N ' N
M - - = M =0 —=—):
O( Z Z 1) o < Z 1\/[7)2 ) B ,(c‘ /log(N) )
p>eVTosid) p2ug iy 7. VIE(®) . )
En consccuencia

= LTUM) + O(Ne Vo™ : (5.7)
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Para estimar Tk (M) dividiremos el intervalo e V%" < p < /N en O(log(V))

L bloqués de'la forma Q < p < Q’, donde Q < QR = 0O(Q). Sea T (M,Q) la

parte de la suma T (M) correspondiente a tal intervalo dc pr]mos Tencmos
-el s1gu1ente.

L Le_lna 5.1.10. Sea

Ty (M, Q)_ Z . Z » Z e2mimpto, .

M<mSM! Q<p<Q' mpL<N

Enitonces ) e | B
Th(M, Q)= O(Nlog (N)( +-L ) ;\f_zogw ))
Demostracidn. El result;ado se sigue si aphcamos cl lcma. 5.1.3.con 17. = mp
yu= t donde ¢ esta restrmgldo a los lelSOleb de PP tales que n(t) = —1 y

tienen exactamente k=1 hctores primos estrlctamcnt.c mayores que eV '??(N).
La U cnel lema 5.1.3 corresponde aqui a AMQ; tenemos - : :

R M N

pero c\/"’J( )< Q < VN entonces
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Apéndice A

Miscelanea

A.1 Congruencias

Si m y n son dos enteros positivos que satisfacen, (m,n) ='1 y x es tal
que x = m(modn), entonces . (zz,n) =1 y por lo tanto hay ¢(n) clases de
cquivalencia médulo n tales que cada representante y 1 son primos relativos.

Definicién A.1.1. Cualquier conjunto formado por &(n) residuos médulo n
que son primos relativos a iz, cada uno de distinta clase. es llamado sistema
completo de residuos primos a n.

Lema A.1.2. Suponga que m,,Ma,..., M) €5 un sistemae comnpleto de resi-
duos primos.a n. Yy que my,mh, ..., Myur) es un sistemna completo de residuos
primos e n' donde (n,n') = 1. Entonces min + myn' coni =1,2,...,¢(n')

yi=1,2,...,0(n) es un sisterna completo de residuos primos a nn'.

Dermostracién. Tnvmlmcnte podemos observar que hay (n)¢(n’) nimeros
de la forma mjn + myn'.-Por otro lado, si

min -+ m,,n mkn + nl,n’(mod nn ) )

=> mn+m,

mkn “+myn (mod n)

= oomgn' =l (modn)
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= ‘ : 3n,j . ;mlr('/'u.o,d Ok

“y'andlogamente;
iy s

Alloxa si-(min+m;n’,n'n) > 1 pma '11gun
de tal forma que pln ny pl(min+m;n’). Como (n n) = 1, entonccs P (hv1de
tnicamente a 7' 6 a n. Si p|n’ se tiene que ppnin y por lo tanto plrn lo

no puede ser pues (mf,7')'= 1. De manera andloga si suponcmo !
llegamos a una contradiccién. Por lo tanto los ¢(n)@(n') niimeros forman un
sistema completo de residuos primos a nn'. eoa

A.2 Series, Sumas e Integrales

Lema A.2.1. Sea 0 < a < 1, entonces

o
Z=: 1—a

Demostracion. Tenemos la siguientes relaciones: . ...

l—a" = (1—(L)(1+(L+(l +
1—am: ~ :
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Demostracion. Del hecho dé que una seri¢ de niimeros reales positivos con-
verge, si y solo si sus sumas parciales forman una sucesién acotada, serd
suficiente considerar las si:_cesiones de sumas parciales correspondientes.

Sean s, =a;+az+-“-+an y tx=ai+2as+---+ 2Fam.
Para n < 2k,
Sn < a1+ (a2 +Fa3) A (Agk A agrra_y)
< a1 + 2&2 + + 2k0.2k = tr.

Por lo t:a.nLo S < tk ) ’

Por otro lado Sl n > ok

i (aé.,_m e

+ aqx)

S L converge.

n=1nv

Demostracion. Del:lema.’

sélo si la'serie 3 oo ;2" 2.1" .

aritméticas. Sea U(t) = Z"<l u(n) En nc s:’ :

1. Sia ybson enteros no negatzvos tales que a < b entonces

b b-=1

> u(n)f(n) = U) £ (b)— U(a)f(a+1)- ) U(n)(f(n+1) ”f(n))

n=a+1 n=a+1
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-3 S5tz k_/ J son_numeros, reales < myges

una funczon de clas C

. "”y(nSa}:_” )

Dermnostracion.

c b =
D un)f(

n=a+41""

Por lo tanto, ¢on

Sean a = [y]

Z u(n)J(’

J<7|<:r

( )J(a+,,1> - Z U(n)(g<n+1)—g<v

u=a+1

: A
Z / v (t)g (t)at

U0 = Ulpala 1)
R ’ n=a+1
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I

U(=)9(x) — U)g(y) = U )(gm - J(b))
L UG+ o) f U (r)dt

U(z)J(r) U(J)J(J) -

Z: (L(n)y(n) - g

nLr o

.k e k
/‘[t]f,'(t)dt.,_
/. o L u—vn-H y<n<z: ¢

= I»f(/») - mf( ,
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Por lo tanto .

Z f(n)

_/<u<.r

It

o /L[l]f’(t) 1 k]

(A.2)

cl msult.\do»de‘scado
Lema A 2 7. 5'1 '1‘> V1 Ieneﬁos* :
1. Z"<T ¥ = lO(/(.’L) +C+O( ) . SRR v
2. Sia>0, Zus;: ne = ,’::; + O('r")
Demostracidn. 1. VUL:ily_izarx‘,nos:klva févrmul;'} para su_‘l’_niavr’dé_‘Eivxrli’zr :‘-;0“;‘ka("') =

1 y obtenemos

Zl;

ngs

) -~ mf('”) (AL
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De QSt'zx' 111';_yxi£51ja tenenios:

Z,l, 10J(x)+1—_/lg —

u<.c

E to pxuc‘ba (_I msultaclo (_on

2. ULi}ii:imdSiuhh vez Zign
para obl.(:ner" ; L SR o R S L
3w = [T f"df+a/ ’"_‘(t—[tl)df+~1—( = mn
ongr i 1 . e P 5 .
'Bu“ 1 + 0|« / o=t II +0(L")
= - 44
a1 a-+1 Jh ¢
1
= Z + Oz
o+ 1
O

A.3 Productos Infinitos

Definicién A.3.1. Sea {a,}n,en una sucesion de mimeros complejos. -El
_endsimo producto pareial de esta sucesion es el mimero

Pn = alaz ey = I I [T
. et

Si la sucesion de productos parcmles converge a algun hmn;c a 75 0 cuando

‘m—» 00 decimos quc el ])lOdllCLO mfmxl.o Hk_, ax con\eu:,c y

Diremos que e] producto 1nﬁmto dlve‘gc si el limite de |(1 succsnon dc procluc—
tos parciales no existe o ¢s cero., En este tiltimo caso (hr(,mos que el producto :
infinito diverge a céro! :
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oo =1

m P — 1. Pox lo t.amo
r

_.1(1 + a;_) alque a, =0,

Demostra(,w i Sean-b,. = Zk_, ar Y Pn=

las® su(.csnoncs {.s,,} y: {p,,} son monotou.\s clccxcntcs ¥ p,. > .1 para toda n.
: Dd(]o quc i : : : R T

l+z <e™
para z € R*, tenemos

0< Z(lk < H(l +uk)

L...l

n
I I LT e(1|'+n,+...+a"

I/\

y por lo tanto

n

) Pu=TI0 + laxh.

k=1




LA PRODUCTOS iNFINiTOS S : R SR

Siel produu,o 1n(1mt,o (.onvmge absolutamentc em.onccs ‘la'sucesion de pro-

ductos parciales: {Pn} ‘converge.y: por 16 t,ant.o ‘la-serie 2"_2(1% - P,._l)
converge, pucsto qu(, . . : :

i

L—l) = Z F‘u—llanl,

o=l : B A n=2

donde 1 < P,y < lim P\ =P ayml'qt.oyda n.'z 2.

Por lo tanto

tenemos que la seric

converge 'y por lo tanto’.

Z(pn '_' IJu—x)' ‘

. u—'z

BT A : -
E(pk —pily) = ii"gé(pn_ P ) :

converge; Dc Ld.l forma’ que la succqxou de productos ]mrcnles {7),,} convcrge
a un lnnltc finito. Dcl)emo'i probar ahora que este limite no. es cero, pues
de lo contrario la siicesién de productos parciales dxvergerla a cero.t \a que
.el producto infinito TTie, (1'+ ax) converge abholutamcntc, se sigue del lema

“1Ver Ia definicién C.0.22
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A.3.3 que laserie 3_po axl converge y por lo'tanto los uumeros a convcrgen i

a cero. Por consiguiente, pax.x todo & mxﬁuentement(\ bxande

—— <") "
1+ukl Iad S

convcngc absolutmneute »La 1 rm r.l pmt,(, de la (lcmoqtracmn 1mpl|c.x quc




i Sca € > 0'y JVo

CALE. PRODUCfOSINFIN]’i‘os" B TR R ‘ ' 75

conver, bc

Para cada- entero positivo:n, sca’ P(n) el factor primo mas grande de n.
Dernotamos por : : SR : -

: P(n)<N - PoI>N
la suma sobre los cnloroq cuyos factorce primos son todos menores o, q:,udles
que Ny la sumna sobre los enteros que tienen al menos un factor primo mayor

que N. Sea N > Ny. Utilizando la factorv.\uon finica como produ(,to de
primos para n, se sigue que

H(1+Zf(7)‘)) Z f(n_)

pEN k_.] L PR)SN
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y por lo tanto

| Zf(n) ~TI (1 + Zf(p*))|

IZf(n) - f(n)l

n=1 p<N P(n)<N
= > f(vz)|§"2~,lf(n)l
P@Y>SN - P("»)>N :
< Z s S Irml<e

u>N o n>Ng
Lo cual implica que ‘
Zf(n) = lim; H (1+Zf(p‘)) H (1 +Zf(7>‘))

y con esto. pr ob;\mos la pnmcra p'u ‘te’ dcl lema

Por ot.10 lado si f(n) s (.ompleta 1

(f(p)) para todo primo p.y (.udlqme ,c 5
J(P*) — 0 si k — oo scsiguc que-
geométrica obtenemos ;

y por lo tanto
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