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Capítulo 1 

Introducción 

En el afio <le 1770 se publicó un libro titulado Meditaciones Algebraicas 
en el cual el autor Eelwanl vVaring conjeturaba que todo entero positivo es 

o un cubo o la su1na ele 2, 3, 4, 5, G, 7, 8 ó 9 cubos; análogamente conjeturaba 

que todo entero positivo es o una cuarta potencia o la suma de 2, 3, ... , ó 19 

cuartas potencias y así sucesivamente. Esta conjetura se convirtió en teorerna 

en el afio ele 1909, cuando el matemático inglés David Hilbert demostró que 

para todo k E N, existe un número G(k) de tal forma que cualquier natural 

se puede representar como la suma de a lo más G(k) sumandos', cada uno de 

los cuales es una k-ésima potencia. 

¿De cuántas formas? 
:.·· ... : 

Algunos años después de la demostración de Hilbert, los matemáticos in

gleses Hardy y Littlewood obtuvieron una fórmula asintótica para el'número 

<le representaciones de un natural N como suma de s sumandos cada uno 

<le los cuales es una k-ésima potencia. Hardy y Littlewood obtuvieron dicha 

fórmula perfeccionando un método que tuvo su génesis en un~·dé los .. tr~bii.jÓs 
conjuntos entre Hardy y Ramanujan sobre el número de r~prese.ntaciom:!s ,de 

un natural como suma de. cuadrados [l]. 
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Introducción 

En el afio de 1770 se publicó uu libro titulado Meditaciones Algebraicas 
en el cual el autor Edward vVaring conjeturaba que todo entero positivo es 

o un cubo o la s111na de 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ó 9 cubos; análogamente conjeturaba 

que t.oelo entero positivo es o 1111a cuarta potencia o Ja sutna de 2, 3, ... , ó 19 

cuartas potencias y así sucesivarnent.e. Esta conjetura se convirtió en teormna 

en el afio ele Hl09, cnanelo el matemático inglés David Hilbert demostró que 

para todo k E N, existe un nümero G(k) ele tal forma que cualquier natural 

se puede representar como la suma de a lo más G(k) sumandos, cada uno de 

los cuales es una k-ési111a potencia. 

¿De cuántas formas? 

Algunos años después de Ja demostración de .Hilbert; los matemáticos in

gleses Harely y Littlcwood obtuvieron una fórmula asintótica para el.número 

de representaciones de un natural N como suma de s sumandos cada· tino 

de los cuales es una k-ésima potencia. Hardy y Littlewood. obtuvieron dicha· 

fórmula perfeccionando un método que tu~o su génesis en uno de:! lb; trab~jos 
conjuntos entre Hardy y Ramanujan sobre el número de. represe.ntaciones de 

un natural como suma de cuadrados [l]. 



2 SOBRg LA CON.JE:TURA IMPAR DE GOLDBACH 

El método de Hardy-Little-wood 

La idea general de este método versa uuls o rnenos.a,;í: ·Sea A ·un conjnnt.o 

de enteros no negativos y r,i s(N) el mímero de representaciones de N como 
. . 1 • • . '· ' • 

s111na ·de s elcinentos de A, entonces 

donde 

1 . . : . . . ·,-:.~ ~ 

r,i,s(N) = h e-2,,;No(í.N(o))'.'<ío, 

.f.v(O) = L c2"ia0 •. 

o EA 
n:SN 

(1.1) 

El método ele Hardy-Littlewood asegura que para iV suficientemente grande. 
la contribución principal a la integral 1.1, proviene de la unión de pcqueiios 

intervalos alrededor de fracciones ~ con (a, q) = 1 y q no muy grande, n1ien

lras que la integral sobre el complemento de la unión ele estos intervalos ·es 
desprecia ble. 

Teoría aditiva de :números 

Este tipo de problernas en el que se cuestiona In posibilidad d_e representar 
cualquier natural como 111ia suma finita de elementos de u·n subconjunto de. 
los naturales, es lo que dió origen a una rmna de las matemátiéas conocida 

hoy en día co1no teoría aditivo. de n1í.11ieros. 

Definición 1.0.1. Dados dos conjuntos de enteros no negativos,.-! y B, de

cimos que A es una base de orclcu s del conjunto B, si todo elemento de 

B se. puede representar como la suma de s elementos del conjunto A, .no 

necesariamente distintos. 

Los cuadrados. de Lagrange 

Tal vez el resultado má.5 conocido de naturaleza aditiva es el teorema de 

Lagrangc que se suele probar en los cursos básicos ele teoría de números·; 
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todo entero no negativo es la súma de cuatro cuiíd1'ados. Eú'té~1~inos dc'iá 

definición i.0:1, el teorema de Lagrringe iifinrnr que lo~·cuadr~clos .son ú1ú1 
base de orden 4 del conjunto de los enteros no negativós, sií{ embargo, dacio 

que el mímero 7 no se puede representar como la suma de· 3 cuadrados, se 
sigue que. Jos cuadrados no són i'ina baie dé ord.eri' 3 del colijurifo de Jos en

teros 1íó negativos. 

En este trabajo veremos c¡ue_.el método de Hardy-Littlewood, puede ser 
utilizado con éxito pani abordar uú viejo problema de teoría aditiva de 
111í1ncros. 

La: <::otijettira: cié büi<lh~ch 
--:: . . / ... ·.' . . ·:- ' ·': -· .; . - . ~ 

En el áño dé 1742, el ~atemátic'o prlÍsiarÍo Christiail Goldbach ·envió. una 

c;1rta asu colcgn'. ~u izo Leomird Euler en la cual. hizo úna · conjettfra c¡tie en 
térrÍlinós de la déflnicióri 1.0. f dÍcé Jo ·siguiente: 

Conjetura 1.0.2 (Goldbach). ·El conjunto de los n·úmeros primos es mw 

base de orden 2 para el conjunto de los mímeros pares mayores que 2; simi

larmente el conjunto . de los núirieros primos es una base de orden 3 para d 

conjunto de los números irnpares mayores que 5. 

Utilizando el método de Hardy-Littlewood, en el año de 1937 el matemático 
ruso lvan M. Viuogradov, obtuvo una fórmula asintótica para el número de 

rcpreseútaciones de un natural como suma de tres pri1nos. 

Teorema 1.0.3 (Vinogradov). Sea r(1V) el número de representaciones 

de un natural JV corno suma de t1·es primos. Entonces, existe una constante 

positiva C y un entero positivo N 0 , tal que par·a todo ntímero irnpar 1V > No 
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Corolario 1.0.4. Existe uu entero positivo N 0 tal que para todo núme.ro 

impar N >, N 0 ·existen tres primos p 1 , p 2 y ]J;¡ que satisfacen la ecuación 

N = 7Ji + P2 + p3. 

El teorema de Vinogradov. es el resultado más .fuerte, .. que. s.e. tiene en 

clirección a la demost;ración de Ja conjetura de Goldbach para el caso impar 

y es prcdsamcnte la demostración ele este teorema, lo que presentaremos en 

este t.rabajo. 

':.'· 

Buenos .Deseos 

Denotemos con r.,.(N) a la cantidad ,de número:> primos que hay en la 
i<ucesión { N-'- ]J1 - JJ2 .,-- • • • - Pm~;} dof1cic los Pi ;.ccorrci¡1 ~l conjunto de los 

n úmcros primos .memores o iguales. que N, pa~a i = 1, 2, ... , m - l. 

Si en.particular querernos estimar r 2 (N), poclc1nos proceder con10 sigue: Del 

teorema de los ú1ímcros primos1 Ja succsión .{N-,- 71}p:SN tiene. aproximada

mente ,:;N ele1nent.os, de tal fo1'1na que si los uínncros pri111os están dist~ibuÍ
dos uniformemente en la sucesión {JV_-·p}p podríamos esperar que 

N N ·.· ·•·• 

· (N) - o( Io;ifNJ ) - o( iOiifNi ) -a(·. N ) 
r

2 
- log (,,,i~N)) - log(N) - log(log(N)) - log2(1;) '. 

donde O es el símbolo ele Landau2 • ¿Qué podemos decir de r 3 (N)?. 

La sucesión {N-p:i}v3 donde 713 recorre el conjunto de los números primos 

menores o iguales que N, tiene aproximadan:Íente 10:fN) .téÍ:mi.nos y. cada' ~rio 
de ellos se puede representar como Ja suma de dos primos N :_ p 3 = p 1 -i- p 2 

un número de veces del orden de log~N). Por Jo anterior podemos esperar 
que 

. N2 
r3(N) = oCou3(N)). 

~~~~~~~~~~~~~~~-

1 Este tcorcn1a afirma., que la cantidad de. primos 1ncnorcs o iguales que N es aproxi-

1nada1nc11tc nf!¡v. \icr capítulo 2 sccción .. 2~? tcorerl1a ·2.7.1. 
2 Vcr definición 2.4.2 
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i ··,,. . 

No obstante, el problema central se1:íadernostrar_'q1Íe más mín, 

nos-gustaría probar que existe 1ma.c011stm1tci'11osiÜvá e·; de uÍlforma que 
. ,-_ •" . . ,_:,.,,, ,. : . --...... . 

para JV suficientemente grande ·:::;: 

En el capítulo dos, presentamos algunos resultados que serán utilizados 

de manera crucial en capítulos posteriores. En el capítulo tres, escribiremos 

r:1(N) en términos de una integral oscilatoria y descompondremos el dominio 

ele integración segün el método de Hardy-Littlewood-Ramanujan en dos snb
conjuntos disjuntos, llamados por razones históricas arcos rnayores y arcos 

menores respectivamente. En el capítulo cuatro, estimaremos la integral so

bre los arcos mayores utilizando principalmente el teorema de Siegel sobre la 
distribución de los núrneros primos en mm progresión aritmética. Posterior-

111ente en el capítulo cinco, esti1naremos la integral sobre los arcos 1nenores 

utilizando el criterio de Dirichlet y algunos resultados de Vinograclov sobre 

sumas exponenciales. La última parte del trabajo corresponde a un apéndice 
que contiene algunos resultados bien conocidos, que se suelen probar en un 

cúrso bfü;ico de teoría analítica ele 111ímeros y que serán utilizados constante-

1nente. 



Capítulo 2 

Preliminares 

En este capítulo presentaremos algunos resultados que se utilizanín en el 

clesarrollo posterior ele este trabajo. Cada nno ele estos resultados se presenta 
con la demostración correspondiente, exceptuando los teorcrnas 2.7.1, 2.7.2, 

2. 7 .3 y 2. 7.4 cuya demostración sobrepasa las espeetativas de este trabajo. De 

cualquier modo referimos al lector interesado en ver dichas demostracio'nes, 

a la bibliografía corrcspornliente. 

2.1 Funciones Aritméticas 

Definición 2.1.1. Una función f : N -t <C, es llamada función aritmética. 

Algunos ejemplos clásicos en teoría de 111imeros que son de nuestro interés,' 

son los siguientes: 

• La función de Moebius. Dado un número natural n se define µ(n) como 
sigue: 

µ(l) =l. 
. . . . 

'¡i(n) = O, si n tiene un factor. cuadrado. · 

¡t(P1P2 · · · p,) = (-1)', si todos los. prin1os pi, JJ2, .•. , p, son dife
rentes. 
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• La. fun¡::ión d·ivisor. Dado un número ml.tural ·ri se. define d(1i) coino la 

cantidad ele enteros positivos rn tales qmJ rri.ln, 
--·. 

.1·.· 

,~ ·'" 

• La función de Euler. Dado un núméró riat\l~ai n ~e 'éie~~c <P{n)i 'como 

la cantidad de enteros rn que sa~isf~~~n-~~~~~~~~,~~;§iLi~~¿~.~~)fül~i· •, 

Definición 2.1.2. Decimos que 11na funcióú;arit~nétiéa\f(r1,Ye~·mülti¡)lica-, 
ti va si dados < n, n'> = 1, cntom:cs J(n:¡;ú: ~, ic~i)JfW) :~;E;;;}¿~¿· <le' que 

. f(nn') = f(n)f(n') para cualci~quiera 7i :y n'.;; Cie¿j¡~~o~ ·~¡;1~::¡ es' t~tal;ne~te 
mult.iplicaf.iua. '.. . .. :··,o. , :~:fr{t~:~;:.}'.~,;;;t'.é.{j ~;[J,i :;1"l;C:I 

Lema 2.1.3. La función ele /V!ocbiús e; 'Tn1ttti.],tic'dtfúa. 

Demostración .. Sean n y n' enteros t~iles. cj1le' (n¡ n') .';=L. Po<l.ernos es,cribir 

n = p~ 1 p~ 2 
• • • p~· y n' = qf 1 r¡~2 • • • q:• d~ncle p;'/= q; p~nl. i ~ 1;:2',.:. , r y 

j = 1,2, ... ,s. Si¡L(nn') =O entonces~;> 1 ó.B/>.1 paraalguna·i:Ó.alguna: 

j y por consiguiente Jt(n) = Ü Ó JL(n') = Ü de tal fon~l~~ que µ(n)µ(1~if ~ Ü~ 
Si por el contrario ¡t(nn') =/=O, entonces O';= 1 y .Bi = i para.to<l~·i; j y en 

consecuencia ¡1(n) (-1)' y ¡i.(n') = (-1)''. Así ¡1.(n)¡L(n') = (..:.:1)·,:(..;Í)~ . 
. . . ·: ... - ... 

(-1y+··=11(11.11'). o 
Lema 2.1.4. La función divisor es multiplicativa. 

,,., ·•-.r 

Dcmostrcwión. Sean n = v~' p~2 
• • • p~· y n' = q;•'• q~2 · · · i¡';~. las factoriza

ciones en primos de 11. y 11.
1 respectivamente. Cada divisor i.ci~ ·.,i y lÍ'·clc;n' 

puede ser escrito ele numera única co1no, 

d = pf 1 ]J~2 ••• p~· , 

d' = q~Í q~; ... q:~ '' -~;· 

donde O::; ,B; ::; O'; para i = 1, 2, ... , r y O~ .Bj::; aj para j 1,2, . . ;,s. 
Si (11,n') = 1 tenemos que p¡ '#<Ji para cualesquiera i ,,;>1;2;·.:>::,r:y j = 
1, 2, ... , s. Por lo tanto, dado que hay a 1+ .1 eleccion~~- d~ /3;; tenerrio~·que 

._·. '·, ,.;, . ' 

d(nf= IT<a; + 1); 
i=l 
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y en consecuencia 

r+s . r s 

d(nn') =TI e,,:~+ 1) =:.II<a; +.1) II c.a1+1) = d(n)rl(n'), 
'h=l - - :.~ ·i=l . j=l.· . ' 

.·. ~.<'., 

cloncle /lt es alg1í1rct; o alg1íl;.8J. D 

Lema 2.1.5: ·La fd.nción:d~'Euler ~s multiplicativa:, 
'. . ; ' 

Demostración. Un sistema·córnpleto ele. residuos primos a nn' contiene e

xactamente ,P(nn;) ~nterb~ 1 • Por. el lema A.1.2 si (n, n') = 1, entonces los 

,P(n),P(n') números -m'n+ mn' recorr~rf un sistema completo de residuos pri

mos a nn' cuando 1n y 1n'- recorrell' un sistema completo ele residuos primos 

a n y n' respectivamente.' PÓr lo tanto ·q,(nn')·= ,P(n),P(n'). D 

2.2 Sumas de Rarnanujan 
-·:·t\t 

Las sumas <le Ramanujan juegan un papel iinportante en la demostración 

del teorema ele Vinogradov 1.0.3. En esta sección probare1nos.que las smnas 

ele Ramanujan son funciones multiplicativas y en el lema 2.2.5 veremos .como 

se relacionan estas sumas y la función ele l\'1oebius. 

Definición 2.2.1. Sean a y q números enteros con-q <::< L La· suma:expo~ 

nencial 

es llamada Suma de Ramanujan. 

,.n=l 
(m,q)=l 

r:.· 

,.,.-·:·· 
Lema 2.2.2. La suma cq(a) es una función ~'IJltipUcativa de q. 

Demostración. Por el lema A.1.2 cada represé.[;.tante de un sistema completo 

ele resid llOS primos a <J<J 1 puede escribirse .de manera Única como m<¡1 + m 1 q 

1 Vcr definición A.1.1. 
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donde 1 ::; m::; q, 1 :5 ·m' :5 q' y (1n, e¡) = (in', q') = 1 si (q, q') = l. Entonces 

-·n1=l 
(,n,q)=l 

qq' 
¿:: 

rn"=l 
(~n11 ,qq1 )=1 

TU.1 =1 
(m 1 ,q1 )=1 

" e2rria~ = Cqr¡'(a.). 

1¡' . ¿ c2triur"'':,t;"'., 

n1=l rn'=l 
(m,•tJ=l (t1•' ,q')=I 

D 

La suma cq(a) se relaciona bellamente con la función de l\1oebius como ver

mnos en el lema-2.2 .. 5. Sin embargo el motivo por el .cual presenta'mos esta 
relación es por que nos será de gran ayuda en el capítulo 4. •l.;os lernas 2.2:3 y 

2.2.4 nos facilitanín la demostración del lema 2.2.5 mcnciona:do ante.rionnente 

además de ser resultados clave en el c:a¡?ítldo 5. 

Lema 2.2.3. Dado un entero vositivo n 

¿,i(d)=•{r· n=l 
dJn , .· O .. n > 1 . :;! 

Demostración. El resultado ·es 'obviarnente cierto para n= l. Supongamos 

entonces que n > 1 y esérib1imos n.= pf. 1 ]J~2 ••• 7J~~- En l~ su0a·:L:dJ•iµ(d) los 
!'micos términos que son distintos de cero vienen de"d. ,=i' 1 y de_· los divisores 

de n que son productos de primos distintos .. Así 

¿,.1.(d) 
din 

D 



Lema 2.2.4. ScÍJ. P 'un entero ¡Jositivo .. Si z rccor:rc.nn conjuntoJinüo 
c1;te~os • ¡;o.~Úiv¿ A y f( z) . e~ ~{.nÍ~ ¡;,;~ción ;,;·bit~~ri~:· <l;; z; ~ittonces 

.. " ,.- •' . ,,_ 

, ,, ... _,' .. /~·;)~: · ... 'f' ·, ':~~ 'i.~ 
·· E ./Cz) ;;¿;;,cd) ),:f:·· 1c;r 
(::~f1f!::f;-,.. ·. . -,~I~ 

Demostración. Del I~n1~ 2.2'.3 tc1~cmos que 

¿: J(z) L f(z) L µ(d):;; E f(z) L ¡t(d) 
.::EA 

(z,P)=I 

/(z) .. 
djP •EA 

dJz 
::EA 

z:¡¡O(mod d) 

Lema 2.2.5. Si (a, q) = 1, la suma· de RamanÚjan satisface 

c,1((i)\b ¡i(<J). · 

Demostración: Por cUeiria· 2·.2.'¿: t~n•c~os:c 
q 

22 
·--· ~-:;~ 

. L ,;(d) " "Íi/ . ~2,;ia~ = L /l(d) E 27ria!!!. 
e • 

ru.=1 
{rn,q)=I _ 

.dlq. .· ; 11t=1 .· dftl 
--~·· <r.':~o(motl rl)-;. . . r' 

nt=l 
1u=kd 

27ria!!!.. 
e • 

11 

de 

o 

Si d = q tcncmbs fl(q)é"iá 5;{~·µ'(q)e~"iak'°=1";(q)j~,;~·que"'é2"ia~·i:, 1, mientras 
que .si d < q te1~-~1ri9s . i ·; ":· - , . : .. ··· · · ·•.· 

~ '°' 2irial!!! 
L.:.., e • 
k=I 

2~ia <3+~)d · 27ria!! e : .- · __ q ·f ~ e q 

. ·e21tia~ .,_ 1 
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(1011(.le e21ria~, ( .. ) ... ·. 27riat3+1>•' 27rfo.!l . . . .·, 
. '- l ,PO, pues a, q = 1 y e • - e ,, =O. Pár lo tanto 

2.3 

·q 

~· 2n-ia!!!. . L. .... ;: e ,, 
-rn=l 
(m.q)=l 

= Jt(q) . 

Más Sobre la Función de Euler 

o 

En esta sección presentamos una estimación por abajo ele la función de 
Euler que sen\ utilizada en el capítulo 4. Probaremos que <f;(n) > n 1-' para 

cualquier l: > O, sien1pre y cuando n sea suficienternente grande. 

Le1na 2.3.1. Sea f(n) urrn función aritmética multiplicativa. Si 

lim1,-_,""'f(pk) = O, 

donde pk recorre la sucesión.de todas.las po.tencias .de,¡ninws,~ entonces 

Um,.~""'f(1~) = O. 

Demostración. Dado· que lim1,>~""'f (¡)<) '·= 0,'cxiste. ,iínicamente una ·canti
dad finita de potenci:lS de primos tales' que.ff:(¡~k)J ;;¿~l·~ sí?a:;·~;;¿ •.. 

,. - ' ·,:::;.~·, -~-~~-:~_-.0'?'..--,-i:';~:-~ 

A·= w!:!~:.IIC!>k~h,,'.;~~ j;.•iíf.d;}·-····. ·,,.Y,·· 
Tomemos o<~ <A'., Nuevamente sólo existe.una c~niiclai(;íi1!it:a<le ~btencias 
ele primos¡Ftale8 (¡ne lf(pk)f;::: ~· pe ta} foi'r,ii~q~r!'~Ó1.~·~u'~1~1 ·~an'tidád finita 

de enteros rison t~lc~~lue . lf(pk)I ~·1·' f::·~j}"' .· . i{ "· 

para cada potcnc;ia pk que divide a n .. Por l~ :ufo>Ii n' ~srs~ficie~temente 
grande e.,_Íste:,a;;.~1~~s un~.1)otencia 11k q;1~ ~uú1Í>Í~'lf(i>k)I ~ ~ y p~i: lo 
tanto n puede ser facto~izádo de la siguiente manera: .. · ·· · 

r r+s r+6+t 

n =Tip~' I1 p~' rr P
I:'¡ 
·'' i=l i=r+l i=r+s+l 

., 



lf(Pt;JI ~;·i,:1;.·C ;parri.i = 1,2, ... , r 

1> :i~:;:;:i:~!,~:,f ~;f';,§~J::~: :·~ : : z.·. , r + s + t y t ·~ 1 . 

Po: ,Io•y~~.tg,~\~ •. j_~;:k~"J:%~-~~~;:h\:~::';, ... ,· .. _r+.•+t 

IJ(n~1.f}~lJ{::.~~/1Jl]:JJ(t~;~l:;J:t1 .l.f(1it;)I <~l(~)'::; e. 

Con lo cuál él·Jdínri:'quédél.'cleitÍost~aclo>· .;:•.'• 
• • . • ·..,.. , -·,,·. ,¿ ... • , ... 

Como conse~u61iCi~Jcf¡~~~{;~~y'.f~1rii12:.3.ltenemos·_cl 'siguiente: 

Corolario 2.3.2. ·¿a ·~-·- >~0.- ~~¡~g¡1ces, •;>~ra:\6<l~ 1i suficÍe~td1~~nte grande 
tenemos 

,.l. _- .. •.- '. ·: ' .:· -
.. - ii ,.., < ,P(n)< h._ 

- _.~._< ~ :-:.·,, ·7(:-<'.:~:-_;_,·_<:;~:~" 

Demostración. De la clefinició1lde la f~ncióride EtÍicr e'S ~lar<:. que (p(n) < n. 
Además tenemos que· </J(p';') = ,J~~ ~p''¡,':-: 1: ,;~-¡;~t6~qi1r~Ólo'.l~~~;<•]J"'~ 1 énteros 

menores que Pm que no soí1 priínos reh1,tivos d~~ vT.,; .;:·saber ¡j,2v,::: ; p"'c- 1v. 
Por lo tanto - - -< .. ·-- -. · - -- -

p"'(l'-c) ? ;:~c1..:.c) •: t .. ::: r1".'él'-c) 

</J(pm) - "p"' ;_ 71"'-,I "":- pm-1 (71 ;_ 1) 
' "· •• , vfr<t-"c) - .,._p ··pm(l.--:<) 

,:·;:, ·p"'(¡J....:.•l) ·:::::·p-" 1-•. ·pm ._._( ... 

Por otro lacio, cada número prim¿"fsa'.tis.fa~e f!r-·::; '2 y en _consecuencia 

;_ p;,.(1:-c) !;,;:' • 2 

. </J(pm) --,._ vm• 
- . . . . 

Considerando ahora el lí1~ite cuan.do p"' ·-+ .. oo tenemos que P;~.:;1 -+ O y 
ciado que la fm1ción :~~;' es' miilÚplicati~a,: el resultado se 'sigue ·del lema 
2.3.1. - ,._ o 
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2.4 Más Sobre la Función Divisor 
. ·- . - ·: :, _· _--_._ . ,- . 

Los resultados que preseilta,mos enestá'sección,: son esthr~aciories cle'sumas 

que involucran a la función divisor, ,dichas estimacim~es 'rios facilitarán el 

trabajo notablemente e1~, elcapfü1lo 5. Las siguientes cléfinicicmess01í pérti- , 

nen tes. 

Definición 2.4.1. Pani cualquier x E IR, denotamos con [:i:] a la i>ai:te ente~·:a 
de x; es decir [x] es el mayor éiücro menor o _igual que x. 

Definición 2.4.2. Dadas dos f1111cio11r.s j : lR -+ <C y g : IR ,-> C, decimos 

que f(x) = O(g(x)) cuando x -+ oo, si existe una constante 'C > O que no 

depende de x de tal forma que IJ(x)I::; CJg(:1:)1, cua11do :1:-> oo. 

Lema 2.4.3. Sea d fo función divisor. Entonces 

l. L::n::;:r.rl(n) = xlog(x) + O(x), pam x?: l. 

2. L:n:sx ~ = ~log2 (x) + O(log(x)). 

3. ¿:;:;,,'<i2(~Í) = O(xlog3 (x)). - . -··· ., 

Demostración. l. , Ya que d(n) = ·L:,11,. 1, tenemos 

:EcL<n) =:EEi. 
t~:Sx n:s;x din 

Hacieuclo n = qd, la sun~a ¿:;din 1 se puede interpretar corno L:;.=qd 1 donde 
esta última sun1a se extiende sobre tocios los pares ele enteros positivos q, d 

tales que 1 ::; d ::; x y 1 :::; q :::; 2· Entonces 

L:cL<n)= ¿i. 
n:::;x 

Podernos interpretar también esta suma,, como una suma extendida, a ciertos 

puntos reticulares2 del plano qd. Los puntos reticulares con qd..= n pertenecen 
2 Un punto reticular es un punto con coordenadas enteras. 



CAPÍTULO 2~ PRELIMINARES j, 

. . . ·: _. ', 

a la hipérbola d;,,,, !!,; de ta\·mo~o que la,sum'a en la que estamos interesados 
' ' q •.. ' ' ' ' -,. 

cuenta el mí mero de· puntos reticulares que se haya:n sobre las hipérbolas que 

corresímnde11 ª 7i d'·"1; 2, >; , ¡11.'f>a~~ cácía d ::; :it fijo poclenfos contar 1os 
puntos reticulares que se encuentran 'cí1 el segmento dci. recta 1 ::;; q ::;; ;¡ y 

después sumar para tod~s:10-s"c{~~--'De'esta~111anera tenemos 

donde 
·- ' ,·,:·:.-

' L:1.~s1:".º(l). 
:;q=;;á ·;:·-::; .. >_: .. __ ::_:,':. ::"·)~·-,;-

·.· ... · .. 1':.-:: .. _.·.····'.-, ._··-
Utilbmnclo este resultado junto con)a'primera parte del lema A.2. 7 obtenemos 

¿c1cn) 
clln. 

2. Utilizando la fórmula para sumai_de.·Abel (lema A.2.4) con u(n) = cl(n). 
U(:c) = 2:u<x cl(n) y f(t) = l se ti~riequc: 

- X ,-. < ,. 

3. En el lema 2.1.3 probamos q11~ 1~ funciÓn divisor es multiplicativa, sin 
embargo si (a, b) =F 1 te'nem~s que~existci ~1.~riéi;os 111'1 dh;isor ~o~ún cÍ~ a ,~ 
b, lo cual nos lleva a lad~sigl!aid~d ~l(ab{:S;' cl(a)d(b) par;;, ·~u;:l·~:qÜi~ra ·cl;s 
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cut.eros positivos a. y b .. Dc:Io ·anterior, tenemos 

Para 8 1 tenemos 

::; :clog(x) L d(ci) = :1:log(:~){~tJg2 (~) :+O (tog(x))} 
··a:S;X:- <~.; ;_- ... .J_«::•·:r,~-~~!-/~-·:""·~-~:----:·-';.-:::·:.-,:· ,o .-

Para 8 2 se tiene 

~a;log3(:c) + Q (xt~~2-~~l) ~"9Úh~.og3 (x)): 
,'-!• ;\'. ·-.. ~·- ·~/·. 

---~-- ' 

O (:e L el~)) ~ 0(1:{~;CJ~2 (x) + ~ (l¿g (:e))) J 
u::;x -:. · . ·. ,_. .. .· 

O ( xlog2 (;c) +() (t~;(:c)) }= Ó( xlog2 (~)). · 

o 

2.5 Partes Fraccionarias 

El resultado principal de esta sección es el lema 2.5.4 .. Este lema esde fun
damental importancia pues está íntimame~tc rélaci,¿n"ado/ con· la aplicación 

que haremos del método de l-Iardy-L_ittlcwood-Ra~ánuj~n a la confetur~im
par de Goldbach. 

Definición 2.5.1. Para cualquier 6, ei ni, tlefi~imds 11~11 co1n'o Íá. distancia 

de °' al entero .rmís cercano, és él~cir'
0

lfd1f·d'!nin{fz':'....: 0:1r . ''. 
- ., ·-

0 
..... ,o ~ _ .. , zez.. . -·~ .-



, . ·, .: 
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Lema 2.5.2 . . Para ~1talquier 'número real n, 

ls.en(rra)I = sen(7rllafü. 

Demostración. Tenemos que a= n ± llall para algún entero n; entonces 

isen(7ra)I = lsen(7r(n ± llall))I 

.. = .Jse_n(7rn ± 7rllall)I 
. . , ls~r~(~n)~o~(;l·l¿~·IÍ) ± cÓs(7m)scn(7rllal 1) 1 

- isén(7rl lal I) ¡.·: 

Y ya i:¡ue ·llD<ll E (O,~] obtenemos el r~sultad~ ~leseado .. 

Len'ié1 2.5.3~ Si O<: a<~' erit,;nccs 2~>-_¿ seri.°(7rci,)< 7ra. 

17 

o 

Demostración. Sea J(a) = sen(?ra) - 2a. Entonces f(O) = J(~) = O. Si 
f(a) = 0 para alg(m a E (0, ~),entonces;/!;:= 7rcos(7ra)-2 tendría al menos 
dos ceros e11 (O,~), lo cual no puede ser pues ;{{;decrece monótonamente de' 
7r - 2 a -2 en este intervalo. Ya que J(;\-) = -q-1 > O, tenemos que. j(crJ:;:. .O: 

para todo cr E (O,~), de donde 2cr < sen(?rcr). Análogan1ente·s·e prueb<• que 
sen( ?ra) < ?ra:. . . 

. O 

Lema 2.5.4. Sea /3 un número real tal que l/31 :5 ~' entonces 

N 

L e2"imP = O(l/31""1)'. 

Demostración. 
N·.·\·,,:.,0,, ,'l,., .. ¿~ .. :.(21r;P;N. ' 

.1 ~e<~t:>~I ~J~,.~~e2;JJ .:5.·~ll-.-:--~-2-"~ifl=L: 
2,,, .;,.::_:,, ;.<2 ... -~ ·•. 1: .. 

N 

1 L e21dmfll 
m=l · · 

le"ifl - eo-"'PI - l2isen(7rp)j lsen(7r,B)I 1.. .. 
sen(7rll/311)" 
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Haciendo uso del lema 2.5.3 · 

1 l. . 1 
sen(7rll/311) $; 211.Bll = 21.BI · 

o 

2.6 Aproximación por Racionales 

El propósito de esta sección es presentar el llamado principio de Dirichlet. 

Este principio nos pennite aproximarnos a 1111 número real u!eciiante fracc 

ciones con denominador "pequeño". En el capítulo;·5;·:.ciltci resÍ1ltado ·será· la· 

cla\'e para obtener una fórmula asintótica para el n.úin6.i:9 cÍ.C!r~l>resC!nt;tcio.nes, 
de un natural cOn10 surna ele tres priJnos. , ,' .. Y ··--". \~·:'" --r' ~ . . .· · - . -· --·-

Definición 2.6.1. Para cualquier nt'uúero.~~al ~~i,h11;1:16t~~:}~laya~te frac-. 

cionaria.de o: como: Cl: .:-- (al,;;. . . '·~·:,;,;:: ·;, \¡('.,;;,.e:•:' ·-.:· 

~.e;;s~;,~·~0;i:~~A~~1~e'.k¡:;~~t~1f ~~:J¡~~~~~:%~·~-~,'.~''n'1í<~ejf~~· reales;· Q ~· 

Demostración;· Sea .JV 

Tenc1nos tres casos: 

. -<-~: -... :'·~·~'i' ~;;~)::-' -;\;-~',.: .. 

. ~<~·~.~~~,:'.~J~~.tl. ~ .. '~ · 
[ QJ. · y':considc.rcnws ::_{ qai} ·para .. q 

·-r :' ~;:,;-:.,· r~~: · .. -/i·i:·:~<::~-~.;.-\: <· ;_:-~--
_-" :;~~-:·"- .·:.:Y '>-> -~·-·r· 

i. {qa:}E ¡o, N~1 ) pan1á1gún''éúteroposiü~ü q $;IV. 
. . . ', . ..;: . ·. ~: . •,::, ,; ... ' ' -

2. {qa:} E fN:1, 1) para.~Iitl~ enic~d ¡;osi~iv~ q $; N. 
. . . . : . . ,, •; ~ . ·: ... ' '.';; . ' ·. '· ' ' . . 

.. , ·, r' -··.' . •'. ~ 

1, 2, ... , 1V. 

3. {qa:} E (N~¡, ~¡)p'ara tÓdo 9 = 1, 2 ... , N y en consecuencia cada 

uno de los N nú.meros {qa:f:está en alguno de los N ..,- 1 intervalos 

[ 
i i+l) 

1V.+ 1' N + 1 i = l, 2 ' ... 'JV - l. 
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• Caso l. Si a = [r¡n], entonces 

O ~ {qa:} :d qa: - [r¡a:] = qn - a. < N ~ 1 
.. ·· 

y por lo tanto 

• Caso 2. Si a == [c¡a:] + 1, entonces 
< '~<. ; 

N .· .<
1 

__ N+l 
N+l~.{qa:},"."?~,-:-;a.+.l -.. JV+l· 

implica que 
.· . 1 

l<ia: - (LI ~ ·--. -· , . N+l, 
y por lo tanto. '. ;_:;; .. 

In - ~I ~ q(N
1
+ 1) < q~· 

• Caso 3. Si {qa:} E.[N~l' ~1 ) para todo <J = 1,.2 ... , N, entonces cada, ; 
11110 de los N números reales {qa:} est~í. en .11110 de)os .N .. -7 ldutervalos .. 

[ 
i i+l) 

N+l'N+l 

Por lo tanto, dado que tenemos que repartit' N 1úímero's r~~Íe~;~;~-:N .:_ 1 

intervalos, entonces existen enteros i É [Í, k-1fj:;·~¡;; i1; :e= [l; N] tales 

que · .: ) ·~;:;~,.;,;~~{~;:~:;:;1~~;i~,\'.:~f/~:·)·~~~ .. ": :::~~. 

1::::; <Ji < <J2 ~ N y fo1nl, fo2'a:} É. [~:~~¡-: 1~:\)." '· 

l<Jn - (LI 
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Por lo tanto 

\CT - ~\ < <J~· 
En los tres casos el número ~ se puede reducir de tal n~odo que 

(u., <J) = l. 

o 

2.7 Resultados Adicionales 

Terminamos este capítulo de preliminares con algunos teórernas remar

cables de teoría arialítica de nt'1meros. La demostración de t~stos teorenrns 

no es en absoluto trivial, pues se requieren técnicas sofisticadas de •mriable 

compleja que van miís allá del objetivo de este trabajo. No ol~sl.ante; damos 

referencias al lector interesado en ver la demostración~ lri bi\;\iógiafía. corre~. 
spondiente. 

El primero de estos resultado~ es con~cido ~orno.él temcnuL'~lc los liírrneros 
primos y fue probado independientemente por el matmnátic'o frailees J:'Hada~ 
mar y su homólogo belga C .. de fü VallóePouss.iú ~n 1896:. T , '.. .·. 

Teorema 2. 7.1. Sea 7r(r~) la cc¡nticlU;d de; rl..úmcros_ pryrr¡ósJnéT~ores (,·iguales 

a n, entonces 
> ·;. Ln(x) -", .. · .: 
7r(n).-·- = 0(1) .. 

<.r: .. , ... ":x.. _. ,., 

Una demostración muy ci1'c~imtedcl teorema anterior s: pticde ver ~n · [4]; 
sin embargo existe un rcsulta~lo más fuc~te que el anterior qtiá c~uncfan1ós a 

. _·. ,_' ,, . ::. . . ' : ' ~- ·~· ··"· . . 
continuación: '" "· <· · ...... 

'. . {~ 

Teorema 2.7.2 (de ia:yallée Poussin). E'Xiste u..,;;z coristáritepositivaC > 
O tal que 



Refcri1nos al lector i11i.eresado.e11 la·demostración_a [3] .. 
·-,, 

El siguiente teorcmá debido'_ iiimatciriático. alenúiil Cái-1 Lúéi\vig Siegcl, 

nos da una ~stiinaciÓil de Ja ~i~tÍ~lad. deú'J;iíei·~s prinios'.cin 'i;¡G progresión 
aritmética.: . - ·::.'::•.: ._-,,_·:.;j:. : . . - - - -\:.:. _.,, ' .. - .. 

. '.,/i" ,_ . ;·,-'~· " .·... ;: ,· .. 

~:,;ré::fs:a~-~:::~;~l~ft;>~t~r~f~ie;I y i ~-- q_ ~:l~g~(~);, ~~tor~~es existe 

:·n(Jv; ~/,-~)--"=: ;L):1N lo~I-r) ~o (NeL.:Jfou(0l), (2.1) 

donde nc;;q, m) -~~ ~[-mímem de ,,ri.~,w~ T;,.enorcs o ia;uzles que N que son 
corl.f!ruentes: cor~·- m · módulo q 

La demostración de este teorema se puede encontrar en [3].: 

El siguiente teorema, debido al matemático escocés Robert A; Rankili 

sení. utilizado en el capítulo 5· de manera crucial. 

Teorema 2.7~4 (!lankin). Sea R(x, y) el número de enteros positivos menores 
- -

o iyuales que x cu¡josfactorc.• primos .5on menores o iguales que y, entonce.• 

R( )- - .... {. -__ :_l ··e· )log(log(loy(y))) + lo_g(l_og(y)) 
. x, y = x ex71 . 7_ 09 .:i: . log(y) 

+ o e·· log(log(y)) ·)} 
log(log(log(y))) · 

El lector interesado en·_los detalles técnicos, puede en_contrar la demostración 

de este teorema en [5]. 



Capítulo 3 

Sumas de Tres Primos 

En este capílulo escribiremos r:1(1V) (el nü111ero de representaciones de un 

natural cm110 s1111ut de tres pri111os) en términos de una integral oscilatoria 

y descompondremos el dominio de integración según el 1nétódo de· Hardy~· 

Littlewood-Ramanujan en arcos mayores y menores. De aquí en.adelante, 

omitiremos el subíndice 3 y escribiremos simplemente r(N). 
A partir de est.e moment.o, nuestro objetivo sení. obtener una fónnula 

asintótica de r(JV); es decir, una fórmula con un margen de ·error des¡;recia

ble para N suficientemente grande, que estime cuantas soluciones tiene la 

ecuación (3.1) donde p; es primo para i = 1, 2, 3. 

1V = P1 + JJ2 + l':i· .(3.1) 

3.1 Forma Integral para r(l'!) 
El lema 3.1.1 nos cianí. un equivalente de r(N) que será lapa.uta para leí 

que resta de este trabajo. 
.. . .:·. ·' 

Lema 3.1.1. Consideremos la suma tri.gon'or;,,ét'n.ea' 

SN(O)_= E e2";"º, 
·-PS/of 

(3.2) 
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donde p es un n1Imero prirno ¡j o'es un ntlrnero real, ent01ú:es 

r(N) I
1 

e-2rriN1J s3 (O)dd. 
.fo , .,· __ N ···' . 

(3.3) 

Demostración. 

donde 11 
e2,.i¡•O(p1+1»+Pa-N)dfl"= 0. 

o . 1·'. -

a menos que .N =: 711 +112 +]Ja encuyo.casO vale .l. o 
Observación· 3.1.2. El corolario 1.0.4 ·se reduce a probar; que la integral 

3.3 es mayor que cero para cualquier 1V impar, suficientemente grande. 

Como n1encionau10s antcriortnente, nuestro objetivo es encontra1: una 

fórmula asintótica para r(N). Específicament.e, lo que queremos probar e!1 
este trabajo es el teorema de Vinograclov en el cual se asegura que r(1V) :;:::: 
e 10,;r(N) con e una constante positiva 1. Dicha prueba est~í. íntimamente 
relacionada con la obtención de una buena estimación de la integral 3.3 y 

en particular de una buena esti1nación de la sun1a t.rigono1nétrica 3.2. Para 
obtener dichas estimaciones utilizaremos el método de Harcly-Littlewood, 

junto con un método para estimar ciertas sumas exponenciales desarrollado 
por el mismo Vinogradov. 

3.2 Descomposición. de Hardy-Littlewuod 

El método de Hardy-Littlewood, asegura que la contribución principal a 

una integral como en la que esta111os interesados, proviene de la unión !JJt 
1 Ver tcorcn1n 1.0.3 
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de "pequeños"· inte~valcis 9Jl(a,'q) alrecle<lor ele fracciones ~· con q "no muy 
grancle''·y'(a(q);;;,; l; llamados por ra.zoues históricas arcos mayores2 • De ta.l 

mo<lo que la integral sobre m?c = m o arcos menores es despreciable· cuando 

N es st1fident,mnente g_rnnde. Lo anterior sugiere la siguiente descomposici~n: 

(3.4) 

M(N) E(N). 
. . 

donde 1\I(N) es la parte principal y E(N) puede interpretarse comó el error. 
En la siguie.nte sección definiremos de manera J>~ccis·a lbs arcos. mayores 

y los arcos menores para el problenia ternario. de Golclbach, como también 

se le llama a la conjetura ele Golclbach para el ·caso impar. 

3.2.1 Construcción de los Arcos Mayores !.m 

Dado un ;11·imero natui·al Af /u ~~; nt~r~e~o;reáÍ ~>ositivo · (Ímr ser clett:Ír~ii
nado posteriormente), para 1 $ q '$ log"(N) y O < a.$ q - 1 con (ri, q) = 1, 

definimos: 

tog•(N) q'-1 

9Jl LJ LJ 9Jl(a, q). 
q=I a=l 

(u,q)=I 

En la brevísima descripción que dimos sobre el método ele Hardy-Littlewood, 

se les <lió el adjetivo de "pequeños" a los arcos mayores. En nuestro prob

lema esto significa que los intervalos 9Jl(a, q) constan ele los números reales 

O E [O, 1] que distan en menos de log;JN> ele fracciones ~ con q "no. 1~uy 
grande" donde esto último quiere decir que q :::::; log"(N). Cabe mencionar 
que estos valores (log"(N) y log~N>) han sido elegidos por ~ecesidad, p~·es 
n1ás adelante haremos uso del Teore1na 2. 7.3. 

2 Aquí el significado preciso de "pcqucfios" y "no rnuy grande'! depende. de las apli
caciones, no obstante para nuestro caso particular se establecerá de manera' precisa este 
Hignificado cu la sección 3.2.1 de este capít.ulo. 
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Dado que estamos interesados· en el. comportamim1to a.sintótico .. dé· la 

integral r(N), es conveniente. determinar el comportamiento de""l~~-: a{cos·. 

mayores en términos de N. 

Lema 3.2.2. Si N es suficieniernerite g;'a:nde, lós inte1-unl¿~·vn(<i.;,¡y1;nidis~--
jnntos. 

Demostración. Si existe Uii' iúí1nero reál O E 9Jt(ai, q 1 ) n !J.Jl(a2, r¡,i) donde 

~ ::/: ~' c1c1toncc~ 

ln1fJ2 - ª2l/il ~ 1 y podo ta11.tó 
.... 

de donde N :5 21og3"(N) lo cual es imposible si N es suficientemente grande. •'. . ' .,; o 

3.2.3 Construcción de los Arcos Menores m 

Teniendo en consideración el i::onjutito VJ?, clefinirnos 

m ='(O, l)\!JJt 

El conjunto m· es uria unión finita de intervalos abici·tos y_ sus elementos . 

son todos los nu1;ier~s reales O E_ (O, 1) que dista11 ei1 más <le' 1º9 ~!Nl_ ·de las 
fracciones ~ iuvolucrada.s en mt(a, q). 

q_ .. . . . . . ' . . . ,, . ' ... 
Una vez construidos los arcos mayores y nienores, el sigúiefrte pruic:i es' 

estimar 111 (N) y E(N) por separado. U na buena. refe~encia para d lector in

teresado en ahondar en los detalles técúicosdel méto~lo de Hardy::Little·,,;ocid 
m~. . 



Capítulo 4 

La Integral Sobre los Arcos 

Mayores 

E11 vista del lmna 3.2.2 basta estimar la integral 4.1 y después considerar 

la integral sobrn la unión de los intervalos Wl(a, q). 

1. e-2"iNO S'J..(O)dO. 
!JJl(a,q) · 

(4.1} 

Ya que el punto clave erí .todo esto es obtener una buena estimación de 

la suma trigono1nétricá SN(O}, le re~ordamos al lector' que: 

4.1 

SN(O} = L e2,,;po. 

p~N· 

. . . . . . 

(4.2) 

Estimación de S N ( fJ) en los Arcos Mayores 

Cada número real O E 9Jl está contenido en algtin intervalo 9.Jl(a, q), cu 
consecuencia, podemos escribir O = ~· + {J con l.BI :S log';JN) y tenemos la 

siguiente relación: 

logu(N) í/-1 , . n ~ . 

lvl(N) = ·?; '[; e-2"'~~ l.~ e~2"'NfJ S'/.:(~ + {J)d,B. (4.3) 
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Esta igualdad nos·.sugierc de alguna manera que es conveniente saber 

cómo se comporta.S11/(0) en !JR(a,q). Como primer paso en esta dirección 

estimaremos S/'V'(O) en O = ~ donde (a, q) = 1, 1 ::; a ::; q - 1 Y. 1 ::; .q ::; 

log"(N), 

Lema 4.1.1. Sean (a, q) ==: 1 con. O <'a.$ q ~.l y 1 ::; q ::; log"(N), entonces 

S~ ( ~) :.7 <•~~;rI(N;q, 711)e~i;~~j .+,'~-~~:70~~.iJ~'.,'e '' 

donde TI(N, q, r'n) es. elmí.in~;.i d.ri ¡)rimo~. n'ie:,,,ores o ~fl;idt~YtíFe N qiie son 
congruentes con rn 7n6d:ul~\q'. 

Demostra.ción. La suma S~ ( !!) se pued~ Cles~~mpolie~ i:J6 I~ sigltiente manera 
, .'<- \~ ·-.ü~:,.-"/!.i:,.:1~·::\;c.-.::.:~~;_,·.:-:..::;·:~''.'f>-.r::;,:~~/.~).-:/:::'~:·.:'.'·:·_~-;.~.-: ;_·~::, :: · ~-:. 

s~(~) ~·~·~,~~'.i~~'.~t'>; >s•· 

En d e~ de S, tc•mm:;:·~~]~t~~~f .~i~(~n~t:~;;)~ó;;j~ t=~o, 

Por otro lado; ya ciuee~ S:2téi¡éffios' (jjiJ)~:1;'éiúó~ces:c~istc:d ~·2 tal que 

dlv lo .cual ~implica~ éi~i;cL ;;,;;.;P··i>~'r"ó· ~~~~}~<lc2áS' 'dlq ·téñen{Ci~l'!diit61ices 'que. 

Pl•1 y J>OC ·~"'!~~··~~· ~J, if !~ w ~ t;...;l:. ;;;> : .. '.. ~'./>~ L . . . ' .. 
,;·:·/ 

con lo cúal el lema qúeda demostrado;. D 

Observación 4.i~;:;· 'k;i':bí ~~~Í~i:Ilo · ·~: Jección 2. 7. enunciamos el teorema 

2. 7.3 sobre la cantid~d de primos e;1 ~ná progresión aritmética. Este teo

rema que será utilizado en el lema 4.1.3, está íntimamente relacionado con 



CAPÍTULO 4. LA INTEGRAL SOBRE LOS.·ARCOS MAYORES 

la construcción de los arcos mayores en·. la•sección 3.2.1 del capítulo· 3, de. 

hecho la necesidad ele tornar 1 :5 q :5 log"(N) en dicha construcción queda 

justificada por este teorema. Por Jo anterior; ·Ja. primer resti-icción que le 

pondremos a u, es que sea estrictamente tnayor .que uno. 

Lema 4.1.3. Sean (C:., q) a :5q.:..:1,(1 :5 q :5 log"(N) y u> 1 

un mí.mero rcaL. Ento:,,.ces,e:i:i_~te e; ;o= fl (u)'> O. taJ_ que 

Sea q = p;"p~• •. '.: :1>~<1,;. descomposiciót; en factores primos d~ q: Utilizando 

las propiedades de lá f~nción, logaritmo ten~~os · .. ·. 

- . r, 

log(q) ~ ~ ~!loq(pÍ!:~:{;!pg(2)= 7:log(2), 

.· . - ~ ·- '·" 
1 Basta aplicar la -ft~~1Ci~n loí;afi~1:n:O 'Cli, ·~bOS la~los · d~- l~ ecuación 2'°92(q) = </ 
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·,, _. ,·. . 
Poi; otro·Jadó, del teorema 2.7.3'tenemos· 0 · 

rn=l 
(m,q)=I 

donde la suma involucrada en esta última igualdad, es Ja suma de Ramanujan 

c,1(a) de la sección 2.2 del capítulo 2 y el resultado se sigue del lema 2.2.5. O 

Hasta el momento tenemos que SN(~) = ~~~¡ J: 10~(..,¡ salvo térmiuosO (q./ve-º'yllo; 
y O(log(q)). En el lema 4.1.6 veremos que estos términos pueden serreein
plazados, por términos O(Ne-02V10YCNl) para alguna cons-tantc positl,;a c~·,c= 
c2 (-u.) estrictamente menor que c1 • Tenemos el siguif'ntc resultado. ·prc\'io. 

Lema 4.1.4. Sea 1t > 1 1J e" una constante positiva que pUede depe",¡der de 
u. Entonces 

o(lóg~(N)e-;.º'."f1u~cN>) "". o(e-c'f1o!1C~>), 
donde O < e'·< ·e". 

;;.s. :¡;(.SJ+I 
-----'-~----
([ó] ¿-1)! ([ó]+l)! 

~e"'.· 
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, ,_ '.- :-· ;-- .· ,. _,·• ,-..• _,,__ ! ,:.! :_r·.; .. _;··:. ·-·- :··- l ·, : 

Por lo ¡iiite.rior, si' iómámos·O'·-.¿·<·< e" y' hacemos :1: = (e" - e') ;,/log(N) con 
1\r · s1ifi'(;i~1ite'frie;1ie g;:a;:lcÍ~ y ó ~ 2u, ~cÍwrnos 

'1> ~J.:~ .. ):.~·::~ ·--.'=~~-{-•. 'f_ ,.._-.,:·, • 

. _, Ldgu(N) -~ C(u)e(c"-c')../tog(N). 

El re~11Jt~~lo~e··~¡gq;Jtrl~i~l~1CJ~·t~.--· o 

Observación' 4.1.5. En lo sucesivo estaremos utilizanclo constantemente el 
resl1ltádo' antÓ'riÓ~ ¡;ara '.reaÍizar ~1lgl111as cstimacio1;es; . De aquf'ei1 adelaiitc . 

cacia:·(jiié \o!sté · 1cm1a \;aya '·a ser utilizado, sólo hare-mos al tisiÓ;1 '<il hecho de ciüc 

' cst~mos tomando una constante positiva e' <. c"segím i¡ea._e_J .éaso;· 

Lema 4.1.6. Sean (a, q) = 1 con O < a·:::;: q - t; 1 :::;: q :::;: log~(N) y u > l. 

Sea c 1. conw en el leuuL 4 .1: 3, entonces 

S (~) - ¡.1.(q) 1N ___±J_ O( C.c~.J1ogéNl) 
N <¡ - </1(q) 2 log(-y) +, • J\(C,,,-;·''<·~' ¡e:; ' ""' 

,.- ... 

donde O< c2 < c 1• ' ¡· ·.'/ _, :;:.;;, i~:y _. -.. · _ 

Demostración. Basta probar qne qNe-c1.V1'!.l',\'j}y lÓy(;Í)s~_n O(Ne.:.c,.Jtoo(Nl) 

con O< c2 < c 1 • :.:. _ .· ._, .. _ >··.-_., .. - .· ·--

El hecho ele que qNec.c1 v1~~C~l.·;,,,;Q(ije.::..;;y1i?w>j'~~ ;¡~¡_¡~CJ.-~¡' le~~·,Ú.4 )• 

de observar que q $_log~.1('1y.)._·_~~·.: :·-;·~·- ·~.:·•Y,~,-·.~ 
- ' .- ·: '. _,_:.t • .:;·'.-·. - /":,< '_ -••. '~.'- ';. 1 _.} • ': 

Por otro lacio, para x suficientcine~t~ grande. tenéinós · 

c!i ?; l~y(::) · Yi ;eJ.?:_C'.é~~. ; · 
por lo tanto log(d;) · ~ 'c~x;-.;;,;d'.:' 'rl~ci~HIÓ :if'=! Í~g,(JV):obtmiemos 

--. \_;..· ,:.~:~-·~> :•:/.'!-,'.~';,:·-.:·_~-·.,:-:,'--" .. ; \ :· :,-.--'~~. ;, ,· 

'lag ( log(N>) :::;: C N eccc2 .jtoy(N>, 

entonces 

log(q) ·•:::;:' log(logu(N)) = ulog(log(N))' 

:::;: ,cu¡.¡e-c2yloy(N) = C' !Ve-c2../tog(N), 

donde C' depende de u. o 



32 SOBRE LA CONJETURA IMPAR DE GOLDBACH 

El lema 4.1.6 nos proporciona una estimación de la suma trigonométrica 

SN(O) en fracciones O=~ con (a,q) = 1, 1 :'.S a :'.S q - 1 y 1 :'.S q :'.S log"(N). 
Sin embargo, como el título de esta sección lo dice, csta1nos interesados en 

est.imar SN(O) en los arcos mayores !JJ?; es decir en O = ~ + f3 con 1/31 ~ 1º9-;JN>. 
Esto no significa que el trabajo anterior haya sido en vano como veremos en 

el siguiente: 

Lema 4.1.7. Sean (a,q) =:' 1 con O< a~ q - 1 y 1 :'.S q :'.S logu(N). Sea f3 

unnúmero real tal.qu~l/3l,=:;:0•9;J~1 y_c~ c~mo en el l~ma4.l.6, entO~ces . 
' > > • 

¡i(q) t e_2,,;,.p ·+ O(Ne_¿3~/o9(Nl), .· 

.</JJq):i:;>n:;>N log(n) .. . .o; . . : 

·_.,•:.'.·, 

Demostración. Si n\fo ;Ós¡;rimo; entoÍ1'é:es s .. F~>·i;:.~;«·~)y por lo tanto 

SN ( ~-· +{3) ::= •;b ... (9,;(~s 6 ~:.-1C~J) f2~j,;p · 
- , -: -<~ -<:~~!·;.·_--,:~·~,~::~·-~~-~t:::;~'.1-·:- .- ... ->.~·-!f,.~:,:.-}:?~tE~.<·~~~:~.·'"!:__<. -:~~,!~-'-~_ ! :· 

Utilizando el méfodÓ:·¡m·ra s~iriar el: Ab6I · (lerna A.:2.'4) tei1cmos. 
_.,• .• !· .·.; ·--)< ':: »;' ~:~:;,c.-, :-;::::/----.'.·'.''..-;/· ... :~ ···\- ~ .·.<·~·-.:>.·:;•u<•-, '"'~,.:' 

SN (~ + !3) == ~N(~)~~;;N~'t:2s:~--,t~n:(~j,[~f"t•i,.7t;;(;i+i):]. 
: '· . 

Es precisamente e1¡ este· punto.en el cji1e é¡ueda;Justificado nuestro tra

bajo previo al estim~r la suma SN(O) en O ,,,;; !( · Si'u embargo, antes de 
" . ', ' '', . ' '.; ' . q . .' . ' e",.;,', . ' ' 

utilizar el lema 4.1.6 para estimar la suma antcrior;,debemos verificar.que 

q :'.S logu(n), pues en la hipótesis _de dicho lema teníamos q :'.S logu(N). 

Si n es tal que VJíi < n :'.S N, podemos obtener fácilmente la desigualdad 

logu(N) < 2ulo9u(n) < 2"logu(N) y como por hipótesis q ~ logu(N), se sigue 

que q < 2"log"(n). En cm1secuencia si N es suficientemente grande y u' > u 
se tiene 

2 u l u'-u( )' logu'(n) < O!J n = , - logu(n) 
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donde 
::,,: .. 

/L(;) (. ¿ jn [éin,ll _ e2.-i(n+l)ll)d-y + {N é.-iNPd~) Y 

<P(1) 29,::;N-t Í2 log(-y) } 2 log(-y) 

S2 L O(ne-c2y'to9(nl) [ e2.-i~tl _ e2.-i(n+t)PJ 

2$n$N-I 

+ O(Ne-c2,/lo9(Nl)e2.-iN.B. 

S 1 puede reescribirse como S 1 = ~(A+ B :+ C )., donde 

• • "-. '·.' • '..~ > '. : • 

Del teorema del·valor.mediop~ra f(-y),='= 1~9
1<-rl' tenemos 

1 
1 .. 1 ···1 1· (¡ - n) 1 lb - n)I . 1 . 

log(-y) - log(n) =. --,. ~log2 ({) = {log2 (t;.) ::; {lof¡2({)' 



34 : SOBRE LA QON.JETURA IMPAR DE GOLDBACH 

donde n ...,... 1 $ "Y $ ~ ~ TI·• c~toucc"s > 
,_·.,· 

1 .. d¡· 

n-1 log("Y) $ 

Por Jo tanto 

,·:.'. 

donde IEI -:s ó ¿;;~3 nfo;2(n) y por el lmna ,.\:;.2_;~cnc'l11osq~i;.E = 0(1): ' 

::' 'e~'.~i~:=;~~º~~~_J["i;·;~~~~Jf f~i"~;5·c~J•••'"', 
O ( N c-c2.yt1?c7~.c.~~!~-i-Je:2@·~0~'.r1;•<:;~·r ¡.; •. ~.)y· 
0 (Nc-~2yt1".9.~N!.( ·:2~2j", ~:ji J_·¡é~~iPI ·+ i-)J" · : 

, _-' 2S,1~'5/"!.,-], ~ r 

o(Nc-c2V10
Y(N) ( ~·-g 2s~ns1Tfol) + 1)) ver lemas 2.5.3 y 2.5.4 .. 

- - _-._ __: - .',.-· __ ~ '"<-> _2~~~;?-~-:~: - , 

ó(Ne~~2v'lo9C":>,.'C~i~I+ 1')) ' 
o(Ne-~2:v109(N)(fo9U(N) +1)). 
0 (N~~~avtog(N)), 

donde.O< c 3 < c2.2 Por:ulti~10 coil1binando ambos casos obtenemos 

SN(~ + {3) = µfo) :t é,;;~p + O(Ne-cayttog(N>). 
q ' < </J(q) 3;Sn;SN Log(n) . . , , . , . . 

2 Vcr lema •1.1.4. 

D 
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Lema 4.1.8. Si O E VJ?, 'enúmces 

S'f..,(0)= (. µ(q) t e2"iu/J ·)ª+O (:iv3.e~'.'~/tof;(N)), 
. rp(q) _ log(n) . .. · · · ·. . ; · 

-, ,: 7l-3 : --' _,,._,- - , ... ,,.;..;. 

Demostración. Dndo que O E VJ? podmn~s escribir O~ !!+f3 donde (a, q) = 1, ._--: _,_ ,.,, 
Ü :5 a :5 q - 1, q :5 {ogu(N) y /3 es 1111 lllÍITleÍ~O real. tal que lf:/I :5 1º"';.JN), 
entonces del le111a 4.1. 7 tenen1os 

S'fv(O) = (JL(q) t e21fin{J + ;(Ne-~:ovto;¡(N))) 3. 

rp(q) n=3 log(n) .·. . f;·,:;\'i.:''·>' ·•· .. !. :-• 

Desarrollando el binomio obtcne1nos 

do11dc 

Si 

pues 1 L~~a ~·;,;~::~ 1 < e N V e.W < c. Por_ lo ta1'1t.o·,· 
- - .P(q) - ' 

D 

Lema 4.1.9. Sea /3 un número real tal que 1/31 :5 ·~, entonces 

N e27rin/J 

~ -- '-- O(l/31- 1
) 

~ log(n) - . · · 
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Demostra.ció1i: Del método para sumar de A bel (Jema:A.2.4) y el· lema 2.5.4, 

tcnmnos : . . -

N · e2rri~~~·.-,<· 

~ log(n) 
( tf é"~"P)lo~~N)~ J?('f{,,'é,.;},p)'dla9 - 1 (1.). 

O(l.Bl-l) log~N) +o ( 1N 1mc:. 1 dlo~- 1.c;>) 
O(l.Bl- 1). - -

o 

4.2 La Integral Sobre mt(a, q) 

Couao rnencio11a1nos al conlicnzo de la sección antcrioi~, ca_dit nt'1n1ero real 

O E 9Jl est;í coutcnido en algún intervalo 9Jl(a,q), donde O_= ~+.By l.BI :S: 
toy~,f N), de tal fonna que 

(4.4) 

(4.5) 

Lema 4.2.1. Sea .B 1in miinero real tal qu~;'¡p¡:5·i~~~.Vl:.· Sea c3 como en el 

lema 4;1.8 y 

entonces 

donde O < c,1 < ca y 
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!Jr!1no.~lra.ción. Del lema 4 .1.8 teneinos que 

~ N 2 . /3-. . 3:- . - . ..-~: ___ .e·:: ... , 

.J = 1 N e-2,,iN{J [(µ(q) '"'~)· + o(N3e-c3.,/log(N))] d/3. 
-'º•';,<N> • · ef>(q) ~ log(n) . . ·. ·· • 

Sea 

J - -2,,iN{J /L(q) _e __ . d/3 ~ ·( N 2"i11fJ )3 .. • 
i - ¡~ e ef>(q) ~ log(n). . . 

Dado que log"(N) = O(N) entonces 1º9-;JNl :5 .~ .J>arn 1V suficientemente 
grande; así haciendo uso del lema ;l.1.9 tenemos . ,. . 

· .. 

/..'. • ., · ¡p I ~:~;: ~(!oa~ÍN)) 
"; ~ .... 

obtene111os 

J .}
·4 -2,,iN{J ('L(q).:~·~2,,.in{J ·)·3d .. /3. "+ ... o e· ··-3(1-c)· N2 ) 

1 - e --L.J---· q . 
- -~ ef>(q) ,.=2 log(n) . . , . , ; , • log2~(N) · 

Por otro lado si 

H = 1~ e_;,,iNfJ·(¡L(<J) t c2"i~fJ)ªd/3 .. 
-4 ef>(q) n=2 log(n) . .. . 
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Por lo taut.o 

Si 

cut.onces 

J _1iª(q)T(V) o(-3<•-•l N2 ) .. 
• 

1 
- <fJ3(r¡) 

1 + q log2~.(N) . • 

O (logu(N) N3e-c,..jlog(N)). 
N 

0(N2e-c,..j1oy(Nl[og"(N)) 

O (N2e-c•..J.log(N)), 

douclc O < c.1 < c3 • Por lo tanto J = J 1 + J 2 , esto es 

.J = /t3(q) T(N) + 0 (r¡-3(1-c) N2 ) + 0 (N2e-c•..Jtoy(Nl) 
<P(r¡) log2"(N) • .. 

/t3(q) T(N) +O (r¡-3(1-c) N2 + 1V2e-c•./lo9(N)) 
<fJ3(q) [og2u(N) . , 

como qucrían1os probar. o 
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4.3 La parte principal• Jvf(N) 

Vale la pena detenernos en este''1)u1;to y hacúr una breve reseiia de 'lo que 

hemos logrado hasta este t;~on1erito: En el capítülo 3 'obtüvirnos Ía sigÚ.iel.i'te 

equivalencia para el mih'ierci ele representaciones ele' 1111 riatüral ~~mb· s1{ma 

de tres primos: 

Posteriornientü;im e~e Ütisi'Tw capít;iilo des0c61i1~11sil110~ e(i1í~.~~J.~io(O';l] segu11 

el métocio ele i1ii'rc1:Y~Litt1e\\•06d cé:>1~10 ~igii~:r'' ~''· ·+':" ·:.:,·~~·H''.~.c:';'.;,. :· . 

r(A') L / c-21rmos~ (O)clO+ I-e~~;.¡iJ,!~~··co)¡l:(); 
' /-' . ·-; ::j~Íl-. · .. .'-~· ' t:l ' ·: ·:~~ -}~,· -· -,'.5'---... ~~/?.~::~:J~-"- . .'. ·:'.:_:' .'.~ 

capítulo a bordamos Cl problcín~(lc. cstimar)¡i:iiitegr~il. ~; 

--.. --.,. 

para dcsp.ués .cotisicl~rar la: integral ~~bre la uni<?n de Jos intervalos !JJ?(a, q). 
Del lennt4~2.·1 tene;nos la siguiente relación .pa~a.:1a' integral sobre-!JJ?(a, q). 

- . , '. ·• .. r ,. - ,, . - - . .• .. - ·''· .• ',. • . --, -.-.·· •• 

¡ = e-2,,íN;j .(¡i~(q)T(i\T) + o(q-~ :V2 + N2~-q.jtog(N))·)· 
rp·l(q) ... log~'.'(N) · •.. _ ·. 

de tal modo· que la integral sobre la unión .de los intervalos !JR(a., q); es decir 

1\I(N), se puede escribir como 1H(NL~ lH1(N).+.·1\i;(1y), ~onde 

log"(N) q-1 3 .) • L L e-2,,.•N;¡ ('L3 (q)T(N) . 
q=I n=l rp (q) • ;._ ' .... 

(a,q)=l · .,,'. 

M 1 (N) 

log"(N) 

¿ 
q=I 
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4.4 Estimación de !vI(l\f) 

En esta sección abordaremos. el prol?lema de .. estimar. las: sumas. Al1 (1V) y 

Nl2 (N). Esto nos conduciní.de manera .. imtural aobteneruna_buena esti

, mación de la integral 4.3 en Ja q(1e <:stamos h1tm;es¡ido,s. 

4.4.1 

La estimación de)¡i suma ,Í'vl2 (NJsfi ,sigue'.d~;)111·;cálculo,directo. El lema 
A.2;3, el co1:¿¡;{r¡¿·2.3.2 y l~~ ~Íg11ie1'{tcs: hc~l;os s'ori ¡;ertln~ntés: . 

'. . .' . . " .-. ' ,_ -: ,,. '·. ·, -~ .. : : _''i". ... -. - ' { .- ' ' , 

--_, q-1 :-:-~:' ~;~~,'.;;--~-·~ :-<;-::·.::,:::-'~-:~-~;-::,.~:\.;:·:·. -... ~ .. / 
.·I L e-:'<• •l s:</>(<J)S.C/ SLO!J.;(N). ,, 

·-~.-(..,~;;)!,;¡·-~............. ~·•.( .... . , .. :•·-·-· .. , 
. . ' 

Lema .4.4.2. Sea 1'.12(/V). co~o. en .la secci6n 4 . .S .. Entonces 

>· ;: > .. ! : ¡1/2 r . 
J'12,<1'!) ==:O Con2"(N)). 

Demostración. Existen· O < ·c5 < c4 tales que 

D 
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4.4.3 Estimación de M 1 (N) 

La suma l'di(N) puede reescribirse .como:. 

log"(N) ( > . µª(q)) 
M 1 (N) = A(N)T(N), . con A(l'{) = L c,,(N)q,3(q) ' 

.,, e q=I 

(4.6) 

,· ·, ' • '• e : ·, 

donde c,,(N) es la suma de Ramanujandéfinida,e1dií. sección 2.2 del capítulo 

3. En los lemas 4.4.4 y 4.4.5 esthnarcm~s T(IV) A(N) respectivamente. 
/ -. e ,>".· .. ;~, .. ~ .. ·.~,..~.~- \\.":;·.~; 

Lema 4A.4 ... Sea'T(N)icomo se._d'eft:ni6 á'n ~(ÚmaA,2:-1,. eiito7ices existen 
dos constantes positiVás A y B tal~~ rr1l.e .· 

.AN~ 

log3 (N) 
" .. ·.,. '· 

Demostración. Tenemos. la.siguiCnte relación 

' ' ,· ' ' : ' ,' 1 T(N) - . ¿:; · + o(r'(N)), 
- , . · · log(n 1 )log(n2 )log(n3) 

../Ñ<n1tn2,n3<N. · ·- ··· 
N:=n1+n2+ii3 ·.: :. · · 

donde 

T'(N) se puede estimar como sigue: 

(:• 

T'(N) :5 C 
n1$'\ÍN, 25_n2 1riaS~, ·: ;··t_.: ~1 :;=t.~:~2-~_1·. 

N=n1+n2+na ·· -
Vil ' Vil __ .·· .. - ' 

:5 E(N-n1):5:EN=O(N~). 
n1=t · n1=.~:·· _-·~:/:.. · · 

Por otro lado, si ../N :5 n; :5 N, para j =_•1,2,3, entonces log'- 1 (n;) :$; 
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log- 1 (VN) y eú consecuencia ·· 

1 

l, 

donde 
,.· . -. ·. . . . 
. N N-n1 N N2 ~ 

1 = L L 1 = L:(N- n1)= T :t- O(N) = O(jV
2). 

u.1+n2+na=N 111=:=1 112=1 .. n1=l 

(4.7) 

Por lo tanto 

T(N) _. b(1v2'i~g7(VrN);N~) 

Como log 3 ( ,/N) ::; VN pá.1·ii _y ~;ifi~á:1t~1~1~i('~¿ ~1~1·1;;).;, tenemos 

con lo cual 

Por otro lado, ya c¡ue 
.·· ,.,,. . 

T(N) ~ L· .· ·.' . .. , 
. 2<n,,n,,n~«N log(r,i 1 )log(n2)log(n3 ) 

· nI:~-~2+n3.;;.¡y:'..>":: · · __ 

tenemos de manera trivial que•·.·· 

. . . r:'(N) ... _,:.·~ 
T(N)S 1 

· ·¿ 1, 
. - .[ogª(1V) 2<,.,,,,,,n,<N 

1ii+rl2+113.;;.N 

(4.8) 
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pero 

N N.-:.n1 N 

T"(N) = L L 1;:::' L (N,- n 1 - 1) 
n1=2 n:i=~ .. ,'. ;, n1=2 

Por lo anterior se. tiene que 

. T"(N) 1 
~i.:.,r;,,--¡:¡:¡:- = 2, 

¡V2 - 51\f 

2 

43 

de tal modo, que para tocio e > O existe Al t.al que para cualquier 1V > !vi 
tc11cn1os 

I
T"(N) 11 ----¡;¡;¡-- - 2 < c. 

Por lo tanto 
T"(N) 1 

_,, <, N2 ,. - 2 <e, 

y en consecuencia 

(~ ~ ")JX7}r:'.<~y).;_(,,~ ~)N2 • 
Haciendo e < ~, tenemos que exi~te .um{· co11sta11te posiÜva .'!', tal que 

¡' ', ' 

r;;<N.Y ::> A~v:z; 
" '·!-- •.· . 

Finalmente de la ccuai::ión 4,8, obtenelnc,is, 

T(~) ; .. Ai~<'I . 

· "f: _, 'log3 (N) 
0

" 

o 

Lema 4.4.5. Sea A(N) como enla·:'ec:i.~'ció'n ,f.6,•entonces 
'.-.. ' .. 

A(N) = \5CN) + O(log-u(l-c)(N)), 

donde 
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Demostración. Definimos. IB(lV), .la s¿ri~ singular del problemii ternario ele 
Gold bach como sigue: · ·· · '·, ' : . : ·: ·,:·. ,_ . 

.. · ... , ;~\.tJ.~l~~f{¡~~~;~~ ;'., : .. ·····. . .. ... 
Entonces; del corolari1Y2.3:2')'del,hed1() de,q~te •• 

1
lc~(N)I ~i</J(q), tenernos· 

IA<Ni~ti<J{.~~;~~~¡~~~}i;'~i,~~:~g,'_;;7;~6°.-¡••-,>cNJ l•·. 
Por lo tanto < · · · .,,; · · · · · 

, , < A{lV) ~ IB(N) + O(log~u(l-<)(N)). 
Por otn:Í lado,· ~~.~io ¡t, ~ y la suma cÍe Ramanujan. Cq, 'son funciones 

multiplicativa8 de ·,j, se tiene que Ja función aritmélic¿~ G(q) =; i·C~~'ZX'') 'es 

mullif>licaiiva. 1B converge absolutamente puesto. que 

l 
¡t(q)cq(N) 1 < _1_ < _1_ 

</J3(q) - <!J2(q) - q2-<" 

En consecuencia del lenta A.3. 7 IB tiene una representación como producto 

de Euler corno sigue: 

15(N) 

Esta última igualdad se cumple puesto que µ(pi) =O para i ~ 2. 

Para finalizar, observemos que 

(N) _ { p - 1 Si p 1 N 
e¡'.· - ' -1 · .. Si p f N 

de tal forma que 

o 
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·.' 

Lenia 4.4.6. Sea <5 como en'~l lema a:rÚerior, entonces ·· 

1. Si N es par <5(N)';;fo.' 

2. Si N e.dmpa~IB(N)> l.· 

Demostración.' ·Si IV es par, entonces 2 está en la descomposición en factores 

primos de N y 1 - <2 _! 1¡2 =O, por)o tanto 'IB(N) =O. Sipor el contrario N 
es impar, entonces 2 f N y en consecuencia · · 

Il(1 +e·~1)ª) > 2: 
PIN p , 

Por otro lado, ya que O < 1 '- <v.! 1 )~ ~·1 p~ri ~ualq~ler:primo ~> 2; ·renémos 
·--< -<, -- -.;-::·~;:-: ,;.~ .. --·r:y,. ,:.- ~ 

rr u~ (p~1;2r::- ¿tiff.(1 .éc;~l)~) 
PIA' ·-•" ·:-- _·-. .-~-;-~¡._~'.:•2<P~O?--·,;:>~-·--:··'.-.,: __ :- . 

2<vSN . '·:/"' ·.;·/.· ·•·•.'::./.> 

y como p,. ::; JJn+1 - 1 clonde'pn e~ el ~l1i~il1i~.p·rimo,Jteúembs 

donde 

por lo tanto si N es ilnpar " ' 

~(N) >l. 

. .:·= . .. 

o 

Finalmente como consecuencia inmediata ·de los lemas 4.4.2, 4.4.4, 4.4.5 y 

4.4.6 podemos estimar kl(N), . 
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Teore1na 4 .4. 7. Sea'., .. 

·.M(N_·. )~:'f\e-'2,~uvks;~(())dO. · · 
' ::l<JJí:.::.c·:··: ': . . · 

-·-' 
Entonces existe uwi. . consta'Tl.tti ·jJositivaC . y 1L!L n~il:ural No tal que si N es 

impar y N > N 0 se cmr;,~l~, ,. .,.; 
.~.+ ~' -~/)·,:, ;;, ,. ' -·,. 1 .• ,. 

.. _.:·_ ·--·-···.:. ·_, .. ····N.2 
.11'1(~-),_I ;:::X logª(N). 

. - . .. , ·. ~- . - - - . -

Demostración. E11 la secci61i 4:3 ~·itnos ~tt;e 
.· .. ·; ·-' -·. . 

Ú(~V) :-d:_ '1\11 (N) :.¡_ M 2 (N). (4.9) 

Posteriorme11te. en la sección 4-:4 •\;irnos que i\h(N) 
M 1 (N) = T(N)A(N), cloi1dé · 

O ( lng~':'.~N>) y que 

T(N) 

A(N) 

De este modo 

, · 'L ~ N log(ni)log~n2 )log(na) 
;~+~;;•:r~:.·:~N·;: .. · .. - :,.. -. -

. 
y 

6(N) +o (tog~~</-:'>(N)), con G(N) > l. 

'ÚcN) ~T(N)Jl(N)+ac·· l ~~iV)). ·· · · -.· · ·· · · og" 1 

Por 1111 lacio _te11e111os IA(.N) ·.:.,_ <5(N) 1 ::; C/09-"C 1-•-> (N), de tal manera que 

l<B(iV)l - IA(N)I::; Clog-"<.1-<l(N) y por lo tanto 

''. L< 1~c.N')1·~ Clog-:-:"Cl-<l(N) + IA(N)I. 

En consecuencia, para N silfici,entementcgrandc _tcllwmos que; 
·:.: .... ·. . . ... 1 

. Clo9-u(l-<)(N) ::; -, .. . 
. ;· 2 ..... 

de tal modo que IA(JV)I > ~- ~or 16 anterio/~ ell~i~a tIA.4 tenemos 

·-.:- ·_;-.->: -,'~- ./ ~~.iv- ;{~~~~:~··;º~-\;~,: ~'.;t~ _.:·~:'~r ·. ~;:::.-; ___ : .. : · 
IT(N)A(N)I;::: C1log~(N): . 
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Ahora, por otro hido te1.1e1~1os IA1(N) - T(N)A(N)I :5 C2 10yt'~~Nl y en co11se

c11cncia IT(N)A(N)I - l1'1(N)I :5 C2 109~~N) de tal manera que 

N2 N2 
C1 logª(N) - C2 log2u(N) :5 IM(N)I. 

Por lo tanto, si u > ~ y N es suficientemente grande t.cnemos 

1v2 

IM(N)I ;;:: Cal ª('V) og 1 

o 



Capítulo 5 

La Integral Sobre los Arcos 

Men.ores 

El rmmltado principal de este capítulo tiene que ver esencialmente con el 

m{•todn ele• sunrns exponenciales ele l. lvl. Vinogradov [6]. La integral 

E(N) = i c~~~iNO S~.(O)dO 

puede ser acotada trivialme1ite c~;;.;i:i si~ue: 

IE(N)I :5 ~~~:ISN(O)l 11 

ISN(O)l2d0 
. 1 . 

suplSN(O)I L 1 c2"iC1•1-1'>)oclO 
Oem 1'1.112S,N o 

suplSN(O)I.{ ·~ 11 c2"i(p1-P2)0dO + L 11 c2,,;(,,,·_,~2JOd(}} 
OEm p1=112$N· O PFFP2S.N O 

suplSN(O)l{~(N) +'o}. . 
oem 

Por lo tanto, del teorema 2. 7.1. :tenemos 
. . . ; . . 
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Si logramos probar que supJSN(O)J =O (i,,,,~Nl) tendríamos que 
. Km · 

. iV2 

Jr·(.N)-A!(N)J::;cl 1(V)' 
O.fj' 1 

porlo t.aii~o J~1'(JV) J;.:;; lr(N) J ::; C 1o);N) y e11 consecuencia del teorema 4.4.7, 
tendríriniO~ q1Íe · ··. 

. N2 
• r(N) <:: .C'---.~~ 

;»· •':.'·, · .. ·log·1(N) 

cm1 lo c{iai qií~d~rfr~ dém1~stmclo el teorema de Vinograclov 1.0.3 junto coa 

el respecth·óc~rolárfo l:OA. 

;;., 

5.1 EsÚiriac?ióh de SN (e) en los Arcos Menores 
• ,. 1 ' ' •• ~, " ••• -~, • " : • 

. -· .. ;···: ';""i:,~·t':.~~~:-;~,-, .. ~ 

I~arfl; e~ti1;1ijr:.Sf\'(B):.e11;111 utilizaremos el lema 2.6.2 haciendo.Q = toy~N)" 
De este mo.do :·pá'ra' O e·:.m existen dos e1ít.cros positivos á y r¡ tales que 

(a, r¡) = 1, log'.'(1\T) ::; i¡ ::; Q i=1o!l~N) Y 

l
o_ ~1 < log"(N) 

q - qJ\T , 

donde esta tíltimá clesigualclacl puede ser reemplaz~da por 

l
. (L 1 1 ·. o - ;¡ ::; q2 

ya que r¡ ::; tog::{N¡· En consecuencia c1ú1lq11ier.o· E m se puede escribir como 
' ·,\'.:·:·· ' . - , .. - .. 

sigue: 

(5.1) 

Los lemas 5.1.1, 5:1.2 ·'.Y.5.1.~ ,que•·¡;rcsc~tamos. a 'continuación se nin uti-
lizados de manet:a crn~ial • eii"Io qtici'1t~~L~; d61 -c~píti:iki. . . 

Lema 5.Ll. Sea, 
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. - . . - . - . . 

. . ' . 

con: (a.,c¡)'='L Scan,g.yq' ·éntero.~con O< q'.$,q, Si·z.toma.fos valores-g, 

!J + l, ... ·g + (¡'- .1 · Ú sipará':éstos•valores de,_z laJmi.C'i6ti ;tf;(z) tóma valores 
reales, de tal fórrna qú.e· . ','.' 

r· .' ·. ··: . 

,\ = mn:i: ·tf;(z) -. , niirii :,P(z) > O, 
. n~z.<g-f-q' · ···,. _0S.z.~t1+,,1' . '-''.~ ·. 

(5.2) 

entonces pa.rá U·.?., r · 

~ ni'i~1. (u,~ll.~(~)Uy:~,(A+;)U.,+.qlog(q). 
Demostru.cióri: Hacibud()'; ¿:;; .. b\1>~,:¿Jdiicfo"z' := o', l; . : . '. (¡' '- i'; tenernos 

ll•J>(z_.lll:¡·'¡'&~~'Y:~;'.c;i/, , ... 
·, :· _;r '':'· .:,:, <r, ,.. ·. .. 

con ¡/J 1 (z') = ng + 'l/J(!J + z'). E_~'"vi~tn d'c 5.2 j)C>dmr;C>s encontrar un número 
real B tal que 

(5.3) 

para z' = O, 1,. .. , q' - l. Si B 1 = B.-:- [B] y denotamos con z'~ = z"(z) al 
mínimo residuo 110 negativo de '_az'.·+ [B] módulo <¡ tenemos,- .,,.: 

az' + 4,, (z') = az' ~ [B]+(i/.:.:: (Bj) + l/J((z') ::.::.fl ~ z" + b{z')q + '¡/;2 (z") 

donde /J(z') es 1111 e11tl·r~ y 1/;2 (z") = B 1 + (·i/i1 (z') '--' B) de tal modo que 
restando [B] de la ecuación (5.3) tenemos 

. . 

B1 $"•/;2(z''.) 5:B1 +,\. - (5.4) 

E11 consecuencia' .- .. . .<· .. ,e.,¡·.,, . .:·.; .. :· 

ll•I>~z)ll = llz"+~2(z';)ll· 
Si q $ ,\ + 3 .el resultado ~esigue t~ivialmentc puesto qt;e 

. '~,"- , 
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Por lo tau to podetnos suponer qur. A < e¡-, 3. Los .válores, de z" son .algunos 

o todos los 111ímeros O, l, ... , q - l. Sea <Jo= [B1.+ x·+ 1): Ya que q > J\ + 3 

tenemos que O < q0 < q y adenuís de la ccuacióu 5.4 «. : ' 

para cada valor de z". Para los valores de z para· lós e miles 

z" =o, ,¡::---iia;O:- ,:<J:":-::~,L~ · 
" .··.• :.:••' 

(5.5) 

tornamos el término U im·oÍucnido m1,l~ s¡t;ná:y cé:>iuo tenemos a lo nuís q0 +1 
valores de estos y q0 + 1 ::; X:+ 3 ~b~~Ac;¡;i;5;=• ' . " . · 

.,,.,.,.~ .. , .. :.'s::;t~t1g:1:1)'~ , , + 3 )U. 

Parn 1 :::;; z,; = z"(z)< ,¡~;Ío teuem~s 

Eutonccs 

donde (ver ecuación 5.5). 

y cada valor de z 1 (z) se repite a lo m<íspara dos valores de z". •Finalmente 

tomainos 
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. . - . .. 

Lema 5.L2: Sccm 2 S <Í S'lV'~"l'<:: l:Vó'·:5'1Y:y · . 
. . . _,·~ .. )_, 

climdr:-

Si 

entonces 

S = O (t'og(l·I;) ( l·V0 +q+
1
:)} 

Demostrnción. Dividimos. la suma S c;on~o sigue: 

" ' . ''., 

53 

donde (j0 - ~)<¡ .< W"0 S.(jo+~)q. Para losviilor~s de zen el primer sumando, 

sea z" el mínimo residuo no negativo de:ª"'. módíilo q .. ya que 
- _,_'; .: : : 

1 [ ·. · ZE] 
· zO = q az+ q y ó <z sr 

tenernos 

1( Z€) 1(. 11 · z€)··.··.·b' 1( 11 Z€) zO = - az + - = ,-- z + bq + - = + - z. + - , 
<J <J q ·, q . 1/ <J 

entonces 

donde 

de tal mod<? que el 
- - . -·:. - !l: .~ - . q ~· l .... · q¡·· '·;· .. dt :' 2 ~-.-1 S 2 .·.--1 = O(qlog(q)). 

1::;z'Si Z¡ - 2·.. . i ·-·.t-:- 2 
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Por otro lacio, los demás sumandos los podemos ,csti1_1u,ir haciendo- uso, d<Jl 

lema 5.1.1. Cada una de estas sumas es del tipó co11siclcrado ahí, con,\= 1, 

t/;(z) =;}¡(u) y U= Ci~14)q' <londej= i;"2,.:. ,j0 • l:,or k> tanto cada una ele 

estas sumas no excede qlog(q) + Ú~~>·i · En cOirnecuenda 

s o (qtog(q)+ t(qtog(q)_ ~,·u ,~,1~)q}) 

o(c<I +Jciq)Log(i1) +.,¡w; (¡De:· L.t))). 
0 

( < ,,+f ;Jr.~cf¡ ~:'~}J~~~¿~J J" :, ' , ., 
o((q·:r·'.(<~~-tD_3)~~fC.~]+, ~)og( ·qo + 1)) 

. a ( (~ ~;~:í'c1).~ tiaof) :~ 41·;_to9(11 ~0 ; i)) 
_·e}( (;;~'~,111;:;~v{~~·Yti_g/1:1/)}.•.·"} · • q · · 

Lema 5.1.3. Sean:. Ui, U 2 y V tres s1tcesiones de números naturales. Sea 

.1 <U< N .. U.< U' = KU, 

donde /( es una constante mayor que 1. Sea O E IR f.al que 

O= ~ + _:_, 1 < q < N, (a, q) = 1 !l l•oi :5 l. 
q q2 

Sea también la suma 

s = ¿ ¿:::: c2irinvº_; 

U<n<U'v~f 

o 

donde v E V, las n son de fo forman= u 1u 2 con u 1 E U 1 y tt2 E U2 y cada 
n se cuenta dependiendo del mírnero de veces qué"ii =-·"u 1 u2 .' Entonces 

( 
2 (1 q 1 .u)-~) S = O Nlog (N) - + - + - + - _ . 

q l\T U 1V. 
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Demostmc·ión. Dela cl11sig~mldad cie Ca~1chy~Sd1\v~i7.t~uemos 

s2·~ o{ .E, :,~~<n> ••L:~I fé,,h·~~n. 
. U<u.-$,U' .· U-:<n$.U' . . vs~··' : .- ~.- . . .- . . -

' .-.,' !'·-: 

donde 
-'\ 

d;(n) = • :E'i. 
Es claro que O :5 d 1 (n) :5 d(n), ¿}sj que .'ele la parte 3 del lema 2.4.3 lenemos 

: . . ':, ·:.. -

S".! O ( Ulo.r/'(lj). ,,E·~·E: e2,,;,,c~-v'>º) •. 
. · ;"-_ : __ ;~--~ __ f!..<n~_u,vs~.:~'::;·~;-~_:: ___ .,, .. 

o( Úlb;ª(_J.): 2i L 'E e27rÍn(v-v')O) 

:_ ._- -~"f-~t~U'.vsff u'Sff·-_ 

O ( Ulog3(U) L L L c2,,in(v-v')O). 
- · . ,.- vSiJ- v'Sff U<11$;U' 

Del lema 2.5..t tenemos 

L e2>rin(u-v')O = o(niin(u, . 1 "'· )) .. 
U<,.SU' . . _ ·· /. jj(v -p')Ojj 

Por lo tanto 

Fijemos ahora :u y sumeinos sobre :u', para esto divi.dimos el intervalo (1, 171 
en bloques de lougi tud. q'. De esta, fonúa obteudremÓs a lo. más ~'(., + 1 bloques 

y la suma sobre 'cada·uno de estós:'bloques cá del tipo que consideramos e~ 



56 SOBRE LA'CóN.JETÚRA·IMPAR DE GOLDBACH 

el lema 5.1.1, por lo t.ant.o 

s 2 o(út.o[/ªCl(,)~(,;~ -t~)(ui'.f.qt(Jg(q)}) 
. ·-:~"~'/ v'5u:.:~·' . .. : .. ·. .. <.: 

o (Nto;i(k;) (,;~+ 1) (u +qfog(q) )) 

(

.· · 3 (. . •·· N. .Nlog(q))) 
O Nlog· (N) U+ qlog(q) + q + U · 

o(N2 ta9·1cN)(u + 2-+ !_ + ..!.)) 
N N q U 

o 
Los le1nas que hemos presentado a11t.crior111e11t.e han dejado listo el camino 

para abordar el proble111a principal ele este capítulo: probar que para O E m, 

SN(O) =O (1oyfcN)). Recordemos que S,v(O) = ¿:
1
,5 N c 2

"i1•
11

• 

Lema 5.1.4. Sea P ...rN = 0 JJ, entonces 
,,5,/N 

N 

SN(O) = O(VN) + L c~"iP11 • 

J)c11iostnu;ió11. Te11en1os 

n=I 
fr•.P../Ñ°)=l 

L e"2rriptJ + L c2rripO. 

2$1•$../N ../N<p$N ._______,___..._ ------------
Si S2 

Clarame11t.e.te11emos que Si:=: ().(../N); 1,nic11.trasq~e 
. . ., . . 

. c2"ipo. = á( VN) + 
N 

¿ e2nipO , 

y esta misma relación se cumple. para: S,v(O) de manera trivial. . o 
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Como co11secue11cia directa de este rbsultaclo ·y del lema 2.2.4 podcmmi ree

scribir SN(O) como sigue: 

- .. - . - . 
clo11cle la suma cu el lado dércch~ de la igualdad ;rntcrior, puede ser estimada 

diviclicnclo el intervalo: O '5,.
0

1n 5_ f./01.1 O(iog(N)) blo~¡ües de la forma: . - . . . 
, . ", '\:.":' 

M < m -5:.' !vi',> . · 'do11dci 

Así obtenemos oczd.r/(1V>}'s11;..{~\1eí'tipC:,:. 
- ·- -

S(M)~_:¿p.(d) L .···c2>rimdo. 

::,a¡~·".' A·l<m<A1' 
l:S1n~~ 

Necesitamos .estimar e1itonccs ·S(~\1) y Í)ara esto consideraremos los si-
guientes dos casos: · · 

l. Cuando ,w ;:::: ch/toy(N) 

2. Cuando 1"1 < e~ ..Jtoy(N) 

5.1.5 Caso 1 

Como ''eremos a continuació.n, este casó qucchtní resucito utilizando el lema 

5.1.6 y aplicando los resultados del lema_ 5):2, con, H' ,;;=.!Y y. W 0 = ev'•~<N>. 

Lema 5.1.6. Sen 

S(M)=LJ.,(d) 'L e2"imd0, 

d(PÑ, Al<1u<Af1 

1$1n:S~ 

entonces 

. ··(· ~ ·· N 1 ) 
S(M) = CJ . ~min.{ d '•2llc1Bll} . '·. 
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. ' . . ' . 

Demo.•traciór¡.. Ya 9u~;d ~ ~ tenemos, 

IS(AI). I $ f: 1 t e2rrinulo, .. 
, . - rl=l ,~1.=I 

Si O E Z,. podemos· estimár la'suma··dentro de' las 'barras <le manera t.l"ivial 
lrnciendo uso de que le2,,;ni.iol = l oh.teniendo 

1 
t ~2:rim.".ºI·. ~ •. ••~.·-.·· 
'"=l -

• ~ • :" • ,·~ • e 

Sin embargo si O ~ Z podernos estii11.~rlai:;ÓÍ110 en el loma 2.5.4 obteniendo 
así, 

·~. .. ' ,. ' · .. ·· ' 

1 f,;~.r¡,7'º1·~ ·~r1~011 
Con lo cual el lema queda d()r~CÍ~tr~CJ6: . · o 
Teorema 5.1. 7. Seá O E. 111;;,~·~ ~·~\/t~ac~i y u~ 5, entonces 

Si·(O) =ÓC~a~fN)): 
Demostración. Tenía1'nos. que· 

.: .·.··. "\ . ; ....•.•.•••• • '?f-
S,v(O)= O(\f'Nj+L:)µ(cl),Lj<~2:rim.to: 

. -··,:: ~' _;·: ;N :~-dJP.,,;~.~.: .:_.;1.',..:::'7n::=t t · . · . • 

Del lema 5:L6 po,dem6s rce~~ril;i/.ifch):c~iÍÍb';igue: 
'._·;;:' -.·,.,·· 

S,v(O) = O(VN) + o({();b~)~~iin{~, 11,:0ll}) · 
.,. ·. ,·· d-1 

Haciendo W = N y IVo = fr (fr $ c~v';~•<-">) en el lema 5.1.2, obtcriemos 
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Como logu(N)·-:5 q $ tog~~NJ' tenemos 

SN(O) O(VN) +o(to!/(N)( 1~ + 1 ·:~V)+ N)) 
. , e> la9(N) O!J i " q 

O(VN)+o(Nlo92 (N)( .~+l \i\T)+l \v))) · c:i loy(N) .oy" J oy" ¡ 

o('@)+ o(iVlog
2
(N)( 1 ~ + 1 '~(Jv)).)." 

· c'i lo11(N) O!J .· 

O( VN) +o ( Nlo_r/(N))) . 
.. · ' · ·.. log"(N) 

Por lo tanto si u ;;::: 5, tenemos 

( 
¡\' ) 

O(VN) +O log"(N). 

o( N ) 
log"(N) . 

o 

5.1.8 Caso 2 

Si 1\1 < e& ,,j1uy(NJ consideraremos nuevamente dos casos: El primero de 

ellos es considerar los divisores d tales que todos sus factores primos son 
menores o iguales que c..J1o9(Nl; de aquí en adelante les llamaremos divisores 

malos. El segundo caso sen\ considerar los divisores d tales que al menos 
uno ele sus factores pri111os es estrictament.e mayor que eV10Y(N). Estos sqrán 

llamados divisores buenos. 

Divisores 1nalos 

Haciendo nso del teorema 2. 7.4 a continuación veremos que en. realidad no 

tenemos demasiados divisores malos. 

Lema 5.1.9. Sea 

S 1 (M) = L JL(d) ·.·· L e2"imd0, 

cl'.5~ '.. A'l<m<A1'·' 
dJP .. lSm~~ 



' ' ,.·, : .. .· " 

(l() <: soaR.E tk doN.lETlJRA' rMPAR o E <JoLnaActi 

dnndc d .mbíndice l in.die<¡ <flLe. [;,súmase· e:i:Úend<i sobre los'divisore~ inalós. 

Entonces 

·3.·:c· 1\~> ·~'a·c.~\re-~J1oucN>> · 
1 .. · ··· .. -• ... ' ' ' con 

M.::<_~:~.'-~-~·~·N···":····l.· ·:~.~~.:·:r: .·:;:'f(' _,:' ·.;~ 

,., . 

/JemostraCióri.·: ·.· Ha~ie1!é:lo 
2. 7.4 tenemos 'q;'1'Ji :>,•: :/ ~.y v.=:= .H2 ·en eLteorcma 

n(;,112
) 

Ahora 

.( 1\1 :)• log 
111

· log(N) ---,_ log(l\1) 

;::: 1i9('iV) ~ [09.(e./tog(Nl) 

io9(iV) :_, \/tog(N). 
. ·. ,·_ :'..¡-;_·-·._.-·'.· ' ' . -_-.-. -· __ , -

Pero para Nsuficientcmenfégnindc te.nemas 2..jto9(N) ':S;, lóg(N),·erltonces 

lo9(N) -vtog(N) ;::: ~~09(i\T)t P~r!~º _tanto 

.. ·•· N · · 1 ' : •:.· ' lód( Z) > ,/lo9(N>' 
· . lOg (~·) > -li:Jjj(N)" · "''y· ,,;. 

, 111. - 2.. .·· Vlog(N) - 2 

En consecuencia, da<la.C1 un·a cm1stante positiva cualquiera, existe N sufi
cientemente grande tal que 

~lo9(~~9( yto9(JV))) .··;::: ~log(log( ,/tog(N))) 

;::: C 1 \/log(N,): 

. Por lo tanto 

~log(Íog(.,/log(N>)) < -C, vtog(N). 
\ .. - .. , . - -· 
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Por otro lado, Hea 

J~ = laq( ../Lag(N)) !f. d'(/. [;[¡(~) . ) . 
· · · · ·• . lag(lag( \./lag(N))) 

Para 1V suficientemente gn1ndc· tenemÓ:s.;;· " 

::; lag( ../Lag(N)) +C2 lag( ..j[Ojj(JV)) 
· ·. • · .. · / lag(log( .Jlog(N))) 

::; log( ..jlog(N)) + C 2 log( ../Log(N)) 

::; . C 3 log ( ;,/log(N)), 

do"r1cle C 2 y C:i. son const.antés.positivas. Tomando C 1 > C:1· tenemos 

( .N 2 ). 
J?. 1\1' JJ 

o( N c:-Co .j1oy(N)+C3/oy(.jtoy(N))) 
¡\q 

Q c;e-c,.jtoy(N))' 

donde e~ = C:1 - C 1. C~mo 1\I' = 0(1H) tenernos que 

5'1(M) = 0(1\l 1V c-c,.j1og(N)) = O(Nc-c • .j1o!1(Nl) 
¡V[ 

Gl 

y corno teníamos O(log(N)) intervalos de laforma M·•< in ~·kf' tenernos 
que la contribución de los divisores malos a la suina::S(.Nf) es: .. 

5'1(M) 

Divisores buenos 

O(log(l';f)1V ~--ª• !~'r:cN>,) . 

.O(Nc-c~v'J~YC~;);· •1.,,' 

Sólo nos resta considerar la suma 

S(M)-_ S1(M) =' .· L L JL(d)c2"imd0, 
'h-t<~S.At'-'dS~ .. 

o 

(5.6) 
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cuando 1\J < c4 v'toy(Nl.y d se· extiende .sobre los di\·isorcs de ·P que tienen ;il 

meuos un factor primoe_stric;ta.n~entÓ!llayorque cV1º!1(NJ. Podemos reescribir 

:L sk("M) -·Esí:(M); donde 
k •k 

!- :: ' 

Sk(1\I) - L L c:l:ridmn. 

/H <nt$J\l' d'!f *" 
E11 Sk(:\f) d es un dh·isor de P que tiem• exact.anwnte k factores primos 

t•stric:tame11te mayores que. cv'to!l(N) y adeuuís ¡1.(d) = l. Sí_'.(J\I) se clefiue 

a11iiloga111e11te para cuando ¡t(rl) = -1. El índice k recorre los naturales 

1, 2, 3, ... hasta alcanzar u11 valor O(loy(1V)), pues cualquier número que 110 

exceda a N tiene a lo rmí.s O(loy(1V)) factores pri111os. Dado que Sí,(Jl.f) y 

Sí_'.(AI) se pueden estimar de la misma manera, sólo c:onsideraremos Sí,(1\1). 
Sea 

Ti.:(M) = ~~ .. '.!.7riptm0 
L- L-" ' 

1\l<m$J\I' ¡1t$.~ 

donde p recorre los 111ímeros primos tales que cVlo!i(,..,.) < p :::; VN y t recorre 

los divisores de P tales que ¡1.(t) = -1 y que tienen .exactaí:nente k - 1 

factores primos estrictmneute 111ayores que cVlu!iCNl. Los valo!';s pt para los 

qne (p, l) = l son los n1lores de d que pued<? tomar la suma Sk(ivl) y cada 

uno de estos valores aparecen k \·eces en la su!lla Tt (considere cada uno 

df' los k factores primos de r1 que son mayores que cv'10u<N>). Entonces el 

mí mero ele térmiuos en Tt para los cuales (p, t) > 1 es trivialmente 

o(M L: E 1) =o(M ¿: ,11"' 2 ) =o(~)· . 1 • p . /og(N) 
p>e.jlo9(,V) 71'211$~ p>e./loy{.'\') ' e 

E11 consecuencia 

(5.7) 
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Para estimar Tk(NI) dividiremos el intervalo eV109(N) < T' :5 VN en O(log(N)) 

bloques de Ja forma Q < p :5 Q', donde Q < Q' = O(Q). Sea .n(1VI, Q) la 
parte de la suma Tk(NI) correspondiente a tal intervalo de primos. Tenemos 

·el siguiente: 

Letna · 5.1.10. Sea 

Entonces 

Tk(Ñl,Q)·=. L L L e2.,..im¡>t0,_ 

Al<TTiS,M' Q<p5.Q' mpt$.N 

n(M,Q) = o(Nlcig2 (N)( G-+:~)~ +e-4../log(N))) 

Demostración. El r:esultado.se sigue si aplicarnos el lema 5.1.3 con n.=.rnp 

y v = t donde t está restringido a los divisores de P .tales que ¡.t(t) = -1 y 

tienen exactamente k·~ 1 fact~ré~ primos estrictamente úrnyores que eV10Y(N) _ 

La U en el lema 5.1.3 corresponde aquí a JHQ; te11e111os 

( 
2 ( 1 q I .. MQ) t) Tk(M, Q) =O Nlog (N) q + N + AIQ +-¡¡¡- , 

pero cV10Y(N) :5 Q :5 ,VN, entonces . 

. MQ et~. 
-N-. < VN 

o El resultado se sigue trivi.almente; · .; 

Del lema anterior;'si\i1iiJii~~~~i~,~~~ sobfc!'.\cis O(log(N)) valores de Q 
tenemos que . '.· .· ;«;~.· _Le . ·• '.. , : ", ·' 

• T'.(M~t ~{~·f l~~~~~~~~~}r; V•••CNJ)) . · .. 
Esta misma relacióri salv¡).,u~ ·ractgl':·a~'f::s.e::.cumple' para s~(M) '(sZ(M)) 
utilizando Ja ecuáció;:¡ 5.7;~:¡:)¡¡'f'.·i6~t¡;i1t0','~~~aiidb sób~e lbs Ó(log(N)) valores 
posibles de k y llotan'cio'·~~~'~';\'i·~":':~,--~ } :?Y'( . . . · ·· . 
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Demostración;· De.Jos Iema8 5.1.7, 5:1.9 y·Ia eC:uación;5.8.teÍ1emos que 

S 
.(O,-}, - < O'. ( N .• ) .. +·.: O•· ··c··_N•!' ;~~;;f¡~:g;;>)<'+· R·• 

·. r._. : ·-:-;- o log3 (N} · - e_'.:<;; o'X '·:' ;·:, ·· ' 
: ":1 :·,. ·.:!~~·:: ... ,;::·. . ~·.: 

donde 

R_;;; e>(1l(}!! ~ <1)( (~ ~··-~)-~~' ~,~2-~~Vtog,~~>)) . 
Es claro_qt.ic ':.~.·,_e,,-._.",:~·,,'!·,,.··:~~-. 

de tal modo que 

o 



Apéndice A 

Miscelánea 

A.1 Congruencias 

Si 111 y n son dos enteros positivos que satisfacen, (m, n) = 1 y .1: es tal 

que :i; = m,(11wd n), entonces (x, n) = 1 y por lo tanto hay t/J(n) clases de 
equivalencia módulo n tales que cada representante y /1. son primos relativos. 

Definición A.1.1. Cualquier conjunto formado por cb(n) residuos módulo n 

que son primos relativos a n, cada uno de distinta clase. es llamado sistema 

coutpleto de residuos primos a n. 

Lema A.1.2. Suvonga qtte rn 1 , ni2 , ••• , m,;.(n) es un sistemn cornpleto de resi

duos prirnos a. n y qtte m~, rn~, ... , rn,p(n') es un sistema contpleto de residuo.s 

primos a n' donde (n, n') = 1. Entonces min + niin.' con i = 1, 2, ... , t/J(n') 
y j = 1, 2, ... , <P(n) es un sistema completo de 1·esiduos ¡n-irnos a nn'. 

Demostración. Trivialmente podemos observar que hay </>(n)</>(n') números 

de la forma rnin + min'. Por otro lado, si 

1n~,,¡ + ,n·i;1¡' - mÁ,n + rri1n'(mod nn'.) 

=> m.;n+ rnin' - mÁ,n + 1n1n'(uwd 11) 

=> IT'Lj7l.
1 - rn¡n' ('morl n) 
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m1(motlri). 

y a11iUogan1cntc 
., ·,-· -

1n.~ ·= m~ ( rTiócl 'n') . 

Ahora, si (min + mjn', n'n) > 1 para alguna i 'y:),' entJ;~¿c1e,,ii~t'e';uri~prii¡l'o p 
de tal forma que pJn'n y pJ(min +mjn'). Corno (n', n) ="l, ento~~es p divide 

tmicamente a n' ó a n. Si ¡>Jn' se tiene que pJmin y por lo tanto pJrni lo cual 
no puede ser pues (ni¡, n') = l. De manera análoga si su¡;oncn10s;ºq~;e .pin 

llegamos a. una contraclicció11. Por lo tanto los <P(n)<f>(n') números forman un 
sistema cornplet.o de residuos primos a nn'. O 

A.2 Series, Sumas e Integrales 

Lema A.2.1. Sea O :5 a< 1, entonces 

00 l 
~,,_k = ---. 
~ 1-a 
k=O 

De1nostraeión. Tenemos la siguientes relaciones: 

(1.:.... a)(L+ a-+ a2 +· .. + a"- 1 ) 

1-a .='· (t+d+ d~+·.; + é-1
) 

. "-' >,!~'~ _,. ' .. ' '-¡ ,. . " 

El resultado se sigue, t~i1~aÍidi(cI Iídiit~ buandó' n +oc. 

Lema A.2.2 (Criterio,~e·.c~~~=~s.aciónde Cau~hy). Sea {a,.}neN 
sucesión monótona tl~d:reci~iitd'dé ·núrker-c;; r~ale; ij~sitivos,. entonces 

00 

¿a,¡ · converge si y sólo si 
n=l 

º'' 
·E2"a2 .. 
n=l 

·converge. 

o 

una 
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Demostración. Del hecho de que una serie de números reales positivos con

verge, si y sólo si sus sumas parciales forman una sucesión acotada, será 

suficiente considerar las sucesiones de sumas parciales correspondientes. 

Sean Sn = a, + a2 + · · · + a,. y tk = a¡ + 2a2 + · · · + 2ka2>. 

Paran< 2k, 

s,. $ a1 + (a2 + a3) + · · · + (á2• + · · · + ª2k+•-1) 

$ a¡ _'t 2a2_ + · · · + 2ka2• ,,,; tk. 

Por lo tanto, s,. $ tk. 

Por otro lado si n > 2k; 

;:::·•· 'a1+a2.-i-(a3 +:q,4) +-.·; ·+(a~•-•+t + · · · + a 2.) 

<::: · ·~ª1 + a2 + 2a.¡ · ·; + 2k- 1a 2 • = ~tk, 
de tal modo que 2s,. ;::: tk y ;e cumple la refoción s;, ::; tk.::; 2s,. qti'é implica 

que las sucesiones {s,.} y {td son sirnultáneamente convergentes_() diver~ · 

gentes. . '· · . ,': O 

~~~ ,t:a:~e!:~ •·{ !, }neN- _·lf -~~~e,s4'i;:'.-~1?ng['fC,ªY;·~· -~'; l;:.i,~-~\~f#~lié-~~7-je 

Demostración. Del. lema•J\§2-.f..etl~1~os.;c111c;•l~ii;e~ih •E:;"=;•'-t.: •.c9nvérge_si y_ 

sólo si la serie L:::°=o 2 11
2!; ·~_2::;"~0 2< 1 :-::".>" cbl~vÓ;gc: DellemaA.2j tén~fuos····_,•. 

que esto pasa si 2 1-" < 1, esto e~ si·~{s6_i6-~d1'::-J:T.i: o; El ~esÜltadoA sig~e · 
trivialmente. . ¿;;•; '1 '. --~~/ '' O 

Lema A.2.4 (Fórmula paia'~U'~~1~ci~}:Á:~e1). Sean··u· yJ fuTl.cion~s 
aritméticas. Sea U(t) ~ L:n~i u(n): Ent~T/.i;é8 ,. 

l. Si a y .b son enteros no negátivos' tal~s que a< b, entonces· 

b b-1 

L u(n)f(n) = U(b)f(b)-U(a)f(a+l)- L U(n)(f(n+l)-:f(n)). 
n=a+l n=a+t 
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y~~· u( ;~)gs~). j'•v~~i.r t~C~C~-$:C.~j~i~~)'.i~~0z:«(~)9,;,(i) dt ... 

:·.,; .. <;('.:> '.\:·, "~!~~t'>· __ ,_,,_ .. '::l~~ ··.:"'.~; ··', ~/': 
Demostración. L. 

,, 
L u(n)f(~)·· 

n=n+l 

U(n)(J(n + 1) - f 

.. ,g.'{~~!f·i;:;~~~6{~r'I.¡.·: F+~ ;'ct)dt. 
-; . ;:/·.:·_.:·::·,".:·~::~, :.·>'.;::.: .:~>-· _::,>· n: ·.. -.~-:e 

Por lo tanto, colric>"Ücf)~~.·~cWf~t~n ~-¡.~ ri•i'i te,hcm~s 

:~ :::::3!~11l:lll!t!f 0j+'u('.)o'(t)dt. 

b-1 

f!(b)g~b)-;:):J(a)g(ft;:f- 1) - . ·L u(n)(g(n + 1) - g( 
·-~.v'·· , .. ' ··;· .... ~ 't=a+l 

U(x)g(b) -; U(y)g(á +l) -,-'.E 1n+1

U(t)g'(t)dt 
· n=a+l n 
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U(:c)g(:1:) - U(y)y(y)-'-- U(:1:)(g(x) -.y(b)) 
. b . 

-U(y)(y(a + ir:... g(y)) - {¡_; p<f:)9 '(t)dt 

U(x)g(:c) - U(y)y(y)-; lx U(l)~'Ct)·d;,. 
D 

Observación A.2.5. Nótes~ que si fÍ.es de da.sciC 1 [1,a;], tenemos 

L u(n)y(n) u(bgá) + 'E <'IL(n)g(n) ,, 

n:s;:r. , .~'./::-·:< \~?; }:~r.~.~_..;·; ::-~:> .. '. ·.- '·. ~ · . : . X • ' '·, 

· = • 11(1).<J(Í(+l.f(x)g(:i:)·"""' U(l)g(l)c_ f, .U(t)y'(t)dt 
...... ...... ·:: :·-- ·• ... • •· . 1 

~(:c)g(~~ ¡;J/k<t)~'(t);dt.· 
Lema A.2.6 (Fór~uí~·~~;a·~~fa~1,;J~?Ett~e~·). si y tiene. deri~ada con-

~~~ ~(:~:0j',~t~6~~r[~~¡[fi~J~~:r~;~:;'.::: e J(v}((y] .- y). 

Demo.stnición. S~a rn :i:.'.[~]; k = [~;¡: ~ar;icnterosn y n-c l. de. [y, x] tenemos 

L 1<1rc<>·;, r ··J.f .«'.;.;J,{of .. e,.~ l)(f (n) :_ 1c,. _ 1)) 

'=. '(nf(ri)'~J~·~ ÚJ(n _é_ Ú) -J{n) . 
• X • . · .. _ '¡. ·,. ' " ·~ - - , , ' 

' :: - , . - ': ,; ··.~_¡:.·, ':;, -- ' .. ·. - ._·- 1.. ,._ ::· .. ~: 

Sumando de n = m + Llia.sta n~::, k ténemos 
!~ . . - -

. k .... ... : · ... -· . ' . . . . . .. 

¿ · (1;f<n)2- 6¡ .. _ i>1<~ - n) ,..:. ,E I<n> 
n=Tn+t · · y<nSx 

kf(k) ~ rnj('n-i) - ' L f(n). 
y<u-Sx 
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Por lo tanto 

¿ I<nl 
Y<u$.:r. 

'_:_ ¡·k[t.]f'(t)dt+k}(k) -.rnf(m) 
11l ,· 

;.lx[tl/'ct,)dt.·i ~'.rc:,=i ~ mf(y). 

(A.l) 

(A.2) 
. . . . . 

Por otro. lado,· podemos intcgr·a~. por p~Írtcs.Í,'!' tf'(t.)cll y obtenemos 
. _; ,. - " .. -.. · .· ~ ''' ,,· - y ' 

> ·,X -· :: ,. ''. ~'i·_· .. , _".;·,\:~; :'.r·:·)_·.> :::·::·'J. . -
· { J(t.)dt ~ xf(:é)::-uf(y)- J, · t.f'(t)dt. 
• y ' . :- ' .. : .·' - -¡·. _._y -

(A.3) 

Por último; co111binaii~lo la ccua~ión. (A.3) con la ecuación (A.l) obtcncinos 
el resu 1 t;1cl.;'d.dscétclo~ . . . O 

Lema A.2.7. Si :i: 2 1 tenemos: 

l. ¿,.s;,,t=Lo!J(x)+C+O(~). 

2. • s· Q ....... . O xn+I a· e' º) 
'l n > ' ~11S.1: n = o+l + X 

. . 

Demostración. l. Utilizamos la fórmula pará s11111ar el~ Euler ~on :f(I.) = 

f Y obt.c11cn1os 

por 
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:oc csbi- 1narlc1~a t.cucn1os 

~ l ·¡.·00 
l. - [t] (1) L.,¿ - = log(x) + 1- ·· ···. -

2
-dt. +O ·:-: . 

us.1: n . 1 t .e 

Estci prueba el resultado ¿on 

e·~ -·!· 00 t :.::_ !hd'' . - 1 2 / ... 
. 1 /. 

2. Utilizamos: una ve¡r, nuís laíórmula para surnar dnE.uler éon f(t) = t" 

para obtener 

A.3 

n;Sx 
¡.•X t"dt +a(, . .< /,''C:- 1(t-: [tj)dt+l-, (:1; - [:r.)):r;" 
• 1 • 1 . " . 

•¡;<>+ l 1 ( ¡.·X . . ) 
-·-- - --- +O n l."- 1c// .. 
n+l a+l . 1 

xn+l _ .. __ + U(:i:"). 
(l + 1 

+ O(:c") 

Productos Infinitos 

o 

Definición A.3.1. Sea {a,. }neN 1111a sucesión <le mhneros cmnplejos. El 
enésin10 prod11ct.o parcial de est.a succsió11 es el 111írnero 

" 
JJn = ª1°:2 ... ª" = rr ªk· 

k=I 

Si la sucesión de productos parciales converge a alg1í11 límite a -:/= O cüando 

n - 00 decimos que el producto infinito rr:..1 ªk converge :i: 
00 " 

·IT-.ª~ ;= ... 1irn ,,,. = lini rr ªk· 
n-+oo 11.-+oo 

k=I k=I 

Diremos que el producto inflnito diverge si el límite ele lasuccsióí1 de prod1~c
tos parciales 110 existe o es cero. En este IÍltimo caso diremos que el producto 
i11fi11ito diverge a cero. 
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Lema A.3~2. Sea {a,.},.eN una sncesión de mí.meros complejos y'O,,;.:;;;;·l+an· 
Si el producfo' infinito [1~1 (1-l-ák) converge, entonces lima,. =O. . 

:'e ,., ,. ' ' ·- , ·,,_' .: 1'1.-)>0() , 

Demostración. Comoelp,rod1i~to i;tfinito converge entonces a,. ;6>-1 para 

todo n E N. Ad~ni;¡; li;.,.i Ú +a,.) lim ...I!!L. = l. Por l~ tai~io"li1;ia,. . 
o. 

;,:·:~-·-:~o·n-+~::-;·· ---~- n-+CX)Pn-1 -. 'l-tOO o 

LemaA.3.3 .. S~a d¡,.~~ 71ara toda k E N. El ¡iroducto irifinit~.D~i (1 +ak) 
converge si y_sóldfi la serie L:~1 ªk converge. :e:<•_.,,, :• 

Dem'ostraci6n: Sean Sn ~ ¿:~=! ªk y ]J,. = rr~~¡(l +a~).: y¡{;~1ue a,. ;;:::: o, 
las s11cesio11¿s {s .. } y {p,.} son monótonas crecientes y ]1,; ~ l·para toda n. 
Dado que· 

para :i: E ffi:+, tenernos 

r1. n n 

º::; ¿ ªk < II (1 + ªk> ::; II e"• = e"•+a,+···+a. 
k=I k=l k=I 

·'¡; -· .. -' 

y por lo tanto 

·a.i; s~º-$ p,; =:;·eª_n. 

Lo cual comprueba qui;{]>,.} .converge· si )•sólo si {~ .. } converg~. o 
... 

Definición A'.3.4~· Deciin~s:'C!lic ~¡ producto infi~ito' rr~=l (1+ ~;.)converge 
absolutaiÍ1,~r;,t~si/~~Úfo~.~-t1c~o' i,Ílf_inito. fl~,; 1 (1,¿; l<:L~ J),_c9i1verge. ,; . 

Lema A~3.s:: ;i'~['~~Jtiici~} iilfi:rifio fj~,:;1 Ó ¡ (~~~) -~on;;~;9~ absolutamente, 
entonces con1Jcrf¡_e. 

Demostracióii. 

n 

Pn ,,;, II (1 + ak) Y P,. = II (1 + JakJ). 
k=l k=I 
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Si el producto infinito converge absolut-amente,. entonces la sucesión de pro

ductos parciales {P,.} ·converge' y, por-lo tanto 'la serie ·¿;~=2 (P,. - ·P,._1) 

converge, puesto que 

00 00 

L(P,. - P,._¡) = L P,.-da,.¡, 
. 11=2 

donde 1 :5 P,._ 1 :5 lirnP,._ 1 =P1'm~a toda_. n;?: 2. 
n-.cx:i . 

Por lo tanto 

u=2 n=2 

y po1· el lema A.3.3 la serie 2::~=2 la.,.¡ .c01Í.vergé: Dado que 

, . · n-1 

o :5 ¡p,; - ¡J,,_¡ i = la,¡7J,. __ li,= ki .. rr (1 + ad 1 
el_ __ :_ k=I 

tenernos que la serie 
ex> 

LITJn-;:: .. Pn_-:-11 
~u=2 

converge y por lo. tanto 

00 . '·u 

-~(¡J;, -p,,_¡) .. = Hrn>~(Pk - Pk-1) = lim (p,. - p¡) 
~ n-oo~ · n-oo 
u=2 · · ' k=2 

converge, De tal forma que la sucesión de productos parciales {p,.} converge 

a un límite finito. Dcbem.cis probar ahora que este límite no es cero, ·pues 

de lo contrario la sucesió-n de productos parciales divergeda a c~;·of Ya que 

el producto infinito Tir'=i (1 + ak) converge absolutamente, se sigue del lema 

1 Ver la definición C.0.22 
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A.3.3 que la serie 2:~ 1 Jaki converge y por lo tanto los números <Lk'convergen 
a cero. Por consignieute, para todo k suficientemente, grande,,,_, 

1 
-ak 1 1 --- :5 2Jak 

1 + ªk ,· ' 

Se sigun que 

f=I -ak 1 
,k=l · 1 +,ak 

converge y por Jo t.anto el producto 

Ji(1-~~-) 
'k= I . , . 1 + Uk 

converge absolutamente. La primera parte 'de la demostrf1CÍÓn, implica que 

la sucesión de productos pilrciúles 

1 
=------=-
n~;;,¡(l+a;.,) 

'i-~T. . ,. ·-

converge a \111 Jí1nite fÚÚto, )' e\Íto11ces cJ Jfmitcdcht.Sl~Ce~iÓI; fr1n} es dlstinto 

de cero. Por lo t>rnúf el,¡n·bclií~t.o infinito 11~1 (Í..¡-:a/.,)c01;-Jerg~. 
·' ' ' i; ·~!.k'f .' :~~-.< ~ 

•'' •"<•H ,.,. 

Definición A;3;6;JU1I 7>rocÚicto" cid Eul¡;1' .es un ;¡;1'oducfo i11finito, sobre 
11 thncros pri~!•~~;';,~-~~ ~l-~-~~o_t~1, con. CT,,-. > .,_: -,...: -

LemaA.3.7. SeaJ(n) 
cero. -sua séne 

uri~fundi~1/;fuÚtipÚcativa que. no es idénticamente 
_::··-: -:- . ·:: ~:~·::'.:·--~t-;-::,.·.:,:~c· - .. 

-_:·oe 

L,1cn·> 
1l=l 

converge absalutar;¡~"'.Lt~, ent~;i'~e,s _.,, , 

:L: JCn) =TJ(l + icP> + J(p2
> + · ·. >· 

n=I p 
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'' -_ ... :._· .: -_ 

Si f ( n) es c~mplet<t1henté tiiuliiplicativa.,. entonces 

: .. ""'· :· .. :·. .: 'i: 
-~ {~.11;> ==TI{ 1 ~ I (p)). 
n-1::, ,..._: :~. p,-·., ·: ·, ~ . 

Demostración. Si .la, serie ·2:00~ f(n) ~o'iivcÍ·gc. absolutamente, e11to11ccs la 
n.-1 "· '·. >:,·"• 

serie ' ·::·,: 
-··-·~ - oo- . 

. . .· Í.,:~=p~:~1;~~k)'j< 
converge absolutan1entc r>aí·X t~~Ó pri1~1<? ~!:;.:'T~rnbiéÍI la serie Lp lo PI converge 
puesto que 

-·~''<~~r=~t@.Jfi,~fE~f~~~'('.(1,k~,-.5 -~.,f(ri),. 
Ade1nás del '1m_naA,3;3'~1Ú.~~fü;,c@,; '.,(,C¡.} 

eonvo,ge .. ~:&;.2,;J;~:~i~T~~H·~.~::1:;,.e{o inOnifo eonvo,ge 
Sea€.> o y'Nci i;r; e1~tÜfÓ't;¡·:(¡{¡'(;of'\ 'i:·· 

?É:lf(n)I <c. 
: ··._··,>~_ , :'·::~:x.r~-~-~~:i--·~-,;~--- :.· ~- , ·:, . 

Para cada entéro positivo ii, sea: P(n) el factor ¡:fri1110 m1\s grande de n. 

Deúotamos por 

P(n)$,N /'(n.)>N 

la surna sobre los e11teros cuyos factores primos son todos menores o iguales 

que 1V y la suma sobre los enteros que tienen al 111enos un factor primo 1nayor 

que 1V. Sea N ;;:::: N 0 • Utilizando la factorbmción única como producto de 
primos para n, se signe que 

Il ( i + f: 1<1,k)) 2: f(n) 
wS.N k=l /'(n)SN 
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y por lo t.anto 

1 f: J(n) - rr ( 1 + f: J(p'')) 1 
11.=I 1•SN k=l 

·1 É J(n) -:- !(~) 1 
n=l ·.. P(u):SN 

1 ~ 'f(1~)1 ::; L lf(ri)I 
P(u)>N P(n)>N 

:5 · L lf(n)I :5 L IJ(n)I <e 
n>N n>No 

Lo cual implica que 

y con esto. probamos la primera parte·del lema. 
' . . . 

Por otro lado si f(n) es c~mpfota1hentc'n1úitip1iC:ativa, entonces f(pk) = 
k . .' ' . ' ' ,.. ' ; '" .·: ' ' ' ' ' 

(!(p)) para todo primo p y cuak1ili~r.e~~e.1~9 ~p.~:eg,at,i,y~ ~: X~/1ue , .... ,, 

J(pk) --t o si k --t oo se sigue que ll.(P)I 5 rr .. <?H.1éul1uí<l9 lá progresión 
geométrica obtenemos ·' ... •.;,, . ·: · .. , ·· >· .,·'.· 

,·. -'!; .:. .. ·J."':',_¿~·•,, . . -,. -~ -:.:<: ~·--_:.;' :·: 
00 :-·-. {~--'~'.->·\~~\~:::·/:---,·k:·: ''.\- .<?-,:¡:_~-: --~ :·_:-:: ., 

i + 'L:J<pk) = i +¿:;;·(nv))?;; l·:"1c ) 
k=t , .. '.:--· k=~-"- ";;:.);s~::·::.~1.::--(:-:>:-.-,·~·-::--:: ___ 1~ .. --, 

-~-·::, 

y por lo tanto 
00 ' ' ' ' ' ,• ' 1 

Il ( 1 +LZf<P~)) ~Tl1- J(p). 
p k=I . ·:· p . 

_¡·, 

D 
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