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INTRODUCCION

Dindmica es una asignatura que se imparte en el 4° semestre de la Carrera de Ingeniero
Mecdnico Electricista de la FES Cuautitlin UNAM; es una asignatura comin para tres
diferentes dreas en que se divide la Carrera, el drea Mecanica, Eléctrica-Electronica y el drea
Industrial.

Este manual surge de la necesidad de contar con material de apoyo para todas aquellas
personas interesadas en profundizar sus conocimientos dentro de esta asignatura, pero de
ninguna manera surge como sustituto de ningun libro de texto, sino sélo como un elemento de
apoyo o un elemento auxiliar al que el estudiante puede recurrir ficilmente y donde podra
poner término a muchas de sus dudas, o donde simplemente puede encontrar una guia para
resolver un problema determinado.

El manual cuenta con teoria bisica y con una serie de ejercicios resueltos y propuestos;
sin tener la ambigiiedad de algunos textos, pues posee la caracteristica distintiva basica de
conténer notas que generalmente no se encuentran en los libros de texto (nos lieva paso a paso
hasta llegar a la correcta solucién del problema), dichas notas son los comentarios o la
explicacién que el Académico da al estar impartiendo su Asignatura, y que la mayoria de las
veces uno como estudiante no toma nota debido a la naturaleza de la clase.

Cabe mencionar que el tratamiento de un curso de Dindmica para Ingenieria se
fundamenta en la teoria, pero la mayoria de sus ejercicios y problemas son de tipo algebraico y
numérico, para que de esta manera se pueda cuantificar el grado de avance de los estudiantes.

Los temas que se abordan en este trabajo de Tesis estin contenidos dentro de los
siguientes cuatro capitulos:

1.- Dindmica de la Particuia

2.- Dindmica de un Sistema de Particulas

3.- Dindmica de Cuerpo Rigido con Movimiento Plano
4.- Problemas Propuestos y Complementarios

El capitulo 1 (Dindmica de la Particula) tiene un campo de estudio muy importante, ya
que estudia los fenémenos de la Dinamica mediante diversas técnicas de solucién, una de ellas
corresponde a la utilizacién del Diagrama de Cuerpo Libre (D.C.L.) empleando el cilculo de
su aceleracion en vez de contar con un desequilibrio de fuerzas externas. Existen otros
métodos de solucién que estdn relacionados a partir de las variables, como es el caso de un
movimiento ligado a la velocidad y al factor tiempo, para el cual se cuenta con el método del
impulso y la cantidad de movimiento lineal a partir de una fuerza impulsiva que presenta una

Tesista: José Luis Morales Jiménez 1
Director de Tesis: IME Juan Manucl Torres Merino
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interaccién durante un intervalo de tiempo. El principio del impulso y la cantidad de
movimiento lineal también nos permite analizar problemas de impacto, el cual ocurre cuando
dos cuerpos chocan uno contra otro durante un intervalo de tiempo muy corto, haciendo que se
ejerzan fuerzas impulsivas relativamente grandes entre los cuerpos.

En este capitulo también se podra observar también la utilidad de emplear los métodos
del principio del trabajo y la energia cinética, donde los términos 1/2mv3 —-1/2mv? son

cantidades escalares positivas, pues no dependen de la direccion y sentido de la velocidad de
la particula.

En la mayoria de los problemas que conforman este trabajo se tiene un especial interés
en cuerpos de tamaifio finito como bloques, cajas o vehiculos. Tales objetos los podemos
considerar como particulas, siempre y cuando su movimiento esté caracterizado por el
movimiento de su centro de masa y pueda despreciarse cualquier rotacion del cuerpo.

De igual forma, emplearemos las ecuaciones de movimiento para resolver problemas
que relacionen fuerzas actuando sobre una particula y el movimiento acelerado que originan, y
no debemos olvidar las ccuaciones cinematicas ya que serdn de gran utilidad.

Cabe mencionar que en la mayoria de los problemas que asi lo requicren se ha
supuesto que el sentido positivo de la aceleracion es el mismo que la direccion positiva del eje
sobre el cual se realiza el movimiento.

En el capitulo 2 (Dindmica de un sistema de particulas) se contemplan ejercicios en los
cuales estdn acoplados dos o mas cuerpos, se estudian interacciones parecidas a las estudiadas
en el capitulo anterior, de tal manera que se hace una revisidon que involucre los diferentes
métodos de solucidn como corresponde a las Leyes de Newton, Impulso y cantidad de
movimiento lineal y el principio del trabajo y la energia cinética para un sistema de particulas,
el cual puede aplicarse a cada particula de un sistema de particulas y sumarse los resultados
algebraicamente. Cuando las particulas del sistema estin unidas por medio de eslabones o
cables inextensibles, el trabajo producido por las fuerzas internas es cero, esto se debe a que
dichas fuerzas ocurren en parejas de igual magnitud pero de sentido opuesto, y cada par de
fuerzas que actua sobre particulas adyacentes se desplaza en la misma cantidad.

Estos métodos de solucion permiten resolver problemas con diversos grados de
dificultad y que se adecuan a las habilidades y conocimientos de los estudiantes interesados en
el tema, de modo tal que un estudiante que cursa por vez primera la Asignatura no tendrd
problemas de ninguna indole para comprender ficilmente la teoria y los ejercicios, y tendra la
capacidad de resolver sin menoscabo los problemas propuestos y complementarios ubicados al
final de este trabajo, e incluso podra resolver problemas de algunos otros textos.

Para el caso del capitulo 3 (Dindmica de Cuerpo Rigido con Movimiento Plano) los
métodos de solucion implican algunas consideraciones que corresponden a movimientos que

Tesista: José Luis Morales Jiméncz . 11
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presentan rotacién en un eje fijo, traslaciéon curvilinea y movimiento plano general, para el
cual existen procedimientos equivalentes a los ya estudiados en los capitulos anteriores;
ademds, se tiene la particularidad de dar solucién a problemas tipicos que le permiten al
estudiante introducirse en un contexto sencillo en el estudio en cuestion, donde la respuesta
correspondiente a un problema determinado podra contemplarse a partir del nimero de
variables que involucran su solucién.

En los ejercicios se observara que el movimiento plano de un cuerpo rigido se puede
especificar completamente si conocemos los movimientos de dos puntos cualesquicra sobre el
cuerpo. Para determinar la velocidad y la aceleracién de un punto localizado en un cuerpo
rigido que estd girando alrededor de un eje fijo, primero es necesario conocer la velocidad
angular o y la aceleracién angular o del cuerpo.

En multiples ocasiones la velocidad y las dos componentes de la aceleracion pueden
determinarse a partir de las ecuaciones escalares v=or, a, =ra, a, =ro?, pero cuando la
geometria del problema es dificil de visualizar se deben utilizar las ecuaciones vectoriales
V=0 XT, 8, =aXT, y 2, =0 x(®XT).

Como un cuerpo tiene tamafio y forma definidos, un sistema de fuerzas no
concurrentes aplicado puede hacer que el cuerpo se traslade y gire. La rotacién producida por
los momentos T estan gobernados por la ecuacion de la forma T=1a, donde I es el momento
de inercia, el cual es una medida de la resistencia de un cuerpo a acelerarse angularmente, de
la misma forma que la masa es una medida de la resistencia del cuerpo a acelerarse
linealmente.

Para el capitulo 4 (Problemas propuestos y complementarios) se ha hecho una
seleccion de problemas de forma tal que si el estudiante revisa y estudia los problemas de los
diferentes capitulos presentados en este trabajo, no tendra problemas en resolver de manera
satisfactoria los ejercicios propuestos, debido a que éstos son muy similares y de hecho
algunos son un poco mas sencillos para lograr motivar y dar confianza al estudiante a que
contimie preparandose cada vez mas y mejor. La solucidon o respuesta de cada uno de los
problemas propuestos y complementarios estd ubicada en la parte inferior derecha justo debajo
del enunciado o del esquema que ilustra el problema (segin sea el caso), evitando asi la
incomodidad de buscar una hoja o péagina de respuestas en otra parte del trabajo. Al igual que
los problemas resueitos ubicados al final de cada capitulo, el capitulo 4 cuenta con problemas
en unidades del sistema inglés y del SI, donde el estudiante en ocasiones debera hacer algunas
conversiones para llegar al resultado correcto.

Enseguida se citaran algunas generalidades: “Cinética es el estudio de la relacion entre
el sistema resultante de fuerzas y el movimiento asociado a los cuerpos que no se encuentran
en equilibrio” ' . Esto corresponde a la investigacién de sistemas en los cuales el equilibrio

! Ingenicrin mecinica, Tomo 11 Dinkmica vectorial versién S, Higdon, A. & Stiles, W. 3¢ Edicién. Prentice Hall.
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parte del concepto del cuerpo libre con una metodologia sisternitica que corresponde a la
visualizacion de las fuerzas que actian sobre un cuerpo, parte independiente de la cinemitica
que revive el estudio geométrico de cualquier tipo de movimiento sin considerar los efectos o
causas fisicas que llegan a producirlo. La dinimica de la particula reviste especial interés en
sistemas en equilibrio en que se involucran diferentes metodologias de estudio y de solucién
para los diversos casos especificos de gjercicios y problemas.

“El estudio cldsico de la cinematica se fundamenta en el estudio de Isaac Newton
(1642-1727) en 1687, aunque se denominan Leyes de Newton del Movimiento, se considera
que Newton los extrajo de los trabajos cientificos de los investigadores entre los constructores
de pirdmides y sus contemporancos. Probablemente los descubrimientos mas significativos
corresponden a Galileo Galilei (1564-1642), quien llevé a efecto experimentos de la caida
libre de los cuerpos y del péndulo, demostrando ademas que varias de las primeras teorias
sobre la dindmica eran erroneas.”? Las leyes formuladas por Newton aiin se reconocen como
las leyes bdsicas de la cinética de Ingenieria.

Unos de los conceptos importantes con los cuales se parte en el estudio de la cinética es
el conocimiento del concepto de masa, situacion nada simple de definir dado que existen
diversas maneras de explicarse; una de ellas es la llamada cantidad de materia contenida en
un cuerpo definiciéon nada cortrecta tomando en cuenta la definicion de mol; una definicion
mas apropiada es la concebida mediante la comparacién de un objeto utilizando una balanza
de aguja empleando medidas patrén a la cual se considera una definicién de medida;
existiendo otras mas dentro de este campo, pero el objeto de estudio de este concepto es el
conocido como medida de la inercia el cual nos permite introducir de entrada el concepto con
el cual el cientifico Inglés Isaac Newton formula su trabajo como Principia publicado en
1687.

Tomando en cuenta la expresion correspondiente al concepto velocidad tenemos como
principio su respectiva definicion la cual involucra el desplazamiento lievado a cabo por un
cuerpo en un determinado intervalo de tiempo; el concepto velocidad implica una expresion
matemadtica llamada vector.

Considerando que todo objeto en movimiento cuenta con una masa y que ademds lleva
a cabo un desplazamiento en el entorno o medio en que se desenvuelve podemos garantizar
que dicha situacion nos ayudaria a expresar la segunda ley de Newton, a partir de conocer el
producto de la masa con la velocidad y la razén de cambio que pudiera darse en un momento
determinado, y precisamente es este tema con el que comenzaremos este trabajo.

-

IME José Luis Morales Jiménez
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OBJETIVOS

1.- Preparar material didactico introductorio con el objeto de auxiliar en el
estudio de la Asignatura de Dindmica a toda la comunidad estudiantil de IME.

2.- Desarrollar material no contemplado en otros textos, para complementar la
formacion del estudiante de la Carrera de Ingeniero Mecanico Electricista.

3.- Preparar material que sirva como texto de estudio para los diferentes
interesados en el tema.

Tesista: José Luis Morales Jiménez
Director de Tesis: IME Juan Manuel Torres Merino



ica que s¢ Imparte en la Carvern de Ingeniero Mecénico Electricista”

“Manual de Apoyo Didéctico para la Asi| de Dina

CAPITULO 1

“DINAMICA DE

LA PARTICULA”

Tesista: José Luis Morales Jiménez
Director de Tesis: IME Juan Manuel Torres Merino



“Manual de Apoyo Diddctico para la Asi| de Dindmica que sc Imparte en la Carrera de Ingeniero Mecanico Electricista™

1.1  CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL
Se tiene un sistema en el cual F = ma, ecuacién que surge del planteamiento de una

expresiéon bisica p=m7V, donde p es la cantidad de movimiento lineal, m lamasa y Vv la
velocidad. La ecuacién

tiene como unidades [kg m/s], donde el factor m es el valor de la masa cuantificada por el
procedimiento de la balanza de aguja (masa comparada) y v es la velocidad tomada en
consideracion, que esta expresada en una cantidad escalar.

El uso de la expresion matemdtica *“vector”, nos permite describir el concepto de
velocidad como una funcion vectorial, la cual en el caso de las coordenadas rectangulares es

V=v,i+v, j+v,k .(1.12)

cuyas unidades son m/s.

El producto de la masa y la velocidad nos entrega una serie. de valores como se
muestran a continuacion:

‘§=m'\'r=m(vx§ +v,3 +v,12)

B:mv,i + mv,} + mv,l; «(1.1.3)
y cuyas componentes de la cantidad de movimiento lineal son
E:pxi +p,3 + p,ﬁ .(1.1.4)
Igualando esta ultima ecuacién con la ecuacion (1.1.3) tenemos
p,"; +p,} +p,ﬁ =mv,i +mv,} +mv,|2
comparando término a término la ecuacién anterior llegamos a
px =mv, ..(l.1.5a) py =mv, ..(l.15b)- p,=mv, ...(1.1.56)

Tesista: José Luis Morales Jiménez 1
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de tal manera que esto es valido para una particula que estd en movimiento y se desea calcular
su impetu lineal.

Cuando un cuerpo “sufre” un cambio en su velocidad, Av, se puede apreciar un
cambio en su momentum lineal Ap,de tal manera que si comparamos su cantidad de
movimiento lineal inicial p; =mV, con la cantidad de movimiento lineal final p, =m¥V,
tenemos que

APp=p¢ -p; ..(1.1.6)
De modo que otra forma de escribir la ecuacion (1.1.6) es
Ap=m;V; -m;v; ..(1.1.7)

Si consideramos que la masa se mantiene constante, es decir, m; =m; =m, la ecuacién
(1.1.7) 1a podemos escribir como

Ap=m(V, -V;) .

Ap=mAV ..(1.1.8)

Si se contempla que el Ap se efectud en un intervalo de tiempo At podemos tener una
expresion conocida como fuerza promedio la cual simbolizamos como F

que no es otra que la expresién de la 2* Ley de Newton.
La ecuacidn anterior la podemos escribir como
dp
F=— ...(1.1.9
m (1.1.9)

la cual corresponde a la “verdadera” Segunda Ley de Newton (expresiéon definida para un
modelo escalar). Euler replantea dicha ecuacion de manera reescribiéndola como

Tesista: José Luis Morales Jiménez 2
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- dp
F=— ..(1.1.10
m ( )
sustituyendo la ecuacién (1.1.4) en (1.1.10)
dp _d, 2o 4 Al
E"I(pxl+py1+pzk)

db _dp.; dpy s, dp, g
dt

= a - ~(1L.111)

De modo que la ecuacién (1.1.11) la podemos escribir como
F=F,i+F,j+Fk ..(.1.12)
Comparando término a término las ecuaciones (1.1.11) y (1.1.12) tenemos

s . ~ dp, s dpy s dp, »
F,i+F j+Fk=—5i+ dt’3+—&th

De tal modo que podemos escribir

dp, dp, dp,
=—2 (.11 =—2X (1.1 =—2 (LL1
=g (1.1.13a) R (1.1.13b)  F, m (1.1.13¢)

componente a componente puede apreciarse que la expresion que define a la fuerza (Segunda
ley de Newton), corresponde a la derivada con respecto al tiempo de la cantidad de
movimiento lineal.

1.2 SEGUNDA LEY DE NEWTON

Esta ley establece que si la resultante de las fuerzas que actian sobre una particula no
es nula, la particula adquiere una aceleracién de modulo proporcional a la fuerza resultante y
en la misma direccion y sentido.
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Podemos entender mejor esta ley si consideramos una particula sujeta a una fuerza f’l
de direccion constante y magnitud también constante F,. Bajo la accién de esta fuerza, la
particula se mueve en linea recta y en la direccion de la fuerza (figura 1.2.1a).

Qy a, o]
Q—F—b %: Fs
1
a) b) c}

Figura 1.2.1

Determinando la posicién de la particula en diferentes instantes, encontramos que su
aceleracion tiene una magnitud constante a,. Si repetimos lo anterior con las fuerzas
l:'z , i‘.‘, ooy ?,, de magnitud o direccién diferentes (figuras 1.2.1b y c), siempre se encuentra
que la particula se mueve en la direccién de la fuerza que actia sobre ella y que las
magnitudes a,,a,,a;,..,a, de las aceleraciones son proporcionales a las magnitudes
F,, F,,F;,.., F, de las fuerzas correspondientes, es decir

E_E_E_ B e .qa2n
a, az a; an

La constante obtenida es la masa de la particula y la representamos por m. Cuando una

particula de masa m esta sujeta a una fuerza F, esta fuerza y la aceleracion a de la particula
deben satisfacer la siguiente ecuacion:

F=ma ..(1.2.2)

La ecuacion (1.2.2) es vilida ain cuando F no es constante pero varie en el tiempo, en
médulo, direccién y sentido.

Si la particula estd sometida a la accion de diversas fuerzas, la ecuacién (1.2.2) debe
reemplazarse por

Y F=ma ..(1.23) .
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donde el término del lado derecho representa la resultante, de todas las fuerzas que actGan
sobre la particula.

Debe destacarse que el sistema de ejes respecto de los cuales se determina la

aceleracién a no es arbitrario, pues estos ejes deben tener la orientacién constante con
respecto a las estrellas y su origen debe estar fijo al Sol (mds exactamente al centro de masa
del sistema solar) o debe moverse con una velocidad constante respecto a éste. A tal sistema
de ejes se le llama sistema de referencia newtoniano o inercial. Un sistema de ejes fijo a la
Tierra no constituye un sistema de referencia newtoniano, porque la tierra gira respecto de las
estrellas y esta acelerado respecto del Sol. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones de
Ingenieria, la aceleracién a puede determinarse respecto de ejes fijos a la Tierra, y las
ecuaciones (1.2.2) y (1.2.3) pueden usarse sin error apreciable. Por otro lado, estas
ecuaciones no se cumplen si a representa una aceleracion relativa medida respecto de ejes en
movimiqnto, como los ejes -unidos a un vehiculo acelerado o a una pieza de maquinaria en
rotacién .

1.3  ECUACIONES DE MOVIMIENTO A PARTIR DE LA 2° LEY DE NEWTON CON
MASA CONSTANTE

Comenzaremos este anilisis recurriendo a la ecuacion (1.2.3), la cual nos dice que
> F=ma ..(1.23)
Descomponiendo la ecuacién (1.2.3) en sus componentes rectangulares tenemos
SU(F i +F, j+F, kK)=m(a,i+a, j+a, k) ..{1.3.1)
donde igualando término a término tenemos:
> F=ma, .(l3.1a) D F, =ma, ..(1.3.1b) Y F. =ma, ..(1.3.1c)

tomando en cuenta que las componentes de la aceleracion son iguales a las segundas derivadas
de las coordenadas de la particula, tenemos que

Y Fo=mX ..(13.2a) D F,=m§y.(132b) D F,=mz..(13.2c)

* Mechnica vectorial para fngenieros. Dindmics, Beer, Ferdinand P, & Johnston, E, R. 6" Edicién, McGraw —Hill,
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Tomando como ejemplo el movimiento de un proyectil al ser disparado, si se desprecia
la resistencia del aire, la tinica fuerza que actia sobre él es su propio peso, asi que escribimos

W=-Wj ..(1.33)
donde de acuerdo a las ecuaciones (1.3.2) las ecuaciones de movimiento son:
mX=0 my=-W mz=0

y las componentes de la aceleracion del proyectil resultan

donde g es la aceleracién de la gravedad que equivale a 9.8 m/s? en el SI y 32.2 ft/s? en el
Sistema Inglés.

1.3.1 COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL

Si observamos la figura (1.3.1.1) podemos observar las componentes de la fuerza y
aceleracion de una particula, sus componentes a lo largo de la tangente a la trayectoria de la
particula (y en la direccién del movimiento) y la normal (hacia el interior de la trayectoria), y
sustituyendo en la ecuacion (1.2.3) obtenemos las siguientes dos ecuaciones escalares

p Maa

p ma

Figura 1.3.1.1

> F, =ma, ..(1.3.1.1) > F,=ma, ..(13.12) .

donde sabemos que
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dv 2
i AL

sustituyendo respectivamente estas dos (ltimas ecuaciones en (1.3.1.1) y (1.3.1.2) tenemos
dv v2
DF, =m—— .(1.3.1.3) > F, =m—— .(1.3.1.4)

1.3.2 COMPONENTES RADIAL Y TRANSVERSAL

Consideremos una particula P de coordenadas polares r y 8, que se mueve en un plano
bajo la accion de varias fuerzas. Si descomponemos las fuerzas y la aceleracion de la particula
en sus componentes radial y transversal (figura 1.3.2.1) y sustituyendo en la ecuacion (1.2.3),
obtenemos las dos ecuaciones escalares

3 F, =ma, ..(1.3.2.1) Y Fs =ma, ..(1.322)

Figura 1.3.2.1

Sabemos que las componentes escalares de la aceleracién en las direcciones radial y
transversal, respectivamente, son

a, =f—r? ap =10 +2¢8
sustituyendo las ecuaciones anteriores en (1.3.2.1) y (1.3.2.2) tenemos
S F, =m(f-r02) ..(1323)  F Fo =m(r6 +26) ...(1.3.2.4)

donde estas dos ultimas ecuaciones pueden resolverse para dos incégnitas.
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1.4 LEY DE LA GRAVITACION DE NEWTON

Newton en su ley de la gravitacién universal, establece que dos particulas de masas M

y m, separadas una distancia r, se atraen mutuamente con fuerzas iguales y opuestas F y — F
dirigidas a lo largo de la linea que une a las particulas (figura 1.4.1).

Figura 1.4.1

La magnitud comtin F de las dos fuerzas es

F=g MM  qan
=

donde G es una constante universal, llamada constante de gravitacion. Los expertos han
demostrado que el valor de G es (66.73 + 0.03) X 102 m’/ kg * s? en las unidades del SI, o
aproximadamente 34.4 X 10~° ft*/ Ib « s* en las unidades del sistema Inglés. Aunque las fuerzas
gravitacionales existen entre cualquier par de cuerpos, su efecto es apreciable unicamente
cuando uno de ellos tiene una masa muy grande comparada con el otro. El efecto de las
fuerzas gravitacionales queda de manifiesto en el caso de!l movimiento de un planeta alrededor
del Sol, de los satélites que giran alrededor de la tierra o de los cuerpos que caen de la
superficie de nuestra planeta.’

La fuerza que la tierra ejerce sobre un cuerpo de masa m localizado en el espacio a una
distancia r de su centro, puede encontrarse a partir de la ecuacion (1.4.1).

Como la fuerza que ejerce la tierra sobre un cuerpo de masa m localizado sobre su

superficie o cerca de ella, estd definida por el peso W del cuerpo, en la ecuacion (1.4.1)
podemos sustituir la magnitud W = mg del peso por F, y el radio de R de la tierra por r, de
modo que llegamos a

W=mg= G—l:':——m (1.4.2)

* Mecdnica vectorial pars ingenieyos, Dinkmica, Beer, Ferdinand P, & Johnstoa, E, R. 6 Edicion. McGraw -Hill.
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donde M es la masa de la tierra. Como la tierra no es totalmente esférica, la distancia R desde
su centro depende del punto seleccionado sobre su superficie, y los valores de W y g variaran
con la altitud y la latitud del punto considerado. Otra razén por la que W y g varian con la
latitud es que un sistema de ejes fijo a la tierra no constituye un sistema de referencia
newtoniano, de modo que una definiciéon mas exacta del peso de un cuerpo debe incluir una
componente que represente la fuerza centrifuga provocada por la rotacién de la tierra. Los
valores de g al nivel del mar varian desde 9.781 m/s* (32.09 ft/s?) en el ecuador, hasta 9.833
m/s* (32.26 fi/s’) en los polos. Para la solucion de los problemas y ejercicios planteados en
este trabajo tomaremos el valor promedio de g = 9.8 m/s? (32.2 ft/s?).

Frecuentemente, ¢l descubrimiento de la ley de la gravitacién universal se ha atribuido
al supuesto de que, después de observar una manzana que caia de un drbol, Newton reflexiono
que la tierra debia atraer a una manzana y a la Luna de la misma forma. Se puede decir que
Newton no habria formulado su ley, si antes no hubiera percibido que la aceleracién de un
cuerpo que cae y la aceleracién que mantiene a la Luna en su érbita tienen la misma causa.”

1.5  TRABAJO DE LA FUERZA DE UN RESORTE

El trabajo de la fuerza de un resorte, conlleva a estudiar el caso del comportamiento de
una fuerza en funcién de su desplazamiento, el cual corresponde a una ley llamada “Ley de
Hooke”, F=kr, en donde F es la fuerza aplicada y la respuesta correspondiente al resorte,
aplicando con ello la 32 Ley dec Newton. Una grifica del comportamiento de la fuerza de
respuesta de un resorte versus el desplazamiento (figura 1.5.1), nos muestra una grafica de una
linea recta que cruza por el origen y que tiene como valor de la pendiente ¢l médulo de
elasticidad del resorte k.

El trabajo de un resorte puede encontrarse calculando el drea del trapecio mostrado

(figura 1.5.1\.
F

r r,
LAr——l
Figura 1.5.1
* Mecinica vectorial pars ingenieros, Dindmica, Beer, Ferdinand P, & Johnston, E. R. 6* Edicién. McGraw ~Hill,
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Si estudidramos el comportamiento de un resorte tenemos que el valor del mismo tiene
una longitud libre lo.

~
20000000 —
7,
’Z
lo
3 —— F“-— FA ——
e
0000000 — |
Z
Iz
¢ ~| " Figum152
De la figura 1.5.2 podemos apreciar que
r, =L—1{,
y que
{>4,
es decir, el resorte esta sometido a tensién, donde
o= longitud libre del resorte .
{ = longitud deformada del resorte
Fr = fuerza del resorte
F, = fuerza aplicada
r, = deformacién del resorte medida cuando sobre él actua alguna carga
7
7
I
7/
7
7 N
o™
te— , —]
F; e et — FA
Figura 1.5.3
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De la figura 1.5.3 podemos apreciar que

y también que
l<ly
es decir, el resorte estd sometido a compresion.

Si deseamos calcular el trabajo del resorte, sabemos que el trabajo se define como

LE I,
Wi = J' F.dr ..(1.5.1)
r

Para el caso de la fuerza del resorte, la cual como se ilustra en las figuras, es opuesta al
desplazamiento, tenemos que

F.df =-Fdr
donde F=kr
T2 ) T kr? f2
W o21. =I —kr dr=—kj rdr=——;—-] =—% [rzz —r|2]
T LY

LB ]

W o =—%[r,2—-rlz] (1.5.2)

Para el caso de una fuerza aplicada, el trabajo de dicha fuerza en el sentido y direccién
del desplazamiento es

L Ty k 2 f1 kl' 2 2
W 12y, =I krdr=kI rdr=—;—] = =2 _k%
r L}

] r

AW o, =—2“— [r2?=r 7] 53
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De las ecuaciones (1.5.2) y (1.5.3) podemos notar que
Wisa, == W,

donde los subindices A y R corresponden a la fuerza aplicada y a la fuerza del resorte,
respectivamente.

1.6 ENERGIA C:INETICA DE UNA PARTICULA. EL PRINCIPIO DEL TRABAJO Y
LA ENERGIA.

Consideremos una particula de masa m, sobre la que actia una fuerza 1-7, y que se
mueve a lo largo de una trayectoria que puede ser rectilinea o curvilinea (figura 1.6.1).

- Figura 1.6.1

Expresando la segunda ley de Newton en funcion de las componentes tangenciales de la fuerza
y de la aceleracion escribimos

dv
F, = =m—
¢ =ma,=m-—

del movimiento curvilineo de particulas podemos escribir

Fdr=mvdv ..(1.6.1)

Integrando desde A (donder=r; y v=v;) a A;(donder=r2 y v=v;), tenemos
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r: v,
J. F, dr=mI vdv=-;—mv§ —-%mvl2 .(1.6.2)
T v

El lado izquierdo de la ecuacién (1.6.2) representa el trabajo W, de la fuerza F ejercida
sobre la particula durante el desplazamiento de A; a Az, y es una cantidad escalar. La
expresion

Lmye
2

también es una cantidad escalar, la cual se define como Ia energfa cinética de la particula, y se

representa por T. De modo que

T=—mv? ..(1.63)

|-

sustituyendo la ecuacién (1.6.3) en (1.6.2) tenemos
Wi, =AT=T, -T, ..(1.64)

donde la ecuacion (1.6.4) expresa que cuando una particula se mueve de A, a A; bajo la

accién de una fuerza F, el trabajo de la fuerza Fes igual al cambio en la energia cinética de
la particula. Esto se conoce como el Principio del trabajo y la energia cinética.

Al igual que la segunda ley de Newton, el principio del trabajo y la energia se aplica sélo
respecto a un sistema de referencia newtoniano.

Como el trabajo y la energia cinética son cantidades escalares, su suma debe calcularse
como una suma algebraica ordinaria; el trabajo W, dependiendo de la direccion de F se
considera positivo o negativo. Cuando actuan varias fuerzas sobre la particula, la expresion
W, representa el trabajo total de las fuerzas, el cual se obtiene sumando algebraicamente el
trabajo realizado por cada una de las de las distintas fuerzas que actgan sobre el sistema.

La energia cinética T de una particula es siempre positiva, sin importar la direccion del
movimiento, y representa también la capacidad de realizar trabajo, asociado a la rapidez de la
particula.

El trabajo efectuado por la fuerza F durante un desplazamiento se define por el
producto escalar:

orial ingenjeros. Dinamica, Beer, Ferdinand P. & Johnston, E. R, 6* Edicién. McGraw -Hitl.
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dW =Fr cos® ...(1.6.5)

donde

W = trabajo

F = fuerza

r = desplazamiento

6 = dngulo entre la fuerza y el desplazamiento

Por definicion vectorial

Frcos@=F-r

L
o1
-

dw

El trabajo es igual al producto del desplazamiento por la componente de la fuerza a lo
largo del desplazamiento.

El trabajo es el producto escalar de dos vectores, el vector fuerza y el vector
desplazamiento

F=F,i+F, j+F,k
T=xi+yj+zk .

donde el trabajo lo podemos escribir también como

Wi L
f dw = J‘ F.dr
W, ¥y

Resolviendo la integral anterior tenemos
W =W, =F-(f -7 ) 7
=(F B+ F, ey  —x i+ 2 =y za -2 0k] wa66)

donde
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X, —X; =X
Y2 =Yy =Y

Z,~-2,=2
De tal modo que la ecuacién (1.6.6) la podemos escribir como

W, -W, =F,x +F,y +F,z
AW=F,x +F,y + F,z ..(1.6.7)

Las siguientes aseveraciones corresponden a la interpretacion del trabajo a partir del
angulo entre la fuerza aplicada y el desplazamiento:

(1) El! trabajo es maximo cuando

0=0°
(2) El trabajo es nulo cuando
3 0=90°
(3) El Trabajo es negativo cuando
90° <9<180°
(4) El Trabajo es positivo cuando
0°<6<90°

1.7 POTENCIA Y EFICIENCIA

En aplicaciones de Ingenierfa y mecanismos es importante conocer la rapidez del
trabajo efectuado, es decir, la potencia P, la cual se define como:
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donde
W= trabajo .y t=tiempo

i Al disefiar una miquina se considera la rapidez con la que puede efectuar un trabajo,
- asf como la cantidad total de trabajo que puede desarrollar.

La potencia promedio P esta definida como
p=AW_T:7 T 1.72)

cuando At es tan pequeilo que tiende a cero, obtenemos el limite

lim AW _dw -
o= A = ar -(1.7.3)

la cual se define como potencia instantdnea, donde sabemos que dW =F dr, esto lo
podemos sustituir en la ecuacién (1.7.3) de modo que llegamos a

Para determinar las unidades de la potencia en el SI, vemos que el trabajo esta en
términos del producto de la fuerza (la cual se mide en Newton [N]) y la distancia (medida en
[m]), y el tiempo se mide en segundos [s], asi que haciendo el andlisis dimensional escribimos

e b

. . 1hp
t en el sistema Inglés, | tenci: id hp] donde | ————|.
mientras que i a Inglés, la potencia se mide en [hp] don 6[550 lbﬁ/s]

La eficiencia mecdnica n de una miquina se define como el cociente del trabajo de
salida entre el trabajo de entrada:
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_trabajo de salida

=——— — (1.75
trabajo de entrada ( )

Esta definicion esta basada en la suposicion de que el trabajo se realiza a una razon
constante. El cociente del trabajo de salida entre el de entrada es, por lo tanto, igual al cociente
de las razones con las que se realizan, de modo que

_ potencia de salida

= —— . (176
potencia de entrada ( )

Debido a que se pierde energia por causa de la friccion, el trabajo de salida siempre es
menor que ¢l de entrada y, por tanto, la potencia de salida sicmpre es menor que la potencia de
entrada, de tal modo que la eficiencia mecdnica de una maquina es siempre menor que 1.

1.8 FUERZAS CONSERVADORAS

Se dice que una fuerza F que actia sobre una particula A es conservadora si su trabajo
Wi, es independiente de la trayectoria seguida por la particula A al moverse de Ay a A,, de
tal modo que escribimos

Wi =V(x,¥1,21) - V(X2,¥2,22) ...(1.8.1) °
o en forma condensada

Wia =V, =V, ..(1.82)

donde la funcién V (x, y, 2) es llamada energia potencial, o fincion potencial de F.

Aplicando la ecuacion (1.8.1) entre dos puntos vecinos A (x,y,z) y A’(x +dx,y+dy,
z+ dz), el trabajo elemental dW correspondiente al desplazamiento dr desde A hasta A’, es

dW =V (x,y,z) -V(x+dx, y +dy, z+dz)
dW =-dV(x,y,2) ...(1.8.3)
de tal manera que el trabajo elemental de una fuerza conservadora es una diferencial exacta.
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El trabajo dW lo podemos expresar también en funcién de las componentes
rectangulares de la fuerza y del desplazamiento:

dW =F, dx +F,dy +F,dz ..(1.8.4)

Sustituyendo la ecuacién (1.8.4) en la ecuacién (1.8.3) y usando la definicién de la diferencial
de una funcién de varias variables podemos escribir

A% aVv av
F,dx +Fydy +de2=—(xd.’{ + —avdy + Edz] ..{(1.8.5)

de donde podemos deducir que

oV aVv av
Fy, =——— ..(1.8, F, =——— ..(1.8.6b s =——— (1.8,
x == ~(l.8.6a) Y =5y (1.8.6b) 5, (1:8:69)

Debe aclararse que las componentes de F deben ser funciones de las coordenadas x, y,
z. De modo que una condicién necesaria para una fuerza conservadora es que dependa sdlo de
la posicién de su punto de aplicacién, de tal manera que las relaciones (1.8.6) pueden
expresarse mas concisamente escribiendo

= : 2 - dVas 8Vs oV - N
F=F, F, =— —i4+—j+—k|..(18.
i+ Fj+Fk (axl+ay‘!+azk) (1.8.7)

El término del lado derecho que estd entre paréntesis es un vector que se conoce como
gradiente de la funcién escalar V, y se representa con grad V. De tal forma que, para
cualquier fuerza conservadora escribimos

F=-gradV ...(1.8.8)

Podemos concluir que si una fuerza F satisface al menos una de las ecuaciones
mencionadas en esta seccion, la fuerza F debe ser conservadora.
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1.9 CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UNA PARTICULA

Consideremos una particula P de masa m, que se mueve respecto de un sistema de
referencia newtoniano Oxyz. Como vimos en la seccidon 1.1, la cantidad de movimiento lineal
p esta definida como mv que sc obtiene al multiplicar la masa m de la particula por su

velocidad V. Al momento del vector mv respecto a O se le llama momtento de la cantidad de
movimiento, o cantidad de movimiento angular, de la particula alrededor de O en ese instante

y se representa con I:o. El momento de un vector lo escribimos como
Lo =Fxm¥V ..(1.9.1)

donde T es el vector de posicién de P y observamos que Lo es un vector perpendicular al
plano que contiene a T y a mV, cuya magnitud es

|Lo|=rmvsens ..(1.9.2)

donde 0 es el angulo entre T y mv (figura 1.9.1), y el sentido de f,o puede determinarse a
partir del sentido de mv aplicando la regla de la mano derecha.

Figura 1.9.1

Las unidades de la cantidad de movimiento angular se obtienen multiplicando las
unidades de longitud y de la cantidad de movimiento lineal, de modo que en el SI tenemos

m(kg-m/s)=kg-m? /s
mientras que para el sistema inglés son

ft(lb-ft/s)=1b-ft2 /s

Tesista: José Luis Morales Jiménez 19
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La siguiente ecuacidon (1.9.3) resulta directamente de la segunda ley de Newton, y
establece que la suma de los momentos de las fuerzas que actiian sobre la particula alrededor
de O es igual a la razén de cambio de la cantidad de movimiento angular de la particula
alrededor de O.

S To=lo .(193)

1.9.1 CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR

Cuando la tinica fuerza que actua sobre una particula P es una fuerza F dirigida hacia
fuera o hacia dentro de un punto fijo O, se dice que la particula se estd moviendo bgjo la
accion de una fuerza central, y al punto O se le llama centro de la fuerza (figura 1.9.1.1).

Como la linea de accion de F pasa por O, debemos tener Z_‘fo =0 en cualquier instante.

Sustituyendo en la ecuacién (1.9.3), tenemos
Iio =0..(1.9.1.1)
para todos los valores de t, e integrando entt,
Lo =cte ...(1.9.1.2)

De tal forma que concluimos que la cantidad de movimiento angular de una particula
que se mueve bajo la accién de una fuerza central, es constante, tanto en magnitud como en
direccion.

° Mecinica vectoria] pam ingenieros, Dindmica, Becr, Ferdinand P. & Johnston, E, R. 6* Edicion. McGraw -Hill.
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De la definicién de la cantidad de movimiento angular de una particula tenemos
FTxmV=Lg =cte ..(1.9.1.3)
de donde se sigue que el valor del vector de posicion T de la particula P debe ser

perpendicular al vector constante L. Asi, una particula sujeta a una fuerza central se mueve
en un plano fijo perpendiculara Lo,

Tesista: José Luis Morales Jiménez 21
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Problema 1.1

El pasado 11 de Septiembre de 2001, entre las 8:00 y las 10:00 h, sucedieron
hechos que impactaron a nuestro mundo occidental. El buen Osama Bin Laden
presumiblemente orquesté actos terroristas en Nueva York, estos hechos permiten
arrancar con los problemas de este trabajo de tesis.

El Boeing 757 viajaba a una velocidad de crucero de 900 mi/h y contaba con una
masa de 200 toneladas (informacién mencionada en el programa Discovery Channel en
Cablevision), calcule 1a cantidad de movimiento lineal de la aeronave.

La cantidad de movimiento lineal correspondiente del Boeing la calculamos con la
siguiente ecuacion:

p=mv ..(1.1.1)

Evaluando numéricamente en (1.1,1) tenemos

1000kg ) (900mi Y 1609m \{ 1h IN (M)
1ton ~he ) Imi 3600s )| kgm/s? 10¢

. p=80.45 MN-s

p=200 ton[

Tesista: José Luis Morales Jiménez 22
Director de Tesis: IME Juan Manuel Torres Merino : ~



“Manual de Apayo Didéctico para In Asi; de Dindmica que se |

parte en la Carrern de | iero Mecdnico Electricista™

Problema 1.2

El cuerpo A de 2 kg representado en la figura 1.2.1 posee una velocidad inicial de
5 m/s en el sentido de ascenso sobre el plano. El coeficiente de friccion entre el bloque y
1a superficie ¢s 0.2. La transiciéon entre la superficie inclinada y la superficie horizontal es
gradual. Localice la posicion final de reposo del bloque.

B R ERE R EE SRS

Figura 1.2,1

Para encontrar la solucién de este ejercicio debemos analizar tres ctapas, la primera de
ellas se da cuando el bloque va hacia arriba del plano inclinado; la segunda cuando el bloque
desciende del plano inclinado y la tercera cuando el bloque se desplaza sobre el plano
horizontal moviéndose a la izquierda de la figura mostrada.

Analizando la primera etapa, dibujamos su correspondiente D.C.L. donde el peso se ha
descompuesto en sus componentes rectangulares, la fuerza normal se muestrd perpendicular a
la superficie de contacto y la fuerza de friccion en sentido opuesto al movimiento del bloque.

2
D
i)

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje y del sistema de referencia mostrado
tenemos que

Fy =N-(mg), =ma, =0 ..(1.2.1)

N=(mg), ..(1.2.1')

Tesista: José Luis Morales Jiméncz 23
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vemos que
(mg), = mgcos®

s N=mgcos ...(1.2.1'")

cabe sefialar que la ecuacién (1.2.1) se iguald con cero debido a que la aceleracion es nula
sobre el eje y rotado, pues el movimiento se da exclusivamente sobre el eje x rotado.

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje x rotado vemos que

F, =—uN-(mg), =ma, ...(1.2.2)
donde (mg), =mgsend ...(1.2.2")

sustituyendo las ecuaciones (1.2.1°*) y (1.2.2’) en (1.2.2)

F, =-umgcos® —mgsend =ma, ...(1.2.3)
F, =-mg (pcos® +sen0) =ma; ...(1.2.3')
8, =—g(cos® +senB) .(124)

De las ecuaciones cinematicas sabemos que

v,2 -v,? =2aAr ..;(1.2.5)
2 2

ar=2t Vi 126)
2a

Podemos apreciar que la velocidad final del bloque es cero puesto que va a llegar a un
punto maximo donde se detendra y comenzara la segunda etapa del problema, precisamente el
descenso. El término Ar es la distancia que habra recorrido el bloque en el sentido de ascenso
hasta que se detiene.

Sustituyendo (1.2.4) en (1.2.6) y evaluando numéricamente tenemos

m 2 m 2
Vr2 "‘Viz = (0?) —(5?)
—~ 2g(1cosO +senB) —(2)(9.8522—)[(0.2)(0.8)+0.6]
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s Ar=1.6783 m

Analizaremos ahora la segunda etapa del problema, es decir, cuando el bloque ha
llegado al punto mas alto y comienza a descender.

El D.C.L. es muy parecido al anterior, s6lo cambia el sentido de la fuerza de friccion y
también el sistema de referencia, ¢l cual considera positivo al eje x hacia donde se realiza el
movimiento, es decir, hacia abajo del plano inclinado.

Podemos apreciar que las ecuaciones (1.2.1°) y (1.2.1”") obtenidas anteriormente
también son validas para éste caso, pues las fuerzas que actian a lo largo del eje y permanecen
constantes,

. Analizando las fuerzas que actuan a lo largo del eje x del sistema de referencia mostrado
tenemos que

« =(mg), —uN =ma, ...(1.2.7)
F, =mgsen@-pmgcos@=ma, ..(1.2.7")
=mg (sen®—pncosO )=ma '

sa, =g(sen®— gcds 8 ) «(1.2.8)
Despejando la v, de la ecuacién (1.2.5) escribimos |
v =d2aAr + v .(1.2.5")
Sustituyendo (1.2.8) en (1.2.5”) y evaluando numéricamente vemos que
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2
Ve =28(sen®—cosO)Ar +v,? =‘/2(93;’%)[(0.6)—(0.2)(0.8)](1.6783m)+(o %)

s.vy=3.8044 m/s

Este valor obtenido, funcionard como la velocidad inicial del cuerpo A, cuando éste se
desplaza en el plano horizontal y podremos entonces determinar la posicion final del cuerpo.

Analizando la tercera y ultima etapa en la cual el cuerpo se desplaza horizontalmente
hacia la izquierda tenemos que el D.C.L. es el siguiente:

P

—— ‘M N
Ymg

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje y del sistema de referencia mostrado

F,=N-mg=ma, =0 ...(1.2.9)
‘“N=mg ..(1.2.9")

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje x
F, =—uN=ma, ..(1.2.10)
sustituyendo (1.2.9”) en (1.2.10)

« =—pmg=ma, ..(1.2.10")
sa, =—pg ...(1.2.11)

Sustituyendo (1.2.11) y los valores correspondientes de la velocidad en (1.2.6), tenemos que

Tesista: José Luis Morales Jiménez 26
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2 2
) o] - 3.8044-'!)
Ve —Viz_Vrz—Vlz_( S) ( s

Ar=

2a 2 (-pg)
2 —-2(0.2)(9.8%‘-)

#Ar=36922 m
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Problema 1.3

Se requiere disefiar un “parachoques” que detenga un paquete de 50 b que se
mueve a 10 ft/s a 6 pulgadas del punto de contacto (ver figura 1.3.1). Si la friccién es
insignificante, ;cuil es la constante del resorte k necesaria?

0 ft/s ‘.

K o

e

e

'

v

SIS S S S /////.//

Figura 1.3.1
EID.C.L. del sistema es el siguiente:
N
. Y
r————e FR
ma

El trabajo total que realiza el sistema es igual a la suma de los trabajos individuales de
cada una de las fuerzas que actian sobre él, de tal forma que:

Wi =We + Wy + W ..(1.3.1)

pero sabemos que el trabajo que realizan las fuerzas que son normales al desplazamiento es
nulo, por lo tanto la ecuacion (1.3.1) se reduce a:

Wy =W .(1.3.1

Sabemos que el trabajo de la fuerza del resorte se define como

W, =_%(r2= -1%) ..(1.32)
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Sustituyendo (1.3.2) en (1.3.1”) se tiene que

W, =— % (' -1?) .(133)

Utilizando el principio del trabajo y la energia cinética podemos escribir

Wy =__l_;_ (r* =1} )= AT = % m (v = v?) (1.3.4)

pero sabemos que r, = 0 ft pues el resorte inicialmente no estd deformado, y ve= 0 ft/s pues se
requiere que el paquete sea detenido, por lo tanto la ecuacién (1.3.4) queda como sigue:

- -‘2£(r,’) = %mv" (1.3.5)

Despejando k de (1.3.5) tenemos

mv,?

1’

k=

...(1.3.6)

Evaluando numéricamente en la ecuacién (1.3.6) llegamos al resultado correcto:
501b (10ft/s)?
3221t 2
(% )3)
s 2

b
~k=621.1182
ft

29
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Problema 1.4

Una caja de 100 Ib parte del reposo y estd sometida a la fuerza mostrada en la
grifica de la figura 1.4.1. Si el coeficiente de friccion entre 1a caja y el piso es 0.2. ;Cudl

es la velocidad de la cajaent =8 s?

]

S LSS TS S S S

F [ip]

Figura 1.4.1
Primeramente vamos a determinar los valores de la fuerza mediante la siguiente ecuacion:

F, -F,
F"Fz=t2 tl (t-t;)
1

El primer valor de la fuerza, corresponde a la diagonal que va desde el origen de la grifica
hasta el punto (4,40), sustituyendo cstos valores en la ecuacion anterior tenemos

40-0
F—40=2Y"Y (¢ _
40 3-0 (t-4)

F=40+32 (1 -4)
4

F=40+10t - 40

~F=10t

Para determinar el segundo valor, vemos que la fuerza va desde el punto (4,40) hasta (8,40),
de modo que
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40 - 40
F-40=———(t-8

Py (t-8)
F=40+(0)(t-8)
~F=40

De tal forma que podemos escribir que la fuerza total estd compuesta de dos partes que estdn
caracterizadas por dos diferentes intervalos de tiempo como se indica enseguida

10t O<t<4
40 4<t<8

Ahora se ilustrard el D.C.L. de la caja

N
b4 .
’ L.
-E—>'
N ——
mg

Analizando las fuerzas que actiian a lo largo del eje y del sistema de referencia mostrado
tenemos:

F, =N-mg=ma, =0 ..(1.4.1)
N=mg ...(14.1)

La ecuacién (1.4.1) se iguald con cero debido a que la aceleracién es nula en dicho eje, pues el
movimiento es exclusivamente sobre el eje x.

Analizando ahora las fuerzas que actiian a lo largo del eje x
F, =F—uN ...(1.4.2)
sustituyendo (1.4.1”) en (1.4.2)

F, =F-pumg ...(1.4.2")

Tesista: Jusé Luis Morales Jiménez 3
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Sabemos que el impuiso lineal I esta definido como

122

1= I"ﬁdt:m(v, —-9,) .(143)

Sustituyendo el primer valor de la fuerza en (1.4.2") llegamos a:
F, =10t—pmg ...(1.44)

Igualando con cero a la ecuacién (1.4.4) y despejando t encontramos el valor en el cual la caja
comienza a moverse, dicho tiempo debe ser mayor que cero.

pmg
t>——2 (145
> ( )

evaluando numéricamente en (1.4.5) tenemos

0.2(1001b) _
om/s -2

Sustituyendo (1.4.4) en (1.4.3) tenemos
4
Il = J. (10t-pmg)dt=m(v, ~v;) ...(14.6) donde v, =0 (reposo)
2

12 7° 4
=107 —pmgt],
2

=5[(4)* —(2)* 1-(0.2)(100)(4 - 2)

=201lb-s
Despejando v de 1.4.6 tenemos
ve=2t 47
e = (14,

sustituyendo los valores correspondientes en (1.4.7) llegamos a
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20 Ib-
v, =228S a4 nss

100 1b
322 ft/s?

Haciendo algo similar pero ahora para el segundo valor de la fuerza se tiene:

I, = I (40~ pumg)dt =40t]% - pmge ]}
=[40 —(0.2)(100)](8—4) =80 Ib-s

I, =m(v; -v;) ..(1.4.8)

v, =ln’T + v, ..(l1.4.8")

sustituyendo. los valores correspondientes en (1.4.8%)

80 Ib-s

100 1b
32.2 f/s?

+644R /s

v, =322 ft/s

Tesista: José Luis Morales Jiménez
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Problema 1.5

La particula A de 2 kg estd atada al extremo de una cuerda de 2.5 m y oscila en
un plano vertical tal como se indica en la figura 1.5.1. Cuando el angulo 6 = 30°, la
magnitud de la velocidad de A es 1.5 m/s. Calcule 1a tension cn la cuerda y la aceleracién
angular en la posicion definida.

Figura 1.5.1

Para solucionar este problema dibujaremos un D.C.L de la particula, aunque un
esquema como el siguiente nos puede facilitar la construccién del D.C.L.

Ilustrando de una manera mds clara, en el D.C.L. se muestran las componentes
rectangulares del peso de la particula y la fuerza de tensién T:
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Analizando las fuerzas que actian tangencialmente, tenemos lo siguiente de acuerdo al
sistema de referencia mostrado

F, =(mg), =ma, ..(1.5.1)
donde (mg), =mgsend ...(1.5.1")
sabemos que la aceleracién tangencial se define como
a, =ra ..(1.5.2)
sustituyendo las ecuaciones (1.5.1") y (1.5.2) en (1.5.1) tenemos que
F, =mgsen@=mra ...(1.5.3)
Analizando las fuerzas normales de acuerdo al sistema de referencia mostrado vemos que:

F, =T-(mg), =ma, ..(1.54)

donde (mg), =mgcosd ...(1.54")

Por definicion la aceleracién normal es
2 .
a, = -"r—= o?r ..(1.5.5)
sustituyendo las ecuaciones (1.5.4’) y (1.5.5) eh (1.5.4) tenemos

T-mgcosO = ml':— ..(1.5.6)

2
T=m (VT+ gcose) (1.5.6")
Sustituyendo los valores correspondientes en la ecuacién (1.5.6°) determinamos el valor de la
tension T de la cuerda

Tesista: José Luis Morales Jiménez 35
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2,02 702 T
T=2kg [%/L+(9.sm/s'?)_(cqs_309

~T=18.774 N

Despejando la aceleracion angular o de (1.5.3)

sen©
a=25n7

«(1.5.7)

Evaluando numéricamente tenemos en (1.5.7)

_9.8.m/s? (sen30°)
- 25m

ne=196 'rad‘/ s?

Tesista: José Luis Morales Jiménez
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Problema 1.6

Los bloques A y B mostrados en la figura 1.6.1 tienen masas de 15 y 35 kg,
respectivamente, El coeficiente de friccion entre los bloques Ay B, y entre B y el plano es

0.25. Si ¢l sistema parte del reposo, calcule la aceleracién de A y de B cuando: a) P =100
N, b) P =200 N.

R S A S A N R Y

Figura 1.6.1

Para resolver el problema se plantea un D.C.L. para cada bloque, para el bloque A
vemos que sélo actiia una fuerza activa (el peso del bloque) y hay dos fuerzas reactivas, que
son, la normal y la fuerza de friccion entre A y B, que actuan perpendicularmente a la

superficie de contacto y en oposicion al movimiento, respectivamente. E1 D.C.L. de A es el
siguiente:

1o
O -

=SS VI
NS

'Haciendo la sumatoria de fuerzas sobre el eje y de acuerdo al sistema de referencia mostrado,
vemos que s6lo actiian la normal y el peso, la sumatoria se iguala con cero debido a que la
aceleracién es nula pues el movimiento se da exclusivamente sobre el eje x.

Fy, =N, —m,g=maa,, =0 ..(1.6.1)
N, =m,g ..(1.6.1")

Ahora analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje x vemos que sdlo actiia la fuerza de
friccion, la cual presenta oposicion al movimiento, de tal modo que escribimos:

F, ==puN, =m,a, ..(1.62)
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sustituyendo (1.6.1") en (1.6.2)

“HMAg=M, 8,

sa, =-ug ..(1.6.3)
Evaluando numéricamente en la ecuacion (1.6.3) encontramos la magnitud de la aceleracion:

a, =—(0.25)(9.8m/s?)
a, =—2.45m/s?
donde el signo (-) indica que el bloque se esta frenando o desacelerando, pero también la
podemos expresar como
a, =245m/s? >
Analizando ahora el bloque B, se muestra su correspondiente D.C.L., donde ademds de

las propias fuerzas del bloque, se deben considerar las fuerzas ejercidas por el bloque A sobre
el bloque B, quedando el D.C.L. de B como sigue:

:.qﬂl ] Ne ,
AN, I

Sec observa claramente que la normai y la friccion de A tienen sentido contrario a como se
mostrd en el D.C.L. A, esto se debe a que se utiliza la Tercera Ley de Newton para conservar
el equilibrio del sistema. Analizando las fuerzas sobre el eje y tenemos que la ecuacion se
iguala con cero ya que la aceleracién es nula en dicho eje, debido a que no hay movimiento
sobre el eje y, de modo que

F, =Np —~N. -mug =mgap, =0 ..(1.6.4)
Np =N, + myg ...(1.6.5)

Sustituyendo la ecuacién (1.6.1°) en (1.6.5) tenemos
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Np=m g+mgg=g (m, +mg) ..(1.6.5")

Analizando las fuerzas que actian sobre el eje x vemos que en el sentido positivo actiian la
fuerza P y la fuerza de friccion del cuerpo A, mientras que en el sentido opuesto, sélo actia la
fuerza de friccién de B.

F,=P+uN, —puNg=mgzay ..(1.6.6)
Sustituyendo (1.6.1%) y (1.6.5*) en (1.6.6) escribimos

P+p.mAg7|._Lg('mA +mg)=mgag ..(1.6.7)
P+HmA‘g}z—_"pm{\rg—-meg=mB ag
P-pmag=tgag ..(1.6.8)

Despejando la ag de (1.6.8)'

. =

sag =

- ug ..(1.6.9)

Sustituyendo en (1.6.9) los valores correspondientes para a) cuando P =100 N

' 100N ( kgm/s? G
a8—35kg( S )—(0.25)(9.8m/s)

~ag =04071 m/s?

Para b) cuando P =200 N

200N ( kgm/s?
= = 1 (0.25)(9.8 2
ag 35kg[ N ) (0.25)(9.8 m/s?)

sag =3.2642 m/s?

Se puede observar claramente de los resultados obtenidos, que la aceleracion de A no
depende de la magnitud de la fuerza P, ésta fuerza unicamente va a afectar las condiciones del
cuerpo B.
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2.1 CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL Y ANGULAR DE UN SISTEMA DE
PARTICULAS

La cantidad de movimiento lincal p del sistema de particulas, se define a partir de la

suma de las cantidades de movimiento de las diferentes particulas que componen al sistema, es
decir

E=i miv; (2.10)
i=]

mientras que la cantidad de movimiento angular total f.o con respecto a O del sistema de
particulas se define como

Lo=Y(fixm¥,)..(21.2)

Derivando con respecto a t las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2), sustituyendo las fuerzas internas
del sistema y sintetizando llegamos a

3 F=p..(2.1.3)

S To=Lgy -(214) °

Donde la ecuacién (2.1.3) corresponde a la resultante de las fuerzas externas, que es igual a la
razén de cambio de la cantidad de movimiento lineal del sistema de particulas; mientras que
la ecuacion (2.1.4) expresa que el momento resultante con respecto a un punto fijo O de las
fuerzas externas es igual a la razén dec cambio de la cantidad movimiento angular respecto al
punto O del ya mencionado sistema de particulas.

22 MOVIMIENTO DEL CENTRO DE MASA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

Si consideramos el centro de masa del sistema de particulas, la ecuacién (2.1.3) la
podemos escribir en una forma alterna. El centro de masa del sistema de particulas es el punto

G, el cual esta definido por el vector de posicién T, que satisface la siguiente igualdad:

Tesista: José Luis Morales Jiménez 40
Dircctor de Tesis: IME Juan Manuel Torres Merino



“Manual de Apoyo Diddctico para la Asi, de Dindmica que se Imp en la Carrera de Ingeniero Mecdnico Electricista™

mr=3 mF ..(2.2.1)
iml

n
donde m representa la masa total Zm‘ de las particulas del sistema. Transformando en
iml

componentes rectangulares a los vectores de posicién T y T, obtenemos tres ecuaciones

escalares con las cuales podemos determinar las coordenadas del centro de masa, estas
ecuaciones son:

mX=) m;X; ..{(2.2.1a) m§=tm‘yi .(2.2.1b) mi:izlmiz. «(2.2.1¢)

inl il

Al derivar con respecto at a la ecuacién (2.2.1) llegamos a

donde V representa la velocidad del centro de masa G del sistema de particulas, mientras que
el lado derecho de la ecuacién, sabemos que es la cantidad de movimiento lineal del sistema.
De tal manera que podemos escribir

P=mv ..(223)

P=mi ..(224)

en la cual § representa la aceleracion del centro de masa G. Sustituyendo la ecuacién (2.2.4)
en (2.1.3), escribiimos

Y F=ma ..(22.5)

la cual define el movimiento del centro de masa G del sistema de particulas.

Tesista: José Luis Morales Jiménez 41
Director de Tesis: IME Juan Manucl Torres Merino



“M 1 de Apoyo Didéctico para la Asi de Dinamica que se Imparte en la Carrera de Ingenicro Mecdnico Electricista™

Por lo tanto, podemos decir que el centro de masa de un sistema de particulas se
mueve como si toda la masa del sistema y todas las fuerzas externas se concentraran en dicho
punto.

2.3 CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UN SISTEMA DE PARTICULAS
CON RESPECTO A SU CENTRO DE MASA

SiT,'y V,', representan, respectivamente, el vector de posicion y la velocidad de la
particula P; relativa al sistema de referencia centroidal Gx'y'z’, definimos la cantidad de

movimiento angular Ly del sistema de particulas con respecto al centro de masa G como

Lo =3 G xm¥," .23.0)

im]

Derivando con respecto at llegamos a

Lo =i (F'xma;") .(23.2)

i=1

donde a, ' representa la aceleracién de P, relativa al sistema de referencia mévil. De acuerdo

al movimiento relativo a un sistema de referencia en traslacién, escribimos la siguiente
ecuacion:

a,=a+a;'

en la que 3, y a representan, respectivamente, las aceleraciones de P, y G relativas al
sistema Oyy.. Despejando a; ' y sustituyendo en (2.3.2), escribimos

i =3 (' xmid, )-[i m,% ] X a..(2.3.3)

i=l iml

donde la primera suma, se reduce al momento resultante respecto a G de las fuerzas externas
que actian sobre las particulas del sistema, mientras que la segunda suma se reduce a cero, de
tal modo que la ecuacion (2.3.3) la escribimos como
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PR =iu' .(2.34)

la cual expresa que el momento resultante respecto a G, Tg, de las fuerzas externas es igual a

la razén de cambio de la cantidad de movimiento angular del sistema de particulas respecto a
G. Pero estd demostrado que

Lo=Lg

por lo que la ecuacidn (2.3.4) también la podemos escribir como

3 To=Lg .(23.5)

en la que se observa que puede calcularse la cantidad de movimiento angular L, evaluando

los momentos respecto a G de las cantidades de movimiento de las particulas en su
movimiento con respecto al sistema de referencia newtoniano Oy , 0 bien, con respecto al
. . . -

sisterna de referencia centroidal Gx'y'z'

Lg =i (' x mﬁh):i (F'xm¥") ..(23.6)
iml

inl

2.4 CONSERI{ACIO'N DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO PARA UN SISTEMA
DE PARTICULAS

Si la resuitante de las fuerzas externas que actian sobre las particulas de un sistema es
cero, los miembros del lado izquierdo de las ecuaciones (2.1.3) y (2.1.4) son cero, y estas

ecuaciones se reducena p=0 y L, =0, respectivamente. Por lo tanto decimos que

p=cte ...(2.4.1)

Lo =cte ..(2.4.2)

Estas ecuaciones expresan que la cantidad de movimiento lineal del sistema de particulas y la
cantidad de movimiento angular respecto al punto fijo O se conservan.

* Mecdnica vectorial pars ingenieros, Dindmica, Beer, Ferdinand P. & Johnston, E. R. 6° Edicién. McGraw ~Hill.
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La conservacién de la cantidad de movimiento, puede aplicarse también al analisis del
movimiento del centro de masa G dc un sistema de particulas, y también al andlisis del
movimicnto del sistema respecto de G. Por ejemplo, si la suma de las fuerzas externas es cero,
se aplica la ecuacion (2.4.1). Recordando la ecuacion (2.2.3), escribimos

T=cte ..(2.4.3)

esta ecuacién expresa que el centro de masa G del sistema se mueve en linea recta y con
rapidez constante. Ahora, si la suma de los momentos respecto a G de las fuerzas externas es
cero. de acuerdo con la ecuacién (2.3.5) se puede afirmar que la cantidad de movimiento
angular del sistema alrededor de su centro de masa se conserva, cs decir,

Lo =cte ..(2.4.4)

2.5 ENERGIA CINETICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

La energia cinética T de un sistema de particulas, se define como la suma de todas las
energias cinéticas de las diversas particulas que conforman el sistema. Por lo tanto, escribimos

T=L3 mv? 250 )
i=1

=

Cuando calculamos la energia cinética de un sistema que consta de un gran numero de
particulas, se recomienda considerar por separado el movimiento del centro de masa G del
sistema y el movimiento del sistema relativo a un sistema de referencia en movimiento, fijo en
G.

Sabemos que

<l

L=V AV (252)

donde para una particula P, del sistema, v, representa su velocidad relativa al sistema de
referencia newtoniano Oyy,, y V,' es su velocidad relativa al sistema de referencia centroidal

Gyyz que se traslada con respecto a Oyy,; mientras que v representa la velocidad del centro
de masa G relativa al sistemna de referencia newtoniano Oy,

Sustituyendo la ecuacién (2.5.2) en (2.5.1) y simplificando llegamos a
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T=Lmv? +—;-z mv)? ..(25.3)

L
2

Esta ultima ecuacion expresa que la energia cinética T de un sistema de particulas es
igual a la suma de la energia cinética del centro de masa G (suponiendo que toda la masa esta
concentrada en G) mds la energia cinética del sistema en su movimiento relativo al sistema
Gyygt

X'y'z’ «

2.6  PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENERGIA. CONSERVACION DE ENERGIA
PARA UN SISTEMA DE PARTICULAS

En un sistema conservador, el trabajo realizado por las fuerzas es:
Wi, =V, =V, .(26.1)
el cual también lo podemos expresar de la siguiente manera
Wi, =T, =T ..(2.6.2)
combinando las ecuaciones (2.6.1) y (2.6.2) escribimos
T, +V, =T, +V,; ..(2.63)

la ecuacion (2.6.3) es el Principio del trabajo y la energia, el cual expresa simbélicamente lo
siguiente:

Si las fuerzas que actian sobre las particulas de un sistema, son conservadoras, la
energia total T + V se conserva.
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2.7  PRINCIPIO DEL IMPULSO Y LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO PARA UN
SISTEMA DE PARTICULAS

Al integrar la ecuacion (2.1.3) con respecto a t, desde t; hasta t, tenemos

ZJ.” Fdt=ps—pr (27.1)

donde las integrales representan los impulsos lineales de las fuerzas externas que actlian sobre
las particulas del sistema. Esta ecuacion establece que la suma de los impulsos lineales de las
fuerzas externas que actuan sobre el sistema es igual al cambio de la cantidad de movimiento
lineal del sistema.”

Al integrar la ecuacidn (2.1.4) respecto a t, desde t, hasta t; tenemos

ZJ‘" Todt=(Lo ) ~(Lo) ~272)

De manera andloga para esta ecuacion , las integrales se refieren a los impulsos angulares con
respecto a O de las fuerzas externas. Por lo tanto, queda establecido que la suma de los
impulsos angulares respecto a O de las fuerzas externas es igual al cambio de la cantidad de
movimiento angular respecto de O del sistema.””

Si sobre las particulas del sistema no actia ninguna fuerza externa, las ecuaciones
(2.7.1) y(2.7.2), respectivamente, se reducen a

P1=p2 ...(2.7.3)

(Eo ), = (io ), (2.7.4)
De modo que hemos comprobado que:

Si sobre las particulas de un sistema no actia ninguna fuerza externa, se conservan la
cantidad de movimiento lineal y la cantidad de movimiento angular alrededor del punto O del
sistema de particulas.

Mggg_u ca vectoria) para jngenieros, Dinadmica, Beer, Ferdinand P. & Johnston, E, R. 6° Edicidn, McGraw =Hill,

“idem”.
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2.8 IMPACTO

Se le conoce como impacto al choque entre dos cuerpos, el cual ocurre durante un
intervalo de tiempo muy corto y durante el cual los cuerpos ejercen entre si fuerzas
relativamente grandes,

La linea de impacto se define como la normal comin a las superficies en contacto
durante el impacto.

Se le llama impacto central cuando los centros de masa de los dos cuerpos que chocan
se localizan sobre la linea de impacto. De no ser asi, se dice que el impacto es excéntrico.

Se produce un impacto directo cuando las velocidades de las dos particulas en contacto
estan dirigidas a lo largo de la linea de impacto. El impacto es oblicuo si al menos una de las
particulas se mueve en una linea que no sea la de impacto.

Impacto Central Directo

Se tienen dos particulas que poseen masas m; y my, las cuales viajan a velocidades v, y v,,
respectivamente, como se ilustra en la figura (2.8.1)

m, My
0 Kz i 2
Figura 2.8.1

sabemos que la cantidad de movimiento lineal se define como
p=mv

de modo que la cantidad de movimiento lineal total p; es:

Pr=p1+p, -.(28.1)
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Cuando las particulas chocan (figura 2.8.2), modifican su velocidad, ésta cambia de v,

que se Imparte en la Carrera de Ingeniero Mecanico Electricista™

a v,y de ¥, a ¥,', pero su cantidad de movimiento lineal al igual que su masa

permanecen constantes.

Figura 2,8.2

La cantidad de movimiento lineal total después del choque es:

i(282)

. PrEpr.(283)

Pi+P2a=pi'+ P (284)

m,Vv,+m,v,=m,' v, +m,'V,;"...(28.5)

puesto que la masa permanece constante, podemos decir que

m;=m,'=sm, y m,=m,'=m,

de tal forma que la ecuacidn (2.8.5) la escribimos como

m,v,+ m,v,
mv,-m,v,’

m,(V,-v,")

m,v,' + m,yv,;' ..(2.8.6)
m,v,;' - m,;V,

m,(vy' —V,;) ..(2.8.7)

Puesto que las velocidades consideradas estan dirigidas a lo largo del mismo eje, la ecuacién

(2.8.7) la podemos escribir como sigue

m,(vi-v,D=m,(v,y' —v,) ..(287")

en la cual podemos apreciar que unicamente contiene cantidades escalares.
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Durante el impacto, la energia cinética antes y después del choque es la misma,
entonces podemos hablar de la conservacion de la energia cinética T:

T+=T,+T, ..(2.8.8)
donde

T= -]--mv2
2

1 2
Ty =—m,v
=MV

1 2
+ —m,V

5 MzVa
Ty=T:'

T, +T, =T,;' +T,"' ..(289)

De tal forma que la ecuacion (2.8.9) la podemos escribir como

tmyv?edm,v,2 =

Comparando la ecuacién (2.8.7) con la ecuacién (2.8.10) llegamos a la siguiente conclusién:

VitV '=vy'+ v,

Vi—=V,,=v,'=v, ..(2.8.11)
De la ecuacion (2.8.11) podemos escribir

vy'=v,'
e= —  (2.8.12)
Vi—Va
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donde e se denomina coeficiente de restitucion. El numerador en la ecuacion (2.8.12)
representa la velocidad relativa de las dos particulas después del impacto, mientras que el
denominador representa su velocidad relativa antes del impacto.

Debido al impacto, las dos particulas se deformaron, y al final del periodo de
deformacion tienen ya la misma velocidad, posteriormente ocurre un periodo de restitucion, al
final del cual ambas particulas recuperardin su forma original o quedarin deformadas
permanentemente, dependiendo de la magnitud de las fuerzas de impacto y de los materiales
de que estén hechas las particulas.

El coeficiente de restitucién también lo podemos definir como la relacién de las
magnitudes de los impulsos que corresponden al periodo de restitucion y al periodo de
deformacion.

El valor dec e siempre estd entre 0 y 1, y depende principalmente de los materiales que
intervienen.

Existen dos casos particulares de impacto, el primero es el impacto perfectamente
pldstico, donde e = 0, y la ecuacion (2.8.12) se transforma en:

v,'=v,' ..(2.8.13)

en este caso no hay periodo de restitucion, y las dos particulas permanecen unidas después del
choque. -

Haciendo un andlisis mds a fondo vamos a demostrar la ecuacion (2.8.13);
multiplicamos ambos lados de la ecuacion (2.8.12) por (v, —v,)

vy'-vy'
(vi-vz)e= v v (vi-vy) ioe(vi—vy)=vayi-vy!
1=V

ev,—evy =vy'—v,'..(28.14)

despejando v, ' de (2.8.14) tenemos

vy'=ev,—-ev, +v,'.(2.8.15)

despejando v, ' de (2.8.14) tenemos
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v,'=v,'-ev, +ev,..(2.8.16)

sustituyendo (2.8.16) en la ecuacidn (2.8.5)

m,v,+m,vy=m,;(vy'—ev,+evy)+m,v,"'

mv,+m,v,=m,v;y'~em,v,+em,vy+m,v,"

v,(m,+em,)+v,(mj -

m,v, (14e) +v, (m

[

‘Vz

2

m,v, (l+e) v,(rﬁz —em, )
= +
m, +m, m,;+m,

«(2.8.17)

Haciendo algo similar para encontrar el valor de v,' se sustituye la ecuacion (2.8.15)
en (2.8.5), de modo que .

m,v,+m,vy=mv,'+m,(ev,—~ev, +v,')

m,v,+m;v;=mv,'+em,;v,—em,v; + m,v,'

v —~em myva(l+e)
ypdimizema) | mavaUte) g4

m, +m, my+m,.
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Sabemos que en el caso de impacto perfectamente pldstico, e = 0, por lo tanto las
ecuaciones (2.8.18) y (2.8.17) se transforman respectivamente en

vym, Vpm,
‘= + ...(2.8.19)
m;+m;, m;+m,

,Vl

vym, Vam,
‘= + ...(2.8.20)
m,+m, m, +m,

Va2

de estas dos ultimas ecuaciones comprobamos que se cumple lo planteado en la ecuacion
(2.8.13), es decir, observamos que v,'=v,' (en un choque plastico los dos cuerpos viajan
juntos).

Considerando que e =0 y m, =m, y sustituyendo estos planteamientos en (2.8.17) y
(2.8.18), respectivamente, llegamos a:

' V'+V2 v, ](v +v,) ...(2.521)
v = — o —— H =— «.(2.5.
2 2 2 * T ! :
v '——-—v' -+--——v2 5 v =L (vi+vy) ..(25.22)
- 1 ) 2 » 1 ) 1 2 ) (20

donde lo obtenido se conoce como velocidad media.

El segundo caso es el impacto perfectamente eldstico, donde e = 1, de modo que la
ecuacion (2.8.17) se transforma en

2m - (m,-m,)

.(2.823
m,;+m, ? m,+m,; ( )

va'l=v,

de igual modo, la ecuacion (2.8.18) se transforma en

(mi-ma) , ,,_2M2 03504

'
2
m,+m, m,+m,

v'=v

Tesista: José Luis Morales Jiménez 52
Director de Tesis: IME Juan Manue) Torres Merino .



“Manunl de Apoyo Didictico para la Asi| de Dindmica que se Imparte en Ia Carrera de Ingeniere Mecdnico Electricista™

Si considerdramos que m, =m, las ecuaciones (2.8.23) y (2.8.24) se transformarfan

respectivamente en
vy'=v, ..(2.825)
v,'=v,; ..(2.8.26)

el cual es un caso elédstico como ocurre con las bolas de billar.
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Problema 2.1

Dos llantas de automévil, A y B cada una de 10 kg de masa se deslizan sobre una
superficie helada para chocar en O (figura 2.1.1). Después del choque las llantas se
deslizan en las direcci que s¢ indican, 4 m y 6 m, respectivamente, antes de detenerse
en A’ y B’ respectivamente. Calcule las velocidades iniciales de las lantas
inmediatamente antes del choque. El coeficiente de friccion cinética es p, = 0.15,
Desprecie el tamaiio de las llantas.

Sugerencia: Como no se ha definido la linca de impacto, aplique la conservacion de la
cantidad de movimiento a lo largo de los ejes x’ y ’, respectivamente.

s

=

=220
<

Figura 2.1.1

De acuerdo a la figura 2.1.1, las velocidades de las llantas' A y B, antes del impacto,
respectivamente son:

A ==V, 1[m/s] .(2.1.0)

<1

Vg =vg (cos 45°% +sen 45°3) [m/s] ...(2.1.2)
y las velocidades de las llantas después del impacto son:

Va'=va ' (cos30° i -scn30°:i) [m/s] ..(2.1.3)

Vs'=vg' (-5en20° i +c0s20°}) [m/s] ...(2.1.4)

Utilizando para la llanta A la ecuacion cinemdtica de la velocidad para el movimiento
rectilineo de una particula con aceleracién constante tenemos

?=v,,? +2aAr, .{(2.1.5)
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adecuando esta ecuacion a las condiciones del problema decimos que v, =v,.',

sustituyendo esta relacién y puesto que la velocidad final es cero, la ecuacion (2.1.5) se reduce
a:

(va')? =-2aAr, .(2.1.5)
(VA ) (2 1. 5n)

Haciendo lo mismo para el caso de la llanta B

Vo, =vy® +28A15 .(2.1.6)
(va') =-2aAr; ..(2.16")

sustituyendo la ecuacién (2.1.5°") en(2.1.6°) .

(v ) (vA )z ary

nvg'=va , 2:" (217
A

Vamos a hacer uso de un D.C.L. para determinar la aceleracién de la llanta A y
después encontrar la velocidad de la misma. EI D.C.L. de A es el siguiente:

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje y del sistema de referencia
mostrado tenemos que
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F,=N-mg=ma, =0 ..(2.1.8)
~N=mg .(2.1.8)

Analizando las fuerzas que actua a lo largo del eje x llegamos a

~uN=ma, ..(2.1.9)
-,;l'mg =ma,

sa,=—pg ..(2.1.9")
evaluando numéricamente en (2.1.9”) vemos que

a, =-(0.15)(9.8m/s?)

sa, =-1.47m/s?

despejando v, 'de la ecuacién (2.1.57)

va'=y=2aAr, .(2110)

sustituyendo los valores correspondientes en (2.1.10)

va'=y =2(-1.47m/s?)(4m)
SVa'=3.4293 m/s

Evaluando numéricamente en (2.1.7) tenemos que

vy '=3.4293 m/s f—f%

Svp'=42m/s

Sabemos que la cantidad de movimicnto lineal total antes del choque es
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Pr=maV, + mpgVy ..(2.1.11)
y después es
Pr'=m,'V,'+ myp' V' L (2.1.11)
pero también sabemos que pr =p+ ' de tal forma que escribimos
MpAVA +MaVp=m, ' Vo'+ mg'vy' ..(2.1.12)
como la masa se mantiene constante antes y después del choque decimos que

m, =m,'=m

mg =mp'=m
asi que la ecuacién (2.1.12) se transforma en

mv, +mvg =mv,'+mvg'

Va+Vg=va'+ V5" (21.13)
sustituyendo las ecuaciones (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) y (2.1.4)‘ en (2.1.13) escribimos:
~Va 1+ Vg (cosd5° i +5end5° J) = v, ' (cos3I0° i —sen30°]) + vy ' (—sen20° i + cos20° j)
Agrupando término a término la ecuacion anterior

(=Va+V5coS45°) | + vg5end5®] =(v,' cos30P—vg' sen20P) i + (~va' sen3C+ v' cos20°)

—Va +Vyco545°=v, ' cos30°—vy'sen20° ...(2.1.14)

vp send5®=— v, 'sen30° + vy ' c0s20° ...(2.1.15)

despejando vy de (2.1.15)
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vp'cos20°—v, 'sen30°

Ve sen 45°

(2.1.15")

evaluando numéricamente en (2.1.15%)

v = 4.2m/s (c0s20°) - (3.4293)m/s (sen30°)
B =

sen 45°

Ve =31566m/s |
despejando v, de (2.1.14)

VA =Vg cos45° + v ' 5en20° - v, ' 0s30° ..(2.1.14")

sustituyendo los valores correspondientes en (2.1.14°) - '

va =3.1566m /s (cos45°) + (4.2m/5) (sen 20°) - (3.42928 m /) (cos30°)

S VA =0.69‘87m/’sr o
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Problema 2.2

Obtenga la | ion de los bloq mostrados en la figura 2.2.1 y la tensioén de
la cuerda, si el coeficiente de friccion p = 0.1, 6 = 45°, el bloque de masa m; = 10 kg y
msa= 10 mg.

Figura 2.2.1

Para resolver este problema se plantea un D.C.L. para cada uno de los bloques, vamos
a comenzar por el bloque m; como se ilustra en el siguientc esquema, donde como fuerzas
activas tenemos al peso del bloque y a la fuerza de tension de la cuerda que interconecta a
ambos bloques; y como fuerzas reactivas tenemos a la normal que actia perpendicularmente a
la superficie de contacto y a la fuerza de friccion la cual presenta oposicion al movimiento.

v

'J__ Nv

TSI R
m,yg

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje y del sistema de referencia mostrado,
vemos que

Fy =N, -mg=m,a, =0 ..(2.2.1)
SNy =m,g .(2.2.1")

Cabe mencionar que la ecuacién (2.2.1) se igualé con cero debido a que la aceleracién es nula
a lo largo del eje y, pues el movimiento se da exclusivamente a lo largo del eje x.

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje x del sistema de referencia
mostrado tenemos
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F,=T—-uN,;=m,a; ..(222)
sustituyendo (2.2.1") en (2.2.2) tenemos

Fr=T-pmg=ma, ..(223)
“T=m, (8, + pg) ...(2.2.4)

Ahora dibujaremos el D.C.L. para el bloque de masa m;, el cual se muestra a

- continuacion:

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje y del sistema de referencia

mostrado tenemos que
F, =N; —(m,g), =m,a, =0 ...(2.2.;)
donde (m,g), =m,gcosO ...(2.2.5")
SN, =m,gcosd ..(2.2.6)
Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje x vemos que
F, =(m,g) ~uN, -T=m,a,_ ..(2.2.7)
sustituyendo (2.2.6) en (2.2.7) tenemos

F, =m,gsen0—pm,gcos@-T=m,a,, ..(2.2.8)
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Considerando que el cable que interconecta a ambos bloques es inextensible, podemos decir
que a, =a, =a, de modo que de aqui en adelante a la aceleracién la llamaremos

unicamente a y haremos las sustituciones pertinentes.

Sumando las ecuaciones (2.2.3) y (2.2.8) tenemos

T—-pmg=m,a

m,gsenf—~pum,gcos6-T=m,a

m,gsen® — pm,gcos® —pmg=a(m, +m;)

a_ng(sene—pcose)—ﬁ'r‘n'."é; p
B m,+m, :

Evaluando numéricamente en la ecuacion (2.2.9)

10(10kg)(9.s-s"%)[sen 45° =(0.1)(cos45%)] Z (b.l)(lokgj(assﬂz‘-)
(10+100) kg

a=

».a=5,58062 m/s?

Para determinar el valor de la tensién del cable, evaluamos numéricamente en la
ecuacion (2.2.4)

T=m, (a+ pg)=10kg[5.58062 + (0.1)(9.8)] m/s? | — N —
kgm/s?

=~ T=65.6062 N

Se le sugiere al estudiante que obtenga el valor de la tensién T de la ecuacién (2.2.8) y
compruebe que se obtiene el mismo resultado debido a que el sistema se encuentra en
equilibrio.
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Problema 2.3

Las masas de los cuerpos A y B representados en la figura 2.3.1 son 5 y 3 kg,
respectivamente, Los cuerpos estin interconectados por una cuerda que pasa por las
poleas cxistentes en el cuerpo A y en el punto C. El coeficiente de friccion entre B y el
plano es 0.3, y entre la corredera y el cuerpo A es nulo. La magnitud de la fuerza F es de
50 N. Los cuerpos estin inicialmente en reposo.

Calcule el valor de la aceleracion de cada bloque y la tensién de la cuerda.

O
o)

TN

VA

~—t

S sessss s is e

BrCT YTy

Figura 2.3.1

Para llegar al resultado correcto de este ejercicio primero debemos dibujar un esquema
que nos permita determinar las rclaciones de posicién entre ambos cuerpos para
posteriormente encontrar las relaciones de velocidad y aceleracion.

El esquema es el siguiente:

De este esquema podemos notar que para determinar la posicion del cuerpo A se ha
trazado Sa que va desde el soporte ubicado en el punto mis alto hasta el centro de polea
ubicada en A; también se ha trazado una longitud auxiliar k que se mide desde el mismo

Tesista: José Luis Morales Jiménez 62
Director de Tesis: IME Juan Manuel Torres Merino



“Manual de Apoyo Diddctico para la Asi de Dindamica que se [mp en la Carrera de Ingeniero Mecdnico Electricista™

soporte hasta el punto mis bajo de la corredera, de modo que podemos ver que la longitud de
la cuerda que corresponde al cuerpo A es 2 (k- SA). También se ha trazado la posicion del
cuerpo B, Sg, la cual sc extiende desde el centro de la polea ubicada en ¢l punto C hasta el
extremo izquierdo del cuerpo B.

Podemos decir que Ia longitud total L de la cuerda es una constante K y su ecuacion es:

L=2(k—=Sa)+Sp ..(23.1)
L=2k-2S, +Sa
L—2R=K=Sg =-2S. ...(2.3.1")
K=S, -2S, .(23.2)

Derivando la ecuacién (2.3.2) con respecto al tiempo encontramos la relacion de velocidades
entre los cuerpos Ay B.

dt dt dt

O=vpg —2v,

dKk _dS, 2dSA

Vg =2Va ..(23.3)

Ahora derivando la ecuacién (2.3.3) con respecto al tiempo determinamos la relacién de
aceleraciones entre los cuerpos A y B.

dvy =2dvA

dt dt
sag =28, ..(2.3.4)

Ahora se muestra el D.C.L. correspondiente al bloque A

x

L.,

— e
——e -4
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Noétese que se ha dibujado el sistema de referencia con la direccidn positiva del eje x hacia
donde se realiza el movimiento. De acuerdo al sistema de referencia mostrado vemos que sélo
tenemos componentes a lo largo del eje x, asi que escribimos:

F,=2T-m, g=m,a, ..(2.3.5)
Ahora se muestra el D.C.L. correspondiente al bloque B

N 8 y

T F

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje y del sistema de referencia
mostrado vemos que en sentido positivo sbélo actia la fuerza normal (actia
perpendicularmente a la superficie de contacto) y en sentido opuesto sdlo actia el peso del
bloque:

Fy, =Ng ~mgg=msap, =0 ..(2.3.6)
SNy =mgg ...(23.6")

cabe seiialar que la ecuacion (2.3.6) se igualé con cero debido a que la aceleracion sobre el eje
y es nula pues el movimiento se da exclusivamente a lo largo del eje x.

Analizando las fuerzas que actuan a lo largo del eje x del sistema de referencia
mostrado vemos que en sentido positivo sélo actia la fuerza F y en sentido opuesto actiian la
fuerza de tension T y la fuerza de friccion la cual presenta oposicién al movimiento.

F, =F-T-puNy=mzay ...(2.3.7)
sustituyendo la ecuacion (2.3.6%) en (2.3.7) tenemos

F, =F-T-pmgg=mszag ...(2.3.7")
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Muittiplicando por 2 la ecuacién (2.3.7°) y sumdndola con la ecuacién (2.3.5) tenemos:

2F-2T-2umgg=2mgas

2T-m,g=m,a,

2F-g(m, +2umg )=2mgag +m,a, ..(2.3.8)

sustituyendo la ecuacién (2.3.4) en.(2.3.:8) B

2m,,(2a‘,‘)+m,‘aA ..(2.38')
(4'm,,+mA) (233")

2F-g(my, +2p}. :
2F-g(m, +2umy)

2F=g(m, +2Pma)

(239)

J.a
A= 4mg +myu

Evaluando numéricamente en (2.3.9) tenemos -

2(50N)[1‘§-’;—/‘°‘2—J - 9.8 m/s [5+ (}’2)(9.35(3)]kg -

A, =

© [4(3)+5])kg -

sa, =1.96235 m/s?

de tal forma que la aceleracion de B es

ap =2(1.96235 m/s?)

sap =3.9247 m/s?

Para determinar el valor de la tensioén de la cuerda, debemos despejar a T ya sea de la
ecuacioén (2.3.5) o de la (2.3.7°), con cualquiera de las dos obtendriamos el mismo resultado.
En este caso la vamos a despejar de la ecuacion (2.3.7°), asi que escribimos:

T=F-mg(pg +ay)
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Evaluando numéricamente en la ecuacién anterior tenemos que

N
=50N - 3kg[(0.3)(9.8) + 3.9247] m/s?
T=50N - 3kg[(0.3)(9.8) + Jmss (kgm/szJ

A T=294059N

Le sugerimos al estudiante que verifique el valor de la tensi6én T mediante la ecuacién (2.3.5).
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Problema 2.4

El camion A de 6000 Ib que circula a 40 ft/s choca con el automévil B de 4000 Ib que

circula a 30 ft/s (ver figura 2.4.1).

(a) ;Cuil cs la magnitud de la velocidad de su centro de masa comin después del
impacto?

(b) Si la colision se trata como un impacto perfectamente plistico, ;cuidnta energia
cinética se pierde?

Figura 2.4.1

La cantidad de movimiento lineal total, es la suma de la cantidad de movimiento lineal
de cada uno de los cuerpos, es decir:

Pr=pa + P -(24.1)

y sabemos que la cantidad de movimiento lineal es igual al producto de la masa por la
velocidad, de tal forma que la ecuacién (2.4.1) también podemos escribirla como:

Br=MmAVa +mpVp (241

donde m= W/ g, sustituyendo esta relacion en (2.4.1") tenemos que

(WaTa + Wa¥p ) .(24.2)

f"r':

De la figura (2.4.1) vemos que las velocidades de A y B, respectivamente, las escribimos
como:
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Fa =401 [R/s] .(243)

Vs =30 (cos30° + sen30°)) [R/s] ..(2.4.4)

sustituyendo las ecuaciones (24.3) y 2449)en la ecuacion (2.4.2) tenemos
B =é[w,\ (40 1) + W (30)(cos30° i + sen30° j )] A(2.45)

Evaluando numéricamente grj (2.4.5) llegamos a

Pr

][lb’ R/s

1 [ : %
=L _1(343923.0485)i + (60000
=32287s7 L )i+ (800001

< Pr =(10680.84001 i +1863.354]) Ib-f/s ..(2.4.6)

Sabemos que
Pr=pr' ..(2.4.7)

Para determinar la magnitud de la velocidad del centro de masa comin después del
impacto, consideremos la siguiente ecuacion:

pr'=m; vy ..(24.8)

donde my, es la masa total de ambos vehiculos y V' es la velocidad del centro de masa
comun después del impacto. Despejando v ' de (2.4.8) escribimos
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Vo =2 (249)
m

T
Sustituyendo (2.4.6) en (2.4.9) y evaluando numéricamente llegamos a
., (10680.84001 i +1863.354]) Ib-f/s[ 1B

A\ =
T (6000 + 4000) Ib [b-f/s?
322 f/s?

Yy ' =(3439231 + 6.00))R/s
ofvet|=3491175 f/s

* Para resolver (b), de la seccién 2.8 sabemios que en el caso de un impacto
perfectamente pléstico, e = 0, de tal manera que

m m
VA'=VB'= VA[-;I‘I_-TA—m—) + VB[—n-‘l_—-:—n’l_.} ..‘(2.4.10)
A B A B -

Debido a que las velocidades tienen componentes en x y en y se debe escribir la ecuacién
(2.4.10) para cada eje, asi que para el eje x es:

Va'= Ve = VM(—-&——] - [—ﬂf’-—-—J (2.4.11)

m, + mg mu + Mg

De acuerdo a los datos proporcionados y al esquema sabemos que

va =40ft/s
Ve, =30ft/5(0.866) =25.9808ft/s
va =0ft/s

vey =30ft/s (0.5)=15 /s
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Evaluando numéricamente en (2.4.11) se tiene

Val'=Ve '= (403/5)(160%%%) + (25.9808 ﬂ/s)(l‘:)%%%)

Vi ' =343923 ft/s

SVal=

Escribiendo la ecuacién (2.4.10)‘pz/1r'n“evl‘ eje y tenemos que:

Vay'= Vo' = Vay (__'“_A__J + Ve, (__m_“__J w(24.12)

m,+ mg mu, + mg

Evaluando numéricamente en (2.4.12) obtenemos

6000 4000
‘= '=0 ft =
Vay ' =Vyy R/S(IOOOO) + (15 /S)(IOOOOJ 6ft/s

SV =V, '=6ft/s

La energia cinética total, es igual a la suma de la energia cinética de cada uno de los
vehiculos, es decir

Ty =T, + Ta =%mAv,\’ + %m,,v,,2 (24.13)

Sustituyendo los valores correspondientes en (2.4.13) encontramos el valor de T

11 6000 1b 4000 1b
T, =L 200 40 ars)? 4| —a0 0 |30 f/s)?
T3 [32.2 £7s7 |¢ '+ 322 a7s7 ¢ $)

=~ Tr =204968.9441 Ib- ft
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La energia cinética total después del impacto es
Tr' =%(mA +mp) (VpD? (24.14)

" Evaluando numéricamente en la ecuaci6n (2.4.14) tenemos - -

1.+ 1[_10000ib
T 23221782

} (3491175 &/5)?
~ Ty ' =189259.3615 b ft

La pérdida de energia cinética es la diferencia entre la energia cinética después del
impacto menos la encrgia cinética antes del impacto, es decir

AT=T;'-T¢ ..(2.4.15)

Evaluando numéricamente en esta titima ecuacion llegamos a la solucién del problema

AT =(189259.3615 — 204968.9441) Ib-ft

- AT =-15709.5826 Ib- ft
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Problema 2.5

El cuerpo A de 50 kg y el cuerpo B de 20 kg mostrados en la figura 2.5.1 se
mantienen en equilibrio por la accién de 1a fuerza P y la fuerza del resorte. La constante
del resorte es de 150 N/m y cn la situacién mostrada su tensién ¢s de 50 N. El coeficiente
de friccién entre los bloques y los planos es de 0.1. Para permitir el movimiento de los
cuerpos se rctira Ia fuerza P. Calcule la velocidad de A después de haberse desplazado
2m.

Figura 2.5.1

Para resolver el problema dibujamos primero un D.C.L. para el cuerpo A como se
muestra a continuacion, donde hemos considerado que el movimiento se da hacia abajo del
plano inclinado debido a que como se ha retirado la fuerza P, ¢l cuerpo A tiende a caer por la
accion de la gravedad, esto sin contar que la masa de A es mayor que la de B.

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje y del sistema de referencia
mostrado vemos que en sentido (+) solo actiia la fuerza normal de A perpendicularmente a la
superficie de contacto y en sentido opuesto sélo actia la componente del peso en dicho eje.
Asi que podemos escribir:
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F,, =N, —(m,g)y, =maa,, =0 ..(2.5.1)
N, =(m,g), ..(25.1
&N, =m,gcosb ..(2.51")

cabe mencionar que la ecuacién (2.5.1) se iguald con cero ya que la aceleracion sobre el eje y
del sistema de referencia mostrado es nula, pues el movimiento se da Gnicamente a lo largo del
eje x.

Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje x, vemos que en sentido (+) sélo
actua la componente del peso en'dicho eje, mientras que en sentido (-) actuan la tensién T de

la cuerda, la cual interconecta a los bloques A y B, y la fuerza de friccion que presenta
oposicion al movimiento. Asi que podemos escribir

F., =(m,g), -T-puN, =m,a, ..(252)

obteniendo la proyeccion de la componente del peso en x y sustituyendo la ecuacion (2.5.1°")
en (2.5.2) escribimos

F,, =m,gsen® -T —um, cosO=m,a, ..(252")

XA

El trabajo realizado por el cuerpo A es igual a la sumatoria del trabajo realizado por
cada una de las fuerzas que actilan sobre el cuerpo, del D.C.L. de A podemos escribir

Wa =W o, +Wr + Wy + Wy, + Wy (25.3)

pero como las fuerzas que son perpendiculares al desplazamiento no realizan trabajo, la
ecuacion (2.5.3) se reduce a

Wao =W, + W+ W, ..(254)

Sabemos que el trabajo esta definido como

Wias = j. " Fdf ..(25.5)

asi que el trabajo de A es
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r. n
W, = I ’ Fy, dr= J. (m,gsen®—~-T —um,gcosO)dr ...(2.5.5")
T L {

donde el signo lo determina el sentido del movimiento (segun el sistema de referencia en el
D.C.L.). Resolviendo la integral de (2.5.5”) llegamos a

W,.=(m,gsen0—-T—pm,gcosB)Ar ...(2.5.6)

Utilizando el principio del trabajo y la energia cinética podemos escribir

W, =(magsen0—T —pum, gcos®)Ar =—;—mA (v,: -v? ) ...(2.5.6")
El D.C.L. del cuerpo B es el siguiente:

Y

S

T B Fa

—— Ny

Med

Analizando las fuerzas que actan a lo largo del eje y del sistema de referencia tenemos que

Fy, =Np-mgg=mgag =0 ..(2.5.7)
s Ng=mgg ..(2.5.7)
Analizando las fuerzas que actian a lo largo del eje x apreciamos que en sentido (+) sdlo actia

la fuerza de tension T, mientras que en sentido opuesto actiian la fuerza del resorte Fry la
fuerza de friccion pNg, asi que

F,, =T —Fz —uNy ..(2.58)
sustituyendo (2.5.7°) en (2.5.8)
Fo, =T —Fg —umgg ..(25.8")
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Utilizando el mismo método que para el cuerpo A, escribimos para B
Wy =TAr — -% (r;2 —1r,?)— pumpgAr = -lz-mr, (v,‘z‘ - Vs: ) ...(2.5.9) ’
El trabajo total realizado por el sistema es
Wr =W, + W, =AT, +ATg ..(2.5.10)

sustituyendo las ecuaciones (2.5.6) y (2.5.9) en (2.5.10) tenemos - .

m, gsen8Ar-TAx— um

TAr —% (r,z‘:-,r,..)-f;‘,;mégA;=—mB v'r_’f '

magsend® Ar — um,gcos@Ar —-%(f,z R pmggAr =-%- (mA v+ mgv,] ) (2511

cabe mencionar que el término v,? se eliminé de las primeras dos ecuaciones ya que el
sistema parte del reposo. Considerando que la cuerda que conecta a ambos bloques es
inextensible, podemos decir que las velocidades finales de los bloques son iguales, es decir

Vi, =V, =V .(2.5.12)

Sustituyendo (2.5.12) en (2.5.11) llegamos a
k 2 2y_ 1 2
gAr{(m,) (sen8—pcosd) — pms ]—-2-( n’=n’)=2(ma+mp)ve’ .(2.5.13)

Despejando la velocidad final de la ecuacién (2.5.13) tenemos que

2gAr | (m sen@—pcos@) — -k (r,? -1}
ve =t g [( a)( [ ) —umg ] (r; 1) (2.5.14)
m, +mg

Antes de evaluar numéricamente en la ecuacion (2.5.14), es necesario determinar los
valores de r, y r,, para lo cual hacemos la siguiente consideraci6n:
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Dibujando el D.C.L. de! bloque B en el instante inicial cuando el sistema esta en

equilibrio, tenemos que es el siguiente

N B

T B Fa

mgg

notese que no hay fuerza de friccion, debido a que el sistema estd en equilibrio, y solamente
las cuatro fuerzas mostradas son las encargadas de mantenerlo asi. Del D.C.L. (y de las
condiciones del problema) podemos ver que T=F; =50N y sabemos que Fy =kr, de tal

modo que sustituyendo r=r, en la ultima ecuacién y despejando tenemos

Fg 50N
N =—=r———==

k 150N/m 3
y por las condiciones del problema

r,=rn+2m .

1 9 =(—;—+2Jm=% m

Ahora si, evaluando numéricamente en la ecuacion (2.5.14) llegamos al resultado correcto:

vl @ (98m/s?) (2m){(50k [(08)—(0.1)(0.6)]— (0.1)(20k )} (1 50) kg/s[(7/3)? —(1/3)?
£ (50+20 kg

sve =12,858571m/s
Para las condiciones del problema el valor correcto de la velocidad es el valor (+).
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3.1 TRASLACION

Un cuerpo rigido es el caso especial de los sistemas con muchas particulas, donde
todos sus componentes permanecen constantes bajo la aplicacién de una fuerza o un momento.
Un cuerpo rigido conserva su forma durante todo su movimiento.

Sean A y B dos particulas de un cuerpo rigido que se encuentra en traslacion (rectilinea
o curvilinea). Si T, y T, representan a los vectores de posicién A y B, respectivamente, con
respecto a un sistema de referencia fijo, y Tz, 4 esel vector que une A y B, tenemos que

Tp =Tp + Tgja -(3.1.1)

Si derivamos la ecuacion (3.1.1) con respecto a t, el vector 15, debe mantener su magnitud y
direccion constantes, ya que A y B pertenecen al mismo cuerpo rigido, de modo que

Ve =Va ..(3.1.2)

Diferenciando nuevamente llegamos a

ip =8, ..(3.1.3)

Asi que podemos concluir que cuando un cuerpo rigido se encuentra en un movimiento
de traslacion, todos los puntos tienen la misma velocidad y la misma aceleracién en cualquier
instante dado. En el caso de traslacion rectilinea, todas las particulas del cuerpo se desplazan a
lo largo de lineas rectas paralelas, y su velocidad y aceleracion conservan la misma direccion
durante todo el movimiento; mientras que en la traslacién curvilinea, la velocidad y la
aceleracion cambian tanto de direccién como de magnitud en cada instante.

3.2 ROTACION CON RESPECTO A UN EJE FLIO

El movimiento es de rotacién alrededor de un eje fijo, cuando todas las particulas
describen trayectorias circulares concéntricas alrededor de una linea denominada eje de
rotacién. Sabemos que la velocidad sc define como

V=%t—=6) X7 ..(32.1)

-l
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donde a su vez el vector @ esta definido como
& = ok = 6k ..(3.22)

este vector estd dirigido a lo largo del eje de rotacion y es llamado velocidad angular del

cuerpo rigido, cuya magnitud es igual a la razén de cambio 6 de la coordenada angular, y su
sentido lo obtenemos mediante la regla de la mano derecha.

Para obtener la aceleracién a de una particula P del cuerpo rigido, derivamos la
ecuacion (3.2.1) conrespectoa t y llegamos a

- do - . dr
a=— + — ..(323
at Xr o X ( )
pero sabemos que
4o &, v=9 G«
dt 7 de

donde a es el vector aceleracién angular. Sustituyendo las relaciones anteriores en (3.2.3)
tenemos

8= X T + ®X (OXT) ..(324)

Al derivar con respecto a t la ecuacion (3.2.2), donde la magnitud y direcciéon de k son
constantes, escribimos

G=ok=0k=0k ..(3.2.5)

Concluimos que la aceleracién angular & de un cuerpo rigido que gira con respecto a
un eje fijo es un vector dirigido a lo largo del eje de rotacion, y cuya magnitud es igual a la
razén de cambio de la velocidad angular,

Si sustituimos ® = wk y & =ok en la ecuacion (3.2.4), la aceleracion la expresamos como
i=ok x T - 0F ..(3.2.6)
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se dio este resultado ya que multiplicando vectorialmente dos vecesa r por k se produce una
rotacién de 180° del vector r.
Transformando a en su componentes tangencial y normal, tenemos
d,=akxt ; a,=ra ..(3.2.7)
3, =-0T ; a,=ro? ..(3.28)
Recordemos que si el escalar a es positivo, la componente tangencial apunta en la direccién

antihoraria, y en la direccion horaria si o es negativo, mientras que la componente normal
siempre apunta hacia O, o sea, en la direccién opuestaa lade r.

3.2.1 ECUACIONES QUE DEFINEN LA ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO CON
RESPECTO A UN EJE FlIIO

Cuando la coordenada angular 6 de un cuerpo rigido se puede expresar como una
funcién conocida de t, teéricamente, se dice que se conoce el movimiento de ese cuerpo rigido
que gira con respecto a un eje fijo, pero, en la prictica, la rotacion de un cuerpo rigido casi
nunca queda definida por una relacién entre 0 y t. Generalmente, el tipo de aceleracion angular
que el cuerpo posce especifica las condiciones del movimiento, es decir, o puede estar en
funcion de t, de © o de o.

De acuerdo a las ecuaciones (3.2.2) y (3.2.5) escribimos

do
=— ..(3.2.1.
@ a ( 1)

_do _d29
a=—m=t . (32.12)

o despejando dt de (3.2.1.1) y sustituyendo en (3.2.1.2) tenemos
do
=0—..(3.2.1.3
a=0-z ( )
Por lo general se presentan dos casos particulares de rotacién:
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(1) Rotacién uniforme, donde la caracteristica bisica es que la aceleracion angular es cero, la
velocidad angular es constante, y la coordenada angular 0 esta dada por

8, =0, + 0t..(32.1.4)

(2) Rotacion uniformemente acelerada, en este caso la aceleracion angular es constante, y las
siguientes ecuaciones relacionan la velocidad angular, la coordenada angular y el tiempo.

0 =0; + ot ...(3.2.1.5)
0, =0, + ot + -%-a.tz (3.2.16)

o’ =0 +2a (8, -8,) ..3.2.1.7)

3.3 MOVIMIENTO PLANO GENERAL

El movimiento plano general es un movimiento plano que no es de traslacion ni de
rotacion, pero que se puede considerar como la suma de una traslacién y una rotacién.

En el caso general de movimiento plano, consideremos un desplazamiento pequeiio
que hace que dos particulas A y B de un cuerpo rigido se desplacen, respectivamente, desde
A, y B hasta A; y B; (figura 3.3.1). Este desplazamiento se puede dividir en dos partes: en
una, las particulas se desplazan hasta A; y B,’, mientras que la linea AB conserva la misma
direccion; en la otra, By’ se desplaza hasta B,, mientras que A permanece fijo. La primera

..parte del movimiento es una traslacion, y la segunda, una rotacién con respecto al punto A.

Figura 3.3.1
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3.3.1 VELOCIDAD ABSOLUTA Y VELOCIDAD RELATIVA EN EL MOVIMIENTO
PLANO

La velocidad absoluta v, de una particula B de una placa representativa, se obtiene
con la férmula para la velocidad relativa, la cual se escribe como

Va=Va+ Vga (3311

puede apreciarse que el lado derecho de la ecuacién representa una suma vectorial. La
velocidad v, denota la traslacién de la placa junto con A, en tanto que la velocidad relativa

Vgsa cotresponde a la rotacién de la placa en torno de A, y se mide con respecto a ejes con
centro en A y de orientacién fija. Si ry,, representa el vector de posicion de B con respecto a

Ay ok corresponde a la velocidad angular de la placa con respecto a los ejes de orientacion
fija, podemos escribir

Toia =0K X Taa (33.12) 3 Vpa=or ..(33.1.29
donde r es la distancia de A a B, Sustituyendo (3.3.1.2) en (3.3.1.1) tenemos
Fa=Vp+ OKXFaa (3.3.1.3)

Si se utiliza B como punto fijo, se obtiene el mismo resultado. Si se descompone el
movimiento dado en una traslacién junto con B y una rotacién simultinea con respecto a B,
tenemos que

Va=Vg+Vap .(3.3.14)

Podemos ver que V,p ¥ Vgsa ticnen la misma magnitud, pero tienen sentido opuesto.
Por lo tanto, podemos concluir que el sentido de la velocidad relativa depende del punto de
referencia seleccionado, mientras que la velocidad angular ® de un cuerpo rigido en
movimiento plano es independiente del punto de referencia.
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3.3.2 ACELERACION ABSOLUTA Y ACELERACION RELATIVA EN EL
MOVIMIENTO PLANO

La aceleracion absoluta a ; de una particula B de una placa representativa, la podemos
obtener mediante la formula de aceleracion relativa, la cual se escribe como

By =da +aga (3.320)

donde el lado derecho de la ecuacion representa una suma de vectores. La aceleracion a,
denota la traslacion de la placa junto con A, mientras que la aceleracién relativa ag,,
corresponde a la rotacién de la placa en torno de A, y se mide con respecto a ejes con centro
en A y de orientacién fija. La aceleracién relativa d,,, se puede descomponer en dos
componentes: una componente tangencial y una normal. Si Tp,. representa el vector de
posicion de B con respecto a A, y ok y ak denotan, respectivamente, la velocidad
angular y la aceleracion angular de la placa con respecto a ejes de orientacién fija, tenemos

(Bora )i =0K X Tara (3.322) ;5 (ama)e =rat ...(3.322")
(Boia)e ==02 Taja ~(3.32.3) ; (aga)e =ro? ..(3.3.23")

donde r es la distancia de A a B. Nétese que las ecuaciones de la izquierda estdn escritas en
forma vectorial, y las de la derecha representan su correspondiente magnitud.

Sustituyendo en la ecuacion (3.3.2.1) las ecuaciones (3.3.2.2) y (3.3.2.3) tenemos que

Bp =8, +@K X Tgia — ©2 Tg/a (3.3.2.4)

3.4 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA UN CUERPO RIGIDO

Consideremos un cuerpo rigido en el que actuan varias fuerzas externas
F,, F,, F;,---,F,. Suponiendo que el cuerpo se compone de un gran nimero n de particulas
de masa Am, (i=1, 2,3, ..., n), y si consideramos primeramente el movimiento del centro

de masa G del cuerpo con respecto al sistema de referencia newtoniano Oyy., de acuerdo con la
ecuacion (2.2.5) podemos escribir
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> F=ma ..(3.4.1)

donde m es la masa del cuerpo y aes la aceleracion del centro de masa G. Regresando al
movimiento del cuerpo con respecto al sistema de referencia centroidal Gyy'z, y de acuerdo
con la ecuacién (2.3.5) escribimos

2.Ta =io .(3.42)

donde I:o denota la razén de cambio de I:o , la cantidad de movimiento angular con respecto
a G del sistema de particulas que forman el cuerpo rigido. De aqui en adelante, nos
referiremos a f.o simplemente como la cantidad de movimiento angular del cuerpo rigido con
respecto a su centro de masa G. Juntas, las ecuaciones (3.4.1) y (3.4.2) expresan que el

sistema de fuerzas externas es equipolente al sistema compuesto por ¢l vector ma fijoen Gy

del par de momento L G-

3.5 CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR DE UN CUERPO RIGIDO EN
MOVIMIENTO PLANO

La cantidad de movimiento angular L ; de una placa con respecto a su centro de masa
es

donde T representa ¢l momento de inercia de la placa con respecto a un eje centroidal
perpendicular a la placa. Al derivar la ecuacién (3.5.1) obtenemos

Lo =16 =1a ..(3.5.2)

Vemos que la razén de cambio de la cantidad de movimiento angular de la placa esta
representada por un vector de la misma direccion que @ (es decir, perpendicular a la placa) y
de magnitud Io .
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3.6 MOVIMIENTO PLANO DE UN CUERPO RIGIDO. PRINCIPIO DE
D'’ALEMBERT

Si tenemos una placa rigida de masa m que se mueve bajo la accién de varias fuerzas

externas ?,, ﬁz, f-‘,, -+, contenidas en el plano xy de la placa, sustituyendo f,e de la
ecuaciéon (3.5.2) en la ecuacién (3.4.2), y escribicndo las ecuacioncs ﬁmdamentales de
movimiento (3.4.1) y (3.4.2) en forma escalar tenemos

S F, =mi, ..(3.6.1a) ; X.F,=ma, ..(3.6.1b) ; > 1g=Ia ..(3.6.1c)

Estas ecuaciones demuestran que si determinamos la resultante de las fuerzas externas que
actiian sobre la placa y su momento resultante con respecto a G, obtendriamos ficilmente la
aceleracién del centro de masa G de la placa y su aceleracion angular «.

Como el movimiento de un cuerpo rigido depende unicamente de la resuitante y la
resultante de momentos de las fuerzas externas que actuan sobre él, se¢ deduce que dos
sistemas de fuerzas equipolentes (es decir, que tienen la misma fuerza resultante y el mismo
momento resultante) también son equivalentes, es decir, tienen exactamente el mismo efecto
sobre un cuerpo rigido dado.”

Cuando un cuerpo rigido esta en fraslacion, la aceleracién angular de éste es nula, y

sus fuerzas efectivas se reducen al vector ma fijo en G (figura 3.6.1). Por tanio, la resultante
de las fuerzas externas que actiian sobre un cuerpo rigido en traslacion pasa por el centro de la

masa del cuerpo, y es iguala ma.

IVad S
/ . 1
FV“'\'\,F‘ N4

Figura 3.6.1

.

v i i indmica, Beer, Ferdinand P. & Johnston, E. R. 6* Edicién. McGraw -Hill.

Tesista: José Luis Morales Jiménez 84
Director de Tesis: IME Juan Manuel Torres Merino



“Manual de Apoyo Didéctico para la Asi de Dindmica que se Imparte en la Carrera de Ingenicro Mecdnico Electricista™

Un cuerpo rigido se encuentra en rofacién centroidal, cuando es simétrico con respecto
al plano de referencia, gira alrededor de un eje fijo perpendicular al plano de referencia y pasa

por su centro de masa G. Como la aceleracion a es nula, las fuerzas efectivas del cuerpo se
reducen al par Ia (figura 3.6.2). De modo que, las fuerzas externas que actian sobre un

cuerpo en rotacién centroidal equivalen a un par de momento Ia.

FZ\/"\‘}
é =

K

Figura 3.6.2

Las fuerzas externas que actiuan sobre un cuerpo rigido en realidad son equivalentes a
las fuerzas efectivas de las diversas particulas que forman el cuerpo.” Este enunciado,
conocido como Principio de D’Alembert, se puede expresar en forma de diagrama vectorial

(figura 3.6.3) donde las fuerzas efectivas estdn representadas por un vector ma fijo en Gy un
par 1G. Enel caso particular de una placa en traslacion, las fuerzas efectivas mostradas en el
esquema del lado derecho de la figura 3.6.3, se reducen a un solo vector mz, mientras que en
el caso de una rotacién centroidal para la misma placa, se reducen a un solo par ia, pero en

cualquier otro caso de movimiento plano, se debe incluir tanto el vector ma como el par I a.

Figura 3.6.3

v i jer i ica, Beer, Ferdinand P. & Johnston, E. R, 6° Edicién, McGraw -Hill.
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”

El centro de masa G de un cuerpo rigido en movimiento plano general se mueve como
si toda la masa del cuerpo estuviera concentrada en ¢l, y como si todas las fuerzas externas
actuaran sobre dicho punto, Cabe mencionar que se entiende por movimiento plano general,
cualquier movimiento plano que no es ni traslacion ni rotacion. También se observa que el
sistema de las fuerzas externas, en general, no se reduce a un solo vector ma con origen en G.

Por lo tanto, en el caso mis general del movimiento plano de un cuerpo rigido, la resultante de
las fuerzas externas que actian sobre el cuerpo no pasa por el centro de masa de éste.

Finalmente, vemos que la ecuacién (3.6.1¢) seguiria siendo valida, si el cuerpo rigido
al estar sometido a las mismas fuerzas aplicadas, no pudiera girar alrededor de un eje fijo que
pasa por G. Asi que, un cuerpo rigido en movimiento plano gira airededor de su centro de
masa como si este punto estuviera fijo.

3.7 PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENERGIA PARA UN CUERPO RIGIDO

Supongamos que el cuerpo rigido se compone de un gran nimero n de particulas de
masa Am;. De acuerdo con la ecuacién (2.6.2) de la seccion 2.6 escribimos

Wi, =T, =T, ..(3.7.1)

donde T, y T,, son los valores inicial y final, respectivamente, de la energia cinética total de
las particulas que forman el cuerpo rigido, y W,,, es el trabajo de todas las fuerzas (internas
y externas) que actian sobre las diversas particulas del cuerpo.

La energia cinética total la escribimos como

T= .;_Z amv;? ..(3.7.2)

Ia cual se obtiene sumando cantidades escalares positivas, y por si misma es una cantidad
escalar positiva.

El trabajo total realizado por las fuerzas internas que actian sobre las particulas de un
cuerpo rigido es cero, por lo tanto la expresion W, de la ecuacion (3.7.1) se reduce al
trabajo efectuado por las fuerzas externas que actian sobre el cuerpo durante un
desplazamiento determinado. La principal ventaja de este método, es que el trabajo de las
fuerzas y la energia cinética son cantidades escalares, y éste método es muy util para la
solucién de problemas que implican velocidades y desplazamientos.
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3.8 ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO RIGIDO EN MOVIMIENTO PLANO

La expresion para obtener la cnergia cinética de un cuerpo rigido en movimiento plano
es

T=%mv2+ [o® ..(3.8.1)

o f—

donde V es la velocidad del centro de masa G del cuerpo, o es la velocidad angular del cuerpo

e I es su momento de inercia con respecto a un eje que pasa por G perpendicular al plano de
referencia. Cabe destacar que la ecuacion (3.8.1) es aplicable a cualquier movimiento plano.

Si o = 0 (caso particular de un cuerpo en traslacién), la ecuacion (3.8.1) se reduce a

T=1mv2 .(382)

N|—

y en el caso de una rotacién centroidal (cuando V=0), la ecuacién (3.8.1) se reduce a

T==Iw? ..(3.8.3)

L
2

De esta manera podemos concluir que la energia cinética de un cuerpo rigido en
movimiento plano se puede dividir en dos partes: (1) la asociada con el movimiento del centro
de masa G del cuerpo , representada por la ecuacién (3.8.2), y (2) la energia cinética asociada
con la rotacion del cuerpo alrededor de G, representada por la ecuacion (3.8.3).

Para un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo que pasa por O, con una
velocidad angular o, la energia cinética queda definida por

T==1o0? ..(3.8.4)

L
2

donde I, es el momento de inercia del cuerpo con respecto al eje fijo que pasa por O. La
ecuacin anterior es aplicable sélo en casos de que implican rotaciéon no centroidal.

Las ecuaciones citadas en esta secciéon no se limitan al movimiento de placas planas o
de cuerpos simétricos con respecto al plano de referencia, sino que son vélidas sin importar la
forma del cuerpo o la ubicacion del eje de rotacion.
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3.9 CONSERVACION DE LA ENERGIA

Cuando un cuerpo rigido, o un sistema de cuerpos rigidos, se mueve bajo la accién de
fuerzas conservadoras, el principio del trabajo y la energia se expresa como

T, +V, =T, +V, ..39.1)

que se conoce como principio de conservacion de la energia. Esta ecuacion indica que la suma
de la energia cinética y la energia potencial del sistema permanece constante. En el caso del
movimiento de un cuerpo rigido, la energia cinética del cuerpo debe incluir tanto el término

traslacional %mvz como el rotacional —_l,-im 2.

-

Este principio es de gran utilidad para resolver problemas que impliquen fuerzas
conservadoras como la fuerza ejercida por un resorte o la fuerza de gravedad, pero, cuando se
tiecnen que determinar reacciones en ejes fijos, rodillos y/o correderas, el principio de
conservacion de la enecrgia se debe complementar con la aplicacién del ya mencionado
principio de D’ Alembert.

3.10 POTENCIA

En el capitulo 1, seccion 7 definimos a la potencia como la rapidez con la cual se
realiza un trabajo. En el caso de un cuerpo en el que actua una fuerza F, que se mueve con
una velocidad v, la potencia se expresé como

W
Potencia =th—= +v ..(3.10.1)

Para un cuerpo rigido que gira con una velocidad angular ® sobre el que actia un par
de momento T paralelo al eje de rotacion, tenemos

de

T— ..(3.10.2
Chn ( )

d
Potencia =—-—W =
dt

de
pero sabemos que por definicion —ET=03, asi que, sustituyendo ésta ultima relacion en

(3.10.2) tenemos
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Potencia=To ...(3.10.3)

donde T es la magnitud det par y ® es la velocidad angular del cuerpo, y cuyas unidades son
diversas, pero las mas utilizadas son el Watt [W] y el caballo de fuerza [hp].

3.11 PRINCIPIO DEL IMPULSO Y LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO PARA EL
MOVIMIENTO PLANO DE UN CUERPO RIGIDO

El principio del impulso y la cantidad de movimiento es muy 1itil para la solucién de
problemas que implican tiempo y velocidades, ademads de ser el Gnico método practico para la
solucién de problemas que implican movimiento o impacto impulsivos.

Aplicando el principio det impulso y la cantidad de movimiento deducido en la seccion
2.7 para un sistema de particulas, al movimiento de un cuerpo rigido, escribimos

Sis. Imp. Ext.),,, = (Sis.Cant. Mov.), - (Sis.Cant. Mov.), ...(3.11.1)
[} 1

Las cantidades de movimiento Am;V, de las particulas pueden reducirse a un vector
fijo en G, igual a la sumatoria

n
p=>. Am; ¥, ..(3.112)

inl

y al par de’'momento igual a la suma de sus momentos con respecto a G

Lo=Y%'x Am ¥, ..(3.11.3)

i=)

Para una placa rigida o un cuerpo rigido simétrico con respecto al plano de referencia,
el sistema de las cantidades de movimiento de las particulas que forman el cuerpo rigido es

equivalente a un vector mv con su punto de aplicacién en el centro de masa G del cuerpo y
un par 16 (figura 3.11.1).
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(AmV

mv

Figura3.11.1

El vector mV estd asociado con la traslacion del cuerpo junto con G y representa la

cantidad de movimiento lineal del cuerpo, mientras que el par i® corresponde a la rotacion
del cuerpo alrededor de G y representa la cantidad de movimiento angular del cuerpo
alrededor de un eje que pasa por G."

La ecuacion (3.11.1) puede expresarse de manera griafica mediante tres diagramas que
representen en un plano xy, respectivamente, el impilso de las fuerzas externas que actian
sobre el cuerpo, el sistema de las cantidades de movimiento finales, menos, el sistema de las
cantidades de movimicnto iniciales del cuerpo. Al sumar e igualar respectivamente las
componentes x, las componentes y, y las cantidades de movimiento con respecto a cualquier
punto dado de los vectores, sc obtienen tres ecuaciones de movimiento que se pueden resolver
para las incégnitas deseadas.

En problemas que incluyen varios cuerpos rigidos conectados, cada cuerpo se
considera por separado, o, si no estin en juego mis de tres incognitas, se pucde aplicar el
principio del impulso y la cantidad de movimiento a todo el sistema, considerando sélo los
impulsos de las fuerzas externas.

3.12 CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR

La ecuacion (2.1.4) la cual escribiremos enseguida, demostré que para cualquier
sistema de particulas o sistema de cuerpos rigidos, ¢l cambio con respecto al tiempo de la
cantidad de movimiento angular, calculada con respecto a un punto fijo en el espacio o el
centro de masa, es igual al momento resultante de las fuerzas externas que actuan sobre el
sistema calculado con respecto al mismo punto.

* Mecinica vectoria) pars ingenicros. Dindmica, Beer, Ferdinand P, & Johnston, E. R, 6* Edicién, McGraw —Hill.
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Sio=YTo .(214)

La cantidad de movimiento angular de un cuerpo rigido con respecto a un punto fijo o
el centro de masa es constante o se conserva, cuando el momento resultante de las fuerzas
externas que actian sobre el sistema, calculado con respecto al mismo punto es nulo. Lo
anterior, matemdticamente queda expresado como

(o) =(Lo)s ~312.1)

El impulso angular puede despreciarse cuando el momento resultante con respecto a
cualguier punto fijo o el centro de masa es pequeiio y el intervalo de tiempo durante el cual

actiia es alin mds pequefio, cn este caso puede suponerse que la cantidad de movimiento es
constante,
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Problema 3.1

El momento de inercia de masa de una polea mostrada es de 0.4 slug ft’.

Determine en los dos casos la aceleracién angular de la polea y la tension en el cable.

(a) (b)

SIS AL IS S LSS,
U
, /
© ©
20 b Alz201b
Figura 3.1.1

Resolviendo el problema primeramente para el bloque de 20 lb, dibujamos su

correspondiente D.C.L. como se ilustra en la figura 3.1.2

T

A T

x

v

mg

Figura 3.1.2

Haciendo sumatoria de fuerzas en x de acuerdo al sistema de referencia mostrado tenemos
F, =mg—-T=ma ..(3.1.1)
T=mg—-ma ..(3.1.1')
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sabemos que W=mg=20|5. Despejando m de esta uitima relacion y evaluando
numéricamente tenemos

W 201b (lslug

M= ~322n/s0 L 1o-s2 /0

} =0.62111 slug

Mostrando el D.C.L. de la polea (figura 3.1.3) tenemos

T
Figura 3,1.3

Haciendo sumatoria de momentos considerando (+) en el sentido de las manecillas del reloj:

) t=rT=lo ..(3.12)

sustituyendo (3.1.1°) en (3.1.2)

r(mg-ma)=Ia
rmg-rma=la

rmg=Ia +rma ..(3.1.2")
pero de la seccién 3.2 sabemos que a =ra , sustituyendo esta relacion en la ecuacion (3.1.2%)

rmg=la + rmra
mg=la+r’ma

rmg=a (I+r*m) ..(3.1.3)

despejando o de (3.1.3) llegamos a
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a=—D28 _ (.1.4)
I+r?m

evaluando numéricamente en (3.1.4) tenemos

e (0.51) (20 Ib) ‘1slug
T 0.4 slug-ft? + (0.5f)2 (0.62111slug) | .52/t

s a=18.0089 rad/s?
Para determinar la tensién del cable despejamos T de (3.1.2)

aT=1% s
r

sustituyendo los valores correspondientes en (3.1.5) tefiemos

(04 slug-R?) (180089 rad/s?)( Ib-s? /8
B 0.5ft L 1slug
~T=14.4071 b

~Para resolver el caso de la fuerza de 20 1b dibujamos un D.C.L. como se ilustra en la
figura 3.1.4

F
Figura 3.1.4
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Haciendo sumatoria de fuerzas en x de acuerdo al sistema de referencia mostrado tenemos:

F, =F-T=ma=0 ...(3.1.6)

T=F=201b ..(3.1.6")

Haciendo sumatoria de momentos con respecto al centro de la polea, pero ahora empleando la
regla de la mano derecha, es decir, considerando (=) en el sentido de las manecillas del reloj,
tenemos

==rT=la ..(3.1.7)

Despejando o de (3.1.7) tenemos
T
a=- -'T (3.1.8)

Evaluando numéricamente en (3.1.8) llegamos a

v | (058 2016) |f 1slug
- 0.4 slug -ft 2 b-s2/ft ).

S0 ==25.00 rad/s?
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Problema 3.2

Los engranes A y B mostrados en la figura 3.2.1 pueden girar libremente
alrededor de sus soportes de pasador. Sus momentos de inercia de masa son I, = 0.002
kg m? e Ig = 0.006 kg m>. Inicialmente estin en reposo y en t = 0 se aplica una torca
constante T=2 N.m al engrane B. ;Cudintas revoluciones ha girado ¢l engrane A en t =
45?

Figura3.2,1

De las ecuaciones fundamentales de movimiento vistas en la seccién 3.6, sabemos que:
T=Ia..(3.2.1)
adecuando la ecuacin anterior para el engrane B, tenemos
Tg =g oy ...(3.2.2)

Despejando a g de la ecuacion (3.2.2) escribimos
ap =B (322"
Is

Las aceleraciones tangenciales de ambos elementos son iguales de modo que

a,, =a,, ..(3.2.3)
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y sabemos que la aceleracién tangencial se define como
=ra s ...(3.24)

ag,

8, =08, STgly =T, &, ...(3.2.4")

Despejando o, de la ecuacion (3.2.4°) tenemos
Op =By ..(3.2.5)
Ta
Sustituyendo la ecuacion (3.2.2°) en (3.2.5) escrﬂ?iinos
o, =t2te 326
| |

A <]

Evaluando numéricamente en ésta ultima ecuacién tenemos

o = 90 mim 2N:‘m kgm/s?
A 7| 60mm J| 0.006 kg -m? 1IN

s, =500 rad/s?

Utilizando la ecuacion de la posicion angular de un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo
B4 =84, + OA L+ 2o t? . (32.7)
como 0,, =0rad y w,., =0 rad/s laecuacion (3.2.7) se reduce a

0n =T, t? (327"

r
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evaluando numéricamente en (3.2.7) tenemos

8, =+-(500 rad/s?)(45)*

t
:.0,, =4000rad

1vuelta
2nrad

04

t

= 4000 rad ( )= 636.6 vueltas
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Problema 3.3

Un anillo delgado y un disco circular, cada uno de masa m y radio R, se liberan
del reposo sobre una superficie lisa inclinada y ruedan una distancia D como se ilustra en
la figura 3.3.1. Determine la razén de los tiempos requeridos.

Figura 3.3.1

Para resolver el problema dibujamos un D.C.L. como se muestra a continuacion, este
D.C.L. nos servird para ambos cuerpos

Analizando las fuerzas a lo largo del eje y del sistema de referencia mostrado tenemos:

F, =N-mgcos8=ma, =0 ..(3.3.1)
S N=mgcos0 ...(3.3.1")
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La ecuacién (3.3.1) se igualé con cero debido a que la aceleracién es nula en dicho eje, pues el
movimiento se da exclusivamente sobre el eje x rotado.

Analizando las fuerzas a lo largo del eje x, vemos que:

F, =mgsen8=ma, ..(3.3.2)

ma, —mgsen90=0 ...(3.3.2")
Por lo que la torca o momento correspondiente en el punto A del D.C.L. es:

Rma, — Rmgsen0=-Ia ...(3.3.3)
donde los signos son determinados utilizando la Regla de la mano derecha.
Sabemos que la magnitud de la aceleracion tangencial se define como
a, =ra ..(3.3.4)

donde en este caso r = R. Sustituyendo la ecuacion (3.3.4) en (3.3.3) y ordenando los términos
tenemos

RmRa-Rmgsenf=-Ia
R?ma - Rmgsenf=-Ia
Ie + RZma=Rmgsend

a (I+R?m)=Rmgsen0d

_Rmgsen6

=——— (335
I+R3*m ( )

Sabemos que

AB=o t +—;—-0Lt2

pero como «; = ( rad/s, la ecuacion anterior se reduce y la podemos escribir como
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Ar=D=Lqi?
2

tz=% = t= % w(33.7)

El momento de inercia para el anillo es:”

I, =mR? ..(3.3.8)

A

y el tiempo que tarda el anillo en recorrer la distancia D sobre el plano inclinado es

2D

A

.(3.3.9)

ta =

El momento de inercia del disco es :

I, =

S

mR? ..(33.10)

y el tiempo que tarda el disco eﬁ recorrer !arf!ista,nci‘a D la definimos como

ty =\’_&::,..(3.3.1i)

Sustituyendo la ecuacion (3.3.8) en (3.3.5) tenemos que la aceleracién angular para el anillo
es:

Rmgsen0  Rmgsend

mR?+R%m 2R2m

oA

gsen®
2R

..(3.3.12)

Op=

Sustituyendo la ecuacién (3.3.10) en (3.3.5) obtenemos la aceleracién angular para el disco

° Por cuestiones de espacio hemos omitido la demostracién de los momentos de inercia de masa de los cucrpos.
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Rmgsen®  Rmgsend

3

Ap =
> LaR?+R?m =R2m
2 2

. = gsen6
°T3/2R

(3.3.13)

El problema nos pide determinar cuil es la relacion del tiempo entre el anillo y el disco
que tardan ambos cuerpos para recorrer la misma distancia D, es decir, queremos determinar

ta

tp

Sustituyendo (3.3.9) y (3.3.11) en la ecuacién anterior

=32 .(3.3.14)

Es decir, el anillo tardara mas tiempo que el disco en recorrer la misma distancia.
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Problema 3.4

Un cuerpo B de 805 Ib y de radio de giro 0.5 ft (figura 3.4.1) estd articulado en su
centro de masa. Se aplica un par horario de magnitud e' [Ib ft) a B en t = 0. Encuentre la
velocidad angularde Ben t=3s.

0.3t

Figura 3.4.1

Sabemos que el peso estd definido como
W=mg ...(34.1)

ahora vamos a calcular la masa del cuerpo, sin olvidar que estamos usando el sistema Inglés
de unidades; despejando m de la ecuacién (3.4.1) .

m=Y. (G419
g

evaluando numéricamente en (3.4.17) tenemos

8051 (Ib-ft/s?
m= —
22R//s2  |p

sm=251Ib

Para determinar el momento de inercia de masa en el eje x, usamos la siguiente
ecuacién que corresponde a un cilindro
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2
I, ='—"—§— (3.42)

evaluando numéricamente en (3.4.2)

_251b (0.8ft)?

=81lb-ft?
x > b

Sabemos que el par T estd definido como el producto del momento de inercia de masa
por la aceleracidn angular c, es decir

T=Ia ...(3.4.3)
de modo que por las condiciones del problema podemos escribir
T=la=-¢' ..(3.4.3")

donde el signo (-) lo determina la regla de la mano derecha, pues el par esta aplicado en el
sentido de las manecillas de reloj.

Por definicidn, la aceleracién angular es igual a la derivada de la velocidad angular con
respecto al tiempo, es decir .

do
=— ..(344
a=gp 34

sustituyendo (3.4.4) en (3.4.3")

do
—_—=— ' ees’ B 3
1 a e (3.4.5)

Integrando la ecuacién (3.4.5) y resolviendo para determinar el valor de  tenemos

o 1
j Idm:—J‘ e' dt
0 o

lo=-e! +e? ...(3.4.6)
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despejando o de (3.4.6)

- l+ Q
m=—e—1—e-— (3.4.7)

evaluando numéricamente en (3.4.7) llegamos al resultado correcto

_—ed+el

que s¢ Imparte en la Carrera de Ingenicro Mecdnico Electricista™

ST L

so=- 238569 rad/s
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Problema 3.5

En el diseiio de una motocicleta es necesario calcular las velocidades absolutas de
las particulas A y B sobre una rueda (figura 3.5.1). Suponga que el radio es 0.4 m y la
velocidad inicial es 100 km/h y que }a rueda se mueve sin deslizar. Calcule las velocidades
de Ay B.

v

L.

LSS TS

Figura 3.5.1

Para determinar la velocidad del punto A se muestra la.siguiente figura:

R R R R I e

Figura 3.5.2

Donde se muestra un vector de posicion que va desde el origen hasta el punto A, dirigido en la
direccion negativa del eje x del sistema de referencia mostrado.

Utilizando la ecuacion de velocidad relativa tenemos

VA =Ve+ ®XTao (3.5.1)

Convirtiendo la velocidad inicial en unidades de m/s vemos que
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- km{ 1h 1000m =
=100km| 2 || 2O _,q4 /
Vo =100 (36005)( Tkm 77imls

Sabemos que la velocidad tangencial (llamada también velocidad periférica o rotacional) estd
definida como

v=or ...(3.5.2)

Ya que conocemos el valor de la velocidad tangencial y del radio, despejamos a o (velocidad
angular) de la ecuacién (3.5.2) y evaluando numéricamente determinamos su valor:

o=< ..3.53) ; m:M
r 0.4m

_ 217717
0= o4 rad/s

éste valor de ® esta dado en magnitud, pero como vector estd expresado de la siguiente
manera:

b=(-)o k ..(3.54)

donde el signo es determinado mediante la regla de la mano derecha. La expresion esta

muitiplicada por el vector unitario k (vector de magnitud 1, orientado en la direccién
positiva de! eje z).

El vector de posicion de la figura 3.5.2 que va desde el origen O hasta ¢l punto A esta
definido como

Tao =~ 0.4 1

donde el signo lo determina el sistema de referencia mostrado.
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El producto vectorial del segundo término de la ecuacion (3.5.1) esta definido como

i j k l
BxTo=| 0 0o - 2767477 =[- 2767477 ) (~0.4) j =27.777 § m/s
04 0 0

Asi que la velocidad de A de acuerdo con la ecuacion (3.5.1) es:
Va=(27777 1 + 21777 Hm/s

Para determinar el valor de la velocidad de B observemos la siguiente figura:

7

L.

w

LSS LSS

Figura 3.5.3

Utilizando la ecuacion de velocidad relativa para este caso escribimos
Vg =Vy+ ® X Ty ...(3.5.5)

donde los valores de la velocidad inicial y la velocidad angular anteriormente determinados
son también validos para este caso, asi que sélo resta determinar el segundo término de la
ecuacion (3.5.5).

El vector de posicion desde O hasta B de acuerdo a la figura 3.5.3 es

Too =—= (i+ 1)=& (i)

B J2
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y el producto vectorial queda definido como

0

i i k
OxTp=| 0 0 —-—-2767477 = ——2':]?217 G- m/s
0.4 0.4
2 |2

porlo qhe la velocidad de B de acuerdo a la ecuacién (3.5.5) es

22.177.; 3y m/s

Jz

Ve =27777 im/s +

_ - 1 :_' '7 1 |
vp =27.777 14— |i = —=]j|m/s
; 17 T
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Problema 3.6

La barra AB mostrada en la figura 3.6.1 gira a 12 rad/s, en direccién horaria.
Determine las velocidades angulares de las barras BCy CD.

it ~
E B 9,
£ ]
§ 12 rad/s
I A =H D
I N
I 300 mm 350 mm J

Figura 3.6.1

. De la figura vemos que el dngulo 0, es

150
=tan -1 2= 26.5 50
& 300 6

mientras que 0; tiene un valor de
-1 350
0, =tan-! 222 =450
2 =11 350

De la seccion 3.3.1 sabemos que la velocidad absoluta de una particula, la podemos definir
con la siguiente ecuacion

Vg =Va+ 0gaX Ty
donde en este caso, V, =0 m/s ya que el punto A estd fijo. De tal forma que v, queda

definida unicamente por el producto vectorial del segundo término de la ecuacién anterior, es
decir
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-

i k
Vp=0+ |0 0 -—op|=0g romi (3.6.1)
0 rpa 0

Haciendo lo propio para C, escribimos
Ve=Va+ Oc X Terg -(3.6.2)

Antes de realizar el producto vectorial debemos tener cuidado en descomponer en vector T,
en sus componentes rectangulares, una vez hecho esto, podemos escribir

i j k
Ve=Vg + 0 0 Qcp
Te/p COSO, TIgypsend, 0

Ve=Vg + OcaTep€080,j — ey respsend,i ...(3.63)

©cs Ferp SEN0,; i ...(3.64)

‘ Parael ﬁdntq D't‘éﬁer’ﬁoé QL;e su velocidad absoluta es:
Vp =V¢ + Opc X Tpic .(3.6.5)

donde v, =0m/s ya que el punto D también esta fijo. De igual manera obtenemos las
componentes rectangulares del vector rp,c ¥ escribimos
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i i k
;/.D =‘-,c + 0 3 E 0 Ope
= I'pyc €080, Tpcsend; 0

Vp=Ve — (n‘.x;- Ipic Send, i - opnc fD,c c0s0; j -(3.6.6)
Sustituyendo la ecuacién (3.6.4) en (3.6.6) llegamos a

O=WgaTpai + Ocplepcosyj — @calcpsendyi

- Wpelpre senezf — ®Wpelpse €OSO, 3 '...(>3.6.'7)‘

De esta tltima ecuacién agrupamos para i
0=wgs Taia — fom rcsp SN0, - o;Dc f,,,c sen®, ..(3.6.8)
Agrupando para ]
O0=wcp Ferp €080, — e Tpsc €050, ...{(3.6.9)
Despejando © p de la ecuacién (3.6.9) tenemos

Opc T cos@
O = —pcpie 7772 (3.6.10)
resp €OSO,)

Sustituyendo la ecuacién (3.6.10) en (3.6.8) tenemos
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Ope Tpe €050 ) o this i T :
O0=0gs fgjpa = | ————————|rcigsend; + ©pc rpse SenB, ..(3.6.11)
Fc/p €OS0y - B

simplificando (3.6.11)

fo/c oSO, oy send,

O=wps Fg/a — a)x[ + Ipe senez)

.Tgrp €OSH,)
@pc Fprc (€0s0,:tand, + sen@,)= wpp Cp/a

Og Fasa
= .(3.6.12
@oc I'pic (€056, tand, + sen0O, ) ( )

Evaluando numéricamente en (3.6.12) tenemos:

~(12rad/s)(200mm)

J(350)% +(350)% mm [(cos45°)(tan26.565°) + sen 45°)

=~ 4.5714 rad/s

Evaluando numéricamente en (3.6.10) determinamos el valor de wcp

(4.571rad/s,)(,/(350)2 +(350)° mm) (cos45°)
JB00)Z +(150)? mm (cos26.565°)

=5.333 rad/s

Wep =
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CAPITULO 4

“PROBLEMAS
PROPUESTOS Y

COMPLEMENTARIOS”
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4.1 PROBLEMAS PROPUESTOS REFERENTES AL CAPITULO 1

4.1.1 El bloque de 25 kg representado en la figura se encuentra en reposo sobre una
superficie horizontal. Los coeficientes de friccion estitica y cinética entre el bloque y la
superficie son ps = 0.4 y pe = 0.3, respectivamente, La fucrza P se aplica gradualmente desde
cero hasta que el bloque comienza a moverse.

Calcule la magnitud minima que dcbe poscer la fuerza P para iniciar el movimiento del
bloque y la aceleracién correspondiente.

A

P 298N, a=0.98 nvs?

4.1.2 A la caja de 5 kg se le imprime una velocidad de 3 m/s hacia arriba en la
direccion de un plano inclinado que forma un dngulo de 30° con la horizontal. El coeficiente
de friccidn entre la caja y el plano es 0.6. Calcule la velocidad de la caja:

(a) 0.25 segundos después
(b) 0.5 segundos después

(a) v=0.50194 m/s
(byv=0m/s

4.1.3 El bloque ilustrado en la figura tiene una masa de 10 kg y se desplaza hacia
arriba del plano inclinado a una velocidad de 10 mv/s, el plano tiene una inclinacién de 30°, la
fuerza F = 100 t [N] y el coeficiente de fricciéon es p = 0.3. Determine la velocidad final del
bloque cuando t =2 s.

ve=15.10777 m/s
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4.1.4 La masa del bloque A de la figura es de 35 kg y el coeficiente de friccion entre
el bloque y la superficie inclinada es 0.5. Calcule la aceleracion de A sometido a la accién de
una fuerza horizontal P de 100 N cuando su velocidad es:

(a) 2.5 m/s hacia arriba en la direccion del plano
(b) 5 m/s hacia abajo en la direccion del plano
(c) Nula

(2) 8.3714 m/s*
(b) 1.1828 m/s*/
(c) 0 m/s?

4.1.5 Se tiene un péndulo cuyo radio es de 5 m y el dngulo 0 que se ilustra en la figura
corresponde a 10°, la velocidad tangencial mostrada en el esquema es de 10 m/s. Si la masa
del péndulo es de 10 kg, determine el valor de la tensidn del cable que sostiene al objeto, asi
como la aceleracién tangencial.

T=296.5111 N
a,= 1.70175 m/s?

4.1.6 El collar de 30 kg representado en la figura parte del reposo desde la posicién A,
inicialmente el resorte no se encuentra deformado. Calcule el médulo del resorte si la
velocidad del collar es de 1.5 m/s después de haber deslizado hacia abajo 125 mm. La barra es
lisa y la fuerza de 250 N conserva su pendiente durante todo el movimiento.

300mem F

000000

S

Tesista: José Luis Morales Jiménez 115
Director de Tesis: IME Jurn Manuc! Torres Merino

:i !-‘1>3

k = 89.6 kN/m



“Manual de Apoyo Didictico para la Asi| de Di ica que se kmparte cn la Carrera de Ingeniero Mecanico Electricista™

4.2 PROBLEMAS PROPUESTOS REFERENTES AL CAPITULO 2

4.2.1 Calcule la velocidad de cada bloque 10 segundos después de liberarlos del
reposo. Desprecie la masa de las poleas. El bloque A tiene una masa de 10 kg y el B de 50 kg.

va=42m/sT, vy =84m/si

4.2.2 Las masas de los bloques A, B y C mostrados en la figura son igualesa 10 kg y
éstos se encuentran en reposo en el instante inicial. El coeficiente de friccién entre todos los
bloques y los planos horizontal ¢ inclinado es 0.3. La fuerza F tiene una magnitud de 1000 N,
El dngulo de inclinacién del plano es de 22°, Calcule:

(a) La accleracién de los bloques
(b) La tensién de los cables T, (cable que interconectaa Ay B) y T2 (cable entre By C).

a, =ag =ac =a=31.6884m/s?
T, =346.284 N ; T, =692.568 N
4.2.3 Suponga que la velocidad del cuerpo A con masa de 50 kg representado en la
figura es 4 m/s en el sentido de descenso del plano inclinado. Calcule la masa del cuerpo B si

la aceleracién de A es 2.5 m/s* en el sentido de ascenso sobre el plano inclinado. El
cocficiente de friccion entre A y el plano inclinado es 0.3.

mg =25.2806 kg
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4.2.4 El coeficiente de friccion entre el cuerpo A de 100 kg y el plano es 0.2, La masa

del cuerpo B es de 20 kg. La magnitud de la fuerza P es P =500+ 90 € ,donde P y tse
expresan en Newtons y segundos, respectivamente. La velocidad de A es 2 m/s hacia la
derecha en el instante t = 0. Calcule la velocidad de A cuandot=3s.

va=11.45 m/s

4.2.5 La velocidad del cuerpo m; de 4 kg representado en la figura, es 4 m/s dirigida
hacia la derecha cuando el resorte estd comprimido 10 cm (su constante es k = 100 N/m). El

coeficiente de friccién entre m; y el plano horizontal es 0.3. El cuerpo m; posee una masa de 8
kg. Calcule la velocidad final del bloque.

ve=4.1465 m/s

4.2.6 El disco A tiene una masa de 2 kg y se desliza sobre la superficie lisa con
velocidad (v,), =5m/s cuando choca con el disco B de 4 kg, que se deslizaba hacia A con

(vg); =2m/s, y el impacto es directo y central. Si el coeficiente de restitucién entre los
discos es e = 0.4, calcule las velocidades de A y B inmediatamente después del choque.

(V,)=5m/s (Vg h=Z2myss

va'=-15333m/s ; vy'=12666 m/s
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4.3 PROBLEMAS PROPUESTOS REFERENTES AL CAPITULO 3

4.3.1 El sistema mostrado se libera del reposo. Aplicando el principio del trabajo y la
energia a cada peso, determine la magnitud de la velocidad de los pesos cuando se han movido
1 ft. ;Cuadl es la tension en el cable durante el movimiento del sistema?

vy, =80249R/sT; v, =8.0249ft/s; T=16.66 Ib

4.3.2 La rueda mostrada gira hacia la derecha con una aceleracién angular o = 4 rad/s*

y una velocidad angular @ = 2 rad/s (segun figura). No hay resbalamiento enn A. Calcule la
aceleracion del punto B.

ag =139 ft/s?, £8.7%

4.3.3 La barra CD mostrada gira 2 rad/s en direccion horaria. Determine las
velocidades angulares de las barras AB y BC.

; 12 Pulg.
,,\
AN
> y

D ®ap =~-1.98rad/s
wpc =3.187 rad/s

Tesista: José Luis Morales Jiménez 118
Director de Tesis: IME Juan Manuel Torres Merino



“Manual de Apoyo Didéctico para la Asi de Dindmica que se tmparte en la Carrera de Ingenicro Mecdnico Electricista™

4.3.4 El brazo AB mostrado en la figura gira con una velocidad angular de 20 rad/s
en sentido antihorario. Si el engrane externo C es estacionario, determine:
a) Las rpm del engrane B
b) La velocidad del diente del engrane, localizado en el punto D.

a) 48rpm™ )
b) 3.39m/s £L45°

4.3.5 Un automoévil viaja hacia la derecha con una rapidez constante de 48 mi / h. Si
el didmetro de un neumadtico es de 22 in., determine las velocidades de los puntos B,C,Dy E
en el borde del mismo.

vg =1408 ft/s— ; vc =0 fi/s
vp =136.0 ft/s £15° ; vp =99.6 ft/s £-45°
4.3.6 Una rueda del tren de aterrizaje de un Boeing 747 pesa 240 lb, tiene un

momento de inercia de masa de 17 slug - f* y un radio de 2 f. Si el avién se mueve a 245 ft/s

y la rueda gira sin resbalar, ;Cual es la energia cinética de la rueda? Exprese el resultado en
BTU.

T=5282.74 BTU
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CONCLUSIONES

Este trabajo reune los temas minimos basicos que un estudiante de Dindmica debe
conocer, la teoria que conticne es muy bdsica, la gran mayoria de los problemas resueltos son
muy interesantes y los problemas propuestos permitirdn que el estudiante de Dindmica de la
carrera de Ingeniero Mecanico Electricista se ponga a prucba ¢l mismo y tenga éxito al llegar a
la solucién correcta y de esta manera es motivado e impulsado a seguir preparindose cada vez
mds.

Se habra notado que se requieren algunos conocimientos bdsicos de otras asignaturas,
tales como el calculo diferencial e integral, la estatica, la cinematica, el dlgebra vectorial e
incluso el dlgebra y la trigonometria, y por supuesto no hay que olvidar los factores de
conversion que son realmente utiles en muchos de los problemas. Esto no lo mencioné en la
introduccion ya que como la asignatura de Dinamica es impartida hasta el cuarto semestre de
la carrera, para entonces el estudiante ya adquirié los conocimientos antes mencionados y estd
preparado para cursar ésta y otras asignaturas. Lo importante de esto estriba, en que los
conocimicntos adquiridos en cualquier asignatura no los debemos “desechar”, no se trata de
sélo “acreditar la materia” y ya, esto deberia ir mucho mads alld, se trata de comprender, de
aprender y si es posible de aplicar en nuestra vida cotidiana lo que hemos aprendido en las
aulas.

Realmente estoy convencido que este manual de apoyo le sera de gran utilidad a los
estudiantes de IME, porque no esta dirigido a un drea especifica o a un grupo determinado de
la comunidad estudiantil de IME, sino esta dirigido a todo IME, ya que todos sin excepcion
deben pasar por Dindmica y que mejor que lo hagan de una manera satisfactoria, donde ellos
mismos sientan que su empeiio y dedicacion ha sido recompensado.

Por altimo, quiero concluir diciendo que espero que este trabajo sea uno de los muchos
que se elaboren de este tipo, ya que de esta manera podemos tener un punto de vista diferente
de una misma asignatura, porque tal vez tomamos la asignatura con un Profesor determinado y
algin otro Profesor cuenta con material similar a este, de modo tal que tendremos la
posibilidad de complementar y enriquecer nuestra formacién académica.

IME José Luis Morales Jiménez
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