
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES CUAUTITLAN 

"SIMULACION DE ELEMENTO FINITO DE UN 
PROCESO ELECTROLITO CONTROLADO POR 

TRANSFERENCIA DE CARGA" 

T E s I s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

INGENIERA QUIMICA 
p R E s E N T A 

YESSICA CASTRO PRIEGO 

ASESOR: 1.0. GILBERTO ATILANO AMAYA VENTURA 

CUAUTITLAN IZCALLI, ESTADO DE MEXICO 2002 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES CUAUTlTLAN 
UNIDAD DE !Ji ADMINIS'l'/IACION I:.'SCOLAll 

DEPARTAMENTO DE EXAMENES PROFESIONALES 

ASUNTO: VOTOS.APROBATORlOS 
lj t\!. A i\l 

Con base en el art. 28 del Reglamento General de Elcámenes, nos permitimos comunicar a usted 
que revisamos la TESIS: · 

Simulación de Elemento Finito de. un Proceso Electrolito 
Controlado por Transferencia de Carga. 

que presenta --1..a_ pasante: Xessica Castro Priego. 
con número de cuenta: 8702262-9 paraobtcncrcf TITULO de: 
Ingeniera Química. 

Considerando que dicha tesis reúne los requisitos necesarios para ser discutida en el EXAMEN 
PROFESIONAL correspondiente, otorgamos nuestro VOTO APROBATORIO 

ATENTAMENTE. 
"POR MI RAZA HABLARÁ EL ESPÍlUTU" 
Cuautitlán lzcalli, Edo. de Méx., a~ de --'M""a::.;r..;:z:.;:;o _____ dc 2002 • 

PRESIDENTE 

VOCAL 

SECRETARIO 

PRIMER SUPLENTE 

I.Q. Gloria Borjón Apan 

SEGUNDO SUPLENTE Ora. Suemi • R~dr !guez 



DEDICATORIAS. 

A .JOSÉ LUIS : 

Por. ser la personn que más me ha 11poyndo en mi \'illll, por su amor y 
comprensión quces lo que me moti\'11 11 ser mejor c11d11 dfa • 

. -· ··.: 

A DIA~A \'ANG~LICA .: 
Por s.~r his1 p~r~o;;lia~ miís importantes de mi \'ida. 

AMI MAMÁ:·.' 
- . ' ·.. - . . ":'' 

Por darmeh1villay t~do lo que soy. 

A MIS HERMANOS Y PAPÁ: 

Por estar eomparticn.do m~imentos imporlllntes en mi.vida. 

RECONOCIMIENTOS : 

AGILBERTO: 

Por ~er además· de mi asesor, un gran amigo y sin su ayuda no hubiera 
terminado esta tesis, por su tiempo· y todos los conocimientos que me ha transmitido. 



INTRODUCCIÓN: 

En este trabajo se presenta un algoritmo computacional basado en el método de los 
elementos finitos por principio variacional para la resolución de la ecuación de Laplace, que es el 
modelo matemático que se aplica a la evaluación del potencial de campo eléctrico en un proceso 
electrolítico controlado por transferencia de carga en soluciones homogéneas diluidas y régimen 
isotérmico estacionario. 

La magnitud y dirección del vector de densidad de corriente primaria se evalúa a panir de 
la distribución del campo eléctrico, calculando el gradiente de potencial. El flux molar y por lo 
tanto Ja cantidad de material que habrá de adherirse a la superficie de los electrodos se determina 
en forma analítica para geometrías simples (que corresponden a una celda de Hull) y 
simultáneamente por el método de los elementos finitos. Una vez comprobada la exactitud del 
método ·numérico, se utiliza en la determinación del potencial eléctrico para diferentes 
configuraciones geométricas de los electrodos, que pudieran corresponder a casos reales a 
encontrar en procesos electrolíticos de escala industrial, como el galvanizado. 

Se utilizan funciones de aproximación lineales con parámetros ajustables para hallar la 
solución de la ecuación de Laplace, que es una ecuación diferencial de segundo orden lineal en 
derivadas parciales. La aplicación del principio variacional asegura obtener los parámetros 
óptimos de la función de aproximación en el dominio de cada uno delos elementos finitos en que 
se discretiza el espacio. Se hace una comparación de la solución numérica con las soluciones 
anallticas desarrolladas por medio de series de Fourier. 

El algoritmo computacional es flexible y puede ser aplicable a diferentes arreglos 
geométricos de los electrodos simplemente por la definición de las coordenadas nodales; dicha 
flexibilidad permite que cualquier usuario pueda ejecutarlo fácilmente. 

Este trabajo está enfocado hacia la optimización de las condiciones de operac1on de 
procesos industriales como la electrorrefinación, el galvanizado y la producción electroquímica 
de metales. 

En esta tesis se considera un modelo simplificado de los procesos electroliticos, pero se 
dan las directrices de como proceder bajo condiciones de soluciones concentradas, no 
homogéneas y régimen no isotérmico. 

El problema de la no estacionariedad de las condiciones de operac1on involucra 
derivadas temporales. También se hacen algunos comentarios de como aplicar el método de los 
elementos finitos, en conjunción con el de diferencias finitas, para caracterizar este tipo de 
procesos. 



OBJETIVOS. 

- Construir un algoritmo computacional basado en la técnica de elementos finitos 
variacionales para el cálculo del potencial eléctrico en el interior de una solución electrolítica, 
que sea aplicable a procesos de electrólisis controlados por transferencia de carga en soluciones 
diluidas homogéneas y en condiciones de régimen estacionario isotérmico. El programa debe ser 
flexible para poder ser utilizado en diferentes configuraciones geométricas de los electrodos y 
manejar las condiciones de frontera también con flexibilidad. 

- Desarrollar la solución analítica de la ecuación de Laplace en diferentes geometrías para 
probar la exactitud del algoritmo de cómputo, comparando los resultados que se obtienen con 
ambas soluciones. El Laplaciano del potencial eléctrico igual a cero .. es la ecuación que 
caracteriza la electrodeposición en procesos electrollticos controlados por transporte de carga en 
disoluciones diluidas. · · 
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1. FUNDAMENTOS. 

1.1. Fundamentos de la Electroquímica de Electrodeposición de Metales. 

Los procesos de electrodeposición de metales involucran al menos una reacción 
electroquímica de óxido reducción que puede tomar lugar en varias etapas. En general, cualquier 
reacción electroquímica es un conjunto de fenómenos en serie que permiten separar una especie 
o conjunto de especies de sus soluciones en fase liquida hacia otra fase (sólida en la mayoría de 
los casos, o liquida como en polarografia), por medio de la imposición de un potencial eléctrico 
en el seno de la solución y la movilización iónica resultante de las interacciones Coulombianas. 

De los fenómenos involucrados algunos son de naturaleza fisica, tales como la difusión 
molecular debido a la existencia de gradientes de concentración, la atracción Coulombiana de los 
electrodos sobre Jos iones de carga opuesta, Ja posible fisisorción y fisidesorción de las especies 
iónicas en los electrodos, y la conducción de los electrones o corriente eléctrica en el interior de 
Ja fase electródica, cualquiera que esta sea. Otros de los fenómenos que pueden estar presentes en 
un proceso global de electrodeposición son de naturaleza química e involucran la posibilidad de 
reacciones químicas en el seno de la solución y la quimisorción o quimidesorción de las especies 
electroactivas en la superficie electródica. 

El esquema que se presenta a continuación representa de manera general el conjunto de 
pasos en serie mencionado en el párrafo anterior. 

.·oj,;.;' 

i;~;~ll 

1 Reacción química j 

O'.. O 

Transferencia 
de masa 

.. Transferencia de electrones 
- .. . . . 

.-----·...,l~eso~¡¡,i, .. ; R-----
/' }.'; j Reacción química j ' : Transferencia 

· ·•:.•;.:. · ,·.•; . · · ·· · · · · " . : · de masa 

o...,. disolución 



Por lo tanto, los modelos matemáticos que se utilicen para caracterizar el proceso ·globaJ.;: 
deben considerar los fenómenos de transporte, los fenómenos de superficie, la cinética qulníica, · 
la teoría elctromagnética, y, dependiendo del enfoque clásico o cuántico. la fisica del estado . 
sólido. Deben tomarse en cuenta los fenómenos que ocurren en el interior de electrodos · 
metálicos o en su superficie, ya que la forma de la masa electrodepositada (que puede ser 
homogénea, dendrítica, localizada o con picaduras) depende de la cristalografia involucrada y de 
los mecanismos de formación de los cristales. 

En general las reacciones electroquímicas involucran la transferencia de carga en la 
interfase conductor electrónico / conductor iónico. Esta interfase forma lo que se conoce como 
electrodo, aunque es muy común utilizar este término para hacer referencia a la pane de 
conducción electrónica únicamente. Por ejemplo, si se considera la siguiente reacción 
electroquímica sencilla: 

Ox+ne· ~Red 

Donde Ox es una especie oxidante que se reduce n una especie reductora, Red, al ~ar n "' 
electrones, por lo menos cinco etapas separadas ocurren en l_a conversión de Ox en Red: 

1. Transporte de Ox desde el seno del conductor iónico hasta la interfase, por efectos de difusión 
molecular o migración iónica. · · 

2. Adsorción de Ox en Ja inteñase, que puede ser de natÍlraleza flsica o química. 
3. Transferencia de carga en la interfase para formar· Red.' ' · .-.,.<· · ..... · 
4. Desorción de Red de la interfase, fisica o qufmicá; · · · · .,. · • .:. -'.,{ • : .. · 
s. Transporte de Red desde la interfase hasta el seno del cririduclór'. iÓ~i~o,: ;;o~ difusión 

molecular y repulsión Coulombiana. ... '·' " .. •·.;•_.-·.e··" :·"'···:~ :·, , \:'i' 
... ~·: ·- .-_-,_,·~ 

Los pasos 4 y s podrían no ocurrir y en' lugar de ellos; hÍs, sustancias electrolíticas 
depositadas empezarían a formar una capa sobre la superficie electródica.' · 

Las etapas 2 a 4 son comúnmente referidas como los procesos de activación, mientras que 
las etapas 1 y S son conocidas como procesos de transpone de masa . 

. . . :El proceso global de electrodeposición de metales consiste en la descarga de un ion 
metálico solvatiido presente en el seno de la disolución y su incorporación al electrodo en forma 
de átomo metálico. 

. Cuando el proceso tiene lugar en un electrodo liquido la cinética de la reacción suele ser 
controlada por la difusión molecular delos iones hacia el electrodo o por la transferencia de 
carga. 

La dinámica de la electrodeposiciún en electrodos sólidos es más complicada pues los 
átomos metálicos originados deben incorporarse a la fase superficial sólida para formar parte de 
una red ordenada y estable. Esto lleva consigo la necesidad de tener en cuenta una serie de 
factores que no se presentan en las reacciones electroquimicas ordinarias pero que son 
fundamentales en el desarrollo de la electrodeposición. 

2 



l.2. Ecuaciones de transporte para electrolitos diluidos. 

Iniciando con el marco teórico, en este capítulo se considerarán tres tipos de ecuaciones· 
de transporte para los electrolitos diluidos estas son: 

• Ecuaciones Básicas. 
• Ecuaciones para procesos controlados por Transporte de Carga Eléctrica. 
• Ecuaciones para procesos controlados por Transporte de masa. 

Primeramente se discutirán las ecuaciones básicas ya que son esenciales para entender 1115'.\j•: • '." 
ecuaciones para procesos controlados )lOrtransporte de carga eléctrica y por transporte de masa. ; ; ' 

Para empemr con~if;~;~t~'.~:7¡~~~~ª isotérmico que consista de un solv~nte~In ~~o;i2 ~(.} .:? 
n sustancias o especies ióniciis dis~~.l~s:·x· ,·: ... ',·:. :·: .. . .·;· .;,:,:·. 

·,·:"::~·\·:;, ··'"·· "''· ··(: ·. ·' ·: ·Í.:•. ·.·· .. : .••. , ,· '. •.. ., ...... ·· ..... · .. ,,. 
La densidad cle'tlujo ínófa~ cflux iTICiliirJ' del ié~imó .. compoitente: J;.<rl1ó1 ·r.m2

. ~eg); puede · 
representarse corno iiná'suma de yectoriáldetTes términos: difusión, rriib.faCión y convección. 

J¡;,,~¡)i~:c;i·~ 6;tiiv~'-t-C:;vó (1.2.1.) 
·f.,- _ .. ,_,__ 

donclc¿; 

.· .:.·: ~'. .(-1f'.v·.C; ·representa la densidad de flujo molar del iésimo componente, debido a la 
difusión molecular, es decir, a la existencia de un gradiente de concentraciones de la especie i en 
el.interior de la solución. Este término corresponde a la ley de Fick de la difusión. 

- C¡ u¡ V4> representa la densidad de flujo molar del iésimo componente, debido a la 
migración iónica, es decir a la influencia del campo eléctrico de la solución sobre las especies 
cargadas. Este término corresponde a la ley de Coulomb en las interacciones eléctricas. 

- C¡ v0 es el término que representa el flux molar convectivo del iésimo componente, 
correspondiente a la cantidad de las sustancias electrollticas que son arrastradas por el fluido que 
se mueve con velocidad \'0 • 

En esta ecuación: 

• Di denota el coeficiente de difusión molar del iésimo componente en la solución. 
• U¡ es la velocidad de migración de la i-ésima partícula dividida por la intensidad de campo 

eléctrico(denominada también movilidad eléctrica o electroquimica). 
• 4> es el potencial eléctrico de la solución. 
• v0 es la velocidad del solvente con respecto a un sistema de coordenadas fijo. 

Por simplicidad, se usará la convención de que el signo de u, es idéntico al de la carga del 
i-ésimo ion. Consecuentemente para un ion sin disociar y en general para cualquier partícula sin 
carga eléctrica u; =O. 



- ~ ..... ~ .. -. ---·---.-~-- ----·· ··- ' ····-·-···----·~--·-------------· 

. . ' . 

La densidad del flujo molardeliésimo comprinente;J;·, es uri vector normal al área de la 
sección transversal de flujo, :L:, 

La velocidad de movimient~d~I s'oi~~nte.gen~ralnienie.se pucd~·calcular resolviendo la 
ecuación hidrodinámica . de Navier:sioliés:• En;: ~aiios espéciales dicha vdocidad puede ser 
constante y los fluxes J¡ pÚedén sci< refCridos'coiívcrifontemcrité ún sistema de coordenadas que 
se mueve con el solvente,' es ·decir,.¡:íodemos 'definir J;'= J¡ - C; vu'(lo cual es esencialmente lo 
mismo que establecer v • .;,of: > '" -· · 

. . . . . 

La ecuación (1.2.1) indica'q·ue la densidad de flujo .de difusión molar con respecto al 
solvente está siempre dirigido en In dirección de concentración decreciente, es decir en sentido 
inverso al gradiente de concentraciones. Por lo tanto este proceso de difusión actúa con la 
tendencia de disminuir el gradiente, buscando In homogeneidad de la solución. y cesa en el 
momento en que la distribución de las especies en la solución es homogénea. 

La cantidad cji es el potencial interno de una fase dada; la diferencia de cji entre dos puntos 
se delomina diferencia de potencial galvánico, el cual puede ser medido exactamente solo si 
consideramos una diferencia de potenciales internos entre dos fases químicamente idénticas. Esta 
medida se lleva a cabo con un electrodo de referencia adecuado y utilizando un puente salino. Al 
trabajar con una solución de composición variable, el éxito de la medición depende de la 
eficiencia en la eliminación de la diferencia de potencial entre el extremo del puente salino y la 
solución. 

Las cantidades D, y U; son linealmente interdcpendientes. Para soluciones iónicas muy 
diluidas, su interdependencia se ~escribe mediante la relación de Nernst-Einstein: 

O¡ = R Tu¡/ zi F (1.2.2) 

• z; es el número de carga ióniea, C:s- dccir; Ía'caigá del iésimo ion referida a la carga del 
protón. También se le denomina "núm'ero'de trans¡:íorte". 

• F es la constante de Faraday eri Coufombios/mol. 

De acuerdo n In convección de que el signo de u; es idéntico ni de Z;, el Indo derecho de 
esta ecuación es siempre positivo. 

La ecuación anterior (1.2.2) es exacta únicamente cuando las concentraciones de las 
sustancias electrolíticas son bajas (menor 0.01 mol dm"3

). Pero su validez solo es aproximada en 
el intervalo de concentraciones que pueden ser consideradas como prácticas (0.01 mol dm"3 o 
más). Esto es debido al hecho de que la dependencia de D, con la concentración es similar a la 
de u;. Sin embargo, la movilidad iónica relacionada a la difusión es menos dependiente de Ja 
concentración que In movilidad iónica relacionada a las fuerzas Coulombianns. Esta diferencia se 
debe a que por efectos difusionales todos los iones se mueven en la misma dirección, en cambio 
durante la migración, por la influencia del campo eléctrico externo, los iones con cargas opuestas 
se mueven en direcciones opuestas. Por esta razón, su interacción es en cierto modo diferente en 
los dos casos. 

4 



Por otra pane, la ecuaciónbásica ( 1.2.1) mediante las cuales se definen las cantidades D; 
y u¡, mantiene su exactitud sofaménte para soluciones muy diluidas. Por lo tanto, los valores de 
D; calculados a partir de la ecuación· (1.2.2) a concentraciones arriba de 0.01 mol dm-J solamente 
sirve como orientación; los errores son especialmente grandes en el caso de electrolitos no 
univalentes. • · · · 

,· ,-'' - : 

La corriente que flu;e a través del electrolito es debida al movimiento de los iones. La 
densidad de flujo de los iories 'J; es comúnmente expresada en mol cm·2s·1, pero otra forma de 
expresarlo es en A cm"2

, lá :cantidad resultante puede ser convenientemente llamada densidad 
parcial de corriente de Jas·es¡)eCies i y está dada por: 

j; = F Z; J; ( 1.2.3) 
;-·,_ 

La densidad total de corriente se obtiene por la suma de la corriente transportada por 
todas las especies cargaaa5: .'. 

n 

= Fl: Z¡ J¡ 
. i•I 

(1.2.4) 

Como caso especial, el vector de densidad de corriente j, podria tener solamente un 
componente diferente de cero, cuyo signo dependerfa de la dirección del eje de coordenadas. 
Esto corresponderia al caso unidimensional, en donde el campo'eléctrico en la solución sería 
homogéneo. 

Otra ecuación básica es el balance de masa para las especies i. En notación vectorial tiene 
la siguiente forma: 

8C;l 8t = - (V•J; + li,) (1.2.5) 

Que indica que la rapidez con la que aumenta la concentración de la especie i en el 
interior de una superficie Gaussiana dentro de la solución es igual a la diferencia entre los flujos 
molares de (entrada - salida) de dicha especie por difusión molar más la (producción - consumo) 
de dicha especie por alguna reacción química homogénea que se esté llevando a cabo en el 
interior de la solución. Literalmente: 

(Almacenamiento) = (Entrada) - (Salida) + (Producción) - (Consumo) 

El último término de la ecuación ( 1.2.5) tiene significancia especial en la teoria de 
electrodos porosos, si es negativo, entonces el proceso concierne con la formación de las especies 
i, si es positivo se tendrá un consumo de especies. Los tres términos tienen naturalmente las 
mismas dimensiones (mol cm"3 s"1 o mol m"3s"1

). 

· •.En tablas fisicoquimicas, encontramos la llamada conductividad equivalente limi1e a dilución infinita, la cual es 
igual a F fui! (Ci-Ol, algunas veces menos apropiadamente llamadas '"movilidades ionicas'". 
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Finalmente, la ecuación que sirve como complemento a las anteriores, es la condición de 
electroneutralidad: 

f z;C¡ =O (1.2.6) 
i•I 

La cual es exacta en regiones del electrolito sin gradientes de concentración y además 
exhibe alta precisión en el seno de la solución dentro de superficies Gaussianas con gradientes de 
concentración diferentes de cero. Sin embargo no es Ílplicable en la región de doble capa, es 
decir en la vecindad de la superficie del electrodo, una región de 1 a JO nanómetros de espesor. 

Afortunadamente la influencia de la doble capa· comtinmente es. despreciable en los ·· .. 
cálculos de transporte de sustancias electrolfticas. Dicha región es frecuentemente identificada·: ""·' 
geométricamente con la superficie del electrodo para efectos de simulación computacional, por ; 

. lo que no representa un problema critico. <·. 
El conjunto de ecuaciones básicas dadas (1.2.1) y (1.2.4-6) permiten realizar los cálculo~'.)~; 

de las densidades de flujo de masa y carga así como llevar a cabo Ja determinación de Ji(' •• 
distribución de concentraciones en espacio y tiempo .. La primera de ellas aplica, por supuesto,· .. ',•·• 
solo a procesos isotérmicos. En un caso más general podría ser necesario considerar también la · 
difusión térmica con una fuerza impulsora VT, lo cual representa, sin embargo, solo una· · 
corrección que se añadiría al flux másico debido a la difusión isotérmica. 

1.3. Ecuaciones para transporte de carga eléctrica. 

Al sustituir la ecuación (1.2. J) 

J1 = -D1 V C¡ - C1 U; V~ + C¡ ''• 

en (1.2.4) 

j ':"' F I: zíJ; 
·-~· i•l ", -, 

. Obtenemos.: 
. ;.n:: 

j = -F E D¡ z; VC¡ 
'i•I . 

n n 
FE C1u;z;Vcj> + Fv0 I:z;C1 
i-t i•l 

(l.3.1) 

. El últirno término de esta ecuación es cero debido a la condición de electroneutralidad, lo 
cual esecjuivalente 'a considerar que el movimiento del liquido no contribuye a la densidad de 
corrie_nte, ya que no se encuentra disociado y por lo tanto no posee carga eléctrica. 
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Para un sistema sin gradientes de concentración; la ecuación ( 1.3. 1) se simplifica de la 
siguiente forma: 

j = -X.Ve!> 

donde se ha introducido la cantidad: 

x= FI:c¡u¡Z¡ 
i•I 

(1.3.2) 

(J.3.3) 

denominada. conductividad electrolftica (o formalmente coilductancia especifica del electrolito) y 
tiene las siguientes dimensiones: n·1 cm·1 o n·1 m'1; su reciproco es.la resistividad, p, que en los 
primeros años del desarrollo de la teoría electroquímica se le denominó resistencia especifica. En 
el caso de una solución de un solo electrolito, a .la· suma F!uil + F iu21 se le conoce como 
conductividad equivalente. ,;. · · ·.: · • •· 

''.i, , .... .,... <_r;.:. 
¡. . •·· .; X .. ·:·,.;:.·' 

Un parámetro auxiliar frecuentemente. usado .. es el número de transporte (número de 
Hittorf, número de transferencia o número. de, migracióri),':t;~,·>definido como el cociente de la 
corriente soportada por las esj:>ecies iónica5:,dividida·eritre'•1a corriente tot3len una solución 
isotérmica sin gradientes de concentración y en la alisenciá 'de: convección (el superindice "O" se 
usa para indicar que se utiliza un sistema de coordenadas fijo con respecto al solvente). 

1t =J¡tj . . .• ··:'.:: :·L cu.4) 

... Los _símbolos j¡ y j 'repr~sentan en_ es~ ecuac1on los valores absolutos de los 
coriesjxmdientes~vectores.· Al reemplaia:r el· subíndice i por j y substituyendo las ecuaciones 
(1.2;3) y (1.3:l) obtenen,os: ' . . . 

-; .>:--· .. ·'. ~:·: . ·::\'· 
t¡° =. Cj uj Z;I I:C, ·u; Z¡ 

. , ja¡ 
( 1.3.5) 

A partir de esta ecuación es evidente que el número de transferencia depende 
generalmente de la concentración de todos los iones en solución. En el caso de un electrolito 
binario (n=2) el número de transferencia t¡° no depende cxplfcitarncntc de la concentración y es 
igual a u1/(u1 - u2); en realidad, sin embargo, los resultados de las mediciones revelan pequeños 
cambios de t;º con la concentración debido a variaciones desiguales de u1y u2• Por esta razón, los 
números de transferencia deben ser usados con cautela en cálculos si los cambios de 
concentración son profundos. 

En un sistema de coordenadas que es fijo con respecto a la celda, la velocidad del 
solvente, v0 , es generalmente diferente de cero, causando un cambio en el número de 
transferencia. Procediendo en forma similar al de la derivación de la ecuación ( 1.3.5), llegamos a 
la ecuación: 
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(1.3.6) 

La comparación de las 2 ·últimas ecuaciones, permite observar que la diferencia t.º- ~ es 
directamente proporcional al cociente de la velocidad de In solución entre In densidad de 
corriente, v0 I j. En este caso, también se utilizan Jos valores absolutos a los vectores). 

El gradiente de potencial en In solución no necesariamente es igual a cero. Aún cuando no 
fluya corriente eléctrica a través de In solución, los gradientes de concentración provocan el 
denominado potencial de difusión o potencial de unión líquida. Para calcularlo, reescribimos la 
ecuación ( 1.3.1) como sigue: 

. F " 
'V'cj> = _ _!_ -I;D;z¡'V'C¡ 

;. X X i=I 
(1.3.7) 

Si no fluye corriente a través de la solución, esta ecuación se simplifica a la siguiente 
forma: 

"F n : 
'V'cj> = -~ L;D1z1'V'C; 
.... ; X i=I 

(1.3.8) 

. J?iir s.implicidad, asumiremos que el gradiente de concentración (y por lo tanto la frontera 
.entre dos soluciones) es plano, de manera que cuando escogemos el eje de coordenadas x 
per¡:iendicular a esta frontera, los gradientes de concentración tienen solamente un componente 
que no es cero. Entonces obtenemos usando las ecuaciones (1.2.2) y (1.3.3): 

n 

· LC;u¡dlnC1 
dcj> = _ RT_,_;."''---

F .· n 
. }2C¡U¡Z¡ 

' ~-1 i~ '' 

y final~~ntecon el us'o de la ecuación (1.3.5) llegamos a: 
- .. , -

- , < :~T 'n t~ 
dcj> = --L .:!<i In C¡ 

F i=I Z¡ 

( 1.3.9) 

(l.3.10) 

Esta es In ecuación básica de la teoría del potencial de unión (recuerda a In fórmula de 
Henderson o a la fórmula de Planck). Para electrolitos binarios, los valores de t;° en esta ecuación 
pueden ser considerados constantes; sin embargo en el caso general son funciones de las 
concentraciones y por lo tanto también de la coordenada x. 
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La. ecuac1on. (1;3.7). muestraciiistructivamente. que en la región en la cual son 
considerables'. lós gradientes de .concentráCióri existentes, la diferencia de potencial entre dos 
puntos está dada no solamente por la densid~d de corriente y por la conductividad, sino también · 
por los gradientes de concentrai:ión: Pór consiguiente;':no es posible aplicar la ley de Ohm en 
tales casos. '······ :<' , .·.;_;e . 

··,,.•, 

Consideremos ahora el balanée de mat~ri~{I::i:sj. Ai multiplicar dicha ecuación por ZiF 
y sumar sobre todas las especies iónica5, tomando en cuenta la condición de electroneutralidad 
(l.2.6), obtenemos: · · · 

n n 

FLZ¡V•J¡ +FLz;li¡= O (1.3.11) 
i=l i=l 

Debido a que la neutralidad eléctrica de la solución debe ser preservada, es necesario que 
la producción total de carga en cualquier elemento 'de volumen (el segundo término de la 
ecuación anterior) sea igual a cero. Por lo tanto arribamos a la condición de la preservación de 
carga eléctrica: 

n 

FLZ;V'•J¡ = V'•J=O 
ia:I 

(1.3.12) 

Si combinamos este resultado con la . ecuación ( 1.3.1 ), obtenemos una ecuación 
modificada de Laplace para el potencial en el. e.lectrolito bajo ·la presencia de gradientes de 
concentración: · ' 

n n ·:. ,,,·~· ···<::,'_: .. n·,/ .. ::>':_. --·~_:· .. ·_- - _:·, 
:¿ C·U·Z·V2 cj> + Vcj>. ¿ o:z. ve. + ¿ I).'f: v2c: =o .. 
i=J 1 l 1 . -i=) ::.,---1 ª_:,-:,~~;'·) .. ,t~·i;i:i=i'~·:/-"·~- ~;_.'-: 1 _._:·,,, .-.-

1: ~ :.~· - .•. 

(1.3.13) 

La cual, con la intrOducción de lá cÓnductividad eléctrica (1.3.3), puede ser rearreglada de 
la forma: ,.,.,:. •>;C/é:ni 

,__ _ -.. ~-~·-_;-~:~~-:;:·_~1rü ~~~)~~;?.~·i :~:.; _;:~,E._, __ 

xv2cj>+Vx•yc1>iI;"~i:)¡:z;¡\72.c; =O (l.3.14) 
. . . ,. ··,:• :·:~'LYJ:i=~::' .: . 

.. . ·~i··~(~h~~·~~:~oJ
0

c~ri;aciones constantes de todos los iones, esta se reduce a Ja ecuación 
común deLáplace. 

. .··:.~ - t:, -,-.> 

(l.3.15) 

La cual es aplicable a soluciones de electrolitos diluidos isotérmicos en ausencia de 
gradientes de concentración; la ecuación ( 1.3.2) puede ser considerada como su forma integrada. 

Similarmente, la forma integrada de la ecuación (1.3.14) es (l.3.7), o después de 
introducir la conductividad eléctrica: 
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·(v'cj> + Ff D¡z¡V'C¡ -j (1.3.16) 
i·l 

En seguida podemos derivar una forma de la ecuación de Laplace válida para 
concentraciones constantes, pero en la presencia de un campo no homogéneo de ti:mperatuias. 
En este caso deben tomarse en cuenta Ja dependencia con la temperatura de la movilidad iónica 
u, y consecuentemente de Ja conductividad electrolítica. Por substitución de In ecuación (1.3.2) 
en ( 1.3.12) Obtenemos: 

( 1.3.17) 

Cuando se usa esta ecuación, debe notarse que la expresión matemática ( 1.2.1) no 
contiene un término que involucre al coeficiente de difusión térmica, de manera que Ja ecuación 
( J .3.17), que está basada esencialmente en ( 1.2.1 ), no es completamente adecuada. Sin embargo, 
ya que podemos asumir que el término V'T es constante en Ja región de interés, enwnces el 
ténninoV'2T que aparece en In ecuación exacta es igual a cero y la ecuación (1.3.17) puede ser 
tomada como una buena aproximación. 

1.4. Ecuaciones para Procesos Electroquímicos Controlados por 
Transporte de Masa 

En el siguiente desarrollo se asumirá que los coeficientes de difusión y las movilidades 
son independientes de las concentraciones y que Jos líquidos son incomprensibles, por lo tanto, a 
partir de la ecuación de continuidad: V'•v0=0. 

Empezando con In ecuación (1.2.5) y expresando Jos flujos por medio de In ecuación 
(1.2.J), obtenemos: 

OC¡ . 2 a1= D¡V' C¡ + u¡V' • (C¡V'cj>)- v 0 • V'C¡ - O¡ (1.4.1) 

Una simplificación considerable tiene lugar si la solución electrolítica contiene un exceso 
del llamado electrolito soporte, el cual incrementa considerablemente la conductividad 
electrolltica de la solución , pero no participa en la difusión (un caso típico de polnrografia y 
métodos relacionados). De acuerdo con la ecuación (1.3.8) el gradiente de potencial decrece al 
incrementar la conductividad, de modo que, como una primera aproximación, podemos 
despreciar el segundo término del Indo derecho de la ecuación ( 1.4.1) para obtener: 

ac. 2 -¡¡- = D¡V C¡ -v 0 • VC¡ -8¡ (1.4.2) 



C:uyo significado f!sil;o puede ser expresado de la siguiente manera: 
-- -. ' . . . .. ' 

[Acumulación],,; [Entradá - Salida]~~ifucii1nn,;,1 .. u1.,. +[Entrada - Salida]pordorwi•n "º"'"°';"' + 
[prodúcción - consumoJ..,;;.;...oiil.;qulmica · 

En: la ausencia de reacci~nesqufmi~a.5 (li; = O) esta expresión conduce a la ecuación de 
•"difusión convectivá; " " " " .· " ." " 

,_.,_,?~-: ~>· ; ' 
· En un caso de importancia práctica, la concentración de el ion que se difunde es 

independiente del tiempo (caso estacionario). Esto ocurre, por ejemplo, en un electrodo de disco 
rotatorio. La (ecuación 1.4.3) entonces toma la forma: 

D¡ V 2 C¡ - Vo •VC¡ ( 1.4.5) 

Otra simplificación importante de la ecuación ( 1.4.1) está relacionada a las soluciones de 
electrolitos binarios. En este caso, ni el b'fadiente de potencial ni la contribución de migración 
del flujo total pueden ser menospreciados; es, sin embargo necesario establecer li;=O, dado que 
una reacción química podría producir una tercera especie iónica, de manera que el electrolito no 
podría ser por mucho tiempo binario. 

En el texto que sigue, el subíndice 1 se refiere al catión y 2 al anión. 

Consideremos un electrolito binario,.e( cual disocia en V1 cationes y v2 aniones. Su 
concentración C, cumple la condición.: · 

e= S.=~ :. · ; < Cl.4.6) 

v1ui.c::ljunto con la reláci~j (1:4;1):nos da las sigilientes ecuaciones diferenciales 
parciales noHneales: . ,, :· <. :: .• :>t ' · · 
aé· :.:·:···. ~:•.·,:·• ... ·,. .L" ":" 
-.=.DiV7C+u1V•CV4jl-:-v0 .. ?C•: 
at .•: :;.., '" ·: "'. : :·,.:,o:, ... :.,.·. ·: 

·.;-::\, . --, (~<_;_ 
éic ' " y ' .·.··.· ," 
a¡-= D 2V2.C+u2V•.CV4jl.,-v0 •VC 

(1.4.7) y (1.4.8) 

Sustrayendo la última ecuación de la primera, obtenemos: 
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DI -02 2 
v.CVfl=---V e 

u1 - u2-

Que co~es~nd'e a un caso especial de la ecuación ( 1.3.13 ). 

AJ sustituir el término vo(CVcp) de (1.4.9), (1.4.7) o (1.4.8) obtenemos: 

ce· . ~· " · · 
-=DV"C-v 0 .VC et .. ·. ·· 

.. donde: 

(1.4.9) 

(1:4.10) 

D = D2Íl1 - D1u2 (1.4.11) 
U¡ -U2 

es el coeficiente de difusión del electrolito ( o sal ) .. La ecuación ( 1.4. I O) es formalmente 
tdéntica a ( 1.4.3) y describe la difusión convectiva del electrolito como un todo. 

Si consideramos la dependencia de D con la concentración. podemos reemplazar el 
término DV1C por v.ovc. Es e"idente a partir del desarrollo realizado, que la ecuación 
(1.4.10) es válida también durante el paso de una c.cmiente eléctrica a través de la solución. 
AJ resolverla obtenemos la concentración C como una función de las coordenadas espaciales 
y el . tiempo, que puede ser usada en cálculos de la.distribución del potencial eléctrico. Con 
tal propósito, u5amos la ecuación ( 1.4.9), o preferentemente su forma integrada: 

(Dt--D2)VC+CCut - u2)V9'= __ j_. 
,., :-,. > . Fz1v 1 

(1.4.12) 

Lá 'cual es un caso especial de la ecuación (1.3.1). 

Los gradientes de potencial y concentración son por lo tanto mutuamente 
dependientes: en la ausencia de corriente (j=O) son aún proporcionales el uno al otro. La 
ecuación (1.4.12) permite calcular el potencial de difusión para j=O ea una solución de 
electrolitos binarios diluidos. 
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1.5. Condiciones de Frontera 

Debido a la gran diversidad de problemas electroquímicos, daremos solamente 
algunas indicaciones generales imponantes de como proceder en Ja derivación de las 
condiciones de frontera de las ecuaciones diferenciales mencionadas anterionnente. 

Dado que el potencial en un electrolito se mide contra un electrodo de referencia 
disponible, y solamente las diferencias de potencial son accesibles a Ja medición, podemos 
seleccionar el potencial de referencia en cualquier punto arbitrario; por ejemplo, podemos 
colocar cp=O en una región donde las concentraciones alcanzan valores constantes. 
Similarmente es posible preestablecer los valores de la concentración en un cierto espacio o 
plano. Si una corriente eléctrica fluye a través de la solución, entonces la densidad de 
corriente en una superficie dada, con la ayuda de la ecuación (1.4.12) nos da otra condición 
de frontera. Esto aplica especialmente en el caso de reacciones electródicas. Si asumimos, por 
ilustración, que el ion "I" de un electrolito binario sufre una reacción electrófica en una 
superficie (subíndices), podemos expresar Jos componentes normales de Jos fluxes usando las 
ecuaciones ( 1.2.1) y (1.2.3) como: 

(1.5.I) 

(1.5.2) 

donde n se refiere. a Ja dirección normal. De acuerdo a Ja ecuación (1.4.6), podemos 
introducir la concentráción 'del electrolito,C. La ecuación final conduce a una relación simple 
entre los gradientes de superficie: · 

(l.5,3) 
. - :·. . . . . . 

C:()n ayucfu: de.la cual eliminamos el gradiente de potencial en la ecuación (l.S.1) para 
obtener: o:, ~'!; 

(l.5.4) 

/ ·E;I núciero de transferencia del anión para un electrolito binario es tº:=-u2/(u1-u2) y el .. 
coeficie11te de difusión está dado par Ja ecuación ( 1.4.11 ). 
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Puesto que el espesor de la doble capa es despreciable en comparación con la capa de 
difusión de Nemst, no es necesario considerar dicha doble capa en el cálculo de los íluxes 
molares de las especies iónicas. Bajo esta consideración, la condición de electroneutralidad es 
correcta en toda Ja capa de difusión. El íllLX de partículas que no participan en el proceso 
electródico es naturalmente igual a cero en la superficie del electrodo, mientras que los íluxes de 
otras partfculas están dados por expresiones del tipo de la ecuación (l.5.1). 

En el caso de una reacción de electródica, las ecuaciones anteriores se reemplazan por 
una relación entre la densidad superficial de corriente en un electrodo de, i .... y el potencial de 
electrodo o sobrevoltaje electródico. En aplicaciones técnicas, esta relación es comúnmente 
ajustada a una relación de proporcionalidad lineal. 

Elucidaremos ahora la relación entre los potenciales del electrodo y el electrolito. 

El potencial de equilibrio del electrodo, E,. se define como la fuerza electromotriz de una 
celda galvánica, en la que u~o de cuyos electrodos es el electrodo bajo consideración y el otro es 
un electrodo standard de hidrógeno. Esta cantidad tiene un significado termodinámico de gran 
relevancia ya que se refiere a un estado de equilibrio. 

El potencial electródico, E, durante el paso de una corriente eléctrica (generalmente en 
estado estacionario) se define como la diferencia de potencial eléctrico entre una corriente 
metálica asociada al electrodo bajo consideración y una corriente a través del mismo material 
asociada al electrodo de referencia. Lo último se escribe en el lado izquierdo en un esquema de 
celda galvánica. La cantidad E entonces puede ser definida como el "potencial del electrodo 
referido a un electrodo de referencia". Esta terminología, por supuesto, no significa que los 
potenciales de Jos electrodos individuales sean medibles. 

El sobrepotencial ( o sobrevoltaje), r¡, es la diferencia entre el potencial de electrodo 
medido durante el paso de corriente y el potencial de equilibrio del electrodo, (es decir: ,,=E- E,); 

Algunas veces, sin embargo, el valor de E,. no es experimentalmente accesible y tiene que 
ser calculado por datos termodinámicos. 

Para hacer más claras algunas otras relaciones. debe notarse que: 

• El potencial de electrodo E es un caso especial de la diferencia de potencial eléctrica de una 
celda galvánica para el caso donde el electrodo se escribe en el lado izquierdo del esquema. 
Por ejemplo, la celda: 

Cu 1Pt1 H2 i HCl(aq) 1 AgCI 1Ag1 Cu 

es considerada como el electrodo de referencia que se encuentra en su estado de 
equilibrio. 
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• La fuerza electromotriz de una celda galvánica es el valor limite de su diferencia de potencial 
eléctrico para el caso donde no pasa la corriente a través de ella y tanto las reacciones 
qulmicas como las electródicas en la celda están en equilibrio. 

Para nuestros propósitos, es conveniente ubicar el electrodo de referencia (estructurado 
como un capilar de Luggin) tan cerca como sea posible del electrodo de medición. Entonces 
cuando se puede decir que el potencial de electrodo E referido al electrodo de referencia es -sin 
considerar una constante aditiva desconocida- igual a la diferencia entre el potencial interno IJlm 
del electrodo y el potencial interno q> del electrolito ubicado justo en la frontera exterior de la 
doble capa eléctrica (o posiblemente capa de difusión). Es decir: 

E= IJlm - q>, + const. (1.S.S) 

Donde el sublndice s se refiere a el valor de q> en la superficie del electrodo. 

Soluci6n Electrolítica 

Electrodo met!lico Electrodo de Hidrógeno 

Figura 1.5.1. Relación entre el potencial del electrodo y el del elcctrolito 

El potencial interno IJlm es generalmente diferente al potencial de la corriente conducida 
q> 1 (figura anterior), primero debido a la caída de potencial óhmico en el cuerpo del electrodo 
(dependiente de las coordenadas) y, en segundo lugar debido a la calda de potencial entre el 
alambre conductor y el electrodo (si ellos son hechos de diferentes materiales). Sin embargo, el 
último valor puede ser incluido en la constante aditiva desconocida. 

El potencial interno del electrolito, <¡>, en un punto cualquiera generalmente depende de 
las coordenadas y de la concentración del electrolito. Con el fin de medirlo introducimos otro 
electrodo de referencia HE (es decir, de hidrógeno) colocándolo en la región donde la 
concentración del electrolito no cambia. Si denotamos por q>3 el potencial interno de la corriente 
conducida, entonces tenemos en la superficie del electrodo indicador qi. = qi2 - qi3 + q>0, donde 
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la diferencia de cp2 -· cp3 .·es.un~· c~ntidad medible (défini~ t~rmodinámicamente) y la constante 
cp0 puede ser adicionadac a las constantes ya mencióriadas. Con respecto a la ecuación ( 1.5.5), 
también tenemos E = IPm - <p2+ cp3+ const. 

El potencial interno cp3 del .electrodo de referencia HE el cual no está cargado con 
corriente, puede ser incluido en la constante, de aquf que E= IPm - cp2 + cp'0• Como antes se 
mencionó, generalmente no es posible identificar el valor de IPm con el potencial del alambre, de 
manera que se puede establecer: 

IPm = cp 1 + Acpm + const. · (J.5.6) 

Donde el término . A<pm simboliza las perdidas óhmicas de potencial en el volumen del 
electrodo. Entonces: 

(1.5. 7) 

La difer~ricia Q> 1 - 1P2 es directamente medible y la constante cp"o puede ser definida 
arbitrariamente.en base.ª una convención adecuada. 

> :,E~tnctilllenÍ~ hablando, hemos asumido en la discusión anterior que todas las corrientes 
sé cónducen:a través delmismo metal y que el potencial de difusión entre el electrodo de 
referencia"y Ja solución se ha eliminado. . e:: 

. . Eri el ¿aso de sistemas no estacionarlos, es ne~'esario indicar las condiciones iniciales, es 
decir o las concentraciones en el tiempo t = o . para llevar a cabo Ja integración de las ecuaciones 
diferenciales. · 
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2. ECUACIONES DE TRA~SPORTE PARA ELECTROLITOS 
CONCENTRADOS 

2.1. Ecuaciones Básicas 

En esta capitulo consideraremos una teoría fenomenológica más adecuada del 
transporte de iones en soluciones electrolíticas (sin tomar en cuenta las propiedades 
moleculares de los componentes). Con esta finalidad. es necesario abandonar la asunción 
básica de la tecria de transpone en electrolitos diluidos, referente a la difusión independiente 
de todos los componentes en solución. De hecho, en una solución que contiene dos 
electrolitos diferentes, se pueden formar dos gradientes de concentración distintos, entre los 
cuales no hay una relación simple como en el caso de un electrolito binario sencillo, y el flux 
de difusión de cada componente puede ser influenciado por ambos gradientes. En términos 
generales, se pueden esperar interacciones de todos los componentes (solventes y iones) uno 
con otro. Estas interacciones son tomadas en cuenta por la teoría de transpone basada en la 
termodinámica de procesos irreversibles. ,. 

Consideraremos un sistema isotérmico consistente en un solvente (concentración C0 y 
velocidad v0 ) y en n especies disueltas (iones o sustancias no electrolíticas, con 
concentraciones C 1 hasta C0 y velocidades v1 hasta v,J. Los flu."<es individuales se expresan 
de acuerdo a Ja termodinámica irreversible como funciones lineales o fuerzas 
"termodinámicas", X¡. 

N 
j¡ =C¡vj = :LiuX1 

j=t 
(2.1.1) 

Los fluxes molares son referidos al solvente, por lo tanto v0=0; I,¡ son coeficientes de 
transporte fenomeóológic()s; los cuales cwnplen con las relaciones reciprocas de Onsager. 

l¡;=l¡¡. i,j= 1,2, .... n (2. 1.2) 

>.· Las fuerzas termodinámicas X¡ son expresadas en términos de potenciales químicos o 
efectroquímicos, como campos de fuerzas conservativos: 

x1 =-VµJ (2.1.3) 

y son linealmente dependientes de acuerdo a Ja relación de Gibbbs-Duhem 

n 
¿c;X¡ =0 (2. 1.4) 

i =0 

Todas las propiedades de transpone de una solución dada, es decir, Ja conductividad 
eléctrica, Jos números de transferencia, y Jos coeficientes de difusión. pueden ser calculadas 
a partir de los coeficientes 11¡ y vice\·ersa, es decir, a partir de dichas propiedades de transpone 
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se pueden determinar los coeficientes I,,. Sin embargo, estos cálculos se hacen cada vez más 
complicados conforme incrementa del número de especies n; y solamente los casos de 
electrolitos binarios y temarios se hallan reportados en la literatura. 

Por razones prácticas, se han introducido otros parámetros de transporte, D,i , por 
analogía a los coeficientes de difusión. Para mostrar su significado, se resuelve el sistema de 
ecuaciones (2.1.1.) con respecto a X, . Después de rearreglar obtenemos: 

(2.1.5) 

Donde C, =l:C¡ , y D,,=D,, son parámetros de transporte de dimensión igual a las de los 
coeficientes de difusión, que caracterizan las interacciones entre las especies i y j. Ellos son 
definidos solamente para i;0j y son independientes del sistema de coordenadas desde el cual 
las velocidades v, son referidas, debido a q,ue la ecuación (2.1.5) involucra solamente las 
diferencias de velocidades. 

2.2. Electrolito Binario 

Consideremos un sistema que contiene tres especies: el solvente (i=O), los cationes 
(i=I), y los aniones (i=2). Dado que el sistema de ecuaciones (2.1.5.) es linealmente 
interdependiente, debemos eliminar una ecuación, digamos para i=O. Entonces tendremos 
solamente dos ecuaciones, a panir de las cuales se pueden calcular las velocidades v1 y v2 o 
los !luxes J 1 y J: .Debido a que los potenciales electroquímicos cumplen con la relación 
(2.1.4 ), la solución puede ser escrita en la siguiente forma: 

D, Do..., 
v 1 = v,--'Vµ, +--··µo, 

RT · RT 
i = 1,2. (2.2.1) 

Donde los nuevos coeficientes de difusión D, son definidos como: 

2.2.2 

2.2.3 

Adicionalmente podemos obtener una expresión para la densidad de corriente en la 
solución, j=c1Fz1(v1 - v2). 
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( 
o '' o - ) ' • X t1 - --_ - t2 - _ ----

J = -- -Vµ1 +_•_-_-Vµ __ 2 _·. 
F z 1 __ .z2< -

Donde la conducíividad ~speclfica de el electrolito, 
parámetros D,,por ~ e_c~~!,?n%/;'.·,_.,_ '. 

(2.2.4) 

. F- ,·'éC1DQ2+C2Do1 
x=-z1z:Ct[)l_2 RTC o·~+C D - '+CD (2.2.S) 

, _, _ ~ , _ O ___ I;: ;:/· 1 . 02, _ _ 2 01 

z1 y z: denotan _1ái}iJ~a.S d~,1·4tónfel ,_ani_ón en unidades de carga del protón (los llamados 
números de carga) y t0 j'y t0: son los niirneros de transferencia de Hinoñdel catión y el anión. 

. - ~-~·<:~'-·.::~-~~>~.~"'.";:.:"t:::;,-::;~- ,/~·-;:· ... -e-·.. - •. 

º º •:,!:'i\oa1Y•/ 
t1 =1..,t2 = 

0
. _ .. 

0
.... (2.2.6) 

.· · ·. O Zt 01 '." z2 02 

La:~x~;e~;~~ m~temática 2.2.4 es un caso especial de una ecuación más general para 
la densidad de corriente en una solución que contiene Í1 especies iónicas; en este caso los dos 
términos en el lado derecho se reemplazan por la suma de n términos de la forma (tº; / z,)Vµ¡. 
Una ecuación de este tipo hace posible el estudio de los cambios del potencial 
electroquímico, lli , de un ion especifico respecto a la variación de la composición de la 
solución. Esto es ob'vio a partir de la siguiente relación: 

(2.2.7) 

Los términos entre paréntesis corresponden a combinaciones electroneutras de iones 
(para "moléculas" de sales) y son independientes del potencial eléctrico en la solución. Para 
una composición constante de la solución, los términos z,Vµ¡ • z,VJli son igual a cero y la 
ecuación 2.1. 7 se simplifica a la ley de Ohm, ya que en este caso: 

C i = const. (2.2.8) 

La movilidad eléctrica u, de un ion (es decir, su velocidad en un campo eléctrico de 
intensidad unitaria) se define por la ecuación: 

v¡ -v0 = -u¡VjlS C¡ = ctte (2.2.9) 

u, es referido al solvente. Debido a la condición c, =ene, la ecuación 2.2.8 es aplicable; 
esta se sustituye en la ecuación 2.2.1 y se compara el resultado con la ecuación 2.2.9, 
entonces obtenemos: 

19 

.. '. ;, 



U¡= ºt;i. (2.2.10) 

EsÍe res~Úado es formalmente idéntico con la ecuación de Nemst-Einstcin, sin 
embargo él coeficiente D, es ahora definido por la ecuación 2.2,I, válida para soluciones de 
concentraciones arbitrarias; ¡:iara soluciones muy diluidas esta ecuación llega a ser idéntica 
eón la eéuación de difusión ( 1.2.1) 

' >, PÜ,ede· denvarse una ecuadón que describa el transpone del electrolito como un todo. 
Para ello, asumimos que. una molécula del electrolito se disocia en 111 cationes y 112 aniones, 
entoiáJ v partiCiíJa5/y se intrOduce el potencial químico del eJectroJito, µ. = 11¡µ¡ + 112µ2 • AJ 
murtiplicai Iá e~uaéión'(2.2, I) por el cociente de 111 /D,, y sumar para i=I y 2, rearreglando 
obtenemos· '". ;:·\'.,,· ·' ·· >·. · 

, .. ·/._ </c;k¿; <CD . 
C1~17C¡vo::;RTvVµc + ~/Vµo+F!¡t? 

,-:.·,",~-- :'.,·. :,>:· -
(2.2.11) 

Ain~s ~~di~nies pÜedea ser unificados usando la ecuación de Gibbs-Duhem en la 
forma 'cv¡i.:'_+, CoVµO =O, y después podemos rearreglarla obteniendo (con la ayuda ile las 
ecuacio,11es n:2;_2·~:3; y 2.2, 14): . 

' ;<'·t';c,;0 ·. j º 
C1':1 =C,vo,::: C~RTvVµ. + Fz, t, (2.2.12) 

~l a~1i6ai la\Úvergencia e introducir la concentración del electrolito C =C1 /11 1 , 

obtenemos (asurn'lendo v~ j=O) la siguiente ecuación de transpone: 

ac = ~J.~·.(~r?·~~~~;)• .:.~j~vt? 1 ~. cv . c2.2.l3) 
ot RTv,; l1.So? ,,·;;e{ ,, ; :~z¡v1 ··... { o) 

I.o~ ~éieri~·;¿~t~:~ ~~!di~iÓn D y .2), que se definen por expresiones fonaalmente 

·similares: .. ,. :\?· ~X' :<' 

(2.2.14) 

(2.2. IS) 

son diferentes en que el primero de los términos caracteriza solamente la difusión de la sal, 
mientras que el segundo caracteriza la difusión de la sal corregida por la difusión del 
solvente. Mientras D depende explícitamente de la concentración del clectrolito a través de la 
ecuación (2.2.2), la expresión para .2) no involucra la concentración y los parámetros de 
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transporte D 0 ¡ dependen de la concentración del el~ctrolito solo ligeramente como se puede 
comprobar a partir de las mediciones de difusión: (Esirictamerité liiblando, el ténnino 
C1 ,2> / Co en la ecuación (2.2.12) deberla ser considerado como el coeficiente de difusión, 

por analogía a Den la ecuación (2.2.11 ). ·· 

Debido a que las variaciones del número de· transporte 'con tia CÓncentración son 
comúrunente pequeilos aún en el caso de altas concentraciones, podemos establecer Vt01..() en 
la ecuación (2.2.13). La cantidad 'li•Vo también es despreciable si los cambios de la densidad 
de la solución son suficientemente pequeilos. · · · · 

_:· '· 

Cuando se mide la rapidez de difusión en un~ soluclón electrolítica, se utiliza una 
celda apropiada con la finalidad de que las \'efocidades .de las.especies, v,, sean referidas a un 
sistema de coordenadas fijo con respecto a• la celda:' Para· tal caso, el desarrollo teórico 
conduce a la ecuación: ~·.:/ ·· · · 

~ C1Dv · <·· --· C)D(}\:_ ,,\:~ .. . .j >:~<,~-· .. :.>_. 
(2.2.16) C1v1 = C1vo ---"\'µ.+-. --. 'Vµo +-hv :5::: .. 

·. RTv · · · · :~T·· · ·... Fz1 : /:.> 

: la cÜíii:~s rdrfua~'lllc:~'¡~·¡cj¿'~í'¡~ k;y~··~~~Üa{i<Í~{~.2.11 ), pero ahora D, = CoDV0 , Dov = 
CoD.Y,,', Y-t1;; es eljíúni'ero dé transféfonciií del catiónt.a volumen constante", dado c";;mo: 

' •:._; .. .,.,._•,_, (·; .• t'" :··'-' >., ~ } ;:> c~'!'..1,-..:: ;;:. ,.>-~., _ __:., ;..' , , -" '.~. >' :''"< .. 

11~·;,,·(i~¿;\t;);t?.,.f'.;é~iy/i~":·'.(i\ ? > ')~ )' <.· (2.2.17) 
:.~e···--·'. .. ~,_,~·'.~:~ :L:~ \-:':-:~;> .!·}. ~:¡-~:<··_ ~:~---: .->·~-

, y Y; d~ri~ti; el;'.~~l~~ri piif~i;Í(.rii3i~;·cl~ las especies i. Nuevamente es posible usar la 
ecuación :'ik.i Gibbs:oWiérrifparií.i'üñificár ambos gradientes, con lo cual obtenemos una 

·.·. rélación aÍláloga con láeéuaciÓn (2.2:12): 

(2.2.18) 

Al aplicar a esta expresión el operador V vía divergencia, llegamos a una ecuación 
similar a la ec. (2.2.13), la cual difiere en que .2' es reemplazado por C0 DV0,. t

0
1 port1v. y el 

término de convección está ausente. Naturalmente, no fluye corriente a través de la celda 
durante la medición de la difusión, de manera que j=O, v1 = V2 = v. Por lo tanto, en un caso 
unidimensional, la ecuación 18 puede ser simplificada a la fonna 

( 
dlny±)dC Cv=-..--.v I+--- -

~. 0 dlnC dx (2.2.19) 

donde y± denota el coeficiente de actividad molar media del electrolito. 

La ecuación elemental de la difusión molar (primera ley de Fick), sobre cuyas bases se 
evalúan los resultados de las mediciones, es: 
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'aC 
Cv = -Dc><p dx , (2.2.20) 

Se deduce. P?r comparac1on que el coeficiente experimental de difusión Dexp está 
relacionádo a Ia.5 cantidades termodinámicas de la manera siguiente: 

'r:: .. ;·-:·.:. '\·.:': 

(2.2.21) 

·> ~." .. '.-::·~·_:;·~~·>: :;~ .. :;~:.~·~r::>_',,-{''-' >" .. 
. ·,Al increineñtársé~.la concentración del electrolito, los tenninos C 1 !Co ,. CrNo se 

apró~Únan: a' l(unidaª:y ~ Iii y±/ d In C se aproxima a cero, de manera que D""' ~ aproxima 
al valor éle4)';7,;z:;:?;:\"J'//'< 
. C.'.~.E;:¡ 1'J~~'}'d~¡:r~·~fici~nte de actividad r-:·. pO<lemos introducir el coeficiente de 
actividad .~~dia mol~l # ~[i:#I está reponado en tablas ~sicoquimica5 como una función de 
la· concentración molal;' m:·¡.~;· " 

• ~:Á.)~1;f~lla~iih;i1;+d ln y:!:/d lnC) eoVo = 1 +d In y± Id In m. Obtenemos: 

(2.2.22) 

; I.a~ ecua~iones (2.2.11) y las que le siguen son útiles porque no involucran a los 
potenciales: electróquiinicos de los iones indi.,.iduales, los cuales actualmente no son 
accesibles ·a medición. Sin embargo, La ecuación (2.2.4) para la densidad de corriente, eún 
necesiiii ser transformada a cantidades medibles. Hay dos posibles caminos para esto: 

Primero, podemos descomponer los potenciales electroquimicos en sus partes 
"química" y ºeléctrica". 
µ¡ = µÍ + Fz¡tp (2.2.23) 

y reemplazar la actividad del ion en la expresión por el potencial químico de el ion.µ\ por la 
actividad molal media. Los posibles errores debido a este procedimiento se cancelan 
naturalmente en todas las relaciones en las que los potenciales químicos de los iones 
individuales se combinan para dar el potencial quimico del electrolito. La finalidad de los 
cálculos es obtener cantidades medibles, y dichas cantidades no pueden depender de la 
actividad de un solo ion; si lo opuesto fuera cieno, seria posible calcular esta actividad a 
panir de ellas, y esto, como es bien conocido, no es posible en base a la teoría termodinámica. 
La aplicabilidad de la descomposición lineal (2.2.23) puede ser objeto de comentarios 
críticos, sin embargo las más recientes consideraciones teóricas parecen darle buen 
fundamento. 
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La ecuación (2.2.8) nos trae un problema de un carácter más serio, el cual merece por 
lo menos una breve discusión. La diferencia en los potenciales eléctricos de un simple ion en 
dos diferentes fases corresponde al trabajo debido a una transferencia reversible de un mol de 
iones desde una fase a la otra a temperatura y volumen constante. Por lo tanto, depende del 
estado eléctrico de las fases involucradas, cada uno de los cuales puede ser caracterizado por 
el potencial interno de la fase, q> • Este sin embargo, es exactamente medible solamente en un 
medio de composición constante. En el caso general, de composición variable de la solución 
electrolítica, la ecuación (2.2.8) y la descomposición del potencial electroquimico (ecuación 
2.2.23) no tiene por tanto un significado fisico claro. 

La medición de q> está sujeta a error debido al conocimiento imperfecto del potencial 
de unión liquida entre el electrodo estándar con un puente salino y la solución medida. 

Sin embargo, si eliminamos el potencial de difusión al usar una electrodo de 
referencia, estaremos exentos de esos inconvenientes. Entonces tenemos un segundo método 
de transformación de la ecuación (2.2.4): 

), Introduciremos el potencial ER , de un electrodo de referencia en un punto dado ea la 
solución, medido contra el mismo electrodo de referencia en un punto fijo donde la 
concentración de la solución no cambia. Naturalmente, tenemos en mente un electrodo sin un 
puente salino, es decir, un electrodo del segundo tipo en la misma solución. El estado de 
equilibrio del electrodo debe involucrar al menos la concentración de uno de los dos iones del 
electrolito (M 1 y M 2 ) y quizá también la del solvente (Mo). La reacción en el electrodo puede 
ser formalmente escrita como: 

SoMo + s 1M1 + s2M2 =ne· (2.2.24) 

y de acuerdo a la termodinámica, una ecuación análoga es válida para los potenciales 
electroquimicos: 

(2.2.25) 
.11· 

El potencial electroquimico de los iones, µ., es de acuerdo a esta definición, igual al 
trabajo debido a la transferencia de un mol de electrones desde el estado estándar hasta el 
potencial del electrodo ER . Por lo tanto µ.= µ. 0 

- ERF. Al sustituir esta expresión ea (2.2.25) y 
aplicar el operador V como función gradiente, se obtiene: 

(2.2.26) 

Esta es una ecuación auxiliar importante que permite eliminar los gradientes de los 
potenciales electroquímicos de iones individuales a partir de la ecuación (2.2.4 ). (2.2.26) 
puede ser rearreglada para este propósito por introducción del potencial químico del 
electrolito µ. = v1µ1 + v2µ2 
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.. ' , El térmi~o vµ-0' én la ecuación (2.2.26) puede ser expresado por la ecuación de Gibbs; 
Duhem (con;ioén'el caso.de la eciiiición 2.2:11) y Vµ¡ puede eliminarse en una fonna similar 
a la dénvaCión de la ecuaé:ión (2.2;27), con esto obtenemos: 

:;~'.::~~!~f '.(t~!~~tJ'~¿}.@VE, · (2.226) 

. . ;;;~·;f:)"~~*1·i~~~~~~fo~,~~j"~~r'~íiiiiinado de las dos últimas ecuaciones y la condición de 
preservacfon'de carga'¡jaril'Ja reacd6n (2.2.24), S¡Z1 + S2Z~ = -n , puede Ser para simplificar. 
Entonces}se'óbiierie la ecuación firial para la densidad de corriente: 

.ff~·~~;;:~:~if }1~~[(~1;1'.f t{~ c~::1). 
, ·,:·.J.',: -' ,,. !· '-.:'-;··' ''~ ·'· 

:: · ·;iJ~~dii{'í~tÜ'1~~';:;¡ s~lamente parámetros termodinámicamente bien definidos y por lo 
Íánto,''cantidiídes medibles;' . 
· 7c ;:;:;A.:.col'léeriti'acioríes constantes de los iones la cantidad ER es idéntica al potencial 

· i~temo'de'ra:Sé;·qi,:co·ino se puede ver fácilmente a panir de la ecuación (2.2.26) usando ta 
ecuación (2.2.8) y la condición de conservación de carga. 

Las ecuaciones generales mencionadas parecen algo complicadas. Sin embargo, se 
pueden simplificar en casos especiales tales como la teoría de transporte de ácido sulfúrico. 

En sistemas donde los procesos alrededor de los electrodos juegan un papel tan 
importante como los procesos de transporte, es necesario introducir, además del potencial ER 
del electrodo de referencia, el potencial E en el electrodo de trabajo. Para prevenir 
dificultades en Ja búsqueda de una relación entre esas cantidades, es preferible referir el 
potencial del electrodo de trabajo a un electrodo del mismo tipo que el usado al analizar Jos 
procesos de transporte. 
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3.TRAI'iSFERENCIA DE CALOR EN SOLUCIONES ELECTROLfTJCAS 

3.1. Ecuaciones Básicas. 

Las ecuaciones básicas para la transferencia simullá'~ea de masa y calor en procesos 
electrolíticos, tienen la misma forma que para solu'ciónés:no electrolíticas y en general su 
resolución puede presentar cierto. grádo ·de · complejiiliid. •Sin embargo, para aplicaciones 
prácticas, tales como problemas que concie.maíi. con.·· electrolizadores, las ecuaciones 
diferenciales pueden ser simplificadas despreCiárídocieriós ténninos. 

!·.'-'·,-·· ': ,•, 

La densidad de ílujo de calor en electrolíto~ p~~de ser expresada como: 

q = - kr VT + I: J:L J,' + q<•> , (3.1) 

donde.el primer término en le lado derecho especifica el ílux de calor debido a la conducción 
y kr denota la conductividad térmica. El segundo ténnino corresponde a la transferencia de 
calor asociada al ílujo másico. Ja' = J, + C; v, es la densidad de ílujo relativa, tomando como 
referencia la velocidad promedio v, dentro del campo de velocidades, y tL es la entalpía 
molar parcial de la especie i. El último término de la ecuación (3. 1) representa la denominada 
"densidad de ílujo de energía de Dufour", que corresponde a un fenómeno inverso a la 
difusión térmica y será despreciado en nuestras consideraciones. 

El balance de energía térmica, despreciando los términos de disipación viscosa, y los 
cambios de densidad con la temperatura, tiene la fonna: 

pcP(~T +v. vr.) =-v. q + ~ Hi(v .J. '+o·) 
' o.t ' i = 1 1 1 

(3.2) 

donde.Cf,esi~~a;a~icfud calorífica a presión constante. Si q se expresa a partir de la ecuación 
(3.1) y q ~! es despreciado, entonces: 

(3.3) 

Aquí, el segundo término del lado derecho involucra el equivalente eléctrico de Joule, 
debido al paso de corriente eléctrica a través de la solución. Este efecto llega a ser obvio si 
consideramos una solución sin gradientes de concentración ni de temperatura: en tal caso, los 
fluxes J,' pueden ser expresados exclusivamente por la densidad de corriente: 

J,' =t¡j/z,F (3.4) 



(compárese con las ecuaciones (1.2.3) y (1.3.4); el número de transferencia. I; está 
especificado con referenCiá a la velÓCidad promedio v, pero recuérdese que para 
concentraciones no muyaltis-~-,. t, 0

).- ·-- -- -_ 

El gradiente de :entalpía a presión y volumen constante, es igual al gradiente de 
energiá interna, el cuala su vez ~s igual al gradiente de la energía electrostática, z, Fcp: 

(3.5) 

Las doS"úh~iis· ecu~ciones permiten obtene~: 
D . ,·.··!_ )\~\!\ :•.;'j,j -LJ· ,VJi. = .. ·J•V!P=.-:--. 

. i~I '/~:·l.,:~~:%]>l<;_i·.·f/' .. -.•-.. _·. -··-· ·-.. -' 
donde' x és_ la'conductivié!ad eléctrica de la solución o coaductancia. 

(3.6) 

,'-',;'.~":': "-' é '1/.- · ... ;_'. ,,-. · •. ', ·: 

. . Si 5~j,;;iie~~~- cl~l~sih ~e~¡;l~do' es apr~;{¡madamente aplicable al caso ca que la 
disiritiudóit de'la:;temperaillra:;Y 1a:concentración;ea el seno de la solución no sean 
homogéneas ••. y'si consideralTlos:qúe nó'.'5e,llevÍn_ a cabo reacciones químicas, entonces 
obtenemos, a partir de las'ecúiícióries (B) y 3:6): • 

,, '.--·,.:. -)/: .. : .. ';;;,:J:.: -;;--, .. J. -

pcP(~~ +.v. vr) =V:(~~~-_f'..~;{~3f)" (3.7) 

Esta ecuació~ nos. pe;.;:;¡lt~ ~lcul~ el perfiÍ de temperatura en el seno de la solución 
electrolítica. '/.:.•· · · · 

Debemos mantener en mente que el término j•j/x_ que representa la disipación de 
calor por efectos eléctricos; fue derivado para una distribución homogénea de temperatura y 
concentraciones, y por lo tanto, da una aproximación aceptable solamente en el caso de 
sistemas en los cuales los gradientes de concentración y temperatura sean relativamente 
pequei\os. Un indicativo de que el término mencionado es solo aproximado, es el hecho de 
que la dependencia de la conductancia con la temperarura no está involucrado explícitamente 
en la ecuación (3.7). (Compárese, por ejemplo, con la forma de la ecuación de Laplace 
( 1.3.17) en la región donde la temperatura cambia). Además no se han considerado los flujos 
de calor por convección natural, debidos a los cambios de densidad con la temperatura. 

Debido a que las máximas diferencias de temperatura en los electrolizadores son del 
orden de IOºK, podemos considerar a la conducli\.idad calorífica como constante y definir la 
difusividad térmica de la solución como ar= kr / p Cp. Con esto, la ecuación (3.7) puede ser 
rearreglada como: 

aT 2 j.j 
-+v.vr=arV T+-
ct pCPz 

(3.8) 
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El calor es producido en .los electrolizadores no solamente en el seno de la solución 
electrolítica, sino quefambién en la int~ñase entre los electrodos y la solución. La producción 
de calor:en la Ínterl"ise ésiá d.1da por el cambio de la entropía (TVSj par.i un proceso 
electródico dadci; que püede ser escrito en forma general como: 

:tS. M~ ~ l{e'. (3.9) 
•; 

, . . .•.. El c~mbio de entropía puede ser.formalmente di\idido en un término irreversible, 
relacionado al sobrepcitencial de acth·ación, y otro reversible. 

Si se desprecia el efecto Dufour y se establece que la velocidad de la solución en la 
inteñase es igual a cero, entonces el flwc de calor en la inteñáse y la conducción de calor en 
el electrodo están dados ambos por los modelos matemáticos para la conducción y para la 
transferencia de masa, como se sigue a partir de la ecuación (3.1). En estado estacionario, Ja 
densidad de flujo de calor 'kd que entra a la inteñase debe ser igual a la cantidad de calor q._, 
que entra a la fase sólida del electrodo; ambos son representados por sus componentes 
nonnales (subíndice n). Por lo tanto: .. 

a 

qn.d = -k1-(9a-)d'+ ¿H¡J~d = qn.s = -kr.s( ~!) + H.1... (3. IOJ 
. · ' i•I 

5 

La densidadde'fl~jo ~ásÍco que entra al electrÓdo es igual al flux de electrones J._.= -
j. F, donde j 0 denota la componente .normal de. la densidad total de corriente. Los !luxes de 
otras: especies que entran a la inteñase pueden ser expresados en base a la ecuación 
esteqúfométrica (3.9). como J,d = s, j 0 /nF, debido a que una carga de 1 Faraday corresponde a 
s,ln moles de lá especie M, •con carga eléctrica z, . La entalpías molares parciales están dadas 
pi>r la rela~ión ierrii,odjnamica H¡ = µ, + T S, . 

,, . . E~·el caso ~cli~ensional (un electrodo plano y coordenada x normal a la superficie), 
la ecúációo (3, 10) puede ser rearreglada a Ja forma: 

k . . (ºT) k (ºT) j 0 (~s¡µ¡ ) . T(~s¡S¡ -5 ) - T - + T.s - =- ~---µ. +Ja - L..--- e ax d ox 5 F i•I n F i•I n 
(3.11) 

Si Ja reacción electródica procede en estado de equilibrio, el primer término del lado 
derecho sería igual a cero. Sin embargo, en el caso general, es igual a j 0 ITJ. , donde TJ. 
representa el sobrepotencial de activación. Por lo tanto: 

(oT) (ºT) . . T(~s¡S¡ - ) -kr - + kr.s -;;- =Ja '11 +Ja -F ~---s. ax d , .. x 5 1•! n 
(3.12) 

Los términos en el lado derecho de esta ecuación representan la producción de calor 
en la inteñase del electrodo. El primero de ellos corresponde a Ja producción irreversible de 



calor, mientras que el segundo toma en cuenta la producción reversible. Las entropías molares 
parciales obé:decen la relación tennodinámica familiar: .; •. ~· .... 

s, =-(ªµ¡). 
. ó'T p,x. 

' 1 

(3.13) ,· 

donde p denota la presión, y x, la fracción molar. 

Debido a que los potenciales electroquímicos de los iones individuales no son 
accesibles a medición, los valores de S, no pueden· ser ex.actamente conocidos. Sin embargo, 
para un sistema completo que incluya un ánodo' y un cátodo, los calores de reacción 
reversibles se combinan para dar cantidades medibles (las entropías de iones se combinan a 
entropías de moléculas). · ·· ·· 

Una determinación aproximada de los valo~~s de S, está basada en la convención de 
que Ja entropía standard de los iones hidrógeno/a.Sí como la energía libre de Gibbs y Ja 
entropía standard para la reacción: Y, H2 =o .H'° +e-, es decir, el potencial del electrodo standard 
de hidrógeno y su coeficiente de temperátuia son iguales a cero. de acuerdo a esto: 

óSº= SºH+ + Sºc ·Y, SºH =O 

donde se ha establecido Sºli~ .;.; o'. .. p~~~I~ ~to, la entropía de los electrones en el electrodo 
metálico es igual,a un medio.de la' entrópía standard del hidrógeno, reportado como 130.59 
JiºK: Entonces Sº0 = 65.29 ·J/ºK. ~ • · 

se puede as~lr ~ue los ele~trones están siempre en su estado standard. es decir, su 
entropia standard s0

; es igual a su entropía molar parcial s •. de manera que es posible, a 
panir de la ecuación (3.12), calcular aproximadamente el calor involucrado por el proceso de 
electrólisis en el electrodo. En casos de imponancia técnica, el término irreversible j. TJ. , en 
dicha ecuación, es comúnmente más grande que el reversible, de manera que los posibles 
errores debido al conocimiento imperfecto de los valores de S, son pequeilos. 

Sin embargo, con la tecnología actual, el balance de energía térmica solo puede ser 
determinado experimentalmente para el electrolizador o celda galvánica completos y no para 
cada electrodo individual. Este balance puede ser calculado exactameme con la ecuación 
3.12. 

El procedimiento correspondiente es como sigue: Si escribimos la ecuación 
mencionada separadamente para los electrodos positivo (subíndice A) y negativo (subíndice 
C), y las sumamos, entonces la entropía de los electrones en el lado derecho de la ecuación 
resultante, :Se· cancelan, debido a que j.,, = -j._. , y los ténninos que involucran sobrepotenciaJ 
son aditivos (el sobrepotencial tiene el mismo signo que la corriente, de manera que el 
producto jTJ es siempre positivo), los términos en el lado izquierdo representan Ja producción 
de calor total en ambos electrodos, la cual puede ser denotada como q..,. por simplicidad: 



(3.14) 

Los ténninos entre paréntesis representan elcambi~'de entropía total para la r~íón < 

en el electrolizador considerada: con el cátodo en el laélo derééllo del esquema de reaccióíi, es •· ·· ·' 
decir, la reacción está escrita en la misma dirección . en la , que ella procede en · el. 
electrolizador. Por ejemplo, si consideramos la electrólisis de un hidróxido alcalino, tenemos 
, de acuerdo al esquema (3.9): · 
en el ánodo: 4 OH" = 2 H¡O + Oi + 4e· 

y en el cátodo : 4 e· + 4 H20 = 4 OH"+ 2 Hi 

o: 

2 H20 = 2H2 + 0 2 , como proceso global. 

. Por lo tanto: 

qaot =j~A'la.A +jo,C'la.c - jo.A ~ 6S (3.15) 

· Si la .reacción fuese escrita en sentido contrario, como si procediera en una celda 
galvánica, el valor de 6S cambiaría su signo (al igual que el de cualquier otra función 
tennodinámica). 

La densidad de corriente en un electrolizador o celda galvánica, es generalmente 
función de las coordenadas. Por simplicidad introduciremos el flujo total de corriente a través 
del sistema como 11 • Con él podemos expresar la producción total de calor, Q, en el 
electrolizador, incluyendo la producción en el electrolito, como: 

(3.16) 

donde el término T6Su involucra la producción irreversible de calor en la inteñase del 
electrodo, así como en el electrolito y los electrodos. 

El voltaje tenninal del electrolizador, U, también puede ser dividido formalmente en 
sus panes reversible e irreversible; el primero de ellos puede ser calculado a partir de la 
expresión tennodinámica U,... = 60/nf, y el segundo, Uu cuando se multiplica por I. da la 
disipación irreversible de energía. 

Debido a que 60 =MI - T6S, podemos establecer que = MI - nFU,..., el cual, al 
sustituir en la ecuación (3.16) da: 
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Q = -I Mí- nFU,..,. + Tt.S;r 
t ··••· -nF• .•. ~~-····--

(3.17) 

Debido a que el término _Tt.S¡; es igual a -nF. U11 , obtenemos simplemente: 
Q=-1

1 
Mf+l

1
U . - . . (3.18) 

nF. . . . ···-· •. • ..... 
esta ecuación_ nos pennité calcular la .rapidez de producción de calor (en Wans) a 

panir de la entalpía de reacción; el voltaje terminal 'del electrolizador, y la corriente total. La 
cantidad Q es siempre positiva (el sistema es calentado por el paso de corriente a través de 
él~ ' 
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4. DISTRIHlJCIÓN DE DENSIDAD DE COl{RIE!\TE EN REACTORES 
ELECTROQUÍMICOS CON PROCESOS ELECTRÓDICOS 

CONTROLADOS POR TRANSFERENCIA DE CARGA ELÉCTRICA. 

En esta sección abordaremos el problema del cálculo del campo eléctrico en una solución 
electrolítica y -de acuerdo con condiciones especificas- en el interior de Jos electrodos del reactor 
electroquímico. Por lo tanto, consideraremos el potencial interno de cada una de las fases bajo 
estudio. Si se logra conocer el potencial eléctrico como una función de las coordenadas de 
posición por medio de Ja solución de la ecuación de Laplucc, scr.i posible calcular su ¡,'flldiente, 
el cual via ley de Ohm, permite determinar la densidad de corriente en cualquier punto del 
sistema electrolítico. Entonces tendríamos acceso a los valores de una cantidad medible y de gran 
importancia práctica: la distribución de densidad de corriente, la cual nos da información a cerca 
de si la superficie electródica está hicn utilizada o si existe una sobrecarga de corriente localizada 
y en que extensión. La alta heterogeneidad de la densidad de corriente en di fe rentes puntos de la 
superficie de los electrodos se traduce en una polarización no uniforme de dicha superficie, 
trayendo consigo la posibilidad de reacciones parásitas y un decrecimiento en la eficiencia de la 
electrólisis. Bajo estas circunstancias. la tarea.ele un Ingeniero Electroquímico seria mejorar la 
construcción de la celda electrolitica, de manera que se alcance una distribución más homogénea 
de la densidad de corriente. Esto puede lograrse, como regla práctica, disminuyendo las caídas 
óhmicas de voltaje en el cuerpo de los electrodos y/o en el clectrolito, o por disminución de la 
densidad de corrienh: en los electrodos. La resolución de la ecuación de Luplacc para el potencial 
eléctrico da lugar a la caracterización de una gran cantidad de sistemas elcctroquimicos que 
operan en régimen estacionario. Primero desarrollaremos algunas relaciones básicas para el 
gradiente de potencial en una celda elcctroquimica. 

4.1. Balances de Voltaje para Electrolizadores y Celdas Gal\'ánicas. 

Para resolver la ecuación de Laplacc (V21fl = O) en cálculos de la distribución de 
densidades de corriente local y del voltaje terminal del electrolizador bajo una corriente total 
dada, necesitamos considerar la diferencia de potencial que existe entre el potencial interno del 
electrodo <?m y el electrolito que se encuentra en la cercanía a la superficie del electrodo, cp •. 
Dicha diferencia queda definida por la ecuación I .5.5.: 

E = <pm - cp. + constante, (4.1) 

Donde la constante depende de. la selección delelectrodci de ;referencia e involucra 
posibles diferencias de los potenciales internós en cada imci : .. de los pimtos de contacto entre 
diferentes metales. 1 ~· ··\: · •.< '.•.' ,._.;:,,.: •:•!;,::•'}• .• :,.<•<e•·· 

Ahora, asumiremos que se; tiene un ~lectrolizaclo~;\ coii: el~~trodos que conducen 
perfectamente In corriente, y qúe se.encuentrim conectados coriuna fui:ri_te externu de voltaje de 
corriente continua, U. Si de.notamos él potencial interno del ánodo conQ>m'.A y el del cátodo con 
<pm,c; entonces : · · · ·· · .->· · · 

1 En los 1c.«os antiguos, principalmente americanos. se usa otra definición. de acuerdo con ·la cual el potencial del 
eléctrodo tiené un signo opuesto : E' = el>. - cj>., - constante= -E 31 



U = <jlm.A - <jlm,C • (4.2) 

donde otra vez se han despreciado las diferencia~ de potencial de contacto debido a que ella~ se 
cancelan en un circuito eléctrico cerrado. Puesto que el potencial del ánodo es más positivo que 
el del cátodo, el voltaje U es positivo. Si expresamos el potencial interno del ánodo y cátodo a 
partir de la ecuación 4.1 y los sustituimos en la ecuación 4.2, obtenemos: 

U= EA - Ec + tfls.A - tfl .. c (4.3) 

La caída de potencial en el clectrolito que se encuentra contenido entre los electrodos, 
tfl•.A - tp,,t: , puede ser expresada como 1 j l 1 PE, donde j es la densidad de corriente2 a lo largo de 
una linea de corriente hipotética de longitud 1 (figura 4.1) y PE es la resistencia específica del 
elcctrolito. Por lo tanto, 

U= E" - Ec + 1 j l 1 flc· (4.4) 

+ 

f>m,A 

l)HA 14--------.i 
d 

Figura. 4.1. Distribución de potencial en un electrolizador. 
tflm.A y <rm.c denotan los potenciales internos de las fa~es metálica~ (ánodoy cátodo). <ps,A 
y <ps,c son los potenciales internos de el electrolito en las cercanias del ánodo y catodo. 
BitA y BHc corresponden al espesor de la doble capa de Helmholtz, y d denoUI la disUlncia 
entre los electrodos (aproximadamente la longitud de la línea de corriente,!). 

2 Si Ja comente fluye desde el ánodo al cátodo. entoncesj >o. 32' 



. . . 

Con el fin de obtener las condiciones de frontera para la solu~ión. de l~ ecuadÓ~; d~ ''..1•i' 

Laplace en el espacio interelectródico, podemos seleccionar uno de~ los p0tenciales1)riiemos'~~-~ 
arbitrariamente como potencial de refcrencia3

, por ejemplo., <pm.c =O, EnÍonces, de aeucrdoa la1
·,•/'. 

ecuación 4.2 U= <pm,/\, y la ecuación 4.1 en ambos electrodos (Para Iá cCÍn.stante = 0) da: "- ... 

ljls,c= • Ec, (4.5) y (4.6) 

siendo estas las condiciones de frontera requeridas. 

En un caso mas general, los electrodos tiene'n una conductividad eléctrica limitada, de 
manera que surgen pérdidas de voltaje no despreciables durante el paso de corriente a través de 
ellos. Los potenciales <p11t.A y <p111,c entonces no son homogéneos a lo largo de ánodo y cátodo, 
sino que dependen de las coordenadas. Desde un punto de vista matemático, el problema consiste 
entonces de In resolución simultánea de tres ecuaciones de Laplace: dos para la distribución de 
potencial en los electrodos y una para la distribución de potencial en el electrolito. La 
distribución de potencial en un electrolizador en este caso bidimensional se muestra 
esquemáticamente en la figura 4.2. ;.. 

"m,A(O) 

"m,c(x) 

d 
~HC 

Figura 4.2. Representación esquemática de In distribución de potencial eléctrico en un 
electro) izador involucrando la caída de potencial en el electrodo. <pm, A (O) denota el -potencial 
interno de In fase metálica en el borde superior del ánodo, mientras que IJlm, 11 (x) es el 
potencial interno n una distancia x desde el extremo superior. Comparar con la figura 4.1 

3 El potencial siempre es referido a un valor de referencia apropiado y este puede ser elegido arbitrariamente. 33 



La-diferencia: 
-.: - -~- .- . 

corresponde a la c~ítt:u!C: pÓ~~ial en el cátodo, y 

dá la calda d~v~lt~S~-~~ ;~I ahmi~e~trela terminal y el punto esquematizado x. 
,', ;:.: ""h':.·.-'·'.".; ') • 

La ~áícÍi' de':· ~oÚ~je .enÚá:solúción a lo largo de una linea de corriente hipotética de 
iongirud t .está. dádá pc;r ti diferencia: 

<Ps.~<x) - ~~.ic~\.'o .; ::;)'.,~;;.;:> · .. 
. ;':';~ ~-·>:-; ·-

· · •. Naturalmeríte, ·losP<>tenciáles electródicos son también funciones de x: 

EA = <Pm.A<x) - . <pS,A(x) (4.7) 

(4.8) 

Aquí, debe hacerse notar un hecho imponantc que a veces no es claramente comprendido. 
Solo en el caso especial, en que los ek-ctrodos poseen muy buena conductividad eléctrica, los 
potenciales internos 'Pm.A l 'Pm.c son independientes de la coordenada.~. Sin embargo esto no 
significa que los potenciales de electrodo sean también independientes de las coordenadas. 
debido a que el potencial en el clcctrolito !lls.A o !lls.c puede aún ser diferente en diferentes 
puntos. Solamente si el campo eléctrico en la solución fuese homogéneo, es decir, si todas las 
lineas de corriente son paralelas, el potencial en el electrolito en la superficie del electrodo sería 
igual en todos sus puntos. La polarización del electrodolambicn seria la misma en todas panes. 

Recordemos que EA y Ec son. cantidades medibles que dependen. en. una manera 
.caracterlstica .de la .componente normal de la densidad de .corriente. jn. en la superficie del 
electrodo (considerada· siempre hacia· el lado del electrolito). Para· dar énfasis a· esta· 
circunstancia;-podemos definir Ja.polarización del electrodo como: 

(4.9) 

donde E=C E(j0 }es·el potencial dcl·electrodó a una dénsidad de corriente dada j •. Ei"= E(O) es el 
potencial .de equilibrio· -del electrodo:( en· el· estadci :·de ·.menor "corriente). Por convención, la 
densidad de corriente y la polarización son ·positivas para ·un proceso anódico y negativas para 
·uno catódico. 

En el caso en que procede una reacción electródica simple, caracterizada por un 
equilibrio·termodinámico definido (pero no necesariamente medible), se debe hablar más bien de 
un sobrepotencial que de una polarización de la reacción clcctródica. 
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Un. caso de gran importancia práctica es aquél en el que ambos electrodos pueden ser 
considerados como aproximadamente no polarizables y perfectamente conductores. Esto es 
significativo en ercálculo de la denominada distribución de corriente primuria en la superficie 
del electrodo. Los potenciales en el seno del clcctrolito en contacto con la superficie del 
electrodo pueden ser encontrados haciendo uso de las ecuaciones (4.5) y (4.6); los potenciales del 
ánodo y cátodo se pueden establecer aproximadamente iguales a sus valores de equilibrio: 

C(ls.c= -Ec.:.r. (4.10) 

En la resolución de la ecuación de Laplacc pura el potencial en el electrolito que llena el 
espacio interelectródico, es conveniente definir el "potencial adimensional" como : 

U-F.A, -:tp rp= . 
U-E,c.,.+ Er:.r 

Las condi.~iones de frontera (ecuación 4, lo) entonces ¡ornan la forma de: 

<fls,A =0 ( en ) asuperficie deJ ánodo), y 

Cfls,c = 1 (en la superficie del cátodo). 

(4.11) 

Si desconectamos el electrolizador de la fuente de corriente continua y cortocircuitamos 
sus electrodos o los conectamos a través de una resistencia apropiada, se invierte la dirección de 
las reacciones electródicas y el sistema funcionará durante cierto tiempo como una celda 
galvánica hasta que el potencial del cátodo llegue a ser igual al del ánodo. por supuesto, la 
dirección de In corriente también se invierte. Las ecuaciones anteriores (4.1 - 4.9) también se 
usan en este caso, asi que la diferencia entre una celda galvánica y un electrolizador consiste 
formalmente en la dirección de la corriente, es decir, en la dirección de las reacciones 
clectródicns. El electrodo positivo de un electrolizador es el ánodo, debido a que en él toma IU!,'llr 
la oxidación, mientras que el electrodo positivo de una celda galvánica es el cátodo, ya que 
alrededor de él procede la reducción; con el electrodo negativo la situación es justamente Ja 
opuesta. 

El balance de voltaje de un celda está dado por la ecuación (4.4); cuando los electrodos 
están conectados con una resistencia R, la cantidad U es remplazada por -IR, donde I es la 
corriente total (positiva) que fluye a través de la celda. La cantidad -U es, en estado de equilibrio, 
igual a la fuerza electromotriz de la celda en un esquema en el cual el ánodo se escribe a la 
izquierda y el cátodo en el lado derecho (Por ejemplo, con la celda de Leclanchc, 
Zn 1zni+1MnOz1 C). Si introducirnos el sobrevoltaje de acuerdo a la ecuación ( 4.9), podemos 
escribir la ecuación (4.4) en la forma: 

(4.12) 

donde en el lado izquierdo tenernos la diferencia de potencial de equilibrio, denominada fuer.al'>>' 
electromotriz, denotada en este contexto como -U, (una notación alternativa utiliza el simbo lo E · 
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-- ... - _- .. : - . -· .. '. .. ,: 

con un posible subíndice). Este valor puede ~alcularse a partir de cfutos termodi~ámi~os i 
(precisamente a partir de la energía libre_ de Gibbs ·de Ja reacción elecÍródica ·correspondiente, _ 
como - Ux = -L\0/TJF). 

En el lado derecho de la ecuación (4.12), se encuentran consideradas las pérdidas de 
voltaje debido a la reacción electródica (transferencia) y al transporte de los iones en ambos 
electrodos (es decir, sobrevoltaje), además de la calda de potencial óhmico debido a la 
resistencia externa R y también la provocada por la resistencia interna de la celda. El último 
término está escrito en forma simplificada, ya que en realidad la resistencia del separador 
también debería ser considerada. El balance de voltaje (4.12) aplica, por supuesto, a cualquier 
línea de comente. 

Del mismo modo que en un electrolizador, podemos escoger arbitrariamente uno de los 
potenciales internos como referencia. Por razones prácticas, estableceremos el potencial interno 
de el electrodo negativo cpm.i\ igual a cero, asl la ecuación (2) nos da <pm.c = -U > O. 
Análogamente a la derivación de las ecuaciones (4.5) y (4. 6), obtenemos: 

<r>s,c=- U-Ec. 

Si el flujo de _comente causa una caida de potencial no despreciable en los electrodos (por 
ejemplo a Jo largo del eje x), entonces -similarmente al caso de un electrolizador (figura 4.2), la 
diferencia cpm,c(x) - <pm,c(O) > O da la caída de potencial en el cátodo, y la diferencia <f>m.A(x) -
l?m,A(O) <O da la caída de potencial en el ánodo. 

Si ele!,.jmos como referencia el potencial interno del ánodo en Ja terminal de comente (x 
=O), fPm.A(O) =O, entonces el valor correspondiente para el cátodo será cp0 ,c(O) =-U de acuerdo a 
la ecuación ( 4.2). 

Finalmente, puede mencionarse como un ejemplo práctico, el caso de una celda galvánica 
cortocircuitada con una resistencia despreciable del matedal métálico 'del' electrodo; En este 
caso, es preferible establecer cp0 ,c = Ec.r (y no fPm.A = O). Debido a que los electrodos están en 
cortocircuito, CPm.c = cpm.A. La ecuación ( 4.1) escrita para ambos _electrodos nos da (para 
constante=O): · - ' 

<r>s.c =cp.,c - Ec = Ec .r - Ec = - lle. (4.13) 

(4.14) 

Si la polaÍizacióndel ánodo (sobrepotencial) es despreciable, <ps.A puede ser considerado 
constante. · · , -

En Ja resolución de la ecuac1on de Laplace para el potencial en ·el espacio entre Jos 
electrodos, es conveniente definir el potencial adimcnsional como: 

!=""~-----------------~---- --- -· "-·-·----
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cp*= _ l/l+ u, 
u, . (4.15) 

Las condiciones de frontera adquieren la forma <Ps.A = TJA/ U, (en la superficie del ánodo):;· ,. 
y IPsc = 'le / U, - 1 (en la superficie del cátodo). Si la polarización anódica es medible; éIL 
potcn~ial cp en la superficie del ánodo es igual a cero y en el cátodo es una función de Iá densidact . , 
de corriente. 

4.2. Celda de Hull y Otros Dispositivos. 

Pam reali7.ar un estudio más completo a cerca de las condiciones de operación óptimas en 
procesos de electrodeposición, es conveniente experimentar para rastrear dichas condiciones. 
Los ingenieros electroquimicos han diseñado una gran cantidad de celdas electrolíticas a escala 
de laboratorio, algunas más ílcxibles que otras en términos del control de las variables de interés. 
Una de esas celdas es conocida en el ámbito de la investigación como cel\la de Hull, la cual, 
debido a su geometría permite estudiar los efectos que tiene el ángulo entre dos placas planas 
inicialmente paralelas, sobre la heterogeneidad del recubrimiento durante un proceso de 
electrodeposición, y detenninar en que longitud del electrodo metálico de interés se obtiene un 
mejor recubrimiento en base a lu distribución de densidad de corriente aplicada. Otras celdas 
electroliticas experimentales que se utilizan en este tipo de estudios son: 

4.2.1. Cátodo Alabeado. 

En esta celda el cátodo consiste de una banda rectangular de metal doblada en un ángulo 
de 90° y colocada a una distancia específica de un cátodo plano, como se observa en la siguiente· 
figura. Este dispositivo ha sido utilizado principalmente para estudiar los baños de cromado y . 
observar la extensión con la cual se deposita el cromo dentro del ángulo. · 
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4.2.2. Celda de Haring. 

Consiste de una tina rectangular con aislamiento, dividida en tres compart1m1entos 
iguales. En uno de los extremos va colocado el ánodo y en el otro el cátodo, y se insertan las dos 
telas metálicas para formar tres compartimientos, como se observa en la siguiente figura. 

cá1odo 

Celda Electrilitica de Haring 

Se hace pasar corriente a través del aparato y se mide el voltaje de cada compartimiento. 
La medición del voltaje a través del compartimiento central da la caída de resistencia interna de 
la solución en ese compartimiento y puesto que esto representa un tercio del total de la caida de 
potencial en la celda, la cuida total a través de toda la celda será tres veces esta medida. El 
voltaje a través del primer compartimiento proporciona la polari7.ación del ánodo más un tercio 
de la caída del RI total, de manera que sustrayendo con el vollaje obtenido a través del 
compartimiento central se puede obtener la polarización del ánodo, y en la misma forma, 
midiendo el voltaje en el tercer compartimiento, se puede obtener la polarización del cátodo. 
Parn In potencia del depósito, los resultados son nproximndnmente paralelos a los obtenidos en el 
cátodo alabeado. (Ollard E. A. , Manual de Recubrimientos Electrolíticos Industriales. Ed. 
Continental, 1963, p. 332). 

4.2.3. Cavidades de 11rofundidad \'llriablc. 

Este tipo de dispositivos se emplea para llevar a cabo mediciones del espesor de la capa 
de material electrolizado que se adhiere a los electrodos en función de In profundidad sumergida 
dentro de la solución electrolitica. La siguiente figura representu una cuvidud de profundidad 
variable que crece de izquierda a derecha. También es importante determinar el tipo de 
elcctrodepósito que se forma a diferentes profundidades dentro de la cavidad. 
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4.2.4. Celda de Hull. 

Consiste en una pequel'la celda hecha de acrílico hecha de acrílico u otro material 
aislante. Tiene un ánodo colocado en un extremo y un cátodo en el otro. El cátodo está dispuesto 
en ángulo a través de la celda, de manera que un extremo quede más cerca del ánodo que el otro. 
La medida del cátodo es de 66 mm de altura por 105 mm de largo, y esta disposición permite el 
libre flujo de la corriente a un extremo con una restricción gradual de área transversal para el de 
corriente hacia el otro extremo, de manera que la densidad de corriente varía de un extremo del 
cátodo al otro, como se observa en lo figuro que representa esta celda. 

La celda americana está diseñada para contener 267 cm3 de solución, puesto que una 
adición de 2 g de material a esta cantidad representa una adición de una onza por galón 
americano. Para mediciones en unidades inglesas, probablemente sería mejor disponer de una 
celda con una capacidad de 320 cmJ, a la cual se al'ladirían 2 g de material, igual a 1 onza por 
galón inglés (Ollard E.A., Manual de Recubrimientos Industriales. Ed. Continental, 1963, pág. 
322). 

La prueba de potencia de electrodeposición se hace colocando la solución en la celda y 
trabajándola con una corriente total conocida. La densidad de corriente en varios puntos del 
cátodo puede ser determinada por medio de cálculo y examinado el cátodo. es posible determinar 
la densidad de corriente óptima así como los efectos de diversas adiciones a la solución. Se 
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procede por ensayos sucesivos añadiendo o 'retinmdo por dilución los pr~uctos que se supone 
hacen falta o están en exceso. .- -.. ,.. L.•.· --- --- - ·· 

También puede utili;z;;rse la- celda para estimar el poder de recubrimiento, trabajando a 
baja densidad corriénte y averiguando a que distancia sobre el cátodo se deposita el metal en 
cuestión. La celda puede s.er provista de una camisa de agua y de un calentador. La variación de 
la densidad de corriente alo largo de la longitud del cátodo puede ser graficada (Glayman J. , 
Galvanotecnia, Técnica y Proéédimienios, Eyrolles, Paris, 1980, pp. 175-179), como en la figura 
siguiente: · · · 

. Esquema de variac_iónde_ la densidad de corriente en el cátodo de una celda de Hull 
. . ' . ' para corriente total álta (A) y baja(B) . . . 
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5. CONDICIONES DE FRONTERA 

5.1.Condiciones De Frontera En Celdas Electroquímicas 

Cuando se analiza un reactor electroquimico, la región de mayor interés es el espacio 
comprendido entre los 2 electrodos, el cual está ocupado por la solución electrol/tica y 
burbujas de gas, y limitado por los electrodos y paredes aislantes. Si el espacio está conectado 
por un canal con otro reactor electroquímico, puede suponerse, por simplificación, que dicho 
canal está separado del espacio interelectródico por una membrana aislante ficticia. El 
espacio interelectródico puede ser dividido por un diafragma o una membrana en un espacio 
anódico y otro catódico, imponiendo cierto tipo de condiciones de frontera. 

El transporte de masa y carga eléctrica en el electrolito contenido entre Jos electrodos 
es, bajo cienas consideraciones simplificadoras, gobernado por ecuaciones diferenciales, tales 
como (1.2.1), (1.3.1 ), ( 1.3. 16), o ( 1.3. 17), las cuales, por supuesto, requieren las 
correspondientes condiciones de frontera, y estas a su vez involucran los potenciales 
eléctricos. Las relaciones entre los potenciales internos y electródicos fueron discutidas en el 
capítulo anterior. 

Para obtener alguna práctica en el cálculo del potencial electródico, consideraremos 
una reacción electródica del tipo Ox + ne·= Red. La densidad de corriente en el electrodo, j 0 , 

está relacionada al potencial de electrodo E por la siguiente ecuación general que involucra 
tanto a la concentración como a los sobrepotenciales de activación: 

[
es (ª nF )-_ es (ª hF J] jn =j0 -8..exp _A_(E-Er) ___ ---º-exp _Re (Er-E) 
Cfl. - RT- --- - Cb -- T 

(5.1) 

Donde el s~perindice "s" se refiere a la superficie, "a" a las concentraciones analítica, 
y 

• - •
0 (eª )ª•(e_• )ª~ Jo -Jo o - R (5.2) 

Lá constante jºo es proporcional a la rapidez de transferencia de carga y depende de la 
temperatura. la calidad del electrodo, y la naturaleza de las panículas participantes en la 
reacción electródica. 

Con una convección suficientemente intensa, las concentraciones en Ja superficie del 
electrodo llegan a ser iguales a aquellas en el volumen de la solución, y la ecuación 1 se 
simplifica a 

. . [ (E-Er) (Er -E)] Jh =Jo exp ~ -exp ~ (5.3) 
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. . 
' - '··.·· ·, . . 

donde b,. =RT/nfa,..y be =RT/nFac·. Debido a que en este caso no existen gradientes de 
concentración en la solución, la ecuación (1.2.8) es válida, es decir: 

. 1 (. d ) . Jn =--- gra tp n' 
.· PE · 

(S.4) 

Combinando las dos últirn~e~presi~né;s'y I~ ecliáciones (4.5)y (4.6), obtenemos una 
ecuación básica para.el cálculo del i>otencialien la';!rontera; qi, para uno u otro electrodo. 
Como ejemplo, consideraremos' el :ánrido, cu)'o·¡,oterié:iál está .dado. por la ecuación (4.5). 
Entonces, ·.· .· · · ' ' ~/( 'L t) ·) ' ::.; / . 

. '·,: ,"~ . ~·· :-_ .. ~ ..;.:· .. ·.· ·, 

i. A = - P~ (8"'•) <• = i'['* ~:f ;f: ~ ~·)L~ E, + =~· -u)] es 'l 
El valor de <¡>,;... estÁ uun'bi~~ invbl~~~do en el término grad q>; tiene por lo tahto que 

ser calculado por un procedimiento iterativo asumiendo conocimiento de <?s.A; en la i-ésima 
iteración para calcular qi,_...'+ 1

• Con esta finalidad, la ecuación (5.S) se linealiza a la forma: 

~ 1~: =1H~-r;H<;+~ -{]JH~ ..(U-t-r;) HU-t-r;)]o(<¡~ 
(5.6) 

(el primer término del lado derecho corresponde a -pi1(gradq>);n.A ). El lado derecho de esta 
ecuación toma en cuenta a <¡>,_...i en una forma lineal. Entonces, queda claro como la última 
cantidad puede ser eliminada de la ecuación (S.6). El valor adecuado de ¡p,_... es entonces 
calculado paso por paso por un suficiente número de iteraciones, i. 

Para obtener relaciones más simples, podemos asumir que una de las funciones 
exponenciales en la ecuación (5.3) es despreciable contra la otra. Por ejemplo, para el ánodo: 

(S.7) 

Donde a,.=-(RT/anF)lnjº. Esta expresión es conocida como la ecuación Tafel, la cual 
por supuesto, no es completamente válida para densidades de corriente próximas a cero. Si 
despreciamos este hecho, los cálculos iterativos conducen a inestabilidad (divergencia) del 
método de cálculo. Si insistimos en usar la ecuación 7 en un caso donde la densidad de 
corriente puede ocasionalmente caer a cero, debemos suplir esta ecuación por alguna otra que 
sea lineal y aplicable a pequeñas densidades de corriente. 

De acuerdo a lo anterior, parajn.Asj 1_... = exp (a,.lb,. - 1) 
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b . 
E E 

_ A.In.A 
11.- ,--.--

. JJ;A 

La cual, junto con de la ecuación (4.5) nos da: 
· · b,\j A 

'l's11.=U-E,-~ 
' . . JI.A . · 

(5.8) 

(5.9) 

Para j,,:,... ~j 1~ tenemos la ecliadÓn(5.7), la cual linealiza~dola nos da. a~logamente 
a la ecuación (5.6):' :• ·· ·. '· ·< · 

. ·.· ·.· .. ,, .·.(•··u~ r<_E:<~~·J. ·(u- i -E -a J ' - i 
__ l_(gradrp)':'"I ;; exp •· fPs.A r · A + exp 'l's,A r A 'l's,A <Ps,A 

PE n.A.. . bA b11. b11. 

(5.10) 

Sin embargo, cuando usamos llas dos últimas ecuaciones, no podemos obtener una 
solución analitica. Esto es posible solamente si se linealiz.a la curva de polarización. 

Además de la ecuación (5.8), la cual es más bien un caso especial, usamos una 
tangente trazada a la curva de polarización en un punto correspondiente a una densidad de 
corriente promedio. Por geometría analitica, la tangente a una curva en un punto (Xo. y0) tiene 
la ecuación: 

y =Yo + r(Xo) (x • Xo). (5.11) 

Entonces, para el ánodo, obtenemos a partir de la ecuación 7: 

bln ' b11.(• ') EA - E,= ª11. + A Jn,A + ,.--- Jn,/\. - Jn,/\. 
Jn,/\. 

(5.12) 

Esto puede Ser reescrito como: 

(5.13) 

Las constantes de esta ecuación de Tafel linealiz.ada son definidas como a'A= E,+ aA. 
bA + bAlnj,,:,.... y b

0

A=bA/ jllA. La ecuación (5.13) en compadia de las ecuaciones (4.S) y (5.4) 
nos dan: 

• • ' b
0

A ( ) tp5 11.=U-a11.-b~n11.=U-a11.+- gradrp A (5.14) • . PE n. 

Esta ecuación nos permite derivar expresiones analiticas para el cálculo de densidades 
locales de corriente. Aplica, como es obvio a partir de su derivación, para densidades de 
corrientes cercanas al valor promedio mencionado j,,:,.... 

Si deseamos utilizar la ecuación (5.3) con ambos términos exponenciales, podemos 
linealizarla a la forma de la ecuación (S.13),a pesar del hecho de que no puede ser resuelto 
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' - ' 

con respecto a É. El procedimiento esta otra vez basado en el us~ de la ecuación general de Ja 
tangente(5. l});~n este~~O O~~c:n~'!l()S: ·---~· ºe~ 

j, = j, + ;.[ .~.fr( E~ :n~ .~~E~~ ~11r- EJ . . (S,IS) 

El puntode:~ciriiii-~tC> e~·cii:JJ;As:!irri~s q~e ,ia densidad de corriente j. tiene una 
. magnitUd cercana al'. valor ,''promedio'.' J~ ; '.'la _cUál 'satisfice exactamente la ecuación (5.3 }. 

Esto' im'plica ,; qtie: 'en; esta;, reglóiif relevanie}~ ¡xxkmos _remplazar la ecuación (5.3) 
aproximadáiiierite p(}r_(5.IS).¡La última'puede;ser resuelta con respecto a E; si por ejemplo -

-- consideramos una'corriente anoo,icii; obteríaremos otra vez la ecuación (5.13), donde, las 
constantes a'Ay b'A son ahoradefinidas'éom'éi!i,; - -·-·- - _--·_. 

' o'.>• ··, 

.•_• a 0Ai~E:~¡·fü[~xp(~:_:~·)'·:';e~i(~;;;~;•~)-,,,J- , -• -, 

, - " :: : ·: .: .,_: ~A- .'.'.":·':_),bey•. ; 
" __ - - - ,,- ;- , ': ·- ¡- , __ - , _,_,_ :;·:•.-' :.:•',-:::;ce, __ ' _, '¡ -

b~ ~ L [ b~ exp(E ~AE·J~ b~ e~b( E~: ~Jr- --
5.16 

5.17 

Para potenciales anódicos suficientemente altos, E -E,>>O, los valores de a',.. y b'A 
llegan a ser idénticos con los de la ecuación (5.13). 

La ecuación (5.15) es formalmente similar a la ecuación (5.6); esto no es accidental 
debido a que ambas están relacionadas a la serie de Taylor. 

La ecuación (5.1} puede ser simplificada también en el caso en que los procesos de 
tranSporte sean muy rápidos (una rápida convección} y la rapidez de transferencia de carga 
sea alta, de manera que el electrolizador pueda operar en el intervalo de densidades de 
corriente ü0 l<<j0 • El potencial E del electrodo es entonces levemente diferente al del de 
equilibrio, E,, por lo que puede ser considerado independiente de la densidad de corriente en 
un cierto intervalo. Más precisamente, obtenemos a partir de la ecuación (5.1} o (5.3 }, para 
este caso: 

(5.18) 

y de acuerdo a la ecuación (4.5) y (4.6}, tenemos paraj0 <<I: 

'PS,A = U - E., 'Ps,c =-E, (5.19) 

Bajo estas condiciones, hay buena oportunidad de obtener expresiones analíticas 
integrables para la distribución de la corriente terminal en la superficie del electrodo. 



La solució~ de la eéuación de La place con las condiciones de frontera (S.19) conduce 
. a Ja así llamada' distribución primaria de densidad de corriente, la cual es siempre más i:io

unifonne co1nj>arada .~.otras pÓsibles condicionesde frontera. 

En. c:Ó:rítriüi~; ia distribución st"Cunda ria de· densidad de corriente corresponde a la 
siruacióri.en'.qué:e1 potencial del ánodo y/o.de el catado.es una ñmción de la densidad de 
corriente:: Siesta 'füncióri es lineal (ecuación 5.13 ), una solución analítica puede algunas 

·· veces sÚobtenicUi:' Por otra ¡Íane, Ja caída de potencial ohmico en los electrodos puede ser 
tomado eÍi éuenia; y el potencial en la fase sólida (q>m.A o 'Pm.c) seria dependiente de las 

; coordenadas. t . .·. . . . 
.... · · ,; Con condiciones de frontera más generales, tales como (5.1 O), por supuesto, no es 
,pcsible_·obtener expresiones analíticas para Ja distribución de Ja densidad de corriente 
· secundaria. Esta es siempre más uniforme que la primaria, debido a que la polarización del 
é:lectrOdo' actúa similarmente a una resistencia en serie adicional, siendo eliminada, por Jo 
tanto la densidad de corriente "infinita" en el borde del electrodo. 

Si el electrolito no es vigorosamente agitado, entonces la dependencia de la 
concentración con las coordenadas debe ser tomada en cuenta y la ecuación (S. I) no puede 
ser simplificada a la ecuación (5.3). Un método aproximado para el cálculo del potencial y la 
densidad de corriente para este caso fue elaborado por Newman. La correspondiente 
·distribución de densidad de corriente puede ser denotada como tercia ria. 

Finalmente discutiremos el caso simple donde los procesos de transpone son 
relativamente lentos comparados a la reacción en el electrodo, de manera que las formas 
oxidadas y reducidas de la substancia electroactiva en los electrodos están en equilibrio. La 
ecuación (5.1), entonces, toma Ja forma de la ecuación de Nemst 

E=E +RTlnCftCb 
r nF ct:,Ck 

(S.20) 

La densidad de corriente en ambos electrodos es controlada por difusión o difusión 
convectiva. Si la migración iónica puede ser menospreciada, tenemos: 

(S.21) 

(S.22) 

donde, ~ denota el espesor de Ja capa difusión de Nemst. La densidad de corriente Jimitante 
corresponde a Ja situación en que la concentración de la substancia electroactiva en la 
superficie del electrodo cae a cero: 
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(S.23) 

El espesor de Ja capa de difusión de Nemst ~ puede ser calculado por la resolución 
de las correspondientes ecuaciones de transpone. Para difusión hacia un electrodo sólido en 
aU:Sencia.de convección, está dad3 por una expresión familiar (nDtJ ll:?, 

En los electrolizadores industriales, la difusión es, por supuesto, siempre complicada por los 
efectos convectivos. En el caso de una convección forzada, el valor de .SN puede ser 
expresado como una función del número de Reynolds y Schmidt, mientras que en el caso de 
convección natural, se expresa como una función del número de Grashofy Sclunidt. 

Por combinación de las ecuaciones (5.20-23), obtenemos un análogo a la ~uación de 
onda anódica-catódica en polarografia. 

¡ _ _l_ 

E=Er+RT!n~ 
nF 1--J

j¡,A 

(S.24) 

Si las partículas electroactivas son iones y la solución ao contiene un exce5C' de otro 
electrolito (denominado electrolito base o sopone), debemos considerar el efecto de la 
migración iónica. Consecuentemente el coeficiente de difusión en las ecuaciones (S.21-5.23) 
debe ser multiplicado por un factor de corrección. 
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6. DISTRIBUCIÓN PRL'\lARIA DE DENSIDAD DE CORRIENTE 

6.1. Consideraciones Básicas. 

La distribución primaria de la densidad de corriente en la superficie del electrodo 
puede ser obtenida resolviendo la ecuación de Laplace para el potencial eléctrico en la 
solución electrolítica, baJO la suposición de que ambos electrodos son no polarizables. De 
manera que el potencial en el electrolito en las superficies del ánodo y del cátodo está dada 
por la fórmula (4.10). 

<ps.A = U • EA.r. <ps,c = • Ec,. (4.10) 

Como ya se mencionó, es conveniente definir el " potencial adimensional" , mediante 
la ecuación (4.11), como: · 

U-EA.r -<P ;=----'-"''---.;...._. 
U-EA.r+Ec,r 

¡, (4.11) 

ya que entonces las condiciones de frontera tienen la forma q>s.A =O (en la superficie anódica), 
y <ps,c =l (en la superficie catódica). De este modo, los resultados obtenidos no dependen de 
los valores actuales del potencial de los electrodos, EA.r y Ec,. Es decir, con la 
adimensionalización se logra cieno grado de universalidad. 

El significado fisico de la distribución primaria de densidad de corriente es la que 
corresponde a las densidades de corriente limite, que podrían ser alcanzadas en un caso ideal 
en la ausencia de polarización de los electrodos. El electroliz.ador es en este caso utilizado a 
su máximo, El voltaje terminal a una corriente total dada seria mínimo o, en otras palabras, 
la corriente total a un voltaje terminal dado seria máxima. Sin embargo, la distribución de 
corriente es menos uniforme que en el caso en que los electrodos están polarizados. 

Los cálculos de la distribución de corriente para este caso son significativos siempre 
que la caída de potencial en el electrolito, 1 j i IPE, sea mucho más alta que el sobrepotencial 
de polarización de los electrodos, TJA + 1 TJc 1 . 'Esta condición es frecuentemente satisfecha, 
por ejemplo: en el maquinado electroquimico, en algunos tipos de protección anticorrosiva 
electroquímica, y basta ciena extensión en cienos casos especiales de electrodeposición. 

En vista de que las condiciones de frontera son muy simples, cuando los electrodos 
cumplen con configuraciones geométricas relativamente sencillas, la ecuación diferencial de 
Laplace puede ser resuelta por métodos analíticos clásicos para problemas con valores a la 
frontera, como el desarrollo en series de Fourier, o el uso de funciones de Bessel en el caso de 
coordenadas cilíndricas. Aunque también se pueden emplear técnicas matemáticas algo 
sofisticadas, como por ejemplo, Ja de mapeo conformacional. 
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Un problema clásico para el flujo a través de un electrolizador fue resucito por 
Wagner. El clcctrolito fluye rápidamente a través de un canal (figura 6.1 ), una mitad del cual 
esta constituida por paredes aislantes y la otra mitad por electrodos no polarizables. La 
densidad de corriente entre los electrodos a una gran distancia desde el origen ( X-kiO) es 
denotada como j. La distribución de las densidades de corriente (las cuales son las mismas en 
ambos electrodos),j0 (x) está dada por: 

(6.1.J) 

El significado de este resultado puede ser interpretado fisicamente en términos de que 
el campo eléctrico entre los electrodos es prácticamente homogéneo para x>d. La 
dependencia de la densidad de corriente con la distancia para x/d cercano a cero puede ser 
derivada por expansión en serie de Taylor de la función exponencial de la ecuación (6.1.1) y 
considerando solamente los primeros dos términos. 

(6.1.2.) 

Se puede ver que existe una singularidad en x=O, si bien esto es fisicamente imposible 
debido a la polarización inevitable de los electrodos a grandes densidades de corriente. 

c&tod 
d 

+ oc 

ánodo 
X 

i 
- .. -/-. P(O,O) 

Figura6.l.I. ·. :;· ·:;:.e:,,•;, {> " 
Sección transversal de un ÚnaJ bidimcnsio~.· Para x l!: o, las paredes están fonnadas por los electrodos. 
mientras que para x<O son de un ina1eriafaislan1e; P(O,O) es el origen de coorrdeoadas, y d es la distancia entr 
los electrodos. '· ,,, ... .,/:. 

¡ __________ . ___ ·---- ,, ___ , ___ ' _,, 

48 



Un caso similar fue tratado por NeY.man, quien consideró un electrolizador con 
electrodos de longitud, L y separación d, localizados en un canal de longitud infinita con · 
paredes aislantes (figura 6.1.2.). 

+oc 

1 

GJ j 
P(0,0,0 

d 

Figura (6.1.2) 
Electrolizador con electrodos de longitud L y espesor w ubicados en un canal 1 uaves del cual fluye un electrolito 
en la dirección x, d denota la distancia entre los electrodos, P(0,0,0,)cs el origen del sistema de coordenadas. 

Et' cociente entre la densidad de corriente local y la densidad de corriente promedio, 
j.{x)/j, en este caso está dado por: 
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(6.1.3) 

Una representación gráfica de esta fórmula se muestra en la figura (6.1.3) para un caso 
especial, L,;,2d: El signifiéado de los símbolos es: k1"' itl./2d, m=tanh k1 y K{m) es la integral 
elíptica completá de primera clase, cuyos valóres se encuentran tabulados. 

o 
o 

¡. ex) i i prom 

Figura 6./.J 
Distn"bución de densidad primaria de corriente en 
un electrodo de placa ea un canal infinito para 
L•2d y w-> :o (comparar con la figura 6.1.2): 

j,(x) es la densidad de corriente local, y ] , la 
densidad media, j prom. 

Podemos encontar los valores de la densidad de corriente para x--. L/2 usando un 
método similar de desarrollo en serie de Taylor al del caso precedente. 

(6.1.4) 

En esta ecuación se ha establecido por conveniencia y= U2 • x. La fórmula (6.1.4) es 
aplicable cuando y tiende a cero. 

so 

. ,, . 
-··--- -·--'-' --'~_;__ .~ 



El caso de un electrodo en fonna de disco circ,ular montado sobre una pared aislante 
(figura 6.4 ), frente a un electrodo contador en forma de un gran hemisferio, fue tratado por 
Newman. La solución de la ecuación de Laplace conduce a la siguiente distribución de las 
densidades de corriente locales: 

(6.1.5) 

Figura 6. /.4 Electrodo de disco de radio ro. 
Para r > ro. el disco es de material aislante Una electrodo contador semiesférico de radio R está localizado 1 

distancia -1 son los tenciales adimensionales internos de los electrodos 

Con la finalidad de obtener una fórmula límite para r --. ro. se establece y = r0 - r y se 
realiza un desarrollo en serie para y~O con el siguiente resultado: 

(6.1.6) 

Las ecuaciones anteriores conducen a la siguiente conclusión: En los límites del 
electrodo, la densidad de corriente local se incrementa hasta infinito. Este fenómeno es típico 
en casos en que el electrodo está contenido en un plano seminfinito; si estuviera limitado por 
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una lámina aislante en ángulo recto, la densidad de corriente en la esquina, seria finita, y si la 
lámina aislante está en un ángulo agudo respecto al electrodo, la densidad de corriente en la 
esquina será cero.(figura 6.1.5). 

ia-+ X 

E = ctte ~/Cn • O E• ene E= ene 

Figura6.J . .S 
Dependencia de la densidad de corriente en el borde del electrodo respecto al ingulo entre un electrodo 

nopolariuble y una pared aislante, j. denota la densidad de corriente, cp d po1enci.al de electrodo, ::; es la 

componente nonnal del campo eléctrico en el dectrolilo. (E = • V q> ) 

Una expresión para el voltaje terminal del electrolizador mostrado esquemáticamente 
en la figura 6.1.2, puede ser derivada como sigue: El balance de voltaje para un línea de 
corriente arbitraria se obtiene a partir de la ecuación (4.4) para el caso de polariz.ación 
electródica despreciable. 

U= EA,r - Ec,r + jolPE (6.1.7) 

donde, 1 es la longitud de la linea de corriente en cuyos extremos la densidad de corriente es 
j •. Debido a que x9l es el punto de simetria de la distribución de corriente, es evidente que la 
longitud de la linea de corriente que pasa a través este punto es igual a d; consecuentemente 
conocemosj0 para x9l a panir de la ecuación (6.1.3). Por lo tanto, el valor buscado de U está, 
dado por: 

- -E + k1djPE 
U- EA,r C,r tanh k¡ K(tanh k¡) (6.1.8) 

Este método de calculo del voltaje total por integración a lo largo de una linea de 
corriente adecuada se usa con frecuencia. 

La característica esencial de las ecuaciones (6.1.1 ), (6.1.3) y (6.1.5) es que ellas toman 
en cuenta solamente los parámetros geométricos del sistema. Por lo tanto, la distribución 
primaria de las densidades de corriente, depende solamente de la geometria del de los 
electrodos y no de la conductividad electrolítica. El incremento ilimitado de la densidad de 
corriente en el borde es una circunstancia importante en los cálculos numéricos de la 
distribución de densidad de corriente, por ejemplo, vía método de diferencias finitas. En este 
caso, la densidad de corriente calculada en el borde del electrodo es finita sin importar el 
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carácter del método usado. El cálculo de la densidad de corriente j0 (x1) en un punto x1 cuya 
distancia desde la esquina es t..x puede ser tomado como aproximadamente correcto 
Asumiendo que x=<O corresponde a la esquina del electrodo, podemos, en el intervalo de xaQ 

a x=x 1 , usar la relación: (comparar con las ecuaciones (6.1.2),(6.1.4), y (6.1.6)): 

. ( ) Jk Jn X =.,/X (6.1.9) 

Ja cual aplica a todas las geometrías en que j.(x) tiende a infinito cuando x se aproxima a 
cero. El valor de k se encuentra a panir de la densidad de corriente en el punto x 1 , como: 

k=jn(x1)JXi 
j 

(6.1.10) 

El procedimiento descrito da valores razonables de j 0(x) para x~ y substancialmente 
mejora la exactitud de los cálculos numéricos considerados. 

Debido a que los métodos matemáticos que conducen a una solución analitica son 
usualmente no aplicables en casos más complicados, la única posibilidad remanente es 
utilizar algún método nwnérico. En este trabajo de tesis profesional mostraremos varios 
métodos de solución de la ecuación de Laplace para el potencial eléctrico. Desarrollaremos la 
solución analítica por series de Fourier, así como una serie de soluciones aproximadas 
basadas en métodos variacionaJes y residuos ponderados por minimiz.ación del cuadrado del 
error de funciones de aproximación. Y, finalmente, construiremos un algoritmo de cilmputo 
basado en el método de elementos finitos variacionales, que sea suficientemente versátil en el 
manejo de diferentes geometrías y condiciones de frontera. 
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7. MODELOS ANALÍTICOS PARA LA DISTRIBUCIÓN DE POTENCIAL 
ELÉCTRICO EN PROCESOS ELECTROLITICOS CONTROLADOS POR 

TRANSFERENCIA DE CARGA. 

Los procesos electro) iticos controlados por transferencia de carga en soluciones 
electrolíticas diluidas homogéneas son caracterizados por la ecuación de Laplace. En este 
capitulo resoJ\·eremos dicho modelo matemático bajo diferentes geomeoias para tener un 
punto de comparación de los métodos de elementos finitos. 

7.1. Solución Analítica de la Ecuación de l..aplace Unidimensional en Coorden1d1s 
Cilíndricas. 

Para un par de electrodos cilindricos concéntricos con potenciales adirnensionales 
anódico y catócico homogéneos, de valores 1 y cero respectivamente, la ecuación diferencial 
de Laplace es: 

..!. d+ + d2. =o 
r dr dr "' 

realizando el cambio de variable: 
d 

y= dr+ 

se obtiene la siguiente ecuación diferencial de variables sepa.rabies: 
1 d 
-y+-y=O 
r dr 

cuya solución es: In y= - In r + In c1 

y= _=i_ 
r 

retrosustituyendo, llegamos a la siguiente ecuación diferencial ordinaria 

d+ = -~dr, 
r 

por lo tanto: 

+ = ~+c2 
r2 

sustituyendo las condiciones de frontera 

+=O en r= ro 
+= 1 enr= r1 

obtenemos la siguiente solución panicular: 

2 2 2 + r1 r0 r1 

= r2(r5-rl}+ rf-rJ 
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La gráfica de esta función se encuentra reportada en el capítulo 1 1, comparándola con 
las predicciones del método de elementos finitos. 

7. 2. Solución Analítica De La Ecuación De La place Bidimensional 

Consideremos un par de electrodos planos colocados uno frente al otro. 

anodo ___-: 

~ ~ 
c:álodo 

L 

el anodo se encuentra inclinado respecto 
al c.itodo, la pendiente es m. a es la 
separación en el borde izquierdo 
imaginario, mientras que b lo es en el 
lado derecho. u región de in1erés es, 
pues, uapezoidaJ. 

La ecuación diferencial para la distribución de potencial eléctrico en la solución es: 
¿¡2cp ¿i2cp 
---+---=o 
élxll i'y2 

Se propone una solución tipo producto de dos funciones unidependientes, una función 
X(chi) que depende exclusivamente de la variable x, multiplicada por una segunda función 
Y(fpsilon) que solo depende de y: 

q> = X(x)Y(y) 

Entonces las derivadas parciales son: 
o 2q> d 2 
--=Y--X 
ox 2 dx 2 

o 2q> d 2 
--=X--Y oy 2 dy 2 

Sustituyendo: 

yd2X +Xd2Y =0 
dx 2 dy 2 

Dividiendo entre XY, para separar variables: 

_!_ d
2
X = _..!._ d

2
Y = -1.. 2 

X dx2 Y dy2 

Se tienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden: 
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d2X.¡:}..2X=O 
dx 2 
(l)2+}..2)x~o 

cuya solucion general es: 
X = c1 cos ix + C 2 sen }..x 

d2Y ='A.Y 
dy2 

(02 -1.. 2 )v =o 
cuya solucion general es: 

Y = C3 cosh 'A.y + C4senh 'A.y 
Las con'diciones de frontera establecen que el potencial adimensional en el cátodo es 

igual a cero, mientras que el potencial anódico adimensional es igual a 1. Además el 
gradiente de potencial en los bordes imaginarios derecho e izquierdo es igual a cero. 
Matemáticamente: 

. a+ .·.· 
-=O en x=O '</y ax · 

• a+ = o en x = L '<ly 
ax 

4> =O 

+=o 

Prill1ero tJb~j~IIÍos con 1l1.S condiciones límite en x: 
>· <··,~ 

eny =O 

eny=mx+a 

Dcriviindo l~· fu.ri~ión'.~hi·con respecto a x, obtenemos: 
. dX "· •·:·· '/· >. i . 
-. = -,C1i.. sen l.x + C21.. cos l.x 

lfx 

\fx 

dx. · .. -: .•. +.·-·:_····•:·.:: · . · 
Al sustituii la primera condición límite tenemos: O= -C1 scn(O) + C2 cos (O). 
Por lo ianto · C2 = o 

Los eigenvalores de lambda pueden evaluarse al sustitur la segunda condición de frontera, de 
la siguiente forma: 
dX 
-- =O= -C11.. sen ll. • de donde sen l.L =O, 
dx 

por lo que lambda toma los valores propios: l.= nit I L 

Consecuentemente: X= C 1 cos ( n lt x I L ). 

Ahora consideremos las condiciones límite en y: 

Al sustitur la primera de las 2 condiciones de frontera en y, tenemos: 

O= C3 cosh (0) + e, sinh (O) , por lo tanto : CJ = O 

Y, entonces: 

Y = C, sinh ( n 11 y I L ). 

Recordando que la solución de la ecuación diferencial es el producto XY, tendremos: 
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qi=XY= C. cos ( n 11 x I L) sinh ( n 11 y I L) = 1 , en y= mx +a , para toda x. 

donde C,, es el producto de la multiplicación de las constantes C 1 y e,. Para evaluar C., se 
hace uso de la última condición limite. Como esta condición es válida en todo el intervalo de 
x, y la función que se busca debe ser continua, es necesario proceder mediante una 
integración en toda x, además, del universo de funciones, debemos eliminar aquellas cuya 
componente en dirección de la solución de la ecuación diferencial sea cero, es decir, debemos 
eliminar las funciones ortogonales, quedándonos con las no ortogonales, así que es n·ecesario 
multiplicar ambos lados de la ecuación anterior por un factor adecuado que permita eliminar 
las componentes ortogonales, AJ efectuar el producto punto de la ecuación anterior por el 
factor cos ( n 7t x I L ) sinh ( n 7t y I L ), obtenemos: 

[ 1 = C,, cos ( n 7t x I L ) sinh ( n 7t y I L ) ] • cos ( n 11 x I L ) sinh ( n 7t y I L ) 
Entonces: 

rL D7tX . [D7t ( )] (L 2 n7tX . 2[Dll ( )] Jo cos(¡;)sinh L mx+a dx=CnJo cos (¡::-)sinh L mx+a dx 

La integral del lado izquierdo se resuelve por partes, quedando: ¡,. 

rL cos(nitx) sinh[n7t (mx +a) "Lx = m 2L {(-l)ªcosh[~(mx +a}]-cosh(n7t a)} 
Jo L L J nit(m + 1) L L 

· Después de llevar a cabo un par de sustituciones trigonométricas para el cos2 y para el sinh2, · 

la suma diferencial del lado derecho, al ser integrada por partes, queda: · 

iL 2(D7tX) inh2[n7t( >]d - L (1+2m
2
){inh[2n7t[mL 1] inh2nn}··.L cos -- s - mx+a x- -- --- s -- +a -s --a --

o L L 8nnm 1 + m2 L L 4 

Finalmente, el potencial eléctrico en la solución elecu-olitica es: 
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7.3. Solución Analítica para la Distribución de Potencial Eléctrico entre 
dos Electrodos Cuadrangulares. 

Con lo finalidad de detenninar la exactitud del método de elementos finitos en la solución de la 
ecuación de Lnploce bidimensional, detenninaremos la distribución del potencial eléctrico 'en el espacio 
comprendido entere dos electrodos que forman un arreglo cuadrangular como el que se muestra en la 
siguiente figura: 

EJBJ q>=O 
=O 

. . (ji= 1 

L =O 

z 

.)-' 
-.H·...;....,. 

De· acuerdo a ln ley de Gouss, las lineas de campo eléctrico quedan encerradas en el espacio 
comprendido entre las. dos placas. El potencial variará con las coordenadas x e y, pero en lo dirección z se 
mantendrá constántc debido a la invariabilidad de las condiciones de frontera en planos verticales. Uno de 
esos planos representa la· forma en que se simplifica la ecuación de Laplacc para esta conformación 
geométrica de los electrodos y sus condiciones de frontera. 

X 

a2cp a2cv 
-+--=O axi ayi 

Las condiciones de frontera están claramente definidas según el siguiente conjunto de ecuaciones: 

<p = 'Poatód"" = O 
Cf' = Cf'cat&Uoo = O 
<p = 'Pan6<lico '' 1 

enx=±W V'y 
eny= O V'x 
en y= H V'x 

Resolveremos la ecuación de Laplace por el método de separación de variables que nos pennitirá 
convertir esta ecuación diferencial parcial en un conjunto de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, y 
utilizaremos series de Fourier para la inlegración ulterior. 

Antes de llevar a cabo la integración es conveniente adimensionalizar la ecuación diferencial. 
Trabajando con variables adimensionales el resultado tendrá cierto grado de universalidad. Será aplicable a 
cualquier escala y además permitirá manejar más fácilmente las condiciones de frontera. 

SS 
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Definiendo el potencial ,éléctrico &dimensional como : 

q>*= {q> ~ <p .. .i.;.;. )/ {<p~.íd;oo ~ IJ'caOódioo} 

y a las co~rdenad~~d¡%~sionales como: 

x• = x /W; y•,= ytÍÍ; .. 

Las condiciones de frontera adimensionales son: 

' ... ,:··/· '.·::::: .. ·-

ax• = fJx 1.w.; ax•2 = ax2 1 w2 

ay•= ay/ w; ay•2 = 01 t w2 

. av• = av/vp ; f?v• ,;; 8'-v I Vp 

x.•-= 1 

Por 1·~,q~~ l~ e~unción diferencial ndimensionnlizadn es: 
;··, 

;.'[·.·&<t~(·~~NL ·J=o 
é!x .2'1' > HJ cy .2 q> 

, Supi~~o~~:q1~ el potencial eléctrico q>•, dependiente de las coordenadas x•, y•, puede ser escrita 
como el próducto.: de: dos funciones: Chi, X, que depende solo de x•, e lpsilon, Y, dependiente 
exclusivameiu~ de. y•;_;:• · 

,·" ·-· ··::·:·. '::-:·.' .,' 

D~riva'i;.i~ i:on ;~sp'édto ax• se tiene: 
& ' ' ·\& '.: 'j > d2 

ax .2 q> ~2: 7:>Jx•.2, p{,? := Y dx.; X, nótese el cambio de derivadas parciales por ordinarias. 

''~~;,_:· 

MientrÍls· que ni derivar con respecto a y•: 
& ·:2 i-a2•.·· . d2 

. -. -·2 qi.• = -. -2 (XY) = X--2 y 
&y• ' . ay• dy• 

. Sustituyendo las segundas derivadas con respecto n x• e y• en la ecuación de Laplace, se obtiene la 
siguienie ecuación diferencial ordinaria : 
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d2 - (w)· 2 d2 
Y--2 X+ - X_...,-Y=O' 

dx• . __ . H dy - _ 

; Multiplicando esta ecua~iÓn por ( llXY), y reordenando para separar funciones, dejando todo Jo que 
dependa de x• en un solo témrino, y lo que dependa de y• -pgrupado por separado, se obtiene: 

~. d2. X=~(W)2~~Y_- -__ - --. --
Xdx-2 H Y dy-2 . . - ,- ·.__ -

Para q~e Ja iguaidad persista, es requisito indispensable que ambos lados de la ecuación sean iguales 
a una constante, es decif, no es posible que-.. el lado i2quierdo sea igual a una función de x•, y se pretenda 

· igualar al lado derecho si este últi1t1ó fu,ese uria fünciórí de y•. Llamaremos - 'J...2 a la constante. 

Entonces se Óhtiene~ dos-ec~~ion~~-diferenciÍIJcs ordinarias de fácil integración: 

L~:~).ix _ _ -_ --.-·.-.. ·'º -Lv=(H)2 ;..'v 
dx •'. " -. . :', ' . ·.,- dy ., w 
Cuyas solucio~esgeIÍ~esson:: _ 

,,_ ' •'- . ,_ . . \' 

. X"". c1 é:os ('J...'x~)+ ~;sin (A; x•) 

Y = cj cosh ([H/W] A. y•)+ e, sinh ([H/W] A. y• ) 

.•. Las funéiones X e Y están constituidas por una pane simétrica (las funciones cosenoidales natural e 
hlperbólica)y otra antisimétrica ( correspondientes a las funciones sinoidales). 

, .,: AÍ .·introducir las condiciones de fronte~ para x•, se observa que debido a la simetría de Ja 
distribución del potencial eléctrico respecto al eje y•, Ja contribución antisimétrica a X se anula (c1 = O) ; y 

-que para x•=± 1 v•= O, es decir X=O, entonces: 

X= e, cos ('J... ) = O 

Como e, no puede ser cero (XY sería cero y no habría movimiento), cos A. = O. De esta expresión 
matemática es factible determinar los valores que puede tomar lambda ( eigenvalorcs de 'J...). Ellos son: 

A.=± (1/2, 3/2, 512, 7/2, ...... ) '1t = ± [ (2n+I) /2] n, con n =O, 1, 2, 3 ...... oo 

consecuentemente: 

X= e, cos [ (2n+l)/2] 7t x• 

Ahora tomaremos en cuenta las condiciones de frontera en dirección y• para evaluar las constantes 
de integración c3 y c.¡:·· 

. . ' '· 

condición Jíttiite 3:-~+O en y•- O, por Jo tanto: y_, O 
. : ·:.~. 

O=c3 cosh(O)-i;c,sinh(O) 

Por lo tanto, Y = e, sinh ([H/W] A. y• ) 
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Y Ja solución para q>• es : 

q>• ~XY = c2 c4 cos ( [ (2n+ 1) /2] 7t x•) sinh ( (H/W][ (2n+l) /2] 7t y•) 
. . - ' -

q>• =e,, cos ( [ (2n+ 1) /2 ] Té x•) sinh ( [H/W][ (2n+ 1) /2 ] n y•) 

'·En estS.exp~esión maíemática aparece el ténnino c. . que corresponde a una serie de valores que 
puede tomar .la constantede integración única. La detenninación de las constantes de integración e,, se 
realiza introduciendo la· cuarta condición de frontera: 

condición límite 4: q>°= 1 en y•=t 'l>'x• 

1 = Cn cos ( [ (2n+ 1) /2] 7t x• ) sinh ( (H/W]( (2n+ 1) /2 ] 7t) 'l>'x• 

Como esta condición es válida para todo valor de x• en el intervalo de -1 S x• S 1, la evaluación de 
las constantes e,, debe tomar en cuenta Ja contribución cosenoidal en todo el intervalo de x•, esto se logra 
realizando la suma infinitesimal de dichas contribuciones. Dentro del universo de funciones que permiten 
obtener la solución general, aquellas que son ortogonales con Ja función coseno, no entran en Ja solución, en 
tanto que aquellas que no son ortogonales, confonnan la solución particular del problema. Para tomar en 
cuenta todas las funciones que conforman Ja solución tomaremos el producto punto de la ecuación anterior 
con el coseno del argumento : 

[ J = Cn cos ( [ (2n+J)/2] n x•) sinh ( [H/WJ( (2n+l)/2] n)] • cos ( [ (2m+l)/2] n x•) 

haciendo : bn = Cn sinh ( [H/W] [ (2n+ 1) /2 ] 7t ) 

1 1 

J cos([(2m+J)/2]nxº)dx• =b. J cos([(2m+l)/2]nx•)cos([(2n+l)/2]nx•) dx• 
~ ~ 

La integral del lado derecho se hace cero cuando n "' m, ya que entonces se tienen funciones 
ortogonales, y es igual a ·cero si n=m (funciones no ortogonales), entonces: 

··.·Integrando: 

Por Jo tanto : 
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en= ·. · · H 2n+I 
(2n + 1)7t sinh(w"'T7t) . 

. El potencial ~erÍsion~ quooadado por: 
.. :·.·' ~ ' 

. ip•=i~··<. jc~:i>n:1¡n+1 <:1){2n+Iit x•) 
7t. o (2n:+ 1) sinh(--, - .. 7t) • 2 . . •. 
·".<··· , ..•..• •.·.:,,W.:2•.:. ... . 

inh(2n+I • H) s . -2-lt y w 

Sustituyend~ i~ ~~abl.;s adimelisionales : 

El resultado es una serie infinita Al momento de evaluar el potencial eléctrico adimensional local 
en cualquier punto de coordenadas (x.y), mientras mayor sea n, es decir, mientras mayor sea el número de 
ténninos considerados en Ja sumatoria, más exacto será el tcSU!tado. 

Si en lugar de seleccionar el origen del sistema de coordenadas en Ja placa ccntrnJ de las tres que 
conforman el cátodo, se hubiese seleccionado Ja esquina inferior izquierda de ella, Ja ecuación que 
describiría la distribución del potencial seria: 

4 co [ 1 J <p=- L H CO\D7t 
7t 1,3,5,7, ... n sinh(W n7t) 

Nótese que en esta última expresión matemática ha desaparecido la parte simétrica y ha sido 
sustituida por una parte nntisimétrica. lo función sinoidal, lo cual no es sorprendente, y está relacionado con 
Ja ubicación del origen del sistema de coordenadas. Cualquiera de las dos últimas ecuaciones es útil para 
determinar el potencial eléctrico en los puntos comprendidos entre ánodo y cátodo. El programa que se 
presenta en el capítulo 1 O pennite llevasr a cabo el cálculo haciendo uso de la segunda formulación. 



8. ELEMENTOS FINITOS 

8.1. INTRODUCCIÓN 

Los fenómenos que ocurren en la naturaleza son de tal complejidad que resulta dificil para 
la mente humana captarlos como una sola operación global. Por ello, una fonna natural de 
proceder de ingenieros, cientfficos, e incluso economistas, consiste en separar los sistemas en sus 
componentes individuales o "elementos", cuyo comportamiento pueda conocerse sin dificultad, y 
a continuación reconstruir el sistema original para estudiarlo a partir de dichos componentes. 

En muchos casos se obtiene un modelo matemático adecuado utilizando un número finito 
de componentes bien definidos, a tales modelos se les denomina discretos. En otras situaciones la 
subdivisión prosigue indefinidamente y el problema solo se puede definir haciendo uso de la 
ficción matei¡iática conocida como infinitésimo. Ello nos conduce a ecuaciones diferenciales o 
expresiones equivalentes con un número infinito de elementos implicados. 

A mediados del siglo XVII, el científico británico Isaac Newton y el matemático alemán 
Leipzig, establecieron los fundamentos del cálculo diferencial e integral, que ha sido desde 
entonces la herramienta matemática mas utilizada en la construcción de modelos cuantitativos 
que permiten predecir la evolución de los procesos fisicos que ocurren en nuestro derredor. El 
cálculo diferencial e integral hace uso de la hipótesis de continuidad del universo. 

La mayoría de los modelos matemáticos que encontramos en el ámbito de la ingenieria 
corresponden a ecuaciones diferenciales (ordinarias, parciales en espacio y tiempo, sistemas de 
ecuaciones diferenciales acopladas, lineales o no lineales, etc.). En realidad son muy pocos los 
modelos basados en la propiedad de materia discreta con aplicación en ingeniería. Sin embargo, 
muy frecuentemente el proceso de integración resulta complicado. En ocasiones la complicación 
resulta de la no linealidad de la ecuación diferencial o del conjunto de ecuaciones diferenciales, y 
en otros casos, de la diversidad y complejidad de las condiciones de frontera. Las técnicas 
analíticas disponibles suelen limitar las posibilidades de resolución a casos extremadamt:nte 
simplificados, y es necesario proct:der mediante métodos numéricos en los otros casos. 

Para resolver problemas continuos reales, ingenieros y matemáticos han ido proponiendo 
a través de los años, diversos métodos de discretización. La aplicación de estos métodos hace 
necesario efectuar alguna aproximación de tal manera que quepa esperar que la misma se 
acerque, tan estrechamente como se quiera, a la solución continua verdadera a medida que crezca 
el número de segmentos discretos. 

El método de los elementos finitos permite encontrar la solución de ecuaciones 
diferenciales con valores a la frontera mediante la discretización del dominio de la solución en 
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segmentos finitos y la utilización de funciones de aproximación a la solución de la ecuación 
diferencial, imponiendo condiciones de continuidad de dicha función en las fronteras entre 
elementos vecinos. 

La idea fundamental del método de los elementos finitos es el reemplazo de funciones 
continuas (la variable dependiente de una ecuación diferencial) por funciones de aproximación 
por segmentos, comúnmente de naturaleza polinomial, y la subsecuente optimización de los 
parámetros de dicha función de aproximación para minimizar el error respecto a la solución 
exacta de In ecuación diferencial con sus condiciones de frontera. 

8.1. NOTAS HISTÓRICAS 

A pesar de que el método de elementos finitos es relativamente reciente, la idea de 
aproximación por segmentos es antigua. Los geómetras griegos utilizaron "elementos finitos" 
para la detenninación del valor de 7t. Ellos dibujaban un círculo con polfgonos adscritos y 
circunscritos. El promedio del perímetro de cada pareja de poligonos correspondían a 
aproximaciones por elementos finitos al perímetro de la circunferencia. De esta forma fueron 
capaces de obtener valores para 7t cada vez más exactos a medida que se consideraban polígonos 
de mayor número de Indos. Arquímedes utilizó estas ideas para determinar las áreas de figuras 
planas y volúmenes de sólidos, a pesar de que, por supuesto, el no manejaba un concepto preciso 
de procedimiento limite. En si fue solamente este hecho lo que impidió el descubrimiento del 
cálculo diferencial e integral en la cultura helénica unos 2000 años antes de Newton y Lcipzig. El 
punto curioso aquí es que la mayoria de los problemas de matemáticas aplicadas son fonnulados 
en términos de ecuaciones diferenciales y la solución por elementos finitos de tales ecuaciones, 
utiliza ideas mucho más antiguas que las que se usan para formular dichos modelos. 

El uso moderno de los elementos finitos realmente empezó en el campo de la ingeniería 
estructural. Probablemente los primeros intentos fueron hechos por Hrennikoff ( 1941) y 
McHenry (1943) quienes desarrollaron analogías entre elementos discretos reales (barras y 
vigas) y las correspondientes porciones de un sólido continuo. Estos métodos pertenecen a una 
clase de técnicas semianalíticas que se usaron en los años 40's para diseño estructural de 
aeronaves. Con el desarrollo de naves aéreas de velocidad relativamente alta, como el avión Jet, 
su método resultó ser inadecuado y se inició la búsqueda de una mejor técnica para una 
aproximación más confiable. Una aproximación directa basada en el principio de trabajo virtual, 
fue propuesta por Argyris (Argyris y Kelsey, 1960), y en una de documentos, él y sus colegas 
desarrollaron un algoritmo para resolver problemas muy complejos usando técnicas 
computacionales. Aproximadamente en esa misma época, Turner (1956) presentó el elemento de 
matrices de rigidez, basado en consideraciones de desplazamiento para un elemento triangular, 
junto con el método de rigidez global para ensamblar los elementos. 

El término "Elemento Finito" fue introducido por Clough (1960) en un documento que 
describe las aplicaciones en el campo de la elasticidad plana. 
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Los ingenieros· habían catalogado al método de los elementos finitos como una técnica 
práctica para resolver problemas de elasticidad, y aunque no se habían desarrollado sus bases 
matemáticas rigurosamente, en pocos años el mundo científico fue testigo de la expansión del 
método para resolver una gran variedad de problemas estructurales. 

La resolución de problemas tridimensionales requirió solamente de extensiones "simples" 
de la teoria básica bidimensional (Argyris, 1964). El problema obvio a considerar después de los 
problemas planos era el de la placa doblada; fue ahí donde los investigadores encontraron las 
primeras dificultades serias y los primeros intentos no fueron por nada satisfactorios. Fue hasta 
algunos aflos después en que los problemas de compatibilidad de las geometrias plana y curva 
fueron parcialmente resueltos (Bazely y colaboradores, 1965). 

Un campo de aplicación de los elementos planos bidimensionales era el de la modelación 
de corazas delgadas. Clough y Johnson (1968) lograron algunos éxitos en esta área. Sin embargo, 
Ja representación de una pequeña coraza delgada mediante una superficie poliédrica compuesta 
por placas planas puede provocar serios problemas cuando la curvatura de la coraza es muy 
pronunciada y pronto llega a quedar claro que era necesario el desarrollo de elementos curvos. 

Los elementos finitos planos bidimensionales presentan ciertas dificultades para los 
investigadores, pero ellas son pequeñas comparadas con los problemas asociados con elementos 
curvos. Los primeros elementos curvos reales desarrollados fueron elementos axisimétricos 
(Grafton y Strome, 1963), y a ellos les siguió una secuencia completa de elementos cilindricos, 
elipticos, parabólicos, y otras geometrias curvas (Gallagher, 1969). Tales elementos están aún 
siendo desarrollados y probablemente aún sea correcto decir que esta es la única área del análisis 
lineal en la que aún hay mucho por hacerse en el contexto de los elementos finitos. 

Los investigadores de los años 60's pronto fijaron su atención a la solución de problemas 
no lineales. Tumer ( J 960) mostró como usar una técnica incremental para resolver problemas no 
lineales. Es decir, problemas en los cuales la deformación pennanece pequeña pero Jos 
desplazamientos son grandes. El análisis de la estabilidad también cae dentro de esta categoria y 
fue abordado por Martín et al en 1965. Los problemas de plasticidad, que involucran el 
comportamiento no lineal de algunos materiales (sólidos no Hookianos) fueron modelados en esa 
época (Gallagher 1962), y el método fue aplicado también a la solución de problemas de 
viscoelasticidad (Zienkiewicz et al, 1968). 

Finalmente, al lado del análisis de problemas de estática descrito anteriormente, también 
han sido abordados problemas de dinámica. Aarcher (1963) introdujo el concepto de matriz de 
masa consistente. Zienkiewcs et al (1966) consideraron problemas de vibración, mientras que 
Koenig y Davids ( 1969) resolvieron problemas en estado transitorio. Entonces, desde la época de 
su nacimiento en los primeros años de la década de los SO's, su desarrollo a mediados de los 60's 
y su maduración a principios de los 80's, el método ha sido aplicado extensamente por la 
comunidad ingenieril. Simultáneamente los matemáticos han desarrollado los teoremas que 
soportan el método, cada grupo aparentemente ignorante del trabajo de otros. Courant (1943) dio 
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una solución al problema de torsión, utilizando aproximaciones lineales por segmentos dentro del 
dominio de la ecuación diferencial dividido en un mallado triangular y formulando el problema a 
partir del principio de minima energia potencial. Articulos similares fueron reportados por Polya 
(1952) y Weinberger (1956). Greenstadt (1959) presentó la idea de considerar una región 
continua como un ensamblaje de varias partes discretas, y hacer consideraciones de continuidad 
de las variables en cada región, utilizando el principio variacional para encontrar los valores de 
dichas variables. A finales de los ailos 40's Synge y sus colaboradores desarrollaron el método de 
Hiperciclos que utiliza muchas de las ideas del método de los elementos finitos. 

En 1968, Birkhoff y Zlamal publicaron una prueba de convergencia y error para los 
métodos de elementos finitos que apareció en la literatura de matemáticas aplicadas. Sin 
embargo, la primera prueba de convergencia en la literatura ingenieril fue reportada por Melosh 
(1963) quien utilizó el principio de minima energla potencial y su trabajo fue extendido por 
Jones (1964) utilizando el principio variacional de Reissner. Una vez que los investigadores se 
dieron cuenta de que el método podría ser interpretado en términos de métodos variacionales, las 
ideas de matemáticos e ingenieros hallaron convergencia ~ pronto se desarrollaron muchas 
extensiones del método a nuevas áreas. En particular, se dieron cuenta de que el concepto de 
aproximación polinomial por segmentos ofrece un procedimiento simple y eficiente para la 
aplicación del método clásico de Rayleigh-Ritz. Desde el punto de vista fisico, ello significa que 
el método de los elementos finitos es aplicable a cualquier problema de campo que pueda ser 
formulado en base a un principio variacional. Eso fue lo que justamente hicieron Zienkiewics y 
Cheung en 1965, al aplicar el método en In solución de la ecuación de Poisson, y por Doctors en 
1970 para resolver problemas de flujo de potencial. Similarmente los problemas de conducción 
de calor en régimen transitorio fueron considerados por Wilson y Nickell en 1966. 

Posteriormente el método fue extendido ajustándolo al bien conocido método de residuos 
ponderados (Szabo y Lee, 1969). Este desarrollo ha permitido la solución de problemas para los 
cuales no existe un principio variacional, o cuando dicho principio es dificil de encontrar, por 
ejemplo en el flujo de fluidos viscosos (Connor y Brebbin, 1976) o problemas de campo no 
lineales en teoria electromagnética (Zienkiewics et al, 1976). 

Debe mencionarse que hay mucho trabajo por realizar en el área de problemas no lineales. 
Por ejemplo, el problema de difusión-convección involucrado en la solución de la ecuación de 
Nnvier-Stokes está lejos de tener una solución satisfactoria desde el punto de vista de elementos 
finitos. Los problemas que actualmente se intentan resolver por este método cubren el espectro 
completo de ciencias flsicas, incluyendo tanto fenómenos estacionarios como no estacionarios. 
También ha encontrado campo de aplicación en la ingenieria bioquímica (Gould, 1976), donde 
los problemas exhiben todas las dificultades relacionadas a la geometría y a la no linealidad en el 
comportamiento de los materiales. 

Finalmente podemos decir que el método del elemento finito ofrece muchos retos 
interesantes para ingenieros, fisicos, matemáticos teóricos y aplicados, y analistas numéricos. 
Todos estos grupos de científicos han hecho contribuciones importantes en el pasado y 
seguramente haciéndolo para contribuir en su evolución. 
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8.2. DESCRIPCIÓN. 

Para la implementación de este método se empieza dividiendo la región de interés, es 
decir, el dominio de la solución de la ecuación diferencial, en "subregiones" o elementos. A 
continuación se ensaya una función de aproximación a la solución de la ecuación diferencial 
dentro de cada elemento. En seguida se minimiza el error respecto a la solución exacta por algún 
método como la aplicación de un principio variacional o por mínimos cuadrados. En esta etapa 
se obtiene un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales. El siguiente paso consiste en 
introducir las condiciones de frontera, lo cual puede modificar el sistema de ecuciones lineal. Por 
último se resuelve el sistema modificado de ecuaciones simultáneas, obteniéndose la solución de 
la ecuación diferencial en cada punto nodal. La solución, sin embargo, es válida para todo el 
elemento. 

Los nodos en los cuales se desea hallar el valor de la variable de interés no tienen que 
descansar en un arreglo rígido sino que pueden formar parte de una malla flexible, lo cual 
permite el manejo de geometrías irregulares y bordes móviles. 

El. algoritmo para el cálculo vía elementos finitos puede ser de tal versatilidad que al 
hacer un :cambio de las coordenadas nodales, el programa reconstruya automáticamente el 
sisten1a de ecuaí::iones y permita resolver la ecuación diferencial para otras geometrlas sin tener 
que reprograrnar. 

Las condiciones de frontera también se manejan de manera flexible, de forma tal que un 
algoritmo computacional standard puede ser fácilmente modificado para incluir otras 
condiciones límite. 

8.3. CLASIFICACIÓN DE LOS MÉTODOS DE ELEMENTOS FINITOS. 

El principio de este método consiste en sustituir la variable dependiente de la ecuación 
diferencial parcial por una función de aproximación continua con parámetros ajustables en cada 
uno de los elementos. Al introducir las condiciones de continuidad entre elementos vecinos y las 
condiciones de frontera. se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas simultáneas lineales, 
que al ser resuelto permite hallar los valores óptimos de los parámetros de la función de 
aproximación que corresponden al mejor ajuste de la variable dependiente a la solución exacta 
de la ecuación diferencial en cada una de las coordenadas espaciales. 

Existen varias maneras de optimizar los parámetros de la función de aproximación para 
disminuir el error con respecto a la solución exacta. Entre los métodos más utilizados podemos 
mencionar: 
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• Principio Variacional. 
• Residuos Ponderados. 

• Método de Colocación. 
• Método por subdominios. 
• Método de Mínimos cuadrados . 
• Método de Galerkin (Bubnov-Gulerkin). 

8.4 MÉTODO DEL PRINCIPIO VARIACIONAL 

El cálculo vuriacional es una rama de las matemáticas que se puede definir como una 
teoría general sobre los valores e>..1remos (mfnimos y máximos) de una funcional. En virtud de 
ello, los métodos vuriacionales proponen técnicas para la optimización de funciones, que 
eventualmente podrian ser las funciones de aproximación a la solución de una ecuación 
diferencial. 

El problema general que se plantea es hallar los e>.1remales de una funcional, donde dicha 
funcional es una función de otra función, de las variables independientes y de las derivadas de la 
variable dependiente: 

1 = 1 [y(x) • y'.(~)}~f;c~(~1.' (8.1) 
·.··,~(· -

Eé~a6fJn'~~-:¡~;ct~l'<J;''iuneión argumento es y(x). Para el cálculo variacional 
relevante interés"ef caso eri' que ia funcional corresponde a una expresión integral: 

~,,;_ :·/,\~·-" '\~:>: ~~:;\, •'' . 
--- X 2--- . _-__ "" _,, ,, 

I = J[y/x')~y'(x), y" (x), x }lx 
{8.2) 

es de 

El problema es encontrar los parámetros de una función f que hab'lln que la funcional I alcance 
valores máximos y mlnimos. 

(8.3) 

_ donde I es una función que depende de la función argumento y la variable independiente; si al 
aproximar la solución de una ecuación diferencial se establece que la funcional sea la función de 
error, se minimizará dicho error. 
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_Se deseacalcular)osvalore~ máximos y mínimos de I para lo cual se deberá ~nc~;{~:¡a~é 
forma i>ariiCular de y(x) que optimice l. · ,:: ;;;.: · 

. :En un cio~i~io -C!add d~ -Íun'ciones que pueden ser de diferentes tipos Cpolinoriíiaí~~. 
sinoidales,· parabólicas,' etc.),- débe hallarse los parámetros de f para los cuales la funcional 1 
alcance luí valór óptimo con respecto a la función argumento. -

. Si l~-f~nciÓ~ b~J~' e'silJ<li~ depende explícitamente de ciertos parámetros además de. la 
función argilrriento:·también se 'debe determinar el óptimo tomando en cuenta el valor de estos 

· parámetros:· - -~''' -' ''' '"< -~~ :> :: . ~' ' 

En general:_' _ '; ;/ 

I[y(x;~),1:9'.f ;f [':~j-~/;.,;~;y;:~ .• :~ , Jdxdz 
1ryc~,z·Kh-;~Jt~J:¡-J}~--~C~·;·~·Y·.:~ '. ~;. :~)dx dz dk 

·:\ :·,,. :;-¡-;;~ :>.<'.~,_:": ·:·:· =\"-.:·,;;T ::-;· ¡;\.:;·. - i·:·.~:.,_,., 

(8.4) 

~ . _ Para el ?rimer. caso 'sé debe detenninar la función óptima y•(x. z). mientras que en el 
segulldéí el objetivó es obtener la fúni:ión óptima y*(x, z, k), en donde k es un parámetro . 

8.4.1. ECUACIÓN DE EULER-LAGRANGE. 

Los principios variacionales representan con frecuencia algún aspecto físico del problema 
en consideración. Teoremas como el de la minimización de la energía potencial total para el 
equilibrio de los sistemas mecánicos, el principio de mínima disipación de la energía en fluidos 
viscosos, etc, son conocidos y considerados por muchos como las bases dela formulación. 

Los principios variacionales de esta clase se llaman "naturales", pero no existen para 
todos los problemas de medios continuos, mientras que si pueden formularse siempre ecuaciones 
diferenciales peñectarnente definidas. 

Hay otra categoría de principios variacionales que podríamos denominar "imaginarios". 
Tales principios imaginarios se pueden construir siempre pam cualquier problema expresado por 
ecuaciones diferenciales, ya sea aumentando el numero de funciones incób'llita, mediante las 
variables adicionales conocidas como multiplicadores de Lagrange, o bien por procedimientos 
que impongan un mayor grado de continuidad, como en los problemas de mínimos cuadrados 
que se ejemplificarán más adelante. 

Considérese una función continua y difcrenciablc y (x), en el intervalo Xo ::; x ::; x 1 y una 
función F, tal que cada valor de x dependa explícitamente del valor de y(x) y de su derivada 
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y'(x) , esto es : 

F = F(y, y', x) (8.5) 

El· problema a estudiar es el .de minimizar la integral: 
,> . - .. ·x . . . . ·.:. 

l[y{x)f=J 'F(y,y',x]dx 
- ;X o -

(8.6) 

do~de y(~} y y(ii)son f~;i~Ítes conocidas. 
' _'. ,.-;:_:;_·:~--- ,,-,'; .· . -; :, 

Su¡:iingide ~~~ ~~ ~i,riiice la función óptima y(x) que minimiza I[y(x)]. Esto es, supóngase 
que en una cercanía (h) de y(x), la integral es mínima. 

--" . ':.' ·~ ; _,... ' ,. 

·co~sidérese además una función cualquiera T](X) Continua y diferenciab]e en el intervalo 
Xo:::; x ·::; x1 .·, con T](X1) = O y T](Xo) = O , que corresponden a las condiciones de frontera ya 
conocidas y T], la de.sviaéión en dichos puntos, consecuentemente es cero. 

Constrúyase la nueva función: 

y*(x) =y(~)+. & TJ(X) (8.7) 

Es·d~~ir,·l~ nueva función es igual a la óptima más una desviación cualquiera multiplicada 
por un escalár &: Donde & es una parámetro que se puede hacer tan pequefio como se desee, es 
decir lanuéva función, y* (x), es una función en las cercanías de y(x). 

l[y;(x))~~(E)= rl fly+&11,y'+e11',x)dx 
. . .. · Xo 

(8.8) 

Todos los valores posibles de la función y(x) están en la cercanía, por lo tanto la integral 
se puede considerar como una función ordinaria de &. Ya que & especificaría el valor de el>{&), 
entonces se debe hacer que a.ji(&)/ a& = O. También el mínimo de $(&) ocurre en & = O; por 
definición 

Derivando el funcional tjl (& ), con respecto a & ,se obtiene: 

dtjl(&) =~JX1 F[y*;y•',x]dx 
d& d& Xo . 

(8.9) 

(8.10) 
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Si se diferenc,ia F [y, y*' ,xJ tenemos: 

aF .. aF· . aF , 
dF = --dy. +--dy•'+-dx ay • .. ay•• ..•. . 'éJK 

Al defiv~rlo con respecto a E se obtiene; 

dF aF '· é)y ~ aF f)y*' aF éJK 
-=--•--+----+--
de,. ay.~ · éJF. ·· ay•• Ot: ax éJF. 

(8.11) 

(8.12) 
•. . . 

don~e 'dxÍd& =O, ya que X se considera como una constante. Se buscan los cambios desde una''. 
cúiva a otra.pará valores constantes en x. · · · 

~~r'a'·e~aluar la integral de la ecuación (8.9) se tiene lo sig1iiente : 

·. Oy • ~·~[;+pJ(X)J = T](X) 
.. Ot: Oe ,,:. . .. . • . 

· •. ~· J.·! ~~'.t~~·~i·~l ].~·ex> 
;,~: ( .,,· .. :.·-~(,'.:C 

(8.13.ay 8.13.b) 

. Sústiwye~dci las consideraciones anteriores en la ecuación (8. 1 1) se obtiene por resultado: 

ciF. . ~F'Wt ·•taF , 
de'·"" ay~ "}~}~);)•ay:• 11 (x) (8.14) 

·"::.) .,.,,:,',· .-1-

, . . Tólll:u:;do:ciomo limites para la ecuación anterior el hecho de que a medida que e ~O cero, 
y*~y. y~'.~):'.; é'¡fiualando el resultado a cero para minimizar, se obtiene; 

(8.15) 

·susÚtúye'ncloiy t' oFlaY~'.}F/~' aFlüy~'.··; además de separar en dos integrales se obtiene: 

. ~~~i)~~f ~~!~~?JQi~~¿ilx~~ =.O (<l•l 
.! -, ' -.;,: -;~::~~~-/·'·, .'.~·-·. 

Al 'irÍtegr~r él: segunélb término como ' una integrnl por partes se obtiene una forma más 
·• cónvéniente!<> '· :/ ·-:::•:-.•, ?"•.··· · 

(8.17) 
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Ya que ~(~)~~(x 1 ),,.. 0,Í>ordefinición. Sustituyendo este resultado en las integrales se obtiene: 

d~~e) = r: {>· 1~~?~~~~rnl~rd::· dx = o (8.18) 
. 'i_<" 

Así Cj~~ finalmente la'ec¡¡ación diferencial queda de la siguiente forma: 

·~r~;f \f {~~[~¡~~~'J.AíE •.• (8.19) 

.·~a;¡·re.~l~}~~'füfa~~I ~s necesario hacer uso del siguiente lema: Si x1 , x2 
constantesfijas yg (X) es una función continua en e( intervalo X¡$ X S X2 ,y si: 

(8.20) 

~· 
¡}ara cualq~ie~ ~(x) continua y diferenciable con: 

enton.ces se cumple que g(x) = 0 , en ef intervalo X¡$ X S X2 , 

.. _ . ,·, '. 

ApHcando este lema en la ecuac.ión 2.9, se obtiene la ecuación de Euler-Lagrange 

aFy' 
F>"-ox=O 

dF _.¿ aF =O 
dy étX ay' 

(8.21) 

La cual está asociada con el princ1p10 de Calculo Variacional y corresponde a una 
condición necesaria, pero raramente suficiente, que una funcional debe satisfacer para maximizar 
o minimizar una integral con los limites definidos . 

Cuando una ecuación diferencial satisface la ecuación de Euler • Lagrange, entonces es 
posible escribir un Principio Variacional. Al resolver las ecuaciones resultantes, se optimiza la 
funcional; hallándose la mejor solución a la ecuación diferencial, por minimización del 
acercamiento. Sin embargo no para todas las ecuaciones diferenciales es posible escribir un 
método del Principio Variacional, y en esos casos se procede a la aplicación de otros métodos , 
tal como es el caso de los métodos de Residuos Ponderados que se explican a continuación 
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8.5. MtTODO DE RESIDUOS PONDERADOS 

Este método prescinde del principio del Cálculo Variacional, ya que consiste en obtener la 
solución aproximada de la ecuación dife'rencial que minimice la diferencia entre la aproximación 
y la. solución exacta de. la ecuación diferencial mediante la multiplicación de dicha diferencia 
(residuo) por Una función de ponderación. . · 

La determinación de los parámetros de la función de ponderación (que es nuestro primer 
problema a resolver) puede llevarse a cabo por medio de diferentes métodos, .entre fos .cuales .Jos 
m!is ~on~i~s son: 

• Método de Mínimos Cuadrados. 
• Método dé Colocación. 
• Método por Subdominios. 
• Método de Bubnov.Galerkin. 

8.5.1. MtTODO DE COLOCACIÓN POR PUNTOS. 

Se utilizan funciones de aproximación: 

y=ª' X+ a2x
2 + ............... aNX. (8.22) 

Para cada parámetro no determinado a¡ seleccionado para un punto X¡ en el dominio, se· 
fuerza que el residuo en cada X¡ sea exactamente igual a cero. 

R(x1;a1)=0 

R(x 2:a2) =O 

Para una función de ponderación con n parámetros, se obtiene un sistema con n 
ecuaciones residuales . Los puntos X¡ se denominan entonces puntos de colocación. Estos pueden 
estar lo.calizados en cualquier lugar del dominio y en la frontera, pero no necesariamente en 
algún arreglo en particular. 
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8.5.2. MÉTODO DE COLOCACIÓN POR SUBDOMINIOS. 

Para cada parámetro no determinado a; ; seleccionado para un intervalo A.x dentro del 
dominio se fuerza a que el término del residuo sea cero dentro de cada subintervalo: 

-1-JA~ R(x 1;a1)dx =O 
Ax¡ ....... , 

(8.24) 

Nuevamente, para una función de ponderación con n parámetros se tiene un sistema de N 
ecuaciones residuales. El intervalo óx es llamado subdominio. Los subdominios pueden ser 
escogidos en alguna forma que se adapte a la geometrfa del sistema. Incluso superponiéndose o 
de manera que exista separación entre ellos. 

8.5.3, MÉTODO DE MiNIMOS CUADRADOS. 

Con este criterio se minimiza, con respecto a cada a;, la suma sobre el dominio entero del 
cuadrado del error residual, es decir, se trata de un criterio de mínimos cuadrados. La integral del 
cuadrado del residuo es unn función de los a;. Para su minimización se requiere igualar n cero las 
derivadas parciales con respecto a cada a; : 

(8.25) 
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_ Aplicando las propiedades de linealidad de los operadores derivada e integral, es posible 
introducir la derivación parcial dentro de la suma. 

J2R(x
1
;a

1
) a?(x,;a,) dx =O 

1 .· ai, 

J2R(x2;a2) a?(x2,a2) dx-= O 
1 .. - ro, 

J2 R( . .)a?(x.;a.) dx =O 
1 x •• a. ro 

n 

8.5.4. MÉTODO DE GALERKIN (BUBNOV - GALERKIN) 

(8.27) 

Para cada parámetro a¡ , se requiere que el promedio ponderado del residuo R(x;, a¡) dentro 
del dominio sea cero. Las ti.lnciones de ponderación son funciones de aproximación ';(x) 
asociadas a cada a¡ 

J,2 R(x1;a1 )¡61 (x)cú =O 

J,2ncx21 ;a2 )¡62 (x)eú' =o 
(8.27) 

resultando una función de aproximación con N parámetros de campo y un sistema de N 
ecuaciones residuales. 
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8.6. EJEMPLO DE LA TÉCNICA DE ELE."tfENTOS Fl.VJTOS POR RESIDUOS 
PONDERADOS. . 

8.6./. MÉTODODEMi/.,;J,\.fOSCÚADRADOS 

~· ecJtlci¿n.'diie:e~~j~¡%;~rdi~t~ibuciÓri de potencial. eléctrico entre ·dos. cilindros · 
concénirico~. de faéticí.iñterior ·R,,,;; 1 parn él Cátodo y radio exterior R, =4 para el ánodo. es:· 

[ ::~ J~{f l~' "'" 
• "··' ·.', l 

~u;~ sol~ción~nalíti.::a puede hallarse por sustitución de variables e integración directa de la . 
· siguiente forma: 

SOLUclÓN ANAL/TJCA: 

Haciendo cambio de variable 
.. · d cp 

y = -¡;-
. d 1 
-\"+-y o 
. d r • r 

&= dr 
Y .... r 

integrando: 

In y = - In r +·In c1 

y=·~· .. 
r 

dcp - ~ 
· d r·. - . r. 
cp = c 1lnr.+ c2 

. -ln;~odu~ien~o condiciones de frontera 
adimensiorial de 1 en elárÍodo y o en el cátodo: 

O=c;1riR.,+c; 
1 = c, In R;+ C1 

1 = c~ln R~IR,,-

correpondientes a un potencial eléctrico 

76 > 



1 . 1 
C¡ =---=-;e, =0 

( 
R1) ·Jn4 -

In -
. Ro 

1 n r 
In 4 (8.~9) 

La solución· núnierica por el mé1odo de residuos ponderados es la siguiente {eligiendo é .. · 
un p~linomio de aproxirnació~ cuadrá1ico): · 

<l>'_'=2a

con las co~dici~nes d~ frontera: . . 

~o en r-=i' oia~ b .+ c 
<l>,;;1 enr=4 l=l6a·.,.4b+c 

.. =15a+3b 
entonces: 

·--·' . 
b=l/3~5a · 
c=4a'.:l/3 

~ -·: :'.~,,. ,< -'-' . . 
sustituyendo enla ecuación diferencial 

' -.. ,_ .,' - . 

. (l/r) (2ar+b)+2a =e 
4a:.:.(b/r) ;;; e ·.· ·· 

. . . 

sustituyendo b : 

.4a +(1/3-sá)<I/r) =e 
.. <4-5/r)a+113r,,;e .·· 

- /:1 ,·,: 

.·· .· ·.si.fiie~~.1~ solución exacta el error de deberia
1 

s7r cero. pero como.ei polinomio;..}. 
· cuadrático·es soJQ'.una aproximación a la ver adera so uc1ón. entonces debe haber. un error· 

residual diferente de cero; . . . . . . 

. . • ~~t~ f~~ciÓn iesidu~ ~e pre~enta en todo el intervalo. dando de~viaciones positivas en 
algunos ·¡;untos dentro de .dicho subintervalo y negativos en otros. · · · 



- -- - - . .- - - ' 

. ,'_ .. · . ' ' ' _; .... 

Para minimizar el ~rror/prime~ose ·elevan ah:uacl;ad<i los·. residuo~ para eliminar el ;· 
signo. luego se suman en todo el i.nterviilo continuo mediante una iniegración y finalmente se' 
minimiza la· suma· de errores por el.:método :clásico'. de sacar la primera deri\'ada e igualar a 

;_.. - . ,_ __ ., • ! ;·1: ~. 

,·- --:~;:,:.:·s·3~/; ~- · -"·~:X>:~--) __ _ 
Mininl-iZ3Ci.órí-7déJ·~Giéfírido ·dei' e'.rro·r: ,'.:, · 

cero. 

- ' - - - -

~=~():5452' 
'· .---.--,_,":._.,. -· -

. .Por.lo tanto.· la solución por residuos ponderados. minimizando el cuadrado dd error 
residualés: . ,·.: 

- ,º.-.• 

<l>,,; -o.5296 r;,..i;o:59s2 r - 0.5452 
. ¡-..,,,,; ","'· i·.'·?-· -\~" 

(8.30) 

v c~rresp6~d~·~;i~; mejor parábola cuadrática que se ajusta a la solución de la ecuación 
diferen'ciál (s.28i :·t: · · 

... - .. - ---., 
<__; «<.." 

. L~~~~a~ÍÓ~ (s.30) se utiliza a continuación para graficar el potencial eléctrico entre los 
dos ele'ctrodcis:én el ·intervalo de coordenadas radiales de 1 a 4 y para comparar los resultados 
con la solució11 analítica (8.:!9). 
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AJUSTE POR MfNIMOS CUADRADOS A LA SOl..UOÓN DE 
LA ECUACIÓN DE LAPLACE EN COOROeNADAS 

OUMlRICAS 

1 • 

~9 1 ~ • • 

B º·ª .:..: ---..!.----1.--.-._.1. --=--
~ 0,7 

~ 0.6 ---~----'-·-"·'-----
"' 0,5 ___ _._ ___ .....,•~-----

1 ij ~J...¡ ~-:_~~--~~--~1:.:..i~ ... :~ ... -~=~--~:~_.J.:·1~--~~--~~--~:1-_~~--~~--~~-
o 2 3 

e sol analbca 

• SOi ITW'l.CUad. 

Obsérvese que la solución numérica da una buena aproximación a la solución exacta a 
pesar de que solamente se utilizó un elemento en el cálculo por residuos ponderados. El error 
residual puede hacerse más pequeifo al incrementar el número de elementos. 

El método de minimización del cuadrado del error residual que acabamos de 
ejemplificar, resultaria sencillo de implementar en un algoritmo de cómputo, sin embargo, 
aprovechando que la ecuación de Laplace cumple con la ecuación de Euler-Lagraoge, la 
técnica que emplearemos para resolver los problemas de la electrodeposición de metales con 
electrodos de diferente geometría (incluyendo geometrías irregulares), será el basado en 
principios variacionales, ya que con dicho método resulta más sencillo darle versatilidad al 
algoritmo de cómputo, en cuanto al manejo de distintas configuraciones geométricas de Jos 
electrodos y diferentes condiciones de frontera. 

-::;'§'i''"''.\ 1~ESIS NO SAU !-A ¡. __ 

DE U BIBI.JOTECA. 
19 



9. APLICACIONES DE LOS MÉTODOS DE ELEMENTOS FINITOS A LA 
ELECTRODEPOSJCIÓN. 

9.1. Solución de la Ecuación de Laplacc para el Potencial Eléctrico en Procesos 
·Electrolíticos Controlados por Transferencia de Carga en Soluciones Diluidas. 

El modelo matemático para procesos electrolíticos controlados por transferencia de carga 
que se verifican en soluciones homogéneas diluidas .de un número cualquiera de especies 
electrolíticas es, según como se explicó en el capítulo w10, la ecuación de Laplace para el 
potencial eléctrico (ecuación 1.3.15). Las especies electroliticas al estar presentes en ·baja 
concentración no interactí1an entre ellus ni con el solvente (supuesto no disociado), y la 
migración iónica·se debe-exclusivamente a la atracción coulombiana de los·electrodos. Debido a 
Ja homogeneidad de la solución, no mdsten b'rndientL'S de concentración y por ello la migración 
por difusión molecular no tiene efecto. Si el sistema es isotérmico, no existen gradientes de 
temperatura y por lo tanto no se gcnerarén zonas con diferentes densidades que provocarían la 
aparición <le corrientes c.onvcctivas. 

El método de elementos finitos puede ser aplicado directamente a la resolución de la· 
ecuación de Laplace en diferentes formas; en el capitulo anterior (sección 8.6) vimos como 
aplicar el método de minim"ización del cuadrado del error residual para dos electrodos Cilindricos 
concéntricos y un solo elemento. Otra forma de proceder es considerando técnicas variacionales, 
ya que la ecuación de Laplace cumple con la ecuación de Euler~Lab'Tange. La ventaja de este 
último método es la posibilidad de !Ob'Tar un algoritmo de cómputo suficientemente versátil para 
el manejo de diferentes geometrías y condiciones de frontera. 

Puesto que en la mayorla de los procesos de galvanizado, las supcrlicies donde se desea 
depositar las especies electrolíticas son de geometría irregular, dedicaremos el presente capitulo 
a establecer las bases fundamentales de los métodos de elementos finitos variacionales en Ja". 
resolución de la ecuación de Laplace, aplicable a cualquier configuración geométrica de los 
electrodos. 

Cuando existen b'Tadientes de concentración en el seno de la solución, además del 
Laplaciano del potencial eléctrico, aparece el Laplaciano de Ja concentración, y 
consecuentemente Ja difusión molecular también participa en el movimiento de los .iones y 
sustancias no cargadas (ecuación 1.3.14). Como la conductancia del electrolito es dependiente de 
la composición, también pueden aparecer gradientes de conductancia, cuya contribución a la 
migración iónica está dada por el segundo término de la ecuación (1.3.14). Cuando participan en 
la ecuación diferencial dos Laplacianos (el de potencial y el de concentraciones), la 
implementación del método de elementos finitos puede llevarse a cabo aprovechando Ja 
propiedad de linealidad del operador V' , pero hay que tener especial cuidado en la forma en que 
se manqjc el producto punto \7x•\7cji 
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En condiciones no isoténnicas (ecuación 1.3.17) aparece un término que toma en·cuenta el 
gradiente de temperaturas multiplicado vía producto punto por el gradiente de potencial eléctrico 
y por la derivada del logaritmo de la conductancia con respecto a la temperatura. El desequilibrio 
térmico provoca también no homogeneidad de Ja conductancia. Este término podría ser no lineal 
en la modelación, ya que se acostumbra utilizar desarrollos viriales para representar la 
dependencia de x. con respecto a T. 

El principio variacional para la ecuación de Laplacc es: 

(9.1) 

El primer paso en la implementación del método de los elementos finitos consisten en 
discretizar el dominio de Ja ecuación diferencial mediante un mallado apropiado. Con el fin de 
expresar las integrales en términos de los valores del potencial eléctrico en cada nodo de la malla 
bidimensional (<pi) se divide el dominio de solución de la ecuación diferencial (la región entre 
electrodos) en elementos triangulares en cuyos nodos <p puede ser expresada como funciones 
simples de las coordenadas de posición de los vértices de cada elemento. 

El segundo paso consiste en sustituir la variable dependiente (<p) por una fw1eión de 
aproximación. En el caso unidimensional, y utilizando funciones de proximación lineales en cada 
elemento se tiene: 

+; ·······~ m-c+,-;.)/L 
~¡ ...... : , < r; . l 

,. X 

"f. 

·~:~ 

La gráfica rep~se~ta}a forma de obtener el polinomio de interpolación lineal que sirve 
como función de' aproximación. El procedimiento puede visualizarse como una aplicación de la 
regla de la palárica. . • 

T=mx+.b 
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<!>, =(<1>.j-<1>1)x+<j>¡ 
Xj - X¡ .· 

<!>, =<1>¡(1~~)+<1>j ~ 
T, = (1'- x)!1 +(·~)Ti= 

:;_. ··:L '·' . L. 

m-atriciál.~e~te:T, = [1 - ~ 
. . ·. . L 

(9.2) 

(9.3) 

-Para.elementos finitos bidimensionales la matriz de funciones de interpolación lineales se 
construye de la siguiente manera:·Las tres figuras que se muestran a continuación representan a 
un.elemento.triangular.con sus vértices numerados con las .coordenadas nodales del .elemento. El 
nodo uno se encuentra ubicado en el vértice superior_y la numeración prosij¡ue en el sentido de 
las manecillas eje! reloj. -Para cada uno de los tres primeros esquemas se especifica ·gráficamente 
el componente N; .del polinomio de interpolación lineal. La cuarta figura representa la forma en 
que quedan especificadas las funciones de interpolación lineales. Utilizando regla de palanca, 
.cada uno .de los .componentes N; .del .polinomio .de interpolación puede .ser expresado en la forma 
algebraica que se resume después de las figuras. 

~ 
NI 

' 2 

N2 

~JO 

··t~ 
"' 

~ 
' 2 -s2 ·. 



Lns funciones de inté~polnción <p dadas son escritas como : 

g> ,;,[N1,N·2 ·,·····NJ;;l 
. 'Ag>J ' .:.<·.: .. ·':: .. ·:\: 

N1=(A~)i-+,b1x\ á1y)/2A 
Ni=( A :i • +,. b2x +, n2y)l2A 
NJ"'(A0/+" b3x .f IÍ3y)/2A 
. .· .. - _'.:: __ .· .· .. _-.: 

Do~de A=áre~ ~~I elemento triangular. 

(9.4) 

(9.5) 

Aº1 ,·A~/~j\ó3 son lasordenadas al origen de las ccirríponentcs del polinomio de 
inte1-polaéión para cada uno de los.tres primeros ésquemas de lafigura anterior. 

b;\2 ~'b.1 ~?ri .las ~ndientesen el planox-$ de cada una de las tres ~omponentes ... 
·_,,·:,· 

ª•· ª2 ya3 son .las pendientes en el plano y-<j>. 

Entonces: 

para: 
i= 1,2,3. 
j = 2,3, 1. 
k= 3,1,2 

respectivamente. 

Por Jo tanto: 

a¡= X3 • -X2 · 

n2= x1 .-··x3 
63 =-x:? ·"";X¡ 

bi= Y2 - YJ 
b2=y3 • Y1 
b3= Y1 - Y2 

(9.6) 

(9.7) 

(9,8) 

(9.9) 

(9.10) 
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Aº1 = X2}'3 - X3Y2. 
Aº2=XiY1 - X¡YJ 
A01=x1Y2 - X2Y1 
Consecue'ntemente, para estas definiciones: 

(9.11) 

(9.12) 

'llna vez ;)b!e~idos los pa~metros dé las funciones de interpolación para cada elemento en 
función ile'sus'cóordénadns nodales, él potencial en el elemento és entonces: 

: :.:.;.' ,1··."··· \ ·-·· . -, /,·>:,' .:/.".':' )' .· :e·.-. '~,-·,, 
,.:·· ·):':=,,·~,-~···:-·,·'·· -"·. /~:!-.. ~·-' :.~··.·- •"; .·,:-:. '·. ,.i 

· · i·· ~ s J4i~r~~l:~;{b~~2I~3~¿3r~~~I2'rª~~·l+~;~¡:i}112 ~x~y·······. 
1 .·. · · . · · ., .. ·· 2.' .. F ... ··. ,. · · ... ·.·2 

= ~(b1cl>1+h24>2+b34>,J] +~[a14>1táí4>2~~Jh], 
4A,: :". ·:· ·. ·.• ·: 4A •.. ·. /:, :·"·": · .. , · · . (9.13) 

y 

1;,,, _i[b1cl>1 +b24>2+ b3cl>3]~1+ 2 .[aicl>1+ii2cl>2 +a)cl>3]a1 
4A . ; · ... ·.· .4A .... :. 

(9.14) 

La ·contribución de Í1n · elemento a : la· ecuación para <p1 entonces puede ser escrita en 
términos de las·coordcmidns como:. 

[scJcl>t]=d 
con i •.' .. ··· 
Se.,¡=-· -(b·b · + a·a ·) ,, 4A ' J ' J 

(9.15) 

i = 1,2,3; j=l,2,3 

Y el ·sistema de ecuaciones simultáneo lineal global para <p se obtiene sumando las 
contribuciones de todos los elementos a las ecuaciones quedando: 

[S)[cl>] (9.16) 

Los términos en [S] son calculados adicionando Seij a SNi Nj 
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Donde i es el número de nodo N¡ en la malla. 

Para elaborar el programa de elemento finito se toman en cuenta datos de cada uno de los 
·elementos (es decir, las coordenadas nodales y los números de nodos en todo el sistema) y se 
construye una matriz de ecuaciones global para <p mediante el ensamblaje en Ja forma indicada 

. Para afianzar los conocimientos se muestra un ejemplo esquemático del ensamblaje de los 
elementos, que corresponde a la forma en que se realiza. Ja adición de las matrices locales de 
cada elemento Seu a la matriz global SNi Nj . · . 

La figura siguiente representa un esquema de un cuerpo subdividido en elementos, cuya 
numeración aparece encerrada en rectángulos. Los puntos nodales se numeran en la forma· 
especificada. 

globalizando: 

11~1 
Ensamblaje del sistema de ecuaciones para la 
implementación del método de los elementos 
finitos. 

7 8 

~\ V 1 
4 s 6 

[]~ 
1 2 3 

En este ejemplo gráfi~~'s<:°rirnestran cinco elementos discretos. Cada elemento tiene su propio 
número de idéntificiicióri Y.SUS conexiones nodales especificadas que corresponden a: 

,. ·,··•'.•··-.·.· . ..,,:·.·e ·-.·• 
·:... ~· 

Elemento: 1 conexión: 2 4 s 
n 2 3 s 
m 3 5 6 
IV 4 5 7 
V 5 6 7 8 

En base a esta topología se va conformando el sistema de ecuaciones global, tomando en 
cuenta las ecuaciones locales. En el primer paso se establecen las matrices locales, lo cual se 
muestra con el conjunto de cuadros de la parte superior de la figura. 
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Suponiendo que los valores de las propiedades fisicas se hayan especificado en las mismas 
coordenadas nodales, se puede alojar para cada elemento, las componentes de la ecuación de 
Laplace en una matriz de dimensión igual al número total de nodos que será la misma dimensión 
que Ja de la matriz global, como se muestra en la figura anterior con las matrices numeradas de I-V. 
Cada cuadro sombreado representa un coeficiente individual, o una submatriz de propiedades del 
tipo [Kij]· 

El paso importante es el ensamblaje de las ecuaciones finales. Esto se puede realizar, como se 
indicó en Ja figura, simplemente mediante la adición de todos Jos números en Ja casilla 
correspondiente de la matriz global. El resultado se muestra en Ja última matriz de la figura anterior 
donde se han sombreado los coeficientes no nulos. Como las matrices locales y global son 
simétricas, en realidad solamente se tendría que calcular la mitad superior sobre la diagonal. Todos 
los coeficientes no nulos están confinados dentro de una banda o contorno cuyo ancho puede 
calcularse a partir de la posición de las conexiones locales. 

"' El siguiente paso es la introducción de las condiciones de frontera al sistema de ecuaciones 
global, obteniéndose una matriz global modificada. 

El sistema de ecuaciones simultáneas puede ser resuelto por cualquier método standard. 

Las condiciones de frontera para la solución de Ja ecuaciónde Laplace pueden corresponder a 
una de las dos siguientes. · · 

a) Si se especifica el valor de cp en la frontera, la matriz de coeficientes debe ser 
modificada, usualmente para hacer el término sobre la diagonal igual a 1 y Jos otros términos del 
mismo renglón igual a cero para el nodo en cuestión. El lado derecho simplemente se especifica 
igual aivalor del potencial eléctrico conocido. 

Esto es, si cpk= C entonces hacemos Su=l, Skj= O, T = C en el sistema de ecuaciones 

[S][cp]=[TJ (9.17) 

b) Si el valor de a.j>/Or¡ (gradiente normal de cp a la frontera) tiene un valor igual a una 
constante, entonces tenemos que la funcional I es minimizada automáticamente sujeta a la 
condición acp I Or¡ = q en dicha parte de la frontera. Esto puede ser llevado a cabo al minimizar la 
función: 

(9.18) 

donde B =frontera fisica (cada uno de los electrodos). 
S = dirección a Jo largo de la normal a la frontera. 
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Obviamente, si t34i / m, = O, las ecuaciones no tiene que ser cambiadas respecto a su 
formulación previa, por lo que a esta condición de frontera se le denomina condición de frontera 
natural. Frecuentemente encontramos casos cómodos en los que no se necesita hacer algún 
arreglo especial en el programa para introducir a.¡, I m, = O como condición de frontera, tal es el 
caso que tenemos en el problema de la caracteri7.ación del potencial eléctrico entre dos 
electrodos para procesos electrolfticos controlados por transferencia de carga en soluciones 
diluidas isotérmicas. 

La siguiente figura es unn representación esquemática de dos electrodos cilindricos 
concéntricos. Las condiciones de frontera en ánodo y cátodo corresponden a valores constantes 
de potencial eléctrico (los nodos del 1 al 6 con un potencial igual al potencial anódico, y del 1 O al 
15 con potencial igual al catódico), mientras que en los bordes venical y horizontal, el gradiente 
de potencial es igual a cero, que fisicarnente se puede interpretar· como un flujo nulo de las · 
sustancias elcctroliticns a través de dichas fronteras (nodos del 15 al 18 y del 6 al 10); estando 
esta observación en concordancia con la ley de Gauss del campo eléctrico. 
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9.2. VENTA.JAS Y DESVENTAJAS DEL MÉTODO DEL ELEMENTO 
FINITO 

9.2.1. VENTAJAS. 

1. El método puede manejar variaciones espaciales de propiedades de materiales con relativa 
facilidad. 

2. Las regiones irregulares pueden ser modeladas con mayor exactitud. 

3. Es el método más adecuado para problemas no lineales. 

4. Los tamaños de los elementos pueden ser variables .. 

5. La interpolación espacial es más significativa. 

6. Problemas mixtos de valores de frontera son· más fáciles de manejar . 
. . ' :· .. 

7. Se consigue alta precisión aún con un jJequeilo número de elementos sobre todo cuando se 
puede asociar un principio variacional a la ecuación diferencial a resolver. 

8. El algoritmo computacional puede ser muy flexible. Es decir, un solo algoritmo puede servir 
para resolver problemas para una gran cantidad de geometrías y condiciones de frontera, como es 
el caso del programa que se desarrolla en esta tesis. 

9.2.2, DESVENTAJAS 

l. Las ecuaciones de los elementos son matemáticamente más complejas, comparadas con las 
ecuaciones de puntos nodales utilizadas en el método de diferencias finitas. 

2. El método es numéricamente intensivo y abarca mayor tiempo en la memoria en el CPU, 
comparado con el método de diferencias finitas, para resolver el mismo problema. 

En el siguiente capitulo se desarrollará un algoritmo de cómputo basado en el método de 
elementos finitos variacionales para la caracterización de procesos electrolíticos controlados por 
transporte de carga. tomando en cuenta diferentes confi¡,,'W'aciones geométricas de Jos electrodos. 
El algoritmo deberá ser versátil en el manejo de condiciones de frontera y aplicable a diferentes 
geometrías. 

1-------------------------' 
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IO. ALGORITMO COMPUTACIONAL PARA LA CARACTERIZACIÓN DE 
PROCESOS DE ELECTRODEPOSICIÓN POR EL MÉTODO DE LOS 

ELEMENTOS FINITOS. 

IO.t. Descripción del Algoritmo Computacional. 

El algoritmo computacional que se describe a continuación , escrito en lenguaje Qbasic, 
permite evaluar el potencial eléctrico para densidad de corriente primaria en el espacio 
comprendido entre los electrodos (ánodo y cátodo) de una solución electrolítica diluida 
homogénea en condiciones isotérmicas. 

El usuario tiene la posibilidad de establecer diferentes configuraciones geométricas de los 
electrodos accediendo a un conjunto de instrucciones donde se especifican las coordenadas 
nodales (x, y) de los vértices de cada elemento triangular que conforma la malla de elementos 
finitos en que se discretiza el dominio de la sotución. Existen dos posibilidades: 

• Para electrodos de geometría irregular se recomienda la utilización del par de 
instrucciones READ-DATA e introducir la lista de las coordenadas x e y de cada uno de 
los nodos. 

• En el caso de geometrlas regulares, donde la ubicación de los nodos se puede ajustar a 
una función en el plano x-y, se recomienda utilizar un ciclo FOR-NEXT para establecer 
mediante una relación matemática las coordenadas de cada punto nodal. 

Para efectos de explicación, en el algoritmo que se describe a continuación, se consideró 
un par de electrodos cilíndricos concéntricos por lo que es aplicable la segunda opción. 
Posteriormente, en el capitulo 11 se ejemplifica como cambiar a otras geometrías utilizando el 
listado directo de las coordenadas nodales. 

El algoritmo siguiente resuelve la ecuación de Laplace bidimensional en coordenadas 
cartesianas mediante la formulación variacional del método de Elementos finitos, utilizando 
funciones de aproximación bilincalcs (lineales en "x" y en "y"). 

Los pasos que conforman el programa de cómputo son: 

• Dimensionamiento de los arreglos matriciales. 
• Especificación de la Topología. 
• Representación ¡,>ráfica de la malla de elementos finitos. 
• Construcción de las ecuaciones locales de cada elemento 
• Ensamblaje de la matriz global del sistema. 
• Introducción de la condiciones de frontera naturales y de potencial constante. 
• Resolución del sistema de ecuaciones algebraicas simultáneas lineales. 
• Cálculo de la distribución del potencial eléctrico en el espacio interelectródico. 
• Representación gráfica de los resultados. 
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10.2. Ciclo para Dimensionamiento de Arreglos Matriciales. 

En el primer bloque de instrucciones se especifica el número de nodos radiales (K 1) y de 
nodos tangenciales (J 1) para el caso de electrodos cilíndricos concéntricos (para otra 
configuración geométrica se requiere de especificar las coordenadas nodales (x, y) mediante un 
listado directo, lo cual puede hacerse fácilmente mediante las instrucciones READ-DATA. En el 
capitulo siguiente veremos un ejemplo especifico donde se utiliza este procedimiento. Por lo 
pronto, y para fines de explicación de este algoritmo, se considerarán los electrodos cilíndricos. 

Se puede dar un valor máximo de 11 a j 1 y a k 1, debido a la limitación en cuanto a 
memoria disponible en el software. Aunque no resulta muy complicado ingeniárselas para 
aumentar el número de nodos. 

En este bloque de instrucciones, se calcula también el número total de nodos en la malla 
de elementos finitos (N2 =número de nodos= número de ecuaciones a resolver), y además, se 
calcula el númerp total de elementos triangulares (N3). · · · 

CLS 
jl = 11: kl =ji - 1 
N2=jl*kl 
N3=(j1 - 1) • (kl - 1) • 2 

'kl =nodos radiales, j 1 =nodos tángenciales 
·• · · ~".~:-. :. ;.:rJr ·'~ ~-··; 

En el segundo bloque se dimensionan los arreglos matriciales útiles en la implementación 
del algoritmo de elementos finitos: 

• [a] = a(N2,N2) =matriz cuadrada de dimensión N2 para almacenar los coeficientes del 
sistema de ecuaciones simultáneas lineal que se obtiene al introducir la formulación de 
elementos finitos. 

• [s] = s(n2, 1) = vector columna donde se almacenan los términos independientes del 
sistema de ecuaciones lineal que se obtiene durante la implementación del método. 

• [t] = t(n2, I) = vector columna que se abre para guardar los valores del potencial eléctrico 
que se obtengan de la solución del sistema de ecuaciones. 

• [EA]= EA(3); [EB] = EB(3} =vectores de coeficientes que se utilizan para almacenar los 
números de identificación de los nodos que conforman los vértices en los elementos 
triangulares. 

• [X) = X(3); [Y] = Y(3) =vectores que se utilizan para guardar las coordenadas de los 
nodos de cada uno de los vértices de los elementos finitos. 

• [Al] = matriz cuadrada de dimensión N3 que se utiliza para construir el sistema de 
ecuaciones simultáneas lineales y transferirlas a la subrutina de eliminación gaussiana. 

• Las matrices [xn], [yn], [xgl], [ygl], [xg2], [yg2], (xg3] y [yg3] se utilizan para almacenar 
los valores normalizados de las coordenadas espaciales de cada uno de los nodos y 
utilizarlas posteriormente para fines de graficación. 

• El vector [xec] almacena los valores del potencial electroquímico de cada nodo calculado 
al resolver el sistema de ecuaciones simultáneas. A dicho valor se le asigna un color de 
acuerdo a una escala de colores preestablecida convencionalmente. 
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• Los vectores (ti], [t2] y [t3] se abren para almacenar los potenciales eléctricos en cada 
uno de los vértices de cada elemento, con el fin de tener la pc)sibilidad de subdividir la 
malla ·inicial en tres subregiones para cada elemento aumentando la exactitud del 
potencial calculado. 

DlM a(n2, n2), s(n2, 1), t(n2, 1), EA(3), EB(3), X(3), Y(3), 
DIM NN(n2, 3), xl(n2), yl(n2), Al(n2 + 1, n2 + 1), xec(n2 + 1) 
DIM xn(n2), yn(n2). xgl(n3), xg2(n3), xg3(n3), ygl(n3), yg2(n3), yg3(n3), Tec(n3) 
DIM tl(n3), t2(n3), t3(n3) 

10.3. Ciclo para la Representación Gráfica de la Topología del Sistema. 

En el tercer bloque se especifican los parámetros de graficación que definen el área de la 
pantalla donde se representarán los resultados de forma gráfica. También en este bloque se 
establece el valor del radio menor del cátodo y radio mayor del ánodo, para el caso de dos 
electrodos cilfndricos concéntricos. 

a= 30: b.~399: c= 180: d- 559 
ra=l:Rb=4 

' parámetros de graficación 

El cuarto bloque de instrucciones consiste de un ciclo FOR-NEXT anidado en donde se 
especifican las coordenadas radiales de cada hilera de elementos concéntricos y las coordenadas 
tangenciales de cada uno de ellos. Al mismo tiempo se determina y especifica un número para 
cada nodo (variable Kempes) mediante una regla de procedencia y se le asocian sus coordenadas 
cartesianas correspondientes (XI, Yl). Por lo tanto, en este ciclo se define la topología del 
sistema bajo estudio. Si se desea cambiar la configuración geométrica, este conjunto de 
instrucciones debe ser sustituido por las de la nueva topología Al terminar el ciclo anidado, 
aparece otro ciclo en términos del Indice ficticio i, con el cual se imprime la conformación 
topológica del sistema de elementos finitos; es decir, los números de cada elemento, los nodos 
que conforman sus vértices y las correspondientes coordenadas. Este último ciclo tiene función 
de monitoreo. Si no se desea monitorear basta con af!adir una comilla a la instrucción print para 
que se anule dicha tarea y la ejecución del programa sea más ágil. 

FORk= 1 TOkl 

DO 

r=ra+{rb-ra)/(kl -l)*{k-1) 
FORj= 1 TOjl 

NEXTj 

alfa= 3.1416 / 2 /(ji - 1) • {j • 1) 
kempes=k+{j-1)* kl 
xl{kempes) = r • COS{allll) 
yl {kempes) = r • SIN{alfa) 
PRJNT •nodo="; kempes, "x="; xl(kempes); "y="; yl(kempes) 

LOOP WHJLE INKEYS = "" 
NEXTk 



FORi= 1 TOn2 
P~NT "X1 "; i; 11...;

11;-XI(i)-, "Yl "; i; "="; yl(i) 
NEXTi 

En.el quinto bloque se encuentran las instrucciones que permiten graficar los electrodos y 
la distribución topológica de los elementos. Se dibujan los puntos correspondientes a las 
coordenadas de cada uno de los nodos y se trazan líneas que unen las parejas de nodos adecuadas 
para conformar la malla de elementos finitos de acuerdo a la topología. A cada nodo se le asigna 
un número de identificación y a cada elemento se le asigna otro número que identifica su 
posición en las series de hileras consecutivas de triángulos parados e invertidos; además a cada 
elemento se le asocia una tercia de números que corresponden a los números de identidad de los 
nodos que tienen como vértices. 

REM "GRAFJCADOR" 
REM se leen Jos valores de la función a graficar, en este caso, las coordenadas x. y de los puntos nodalcs 
FOR i= 1 TOn2 

COLORJ 
'PRINT "x="; x 1 (1), "y="; yl (1) 

NEll.Ti 

REM Determinación de valores extremos de Ja función para especificar escalas y área de gralicación 
ymin = yl(I): YMAX = yl(I) 
xmin = xl(I): xMAX = xl(I) 
FORi =2 TOn2 

IF ynún > yl(i) THEN ymin = yl(i) 
IF YMAX < yl(i) THEN YMAX = yl(i) 
IFxmin >xl(i) THEN xmin=xl(i) 
IF xMAX < xl{i) THEN xMAX =xi(!) 

NEXTi 

COLORJ 
'PRINT "YMIN="; ymin, "YMAX="; YMAX 
'PRINT "xMIN="· xmin "x.MAX="· xMAX 
xrningraf= xmin: ~ .. ;,ar= xMAX: ymingráf= Yrnin: ymaxgraf= YMAX 
scalcx = .1: scaley = .1 

SCREEN 12 
llOOCLS 
LINE (O, 0)-(639, 440), 15, BF 
COLORJ 
LINE (c, a)-(c, b) 
UNE (e, a)-(d, a) 
LINE (c, b)-(d, b) 
UNE (d, a)-(d, b) 
pasx = xmaxgraf + ABS(xmingraf) 
pasy = ymaxgraf + ABS(ymingraf) 
ejey = c + (d - c) I pasx • ABS(xmingraf) 
ejex = a + (b - a) I pasy • ymaxgraf 
COLOR3 
LINE (ejey, a)-(ejey, b) 
UNE (c, ejex)-(d, ejex) 

' inicia procedimiento de graficación. 

• fondo blanco 

' marco en color verde 

' calcula posición de ejes x. y 

' dibuja ejes x. y en verde 
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REM normalización de escala 
NY = INT(pasy I scaley) 
NX = INT(pasx I scalex) 
'PRJNT "NX="; NX. "NY="; NY 
DIM DIVX(NX), DIVY(NY) 
DIVX(I) =e: DIVY(I) = b 
FORi=2TONX 

DIVX(i) = DIVX(i - 1) + scalex • (d - e) I pasx 
COLOR3 
L!NE (DIVX(i), ejex - 2)-(DIVX(i), ejex + 2) 

LINE (DIVX(i), a)-(DIVX(i), a + 2) 
LINE (DIVX(i), b - 2)-(DIVX(i), b) 

NEXTi 
F0Rj=2TONY 

DIVY(j) = DIVY(j - 1) - scaley.• (b - a) I pasy 
LINE (ejey - 3, DIVY(j))-(ejey + 3, DIVY(j)) -
LINE (e, DIVY(j))-(c + 3, DJVY(j)) 

L!NE (d - 3, DIVY(j))-(d, DJVY(j)) 
NEXTj .. 

1200 
FORi= 1 TOn2 

xn(i) = xl(i) • (d - e) I pasx + ejey 
yn(i) = -yl(i) • (b - a)/ pasy + ejex 

COLOR9 
PSET (xn(i)- 1, yn(i) + 1) 
PSET (xn(i) - 1, yn(i)) 
PSET (xn(i) - 1, yn(i) - 1) 

PSET (xn(i). yn(i) + 1) 
PSET (xn(i), yn(i)) 
PSET (xn(i), yn(i) - 1) 
PSET(xn(i) + 1, yn(i) + 1) 
PSET (xn(i) + 1, yn(i)) 
PSET (xn(i) + 1, yn(i)- J) 
NEXTi 

• dibuja divisiones de escala 

' dibuja puntos nodales con nueve pixeles 

FOR i = 1 TO j 1 - 1 • traza malla de elementos finitos uniendo parejas de nodos. 
FORj= 1 TOkl 

COLOR3 

LJNE (xn(kl • (i - 1) + j + kl), yn(kl • (i - 1) + j + kl))-(xn(j + kl • (i - 1)), yn(j + kl • (i - 1))) 
NEXTj · ·. 
FORj = 1 TO kl - 1 

COLOR3. 
_ .. ·•·. LINE (xn(kl • (i - 1) + j), yn(kl • (i - 1) + j))-(xn(j + 1 + kl • (i - 1)), yn(j + 1 + kl • (i- 1))) 
.NExTj,~·.'' · · · 

NEXTF· <'.'.< 
FORi=2TOjJ O:;' · .· 

FORj= 1 TOkl 
. COLOR3 . . . . . 

LlNE (xn(kl • (i • 1) + j), yn(kl • (i • 1) + j))-(xn(j + 1 + kl • (i • 2)), yn(j + 1 + kl • (i -2))) 
NEXTj · · • · 

NEXTi 
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10.4. Ciclo para la Formulación de las Ecuaciones Locales y Global del Método de 
Elementos Finitos. 

El sexto bloque es la subrutina correspondiente a la aplicación del método de los 
elementos finitos. Mediante la variable ALE se le asigna un número de identificación a cada 
elemento. En seguida se le asocian los números de los nodos que conforman sus vértices, asl 
como las coordenadas en "x" y en "y" de cada uno de ellos. Se conforman las ecuaciones locales 
y al mismo tiempo se construye la matriz global del sistema, [a]. Todo esto se lleva a cabo 
mediante una serie de ciclos iterativos FOR-NEXT anidados, que aparentemente conforman el 
algoritmo más resumido que se puede escribir. 

FOR L = 1 TO j 1 - 1 

NEXTL 

FORk= 1 TOkl -1 
NN(I, l}=(L-1) • kl +k:NN(l,2)=L • kl +k+ J:NN(l,J)=L• kl +k 
NN(2, 1) = NN(I, 1): NN(2, 2) = NN(2, J} + J; NN(2, 3) = NN(J, 2) 

FORNE= 1 T02 

PRINT 

ALE= ALE+ 1 'ALE= NÚMERO DE ELEMENTO 
'PRINT "NÚMERO DE ELEMENTO ="; ALE 
'PRINT "NODOS=", 
FORJ= 1 TOJ 

NP = NN(NE,j): XQ)• xl(NP}: YQ) = yl(NP) 
NN(NE, j} = NP: 

PRINT NP, 
NEXTj 

EA(!}= X(J}- X(2}: EA(2} = X(I}- X(J): EA(J} = X(2)- X(t) 
EB(I} = Y(2}- Y(J}: EB(2} = Y(J}- Y(I}: EB(J} = Y(I)- Y(2) 
AE = EB(t) • EA(2}- EB(2) • EA(J) 
FORi= 1 TOJ 

IR = NN(NE, i) 
FORj= 1 TOJ 

NEXTj 

IC = NN(NE, j) 
EK = (EA(i) • EAQ) + EB(i) • EB(j)) / 2 
a(IR, IC) = a(IR, JC) + EK 

NEXTi 
NEXTNE 

NEXTk 

En el séptimo bloque de instrucciones se especifican las condiciones de frontera mediante 
las sentencias READ-DATA y se reconstruye la matriz globalizada de coeficientes del sistema 
eliminando las columnas y renglones que tengan un coeficiente correspondiente al potencial 
eléctrico conocido. Por otra parte, las condiciones de frontera naturales en los bordes laterales de 
los electrodos quedan automáticamente establecidas y no es necesario introducir por ellas alguna 
modificación adicional al sistema de ecuaciones global. En el par de instrucciones READ-DATA 
se introducen alternadamente los números de los nodos donde se tiene el valor del potencial 
eléctrico conocido y en seguida el valor de dicho potencial en forma adimensional. El valor de 
cero corresponde al potencial catódico adimensionalizado y el valor de uno es el del potencial 
anódico adimensional. 
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FORi= 1 TON3 
READNP,SV 
DATAl,O, l l,0,21,0,31,0,41,0,51,0,61,0,71,0,81,0,91,0, 10, l,20, l,30, l,40, l,50, l,60,l ,70, l ,80,l ,90,l, lOO,I 

FORj = 1 TO n2 . 
a(NP,j) =O 
NEXTj 
a(NP, NP)= 1: t(NP, I)= SV 
'PRINT "NP="; NP, "SV="; SV 
NEXTi 

IO.S. Ciclo Para la Resolución del Sistema de Ecuaciones Simultáneas Lineales. 

Después de haber introducido mediante estos ciclos, las condiciones de frontera, se 
obtiene un sistema de ecuaciones simultáneas lineales modificado que corresponde al sistema de 
ecuaciones a resolver. El método de resolución puede ser el de eliminación gaussiana, el de 
inversión de matriz o el de descomposición L-U. En seguida, como octavo bloque de 
instrucciones, se presenta el algoritmo de eliminación gaussiana que es el que se utilizó en esta 
simulación computacional: 

REM•••••ELlMlNACION GAUSSIANA••••••••• 
'SCREEN O: COLOR 3, 4 
'DO 
'LOOP WHILE INKEYS = "" 
Ra1. •••••••• 
'PRINT "SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER:" 
FORi= 1 TOn2 

NEXTi 
'DO 

FORj= 1 TOn2 
Al(i,j)=a(i,j) 
'PRINT Al(i,j); 

NEXTj 
'DO ··• ·' 
'LOOP WIDLE INKEYS.; •• 

Al(i; ri2 + 1) = t(i~ 1) 
'PRINT 

'LOOP WHILE INKEYS '= •• 
N= ri2 
FORr= 1 TON-1 

'PRINT 
FORi=r+ 1 TON 

NEXTi 

qt = Al(i, r) I Al(r, r) 
FORj=r+ 1TON+1 

AJ(i,j)=Al(i,j)-qt • Al(r,j) 
NEXTj 

FORi=r+ 1 TON 
Al(i, r) m O 

NEXTi 
NEXTr 
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xec(N)=Al(N,N+ l)/Al(N,N). 
FOR NX ª 1 TO N ~· 1 ' . ' . 

·'sumat ='O'· 
i=N~NX 
FORj.Oi+ 1 TON 

sumat = sumat + Al(i,j) • xec(j) 
NEXTj 
xec(i)= (Al(i, N + 1)- sumat)/ Al(i, i) 

NEXTNX 
FOR i = 1 TO n2 - S 

NEXTi 
'DO 

'PRINT "x"; I; "="; xec(l) 

'LOOP WHlLE INKEYS = "" 
'cls 

10.6. Ciclo para la Representación Gráfica de los Resultados. 

Finalmente, habiendo obtenido la solución a la ecuación diferencial de Laplace para el 
potencial eléctrico, se procede a representar gráficamente los resultados, en un procedimiento 
similar con el que se representó gráficamente la topología del sistema, y empleando una escala 
de colores para los valores del potencial eléctrico, El algoritmo que se empleó fue el siguiente: 

~opologia triángulos parados, 

FORi= 1 TOkl -1 
FORj= 1 TOjl - 1 
elem = i + (j - I)" 2 • (kl - 1) 

NEXTj 
NEXTi 
•oo. 

mi = i + (j - 1) • kl + kl 
m2=mr -(jl -1) 
m3=m2+1 
'PRINT "elem"; clem; "mi="; ml; "m2="; m2; "m3="; ml 
xgl(elem) = xl(ml) 
xg2(elem) = xl(m2) 
xg3(elem) = xl(m3) 
ygl(elern) = yl(ml) 
yg2(elem) = yl (m2) 
ygJ(elem) = yl(mJ) 
Tec(elem) = (xec(ml) + xec(m2) + xec(m3)) / 3 
tl(elem) = (Tec(elem) + xec(ml) + xec(m2)) / 3 
t2(elern) = (Tec(elem) + xec(m3) + xec(m2)) / 3 
t3(elem) = (Tec(elem) + xec(ml) + xec(mJ)) / 3 

'LOOP WH1LE lNKEYS = "" 
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e ~opologia triángulos de cabeza 

FORi= JTOkl • I·. 

NEXTi 

FORJ= 1 TO ji· 1 

NEXTj 

eJem=i+O- 1)• 2<(kl. l)+kl. 1 
m3=i+Q-J)•kJ +kl 
mi =m3·(kl. J) 
m2=m3+J 
'PRINT "clem"; elem; "m 1 ="; m 1; "m2="; m2; · "mJ="; m3 
xgl(elcm) = xl(ml) 
xg2(clem) =xi (m2) 
xg3(elem) = xl(m3) 
ygl(elem) =yl(ml) 
yg2(elem) = yl(m2) 
yg3(elem) = yJ(m3} 
Tec(elem) = (xec(ml) + xec(m2) + xec(mJ)) / 3 
tl(elcm) = (Tec(elem) + xec(ml) + xec(m2)) / 3 
t2(elem) = (Tec(elem) + xec(m3) + xec(m2)) / 3 
t3(elem) = (Tec(elc;,m> + xec(ml) + xec(mJ)) / 3 

FORi= 1 TOnJ 

NEX"Ti 

'PRINT "elcm=": i 
'PRINT "tec="; Tec(i), "ti="; tl(i); "t2="; t2(i); 'tJ='; t3(i) 
'DO 
'LOOP WHILE INKEYS = " 

COLOR3 
FOR elem = 1 TO n3 

IF tl(elem) < .04 THEN color!= O 
IF tl(elem) > .08 THEN color!= 8 
IF tl(elem) > .16 THEN color!= 1 
IF tl(elem) > .24 THEN color!= 9 
IF tl(clem) > .32 THEN color! = 2 
IF tl(elem) > .4 THEN color! = 4 
IF tl(elem) > .48 THEN color!= 6 
IF tl(elem) > .56 THEN color)= 12 
IF tl(clem) > .64 THEN color! = 5 
IFtl(elem) > .72 THEN colorl = 13 
IF t l(elem) > .8 THEN color! = 11 
IF tl(elem) > .88 THEN color)= 7 
!F tl(elem) > .96 THEN color!= 10 
JF tl(elem) > 1.04 THEN color!= 14 

IF t2(elem) < .04 THEN color2 =O 
IF t2(elem) > .08 THEN color2 = 8 
IF t2(elem) > .16 THEN color2 = 1 
IF t2(clem) > .24 TIIEN color2 = 9 
IF t2(clem) > .32 THEN color2 = 2 
!F t2(clcm) > .4 THEN color2 = 4 
IF t2(elem) > .48 THEN color2 = 6 
IF t2(elem) > .56 THEN color2 = 12 
!F t2(elem) > .64 THEN color2 = 5 97 



'DO 

IF t2(elem) > .72 THEN color2 = 13 
IF t2(elem) > .8 THEN color2 = 11 
IF t2(elem) > .88 THEN color2 = 7 
IF t2(elem) > .96 THEN color2 = 10 
IF t2(elem) > 1.04 THEN color2 = 14 

IF tJ(elem) < .04 THEN colorJ =O 
IF tJ(elem) > .08 THEN color3 = 8 
IF tJ(elem) > .16 THEN color3 = 1 
IF t3(elem) > .24 THEN color3 = 9 
IF t3(elem) > .32 THEN color3 = 2 
IF t3(elem) > .4 THEN color3 = 4 
IF t3(elem) > .48 THEN eolorJ = 6 
IF t3(elem) > .56 THEN color3 = 12 
IF tJ(elcm) > .64 THEN color3 = S 
IF tJ(elem) > .72 THEN colorJ = 13 
IF tJ(elem) > .8 THEN colorJ = 11 
IF tJ(elem) > .88 THEN colorJ = 7 
IF tJ(elem) > .96 THEN color3 = 10 
IF tJ(elem) > 1.04 THEN colorJ = 14 

'PRINT "elem", xgl(elem), xg2(elem), xgJ(elem) 
xgm = (xgl(elem) + xg2(elem) + xgJ(elem)) / 3 
ygm = (ygl(elem) + yg2(elem) + ygJ(elem)) I J 
xgmnor = xgm • (d - e) I pasx + ejey 
ygmnor = -ygm • (b - a) I pasy + ejex 
xgl(elem) = xgl(elern) • (d - e) I pasx + ejey 
ygl (elem) = -ygl (elem) • (b - a) I pasy + ejex 
xg2(elem) = xg2(elcm) • (d - e) I pasx + ejey 
yg2(elem) = -yg2(elem) • (b - a) I pasy + ejex 
xgJ(elem) = xgJ(elem) • (d - e) I pasx + ejey 
ygJ(elem) = -ygJ(elem) • (b - a) I pasy + ejex 

LINE (xgJ(elem), ygJ(elem))-(xgmnor, ygmnor) 
LINE -(xgl(elem), ygl(elem)) 
LINE (xg2(elem), yg2(elem))-(xgmnor, ygmnor) 
'LINE-(xgl(elem), ygl(elem)) 

PAINT ((xgl(elem) + xg2(elem) + xgmnor) I 3, (ygl(elem) + yg2(elem) +ygmnor) I J), color!, J 
PAINT ((xg2(elem) + xg3(clem) + xgmnor) / 3, (yg2(elem) + ygJ(elem) + ygmnor) / 3), color2, 3 
PAINT ((xgl(elem) + xg3(elem) + xgmnor) / 3, (ygl(elem) + yg3(elem) + ygmnor) 13), color3, 3 

'LOOP WHILE INKEYS = "" 
NEXTelem 
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10.7. Aplicación a Diferentes Configuraciones Geométricas de los Electrodos. 

Para electrodos de diferente configuración geométrica se realiza una modificación en la 
especificación de la topología del cuarto bloque de instrucciones. Por ejemplo, para un par de 
electrodos planos ubicados uno frente al otro, con un ángulo de inclinación, como se muestra en 
la siguiente figura, tendríamos: 

Ag=2:cg=S:dg=l 
Mtot,;. (cg- Íig)/ dg: 
FORk=t.TOkl, -;,. 

FORj=ITOjl 

ánodo 

· ·· · Kempes = k+ (j-1) • kt 
· · Xl(kempes) = k +(j - 1) • .1 

mtot cg 

cátodo 

Yl(kempes) = ag / (kl - 1) • (k- 1) + mtot / (kl -1) • (k-1) • xl(kempes) 
'PRlNT "nodo="; kempes, "x="; xl(kempes); "y="; yl(kempes) 

· NEXTj 
DO 
LOOP WHILE INKEY$ = "" 

NEXTK 

En este conjunto de instrucciones, los dos primeros renglones especifican la geometria de 
Jos electrodos de acuerdo a la figura adjunta. En el primer renglón se especifica la distancia de 
separación entre ánodo y cátodo en el lado izquierdo y derecho, respectivamente. En el segundo 
renglón se calcula la pendiente del ánodo. 

El ciclo de cálculos iterativos permite calcular automáticamente las coordenadas nodales 
de Ja malla de elementos triangulares con la que se llena el espacio entre los electrodos. 
Nuevamente la variable kempes es el número de nodo y las coordenadas xi y yl se utilizan 
posteriormente a lo largo del programa para los cálculos del potencial eléctrico y la visualización 
gráfica de los resultados. 
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. ·.Estos son lo únicos cambios que deben hacerse al programa para la aplicación del método-:,.- -
de elementos finitos a nuevas configuraciones geométricas de los electrodos. La serie . de. 
instrucciones están construidas de forma tal que el programa por sf solo calcula longitudes y ; 
áreas de los elementos finitos, construye el conjunto de ecuaciones locales y lleva a cabo el , .~· 
ensamblaje, introduce condiciones de frontera y finalmente resuelve el sistema de ecuaciones .. 
resultante y representa gráficamente los resultados. '<{'.', 

Para un par de electrodos paralelos, es decir cuando la pendiente es cero, ag se especifica 
con un .valor igual al de cg y se procede con la ejecución del programa. 

. El usuario tiene, entonces, simplemente, que establecer la nueva topología mediante.un 
ciclo.FOR-NEXT o por medio de la especificación directa de los puntos nodales con un par de' 
instrucciOnes READ-DATA. En este último caso deben especificarse las coordenadas x, y de 
todos los punh:is nodales. · 

10.8. Aplicación a diferentes condiciones de Frontera. 

La especificación de las condiciones de frontera que se hacen en el séptimo bloque, puede 
ser cambiada introduciendo directamente los valores del potencial eléctrico en los números de 
nodos correspondientes. El potencial anódico se especifica para los puntos nodales múltiplos de 
10, mientras que el potencial catódico corresponde a los nodos múltiplos de 10 más uno. La 
distribución no homogénea del potencial eléctrico en los electrodos puede ser causada por no 
homogeneidad en la densidad de corriente, como se explicó en el capitulo!. 

FORi= 1 TONJ 
READNP,SV 
DATA 1,o, 11,0,21.0,J 1,o,41,o,s 1,0,61,0, 71,0,81,0,91,0, I 0,0,20,0,30,0,40,0,S0,0,60, I, 70, l ,80, l ,90, I, 100, I 

FORj= 1 TOn2 
a(NP,j) =O 
NEXTj 
a(NP, NP) = 1: t(NP, 1) = SV 
'PRINT "NP="; NP, "SV="; SV 
NEXTi 
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11. RESULTADOS Y ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS. 

11.1 RESULTADOS 

Los siguient~s resultados son los' obtenidos al llevar a cabo la simulación computacional 
mediante el programa de elementos finitos variacionales, adaptado a diferentes geometrías. 

Empezaremos por un par de electrodos cilindricos concéntricos. La ti¡,'Ura siguiente 
representa un corte en un plano transversal, considerando sólo la cuarta parte del perímetro de la 
circunferencia: 

.0.96-1.00 
0.88-0.96 
0.80-0.88 
0.72-0.80 
0.64-0.72 
0.56-0.64 
0.48-0.56 
0.40-0.48 
0.32-0.40 
0.24-0.32 
0.16-0.24 
0.08-0.16 
0.04-0.08 
0.0-0.04 

Distribución de Potencial Eléctrico entre un par de Electrodos 
Cilíndricos Concéntricos 

La figura muestra como varía el potencial en el seno de la solución, desde O a I, que son 
los correspondientes potenciales catódico y anódico adimensionales. Cada color representa 
diferente valor del potencial eléctrico. La escala de colores aparece al lado de la figura y es la 
misma que se utiliza en todas las distintas configuraciones geométricas de los electrodos, cuando 
se ejecuta el programa. 

La figura que se muestra a continuación corresponde al desplegado gráfico de la 
simulación computacional de la distribución del potencial eléctrico para un par de electrodos en 
un arreglo cuadrangular, cuya solución analítica conocemos: 
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POTENCIAL ANODJCO =1 

POTENCIJ CATÓDICO= O 

Los cálculos computacionales se realizaron con el mismo programa. utilizando 11 nodos 
en dirección horizontal y 10 nodos en dirección vertical para un total de 110 nodos y 200 
elementos, que posteriormente mediante una regresión lineal simple de la función de 
aproximación se convirtieron en 600 elementos que son los que aparecen en el desplegado 
gráfico. Obsérvese la distribución simétrica del potencial eléctrico. 

El intérprete Qbasic permite resolver sistemas de 120 ecuaciones lineales simultáneas o 
menores. Por eso la limitación en cuanto al número de elementos a procesar. Sin embargo un 
manejo inteligente de varias matrices de coeficientes en lugar de una puede servir para 
incrementar el número de elementos. A pesar de esta limitación los valores predichos por el 
método de elemento finito son muy cercanos a la realidad punto por punto . En 1 1.2 se hará una 
comparación de los resultados de esta simulación computacional con la solución analítica 
obtenida en 7.3, mediante series de Fourier. 

La figura que se presenta a continuación es el desplegado gráfico que se obtiene de la 
determinación, por elementos finitos, del potencial eléctrico para una celda de Hull, con el 
mismo programa: 
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Distribución de potencial clectrico en una celda de Hull. 

La solución analítica a este problema se obtuvo en 7.2, también por series de Fourier. La 
solución numérica se obtuvo mediante la ejecución del programa escrito en Qbasic, cambiando 
simplemente la topologia. Por supuesto, el programa también da acceso a los valores numéricos 
de los potenciales eléctricos nodales. Los resultados numéricos son muy exactos, como se puede 
comprobar al comparar con las correspondientes soluciones anallticas. 

Finaln-Íente, si se cambian condiciones de frontera para los electrodos cillndricos 
concéntricos, con los datos de 10.8, se obtiene la siguiente distribución de potencial: 
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11.2. Análisis De Resultados 

11.2.1. Análisis de los Resultados Obtenidos al Ejecutar el Algoritmo para Electrodos 
Cilíndricos Concéntricos. 

Procedemos ahora a llevar a cabo un análisis comparativo de los datos obtenidos por la 
simulación computacional y la solución analítica de la ecuación de Laplacc unidimensional en 
coordenadas cilíndricas. 

El programa con el que se hi7.0 la simulación es una implementación del Método de 
Elemento Finito para la solución de la ecuación de Laplacc, adaptando mediante coordenadas 
cartesianas la geometría cilíndrica de los electrodos concéntricos, manteniéndose Ja 
consideración de soluciones diluidas homogéneas, en estado estacionario y régimen isotérmico. 
Dicho programa también pennite calcular el error porcentual máximo que se obtiene en el 
procedimiento de cálculo por elementos finitos. 

~ 

La siguiente tabla construida en Excel es un resumen de In evaluación de la precisión de las 
predicciones del método de elemento finito. Obsérvese que el promedio del error en los cálculos 
es muy pequeño, tiene un valor de 0.000379 %, lo cual indica una alta exactitud del método. 

SOLUCJON ANALITJCA SOL.ELEMENTO FINITO 
RADIO SOLUCWN SOLUCWN ERRORA2 

ANALÍTICA NUMÉRICA 
4 1 1 o 

Electrólisis con un par de electrodos 
4.25 0.912537159 0.91255 1,649E-10 cilíndricos concéntricos. 
4,5 0.830074999 0,83009 2,2504E-10 

4,75 º· 752072487 0,75209 3,0672E-10 Comparación entre los resultados obtenidos 
5 0,678071905 0,67809 3,2742E-10 analíticamente y los resultantes de la 

5.25 0,607682577 0,6077 l 7,5201E-10 simulación computacional por el método de 

5.5 0,540568381 0,54059 4,6737E-10 elementos finitos basados en el principio 

5.75 0.476438044 0.47646 4.8207E-10 variacional. 

6 0,415037499 0,41506 5,062BE-10 La solución analitica que se obtuvo al 
6.25 0.35614381 0,35616 2,6211E-10 integrar la ecuación de La place 
6,5 0,299560282 0,29958 3,8881E-10 unidimensional en coordenadas cilindricas es 

b.75 0,245 112498 0,24513 3,0633E-10 exacta. 
7 0.192645078 0.19266 2,2267E-10 

7,25 0, 142019005 0,14203 1,2089E-10 Puede verse que la solución numérica da un 

7.5 0,093109404 0,09312 1,1227E-10 L"fl'Or dt..~prcciablc. 

7.75 0,04580369 0,0458 1,3613E-11 
8 o o o 

7.586876818 7.58712 4.6585E-09 
Media cuadrática del error= 3,79184E-06 
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11.2.l. Análisis de los Resulrados Oblenidos con la Simulación Compulacional 
para un Par de Eleclrodos en Arreglo Cuadrangular. 
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La solución analítica desarrollada por series de Fourier puede utilizarse para evaluar la 
precisión del método de elementos finitos para un arreglo bidimensional cuadrangular de 
electrodos. · 

· El siguiente algoritmo de cómputo permite calcular el potencial eléctrico "teórico" para un 
conjunto de puntos con coórdenadas (X.y), al evaluar la correspondiente serie de Fourier. 

INPUT ~NuM DE NODOS="; N 
DIM t(N, N + l) · 'In matriz [t] se utiliza para guardar los valores del potencial en puntos (x,y) 
w = 2: H = 1: U = 1 'U es el potencial eléctrico adimensional anódico, el catódico es cero 
FORl=l TON 

Y=l/(N)•H 
FORJ= 1 TON 

X=J/(N+l)ºw 
FOR G = 1 TO 53 STEP 2 ¡, 
ARGJ=G*3.1416*Y/w 

SENHl = 112' (EXP(ARGI) • EXP(-ARGJ)) 
ARG2=G*3.14I6•H/w 

SENH2 = 112 • (EXP(ARG2)- EXP(-ARG2)) 
ARG3 =G • 3.1416 • Xlw 

SENJ = S!N(ARGJ) . 
S=S + 1 IG • SENHI /SENH2 • SEN3 

NEXTG 
t(l, J)= u. 413.1416. s 
LPRINT "POT="; t(l. JJ 
S=O 

NE>..'T J 
NEXTI 

Por otra parte, una pequeña modificación en el programa de elementos finitos consistente 
en el cambio de la topologfa y de las condiciones de' !Tontera permiten llevar a cabo una 
comparación de Jos dos métodos, lo cual se resume en la tabla de Excel que se muestra después 
de los cambios mencionados: 

Cambio de 1op~ 

ag= 1: cg= 1: dg=2 
mtot = (cg - og) I dg:' pendiente totol =O 
Jl=ll:kl=Jl·l 
n2=JI •kl 
NJ = (J l • l )' (k l • l )' 2 
FORk= 1 TOkl 

FORj= 1 TO JI 
kernpes=k+(j-1) •kl 
Xl(kernpes) = (j • l) • .2 
Yl(kernpes) = ag I (kl. 1) • (k. 1) + mtot I (kl • 1) • (k • 1) •. Xl(kempes) 
PRINT "nodo="; kempes, "x="; X 1 (kempes); "y="; Y 1 (kempes) 

NEXTj 
NEXT k !OS 



_Especificoci6n de condiciones de frontera 

FOR 1 = J TO 2 • N3 • 2 
READnp, sv 
DATA 
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1,0, 11,0,21,0,31,0,41,0,51,0,61,0, 71,0,81,0,91,0, 101,0, IO, l,20, J,30, l.40, l,50, l,60, l,70, J,80, l,90, l, IOO, l, 110,l,2,0, 
3,0,4,0, 5,0,6,0,7,0,8,0,9,0, 102,0, 103,0, 104,0, 105,0, 106,0, 107,0, 108,0, 109,0 

FORj= 1 TOn2 . 
a(np, j) =O 

NE)..'Tj 
a(np, np) = 1: t(np. 1) = sv 
'PRJNT "NP="; NP, "SV="; SV 

NEXTI 
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La siguiente gráfica compara los resultados obtenidos por la solución vía series de Fourier 
con la de elemento finito. Si los resultados fueran completamente equivalentes, la curva 
resultante debería ser una línea recta que parte del origen y con pendiente 1. Debido a que el 
método variacional es solo una aproximación, existe un pequeño error, que en promedio es del 
0.31O136 % , el cual puede parecer grande, pero la solución analítica por series de Fourier solo 
permitió llevar el cálculo de 26 términos en la sumatoria, y también lleva implícito un error. 

.. o 

l 

Comparación de solución analltlca y elementos finitos 
para electrodos cuadrangulares 

o,g 

0,8 
... :···.·· 

0,7 

g Q,6 -l----!o----1----· ... L·---+-----i l 0,5+--.. -.-.-.. +----+.-#~ ... •.~.-·-+-----ir--,--~ 
8. 0,4 ......... ; ... 
e 0,3 +----+~..--+----+-----1r---~ '° ...... . l 0.2 .; .... ~ ... ·.·, 

0,1 +-.. -.~.---+..;.;,., ..-'-'-..;,.._+-...;._--+-'---'f-----l 

·. 

. .· 

·- .. -.·. . _,.\·· 

0.2 0,4 0,6 0,8 

solución an•UUca 

Nuevamente observamos que el error es pequeño. Pero además, la serie de Fourier en el 
programa para la solución analltica solo pudo ser extendida hasta 26 términos (del 1 al 51 de 2 
en 2), por lo que es de esperar que la aproximación pé>r principio variacional tenga, en realidad, 
una mayor exactitud que la calculada. 
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CONCLUSIONES 

• Se elaboró un algoritmo computacional que permite calcular el potencial eléctrico entre ánodo 
y cátodo de soluciones clcctrollticas diluidas y gradientes de concentración nulos, para 
procesos de elestrodeposición controlados por transporte de carga, en condiciones isotérmicas 
y estado estacionario, prácticamente para cualquier disposición geométrica de los electrodos y 
diferentes condiciones de frontera. 

• El software creado es versátil y flexible. El número de nodos, su distribución espacial, asf 
como las condiciones de frontera pueden cambiarse fácilmente mediante la modificación de 
un pequeño conjunto de instrucciones dentro del algoritmo computacional. El programa de 
elementos finitos reconstruye automáticamente el sistema de ecuaciones simultáneas lineales 
a resolver y las resuelve por eliminación gaussiana. 

• La simple modificación de las coordenadas nodales permite cambiar la geometría de ánodo y 
cátodo. El software calcula automáticamente la longitud entre nodos y evalúa el área de cada 
elemento para posteriormente obtener el potencial eléctrico construyendo las ecuaciones 
locales para cada elemento, ensamblando el sistema de ecuaciones global, introduciendo 
condiciones de frontera y resolviendo el sistema de ecuaciones simultáneas lineales resultante. 

• Las condiciones de frontera también pueden ser modificadas fácilmente debido a que el 
algoritmo computacional contiene una instrucción donde el número de nodo se introduce 
simultáneamente con su correspondiente condición de frontera. 

• Se comprobó que el método de elementos finitos es muy exacto para la solución de la 
ecuación de Laplacc, en coordenadas cilíndricas 1-D y en coordenadas cartesianas 2-D, al 
comparar los resultados con las correspondientes soluciones analiticas vfa integración por 
sustitución de variables y series de Fourier, respectivamente. 

• A pesar de que el programa fue escrito para una PC, es fácilmente escalable y puede ser usado 
en máquinas más sofisticadas. 

• El problema de la electrólisis en soluciones concentradas y sistemas no isotérmicos es muy 
interesante, y aunque en esta tesis solo se plantearon los modelos matemáticos a resolver, 
dichos modelos pueden servir como guía para desarrollar un algoritmo de cómputo tan versátil 
como el actual para resolver ese tipo de problemas. 

• El programa resuelve solo para condiciones de estado estacionario; en régimen inestable se 
recomienda utilizar un algoritmo híbrido elemento finito-diferencias finitas. 
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