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INTRODUCCIÓN 

México, delimitado al oeste por el océano Pacífico y al este por el Atlántico, con alrededor 
de 11 200 km de litoral, sin contar Ja línea de costa de sus islas, posee innumerables 
recursos marítimos. Entre los más importantes están los hidrocarburos, cuyas principales 
reservas se encuentran en el Golfo de México. La creciente producción de petróleo ha ido 
consumiendo los yacimientos en aguas poco profundas, haciéndose necesario ampliar el 
conocimiento en todas las disciplinas involucradas, para extraerlo eficientemente a 
profundidades cada vez mayores. 

Cuando por algún motivo es necesaria la construcción de una estructura fija en el mar, 
como una plataforma para extraer hidrocarburos, la forma más socorrida de fijarla al fondo 
marino es apoyarla en elementos cilíndricos, que son la solución más económica para 
reducir la interacción con el oleaje y con esto, las fuerzas a que estarán sometidos. 

Cuando las pilas son de dimensiones pequeñas respecto al oleaje, que es un movimiento 
oscilatorio, hay separación de flujo, y las fuer.1..as provocadas por este dependen tanto de la 
inercia o del empuje provocado por la aceleración de las partículas de agua, como del 
arrastre debido a la fricción dinámica entre el flujo y el material del cilindro. Así mismo, 
cuando éste es peque11o, puede considerarse que su presencia no modifica las características 
del oleaje, y por lo tanto no es necesario estudiar la interacción entre ambos. Sin embargo, 
cuando las dimensiones de la pila son comparables con las del oleaje, ésta puede 
modificarlo por fenómenos tales como la reflexión o difracción. y es necesario considerar 
los cambios en el entorno por la presencia del objeto. es decir. debe analizarse la 
interacción oleaje - estructura. Además, a medida que aumenten las dimensiones relativas 
de la pila, la fuerLa de inercia será preponderante y la de arrastre despreciable. 

Aunado a lo anterior, cuando se utilizan sistemas de varias pilas para apoyar una estructura, 
la práctica común es calcular las fuerLas en cada una de ellas considerándola como aislada, 
es decir, como si la única en modificar el oleaje fuera esa pila, siendo que en la realidad la 
interacción entre el conjunto y el oleaje puede ser importante, ya que se generan fuer¿as en 
sentido transversal al de propagación distintas para cada pila, dependiendo de su posición 
relativa, de las condiciones de oleaje incidente y de la perturbación causada por la presencia 
de todas las demás. 

Objetivos 

• Presentar las bases del estudio de oleaje utilizadas para llegar a las expresiones que 
lo definen en las condiciones objeto del presente trabajo. 

• Mostrar la metodología que conduce a las expresiones analíticas utilizadas para 
calcular las fuerzas hidrodinámicas y momentos flexionantes por oleaje sobre una 
pila aislada de dimensiones relativas grandes, considerando la perturbación que ella 
misma induce. 
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• Ejemplificar mediante casos particulares, la forma en que varían las fuerzas al 
cambiar características de la pila y del medio. 

• Presentar las expresiones analíticas que permiten modelar la transformación y 
efectos hidrodinámicos del oleaje al interactuar con un sistema de pilas cilíndricas 
impermeables, y con base en ello, proponer una metodología para calcular las 
fuerzas y momentos sobre cada pila considerando la perturbación total del conjunto. 

• Ilustrar mediante casos particulares, la magnitud de la perturbación del oleaje por 
todo un conjunto de pilas, así como el error que pudiera cometerse al despreciar en 
una pila los efectos inducidos por las demás. 

• Obtener conclusiones que ayuden a formar un criterio que facilite el análisis de la 
interacción oleaje - estructura. 

Organización de la tesis 

Para presentar este trabajo, los temas de estudio se dividieron de la siguiente manera: 

Capítulo J. Conceptos Básicos del Estudio de Oleaje. 

Se desarrollan los conceptos y definiciones básicas para el estudio del oleaje, tales como su 
caracterización, la forma de medirlo, su clasificación. y los principales fenómenos que 
intervienen en su formación y propagación. 

Se define un estado de mar y se presentan las principales formas de caracterizarlo: mediante 
distribuciones estadísticas y mediante modelos espectrales; describiendo las hipótesis 
necesarias para hacerlo de cada forma. 

También se aborda sobre las principales teorías existentes y las razones por las que se 
escogió la teoría lineal para reali:t.ar este trabajo. 

Capítulo]. Ecuaciones F1111damenta/es de la .Uecá11ica de Fluidos. 

Se desarrollan las ecuaciones básicas de la hidrodinámica, con un enfoque que servirá en 
capítulos posteriores. Primero se obtiene la ecuación de continuidad, a partir de la cual se 
llega a la ecuación de Laplace, posteriormente, a partir de las ecuaciones de Saint Venant se 
deducen las ecuaciones de Navier-Stokes, que conducen a las ecuaciones de Euler y por 
último a la ecuación de Bemoulli. 

Capítulo 3. Teoría Lineal. 

Se hace el desarrollo para encontrar el potencial de velocidades, que es la ecuación que 
describe la propagación del oleaje, considerándolo como ondas monocromáticas de 
amplitud pequeña respecto al fondo y a la longitud de onda, en fondo constante e 
impermeable, flujo irrotacional, fluido incompresible, etc. Para ello se establecen primero 
las condiciones de contorno, y se llega a una solución general, que posteriormente permite 
desarrollar expresiones que definen explícitamente las propiedades ingenieriles de las 
ondas, tales como la presión dinámica, velocidades y aceleraciones orbitales, etc. 

í 
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También se muestra la transformación de la ecuación de Laplace y del potencial de 
velocidades, de coordenadas cartesianas (en las que se dedujeron), a coordenadas 
cilíndricas, que son las más apropiadas para resolver los problemas planteados en este 
trabajo, dada la simetría radial de los elementos que se analizan. 

Capítulo 4. /11teracció11 del oleaje c01r ""ª píla impermeable. 

En este capítulo se presenta la solución al potencial de velocidades del oleaje perturbado en 
las inmediaciones de una pila impermeable, obtenido como la suma de un oleaje incidente y 
otro perturbado. De este potencial total se obtiene la presión hidrodinámica en puntos sobre 
la pared de la pila, e integrando esa presión se llega a expresiones analíticas para calcular 
las fuerzas y momentos flexionantes, que en este caso sólo se presentan en la dirección en 
que el oleaje se propaga. Se muestran casos específicos donde se analizan las condiciones 
de oleaje y características geométricas con que se presentan los efectos máximos, así como 
la relación entre la fuer.ta resultante máxima y el momento de volteo máximo. 

Capítulo 5. Interacción del oleaje con un juego de pilas impermeables. 

Se presenta la metodología y procedimientos propuestos por Linton y Evans ( 1990) para 
definir la ecuación del potencial de velocidades que describe el oleaje dentro. y en las 
inmediaciones de un juego de pilas, así como el sistema de ecuaciones que resuelve los 
coeficientes introducidos para el análisis. 

Además se propone un procedimiento para calcular numéricamente las fuerzas y momentos 
sobre cada una de las pilas del sistema, a partir del potencial de velocidades obtenido con 
las expresiones analíticas previas, en puntos sobre la pared de las pilas. Se resuelven casos 
particulares donde se hacen variar datos para mostrar la importancia de considerar la 
perturbación total del conjunto en el cálculo de las fuerzas sobre cada pila. 

Capítulo 6. Co11c/usio11es. 

Se enuncian las conclusiones obtenidas del desarrollo de este trabajo, así como un criterio 
para distinguir aproximadamente la situación en que comienza a ser importante la 
perturbación del oleaje provocada por todas las pilas en la determinación de las fuerzas 
sobre cada una de ellas. 

Fut11ras líneas de trabajo. 

En este apartado se listan líneas de investigación que pudieran ampliar, complementar o 
mejorar lo desarrollado en esta tesis. 

u 
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1 CONCEPTOS BÁSICOS DEL ESTUDIO DE OLEAJE 

1 .1 Antecedentes e importancia del estudio del oleaje 

El oleaje es un fenómeno natural con el que el hombre ha tenido que enfrentarse y convivir 
desde su existencia, sin embargo, aún en este siglo no se ha escrito la última palabra en 
cuanto a su estudio ni se ha aprovechado suficientemente como fuente de energía. 

Aristóteles, en su libro "Acerca del ciclo. Meteorológicos", ya relacionaba al viento con la 
generación de oleaje. El primero en hacer observaciones y descripciones del fenómeno fue 
Leonardo da Vinci, aunque nunca en un estudio específicamente dedicado a ello. Entre los 
siglos XVI y XIX se realizaron estudios teóricos importantes, base de los actuales, tales 
como los de Airy y Stokcs. El inicio de los intentos contemporáneos por predecir el oleaje 
lo marcaron los trabajos de Svedrup y Munk para planear el desembarque aliado en 
Nonnandía el día D (Segunda Guerra Mundial), los cuales fueron secreto militar hasta 
1947. Posteriormente, Bretschncider ( 1952-1957) realizó mejoras a los estudios anteriores. 
La representación espectral de las olas en el dominio de la frecuencia ti.te introducida por 
Newman (1953) y Picrson (1954). Picrcc (1957) hizo análisis estocásticos de las ondas 
oceánicas. Los desarrollos de las relaciones analíticas entre energía espectral y probabilidad 
de amplitud de onda en un proceso gaussiano aleatorio, fueron realizados por Rice ( 1944-
1945), lo cual pennitió evaluar parámetros tales como la altura característica y la altura 
promedio a través del análisis espectral. Longuet y Higgins ( 1952) estudiaron las 
propiedades estadísticas de la altura de ola en un registro de oleaje, introduciendo entre 
otros conceptos el análisis de probabilidades conjuntas altura-periodo. Los principales 
estudios para resolver problemas de ingeniería a través de enfoques estocásticos füeron los 
de Denis y Person (1953). seguidos de \Valden (1964) y Hogben-Lumb (1967). 
Últimamente la cantidad de trabajos ha aumentado de fom1a importante, sobre todo los de 
aplicación, pero muy pocos utilizan modelos estadísticos y estocásticos. 

Uno de los retos más dificilcs de la mecánica de fluidos, que no se ha logrado superar de 
manera satisfactoria, es el representar los fenómenos naturales, como los atmosféricos y 
oceánicos, en modelos y métodos hidrodinámicos, dado que las matemáticas utilizadas en 
el desarrollo requieren una definición precisa del medio continuo y de sus condiciorn:s de 
contorno, lo cual es imposible lograr considerando las irregularidades naturales del medio. 
la inmensa cantidad de factores que contribuyen para confom1ar un fenómeno. etc. Es por 
esto que la irregularidad y variabilidad del fenómeno hace necesario abordarlo utilizando 
métodos estadísticos, con lo que se considera al oleaje un fenómeno aleatorio. 

El análisis de los efectos fisicos (presiones, fuer.las, momentos, sobrclcvaciones) 
provocados por el oleaje en estructuras marítimas, como platafomrns fuera de la costa, 
boyas, tanques de almacenamiento, etc., no solo no puede descartarsi:, sino que en gran 
parte de ellas es la condición de carga lateral que rige en el diseño de los elementos 
estructurales, así como la elevación a la que deben colocarse ciertas instalaciones; esto por 

..... 
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Ja magnitud que puede alcanzar el fenómeno bajo una tormenta extrema. En plataformas 
apoyadas sobre estructuras masivas, como pilas, el oleaje sufre perturbaciones que cambian 
drásticamente las condiciones del fenómeno en sus inmediaciones, por lo que es necesario 
analizar dicha perturbación; tal es el caso de las plataformas de tipo gravedad, Figura 1.1 y 
de las TLP (Tension Lcg Platform), Figura 1.2. 

Figura 1.1 Plataforma ripo gravedad 

Figura 1.2 Plaraforma tipo TLP (Tension Lcg Platform) 
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1 .2 Fuerzas actuantes 

El oleaje es un fenómeno en el que interactúan diversas fuerzas, agrupadas en dos bloques, 
de acuerdo al papel que juegan: fuerzas generadoras, fuerzas restauradoras. 

Las fuerzas generadoras son las que inicialmente perturban el equilibrio estático en la 
superficie libre del agua, es decir, son las que forman la onda en sí. Pensando en un vaso 
con agua, se puede generar una onda soplando sobre la superficie, moviendo el vaso, 
golpeándolo, o arrojando un objeto al agua; ampliando este ejemplo, en la naturaleza las 
olas se generan principalmente por: efectos de la componente vertical del viento, lluvia, por 
movimientos tectónicos (sismos), atracción gravitatoria de cuerpos celestes. entre otros. 

Los sismos generan las olas más grandes, un ejemplo de esto son los Ts1111amis, Figura 1.3, 
que pueden alcanzar hasta 40 m de altura; sin embargo, la mayoría de las olas en un cuerpo 
de agua se deben al viento, y se conoce como Fetch al área en que este actúa, es decir, el 
lugar de generación del oleaje. Es durante los huracanes, al presentarse importantes 
velocidades de viento, cuando éste último genera sus olas más grandes (del orden de 20 m 
de altura). 

Figura 1.3 T~unami 

Por otro lado, las fuerzas restauradoras son las que intentan regresar la superficie libre del 
agua a su estado de equilibrio original, y además son las que dan lugar a la propagación del 
oleaje en el tiempo y en el espacio. aún cuando las fuerLas generadoras hubiesen cesado su 
acción. A ellas se debe en gran parte la característica de periodicidad del fenómeno. Son: el 
peso del agua (fuerza de gravedad) principalmente; y la tensión superficial y fucrLa de 
Coriolis en menor medida. 
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1.3 Parámetros característicos del oleaje 

El oleaje se puede describir por diversos parámetros: longitud de onda (L), altura de ola 
(H), amplitud de onda (a), periodo (7), y profundidad del agua en que se propaga (h); 
principalmente. Otros parámetros como velocidades y aceleraciones inducidas se pueden 
calcular con posteriores fomlUlacioncs. 

X 

valle 

h 

Figura 1 .4 Características del oleaje 

La Figura 1.4 muestra esquemáticamente una onda propagándose en la dirección del eje X. 
Como el oleaje se mueve una distancia L (longitud de onda) en un tiempo T (periodo), la 
velocidad de propagación. también llamada celeridad C, se define como C = L I T. 

En la realidad los registros de oleaje son muy diferentes al de la Figura 1.4, pues las 
oscilaciones no son tan marcadas ni tan unifom1es. En la Figura 1.5 se muestra un ejemplo 
de un registro real de oleaje, donde se aprecia la necesidad de establecer criterios para 
definir una ola, los más utili:t..ados se describen a continuación, en todos se considera la 
lectura del registro de izquierda a derecha: 

Tiempo, t 

Fí¡:urn 1.5 RCf,:istro de oleaje 

a) Método de pasos ascendentes por el ni\'cl medio. Una ola empieza cuando la 
pendiente de la superficie libre del mar. siendo positiva (ascendente). cuza el nivel 

1 

l 
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medio del mar; y termina cuando la pendiente vuelve a ser pos1t1va y cruza de 
nuevo el nivel medio del mar; a partir de ese punto inicia una nueva ola. 

b) Método de pasos descendente por el nivel medio. Una ola inicia cuando la pendiente 
de la superficie libre del mar al cruzar el nivel medio es negativa, y termina cuando 
la pendiente vuelve a ser negativa al cruzar el nivel medio. 

c) Método de pasos sucesivos por crestas. Una ola comienza cuando la superficie libre 
del mar está por encima del nivel medio y alcanza una pendiente de cero (punta de 
la cresta), y la ola termina, dando lugar a otra, cuando la situación anterior se vuelve 
a presentar. 

d) Método de pasos sucesivos por valles. Una ola comienza cuando la superficie libre 
del mar se encuentra por debajo del nivel medio y su pendiente es cero (valle), y 
termina, dando paso a una nueva ola, cuando se vuelve a presentar esta situación. 

Como el fenómeno del oleaje es muy complejo y no existe repetibilidad alguna ni en el 
espacio ni en el tiempo, no puede representarse por un modelo sencillo de olas 
monocromáticas (Figura 1.4), sin embargo se pueden hacer aproximaciones por medio de la 
superposición de olas sinusoidales. monocromáticas, de diferente frecuencia y amplitud, 
obteniéndose un registro de olas similar al observado, como se muestra en la Figura 1.6. 

11.(t) 'l2(t) 'l3(t) 
A A A· 

1 
1 

i .. 
1· " ' 

. ' 
1~----'r-·f·---\----_; ___ . 
1 \; \:' \· 
1 v '-/ \ ; 
! '1 

Figura 1.6 Suma de ondas sinusoidales. 

La descomposición de un registro de oleaje en varias olas sinusoidales se logra mediante el 
análisis de Fourier. 

1 .4 Clasificación del oleaje 

1.4. 1 Clasificación del oleaje de acuerdo al viento y al fetch. 

Existen diversos tipos de oleaje. dependiendo sobre todo de las características del viento 
que Jos gencni y de la posición del fetch respecto al punto analizado, pero se definen 
mediante dos tipos extremos: SEA (oleaje local) y SWELL (oleaje distante). 

V 
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1.4. 1. 1 Oleaje local (SEA) 

Figura 1.7 Oleaje SEA 

Es el oleaje que se presenta dentro del fetch. es decir en el lugar donde el viento está 
transfiriendo su energía al agua, generalmente en altamar. Se caracteriza porque la 
secuencia y dirección de las olas son caóticas. no se presentan periodos definidos, ni crestas 
o valles claros. Casi no hay relación entre la altura de dos olas consecutivas. es decir. que 
dada una ola de cierta altura, la siguiente tiene la misma probabilidad de ser más grande o 
de ser más pequer1a. Hay una marcada superposición de olas. lo que significa que olas 
grandes soportan o contienen ondas más pequeñas. 

Las dos características más claras del SEA son la asimetría y el apuntalamiento (gran 
peralte o pendiente) de sus olas. Bajo estas condiciones no se pueden medir períodos ni 
longitudes de onda. 

1.4.1.2 Oleaje distante (SWELL) 

Figura 1.8 Oleaje SWELL 

Se presenta cuando las olas se propagan y salen de la zona de generación. o dicho de otra 
manera. cuando fuera del fetch el oleaje va .. madurando". Se debe principalmente a los 
siguientes fenómenos: 

• Pérdida de energía, porque una ola avanza consumiendo su propia energía. 
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• Dispersión, que puede ser de dos tipo: 
• Dispersión angular, ya que las olas se dispersan en todas direcciones. 
• Dispersión radial, que es un filtrado de las olas, ya que la velocidad 

es función directa del período, y por lo tanto las ondas largas viajan 
más rápido que las cortas. 

• Soldadura, donde las ondas de períodos similares se unen (soldan) en largas crestas 
de onda, con Jo que la superficie caótica del SEA se va simplificando. 

Este tipo de oleaje es más marcado sobre la plataforma costera, en profundidades reducidas, 
debido a que a los tres fenómenos anteriores se agrega la refracción, que hace que las ondas 
tiendan a progresar en forma paralela a las líneas batimétricas. 

El oleaje SWELL es más regular, se forman frentes de crestas paralelas de hasta cientos de 
metros de longitud, y tanto el período como la longitud de olas sucesivas difieren poco. 
Aquí sí se presenta periodicidad, las direcciones no son tan dispersas: hay direcciones 
predominantes. En resumen, el fenómeno posee cierto orden. 

1.4.2 Clasificación de las ondas por su período 

Como se observa en la Figura 1.5, Figura 1.6 y Figura 1.11, las ondas que componen un 
registro de oleaje son de una amplia gama de períodos, alturas y longitudes. De acuerdo a 
su período, se pueden distinguir Jos siguientes tipos de ondas: 

Nombre Período T LongitudL AlturaH Fuerza Fuerza 
generadora restauradora 

Capilares 0-0.I s 2 - 7 cm l-2mm viento tensión superficial 

Ultragra vedad 0.1 s - 1 s centímetros milímetros viento tensión superficial 
v l!ravedad 

Gravedad 1 s - 30 s metros a cientos centímetros - viento gravedad 
de metros 15 m 

Infraruavedad 30 s- 5 min I00-200m pequcila viento gravedad, Coriolis 

Largo periodo 5 min- 24 hr - l-5m sismo, derrumbes, gravedad, Coriolis 
atracción de cuerpos 
celestes 

Transmarca más de 24 hr - - atr.icción de cuerpos gravedad, Coriolis 
celestes 

Tabla 1-1 Claslncaclón de las ondas por su período 

En la Figura 1.9 se muestra de forma esquemática la cantidad de energía que normalmente 
portan las ondas de acuerdo a su período: 

V 
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Figura 1.9 Período - Energía de las ondas 

1.5 Fenómenos de la propagación del oleaje 

J 

} ~':'::dora 

}

Fuerza 
restauradora 

El oleaje en su propagación se ve modificado principalmente por los siguientes fenómenos: 

• Refracción. consistente en que al propagarse hacia tierra, tiende a hacerse paralelo a 
Ja línea de costa, debido a Ja disminución de la profundidad del mar. 

• Difracción, observado directamente en los rompeolas, debido a la transferencia 
lateral de energía. Es el efecto de "sombra" o disminución de la altura de ola. que se 
da en Ja cara opuesta a la que recibe el oleaje incidente en una estructura. 

• Reflexión, cuando un frente de oleaje se encuentra con un obstáculo o estructura 
que refleja parcial o totalmente su energía se forman nuevas ondas. 

• Rompiente, que es un medio de disipar o desviar Ja energía que el oleaje ya no 
puede portar, o el efecto de la desestabilización del mismo al disminuir la 
profundidad. 
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Figura t.10 Fenómenos de la propagación del oleaje 

1 .6 El oleaje como proceso estocástico 

El oleaje es un proceso estocástico porque en él se combinan muchas variables 
independientes, de tal manera que la superficie libre del mar 17 varía en forma aleatoria, es 
decir que las condiciones de oleaje en un punto y momento dado no se pueden evaluar de 
fomm detenninista, sino que cada situación tiene una probabilidad de ocurrencia. 

Este proceso puede definirse como el ensamble de un número infinito de distintos registros 
de oleaje que corresponden a un cierto estado de mar. 

l/(t) = {l/(11 ), l/(t~ ), • •• ,1¡(tn ), ... } (1.1) 

La Figura 1.11 ilustra lo anterior. El oleaje como se observa es un conjunto de ondas de 
distinta amplitud. frecuencia, fase, etc., propagándose en diversas direcciones. 

..... 
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¿ < ..-<' ' 

Figura J.11 Estructura del oleaje aleatorio, Pierson et al. (1958) 

Por lo anterior, el oleaje puede ser estudiado como una superposición lineal de ondas 
armónicas simples, tal que el perfil de la superficie libre, T¡(x,y.t), puede ser descrito por: 

donde: 

r¡(x,y,t) =~a, co{ ~ (xcos8, +y sen 8, )- a,t +e, J 

a es la amplitud 
a es la frecuencia angular ( 2;r I T) 

T es el periodo de la onda 
O es el ángulo de incidencia con respecto al eje X 
e es la fase 
x,y la posición de la onda en el espacio 
t es el tiempo 

( 1.2) 

Si para cualquiera " instantes ti. 12 , •• ., tn se conoce la función de distribución; entonces el 
proceso 1¡(1) puede considerarse definido. 

de Ja variable 11 dimensional T/(tr. t2, ••. , In). 



Pa..~ sir::;--::::~;!;' e: ~~x..:.~ ¿~~ ~C\.'-~ ~~-j_~.,_"X" ·";'\:\ ~~'\! ~'"'C-~~~~ cl ,,:<"..J._;~ \~~" 
o-r~..;_:,t:~Q) ~ =~~0 =~~...:!.: e=: -=~~~t:!. ~ '::i:."~t":~.:·i- ~::J.~·~·~-.j,$ ::-::~ ... {!:..!....~~ 

cocsis:e::::s ~ i..i.JC..:S.:~~ . .::..: 'l...'~·~..l]e" \.\:\~'-"' ~ r.r'--'~~' ~::J.·~:~"\c....i....-:\.~. ~=~"-~"'-~' :- ~.!.:.;._~.!...,.~'-.. 

1.6.1 El oleaje como un proceso estacionario 

Si las pn.'}'i~e:s e:su.:iist:.:.JS de un rn.-..:~ -:vt t.ik"::$ U.'nl\.' l..1 \;;1.ri.1..~..1 \.' mci:i.. ~ 
mantienen consumes en d ticmpl. .... el p:;.....:<.."$0 <.."::$ esu..:i ..... n.3.ri._..,_ En d .. -.i..~" Jd •'k..1_1c, ~t•.' ~ 
puode considerar razonable par:i intcrv.ilos de tiempo de ... '1ri ... "\S mmuh."t$.. H.J .. ·ienJ ..... UM 

analogía. la e:sucionaried!d en el tianpo es similar :i l3 th. ... m ...... gent.""i..UJ en d e:sr-i ... -¡.,,_ 

Si se acepta que el pnxe:so t¡\t) es esta.:ion.ui"'· !'e dedu.:e que d \:.lk'r mNi1c' ~ W\:l 

constante 
m(r) = m tL·O 

y la función de autocorrelación depende sólo de la difercnci:i ~ =e - s. 

(1.5) 

1.6.2 El oleaje como un proceso ergódico 

Si las características estadísticas de un pmceso en el ticm¡x.' ( 1111:.~ia. 1.ksvi:1.:-i1."ln 1.·sünd:1.r. 
distribución de probabilidad. etc.) pueden ser tomad.:is de un cYcnto cu3lquiera :,v.) y son 
iguales a las estadísticas de ensamble a traYés de todas las rcaliI;11:·ioncs de 1;c..1). entllrtces el 
proceso es estacionario ergóJico. Esta consideración se aplic;1 por ti limita.:-iún fisíc.1 de 
medir una superposición de registros bajo Cl.'ndi.:-illllCS csta.:-ionarias. 

Si 1¡(1} es un proceso estocástico estacionario que satisface .:-iertas Cl.'lndicioncs, 1.•ntonecs: 

l T 

m=Et¡(1)=Lim-f11(1)d1 
r .• .., To 

( 1.6) 

donde m es la medida de variación de la superficie libre del mar Clm respecto al tiempo. 

La ventaja de utilizar la hipótesis de crgodicidad es que pennite sustituir los promedios 
espaciales de sucesos, por promedios tcmpor.iles de un solo evento. 
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1.6.3 El oleaje como proceso gaussiano 

El utilizar el modelo gaussiano (Rosengaus M., 1997) implica que se considera una simetría 
respecto al nivel medio del agua, que lleva a aceptar que la media es igual a cero, y por 
tanto su función de densidad de probabilidad es: 

( 1. 7) 

Gracias a las anteriores supos1c1ones se acepta caracterizar un cierto estado de oleaje 
mediante un solo registro, y analizarlo descomponiéndolo en elementos frecuenciales 
sinusoidales. 

1. 7 Definición de un estado de mar 

Un estado de mar se define como una situación o periodo de tiempo en el cual la inercia del 
fenómeno propicia un cierto equilibrio entre las fuerzas generadoras y restauradoras que 
interactúan, y donde los efectos de dichas fuernis permanecen de forma aproximadamente 
estacionaria. Dicho de otra forma, un estado de mar es cada una de las "posiciones" de la 
dinámica del oleaje, considerando que estas varían de forma suficientemente lenta para que 
sea válido aceptar que durante cierto tiempo el fenómeno es estacionario. 

El oleaje presenta, por un lado, variaciones de período corto, segundos durante los cuales el 
proceso se considera estacionario; y por otro lado, variación de periodo largo, horas durante 
las cuales evoluciona el estado de mar. 

Al registrar la variación de la superficie libre del mar con el fin de realizar análisis 
estadísticos, debe estudiarse un periodo de tiempo que sea suficientemente corto para que la 
hipótesis de estacionariedad sea válida, y suficientemente largo para que contenga un 
adecuado número de olas. Por lo general se mide un período de 10 a 20 minutos (estado de 
mar) por cada hora (o más). Los parámetros estadísticos evaluados para cada muestra se 
consideran válidos para toda la hora, admitiendo que la duración del estado de mar es de 
una hora (o más). 

1. 7. 1 Descripción estadística de un estado de mar 

Para describir estadísticamente un estado de mar se utilizan propiedades estadísticas 
temporales, parámetros y distribuciones. Primeramente se requiere separar las olas del 
registro por alguno de los métodos expuestos en el apartado 1.3. Posteriormente se realiza 
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otro registro con los valores de altura H y período T de cada ola, ordenándolas de mayor a 
menor por su altura. 

1.7.1.1 Parámetros estadísticos 

Para caracterizar un estado de mar a partir de una serie de tiempo se utilizan principalmente 
Jos siguientes parámetros estadísticos (Dean R. y Dalrymple A., J 991 ): 

• Variación del nivel medio del mar ii(t) 

También llamado set-upo set-down. 

donde: 

1 JV 

ii(t)=-.LTJ, 
N l•I 

lJ; es la elevación de la superficie libre del agua en el tiempo I;. 
N es el número de eventos o muestras. 

(1.8) 

i¡(t) es la variación media de la superficie libre del mar con respecto al tiempo. 

• Variación cuadrática media (l·aria11:.a) de la superficie libre del agua TJ!... 

, 1 .... - 2 

";..., = - .L[ r¡, -'l(t )] 
N •·• 

• Altura media de las olas fi 

donde: 

No es el número de olas individuales identificadas en todo el registro. 
H 1 es la altura de la ola i. 

• Período medio de las olas f 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

V 
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donde: 

T; es el período de Ja ola i. 

• Altura cuadrática media H ,.._ 

(1.12) 

• Coeficiente de sesgo o asimetrla Skw 

(1.13) 

• Altura y período significantes H,, T, 

La altura significante es Ja altura promedio de un tercio del registro (de las olas más altas). 
El período significante es el período promedio de un tercio del registro (de las olas más 
ALTAS). 

l ~) 
H =--¿H 

s N 0 13 ;.1 ' 

l -~ 
T=--¿T 

s No 13 •·• ' 

(l.14) 

(l.15) 

donde i es el número de orden, recordando que las olas del registro están ordenadas de 
mayor a menor altura. 

• Alturas Características H 1,ft 

Altura de ola "un-décimo". Similar al caso de la altura significante, pero en este caso es el 
promedio de la fracción décima de las olas más altas del registro. 

l ""•"º 
H - '° H 

i110- NollO f.¡ ' (l.16) 

N 110 
T. - ~·T 

1110 - No l l O fi" ' (1.17) 

V 
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Como también son útiles lo promedios de una fracción n de las olas más grandes del 
registro, generalizando: 

(l.18) 

1 N.!'" T. --- T 1/11 - Af / I 
IYo n l•I 

(1.19) 

NOTA: En todos los cálculos del periodo, el número de orden i también se refiere al 
ordenamiento descendente por altura de ola, y no por magnitud del período. 

1.7.2 Descripción espectral de un estado de mar 

Un estado de mar también puede describirse mediante sus características y propiedades 
espectrales. El espectro de oleaje representa la cantidad de energía que cada frecuencia de 
onda contiene. 

Los estudios espectrales de registros de oleaje son tan válidos como preciso haya sido el 
cálculo de la función de densidad espectral. Por este motivo se han desarrollado muchas 
técnicas para mejorar la precisión con la que se calculan los valores en el dominio de la 
frecuencia (suavizar el espectro), sin embargo, en muchas ocasiones dichas mejoras 
implican una pérdida de resolución espectral. 

Por lo general los valores espectrales se obtienen mediante el cálculo de los coeficientes de 
las series de Fourier. Para esto se utiliza el algoritmo de la transformada rápida de Fourier 
(FFT), que agiliza el proceso de obtención del espectro. Este algoritmo se basa en una 
propiedad de la transfonnada discreta de Fourier (DFT) que permite calcular la DFT de una 
sucesión, a partir de la DFT de subsucesiones más cortas. 

Para describir completamente el estado de la superficie libre del agua en el dominio de la 
frecuencia, se necesita describir tanto las fases como las amplitudes de cada una de las 
componentes sinusoidales independientes, que superponiéndose entre si, constituyen un 
estado de mar (ver figuras Figura 1.6 y Figura 1.11 ). Esto quiere decir que todo espectro de 
oleaje completo tiene dos componentes: el espectro de amplitud (o de energía, ya que ésta 
es proporcional al cuadrJdo de la amplitud); y el espectro de las fases. Sin embargo, para 
analizar el oleaje basta con el espectro de amplitudes (o de energía), ya que las fases por lo 
general son aleatorias. El espectro de fases únicamente se utiliza para controlar la calidad 
en experimentos de laboratorio. 
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1.7.2.1 Parámetros Espectrales 

Todos Jos parámetros espectrales se calculan a partir de momentos de distinto orden, 
mediante la ecuación generadora de momentos, que es: 

donde: 

'° 
m,. = ff"S(f)df 

o 

mn es el momento de orden n. 
S(/) es la función de densidad espectral. 
f es la frecuencia. 

• Anchura espectral 

(1.20) 

Los espectros se pueden clasificar como de banda ancha o angosta. Un espectro de banda 
angosta es aquel en que la energía se concentra en un intervalo de frecuencias reducido. En 
un espectro de banda ancha Ja energía se distribuye a lo largo de todas las frecuencias. 

Cartwright y Longuet-Higgins ( 1956) propusieron un parámetro para definir Ja anchura 
espectral ( ¿): 

Donde: 

Si el espectro es de banda angosta, e tiende a O. 
Si el espectro es de banda ancha, e tiende a l. 

( 1.21) 

Utilizar el parámetro e tiene la desventaja de que depende del momento de cuarto orden, y 
por lo tanto su estimación es muy sensible ante valores que tiendan a frecuencias altas. 
Adicional a esto, se ha comprobado que e no es representativo en espectros que definen un 
estado de mar. 

Para solucionar el problema expuesto anteriormente Longet-Higgins propuso otro 
parámetro de anchura espectral en función de momentos de orden inferior ( 0: 

(1.22) 

En espectros de banda angosta vpuede aproximarse a el 2. 

• Agude:.a de pico Q,. 



Sobre la estabilidad hldrodintlmica de pilas cillndricas 19 

Es otro parámetro que permite definir la forma del espectro, fue propuesto por Goda en 
1970. 

(1.23) 

Según Goda, para olas generadas por viento QP es cercano a 2. 

El período medio de las olas también puede calcularse a partir del espectro, utilizando 
cualquiera de las expresiones siguientes: 

(1.24) 

(1.25) 

Existen diversas expresiones para relacionar los parámetros obtenidos a partir del espectro 
con los calculados con series de tiempo. Tal es el caso del ancho espectral, ya que el 
parámetro e puede estimarse directamente a partir de un registro de oleaje: 

donde: 

c 2 =4r(1-r) ( 1.26) 

r=.!..(1-N;) 
2 Ne-

(1.27) 

N; es·e1 número de intersecciones entre el nivel medio del mar y la superficie libre 

del agua con pendiente positiva. 
Ne es el número total de crestas en el registro. 

Además, cuando la distribución de olas se aproxima a la de Rayleigh (oleaje SWELL), es 
posible estimar el valor de la altura cuadrática media (Hrwu) y al de la altura significante 
(Hs) directamente a partir del espectro; si este es el caso a H, se le denomina Hmo· 

H _, = 4.004..j;;; = .J2 H,., (1.28) 

H,,.., = ..js'"o (1.29) 
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Bajo la misma suposición que en el caso anterior, otras alturas características pueden 
calcularse a partir de Hmu: 

H1110 = I.8H""' (1.30) 

H, 1100 = 2.359H,.,,.. ( 1.31) 

1.8 Distribuciones estadísticas de un estado de mar 

Se considera que la variación de Ja superficie libre del agua en el mar tiene la forma de una 
distribución de probabilidad gaussiana (distribución normal), por lo tanto su media es cero 
y su función de densidad de probabilidad es: 

P(TJ)= 1 )-~,t_) 
'l,,..,& 

(I.32) 

Se han propuesto diferentes funciones de probabilidad para describir los parámetros de un 
estado de mar, pero se pueden clasificar en tres grupos: distribución de altura de olas, 
distribución de periodos de olas, y distribuciones conjuntas de altura-periodo. 

1.8.1 Distribuciones de alturas de ola 

La estimación de la altura de ola es de suma importancia en la navegac1on, para valuar 
condiciones de operatividad en puertos, en el diseño de estructuras marítimas y costeras, 
fijas o móviles, etc. 

Para utilizar estas distribuciones, el registro de oleaje irregular se divide en olas 
individuales utilizando el método de pasos ascendentes por cero (ver apartado 1.3, inciso 
a)). El período de la onda es el tiempo transcurrido entre dos cruces ascendentes sucesivos 
y la altura de onda es la diferencia entre el nivel máximo y el mínimo (cresta y valle) que 
alcanzó la superficie libre dentro del intervalo. 

1.8.1.1 Distribución de Rayleigh 

Rice ( I 944-1945) utilizó una función de distribución de alturas de crestas para señales 
aleatorias de origen electromagnético. Cartwright y Longuet-Higgins ( 1983) ampliaron los 
estudios de Rice y demostraron que la distribución de Rayleigh (desarrollada originalmente 
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para fenómenos eléctricos) puede ser satisfactoriamente utilizada para describir la 
distribución de alturas de ola. 

La distribución de Rayleigh supone que hay una correlación perfecta entre una cresta y el 
siguiente valle, es decir, que si se tiene una cresta grande, el siguiente valle también será 
grande. Es por esto que cuando se tiene un estado de mar SWELL puro, con una anchura 
espectral e= O, la descripción de la altura de las olas dada por Rayleigh es exacta. 

La función de densidad de probabilidad Rayleigh está dada en forma adimensional por la 
siguiente expresión: 

donde: 

o en forma dimensional: 

Otra forma dimensional aceptada es: 

H 
(=-

H,_ 

H' 
H -

p(H)=-e '"'" 
4m0 

1.8.1.2 Distribución de Longuet-Higgins 

(l.33) 

(l.34) 

(1.35) 

(I.36) 

Fue propuesta en 1956 por Cartwright y Longuet-Higgins. Es una distribución de crestas de 
ola aplicable para anchos espectrales di fcrentes de cero. La fórmula se utiliza desde & = O 
hasta e= l. 

1 1 { ")' 1 _J ,, ( ,., 1 l -~ - ' 112 __ ,, 1-r' --· p(?)= .., &·e.\.- +(1-c·) 17·e 2 Je ) e 2 dx J • .;rmo 
(1.37) 

En los extremos del rango de aplicación de la fónnula se presenta lo siguiente: cuando e= O 
se obtiene una distribución de Rayleigh; y si & = 1 se trata de una distribución de densidad 
normal trucada en cero. 

En 1983, u:mguet-Higgins propuso una distribución conjunta altura - periodo (tratada 
posteriormente), que al ser aislada la distribución de densidad de altura de ola se tiene Ja 
ecuación siguiente, cuyos parámetros se definen más adelante. 
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(l.38) 

donde Erfc se conoce como función error complementaria, y está dada por: 

Eifc( H )= 1-2_ je {ikJ'dH 
2.J2m0 v JR- o 

(l.39) 

1.8.1.3 Distribución de Tayfun 

Tayfun propuso en 1981 una distribución de altura de olas limitada por la altura de rotura y 
por un parámetro Nr, que relaciona al estado de mar con la profundidad. Su principal 
caracteristica es suponer que existe una mediana relación entre una cresta y el siguiente 
valle; es decir, que si una cresta es grande, lo más probable es que el valle siguiente 
también sea grande, pero sin que deje de existir la posibilidad de que sea mediano o 
pequeño. 

H 
Recordando que .; = -- ; 

H,,,., 

(1.40) 

( 1.41) 

El parámetro de Tayfun o Nr , que como se dijo anteriormente, está relacionado con el 
estado de mar, es función del periodo de onda y de la profundidad. Si Nr tiende a infinito, 
entonces se tiene un estado de mar SWELL y la distribución de Tayfun se iguala a la de 
Rayleigh. Nr queda definido como sigue: 

(l.42) 

V 
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En las expresiones anteriores: 
Jo es la función de Bessel de orden O. 
ko es el número de onda asociado a la frecuencia media, k0 2;r/ L,.., y se obtiene a 

partir de la siguiente ecuación: 

(1.43) 

1.8.1.4 Distribución de Carter 

En 1981 Carter propuso una ecuación de distribución de altura de ola, la cual supone que 
no hay relación alguna entre crestas y valles consecutivos, es decir, que dada una cresta 
grande, el valle siguiente puede ser de cualquier tamaño. 

La función de probabilidad acumulada o probabilidad acumulada propuesta por Carter es: 

(l.44) 

donde Erfes la función error, definida como: 

2 X 

Eif(x) = ,- fe-"' du 
";r o 

(1.45) 

1.8.1.5 Conclusiones de las distribuciones de altura de ola 

Green (1994) realizó un análisis donde llegó a las siguientes conclusiones: 

);> La ecuación de Carter es la que mejor representa el oleaje en un estado de mar SEA 
(muy desordenado). 

);> La ecuación de Tayfun es la que representa mejor el estado de mar en la zona de 
transición, es decir, cuando es un poco más ordenado que el SEA. 

);> La distribución de Rayleigh es la más adecuada para utilizarse en un estado de mar 
tipo SWELL (muy ordenado). 

o 
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1.8.2 Distribuciones conjuntas altura -período de ola 

En un principio, sólo se tomaba en cuenta la altura de ola para el diseño de estructuras 
marítimas y costeras; sin embargo, en estudios recientes se ha comprobado que el período 
influye considerablemente en fenómenos como: el ascenso máximo o nm-up, la estabilidad 
de piezas en un rompeolas, la fatiga en elementos estructurales, etc. Es por esto que 
últimamente se le ha dado importancia a las distribuciones de probabilidad en función de la 
altura y el período. 

Las funciones que a continuación se presentan aparecen en forma dimensional y 
adimensional; la forma adimensional sirve para comparar las diferentes fórmulas, mientras 
que la forma dimensional es útil en cálculos prácticos. 

1.8.2.1 Distribución de Longuet-Higgins (1975) 

En 1975 Longuet-Higgins, basado en un modelo del oleaje estacionario y gaussiano con 
espectro de banda estrecha, propuso una función de densidad de probabilidad conjunta de 
alturas y períodos de ola. 

Las principales desventajas de esta fómmla son: que se basa en un espectro de banda 
estrecha (oleaje SWELL); y que, por consiguiente, no toma en cuenta Ja asimetría en la 
distribución de los periodos de ola, propia de los espectros de banda ancha. 

En fom1a adimensional, la densidad de probabilidad de Longuet-Higgins ( 1975) es: 

donde: 

tJ2 -u' •·rl 
p(tJ, l/) = ¡;:;-e i 

..¡2;r 

H 
8=--2¡;;;, 

T-7;,, 
q=-~--

v¡;,, 

To1 es el período medio, ecuaciones ( l.24) ó ( l.11 ). 

De fonna dimensional: 

(l.46) 

(l.47) 

(l.48) 

u 
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p(H, T) = H e -a,;;;\ vr., ( 
2 ) _!!!.11{!:=.!i.L)) 

8 v.fiivTa1mli'2 
(1.49) 

1.8.2.2 Distribución de Cavanié et al. (1976) 

Cavanié, Arhan y Ezraty propusieron en 1976 una distribución teórica, que al igual que la 
de Longuet-Higgins ( 1975) se basa en un modelo gaussiano de banda estrecha, pero que sí 
considera la asimetría de la distribución de los períodos. 

Se ha encontrado que esta distribución concuerda aceptablemente con datos reales, pero 
tiene el defecto de estar en función del parámetro de ancho espectral ¿; que como se explicó 
anterionnente, es función del momento de cuarto orden de la función de densidad espectral 
(función de densidad espectral a la cuarta potencia), lo que hace que cualquier pequeño 
error en la distribución se amplifique, sobre todo en frecuencias altas. 

La distribución de probabilidad de forma adimensional es: 

donde: 

H h---- ¡;;;;, 

T 
T=--

rTc 

si &S. 0.95, entonces r = 1. 

c2 JJ2=l-c2 

(1.50) 

(1.51) 

(1.52) 

(1.53) 

(1.54) 

(1.55) 

(1.56) 

V 
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Esta ecuación se obtuvo con registros donde el período de ola se midió entre cresta y cresta, 
por lo que no sería correcto aplicarla a olas definidas por el método de paso ascendentes por 
cero (Battjes, 1977); sin embargo Goda ( 1978) señala que también en este caso la 
distribución arroja buenos resultados. 

Para aplicar la forma dimensional se utiliza: 

Tc=Tz; 

Con lo que se tiene: 

Tz 
T==; y 

Tz 

1.8.2.3 Distribución Longuet-Higgins (1983) 

(l.57) 

(l.58) 

En 1983 Longuet-Higgins propuso otra distribución, también basada en un espectro de 
banda estrecha. Al igual que la fórmula de Cavanié et al., la segunda de Longuet-Higgins 
contempla la asimetría de la distribución de períodos, pero además, tiene la gran ventaja de 
utilizar el parámetro de ancho espectral v, que depende del segundo y no del cuarto 
momento. 

La densidad de probabilidad en forma adimensional es: 

donde: 
T 

T=-= 
T 

R- H/2 
- .J2111o 

--=- t+(I+v2)2 1 1 [ 
1 J 

L(v) 2 

(1.59) 

(1.60) 

( 1.61) 

(l.62) 
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(1.63) 

La ecuación en forma dimensional es: 

2- ) ~.__l_f, ')'] 
(H T) = ( H T e a,;;;i T;>\-¡ L(v) 

P ' 8v./2i m;1Jr2 
(1.64) 

donde L( 0 se calcula con la ecuación ( 1.62). 

1.8.3 Distribuciones de periodos de olas 

Las distribuciones de probabilidad de períodos de olas no surgen como tales, sino que son 
derivaciones de las distribuciones conjuntas de período y altura de ola, y por lo tanto, las 
consideraciones hechas para las primeras, aplican también para las que se muestran a 
continuación. 

1.8.3.1 Distribución de Bretschneider (1959) 

Bretschneider encontró en 1959, que el cuadrado de los periodos se ajusta a una función de 
densidad de probabilidad de Rayleigh, y propuso la siguiente ecuación: 

TJ --0 6,J I. 'j' 
p(T) = 2.7-=¡-e \r 

T 
(l.65) 

1.8.3.2 Distribución de Longuet-Higgins (1975) 

(T) = Ta~ v2 
p [ 2])12 

2 vi;,~ +(T-I;,1 ) 

(1.66) 

1.8.3.3 Distribución de Cavanié et al. (1976) 

Propuesta en 1976 por Cavanié, Arhan y Ezraty. 
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(T) - a3 fJ2 -;f T 
p - [ 2]312 

T' a',8' +(8;~' -a' J 
(1.67) 

donde: 
T 

Ó=-= 
T 

(1.68) 

1.8.3.4 Distribución de Longuet-Higgins (1983) 

( ) L( v)r[ (i r)2 
1 ] ~ p T = I+ -- -

2vT2 T v2 
(1.69) 

1. 9 Modelos espectrales de un estado de mar 

Después de haber analizado gran cantidad de espectros de oleaje, se ha encontrado que 
tienen características similares que pueden relacionarse con ciertos fenómenos fisicos; 
como el viento y su área de acción. Esto permite generar numéricamente espectros de 
oleaje esperados para condiciones especificas. 

Los factores fisicos que hacen variar la forma del espectro de un estado de mar son muchos 
y muy diversos, entre ellos están: la velocidad del viento, la magnitud del fetch, etc. Sin 
embargo, la fom1a de un espectro no es arbitraria, ya que diversas propiedades fisicas del 
oleaje se representan en él. 

1.9.1 Estado de saturación 

Aunque la acción del viento sobre el mar es incesante, y esto podría sugerir que la cantidad 
de energía que porta el oleaje es proporcional a la cantidad de trabajo que el viento realiza 
sobre la superficie libre del mar, existe un límite a partir del cual la energía no se absorbe, 
sino que se disipa de diversas formas, tales como la rotura de las olas, la formación de 
ondas capilares (de muy alta frecuencia), o la transferencia de energía a olas de diferente 
frecuencia. El ocurrir de alguno de los mecanismos de disipación es indicativo de que se ha 
llegado a un estado de saturación de los componentes del oleaje, donde hay un balance 
entre la energía suministrada por el viento y la energía perdida por dichos mecanismos. Es 
por esto que una de las principales características de los espectros de oleaje es que tienen un 
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límite superior para la densidad de energía espectral, es decir, que cuando llegan a una 
condición de saturación (energía máxima), la energía adicional que aporta el viento se 
pierde, o mejor dicho, se desvía hacia algún medio de disipación como los anteriormente 
mencionados. 

Por lo anterior, el estado de saturación debe describirse únicamente mediante los 
parámetros físicos locales que definen la configuración extrema de las olas, por ejemplo: la 
aceleración de la gravedad (g), la velocidad del viento sobre la superficie libre (U) y la 
frecuencia local (/). 

1.9.2 Principales modelos espectrales 

Los espectros más conocidos son: Phillips, Zaslavavskii-Zacarov, Toba, Neumann, Pierson
Moskowitz, Bretschneider, ISSC (lntemational Ship Structures Congress), ITTC 
(lntemational Towing Tank Conference), JONSWAP (Joint North Sea Wave Proyect), 
TMA, Krylov, Davidan et al., Wallops, Ochi-Hubble, Kitaigorodskii, etc, sin embargo solo 
se describirán los más útiles para este trabajo. 

Los modelos espectrales generalmente se basan en uno o más parámetros. El modelo de 
Pierson - Moskowitz ( 1964) es el modelo de un parámetro más conocido; los modelos de 
Bretschneider ( 1969), ISSC (lntemational Ship Struetures, 1964) y el ITfC (lntemational 
Towing Tank Confcrcnce, 1966, 1969, y 1972) son los modelos de dos parámetros más 
importantes. Modelos como el JONSWAP y el TMA son función de cinco parámetros, pero 
usualmente tres de ellos se consirleran constantes. 

1.9.2.1 Modelo de Philips 

Phillips ( 1959) estudió la variación de la velocidad del viento a diferentes alturas sobre la 
superficie del mar, y a partir de ello determinó que el espectro se puede definir con los 
parámetros siguientes: la frecuencia, la gravedad, la velocidad del viento, y el fetch. Sin 
embargo, al hacer el análisis dimensional de varios espectros de oleaje, y considerando el 
estado de saturación, definió el espectro utili7.ando únicamente dos parámetros: la velocidad 
al cortante del viento y el fetch: 

( l.70) 

Para frecuencias superiores a la frecuencia pico, la función de densidad espectral se 
expresa como sigue: 

(1.71) 
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En las ecuaciones (1.70) y (1.71): 
a depende del fetch y del viento. 
OJ es la frecuencia angular (2,g). 

f es la frecuencia (en Hz). 

1.9.2.2 Espectro de Pierson -Moskowitz 

Es un modelo espectral de un parámetro, desarrollado por Pierson y Moskowitz en 1964, a 
partir de estudios de espectros de oleaje del Atlántico Norte. Representa estados de mar 
generados por viento y completamente desarrollados, es decir, que el espectro no depende 
del fetch, sino únicamente de la velocidad del viento. La expresión para generar el espectro 
es la siguiente: 

(1.72) 

donde: 
U19.5 es la velocidad del viento a 19.5 metros sobre la superficie libre del mar. 

f es la frecuencia. 

También se puede obtener a partir de la frecuencia pico (f,,) de la siguiente forma: 

(1.73) 

En esta expresión se reconocen dos partes: el exponencial, llamado también "función de 
forma de Picrson - Moskowitz"; y la parte fuera de él, que es la fórmula desarrollada por 
Phillips (1.70). 

1.9.2.3 Espectro de Bretschneider 

Se trata de un modelo de dos parámetros, que supone un espectro de banda estrecha, y que 
las alturas y períodos de olas individuales se ajustan a una distribución de probabilidad tipo 
Rayleigh. La expresión es la siguiente: 

donde: 

4 --067 !.. r { )'] 
S(f) =O. l 28H,2 f,s J . f 

f 

1 
!.=y 

• 

(1.74) 

(1.75) 

V 
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Con este modelo se pueden deducir las siguientes relaciones: 

T, = 0.946 TP 

I! 7:-", 

donde Tp es el período de pico espectral. 

1.9.2 . .f Espectro JONSWAP 

Se conoce por sus siglas en ingles (Joint North Sea Wave Proyect). El mnd<·!u ·; ';" i:trH' 

parámetros. Fue propuesto por Hasselman y otros, en 1973. Se generó con •J1.1 
finales de los l 970's, parte de un amplio proyecto de medición de oleaje 5{· '.e:: 

160 km. en el Mar del Norte, a partir de la fsla Sylt. 

Se formuló para c:<>tados cie mar generados por viento, con fetch li1 .•. y para 
profundidad de agua indefinida. El espectro JONSW AP se expresa de la sigu1.:11:c •r1anera: 

Donde: 

S.1(f) = S 1.(/)tPr., (; l~_¡(f.f,.,y, u) 
,. ./ 

Sp(/) es la fórmula de Phillips, ecuación ( 1. 70). 

,Pp,., ( ~) es la función de forma de Pierson - Moskowitz: 

tP.1 es el factor de forma del espectro JONSWAP: 

1-{1-1,)'] 
l.,J/; 

tP.1 = }' 

Y o-es: 

(1.78) 

(l.79) 

(1.80) 

o 
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( 1.81) 

A continuación se listan los valores medios (normales) de los parámetros utilizados para 
generar el espectro JONSW AP: 

y, conocido como el factor de forma de pico del espectro. 

J' = 3.30 (1.82) 

o; que es el ancho de la base del espectro antes (o-A) y después ( o-8 ) de la frecuencia pico. 
UA = 0.07; O"a = 0.09 (J.83) 

a. es el factor de escala, asociado con la energía total del espectro. Es función directa del 
fetch y de la velocidad del viento, como se puede ver en las expresiones siguientes: 

a= 0.076(x)--022 
(1.84) 

La frecuencia pico del espectro (f¡,), como se ha observado, también está relacionado \:On el 
fetch y la velocidad del viento: 

donde: 

x es el fetch. 

fp = 3.s(..JL)(x)--0 33 

U,o 

x = g ~ Fetch adimensional 
U(o 

U1o es la velocidad del viento a 1 O m sobre el nivel medio del mar. 

( 1.85) 

(1.86) 

Este espectro, como se puede ver en sus expresiones, tiene un fetch limitado, es decir, que 
el estado de mar no esta todavía completamente desarrollado. 

Goda ( 1983) propone que un oleaje tipo S\VELL que ya haya viajado cientos o miles de 
kilómetros en aguas profundas puede representarse mediante un espectro JONSW AP con 
un factor de fomia de pico 7 $ y$ IO. 

1.9.2.5 Espectro TMA 

Fue presentado en 1985 por Bows, Gilnther, Rosenthal y Vincent. El modelo es de cinco 
parámetros. Los estudios se realizaron analizando cerca de 2800 espectros de oleaje en 
aguas poco profundas. Está directamente relacionado con la profundidad del agua, por lo 

u 
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que es muy utilizado para conocer los cambios que sufre un espectro al propagarse en aguas 
someras. Su nombre se debe a las fuentes de información: 

;.. TELEX, cuyos datos se obtuvieron cerca de Holanda, por el barco-faro "Telex" (a 
30 m de profundidad), y por la estación Euro-5 (a 20 m de profundidad). 

;.. MARSEN, que recopiló datos en la costa norte de Alemania, por medio de dos 
estaciones directamente expuestas a oleajes del mar del norte, entre 1 O y 50 m de 
profundidad 

;.. ARSLOE, que aportó datos de las costas de Carolina del Norte, con profundidades 
variables de hasta 40 m. 

El espectro TMA se define a partir del espectro JONSW AP: 

(1.87) 

donde: 

(1.88) 

y k se evalúa con la ecuación de dispersión: 

(21rf)
2 

= gk tanh(kh) (1.89) 

Los diversos efectos propios de las aguas someras, tales como la fricción de fondo, 
rompiente y refracción se incluyen dentro del parámetro ~. Si se adapta el factor de 
transformación que se introdujo inicialmente para aguas poco profundas, el especto queda 
definido por: 

( 1.90) 

Goda recomienda utilizar el espectro TMA con reservas, debido a que fue formulado para 
oleaje en crecimiento en el área de generación. 

1.9.2.6 Espectro Ochi-Hubble 

Fue desarrollado por Ochi y Hubble en 1976, es un modelo espectral de seis parámetros que 
consta de dos partes: una para componentes de energía de baja frecuencia, y otra para 
componentes de alta frecuencia. El espectro total es una combinación lineal de las dos 
componentes, que dependen de tres parámetros cada una. Gracias a la combinación lineal 
se pueden modelar la mayoría de los estados de mar que se presentan en una tormenta, 
además de que hace posible representar un doble pico espectral, donde un pico está 
relacionado con el oleaje SEWELL (baja frecuencia, oleaje distante), y el otro con oleaje 
SEA (alta frecuencia, oleaje local). 
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El espectro se define mediante la siguiente expresión: 

donde: 
Hsi. Hs2 es la altura de ola significante. 
fo 1,fo2 es la frecuencia modal. 
A¡, ,.t2 es el parámetro de forma espectral. 

( 1.91) 

En las literales anteriores el subíndice 1 indica que se trata de una 
componente de baja frecuencia, y el subíndice 2 refiere a componentes de 
alta frecuencia. 

En la expresión ( 1.91 ), donde ~ es el parámetro de forma espectral, si ..l1 = 1, y Á2 = O, se 
obtiene un espectro tipo Pierson-Moskowitz. 

La altura de ola significante H, de la ecuación (l. 91) se obtiene con la siguiente fórmula: 

.J 2 2 H, =H, 1 +H, 2 (l.92) 

En espectros de banda estrecha, normalmente Á1 es mucho mayor que .J.2, siendo los valores 
típicos: 

Á¡ = 2.72; y Á: = J.82e-H,!12IS 

donde las unidades Hs deben ser metros. 

1.9.2.7 Espectro direccional. 

(1.93) 

Un espectro direccional es aquel que representa la distribución de energía del oleaje en el 
dominio de la frecuencia, y además en el dominio de la dirección. Esto se expresa de la 
siguiente forma: 

donde: 

S(f,8) = S(f)G(f,8) ( 1.94) 

S(f,8) es la función de densidad espectral del oleaje direccional. o espectro de 

oleaje direccional. 
G(f,&) es la función de distribución direccional. o distribución angular. l ¡ 

¡ 

l 
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La función de distribución angular G(f,&) representa la distribución direccional de 

energía del oleaje, que aunque se ha comprobado que varía con la frecuencia, algunas 
formulaciones no la toman en cuenta. Esta función es adimensional y se normaliza de la 
siguiente forma, donde y se usa como función de pico: 

Ir 

r f G(f,O)d&= 1 (1.95) 

Mitsuyasu et. al en 1975, propusieron la siguiente expresión después de haber analizado 
datos medidos en campo: 

(I.96) 

En esta expresión, s es un parámetro que representa el grado de concentración de energía 
por direcciones, su valor pico se presenta alrededor de Ja frecuencia pico del espectro, y va 
decreciendo conforme se aleja de esta. 

Goda y Suzuki modificaron Ja expresión original para que fuera más práctica en casos de 
aplicación, mediante Ja introducción del valor pico smax en lugar de s. 

( L J2.s si f';i!:.fp sm .. 
fp 

s= 

s~(;,J 
( 1.97) 

si fsfp 

1.10 Teorías de oleaje 

Como se ha explicado anteriom1entc, el oleaje es un fenómeno muy complejo, en él 
influyen innumerables factores y se propaga en tres dimensiones, por Jo que su modelación 
matemática es sumamente dificil. A pesar de esto se han desarrollado varias teorías para 
analizar matemáticamente el fenómeno, cada una con sus consideraciones particulares. 

La Teoría de ondas de peq11eiia amplirud, también llamada Teoría Lineal o Teoría de Airy, 
fue desarrollada por este último en 1845. Es junto con Ja de Stokes ( 1880) una de las teorías 
clásicas, ambas se ajustan bastante bien al comportamiento real del oleaje donde Ja 



36 Cap/tu/o 1. Conceptos básicos del estudio de oleaje 

profundidad es muy grande respecto a la longitud de onda, y cuando la altura de ola es 
pequeña respecto a la longitud de onda, además son de fácil aplicación. 

En 1802 Gcrstner desarrolló una teoría contemplando por primera vez ondas de amplitud 
finita, conocida como Teoría Trocoidal, que aunque es muy acertada para definir el perfil 
de la onda, no es tan precisa estimando el movimiento orbital de las partículas. 

Las teorías anteriores son útiles únicamente en aguas profundas ya que no consideran la 
influencia del fondo marino. La Teoría de Korteweg o Teoría Cnoidal es la que mejor 
describe el comportamiento del oleaje en aguas someras, pero es sumamente complicado 
usarla en aplicaciones prácticas. Esta teoría deja de ser válida en la zona de rotura del 
oleaje, pero para esas condiciones la Teoría de la Onda Solitaria es una buena 
aproximación y no es tan dificil de manejar. 

En la Figura 1.12 se muestra esquemáticamente la diferencia entre los perfiles de oleaje de 
cada teoría. 

Teoría lineal: aguas profundas, peralte reducido 

Teorra de Stokes: aguas profundas, gran peralte 

. " ................. . ....____ ___ ____ 
Teoría cnoidal: aguas someras 

Onda solitaria: cuando el período tiende a infinito 

Figura 1.12 Perfil de oleaje para cada teoría. 

Es importante escoger adecuadamente la teoría a utilizar en cada circunstancia. No es fácil 
definir los límites de aplicación de cada una de ellas, sin embargo Le Mehaute ( 1969) 
propuso el criterio de rango de validez de cada teoría mostrado en la Figura 1.13. 
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Aún cuando la teoría lineal es la base de otras mucho más complejas, ha sido más utilizada 
debido a su asombrosa exactitud, comprobada al cotejar sus resultados con mediciones de 
campo o laboratorio (sobre todo en aguas profundas). Además, a diferencia de otras teorías 
no lineales, permite por si misma la superposición y manejos más complejos. 

¡ 
l 
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CAPÍTULO 2 
ECUACIONES FUNDAMENTALES 

DE LA MECÁNICA DE FLUIDOS 

V 



V 
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2 ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA MECÁNICA DE 

FLUIDOS 

2.1 Ecuación de la continuidad 

Para los desarrollos y deducciones posteriores se utilizará un cubo infinitesimal en un 
sistema de coordenadas ortonormales como el que se muestra en la Figura 2.1. 

Figura 2. J Cubo Infinitesimal en coordenadas ortonormales 

Si la densidad del fluido es p, la cantidad de masa dentro del cubo en un instante 
determinado es: el volumen del cubo por su densidad: 

M =V·p=dxdydz·p (2.1) 

Debido a que la densidad no es constante en el tiempo, la masa dentro del cubo varia con 
éste. La masa después de un intervalo de tiempo dr es 

M,,.,..m = (p+ a; dt }dx dydz (2.2) 

El incremento de masa durante ese intervalo dr se obtiene por diferencia: ec.(2.1) - ec.(2.2) 

óM =p·dxdydz-(p+ a:; dt}dxdydz = -( a;;)dxdydz·dt (2.3) 

Esto en lo que se refiere a la variación de la masa con el tiempo. 
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Por otra parte se debe analizar Ja entrada y salida de masa por cada cara del cubo, para ello 
es útil apoyarse en la Figura 2.2, donde se muestra la nomenclatura utilizada para el análisis 
en la dirección del eje X. 

o(pu) 
_.. _ _..,pu+ dx 

ax pu 

d dy 

dx 

Figura 2.2 Nomenclatura utilizada para los esfuerzos 

Si el flujo de masa es de izquierda a derecha, la cantidad de materia que entra al cubo por la 
cara dy·dz izquierda, en un intervalo de tiempo dt, es 

pudydzdt (2.4) 

donde " es la velocidad del flujo. De la misma forma, la cantidad de masa que sale por la 
cara dy·dz derecha, durante un intervalo dt, considerando que p varia en el espacio, es: 

(pu+ 
0 ;::u) dxJ dydzdt (2.5) 

Por lo tanto la diferencia de masa a la entrada y a la salida en el eje X se obtiene por 
diferencia entre las ecuaciones (2.5) y (2.4): 

(pu+ 
0 

;:u) dx) dydzdt-pudydzdt 
o (pu) 
--'--...:;,, dx dydzdt 

Ox 
(2.6) 

Este desarrollo es válido también para las direcciones Y y Z, por lo que por analogía con la 
ec. (2.6) se tiene 

ó'(pv) 
dx dy dz dt (2.7) 

cJy 

y 
ó'(pw) 

dx dy dz dt (2.8) 
ó'z 
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en las ecuaciones (2.6), (2. 7) y (2.8) u, v y w son las componentes de la velocidad del flujo 
en las direcciones X, Y, y Z respectivamente. 

El cambio total de masa en un intervalo dt es la suma de los cambios en cada dirección: 
ec(2.6) + ec(2. 7) + (2.8), donde dx dy dz dt es un término común: 

[
o(pu) + o(pv) + o(pw)] dx dy dz dt 

a-e é!Y az (2.9) 

Las ecuaciones (2.3) y (2.9) expresan el cambio de masa en un intervalo de tiempo dt, pero 
una lo hace en función únicamente del tiempo y otra considera también la variación 
espacial de p, por lo que igualándolas se tiene 

[
o(pu)+ o(pv)+opw] dxdydzdt=-(ºP) dxdydzdt 

ax cy Oz 01 
(2.10) 

Ordenando y agrupando: 

t7 p t7 (pu) t7 (pv) t7 (pw) _ 
---+ + + -O 

ó't éJx éJy t7z 
(2.11) 

Desarrollando las derivadas parciales de la siguiente forma 

o(pu) au op 
--~=p-+u-

éJx éJx fu 
. (2.12) 

se tiene 

op ( au ºP) ( av ºP) ( aw op) -+ p-+u- + p-+v- + p-+w- =0 ot at' éJx <3;• cy 0z 8z 
(2.13) 

ordenando 

(2.14) 

si 
V=ul+v}+zk (2.15) 

el divergente de V es 

l 
L 
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. ou ov ow 
d1vV=-+-+-ox Oy Oz 

y el gradiente de la densidad es 

ap~ ap._ op~ 
grad p=-1 +-1+-k 

Ox Oy Oz 

(2.16) 

(2.17) 

Por lo que la ecuación (2.14) queda expresada de fonna general como sigue, siendo la 
representación más usual de la ecuación de la continuidad: 

ap +pdivV+V·gradp=O ar 

Si el flujo se considera incompresible, la densidad (p) no varía, 

grad p =O, por lo que la ecuación de la continuidad se reduce a 

pdivV = divV =O 

2.2 Ecuación de Laplace 

(2.18) 

es decir. op =0 y 
ar 

(2.19) 

Se considerará una función escalar <l>, llamada potencial de velocidades: 

tal que 

<l> = f(x,y,=,t) = <l>(x,y,z,t) 

o<I> 
u=--~-; 

al" 

o<I> 
v=---; oy 

a<I> 
lV=---

Oz 

(2.20) 

(2.21) 

Si el flujo es irrotacional, el Lapaciano (V2
) del potencial de velocidades debe ser igual a 

cero, esto es, sustituir (2.21) en (2.19) Esta condición es conocida como la ecuación de 
La place: 

(2.22) 

l 
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2.3 Ecuaciones de Navler-Stokes 

Primeramente debe recordarse la segunda ley de Ne\\-10n en dirección del eje X: 

""'°F =m·a L.J X X 
(2.23) 

donde la aceleración de las partículas (a_.) puede expresarse como la derivada de la 
velocidad (u) respecto del tiempo: 

Du 
a=-

x Dr (2.24) 

Esto permite expresar la ecuación de movimiento en la dirección X de la siguiente forma 

""'° Du L.JF =m--
x Dt 

(2.25) 

La velocidad, en este caso u, es función del tiempo y del espacio, es decir u= f(x,y,z,r), y 
su derivada total es 

Du au auax auay auaz 
--=-+--+--+--
Dr ar ax ar ay ar az ar 

(2.26) 

también se sabe que 
ax 
-=u· 
ª' ' 

ay 
-=v; 

ª' 
(2.27) 

ax 
-=\V 
éJz 

por lo tanto la aceleración total sobre el eje X - ecuación (2.26) - puede expresarse de la 
siguiente forma 

Du au au au az 
--=-+u-+v-+w-
Dr a1 ax 0-· ar 

(2.28) 

el primer término de la ecuac1on anterior representa la aceleración local, es decir la 
variación de la velocidad respecto al tiempo: 

au 
ar (2.29) 

los siguientes tres tém1inos, en conjunto representan la aceleración convectiva, que es la 
variación de la aceleración respecto a la posición de la particula en el espacio: 
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ou au ou 
u--+v-+w--

Ox ay Oz 
(2.30) 

Por otro lado, se examinarán los esfuerzos actuantes sobre cada una de las caras de un cubo 
infinitesimal que será utilizado como volumen de control, tal como se muestra en la Figura 
2.3: 

r YY 

z .. 

---•Y 

Figura 2.3 Esfuerzos sobre un \•olumcn de control 

Se observa que sobre cada una de las seis caras del cubo actúan tres esfuerzos, dos 
tangenciales y uno normal. este último incluye la presión (p), es el caso de o-.=. o;,., O"::, 
donde 

o-._.=-p+r0 ; O"n.=-p+r>); O"::=-p+r:::; (2.31) 

A continuación se obtendrán las fuerzas actuantes en las caras del cubo sobre la dirección X 
multiplicando el área de acción (de la cara del cubo) por el esfuerJ.:o. Los valores O".u, r.I)• 
r..c. etc., tal cual, son los esfuerzos para el centro del cubo infinitesimal, pero los de interés 
son los que actúan en las caras, por lo que se obtiene la variación de su magnitud derivando 
respecto al eje en que sean movidos. 

El esfuerzo normal actuando en la dirección X, en la cara derecha es: 
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au JU Ax 
CT +---

.a ax 2 

el mismo pero sobre la cara de la izquierda es 

ªªª L\x O" ----
.u ax 2 

ambos actúan sobre un área .4>'..1z. 
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(2.32) 

(2.33) 

De la misma forma, los esfuerzos tangenciales en la dirección X que se presentan en las 
caras normales a la dirección Y, que tienen un área Lk..1z, son 

a r y.r L\y . a '>" L\y 
r>.,, + --ay-l, y T y.r --ay- l (2.34) 

y por último, los esfuerzos tangenciales en dirección X presentes en las caras normales a la 
dirección Z, que tienen un área .4>'At" son 

a ... !l.Z 
T +----· 

zr az 2' 
a T rJt !!J.Z 

t' -----
u az 2 (2.35) y 

De esta forma, la ecuación (2.25), haciendo uso de las ecuaciones (2.32), (2.33), (2.34), 
(2.35) puede expresarse de la siguiente forma 

( a CT D L\x ) A A - ( a O" u ~t" ) A -<7.u +---;- uyu::- u ... ---- L\yuZ 
at" _ at- 2 

+ r + ---- &L\.:: - r - ---- L\xL\z ( 
ar>.,, L\y) ( a r>. L\y) 

>" 0· 2 >" ay 2 
Du 

+ pL\xL\yL\z Fx = pL\xL\y!!J.Z-(2.36) 
Dt 

donde p L\xL\yllz es la masa del cubo, y Fx es una fuerza externa por unidad de masa 
actuando en la dirección X, que aunque no está representada en la Figura 2.3 será de 
utilidad para posteriores desarrollos. 

Operan.do la ecuación (2.36) y dividiéndola por el volumen del cubo (~rL\yó.=), se obtiene 

Du ou0 a•... ar,. 
p--=--+--+--+pFx 

Dr ax 01 az 

sus ti tu yendo (2.31) en (2.3 7) 

(2.37) 

V 

t 
' ! 
L 
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(2.38) 

ordenando y despejando la. aceleración (Du/Dt) 

a :::: Du =-..!_ ap +_J_(aru +ar>,,+ aru)+Fx 
X DI p ax p ax Oy az (2.39) 

Con un desarrollo similar en las direcciones Y y Z se llega a 

(2.40) 

(2.41) 

Las ecuaciones (2.39), (2.40) y (2.41) se conocen como ecuaciones de Saint Venant. 

Para solucionar gran parte de los problemas de hidrodinámica conviene expresar todo en 
función de las deformaciones que experimenta el fluido, y no en función de los esfuerzos, 
como lo hacen las ecuaciones de Saint Venant. Para expresarlas en función de las 
deformaciones se puede hacer uso del concepto de viscosidad (p), que es la propiedad fisica 
que caracteriza la resistencia de los fluidos a moverse. 

Considérense dos placas paralelas de área muy grande A, separadas una pequeña distancia 
y, cuyo espacio de separación está ocupado por un fluido. Si hasta un tiempo t = O las 
placas pemrnnecen estáticas entre ellas (Figura 2.-ta), pero en ese instante la placa inferior 
comienza a moverse con una velocidad constante V, el fluido comenzará a moverse también 
confonne transcurra el tiempo, presentando inicialmente un perfil de velocidades no lineal 
(Figura 2.4b), hasta que dicho perfil alcanza una distribución unifom1e (Figura 2.4c). Para 
mantener constante la velocidad de la placa inferior, es necesario aplicar permanentemente 
una fuerza F que contrarreste la resistencia impuesta por el liquido, que será directamente 
proporcional al área de la placa A y a la velocidad V, e inversamente proporcional a la 
distancia entre placas y. La constante de proporcionalidad de dichas relaciones es la 
viscosidad µ. 

AV 
F=µ

y 
(2.42) 

u 
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Figura 2.4 Distribución de velocidades de un nuido entre dos placas deslizándose 

Por definición, el esfuer.w cortante es la fuerza entre el área de las placas, r = F /A , y la 
velocidad angular es V/ y , que se puede expresar como éJu 1 cy. Por lo tanto, el esfuerzo 
cortante acorde a la Figura 2.3, expresado como T.ry (donde x es la dirección en la que actúa 
y la letra y denota que se encuentra en una superficie normal a la dirección Y), queda de la 
siguiente forma 

au 
T =µ-

'>" cy (2.43) 

Para que el cubo infinitesimal esté en equilibrio de fuerzas y de momentos, es decir que no 
presente aceleraciones que induzcan rotación, el esfuerzo T.ry debe estar complementado con 
un esfuerzo 1)7 de la misma magnitud sobre la cara vertical del elemento (Figura 2.5). Es 
decir 

au 
u+-.. 

ª> ,. 
l 
i 

A 
,1 ! av 

\ : d""C ! \º + -dx 
~----¡¡·->-------' ex 

rl)' = • .... ; ':)' = •,7; •ce= •u 

av -dydt 
21'. ·~ 
1 1 

- - -¡ 

rld'?!/ 1 / 

.. b I/ 
1 ·' ' • 

(2.44) 

1 ¡ -< ·. -,T ov 
1 -· dO ! ·-dxdt 
'---'-____ _._ 1 1 ~ ex 

Figura 2.5 Diagrama de deformaciones en el plano :1-y 

Con un razonamiento similar al utilizado para obtener la ecuación (2.43) pero en con un 
flujo en el eje Y (Figura 2.5b) el csfuerLo 1:\.r es 

ov 
•,,,=ax (2.45) 

De esta forma, para cualquier combinación de flujo, los esfuerzos viscosos que se generan 
son simplemente la suma de las contribuciones independientes: 
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T = T =µ(ªU+ av) 
.ry yz ay ax (2.46) 

y haciendo una analogía para los planos (x.z) y (y,.z): 

T = T = µ(ªW + au) 
:a a éJx éJz (2.47) 

T = T = µ(a V + a W) 
yz :ry éJz ay (2.48) 

Si se sigue el mismo procedimiento utilizado anteriormente para los esfuerzos tangenciales, 
con Jos esfuerzos normales a los planos X, Y, y Z se tiene 

aw 
T::z = 2µ (}z 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

Sustituyendo las ecuaciones (2.49), (2.50) y (2.51) en las ecuaciones de Saint Venant -
(2.39), (2.40) y (2.41) - se obtiene 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

Si se asume que Ja viscosidad µ es constante en todo el dominio, las ecuaciones (2.52), 
(2.53) y (2.54) se pueden simplificar como sigue 
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O, de forma vectorial: 

DV 1 µ µ -
-- = --'Vp +-'V2V +-'V(divV) + F 
Dt p p p 
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(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

Si se trata de un fluido Newtoniano (en el que el esfuerzo cortante generado entre el fluido 
y la pared es mayor al que hay entre las capas adyacentes del mismo), como el agua, la 
viscosidad cinemática u está definida como la relación dinámica entre la viscosidadµ. y la 
densidad p: 

U=µ 
p 

(2.59) 

Haciendo uso del concepto de viscosidad cinemática (2.59), y de la ecuación de 
continuidad para flujos incompresibles (2.19), las ecuaciones (2.55), (2.56) y (2.57) se 
pueden expresar de la siguiente forma 

Dw l o p (o2
w o2w a2 w) --=---+u--+--,+--, +F= 

. Dt p 0z 0x2 oy· <J=· 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

Las ecuaciones anteriores, (2.60), (2.61) y (2.62), son conocidas como Ecuaciones de 
Navier-Stokes (En memoria de Louis Marie Hcnri Navicr, 1785-1836, y Georges Gabriel 
Stokes, 1819-1903), y también se pueden expresar de forma vectorial: 
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DV l µ 2 µ ( . ) ---=--'í1p+-'í1 V+-V dzvV +F 
Dt p p p 

2.4 Ecuación de Euler 

(2.63) 

Para aplicar las ecuaciones de Navier-Stokes es necesario conocer los valores de las 
tensiones en el fluido, lo cual resulta sumamente impráctico, además de que sus efectos son 
mínimos, por lo tanto, se opta por tomar la misma consideración que se hace en muchos 
otros problemas de hidráulica, que consiste en suponer que las tensiones tangenciales son 
iguales a cero, es decir, que los efectos de la fricción son despreciables, o que el fluido es 
no viscoso. Además se dará un sentido tisico real a las fuerzas externas del volumen de 
control por unidad de masa (aceleraciones) que se introdujeron desde la ecuación (2.36), 
dando valor de cero a Fx y Fy; mientras que Fz se utili7..ará para considerar el efecto de la 
gravedad, por lo que se sustituirá por -g. 

Esto da lugar a las Ecuaciones de Euler: 

Dv 1 0p 
Dt =- p cy; 

Dw 1 ap 
-=----g 
Dt paz 

Du l éJp 
-=---; 
Dt p dt: 

(2.64) 

2.5 Ecuación de Bernoulli 

La Ecuación de Bernoulli es una fornia integrada de la ecuación de movimiento o de Euler, 
y relaciona al campo de presiones con el cinemático. 

El siguiente desarrollo se h:uá para el plano x-z, sin perder de vista que el flujo se considera 
incompresible. Si se desarrolla el tém1ino de la izquierda de la ecuación (2.64)a, 
considerando que u =fi.x.::) y que x,z = j{r): 

donde 

entonces 

Du 0u 8u dr: eu dz 
-=-+--+--
Dt ar fü clt az dt 

dr: dz 
dt =u; y -=w 

dt 

Du 0u 0u éJu 
-=-+u-+w
Dt 01 m az 

y siguiendo el mismo procedimiento con la ecuación (2.64)c: 

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 
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Dw Ow Ow Ow 
-=-+u-+w-
Dr ar ax éJz 

(2.68) 

Igualando (2.67) y (2.68) con (2.64). y (2.64)c respectivamente: 

1 ap au au au 
---=-+u-+w-

p ax ar ax Oz 
(2.69) 

iap aw 0w 0w 
----g=-+u-+w-

p az ar ax &z 
(2.70) 

Considerando la condición de flujo irrotacional en dos direcciones: 

(2.71) 

entonces 

(2.72) -=-
é}z ax 

Utilizando Ja expresión (2. 72), las ecuaciones (2.69) y (2. 70) pueden expresarse 

1 ap au au aw 
---=-+u-+w-

p ax ar ax ax (2.73) 

1 ap aw au aw 
----g=-+u-+w-

p az º' az az 
(2.74) 

mediante la siguiente relación 

a(u 2 12) 1 au au --''----""- = - 2u- =u -
ax 2 ax ax (2.75) 

las ecuaciones (2.73) y (2.74) pueden expresarse 

(2.76) 

1 ap º"' a(u2 12) a( w212) 
----g=-+ +-----'-

p é}z Ot é}z é}z 
(2.77) 

Además, si se recuerda la ecuación (2.21 ): 

l 
L_ 
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entonces 

8<) 
U=--; ax 

au a2<) 
-=--; 
8t a1ax 

8<) 
w=--az 

aw a 2<) 
-=--
8t araz 

Y sustituyendo (2. 79) en (2. 76) y (2. 77) 

1 ap a2t) a(u2 12) a(w212) 
---=--+ +--'--.:.. 

p ax a1ax ax ax 

1 ap a2<) a(u 2 12) a(w212) 
----g=--+ +------.... 

p az a1az az az 

ordenando (2.80) y (2.81 ): 

~[- of) +..!.(u2 + w2)+ p]=-g 
az a1 2 P 

Es estas ecuaciones se ha asumido que Ja densidad es uniforme a través del fluido. 

(2.78) 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 

(2.82) 

(2.83) 

Integrado respecto a x Ja ecuación (2.82), y respecto a = la ecuación (2.83) se tiene, 
respectivamente 

(2.84) 

a<) 1 ( 2 2 ) P ( ) --+- u + w +-=-gz+C2 X,I ar 2 p 
(2.85) 

donde C 1(z,t) y C2(x,t) son variables propias de cada integración. Se observa que los 
términos del lado izquierdo de ambas ecuaciones son idénticos, por lo que Jos ténninos del 
lado derecho se pueden igualar 

(2.86) 
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Si se comparan las variables que componen la expresión a cada lado de la igualdad, se 
observa que C2 no puede depender de x, sino que en su lugar debe haber una función que 
sólo dependa del tiempo: C(t), es decir 

C1 (z,t) = -gz + C(t) (2.87) 

Sustituyendo (2.87) en (2.84) y ordenando se tiene 

ar; 1 ( 2 2) P ( ) --+-u +w +-+gz=C t 
ª' 2 p 

(2.88) 

Que se conoce como Ecuación de Bemoulli, la cual define la condición dinámica de 
superficie libre. Recordando la ecuación (2.21), se puede expresar de la siguiente forma 

(2.89) 

V 

l 
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CAPÍTULO 3 
TEORÍA LINEAL 
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3 TEORÍA LINEAL 

3.1 Introducción 

La teoría lineal o teoría de ondas de pequeña amplitud fue desarrollada por Airy en 1845. 
Con diversas suposiciones, durante su deducción pueden eliminarse los términos no 
lineales de las ecuaciones fundamentales por considerarse que al ser valores muy pequeños, 
elevados a una potencia serán mucho menores, con lo que se hace fácilmente aplicable y se 
ajusta bastante bien al comportamiento del oleaje en aguas profundas. Está pensada 
fundamentalmente para olas de poco peralte (HIL), las demás suposiciones son: 

• Fluido homogéneo e incompresible (densidad peonstante). 
• Tensión superficial despreciable. 
• Efecto de Coriolis despreciable. 
• Presión en Ja superficie del agua uniforme y constante (igual a cero). 
• Fluido ideal (no viscoso). 
• Inexistencia de interacción entre ondas. 
• Fondo marino horizontal, continuo, y en este caso impermeable. 
• Amplitud de onda pequeña respecto a la profundidad e invariable en tiempo y 

espacio. 
• Ondas de gran longitud respecto a su amplitud. 
• El flujo es irrotacional. 
• Las ondas son bidimensionales (x.=). 
• El periodo es constante. 

3.2 Condiciones de contorno. 

Para resolver cualquier problema de flujo. la mecánica de fluidos exige establecer, además 
de la ecuación de gobierno, las condiciones de frontera o contorno a las que se someterá 
dicho fluido. Para el caso del análisis de oleaje deben establecerse condiciones de superficie 
libre, de fondo y de contorno lateral. Dado que el desarrollo de la teoría en dos dimensiones 
es más manejable y que fácilmente se puede ampliar al caso de tres dimensiones, Jos ejes 
coordenados se definen como Jo muestra la Figura 3.1, (donde C.C. = condición de 
contorno): 

! 
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Z /e.e. cinemática de superficie libre 

t ve.e. dinflmica de superficie libre 

1! l 
... 1 
~. 
-: i 
Ü· u¡ 

,,..........------'c......----.........._ 
..............:~~~:::::::::=-: •X 

, !o rn:©01J&©o@oo @mm:rnrn:oo©a&n. ! 0 
w 

Componentes de t u 
la velocidad ~ 

e.e. de fondo (cinemática) 

Fl¡:uni 3.1 Condiciones de contorno 

3.2.1 Condición cinemática de contorno. 

Capitulo 3. Teorla Uneal 

Para empezar, se propone una función que describe la condición cinemática de contorno, 
que como toda superficie, fija o móvil, puede ser expresada de la siguiente forma 

F(x,y,z,t) =O (3.1) 

Como el oleaje varia con el tiempo, entonces la derivada total de la función anterior 
respecto del tiempo debe ser igual a cero en donde se cumpla que F(x,y,z,t) =O: 

DF(x,y,z,t) = éJF + éJF dx + c7: dy + éJF dzl =O 
DI ar fü: dt 0' dt O= dt F(•.».:J)•O 

Agrupando y expresando en forma vectorial 

- aF =ü·VF=ü·nlVFI 
ar 

donde n es el vector unitario normal a la superficie libre 

VF 
n=--

IVFj 

y 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 
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(3.6) 

Reagrupando la ecuación (3.4), la condición cinemática de contorno puede expresarse 

aF 
- ª' u·n=--IVFI F(x,y,z,t) =O (3.7) en 

3.2.1.1 Condición cinemática en el fondo 

Como se considera que el fondo es impermeable se puede crear una condición que indique 
que la velocidad del flujo en el fondo es nula; se expresa así 

ii·n=O (3.8) 

Además existe una función que describe la fonna del fondo: 

F(x,y) = z +h(x,y) =O (3.9) 

Sustituyendo la ecuación (3.9) en (3.5) se obtiene el vector n 

(3.10) 

Si con la expresión anterior (n) se realiza el producto punto ii · n, y esto se multiplica por el 
radical del denominador, es decir (ii · n )l'\7FI, se tiene 

( )' 1 ( . . .) (ª". ah . ·J ü·11 V'F = ui+vj+wk · a_./+ oyj+k 

= u ah + v oh + w = -( O<t> ah + O<t> ah + 0c1>) = 0 m ay mox oy8y Oz 
(3.11) 

en z =-h(x,y) 

despejando w y expresando en forma vectorial 

¡ 
L._ 
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O<l> 
w=--=-'V h·'V <?> 0z A A 

en z=-h(x,y) (3.12) 

donde Ja expresión z =-h(x,y) indica que la condición se cumple únicamente en el fondo. 

si el fondo es horizontal, h(x,y) es constante, por lo tanto 

(3.13) 

con lo que la ecuación (3.12) para el caso particular de fondo constante quedaría 

a<?> 
w=--=0 

Oz 
en z =-h (3.14) 

donde z = -h indica que Ja condición (3.14) se cumple en el fondo, si este es horizontal. 

3.2.1.2 Condición cinemática en la superficie libre 

Se empicará una función 1¡ que describe el movimiento de la superficie libre del agua sobre 
el eje Z, y que depende del espacio y del tiempo, con Jo que Ja ecuación de la superficie 
libre queda expresada como 

F(x,y,z,t) = z - 'l(x,y,t) =O (3.15) 

Sustituyendo la ecuación de la superficie (3.15) en la ecuación (3.7) se obtiene 

oF 
ü · n = -1l!._ = -.=====º=1 ==== IVFI (3.16) 

Por otro lado, el vector n se obtiene usando la ecuación (3.5): 

º"~ ar¡.._ ---1--1+k 
'VF c1t- 0· 

n = --= ---.========== 

¡v FI ( ~ J + ( ~ J2 + 1 

(3.17) 

Haciendo el producto punto ü · n con la ecuación (3.17), e igualando al de la ecuación 
(3.16): 

V 
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--ª-"1--ª-"j+k ª" 
u· n = {u l + v J + wk )•--;==ª=oc==ay===== = --.=====ª=' ==== 

( ~ J + ( ~ )
2 

+ 1 ( ~; J + ( ~ J + 1 

(3.18) 

desarrollando 

ª" ª" ª" -u--v-+w=-
Ox ay ª' 

(3.19) 

despejando w 

ª" ª" ª" w=-+u-+v-at ax ay en z='l(x,y,t) (3.20) 

o bien 

- a<I> = ª" -(a<I> ª" + a<I> ª") az ar ax ax ay ay en z = 'l(x,y,t) (3.21) 

3.2.2 Condición dinámica de contorno 

La condición dinámica de superficie libre está definida por la ecuación de Bernoulli (2.88) 

ar; 1 ( 2 2) P ( ) --+-u +w +-+gz=C t 
ª' 2 p 

(3.22) 

que como se vio en el capítulo 2, también puede expresarse como sigue 

--+- - + - + p +g.:=C(t) ar; 1 [(ªtP)2 (ªr;)2

] ar 2 ax ez P 
(3.23) 

Como el movimiento se considera al primer orden, es coherente despreciar los términos 
cuadráticos, de aquí que el objetivo de la teoría lineal es encontrar el potencial de 
velocidades que satisfaga las condiciones de contorno en el fondo y en la superficie libre. 

V 
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3.2.3 Condición de contorno mixta de superficie libre 

Recordando que se hizo Ja hipótesis de que el fluido es incompresible, ecuación (2.19), la 
expresión que define la conservación de Ja masa es 

Vü=O (3.24) 

donde el operador V (nabla) representa 

a~ a., a. 
V'=-l +-1+-k ax ay <>z 

(3.25) 

y la velocidad expresada vectorialmente es ii (antes denominada V): 

u=ul+v}+wk (3.26) 

Cuando la vorticidad W del flujo es igual a cero, este es irrotacional 

Vxii = JV =O (3.27) 

Si se cumple la condición anterior, entonces puede demostrarse que existe una función 
potencial <I>(x,y,z,t) tal que 

u= -V<I> (3.28) 

lo cuál se ya había expresado en la ecuación (2.21) de la siguiente forma 

a<I> u=---· éJx • 
a<I> v=---· 
~V' 

o<I> 
"'=---

C= 
(3.29) 

De aquí se derivó la ecuación (2.22), que es la expresión de la conservación de la masa: 

(3.30) 

también conocida como Ecuación de Laplace, que gobierna el movimiento del fluido, y por 
eso es la ecuación en derivadas parciales que será objeto del estudio. Para integrarla deben 
establecerse condiciones de frontera a lo largo del dominio de integración, mismas que se 
vieron en los apartados anteriores, y que son: 

Ecuación (3.11 ), condición cinemática de fondo impermeable: 
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a<I> a<I> ah 0<1> ah 
--=--+--

é)z ax ax ay ay en z=-h(x,y) (3.31) 

Ecuación (3.21), condición cinemática de superficie libre: 

a<I> a" C<I> a" a<I> a 11 -=--+---+--
é)z ar ax al' ay a;i 

en Z=!/(x,y,t) (3.32) 

Ecuación(3.23), condición dinámica de superficie libre, considerada bajo presión 
atmosférica, o ecuación de Bernoulli: 

en 17(x,y,r)=O (3.33) 

Se necesita una condición de contorno mixta de superficie, por lo tanto se segmra un 
procedimiento para combinar las ecuaciones (3.32) y (3.33). Primero se calculará Ja 
derivada total de Ja ecuación (3.33 ), que previamente se ordena de la siguiente forma 

(3.34) 

derivando el ténnino de Ja izquierda: 

en z = 'l(x,y,t) (3.35) 

derivando ahora el término de Ja derecha: 

!!_{O<l> _ _!_[(a<I>J2 +(a<I>)2 +(0<1>)2]} = 
dt a1 2 m ay az 

a2 
<I> a<I> a ( a<I> ) a<I> a ( a<I> ) 0<1> a ( a<I> ) 

a1 2 - a\" ax ar - ay ay ar - az O= ar 

+.!. acJ> .E_[(acl>J2 +(a<I>)2 +(acl>)2]+.!. O<l> .E_[(C<I>J2 +(~)2 +(acl>J2] 
2 ax m ax ay az 2 0· 0· m 0· 0= 

{3.36) 

+~: ![(:J +(';,)' +(';:)}~![(:)' +(';,)' +(:J] 
en z = 11(x,y,1) 

simplificando 

'V 
. 1 

' 
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d {O<I> 1 [(a<1>)
2 

(a<1>)
2 

(a<1>)
2

]} a2<t> dt ª' -2 ax + ay + az = a1 2 

+(-..!.~+..!. 0<1> ~+..!. act> ~+..!. O<I> .E_J[(a<I>)2 +(0<1>)2 +(a<t>)2] (3.37) 
2a1 2axax 2ayay 2azaz ax ay az 

en z=T/(x,y,t) 

Igualando (3.35) y (3.37) de acuerdo a (3.34) 

g(- ª" + a<t> ª" + O<I> ª") = - a2<t> ar ax a.. ay ay a1 2 

+(..!.~_.!_ a<t> .E__.!_ a<t> .E__.!_ O<I> ~J[(a<I>)2 +(C<l>)2 +(0<1>)2] (3.38) 
2a1 2axax 2ayay 2azaz ax ay az 

en z=17(x,y,t) 

La ecuación (3.38) es Ja derivada total de la condición dinámica de superficie libre, 
ecuación (3.33), y al sustituirla en la condición cinemática de superficie libre, ecuación 
(3.32), se tiene 

g: + ~,~ +(~ !-~: :., -~: !. -~: !J[(Z)' +(:;; J +(':')} 0
(339) 

en z = IJ(x,y,t) 

No es posible evaluar a priori la superficie libre 17(x,y,z,t), pero se puede igualar a lo que 

se ve, es decir, considerar que tiene una fonna sinusoidal. La estimación se hace con una 
expansión en serie de Taylor de la siguiente forma 

"" 
<1> = L:c"'<t> ... (3.40) 

..,.¡ 

(3.41) 

Donde E es un parámetro de pequeña magnitud que debe ser evaluado. Cada potencial de 
velocidades <l> debe satisfacer la ecuación de Laplace 

(3.42) 



Sobre la estabilidad hidrodinámica de pilas cilfndricas 67 

Si se hace una expansión en serie de Taylor de las condiciones de contorno de superficie 
libre (3.33) y (3.38) sobre el nivel del agua en reposo (1/ =O). se tiene 

a2<J> a<I> 
a1 2 +g az + 

(-..!..~+..!.. a<I> ~+.!. O<J> ~+..!. a<J> ~) =o 
2a1 2axax 2ayay 2azaz 

[('.:)' +(';;)' +(:)'] 

3.3 Teoría Lineal para fondo constante 

en z =O (3.43) 

en z =o (3.44) 

El que se trate de una teoría lineal implica que los términos de inercia convectivos no 
lineales se consideren pequeños, y por lo mismo se desprecien. También se conoce como 
teoría de ondas de pequeña amplitud porque sus ecuaciones arrojan resultados exactos 
cuando el movimiento de la superficie es nulo, y considerando olas pequeñas su utilización 
es adecuada y sus resultados satisfactorios. 

real teoría lineal --------- .____. __ .- --.._.______ ---- ----- -- -- ---·-- ~- .. --- -

<I> 
h 

WH///////H/////////////////////////////////....v/h 

Figura 3.2 Teoría Lineal 

Para dar solución a este problema se considera la expansión en serie de Taylor solo al 
primer orden de una onda viajando en la dirección x (x.y) sobre un fondo horizontal. 

Para fondo horizontal: 
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ah =O· ax , 

Capitulo 3. Teorla Unea/ 

ah 
y -=O ay (3.45) 

con lo que la condición cinemática de fondo impermeable (3.31) se reduce a 

c3<I> 
-=O 
Oz 

en z =-h (3.46) 

Y despreciando los términos no lineales, por las razones antes expuestas, la condición 
dinámica de superficie libre (3.33), y la condición de contorno mixta de superficie libre 
(3.39) quedan 

c3<I> 
z=O (3.47) --+g17=0 en 

ar 

a2<1> O<I> :: =o (3.48) --+g-=0 en a1 2 az 

donde se asume, por la hipótesis propia de la teoria lineal de que la altura de la ola es muy 
pequeña respecto a su longitud y a la profundidad, que = = 1¡(x,y,t) es aproximadamente 

z=O. 

Para completar las fronteras de la integración se deben definir dos condiciones de contorno 
laterales (recordando que se están anali7..ando dos dimensiones. ver Figura 3.1 ), para lo cual 
se aprovechará la característica del oleaje de ser periódico tanto en el tiempo como en el 
espacio, es decir, tanto en el dominio de x como en el de t. 

En su propagación en el eje X el oleaje es periódico cada longitud de onda L, esto se puede 
expresar 

<I>(x,::,t) = <t>(x+L,::,t) (3.49) 

donde x = ( x, y) si se amplia el caso a tres dimensiones. 

Así mismo, la periodicidad temporal puede considerarse como una condición inicial del 
problema: 

<I>(x,::,t) = <t>(x,::,t + T) (3.50) 

En adelante se utilizará el método de separación de variables para encontrar Ja solución de 
<I> que satisfaga la ecuación de Laplace y las condiciones de C'ontomo en :: = O y z = -h así 
como las condiciones laterales. Como la ecuación de Laplace no incluye derivadas respecto 
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al tiempo. el análisis del problema puede reducirse al caso de un tren periódico T, tal que la 
variable temporal del potencial puede expresarse de la siguiente forma 

<I> ( x, z,t) = 91[~· (x, z )e'"' J (3.51) 

donde 91 indica que se toma únicamente la parte real de la función compleja y a es la 
frecuencia angular: 

2H 
o-=-

T 

con esto la ecuación de Laplace (3.30) queda en función de /: 

(3.52) 

(3.53) 

Como Ja ecuac1on diferencial objeto del análisis es lineal y homogénea en z. con 
condiciones de contorno lineales y homogéneas, cumple los requisitos para que se le pueda 
aplicar el método de separación de variables, esto es, que la ecuación continúa estando en 
derivadas parciales aunque ya no contenga a la variable tiempo. 

Dadas las condiciones del problema analizado, se propone la siguiente separación de 
variables para 1: 

s6·(x,z)=i;6(x)·f(z) (3.54) 

donde ~x) todavía no se conoce y es función de x y de y, por lo que se denomina función 
potencial plana. 

En caso de que el oleaje analizado en el plano sea regular y continuo en el eje X y las 
crestas de las ondas se prolonguen paralelamente en Y sin estar confinadas en esta última 
dirección, se trata de un caso particular conocido como "caso de ondas de crestas largas" 
(Figura 3.3 ). es factible analizarlo tínicamente en el plano (x, =). Para casos en que los 
límites laterales no marquen regiones rectangulares o circulares, el análisis que aquí se hace 
no es válido y se requieren otras técnicas. 



70 Capitulo 3. Teorfa Uneal 

Figura 3.3 Caso de ondas de crestas largas 

Sustituyendo el potencial de velocidades descompuesto de Ja ecuación (3.54) en la ecuación 
de Laplace (3.53): 

(3.55) 

para hacer que cada término dependa únicamente de una variable, se divide por 
íP(x)·f(z): 

(3.56) 

Esto permite escribir Ja ecuación de Ja siguiente fom1a 

(3.57) 

Como una parte de Ja igualdad depende únicamente de x y Ja otra sólo de =· ambas 
funciones deben ser iguales a una constante, porque al modificar x, la función de= no se 
afecta y viceversa. Esto pem1ite separar en dos ecuaciones: 

[
ai{P] .~ 
-, +k ·s'(x)=O ar· 

(3.58) 

(3.59) 

Donde k es una constante, que se expresa en Ja forma -k2 para que en desarrollos 
posteriores, cuando se cumpla que k2 > O se cree una dependencia en x que no sea 
oscilatoria, sino exponencial, decreciente con la profundidad. Sin embargo también se 



Sobre la astabilidad hidrodinámica de pilas cilfndricas 71 

considerarán los casos en que k 2 < O donde el movimiento en z será oscilatorio, lo cual 
corresponde con los modos llamados evanescentes. 

La ecuación (3.59), que sigue siendo una ecuación en derivadas parciales, tiene la forma de 
la llamada ecuación de Helmholtz (Anexo 2. Teoremas de la ecuación de Helmholtz). 

Con la separación de (3.57) en (3.58) y (3.59) se tiene un problema de contorno homogéneo 
con condiciones de contorno homogéneas en z, ecuación (3.58). 

Aplicando las condiciones de contorno de las ecuaciones (3.46) y (3.48) al potencial total 
de la ecuación (3.51) <I> = t/ ·e"" = t/J(x) · f (=)·e"", se tiene 

y 

a<I> = "' df ( z) = O· 
f)z ,...dz ' 

a2<1> a<I> . 2 a,p· -+g-=(10-) <I>+g-=0 a1 2 az az 

df(z) = 0 
dz 

at)" - u2 t)º = (J[df(z) _ u2 f(z)] =O; 
f)z g dz g 

df ( z) - u2 f ( z) = o 
dz g 

en z = -h (3.60) 

(3.61) 

en z=O 

Esto es un problema de autovalores de Sturrn-Liouville (Anexo 1. Problema regular de 
Sturm-Liouville). También es regular. La siguiente tabla contiene los resultados a dicha 
problema: 

Caso Ecuación diferencial ordinaria Solución 
Real d2~ +k2X=O X ( x) =A cos k-r + B sen h 

dr:· 
k 1 >o 

diz -k2Z=O Z(z)=Ce"' +De-i.: 

dz 2 

d 2X X(x)=Ax+B 
--=O 

k=O 
d-r2 

d 2Z Z(z)=Cz+D -=O 
dz 2 

Imaginaria ~~ -lkl
2 

X=O 
X(x) = AJ!'I• + Be-Jkl• 

k 2 <o, k=ilkl 

lkl =magnitud de k 
diz +lkl2 z =o 
dz 2 

f(=) = Ccosjkl= + Dsenlklz 

Tabla 3-1 Posibles soluciones a la ecuación de Laplacc. 
Utüi:ando s~paración ti~ ••ariabln. DEA.JV, n al (198./). 

V 
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3.3.1 Separación de la variable profundidad. 

En las soluciones de la Tabla 3-1 resulta obvia la solución para k2 = O, donde la solución es 
j{z) = D =O. Se desea incluir las soluciones real e imaginaria en una sola. La solución real, 
k 2 > O, puede expresarse como 

k2 = -µ2 -µ2 >0 (3.62) 

con esto, la solución dada en la Tabla 3-1 puede escribirse 

f ( z) =A cos(µ z) + Bsen(µ z) = Acos(ikz) + Bsen (ikz) = Aer.: +Be.u (3.63) 

Si se considera que la estructura de esta solución (3.63) es la misma para k 2 >O y k2 <O, y 
si se le aplica la condición de fondo (3.60), se tiene 

(3.64) 

despejando A 

A= Be2
"" (3.65) 

Sustituyendo (3.65) en (3.63) 

(3.66) 

desarrollando 

(3.67) 

multiplicando por ( :: ) 

(3.68) 
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multiplicando por ( % ) 

(3.69) 

e' +e-• 
si B' = Beu. , que es constante, y cosh x = ; entonces 

2 

f (::) = B 'cosh k ( h + z) (3.70) 

Sustituyendo (3. 70) en la condición de contorno mixta en la superficie (3.61 ), en z =O: 

df(z) u2 1 u2 ----f(=) = B'ksenh(kh)--B'cosh(kh) =O 
dz g :•O g 

(3.71) 

despejando u2 

u2 = gk tanh kh (3. 72) 

La ecuación (3.72) es conocida como ecuación de la di.\persión, que pern1itc identificar los 
autovalores del problema gracias a que relaciona k con o: Una \'eZ que se conocen dichos 
autovalores, puede buscarse la solución a la ecuación (3.59). La ecuación de dispersión 
tiene sólo una solución real, pero infinitas soluciones imaginarias puras. llamadas modos 
evanescentes de k (ver Anexo 3. Autovalores y autofunciones del problema en la variable:: 
con /? > O y k2 < 0). 

3.3.2 Condición de periodicidad espacial. 

Como ya se había establecido en la definición de las condiciones de contorno, la ecuación 
(3.59) debe cumplir con la condición de contorno lateral que marca la periodicidad del 
oleaje en el espacio: 

~(x)=~(x+L) (3.73) 

Como el problema en X no tiene las dos condiciones de contorno homogéneas y lineales 
requeridas para tener la estructura del problema regular de Sturm-Liouvillc, no se cumple el 
teorema por el cual a cada autovalor le corresponde una única autofunción. Al resolver la 
ecuación diferencial se obtienen dos autofunciones linealmente independientes para el 
mismo autovalor (seno y coseno). Este problema es del tipo singular o no regular de 
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Sturm-Liouville y se le pueden aplicar casi todos los teoremas válidos para el problema 
regular, entre ellos el de ortogonalidad de las autofunciones, aunque para aplicarlo es 
necesario utilizar el método de ortogonalización de Gram-Schnidt. 

Para que en desarrollos posteriores pueda aplicarse el principio de superposición, la 
solución de 95( x) (Tabla 3-1) se escribirá en forma compleja: 

95( x) = A e%ikz 

si se aplica la condición de periodicidad en el espacio (3. 73): 

95( x + L) =A e%11<(.r•L) 

recordando que eu = cosx + isen x; la ecuación (3.77) se puede expresar como 

cosk.L = 1 

senk.L =0 

observando las ecuaciones (3.78) y (3. 79): 

kL = 111', donde /1 = 0,2,4 ... 

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

(3.77) 

(3. 78) 

(3.79) 

(3.80) 

Las dos primeras repeticiones del movimiento periódico se dan para los dos primeros 
valores de 11: n = O y 11 = 2, por lo tanto 

kL = 2;r 

3.3.3 Solución General 

k = 2.tr 
L 

(3.81) 

Con la relación entre la superficie libre 1¡ y el potencial <I>(x, z,t), dada por Ja condición 

dinámica en el nivel medio del mar, ecuación (3.47) en z =O, se tiene 

z=O (3.82) 

! 

l 
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Recordando la ecuación (3.51) 

<l> ( x, z,1) = 91 [9*" (x, z )e1
"' J (3.83) 

y (3.54): 

~· (X, Z) = ~(X)· f ( Z) (3.84) 

así como (3. 74) y (3. 70), que definen a 9(x) y j(z) respectivamente, se tiene que el potencial 
es 

<l>(x, z,I) = 9l [A 'cosh k ( h + z )e:1:;(1<.r-m) J (3.85) 

donde A' engloba todo los parámetros constantes incluidos en 9(x) y j(z). Sustituyendo 
(3.85) en la condición de contorno (3.82) para z =O: 

_.u[ icr h("-L) A' 1(1<.r-ar)] 17- :Jl --cos ~ · ·e 
g 

(3.86) 

Por otro lado, al observar el fenómeno del oleaje y suponer que tiene una forma sinusoidal, 
con una amplitud de onda igual a la mitad de la altura de ola (a = H/2), periódico en el 
espacio (x) cada longitud de onda L. y en el tiempo (1) cada periodo T, se tiene 

donde 

H (2;rx 2m) ,.,[ •("-•-m)J 17=-cos ----- = "' ae 
2 L T 

2;rx _ 2m = kx-ot 
L T 

se conoce como la fase del movimiento ondulatorio. 

(3.87) 

(3.88) 

Igualando la expresión (3.86), que es el desarrollo teórico del movimiento de la superficie 
libre, y la ecuación (3.87), que es lo que se observa en la realidad, y despejando la 
constante A ·se tiene 

A'=_ ig a 
u coshkh 

(3.89) 

Sustituyendo la ecuación (3.89) en la expresión del potencial (3.85): 

<l> X,Z,I = :n. --a e ( ) 
..,[ ig coshk(h+z) ••(k.r-m)] 

u coshkh 
(3.90) 



76 Capitulo 3. Teorla Uneaf 

o bien, tomando el signo negativo en la exponencial 

,.,. ( ) _en [ ig cosh k ( h + z) -•(lu-cnJ J 
-v x,z,t - ;T\ --a e 

a coshkh 
(3.91) 

3.3.4 Caso Tridimensional. 

Es común el uso de la teoría lineal para frentes de ola propagándose oblicuamente respecto 
a los ejes coordenados del plano (x,y). 

y 

Figura 3.-4 Oleaje oblicuo a los ejes de referencia 

En estas condiciones, el número de onda k puede expresarse corno un vector con 
componentes en cada eje: k(kx.ky): 

(3.92) 

(3.93) 

(3.94) 

Para un punto del tren P(x.,v) cuyo vector de posición es r =xi +y j, la fase del 
movimiento ondulatorio n está dada por 

(3.95) 

En ocasiones se utiliza la siguientes igualdades: kY = ...l; y q = ~kg -k: , para poder 

expresar el potencial de un tren de ondas oblicua de la siguiente forma 
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( ) 
ig cosh k ( h + z) -•1 JiJ-.l' u.lrm) ig cosh k ( h + z) -i(qz+.lrm) 

<l> x,y,z,t =-a e =-a e (3.96) 
u cosh kh u cosh kh 

3.3.5 Caso en dos dimensiones. 

Es el caso más sencillo de analizar, donde el oleaje sólo varia en una línea, es decir que se 
cumple: 

a a2 

-=-=O· ay ay2 • (3.97) 

Con lo que el potencial de velocidades queda 

( ) 
ig cosh k ( h + z) -i(k x-m) 

<l> x,y,z,t =±-a e · 
u coshkh 

(3.98) 

3.4 Tren de olas propagándose sobre una corriente de 
agua uniforme Uo. 

Se usará un potencial de velocidades que represente a la corriente uniforme U0 y a una ola 
progresiva, satisfaciendo la ecuación de Laplace, denotado por la siguiente expresión 

9'J = -U 0 x + A cosh k ( h + =) cos ( h - en) (3.99) 

De esta fom1a se asegura la periodicidad del oleaje en el espacio y en el tiempo. así como 
también se satisface la condición de ausencia de flujo a través del fondo (3.45). También 
deberán cumplirse las condiciones de contorno cinemática y dinámica de superficie libre. 

3.4.1 Condición de contorno dinámica de superficie libre. 

Como una de las hipótesis de la teoría lineal es que la amplitud de la ola es muy pequeña 
respecto al fondo y respecto a su longitud, entonces se puede considerar que el movimiento 
es nulo, es decir, que = = '7( x,t):::: O, lo cual en la ecuación de Bemoulli (3.22) queda 

(3.100) 
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Utilizando el potencial de Ja ecuación (3.99) se obtiene Ja velocidad horizontal: 

elevando al cuadrado 

u= - arp = U 0 + Akcoshk(h + z )sen ( kt--01) a.e (3.101) 

u 2 = ug + 2AkU0 cosh k( h + z )sen (kt--01)+ A 2k 2 cosh 2 k( h + z )sen 2 (kt- -01) (3. I02) 

Recordando otra de las premisas de la teoría lineal, la componente horizontal de la 
velocidad (Ak) es muy pequeña, y elevada al cuadrado lo será todavía más, y podrá 
despreciarse, por lo que la ecuación (3.102) queda 

u 2 =u;+ 2AkU0 cosh k(h + z )sen(kt- - en) (3.103) 

También pueden despreciarse los términos cuadráticos de la velocidad vertical, con lo que 
la ecuación de Bemoulli (3.100), evaluada en z = O queda 

~[u;+ 2AkU0 coshkhsen (kt-- en)]+ g¡¡- Aucosh khsen (kt- -en)= C(t) (3.104) 

despejando 'l(x,t): 

u 2 
Au( u k) 1J(x,t)=--º +- 1--0 - coshkhsen(kt--at)+C{t) 

2g g u 
(3.105) 

Para conocer el término C(t) se utilizará un promedio de la ecuación (3.105) en el espacio, 
y como el promedio espacial de las funciones 1J(x,t) y sen ( kx - 01) es cero: 

y despejando el término buscado 

u2 
¡¡(x,t)=--º +C(t)=O 

2g 

u2 
C(t)=-º 

2g 

(3.106) 

(3.107) 

Sustituyendo (3.107) en (3.105), la ecuación del movimiento de la superficie libre queda 

ÁO'( u k) 'l( x, t) = g 1 - ~ cosh kh sen ( kt- - at) (3.108) 

V 
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Por otro lado, al igual que lo realizado para obtener la ecuación (3.87), se define una 
ecuación acorde a lo que se observa en la realidad, es decir, una onda sinusoidal de 
amplitud H / 2 , periódica en x cada L ( k = 2.tr / L), y periódica en t cada T (a= 2;; / T): 

H r¡(x,t) =-sen (kx-01) 
2 

Al igualar (3.108) con (3.109) y despejar A, se obtiene 

A= Hg 
2u(l-U0 k / a)coshkh 

Sustituyendo (3.11 O) en (3.99) se tiene finalmente el potencial de velocidades: 

gH cosh k ( h + z) cos ( kx - 01) 
<) = -U

0
x + -----'---"---'----'-

2a( l - U0 k I u)coshkh 

pero todavía no se determina el valor de k. 

3.4.2 Condición de contorno cinemática de superficie libre 

La condición de contorno cinemática de superficie libre de primer orden (3.32) es 

z=O 

sustituyendo las ecuaciones (3.109) y (3.111) en (3.112) 

[ 
Ha (kx >] [u gHk cosh kh sen (lec- 01 )][ H k ( ,_ >] ---cos - 01 + + - cos I\.~ - 01 

2 ° 2a(l -U0 k I a)cosh kh 2 

+[gHk tanh kh cos( lec- 01)]= 0 
2u(l-U0 klu) 

(3.109) 

(3.110) 

(3.111) 

(3.112) 

(3.113) 

Dividiendo por ( H 12) cos ( kx - 01), y si se desprecian los términos con ( Hk )i , se tiene 

U k 
gk tanh kh 

0 -a+ o + 2 = 
a(l-U0 k!u) 

(3.114) 

despejando a 

V 

o 
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a2 = gk tanh kh 
(l-U0 k!a-)2 

Capitulo 3. Teoría Uneal 

(3.115) 

Esto es la ecuación de la dispersión, que también se puede expresar de la siguiente forma 

( u k)2 

a2 1 - ;,. = gk tanh kh (3.116) 

3.5 Propiedades ingenieriles de las ondas 

3.5.1 Relaciones básicas 

Una vez obtenido el potencial de velocidades es posible calcular las propiedades 
ingenieriles de una onda progresiva. La expresión que describe el movimiento de la 
superficie libre, ecuación (3.109) es 

H fJ(x,t) =-sen ( kx-ot) 
2 

cuyo potencial de velocidades obtenido con la teoría lineal es 

<l> X,Z,I = ~ --a e ( ) ~[ ig coshk(h+=) -•(a-en)] 
u coshkh 

donde k = 2;r I L , u= 2.tr / T , y a = H / 2 . 

Por otro lado se tiene la ecuación de dispersión (3.72): 

a1 = gk tanh kh 

que al sustituir los valores de k y ay despejar l queda 

gT: ( 2;r/z) l =--tanh --
2.tr L 

(3.117) 

(3.118) 

(3.119) 

(3.120) 

En esta ecuación no es posible despejar la longitud de onda (L), pero se obtiene mediante 
algún método numérico. 

V 
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La celeridad, o velocidad a que viaja la onda, se obtiene utilizando la siguiente relación, 
sustituyendo ade la ecuación de la dispersión. 

C = !:._ = a = gT tanh ( kh) = g tanh ( kh) 
T k 21Z" k 

(3.121) 

Por definición, la derivada del potencial respecto ax es la velocidad orbital horizontal a una 
profundidad z: 

u = _ arP = agk cosh k ( h + z) cos ( kx _ 01 ) 
at" O" coshkh 

(3.122) 

y la aceleración es la derivada de la velocidad respecto al tiempo 

éJu cosh k ( h + z) 
a = - = agk sen ( kx - at) • ar coshkh 

(3.123) 

de la misma forma para las componentes en z 

w = arP = agk senh k ( '1 + z) sen ( kx _ at) 
az O" coshkh 

(3.124) 

y 

a.= aw = -agk senh k(h+z) cos(kx-01) 
. ar cosh kJ¡ 

(3.125) 

Para encontrar las componentes horizontal (<'.;) y vertical (¿;) de los desplazamientos 
orbitales, se integra las componentes de la velocidad (3.122) y (3.124) respecto al tiempo, 
de manera que el desplazamiento horizontal es 

J 
gk cosh k ( h + z) cosh k ( h + z) 

? = udr = -a , sen ( h - 01) = -a sen ( kx - 01) 
a· cosh kh senh kh 

(3.126) 

y el desplazamiento vertical es 

J 
gk senh k ( h + z) (kx ) senh k ( h + z) ( kx ) 

~ = wdt = a • cos - at = a cos - 01 
a" cosh kh senh kh 

(3.127) 

3.5.2 Campo de presiones 

La presión que provoca una onda puede determinarse a partir de la ecuación de Bemoulli, 
ecuación (2.89): 
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--+- - + - + p +gz =C(r) O<I> 1 [( O<I> )2 ( O<I> )2] 
ar 2 ax az p 

(3.128) 

Si se evalúa la ecuación anterior para una profundidad::= O (en la superficie libre fl), donde 
la presión es igual a cero, desechando las términos no lineales se tiene 

p +gz-- =gfl--( 8<I> ) O<I> 1 
p ar , ar ,,.o 

(3. 129) 

Recordando que la condición cinemática de superficie libre utilizando únicamente los 
términos lineales es 

'l = _!_ O<I> 1 
g ar •-º 

Sustituyendo la ecuación (3. 130) en (3. 129) 

p O<I> 
-=-gz+-
p ar 

Al sustituir el potencial dela. ecuación (3. 1 18) en la ecuación (3 .131 ), se obtiene 

cosh k ( lz + =) 
p = - pgz + pga cos ( h - 01) 

cosh kh 

(3.130) 

(3.131) 

(3. 132) 

Donde el término -pgz es la presión hidrostática, que se presenta aún sin movimiento en 
la superficie libre, y el segundo término es la presión debida al oleaje, también llamada 
presión dinámica (po). que se puede expresar de la siguiente forma 

cosh k ( Jz + :: ) 
PD =p+pgz=pga cos(h-01) 

coshkh 
(3.133) 

3.5.3 Energía 

La energía contenida en el oleaje es de dos tipos: energía potencial, debida a los cambios de 
elevación de la superficie libre del agua; y energía cinética, debida al movimiento de las 
partículas. Es indispensable conocer tanto la energía como su transmisión, ya que de esto 
depende la forma en que el oleaje se propaga y se modifica al cambiar de medio. 
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3.5.3.1 Energía potencial 

Se debe al movimiento de la superficie del agua respecto al punto de equilibrio que procura 
la gravedad. Para definirla se utiliza la figura 4.5: 

..-...... -c.G. 
dx h 

Figura 3.5 Esquema para determinar la energia potencial 

La energía potencial respecto al fondo de una columna de agua con masa dm es el producto 
de la masa por la gravedad y pór la altura media: 

d(PE) = dm·g ·= (3.134) 

donde la distancia vertical entre el fondo y el centro de gravedad del diferencial de masa 
(z), se define como 

- h+!J z=--
2 

(3.135) 

y el diferencial de masa (dm) por anchura unitaria es 

dm = p(h + 'l)dr: (3.136) 

La energía promedio a lo largo del eje x durante una longitud de onda, por ancho unitario se 
obtiene integrando la ecuación (3.134) y dividiendo entre la longitud analizada (L): 

- l>+L l,.•L (h+fJ) 2 
.-/ (h 2 +2r¡lz+¡/) 

(PE) =- f d(PE)=- fpg dr:= pg f pg dr: (3.137) 
T L L 2 L 2 

J( .. • 

El subíndice T indica que se considera el volumen total del agua a lo largo de L. 
Sustituyendo la ecuación (3.117) en la integral anterior: 

(3.138) 
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Al realizar la integración, la energía potencial promedio es 

hi H2 
( PE) =pg-+pg-

r 2 16 
(3.139) 

La energía potencial debida al oleaje es la diferencia entre la energía total y la energía sin 
oleaje, es decir, ecuación (3.139) menos pgh2 I 2 : 

- (-) H2 PE= PE =pg-
01ea1e 16 

(3.140) 

3.5.3.2 Energía cinética 

Se presenta debido al movimiento orbital de las partículas de agua provocado por el oleaje. 
Considerando la velocidad como la suma vectorial de las componentes horizontal y 
vertical, la energía cinética (KE) para un diferencial de masa (dm) es 

vi 112 + w2 
d(KE) = dm-

2
- = dm--

2
- (3.141) 

La energía cinética media por área unitaria se encuentra integrando la ecuación anterior a lo 
largo de una longitud de onda Len x, y desde el fondo hasta la superficie libre en z: 

- 1 x.L " u2 + v2 

KE=- f f p dzdi: 
L • -A 2 

(3.142) 

Al sustituir las ecuaciones (3.122) y (3.124) en (3.142), se obtiene 

KE=- -- d-di: 
- p (gHk 1 )

2
••L "[cosh

2
k(h+z)cos

2
(h-at)] 

2L 2u coshkh J J +senh 2k(h+z)sen 2 (h-at) -
(3.143) 

Utilizando identidades trigonométricas, la ecuación (3.143) queda 

( 
Hk 1 )

2 
>+L" 1 

KE = ..!!... L..:.. f f-[ cosh 2k (h + = )cos 2(h-at )]dzdt-
2L 2u cosh kh • -• 2 

(3.144) 

Al realizar la integración, se obtiene que la energía cinética promedio por área unitaria es 

- 1 
KE=-pgH 2 

16 
(3.145) 
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Comparando las ecuaciones (3.140) y (3.145) se observa que los valores de energía 
potencial promedio y energía cinética promedio son iguales, lo que significa que el sistema 
es conservativo. La energía media total de una ola, por área unitaria en el plano horizontal 
(E), es la suma de la energía cinética y potencial: 

- - 1 ' E= PE+KE =-pgH· 
8 

(3.146) 

En las ecuaciones (3.140), (3.145) y (3.146) se observa que la energía de una ola no 
depende mas que del cuadrado de su altura. 

3.5.3.3 Flujo de energía 

Las trayectorias de las partículas de agua provocadas por el oleaje son cerradas, por que la 
propagación de una ola no produce transmisión de masa a través del fluido, únicamente se 
transmite energía. La cantidad de energía transmitida se llama flujo de energía (F). que 
según la teoría lineal, es la proporción del trabajo realizado por el fluido de un lado de una 
sección vertical a otro. 

A' 

Figura 3.6 Trabajo §Obre una §Ccción ,·ertical 

En la Figura 3.6, el trabajo realizado por la presión dinámica (pv) sobre la pared vertical A
A• por ancho unitario en la dirección de propagación del oleaje es 

(3.147) 

El flujo de energía medio se obtiene al promediar la ecuación anterior en un período de 
onda (7): 

(3.148) 

V 



86 Capitulo 3. Teorla Lineal 

Sustituyendo u y PD por los de las ecuaciones (3.122) y (3.133) respectivamente: 

- l '+Jr "J[ coshk(h+z)][gHk coshk(h+z) ( )] F =- pglJ cos kx-at dzdt 
T , _,, cosh kh 2o- cosh kh 

(3.149) 

Utilizando la expresión de la superficie libre (3.117): 

_ l '•¡T "¡[ coshk(h+z)][ coshk(h+z)] F=- pglJ 07/ dzdt 
T , _,, cosh kh senh kh 

(3.150) 

Agrupando 
_ 1 ,.r " cosh 2 k ( h + z) 
F =- f f pg<n/ dzdt 

T , _,, cosh kh senh kh 
(3.151) 

Al realizar la integración se tiene 

F = pgu(H)2 
(2kh +senh 2kh) 

4k 2 senh2kh 
(3.152) 

La ecuación (3.152) puede agruparse de la siguiente forma 

F=(.!.pgH2)(u)[.!.(l+ 2kh )] 
8 k 2 senh 2kh 

(3.153) 

Donde pueden identificarse en el primer paréntesis la energía total media, y en el segundo 
la celeridad. Llamando n a la expresión dentro del corchete, el flujo de energía puede 
expresarse como sigue 

F=ECn (3.154) 

En la ecuación (3.154) C n representa la velocidad a la que se transmite la energía, también 
llamada celeridad de gn1po ( Cg): 

(3.155) 

donde 

(3.156) 

Otra forma de explicar la celeridad de grupo consiste en analizar un grupo de ondas 
propagándose. Considerando dos trenes de oleaje ( l y 2) propagándose en la misma 
dirección, con igual altura de ola pero con periodo y longitud de onda ligeramente 

o 
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diferente, ambos trenes pueden superponerse mediante la suma de sus ecuaciones de 
superficie libre: 

donde 
f).u 

u, =u---· 
1 2 • 

ti.u 
0"2 =U+2; 

M 
k =k--· 

1 2 • 

M 
ki =k+-

2 

-¡ 

Figura 3.7 Grupo de olas 

(3.157) 

(3.158) 

Mediante identidades trigonométricas y las expresiones (3.158), la ecuación (3.157) puede 
reducirse a 

(3.159) 

La superficie libre de la ecuación (3.159) representa un oleaje propagándose con velocidad 
C =u/ k, cuya envolvente (como la mostrada en la Figura 3.7) se propaga a una velocidad 
C

8 
=ti.u/ M , conocida como celeridad de grupo. y que tiene un valor diferente al de C. 

Como la energía depende únicamente de la altura de ola, en los puntos donde esta fuera 
igual a cero (nodos) no podría transmitirse. por lo que viaja con la velocidad de la celeridad 
de grupo, que obtenida a partir de la ecuación (3.159) es 

e =/).u 
x M (3.160) 

Si M tiende a cero, se tiene una celeridad de grupo para una longitud Lg infinita, donde 

e = du 
g dk 

tomando en cuenta la ecuación de la dispersión (3. 72) y la expresión siguiente 

(3.161) 

o 
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dcr • 
2cr- = g tanh kh + gkh sech • kh 

dk 

Capitulo 3. Teoría Uneal 

(3. l 62) 

Al sustituir la ecuación de dispersión en la expresión (3. 16 l) y resolverla utilizando (3. 162) 
se obtiene 

e = dcr = (gtanhkJ1+gkhsech
2
kJ1)cr 

8 dk 2gk tanh kh 
(3. l 63) 

Lo anterior se puede reducir a 

e c(1 2kh ) 
8 = 2 + senh2kh 

(3.164) 

Que es lo mismo a lo que se llegó en la ecuación (3.153), donde C
8 

= nC, y al igual que en 

la expresión (3.156): 

11 = ..!..( 1 + _2_kl_· '-J 
2 senh 2kh 

(3. 165) 

3.5.4 Resumen de expresiones y aproximaciones para calcular 
propiedades ingenieriles de las ondas 

La mayoría de las expresiones desarrolladas en el apartado 3.5 dependen de la función 
tangente hiperbólica con argumento kJz = 2.rrh /L. Par.i analizar gráficamente el 
comportamiento de esta función se utiliza la Figura 3.8: 

)'A 

JO -JT! ~ f1 
-.- . ·-Y---------------•-> X I• /_/· r. JT _.__ _____________ _,.. 

10 

Figura 3.8 Función tangente hiperbólica 

Se observa que para valores de x (en este caso kh). superiores a n, la función alcanza un 
cercano a 1, tanh kh ::: 1 ; por otro lado, para valores menores TCl 1 O la pendiente es 
aproximadamente igual a uno, es decir, que tanh kh ::: kh. 

De lo anterior se puede concluir que las aguas profundas dejan de serlo cuando kJi = 1r, 

pasando a ser de transición ya que el fondo marino, más cercano a la superficie, comienza a 

V 
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influir en el comportamiento del oleaje, hasta el límite de aguas someras ( kh = ;r I l O) a 
partir del cual la influencia del fondo es mucho más importante. 

En la tabla que se presenta a continuación se resumen las expresiones para calcular las 
propiedades ingenieriles en cada una de las zonas descritas anterionnente (aguas profundas, 
de transición y someras), siendo la solución exacta la correspondiente a las aguas de 
transición, y las otras dos son aproximaciones muy exactas (error máximo de l %) 
utilizando las características encontradas al analizar la función tangente hiperbólica. 



90 Capitulo 3. Teorla Unes/ 

Aguas someras Aguas de transición Aguas profundas 
kh > f( f( 11 o < kh < lf kh<ffllO 

Longitud de onda l = T,jgh T2 L= gT2 L = L tanh(k/i) 
2a 21r 

Celeridad l .¡.-· L a gT C=gT C= · = gh e= - = -- = -tanh(lch) 
T T k 21r 21r 

Celeridad de C// =C= Jgl; C = nC = ~ ( 1 + -
2

/ch ) 
e e=-grupo x 2 senh2kh ' 2 

Velocidad de las Horizontal 
11 = af K. cos(h- or) 

4' agk cosh k(h + z) u= aocª cos(h- ot) 
11 = - · · = -·-- -------cos(h-or) 

partículas d (j coshkh ,, 
Vertical 

w=ao{t+ ¡)sen(h-or) 
46 agk senh k(h +:) w= aoe1.: scn(h-or) w= - - = · · -----------scn(h-or) 
r: (j cosh klz 

Aceleración de Horizontal 
a,= a(Tf i scn(h-or) 

¡¡, coshk(/z+:) a, =a(T2cªscn(h-ot) a = = agk · ·-· - sen(h- or) 
las partículas ' d coshkh 

Vertical 
a,= -a(T2(1 + Á)cos(h-or) a = div =-agk scnhk(h+z) cos(h-ot) a, =-a(j2e1.: cos(h-or) 

' ot coshkh 
Horizontal r J gk coshk(h+z) ( = -ae1.: sen(h- or) Desplazamiento g 

de las partículas (=-a(j scn(h-or) ( = 11d1 = -a -;i --·c~~h-¡¡;--scn(h- or) 
. \ h 

Vertical ; =a( 1 + ~ )cos(kx- or) 
, J J gksenhk(lz+z) (k ) t = ae1.: cos(kx- ot) 
i, = 11· I = a cos "C - ot 

(j 2 cosh kh 

Presión total (hidrostática p = - 1~= + l't.'l cosh k(h + z) p = -pgz + pg1¡el.: 
+dinámica) p = -pgz + pga cos(h- ot) 

cosh kh 
Flujo de energía 

F =(~pgH 2 
)Jgh F =C pgH 2 )~[-'(1 +--~~ )] F=UpgH

2)1c 8 k 2 senh2kh 

Tibia 3-2 Resumen de las car1Clerfsllt11 del oluje 
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3.6 Flujo potencial en coordenadas cilíndricas 

Los elementos que se analizarán serán pilas cilíndricas, por lo que es mucho más 
conveniente utilizar las coordenadas cilíndricas, dada su simetría circular. Para esto es 
necesario transformar la ecuación de Laplace y el potencial de velocidades del sistema 
(X.Y.Z) al sistema (r, t9.z), mediante el método de separación de variables. 

3.6.1 Ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas 

Como se observa en la figura, la dirección z es la misma en ambos sistemas, por lo que no 
se incluye en el desarrollo siguiente. 

z 

-----,>Y 

Figura 3.9 Ejes coordenados cilíndricos y cartesianos 

Partiendo de Ja ecuación de Laplace en el plano: 

(3.166) 

como ; será una función de (r, (1, entonces 

o(J ap or e(> ªº -=--+--
en- or fü ªº Ox 

(3.167) 

y 

(3.168) 

desarrollando 
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a2t) = a2tjJ(ªr)
2 

+ a2t/J(ªº)
2 
+2 ar/} aoar + cr/J c

2r + cr/J a2
8 (3.170) 

ax2 ar2 ex aoi ax oro{} ax ax ar ax 2 a& ax 2 

Además, como r = .J x 2 + y 2 
, y {} = arelan (y/ x), se tienen las siguientes relaciones 

or X 
-=-ax r 
a2r x 2 

ax2 =;r 

Sustituyendo (3.171) en (3.170) se tiene 

ao =-L 
ax r 2 

a 20 2xy 
m-2 =7 

a2 IP x2 a2 rP Y2 a2 r) xy a2 IP Y2 ot) xy at) 
-=---+----2---+--+2-
élx2 r 2 or2 r4 aoi r3 ara{} r 3 iJr r 4 é){} 

(3.171) 

(3.172) 

Con un desarrollo similar al de las ecuaciones (3.167) a (3.172), para el término ª
2

~ se ay 
llega a 

(3.173) 

Sustituyendo (3.172) y (3.173) en la ecuación de La place (3.166) 

(3.174) 

Operando se obtiene 

(3.175) 

Utilizando la expresión r 2 = x 2 + y 2 se llega finalmente a la ecuación de Laplace en el 
plano, expresada en coordenadas cilíndricas: 

l 
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(3.176) 

En tres dimensiones queda 

(3.177) 

3.6.2 Potencial de velocidades para fondo impermeable en 
coordenadas cilíndricas 

Similar a lo que se realizó en el punto 3.3, y con las mismas suposiciones de la teoría lineal 
explicadas en el apartado 3.1, tales como flujo irrotacional, fluido incompresible, etc., se 
pretende encontrar un potencial de velocidades tal que cumpla con Ja ecuación de Laplace 
en coordenadas cilíndricas (3 .1 77). Dicho potencial es función de ( r .{}, z, t) , pero como la 

variable tiempo no se incluye en la ecuación de Laplace, se puede separar de la siguiente 
manera 

<l> ( r, {}, z, t ) = <l> • ( r, {}, z) e"" (3.178) 

donde el potencial <l>. también puede dividirse: 

<1>
0 (r,O,z) = R(r )·!l(B)· f (z) (3.179) 

Sustituyendo este último potencial en la ecuación de Laplace (3.177), y dividiendo por 
R(r)!l(O)f(=) se llega a 

(3.180) 

Lo anterior se puede reagrupar como sigue 

(3.181) 

donde el lado izquierdo de la igualdad depende sólo de r y 8, mientras que el derecho 
únicamente de z~ esto implica que k debe ser constante, y por lo mismo cada término puede 
separarse así 

V 

1 
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(3.182) 

(3.183) 

A partir de la ecuación (3.183), con un procedimiento igual al del apartado 3.3, se llega a la 
ecuación de la dispersión: 

o-2h 
-- = kh tanh kh 

g 

que tiene una raíz real e infinitas imaginarias puras. 

Una forma de expresar la ecuación (3.182) es 

r
2 

d
2
R(r) +-r_dR(r) +r2k 2 =--J_d

2
0(0} =/J2 

R(r) dr 2 R(r) dr 0(0) du2 

(3.184) 

(3.185) 

donde /J debe ser una constante, y esto quiere decir que los términos en R y n pueden 
separarse como sigue 

r 2 d
2 
R(r) dR(r) ( ) 

-~~+r--+ r 2k 2 -/J2 R(r)=O 
R(r) dr 2 dr 

Después de la separación, la ecuación (3.187) tiene dos soluciones: 

'{para/J=O 

para /J;f; O 

!l(&)= A+B& 

n( &) = Ccos(/J&) + Dsen(/J&) 

(3.186) 

(3.187) 

(3.188) 

La característica de simetría de estos problemas pem1ite eliminar la primera solución. 

Por otro lado, la solución de la primera ecuación, (3.186), originada de la separación de la 
expresión (3.185), tiene como soluciones las funciones de Bcssel de primero orden J., ( =). 
las funciones de Besscl de segundo orden o funciones de \Veber Y, ( =), y las funciones de 

Bessel de tercer orden o funciones de Hankel, H!" ( =) y H!~ 1 
( =). 

o 
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3.7 Anexos 

3. 7.1 Anexo 1. Problema regular de Sturm-Liouville 

El problema regular de Stunn-Liouville se define por una ecuación diferencial, lineal y 
homogénea, con condiciones de contorno lineales y homogéneas. Su principal utilidad es la 
resolución de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales mediante separación de 
variables. 

Un problema de Stunn-Liouville es un problema de contorno de segundo orden definido 
por: 

donde: 

a, b son finitos. 

[p(x)y']'+q(x)y+Ar(x)y =O 

ay( a)+ ,By'(a) =O 

ry(b)+oy'(b)=O 

p,p', q, r son continuas en [a, b] 
p(x) >O y r(x) >O en [a, b] 
a, /J, r, t5 no son simultáneamente cero. 
a, b, p(x), r(x), a, /J, r, tS son reales. 

a<x<b 

3.7.2 Anexo 2. Teoremas de la ecuación de Helmholtz 

Es análogo al problema regular de autovalores de Stunn-Liouville, todos los teoremas que 
aquí se enuncian se relacionan a uno similar en el problema de una dimensión. Sólo se 
enunciarán los teoremas. porque su demostración, en algunos casos, es muy complicada: 

1.- Todos los autovalores son números reales. 

2.- Existe un número infinito de autovalores. Existe un autovalor mínimo, pero no uno 
máximo. 

3.- A cada autovalor le puede corresponder más de una autofunción. 

4.- Las autofunciones szS .. ( x, y) fonnan un conjunto completo en el dominio en el que han 

sido obtenidas. Cualquier función f(x,y) "piecewise smooth" puede representarse por 

medio de una serie generalizada de Fourier de las siguientes autofunciones: 

V 
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f(x,y)- Lª•~• (x,y) 
.J. 

donde el término de la sumatoria expresa una combinación lineal de todas las 
autofunciones. La serie así obtenida converge en la medida en que los coeficientes a1c se 
eligen correctamente. 

5.- Las autofunciones pertenecientes a diferentes autovalores k1 y k2 son ortogonales (de 
peso unitario) en el dominio, es decir: 

ff ~1-.,'A, dr:dy = O; 
donunio 

6.- Un autovalor k puede relacionarse con la autofunción por medio del coeficiente de 
Rayleigh: 

--<j~V~·nds+ fJ (v~)2 
dr:dy 

k = dom1mo 

JI ~2dr:dy 
dorrumo 

donde n es Ja normal exterior y cj ds es una integral de línea cerrada sobre todo el 

contorno del dominio bidimensional estudiado. 

3. 7.3 Anexo 3. Autovalores r autofunciones del problema en la 
variable z con k2 > O y k < O 

La solución para llegar a la ecuación de la dispersión (3.72) puede obtenerse también 
gráficamente. 

Cuando k2 > O Ja ecuación tiene dos raíces reales. En la Figura 3.1 O donde el eje de las 
abscisas representa el valor de klz, se graficaron dh!gkh y tanh(klz), que son las dos partes 
de la ecuación de la dispersión. La solución está representada por el punto de intersección 
entre ambas gráficas. Como se puede observar, existen dos soluciones, es decir, dos raíces 
reales: +k y -k, que son los dos autovalorcs que tienen una única autofunción cosh k(h+=), 
que es simétrica, por lo que basta considerar la r..iíz positiva, nonnalmente denotada como 
ko. 



Sobre la astabilidad hidrodinámica da pilas cilíndricas 

----------------·-----3;0T---~.------------ --- - - . 

·~---- (<lh)/(gkh) 
2.0 T \ .. 

1.0 { So;~~'c-::.:,:1 ~-e::::::~-~ 
1 

0;{b~±'"---+------'-T __ 
.5 0.5 1.5 2.5 

-1.0 1 

Solución 

-3.5 

... ""',.. ¿_ 

_____ .. ·. -2 o l 
(a2hY(gkh) \ . t 

--·- ----.!.3.o-~------·---------
kh 

Figura 3.10 Obtención de las rafees reales gráficamente 
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3.5 

La ecuación de la dispersión también tiene una serie de raíces (autovalores) imaginarias 
puras, correspondientes a k 2 <O, donde k = i·µ. Estas soluciones pueden verse en Ja Figura 
3.11, donde se han graficado dh!gkh (hipérbola) y tan(kh), y como la función tangente 
tiene infinitas ramas, hay también un número infinito de soluciones (raíces) µ = ±kn. cuya 

correspondiente auto función es cosh [ik" ( h + =) J = cos k" { h + =), que al igual que el caso 

anterior es una función simétrica, por lo que sólo se utiliza la solución de un signo, que en 
este caso será la raíz negativa, pues con ello se representan los modos oscilantes en vertical 
que se amortiguan al propagarse. Estas raíces se encuentran en los siguientes intervalos: 

;r 3 ( 1) -< k/1 < ;r, -;r < kih < 2;r,... ..., 11--jff < k.}1 < ,,,., 
2 2 2 

2 5..,..., 
¡ ; 'h'(gl<tl) 

1 i• 
1. 1 

-0.5 + 
! 
' 

\ 1 -1.p ~-
........ r 

o7h'~ i : 
1 ' 

2.5 ~ 

-lank:'I 

Figura 3.11 Obtención de las raíces Imaginarias puras 

de la ecuación de la dispersión gráficamente 
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CAPÍTUL04 
INTERACCIÓN DEL OLEAJE 

CON UNA PILA IMPERMEABLE 
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4 INTERACCIÓN DEL OLEAJE CON UNA PILA IMPERMEABLE 

4.1 Introducción 

En el cálculo de fuerzas producidas por oleaje en cuerpos cilíndricos pequeños (DIL < 0.1, 
siendo D el diámetro del objeto y L la longitud de onda del oleaje incidente) se obtienen 
resultados satisfactoriamente cercanos a la realidad si se considera que las olas actuantes no 
son modificadas por Ja presencia del objeto (Sarpkaya & lsaacson, 1981 ); sin embargo, en 
cuerpos de mayores dimensiones relativas (DIL > 0.1), fenómenos como la difracción y 
reflexión provocan un cambio en el oleaje que ya no es tan conveniente despreciar. Es por 
esto que en estructuras tales como plataformas tipo gravedad, tanques de almacenamiento, 
boyas, cte. es muy útil considerar la perturbación que éste sufre para conocer con mayor 
exactitud las fuerzas que provoca, así como las modificaciones en la superficie libre, y de 
esta manera lograr diseños más eficientes y seguros. 

4.2 Oleaje incidente 

Dadas las condiciones del problema, lo más conveniente es resolverlo mediante un sistema 
de coordenadas polares, utilizando la nomenclatura mostrada en la Figura 4.1. 

y 

• ,"f 
r ,/ 

--"------•X 

Figura 4.1 ~omendatura en coordenadas polares 

El oleaje incidente se representa como una onda sinusoidal que se propaga desde el infinito 
hacia el área de influencia de la pila, y según la teoría lineal (Capítulo 3), la superficie libre 
del oleaje incidente en coordenadas rectangulares se representa como 

1J = 9i [ Ae<(b-m) J (4.1) 
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y al separar la variable tiempo (t) queda: 

IJ = 9l [A elh J = 9? [A ( cos kx + i sen kx) J (4.2) 

Como se vio en el capítulo anterior, la ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas 
puede resolverse mediante las funciones de Bessel, Weber o Hankel, y para desarrollos 
posteriores resulta conveniente expresar la ecuación (4.2) en función de alguna de ellas. 
Utilizando las siguientes igualdades matemáticas (Abramowish, 1972), que relacionan al 
seno y al coseno con las funciones de Bessel de primer orden 

cos = = Jo ( z) - 2J l ( z) + 2J 4 ( z) - 2J 6 ( z) + .. . 

sen z = 2J, { z) - 2J 3 ( z) + 2Js ( z )- 2J 7 ( z) + .. . 
se tiene lo siguiente: 

coskx + isen kx = J 0 ( z) + i2J1 ( z )- 2J2 (z )- 2J3 (z )+ 2J4 (z) 

+ 2Js (z )-2J6 (z )-2J7 (z )+ ... 

que puede expresarse como: 

"' coskx+isenkx = ¿ o.,J"'J.., (kx) 
.... o 

donde o,., es el símbolo de Jacobi, y está definido por 

o ... o = 1 

o ... o = 2 

Sustituyendo (4.5) en (4.2): 

1J = 9t[Af o.,/" J,. (kx)] 
"'"º 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

Recordando que IJ= ~ 91[~~]. donde <I>(r,O,z,t)=9l[stf(r,O)I(z)e'<ª-°'']. el potencial 

incidente, a partir de Ja ecuación de superficie libre (4.7) es 

<Z> 

tP1 = f(= )A¿o.,i"'J., (k0r)cos(mO) (4.8) 
"'"º 

donde f(z) es Ja función de profundidad en el agua, que se trató en el apartado 3.3, y es 

u 
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( ) 
ig cosh k0 ( h + z) 

f z =----~---
u coshk0 h 

(4.9) 

Si se quiere que la sumatoria de la ecuación (4.8) vaya de m = -oo a m = +oo, se puede 
utilizar la siguiente relación para evaluar la función de Bessel J,.. ( z) cuando m < O: 

J _,.. ( z) = ( -1 )"' J"' ( z) (4.10) 

de esta forma, la ecuación ( 4.5) puede escribirse de la siguiente manera 

"' 
cos kx + i sen kx = L J,.. ( kx) (4.11) 

que permite expresar la ecuación ( 4.8) de la siguiente forma 

"' 
fÓ1 = f(z)A L J,,. (k0r)cos(m8) (4.12) 

"'"""""' 

4.3 Oleaje perturbado 

El oleaje total se representa como la suma de una onda incidente y una onda perturbada, 
donde esta última es la que resulta de la interacción del oleaje incidente con una estructura. 

El oleaje perturbado tiene como característica que en el infinito no se refleja, es decir, que 
muy lejos de la estructura el oleaje total es igual al incidente, lo cual se llama condición de 
radiación al infinito, y se expresa: 

(4.13) 

Además, el oleaje perturbado debe cumplir con la ecuación diferencial (3.186), y por lo 
tanto, como se comentó en el apanado 3.6.2, debe utilizarse una función de Bessel (J.), 
Weber (Y .. ). o Hankel (H .. ); de las cuales se prefiere la de Hankel, debido a que, por 
características propias de dicha función, el potencial de velocidades deducido a partir de 
ella llevaría implícita la condición de radiación al infinito. Las funciones de Hankel de 
primer y segundo orden se obtienen a partir de la de Bessel y de la de Weber de la siguiente 
forma 

H~11 
( z) =J. ( z) + i Y~ { z) 

H!21 (z) =J. (z)-i Y,. (z) 
(4.14) 

o 
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Para facilitar su manejo junto con el potencial incidente, el potencial perturbado se expresa 
de la siguiente manera 

"" 
~P = f { =) A,L ó,_;"'b..,H~n ( k0 r )cos(m&) (4.15) 

"'"º 

Cabe aclarar que en la expresión anterior aún no se conoce el valor del parámetro bm. 

Nota: Aunque existen dos tipos de funciones de Hankel: H~ll (::) y H~21 
( z), en los desarrollos posteriores 

únicamente se utili7..ar.í H!.: 1 
( z), por lo que a continuación se denotará simplemente como H,.. ( z). 

4.4 Potencial total 

El potencial de velocidades total es el resultante de sumar los potenciales incidente y 
perturbado, es decir, ecuación (4.8) mas ecuación (4.15): 

~ = (>1 + (>p = f { =) A[~ó..,i"'J .. (kr )cos(m&) + ~ ó..,i"'b..,H,,. ( kr)cos(m&) J (4.16) 

operando se llega a 

,P(r.8) = Af ó.,i"' [J., (kr) +b,..H,,. ( kr )]cos(m&) (4.17) 
... o 

donde A es la amplitud de la onda incidente. 

Como la pila es impermeable, no hay flujo de agua a través de ella. y por lo tanto, la 
condición de contorno en la frontera, en coordenadas polares es 

o(>= o 
cr 

en r =a (4.18) 

que indica que la componente perpendicular a la superficie de la pila de la velocidad del 
flujo es cero, siendo a el radio de la pila. Ahora solo resta determinar el valor de b,,,, lo cual 
se hace sustituyendo el potencial de velocidades en la condición de contorno anterior, es 
decir ( 4.1 7) en ( 4.18), obteniéndose que 

J~(ka)+b.,H~(ka)=O (4.19) 

despejando b 

V 
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Con lo que el potencial total finalmente puede expresarse como 

~(r,O) = Af ó,,,i"' [J,.. (kr)- J~ ~ka~ H,.. (kr)]cos(mO) 
..,.o H,.. ka 

4.5 Efectos del oleaje sobre una pila Impermeable 

4.5. 1 Presiones 

Como se vio en el apartado 3.5.2, la presión del agua en un punto está dada por 

a~ 
p=-pgz+p-ct 
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(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

donde el primer término es la presión hidrostática a Ja profundidad= debida únicamente a la 
posición del punto respecto al nivel de aguas tranquilas, y el segundo es la presión dinámica 
debida al oleaje. Como la presión hidrostática no es función más que de =, es decir que es 
constante para una detem1inada profundidad, no conlleva un gradiente de presiones en el 
plano horizontal ni en el tiempo que pudiera generar un desequilibrio de fuer.las; en otras 
palabras, no provoca fuerzas hidrodinámicas. Entonces, la presión de interés para el cálculo 
de fuerzas se obtiene a partir del potencial de la ecuación ( 4.21 ). 

( ) o~(r,0.=,t) º[( )"n] 
p r,&,::.,t = p ar = p ot ~ r,0,= e 

derivando se obtiene 

( ) . ( ) '°" . ( ) cosh k ( z + h) '°" p r,&,z,t =1up(J r,&,z e =1upf/J r,8 e 
coshkh 

separando la variable tiempo 

coshk(= + h) 
p(r,8,z) = iupr/J(r,O)-c-

0
-
5

h-kh-· -

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

Las expresiones (4.24) y (4.25) son útiles para calcular la presión dinámica en puntos donde 
ya se conoce el potencial. si no es el caso, puede obtenerse una expresión independiente 

1 

1 
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para evaluar la presión en puntos alrededor de la pila (r = a), sustituyendo el potencial 
perturbado (4.21) en (4.23) 

p( a,tJ, z) = pgA cosh k(z + h) :t o,..i"' [J ... (ka)- H,., (ka) J~ ~ka ~]cos( m8) (4.26) 
cosh kh ,... 0 H,.. ka 

desarrollando 

( () )
- coshk(z+h)~~ . ..,[J,.,(ka)H:(ka)-H..,(ka)J:(ka)] ( ) 

p a, , z - pgA cosh kh f:'o u..,l H: (ka) cos mO ( 4.27) 

Utilizando la siguiente igualdad matemática (Abromowitz 1972) 

(4.28) 

donde e es una constante y ~una variable, entonces la presión sobre la pared de la pila a 
una profundidad z y un ángulo Oes 

coshk(=+h} % 20. ¡'"•' 
p( a,O,z) = pgA L ": ( ) cos( mO) 

cosh kh .... 0 R"aH... ka 
(4.29) 

Si se quiere calcular la presión en un punto donde ya se conoce el potencial resulta más 
práctico utilizar la expresión (4.25). en caso contrario es recomendable obtenerla mediante 
la ecuación (4.29). 

4.5.2 Fuerzas 

La fuerza actuante sobre un punto en la pared de la pila ( dF), es la pres1on por un 

diferencial de área (Figurn 4.2). Como se había dicho, esta presión no es uniforme ni en= ni 
en 8, por lo que para un nivel :: dado, la fuerza unitaria ( dF, Id=) actuante sobre una 

dirección (x en este caso) se obtiene integrando la componente en x de la presión con 
respecto a O(ver Figura 4.3), esto es 

dF : .. 
-· =-a J p(a,8,z)cos8d8 
dz o 

(4.30) 
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a 

................... 

-~···.~ ....... '"";· . - - .... - . 
z 

dA 

ad O 

Figura 4.2 Fuerza sobre un diferencial de área 

y 

Dirección de propagación 

mrr)> 

Figura 4.3 Diagrama de presiones y fuerzas unitarias a una profundidad : 

sustituyendo (4.29) en (4.30) 

dF coshk(=+h) ~ ... ( ., 2ó: i' ... 1 
) 

-~ = -apgA f L ": ( ) cos(mO) cosOdO 
dz cosh /ch 0 .,.0 :raH.. ka 

(4.31) 

con la siguiente propiedad del coseno, válida para toda m diferente de I 
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2..-

J cos(m8)cos(m8)d8= O (4.32) 
o 

Ja fuerza unitaria en Ja dirección X ( dF,. I dz) a una profundidad z es 

dFz _ 4A pga coshk(z+h) 
dz -¡;; H; (ka) coshkh 

(4.33) 

Para obtener Ja fuerza total sobre Ja pila en la dirección X (F..), se integra verticalmente Ja 

ecuación anterior sobre toda Ja profundidad: 

Fz = ºJ dF, dz = J 4A f:!ga cosh k ( z + h) dz = 4A P_gah tanh kh 
_,. dz _,. ka H 1 (ka) cosh kh ka H 1 (ka) kh 

(4.34) 

simplificando 

4A pg 
F: =-2 '( ) tanhkh k H 1 ka 

(4.35) 

Para calcular fuerzas en cuerpos cilíndricos pequeños (DIL < 0.1), una de las metodologías 
más utilizadas es la fórmula de Morison, que depende de la distribución de velocidades y 
aceleraciones incidente al cilindro, así como de dos coeficientes experimentales (Cd o 
coeficiente de arrastre y C,,, o coeficiente de inercia). Dicha fórmula es: 

donde: 

F = Fuerza unitaria de arrastre, kg/m. 
Co = Coeficiente de arrastre. 
CM= Coeficiente de inercia. 
p = ylg 

A = Arca cxpuesra de la tubería por metro, m21m. 
u = Componente horizontal de la velocidad orbital. 
V = Volumen del objeto por metro, m 3/m. 
as = componente horizontal de la aceleración orbital. 

(4.36) 
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La fórmula de Morison puede utilizarse satisfactoriamente para calcular las fuerzas sobre 
una pila impenncable ancha (DIL > 0.1 ), obteniendo resultados similares a los calculados 
con la ecuación (4.35), si los coeficientes de arrastre (CD) y de inercia (Cu) se obtienen de 
la siguiente fonna 

e _.i J;(ka) 
D H(ka)2¡H;(ka)l2 

(4.37) 

(4.38) 

Estas dos fórmulas se originan al hacer una analogía entre las expresiones (4.35) y (4.36). 

Analizando datos experimentales y el comportamiento de jH; (ka )¡- 1 
(Figura 4.4) se 

observa que para cilindros pequeños dichos coeficientes tienden a los siguientes valores: 

MAG. 

C 
;r(ka)~ 

o-> 

(MAO.) 

lka tP.°cka1l·1 

I 

2 
c,., ->2 

1 

ka 

l'HASI 
2r 

3wf2 

• 
-af2 

o 

-af2 

... 
9 

Figura 4.4 Dimensiones relath·as (ka) \'s l//1.(ka)r1 

(4.39) 

Lo anterior se observa claramente en la Figura 4.5, que muestra la relación entre las 
dimensiones relativas del cilindro (ka o DIL) y valores experimentales de C,.,. 
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:1 2.0 r--.....,.--.---.--~ ...... --.--...----. 
u 

i ... 1.5 
Q 
~ U) -t-----°'-'k---------1 

e 
~ o~+-------_:::~-=~----4 

1 • 
o '----.---.--....--..----.--.---.-__,, 

0.2 0.3 º·' º·' 
1.0 1.5 

0.6 0.7 OJI 0.9 ID 
D/l 

2.0 2..5 3.0 
ka 

Figura 4.5 Dimensiones relativas del clllndro Vs coeficiente de Inercia 

4.5.3 Momentos Flexionantes 

El momento flexionante en la dirección X a una profundidad cualquiera zo ( Mxz..) se 

obtiene integrando la fuerza unitaria a cada profundidad por su brazo de palanca ( z - z0 ), 

desde z = zo hasta z = O, esto es 

0 dF 
M-c. = J-· (z-z0 )dz .. dz .. (4.40) 

sustituyendo (4.33) en (4.40) 

J.-fr. = 4A '( )ga Jcoshk(z+h)(z-z0 )dz 
.. ka H 1 ka coshkh,., 

( 4.41) 

realizando la integración 

Mx = ---"'"'""-'"----4Apga [ k2 cosh k ( z0 + h )- z0 k senhkh - cosh kh J 
"' kaH;(ka)coshkh k 2 (4.42) 

simplificando, y recordando que r = p· g: 

Mx.., = 1 • ( 
4A( [k2 coshk(z0 +h)-z0 ksenhkh-coshkh] 

k H 1 ka cosh kh 
(4.43) 

donde: 
a es el radio de la pila, 
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A la amplitud de la onda incidente, 
z0 la profundidad a la cual se desea calcular el momento flexionante, 
k el número de onda, 
h el tirante de agua, 
y el peso específico del agua, y 
H; el módulo de la derivada del número de Hankel (que es número complejo). 

111 

El momento de volteo ( M vorico i ) se calcula valuando la ecuación ( 4.43) cuando z0 = -h 

1 
4Ay ( 

M vohcoi = Mx. = 3 • ( ) 1 + khsenhkh -coshkh] 
.... 'G--11 k H

1 
ka cosh kh 

(4.44) 

4.5.4 Resultados 

Se realizó un programa en lenguaje Fortran para calcular los elementos mecánicos antes 
descritos, así mismo, se compararon distintos escenarios resultantes de la variación de 
algunos de los datos. 

Se analizó una pila de radio a = 20 m, colocada en un tirante de agua h = 80 m, y un oleaje 
incidente de amplitud A = l m, variando la profundidad relativa kh, de acuerdo a la 
ecuación de la dispersión: 

, ( 2;r)2 

cr· = T = kg tanh kh (4.45) 

Para modificar kh se mantuvo constante la profundidad (h = 80 m) y se cambiaron los 
valores del periodo T. La variación de kh respecto a T se muestra en la Figura 4.6. 

40 -

30 

~ 20 
1-

10 . h • 80m 

o ·----·· ----~--- "" 
o 2 4 6 8 10 

Figura 4.6 Variación de T respecto a kh cuando h - 80 m 

Para cada kh se obtuvieron los diagramas de fuerzas y momentos sobre la pila en distintos 
tiempos de fase (r o t/7), como los presentados en la Figura 4.8 . Comparando las fuerzas 
resultantes máximas y momentos de volteo máximos provocados por cada kh se llegó a los 
resultados mostrados en la Figura 4.7. 

V 
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28000 T 1400000 

1 

24000 r 1200® 

20000 

r·~ z ~ 
z 

.!!!. ~ 

~ 16000 800000 o e: .. ~ ~ u. o 
~ 

12000 600000 

8000 

4000 --+---.----..,.---..---.--....----,1---, _____ ! ___ ---- 200000 

o 2 4 6 8 10 
4h 

Figura -1.7 Profundidad rclath·a kh Vs fucrLa y momento máximos 

Analizando la gráfica anterior (Figura 4. 7) se observa que es un kh específico el que 
provoca los efectos máximos, y aunque los valores son cercanos, no es exactamente el 
mismo el que corresponde al momento de volteo máximo (kh = 2.5) y a la fuerza resultante 
máxima (kh = 2.0). Esto se debe a la fomia del diagrama de distribución de fuer;:as (Figura 
4.8), ya que aunque del primer caso resulta la fuerza resultante máxima, en el segundo el 
diagrama está más sesgado en la parte superior, donde las fuerLas tienen mayor brazo de 
palanca respecto al fondo, y por lo tanto provocan mayor momento de volteo. 
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o 200 400 600 800 
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"' ,,. ,,, ,, ,,, ,,. ,,, 

-20 b 
/ 

~ ,, 
'/ ",,,,,, 

,, ",.," - - - - - Fuerzas kh = 2.0 (máxima resultante) 
. / - - - - - Fuerzas kh = 2. 5 
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Figura 4.8 Comparación de diagramas de fuerzas y de momentos 
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La Figura 4.9 permite apreciar fisicamente la posición de la ola respecto a la pila. así como 
sus dimensiones relativas (longitud de onda, diámetro) al momento en que se presenta el 
momento de volteo máximo. 

Figura 4.9 Superficie libre al Instante en que 1e presenta 

el momento de \'Oleo máximo (ü • 2.5, tJT• 0.21) 
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Para ejemplificar el comportamiento de la fuerza resultante (Figura 4.1 O) y del momento de 
volteo (Figura 4.11) durante el paso de una ola (respecto al tiempo), para distintos klz's se 
presentan las siguientes gráficas: 
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Figura 4.1 O Fuerza resullante Vs tiempo variando kh 
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La distribución de presiones dinámicas alrc-de-dor de la pila varia también. en forma y 
magnitud. para cada kh. como se muestra en la Figura 4.1 :!. que contiene los diagramas de 
distribución de presiones dinámicas a una profundidad = = -0.1 h. obtenidos en el instante 
en que se presenta el momento de ,·olteo máximo. 

·' .... ,•s 
"·· ' .. 

' 
/,/ 

/( ~~\ 
\ 

\ 

1-
í 

1801 

\ 
\ 
\-
\ 

315 

270 

Figura 4.12 Diagrama de presiones en z - -0.1 h al instante 

en que se presenta el momento de ,·olteo máximo 

\. 

Aunque pareciera que a mayor kit las fuerLas y momentos serán mayores, por tener un 
diagrama de presiones más irregular, esto no es así (ver Figura 4. 7), porque aunque la 
forma sea más irregular. la diferencia en la magnitud de las presiones alrededor de la pila 
sigue el patrón definido en la Figura 4. 7. 
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CAPÍTULO 5 
INTERACCIÓN DEL OLEAJE CON UN 

JUEGO DE PILAS MPERMEABLES 
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5 1 NTl•:ltACCIÓN DEL OLEA LE CON UN JUEGO DE PILAS 
ll\I PERJ\clEABLES 

5. 1 Introducción 

Hn C'Sk rnpit11h1 se estudiarún arn~gl,1s de varias pilas impcnneables. como los comúnmente 
1111h:nd,1s c:n úlllfi~urn,·i,,rws l'Strm·1urnlcs de plat;ifomms marinas. muelles. etc. La 
mc:h1,h1(,1~i:1 111rli;;1d:1 parn l'\:1hmr l'l ¡~11e111 .. ·ial de vc:l~idadcs se basa en la propuesta 
11:':1h:;1d;1 I'''' 1 mhlll l'I al. t 1 'Nll). Fn l'St,1s ,·;is,,s, el olc~1jc perturbado por las pilas produce 
r\1C"r:ns cn Sl'tllid,1 tr:msn·~nl al de pn,pagaci,)n. que en algunos casos pueden ser 
,.,"1sidC'r:1l>ks. y ,·11:mt1tk:1rl:1s ¡X"nnik• k'lll'r una n:pn:scnt::ición m:is fiel del fenómeno. 

t'nt';\ tC's,,l,·t'r d pn•bkma sc n.·,¡uicn:- ,ktinir el f"-'ten..·i:1I de \'Ckx-id;,idcs. y a partir de éste, 
,."""' s,· '"' c:n cl ,.1p11111,, .t. ,•btl·nc:r l.1 pn:si,•n. tucr:as y n1,,mcntos ;?.:tuantes. 

5.2 Condiciones del problema y nomenclatura 

l\u':\ ~·:-.r...• '.;\S1.'. SC' :1sum..: 1.¡m.· c.'\l:'tcn .\' ,·1ltn.lr1.'\..' \Crt:-.-.1ks \.\" ~ l) 'iUC' -5-C t::\.Ücn-!cn d~e 
d t\'~"h' \.: -- ·-'t\ h;ist;i t\"~\:'.;lr !.t :'~~rti.:1c ltt>re l= -.. lYI. El 0k-..!JC in.:i..iaitc e5 

llh.'~"''t\\t\\.;\tt.·,, ~ lk~" '''"un .;tU~u!,, J, 1th::J~·:1'.."Í.l .'· .l -:.l..i.l ;'lL.l Pr..! ,,t>tc:::c:- cí r"-"'tcn..:i:ll 
•k ,d,,·ht,'\,\,~ -.·u un rut\11.' l' ~x- u:ih:..1 l.'\ r: ... ,m...--r:..:l.!tu:-J. nh.'.:'tr-.i...i.l e:-::..! Fif::r-.l 5. ! : 

-~. 
..:.: ... \ .. .. , -......._... 
~ .•" ~! ........___ __ 

V 
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P es el punto donde se desea conocer el potencial 
j es el número de pila 
fJ es el ángulo de incidencia del oleaje 

R1j es la distancia entre el centro de las pilas i y j 
a;j es el ángulo respecto al eje X de la línea que va del centro de la pila i al centro 

de la pila j 
rj es la distancia entre el centro de la pila) y el punto P 
~ es el ángulo respecto al eje X de la línea que va del centro de la pilaj al punto P 
aj es el radio de la pilaj 
N número de pilas 

Dado que las pilas se extienden a lo largo de todo el tirante de agua. es posible factorizar la 
función de profundidad j{z) y, para los casos particulares cuando éstas se encuentren en 
aguas relativamente profundas o intennedias, hace que no sea necesario utilizar modos 
evanescentes. La factorización dej{z) permite hacer una analogía con el problema acústico 
en dos dimensiones de la perturbación del sonido por un arreglo de cuerpos cilíndricos 
acústicamente aislantes, sobre el que se han hecho muchos estudios y se han dado diversas 
soluciones matemáticas, como la de Záviska ( 1913 ), redescubierta y aplicada al caso de 
oleaje por Spring & Monkmeyer ( 1974 ), o la de Twersky ( 1952). 

5.3 Potencial de velocidades 

De acuerdo con la Teoria Lineal, existe un potencial de velocidades <t>(x,y,z,t) que 

caracteriza el comportamiento del agua. Factorizando la función de profundidad, y 
aceptando que el movimiento del agua es periódico en el tiempo, con una frecuencia 
angular a= 2;r / T, el potencial de velocidades puede escribirse: 

<t> (x,y, z,t) = ~H { rp( x,y) f ( z )e-""} 
donde 

f ( z) = _ igA cosh k ( h + z) 
a cosh k.h 

siendo k. (número de onda), la solución real positiva de la ecuación de la dispersión: 

cr = kg tanh k.h 

La superficie libre está dada por 

'l(x,y) = ~ { A~(x,y)ei.n} 

(5.l) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

l 

1 
1 

l 
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donde A es la amplitud de la onda incidente. 

Se utilizarán N + 1 sistemas coordenados: uno global o general (r, ~;y otro local por cada 
una de las pilas (r1, ~). con origen en {x1 , y1) que es la localización del centro de la pila) 
respecto al sistema global. 

5.3.1 Potencial incidente 

Gracias a la posibilidad de superponer efectos que la teoría lineal ofrece, el potencial total 
será la suma de un potencial incidente mas uno perturbado. El oleaje incidente se define de 
forma similar al caso de una pila aislada, con la única diferencia de que es necesario 
considerar adicionalmente el ángulo de incidencia (/]). 

,,¡ _ A i.l(xcosP• >'°'P) _ A 1.Vcos{O-P) v-1 - e - e (5.5) 

Como las pilas no se encuentran necesariamente en línea, en un instante dado la fase de la 
onda incidente es distinta en cada cilindro, por lo que se define un factor de fase del oleaje 
incidente para cada uno de ellos (~): 

(5.6) 

Con esta última consideración el potencial incidente queda 

(5.7) 

Utilizando la relación (4.11) para expresarlo mediante la función de Bessel: 

(5.8) 
,,,_...., 

5.3.2 Potencial perturbado 

El oleaje incidente será perturbado por una pila, y este incidirá sobre otra, que también Jo 
modificará, y así sucesivamente. Para describir todas estas posibles interacciones se define 
un potencial de velocidades que caracterice la radiación saliente de cada una de las pilas. 
De esta fonna el potencial total será Ja suma del incidente más el potencial saliente de cada 
pila. 

Una fonna general de describir la radiación emitida por cada cilindro es; similar a lo hecho 
en el capítulo 4 para una pila aislada, ecuación (4. 15): 
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(5.9) 
,,. . ...., 

donde 

(5.10) 

A es la amplitud del oleaje incidente y C~ es un parámetro por conocer. 

5.3.3 Potencial total 

El potencial total es la suma del potencial incidente más el potencial perturbado por cada 
pila: 

(5.11) 

Pero como el potencial incidente está en diferente fase en cada pila, es necesario tomarlo 
también como una sumatoria, es decir, que utilizando las expresiones (5.8) y (5.9) en la 
ecuación (5.11 ), se tiene 

(5.12) 

El potencial total de la ecuación (5.12) puede ser utilizado como se presenta, siempre y 
cuando se conozcan los coeficientes C~ . El desarrollo siguiente tiene como objetivo referir 

el potencial de velocidades a una pila k, es decir, expresarlo en función de las coordenadas 
locales (rA, 6l), con el fin de llegar a una expresión que facilite la aplicación de las 
condiciones de frontera necesarias para solucionar los coeficientes en cuestión. 

Utilizando el teorema de Graf para la suma de funciones de Bessel (Abramowitz, 1972, 
relación 9.1. 79): 

.... ....., 
para}= l, 2, ... , N, .). ~ j 

válido para r1 >R.;¡; condición que se cumple para todo ...i en la periferia del cilindro}. 

(5.13) 

El potencial de velocidades en un punto con coordenadas referidas a la pila k puede ser 
expresado como 
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t/J" (r1c ,O")= A m~[ IJ.., (kr1c )e;"'(f-o.-fl) + C!Z!H,.. (kr1c )e;mD,] 

+ At. {.,~[ c:_z~ .~ ( H m•• ( kR1" )J. ( kr" )einc .. -o.¡e;<m·•Ja,.) ]} 
jflli. 

(5.14) 

Dicho de otra forma, el potencial de la ecuación anterior está visto desde la pila k. En el 
primer término (primer sumatoria) se calcula el potencial incidente y la perturbación 
provocada por la pila k, y en el segundo término, la perturbación causada por las demás 
pilas j, utilizando la nomenclatura mostrada en la Figura 5.1. El segundo término de la 
ecuación puede simplificarse remplazando n por -n de Ja siguiente forma 

+t.{.,~[ c:.z:. .~ (H., .• { kR11c )J. (fat )e"""-0.le•<,..••Ja,.) ]} 
jt14 

=.~{J. (k!¡ )e"'°· t.L~ ( c:.z:H,.._ .. (kR," )e·, .. -.. Ja,. )]} 
;•" 

(5.15) 

Sustituyendo (5.15) en (5.14 ), el potencial de velocidades referido a la pila k puede también 
definirse como: 

ao [ in{ .!.-o, -fl) ] 
t/J"(r1c,tJ.)=A ... ~ 14 J,..(fat)e 2 +C!Z!H..,(k'l)e""º• 

+ A.~{J .. (lat )e"'°' t.L~ ( C~Z;H ..,_. ( kR1, )e•<m-•la,.) J} 
;•• 

(5.16) 

donde sólo resta por conocer e:. 

5.3.4 Solución a los Coeficientes C~ 

Es necesario definir la condición de frontera en la pared de las pilas impermeables, que 
consiste en considerar que la velocidad del agua a través de ésta es nula: 

(5.17) 
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Sustituyendo el potencial de la ecuación (5.16) en la condición de contorno (5.17) se 
obtiene 

kJ f (ka )/(~-o,·.o) +kCAZ'H' (ka )e'"º• 
A: "' A: ,, " " • 

+k J: (ka A ) e¡"º• '!;L.~ ( c~z; H..,_,, ( kRj4 ) ei(nr-n)a,. ) J =o 
J>'A 

(5.18) 

Operando se llega a: 

.(;.[ ~ (c1 Z 1 H (kR )e'<"'-n)a,. )] = -C4 -/e"'(;-') ¿,_ ¿,__ "' ,, ,.._,, jl " A: 
}•1; ••-«i 
1-• 

(5.19) 

Resolviendo la ecuación (5.19) se encuentran los coeficientes C~, que habían sido 

introducidos en las ecuaciones (5.9) y (5.12) para definir el potencial perturbado. 

5.4 Efectos del oleaje perturbado sobre las pilas 

A diferencia del caso de una pila aislada (Capitulo 4), las ecuaciones que describen el 
potencial total en las inmediaciones de un conjunto de pilas, (5.12) y (5.16), así como la 
utilizada para resolver los coeficientes. (5.19), son muy complejas. y seria sumamente 
dificil obtener expresiones que proporcionaran directamente las presiones, fuerza unitaria, 
fuer?..a total, momento flexionante y momento de volteo en cada pila, como las que se 
encontraron en el capítulo anterior. El cálculo de los efectos fisicos antes mencionados se 
realizará numéricamente a partir de Ja obtención del potencial de velocidades en puntos 
sobre la pared de cada pila, separados verticalmente ó= y angulannente !l.8. A mayor 
número de puntos analizados, o menores ó= y ~8, serán más precisos los resultados 
obtenidos (Figura 5.2). 

f"l&ura S.2 Nomenclatura de los elementos diferenciales 
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5.4. 1 Presión 

De acuerdo con la ecuación (4.24), la presión en un punto P(r,0.z), en función del potencial 
de velocidades ~r, ~.obtenido previamente mediante la ecuación (5.12) o (5.14), es 

coshk(z +h) 
p(r,O,z,t) = iup~(r,O) e"" 

coshkh 
(5.20) 

5.4.2 Fuerza 

La fuerza sobre un diferencial de área (ó.A =a t:i.O!iz) en la pared de la pila (r =a) es 

M = -at:i.tJ!iz p(a,0,z,t) (5.21) 

Para encontrar las fuerzas unitarias en X y Y se integran las componentes respectivas de la 
ecuación (5.21) de (}=O a (}= 2;rmanteniendo z constante, de manera que 

M. 2 ... 

-· =-a LP(a,O,z,t)costJD.(} 
D.z fil•O 

M. 2 ... 

_,. =-a LP(a,tJ,z,t)sentJD.(} 
ru e-o 

(5.22) 

y la fuerza total sobre la pila en cada dirección se obtiene integrando las fuerzas unitarias 
desde z =-h hasta z = o. 

(5.23) 

La resultante de dicha fuerza es 

F = ~(F. )2 + ( F,. )2 (5.24) 

y su dirección es 

(5.25) 
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5.4.3 Momento flexionante 

El momento ílexionante a una altura zo se obtiene integrando cada fuerza unitaria por su 
brazo de palanca, de la siguiente forma 

o M 
Mr:. = ¿-• (z-z0 )& 

'"'O z•=o ru 
(5.26) 

El momento de volteo se obtiene sustituyendo zo por -h: 

o M 
Mmhcoz= L-'(z+h)& 

:--h & 

.¿.. M,. ( ) .A-f,,.,hco•· = ~ -- = + h & 
. :•-h & 

(5.27) 

5.5 Resultados 

Al igual que en el capítulo 4, se realizó un programa en lenguaje Fortran, con el que se 
analizó mediante casos particulares, la variación de las fuerzas y momentos sobre cada una 
de las pilas de un juego, cambiando características geométricas y dimensiones relativas de 
la configuración. También se compararon los resultados obtenidos al tomar en cuenta el 
efecto de la perturbación del oleaje por todas las pilas. con los obtenidos al considerar cada 
una aislada. 

Como las fuerzas y momentos sobre cada pila dependen linealmente de la amplitud del 
oleaje incidente (A), en los ejemplos mostrados se utilizó A = 1.0, de manera que de forma 
práctica, pueden obtenerse las magnitudes de fuerLas para amplitudes diferentes de uno. 

Los casos analizados son arreglos de pilas del mismo diámetro con igual separación 
ortogonal (w) en ambas direcciones. La Figura 5.3 muestra la notación utilizada para la 
distancia ortogonal (w) y diagonal (s) entre los centros de las pilas. 

o 
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Q---~---~---~---t;\ XIX ~ 
1 •• •• ' •• •• ' 
1 s·. s.· 1 s·. .s:·· 1 
1 1 1 
¡w .. 1w •• lw 
1 1 1 
1 1 1 

G---_w_ - -·é---~ ---·E) 
Figura 5.3 Nomenclatura para denotar la separación entre pilas 

5. 5. 1 Ejemplo 1 

Con el fin de observar el comportamiento de las fuerzas actuantes debidas a oleaje al 
cambiar ciertas características de una configuración, se analizó un conjunto compuesto de 
cuatro cilindros, con un tirante de agua h = 80 m, variando el ángulo de incidencia del 
oleaje (/J), la separación entre pilas (w), y su radio (a). 

En cada caso se obtuvieron las fuerzas· resultantes máximas para valores de profundidad 
relativa dentro del rango: 0.50 < kh < 1 O.O, variando el periodo de la onda incidente de 
acuerdo a la ecuación de la dispersión: 

o-2 = kg tanh kh 

o-2h 4;r2h 
khtanhkh =--=--

g T2g 

(5.28) 

V 
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5.5.1.1 Primer caso 

Incidencia: /J= Oº 
Pila Coordenadas fml Radio fml 

j X¡ y, ª' 
1 -45 45 20 
2 45 45 20 
3 -45 -45 20 
4 45 -45 20 

Tabla S-1 Datos caso 1 Figura 5.4 Esquema caso 1 

En este caso, como el oleaje incidente tiene un ángulo /J= Oº, y la configuración de las pilas 
es simétrica a su dirección de propagación, las fuerzas y momentos sobre las pilas 1 y 2 son 
simétricos a los de las pilas 3 y 4, respectivamente, y en magnitud, las fuerza resultante y el 
momento de volteo son iguales (ver Figura 5.4), por lo que en la Figura 5.5 la fuerzas 
resultantes máximas de las pilas 1 y 3, así como 2 y 4 se muestran en una misma gráfica. 
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z 20000 ~ 
~ 

1 j 1 
J 

1 \ .... pt .. 

2.4 \ 

\ ' -.... 
\.1..,,-, \ 
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1 
1 
i 
' 

10000 ~ 

1 I ', 

'·' ' ' ' 
1 

1 
1 

l 
o 1 
~-~-------1----~--, --~-, ----1 

o 2 e 10 

Figura 5.5 Profundidad relath·a /ch Vs fuerza resultante máxima, caso 1 

En la Figura 5.5 se observa que la difracción provocada por las pilas que reciben 
directamente el oleaje (J y 3), mitiga los efectos sobre las que están detrás de ellas (2 y 4). 
Además, comparando con la fuerzas obtenidas al considerar cada pila aislada, se observa 
que la magnificación de efectos debida a la presencia conjunta de todas las pilas es de 
consideración, sobre todo para valores de profundidad relativa entre 1 < kh < 3. 
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Para observar la relación entre la magnitud de las componentes de la fuerza en sentido 
longitudinal y transversal al de propagación, así como su importancia respecto a la 
magnificación o mitigación de efectos, se present.:i la Figura 5.6, que ilustra lo anterior en la 
pila 1 para dos situaciones: cuando se presenta la mayor magnificación (kh ::::: 2.0), y cuando 
hay una mitigación importante (kh::::: 3.5). 

kh = 2.0 -•0000 
kh•3.S 

j 

l. .... 
' , 

o ~), 04 ¿6 Oler-....., 1 

~ 1 1 - 1 'I • >-¡ 1/T 

l 

Figura 5.6 Comportamiento de las componentes de la fuerza durante el paso de la ola 
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5.5.1.2 Segundo caso 

Este ejemplo difiere respecto al anterior únicamente en la incidencia del oleaje, que ahora 
es a 45º. Como los efectos en las pilas 1 y 4 son simétricos e iguales en magnitud, en la 
Figura 5.8 se presentan en una misma gráfica. 

Incidencia: /]= 45º 
Pila Coordenadas [m] Radio [m] 

i X; Y; Q¡ 

1 -45 45 20 
2 45 45 20 
3 -45 -45 20 
4 45 -45 20 

Tabla 5-2 Datos caso 2 Fi¡:ura 5.7 Esquema caso 2 

l 
30000 ·-i ,, 

P,' 'Í \ 

-~ 
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\; ··: \ ,, 1 J 

l \ \ ,-\ 
~ / \·. t" J \ una / t 

·-~ 
\ \ pila / 1 \\ 

\'->e I \'-~ 
2 \ ~, 

\ \ ; \' '/ ~----J ~ ' ':--.,.<. .. 

\..' 
...... ,'(' " 

1 ... 
o 

1 

o 2 ' ~ 8 8 10 

Figura S.8 Profundidad relath·a kh Vs fuerza resultante máxima, caso 2 

En la Figura 5.8 se observa que la fuerLa resultante máxima presenta variaciones respecto a 
kh más bruscas que en el caso anterior, y que la pila 3, que es la que recibe directamente el 
oleaje, presenta los efectos mayores. A pesar de las variaciones, se marcan dos picos, el 
primero para valores de kh que representan una longitud de onda incidente poco mayor a la 
distancia diagonal entre pilas ( 127 m); y el segundo cuando el valor de kh coincide con una 
longitud de onda incidente de magnitud similar a la separación ortogonal entre pilas (90 m). 
Al comparar con los resultados obtenidos para una pila aislada, se evidencia la importancia 
de considerar la perturbación completa. 
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5.5.1.3 Tercer caso 

Este caso cambia, respecto al segundo, en que se ha aumentado casi en un 90% la distancia 
entre pilas, manteniendo el ángulo de incidencia en 45º. 

Incidencia: /J= 45º 
Pila Coordenadas f m l Radio fml 

i X; V; a; 
1 -85 85 20 ~ 
2 85 85 20 
3 -85 -85 20 
4 85 -85 20 

Oleaje cp 
Incidente 

3
.._1 ----~ - , .,,_ ___ __. 

Tabla 5-3 Datos caso 3 Figura 5.9 Esquema caso 3 

l 
1 

30000 -j 

~ 
[ 

20000 ~ 
1 

j ~ 
10000 J 

1 

l 
t 

1 
1 

o 1 ¡-------: ---,----¡ --~--~-- -~------~--

o 2 10 

Figura 5.10 Profundidad rclath·a 1'h Vs fuerza resultante máxima, caso 3 

Al igual que en el caso anterior, es la pila que recibe directamente el oleaje (3) la que está 
sujeta a los mayores efectos, y la variación de la fuerza resultante máxima respecto a kh es 
muy brusca, pero ahora se observan más picos, resaltando los dos mayores: uno de ellos, el 
primero, corresponde al kh en que Ja longitud de onda incidente es igual a Ja separación 
diagonal entre pilas (240 m), el otro es el segundo, que es el más grande, y que coincide 
con el kh en que se presenta una longitud de onda igual a la separación ortogonal entre pilas 
(170 m). 
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5.5.1.4 Cuarto caso 

Aquí, la configuración tiene las mismas características geométricas que la anterior (radio y 
separación entre pilas); pero el ángulo de incidencia cambia a Oº. 

Pila 
i 
1 
2 
3 
4 

Incidencia: /J= Oº 
Coordenadas í m l Radio fml 

X; V; Q¡ 

-85 85 20 
85 85 20 
-85 -85 20 
85 -85 20 

Tabla S-4 Dalos caso 4 

Oleaje 
Incidente 

9© 

Figura 5.11 Esquema caso 4 

,, 
\ 

1 , ' 

'" polll~,, -l.·-~~ 

Figura 5.12 Profundidad rt'lath·a kh Vs fuef"ZJl resultante máxima, caso 4 

La variación de la fuerza resultante máxima sobre las pilas respecto a k.h es, al igual que en 
casos anteriores, muy pronunciada, pero en menor medida. Aunque se observan varios 
picos, sólo uno es marcadamente mayor, y corresponde a un valor de kh coincidente con 
una longitud de onda de magnitud cercana a la separación ortogonal entre las pilas (170 m). 
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5.5.1.5 Quinto caso 

Este caso es similar al primero, en cuanto a la incidencia del oleaje y a la separación entre 
pilas; únicamente difiere en que el radio de estas se redujo a la mitad, con el fin de observar 
en qué medida disminuyen las fuerzas hidrodinámicas al reducirse las dimensiones de las 
pilas. 

Pila 
J 
1 
2 
3 
4 

Incidencia: P= Oº 
Coordenadas f m l Radio fml 

X¡ l'; a; 

-45 45 10 
45 45 10 
-45 -45 10 
45 -45 10 

Oleaje 
Incidente 

1¡·1 • 
~ ljJ\ 
Litlj+, ) 

iliV 

y 
.A. 

(2j-¡ 
'--- 1 

! 
~---•X~ 

,-- ,- 1 
( 3) (~_)----• 
'1.:~------J'Om . _ 

Tabla 5-5 Datos caso 5 Figura 5.13 Esquema caso 5 

! 
j 

l 
30000 _j 

20000 

10000 

.--, ,-1.3, 
/' - -- - --,-- - __,. / .... _., ----:::-

~ribi ... - l0m1 

o -+-- ' ·- -------- ---- -- -- ---- ' -- , 
o 2 6 8 10 

Figura 5.14 Profundidad rclath·a kll Vs fucrLa rc~ultantc máxima. caso 5 

De acuerdo a lo obser\'ado en la Figura 5.14. para el rango de kh en que las fuerais 
resultantes máximas alcanzan los \'alores más altos en los casos anteriores, las fuerzas pico 
de esta última configuración son del orden de 3 a 4 \'eces menores que las encontradas para 
pilas del doble de diámetro. Se obser\'a también que el segundo pico coincide con un kh 
correspondiente a una longitud de onda similar a la separación ortogonal entre pilas (90 m). 
Se muestra también la gráfica de una pila de 20 m para resaltar la diferencia resultante de 
reducir el diámetro a la mitad, 
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5.5.2 Ejemplo 2 (aplicación en pilas pequeñas) 

Para determinar si es importante considerar la perturbación del oleaje en juegos de pilas 
donde las dimensiones relativas de éstas sean pequeñas, se analizó una configuración típica 
de plataforma octápoda tipo "jacket" (Figura 5.15 y Figura 5.16), que son las más utilizadas 
por PEM EX para la extracción de hidrocarburos en la Soda de Campeche, y en general en 
tirantes de agua menores a 150 m. Se estudiaron profundidades propias de dicha zona. así 
como períodos de oleaje representativos en el Golfo de México. 

12,lm. ·-- 12,2~--

~y 

L.x 

Figura 5.15 Planta liplca de una plataforma octápoda tipo jacket en la Sonda de Campeche 

Figura 5.16 Plataforma tipo jacket 

Se calculó la variac1on de la fuerLa resultante máxima respecto al período de oleaje 
incidente, en tres diferentes tirantes de agua ( 1 O. 20 y 50 metros), y en cada uno de ellos, 
ángulos de incidencia de oleaje de Oº y 45º. Respecto a este último parámetro, cuando es 
igual a Oº, su simetria relati\'a a la posición de las pilas hace que las magnitud de las fuerzas 
se igual en las pilas l y 5, :! y 6, 3 y 7, ./y 8: mientras que cuando /J= 45º no hay simetría 
alguna y las fuerLas son diferentes en cada pila. Se encontró que al igual que en el apartado 
5.5.1, las pilas sujetas a las fuerl'..as mayores son las que reciben el oleaje, es decir, las pilas 
1 y 5 cuando /J= Oº, y la pila 5 cuando /J= 45º. por lo que en los resultados presentados a 
continuación únicamente se muestr.m dichos casos (figuras 5.17 a 5.19). 

u 
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40 

30 

3 9 

T 

lt•IOm 
----- O",pii.1 
- -- 45•,p;i.5 

W\a pila 

12 15 

Figura 5.17 Perfodo T Vs fuerza resullante máxima, Ir= JO m 
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50 

40 

30 

3 9 
T 
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12 15 

Figura 5.18 Periodo T Vs fuerza resultante m':dma, Ir - 20 m 
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9 
T 

h-~m 

- - - - - O'. pila 1 
- - - cs•.piJaS 

una pila 

12 15 

Figura 5.19 Periodo T Vs fuerza resultante máxima, h = 50 m 

En las gráficas anteriores se observa que sólo para un rango de períodos (3 a 4 segundos), 
es importante el efecto de la perturbación del oleaje debida a todas las pilas del juego, ya 
que a partir de cierto valor de T las fuerzas resultan iguales si cada pila se considera aislada 
o como parte de un conjunto. 

En la Figura 5.20 se hace una comparación entre fuerzas resultantes máximas sobre pilas a 
las profundidades analizadas, mostrando únicamente la situación (pila y ángulo de 
incidencia) donde se alcanza la mayor magnificación de efectos debida a la perturbación 
total del conjunto. 

__________________ ,.. -~-

! 
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70 ~ 

1 

60 

"'º 

30 

---- una pila. h•IOm 
---- una pila. h•20m 
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Figura 5.20 Período T Vs fuerza resultante máxima a diferentes profundidades 

5.6 Conclusiones 

Después de analizar Jos resultados presentados anterionnente se concluye que: 

137 

La diferencia entre considerar o no Ja perturbación conjunta de todas las pilas para 
el cálculo de las fuerLas sobre cada una de ellas puede ser importante. 
Mientras menor sea Ja separación entre pilas, mayor será la magnificación de 
fuerzas debida a Ja perturbación conjunta de todas ellas. Además, las fuerzas más 
grandes resultarán cuando la dirección de incidencia del oleaje sea perpendicular a 
alguna de las direcciones de disposición de las pilas. 
Al aumentar la separación entre pilas, Ja relación entre las fuerzas resultantes 
máximas y kh se hace más oscilante (aunque no deja de seguir el patrón marcado 
por una pila aislada), y dicha oscilación aumenta cuando el ángulo de incidencia es 
oblicuo respecto a los ejes de disposición de los cilindros. 
Las fuerL:as de mayor magnitud se presentan cuando Ja longitud de onda incidente 
(L) es de dimensiones similares a Ja separación diagonal (s) y a Ja separación 
ortogonal (w) entre pilas, es decir, que en esos casos se presenta el fenómeno de 
resonancia (ver Figura 5.3). 
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La relación entre la fuerza hidrodinámica sobre cada pila y las características 
geométricas y/o dimensiones del arreglo, es no lineal. 
En Jos casos analizados se ha observado que para ks < ;r ó sil < Y:z las fuerzas 
hidrodinámicas sobre las pilas son iguales aunque no se considere Ja perturbación de 
todas ellas (siendo k y L el número y longitud de onda del oleaje incidente, y s la 
separación diagonal entre pilas, ver Figura 5.3). 

Independientemente de que las conclusiones anteriores son de gran utilidad, es importante 
decir que los parámetros que intervienen (tirante de agua, dimensiones de las pilas, 
separación entre ellas, dirección, período y amplitud del oleaje incidente, etc.) son tantos, 
que se hace necesario un análisis exhaustivo de cada caso particular. 



Sobre la estabilidad hidrodinámica de pilas cillndricas 139 

CONCLUSIONES 
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6 CONCLUSIONES 

En este trabajo se presentaron expresiones analíticas del potencial de velocidades que 
describen el oleaje regular perturbado por una o varias pilas cilíndricas. Para ello se partió 
de los conceptos más básicos del estudio de oleaje y de las ecuaciones fundamentales de la 
mecánica de fluidos, utilizando la teoría lineal. Con base en el potencial de velocidades 
perturbado, se llegó a expresiones analíticas explícitas para calcular las fuerzas y momentos 
sobre una pila aislada, y se propuso una metodología para obtener numéricamente los 
mismos efectos sobre una pila cuando éstas es parte de un conjunto. 

Para el caso de una pila aislada se observó lo siguiente: 

• Entre mayores sean las dimensiones relativas de la pila respecto a las dimensiones 
de la onda incidente, mayor será la perturbación del oleaje por la presencia de ésta. 

• Utilizando la teoría lineal, los efectos fisicos del oleaje sobre una pila dependen 
linealmente de la amplitud de onda incidente. 

• A pesar de lo anterior, es un kh específico (profundidad relativa) el que provoca las 
mayores fuer.r..as sobre la pila, y el kh que provoca el momento de volteo máximo, es 
ligeramente mayor al anterior. Dicho en otras palabras. los efectos máximos se 
presentan para ciertas condiciones específicas de dimensiones relativas de la onda 
incidente respecto al tamaño de la pila, que en los casos analizados corresponden a 
una longitud de onda similar a cuatro veces el diámetro de la pila. 

• Para el cálculo de fuer1:as sobre la pila, es importante tomar en cuenta Ja 
perturbación del oleaje cuando DIL > 0.1 (siendo D es el diámetro de la pila y L es 
la longitud de la onda incidente). 

• La utilización de la fórmula de Morison con pilas anchas (D/L > 0.1) arroja 
resultados satisfactoriamente cercanos a los reales sólo si los coeficientes 
hidrodinámicos Cv y C.H se calculan utilizando las expresiones (4.37) y (4.38). 

Del análisis de sistemas de varias pilas puede concluirse lo siguiente: 

• Las expresiones que definen el potencial de velocidades y los coeficientes utilizados 
para definir éste último, son mucho más complejas que para una pila aislada, por lo 
que resulta necesario calcular numéricamente las fuerzas sobre cada pila. 

• La perturbación total del sistema de pilas provoca la aparición de fuerzas en sentido 
perpendicular al de propagación del oleaje. 

• Entre menor sea la separación relativa entre pilas (respecto a sus dimensiones, 
tirante de agua y onda incidente) mayor será el efecto de la perturbación conjunta. 

• Si al calcular las fuerzas y momentos sobre una de las pilas de un conjunto, se 
despreciara el efecto inducido por las demás pilas, el error puede ser de 
consideración. 

o 
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• En una configuración de varias pilas dispuestas sobre dos ejes ortogonales, las 
fuerzas y momentos máximos se presentan cuando la longitud de onda incidente es 
similar a la separación diagonal y a la separación ortogonal entre pilas, es decir, que 
en dichos casos existe resonancia. 

• Cuando aumenta la separación entre pilas, la relación entre la profundidad relativa y 
la fuerza resultante máxima tiene más picos, aunque los más grandes siguen siendo 
los dos que se enuncian en el punto anterior. 

• Las fuerzas máximas se presentan cuando el ángulo de incidencia del oleaje es 
perpendicular a alguno de los ejes de disposición de las pilas. 

• Para cualquier ángulo de incidencia, las pilas que primero reciben el oleaje están 
sujetas a fuerzas y momentos de mayor magnitud que las demás. 

• No existe correlación lineal entre las caracteristicas geométricas o dimensiones 
relativas del sistema, y las fuerzas hidrodinámicas sobre cada una de las pilas que lo 
conforman; a excepción de la relación fuerzas o momentos - amplitud de onda 
incidente. 

• Se observó que las fuerzas sobre las pilas, considerando la interacción del oleaje con 
todo el conjunto y tomando cada una de ellas como si estuviera aislada, resultan 
iguales sólo si ks < H ó sil < Y2, siendo k y L el número y longitud de ola, 
respectivamente, y s la separación diagonal entre pilas. 

o 
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FUTURAS LÍNEAS DE TRABAJO 

Este trabajo presenta una metodología para calcular las fuerzas y momentos sobre las pilas 
de un conjunto considerando Ja perturbación del oleaje debida a todas ellas, lo cual permite 
evitar la práctica común de considerar cada una como aislada, aplicando un factor de 
seguridad conservador; sin embargo falta por profundizar en ciertos puntos, con los que se 
lograría modelar el fenómeno de forma más apegada a la realidad. De aquí que se 
propongan las siguientes líneas de investigación: 

• Ampliar al caso de oleaje irregular o espectral mediante una función de 
transferencia. 

• Resolver el problema para múltiples pilas en un canal. 
• Calcular las fuerzas sobre múltiples pilas considerando oleaje y corriente. 
• Analizar más casos, para compararlos con resultados de laboratorio y mediciones en 

estructuras reales instrumentadas, de manera que se obtengan gráficas o 
nomogramas útiles en el diseño de elementos de este tipo. 

• Resolver el problema utilizando teorías de oleaje no lineales. 
• Aplicar la metodología para pilas de material poroso o con protecciones pem1eables. 
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