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INTRODUCCION

Meéxico, delimitado al oeste por el océano Pacifico y al este por el Atlantico, con alrededor
de 11 200 km de litoral, sin contar la linca de costa de sus islas, posee innumerables
recursos maritimos. Entre los mas importantes estdn los hidrocarburos, cuyas principales
reservas se encuentran en ¢l Golfo de México. La creciente produccidon de petréleo ha ido
consumiendo los yacimicntos en aguas poco profundas, haciéndose necesario ampliar el
conocimiento en todas las disciplinas involucradas, para extraerlo eficientemente a

profundidades cada vez mayores.

Cuando por algin motivo es nccesaria la construccion de una estructura fija en el mar,
como una plataforma para extracr hidrocarburos, la forma mas socorrida de fijarla al fondo
marino e¢s apoyarla en elementos cilindricos, que son la solucién mas econdémica para
reducir 1a interaccion con el oleaje y con esto, las fuerzas a que estaran sometidos.

Cuando las pilas son de dimensiones pequefias respecto al oleaje, que es un movimiento
oscilatorio, hay scparacidn de flujo, y las fuerzas provocadas por este dependen tanto de la
inercia o del empuje provocado por la aceleracién de las particulas de agua, como del
arrastre debido a la friccidon dinamica entre el flujo y el material del cilindro. Asi mismo,
cuando éste es pequeiio, pucde considerarse que su presencia no modifica las caracteristicas
del oleaje, y por lo tanto no es necesario estudiar la interaccion entre ambos. Sin embargo,
cuando las dimensiones de la pila son comparables con las del oleaje, ésta puede
modificarlo por fendmenos tales como la reflexion o difraccion, y es necesario considerar
los cambios en ¢l entomo por la presencia del objcto, e¢s decir, debe analizarse la
interaccion oleaje ~ estructura. Ademas, a medida que aumenten las dimensiones relativas
de la pila, la fucrza de inercia sera preponderante y la de arrastre despreciable.

Aunado a lo anterior, cuando se utilizan sistemas de varias pilas para apoyar una estructura,
la practica comun es calcular las fuerzas en cada una de ellas considerandola como aislada,
es decir, como si la unica en modificar el oleaje fuera esa pila, siendo que ¢n la realidad la
interaccidn entre el conjunto y el oleaje puede ser importante, ya que se gencran fuerzas en
sentido transversal al de propagacién distintas para cada pila, dependiendo de su posicion
relativa, de las condiciones de oleaje incidente y de la perturbacién causada por la presencia

de todas las demas.
Objetivos

e Prescntar las bases del estudio de oleaje utilizadas para llegar a las expresiones que
lo definen en las condiciones objeto del presente trabajo.

e Mostrar la mctodologia que conduce a las expresiones analiticas utilizadas para
calcular las fuerzas hidrodindmicas y momentos flexionantes por oleaje sobre una
pila aislada de dimensiones relativas grandes, considerando la perturbacién que ella
misma induce.
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e Ejemplificar mediante casos particulares, la forma en que varian las fuerzas al
cambiar caracteristicas de la pila y del medio.

e Presentar las expresiones analiticas que permiten modelar la transformacién y
efectos hidrodinamicos del olcaje al interactuar con un sistema de pilas cilindricas
impermeables, y con base en cllo, proponer una metodologia para calcular las
fuerzas y momentos sobre cada pila considerando la perturbacion total del conjunto.

e Jlustrar mediante casos particulares, la magnitud de la perturbacion del oleaje por
todo un conjunto de pilas, asi como el crror que pudiera cometerse al despreciar en
una pila los efectos inducidos por las demas.

e Obtener conclusiones que ayuden a formar un criterio que facilite el analisis de la
interaccion oleaje — estructura.

Organizacion de la tesis

Para presentar este trabajo, los temas de estudio se dividieron de la siguiente manera:
Capitulo 1. Conceptos Bdsicos del Estudio de Oleaje.

Se desarrollan los conceptos y definiciones basicas para el estudio del oleaje, tales como su
caracterizacién, la forma de medirlo, su clasificacién, y los principales fenémenos que
intervienen en su formacion y propagacion.

Se define un estado de mar y se presentan las principales formas de caracterizarlo: mediante
distribuciones estadisticas y mediante modelos espectrales; describiendo las hipdtesis
necesarias para hacerlo de cada forma.

También sc aborda sobre las principales teorias existentes y las razones por las que se
escogio la teoria lincal para realizar este trabajo.

Capitulo 2. Ecuaciones Fundamentales de la Mecdnica de Fluidos.

Sc desarrollan las ecuaciones basicas de la hidrodinamica, con un enfoque que servira en
capitulos posteriores. Primero se obtiene la ecuacidon de continuidad, a partir de la cual se
llega a la ecuacion de Laplace, posteriormente, a partir de las ecuaciones de Saint Venant se
deducen las ecuaciones de Navier-Stokes, que conducen a las ecuaciones de Euler y por
ultimo a la ecuacion de Bernoulli.

Capitulo 3. Teoria Lineal.

Se hace el desarrollo para encontrar el potencial de velocidades, que es la ecuacion que
describe la propagacion del oleaje, considerdndolo como ondas monocromaiticas de
amplitud pequefa respecto al fondo y a la longitud de onda, en fondo constante e
impermeable, flujo irrotacional, fluido incompresible, etc. Para ello se establecen primero
las condiciones de contomno, y se llega a una solucién general, qQue posteriormente permite
desarrollar expresiones que definen explicitamente las propiedades ingenieriles de las
ondas, tales como la presion dinamica, velocidades y aceleraciones orbitales, etc.

[N
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También se muestra la transformacion de la ecuacion de Laplace y del potencial de
velocidades, de coordenadas cartesianas (en las que se dedujeron), a coordenadas
cilindricas, que son las mas apropiadas para rcsolver los problemas planteados en este
trabajo, dada la simetria radial de los elementos que se analizan.

Capitulo 4. Interaccion del oleaje con una pila impermeable.

En este capitulo se presenta la solucion al potencial de velocidades del oleaje perturbado en
las inmediaciones de una pila impermeable, obtenido como la suma de un oleaje incidente y
otro perturbado. De este potencial total se obticne la presién hidrodinamica en puntos sobre
la pared de la pila, e integrando esa presién se llega a expresiones analiticas para calcular
las fuerzas y momentos flexionantes, que en este caso solo se presentan en la direccién en
que el oleaje sc propaga. Se muestran casos cspecificos donde se analizan las condiciones
de oleaje y caracteristicas geométricas con que se presentan los efectos maximos, asi como
la relacion entre la fuerza resultante maxima y el momento de volteo maximo.

Capitulo 5. Interaccion del oleaje con un juego de pilas impermeables.

Se presenta la metodologia y procedimientos propuestos por Linton y Evans (1990) para
definir la ecuacion del potencial de velocidades que describe el oleaje dentro, y en las
inmediaciones de un juego de pilas, asi como el sistcma de ecuaciones que resuelve los
coeficientes introducidos para el analisis.

Ademas se¢ propone un procedimiento para calcular numéricamente las fuerzas y momentos
sobre cada una de las pilas del sistema, a partir del potencial de velocidades obtenido con
las expresiones analiticas previas, en puntos sobre la pared de las pilas. Se resuelven casos
particulares donde sc¢ hacen variar datos para mostrar la importancia de considerar la
perturbacion total del conjunto en el cilculo de las fuerzas sobre cada pila.

Capitulo 6. Conclusiones.

Se cnuncian las conclusiones obtenidas del desarrollo de cste trabajo, asi como un criterio
para distinguir aproximadamente la situacion en que comienza a ser importante la
perturbacion del oleaje provocada por todas las pilas en la determinacion de las fuerzas

sobre cada una de cllas.
Futuras lineas de trabajo.

En este apartado se listan lineas de investigacidon que pudieran ampliar, complementar o
mejorar lo desarrollado en esta tesis.
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1 CONCEPTOS BASICOS DEL ESTUDIO DE OLEAJE

1.1 Antecedentes e importancia del estudio del olegje

El oleaje ¢s un fenémeno natural con el que ¢l hombre ha tenido que enfrentarse y convivir
desde su existencia, sin embargo, atn cn cste siglo no sc ha escrito la Gltima palabra en
cuanto a su estudio ni se ha aprovechado suficientemente como fuente de cnergia.

Aristoteles, en su libro **Accerca del ciclo, Mcteoroldgicos™, ya relacionaba al viento con la
generacion de oleaje. El primero en hacer observaciones y descripciones del fenéomeno fue
Leonardo da Vinci, aunque nunca en un ¢studio especificamente dedicado a cllo. Entre los
siglos XVI y XIX se recalizaron cstudios tedricos importantes, base de los actuales, tales
como los de Airy y Stokes. El inicio de los intentos contemporancos por predecir ¢l oleaje
lo marcaron los trabajos de Svedrup y Munk para plancar el desembarque aliado en
Normandia ¢l dia D (Scegunda Guerra Mundial), los cuales fueron secreto militar hasta
1947. Posteriormente, Bretschneider (1952-1957) realizé mejoras a los estudios anteriores.
La representacion espectral de las olas en el dominio de la frecuencia fuc introducida por
Newman (1953) y Pierson (1954). Pierce (1957) hizo analisis estocisticos de las ondas
oceanicas. Los desarrollos de las relaciones analiticas entre energia espectral y probabilidad
de amplitud de onda ¢n un proceso gaussiano alcatorio, fucron realizados por Rice (1944-
1945), lo cual permitié evaluar parametros tales como la altura caracteristica y la altura
promedio a través del andlisis espectral. Longuet vy Higgins (1952) estudiaron las
propiedadcs estadisticas de la altura de ola en un registro de oleyje, introduciendo entre
otros conceptos ¢l analisis de probabilidades conjuntas altura-periodo. Los principales
estudios para resolver problemas de ingenieria a través de enfoques estocasticos fucron los
de Denis y Person (1953), seguidos de Walden (1964) y Hogben-Lumb (1967).
Ultimamente la cantidad de trabajos ha aumentado de forma importante, sobre todo los de
aplicacidn, pero muy pocos utilizan modelos estadisticos y estocdsticos.

Uno de los retos mas dificiles de la mecanica de fluidos, que no se ha logrado superar de
manera satisfactoria, ¢s cl representar los fendomenos naturales, como los atmosféricos y
oceanicos, en modelos y métodos hidrodindmicos, dado que las matematicas utilizadas en
el desarrollo requieren una definicion precisa del medio continuo y de sus condiciones de
contorno, lo cual ¢s imposible lograr considerando las irregularidades naturales del medio.
la inmensa cantidad de factores que contribuyen para conformar un fenémeno, cte. Es por
esto quc la irregularidad y variabilidad del fendmeno hace necesario abordarlo utilizando
métodos estadisticos, con lo que se considera al oleaje un fendmeno aleatorio.

El analisis de¢ los efectos fisicos (presiones, fuerzas, momentos, sobrelevaciones)
provocados por cl oleaje en estructuras maritimas, como plataformas fuera de la costa,
boyas, tanques de almaccnamiento, etc., no solo no puede descartarse, sino que en gran
parte de cllas es la condicion de carga lateral que rige en el diseiio de los clementos
estructurales, asi como la clevacion a la que deben colocarse cientas instalaciones; esto por
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la magnitud que puede alcanzar el fenémeno bajo una tormenta extrema. En plataformas
apoyadas sobre estructuras masivas, como pilas, ¢l oleaje sufre perturbaciones que cambian
drasticamente las condiciones del fenomeno en sus inmediaciones, por lo que ¢s nccesario
analizar dicha perturbacion; tal es cl caso de las plataformas de tipo gravedad, Figura 1.1 y
de las TLP (Tension Leg Platform), Figura 1.2,

Figura 1.2 Plataforma tipo TLP (Tension Leg Platform)
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1.2 Fuerzas actuantes

El oleaje es un fenémeno cn el que interactian diversas fuerzas, agrupadas en dos bloques,
dec acuerdo al papel que jucgan: fuerzas generadoras, fuerzas restauradoras.

Las fuerzas gencradoras son las que inicialmente perturban el equilibrio estatico en la
superficie libre del agua, ¢s decir, son las que forman la onda en si. Pensando en un vaso
con agua, s¢ puede generar una onda soplando sobre la superficie, moviendo ¢l vaso,
golpeandolo, o arrojando un objcto al agua; ampliando este ¢jemplo, ¢n la naturalcza las
olas se generan principalmente por: cfectos de la componente vertical del viento, Huvia, por
movimiecntos tectdnicos (sismos), atraccion gravitatoria de cuerpos celestes, entre otros.

Los sismos generan las olas mas grandes, un ¢jemplo de esto son los Tsunamis, Figura 1.3,
quc pueden alcanzar hasta 40 m de altura; sin embargo, la mayoria de las olas en un cuerpo
de agua se deben al viento, y se conoce como Ferch al area en que este actuia, es decir, el
lugar de gencraciéon del oleaje. Es durante los huracanes, al prescntarse importantes
velocidades de viento, cuando éste tltimo genera sus olas mas grandes (del orden de 20 m

de altura).

Figura 1.3 Tsunami

Por otro lado, las fuerzas restauradoras son las que intentan regresar la superficie libre del
agua a su cstado de cquilibrio original, y ademas son las que dan lugar a la propagacién del
oleaje en ¢l ticmpo y en ¢l espacio, ain cuando las fuerzas generadoras hubiesen cesado su
accion. A cllas se debe en gran parte la caracteristica de periodicidad del fendmeno. Son: ¢l
peso del agua (fuerza de gravedad) principalmente; y la tension superficial y fuerza de
Coriolis en menor medida.
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1.3 ParGmetros caracteristicos del oleaje

El oleaje se puede describir por diversos parametros: longitud de onda (L), altura de ola
(H), amplitud de onda (a), periodo (7), y profundidad del agua en que se propaga (/4);
principalmente. Otros parametros como velocidades y aceleraciones inducidas se pueden
calcular con posteriores formulaciones.

«CTesta

]
(

Hi >~
valle

Figura 1.4 Caracteristicas dcl olcaje

La Figura 1.4 muestra csquematicamente una onda propagandose en la direccion del eje X.
Como el oleaje sc mueve una distancia L (longitud de onda) en un tiempo 7 (periodo), la
velocidad de propagacion, también Hamada ccleridad C, se define como C=L / T.

En la realidad los registros de oleaje son muy diferentes al de la Figura 1.4, pucs las
oscilaciones no son tan marcadas ni tan uniformes. En la Figura 1.5 se muestra un ejemplo
de un registro real de oleaje, donde sc aprecia la necesidad de cstablecer criterios para
definir una ola, los mas utilizados se describen a continuacion, en todos se considera la
lectura del registro de izquierda a derecha:

),

—

!ﬁ/ ﬂ Tiompo. §
|

Figura 1.5 Registro de oleaje

~a) Método de pasos ascendentes por el nivel medio. Una ola empieza cuando la
pendiente de 1a superficic libre del mar, siendo positiva (ascendente), cuza el nivel
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medio del mar; y termina cuando la pendiente vuclve a ser positiva y cruza de
nucvo ¢l nivel medio del mar; a partir de ese punto inicia una nueva ola.

b) Meétodo de pasos descendente por el nivel medio. Una ola inicia cuando la pendiente
dc la superficie libre del mar al cruzar cl nivel medio es negativa, y termina cuando
la pendiente vuelve a ser negativa al cruzar el nivel medio.

¢) Moétodo de pasos sucesivos por crestas. Una ola comienza cuando la superficie libre
del mar estid por encima del nivel medio y alcanza una pendiente de ccro (punta de
la cresta), y la ola termina, dando lugar a otra, cuando la situacion anterior se vuelve
a presentar.

d) Meétodo de pasos sucesivos por valles. Una ola comienza cuando la superficie libre
del mar sc encuentra por debajo del nivel medio y su pendiente es cero (valle), y
termina, dando paso a una nueva ola, cuando se vuelve a presentar esta situacion.

Como cl fendmeno del oleaje es muy complejo y no existe repetibilidad alguna ni en el
espacio ni en el tiempo, no pucde representarse por un modelo sencillo de olas
monocromaticas (Figura 1.4), sin embargo sc pueden hacer aproximaciones por medio de la
superposicion de olas sinusoidales, monocromaticas, de diferente frecuencia y amplitud,
obteniéndose un registro de olas similar al observado, como se muestra en la Figura 1.6.
'7;’\(’) ’h/\(’) ”:;\(f)

! . \

Figura 1.6 Suma de ondas sinusoidales.

La descomposicion de un registro de olcaje en varias olas sinusoidales sc logra mediante el
analisis de Fourier.

1.4 Clasificacion del oleagje

1.4.1 Clasificacion del oleaje de acuerdo al viento y al fetch.

Existen diversos tipos de oleaje, dependiendo sobre todo de las caracteristicas del viento
que los genera y de la posicion del fetch respecto al punto analizado, pero se definen
mediante dos tipos extremos: SEA (oleaje local) y SWELL (oleaje distante).
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1.4.1.1 Oleaje local (SEA)

Figura 1.7 Olcaje SEA

Es el oleaje que sc presenta dentro del fetch, es decir en el lugar donde ¢l viento esta
transfiriendo su cnergia al agua, gcneralmente cn altamar. Se caracteriza porque la
secuencia y dircccion de las olas son cadticas, no sc presentan periodos definidos, ni crestas
o valles claros. Casi no hay relacion entre la altura de dos olas consecutivas, es decir, que
dada una ola de cierta altura, la siguiente ticne la misma probabilidad de ser mas grande o
de ser mas pequeiia. Hay una marcada superposicion de olas, lo que significa que olas
grandes soportan o conticnen ondas mas pequerias.

Las dos caracteristicas mas claras del SEA son la asimetria y el apuntalamiento (gran

peralte o pendiente) de sus olas. Bajo estas condiciones no se¢ pueden medir periodos ni
longitudes de onda.

1.4.1.2 Oleaje distante (SWELL)

Figura 1.8 Olcaje SWELL

Se presenta cuando las olas se propagan y salen de la zona de gencracidn, o dicho de otra
mancra, cuando fuera del fetch el oleaje va “madurando’™. Se debe principalmente a los
siguientes fenomenos:

e Pérdida de energia, porque una ola avanza consumicndo su propia energia.

i
i
i
'
H
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e Dispersion, que puede ser de dos tipo:
s Dispersién angular, ya que las olas se dispersan en todas direcciones.

* Dispersidn radial, que es un filtrado de las olas, ya que la velocidad
es funcidn directa del periodo, y por lo tanto las ondas largas viajan
mas rapido que las cortas.

e Soldadura, donde las ondas de periodos similares se unen (soldan) en largas crestas
de onda, con lo que la superficie cadtica del SEA se va simplificando.

Este tipo de oleaje es mas marcado sobre la plataforma costera, en profundidades reducidas,
debido a que a los tres fendmenos anteriores se agrega la refraccion, que hace que las ondas
tiendan a progresar cn forma paralela a las lineas batimétricas.

El oleaje SWELL es mas regular, se forman frentes de crestas paralelas de hasta cientos de
metros de longitud, y tanto ¢l periodo como la longitud de olas sucesivas difieren poco.
Aqui si se presenta periodicidad, las direcciones no son tan dispersas: hay direcciones
predominantes. En resumen, ¢l fenémeno posce cierto orden.

1.4.2 Clasificacion de las ondas por su periodo

Como se observa cn la Figura 1.5, Figura 1.6 y Figura 1.11, las ondas que componen un
registro de oleaje son de una amplia gama de periodos, alturas y longitudes. De acuerdo a
su periodo, s¢ pueden distinguir los siguientes tipos de ondas:

Nombre Periodo T | Longitud L Altura H# |Fuerza Fuerza
generadora restauradora
Capilares 0-0.1s 2-7c¢cm 1 -2mm viento tension superficial
Ultragravedad| O0.1s-1s centimetros milimetros | viento tensiéon superficial
y gravedad
Gravedad 1s5-30s |metros a cientos | centimetros — | viento gravedad
de metros 1Sm
Infragravedad 30s-5 min 100 -200m pequeia viento gravedad, Coriolis
Largo periodo | 5 min~24 hr - 1-5m sismo, derrumbes, | gravedad, Coriolis
atraccion de cuerpos
Lz s : celestes
Transmareca mas de 24 hr - - atraccién de cuerpos | gravedad, Coriolis
celestes

Tabla 1-1 Clasificacién de las ondas por su periodo

En la Figura 1.9 se muestra de forma c¢squemaitica la cantidad de energia que normalmente
portan las ondas de acuerdo a su periodo:
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Figura 1.9 Periodo — Encrgia de las ondas

1.5 Fendmenos de la propagacion del oleaje

El oleaje en su propagacién se¢ ve modificado principalmente por los siguientes fendmenos:

Refraccién, consistente en que al propagarse hacia tierra, tiende a hacerse paralelo a
la linea de costa, debido a la disminucién de la profundidad del mar,
Difraccion, obscrvado directamente en los rompeolas, debido a la transferencia

®
lateral de energia. Es cl efecto de “*sombra™ o disminucion de la altura de ola, que se
da en la cara opuesta a la que recibe ¢l oleaje incidente en una estructura.

e Reflexién, cuando un frente de oleaje se encuentra con un obsticulo o estructura
que refleja parcial o totalmente su encrgia se formnan nuevas ondas.

e Rompiente, que es un medio de disipar o desviar la energia que el oleaje ya no

puede portar, o el efecto de la desestabilizacién del mismo al disminuir la
profundidad.
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Figura 1.10 Fenémenos de la propagacion del oleaje

1.6 El oleaje como proceso estocastico

El oleaje es un proceso cestocdstico porque en él sc combinan muchas variables
independientes, de tal manera que la superficie libre del mar 7 varia en forma aleatoria, cs
decir que las condiciones de oleaje en un punto y momento dado no se pueden evaluar de
forma determinista, sino que cada situacion tiene una probabilidad de ocurrencia.

Este proceso puede definirse como ¢l ensamble de un nimero infinito de distintos registros
de oleaje que corresponden a un cierto estado de mar.

I](f)={f](l|).I](I:)....,I[(ln),...} 1.1

La Figura 1,11 ilustra lo anterior. El oleaje como se observa es un conjunto de ondas de
distinta amplitud, frecuencia, fase, etc., propagandose en diversas direcciones.
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Figura 1.11 Estructura dcl oleaje alcatorio, Pierson et al. (1958)

‘Por lo anterior, el oleaje puede ser estudiado como una superposicion lincal de ondas
arménicas simples, tal que cl perfil dc la superficie libre, 7Ax,y.7), puede ser descrito por:

nix, y,t)= Za, cos[z’z'—(x cosd +ysenb)—ot+ e,:l (1.2)
; g

i

donde:
a eslaamplitud

o es la frecuencia angular (27/T)

T esecl periodo de la onda
€ cs el dngulo de incidencia con respecto al eje X

£ cslafase
x.y la posicion de la onda en el espacio
t cscltiempo

Si para cualquiera 2 instantes 1, 2, ..., I, s¢ conoce la funcion de distribucion; entonces cl
proceso /X7) pucde considerarse definido.

R

hayees

if:(;r!',‘xz, Xyooon X )= P[op(t) s xo () <00 (1) S %, (1.3)

de la variable n dimensional 71y, t2, ..., n).
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1.6.1 El oleaje como un proceso estacionario

St las propiedades eswzdisticas de un proveso o) tales como a vanansa o madia, s
mantienen constantes en el dempo. ¢l proveso o estacionano. En el caso del oleaje, esto s
puede considerar razonzble pama intenvalos de tiempo de vanos nunutos. Haciendoe una
analogia, la estacionanadad en el ttiempo es simular a Ia homogeneidad en ¢l espacio,

Si se acepta que el proceso 7Ar) os estaconano, s¢ daduce que <l valor medio ¢ una

constante
m(:) = rm (1.4)

y la funcidn de autocorrelacion depende solo de la diferencia v =71 - 5.

Bc(t.s)=R(<7) (1.5)

1.6.2 El oleaje como un proceso ergodico

Si las caracteristicas estadisticas de un proceso en ¢l tiempo (media, desviacidn estandar,
distribucién de probabilidad, etc.) pueden ser tomadas de un evento cualquiera 24¢,) 3 son
iguales a las estadisticas de ensamble a traves de todas las realizactones de 787), entonces ¢l
proceso cs estacionario ergddico. Esta consideracion se aplica por la limitacion fisica de
medir una superposicidn de registros bajo condiciones estacionarnias.

Si 7A¢) es un proceso estocastico estacionario que satisface ciertas condiciones, entonees:
l r
m=En(1)= Limy [n(e)ar (1.6)
T-eax 0

donde m es la medida de variacion de la superficie libre del mar con respecto al tiempo.

La ventaja de¢ utilizar la hipdtesis de ergodicidad es que permite sustituir los promedios
espaciales de sucesos, por promedios temporales de un solo evento.
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1.6.3 El oleaje como proceso gaussiano

E! utilizar el modelo gaussiano (Rosengaus M., 1997) implica que se considera una simetria
respecto al nivel medio del agua, que lleva a aceptar que la media es igual a cero, y por
tanto su funcién de densidad de probabilidad es:
-L(JLJ
2 (1.7)

p(7)= 2w

Gracias a las anteriores suposiciones se acepta caracterizar un cierto estado de oleaje
mediante un solo registro, y analizarlo descomponiéndolo en elementos frecuenciales

sinusoidales.

1.7 Definicion de un estado de mar

Un estado de mar se define como una situacion o periodo de tiempo en el cual la inercia del
fendmeno propicia un cierto equilibrio entre las fuerzas gencradoras y restauradoras que
interactuan, y donde los cfectos de dichas fuerzas permanecen de forma aproximadamente
estacionaria. Dicho de otra forma, un estado de mar es cada una de las “posiciones” de la
dinamica del oleaje, considerando quc estas varian de forma suficientemente lenta para que
sea valido aceptar que durante cierto tiempo ¢l fenémeno es estacionario.

El oleaje presenta, por un lado, variaciones de periodo corto, segundos durante los cuales el
proceso s¢ considera cstacionario; y por otro lado, variacion de periodo largo, horas durante
las cuales evoluciona ¢l estado de mar.

Al registrar la variacion de la superficie libre del mar con el fin de realizar analisis
estadisticos, debe estudiarse un periodo de tiempo que sca suficientemente corto para que la
hipotesis de estacionariedad sea valida, y suficientemente largo para que contenga un
adecuado numero de olas. Por lo general se mide un periodo de 10 a 20 minutos (estado de
mar) por cada hora (o mds). Los parametros cstadisticos evaluados para cada muestra se
consideran validos para toda la hora, admitiendo que la duracion del estado de mar es de

una hora (o mas).

1.7.1 Descripcién estadistica de un estado de mar

Para describir estadisticamente un estado de mar se utilizan propiedades estadisticas
temporales, parametros y distribuciones. Primeramente se requierc separar las olas del
registro por alguno de los métodos expuestos en ¢l apartado 1.3. Posteriormente se realiza
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otro registro con los valores de altura H y periodo T de cada ola, ordenandolas de mayor a
menor por su altura.

1.7.1.1 Parametros estadisticos

Para caracterizar un estado de mar a partir de una serie de tiempo se utilizan principalmente
los siguientes parametros estadisticos (Dean R. y Dalrymple A., 1991):

e Variacion del nivel medio del mar 77 (t)

También llamado set-up o set-down.
7(6) =<2 (1.8)

donde:

n; es la clevacion de la superficie libre del agua en el tiempo ¢
N es el nimero de eventos o muestras.
7(t) es la variacion media de la superficie libre del mar con respecto al tiempo.

e Variacion cuadrdtica media (varianza) de la superficie libre del agua 177,

T = 2 (2= 7()] (1.9)

3]

e Altura media de las olas H

N,
i =-1$—2H, (1.10)
0 i=

donde:

Ny es el nimero de olas individuales identificadas en todo el registro.
H; esla altura de la ola i.

e Periodo medio de las olas T

— 1 &
IT'=—>»T 1.11
NZ (L.11)
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donde:

T; es el periodo de la ola 7.

e Altura cuadrdtica media H__,

N,
H,, = /NLXH,’ | (1.12)
0 sl

e Coeficiente de sesgo o asimetria Skw

| :
Skw = A 1.13

o Altura y periodo significantes H,, T,

La altura significante es la altura promedio de un tercio del registro (de las olas mas altas).
El periodo significante es el periodo promedio de un tercio del registro (de las olas mas

ALTAS).

l No’3
H,.—.N 3 H, (1.14)
1] iw]
l No/d
T, = N 73 7, (1.15)
1] i=m]

donde i es el nimero de orden, recordando que las olas del registro estin ordenadas de
mayor a menor altura.

e Alturas Caracteristicas H,,

Altura de ola “un-décimo™. Similar al caso de la altura significante, pero en este caso es el
promedio de la fraccion décima dc las olas mas altas del registro.

1 Ny 10
H,6 &&= H, 1.16
1710 No/]O yr [ ( )
1 N, /10
(1.17)

1710 =_No/10 < i
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Como también son ftiles lo promedios de una fracciéon n de las olas mas grandes del
registro, generalizando:

Nolnm
Hy=——3 H, (1.18)

(1.19)

X
N3
N

7, =
t/a No/n ~

NOTA: En todos los cilculos del periodo, el nimero de orden i también se refiere al
ordenamiento descendente por altura de ola, y no por magnitud del periodo.

1.7.2 Descripcion espectral de un estado de mar

Un estado de mar también puede describirse mediante sus caracteristicas y propiedades
espectrales. El espectro de oleaje representa la cantidad de energia que cada frecuencia de

onda contiene.

Los estudios espectrales de registros de oleaje son tan validos como preciso haya sido el
céalculo de la funcién de densidad espectral. Por este motivo se han desarrollado muchas
técnicas para mejorar la precisidén con la que se calculan los valores en ¢l dominio de la
frecuencia (suavizar el espectro), sin embargo, en muchas ocasiones dichas mejoras

implican una pérdida de resolucion espectral.

Por lo general los valores espectrales se obticnen mediante el caleculo de los coeficientes de
las series de Fourier. Para esto sc utiliza el algoritmo de la transformada rapida de Fourier
(FFT), que agiliza el proceso de obtencion del espectro. Este algoritmo se basa en una
propiedad de la transfornmada discreta de Fourier (DFT) que permite calcular la DFT de una
sucesion, a partir de la DFT de subsucesiones mas cortas.

Para describir completamente el estado de la superficie libre del agua en el dominio de la
frecuencia, s¢ necesita describir tanto las fases como las amplitudes de cada una de las
componentes sinusoidales independientes, que superponiéndose entre si, constituyen un
estado de mar (ver figuras Figura 1.6 y Figura 1.11). Esto quiere decir que todo ecspectro de
olcaje completo tiene dos componentes: el espectro de amplitud (o de energia, ya que ésta
es proporcional al cuadrado de la amplitud); y ¢l espectro de las fases. Sin embargo, para
analizar cl olcaje basta con el espectro de amplitudes (o de energia), ya que las fases por lo
general son alcatorias. El espectro de fases unicamente se utiliza para controlar la calidad

en experimentos de laboratorio.




18 Capitulo 1. Conceptos basicos del estudio de oleaje

1.7.2.1 Parametros Espectrales

Todos los parametros espectrales se calculan a partir de momentos de distinto orden,
mediante la ecuacién generadora de momentos, que es:

m, = [£"S(f)df (1.20)
donde:

m, es el momento de orden n.
S(f) es la funcién de densidad espectral.
S es la frecuencia.

o Anchura espectral

Los espectros se pueden clasificar como de banda ancha o angosta. Un espectro de banda
angosta es aquel en que la encrgia se concentra en un intervalo de frecuencias reducido. En
un espectro de banda ancha la cnergia se distribuye a lo largo de todas las frecuencias.

Cartwright y Longuet-Higgins (1956) propusicron un parametro para definir la anchura
espectral (&):

2
e= J1--12 (1.21)
mym,

Donde:

Si cl espectro es de banda angosta, ¢ tiendc a 0.
Si el espectro es de banda ancha, ¢ tiende a 1.

Utilizar el parametro stienc la desventaja de que depende del momento de cuarto orden, y
por lo tanto su estimacion ¢s muy sensible ante valores que tiendan a frecuencias altas.

Adicional a esto, se ha comprobado que £no es representativo en espectros que definen un
estado de mar.

Para solucionar el problema expuesto anteriormente Longet-Higgins propuso otro
parametro de anchura espectral en funcién de momentos de orden inferior ():

mym,

v= 1 (1.22)

m,z
En espectros de banda angosta vpuede aproximarse a £/ 2.

e _Agudeza de pico Q,
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Es otro paridmetro que permite definir la forma del espectro, fue propuesto por Goda en
1970.

2 % 2
0, =—”:6[f(5(f)) df (1.23)

Segin Goda, para olas generadas por viento @, es cercano a 2.

El periodo medio de las olas también puede calcularse a partir del espectro, utilizando
cualquiera de las expresiones siguientes:

T, =22 (1.24)
m,
T, = | (1.25)
m,

Existen diversas expresiones para relacionar los parametros obtenidos a partir del espectro
con los calculados con series de tiempo. Tal es el caso del ancho espectral, ya que el
pardmetro & pucde estimarse directamente a partir de un registro de oleaje:

*=4r(1-r) (1.26)

rzl[l—N‘;) (1.27)

donde:

N; es‘cl numero de intersccciones entre el nivel medio del mar y la superficie libre

del agua con pendiente positiva.
N, esecl nimero total de crestas en el registro.

Ademas, cuando la distribucion de olas se¢ aproxima a la de Rayleigh (oleaje SWELL), es
posible estimar el valor de la altura cuadratica media (Hmw) y al de la altura significante
(H,) directamente a partir del cspectro; st cste es el caso a H, se le denomina Hm,.

H_ =4.004/m, =2 H., (1.28)

H_, =[8m, (1.29)
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Bajo la misma suposicidon que en el caso anterior, otras alturas caracteristicas pueden
calcularse a partir de Hpms:

H,, =18H (1.30)

H,0o =2.359H, (1.31)

1.8 Distribuciones estadisticas de un estado de mar

Se considera que la variacion de la superficie libre del agua en el mar tiene la forma de una
distribucién de probabilidad gaussiana (distribucién normal), por lo tanto su media es cero
y su funcion de densidad de probabilidad es:

( )= 1 e(_zrfi] (1.32)
P\ 7 ,’n!uﬁ; .

Se han propuesto diferentes funciones de probabilidad para describir los parametros de un
estado de mar, pero se¢ pueden clasificar en tres grupos: distribucién de altura de olas,
distribucion de periodos de olas, y distribuciones conjuntas de altura-periodo.

1.8.1 Distribuciones de alturas de ola

La estimacion de la altura de ola es de suma importancia en la navegacion, para valuar
condiciones de operatividad en puertos, en el disefio de estructuras maritimas y costeras,

fijas o méviles, etc.

Para utilizar estas distribuciones, el registro de oleaje irregular se divide en olas
individuales utilizando ¢l método dc pasos ascendentes por cero (ver apartado 1.3, inciso
a)). El periodo de la onda es ¢l ticmpo transcurnido entre dos cruces ascendentes sucesivos
y la altura de onda es la diferencia entre el nivel maximo y el minimo (cresta y valle) que
alcanzé la superficie libre dentro del intervalo.

1.8.1.1 Distribucion de Rayleigh

Rice (1944-1945) utilizoé una funcién de distribucién de alturas de crestas para seiiales
alcatorias de origen clectromagnético. Cartwright y Longuet-Higgins (1983) ampliaron los
estudios de Rice y demostraron que la distribucién de Rayleigh (desarrollada originalmente
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para fendémenos eléctricos) puede ser satisfacloriamente utilizada para describir la
distribucidon de alturas de ola.

La distribucién de Rayleigh supone que hay una correlacién perfecta entre una cresta y el
siguiente valle, es decir, que si se ticne una cresta grande, el siguiente valle también sera
grande. Es por esto que cuando se tiene un estado de mar SWELL puro, con una anchura
espectral £= 0, la descripcion de la altura de las olas dada por Rayleigh es exacta.

La funcién de densidad de probabilidad Rayleigh estd dada en forma adimensional por la
siguiente expresion:

p(&)=2¢e° (1.33)
donde:
H
$= N (1.39)
o en forma dimensional:
Hl
H —
p(H)=;n—e tme (1.35)
0
Otra forma dimensional aceptada es:
¥V v v
p(”)=;€{ e{”"') (1.36)

1.8.1.2 Distribucion de Longuet-Higgins

Fue propuesta en 1956 por Cartwright y Longuct-Higgins. Es una distribucién de crestas de
ola aplicable para anchos espectrales diferentes de cero. La formula se utiliza desde £=0

hasta = 1.

1 [

_2\3) <b-(l-52 )Hzfl-e—%'f ‘jé‘(l-f)”e-? dx (1.37)

P(§)=—\/—2%——"—l;€'€’

En los extremos del rango de aplicacidn de la formula se presenta lo siguiente: cuando £=0
sc obtiene una distribucion de Rayleigh; y si £= 1 se trata de una distribucién de densidad

normal trucada en cero.

En 1983, Longuet-Higgins propuso una distribucién conjunta altura — periodo (tratada
posteriormente), que al ser aislada la distribucidon de densidad de altura de ola se tiene la
ecuacion siguiente, cuyos parametros se definen mas adelante.
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p(H)=—IiZ)Tfl;I_E'fC(__LJ (1.38)
8myve ® 22mov

donde Erfc se conoce como funcion error complementaria, y esta dada por:

Erﬁ:[-L—]ﬂ--f;?‘z{W] dH (1.39)

2\2myv

1.8.1.3 Distribucion de Tayfun

Tayfun propuso en 1981 una distribucién de altura de olas limitada por la altura de rotura y
por un parametro Nr, que relaciona al estado de mar con la profundidad. Su principal
caracteristica es suponer que existe una mediana rclacién entre una cresta y el siguiente
valle; es decir, que si una cresta es grande, lo més probable es que el valle siguiente
también sca grande, pero sin que deje de existir la posibilidad de que sea mediano o

pequernio.

Recordando que &= —[7H—— ;

Si 0s£sSNY?:
P& N )=€ j'[u./:r (TV%JJO (;u):ldu (1.40)
[¢] r

NIIZ - N
.;Z J] oj[u.lo’(—h;;—,:JJO(,‘u):,du (1.41)

El parametro de Tayfun o Nr, que como se¢ dijo anteriormente, esta relacionado con el
estado de mar, es funcion del periodo de onda y de la profundidad. Si Nr tiende a infinito,
entonces se tiene un estado de mar SWELL y la distribucion de Tayfun se iguala a la de
Rayleigh. Nr queda definido como sigue:

_(_x_tanh(kh)Y
N,-[_’ﬁ km/ﬂ) (1.42)

Si NM<e< 2N, :
p(f,Nr)=:[1—icos"(
7
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En las expresiones anteriores:
Jo es la funcién de Bessel de orden 0.
ko es el nimero de onda asociado a la frecuencia media, k,27/L_, y se obtiene a

partir de la siguiente ecuacion:

ig!’.= koh - tanh (k,h) (1.43)

1.8.1.4 Distribucion de Carter

En 1981 Carter propuso una ecuacién de distribucién de altura de ola, la cual supone que
no hay relacién alguna entre crestas y valles consecutivos, es decir, que dada una cresta
grande, ¢l valle siguiente puede ser de cualquier tamaiio.

La funcién de probabilidad acumulada o probabilidad acumulada propuesta por Carter es:
%ﬂ A
P(H=H,)=1- e{' +2\/;—Z—°e_‘["')51f(2%) (1.44)

donde Erfes la funcién error, definida como:

Erf(x)= 72_; ]e"’du (1.45)

1.8.1.5 Conclusiones de las distribuciones de altura de ola

Green (1994) realizé un anilisis donde llegd a las siguientes conclusiones:

> Laecuacién de Carter es la que mejor representa el oleaje en un estado de mar SEA

(muy desordenado).
> La ecuacién de Tayfun es la que representa mejor el estado de mar en la zona de
transicion, es decir, cuando es un poco mas ordenado que ¢l SEA.
- » La distribucion de Rayleigh es la mas adecuada para utilizarse en un estado de mar

tipo SWELL (muy ordenado).




24 Capituto 1. Conceplos basicos del estudio de oleaje

1.8.2 Distribuciones conjuntas altura — periodo de ola

En un principio, sélo se tomaba en cuenta la altura de ola para el disefio de estructuras
maritimas y costeras; sin embargo, en estudios recientes se ha comprobado que el periodo
influye considerablemente cn fendmenos como: el ascenso maximo o run-up, la cstabilidad
de piezas en un rompcolas, la fatiga en elementos estructurales, etc. Es por esto que
ultimamente se le ha dado importancia a las distribuciones de probabilidad en funcién de la

altura y el periodo.

Las funciones que a continuacién se presentan aparecen en forma dimensional y
adimensional; la forma adimensional sirve para comparar las diferentes formulas, mientras
que la forma dimensional es util en cdlculos précticos.

1.8.2.1 Distribucion de Longuet-Higgins (1975)

En 1975 Longuet-Higgins, basado en un modclo del oleaje estacionario y gaussiano con
espectro de banda estrecha, propuso una funcién de densidad de probabilidad conjunta de

alturas y periodos de ola.

Las principales desventajas de esta formula son: que se basa en un espectro de banda
estrecha (oleaje SWELL), y que, por consiguicnte, no toma en cucnta la asimetria en la
distribucion de los periodos de ola, propia de los espectros de banda ancha.

En forma adimensional, la densidad de probabilidad de Longuet-Higgins (1975) es:

52 & lorf
PO, 7)= NG e * (1.46)
donde:
H ,

0= ——== (1.47)

2{m,
7= TV“TQ' ‘ (1.48)

[<]]

To es el periodo medio, ecuaciones (1.24) 6 (1.11).

De forma dimensional:
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H? ]eT”.;{'{’—r‘“D | (1.49)

(H,T)=| —H
P ) (8;/42::1/7;,,»13"

1.8.2.2 Distribucion de Cavanié et al. (1976)

Cavanié, Arhan y Ezraty propusicron en 1976 una distribucién tedrica, que al igual que la
de Longuet-Higgins (1975) se basa en un modelo gaussiano de banda estrecha, pero que si
considera la asimetria dec la distribucién de los periodos.

Se ha encontrado que esta distribucion concuerda aceptablemente con datos reales, pero
tiene el defecto de estar en funcidn del pardmetro de ancho espectral & que como se explicéd
anteriormente, es funcién del momento de cuarto orden de la funcién de densidad espectral
(funcién de densidad espectral a la cuarta potencia), lo que hace que cualquier pequeiio
error en la distribucién sc amplifique, sobre todo en frecuencias altas.

La distribucion de probabilidad de forma adimensional es:

32 ey (r’r’-a’)’oﬂ’a’]
h, 1) = a o )
ph,1) a2z e(l—)7 ' (1.50)

donde:

PR (1.51)

= 1.52
4 T7Tc ( )
Te=2% [M | (1.53)
a\m
T
=_(T 1.54
T (TC) (1.54)

si £50.95, entonces 7 =1.

a'=-;—(l+~/1—e’) (1.55)

&
p=ts (1.56)
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Esta ecuacion se obtuvo con registros donde el periodo de ola se midi6 entre cresta y cresta,
por o que no seria correcto aplicarla a olas definidas por el método de paso ascendentes por
cero (Battjes, 1977); sin embargo Goda (1978) seiiala que también en este caso la
distribucidn arroja buenos resultados.

Para aplicar la forma dimensional se utiliza:

Tc=Tz; r=£; y h= H (1.57)
Tz :;"'o

Con lo que se tiene:

R # b ri o,
= 2 —‘W}‘{ r’?:.—a’ mp’] )
al s ) (1.58)

1
H,T)= —e
P ) 42xr me(l-&)7 T}

1.8.2.3 Distribucion Longuet-Higgins (1983)

En 1983 Longuet-Higgins propuso otra distribucion, también basada cn un espectro de
banda estrecha. Al igual que la formula de Cavanié et al.,, la segunda de Longuet-Higgins
contempla la asimetria de la distribucion de periodos, pero ademas, tiene la gran ventaja de
utilizar el parametro de ancho espectral v, que depende del segundo y no del cuarto

momento.

La densidad de probabilidad en forma adimensional es:

p(R.7) =( 2 )(R—z)e'ki[("ﬂ'%)]l,(u) (1.59)

vt ?
donde:
T
r—-}: | (1.60)
rR=11/2 (1.61)
32%
1 1 l+(l+v’)—; (1.62)
L(v) 2 ’
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T=—2=T, (1.63)

myg
m,
La ecuacién en forma dimensional es:

J ) ]L< V) (1.64)

p(H,T)= (BV\/— 2/37-2

donde L( ) se calcula con la ecuacién (1.62).

1.8.3 Distribuciones de periodos de olas

Las distribuciones de probabilidad de periodos de olas no surgen como tales, sino que son
derivaciones de las distribuciones conjuntas de periodo y altura de ola, y por lo tanto, las
consideraciones hechas para las primeras, aplican también para las que se muestran a

continuacion.

1.8.3.1 Distribucién de Bretschneider (1959)

Bretschneider encontré en 1959, que el cuadrado de los periodos se ajusta a una funcién de
densidad de probabilidad de Raylcigh, y propuso la siguiente ecuacién:

3 »( T
p(T)=2.7}£‘—e-0“(rJ (1.65)

1.8.3.2 Distribucion de Longuet-Higgins (1975)

v
p(T)=—— — (1.66)
[V +(T-T) ]

1.8.3.3 Distribucién de Cavanié et al. (1976)

Propuesta en 1976 por Cavanié, Arhan y Ezraty.
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a’ﬂ’é)T (1.67)

donde:

: T

S== 1.68
= (1.68)

1.8.3.4 Distribucién de Longuet-Higgins (1983)

p(T)=LT(:—7?-2T—[l+(l-§) —:7] (1.69)

1.9 Modelos espectrales de un estado de mar

Después de haber analizado gran cantidad de espectros de olecaje, se ha encontrado que
tienen caracteristicas similares que pueden relacionarse con ciertos fendmenos fisicos;
como el viento y su area de accidn. Esto permite generar numéricamente espectros de
oleaje esperados para condiciones especificas.

Los factores fisicos que hacen variar la forma del espectro de un estado de mar son muchos
y muy diversos, entre cllos estan: la velocidad del viento, la magnitud del fetch, etc. Sin
embargo, la forma de un ¢spectro no es arbitraria, ya que diversas propiedades fisicas del
oleaje se representan en ¢l

1.9.1 Estado de saturacion

Aunque la accion del viento sobre el mar es incesante, y esto podria sugerir que la cantidad
de energia que porta ¢l oleaje es proporcional a la cantidad de trabajo que el viento realiza
sobre la superficie libre del mar, existe un limite a partir del cual la energia no se absorbe,
sino que sec disipa de diversas formas, tales como la rotura de las olas, la formacién de
ondas capilares (de muy alta frecuencia), o la transferencia de energia a olas de diferente
frecuencia. El ocurrir de alguno de los mecanismos de disipacion es indicativo de que se ha
llegado a un estado de saturacién de los componentes del oleaje, donde hay un balance
entre la energia suministrada por el viento y la energia perdida por dichos mecanismos. Es
por esto que una de las principales caracteristicas de los espectros de olcaje es que tienen un
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limite superior para la densidad de energia espectral, es decir, que cuando llegan a una
condicion de saturacién (energia madxima), la cnergia adicional que aporta el viento se
pierde, o mejor dicho, se desvia hacia algiin medio de disipacién como los anteriormente

mencionados.

Por lo anterior, el estado de saturacion debe describirse unicamente mediante los
parametros fisicos locales que definen la configuracion extrema de las olas, por ejemplo: la
aceleracion de la gravedad (g), la velocidad del viento sobre la superficie libre (1) y la

frecuencia local (f).

1.9.2 Principales modelos espectrales

Los espectros mas conocidos son: Phillips, Zaslavavskii-Zacarov, Toba, Neumann, Pierson-
Moskowitz, Bretschneider, ISSC (Intermational Ship Structures Congress), ITTC
(Intemational Towing Tank Conference), JONSWAP (Joint North Sea Wave Proyect),
TMA, Krylov, Davidan et al.,, Wallops, Ochi-Hubble, Kitaigorodskii, etc, sin embargo solo
se describiran los mas utiles para este trabajo.

Los modelos espectrales generalmente se basan en uno o mas parametros. El modelo de
Pierson — Moskowitz (1964) es ¢l modelo de un parametro mas conocido; los modelos de
Bretschneider (1969), ISSC (International Ship Structures, 1964) y el ITTC (International
Towing Tank Conference, 1966, 1969, y 1972) son los modelos de dos pardametros mas
importantes. Modelos como ¢l JONSWAP y el TMA son funcidn de cinco parametros, pero
usualmente tres de ellos se consideran constantes.

1.9.2.1 Modelo de Philips

Phillips (1959) estudid la variacién de la velocidad del viento a diferentes alturas sobre la
superficie del mar, y a partir de cllo determind que ¢l espectro se¢ pucede definir con los
parametros siguientes: la frecuencia, la gravedad, la velocidad del viento, y el fetch. Sin
embargo, al hacer el analisis dimensional de varios espectros de oleaje, y considerando el
estado de saturacion, definio ¢l espectro utilizando dnicamente dos parametros: la velocidad
al cortante del viento y el fetch:

S(f)=ag’sf*(27)" (1.70)

Para frecuencias superiores a la frecuencia pico, la funcién de densidad espectral se
expresa como sigue:

S(@)=ag’e™ (1.71)
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En las ecuaciones (1.70) y (1.71):
a depende del fetch y del viento.
w es la frecuencia angular (2r/).
/" es la frecuencia (en Hz).

1.9.2.2 Espectro de Pierson — Moskowitz

Es un modelo espectral de un parametro, desarrollado por Picrson y Moskowitz en 1964, a
partir de estudios de espectros de oleaje del Atlantico Norte. Representa estados de mar
generados por viento y completamente desarrollados, es decir, que el espectro no depende
del fetch, sino unicamente de la velocidad del viento. La expresidn para generar el espectro

es la siguiente:

S(f) =8.1x1073 (2”)“ ng—se-o.24(z-0’.u//x)“ (1.72)

donde:
Ures es la velocidad del viento a 19.5 metros sobre la superficie libre del mar.

S es la frecuencia.

También se puede obtener a partir de la frecuencia pico (f,) de la siguiente forma:

(LY
S(f)=8.1x10"g*(27)™* f e 7{’) (1.73)

En esta expresion se reconocen dos partes: el exponencial, llamado también “funcién de
forma de Picrson — Moskowitz™”; y la parte fuera de él, que es la formula desarrollada por

Phillips (1.70).

1.9.2.3 Espectro de Bretschneider

Se trata de un modclo de dos parametros, que supone un espectro de banda estrecha, y que
las alturas y periodos de olas individuales se ajustan a una distribucion de probabilidad tipo

Rayleigh. La expresién es la siguiente:

‘ r—om Ay
S(f)=0.128Hf%el ,(/” (1.74)
donde:
fi== (1.75)
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Con este modelo se pueden deducir las siguientes relaciones:

7,=0946T, o i T
f, =0.00408-% (75
£ H R :

2

donde T, es el periodo de pico espectral.

1.9.2.4 Espectro JONSWAP

Se conoce por sus siglas en ingles (Joint North Sea Wave Proyect). El modoio =5 ¢ e
pardmetros. Fue propucsto por Hasselman y otros, en 1973. Se generé con : o
finales de los 1970’s, parte de un amplio proyecto de medicidon dec oleaje s e
160 km. en el Mar del Norte, a partir de la Isla Sylit.

Se formulo para cstados de mar gencrados por viento, con fetch lir-:: .. y para
profundidad de agua indefinida. El espectro JONSWAP sc expresa de la siguicnte manera:

L}é,(f.fp.,v. o) (1.78)

S.l (f) = S;-(f)?’}u (f
P

Donde:

Sp(f) es la formula de Phillips, ecuacion (1.70).

Pere (L) es la funcién de forma de Pierson — Moskowitz:
P L E .

s{rY* |
Pru (fi)w ‘ "] ' (1.79)

@, es el factor de forma del espectro JONSWAP:

E["(f'fr)xJ ' »
2071}
¢ =r (1.80)
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_Jjou SosS
a’-—{as f:>f (1.81)

A continuacién se listan los valores medios (normales) de los parametros utilizados para
generar el espectro JONSWAP:

» conocido como el factor de forma de pico del espectro.

»=3.30 (1.82)

o; que es el ancho de la base del espectro antes (oy) y después (op) de la frecuencia pico.
o, =0.07; o, =0.09 (1.83)

a, es el factor de escala, asociado con la energia total del espectro. Es funcién directa del
fetch y de la velocidad del viento, como se puede ver en las expresiones siguientes:

a=0.076(3)"°" (1.84)

La frecuencia pico del espectro (f;), como se ha observado, también esta relacionada von el
fetch y la velocidad del viento:

/= 3.5(%)(.7)*’” (1.85)
10

donde:

0Q
=

Fetch adimensional (1.86)

Lol
1]
)

S

x es el fetch.
Uyo es la velocidad del viento a 10 m sobre el nivel medio del mar.

Este espectro, como se puede ver en sus expresiones, tiecne un fetch limitado, es decir, que
el estado de mar no esta todavia completamente desarrollado.

Goda (1983) propone que un oleaje tipo SWELL que ya haya viajado cientos o miles de
kilémetros en aguas profundas puede representarse mediante un espectro JONSWAP con

un factor de forma de pico 7 < »< 10.
1.9.2.5 Espectro TMA

Fue presentado en 1985 por Bows, Giinther, Rosenthal y Vincent. El modelo es de cinco
parametros. Los estudios se realizaron analizando cerca de 2800 espectros de oleaje en
aguas poco profundas. Esta directamente relacionado con la profundidad del agua, por lo

i
!
i
!
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que es muy utilizado para conocer los cambios que sufre un espectro al propagarse en aguas
someras. Su nombre se debe a las fuentes de informacién:

> TELEX, cuyos datos se obtuvieron cerca de Holanda, por el barco-faro ““7Telex™ (a
30 m de profundidad), y por la estacion Euro-5 (a 20 m de profundidad).

» MARSEN, que rccopilé datos en la costa norte de Alemania, por medio de dos
estaciones directamente cxpuestas a oleajes del mar del norte, entre 10 y S0 m de
profundidad

> ARSLOE, que aporto datos de las costas de Carolina del Norte, con profundidades

variables de hasta 40 m.

El espectro TMA se define a partir del espectro JONSWAP:

Spu =S,() (@) (1.87)
donde:
o 2kh
#w, ) = tanh (klz)[l +-—————scnh (kh)} (1.88)

y k se evalia con la ecuacion de dispersion:
(27f)" = gk tanh (khk) (1.89)

Los diversos efectos propios de las aguas someras, tales como la fricciéon de fondo,
rompiente y refraccion se incluyen dentro del parimetro @4. Si sc adapta el factor de
transformacion que se introdujo inicialmente para aguas poco profundas, el especto queda

definido por:

S nu=S,8(w, ) (1.90)

Goda recomicenda utilizar el espectro TMA con reservas, debido a que fue formulado para
oleaje cn crecimiento en el area de generacién.

1.9.2.6 Espectro Ochi-Hubble

Fue desarrollado por Ochi y Hubble en 1976, es un modelo espectral de seis pardmetros que
consta de dos partes: una para compoenentes de energia de baja frecuencia, y otra para
componentes de alta frecuencia. El espectro total es una combinacién lincal de las dos
componentes, que dependen de tres parametros cada una. Gracias a la combinacién lineal
se pueden modelar la mayoria de los estados de mar que se presentan en una tormenta,
ademas de que hace posible representar un doble pico cspectral, donde un pico esta
relacionado con el oleaje SEWELL (baja frecuencia, oleaje distante), y el otro con oleaje

SEA (alta frecuencia, oleaje local).
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El espectro se define mediante la siguiente expresion:

4

4/1j+l P
s _f_z( t—(271) ) H? _(4,zj+1)(_fo_,)‘ 101
(f)“zl_-' r(x/) (2”].)4114 exp 4 Ia (1.91)

donde:
H;\, Hy es la altura de ola significante.

JSo1, fo2 es la frecuencia modal.

A1, A es el parametro de forma espectral.
En las literales anteriores ¢l subindice 1 indica que se trata de una
componente de baja frecuencia, y el subindice 2 refiere a componentes de
alta frecuencia.

En la expresion (1.91), donde 4; es el parametro de forma espectral, si 4, =1,y 42 =0, se
obtiene un espectro tipo Pierson-Moskowitz.

La altura dec ola significante H, de la ecuacién (1.91) se obticne con la siguiente férmula:

H, =JH)+H} (1.92)

En espectros de banda estrecha, normalmente 4; es mucho mayor que A4, siendo los valores

tipicos:
A4=272 y A, =1.82e7H8 (1.93)

donde las unidades H deben ser metros.

1.9.2.7 Espectro direccional.

Un espectro direccional c¢s aquel que representa la distribucién de energia del oleaje en el
dominio de la frecucncia, y ademas cn ¢l dominio de la direccién. Esto se expresa de la

siguiente forma:

S(/.6)=S(r)G(/.9) (1.94)

donde:
S(f.6) es la funcién de densidad espectral del oleaje direccional, o espectro de

oleaje direccional.
G(f, 0) es la funcion de distribucion direccional, o distribucion angular.
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La funcién de distribucién angular G(f,8) representa la distribucién direccional de

energia del oleaje, que aunque se ha comprobado que varia con la frecuencia, algunas
formulaciones no la toman en cuenta. Esta funcién es adimensional y se normaliza de la

siguiente forma, donde y se usa como funcién de pico:

7]G(f,9)d9=l (1.95)

Mitsuyasu et. al en 1975, propusieron la siguiente expresiéon después de haber analizado
datos medidos en campo:

L 8
- 2s
G(f.6)= a!cos (—2)49 (1.96)

En esta expresion, s cs un parametro que representa el grado de concentraciéon de energia
por direcciones, su valor pico se presenta alrededor de la frecuencia pico del espectro, y va
decreciendo conforme se aleja dc esta.

Goda y Suzuki modificaron la cxpresion original para que fuera mds practica en casos de
aplicacion, mediante la introduccion del valor pico smax en lugar de s.

s.m(f—) si f2,
5= (1.97)

1.10 Teorias de oleaqje

Como se ha explicado anteriormente, ¢l oleaje es un fenémeno muy complejo, en él
influyen innumerables factores y se propaga cn tres dimensiones, por lo que su modelacién
matematica es sumamente dificil. A pesar de esto se han desarrollado varias tcorias para
analizar matematicamente ¢l fenémeno, cada una con sus consideraciones particulares.

La Teoria de ondas de pequeria amplitud, también llamada Teoria Lineal o Teoria de Airy,
fue desarrollada por este tltimo en 1845. Es junto con la de Srokes (1880) una de las teorias
cldsicas, ambas sc ajustan bastante bien al comportamiento real del oleaje donde la
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profundidad es muy grande respecto a la longitud de onda, y cuando la altura de ola es
pequeila respecto a la longitud de onda, ademas son de facil aplicacion.

En 1802 Gerstner desarrollé una teoria contemplando por primera vez ondas de amplitud
finita, conocida come Teoria Trocoidal, que aunque es muy acertada para definir el perfil
de Ia onda, no es tan precisa estimando ¢l movimiento orbital de las particulas,

Las teorias anteriores son utiles unicamente en aguas profundas ya que no consideran la
influencia del fondo marino. La Teoria de Korteweg o Teoria Cnoidal e¢s la que mejor
describe el comportamiento del oleaje en aguas someras, pero es sumamente complicado
usarla cn aplicaciones practicas. Esta teoria deja de ser valida en la zona de rotura del
olcaje, pero para esas condiciones la 7Teoria de la Onda Solitaria es una buena

aproximacion y no es tan dificil de manejar.

En la Figura 1.12 se muestra esquemdticamente la diferencia entre los perfiles de oleaje de
cada teoria.

Teoria lineal: aguas profundas, peralte reducido

Teorfa de Stokes: aguas profundas, gran peralte

Teoria cnoidal: aguas someras

Onda solitaria: cuando el periodo tiende a infinito

Figura 1.12 Perfil de oleaje para cada teoria.

Es importante escoger adecuadamente la teoria a utilizar en cada circunstancia. No es facil
definir los limites de aplicacion de cada una de ellas, sin embargo Le Mechaute (1969)
propuso cl criterio de rango de validez de cada teoria mostrado en la Figura 1.13.
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Figura 1.13 Regiones de validez para diferentes teorias de oleaje

Aun cuando la teoria linecal es la basc de otras mucho mas complejas, ha sido mas utilizada
debido a su asombrosa cxactitud, comprobada al cotejar sus resultados con mediciones de
campo o laboratorio (sobre todo en aguas profundas). Ademas, a diferencia de otras teorias
no lineales, permite por si misma la superposiciéon y manejos mas complejos.

Ir———— i
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CAPITULO 2
ECUACIONES FUNDAMENTALES
DE LA MECANICA DE FLUIDOS
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Capliulo 2. Ecuaciones fundamentales de la Mecanica de Fluidos
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2 ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA MECANICA DE
FLUIDOS

2.1 Ecuacion de la continvidad

Para los desarrollos y deducciones posteriores se utilizard un cubo infinitesimal en un
sistema de coordenadas ortonormales como el que se muestra en la Figura 2.1.

dz

dy

Z,

X

—

Yy

Figura 2.1 Cubo infinitesimal en coordenadas ortonormales

Si la densidad del fluido es p, la cantidad de masa dentro del cubo en un instante
determinado es: el volumen del cubo por su densidad:

M=V .p=dxdydz-p 2.1)

Dcbido a que la densidad no es constante en el tiempo, la masa dentro del cubo varia con
éste. La masa después de un intervalo de tiempo dr ¢s

[y ]

M =(p+—a_—f’2dtj-dxdydz (2.2)
(o

El incremento de masa durante ese intervalo dr se obtiene por diferencia: ec.(2.1) - ec.(2.2)

-

AM=p~dxdydz~(p+5a—fdx)-dxdydz=—(%’;’i)dxdydz-dz (2.3)

Esto en lo que se refierc a la variacion de la masa con el tiempo.

ot e
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Por otra parte se debe analizar la entrada y salida de masa por cada cara del cubo, para ello
es Util apoyarse en la Figura 2.2, donde se muestra la nomenclatura utilizada para el analisis

en la direccion del eje X.

N pu
P u " T ox

dq"." dy

Figura 2.2 Nomenclatura utilizada para los esfuerzos

Si el flujo de masa es de izquicrda a derecha, la cantidad de materia que entra al cubo por la
cara dy-dz izquierda, en un intervalo de tiempo dt, es

pudydzdt (2.4)

donde u« es la velocidad del flujo. De la misma forma, la cantidad de masa que sale por la
cara dy-dz derecha, durante un intervalo dt, considerando que o varia en el espacio, ecs:

(pu + i;xﬁil_) dx) dy dz dt (2.5)

Por lo tanto la diferencia de masa a la entrada y a la salida en ¢l eje X se obtiene por
diferencia entre las ecuaciones (2.5) y (2.4):

(pu + f._;_fi) dx] dy dz dt - pudydzdt = -a—;-:i"—) dx dydzdt (2.6)

Este desarrollo es valido también para las dirccciones Yy Z, por lo que por analogia con la
ec. (2.6) se ticne

2pY) 4 dy dz dt 2.7)

2(pw)
—£ 7 dx dydzd 2.8
e y t (2.8)
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en las ecuaciones (2.6), (2.7) y (2.8) u, vy w son las componentes de la velocidad del flujo
en las direcciones X, Y, y Z respectivamente.

"El cambio total de masa en un intervalo dt es la suma de los cambios en cada direccion:
ec(2.6) + ec(2.7) + (2.8), donde dx dy dz dt es un término comun:

[a(;") + a(a’zv) + 6(apzw):’ dx dy dz dt 2.9)

Las ecuaciones (2.3) y (2.9) expresan el cambio de masa en un intervalo de tiempo dt, pero

una lo hace en funcidén unicamente del tiempo y otra considera también la variacidn
espacial de p, por lo que igualandolas se ticne

dx dy dz dt (2.10)

o(pu) , 2(pY) , dpw dxdydzdt=-(a—p
ox & | o ot

) —

Ordenando y agrupando:

2p 2 (pu) 2(pv) 2(pw) _
o"t+ " + Sy + = 0 2.11)

Desarrollando las derivadas parciales de la siguiente forma

d(pu)  ou 8p :
Fw _p6x+uar L (2.12)
se tiene
ordenando
9p, [0u, 0v ow) 6, Op. 0P (2.14)
ot &x oy oz ax oy oz
si
V=uf+vj+zk (2.15)

el divergente de Ves
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du 0JOv IJBw
divV = —+ —+— 2.16
iv = o + = ( )
y el gradiente de la densidad es
9P;,9£;,08; @.17)

d o=
grapaxzay pw

Por lo que la ecuacion (2.14) queda expresada de forma general como sigue, siendo la
representacién mas usual de la ecuacién de la continuidad:

—aa—-’e+pdivV+V-gradp=O (2.18)
Si el flujo se considera incompresible, la densidad (o) no varia, es decir: aa_p =0y
t
grad p =0, por lo que la ecuacién de la continuidad se reduce a
pdivV =divV =0 (2.19)
2.2 Ecuacién de Laplace
Se considerara una funcién escalar @, llamada potencial de velocidades:
D= f(x,y,20)=0(x,y,2,0) (2.20)
tal que
o od (oL ]
US ———] Ve W= —e—— 2.21
ox oy (ond ( )

Si el flujo es irrotacional, el Lapaciano (V?) del potencial de velocidades debe ser igual a
cero, esto es, sustituir (2.21) en (2.19) Esta condicidén es conocida como la ecuacidon de

Laplace:

2 a2 2
o' o'D 5®_O (2.22)

V=gt —F+—g=
ox oy cz*
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2.3 Ecuaciones de Navier-Stokes

Primeramente debe recordarse la segunda ley de Newton en direccion del eje Xt
D F.=ma, (2.23)

donde la aceleracidon de las particulas (a,) puede expresarse como la derivada de la
velocidad (u) respecto del tiempo:

Du
a == 2.24
Dt ( )

Esto permite expresar la eccuacién de movimiento en la direccion X de la siguiente forma

AL (2.25)

La velocidad, en este caso u, es funcidn del tiempo y del espacio, es decir u = f (xy,2,1), ¥
su derivada total es

Du _du , dudx Oudy Oudz (2.26)
Dt &t ox o oy o oz o

también se sabe que

dx oy Ox
oy 2oy 2o 2.27
ot “ ot Y oz e ( )

por lo tanto la aceleracion total sobre ¢l eje X — ecuacién (2.26) — puede expresarse de la
siguiente forma

Du 6u+u6u ou Waz (2.28)

el primer término de la ecuacidn anterior representa la accleracidn local, es decir la
variacion de la velocidad respecto al tiempo:

Ju
= 2.29
= (2.29)

los siguientes tres términos, en conjunto representan la aceleracion convectiva, que es la
variacion de la aceleracion respecto a la posicién de la particula en el espacio:
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U— +V— + W— . (2.30)

Por otro lado, se examinaran los esfuerzos actuantes sobre cada una de las caras de un cubo
infinitesimal que sera utilizado como volumen de control, tal como se muestra en la Figura
2.3:

Z
Py

T,

h
: .
T

,.
r
Y A

S ; r
. x2z
ry: i 5)—>T rx
xy —y

X‘

Figura 2.3 Esfuerzos sobre un volumen de control

Sc observa que sobre cada una de las secis caras del cubo actian tres esfuerzos, dos
tangenciales y uno normal, este ultimo incluye la presidon (p), es el caso de k.. &, i,
donde

C,.=—pP+7T,, O, =—-p+7r,, O =—p+7r_; 231
A continuacion se obtendran las fuerzas actuantes en las caras del cubo sobre la direccion X
multiplicando ¢l drca de accion (de la cara del cubo) por ¢l esfuerzo. Los valores oz, 7,
7w, €lc., tal cual, son los esfucrzos para el centro del cubo infinitesimal, pero los de interés
son los que actian en las caras, por lo que se obtiene la variacion de su magnitud derivando
respecto al ¢je en que scan movidos.

El esfuerzo normal actuando en la direccién X, en la cara derecha e¢s:
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o +29s Ax : (2.32)

el mismo pero sobre la cara de la izquierda es

3o, Ax

2.33
T T 5 2 (2.33)

ambos actuan sobre un area Ay,

De la misma forma, los esfuerzos tangenciales en la direccién X que se presentan en las
caras normales a la direccidn Y, que tienen un area Adx/, son

o Z'yx Ay . o L.
T, + — y 7, -

& 2 £ 2
y por ultimo, los esfuerzos tangenciales en direccidon X presentes en las caras normales a la
direccion Z, que tienen un area dydx son

(2.34)

or, Az Or, Az (2.35)

= y —_——=

= ez 27 = oz 2

De csta forma, la ecuacidén (2.25), haciendo uso de las ecuaciones (2.32), (2.33), (2.34),
(2.35) puede expresarse de la siguiente forma

.
do, Ax aar Ax
-+ AyAz — Ay Az
(a" ax ) Y ( ax 2) v

N

17} 0
44{7 +——E--A—y)AxAz—[r), a; ;)ArA..[+prAyAzl-‘.r=prAyAz%Tu(2.36)

dr, Az or,
+ i 22 JAxA ~Zix 2= lAcAy
k(ru-r-a’z)ry(r azzjr)

P

donde o AvAyAz es la masa del cubo, y Fx es una fuerza extema por unidad de masa
actuando en la direccion X, que aunque no esta representada en la Figura 2.3 sera de
utilidad para posteriores desarrollos.

Operando la ecuacion (2.36) y dividiéndola por ¢l volumen del cubo (ArAyAr), sc obticne

o
Du oJdo, r, Or, ' 2.37)

p____.__..

Dt & &y o

sustituyendo (2.31) en (2.37)
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S p—=| - +—= 4+ pFx (2.38)

Du (ap+6ru)+af,, or,
Dr ox ox oy oz

ordenando y despejando la acelefacién (Dul/Dr)

15}
X

Con un desarrollo similar en las direcciones Yy Z se llega a

3
g oPv__10p 1(07, 07, 91, +Fy (2.40)
Y Dt prdy pl &x oy oz
3
o =Bw__10p 1[0z, 0% 0 ) g, (2.41)
D poz ploax oy o

Las ecuaciones (2.39), (2.40) y (2.41) se conocen como ecuaciones de Saint Venant.

Para solucionar gran parte de los problemas de hidrodinamica conviene expresar todo en
funcién de las deformaciones que experimenta el fluido, y no en funcion de los esfuerzos,
como lo hacen las ccuaciones de Saint Venant. Para expresarlas en funcidon de las
deformacionces se puede hacer uso del concepto de viscosidad (), que es la propiedad fisica
que caracteriza la resistencia de los fluidos a moverse.

Considérense dos placas paralclas de area muy grande A, separadas una pequeiia distancia
¥, cuyo espacio de scparacidon estd ocupado por un fluido. Si hasta un tiempo ¢ = 0 las
placas permanccen estiticas entre cllas (Figura 2.4a), pero en cse instante la placa inferior
comicnza a moverse con una velocidad constante V, el fluido comenzara a moverse también
conforme transcurra el ticmpo, presentando inicialmente un perfil de velocidades no lineal
(Figura 2.4b), hasta que dicho perfil alcanza una distnbucion uniforme (Figura 2.4c¢). Para
mantener constante la velocidad de la placa inferior, es necesario aplicar permanentemente
una fuerza F quc contrarreste la resistencia impuesta por ¢l liquido, que sera directamente
proporcional al arca de la placa 4 y a la velocidad ¥V, ¢ inversamente proporcional a la
distancia entre placas y. La constante de proporcionalidad de dichas relaciones es la

viscosidad .

F=4— (2.42)
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y t>0 y t>>0

Figura 2.4 Distribucién de velocidades de un fluido entre dos placas deslizindose

Por definicion, el esfuerzo cortante es la fuerza entre el area de las placas, r=F/A,y la
velocidad angular es ¥ /y, que se puede expresar como Su/dy . Por lo tanto, el esfuerzo
cortante acorde a la Figura 2.3, expresado como T, (donde x es la direccién en la que actia
y la letra y denota que se encuentra en una superficie normal a la direccién Y), queda de la
siguicnte forma

Ju
= py— 2.43
T, =M > ( )

Para que el cubo infinitesimal csté en equilibrio de fuerzas y de momentos, es decir que no
presente aceleraciones que induzcan rotacion, el esfuerzo z, debe estar complementado con
un esfuerzo 7, de la misma magnitud sobre la cara vertical del elemento (Figura 2.5). Es
decir

T, =7, To,=7. T.=7, (2.44)
av
du -a—dyd( B
u+ — & .. L=
N | { —_— N
—> | (oo’ /
i i doz' , /
H : o
!dv I r S b
,o i / /
A A E
vi ! v s i . T Y aw
: v+ —dx | ov L j . 2¥
: A_>d\' ! arx ‘de, _‘,axdxdl b dg, ;qaxdxdt
u

Figura 2.5 Diagrama de deformaciones en el plano x-y

Con un razonamiento similar al utilizado para obtener la ecuacién (2.43) pero en con un
flujo en el eje Y (Figura 2.5b) el esfuerzo 7, es

7, = % (2.45)

De esta forma, para cualquier combinacion de flujo, los esfuerzos viscosos que se generan
son simplemente la suma de las contribuciones independientes:
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ez = ,,(a_‘uﬂ) (2.46)

y haciendo una analogia para los planos (x,z) y (.2):

ow OJdu
T =7 /x( x5 ) (2.47)
r,=1,= ﬂ(‘_a_‘i.,..a_‘_".) (2.48)

Si se sigue ¢l mismo procedimiento utilizado anteriormente para los esfuerzos tangenciales,
con los esfuerzos normales a los planos X, Y, y Z se tiene

Ju OJOu Ju
= ul Z4£ 2,94 2.49
Tu ﬂ( ox * Bx) ax ( )
7, = 2/1%},-‘1 (2.50)
ow
=242¥ 2.51
T = ( )

Sustituyendo las ecuaciones (2.49), (2.50) y (2 51) en las ecuaciones de Saint Venant —
(2.39), (2.40) y (2.41) — se obtiene

%:—i‘;—p+-—(aa;"+aa§:’+aarz“J+Fx
t P ox
5 ) (2.52)
=_..1__—E.+./_l 2.?._121.*._6_ QE..'.a_v +_¢'2_(_6_w+_6_u) + Fx
pox p| & oy\oy ox zZ\ 9 &
2
Dv__10p, #]0[0u 0v) ,0v O0f0v 2wl & 2.53)
Dr pOy plox\dy ox oy: éz\éz &
.D_W=__L‘?£.+£- i(a_‘f+ﬂ)+_§__ 6v+aw +2a.z + Fz (2.59)
Dt POy plax\ & &= o\ oy oz

Si se asume que la viscosidad & es constante c¢n todo el dominio, las ecuaciones (2.52),
(2.53) y (2.54) se pueden simplificar como sigue
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2 2 2
2£=_La_p+£ a_l:.’_g_x;.,.a_l:. +_€£ 6_u+ﬂ+a_w + Fx (2.55)
t pox plext oy oz poxiox oy ox
2 2 2
2_‘_{::—._1_24.& .a_:.f._a_.;.p.a_: .él.-a_ _a_l+_a_v+_61 +Fy (2.56)
DI pdy plo & &) paylax & ox

2 2 2
Dw__10p 40w Ow Ow) p0f0u 0v 0wl r (257
Dr p oz p\ox ady oz poz\ox 9y ox

O, de forma vectorial:

2V o lopi Ay i Avdiviy+F (2.58)
p p

Dt Yz

Si se trata de un fluido Newtoniano (en ¢l que el esfuerzo cortante generado entre el fluido
y la pared es mayor al que hay entre las capas adyacentes del mismo), como el agua, la
viscosidad cinemdtica v estd definida como la relaciéon dindmica entre la viscosidad z, y la

densidad o:

v=“ (2.59)
Y2,

Haciendo uso del concepto de viscosidad cinematica (2.59), y de la ecuacion de
continuidad para flujos incompresibles (2.19), las ecuaciones (2.55), (2.56) y (2.57) se
pueden expresar de la siguiente forma

2 2 2
%:—ﬁ%+u[%+%+%—?}+l“x (2.60)
2 2 2
%T‘;_ﬁ%p_w(;f i;y—;i %;J+Fy (2.61)
2 2, At
Dw__10p,  fO0w, 0w OW), F (2.62)
D poz a5

Las ecuaciones anteriores, (2.60), (2.61) y (2.62), son conocidas como Ecuaciones de
Navier-Stokes (En memoria de Louis Marie Henri Navier, 1785-1836, y Georges Gabriel
Stokes, 1819-1903), y también se pueden expresar de forma vectorial:
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DY lop vy Ay(any)+ F (2.63)
D P P Ve

2.4 Ecuacion de Euler

Para aplicar las ecuaciones dc Navier-Stokes es necesario conocer los valores de las
tensiones en el fluido, lo cual resulta sumamente impractico, ademas de que sus efectos son
minimos, por lo tanto, se opta por tomar la misma consideracion que se hace en muchos
otros problemas de hidraulica, que consiste en suponer que las tensiones tangenciales son
iguales a cero, es decir, que los efectos de la friccion son despreciables, o que el fluido es
no viscoso. Ademas se dara un sentido fisico real a las fuerzas externas del volumen de
control por unidad de masa (aceleraciones) que se introdujeron desde la ecuacién (2.36),
dando valor de cero a Fx y Fy; mientras quc Fz se utilizara para considerar el efecto de la

gravedad, por lo que se sustituird por —g.
Esto da lugar a las Ecuaciones de Euler:

Du 1 3 Dv 1 Dw 14
Du _ P. . P_g (2.64)

Dt pax’ Dt Py’ D¢ P oz

2.5 Ecuacion de Bernoulli

La Ecuacion de Bernoulli es una forma integrada de la ecuacién de movimiento o de Euler,
y relaciona al campo de presiones con el cinematico.

El siguiente desarrollo s¢ hara para ¢l plano x-z, sin perder de vista que ¢l flujo se considera
incompresible. Si se¢ desarrolla el término de la izquierda de la ccuacién (2.64),,

considerando que u = f{x,=) y que x.= = f{t):

Du _Ou Oudx Cud: (2.65)
Dt &t oxdt o dt
donde
dx dz
ooy EL 2.66
il y =" ( )
entonces
Du_ou o4, & @.67)

Dt & & &=

y siguiendo el mismo procedimiento con la ecuacién (2.64).:
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Dw _ow

— =t u—+Ww—

u
Dt ot Ox oz

Igualando (2.67) y (2.68) con (2.64), y (2.64). respectivamente:

ad a
Yow Voo| ow_2u_,
u w & Oz
entonces
ou _ow
oz ox

1 p ow ow
—————g = —tU—+W—
p© oz ot oz oz
mediante la siguiente relacidn
o(u?/2
( ) = lZuial_‘ - uia_u_.
ox 2 ox ox

las ecuaciones (2.73) y (2.74) pucden expresarse

_La£=@+a(u=/2)+a(#/2)

pax o cx ax
_l@_g=ﬁ+a(z"/z)+a(‘ﬁ/2)
p oz ot oz oz

Ademas, si se recuerda la ecuacién (2.21):

(2.68)

(2.69)

(2.70)

2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

ey e
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of. o¢ (2.78)

entonces
ou _ 0. ow 3¢

: = 2.79
o axax ot ooz ( )
Y sustituyendo (2.79) en (2.76) y (2.77)
2 o(u?r2) o(w?/2
1o 0o 3« )+ (»/2) (2.80)
pox Otdx ox ox
2 o(u?72) 3(w?12
e 98, (2/2) o(w/2) (2.81)
p oz otoz oz oz
ordenando (2.80) y (2.81):
o) _o¢ P
; Ex—l:—_7+2(u +w’)+;]=0 (2.82)
o| o¢ )4

Es estas ecuaciones se ha asumido que la densidad es uniforme a través del fluido.

Integrado respecto a x la ecuacién (2.82), y respecto a z la ccuacion (2.83) se tiene,
respectivamente

———+—(u -+-w:)+; C(z t) (2.84)

a8 1
--a—‘f+2(112-§-w2)+-£-=—gz+c2 (x.) (2.85)

donde C(z,f) y Ci(x,t) son variables propias de cada integraciéon. Se observa que los
términos del lado izquierdo de ambas ecuaciones son idénticos, por lo que los términos del
lado derecho se pueden igualar

C(z,0)=~-gz+C,(x,1) (2.86)
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Si se comparan las variables que componen la expresién a cada lado de la igualdad, se
observa que C; no puede depender de x, sino que en su lugar debe haber una funcién que
sblo dependa del tiempo: C(1), es decir

C(z,t)=-gz+C(1) (2.87)
Sustituyendo (2.87) en (2.84) y ordenando se tiene

o¢ 1 p -
—5+5(u2+w’)+;+gz—C(l) (2.88)

Que se conoce como Ecuacién de Bernoulli, la cual define la condiciéon dindmica de
superficie libre. Recordando la ecuacién (2.21), se puede expresar de la siguiente forma

_og A (o8Y (oY |, ..
a:+2[(axJ +(&)J+p+gz Cc(1) (2.89)
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CAPITULO 3
TEORIA LINEAL
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Capitulo 3. Teoria Lineal
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3 TEORIA LINEAL

3.1 Introduccién

La teoria lineal o teoria de ondas dec pequeiia amplitud fue desarrollada por Airy en 1845.
Con diversas suposiciones, durantc su deduccién pueden eliminarse los términos no
lincales de las ecuaciones fundamentales por considerarse que al ser valores muy pequerios,
elevados a una potencia seran mucho menores, con lo que se hace facilmente aplicable y se
ajusta bastante bien al comportamiento del oleaje en aguas profundas. Estad pensada
fundamentalmente para olas de poco peralte (H/L), las demas suposiciones son:

Fluido homogéneo ¢ incompresible (densidad o constante).

Tension superficial despreciable.

Efecto de Coriolis despreciable.

Presion en la superficie del agua uniforme y constante (igual a cero).
Fluido ideal (no viscoso).

Incxistencia de interaccion entre ondas.

Fondo marino horizontal, continuo, y cn cste caso impermeable.
Amplitud de onda pequeda respecto a la profundidad e invariable en tiempo y
espacio.

Ondas de gran longitud respecto a su amplitud.

El flujo cs irrotacional.

Las ondas son bidimensionales (x,z).

El periodo es constante.

3.2 Condiciones de contorno.

Para resolver cualquicr problema de flujo, la mecanica de fluidos exige establecer, ademas
de la ecuacién de gobierno, las condiciones de frontera o contomo a las que se sometera
dicho fluido. Para cl caso del analisis de oleaje deben establecerse condiciones de superficie
libre, de fondo y de contorno lateral. Dado que ¢l desarrollo de la teoria en dos dimensiones
es mas manejable y que facilmente se puede ampliar al caso de tres dimensiones, los ejes
coordenados se definen como lo muestra la Figura 3.1, (donde C.C. = condicion de

contorno):

|
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zZ C.C. cinemética de superficie libre
T éC.C. dinamica de superficie libre
: - X
7| . !
s H ECUAGCION DIFERENGIAL )
G ! "[ &
¢ | Componentes de u 1
: la velocidad :

C.C. de fondo (cineméatica)

Figura 3.1 Condiciones de contorno

3.2.1 Condicién cinematica de contorno.

Para empezar, se propone una funcién que describe la condicién cinematica de contomo,
que como toda superficie, fija o moévil, puede ser expresada de la siguiente forma

F(x,y,2,0)=0 3.1

Como ¢l oleaje varia con el tiempo, entonces la derivada total de la funcién anterior
respecto del tiempo debe ser igual a cero en donde se cumpla que F(xy,z,7) = 0:

DF ' 2, ! - dz
(x,0.2,0) _OF OF dx  OF dy A OF dz -0 (3.2)
Dt ot Ox dt oy di Oz dt F(x,5.:4)=0
DF(x,y,z,
DF(xy,z0) _OF OF oF  OF -0 (3.3)
Dr or ox oy 02 |p(ay.ea)e0
Agrupando y expresando en forma vectonial
-9 F.VF =7 -n|vF| (3.4
ot .
donde n es el vector unitario normal a la superficie libre
£ : (3.5)

Nz
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_JrerY (orY (oFY
o (2 () )

Reagrupando la ecuacidn (3.4), la condicién cinematica de contorno puede expresarse
oF

z7-n=|g—;,l en  F(x,y.z1)=0 B.7)

3.2.1.1 Condicién cinematica en el fondo

Como se considera que el fondo es impermeable se puede crear una condicién que indique
que la velocidad del flujo en el fondo es nula; se expresa asi

7-n=0 (3.8)
Ademas existe una funcidn que describe la forma del fondo:

F(x,y)=z+h(x,y)=0 3.9)

Sustituyendo la ecuacidn (3.9) en (3.5) se obticne el vector n

_VE__a oy’ . G.10)

Si con la expresidn anterior (n) se realiza el producto punto 7 -n, y esto se multiplica por el
radical del denominador, es decir (i7-n)|VF], s tiene

N - \(6hs &Ch- -
7o WO = (i sy i+ewh)- - . -
(i7-n)|VF| (u:+v_;+ul;) (_ar‘+—6)'J+L)

oh __oh (@g_lx_+e<x>ah ”J:o G

despejando w y expresando en forma vectorial
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W=m——t==V,h-V,® en z=-h(x,y) (3.12)

donde la expresién z =—h (x,y) indica que la condicion se cumple tinicamente en el fondo.

si el fondo es horizontal, A(x,y) es constante, por lo tanto
v.h=0 (3.13)
con lo que la ecuacién (3.12) para el caso particular de fondo constante quedaria

w=—§2=0 en z=-h (3.19)

oz

donde z = —A indica que la condicién (3.14) se cumple en el fondo, si este es horizontal.

3.2.1.2 Condicion cinematica en la superficie libre

Se empleara una funcion 7 que describe el movimiento de la superficie libre del agua sobre
el eje Z, y que depende del espacio y del tiempo, con lo que la ecuacién de la superficie
libre queda expresada como

F(x,y,zt)=z=n(x»,10)=0 (3.15)
Sustituyendo la ecuacion de la superficie (3.15) en la ecuacidn (3.7) sc obtiene

o OF o7
Fon=9L o1 (3.16)

TG

Por otro lado, el vector nn se obticne usando la ecuacion (3.5):

n=IZ£l= &'2 & 2 317D
T (s
ax EY

Haciendo el producto punto & -n con la ecuacién (3.17), e igualando al de la ecuacién
(3.16):
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_97; 975, o7
\ ox ay - ot (3.18)

ISRCRNCRCE

H-n:(ui+v}+wk

desarrollando
on 0On on
= f m—— = Y ————t = — .19
s vay w=— (3.19)
despejando w
w=?+u%+v.‘gyz en z=n(x 1) (3.20)
o bien
ob 9dn (oo obaonp
—— T — | —— —_— = N ,t 3.21
oz ot (axax+aya); en z=7(xy.1) 32D

3.2.2 Condicion dinamica de contorno

La condicion dindmica de superficie libre esta definida por la ecuacion de Bernoulli (2.88)

o4 1 p
—-a—’+5(uz+w2)+~;+gz=C(l) (3-22)

que como se vio en ¢l capitulo 2, también puede expresarse como sigue

_o¢ 1(28Y (28 |, P, .o
a:+2[(ax) +(&)J+P+g: Cc(1) (3.23)

Como el movimiento se considera al primer orden, es coherente despreciar los términos
cuadraticos, de aqui quec ¢l objetivo de la teoria lineal es encontrar el potencial de
velocidades que satisfaga las condiciones de contorno en el fondo y en la superficie libre.
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3.2.3 Condicion de contorno mixta de superficie libre

Recordando que se hizo la hipdtesis de que el fluido es incompresible, ecuacion (2.19), la
expresion que define la conservacién de la masa es

Vic =0 (3.24)
donde el operador V (nabla) representa

o »
—k 3.25
5 ( )

V= %f +%] +
y la velocidad expresada vectorialmente es & (antes denominada V):
T=ui+vj+wk (3.26)
Cuando la vorticidad W del flujo es igual a cero, este es irrotacional

VxZ =W =0 3.27)

Si se cumple la condicion anterior, entonces puede demostrarse que existe una funcion
potencial ®(x,y,z,t) tal que

7=-VO (3.28)

lo cudl se ya habia expresado en la ecuacién (2.21) de la siguiente forma

od od od
= —— = ——; P e —— 3.29
u v o "t = ( )

De aqui se derivé la ecuacion (2.22), que es la expresion de la conservacidn de la masa:

2 2 2
0P, 00 5D _, (3.30)

Vip = - — + =
[o> SEE:) U o

también conocida como Ecuacidén de Laplace, que gobierna el movimiento del fluido, y por
cso es la ecuacién en derivadas parciales que serd objeto del estudio. Para integrarla deben
establecerse condiciones de frontera a lo largo del dominio de integracion, mismas que se
vieron en los apartados anteriores, y que son:

Ecuacidn (3.11), condiciéon cinematica de fondo impermeable:
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oD DO XD e z=—h(xy) (3.31)

8z Ox ox 6yay

Ecuacién (3.21), condicién cinematica de superficie libre:

50 an g ooy
ob _ 9p &®og oIy = (it 3.32
~ o o a o o en z=un(xy,1) (3.32)

Ecuacién(3.23), condicién dinamica de superficie libre, considerada bajo presion
atmosférica, o ecuacion de Bernoulli:

2 2 2
—%+%[(%) +(%J +(—§) ]+g,7=0 en n(x,y,1)=0 (3.33)

Se necesita una condiciéon de contorno mixta de superficie, por lo tanto se seguirda un
procedimiento para combinar las ecuaciones (3.32) y (3.33). Primero se calculara la
derivada total de la ecuacion (3.33), que previamente sc ordena de la siguiente forma

& 1l(adY (a0) (adY
=== — | +| == 34
575 2((&) +(ay)+(az” @39
derivando el término de la izquierda:
dn én o®anp odaIp
Dot AFOR il APt Al 4 = s Vol 3.35
& (a: o ey o 2 7er) 3.33)

' dcri’vando'abhora ¢l término de la derecha:

s3]

2o_202/20) 505 /(20) 2 9(20)

a?  ar ax 3y oy o oz
222V (3] (422 () () (]

bl — | +| —} H]|— | = =— | +] — | +|— (3.36)
2 ax ax|\ ax dy " 20 o | ax Ex &

g CRUROI CRORE

simplificando
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e @)

( 16 1600 1503 1%5)[(&»)’ (ap)z (m)z]
18,100 1500 1500 |\ (ob) [P) [P (3.37)
20 20xox 2 8y 20 o)\ ax EY oz

Igualando (3.35) y (3.37) dec acuerdo a (3.34)

S 2
o(-22:222n, 200). 70

ot ox ox oy oy ar?
10 1608 16DS 18D 3 (ap]’ am’(a@)’
P AP o A AL Bl | | (o Y i R ot (3.38)
20 20x0x 28y %y 20z 0z )\ ox oy oz
en z=7(x,y,1)

La ecuaciéon (3.38) es la derivada total de la condicion dinamica de superficie libre,
ecuacidn (3.33), y al sustituirla en la condicién cinematica de superficie libre, ecuacién
(3.32), se tiene

b D (10 1603 1608 16D 3 (acp)’ ap’(ap)z
g—t—+t|————— - — ||| = ¥ = +| = |=0
oz & \2& 20x0x 2wy 20 o= 5

No es posible evaluar a priori la superficie libre 77(x,y,z,t), pero se puede igualar a lo que

se ve, es decir, considerar que ticne una forma sinusoidal. La estimacion se hace con una
expansion en serie de Taylor de la siguiente forma

o= 0, (3.40)

mal

r/=i€"r7.. (3.41)

m=]

Donde € es un pardmetro de pequefia magnitud que debe ser evaluado. Cada potencial de
velocidades ® debe satisfacer la ecuacion de Laplace

2 2 2
vig,=922,8%. 0P _ (3.42)
éx* (5, % a=°
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Si se hace una expansion en serie de Taylor de las condiciones de contorno de superficie
libre (3.33) y (3.38) sobre el nivel del agua en reposo (7= 0), se tiene

e S P RN R

,

a’¢+ o,
or? &
-] m=1

P (16 1608 160 3 15@5) =0 en z=0(3.44)

D Tl (P i ot Yo s

(GREREN

3.3 Teoria Lineal para fondo constante

El que se trate de una tcoria lincal implica que los términos de inercia convectivos no
lincales se consideren pequeiios, y por lo mismo se desprecien. También se conoce como
teoria de ondas de pequeita amplitud porque sus ccuaciones arrojan resultados exactos
cuando el movimiento de la superficie es nulo, y considerando olas pequeitas su utilizacidn i
es adecuada y sus resultados satisfactorios.

real teoria Imcal
et e i i e g e
@ h

!

’/7//////7///////////////////////////////////)//////
Figura 3.2 Teoria Lineal

Para dar solucion a este problema se considera la expansion en serie de Taylor solo al
primer orden de una onda viajando en la direccién x (x’) sobre un fondo horizontal.

Para fondo horizontal:
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oh oh
=0; £ 3.45
ox Y oy ( )

con lo que la condiciéh cinematica de fondo impermeable (3.31) se reduce a

o
—=0 e =-h 3.46
% n =z ( )

Y despreciando los términos no lineales, por las razones antes expuestas, la condicion
dindmica de superficie libre (3.33), y la condiciéon de contorno mixta de superficie libre

(3.39) quedan

_%;"i+g,,=o en z=0 (3.47)

2
éa—t(zg+g§=0 en z=0 (3.48)

donde se asume, por la hipétesis propia de la tcoria lincal de que la altura de la ola es muy
pequeiia respecto a su longitud y a la profundidad, que = =7(x,y,r) es aproximadamente
z=0.

Para completar las fronteras de la integracion se deben definir dos condiciones de contorno
laterales (recordando que se ¢stan analizando dos dimensiones. ver Figura 3.1), para lo cual
se aprovechara la caracteristica del oleaje de ser periddico tanto en ¢l tiempo como en el
espacio, es decir, tanto en ¢l dominio de x como en el de ¢.

En su propagacion cn ¢l eje X el oleaje es periddico cada longitud de onda L, esto se puede
expresar

D(x,z,0)=D(x+L,z,1) (3.49)
donde x = (x,y) si se amplia el caso a tres dimensiones.

Asi mismo, la periodicidad temporal puede considerarse como una condicion inicial del
problema:

O(x,2,0)=O(x,2,0+T) (3.50)
En adelante se utilizara el método de separacién de variables para encontrar la solucion de

& que satisfaga la ecuacién de Laplace y las condiciones de contornoenz =0y z=-h asi
como las condicioncs laterales. Como la ecuacion de Laplace no incluye derivadas respecto
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al tiempo, el analisis del problema puede reducirse al caso de un tren periédico 7T, tal que la
variable temporal del potencial puede expresarse de la siguiente forma

<D(x.z,t)=9‘{[¢°(x,z)e""] 3.5

donde R indica que se toma tinicamente la parte real de la funcién compleja y oes la
frecuencia angular:

27

con esto la ecuacién de Laplace (3.30) queda en funcién de &:

62¢. az¢.
sz =_a—xT+ azz =0 (353)

Como la ecuacion diferencial objeto del analisis es lincal y homogénea en z, con
condiciones de contorno lineales y homogéneas, cumple los requisitos para que se le pueda
aplicar ¢l método de separacion de variables, esto es, que la ecuacidn continua estando en
derivadas parciales aunque ya no contenga a la variable tiempo.

Dadas las condiciones del problema analizado, se propone la siguicnte separacion de
variables para ¢ :

# (x.z)=4¢(x) f(z) (3.54)

donde ¢#(x) todavia no se conoce y es funcién de x y de y, por lo que se denomina funcién
potencial plana.

En caso de que el oleaje analizado en el plano sea regular y continuo en ¢l eje X' y las
crestas de las ondas sc prolonguen paralelamente en Y sin estar confinadas cn esta tltima
direccidn, se trata de un caso particular conocido como *‘caso de ondas de crestas largas™
(Figura 3.3), es factible analizarlo tnicamente en el plano (x, =). Para casos en que los
limites laterales no marquen regiones rectangulares o circulares, el analisis que aqui se hace
no es valido y se requieren otras técnicas.
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Figura 3.3 Caso de ondas de crestas largas

Sustituyendo el potencial de velocidades descompuesto de la ecuacion (3.54) en la ecuacién
de Laplace (3.53):

f(z)[g]w(x)%éi) (3.55)

para hacer que cada témmino dependa tnicamente de una variable, se divide por

#(x)-/(2):

L @], _1 &f()
¢(x){ax’:]+f(z) pe =0 (3.56)
Esto permite escribir la ecuacidn de la siguiente forma
1 | 8¢ 1 8 /(=) s
- | = - =-k- 3.57
¢<x)[ar] 7G) e -37)

Como una parte de la igualdad depende tnicamente de x y la otra sélo de =, ambas
funciones deben ser iguales a una constante, porque al modificar x, la funcién de =z no se
afecta y viceversa. Esto permite separar en dos ecuaciones:

azf(z)_ 2 o) =

—5i Tk S(z)=0 (3.58)
o 2

[‘a?‘ﬁ]* k- #(x)=0 (3.59)

”
Donde k es una constante, que sc¢ czxprcsa en la forma -k° para que en desarrollos
posteriores, cuando se cumpla que k° > 0 se crec una decpendencia en x que no sea
oscilatoria, sino exponencial, decreciente con la profundidad. Sin embargo también se
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consideraran los casos en que k’ < 0 donde el movimiento en z sera oscilatorio, lo cual
corresponde con los modos llamados evanescentes.

La ecuacién (3.59), que sigue siendo una ecuacidn en derivadas parciales, tiene la forma de
la llamada ecuacién de Helmholtz (Anexo 2. Teoremas de la ecuacion de Helmholtz).

Con la separacién de (3.57) en (3.58) y (3.59) se tiene un problema de contorno homogéneo
con condiciones de contorno homogéneas ¢n z, ecuacion (3.58).

Aplicando las condiciones de contorno de las ecuaciones (3.46) y (3.48) al potencial total
de la ecuacién (3.51) @ =g - =g(x)- f (=) €7, se tiene

ob _ df(2) _,, 4 (z) _ _
S =t =0 =0 en z=-h (3.60)
y
e oD _ % _o
o oz oz G.61)
Te) d ’
¥ -Zy- f”[f(z) Z sz >] o LE-Zsi)=0 en z=0

Esto es un problema de autovalores de Sturm-Liouville (Anexo 1. Problema regular de
Sturm-Liouville). También es regular. La siguiente tabla contiene los resultados a dicha

problema:

Caso Ecuacion diferencial ordinaria Solucion
Real d*x +kiX =0 X (x)= Acoskx+ Bsenkr
dx?
k*>0 d’z Z(z)=Ce" +De™
-k*Z=0 F)=te vie
dz?
d’X_o X(x)=Ax+B
=
k=0 dx
d2=o Z(z)=Cz+D
dz?
1 inari 2 - s ~fhlr
k<0, k= ilk| ZT{ -k x =0 H(x)= e+ Be
lk] =magnitud de k ‘jif +lk!: Z=0 /()= Ccos[k]: N Dsenlklz

Tabla 3-1 Posibles soluciones a la ecuacién de Laplace.
Utilizando separacidn de variables. DEAN, et al. (1984).
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3.3.1 Separacion de la variable profundidad.

En las soluciones de la Tabla 3-1 resulta obvia la solucién para k¥ = 0, donde la solucién es
z) =D = 0. Se desca incluir las soluciones real e imaginaria en una sola. La solucidn real,

k? > 0, pucde expresarsec como

k’=-4" -4 >0 (3.62)
con esto, la solucion dada en la Tabla 3-1 puede escribirse
S(z)=Acos(uz)+Bsen(uz)= Acos(ikz)+ Bsen(ikz) = Ae + Be™  (3.63)

Si se considera que la estructura de esta solucién (3.63) es la misma para k?>0 yk’<0,y
si se le aplica la condicién de fondo (3.60), sc tiene

%f(z) =k[Ae¥ +Be* |=0 (3.64)
it ra-h
despejando A
A= Be™ (3.65)
Sustituyendo (3.65) en (3.63)
- f(2)=(Be™)e* + Be™ (3.66)
desarrollando
S(z)=B[e™e“ +e™ | = B[e¥e¥e" +e™ ] (3.67)
e |
mutltiplicando por (T)
e
LY R VI -k
f(z)=8e" [——e eue + _e_;] = Be** [e"‘“e"" + e"“e""’]
e e
(3.68)

f(z)=8Be" [e"("“’ + e"‘““’]
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multiplicando por (%)

k{:-+4) A(z+d)
S (z)=2Be* [e——;—e—-——] (3.69)
si B'=Be" , que es constante, y coshx = g-;_e__ . entonces
S(z)=B'coshk(h+=z) (3.70)

Sustituyendo (3.70) en la condicion de contorno mixta en la superficie (3.61), enz = 0:

%gf—)-—gf(:): =B’kscnh(kh)—iE—B'cosh(kh)=O (3.71)

=0

despejando o7

o’ = gk tanh kA 3.72)

La ecuacion (3.72) es conocida como ecuacion de la dispersion, que permite identificar los
autovalores del problema gracias a que relaciona k con o Una vez que se conocen dichos
autovalores, puede buscarse la solucion a la ecuacidn (3.59). La ccuacion de dispersion
tiene sélo una solucion real, pero infinitas soluciones imaginarias puras, llamadas modos
evanescentes de k (ver Anexo 3. Autovalores y autofunciones del problema en la variable =

conk’>0yk?<0).

3.3.2 Condicion de periodicidad espacial.

Como ya se habia establecido en la definicidn de las condiciones de contomo, la ccuacidén
(3.59) debe cumplir con la condicidn de contorno lateral que marca la periodicidad del

olcaje en el espacio:

S(x)=@(x+L) (3.73)

Como el problema en X no tiene las dos condiciones de contorno homogéneas y lincales
requeridas para tener la estructura del problema regular de Sturm-Liouville, no se cumple el
teorema por ¢l cual a cada autovalor le correspondce una tinica autofuncién. Al resolver la
ecuacion diferencial se obticnen dos autofunciones linecalmente independientes para el
mismo autovalor (seno y coseno). Este problema es del tipo singular o no regular de
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Sturm-Liouville y se le pueden aplicar casi todos los teoremas validos para el problema
regular, entre ellos el de ortogonalidad de las autofunciones, aunque para aplicarlo es
necesario utilizar el método de ortogonalizacién de Gram-Schnidt.

Para que en desarrollos posteriores pueda aplicarse el principio de superposicion, la
solucién de #(x) (Tabla 3-1) se escribira en forma compleja:

#(x)=Ae™ 3.79)

si se aplica la condicién de periodicidad en el espacio (3.73):

P(x+L)=Ae™ 0 (3.75)
e:lh = e:il(xol.) (3.76)
e =1 3.77)

recordando que e“ =cos x+isen x ; la ecuacién (3.77) se puede expresar como
coskl =1 (3.78)

senkL =0 (3.79)

observando las ecuaciones (3.78) y (3.79):

kL = nr, donde n=0,2,4.. (3.80)

Las dos primeras repeticiones del movimiento periddico sc¢ dan para los dos primeros
valoresde n: n =0y n= 2, por lo tanto

kL=2r = k==L (3.81)

3.3.3 Soluciéon General

Con la relacién entre la superficie libre 7y el potencial ®(x,z,r), dada por la condicién
dinamica en el nivel medio del mar, ccuacion (3.47) en z = 0, se tiene

n=+——; z2=0 (3.82)
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Recordando la ecuacidn (3.51)
O(x,2,t)=R[# (x,2)e" ] | | (3.83)
y (3.54):
# (x,z)=¢(x)-f(2) (3.84)

asi como (3.74) y (3.70), que definen a #x) y f{z) respectivamente, se tiene que el potencial
es

<D(x,z,t)=£R[A'coshk(h+z)e*"(""°’)] (3.85)

donde A’ engloba todo los parimetros constantes incluidos en #x) y f(z). Sustituyendo
(3.85) en la condicién de contorno (3.82) para z = O:

n= %[—fggcosh(kh)-/ﬂe'“‘"m)] (3.86)

Por otro lado, al observar ¢l fenémeno del oleaje y suponer que tiene una forma sinusoidal,
con una amplitud de onda igual a la mitad de la altura de ola (@ = H/2), periddico en el
espacio (x) cada longitud de onda L, y en el tiempo (¢) cada periodo 7, se ticne

_ H 2xx _ 2t _ i(ke-o1)
f]——z—COS(T ?)-— ‘.R[ae ] (3.87)
donde
27X _ 2% x—or (3.88)
L T

se conoce como la fase del movimiento ondulatorio.

Igualando la expresion (3.86), que es el desarrollo tedrico del movimiento de la superficie
libre, y la ecuacién (3.87), que es lo que se observa en la recalidad, y despejando la

constante A °se tiene

A=-%_9 _ (3.89)
o coshkh

Sustituyendo la ecuacién (3.89) en la expresion del potencial (3.85):

dl(x, z,,) =R _iﬁafﬂk_(f.ﬁe"(“‘”) (3.90)
o cosh ki
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o bien, tomando el signo negativo en la exponencial

ig coshk (h + z) - i(kr-c1)
’ * .
(D(x z l)—‘.R': -——a————-——cosh e 3.91)

3.3.4 Caso Tridimensional.

Es comun el uso de la teoria lineal para frentes de ola propagandose oblicuamente respecto
a los ejes coordenados del plano (xy).

Y

Z

Figura 3.4 Olcajec oblicuo a los ejes de referencia

En estas condiciones, ¢l nimero de onda k puede expresarse como un vector con
-componentes en cada eje: k(k,,k,):

k, =|k,|cos @ (3.92)

k, =|Kko|sen & (3.93)

[ko| = V&I +&; (3.94)

Para un punto del tren P(xy) cuyo vector de posiciéon es F=xi+yj, la fase del
movimiento ondulatorio Q esta dada por

Q=X-F-or=kx+ky-or=\[|k|-kyx+ky-ot (3.95)

En ocasiones se utiliza la siguientes igualdades: & =4;y g= ‘/k,f —&} , para poder
expresar ¢l potencial de un tren de ondas oblicua de la siguiente forma

Mo cmrmnt s s s
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d’ (-tyy) Z,t) = ﬁ _..cos.._._____h k (h + 7) -( ‘: o 104)'-01) -iga ——-—COSh k (h + z)_e-i(q“‘l)"a’) (3-96)
cosh kA o cosh kA
3.3.5 Caso en dos dimensiones.

Es el caso mas sencillo de analizar, donde el oleaje sélo varia en una linea, es decir que se
cumple:

2
§=§;=0; k, =0 (.97)
Con lo que el potencial de velocidades queda
ig coshk (h+z) o-iltes-o)
e o) , 2 t)=t=2g—-—-——+ 3.98
(x.2.0) = a cosh k& ( )

3.4 Tren de olas propagdandose sobre una corriente de
agua uniforme Uo.

Se usara un potencial de velocidades que represente a la corriente uniforme Up y a una ola
progresiva, satisfaciendo la ecuacion de Laplace, denotado por la siguiente expresion

@=-Uyx+ Acoshk (h+z)cos(kx~o1) 3.99)

De esta forma sc ascgura la periodicidad del oleaje en el espacio y en el tiempo, asi como
también se satisface la condicion de ausencia de flujo a través del fondo (3.45). También
deberdan cumplirse las condiciones de contorno cinematica v dinamica de superficie libre.

3.4.1 Condicion de contorno dinamica de superficie libre.

Como una de las hipétesis de la teoria lincal es que la amplitud de la ola es muy pequeiia
respecto al fondo y respecto a su longitud, entonces se puede considerar que ¢l movimiento
es nulo, es decir, que z = .7(.r,1) =0, lo cual en la ecuacion de Bemoulli (3.22) queda

1 o 1 o¢
[5(u2+w )+g‘-—671")(”)-‘=[2(u +w2)+g~—al] —C(I) (3.100)
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Utilizando el potencial de la ecuacidn (3.99) se obtiene la velocidad horizontal:
og
u=—3-=Uo+Akcoshk(h+z)sen(kr—m) (3.101)
x
elevando al cuadrado
u? =U§ +2A4kU, cosh k (h+ z)sen(kx — o1)+ A’k? cosh® k (h + z)sen? (kx — 01) (3.102)

Recordando otra de las premisas de la teoria lineal, la componente horizontal de la
velocidad (4k) es muy pequeiia, y clevada al cuadrado lo sera todavia mas, y podra
despreciarse, por lo que la ecuacién (3.102) queda

u® =U; +2A4kU, coshk(h+ z)sen(kx—ot) (3.103)

También pueden despreciarse los términos cuadraticos de la velocidad vertical, con lo que
la ecuacién de Bernoulli (3.100), evaluada en z = 0 queda

%[U: +2A4kU, cosh khsen (kx - a'z)]+ gn— Ao coshkhsen (kx—ot)=C(t) (3.104)

despejando 77(x,1):

| 7(x,t)= —%+fgz(l - U;k)cosh khsen (kx—-o1)+C(t) (3.105)

Para conocer el término C(¢) se utilizard un promedio de la ecuacidn (3.105) en el espacio,
y como ¢l promedio espacial de las funciones 7(x,7) y sen(kx-ot)es cero:

2
ﬁ(.r,l):—%;-+C(t)=0 (3.106)

y despejando el término buscado

2
C(r)=‘2/—; (3.107)

Sustituyendo (3.107) en (3.105), la ecuacién del movimiento de la superficie libre queda

U°k)cosh khsen (kx - o) (3.108)
[

fl(xv')=-'-‘f(l-
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Por otro lado, al igual que lo realizado para obtener la ecuacién (3.87), se define una
ecuacién acorde a lo que se observa en la realidad, es decir, una onda sinusoidal de

amplitud A /2, periédicaen x cada L (k=2x/L), y periédicaentcada T (o=2x/T):
H
7(x.1) =-—2—scn(lct—0't) (3.109)

Al igualar (3.108) con (3.109) y despejar A, se obtiene

Hg
A= 3.110
20(1-Uyk/o)coshkh ( )

Sustituyendo (3.110) en (3.99) se tiene finalmente el potencial de velocidades:

gH cosh k{h+ z)cos(kx - ot)

=-U, 3.111
4 oxF 20(1-U,k/o)coshkh ( )
pero todavia no se determina el valor de 4.
3.4.2 Condicion de contorno cinematica de superficie libre
La condicion de contorno cinematica de superficie libre de primer orden (3.32) es
on Jd¢gdn Of
on_9o¢on °f _, z2=0 3.112
ot dxax oz ( )
Stistituycndo_las ecuaciones (3.109) y (3.111) en (3.112)
o Hk cosh k kx -
: _ﬂcos(kx—m)]«}- U, + 8125 sen (ke - o7) [-}-{-kcos(kr—a't)
2 20(1-Uyk/o)coshkh || 2 G.113)

gHk tanhkh cos(kx—o1) | o
20(1-U, k/ o) B

Dividiendo por (H /2)cos(kx—ot), y si se desprecian los términos con (Hk)®, se tiene

gk tanh kh
- = (3.114)
o(1-U,k /o)

-o+Uk +

despejando o
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gk tanh kh

= _STamka 3.115
(1-U,k/o)’ G113

Esto es la ecuacion de la dispersion, que también se puede expresar de la siguiente forma

o”(l—U;kJ = gk tanh kk (3.116)

3.5 Propiedades ingenieriles de las ondas

3.5.1 Relaciones basicas

Una vez obtenido el potencial de velocidades es posible calcular las propiedades
ingenicriles de una onda progresiva. La expresion que describe ¢l movimiento de la
superficie libre, ecuacion (3.109) es

f](x,t)=%sen(kr—o1) 3.117)

cuyo potencial de velocidades obtenido con la teoria lincal es

; RSO A ig coshk(h+:) ~i{l-ot)
- O(xz)=R(-=a—— 118
, (xz ) v [ a_a coshkh ¢ : ( )

donde k=2n/L, o=2x/T,y a=H/2.

Por otro lado se tiene Ia ccuacion de dispersion (3.72):

o® = gktanh kh . (3.119) |
que al sustituir los valores de k y oy despejar L queda

gT? 2::/;) i
L=%8"_nn| 2 3.120 :
2r ( L ( )

En esta ecuacion no es posible despejar la longitud de onda (L), pero se obtiene mediante
algin método numérico.



Sobre la estabilidad hidrodindmica de pilas cillindricas 81

La celeridad, o velocidad a que viaja la onda, se obtiene utilizando la siguiente relacion,
sustituyendo ode la ecuacién de la dispersion.

=%=§—:anh(kh)= /%tamh(kh) (3.121)

Por definicién, la derivada del potencial respecto a x es la velocidad orbital horizontal a una
profundidad z:

u\]

C=

N
N
N

84 agk coshk(h+z)
—_—— kr—- .
ox o cosh kh cos( a7) (3.122)

U=

y la aceleracion es la derivada de la velocidad respecto al tiempo

Su coshk(h+z)
= — = agk ————=~ kx— 3.123
s ot a cosh kh sen ( a1) ( )

de la misma forma para las componentes ¢n =

o¢ agk senh k(h+z)
= —_—= kx — 12
7~ o commn  Ser(k-or) (3.124)

w

" senh &k (h+ z)

kx — ‘ .125
cosh ik cos( a't) G )

— v—
: t

Para encontrar las componentes horizontal (C) y vertical (§) de los desplazamientos
orbitales, se integra las componentes de la velocidad (3.122) y (3.124) respecto al tiempo,
de manera que cl desplazamiento horizontal es

coshk (h+:z)

gk coshk(h+z)
senh kh

$= Iudt =-a==

kx — 3.12
o° coshih sen (kx o)« 6

sen(kx-o1)=-a

y el desplazamiento vertical es

senh k(h+z)

gk senh k(h+2)
? senh kh

{:J'wa?:aw T cos(kx-o1) (3.127)

cos(kx—ot)=a

3.5.2 Campo de presiones

La presién que provoca una onda puede determinarse a partir de la ecuacién de Bernoulli,
ecuacion (2.89):




82" ) . Capitulo 3. Teoria Lineal

& 1|(edY (Y| p _
_TE[(E) (2) J+;+gz_c(,) (3.128)

Si se evaliia la ecuacion anterior para una profundidad z = 0 (en la superficie libre 7), donde
la presion es igual a cero, desechando las términos no lincales se ticne

p e o) &b
Ligr—n | =gp—— 3.129
(p & -, ) g7 3,0 ( )

Recordando que la condicion cinematica de superficie libre utilizando tnicamente los
términos lincales es

n= ia—(’i, (3.130)
2=0

Sustituyendo la ecuacién (3.130) en (3.129)

—5=—gz+% (3.131)

Al sustituir el potencial _denla. ggpacién (3.118) en la ecuacién (3.131), se obtiene

R coshk (h+z)
p=-pgz+ pga—————=cos(kx - o1) (3.132)
R cosh kh

andgﬁcl_ iérﬁjipo —pgz es la presidn hidrostatica, que se presenta atin sin movimiento en
la superficie libre, y el segundo término es la presion debida al oleaje, también llamada
presion dindmica (pp), que se puede expresar de la siguiente forma

coshk(h+z)

kx — 3.133
cosh kh COS( - 01) ( )

Pp=Pp+pg = pga

3.5.3 Energia

La energia contenida en ¢l oleaje es de dos tipos: energia potencial, debida a los cambios de
elevacion de la superficic libre del agua; y energia cinélica, debida al movimiento de las
particulas. Es indispensable conocer tanto la energia como su transmisidn, ya que de esto
depende la forma en que el oleaje se propaga y se modifica al cambiar de medio.
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3.5.3.1 Energia potencial

Se debe al movimiento de la superficie del agua respecto al punto de equilibrio que procura
la gravedad. Para definirla se utiliza la figura 4.5:

n(x.1)

Figura 3.5 Esquema para determinar la energia potencial

La energia potencial respecto al fondo de una columna de agua con masa dm es el producto
de la masa por la gravedad y por la altura media:

d(PE)=dm-g-T (3.134)

donde Ia distancia vertical entre el fondo y el centro de gravedad del diferencial de masa
(%), se define como

?:h;,’ (3.135)

y el diferencial de masa (dm) por anchura unitaria es

dm = p(h+n)dx (3.136)

La energia promedio a lo largo del eje x durante una longitud de onda, por ancho unitario se
obtiene integrando Ia ecuacidn (3.134) y dividiendo entre la longitud analizada (L):

I xel zel h 2 el hl’ 277} 2
(PE)T=% Id(PE):% J-pg—(—izzz-dr=—ng— jpg(——t—g:—”—ldr (3-137)

El subindice T indica que se considera el volumen total del agua a lo largo de L.
Sustituyendo la ecuacién (3.117) en la integral anterior:

(PE), = Bf(%h’[. +h‘:fLr;dx+% "frfer (3.138)
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Al realizar la integracion, la energia potencial promedio es

2 2

—_— h
(PE)r=pg—2—+pgl—6 (3.139)

La encrgia potencial debida al oleaje es la diferencia entre la energia total y la energia sin
oleaje, es decir, ecuacién (3.139) menos pgh’/2:

E:(ﬁ) =pg£1—-2— (3.140)

oleaje 16

3.5.3.2 Energia cinética

Se presenta debido al movimiento orbital de las particulas de agua provocado por el oleaje.
Considerando la velocidad como la suma vectorial de las componentes horizontal y
vertical, la encrgia cinética (K£) para un diferencial de masa (dm) es

2

d(KE)=dez;=dm

,
100+ w?

2

(3.141)
La energia cinética media por drea unitaria se encucntra integrando la ecuacién anterior a lo

largo de una longitud de onda L en x, y desde cl fondo hasta la superficie libre en z:

xol

== 1
KE:Z;[

” 2,2
[P~ dz dx (3.142)
o 2

Al sustituir las ecuaciones (3.122) y (3.124) en (3.142), se¢ obtiene

KE p(ng l )2“”COShzk(h”)”sz(h—m) d=d 3.143
" 2L 20 coshkh +senh?k (h+ z)sen® (ke —a1) | & (3.143)

x ~h

Utilizando identidades trigonométricas, la ecuacion (3.143) queda

— p(gHk 1 )2““’1
ng_(—_—— —tcosh2k(h+2z)cos2(hkx—ot)idzdx (3.144)
20 coshkh ;[_'[2[ ( ) ( )J

Al realizar la integracion, se obtiene que la energia cinética promedio por drea unitaria es

1
KE = — pgH’* (3.145)
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Comparando las ecuaciones (3.140) y (3.145) se observa que los valores de energia
potencial promedio y energia cinética promedio son iguales, lo que significa que el sistema
es conservativo. La energia media total de una ola, por drea unitaria en el plano horizontal
(E), es la suma de la energia cinética y potencial:

E = PE +KE =— pgH?* (3.146)

00| —

En las ecuaciones (3.140), (3.145) y (3.146) sc observa que la energia de una ola no
depende mas que del cuadrado de su altura.

3.5.3.3 Flujo de energia

Las trayectorias de las particulas de agua provocadas por el oleaje son cerradas, por que la
propagacion de una ola no produce transmisiéon de masa a través del fluido, inicamente se
transmite cnergia. La cantidad de energia transmitida se llama flujo de energia (F), que
segun la teoria lineal, es la proporcion del trabajo realizado por ¢l fluido de un lado de una

seccion vertical a otro.
A
n(x.1)

: *

Figura 3.6 Trabajo sobre una seccién vertical

En la Figura 3.6, el trabajo recalizado por la presion dinamica (pp) sobre la pared vertical 4-
A’ por ancho unitario en la direccion de propagacion del oleaje es

F= [py-ud: (3.147)

El flujo de encrgia medio se obticne al promediar la ecuacién anterior en un periodo de
onda (7):

~

- llo ”
F=— -‘[po-udzdt (3.148)

1
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Sustituyendo v y pp por los de las ecuaciones (3.122) y (3.133) respectivamente:

- 177 coshk(h+2z) || gHk coshk(h+z)
F = kx — dzdt .14
; _J;[p cosh kh J[ 20 coshin  coslrmen) [dzdr (3.149)

—~ 1" coshk(h+z) coshk (h+z)
F== —_— —— idzd! 3.150
T ;.' __I[pgl] cosh kh on senh ki z ( )
Agrupando
=_ 1707 , cosh?k(h+z)
F=— ———2dzdt 3.151
r; :[pga?; cosh kh senh kh ( )
Al realizar la intcgracidn se tiene
2
= pgo( HY (2kh+senh2kh)
F===—— .152
4k ( 2 ) senh 2kh (3.152)

La ecuacién (3.152) puede agruparse de la siguiente forma

F=(1 2NN, 2kh
F'(sp‘gﬂ J(k)[2(1+scnh2kh]] (.153)

Donde pueden identificarse en el primer paréntesis la energia total media, y en el segundo
la celeridad. Llamando n a la expresion dentro del corchete, el flujo de cnergia puede

expresarse como sigue

F=ECn (3.154)

En la ecuacion (3.154) Cn representa la velocidad a la que se transmite la energia, también
llamada celeridad de grupo (Cy):

C, =nC (3.155)
donde
C, 1 2kh
- e 156
"=T 2( +senh2kh) 3.156)

Otra forma de explicar la celeridad de grupo consiste en analizar un grupo de ondas
propagdndose. Considcrando dos trenes de oleaje (1 y 2) propagandose en la misma
direccién, con igual altura de ola pero con periodo y longitud de onda ligeramente
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diferente, ambos trenes pueden superponerse mediante la suma de sus ecuaciones de
superficie libre:

n=n+n =%cos(k,x—alt)+%cos(k2x—azr) (3.157)
donde
(3.158)
Ao Ak
oy =0+—; ky=k+—
2 2

Figura 3.7 Grupo de olas

Mediante identidades trigonométricas y las expresiones (3.158), la ecuacidn (3.157) puede
reducirse a

q:Hcos(la—a‘l)cos[%(Alcr—ik—atH (3.159)

La superficie libre de la ecuacion (3.159) representa un oleaje propagandose con velocidad
C = o/k, cuya envolvente (como la mostrada en la Figura 3.7) se propaga a una velocidad
C, =Ao/Ak , conocida como celeridad de grupo, y que tiene un valor diferente al de C.
Como la energia depende tinicamente de la altura de ola, en los puntos donde esta fucra
igual a cero (nodos) no podria transmitirse, por lo que viaja con la velocidad de la celeridad
de grupo, quc obtenida a partir de la ecuacidon (3.159) es

Ao
Cx =—= (3.160)

Si Ak tiende a cero, se tiene una celeridad de grupo para una longitud L, infinita, donde

do
C =— 3.161
PRl ( )

tomando en cuenta la ecuacion de la dispersion (3.72) y la expresién siguiente
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20% = g tanh kh + gkhsech®kh (3.162)

Al sustituir la ecuacién de dispersion en la expresion (3.161) y resolverla utilizando (3.162)
se obtiene

do (gtanhkh+ gkhsech’kh)o

C. === .16
£ dk 2gk tanh kh (3.163)
Lo anterior se puede reducir a
C 2kh
C,=—|1+———— 3.164
£77 ( " scnh2kh) 3.164)

Que es lo mismo a lo que se llegd en la ecuacion (3.153), donde C, =nC, y al igual que en

la expresién (3.156):

1 2kh
=—fl+— 3.165
" 2( scnh2kh) ( )

3.5.4 Resumen de expresiones y aproximaciones para calcular
propiedades ingenieriles de las ondas

La mayoria dc las expresiones desarrolladas en ¢l apartado 3.5 dependen de la funcion
tangentc hiperbdlica con argumento kh=27h/L. Para analizar griaficamente el
comportamiento de esta funcidn se utiliza la Figura 3.8:

ya
il '
- i ———r—
10 —-x ! /’f‘ , i1
: — ; ]
1 : T T
I S : l O

Figura 3.8 Funcién tangente hiperbélica

Se observa que para valores de x (en este caso Ah), superiores a «r, la funcidn alcanza un
cercano a 1, tanhkh=1; por otro lado, para valores menores n/l10 la pendiente es
aproximadamente igual a uno, es decir, que tanhkh = kh.

De lo anterior se puede concluir que las aguas profundas dejan de serlo cuando kh =,
pasando a ser de transicién ya que el fondo marino, més cercano a la superficie, comienza a
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influir en el comportamiento del oleaje, hasta el limite de aguas someras (kA =7~/10) a
partir del cual la influencia del fondo es mucho mas importante.

En la tabla que se presenta a continuacidn se resumen las expresiones para calcular las
propiedades ingenieriles en cada una de las zonas descritas anteriormente (aguas profundas,
de transicion y someras), siendo la solucion exacta la correspondiente a las aguas de
transicién, y las otras dos son aproximaciones muy ecxactas (error maximo de 1%)
utilizando las caracteristicas encontradas al analizar la funcion tangente hiperbdlica.




Capltulo 3. Teorla Lineal

Aguas someras Aguas de transicién Aguas profundas
kh>x xll0<kh<x kh<rl10
Longitud de onda L=T.gh Le g_zg_ (anh(kh) Lo %T;r_z
Celeridad e i=JQJ C=§=%=g~lanh(ﬂ) 2_3_'_;
r\,/:rl:?:,?:: de las | Horizontal . a\[ 7; cos(ke— o1) "= _if - gif 9}%’:}% ; e os(kx - ot) u=aoe" cos(kx - ot)
Vertical e M{] N ;v)scn(kx- o) _ & _agksenhk(h+2) sen(ke - ot) w=aoe" sen(ke - o)
h @ o coshkh
gzc;;c“r:iflgs de | Horizontal o =ac \[ 2 sen(le—on) a = ({t; - agk coscl:)i;i:‘ ;;) sen(lx - or) a, =ac’e" sen(kx - ot)
Vertical 5 =—ao’2(|+2)cos(kx-—m) . =%—V:‘ kscnhkl(lllx\;z)cos(h_m) 2. = —acie® cosfke-or)
I cosh
?:Tﬂmx]‘:: Horizontal ‘- _aa\[% sen(ke—of) ‘= J’ud, —-a ;&;’; F9§c}i§l(1ﬁ1£2 sen(kx—or) |$° -ae" sen(kx - or)
Presién total &h;(f;(;sr;altclj; p=-mzt p=-pgz+ pga coscl;l;'l(]l;t }+ z) cos(ke—ot) | P= P48 ne
(N
Flujo de encrgia F:(;ng’)Jgh F=(%‘%’"2)%[;(”;§§%ﬁn F=(% Hz)%c

Tabla 3-2 Resumen dc las caracteristicas del oleaje

Qb
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3.6 Flujo potencial en coordenadas cilindricas

Los eclementos que se analizardn seran pilas cilindricas, por lo que es mucho mas
conveniente utilizar las coordenadas cilindricas, dada su simetria circular. Para esto es
necesario transformar la ecuacién de Laplace y el potencial de velocidades del sistema

(xwy,2) al sistema (r, 6.z), mediante el método de separacion de variables.

3.6.1 Ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas

Como se observa en la figura, la direccion z es la misma en ambos sistemas, por lo que no

se incluye en el desarrollo siguiente.

> Y

Figura 3.9 Ejes coordenados cilindricos y cartesianos

Partiendo de la ecuacidn de Laplacc en el plano:

& 2 _,

+ 3
ox* oy

como g sera una funcién de (r, 6), entonces

op_2opor o420
& orox 06 ax

?_:£=_‘Z(a_¢ﬂ)+£(a_¢9§)
&  ax\orox) ax\06 &

desarrollando

(3.166)

(3.167)

(3.168)
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¢ _or. d*gor or . 9’ 98 L9 a'r L 99, kX o, 3’¢ 96 Lo 3% (3.169)
ax®  ox \or ax Brof dx ar ax? ax obr ox  08° ox 666 ax’ )

2-28) Y R R8T o
Ademas, como r = \/;’—:)7 , Yy &=arctan (y/x) , se tienen las siguientes relaciones
or_x 9 __x
6?: :2 aa;g 2; (3.171)
. P Es
Sustituyendo (3.171) en (3.170) se tiene
¢

Con un desarrollo similar al de las ecuaciones (3.167) a (3.172), para el término ? se
llega a

a'¢ ,v g X o' x o’¢  x'op | xydod
= +22 X 90 _,x>00 17
o ol e P add Par - o6 (3.173)

Sustituyendo (3.172) y (3.173) en la ecuacion de Laplace (3.166)

o'g ¢ _x0¢, y o' L2y 0 o’¢ y oF 9

ax? 6y2 2ot Frog TP 6r60 r® or r* 86 (3.174)
y o’¢ L6‘¢+2ry6¢ X204 3¢ _

+
rt or r*oe? r*ore® r’ or r* 86

Operando se obtiene

N )2 2 2 a2 2 )2
¢, 3¢ _x+yi 0P ey O x *1 92 (3.175)
ar @y’ rc ar r 801 r a"

Utilizando la expresion r° = x* +»* se llega finalmente a la ecuacién de Laplace en el
plano, expresada en coordenadas cilindricas:
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vig0P, 1 2% 104 _
Ve v ee trar 0 3.176)

En tres dimensiones queda

o¢g 10°¢ 19¢ &
vie= a? ’a; raf azf"o @177

3.6.2 Potencial de velocidades para fondo impermeable en
coordenadas cilindricas

Similar a lo que se realizd en el punto 3.3, y con las mismas suposiciones de la teoria lineal
explicadas en el apartado 3.1, tales como flujo irrotacional, fluido incompresible, etc., se
pretende encontrar un potencial de velocidades tal que cumpla con la ecuaciéon de Laplace

en coordenadas cilindricas (3.177). Dicho potencial es funcién de (r,6,z,1), pero como la
variable tiempo no se incluye en la ecuacién de Laplace, se puede separar de la siguiente
manera

O(r,8,2,0)=d" (r,6,2)e (3.178)
donde el potencial ®° también puede dividirse:
@ (r,",ﬂd?,z) =R(r)-Q(6)- /(=) (3.179)

Sustituyendo este ultimo potenc‘ial. en lab ecuaciéon de Laplace (3.177), y dividiendo por
R(r)Q(8)f(z) sellegaa '

1 d&R(r) 1 1dR(r). 1 1 d’Q(&) zf( ) _
R @ TR 4 a@ a7 O 3.180)
Lo anterior se puede reagrupar como sigue
1 d’R(r)+ 1 1dR(r) 1 4t Q(¢9) ~r(z)4LE) ’f( ) i (3.181)

R(r) art R(r)r dr o Q(&) d&

donde el lado izquierdo de la igualdad depende sélo de r y 6, mientras que el derecho
unicamente de z; esto implica que & debe ser constante, y por lo mismo cada término puede

separarse asi
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r? 'm(r‘) r drR(r) 1 _d°Q(9)

R() @ TR() 4 o) a& T k=0 (3.182)
d’f(z)  .» Y=
ok S (2)=0 (3.183)

A partir de la ecuacién (3.183), con un procedimiento igual al del apartado 3.3, se llega a la
ecuacion de la dispersién:

_oﬁ = kh tanh kh (3.184)
g

que tiene una raiz real ¢ infinitas imaginarias puras.

Una forma de expresar la ecuacién (3.182) es

rP d’R(r) r dR(r) ,..___1 _d’Q(6)
RG) @ TR & T K " a@) de L (3.185)

donde S debe ser una constante, y esto quiere decir que los términos en R y QQ pueden
separarse como sigue

r* dR(r dR(r 202
0] wfhw ;)+pk-ﬂﬂgopo (3.186)
a’Q(6)
7 +/Q(6)=0 (3.187)

Dcspués de léscpar_acién, la ecuacion (3.187) tiene dos soluciones:
- {para =0 Q(6)=A+B6O
- (3.188)
para £#0 Q(8) = Ccos( p8)+ Dsen( 58)

La caracteristica de simetria de estos problemas permite eliminar la primera solucion.

Por otro lado, la solucién de la primera ecuacion, (3.186), oniginada de la separacion de la
expresion (3.185), tiene como soluciones las funciones de Bessel de primero orden J,, (z),
las funciones de Bessel de segundo orden o funciones de Weber Y, (=), y las funciones de

Bessel de tercer orden o funciones de Hankel, #{"(z) y H'(z).

s i e e
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3.7 Anexos

3.7.1 Anexo 1. Problema regular de Sturm-Liouville

E] problema regular de Sturm-Liouville se define por una ecuacién diferencial, lineal y
homogénea, con condiciones de contorno lineales y homogéneas. Su principal utilidad es la
resolucion de ccuaciones diferenciales en derivadas parciales mediante separaciéon de

variables.

Un problema de Sturm-Liouville es un problema de contormno de segundo orden definido
por:

[p(x)y']'+q(x)y+/lr(x)y=0 a<x<b
ay(a)+ pBy'(a)=0
ry(b)+Sy'(b)=0

donde:

a, b son finitos.

p.p’sq, r soncontinuasecn [a, b]

p(x)>0 y r(x)>0 en[a,b]
a, B, r,  no son simultincamente cero.

a, b, p(x), n(x), a, f, r, J son recales.

3.7.2 Anexo 2. Teoremas de la ecuacion de Helmholtz

Es analogo al problema regular de autovalores de Sturm-Liouville, todos los teoremas que
aqui se enuncian se relacionan a uno similar en el problema de una dimension. Sélo se
enunciardn los teoremas, porque su demostracion, en algunos casos, es muy complicada:

1.- Todos los autovalores son niimeros reales.

2.- Existe un numero infinito de autovalores. Existe un autovalor minimo, pero no uno
maximo.

3.- A cada autovalor le puede corresponder mas de una autofuncion.

4.- Las autofunciones ¢, (x,y) forman un conjunto completo en ¢l dominio en el que han

sido obtenidas. Cualquier funcién f(x, y) “piecewise smooth™ puede representarse por
medio de una serie generalizada de Fourier de las siguientes autofunciones:
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f(xv}’) -~ ;al¢k (x,}’)

donde el término de la sumatoria expresa una combinacién lineal de todas las
autofunciones. La scrie asi obtenida converge en la medida en que los coeficientes a; se

cligen correctamente.

5.- Las autofunciones pertenccientes a diferentes autovalores &; y k> son ortogonales (de
peso unitario) en el dominio, es decir:

_U &, &, dxdy = 0; k= k,

donmunio

6.- Un autovalor k puede rclacionarse con la autofuncidén por medio del coeficiente de
Rayleigh:

~J ¢V g-nds + H (V) dxdy

A = dominso

[[ #axay

domunso

donde 7 es la normal. exterior y Cfds es una integral de linea cerrada sobre todo el

contormno del dominio bidimensional estudiado.

3.7.3 Anexo 3. Autovalores ¥ autofunc:ones del problema en Ia
variable z conk*> 0 y k

La solucion para llegar a la ecuacion de la dispersion (3.72) puede obtenerse también
griaficamente.

Cuando k? > 0 la ccuacion tiene dos raices reales. En la Figura 3.10 donde el ¢je de las
abscisas representa ¢l valor de kh, sc graficaron azh/gkh y tanh(kh), que son las dos partes
de la ecuacion de la dispersion. La solucion esta representada por el punto de interseccion
entre ambas graficas. Como sc puede observar, existen dos soluciones, es decir, dos raices
reales: +k y -k, que son los dos autovalores que tienen una unica autofuncidn cosh k(h+z),
que c¢s simétrica, por lo que basta considerar la raiz positiva, normalmente denotada como

ko.
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-3.5 ﬁ -1.5

tanh kh* .

\.

(c?h)(gkh)

. -2.0 +

T~ (a’h)/(gkh)

tanh kh
‘/

La ecuacion de la dispersion también ticne una serie de raices (autovalores) imaginarias

kh

Figura 3.10 Obtenci6én de las raices reales griaficamente

puras, correspondientes a k’ < 0, donde k = i-u . Estas soluciones pueden verse en la Figura
3.11, donde se han graficado o h/gkh (hipérbola) y tan(ks), y como la funcién tangente

tiene infinitas ramas, hay también un nimero infinito de soluciones (raices) # = tk,, cuya

correspondicnte autofuncion es cosh [ik,, (h +:)] =cosk, (A + =), que al igual que el caso

anterior es una funcioén simétrica, por lo que sélo se utiliza la solucidon de un signo, que en

este caso sera la raiz negativa, pues con cllo se representan los modos oscilantes en vertical
que se amortiguan al propagarse. Estas raices se cncuentran en los siguicntes intervalos:

Fe |
—<kh<r, —m<kh<2nrm,. n——\/r<k h<nr
2 2 2) "
-tan kh
PN
. \kh kah
v ———a oS

Figura 3.11 Obtencién de las raices imaginarias puras

de la ecuacion de la dispersién graficamente
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Capltulo 4. Interaccién del oleaje con una pila impermeable
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4 INTERACCION DEL OLEAJE CON UNA PILA IMPERMEABLE

4.1 Introduccion

En el calculo de fuerzas producidas por oleaje en cuerpos cilindricos pequefios (D/L < 0.1,
siendo D el diametro del objeto y L la longitud de onda del oleaje incidente) se obtienen
resultados satisfactoriamente cercanos a la realidad si se considera que las olas actuantes no
son modificadas por la presencia del objeto (Sarpkaya & Isaacson, 1981); sin embargo, en
cuerpos de mayores dimensiones relativas (D/L > 0.1), fendmenos como la difraccion y
reflexiéon provocan un cambio en el oleaje que ya no es tan conveniente despreciar. Es por
esto que en estructuras tales como plataformas tipo gravedad, tanques de almacenamiento,
boyas, e¢tc. es muy util considerar la perturbacion que éste sufre para conocer con mayor
exactitud las fuerzas que provoca, asi como las modificaciones en la superficie libre, y de
esta manera lograr disefios mas eficientes y seguros.

4.2 Oleagje incidente

Dadas las condiciones del problema, lo mas conveniente es resolverlo mediante un sistema
de coordenadas polares, utilizando la nomenclatura mostrada en la Figura 4.1.

Figura 4.1 Nomenclatura en coordenadas polares

El oleaje incidente se representa como una onda sinusoidal que se propaga desde el infinito
hacia el area de influencia de la pila, y segun la teoria lincal (Capitulo 3), 1a superficie libre
del oleaje incidente en coordenadas rectangulares se representa como

7= m[Ae'“’"’"] 4.1)
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y al separar la variable tiempo (¢) queda:

17=9%[Ae”"]=91[/1(coslcr+isen kx) ] (4.2)

Como se vio en el capitulo anterior, la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas
puede resolverse mediante las funciones de Bessel, Weber o Hankel, y para desarrollos
posteriores resulta conveniente expresar la ecuacion (4.2) en funcion de alguna de ellas.
Utilizando las siguicntes igualdades matematicas (Abramowish, 1972), que relacionan al
seno y al coseno con las funciones de Bessel de primer orden

cosz=Jy(2)~-2/,(2)+2J,(2)-2J4(2)+...

4.3
senz =2J,(z)~2/,(2)+2J,(z)-2J,(z)+... “-3)
se tiene lo siguiente:
coskx +isenkx = J,(2)+i2J,(z)—2/,(z)-2J;(z)+2J,(z) @.4
+20,(2) =27 (2)=2J, () + ... 4
que pucde expresarse como:
cos kx +isen kx = )i S,i"J,, (kx) (4.5)
m=0 :
donde J,, es el simbolo de Jacobi, y esta definido por
Omo =1 (4.6)
Sro =2 )
Sustituyendo (4.5) en (4.2):
n= ‘Jt[Ai P (Icr)] 4.7)
mel

Recordando que 17=l-93[%tg], donde ®(r,6,z,1)= ‘R[;é(r, ﬂ)l(z)e'(h”"]. el potencial
g
incidente, a partir de la ecuacién de superficie libre (4.7) es

¢ = () AS 8.7 T (kor)cos(m8) (4.8)

donde f(z) es la funcién de profundidad en el agua, que se traté en el apartado 3.3, y es
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ig coshk, (h+z)

/(=)= o coshk,h 4-9)

Si se quiere que la sumatoria de la ecuacién (4.8) vaya de m =—w a m =+, se puede
utilizar la siguiente relacién para evaluar la funcién de Bessel J,, (z) cuando m < 0:

Jon(2)=(=1)" I (2) (4.10)
de esta forma, la ecuacién (4.5) puede escribirse de la siguiente manera

coskx +isenkx = i J,. (kx) 4.11)

me—

que permite expresar la ecuacion (4.8) de la siguiente forma

& =s(2)4 i J .. (kor)cos(mé&) (4.12)

ma—

4.3 Oleaje perturbado

El oleaje total se representa como la suma de una onda incidente y una onda perturbada,
donde esta ltima es la que resulta de la interaccion del oleaje incidente con una estructura.

El oleaje perturbado tiene como caracteristica que en el infinito no se refleja, es decir, que
muy lejos de la estructura el oleaje total es igual al incidente, lo cual se llama condicién de

radiacion al infinito, y se expresa:

Lim\/?{-%uw,]:o (4.13)
’ cor

-x

Ademas, el oleaje perturbado debe cumplir con la ecuacién diferencial (3.186), y por lo
tanto, como s¢ comentd c¢n ¢l apartado 3.6.2, debe utilizarse una funcion de Bessel (J,),
Weber (Y.), o Hankel (H,); de las cuales sc¢ prefiere la de Hankel, debido a que, por
caracteristicas propias de dicha funcién, ¢l potencial de velocidades deducido a partir de
ella llevaria implicita la condicion de radiacién al infinito. Las funciones de Hankel de
primer y segundo orden se obticnen a partir de la de Bessel y de lIa de Weber de la siguiente

forma

HY(2)=J,(2)+iY,(z)

4.14
HO (2)=J,(2)i¥, (2) @19
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Para facilitar su manejo junto con el potencial incidente, el potencial perturbado se expresa
de la siguiente manera

b = £(2) A3 8,6, H (kor) cos(mb) (4.15)

m=0

Cabe aclarar que en la expresion anterior aun no se conoce el valor del parametro b,,.

Nota: Aunque existen dos tipos de funciones de Hankel: H,("” (z) Yy Hf) (2) , en los desarrollos posteriores

unicamente se utilizara " (= , por lo que a continuacién se denotara simplemente como H_(z).
™ po q P -

4.4 Potencial total

El! potencial de velocidades total es el resultante de sumar los potenciales incidente y
perturbado, es decir, ecuacién (4.8) mas ecuacion (4.15):

=@, +d = f(z)A[i 8,i"J, (kr)cos(mB)+ 3 8.imb,H, (kr)cos(mﬁ)] (4.16)

m=0 m=0

operando se llega a

#(r.0)= 43 8.i"[J,, (kr)+b.H,, (kr)]cos(m&) (4.17)

m=0
donde A es la amplitud de la onda incidente.

Como la pila es impermeable, no hay flujo de agua a través de ella, y por lo tanto, la
condicién de contorno ¢n la frontera, en coordenadas polares es

% _o
ér

en r=a (4.18)

que indica que la componente perpendicular a la superficie de la pila de la velocidad del
flujo es cero, siendo a el radio de la pila. Ahora solo resta determinar el valor de b, lo cual
se hace sustituyendo el potencial de velocidades en la condicidén de contorno anterior, es

decir (4.17) en (4.18), obteniéndose que

J. (ka)+b,H, (ka)=0 (4.19)

despejando b
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__ Jn(ka)
b, = () (4.20)

Con lo que el potencial total finalmente puede expresarse como

#(r.0)= a3 5 [./m (kr)--;—ji.';—((-kk%))H,, (kr)]cos(m&) @.21)

4.5 Efectos del oleaje sobre una pila impermeable

4.5.1 Presiones

Como se vio en ¢l apartado 3.5.2, la presion del agua en un punto esta dada por
0
p=-pg+p2E (4.22)

donde el primer término es la presion hidrostatica a la profundidad z debida tinicamente a la
posicidn del punto respecto al nivel de aguas tranquilas, y el segundo es la presion dinamica
debida al oleaje. Como la presiodn hidrostatica no es funcion mas que de =, es decir que es
constante para una determinada profundidad, no conlleva un gradiente de presiones en el
plano horizontal ni en el tiempo que pudiera generar un descquilibrio de fuerzas; en otras
palabras, no provoca fuerzas hidrodinamicas. Entonces, la presion de interés para el calculo
de fuerzas se obtiene a partir del potencial de la ecuacion (4.21).

o@(r.6,z,1

p(r.6.z,0)=p = ) =p—§7[¢(r,0,:)e‘m:] (4.23)

derivando se obticne

coshk(z +h)e“"

,O,z,0) =i ,0,2)e =i N 4.24
p(r )=iocpd(r.0,z)e =iopg(r,H) T (4.24)
separando la variable tiempo
hk(z+h
p(r.6.2) = icpd(r.0) 2K (E*4) (4.25)

cosh kA

Las expresiones (4.24) y (4.25) son ttiles para calcular la presion dindmica en puntos donde
ya se conoce el potencial, si no es el caso, puede obtenerse una expresién independiente
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para evaluar la presion en puntos alrededor de la pila (» = a), sustituyendo el potencial
perturbado (4.21) en (4.23)

p(a.6,z)=psg %%(—i%-h—);é’ [Jm(ka)—Hm(ka)%:,cos(m&) (4.26)

desarrollando

p(a.6,z)= pgA cosh kh H_ (ka)

m=0

coshk(z+h)zé, [J,, (ka)H, (ka)-H, (ka)J, (ka)

Utilizando la siguiente igualdad matematica (Abromowitz 1972)
21c
Jn(c§)H  (c5) = H,(c§) I (c5) = (4.28)
donde ¢ es una constante y & una variable, entonces la presidn sobre la pared de la pila a

una profundidad z y un angulo fes

coshk (z+h) Z‘: 28,

- & 4.29
cosh kh ,.,.o/raH,,(ka)cos(m ) ( )

pl(a,b.z) = pgA

Si se quicre calcular la presion en un punto donde ya se conoce el potencial resulta mas
practico utilizar la expresion (4.25), en caso contrario es recomendable obtenerla mediante

la ecuacion (4.29).

4.5.2 Fuerzas

La fuerza actuante sobre un punto en la pared de la pila (dF), es la presion por un
diferencial de area (Figura 4.2). Como se habia dicho, esta presion no es uniforme nien z ni
en &, por lo que para un nivel z dado, la fuerza unitaria (dF,/dz) actuante sobre una
direccion (x cn este caso) sc obtiene integrando la componente en x de la presién con
respecto a &(ver Figura 4.3), esto es

% =-a ojp(a,a, z)cos8dE (4.30)

:lcos(mﬁ) @4.27)

i
{
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Figura 4.2 Fuerza sobre un diferencial de érea

Direccién de propagacion
del oleaje

sobre la pared de la pda

Figura 4.3 Diagrama de presiones y fucrzas unitarias a una profundidad

sustituyendo (4.29) en (4.30)

dz cosh kh St raH (ka)

con la siguiente propiedad del coseno, vilida para toda m diferente de 1

hk(:z =
aF, =-apgd ————~ coshk(z+h) I( 20,17 cos(m&)JcosBdb"

4.31)
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2x
[cos(m@)cos(mo)de =0 (4.32)

la fuerza unitaria en la direccién X (dF, /dz) a una profundidad z es

k(z+h
dF, _44 pga coshk(z + h) (4.33)
dz ka H,(ka) coshkh

Para obtener la fuerza total sobre la pila en la direccion X (F, ). se integra verticalmente la

ecuacion anterior sobre toda la profundidad:

44 pga coshk(z+h) 4A4 pgah tanhkh
2L L dz = —-LE—— (4.34)
ka H,(ka) coshkh ka H,(ka) kA

odF ]
= |—dz =
refEesd

simplificando

44 pg
== L& _tanhkh 4.35
T H (ka) " (433)

Para calcular fuerzas en cuerpos cilindricos pequefios (D/L < 0.1), una de las metodologias
mas utilizadas es la formula de Morison, que depende de la distribucion de velocidades y
aceleraciones incidente al cilindro, asi como de dos coeficientes experimentales (Cy o
coeficiente de arrastre y C,, 0 coeficiente de inercia). Dicha férmula es:

F =%Cl,pAu2 +C,, pVa, (4.36)
donde:

F = Fuerza unitana de arrastre, kg/m.
Cp = Coeficiente de arrastre.
Cy = Coeficicnte de inercia.

P =18 , 2
A = Arca expuesta de la tuberia por metro, m*/m,

u = Componente horizontal de la velocidad orbital.
¥V = Volumen del objeto por metro, m>/m.

a; = componente horizontal de la aceleracion orbital.
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La férmula de Morison puede utilizarse satisfactoriamente para calcular las fuerzas sobre
una pila impermeable ancha (D/L > 0.1), obteniendo resultados similares a los calculados
con la ecuacién (4.35), si los coeficientes de arrastre (Cp) y de inercia (Cay) se obtienen de
la siguiente forma

4 J(ka)

T 1 e S (4.37)
7 (ka)’ |H; (ka))

" 4___},.'._@_. (4.38)

= 21, 3
7 (ka)'[H, (ka)|
Estas dos formulas se originan al hacer una analogia entre las expresiones (4.35) y (4.36).

. . . -1 .
Analizando datos experimentales y ¢l comportamiento de lH, (ka)l (Figura 4.4) se
observa que para cilindros pequefios dichos coeficientes tienden a los siguientes valores:

x(ka)’
c, —(2-)—; C, —2 (4.39)
MAG. (MaG) PHASE
Ika HP k™! . 2r
§ )
wE (PHASE) 4 3m2
s !m".},L
4 ] i
i {2
o3¢ 4o
[ 4-m2
I
-
o 1 IV | 1 R | 1 1
[+] 1 2 3 4 s -] 7  § 14
ka

Figura 4.4 Dimensiones relativas (ka) V's lll,'(ka)l"

Lo anterior se observa claramente en la Figura 4.5, que muestra la relacién entre las
dimensiones relativas del cilindro (ka o D/L) y valores experimentales de Cy,.
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INERTIA COEFFICIENT, Cyy
/

o3 \
. )
o] v -r — e
02 03 04 05 06 O7 OB 09 10
D/L
10 [ 5] 20 25 3.0
ko

Figura 4.5 Dimensiones relativas del cilindro Vs coeficiente de inercia

4.5.3 Momentos Flexionantes

El momento flexionante en la direccion X a una profundidad cualquiera zo (sz‘) se
obtiene integrando la fuerza unitaria a cada profundidad por su brazo de palanca (z-z,),
desde z = zg hasta z = 0, esto es

0

20 )dz (4.40)

sustituyendo (4.33) en (4.40)

44 pga
R — - R— k(= z—z,)dz :
M, == — (ke coshi i ) jcosh (z+h)(z-2) (4.41)

realizando la integracién

- Mx

_ 4A4pga k? coshk(z, + h)~ z,k senhkh — cosh kh (4.42)
* * kaH, (ka)cosh kh ’

k2

Simpliﬁcaﬁdo, y recordando que y = p-g:

44y
M, = 77 (ka) cosh B [4? coshk(z,+h) - zok senhkh ~cosh ki | (4.43)

donde:
a es el radio de la pila,
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A la amplitud de la onda incidente,
zo la profundidad a la cual se desea calcular el momento flexionante,

k el nimero de onda,

h el tirante de agua,

» el peso especifico del agua, y

H, el médulo de la derivada del numero de Hankel (que es nimero complejo).

El momento de volteo (M,o,,m, ) se calcula valuando la ecuacién (4.43) cuando z, =-h

_ 44y
w=-b  k’H, (ka)coshkh

M oy, = Mz, | [1+ khsenhkh — cosh kh] (4.44)

4.5.4 Resultados

Se realizé un programa en lenguaje Fortran para calcular los elementos mecanicos antes
descritos, asi mismo, se compararon distintos escenarios resultantes de la variaciéon de

algunos de los datos.

Se analizd una pila de radio a = 20 m, colocada en un tirante de agua # = 80 m, y un oleaje
incidente de amplitud 4 = 1 m, variando la profundidad relativa kA, de acuerdo a la

ecuacion de la dispersion:

: - (2_;{) — kg tanh ki (4.45)

Para modificar k4 se mantuvo constante la profundidad (4 = 80 m) y se cambiaron los
valores del periodo T. La variacion de &/ respecto a T se muestra en la Figura 4.6.
40 -

30 -
20 -

)

Tis)

10 - h=80m

o - th
0 2 4 6 8 10

Figura 4.6 Variaciéon de T respecto a k#s cuando A =80 m

Para cada k4 se obtuvieron los diagramas de fuerzas y momentos sobre la pila en distintos
tiempos de fase (¢ o /T), como los presentados en la Figura 4.8 . Comparando las fuerzas
resultantes maximas y momentos de voltco maximos provocados por cada kA se llego a los
resultados mostrados en la Figura 4.7,
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28000 — —— 1400000

24000 1200000

20000 —~—— 1000000
= E
-4 z
(=3 =3
& 16000 800000 2
3 g
[ [=]
=

12000 600000

8000 400000

4000 . i - ( , i : : - 200000

0 2 4 6 8 10
kh

Figura 4.7 Profundidad relativa kk Vs fuerza y momento maximos

Analizando la grafica anterior (Figura 4.7) se obscrva que es un kh especifico el que
provoca los efectos maximos, y aunque los valores son cercanos, no es exactamente cl
mismo el que corresponde al momento de volteo maximo (kh = 2.5) y a la fuerza resuliante
maxima (kb = 2.0). Esto se debe a la forma del diagrama de distribucidn de fuerzas (Figura
4.8), ya que aunque del primer caso resulta la fuerza resultante maxima, en el segundo el
diagrama estd mas sesgado en la parte superior, donde las fuerzas tienen mayor brazo de
palanca respecto al fondo, y por lo tanto provocan mayor momento de volteo.
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0 200 400 600 800
0 : I . l . ! , 1
Fuerza [kN] Pid PR
’ -
” -
P -
— - -
”~
-20 —
Fuerzas kh = 2.0 (maixima resuitante)
— Fuerzaskh =25
40 — E Momentos kh = 2.0
N Momentos kh = 2.5 (maximo Mvoneo)J
/
__ /
/

[}

)

80 — I

r
L |
1
- [ ]
! 1
[ 1

l 1 Momento [kN.m])
-80 B ‘ 1 ' 1
400000 800000 1200000

o
Figura 4.8 Comparacién de diagramas de fuerzas y de momentos

La Figura 4.9 permite apreciar fisicamente la posicion de la ola respecto a la pila, asi como
sus dimensiones relativas (longitud de onda, diametro) al momento en que se presenta el

momento de volteo maximo.

Figura 4.9 Superficie libre al instante en que se¢ presenta
¢l momento de voleo miximo (kA = 2.5, ¢/T = 0.21)
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Para ejemplificar el comportamiento de la fuerza resultante (Figura 4.10) y del momento de
volteo (Figura 4.11) durante el paso de una ola (respecto al tiempo), para distintos kk's se
presentan las siguicntes graficas:

. Pl
20000 —; »
i N
i )
7
|
10000 -—4l
z
=
2
[3
8
80 o
g
£
-10000 —-
kh=6
—— kh=$§
-20000 — - kh=4
kh=3
B ]
Figura 4.10 Fuerza resultante Vs tiempo variando kA f
1500000 — :
( H
=’ |
1000000 -j !
[
! 1
i ;
500000 —i f
i 1
T - :
4 i
i
0 !
= 3
1}
|
S |
~i «{ kh=3 ! d
-1500000 —

Figura 4.11 Momento de volteo Vs tiempo variando ih
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La distmbucién de presiones dinamicas zlrededor de la pila vana también, en forma y
magnitud. para cada k4. como se muestra en la Figura 4.12, que contiene los diagramas de
distribucion de presiones dinamicas a2 unz profundidad - = —0.14. obtenidos en el instante

en que se presenta el momento de volieo maximo.

0
o
=
[=4
©
-
/ 13
P~ a
!
i
0
180} -
\\(
A
A
\\

Figura 4.12 Diagrama de presiones en z = -0.1h al instante

en que se presenta ¢l momento de volteo maximo

Aunque pareciera que a mayor &4 las fuerzas y momentos seran mayores, por tener un
diagrama de presiones mas irregular, esto no es asi (ver Figura 4.7), porquc aunque la
forma sea mas irregular, la diferencia en la magnitud de las presiones alrededor de la pila

sigue el patron definido en la Figura 4.7.
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, CAPITULO 5
INTERACCION DEL OLEAJE CON UN
JUEGO DE PILAS MPERMEABLES
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Capitulo 5. Interaccién del oleaje con un juego de pilas impermeables




ndmica do plas cilindricas 119

Botun la oatabiliiad h

S INTERACCION DEL OLEALE CON UN JUEGO DE PILAS
IMPERMEABLES

5.1 Introduccion

En este capitulo se estudiaran arreglos de varias pilas impermeables, como los cominmente
utihieados  en configuraciones  estructurales de plataformas marnnas, muelles, etc. La
mictodologin utilizada para evaluar ol potencial de velocidades se basa en la propuesta
realizada por Linton et al, (1990). Ea estos casos, of olegje perturbado por las pilas produce
fucresax en sentido tmansversal al de propagacion. que en algunos casos pueden ser
considerables, v cuantificarlas permite tener una representacidon mas fiel del fendmeno.

Para texolver of problema se requiere detinir el potencial de velocidades, v a partir de éste,

comoe xe o en el capatulo 4, obtener la presion, fuerras v momentos actuantes.

5.2 Condiciones del problema y nomenclatura

Para eafe vasa, seoasume Que enssten NV cthndros vertcales (V2 1) que se extenden desde
¥ hbre (= ™ 0L El oleaje incidente e

el frde (¢ - -2) hasta wehasar la superficie
uanvvitatiee b ega von un anguie Jdeoincideneia Sa cada pila Para obtener el potenacial
de velovrdades e un paante B ove utithiza fa nomenclatira mostrada en la Figurs S 1
—2
v B e T T
\‘ “:x__; ® - N
. M Tt ™
RGN .t ‘\k,, :
-~ -
N\ T e "2 # e B
\ ~ < : <
AN - 1
- < & TSR, .
X o Sy - : & .
: ~~ - I
. - ~ - X
T s :
- .
4 - . L T e
N i
» X

¥igucs 31 Nuanepoiiscs dut gorddoms Sea Tredtigiies. Faites
donds
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P es el punto donde se desea conocer el potencial
J es el namero de pila

[ es el angulo de incidencia del oleaje

iy es ladistancia entre el centro de las pilas iy j

«;; s cl dangulo respecto al ¢je X de la linea que va del centro de la pila i al centro
de la pila j

r; es ladistancia entre el centro de la pilaj y el punto P

&g es el angulo respecto al eje X de la linea que va del centro de la pila; al punto P
a; es el radio de la pilaj

N ntmero de pilas

Dado que las pilas se exticnden a lo largo de todo el tirante de agua, es posible factorizar la
funcién de profundidad f{z) y, para los casos particulares cuando éstas se encuentren en
aguas relativamente profundas o intermedias, hace que no sea necesario utilizar modos
evancscentes. La factorizacion de f{z) permite hacer una analogia con el problema acustico
en dos dimensiones de la perturbacion del sonido por un arreglo de cuerpos cilindricos
actisticamente aislantes, sobre el que se han hecho muchos estudios y se han dado diversas
soluciones matematicas, como la de Zaviska (1913), redescubierta y aplicada al caso de
oleaje por Spring & Monkmeyer (1974), o la de Twersky (1952).

5.3 Potencial de velocidades

Dec acuerdo con la Teoria Lincal, existe un potencial de velocidades d)(x,y,z,t) que

caracteriza el comportamiento del agua. Factorizando la funcion de profundidad, y
accptando que ¢l movimiento del agua es periddico en el tiempo, con una frecuencia
angular o =27/T, el potencial de velocidades puede escribirse:

®(x,3,2,0) = R{g(x,y) f(z)e""} (5.1)
donde igA coshk(h+:z)
f(3)=—§o,—-ToséF— (5.2)
siendo & (nimero de onda), 1a solucion real positiva de la ecuacidn de la dispersion:
o° = kg tanhkh (5.3)

La superficie libre esta dada por

7(x,y)=R {A&(x,y)e“”} 5.9
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donde A es la amplitud de la onda incidente.

Se utilizaran &V + 1 sistemas coordenados: uno global o general (», 6); y otro local por cada
una de las pilas (r;, 4), con origen en (x,, y,) que es la localizacién del centro de la pila j
respecto al sistema global.

5.3.1 Potencial incidente

Gracias a la posibilidad de superponer efectos que la teoria lineal ofrece, el potencial total
sera la suma de un potencial incidente mas uno perturbado. El oleaje incidente se define de
forma similar al caso de una pila aislada, con la unica diferencia de que es necesario

considerar adicionalmente ¢l angulo de incidencia (5).
g = AHIr) _ g oo (5.5)

Como las pilas no se encuentran necesariamente en linea, en un instante dado la fase de la
onda incidente es distinta en cada cilindro, por lo que se define un factor de fase del oleaje

incidente para cada uno de ellos (/)):

1’ =em(x,cotﬂ~y,’tnﬂ) - e“'m‘(g; -5) (5.6)

Con esta ultima consideracion el potencial incidente queda

@, = Al ") 5.7

Utilizando la relacion (4.11) para expresarlo mediante la funciéon de Bessel:

g =Al, i J.. (krj )eh(g-al") (5.8)

me

5.3.2 Potencial perturbado

El oleaje incidente sera perturbado por una pila, y este incidira sobre otra, que también lo
modificard, y asi sucesivamente. Para describir todas estas posibles interacciones se define
un potencial de velocidades que caracterice la radiacidn saliente de cada una de las pilas.
De esta forma cl potencial total serd la suma del incidente mas el potencial saliente de cada

pila.

Una forma general de descnbir la radiacién emitida por cada cilindro es; similar a lo hecho
en el capitulo 4 para una pila aislada, ecuacion (4.15):
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#l=A i CiziH, (kr,)e™ (5.9)
donde
, Jn(ka,)
Z} =———1c (5.10)
H, (ka, )

A es la amplitud del oleaje incidente y C/ es un parametro por conocer.

5.3.3 Potencial total

El potencial total es la suma del potencial incidente mas el potencial perturbado por cada
pila:
N

=g+ & (5.11)

Jj=1

Pero como el potencial incidente esta en diferente fase en cada pila, es necesario tomarlo
también como una sumatoria, es decir, que utilizando las expresiones (5.8) y (5.9) en la

ecuacion (5.11), se tiene

¢=AS:[1, 3 Jm(kr/)e‘m(Ta"ﬂ)}+Ai[ > C,{,Z,f,H_(kr/)e""g'] (5.12)

=t mm—r Jul { mea—a

El potencial total de la ecuacién (5.12) puede scr utilizado como se presenta, siempre y
cuando se conozcan los cocficientes C/ . El desarrollo siguiente tiene como objetivo referir

el potencial de velocidades a una pila 4, cs decir, expresarlo en funcidn de las coordenadas
locales (ri, &), con cl fin de llegar a una expresion que facilite la aplicacion de las
condiciones de frontera neccsarias para solucionar los coeficientes en cuestion.

Utilizando el teorema de Graf para la suma de funciones de Bessel (Abramowitz, 1972,
relacion 9.1.79):

o(8,-a;) _ i . uw(:-a,,-&,)
H (kr)e™ ) = 3 H,_ (kR)J. (ke (5.13)

m=—a

paraj=1,2, ., N, A= J
valido para r; > Ry; condicién que se cumple para todo 4 en la periferia del cilindro 4.

El potencial de velocidades en un punto con coordenadas referidas a la pila k puede ser
expresado como
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#(n.6)=43 [IM. (kn)em(%'q") +C,:Z.:H,.(kn)e""”'J

3 (5.14)
(H"'"' (kR/k )Jn (K, )e'"("a')e"("'”')“p )]}

R=—cc

N ©
. AZ{ ) [C;z;
5:1‘, LI
Dicho de otra forma, el potencial de la ecuacién anterior estd visto desde la pila k. En el
primer término (primer sumatoria) s¢ calcula el potencial incidente y la perturbacion
provocada por la pila &, y en el segundo término, la perturbacion causada por las demas
pilas j, utilizando la nomenclatura mostrada en la Figura 5.1. El segundo término de la
ecuacion puede simplificarse remplazando n por —n de la siguiente forma

+i{ 3 [c;z;‘ 5 (Hoo (KR, ) I, (f ) nin ) m )]}

1, (me-x n=—x

J=
Juk

SR A Z[ 3 (CLzZiH, (kR )™ )]

A=-x jut |l me—<
ek

(5.15)

Sustituyendo (5.15) en (5.14), el potencial de velocidades referido a la pila k puede también
definirse como:

mu—

g (r.6)=4 i [I‘J_ (A, )em(%’q—ﬂ) +CLZLH, (kr,)e™ ]
(5.16)

nm—0 j-]. ;- —
Jjuk

donde sdlo resta por conocer C?,
5.3.4 Solucién a los Coeficientes C_,

Es necesario definir la condicién de frontera en la pared de las pilas impermeables, que
consiste en considerar que la velocidad del agua a través de ésta es nula:

o¢ _
o =0 (5.17)
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Sustituyendo el potencial de la ecuacién (5.16) en la condicidon de contorno (5.17) se
obtiene

ki, J, (ka, )ei"(3_"' /) +kC*Z H, (ka, ) e

+k J, (ka, )e™* i{ i (C,{,Z,{H,,,_,, (KR, ) et )] =0

=l me—ac
ja‘k

(5.18)

Operando se llega a:

5:[ 3 (ciziH.._ (kR )e ™ )] =-C, ~ I‘e"(—;"’) (5.19)

j-]; -
Jmk

Resolviendo la ecuacién (5.19) se encuentran los coeficientes C/, que habian sido
introducidos en las ecuaciones (5.9) y (5.12) para definir el potencial perturbado.

5.4 Efectos del oleaje perturbado sobre las pilas

A diferencia del caso de una pila aislada (Capitulo 4), las ecuaciones que describen el
potencial total en las inmediaciones de un conjunto de pilas, (5.12) y (5.16), asi como la
utilizada para resolver los coeficientes, (5.19), son muy complejas, y seria sumamente
dificil obtener expresiones que proporcionaran directamente las presiones, fuerza unitaria,
fuerza total, momento flexionante y momento de volteo en cada pila, como las que se
encontraron en ¢l capitulo anterior. El cdlculo de los efectos fisicos antes mencionados se
realizarad numéricamente a partir de la obtencion del potencial de velocidades en puntos
sobre la pared de cada pila, separados verticalmente Az y angularmente A8 A mayor
numero de puntos analizados, o menores Ax y A# scran mas precisos los resultados

obtenidos (Figura 5.2).

M:a‘AOA: F=p(r,,9,,z,)-AA

Figura 5.2 Nomenclatura de los elementos diferenciales

P
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5.4.1 Presion

De acuerdo con la ecuacion (4.24), la presidon en un punto P(r,6,z), en funcién del potencial
de velocidades &, 6), obtenido previamente mediante la ecuacion (5.12) o (5.14), es

coshk(z+h)em

5.20
cosh kh ( )

p(r.6,z,t)=icpd(r.6)

5.4.2 Fuerza
La fuerza sobre un diferencial de area (A4 = a A@Az) en la pared de la pila (r=a) es

AF =-aA6Az p(a,éb,z,t) (5.21)

Para encontrar las fuerzas unitarias en X'y Y se integran las componentes respectivas de la
ecuaciéon (5.21) de &= 0 a #= 2 manteniendo z constante, dc manera que

2x
AF, _ —aZp(a,H,z,l)cos A8

5 ox0 (5.22)
funds —aZp(a, 6,z,t)senfAE
Az #=0

y la fuerza td;al sdbfe la pila en cada direccién sc obtiene integrando las fuerzas unitarias
desde z=—A hastaz=0.

[4]
w55
= (5.23)
F Z AF,
Y m-h A:
La resultante de dicha fuerza es
F=J(FY +(F) L (5.24)

y su direccidn es

&, = tan™ (F’) (5.25)
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5.4.3 Momento flexionante

El momento flexionante a una altura zp se obtiene integrando cada fuerza unitaria por su
brazo de palanca, de la siguiente forma

I=Zg Az
o AF, (5.26)
My, = Z (z—2,)Az
X'Zo Az
El momento de volteo se obtiene sustituyendo zo por —A:
0
Moo = 2 5 (2 4 h) 22
smeh
; 2
AF, (5:27)

0
M e, = “(z+h)Az
or = 352 (5 1)

5.5 Resvultados

Al igual que en el capitulo 4, se realizé un programa en lenguaje Fortran, con el que se
analizd mediante casos particulares, la variacion de las fuerzas y momentos sobre cada una
de las pilas de un juego, cambiando caracteristicas gcométricas y dimensiones relativas de
la configuracion. También se compararon los resultados obtenidos al tomar en cuenta el
efecto de la perturbacion del oleaje por todas las pilas, con los obtenidos al considerar cada

una aislada.

Como las fuerzas y momentos sobre cada pila dependen linealmente de la amplitud del
oleaje incidente (4), en los cjemplos mostrados se¢ utilizé A4 = 1.0, de manera que de forma
practica, pucden obtenerse las magnitudes de fuerzas para amplitudes diferentes de uno.

Los casos analizados son arreglos de pilas del mismo diamctro con igual separacion
ortogonal (w) en ambas direcciones. La Figura 5.3 muestra la notacién utilizada para la
distancia ortogonal (w) y diagonal (s) entre los centros de las pilas.
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Figura 5.3 Nomenclatura para denotar la separacién entre pilas

5.5.1 Ejemplo 1

Con el fin de observar el comportamiento de las fuerzas actuantes debidas a oleaje al
cambiar ciertas caracteristicas de una configuracidn, se analizé un conjunto compuesto de
cuatro cilindros, con un tirante de agua & = 80 m, variando el angulo de incidencia del

oleaje (M), la separacidn entre pilas (), y su radio (a).

En cada caso sc obtuvicron las fuerzas resultantes maximas para valores dc profundidad
relativa dentro del rango: 0.50 < k4 < 10.0, vanando el periodo de la onda incidente de

acuerdo a la ecuacion de la dispersion:

o’ = kg tanh kh

2
khanh kh = ZH 2 37h
g T'g

(5.28)
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5.5.1.1 Primer caso

<
Y
Incidencia: #=0° Oleaje h v
Pila | Coordenadas [m] | Radio [m] Incidente \\I_/ T ? _'_i
J X/ Py a;
1 -45 45 20 L L x
2 45 45 20
3 -45 -45 20 @
4 45 -45 20 T %om

Tabla 5-1 Datos caso 1

Figura 5.4 Esquema caso 1

En este caso, como el oleaje incidente tiene un angulo #= 0° y la configuracion de las pilas
es simétrica a su direccién de propagacion, las fuerzas y momentos sobre las pilas / y 2 son
simétricos a los de las pilas 3 y 4, respectivamente, y en magnitud, las fuerza resultante y el
momento de volteo son iguales (ver Figura 5.4), por lo que en la Figura 5.5 la fuerzas
resultantes maximas de las pilas / y 3, asi como 2 y 4 se muestran en una misma grafica.

fucrra (RN}

Figura 5.5 Profundidad relativa k4 Vs fuerza resultante mixima, caso 1

En la Figura 5.5 sc observa que la difraccidon provocada por las pilas que reciben
directamente el oleaje (/ y 3), mitiga los efectos sobre las que estin detras de ellas (2 y 4).
Ademas, comparando con la fuerzas obtenidas al considerar cada pila aislada, se observa
que la magnificacion de efectos debida a la presencia conjunta de todas las pilas es de
consideracién, sobre todo para valores de profundidad relativa entre 1 < kk < 3,

et~ wmmasbme s s
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Para observar la relacién entre la magnitud de las componentes de la fuerza en sentido
longitudinal y transversal al de propagacion, asi como su importancia respecto a la
magnificacién o mitigacion de efectos, se presenta la Figura 5.6, que ilustra lo anterioren la
pila / para dos situaciones: cuando se presenta la mayor magnificacion (kA = 2.0), y cuando
hay una mitigacién importante (kA = 3.5).

Figura 5.6 Comportamicnto de las componentes de la fuerza durante ¢l paso de 1a ola
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5.5.1.2 Segundo caso

Este ejemplo difiere respecto al anterior tnicamente en la incidencia del oleaje, que ahora
es a 45°. Como los cfectos cn las pilas / y 4 son simétricos e iguales en magnitud, en la
Figura 5.8 se presentan en una misma grafica.

Incidencia: #=45°

) ) 4 2
Pila | Coordenadas [m]| Radio [m] - O
/ X; Vi a; Oleaje X

U . ES—1

z

1 -45 45 20 Incidente

2 45 45 20 R

3 45 -45 20 %

4 45 -45 20

Tabla 5-2 Datos caso 2 Figura 5.7 Esquema caso 2

Figura 5.8 Profundidad relativa k& Vs fuerza resultante maxima, caso 2

En la Figura 5.8 se observa que la fuerza resultante maxima presenta variaciones respecto a
kh mas bruscas que en cl caso anterior, y que la pila 3, que es la que recibe directamente el
oleaje, presenta los cfectos mayores. A pesar de las variaciones, se marcan dos picos, ¢l
primero para valores de &2 que representan una longitud de onda incidente poco mayor a la
distancia diagonal entre pilas (127 m); y el segundo cuando el valor de &k coincide con una
longitud de onda incidente de magnitud similar a la separacién ortogonal entre pilas (90 m).
Al comparar con los resultados obtenidos para una pila aislada, se evidencia la importancia
de considerar la perturbacién completa.
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5.5.1.3 Tercer caso

Este caso cambia, respecto al segundo, en que se ha aumentado casi en un 90% la distancia
entre pilas, manteniendo el angulo de incidencia en 45°,

@&u @_‘
4
Incidencia: /= 45° | 1
Pila ; Coordenadas [m]}| Radio [m] »X 3
I X; Y a; %
1 -85 85 20
2 85 85 20 Oleaje
3 -85 -85 20 Incidente
4 85 -85 20 170m
Tabla 5-3 Datos caso 3 Figura 5.9 Esquema caso 3

fucrna [N]

Figura 5.10 Profundidad relativa A& Vs fuerza resultante maxima, caso 3

Al igual que en el caso anterior, ¢s la pila que recibe directamente el oleaje (3) la que esta
sujeta a los mayores efectos, y la variacion de la fuerza resultante maxima respecto a kA es
muy brusca, pero ahora se observan mas picos, resaltando los dos mayores: uno de ellos, el
primero, corresponde al &4 en que la longitud de onda incidente es igual a la separacion
diagonal entre pilas (240 m), el otro es el scgundo, que es el mas grande, y que coincide
con el kh en que se presenta una longitud de onda igual a la separacion ortogonal entre pilas
(170 m).
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5.5.1.4 Cuarto caso

Aqui, la configuracidn tiene las mismas caracteristicas geométricas que la anterior (radio y
separacion entre pilas); pero ¢l angulo de incidencia cambia a 0°.

o= &

Oleaje
lncici'cntc 4
Incidencia: g=0° r l X i
Pila | Coordenadas [m]| Radio [m] 3
A X; Vi a;
1 -85 85 20
2 85 85 20
3 -85 -85 20
4 85 -85 20 120m
Tabla 5-4 Datos caso 4 Figura 5.11 Esquema caso 4

0 2 “ " s s 10

Figura 5.12 Profundidad relativa kA Vs fuerza resultante maxima, caso 4

La variacion de la fuerza resultante mdxima sobre las pilas respecto a ki es, al igual que en
casos anteriores, muy pronunciada, pero en menor medida. Aunque se observan varios
picos, sélo uno es marcadamente mayor, y corresponde a un valor de kA coincidente con
una longitud de onda de magnitud cercana a la separacion ortogonal entre las pilas (170 m).
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5.5.1.5 Quinto caso

Este caso es similar al primero, en cuanto a la incidencia del oleaje y a la separacion entre
pilas; unicamente difiere en que el radio de estas se redujo a la mitad, con el fin de observar
en qué medida disminuyen las fuerzas hidrodinamicas al reducirse las dimensiones de las
pilas.

Incidencia: f#=Q° Oleaie
Pila | Coordenadas [m]} | Radio [m] lncici'cmc
J X Vi a; ‘ ! ;:\\
1 -45 45 10 — j/)
2 45 45 10 iy
3 -45 -45 10 )
4 45 -45 10 e PO
Tabla 5-5 Datos caso § Figura 5.13 Esquema caso 5
30000 ~-
20000 —|

fuerza [kN]

Figura 5.14 Profundidad relativa A4 Vs fucrza resultante maxima, caso §

De acuerdo a lo observado en la Figura 5.14, para ¢l rango de k4 en que las fuerzas
resultantes maximas alcanzan los valores mas altos en los casos anteriores, las fuerzas pico
de esta ultima configuracion son del orden de 3 a 4 veces menores que las encontradas para
pilas del doble de diametro. Se observa también que el segundo pico coincide con un kh
correspondicnte a una longitud de onda similar a la separacion ortogonal entre pilas (90 m).
Sc muestra también la grifica de una pila de 20 m para resaltar la diferencia resultante de
reducir cl diametro a la mitad.
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5.5.2 Ejemplo 2 (aplicacién en pilas pequenas)

Para dcterminar si cs importante considerar la perturbacion del oleaje en juegos de pilas
donde las dimensiones relativas de éstas secan pequeiias, se analizé una configuracion tipica
de plataforma octapoda tipo “jacket” (Figura 5.15 y Figura 5.16), que son las mas utilizadas
por PEMEX para la extraccién de hidrocarburos en la Soda de Campeche, y cn gencral en
tirantes de agua menores a 150 m. Se estudiaron profundidades propias de dicha zona, asi
como periodos de oleaje representativos en ¢l Golfo de México.

122m_ o 122m 12,2m

!

T i
@ , ® @
L

Figura 5.15 Planta tipica dc una plataforma octipoda tipo jackef en la Sonda de Campeche

12,2m

Figura 5.16 Plataforma tipo jacket

Se calculd la variacion de la fuerza resultante mixima respecto al periodo de oleaje
incidente, cn tres diferentes tirantes de agua (10, 20 y 50 metros), y en cada uno de cllos,
angulos dc incidencia de oleaje de 0° y 45°. Respecto a este ultimo parametro, cuando es
igual a 0°, su simetria relativa a la posicion de las pilas hace que las magnitud de las fucrzas
scigualenlaspilas 7 y 5,2y 6,3y 7, 4y 8 mientras que cuando £ = 45° no hay simetria
alguna y las fuerzas son diferentes en cada pila. Se encontro que al igual que en el apartado
5.5.1, las pilas sujctas a las fuerzas mayores son las que reciben ¢l oleaje, es decir, las pilas
1y 5 cuando #= 0° y la pila 5 cuando #= 45° por lo que en los resultados presentados a
continuacion Gnicamente s¢ muestran dichos casos (figuras 5.17 a 5.19).

— o .
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80 —

70 —

fuerma (kN]

A=10m

- O pilal
— —— — 45%pila s
una pila

! T ] 7 1
3 9 12 15
r

Figura 5.17 Periodo T Vs fuerza resultante maxima, A =10 m

80 —

foerza [\N]

h

-20m

-

————— 0. pila )

- - 45 pila S |
una pila

'
]

-t

N ©

12

Figura 5.18 Periodo T Vs fuerza resultante méxima, A =20 m

i
5
i
1
i
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h=50m

— e — 4S%pila §

una pils i

fuerns [KN]

50 7 I T T T T T —] 1
3 8 9 12 15

Figura 5.19 Perfodo T Vs fuerza resultante maxima, h=50 m ;

En las graficas anteriores se observa que sélo para un rango de periodos (3 a 4 segundos),
es importante el efecto de la perturbacion del oleaje debida a todas las pilas del juego, ya
que a partir de cierto valor de T las fuerzas resultan iguales si cada pila se considera aislada
o como parte de un conjunto.

En la Figura 5.20 se hace una comparacion entre fuerzas resultantes maximas sobre pilas a

las profundidades analizadas, mostrando unicamente la situacion (pila y angulo de :
incidencia) donde sc alcanza la mayor magnificacion de cfectos debida a la perturbacion

total del conjunto.
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una pila, h=10m

= ,‘ ~————— una pila, h=20m
[} ~———————— una pila, h=50m

\ - = = = = pilal, h=10m,0*
\‘ ----- pifa 1, h=20m, 0°
pila 1, h=50m, ¢°

70 —

fuerza [kN]

20 T T T T T X : !
3 6 9 12 15

Figura 5.20 Periodo T Vs fuerza resultante méxima a diferentes profundidades

5.6 Conclusiones

Después de analizar los resultados presentados anteriormente se concluye que:

La diferencia entre considerar o no la perturbacidn conjunta de todas las pilas para
el calculo de las fuerzas sobre cada una de cllas puede ser importante.

Mientras menor sea la separacidn cntre pilas, mayor sera la magnificacion de
fuerzas debida a la perturbacion conjunta de todas ellas. Ademas, las fuerzas mas
grandes resultarian cuando la direccion de incidencia del oleaje sea perpendicular a
alguna de las direcciones de disposicion de las pilas.

Al aumentar la scparacion entre pilas, la relacién entre las fuerzas resultantes
maximas y k4 se¢ hace mas oscilante (aunque no deja de seguir el patron marcado
por una pila aislada), y dicha oscilacién aumenta cuando el angulo de incidencia es
oblicuo respecto a los ¢jes de disposicion de los cilindros.

Las fuerzas de mayor magnitud se¢ presentan cuando la longitud de onda incidente
(L) es de dimensiones similares a la separacion diagonal (s) y a la separacién
ortogonal () entre pilas, es decir, que en esos casos se presenta el fendmeno de

resonancia (ver Figura 5.3).
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- La relacion entre la fuerza hidrodinamica sobre cada pila y las caracteristicas
geométricas y/o dimensiones del arreglo, es no lineal.

- En los casos analizados se ha observado que para ks < 76 s/L < V: las fuerzas
hidrodinamicas sobre las pilas son iguales aunque no se considere la perturbacion de
todas cllas (siendo £ y L el numero y longitud de onda del oleaje incidente, y s la
separacion diagonal entre pilas, ver Figura 5.3).

Independientemente de que las conclusiones anteriores son de gran utilidad, es importante
decir que los parametros que intervienen (tirante de agua, dimensiones de las pilas,
separacion entre cllas, direccién, periodo y amplitud del oleaje incidente, etc.) son tantos,
que sc hace necesario un analisis exhaustivo de cada caso panticular.

[OOSR
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CONCLUSIONES
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6 CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron expresiones analiticas del potencial de velocidades que
describen el oleaje regular perturbado por una o varias pilas cilindricas. Para ello se partié
de los conceptos mas basicos del estudio de oleaje y de las ecuaciones fundamentales de la
mecanica de fluidos, utilizando la tecoria lineal. Con base en el potencial de velocidades
perturbado, se llegd a expresiones analiticas explicitas para calcular las fuerzas y momentos
sobre una pila aislada, y se propuso una mectodologia para obtener numéricamente los
mismos efectos sobre una pila cuando éstas cs parte de un conjunto.

Para el caso de una pila aislada se observd lo siguiente:

Entre mayores sean las dimensioncs relativas de la pila respecto a las dimensiones
de la onda incidente, mayor sera la perturbacidn del oleaje por la presencia de ésta.
Utilizando la teoria lincal, los efectos fisicos del oleaje sobre una pila dependen
lincalmente de la amplitud de onda incidente.

A pesar de lo anterior, ¢s un kh especifico (profundidad relativa) el que provoca las
mayores fucrzas sobre la pila, y el kh que provoca el momento de volteo maximo, es
ligeramente mayor al anterior. Dicho cn otras palabras, los efectos maximos se
presentan para ciertas condiciones especificas de dimensiones relativas de la onda
incidente respecto al tamano de la pila, que en los casos analizados corresponden a
una longitud de onda similar a cuatro veces el diametro de la pila.

Para el calculo de fuerzas sobre la pila, es importantc tomar en cuenta la
perturbacién del oleaje cuando D/L > 0.1 (siendo D es el diametro de la pila y L es
la longitud de la onda incidente).

La utilizaciéon de la formula de Morison con pilas anchas (D/L > 0.1) arroja
resultados satisfactoriamente cercanos a los reales sélo si los cocficientes
hidrodinamicos Cp y Cas se calculan utilizando las expresiones (4.37) y (4.38).

Del analisis de sistemas de varias pilas puede concluirse lo siguiente:

Las expresiones que definen el potencial de velocidades y los coeficientes utilizados
para definir éste altimo, son mucho mas complejas que para una pila aislada, por lo
que resulta necesario calcular numéricamente las fuerzas sobre cada pila.

La perturbacion total del sistema de pilas provoca la aparicion de fuerzas en sentido
perpendicular al de propagacion del oleaje.

Entrec menor sea la separacién relativa entre pilas (respecto a sus dimensiones,
tirante de agua y onda incidente) mayor serd ¢l efecto de la perturbacion conjunta.
Si al calcular las fuerzas y momentos sobre una de las pilas de un conjunto, se
despreciara el efecto inducido por las demas pilas, el error puede ser de
consideracion.
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Condlusiones

En una configuracién de varias pilas dispuestas sobre dos ejes ortogonales, las
fuerzas y momentos maximos se presentan cuando la longitud de onda incidente es
similar a la separacion diagonal y a la separacion ortogonal entre pilas, es decir, que
en dichos casos existe resonancia.

Cuando aumenta la separacion entre pilas, la relacion entre la profundidad relativa y
la fuerza resultante maxima tiene mas picos, aunque los mas grandes siguen siendo
los dos que se cnuncian en el punto anterior.

Las fuerzas maximas se presentan cuando el angulo de incidencia del oleaje es
perpendicular a alguno de los ¢jes de disposicion de las pilas.

Para cualquier angulo de incidencia, las pilas que primero reciben el oleaje estan
sujetas a fuerzas y momentos de mayor magnitud que las demas.

No existe correlacion lineal entre las caracteristicas geométricas o dimensiones
relativas del sistema, y las fuerzas hidrodinamicas sobre cada una de las pilas que lo
conforman; a cxcepcion de la relacion fuerzas o momentos — amplitud de onda
incidente.

Se observo que las fuerzas sobre las pilas, considerando la interaccion del oleaje con
todo el conjunto y tomando cada una de ellas como si estuvicra aislada, resultan
iguales sélo st ks < & 6 s/L < Y4, siendo k y L el nimero y longitud de ola,
respectivamente, y s la separacion diagonal entre pilas.
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FUTURAS LIiNEAS DE TRABAJO

Este trabajo presenta una metodologia para calcular las fuerzas y momentos sobre las pilas
de un conjunto considerando la perturbacién del oleaje debida a todas ellas, lo cual permite
evitar la prictica comun de considerar cada una como aislada, aplicando un factor de
seguridad conservador; sin embargo falta por profundizar en ciertos puntos, con los que se
lograria modelar el fendmeno de forma mas apegada a la realidad. De aqui que se
propongan las siguientes lineas de investigacion:

e Ampliar al caso de oleaje irregular o espectral mediante una funcidén de
transferencia.
Resolver el problema para multiples pilas en un canal.
Calcular las fuerzas sobre multiples pilas considerando oleaje y corriente.
Analizar mas casos, para compararlos con resultados de laboratorio y mediciones en
estructuras reales instrumentadas, de manera que se obtengan grificas o
nomogramas utiles en el disciio de clementos de este tipo.
Resolver el problema utilizando teorias de oleaje no lincales.
Aplicar la metodologia para pilas de matcrial poroso o con protecciones permeables.
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