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Capítulo 1 

Introducción 

'lbclo crnpczó hace un aiio y n1cdio. En ese entonces cstaba1nos terminando 
un curso de Topología y después de una clase, Luis nos invitó a un Seminario 
que empezaba a organizar junto con Roli y :\rocha. :\sí que fuimos un lunes 
Isabel, 01nar y yo y c1npcza111os a \"er! poquito a poquito, de que se trataban 
las configuraciones. Cada lunes nos vernos a1ín todavía. Ya sotnos diez los 
que vainas al Se111inario de Configuraciones. 

Uno de estos lunes yo seguro no estaba entendiendo algo y me puse mejor 
a pensar en si se podrían relacionar las configuraciones con los nudos. Em
pecé a pensar prirncro que si barriera u11 nudo con un plano tendría 1nuchas 
configuraciones con <ptc jugar. Pero eso no tiene tnucho sentido, porque al 
barrer el nudo :-;e- obtic11en patrones de puntos con un n1Í1ncro variable <le 
clen1cntos. Si en carnbio to111an1os un plano con ciertos puntos, dejamos que 
los puntos se rnucvan en ticn1po y que el plano se n1ueva tarnbién, de arriba 
a abajo, lo qu<> obtcncn1os es una trcncita. Así es corno se vería un lazo en 
un espacio de coufiguracion<--""S de puntos e11 el plano. claro, sin detalles. 

Un par de sen1a.nas después fui a. una escuela de Gco1nctría y Topología 
en Cucrnavaca. en donde hubo un pa.r de pláticas sobre trenzas. Tuve la 
oportunidad de hablar con .Jacob y Xico. ivle rccon1cndaron libros de trenzas 
donde pudiera encontrar algo similar. Jacob notó algo que Roli también 
había vi~to: el centro d<"" las trenzas puras jugaría un papel interesante. 

Leí los libros y revisé varios artículos que eran releva.tes, tenía un par 
de ideas. Estas ideas las pude desarrollar con Luis hasta que rnaduraron y 
llegaron a tcorc1nas, con pruebas que tarnhién fueron n1adurando hasta la 
versión actual. En donde se vé clara1nentc como 8C benefician mutuamente 
las trenxas y las configuraciones~ colándose por ahí las Grassmanianas. 

5 



6 C.4.PÍTUl,Q l. INTRODUCCIÓN 

Uno de los 1iltin1os pasos en este trayecto fué a la VPZ augustiantc y 
benéfico. Fico se dió cuenta que lo que yo proponía estaba 111al. resultó estar 
nial solo en el ca..-..o n = 4 y e] resto se salvó. Este error hizo c¡uc rcvisara1nos 
los cálculos y pudirnos vt•r que existen 4-t.rcnzas triviales en P., que para 
clcscnrcdarsc, sus hilos se deben alinear. 

El contcniclo preciso de este trabajo es el siguiente. 
En t.•l segundo capítulo <..'St udianios las trenzas. Partiendo de objetos 

geon1étricos llegarnos a expresiones algebraicas. Probarnos algunas propiedades 
y relacionarnos las trenzas puras con c·I grupo fu11da1ncntal dC' cierto espacio. 

El tercer capítulo trata sobre configuraciones afines. Explican1os lo que 
querernos decir por co11figu,.ació11. para luego desarrollar el caso de -1 puntos 
orientados en el plano. Vt•111os fi11aln1cntc que los espacios de configuraciones 
de puntos en R 111 SOJI hotJK~JllOrfos a las (;rass1nania11as de JU-espacios en 
nn-1. 

El cuarto capítulo se lo dedicamos a los grupos f1111da1nt•ntalcs. Ern
pcza111os calculando el grupo fundan1cntal de las transforrnacioncs afines. 
llegando a que es el grupo libre con un generador. Haciendo uso de las 
configuraciones afines calcularnos de rnancra n11c\•a y sencilla el grupo funda
rncntal de las Grass1na11ian<L'i orientadas. llegando a que estos son triviales. 
Pidiendo ahora que los puntos en los espacios de configuraciones sean distin
tos, tenemos un nuevo espacio de configuraciones y probarnos que su grupo 
fundamctal es ison1orfo al grupo de trenzas de colores. 1nódu)o su centro. 
Darnos una presentación para este grupo en ténninos de los generadores de 
las trenzas de colores y sus relaciones. 

En el c1uiuto capítulo, cncontrantos <1ue existen trenzas de •1 hilos que para 
desenredarse se tienen que alinear. Es decir, los puntos de la intersección de 
dicha trenza con un plano que la barra de arriba abajo se tienen que alinear 
cu algún rnotncnto. 'T'odos estos resultados son el fruto de combinar dos 
teorías, las trenzas y las configuraciones afines, para encontrar propiedades 
interesantes y útiles en arnbas. 

J>ara tcnninar, en el sexto capítulo vislumbramos algunas ramificaciones, 
generalizaciones y a111pliacioncs que podría tener este enfoque, junto con los 
problemas que hay para hacerlo. 



Capítulo 2 

T'renzas 

2.1 ¿Que es una trenza? 

Estan1os acostu111brados a ver el cabello largo peinado en trenzas~ de tres o 
cuatro hebras y ca"ii todos podríatnos hacrr una trenza asi. El uso decorativo 
de las trenzas en el pelo o c11 otras artes es sólo Ja faceta rnás conocida de estos 
cxtrarios bichos. En realidad las trenzas se encuentran entre las invcucioncs 
más antiguas del hornbrc. lla11 sido usadas dr-sdc hL<; prirncras civilizaciones 
para hacer cuerdas y tejidos. 

Coruo objetos 1natcn1;iticos fu<..•ro11 introducidos por el n1atc1náticoalc111án 
E111il Artin en 192.5. aunque la idea se encontraba Ílnplícita en un artículo 
ele llur\\'Ít.z en 1891. Una de estas treuzas !'iC piensa con10 un sistcrna de 11 

hilitos o hebras que van bajando en el espacio. de tal ruancra que se enredan 
los hilitos pero 111111ca se cruzan. El propósito de Artin fué usar las trenzas 
para estudiar nudos y enlaces. lloy en día existen aplicaciones de las trenzas 
a varias ran1as de la rnatcrnática: topología. gcornctría. teoría de singular
idades. sistcnias <li1Hir11icos, algcbras de operadores, etc. por mencionar 
algunos. 

Consideremos dos planos paralelos al plano .\"Y en R 3 , digamos fl 1 y 
0 2. Una n-tn·za o rs un siste1na de n arcos descendientes y ajenos en R 3, 
que e1npieza11 en 11 1 y acaban en 112. Es decir o= {.4 1, ... ,.4n}, en donde 
A; : [O, 1] ---+ R 3

• es una curva encajada con las siguientes propiedades, 

• A;(O) = P; E II,. A;(l) = p¡ E 11 2 • Es decir, las trenzas empiezan en 
el plano 11 1 y terminan en el plano 112 • 

7 



s CAPÍTULO 2. TRENZAS 

Figure 2.1: Sistema de Arcos 



2.1. ¿QUE ES UNA TRENZA? 9 

• p 3(A;(r)) < p3(A;(.s)). cuando,.> .s. donde p3 :R3 -+Res la proyección 
en la tercera coordenada, (x.¡¡.=) ~ =· Esta condición hace que los 
hilos de la trenza sean descendientes. 

• Vi,jE {1. .... 11} ÍÍ"j A;[O.I]nAj(0,1]=0. Estoquicredccirc¡ue 
los hilos de la trenza no se intcrscctan. 

• Fina.ltncnte el conjunto { P,'}~ C ll 2 cs una traslación paralela del con
junto {P,}j e 11 1 • Es decir. los puntos {P.·} son los mismos puntos, 
COlllO conjunto. <JllC' Jos puntos { f>:} pero trasladados y posib)c1ncntc 
con los indices permutados. (Ver figura 2.1). 

1\ cada trenza sc- le asocia esta pcnnutación. que es un clcrnento de Sn, 
el grupo de las pcnnuta.cioncs de n clc1ncntos. 

Lo prin1cro que uos interesa. es poder decir cuando dos trenzas son equiv
alentes. es decir. ruandu )as van1os a consicl('rar la 1nisr11a. 

l)adas dos 11-trc11za:-; o = { .·\ 1 •...• _.\ 11 } y il = {A~ ..... A;J. vainas a decir 
que estas dos trenzas sou <.!<p1ivalcntes si podernos n1ovcr continuan1cnte una 
a la otra n1ante11iendo 0 1 y 11 2 y los puntos cxlrctnos fijos y sin que se crucen 
januis nuestros arcos. Co1no una película cortita, de diez segundos, donde al 
principio. en el segundo cero. c1npczen1os en la pri1ncra trenza . ..'\.) avanzar 
el tiempo los arcos se n1ucvcn. dejando sicn1pre fijos los puntos de arriba y 
abajo, hasta llegar a coincidir exacta1nentc con la segunda trenza, justo al 
llegar al segundo diez. 

Para que esto se cun1pla necesitamos que existan n funciones continuas 

F; : (O, l] X (O, l] -t R 3 

que cumplan lo siguiente; 

F;(t, O) = A;(t) O :S t $ 1 

F;(t, 1) = A;(t) O :S t $ l 

F;(O, .s) = P;(t) O :S .s :S 1 

F;(I,s) = P:(t) O :S .s :5 l 

Como últirno requisito varnos a pedir ta1nbién que para cada tiernpo s E 
(O, I] el conjunto de los arcos {F;([O, !] . .s): (O, l] -t R 3} , sea una trenza. 

Estas funciones pueden ser vistas cotno homotopías, relativas a los puntos 
iniciales y finales, entre los hilos correspot1dientcs. Una noción equivalente 
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es pedir que exista una isotopía ambiental entre las dos trenzas'. Es fácil ver 
que esta relación es una relación de equivalencia. 

Ya identificadas las trenzas equivalentes vamos a hablar libremente de una 
trenza cuando en realidad cstc1nos haciendo alusión a su clase de equivalencia. 
De la rnisina 1nancra dos trenzas van a ser distintas si se encuentran en 
distintas clases <le equivalencia. 

Para simplificar a1ín 1nás las cosas. pcnscrnos en un plano perpendicular 
a fl 1 y 11 2 • proycctc1nos la trenza sobre este para obtener un dit191·a111a. En 
este <liagnu11a conscrvan1os la inforrnación en cada cruce de <1ué hebra debe ir 
por arriba y cual por abajo. Notcrnos que en este nuevo diagrarna los puntos 
iniciales y fina.les se encuentran alineados! 1nientras que en rI 1 y en fl 2 no 
ncccsaria1ncnlc estaban alineados. Este es 1111 detalle que nos interesará rnas 
tarde. 

1-"'cnicndo ya el diagrarna de una trenza. van1os ahora a peinar esta trenza. 
Lo que querernos hacer es partir <le un diagrarna cualquiera de una trenza y 
llegar a uno que este peinado~ donde podarnos ver la trenza de arriba a abajo 
y veamos cada 11110 de los cruces a diferente altura. Para peinar una trenza 
pensemos en colocar un rnÍJncro finito de planos paralelos a n1 y fl:?~ entre 
estos dos planos~ de tal fonna que estos nuevos planos !-icparcn los cruces de 
la trenza, y cutre cada <los planos en el <liagra1na sólo haya un cruce en el que 
dos arcos intcrcatnbien lugares. Una rnancra <le convencerse que toda trenza 
puede peinarse es pensar <¡uc estirarnos el <liagrarna hasta tener suficiente 
espacio para poder bajar y subir las hebras hasta poder separar los cruces 
como quercn1os. nunca rornpicn<lo los hilos ui cruzando uno en frente de otro. 
Como todas estas operaciones se pueden expresar en ténninos de funciones 
continuas y respetan las hotnotopías que nos tnarcan las equivalencias entre 
las trenzas. entonces podernos asegurar que toda trenza se puede peinar. (\'er 
figura 2.2) 

1 ver (Bir] 



2.2. LAS TRENZA.S SON UN GRUPO 

Trenza 
a 

normal Trenza Peilada 
a= cr1 a3cr2a1cr3cr3cr1 

Figure 2.2_: Peinado de Trenzas 

2.2 Las trenzas son un Grupo 

Un grupo es un conjunto G con una función producto¡ 

•:GxG-+G 

(x,y) o-+ xy 

en donde se cumple que, 

• El producto sea asociativo, (xy)z = x(yz) Vx,y,z E G 

• Existe un elemento neutro, 3e E G tal que Vx E G xe = ex = x 

11 

• Todos los elementos tienen un inverso, Vx E G 3 (x- 1 ) E G tal que 
x(x- 1 ) = (x- 1 )x =e 

Se define el producto de dos trenzas simplemente poniendo una abajo de 
la otra y rcparametrizando los arcos, tal y como se muestra en la.figura 2.3. 
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ex J3 

al3 

Figure 2.3: Producto de dos Trenzas 
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a oíl pues poclcn1os usar las misn1as hon1otopias entre o y a'~ y entre í3 y 
¡3', solo hace falta rcparan1ctrizarlas. Esta n1is1na idea se puede usar para 
n1ostrar que el producto es asociativo. 

·rcniendo ya 1111 pruclncto hicn drfinido hace falta darle un elemento neu
tro~ la trenza trivial. La 11-t rcnza trivial puede pensarse corno n hebras que 
van cada una de />; hajando directo y recto a P;'. Su diagrama esta dado por 
11 hilos paralelos que" bajan sin r•nn_•clarse. 

Dada una tn•uza n su inversa esta dada por la rcílccción de o respecto 
al plano rI 2 . Esta PS la llatnada i11lnf¡r.Fl rH¡n·rula1". respecto al plano fI 2 • 

Podernos revisar así que toda trenza ticuc 1111 inverso.(Ver figura 2.4) . 
. Juntando <'Stas propiedades llegarnos a que las n-trcnzas forn1an un grupo, 

llarnado por convenciónl. lJn. 
Este grupo se puede describir ck• rnancra sencilla usando generadores y 

relaciones. )/'a que toda trenza se puede peinar. podernos pensar c1uc todas 
las trenzas están bi(•n dibujadas e11 uu diagnu11a ya J><-·inadas. Esto nos lleva 
a definir una frt'11::a < lcmt 11/al. Sea ª' la 11-tn.·uxa en la que sólo el i-ésimo 
hilo cruza por arriba al (i + 1)-ésimo hilo.(Vcr figura 2.5). 

Esto prueba que toda trenza peinada es producto de trenzas clerncntalcs, 
u¡. Como toda treu:za es pcinablc. resulta que toda trenza es producto de 
trenzas elen1cntalcs. Es decir. lln está generado por las trenzas clctnentaJcs 
{ u 1 , ••• , Un- l }. :\sí expresada 1111a trenza es 1nás sencillo ver que la in1agen 
especular es la iuvPrsa. 

A.<len1ás de tener los generadores cxplicitarnentc. tene1nos un par de rela
ciones dadas en térrninos de las trenzas clcrnentalcs, 

• R 1 : Primero tenemos que cuando los hilos involucrados en las trenzas 
elementales cstan lejos, conn1utan, es decir, 

G'iUj = UjU¡ 

siempre y cuando li - ji ~ 2 y 1 :5 i , j ::; n - 1.(Ver figura 2.6). 

• R 2 : Además nos encontramos con una especie de conjugación, 

para todo 1 :5 i :5 n - 2. (Ver figura 2.7). · 
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()( 

la trenzatrivial. 

Figure 2.4: Asi se define el inverso de una trenza 
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<>¡ 
3 2 1-1 i+1 f+2 

Figure 2.5: Las Trenzas Elementales 

i+1 j+1 i+1 j+1 

••• ••• 

Figure 2.6: Relaciones de Trenzas 
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i+2 i+1 i+2 

Figure 2. 7: Relaciones de Trenzas 
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Artin mostró en l!J25 que Bn admite una presentación con las trenzas 
elementales como generadores y R, y R 2 como únicas relaciones. 

Bn ~< u,, ... ,un-1IR1, R2 > 

2 trenza en inglés es braid <le ahí que el grupo de n-trcnzas sea Bn 
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2.3 Subgrupos Interesantes 

Dado un grupo e; un subgrupo e;' de G es 1111 subconjunto de G que sea 
cerrado bajo el producto. El grupo 1311 tiene varios subgrupos i111portantcs. 
l\. nosotros nos va.n a intcn"'sar en particular dos. El prirncro es el grupo 
de n-trcnzas <le colores o trenzas puras. Sus clc111cntos son las trenzas que 
tienen corno pcrrnutación asociada la identidad. Es clPrir. si scgui111os una 
hebra de arriba a ahajo el p1111to en el <111c coniienza y en el <1ue tcrrnina 
se encuentran en la 1nis111a posición. Por esto sr llan1a11 t rrnzas de colores, 
porque podría1nos clarle 1111a coloracicln con un ri<..•rto orden esp<:'cífico a los 
vértices de arriba y la 1nis1na a. los de abajo y los hilos la rc·spctarían. De 
1nodo c1uc cuando hacc>111os el producto de t n•11zas la coloración se respeta. 
nunca Jlcgaría1nos a tener 1111 hilo que se tuviera que pegar con otro de distinto 
color. A c..~tc s11bgr11po se I<· clP110111i11a P,.. 3 

Podc1nos describir todos y cada uno de los de11H•11tos <le /'71 usando 1111i
ca1nc11tc las trenzas <'ll las que se <"11n·da sólo una ct1Pnla con otra y regresa 
a su posición original. Así pues. dc11otare1nos por A 1 ,j la trenza que enreda 
el clcrncnto i-<~sirno con el j-ésis1no.(\1cr figura 2.8). Pod~1nos describir estos 
e]c111cntos en térrni11os de los generadores de 1311 • de 1nodo que'! tal y co1110 es 
evidente en la figura 2.8, 

donde i < j para j = 1, ___ . n 
Tenemos que se cumplen ciertas equivalencias al hacer el producto <le 

trenzas puras que dan lugar a las siguientes relaciones; 

3 Nucvamcnte la notación viene del inglés pure. 
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j-1 

• • • ••• 

Figure 2.8: Generadores de Trenzas Puras 

Con todo esto, podemos ahora decir, aunque no sea evidente, que las 
trenzas de colores aceptan la siguiente presentación, 

Veamos los primeros ejemplos. El grupo P 1 consta solo de un hilo, como 
este no puede enredarse con ningtÍn otro podernos concluir que este grupo es 
isomorfo al grupo trivial, el que tiene solo el elemento identidad. 

El grupo [>2 consta de dos hilos. que además siempre tienen que regresar 
a su posición original, el prin1cro a la prirncra y el segundo a la segunda. 
En principio hay tres casos que considerar, que el primer hilo se enrede en 
el segundo r vueltas. que el segundo se enrede en el prirncro s vueltas o que 
haya una cornbi11ació11 de enredos entre el prirncro y el segundo. Pero si 
estiratnos el segundo hilo hasta que quede recto. solo el pri111cr hilo quedará 
enredado, pues al estirar el segundo las cornbinacioncs se cancelan. Esto pasa 
en cualquiera de los casos que 1nc11cionan1os. Por lo que podcn1os identificar 
cada trenza con el ntí111Pro de vuPlt as que le dá c-1 pri1ner hilo al segundo, 
viendo si !-iOll positivas o negativas las vueltas. Esta es una 1nancra sencilla 
e intuitiva de ver que Pi. es isun1orfo al grupo libre con un Scncra<lor IF'1 • 

De aquí en adclantr las cosas se co1nplican. Antes de seguir necesitamos 
un poco 1nás <le teoría sobre grupos. Sobre todo neccsitan1os saber con10 
definir un par de productos de grupos. 

·' 
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Supongamos que tenemos dos grupos G y JI cada uno con su producto 
xa y x 11 • Podemos definir el producto directo de G y 11. tomando como 
conjunto a G x JI y la operación dada por : 

• : (G X 11) X (G X JI)~ G X [/ 

(g, h) • (g', h') t-+ (g X G g', h X 11 h') 

Como estamos utilizando los productos de los grupos originales, G x // 
resulta ser también un grupo. 

De la presentación dada arriba para l'n, con n = :.l se puede demostrar 
que ['3 es isomorfo al producto directo de JF, y IF2, es decir los grupos libres 
ele rango uno y dos (Ver (Ar]). Como habiamos visto l'2 '°"' IF1 de donde 
podemos obtener el siguiente isomorfisrno. 

[>3 '.::e f'2 X JF2 

Teniendo ya identificado el grupo ele trenzas ele colores y conociendo las 
equivalencias con otros grupos más fatniliarcs, podcntos ahora hablar de otro 
subgrupo ele B,., que de hecho es subgrupo ele l'n, su centro. 

En general en cualquier grupo G, el conjunto ele elementos del grupo que 
conmutan con todos los dc1nás clcn1c11tos del grupo se lla1na el ccntr·o de G, 
se denota por Z(G). Es decir. 

Z(G) := fo E Giga= ag Va E G} 

El primero en calcular el centro de las trenzas puras fué Chow en 1948 
(ver (Gar]). El probó que el centro ele las trenzas de colores lo podemos 
describir ele manera sencilla, como el grupo generado por la trenza ')'n en la 
que todos los hilos dan una vuelta completa alrededor de los demás hilos, 
de arriba a abajo. (Ver figura 2.9 y (Han] o (Bir] ). Por lo tanto Z(Pn) es 
isomorfo al grupo libre ele un generador IF1 • En este subgrupo cada elemento 
se puede pensar como la trenza que clá un giro completo de las hebras, un 
ntímcro entero de veces. 

=:. Z(Pn) =< /"n >'.::e F, 

Nosotros aquí solo haremos notar que toda trenza descrita en el párrafo 
anterior se encuentra en el centro. Para tal propósito bastará demostrar que 
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Figure 2.9: Generador del Centro de las Trenzas de Colores 

si n es una trenza cualquiera y 9 es un giro entonces !/º9-t = cr. Para ver 
esto en el diagrama de la izquierda de la figura 2.10 simple y sencillamente 
giremos el cuadrito de o un tnÍincro entero de veces para obtener el diagrama 
de la derecha. 

A estos dos grupos. las trenzas de colores I'n y su centro Z(Pn), los vamos 
a relacionar con los objetos que va1nos a estudiar en el siguiente capítulo. 
Nos van a interesar mucho al relacionarlos con propiedades topológicas de 
los espacios de configuraciones afines de puntos en el plano. 

' 

2.4 Las Trenzas Puras y el Grupo Fundamen
tal 

En esta sección probaremos que el grupo de trenzas puras es de hecho el 
grupo fundamental del espacio de 11 puntos distintos en el plano. 

Consideremos ahora el espacio de todos los conjuntos den puntos distintos 
y ordenados en el plano. 
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Figure 2.10: Los Giros estan en el Centro de las 'frcnzas Puras 
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E~= {(pl,p., ... ,pn);p; E R 2lp; 'I P; Vi,j E {l,2, ... ,11} i 'IJ} 

Vamos a ver que el grupo de trenzas de colores P,, es isomorfo al grupo 
fundamental de E~ C (R2 )n. Sea ¡i E E~ fijo, p = (p 1 ,p2 , ••• ,pn), entonces, 

r. 1 (E~, (¡>i, p2 , ••• ,p,.))::::: P,. 

Esto fué 11otado por el 111atcmático americano Halph Fax en 1962, ver 
(FN]. 

Teore1na 1 r. 1 (E;,, (¡>1 • p,. . .. , p,.)) ::::: P,. 

Deni.ostración : 
Ya que los hilos ele una trenza son descendientes~ los podernos describir 

de la siguiente rnancra. 'IOmcruos una 11-trcnza pura [o] E P1" entonces 
pcnsc111os a. o co1110 1111a colección de funciones del intervalo [O, 1] en R 3 , 

o = (.t\ 1 •••• •• -1 11 ). PIJ donde A, : I ---+ R 3 • Adc1nás co1110 las trenzas 
son descendientes sin perdida de gcucralidad poclPn1os pensar que .~l¡{l) 

(ai(l). 1 - 1) E R 3
• clond<' n,: I---; R 2 • 

Es decir.{n,(t)}i'.,, 1son 11 puntos distintos en el pla110 y por lo tanto la 
función (o 1 .o2 ••. .• nn): I -r /·;:,esta. bien definida. \ 1 isuahncntc csta1nos 
pintando Ja trenza dcsch• el plano :: = l, 111ovie11do los puntos o¡{l} hacia 
abajo hasta parar en el plano = = O . Usando esta notación el i-ésimo hilo 
de la trenza es Ai(/). aclcm;Ís los puntos iniciales y finales Pi cumplen que 
Pi = o,(O) = o,( 1) . por ser o una trenza pura. 

Usando todo lo anterior dcfini1nos el isornorfisn10 J , 

f: /',,---; 7r1(E:,(pi,p2, ... ,p,.)) 

/([o])= ((o,.o,, ... ,a,.)] E 7r 1 (E:,(p¡,p2,. ... p,.)) 

Esta funció11 esta bien definida, pues al dar una trenza í3 en la clase de 
homotopia de o estamos dando también las homotopias que mueven los hilos 
Oi(/) a íJi(/) lo cual implica que (oi,02, .. .,0.,) ~ (íJ1.íJ2,. . .,/3,.) y por 
tanto, 

/([o]) = [( <>'1, 02, ••• , o,.)] = [(íJi. /J2,. ·., .Bn)] = /([/J]) 
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Además f es un morflsmo ele grupos, ya que intuitivamente resulta lo 
mismo pensar en la multiplicación ele dos trenzas para luego ver sus hi
los como puntos moviéndose en el plano, <1uc \'cr para cada trenza co1no 
se mueven sus puntos en el plano y después componer estos lazos. Este 
fenómeno se expresa así, 

Para concluir nos resta dar una inversa para f. Sea O= (01, 02, ... , ci'n): 
l-+ E~ C (R2 )n, un lazo en E:, y sea g definida como sigue, 

donde ahora A; : I -+ R 3
, está dada por A;(t) = (o;(t), l - t). Entonces 

A;(I) es la trayectoria del i-ésimo punto dentro del plano, mientras que· el 
plano vá bajando de z = l hasta z = O. 

Analogamente que para f se prueba que g es un morfismo bien definido. 
Finalmente por construcción de f y g se verifica que ; 

fo g = /d><o(E~.(p1,J>2, ••• ,pn)) 

gof = fdp. 

Lo cual demuestra el teorema. O 
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2.5 Curiosidades de Bn 

Los grupos de trenzas son bastante interesantes por si solos, pero además 
tienen vínculos fuertes con otras áreas de la matemática. Algunas propiedades 
al respecto son: 

• El grupo de 3-trenzas 83 es isomorfo al grupo fundamenta) del com
plemento del nudo trébol Ten la esfera S 3

• 

/J3 =< a,blab<1 = b<1b >""< x,ylx 2 = y 3 >= rr1(S3 
\ T) 

• Dada una trenza no trh•ial o no existe un ntÍlncro entero 11 tal que a" 
se desenrede. Es decir que sea equivalente a la trenza trivial. Dicho de 
otra n1ancra. Bn no tiC"nc clc1ncntos <le orden finito no triviales. 

• Sea ¿-\ un co11junto finito de 11 puntos en el disco D 2 y denotemos 
por 11 omcoi;D( D 2 \ A) el grupo de homeomorfismos de D 2 

\ A que 
preservan orientación y que dejan fija la frontera de D 2

• Entonces 
podctnos caracterizar al grupo de n-trcnzas 13n tncdiantc el siguiente 
isomorfis1110. 

13,. "" llomco"J;D( 0 2 \A) 

• Usando esta 1ílti1na caracterización se prueba que Bn acepta un orden 
que es co1npatiblc con su estructura de grupo. Podemos comparar dos 
trenza._~ y decir cual es 111ayor que la otra. Esto fué demostrado primero 
usando exclusivamente herramientas de lógica por Dehornoy en 19924 • 

En [S\V] se encuentra una prueba más geométrica y topológica. En el 
contexto de los ho111co1norfisn1os 1nc11cionados arriba, la idea de esta 
prueba se le atribuye a rrhurston. 

• Podc111os convertir cualquier tr<!JJZa en un cnlacc5 pegando el i-ésimo 
vcrtice de arriba con el i-é~i1nu vcrticc de abajo. A. esto se 11ama Ja 
cerradura de una trc114f.a. fvl;is aún! en 1923 i\lcxander demostró que 
todo enlace es la cerradura de alguna trenza. 

4 Afinnación hecha por ) ln.mish Short. 
5 Un enlace es una cuk-cción <le nudos anudados, o no, entre sí 
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• El Teorema Fundamental ele Cirugía, probado inclepenclicntc111cntc por 
Lickorish y \\'allacc en los GO's. Este afirma que toda :3-varicdad conexa, 
oricntablc y cerrada se obtiene por cirugía de Dchn sobre 1111 c11lace cu 
S 3 c¡uc proviene ele la cerradura de una n-trcn:t.a pura . Por 1ncdio 
de este tcorc111a las trenzas de colores se relacionan con uno de los 
problc1na.s abiertos rná.s viejos y farnosos, la (~onjctura de Poincaré. 
La cual propone c¡uc si una 3-varicdad conexa. orientahle y cerrada 
tiene grupo fu11dan1cntal trivial. entonces es ho1nco111orfa a la esfera 
s:s. Esta es la pri111cra aproxi111aciún a una clasificación de los espacios 
de :J dirncnsioncs, pero c·s una pregunta <1uc lleva rncís ele cien arios sin 
responder. El lector interesado podra encontrar nuis infonnación en 

(Rol]. 



Capítulo 3 

Espacios de Configuraciones 
Afines 

3.1 ¿ Qué son las configuraciones? 

En esta sección van1os a estudiar ]as distintas maneras en las que podemos 
encontrar aco1no<lados subcspacios afines en algún otro espacio afín. Esto es 
a grandes rasgos lo que se llan1a una configuración afín, una colección finita 
de subcspacios lincalcs1 trasladados, de la misn1a dimensión, dentro de otro 
espacio afín. \ 1an1os a ver uno de los pri1ncros casos. Qucrcn1os comprender 
las diversas formas en las que se pueden acomodar n puntos en el plano. Esto 
parece a prirncra irnprcsión algo tnuy fácil~ pero pronto veremos que no es así 
y que la hcrra1nicnta que se requiere para 1nancjar esta clase de problemas 
es sofisticada. 

En principio queremos poder decir cuando dos conjuntos finitos de pun
tos van a ser considerados el rnisrno y cuando distintos. Para esto nos va 
a importar el orden y la orientación de los conjuntos. Antes necesitamos 
establecer que querernos decir por una transforrnación afin. 

1 Estos pueden ser puntos, lineas, planos o hiperplanos. 

27 
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3.2 Transforinaciones Afines 

Una transfonnación afín~ es una función que 1nanda líneas en líneas. Podcn1os 
definir a las funciones afines de di111cnsion n con10,2 

Af(n) := GL(n) 1><1 R" 

donde GL(n) denota el grupo lineal ele dimension n, las matrices invertibles 
de ta1naiio n por u. 

Así definido AJ(11) tiene una estructura de grupo, pues al tomar dos 
funcion<.'S afines f, g E AJ( n) podemos primero observar <1ue si f = F + J y 
g = G +[J. donde F. GE GL(n) y J,g E Rº, entonces el producto de f y g 
lo podemos definir por la composición, 

f · g := f(g) = J(G + [J) = FG + F(g) + j 
clefinie11do (F(g) + J) =: h E R" y FG = lf E GL(11). llegamos a que, 

J · g = FG + F(g) + J = lf + h E AJ(n) 

De la definición podemos distinguir que hay ese11cialmente dos clases im
portantes de transformaciones. Las que preserva11 la orientació11 y las que la 
invierten. Estas correspo11clen a las que tienen componente lineal con deter
minante positivo o negativo respectivamente. 

Denotando a las matrices invertibles de determinante positivo por SL(n), 
podemos definir un subgrupo de AJ(n), las transformaciones afines que 
preservan la orientaciori Af+(n). 

3.3 

Af+(n) := {F + j E Af(n) FE SL(n)} 

El Espacio de Configuraciones de 4 pun
tos en R 2 

Pensemos ahora en las distintas maneras ele acomodar cuatro puntos en un 
plano, ele tal manera que como conjunto estos cuatro pu.ntos generen afin
mente el plano. Esencialmente hay dos distintas, que tres de ellos formen un 
triángulo y el cuarto se encuentre en el centro, o que formen los vértices de 
un cuadrilatero. 

2 El símbolo M denota el producto scmidirecto, como conjunto es el producto cartesiano. 
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1 • • 1 • 
4 

4 • 

• 
3 

Figure 3.1: Esencialmente hay dos maneras de colocar 4 puntos en el plano 

Para hablar con precisión, empecemos fijándonos en conjuntos de cuatro 
puntos que generen el plano afinmente. Llamemos a este espacio E., es decir, 

\Tamos a decir que dos conjuntos ordenados de cuatro puntos X = (x1,x2, x3,x4), 
Y= (y1, y., y3, Y•) son afinmcnte equivalentes sí y sólo sí existe una transfor
mación JE Af+(2) tal que f(x;) =y;. 

X ~ Y <=> 3/ E A/+(2) tal que f(x;) = y; 

Esta es una relación de equivalencia, pues claramente es simétrica, reflex
iva y transitiva. Haciendo el cociente de E 4 bajo esta relación obtenemos el 
espacio de configuraciones afines orientadas de 4 puntos en el plano. Esto es, 
hacemos cociente bajo la acción del grupo. 

Lo que qucrc1nos es describir este espacio, ~A!, en térrninos geométricos, 
topológicos y con1binatorios. E111pcccn1os con los dos casos que habíamos 
identificado, el triángulo y el cuadrilatero. En cada uno podemos parametrizar 
dicha configuración usando coordenadas del plano. 

Pri111cro noten1os que cualcsc1uicra. dos tercias de puntos en el plano que 
formen los vértices de 1111 triángulo son afinmente equivalentes. Ya que para 
cada dos parejas de vectores en el plano existe una matriz que transforma 
la primera pareja en la segunda. Por lo tanto, en el primer caso, podemos 
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panunctrizar la configuración usando las coonk·nada.s baricéntricas del punto 
que se encuentra en 111cdio del trhi.ugulo. 

Si en cambio tcncn1os el caso cu que los puntos forrna11 vi•rtices <le un 
cuadrilátero podemos panunctrizar la coníiguración usando el punto de in
tersección de las cliagonal<-s del cuadrilatcro. 

Dado que querernos distinguir la.s co11fig11racioncs que tengan distinto or
den y distinta orirntación. podc1nos ver que surgen 8 posibles tri.:íngulos 
distintos y (i cuadrilatcros distintos. Un n1onu~nt.o ele reflexión nos revela 
que podc1nos n1ov<_·n1os cont irnHllIIPntc entre r>stos t.ricingulos y cuadrilatcros. 
En1pczando de alguno podria111os llegar a cualquier otro. Esto se puede vi
sualizar n1ovicndo co11ti11uan1c11tc los puntos hasta 11<-•gar a la configuración 
deseada. 

A grandes rasgos lo q11<' esto nos dice es que ~At ti(~nc <lin1ensiú11 dos? es 
conexo por trayectorias y por lo tanto conexo . 

Pero vca1nos con n1ás detalle con10 se relacionan estos dos ca ... os esenciales 
y corno podernos construir ~fA~ partiendo de ellos. 

En el prirncr caso. fijcindonos en las distintas posibilidades que tiene el 
punto 4 dcutro del triángulo~ vernos que hay tres. Puede ser que de hecho 
coincida con otro de los puntos, en cuyo caso este subconjunto corno espacio 
tiene ditncnsión cero, pues consta sólo de tres puntos aislados que son los 
vértices del trhíngulo de configuraciones correspondiente. 

1=4 
• 

• 3 

Figure 3.2: Dos de los puntos coinciden 

El siguiente caso que nos interesa ocurre cuando tres de los puntos se 
encuentran en una línea. Al hacer el cociente por Af+(2) la colinealidad se 
conserva, ya que las transformaciones afines preservan colincalidad. Con10 
espacio tiene dimensión uno, pues tiene un solo grado de libertad, que consiste 
en moverse a lo largo de la recta de colinealidad de los tres puntos. Nótese 
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que este caso contiene al anterior, pues la recta pasa por 1os dos vértices del 
triángulo, cada uno de esos dos vértices corresponden a configuraciones en 
las que los puntos correspondientes coinciden. A dicho lado del tri<ingulo se 
le <l<í una etiqueta, correspondiente a leer los puntos que yacen sobre la recta, 
en la orientación de las manecillas del reloj. 

1 

\ 
2 

Figure 3.3: Tres de los puntos son colincales 

Por último tenemos el caso en el que el punto se encuentre dentro del 
tri<ingulo. De aquí en adelante podernos etiquetar cada uno de los verticcs 
pues son los casos en los que los puntos coinciden y las aristas corresponden a 
que tres puntos se encuentren sobre esa recta. (~orno espacio tiene dirncnsión 
dos y contiene toda la información de los casos anteriores. \fer figura 3.4 . 

1=4 

Figure 3.4: El tri<ingulo etiquetado 

A.hora veamos cuales son las distintas configuraciones en1pezando con un 
cuadrilátero cualquiera. \fcan1os que si tenernos 4 puntos así! 1nediante una 
transformación afín los podemos mandar a 4 puntos cuyas diagonales sean 
perpendiculares y de distancia unitaria. Es decir, podemos pensar que las 
diagonales entre los vértices son paralelas a los lados del cuadrado / x 1, y 



32 CAPÍTULO .'J. ESP.;\C/OS DE CONFIGURACIONES A.FINES 

que están contenidas dentro de él. :\sí pues el punto de intersección de estas 
diagonales pararnctriza una configuración de este estilo~ que cstan dadas 
por Jos puntos cu los cxtrcntos de la.s diagonales. Cuando una diagonal 
coincide con el lado del cuadrado, trc ... -s de Jos vértices son colincalcs como 
en el trioingulo.O sea <111c regrcsa111os a uno de los casos descritos arriba, en 
el c1uc tres puntos son colincalcs. Si an1bas diagonales coinciden con lados 
del cuadrado la configuración corresponde a <JUC dos dP los vértices sean el 
ni isrno. \fer fign ra :J.5. 

3 e4 

1 • 2 

Figure 3.5: Los cuadrilaleros se vuelven aristas de un triángulo 

Así pues, a cada arista del cuadrilátero le podernos asignar un orden ele 
colinealidacl. Es decir, podemos etiquetar cada arista con las colinealidades 
que le corresponden al uno de los vértices moverse hasta ser colineal con 
otros dos. ~1ás alÍu, podcn1os también admitir que dos vértices vecinos por 
una arista coicidan. Para tornar en cuenta esta situación ctiqucternos ahora 
los vértices con las igualdades correspondientes. Habiendo hecho todo esto 
llegamos a la figura :l.G. 

Una vez liabicndo idc1ttificado las etiquetas correspondientes para cada 
una de estas picz¿Lo; podernos ver que se pueden pegar. Es decir, podernos ir 
continua.1ncntc de uua configuración en un triángulo a una de un cuadrilátero, 
así que~ en vez de f<•ncr tnuchos triángulos y cuadrihitcros regados por todos 
lados, 1ncjor los pcga111os. Este pegado se hace con aristas correspondientes 
y recordando todo el tiempo que hay que preservar la orientación. 

Continuamos etiquetando todos los posibles triángulos y cuadriláteros, 
cuando los tenemos lodos, los pegamos. Recordemos que teníamos en total 
8 triángulos y 6 cuadrilateros. al identificar lodos los que podamos en un 
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3=4 4=2 

341 124 

1=3 2=1 

Figure 3.6: El cuadrilatcro etiquetado 

plano llegamos a un polígono cuyas aristas se deben identificar por pares. 
Esta es otra razón por la cual este espacio es una superficie. Al identificar 
todas las piezas restantes construimos el poliedro conocido como el cubo 
truncado. Topologicamente este espacio es la esfera 5 2 y esta descomposición 
en configuraciones induce una triangulación sobre su superficie. 

Este es un espacio que ton1arc1nos con10 modelo a seguir. Pues aquí 
llegamos a una descripción completa de la topología del espacio, de la com
binatoria de las configuraciones y la relación entre ambas que se cristaliza en 
la triangulación descrita a11tcrior1ncntc. 

Esto es lo que buscamos en general al estudiar las configuraciones. 
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3.4 

C.l\PÍ'l'ULO 3. ESPACIOS DE CONFIGU!lt\CIONES AFINES 

1=4 

3=4 2=4 

341 124 

1=3 2=1 

Figure :l.7; El tri.:ingulo y el cuadrilatero pegados 

Espacios de Configuraciones de n puntos 
enR2 

En esta sección vcrc1nos co1110 son en general los espacios de configuraciones 
afines de n puntos en el plano. Quisicramos poder dar una descripción tan 
completa como la del caso <le 4 puntos, pero en realidad de ahí en adelante la 
situación se con1plica. Para cn1pczar, ~Ai es el único espacio que podemos 
dibujar, pues en los ca."'ios :-tiguicntcs la din1cn~ió11 del espacio es dcn1asiado 
grande. Notc111os que Af+(2) tiene <lirncnsión seis, pues tiene seis grados de 
libertad. las cuatro cntnnlas en la 1natriz y <los coordenadas <lcl vector de 
traslación. Para definir en general el espacio de configuraciones orientadas de 
n puntos en el plano. to111arnos pri1ncro En, el espacio de puntos en R 11 que 
generan el plano. El grupo Af+(2) actúa lihrcmente sobre este espacio. Ya 
que si un conjunto el<> puntos genera afi111ncntc el plano y una transformación 
lineal lo deja lijo, la transformación <leja fijo todo el plano. Ahora hacemos 
cociente bajo la acción de Af+(2). 3 

3 Podri:unos tn.mbicn olvidarnos de la orientación haciendo cociente todo .4/(2), pero 
esa es otra historia que será cuntn<la c11 otra ocasión . 
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2=3 

Figure 3.8: Un lado del cubo truncado obtenido por ~A~ 

~A~ := En/Af+(2) 

A Jos elementos de ~A~ les llamamos configuraciones orientadas de puntos 
en el plano. Como En es un espacio que tiene por elementos conjuntos de 
n puntos en el plano, podemos decir desde un principio que tiene dimensión 
2n. De donde podemos afirmar que la dimensión de ?,A'.¡. es 2n - 6, ya que 
Af+(2) tiene dimensión seis. 

Vean1os que para TI = 4 llegamos a que ~A~ es la esfera S 2 , ahora G+ (2, 3) 
es el espacio de todos los planos orientados que pasan por el origen en R 3

• 

Por lo tanto G"+ (2. :3) es homcomorfo a S 2 • 

Este situación es en realidad un caso particular del caso general que es
tudiaremos en la siguiente sección. 
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Figure 3.9: El cubo truncado 

3.5 Espacios de Configuraciones de n puntos 
enRm 

Así como pensamos en espacios de configuraciones de n puntos en el plano, 
podemos pensar en general en configuraciones de n puntos en R"'. 

Cambiando un poco los ingredientes; 

Af(m) = GL(m) 1X1 R"' 

En,m = {(p,, ... ,pn)lp¡ E R"' 

Ahora .4/(m) actúa libremente sobre En,m, y podemos pensar en el co
ciente bajo esta acción y llamarlo ~A"' 

Si además queremos que las configuraciones estcn orientadas, usa1nos 
Af+(m) = SL(m) l><I R'°. En este caso obtenemos ~A+, el espacio de config
uraciones afines orientadas de n puntos en nm . 

4 Aquí < p 1 , . .. , JJn >= R'11 quit·rc decir <1ue la clausura nfin de (111, •.• , Pn) es Rm. 
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~A+ :,,;, En,..,/Af+(rn) 

Recordemos que las Grassrnanianas o variedades de Grassman son los 
espacios que tienen por elementos a los subespacios lineales de dimensión k 
dentro de Rd . 

G(k,d) ={V C Rdl \/ es un subespacio lineal de Rd} 

Podernos pensar también en subespacios orientados, G+(k,d) , 

G+(k, d) ={V C Rdl V es un subespacio lineal orientado de Rd} 

Como cada k-subespacio lineal V de R<l tiene un espacio ortogonal V.L de 
dimensión d - k , encontrarnos que existe dualidad entre las Grassmanianas. 
Es decir, al mandar un espacio a su ortogonal efectivamente definirnos un 
ho1neon1orfis1110; 

J_: G+(k, d) -4 G+(d - k, d) => G+(k,d):::: G+(d-k,d) 

Haciendo uso de estas propiedades estamos listos para enunciar y dc
n1ostrar el siguiente, 

Teorema 2 El espacio de configuraciones orientadas den puntos en R'" , es 
lwrneomorfo a la Grassmaniana de espacios lineales orientados de dimensión 
1n en R 11 - 1 • 

~A+ :::: G+(rn, n - 1) 

Demostración : 
Sea l' = (1'1, ... , Pn) e?, A+ , sin perdida de generalidad podemos suponer 

que p 1 = O. Definimos fp : R"-1 -4 Rm como la extensión lineal de las 
ecuaciones, 

fp(e;)=p;+1 ,i=l, ... ,n-1 
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donde e¡ denota el i-ésitno vector ele la base canónica ele R 111
• 

el mícleo de f y definimos cJ> :~ A'.j.' --+ G+(n - 1 - m.n - 1) , 
cJ>(I') = ker fp, que está bien definida.5 

Sea ker J 
dada por 

Además como I' = (p1 , ••• ,pn) genera afinmente, tenemos que (pi, ... ,pn) 
genera linealmente. por lo cual fp es suprayectiva y entonces la dimensión 
de su núcleo ker fl' es 11 - 1 - rn, i.e. clim(cJ>(I')) = n - 1 - m. A <l>(P) le 
damos la orientación de 1~. 

Demostremos primero la snprayectividad de cJ>. Sea \/ E G+(n - 1 -
ui.11 - 1) , considcre1nos su cornplcn1c11to ortogonal \·~- de dimensión ni. 

Proycctcrnos ortogonahncntc Ilv : R 11
-

1 ~ l<t , entonces tenemos que P = 
(O. Ilv(r 1 ), ..•• Il1•(<.·,,_ 1 )) es una configuración ele 11 puntos en F.L, ya que 
n\I' es sobre. Ahora. al tornar cualquier isornorfis1no lineal entre \/.L y RnJ. 
obtcnc111os Ulla configuración en R 111

• Por construcción tcnctnos que Ir= Ilv 
, ele modo qu<> \' = ker ¡,, = <1•( I'). Por lo tanto <I> es sobre. 

Ahora veamos la iuyectiviclad, sean!'= (p,, .... p,.) y Q = (q,, ... ,<Jn) 
dos configuraciónes en ~A'.j.' tales que cJ>(I') = <l>(Q) • esto es que ker fp = 
ker fq . Nuevamente sin perdida de generalidad podemos tomar p 1 =O= q 1 

y a p2, ... ·l'm cotno ha<oic de nm. 
Definin1os g : R 111 --+ nm una transfonnación lineal tal que g(p;) = q¡ 

para i = :l .... m . Nos queda demostrar que y(pi) = <Ji para j > m. 
Sean >.2 , •• _, >.,,.. tales que, 

Pi = L .>.;p; pura j > rn 
i=2 

Por definición de fp tenemos que, 

Pi= fp(e;) = L .>.¡fp(e;) 
i=2 . 

m 

=> (L.>.¡fp(e;)) - fp(ei) =O 
i=2 

=> fp(L.>.;e;-e;)=O 
i=2 

Ahora bien, como <l>(P) = <l>(Q) tenemos que, 

5 Esto se demuestra con lujo de detalle en (Str] 
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entonces, 

es decir, 

Por lo tanto, 

m 

L)..¡e;~e; 
i=2 

E nuc(fp) = nuc(JQ) 

m 

fQ(L >.;e; - e;)= O 
i=2 

m 

L(>.;fQ(e¡) - fQ(e;)) =O 
i=2 

m 

=:- L >.;q¡ = L >.¡JQ(e¡) = fQ(e;) = q;. 
i=2 i=2 

m 

g(p;) = g(L A¡p¡) = ¿ >.;g(q¡) =E A¡q¡ = q; 
i=2 i=2 i=2 

=:- g(p;) = q; 

Por lo tanto <l> es inyectiva y biyectiva. Es claro que <l> es bicontinua, 
pues al catnbiar continua1ncntc la configuración P, variamos continuamente 
V. Por lo tanto hemos mostrado un homcomorfismo entre ~A+ y G+(n -
l-ni,n-1) 

Para concluir recordemos la dualidad de las Grassmanianas, G+(k, d) ~ 
G+(d - k, d). Haciendo uso de este otro homcomorfismo llegamos a que, 

?,A'.¡: ::o: G+(n - 1 - 111, 11 - 1) ::o: G+(n - 1, m) 

Conluyendo la demostración. O 

Los espacios de configuraciones afines orientadas de n puntos en el plano 
tienen otra propiedad interesante que van1os a utilizar. Recordemos que 
Af+(2) actua libremente en E ... Resulta que el cociente q: En--+~ Ai, es un 
espacio jibrndo pduci¡ml . Donde para cada configuración C E~ Ai , la fibra 
es el grupo de transformaciones afines Af+(2), es decir, q- 1 (C) '°"' Af+(2). 
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Capítulo 4 

Grupos Fundamentales 

4.1 La Topología de las Transformaciones Afines 

Estudiarcrnos ahora un aspecto de la topología de ]as funciones afines, a 
saber, su grupo fundan1cntal. 

Además ele jugar un papel importante como funciones, resulta que las 
transforrnacioncs afines tienen propiedades interesantes. 

En particular! nos interesa conocer el grupo fundamental de estas trans
formaciones porque este vá a jugar un papel itnportantc en dctenninar otros 
grupos fu11damentalcs. 

Para poder saber quién es rr 1(A/(2). T0 ) vamos a ver que el tipo de ho
rnotopía de A/(2) es PI mistno que el de dos copias ajenas de una circunfer
encia, 5 1 u S 1

• Corno dos espacios que tienen el rnismo tipo de homotopía 
tienen grupos f1111da111cntales isomorfos. esto nos basta para poder calcular 
rr 1 (.4/(2), T'o) 

Teorema 3 El gru¡w de transformaciones afines .4/(2) tiene el mismo tipo 
de ho1nolop{a que do.o; copias ajerzas de u11a circunferencia, S 1 U S 1 • 

Demostración : 
Primero recordemos que .4j(2) = GL(2) IXl R 2 , y como conjunto es 

GL(2) x R 2 
• Como R 2 es un espacio que podemos contraer a un punto, 

podemos concluir que GL(2) IXl R 2 tiene el mismo tipo de homotopía que 
GL(2). 

Aqui vamos a usar el proceso de ortogonalización de Gramm-Schmidt 
para retraer GL(2) a 0(2) , el grupo de matrices ortogonales de tamaño 
2 X 2. 

41 
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Sea U E GL(2), U= (u., u,), donde u¡ es la i-ésima columna. Den10s una 
homolopía en dos pasos de U a una matriz \/ E 0(2). Sea 11, : G l..(2) x l -t 
G l..(2) la siguiente función; 

u 1 
111(U, t) = ((1 - t)u1 + t lluill' u,) 

111 (U.O) =U H,(U,1) = ( 11:::11'112) 
Ya que normalizamos la primer columna u., proyectamos u 2 sobre la 

recta generada por uf- . el ortogonal a u 1 • A la imagen de dicha proyección 
la llamamos v. Habiendo encontrado v, definimos una nue\'a función 112 : 
Gl..(2) x J -t 0(2) , dada por, 

JJ2(U, t) = ( ll~:ll' (1 - t)1t2 + t ll~ll) 
llJ V 

II,(U, 1) = ( llu, 11' rr;;f1) 

A lo largo de lodo este proceso no se cambia el determinante de la matriz, 
por lo tanto hemos retraído GL(2) a 0(2). Ahora bien, los elementos de 
0(2) que preservan la orientación del plano son rotaciones respecto al origen 
y tienen <lctcrmi11antc positivo. Dcnotcrnos un clcrncnto de esta forma por \-'o 
donde O es el ángulo de rotación . Los clcn1cntos que invierten la orientación 
son los de <letcrrninantc negativo. Por lo tanto, po<lc111os identificar cada 
matriz en 0(2) con su ángulo de rotación, que lo podemos pensar como 
un elemento de la circunferencia S 1 • Sea f : 0(2) -t S' u S', dada por 
f(V,) = O E S', si la matriz tiene determinante positivo la mandamos a la 
primera copia de S'. sino a la segunda. 

Por lo tanto /\/(2) tiene el mismo tipo de homotopía que S' u S 1 • o 
Sabemos c¡ue d grupo fundamental de S' u S' es isomorfo a los enteros 

Z. Esto es porque al seleccionar un punto base para los lazos en las clases 
de homotopía del grupo fundamental nos restringimos a una sola copia de 
S', y el grupo fundamental de S 1 es un grupo libre con un generador F 1 , 

que sabc1nos es iso1norfo a Z. Así que canto corolario tenernos que el grupo 
fundamental de las transformaciones afines es también isomorfo a los enteros. 

tr, (Af(2), To) ""tri (S' U S', Oo) °"' Z 
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4.2 G rass n1anianas 

En esta sección va1nos a utilizar el hon1co111orfis1no que describirnos en la 
sección :3.3 para probar que la fan1ilia de Grassrnanianas orientadas son sin1-
plcn1entc conexas, es decir, que cualquier lazo dentro de alguna de estas 
Grass1nanianas lo podernos jalar de regreso hasta el punto donde lo lanzamos. 

Co1no n1cnciona111os antes, el cociente q : E 11 ~?. A!. es un espacio fi
brado. que tiene la propiedad de levantarnicnto de ho111topías. Por lo tanto 
podemos usar el :->ignien1c teorema; 

Teoren1a 4 Srn p: E~ 13 un espacio fibmdo, Xo E ,,- 1 (bo) = F, la fibra 
de p sobre b0 E B. t:r1/011ccs existe un morjismo de grupos iJ: rr1(B,bo) ~ 
rr0 ( F. x 0 ) tal que la .·dguien/c sucesión de grupos es exacta, 1 

7r1(F . .1·u) ....'.:.+ rr,(E,xo) ..E:+ rr1(B,bo) _!4 7ro(F,xo) 

Aplicando directamente este resultado a lo que nosotros tenemos, lleg
amos a que la siguiente sucesión de grupos es exacta, 

Como corolario de lo que vimos en la sección 3.1, podemos afirmar que 
Af+(2) tiene el n1ismo tipo de homotopía que la circunferencia S 1 • Esto 
nos dice en particular que rr0 (Af+(2), p0 ) es trivial, ya que en general siendo 
X un espacio topológico conexo por trayectorias, tenemos que rro(..-\',x) es 
trivial. De donde nuestro problema se reduce a estudiar la siguiente sucesión 
exacta; 

7r1(Af+(2).Po) ~ rr1(En•Po)-!:.+ rr1(?,A!.,(Po]) ~O 
Por ser exacta. tenemos que kerü = imq •. Por lo que concluimos que q. 

es sobre, ya que kcrlJ = rr1(?,A!., (¡>o]) implica que imq. = 71"1 (?,A!., (p0 ]). 

Por lo tanto, por el pritncr teorc1na de n1orfisn1os de grupos, para cal
cular rr 1 (?,A~, (p0 )) lettemos que fijarnos en el cociente de rr1(En,Po) por 
i.( rr 1 (AJ +(2), ¡>o)). 

Entonces lo que nos hace falta para poder utilizar la sucesión exacta 
que encontrarnos usando el Teorema 4, es estudiar rr1 (En,Po) . Para lo cual 

1 \'cr [llus] pag. 8 
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haremos uso de otro teorema bien conocido, ciuc enunciamos aqui sin dc
n1ostración 

Teore1na 5 Sea /IJ una variedad difercnciable de dimcnsió11 m y ¡V C fil 
una subvaricdad diferenciable <le dimensión n con m - n ~ 3 . Sea i : 
(111 \ N) <-t M la inclusión, entonces i. : rr1(/ll \ N,p) -+ rr1 (!1-f,p) es un 

isoniorfisnio. 

Para poder aplicar este tcorcn1a vcan1os pri1ncro que En es un abierto de 
R 2n, ya que si to1na1nos una n-ada ele puntos en el plano, CE En podemos 
encontrar una vecindad de C que se quede cornplctarncntc contenida en En. 
/\demás En se obtiene al quitar de R 211 los conjuntos de 11 puntos que no 
generan afinmentc el plano. llamémosle N al espacio de estos conjuntos. 
Este espacio i\' es una st1b\'aricdad de R 211 que es una varirdad diferenciablc~ 
por lo tanto /\' hereda la l·st ruclura difcrenciablc y la podcn1os pensar corno 
una subvariPdad difPrcnciablc de R 211

• 

l\. los elcn1cntos de 1\' los poden1os describir de 111anera c·xplicita, ya que si 
no generan afinrncntc el plano quiere decir que los 11 puntos se encuentran en 
una recta, alineados dentro <le ella. Cada punto se puede rnovcr solo dentro 
de esta rccl<t. por lo ta11to l\• tiene din1cnsión al 111e11os u. Adt_•nuis debernos 
tomar en cuenta que la recta. se puede estar n1ovicnclo dentro del plano. 
Pero recorde1nos c¡uc a toda recta R situada librcn1c11te dentro del plano le 
podemos hacer corresponder un plano por el origen/> en R 3

• Pensemos que 
la recta Res la intersección de F' con el plano = = 1, esta asignación esta 
bien definida y es de hecho un homcomorfismo. Ahora el espacio de todos los 
planos por el origen en R 3 lo conocernos bien, es el plano proyectivo RP2

, 

que tiene dimensión 2. Por lo tanto _r..• tiene dimensión n + 2 . 
Por definición tcnc111os que En = R 2 " \ /\r, a.o;.Í que ton1ando Al = R 2 ", 

aplicamos el Teorema 5 y llegamos a que. 

rr 1 (E,..¡i) = rr 1 (R2 n \ N.p) ....!..:.+ rr1 (R2 n,p) 

es un isomorfismo cuando 211 - (n + 2) ~ 3 *lo n ~ 5. Ahora notemos 
que rr 1(R2 n,p) es trivial. de donde rr 1(En,p) es trivial paran? 5 . 

. '\.qui todavía no se acaban las ran1ificacioncs de este resultado, pues esto 
tíltimo implica que el morfismo q. hace que rr1 (~A~, (p0 )) sea también trivial 
para n 2:: 5 .. puL'S ya vi1nos que<¡ .. es sobre. 

Usando el homcomorfismo entre ~A~ y la Grassmaniana orientada G+(2, n-
1 ), llegamos a que rr 1 (G+(2.n - 1), P) es trivial, pues cuando dos espacios 
son hon1con1orfos, sus grupos fundarnentales son ison1orfos. 
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Asi es que se desprenden los siguientes resultados cuando n ;::: 5 ; 

7r1(En,p) =O 

7r1 (~A~, [Fo)) = O 

7r1(G+(2,n - !), I') =O 

45 

Es decir, usando todo el trabajo desarrollado en este capítulo hemos lle
gado a probar que toda la familia de espacios de configuraciones afines ori
entadas de puntos en el plano tiene grupo fundamental trivial. 

Además, ya que G+(2.3) es la esfera S 2
• tenemos que todas las Grassma

nianas orientadas de 2 planos en R 11 - 1 ta.111bién tienen grupo fundamental 
trivial. 

Pero de la 111is1na 111anera en la que gcncraliza1nos el ho111con1orfismocntrc 
los espacios de configuraciones y las Grass1nanianas, generalicemos ahora 
estos resultados. 

Sea En.m 'COillO antes. el espacio de conjuntos den puntos, ahora en R 111
• 

que generan afintncntc R 111 
• 

En,m = {(p,, ... ,pn)IPi E R"' 

Y recorden1os que definimos el espacio de configuraciones afines orientadas 
de n puntos en R m como ; 

~A+ := En,m/Af+(m) 

Apliquemos el mismo razonamiento que para el caso de R 2 y veamos a 
donde llegamos. 

El cociente q : En,m -+~ A+ es un espacio fibi:ado por las mismas razones 
de antes, es el cociente de una acción libre principal. Por lo tanto tenemos 
asegurada la siguiente sucesión exacta; 

Aquí primero tenemos que ver que 7ro(Af+(m),p0 ) es trivial, para estar 
seguros de que q. es sobre. Pero de la misma manera en la que retraimos 

2 Aqui < p¡, ... , Pn >= Rm quiere decir que la clausura afin de (P1, ... ,pn) genera a 
R'". 
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A/+(2) a S0(2) , retraemos Af+(m) a SO(m), que tiene el tipo de homotopía 
de S"- 1 • Por lo tanto 7ro(A/+(m),7'u) es trivial. 

Entonces rcgrcsa1nos a la sucesión; 

De nueva vez. para calcular 7í 1 (~A~, (p0 ]) basta ver que hace <¡ ... 
Siguiendo cxactarncntc los rnisn10 p<Lc;;os que antes~ lla1né1noslc Nm al es

pacio de los conjuntos den puntos en R 111 que no geucran afi111ncntc R 111
• 

Calculctnos pues la clitncnsión de /\'m· Si un conju11to e de TI puntos en 
Rrn no genera afinrnPntc Il111 ~ es por que todos sus puntos se deben quedar 
dentro de un (111 - 1 )-espacio de R 111 • Por lo tanto 1Vm tÍ<'llC dimensión 
al menos 11(111 - 1 ). pues estos n puntos tienen cacla 11110 111 - 1 grados de 
libertad para moverse dentro del ( 111 - l )-espacio. Además "stc ( rn - 1 )
espacio SC puede 1110\'('f )ibrclllCll(C" dentro de R 111 • llPváncJosc junto COJl él a 

e, y a lo largo <le todo f~sle 111ovi1nic11to e: S(" <¡ucda dentro de J\rm· Es decir~ 
que a<lcn1áo; le tenc1nos que surnar n la dirnensión de !V"' el hecho de <¡ne el 
( rn - l )-espacio se 11111c\•a librcrncntc dentro de R 111

• 

Analogan1cntc a con10 procedi1nos antes~ rccorden1os que un (n1 - 1 )
espacio libre dentro de R 111 lo pocletnos pensar con10 un rn-cspacio por el 
origen dentro de R 111+ 1 • Co1110 ya sabe1nos bien, el espacio ele todos los n1-
cspacios por el origen dentro de R 111+ 1 • es el espacio proyectivo Rf'rn que tiene 
diincusión Tn. 'lb<lo lo cual nos lleva a la conclusión que JVnt tiene di1ncnsión 
n(m-l)+m. 

Observemos que ,/llrn es una su bvaricdad difercnciable de R 11111
, y que R 11 º 1 

tiene grupo fundamental trivial. Por lo tanto, haciendo uso nuevamente del 
1Corcn1a 5, 1lega1nos a que los grupos fundamentales de En,m y Rº'" son 
isomorfos cuando tengamos que, 

(nm) - [n(m - l) + m);::: 3 

Por lo tanto cuando n ;::: m + 3 tenemos que, 

Pero como q. es sobre, esto implica que, 
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Además tenemos el homeomorfismo entre los espacios de configuraciones 
orientadas y Grassmanianas orientadas, lo que nos dá como fruto, 

rr 1 (G+(rn,n- 1),1') =O 

cuando n - 1 2:: n1 + 2. 
Así que, usando las relaciones que encontramos en el segundo capítulo, 

mas el hecho de que G + ( n - 2. n - 1) es igual a la esfera sn-2 , pudimos llegar 
a dcn1ostrar que toda la fan1ilia de Grasstnanianas orientadas tienen grupo 
fundamental trivial. 

4.3 'I'renzas Puras y Con.figuraciones 

En esta sección rclacionarcrnos los grupos de trenzas puras con el grupo 
fundamental de un espacio de configuraciones. Sea. 

E~ = { (p, •... , p,.) : p¡ E R 2
, p; f. P; Vi f. j} 

Recordemos que el grupo ele n-trenzas puras I'n es isomorfo al grupo 
fundarnetal de E~. Denotemos por Fn el espacio den puntos distintos en R 2 

y que adernás generan afinmcntc R 2 , es decir, 

Fn = {(p,, . .. , Pn) : p; E R 2
, < ,,, , ... , l'n >= R 2

, l'i f. P; Vi f. j} 

A.qui volvernos a hacer uso del Tcorc1na 5, pensando en la inclusión i 
Fn ~ E:. Para asegurar que el morfis1no inducido i .. es un isomorfismo sólo 
hay que ver la dirncnsión de E;,\ F71 • Siguiendo el 1nis1110 razonamiento que 
antes, un clc1ncnto en E~ \ Fn es un conjunto de n puntos distintos en el 
plano que no lo generan afiruncntc. Por lo tanto los n puntos se encuentran 
alineados y por lo tanto c/im(E: \ F,.) = n + 2. Por lo que si n 2:: 5 , i_ es 
isomorfismo. Entonces. 

rr,(F,.,p) ~ rr1(/!:;,) '.::: Pn 

Corno Fn es subconjunto de E,., Af+(2) actúa libremente sobre Fn. Vean1os 
que sucede aquí cuando hacernos cociente F,. bajo esta acción. Sea ~~ este 
cociente. 

F,,/.4!+(2) 
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Igual que antes, <¡ : Fn .~~ ~ es un espacio librado. Por lo que nueva
mente podemos utilizar la sucesión exacta, 

rr,(Af+(2),Po) ~ rr1(Fn,1'0) ..!:.+ 7r1(~~, (pu])~ O 

Por lo tanto q. es sobre y tenemos que, 

(o nY. (p )) 7T¡ (F.,. Pu) 
1Ti n +• 0 = i.(rr1(Af+{2),¡10 ) 

Sabemos además que rr 1 (Af+(2). ¡>o) es isomorfo al grupo libre de un 
generador IF1 • i.e. rr 1 ~Af+(2,¡Jo) =< g >. l'or lo cual nos basta ver el grupo 
generado por i_(g). Ya que< i.(g) >= i.(rr1(Af+(2),pu). pues se mandan 
generadores en generadores. 

Ahora bien, g corrcspo11clc a un ca1nino de rnatriccs que van dando una 
vuelta al pla110 y al regresar al inicio el plano dió en total una vuelta com
pleta. Entonces i.(g) es el elemento en el que los 11 puntos en el plano inicial 
cstan fijos, al bajar el plano c111piczan a rotar~ dando una vuelta completa 
al tcrtninar. Esto irnplica que i .. (g) = 1n~ donde 7n era la. trenza cuyos hilos 
daban una vuelta completa al bajar. Hccordcmos que el grupo generado por 
-r,., es el centro de la.~ trenzas puras, < /n >= Z(I',,). Por lo tanto, 

i.(rr 1(.4f+(2). T) =< i.(g) >=< ¡· .. >= Z(P.,). 

De donde podemos concluir que si 1l 2:: 5, entonces el grupo fundamental 
del espacio de configuraciones orientadas de n puntos distintos en el plano, 
~~'es el grupo de trenza.~ puras módulo su centro, P .. /Z(l' .. ) . 

.,,.,(~~,[Po))~ zn·'n) 
La descripción de este grupo la podemos hacer todavía más explícita, 

pues tenemos una presentación ele Pn y sabemos como es ")'n en terminas de 
estos generadores. 

De la sección 3 del capítulo 2, recordemos que, 

P.,~< {.4;,;}lr1.r2.r3,r4 > 
El generador del centro de las trenzas de colores es, 

/'n = {A1,2)(A.1,3.42,3) • • • (.41,n · · · (An-1,n), 
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si ahora llan1an1os I a la trenza trivial y 1·5 a la siguiente relación, 

rs (A1.2)(A1.3A2.3) ... (A1.n · · · (An-t,n) = f 

obtenemos pues una presentación para ztf~n)' 

zr;,,.) ~< {A;,;}lri.r2,r3,r.i,rs >. 

Por lo tanto, 

Teorema 6 Sen ~~ el espacio de co11figuracio11es de n puntos distintos en 
el plano. E11to11ccs, 

ESTA TESIS NO SAL.l=. 
DE L . .i\. .BIBl_,lt{.~TECPt 
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Capítulo 5 

Trenzas Afines 

Hemos visto que para n ? 5 encontramos el isomorfismo 7!"1(?,~, !Po)) ::::< 

z~Jn). ¿, Que pasa cuando n < 5 ? Los casos n = 1, n = 2, no tienen mucho 
sentido y si 11 = 3 el espacio ?,~ es 1111 solo punto, puesto que 3 puntos que 
generen el plano son afintncntc equivalentes a cualesquiera otros 3 puntos 
que generen el plano. 

Para 11 = 4 ya vi1nos c1ue ~Ai es homeomorfo a la esfera S 2
• Sea, 

entonces, 

Por otro lacio, sea, 

F.= {(p., ... ,p.)lp; E R 2
, < p¡, ... ,p4 >= R 2 ,p; :f. p;, Vi#- j} 

entonces el espacio de configuraciones de 4 puntos distintos en el plano esta 
definido como, 

~~ := F,/Al+(2) 

Podemos obtener~~ quitando de ~Ai las configuraciones que correspon
den a que dos puntos sean el 111isn10. Esto quiere decir que tcncn1os <1ue quitar 
los vértices del cubo truncado. Entonces ~~ es 8 2 menos doce puntos. lo 
cual implica que 7!"¡ (~~, p) ::::< lF11 , donde JF11 denota el grupo libre con once 
generadores. 
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Veamos las dimensiones de los espacios involucrados, E:, e (R2
} 4 , de 

hecho es un abierto de (R2
) 4 , entonces <li1n( E:,) = 8. Haciendo un cálculo 

análogo a los anteriores llegamos a que dim( E:,\ F 4 ) = 4 + 2 = 6. 

=> dim( E:,) - <lirn(E:, \ F 4 ) = 8 - 6 = 2. 

Es decir., el espacio de conjuntos de 4 puntos en el plano que no lo generan 
tiene codimcnsión 2 cu /~:.. Esto nos dice que pucd<"u haber lazos no triviales 
en f4 que son triviales en li:~. \lca.111os las co11secnt•11cia.c.;. 

Llamemos 7'.1 a "' (F.,. p), uu demento r E 7'4 es llamada una trenza afín y 
puede pensarse como 4-trcnza tal que los conjuutos de ··1 puntos en los planos 
que la barren nunca se alinean. Dos de estas trenzas afines son equivalentes si 
podc111os ir contin11a1ncnte dcfonnan<lo una en la otra por tncdio de trenzas 
afines. Usando la sucesión exacta descrita en la sección anterior, tcncn1os 
que, 

donde g es el giro completo del plano. 
Vamos a mostrar que existen trenzas <¡ue son equivalentes en P4 y dejan 

de serlo en T4. De lo cual concluimos que para pasar de una trenza a otra 
existe un morncnto en el c¡ue los 4 puntos de la intersección de la trenza con 
un plano que la barre, se alinean. · 

Recordando la notación del primer capítulo, A;,; denota la trenza pura 
donde el i-ésimo hilo le d;i vuelta al j-ésirno y regresa. De las relaciones de 
Pn tcncn1os que Ai,2A3.4 = A3,'1A 1,2 en />4. 

Sean o = .41.2 y í3 = A.1,.1 pensadas ahora en T4. Supongamos que 
o y í3 conmutan en 7'4 • es decir, oí) = í)o. Esto implica que sus clases 
correspondientes [o] y [,3] conmutan en el cociente ;fi¡:;;, es decir (o](í3] = 
[,BJ[o]. Ahora ;fi¡:;; es un grupo libre, ele hecho es IF11 , y si dos elementos 
en un grupo libre conrnutan, deben ser potencias de un mismo elemento. 
Entonces existe (e] E -1::; tal que, 

[o] = [c]" y [/3] = (c]m 

lo cual implica que, 
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donde g 1 y g2 son giros. 

=> amg~n 

:. om = í3"g3 

Donde g3 = g2glm· Pero o"' solo enreda los primeros dos hilos y nunca 
el prÍJncro y el segundo con el tercero y el cuarto con10 Jo hace íJ 11 g 3 , a menos 
de que g 3 sea el giro trivial. Por lo tanto o'" = í3", esto es claramente una 
contradicción, pues de nuevo o'" enreda solo Jos primeros dos hilos y /3" 
enreda solo los tíltimos dos. 

o/3 /o í3o c11 T4 
Esto rnisrno quiere decir que of3a- 1 p- 1 ~ que se desenreda en P4 , no es 

trivial en 'l'.1• Por lo tanto para dcscurcdarsc, los puntos en el plano que barre 
a la trenza se deben alinear en algun n10111c11to. Este es un hecho geométrico, 
nada obvio, c1uc aquí dcrnostra1nos usando las interpretaciones algebraicas a 
las que Jlcgarnos. 

l\1cis a1ín, la inclusión i : F4 ~ E.~ induce el morfis1110 i ... : T4 ->
rr1 (E:.,p) :::e P.1• Cuyo núcleo, kcri., es un subgrupo de rr1 (F4 ,p), y con
tiene clcrncutos que para desenredarse en P4 , Jos puntos de] plano que barre 
Ja trenza se deben alinear. 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

I-lcrnos visto que existe u11;t. relación 1nuy estrecha entre las trenzas y las 
configuraciones afines de p1111t.os. Llegarnos a describir el grupo funda1ncntal 
de un espacio de configuraciones afines orientadas ele puntos distintos en el 
plano, en térn1i11os ele la presc11tación del grupo de trenzas puras. Lo cual 
resultó ser interesante puPs si no pedi111os que los puntos sean distintos, el 
grupo fundarnental es trivial. :\11alicc111os esto desde un punto <le vista un 
poco tnás abstracto. ;-l'o111arnos objetos d<" dirncnsión cero. puntos, y vi1nos 
que su grupo funda1ncntal s<- podía expresar usando trcn~as, una colección 
de objetos de di11u·nsió11 11110. 

Si ahora nos prcguuta111us q11P sucrdc con espacios de configuraciones 
de rectas distintas. Ja int 11ició11 11os din· qu<· gcornetricarncute un clc1ncnto 
de su grupo fundarnental debe sPr 1111a colección <le superficies regladas y 
entrelazadas. es decir. tn·nza.das o auud.aclas. Donde adcn1ás la intersección 
de un hipcrplano con esta colccciljll de superficies nos dú uua configuración 
de rectas. Claro que habría que pn~cisar la din1cnsión del espacio cu el que 
este-in 111ctidas (•stas rectas y del hiperpla110. 'T'a1nbién habría que pensar las 
co11sec11c11cias que tiene hacer cocieutc en este caso cou el grupo afín, ya que 
cu las tn."nzas puras lo q11P nos hi7.o falta fue hacer cociente con el centro. 

La generalización de esta situ.acióu podría ser que el grupo funcla111cnta.l de 
1111 espacio de co11figuracio11es de 111-planos. es decir. hipcrplanos de ditncnsión 
111. sea un grupo cuyos cle111entos son objetos gcon1ét.ricos de dirncusión 11t + 1 
que se trenzan entre sí! rnúdulo cierta consideración análoga al hacer cociente 
el centro de las trenzas puras. 

Por otro lado podría1nos ver qué sucede con toda la sucesión exacta de 
grupos de hornotopía. no solo con el final. Es decir, estudiar. 
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Solo para darnos una idea, observemos que Af+(rn) lo podemos retraer 
a SO(m), el grupo de matrices ortogonales de determinante positivo. El 
problema es que en general SO(m) no tiene el tipo de homotopía de sm- 1

• 

como en el caso m = 2. En general. calcular el grupo fundamcnt al de SO( 111) 
es un problcn1a difícil. tvlucho 111;:\s co1nplicado todavía es p<-"nsar en qut~ 
grupo es 7ík(S'0(111).p0 ), que es isomorfo a 1ík(Af+(r11),¡J0 ). Por lo tanto es 
rnas delicado usar la. sucesión exacta co1no lo hici1nos para el caso k = l. 
Sin c1nbargo podernos afinuar que hay una relación cut.re rrk(.5'0(111)4 p0 ) y 
los grupos ele hon1otopía de las fa1nilias de Gra-.,s1nania11as que cstuclia1nos 
en el capítulo anterior, asi co1no los grupos de ho1notopía de los espacios de 
confignracioncs afines orientadas ~A~. 



Bibliografía 

(Ad] C.C. Adams, The /(uot Book, \V.H. Frccman and Company, NC\v 
York. {1994) 

(Ar] L. Armas Sanabria, Grupos de Trcn::as y Cerradums de Trenzas 
I'ums, Tesis Doctoral, Universidad Nacional Autónoma <le J\1éxico, 
Mexico D.F. {2000) 

(Art] E. Artin, Thcory of Braids, Annals of Mathcmatics, No.48, (1947), 
101-126 

(Big] S. Bigelow, /Jraid C:m!lps are Linear, Journal of thc American Math
ernatical Society, Vol.14, No.2, (2001 ), 471-486 

[Bir] .J. Birrnan, /Jraids. Links a11d 1\Iappi11g Class Groups, Princeton Uni
vcrsity Prcss, N.J. (!!J74), :\nnals of Mathematics Studics, No.82 

(BMO] J. Bracho, L. J\lontcjano. D. Oliveros, Thc Topology o/ lhe Space of 
Tm11sve1·sals lhrough /he Spacc o/ Co11figurations, Topology and its 
Applications, Vol.120, No.1-2, (2002), 92-103 

(Bur] \V. Burau, Ubcr Verkettungsgruppcn, Abh. Mathcrn. Seminar Ham
burg, (1936). 171-178 

(FN] R. Fox, L. Ncuwirth, The /Jraid Groups, Math. Scand., No.10, (1962), 
119-126 

(FR] M. Falk, R. Randcll, Pure Bmid Gmups rmd Products of Free C:roups, 
Contcmporary J\fathematics, Vol.78, (1988), 271-228 

(FRZ] R. Fenn, D. Rolfsen, J. Zhu, Centralisers in the /Jraid Group and 
Singular /Jraid i\lonoid, L'einsegncmcnt Mathematiquc t.45, (1996), 
75-96 

57 



.53 

[Gar) 

[Han) 

[Hir] 

[Hus] 

[Lic] 

[LP) 

[Rol] 

[Mau) 

[MB) 

[SW) 

[Str] 

;. 

i t ·_ ~ ... ! i ~ : . ., ; 
HIBL.if~'1ttAF(Á 

~¡·~~~:~~~'ic~h ~:~:~~d s~;:~~ ~'~;i~~'~:,~~~ ·~:·.2't~~~J1f iti:~r 
V.L. llansen, /3raids c111d Covcrings, Lon<lon ~lathcrnatiá~i ~;·.1,tiH~ 
Student Texts 18. Cambridge Univerity Press, (1989) '' ¡. : · 
D. Hirsch, Diffcrential Topology, Springer Verlag, Ncw York. t l~~4 lt 
Graduatc Tcxts in Mathcmatics. 20 ! 

D. lluscmollcr. Fibrc Burullcs, Springcr Verla¡;. Ncw YJ1fk; ¡ ÍO~.hl 
Graduate Texts in Mathematics, 20 · 

" .. ; ? ~i t ¡'. : . ,, . 
\V.B.R. Lickorish, An /ntroduclion lo l\rwt Thcory, Sprlnie~ \''!rliig¡ · 
New York, ( 1997). Graduatc Texts in Mathematics, 175 · ' 

i 
D. Long. ~1, Patton, Thc Burau ReJJrc.<cnlalio11 Is No/ Faif/rf1!I For 
n;:::: 6 Topology, Vol.32, No.2. (1998), 4a!J--1-17 

D. Rolíscn, /\nols and Links, Mathcmatical Lccture Series h flii.ili~h 
or Perish, llouston, (1976) !,' ;1; 1

1
,
1 

; • 

. M. Mauvois Romero, Espacios de Configuracion.cs; Te~ir• J~.:. ;(cdh~ 
ciatura, Universidad Nacional Autónoma de Mcx1co, f.· l!!f1¡:a .D.tr. 
(2001) 

S. MacLane, G. I3irkho!f, Algcbra, Chclsea Publishing domUail~; 
N.Y., (1967) 

S. Hamish, \V. Bert, Orderings of mapping class groÜps 11Aeíi 
Thurston, Enscign. Math. (2) 46 (2000), no. 3-4, 279-312. 

Ricardo Strausz Santiago, Separoidcs: El Complejo de Radon, Tesis 
de Maestría, Universidad Nacional Autónoma de México, MexicC:. 
D.F. (2001) 

;;. 


	Portada
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Trenzas
	Capítulo 3 . Espacios de Configuraciones Afines
	Capítulo 4. Grupos Fundamentales
	Capítulo 5. Trenzas Afines
	Capítulo 6. Conclusiones
	Bibliografía



