
\ 
1: 

,. 

I 
) 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTDNOMA DE MEXICO 

ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES 

"ARAGON" 

ENSEÑ'ANZA DE LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES A .TRAVÉS DE LA 
RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
APLICADOS A LA INGENIERÍA CIVIL 

T E s I s 
QUE PARA· OBTENER EL TITULO DE: 

INGENIERO 

MARIA 
MIRANDA 

CIVIL 

SAN JUAN DE ARAGÓN. M.Ex:cco 2002 

1 

!. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES 

ARAGÓN 
DIRECCIÓN 

MAR[A DE LOURDES MIRANDA QUINTERO 
PRESENTE. 

En contestación a la solicitud de fecha 11 de octubre del año en curso, 
relativa a la autorización que se le debe conceder para que el señor profesor, 
lng. PEDRO LUIS CRUZ GALINDO pueda dirigirle el trabajo de tesis 
denominado "ENSEÑANZA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES A 
TRAVÉS DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS APLICADOS A LA 
INGENIERÍA CIVIL", con fundamento en el punto 6 y siguientes, del 
Reglamento para Exámenes Profesionales en esta Escuela, y toda vez que 
la documentación presentada por usted reúne los requisitos que establece el 
precitado Reglamento; me permito comunicarle que 

0

ha sido aprobada su 
solicitud. 

Aprovecho la ocasión para reiterarle mi distinguida consideración. 

///7.n~ 
A Q. LILIA TURCOTT GONZÁ 

C p Secretaria Académica. 
C p Jefatura de la Carrera de Ingeniería Civil. 
C p Asesor de Tesis. 

L TG/.AJ Rlllá.. rx 
,.------··-·-·--·--·· ...... , 

1

T~~s1~~ c.:(~·.:\ 
F'.AL.LA DE ORIGEN 



Con todo mi amor 

A mis padres: 

Lourdes y santiago 

Por su amor, ·su ·gran paciencia, 
Comprensión y ·apoyo en cada 
etapa de m.i vida. 

A mi hermano: 

Juan 

A mi hfjo: 

Luis Javier 

A quien amo infinitamente; 
Quien ha sido el motor de mi vida; 
De quien espero ser, más que un 
ejemplo, una amiga incansable. 

Que donde quiera que te encuentres, 
espero que estés orgulloso de mi. 
"Te queremos y extrañamos" 

A mi hermano: 

Angel 

Por toda la confianza, el apoyo, 
la paciencia, la comprensión y el 
amor que me brindas dla con dla. 



A mi hermana y su familia 

Eluia, Arturo, Erandi y paulina 

Por la paciencia qu~ me han tenido, 
sus deseos de apoyarme · 

· incondicionalmente; y ser un 
ejemplo de vida a seguir. 

Amitfa: 

Josefina 

A mi asesor: 

Pedro Luis 

Quién más que nada a sido mi 
amiga, mi compañero y un 
incansable ejemplo de lucha y 
superación. 
Gracias por cada minuto que me has 
permitido robar de tu vida. 

Quién siempre esta dispuesta a 
apoyarme y regalarme palabras 
de aliento. 
De quien he aprendido a amar 
la vida y disfrutarla aún con 
todas sus adversidade.~. 

A todos aquellos con los que he 
compartido mis días de estudiante: 

Profesores, compañeros y amigos 

Quienes hicieron de éste, un 
enriquecedor y hermoso viaje. 



,·-~-. 

INDICE: 

CAPITULO I INTRODUCCIÓN 

CAPITULO II ENSEÑANZA DE LAS MATEMÁTICAS: 
UN PUNTO DE VISTA PEDAGÓGICO 

2.1 ANTECEDENTES 
2.2 CRITERIO PARA LA SOLUCION DE PROLEMAS 
2.3 EL PAPEL DEL PROFESOR 
2.4 USO DE LAS NUEVAS TECNOLOGÍAS 

CAPITULO III MATEMÁTICAS, FÍSICA E INGENIERÍA: 
SU RELACIÓN Y APLICACIÓN REAL 

3.1 ANTECEDENTES 
3.2 LA FÍSICA Y LA MTEMATICA EN EL SALON DE CLASES 
3.3 INTERRELACION ENTRE LA FÍSICA. LA MATEMÁTICA Y LA 

INGENIERIA 
3.4 CREENCIAS Y DESEMPEÑO DE LOS PROFESORES EN LA 

ENSEÑANZA DE LA FÍSICA 

CAPITULO IV TEORfA Y MÉTODOS DE SOLUCIÓN DE 
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 

4.1 INTRODUCCIÓN 
4.2 SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL UNEAL Y SUS 

PROPIEDADES 
4.3 ECUACIÓN HOMOGÉNEA CON COEFICIENTES CONSTANTE 
4.4 ECUACIÓN NO HOMOGÉNEA MÉTODO DE COEFICIENTES 

INDETERMINADOS 
4.5 MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LlNEJ\LES DE PRIMER 

ORDEN 
4.6 SOLUCIONES DE UN SISTEMA HOMOGÉNEO 
4.7 SOLUCIONES MATRICIALES DE SISTEMAS CON COEFICIENTES 

CONSTANTES 
4.8 SISTEMAS NO HOMOGÉNEOS 
4.9 TEORfA DE LOS MÉTODOS NUMÉRICOS PARA RESOLVER 

ECUACIONES DIFERENCIALE 

2 

. ··=·~·- ··--------------------····· ---· -- ... -.. 7"~:.· ... ::t'i -;;;1,:::l,r~~·;;:: ~!~ ~\'::.::·:'::~:~::, '/:{'":--'i :,.':?_q::. .:;ff;~'r:~j.:~';'¿¡,~~l':E~~:iL:~:.;L~,~- ~·.'.-.."-~L-~.-- .. .:.-



CAPITULO V UTILIZACIÓN DE SOFrW ARE ESPECIALIZADO 
( MATLAB Y SIMULINK) EN LA SOLUCION DE 
ALGUNOS PROBLEMAS DE INGENIERIA 
MODELADOS CON ECUACIONES DIFERENCIALES 

5. J CONCEPTOS NECESARIOS EN LA MODELACIÓN DE LOS 
PROBLEMAS DE APLICACIÓN. 

5.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA LOS SISTEMAS MECÁNICO E 
HIDRÁULICO. . 

5.3 ETAPAS PARA LA OBTENCIÓN DE LOS MODELOS MATEMÁTICOS 
EN LOS PROBLEMAS DE APLICACIÓN. 

5.4 PROBLEMAS DE APLICACIÓN 

CAPITULO VI CONCLUSIONES 

CAPITULO VII BIBLIOGRAFÍA 

3 



CAPITULO 1 

INTRODUCCIÓN 
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INTRODUCCIÓN : 

El presente trabajo esta dirigido, principalmente a los profesores de 
nivel licenciatura que imparten la materia de ecuaciones diferenciales, 
pudiendo también ser un material de consulta para aquellos estudiantes 
que deseen complementar su aprendizaje en torno a lo que son las 
ecuaciones diferenciales y algunos problemas reales en los cuales se aprecia 
su aplicación. 

En las ultimas décadas se han elaborado una gran cantidad de 
investigaciones en tomo al tema de la resolución de problemas, por lo cual, 
Uno de los objetivos que se persigue con la elaboración de dicho texto, es 
que el estudiante no solo concentre su atención en la memorización y 
mecanización de procedimientos, logrando aparentemente el entendimiento 
de las ideas asociadas a las definiciones, hechos básicos, notaciones o 
conceptos fundamentales, ya que estos son adquiridos en forma asilada, y 
no se logra establecer una adecuada relación entre las diferentes disciplinas; 
se pretende que el alumno desarrolle una serie de experiendas donde éste 
consiga un manejo adecuado de estas herramientas; y sepa donde y en que 
momento hacer uso de ellas. 

La preocupación por las dificultades en el aprendizaje de las 
diferentes disciplinas, encuentra su antecedente más próximeo en la primeras 
décadas del siglo XX, donde psicólogos del aprendizaje se esfuerzan par¡¡ 
que el pensamiento matemático logre desarrollarse de manera eficiente en la 
mente de los estudiante. A partir de entonces, han surgido diversas teorías y 
propuestas para llevar a cabo tal empresa: desde el aprendizaje por 
repetición hasta el basado en teorías cognitivas; desde la propuesta de 
enseñanza tradicional hasta la resolución de problemas. 

En su trabajo diario, tanto un matemático un físico, como un 
ingeniero dedican su tiempo a encontrar caminos p•Jsibles que le 
conduzcan a la solución de problemas. Por eso Polya t'n su labor de 
matemático y docente, propuso a los maestros ayudar a sus estudiantes a 
resolver problemas mediante una serie de preguntas que les servirán de 
guías en la búsqueda de una solución. 
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Polya es el primero en elaborar una serie de estrategias a seguir para 
evitar frustraciones en el alumno cuando intente resolver algún problema 
determinado. Posteriormente la propuesta de Schoenfeld v<i más allá de la 
sola enumeración de etapas subsecuentes para resolver problemas, -como 
lo había hecho Polya-, según Schoenfield, es importante que el estudiante, 
al aprender matemáticas, lo haga en un ambiente que le permita actuar 
como lo haría un matemático al trabajar con las ideas matemáticas. En otras 
palabras, propuso contextualizar las heurísticas de Polya, intentando 
además que los estudiantes adquieran habilidad en el uso de estrategias 
para resolver no únicamente problemas matemáticos, sino de cualquier 
índole en contextos diferentes 

Para tal objetivo, existen diversas estrategias didácticas, sin embargo 
nosotros nos enfocaremos en la ense1ianza de las ecuaciones diferencia/es a trat•és 
de In resolución de problemas, haciendo uso de las nuevas tecnoJlogías; ya que 
como veremos en el desarrollo del texto, algunos estudios muestran que, 
cuando los principios generales se enseñan con prácticas auto-evaluativas 
ocurre cierta transferencia, donde se muestra al alumno, como se relacionan 
los problemas entre ellos mismos o con la realidad, familiarizándose con la 
problemática del campo especifico, -en nuestro caso será a la aplicación de 
problemas de ingeniería civil-De igual manera se ha puesto de manifiesto 
como los estudiantes alteran su forma de pensamiento a la hora de resolver 
problemas cuando se encuentran frente a una computadora. Esto coloca el 
aprendizaje en un contexto social donde se visualizara y comprenderá, los 
principios y contradicciones de la misma disciplina, reflexio11n11do acerca de 
la aplicación adecuada, evitando de esta forma que se transite por un 
camino que llevará a la imposibilidad de utilizar los conocimientos 
adquiridos. 

La propuesta de resolución de problemas en matemáticas, puede 
encontrar en la enseñanza de la física un vasto campo de aplicación, pues las 
dificultades en el aprendizaje de esa ciencia muestra grandes similitudes 
con el de las matemáticas corno se verá en el tercer Capitulo de este trabajo. 

Las ecuaciones diferenciales son una parte de la matemática que 
tanto histórica corno socialmente ha movido los intereses de los expertos 
habiendo tenido sus orígenes en los problemas físicos y geométricos, y se 
ha convertido. ·en una disciplina aplicable aún, fuera del campo de las 
matemáticas puras. 
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Para confeccionar los problemas· propuestos en este trabajo 
utilizamos esencialmente dos criterios : que fueran típicos, es decir que 
fueran problemas usados frecuentemente por profesores de la materia y que 
tuviera una aplicación real. 

El desarrollo de esta tesis está estructurado en seis capítulos. Mucho 
de lo que ya se dijo en esta introducción, es lo que compone al segundo 
capítulo, el cual se enfoca en explicar lo que es la estrategias de la 
resolución de problemas. En el tercer capitulo, se verá la importancia que 
tiene la relación existente entre las diferentes disciplinas. Ocupándonos 
un poco de la problemática entorno a Ja estrecha relación que pareciera 
existir entre las matemáticas, la física y la ingeniería. En el cuarto capítulo, 
veremos que son las ecuaciones diferenciales, como se re·suelven y los 
teoremas en los que se basa la teoría. En el quinto capítulo, se muestra 
cómo el uso de las nuevas tecnologías nos proporciona una herramienta 
importante para auxiliarnos en Ja resolución de problemas entre otras cosas, 
ya que sin duda alguna nos permite observar, comprender y experimentar 
a los fenómenos que deseamos estudiar, facilitándonos de manera 
significativa el trabajo a desarrollar. En nuestro caso utilizaremos Matlab el 
cual es un paquete de Software interactivo para resolver problemas que 
surgen en el cálculo científico. 

Existen muchas y muy buenas razones para utilizar Matlab, algunas 
de las principales ventajas que ofrece este paquete es su flexibilidad, que 
viene dada entre otras cosas por un entorno de programación que permite 
la creación de nuevas funciones no auto-contenidas, posibilitando la 
generación de librerías conocidas como Toolboxes. 

Sin embargo, en ocasiones, el manejo de un conjunto de rutinas o 
incluso de un Toolbox en su totalidad mediante un entorno gráfico que 
permite una selección rápida de parámetros y opciones se convierte en 
una opción deseada. 

Matlab es un programa que permite solucionar problemas 
matemáticos mediante el uso de comandos apropiados y funcionés 
especializadas para cada tipo de fórmula. 

Otra de Ja ventajas que posee este paquete es el uso de archivos M, 
que son como pequeños scripts que se corren dentro de la t?jecución de un 
comando y permite simplificar las tareas y las equivocaciones a la hora de 
evaluar funciones muy complicadas y que se necesite utilizar para su 
solución gran cantidad de funciones y parámetros. 

7 



'' ........ --------------------'--------·--------------·---·-----

La graficación de imágenes en dos y tres dimensiones permite 
analizar el comportamiento de una función y presentar resultados más 
amigables al usuario, de manera que no solo se utiliza la clásica 
presentación como terminal, sino que también integran componentes 
visuales, que hacen que el trabajo no solo se limite a la parte de solución 
de problemas sino también a la presentación del resultado ya que este 
software nos permite programar y modelar los fenómenos, situación 
que podremos apreciar en el quinto capitulo al resolver los problemas 
planteados. 

., 
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CAPITULOII 

ENSEÑANZA DE LAS MATEMÁTICAS : UN 
PUNTO DE VISTA PEDAGÓGICO. 
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~-----------

2.1 ANTECEDENTES 

La labor de enseñar, y en particular la de enseñar matemáticas se ha 
caracterizado en nuestra cultura como una actividad que no se describe. Por 
lo cual se ha desarrollado dentro de las instituciones de ensefianza, l.lna falta 
de interés y-credibilidad en una teoría didáctica que sirva para explicar e 
interpretar las problemáticas que se desarrollan en la práctica de las 
ma temática s. 

Lo anterior muestra una generalizada persistencia, del bajo 
rendimiento de Jos alumnos en estas asignaturas, existiendo razones 
"desconocidas" por las cuales la enseñanza no es fructífera. Esto nos 
muestra la vital importancia que debe tener, el cómo s.e identifica la 
didáctica de las matemáticas, con el conjunto de técnicas utilizadas, que 
permite al profesor enseñar mejor, ya que esto es determinante en el proceso 
de aprendizaje de los alumnos. 

Generalmente los profesores enmarcan lo que esperan de las 
circunstancias, teniendo en cuenta los conocimientos previos del 
alumnado, la cual incluye herramientas y técnicas que han sido útiles en el 
pasado. Identificando a las matemáticas con conocimientos donde existe un 
lenguaje codificado y un conjunto de significados, entonces éstos 
desarrollan intuiciones acerca de las matemáticas; desafortunadamente la 
mayoría de la veces, este conocimiento informal o intuiciones que los 
estudiantes adquieren, les impide entender los conceptos matemáticos. Esto 
nos deja ver que la percepción que el estudiante tenga acerca de las reglas, 
al resolver un problema, determina la dirección y los recursos que utiliza en 
el proceso de resoludón. 

De esta manera cuando los estudiantes inician sus estudios 
universitarios, los profesores dan por hecho que éstos tienen los 
conocimientos básicos, adquiridos en niveles anteriores, y que, lograran 
resolver los problemas de una u otra forma. 

Sin embargo esto ha creado diversos problemas para los estudiantes, 
ya que éstos, no tienen una formación en las estrategias de cómo resolver 
problemas. E~to ·· es muy frecuente, debido a que el profesor, en la 
exposición de problemas presenta solo ideas que ayuden al alumno a 
encontrar Ja solución; selecciona el método y las operacion~s para obtener 
la solución correcta, aún cuando en Ja preparación de ciertos ejemplos, éste 
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se halla enfrentado a varias dificultades; en la presentación, generalmente se 
selecciona un producto pulido que oscurece el proceso que produjo la 
solución, dejando en los alumnos la impresión de que el problema se 
soluciona fácilmente. Esto imposibilita al alumno a buscar su posible 
método de solución; que quiere decir esto, que él deberá examinar, 
identificar, representar, seleccionar, transformar, aplicar y discutir las ideas 
importantes del problema, utilizando ejemplos y contraeje,mplos si fuera 
necesario. 

Polya G. En su libro "como plantear y resolver prol>lc111as", invita al 
lector a comprender no sólo la solución de ciertos problemas, sino también 
los motivos y el procedimiento de solución. Esto se basa en un estudio de los 
métodos de solución, llamados heurísticos los cuales son esencialmente 
estrategias generales para atacar un problema (usar diagramas, analogías, 
introducir elementos auxiliares, variar el problema, etc) , esto no garantiza 
una solución, pero ayuda. 

Más recientemente Santos Trigo L. M., menciona que la actividad de 
resolver problemas es básica para el estudio del conocimiento matemático y 
que en la práctica de la enseñanza matemática el uso de diversos problemas 
se presenta cuando se dejan tareas, se dan ejemplos en clase y aparecen 
ejercicios similares en los exámenes. 

Algunas de las ventajas que se obtienen con la estrategia de resolver 
problemas son: ·;i, i'•:•• . 

la resolución de diversos problema~ d~san~ll~ en el·.· 
estudiante una actitud para .crear· soluciones· éon diferentes 
alternativas. . · · · · 

Estimula la profundización de los .. concépt6s ,y. de .. las 
herramientas presentadas por el profesore11 la ,teoÍ'ía. < 
Amplia la familiarización con la· P.osibl~ presericia de 
problemas semejantes. 

Desarrolla la habilidad en•.· lo~>,: modos correctos del 
pensamiento. 

Se logra la adecuada transferenr.iade datos. 
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2.2.- CRITERIOS PARA LA SOLUCIÓN DE PROBLEMAS 

Existen ciertas condiciones que determinan 'si una situación es un 
problema o no. Por lo que entenderemos en _este texto que un, problema es 
una tarea o situación en la que aparecen los siguientes componentes. 

1.- La existencia de un interés. El sujeto tien'e mi ¡:iropó~it~ deseado y 
definido. Este propósito esta enfocado a encontrar urÍásolución. 

2.- El camino para llegar a esa meta está bloqueado y sus patrones de 
conducta y sus respuestas habituales, no son suficientes para romper ese 
bloqueo. 

3.- La presencia de diversos métodos de solución, los cuales pueden ser 
algebraico, geométrico, numérico inclusive gráfico. Teniendo en cuenta 
la posibilidad de que el problema pueda tener mas de una solución. 

4.- Debe existir deliberación; el sujeto debe tomar conciencia del problema, 
definirlo claramente, identificar hipótesis o soluciones, comprobar su 
factibilidad . 

Las condiciones mencionadas anteriormente se presentan, debido a 
que suele utilizarse de manera errónea la palabra problema en clase; 
resolver un problema requiere un comportamiento distinto de la aplicación 
rutinaria de un procedimiento establecido, esto puede definirse, como una 
situación que es nueva para el estudiante a quien se le pide resolverla; y no 
así, la ejecución de ,ejercicios idénticos a los que se resuelven en el salón de 
clases. 

Uno de los aspectos más importantes en la resolución de problemas, 
es la auto- evaluación del proceso utilizado al resolver un problema, ya que 
éste debe de ir más allá del simple uso de una serie de técnicas y 
habilidades. Esta evaluación crea una conciencia de las propias capacidades 
y limitaciones. 

El proceso de resolver problemas presenta tres fases importantes: 

1.- La entrada al problema. 
2.,- Atacar el problema. 
3.- La revisión o evaluación del proceso 

12 



Ampliando las tres fases anteriores se tienen J~s siguientes acciones a 
seguir en Ja resolución de problemas: 

1.- La entrada del problema: en este puntos debem_os distinguir Jo siguiente: 

Entendimiento del problema. Aquí se debe tener claro de lo que el 
problema trata antes de iniciar el proceso de solución. Se sugiere 
cuestionarse lo siguiente: ¿qué es lo que sé?, ¿qué es lo que quiero? , 
¿qué es lo que puedo usar? Etc,. Otros métodos que nos ayudaran a 
comprender mejor nuestro problema sería: 

obtener una representación apropiada del problema, 
considerando las condiciones del mismo, las metas y objetivos. 
Entender que tan restringidas son las condiciones y que tan claras 
son las metas. 
Si fuera posible o necesario, dibujar un diagrama o representación 
esquemática, que ayude a identificar los componentes del 
problema. · 
Poder identificar algunas simplificaciones preliminare~·-

2.- Atacar el problema: Para lograr un buen proceso: de 'soJUción del 
problema antes de iniciar: -,~. · __ ._,_,...~" ·~--'"· .- .' -~-~ 

Hay que considerar diversas formas de rés.91,u,c¡~~--i ~~Í~~~¡o~~r un 
método acorde al requerimiento del problel1,la~~x ::;, :é,;~,:; ;,', ,, 

pensar en un problema concici~i-~he;iX~~Jt~';~-i~~~¡~~{c;ase ele 
incógnitas pero que. sea más simple:·_.·· -;·;,; '.¡ ,-.,;_:_ •. _ ••. _·: __ -. __ \. ~_)' , • 

•,>,: .-.,< ;~.~:·· ;·\·.~·;:.;· -_ 
No se deberá involucrar cál¿uJ;J; u!operáé:ibnes'co~plejas hasta 
que se hallan eyaluado varias alternativás y:exista una clara 
justificación de que los cálculos son néi:esaÍ'ios: - · 

3.-La revisión o evaluación del proceso: 

Revisar el proceso y verificar si fue correcto el método seleccionado, 
obteniendo en este caso una solución factible y coherente con la 
situación establecida. Si no fue, se utilizo un _método in correcto y, se 
dejaran al descubierto los errores cometidos ya que, se tendrá un camino 
confuso y posiblemente no se llego a una respuesta· satisfactoria. 

Evaluar la solución obtenida. Esto implica que el alumno entienda lo que hizo y 
pueda justificar, por qué sus acciones fueron apropiadas. 
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Por ningún motivo debemos de perder de vista que la resolución de 
problemas no es un proceso mecánico para· encontrar respuestas. Y que 
existen problemas que se resuelven rápidamente Y también hay otros que 
requieren de un mayor análisis. . : .. . : .. 

2.3.- EL PAPEL DEL PROFESOR 

Schoenfeld m~ncionaque ~ntre lÓ¿priÍ-Íclpl~s'.iTiá~ id1pÓrt~ntes para 
el aprendizaje de las matemáticas,· incluye que et' 'profesor.haga v.er a los 
estudiantes que: · <· >:••; '.•; · ' 

a) Aprender ~átemáticas es un proceso que .requiere d~ é:ÍÍ~~usi6nes sobre ·. 
las conjeturas. Produciendo un desarrollo de nuevas .ideas. 

b) Encontrar la solución al problema planteado no es el final de la 
empresa matemática, sino el punto inicial para encontrar otras 
soluciones o generalizaciones de dicho problema. 

El propósito de asociar estos principios con las actividades de 
aprendizaje, es de ayudar a los estudiantes a explotar lo que ellos saben, 
usando sus conocimientos de forma efectiva. Algunas actividades 
compatibles con la propuesta de aprender matemáticas a través de la 
resolución de problemas incluyen actividades, en las que el profesor 
resuelva periódicamente problemas nuevos, donde Jos alumnos puedan 
observar diversas estrategias que se utilizan cuando uno se enfrenta a 
problemas no estudiados. Mostrando aspectos como la selección y cambios 
de estrategias a través del proceso de resolución. 

El papel del instructor en el salón de clases incluye: 

Ayudar a Jos estudiantes a que acepten los retos de resolver los 
problemas. Teniendo en cuenta que:un p'roblema se convierte en eso 
mismo hasta que el estudiante muestr~ ~lgún interés.por resolverlo. 

Construir una atmósfera qu~ le dé: cci~fi~~za.~l estudia~te para atacar 
problemas no rutina'rios·.y no's.entirse .·mal al enfrentarse a alguna 
dificultad durante el proceso d~ solución. 

Motivar· a los ~stüdi~r\te's'Syi·p~rmith'l~s .·impl~ínentar ·•sus propios 
caminos de solución, propordonándoles ayuda cuando sea necesario. 
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El profesor también deberá promover la discusión en clase actuando 
como moderador, sugiriendo rutas que puedan ser de valor para la 
discusión. 

Una recomendación de Schoenfeld es la organización de pequeños 
grupos de trabajo, donde los estudiantes se cuestionen lo siguiente: 

¿qué estás haciendo? 
¿podemos describir el problema en una forma precisa? 
¿qué relación tiene lo que se hace con Ja solución? 
¿qué representa el resultado obtenido? 

Los estudiantes deben notar que la calidad del método de solución 
es importante en las matemáticas, más que la cualidad. 

Es importante que Jos estudiantes participen en el proceso de 
formular o rediseñar problemas, teniendo de estn manera In oportunidad 
de evnluar y contrastnr las estrntegias y contenidos asociados con la 
resolución del problema con sus compañeros. 

Un objetivo esencial en la instrucción matemática es, ayudar a que 
los estudiantes desarrollen habilidades y estrategias que usen en su estudio 
de las matemáticas, independientemente de la presencia del maestro. Ya 
que la instrucción matemática debe incorporar estrategias para que el 
estudiante nprendn a leer, n conceptuar y n escribir argumentos 
matemáticos. Tomando en cuenta que sus nrgumentos, clnramente 
fundados, lo deben convencer a él mismo, n sus compañeros y n aquellos 
que no estén de ncuerdo con sus ideas. 

2.4.· USO DE LAS NUEVAS TECNOLOGÍAS. 

El ser humano vive inmerso en un mundo que avan~a rápidamente 
debido en gran parte al avance tecnológico, la sociedad demanda de las 
instituciones educativas sujetos con capacidad para integrarse plenamente 
en la sociedad actual y al mundo laboral, y las nuevas propuestas 
educativas y Ja formación del decente deben adaptarse a dichas demandas. 

Por esta razón, las instituciones dedicadas a mejorar l;i calidad en el 
nivel de aprendizaje de los estudiante, han observado la nei:esidad que los 
profesores tienen de auxiliarse de herramientas, que logren ampliar la 
comprensión de la teoría impartida en el salón de clases. Basándose en una 
práctica docente vía resolución de problemas, entendida ésta bajo la 
premisa de formar sujetos capaces de participar activamente en el 
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desarrollo de las ideas matemáticas escolares, con una actitud critica para la 
resolución de problemas en diferentes contextos y capaces de trabajar en 
grupo. 

El uso de la computadora ha influenciado notablemente la forma de 
desarrollar matemáticas. Por ejemplo, en la búsqueda de patrones o 
comportamientos de fenómenos, Ja computadora ha resultado ser un gran 
instrumento que ayuda a representar y organizar información que antes era 
difícil de sistematizar. Además en algunos casos resulta relativamente fácil 
variar los valores de una expresión algebraica para estudiar con detalle lo 
que pasa geométricamente. 

Esto surge desde Ja década de los setenta, cuando los primeros 
diseños tecnológicos de calculadoras permiten, realizar operaciones básicas. 
Siendo estos Jos primeros avances tecnológicos que se introducen dentro de 
las aulas, proceso que se extiende rápidamente en todas las escuelas y 
universidades. Para los años ochenta aparecen las calculadoras con 
capacidad gráfica. Así surge y se desarrolla una serie de investigaciones 
tendientes a esclarecer el dilema, del efecto en la formación de los alumnos 
cuando se dispone de un dispositivo tecnológico. Para los años 90' , el 
impacto que tiene la microcomputadora en la sociedad propicia una 
reflexión en torno a su uso en el salón de clases; investigadores señalan que 
esta herramienta no sólo será suficiente para establecer mc•dos de pensar, 
sino que también será capaz de apoyar el desarrollo cognitivo y el cambio 
por parte del usuario. Pues una de las principales virtudes de la 
introducción de las computadoras a una clase es que la responsabilidad se 
devuelve a los estudiantes para que ellos desempeñen una parte más activa 
desarrollando y evaluando ideas matemáticas. 

En el sistema educativo mexicano se ha promovido la introducción 
de la computadora en el salón de clases. Sin embargo, dicha introducción se 
ha hecho según los modelos educativos utilizados en los países 
industrializados hace 15 años que consiste en tener un laboratorio y enseñar 
solamente algunos lenguajes de programación y posiblemente software de 
aplicación para el tratamiento de datos. 

El sistema educativo debería situarse en la promoción de nuevas 
metodologías en la enseñanza de las matemáticas, nuevos materiales 
educativos (libros de texto, lenguajes de programación>software, etc,) y el 
uso reflexivo y creativo de la tecnología existente. · 

Las ventajas que prevé el uso de la. computadora radica en el 
significado concreto de l'!!s nociones matemáticas; ·ya que es factible pasar 
de una representación de un concepto a otra forma de representarlo. 
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La falta de auto-evaluación en los procesos realizados por un alumno 
en un contexto de papel y lápiz, puede ser complementada en un ambiente 
de papel, lápiz y computadora. En este sentido es posible que el estudiante 
enfoque su atención en el análisis del proceso de la resolución del problema. 
En muchos casos, permitiendo la visualización del error o bien 
provocando una revisión de su proceso para una mejor aproximación en la 
resolución de un problema. 

La simulación de situaciones con el uso de la computadora hace de 
ésta una elemento imprescindible en educación matemática. En este 
ambiente, el alumno está en posibilidad de reflexionar ante el fenómeno que 
se exhibe en pantalla y de realizar cálculos si así lo des1?a, teniendo la 
oportunidad de demostrar sus conjeturas y analizar algunas concepciones 
falsas con datos representativos. A través de la simulación, se estará 
construyendo un puente entre las ideas intuitivas que tenga un alumno y los 
conceptos formales. 

Finalmente, se persigue el objetivo de que el estudiante desarrolle 
habilidades que le permitan ajustarse al constate cambio y el acelerado 
desarrollo, convirtiéndose éste en constructor de teorías, sintetizador de 
ideas y un inventor de estrategias que le permitan avanzar de forma 
independiente en su conocimiento. 
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CAPITULO III 

MATEMÁTICAS, FÍSICA E INGENIERIA: SU 
RELACIÓN Y APLICACIÓN REAL. 

--.~ .. -· ... ~ .. · -:;-;r..-.. 



3.1.- ANTECEDENTES 

Haciendo un poco de historia, recordemos de donde proviene esta 
intima relación existente entre la física, la matemática y la ingeniería; esta 
ultima enfocándola mas enfáticamente a la ingeniería civil. 

Sabemos que antes de comenzar a desarrollarse las ciencias, los 
sentidos eran la única fuente de información, y por esto, los fenómeno 
físicos se fueron clasificando de acuerdo con el sentido por el cual se 
percibían, surgiendo las distintas ramas de la física, la luz relacionada con la 
visión dio origen a la óptica, el sonido dio origen a la acústica y el 
movimiento dio origen a Ja mecánica, que fue en la antigüedad, una de las 
ramas de la física de mayor desarrollo, ya que a diferencia de las 
matemáticas, la física, corno ciencia establecida, con sus propios postulados 
y esquemas bien definidos, que le permite separarse de aquella en su 
objetivo de estudio y en su metodología, no aparece sino hasta el segundo 
tercio del siglo XVII, cuando en 1632, Galileo publicó su obra: consideraciones 
y demostraciones matenuíticas sobre dos nuevas ciencias, en donde compara las 
antiguas y nuevas teorías del movimiento. Galileo estableció las bases del 
método científico y de la mecánica del movimiento, que más tarde Newton 
sistematizaría y haría de ella el modelo a seguir de toda teoría física. Con la 
formulación y uso sistemático del cálculo diferencial, Newton desarrolló la 
teoría de la Mecánica Celeste, donde explicó el comportamiento de los 
planetas; lo increíble fue, quizá, que dicha teoría también se ajustaba a los 
movimientos de cuerpos terrestres: como balas de cañón o piedras que se 
dejan caer desde cierta altura. 

De este modo a principios de siglo XIX la física estaba formada por 
un conjunto de ramas llamadas clásicas, y estas tenían entre sí muy poca o 
ninguna relación. Hasta que a principios del siglo XX, en la física se presenta 
una revolución. Surgiendo científicos tan destacados corno Planck, Born y 
Rutherford, por supuesto el más representativo de todos los de la época fue 
Albert Einstein, a quien se le conoce más por su teoría de relativista que por 
su contribución a la descripción del efecto fotoeléctrico. La teoría de la 
relatividad, puede considerarse como un claro ejemplo en el pensamiento 
científico, el cual exigía un rompimiento con las creencias arraigadas desde 
la misma infancia y revelarse contra el engaño de nuestros sentidos. 
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Quizá por eso Einstein sugirió a Piaget investigar respecto a la 
evolución que sufren algunos conceptos físicos en el pensamiento de todo 
individuo, y el momento en el que esos conceptos son asimilados por él para 
que pueda, por ende, interpretar correctamente fenómenos naturales •1ue 
ocurren en la vida cotidiana. ' 

Con estos hechos en puerta, aparece Ja física moderna que cubre los 
desarrollos alcanzados en el siglo XX. 

Uno de Jos grandes logros del siglo XX, fue el poder mirar los 
fenómenos físicos desde un punto de vista unificado; donde se enfoca 
siempre de un manera lógica y consistente, como un todo, procurando que 
Jos fenómenos básicos se comprendan con el menor nümero posible de 
principios. De este modo todos Jos conceptos y las leyes de la mecánica 
( como también, Jos de la física, en general) se encuentran relacionados con 
Ja idealización de los fenómenos de Ja naturaleza. Por ejemplo una de los 
conceptos mas elementales de la mecánica: el movimiento uniforme; En la 
naturaleza, no existen movimientos perfectamente uniformes , sin embargo, 
en un serie de casos esta irregularidad es tan pequeña que resulta 
conveniente menoscabarla; de esta forma surge el concepto de movimiento 
uniforme. 

La mecánica opera de la misma forma, no con los cuerpo y procesos 
reales, sino con los ideales. Sin embargo nosotros Jos tratamos como objetos 
reales, como si existieran en verdad. Así las abstracciones mecánicas no se 
diferencian en nada, por su naturaleza, de las abstracciones geométricas; y 
es que los puntos, las rectas y los planos no existen en la naturaleza como 
los objetos reales, y el sentido real de las afirmaciones que se hacen acerca 
de ellos, consiste en, que cuantos más objetos reales van aproximándose, 
por sus propiedades, a los puntos, las rectas, etc, tanto mayor es la 
exactitud con que se cumplen estas afirmaciones. 

Pero Ja física no es importante sólo por el hecho de prever los 
conceptos básicos en Jo que se fundan las otras ciencias. Es importante, 
también, porque sus teorías se aplican en cualquier área de investigación. 

Atendiendo a otro criterio, y más modernamente, se han clasificado 
las ciencias, en puras y aplicadas. Las ciencias puras estudian Ja esencia 
general de un campo determinado del saber para obtener una ampliación 
del conocimiento científico de la realidad que nos envuelve. Las ciencias 
aplicadas, también llamadas particulares o descriptivas, pretende explicar 
las manifestaciones concretas de los fenómenos y las aplicaciones de las 
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leyes y reglas generales a los casos particulares. De este modo se puede 
decir que las técnicas se basan en las ciencias aplicadas y estas en las puras. 
Así, la investigación aeronáutica se fundamenta en la mecánica de los 
fluidos y ésta en la mecánica y los métodos matemáticos, a la vez que en la 
termodinámica física. Por ejemplo los geólogos, en sus investigaciones , 
adoptan métodos gravimétricos, acústicos, nucleares y mecánicos. 

3.2.- LA FÍSICA Y LA MATEMÁTICA EN EL SALON DE 
CLASES 

En el desarrollo de la ciencias, los contenidos son integrados al 
currículo de las asignaturas, una como requisito de la otra, pero están 
desconectadas entre sí y desligadas de la realidad porque el alumno 
raramente tiene oportunidad de encontrar su contenido en situaciones de la 
vida real. 

En física, cada vez la enseñanza esta más alejada del origen de sus 
conceptos básicos. Cuando se presenta una situación real, los alumnos no 
pueden aplicar los conocimientos porque éstos fueron aprendidos 
esquemáticamente, a pesar de haber manejado el Método Científico, el cual 
tiene como objetivo, observar y analizar, experimentar y deducir leyes, 
matematizar situaciones y deducir resultados. 

Hace falta desarrollar la aptitud de los alumnos parn identificar las 
estructuras matemáticas presentes en las situaciones encontradas en la física 
o como lo dijimos en el capitulo JI, no se lleva a cabo la transferencia del 
conocimiento, y su habilidad para el manejo de las herramientas 
matemáticas fundamentales. 

El concepto de modelo debe jugar un papel central, tanto en la 
enseñanza de la matemática como de la física. Desde el punto de vista 
matemático, el modelo es la base de todas las aplicaciones. Desde el punto 
de vista físico las teorías matemáticas suministran los útiles necesarios para 
la descripción de ciertos modelos de la realidad. Naturalmente un mismo 
modelo físico puede ser descrito en el marco de teorías menos finos de la 
realidad. El modelo, en los dos sentidos debe ser el elemento de enlace entre 
la física y la matemática. 

Cada una de estas disciplinas tiene sus propias notaciones. Para 
asegurar la comprensión de sus enseñanzas, es indispensable que los 
profesores de ambas disciplinas expliquen como sus lenguajes se relacionan 
entre sí. · 
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El conocimiento de la evolución de las ideas matemáticas y físicas 
tienen valor cultural y educativo. Conviene que los profesores en sus cursos 
indiquen a los alumnos ejemplos históricos de interrelación entre las dos 
ciencias. 

En las clases de matemáticas, deben indicarse cómo sus operaciones y 
teoremas tienen muchas veces interpretaciones vinculadas con la 
naturaleza y la vida real. En las clases de física hay qu1! desarrollar el 
espíritu de abstracción que reducen el problema a uno matemático, pero sin 
dejar de lado el problema físico y no ocultar los factores que muchas veces 
es preciso simplificar para que el problema matemático sen tratable, pero 
sobre los cuales conviene llamar la atención para no desconectar el 
problema de la realidad. 

Los profesores interesados en mejorar la enseñanza, deben descartar 
que sólo buscan una respuesta numérica exacta. Debe tener prioridad, 
pronunciar el razonamiento del alumno sobre el fenómeno físico y no caer 
en el mero formulismo. Se podrían buscar otras formas de representación 
como lo sugiere Mochón (1997), por ejemplo, las representaciones gráficas, 
numéricas y simbólicas, y no solo llegar al algoritmo del problema, que 
equivaldría a encontrar la respuesta numérica solamente. 

3.3.- INTERRELACION ENTRE LA FÍSICA , LA MATEMÁTICA Y LA 
INGENIERIA 

Aün con todo lo dicho anteriormente, las asignaturas de física y 
matemáticas desde su enseñanza más básica, se trabajan de manera aislada, 
con lo cual los estudiantes al llegar al nivel licenciatura, no logran conjuntar 
los conocimientos adquiridos, creando la falsa intuición deo que estas son 
asignaturas diferentes y sin mucha relación. La tarea del profesor entonces, 
será tratar de coordinar los pre-requisitos que necesita la física para 
matematizar las leyes físicas, también pueden retomarse las leyes físicas 
para ejemplificarlas matemáticamente y así, el alumno pueda entender la 
interacción de las dos disciplinas. 

De este modo ubicados en el aula, cuando nos referimos al cálculo, 
estamos pensando en aquél relativo a las carreras de ingeniería. Dentro de 
este contexto, existen trabajos que muestran el fracaso de los cursos actuales 
de cálculo en cuanto a cumplir con el objetivo de que el estudiante sea 
capaz de utilizar ese conocimiento, como una herramienta para profundizar 
en la comprensión de fenómenos específicos de su carrera. Algunos 
investigadores mencionan que la didáctica actual en general, ha ignorado 
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los procesos del pensamiento matemático, que se ponen en juego al resolver 
problemas, con el consecuente desfase entre lo que se espera de los 
estudiantes y lo que se logra. A su vez se establece la regularidad de una 
práctica algoritmo-algebraica en la enseñanza tradicional dd cálculo como 
respuesta a las dificultades encontradas en lograr una verdadera 
comprensión de los conceptos. 

Ahora bien, aunque es cierto que el uso de los diferenciales es una 
constante en el conocimiento de los fenómenos de la física, existen 
didácticas relacionadas con la electricidad y el magnetismo donde las 
formas de operar con el diferencial oscurecen este hecho. 

De igual modo las investigaciones muestran que no ~ola en nuestro 
país la enseñanza de los diferenciales resulta, un tanto controvertida y de 
alguna forma no es satisfactoria, por lo menos en las situaciones en que la 
enseñanza del cálculo coexiste con la de la física, como es el caso de las 
escuelas de ingeniería. 

En la física, el uso de los diferenciales constituye una metodología 
para el estudio de fenómenos que involucran relaciones no lineales; esta es 
una de las razones por las cuales tiene una vital importancia el papel de 
los diferenciales para calcular magnitudes globales a través de la suma de 
cantidades elementales ( integración ); para encontrar las leyes generales 
de variación, a partir de relaciones locales ( ecuaciones diferenciales). De 
hecho el uso de magnitudes infinitesimales en la física es abundante. 

Es decir, el diferencial se usa para encontrar la relación entre 
magnitudes; como una técnica para descubrir funciones. 

Fuera de las acostumbradas exigencias rutinarias algoritmo 
algebraicas, de los problemas comunes en un curso de cálculo, los alumnos 
revelan un pensamiento acerca del diferencial que difícilmente podrían 
involucrarlo apropiadamente en la construcción de otro conocimiento que 
los requiera. 

Las ideas del cálculo deben crecer y evolucionar en los estudiantes, 
entretejidas a los cambios de percepción del mundo físico de su estudio; 
para planear situaciones de aprendizaje que tomen en cuenta que no se 
puede pensar en propuestas para un curso de matemáticas ( llámese calculo, 
álgebra, ecuaciones diferenciales, etc.) sin considerar lo que se busca y se 
hace con él en las áreas a las que se supone apoya. Puesto que lo que 
entiende un profesor de cálculo por diferencial, por ejemplo, no es lo que 
piensa uno de física. Son necesarios trabajos de investigación 
interdisciplinario que por un lado, centren la atención en el trenzado de 
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razonamientos y pensamientos, que se dan en el estudiantl? en situaciones 
donde intervienen elementos matemáticos y físicos al mismo tiempo, y por 
otro lado también habría que incluir trabajos de corte epistemológico, que 
den información sobre las relaciones de significado entre distintos saberes 
en épocas de origen, evolución y teorización de nociones. 

Podría ser importante desde una perspectiva así de la educación, 
saber por ejemplo que el flujo eléctrico, no es un verdadero flujo ( ya que no 
fluye algo), sin embargo Maxwell Jo considero en un principio así, y utilizó 
el aparato matemático para el estudio de la mecánica de fluidos en su 
elaboración de la teoría del electromagnetismo. 

Así pues el desarrollo de toda ciencia siempre se ve acompañada de 
conceptos necesariamente interdisciplinarios que permitan hacer más 
accesible la explicación de determinados fenómenos que constituyen el 
objeto de estudio. En muchos casos los conceptos, no corresponden con lo 
que uno puede comprender a través del sentido común. En matemáticas, 
por ejemplo, el concepto de función está bien definido y el uso de él 
requiere de cierta abstracción por parte del individuo. 

En Ja física y algunas otras ciencias, no son el objeto de estudio los 
procesos mentales que permiten transformar el pensamiento del sentido 
común, por llamarlo de algún modo, en pensamiento científico. La 
psicología cognitiva y la educación matemática son disciplinas que tienen 
como misión dar respuesta a esos nuevos fenómenos, indudablemente estci 
traerá como consecuencia el nacimiento de nuevas teorías. 

3.4.- CREENCIAS Y DESEMPEÑO DE LOS PROFESORES EN LA 
ENSEÑANZA DE LA FÍSICA 

Son muchos los autores que han enfatizado en la necesidad de buscar 
estrategias de enseñanza para el mejor entendimiento de los conceptos 
físicos. Sin embargo, la enseñanza tradicional puede estas tan arraigada en 
el sistema educativo, que provoque que la enseñanza de estos conceptos no 
tenga el éxito deseado, además puede motivar la existencia de creencias 
epistemológicas tanto en el estudiante como en el profesor que impiden 
hacer de la enseñanza- aprendizaje un constante re-descubrimiento de los 
conceptos. 
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Se ha observado que las estrategias seguidas por los profesores para 
ensefia y aquellas seguidas por los estudiantes para aprender, no siempre 
coinciden, de hecho algunos investigadores reclaman que las teorías de 
ensefianz<t y las dirigidas hacia el aprendizaje son elaboradas por separado; 
a su vez, identifican tres grados de regulación de aprendizaje que lleva a 
cabo el estudiante y otros tantos respecto al aprendizaje efectuados por el 
profesor y que al entrar en juego en el salón de clases, se producen una 
interrelación bien identificada. De tal manera que no siempre se produce 
una congruencia entre la forma de ensefiar y la forma de apre·nder. 

Los profesores novatos ( con menos de 5 afias de experiencia 
docente) que imparten materias científicas y los que todavía no se gradúan 
como educadores, adquieren determinadas creencias sobre l., naturaleza de 
la ciencia, acerca de cómo deben ensefiarse los conceptos y cómo deben 
aprenderse; sin embargo, al momento de trabajar en el aula, estas creencias 
difieren mucho de las actividades que realiza el profesor en su practica 
docente, ya que los profesores no enfocan su atención ni en d estudiante, ni 
en el aprendizaje de los conceptos; éstos muestran inclinación a una 
ensefianza basada en el profesor como principal protagonista en el 
aprendizaje de la ciencia. 

Ahora bien una de las causas por la que se sugiere una enseñanza de 
la ciencia enfocada a la obtención de conocimientos estructurados y mejor 
distribuidos, con el fin de evitar la memorización de temas aislados, por 
parte de los estudiantes, son las diversas investigaciones que comparan el 
desempefio de personas llamadas expertas y aquellas que no lo son tanto, 
catalogadas como novatos (como se menciono anteriormente) . En todos 
los estudios realizados ( Chi, Feltovich, Glaser, Larkin, entre otros ) , se 
reporta que la principal diferencia entre expertos y novatos radica en la 
forma de abordar un determinado problema, mientras que los primeros 
evocan una red conceptual perfectamente bien organizada, con lo que 
logran tener diversos caminos que le conduzcan a la solución del problema, 
los segundos se dejan llevar por las características superficiales de la 
solución. 

Sabemos que representar un problema de física mediante un 
diagrama que involucre todas las variables mencionadas en aquél, es una 
estrategia común para facilitar el camino de la solución. Larkin, encontró 
que en la solución de problemas de hidráulica, los expertos utilizaban los 
diagramas para comparar las condiciones iniciales y finales mencionadas en 
los problemas, es decir, le daban "movilidad" a los objetos involucrados en 
el diagrama. Sin embargo, los novatos dirigían su atención en las 
características inmediatas de los diagramas basándose en ellas para 
elaborar las ecuaciones respectivas de cada problema. 
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Anzai y Yokoyama, han mostrado que los expertos mantienen una 
sola representación interna durante la solución de un problema de física y 
que los novatos cambian constantemente estas representacic•nes, lo cual les 
impide escoger aquélla representación que resuelva mejor el problema. 

Se puede observar algunas otras diferencias en el desempeño que 
muestran los expertos y los novatos en la solución de problemas, ya sean 
físicos, matemáticos o de alguna otra especialidad, y en todas ellas resalta la 
gran facilidad con que el experto emplea diversas acti\'idades que le 
permitan llegar a la solución correcta; Algunas de estas ya ~e trataron en el 
capitulo II de este trabajo, aunque mencionaremos algunas de las 
propuestas por Santos Trigo, como son : 

búsqueda de analogías con sistemas que entienden mejor 

exploración de la existencia de analogías falsas dentro de la 
analogía 

hacer referencia a los métodos intuitivos mentalespara tratar 
de entender cómo se comportaría el ,sist_ema; 

i;vestigación de los sistém~~' q~~ ~f ~~i~~é'.~;Ic~~~~r-~on casos · 
extremos. > . '• ." : . '';'f···"<): :,~;•; :; -

construcción de problem~s iTiás. '. ;¡n,~1eJ' ;con" f$> ~;sma 
estructura, con la idea de importar 'liÍ soluéi6'n 'áifriroblema 
original. · · ~'e~~-· ' "-¡\(····:l. 

'• ::/:'.' ;._::~· ... -

Este investigador señala que las cinco actividades ap~i:écen cuando el 
experto resuelve problemas no rutinarios, y no cuando._los problemas se 
establecen en contextos específicos como los que se encuentran en los libros 
de texto. 

Pozo, clasifica las diferencias existentes entre el conocimiento de los 
expertos y los novatos en dos grupos: diferencias cuantitativas y diferencias 
cualitativas. Las primeras se refieren principalmente al modo en que ciertos 
recursos -como la aplicación de formulas matemáticas y el empleo de 
estrategias- son utilizados para solucionar un problema; las segundas, las 
diferencias cualitativas, están dirigidas a explicar el proceso cognitivo que 
llevan a cabo expertos y novatos al resolver un problema determinado. 
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CAPITULO IV 

TEORIA Y METODOS DE SOLUCIÓN DE LAS 
ECUACIONES DIFERENCIALES 

• ,·;:~ •. -.,-,, b .... -. ··-·=·-=-===·=· -:::::-·:::::· =========~,,..~~~~--.--..,..,,,. ..... """ 



4.1.-ANTECEDENTES 

Iniciaremos nuestra teoría de la ecuaciones diferenciales con 
una serie de definiciones que no ayudaran a compren'dermejorlo que son 
las ecuaciones diferenciales y el uso que tienen esfos:· · 

Una ecuación diferencial 'lineal de orde~ n en un interValo I es, 
por definición una ecuación con operii'i:lores de la forma · 

Ly :h (x) 
•.. (1) 

En la que h es continua sobre I, y L es un operador diferencial 
lineal de orden n definido en I. Una ecuación tal se dice que es homogénea 
si h es idénticamente cero en I, en otro caso se dice no homogénea, y es 
normal siempre que el coeficiente principal de L no se anule en ningún 
punto de I. Finalmente, una función y(x) es una solución de la ecuación 
(1) si y sólo si y(x) pertenece a C" (I) y satisface idénticamente la 
ecuación en I. 

Así tenemos que, una ecuación diferencial de orden n es lineal 
si se puede escribir en la forma 

... (2) 

Por lo tanto , una ecuación lin~~l de p~i~Úo~d~núen~ la forma 
•, ... . ... •' .·. · .. ; ... · . 

. d y>::: .. · . ·: . -.. • 
· ,--+a(x)y=' f(x) 
. dt .- .. · ·· .. 

. .. (3) 

en tanto que una ecuación lineal de segundo orden puede escribirse 
como 

d 2 y .· dv 
- 2-+ a(x)-'-+h(.r)y = f(.r) 
dx dr 
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Una ecuac1on diferencial es lineal si no involucrn funciones no 
lineales ( cuadrados, exponenciales, etc.) o productos de la variable 
dependiente y sus derivadas. 

Desafortunadamente no hay métodos explícitos para resolver 
ecuaciones diferenciales arbitrarias, sin embargo existen métodos 
sistemáticos para ciertas familias de ecuaciones diferenciales. 

4.2.- SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL: 

Es cualquier relación funcional que no incluya derivadas o integrales 
de funciones desconocidas y que implique a la propia ecuación diferencial, 
en el sentido de que la verifique idénticamente por sustitución directa. 

Dada un ecuación diferencial lineal de orden 11 y cualquier grado, 
cuya forma general es 

f(x, y, y', y" , ... y'"')= O 
••• (4) 

se establece en matemáticas que en su solución general deben 
aparecer 11 constantes arbitrarias. Entonces puede ace•ptarse que la 
solución general de la ecuación (4) será: 

G(x, y,c, ,c,. ... c.) =O 

•.. (5) 

Las ecuaciones diferenciales más simple son las ecuaciones lineales 
de primer orden, es decir, las ecuaciones de la forma: 

a, (x) dy + a0 (x) y= h(;r) 
··. dx 

••. (6) 

en do~de a~(x).~, (x) y li(:r) son continuas en un intervalo I, y 
a, (x) "'Oen LAhor~ baj9 Ja'.hipótesis de c¡ue es norlllal en.L'.Siendo así, 
a, (.r) "'O en todos los puntos ele I, podemos rescribirla,ecuaciónenformn 
normal como 

dy + p(x)y = q(.r) 
di: . 
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en donde 

( ) 
a 0 (x) 

p X=--, 
a1(x) 

q(x) = h(x) 
a 1 (.r) 

considerando la ecuación homogénea asociada a la expresión 
anterior tenemos que: 

dv · 
--'-+ p(x)y =O 
dr 

... (7) 

Ahora bien, la solución general de la ecuación será, cy, donde e ·ya 
lo dijimos es una constante arbitraria. Para encontrar una y tal, 
volvemos a escribir la ecuación (7) de la siguiente manera. 

1 dv _ __,_ = -p(x), 
y dx 

!!._ lnJ.~i = -p(x) 
dr 

si integramos obtenemosla siguiente expresión 

.1nJ>i = -J p(:r)dx 

luego la i~~ción 4lle se obtienf¡! es: • 

~1p(.r)d1 Y.=e ... 

que es una soludón general de la.ecuación (7) y la solución general 
de esa ecuación·"es ·. · 

Dado que la ecúadón (3) tiene Jna numero' infinito de soluciones, si 
se diera una condición de la forma · · · · 

)'(X,,)= -.V,. 
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La ecuación tiene una solución única, pudiendo decir entonces que: 
Si a(x) y f(x) son funciones continuas, entonces Ja ecuación 

d V ·. . . · 
-· + a(x)y = f(x) 
clt .. . .· 

·, ,'.. ·... . 

tiene una y solamente una solución: que satisface la cOndición dada 
inicial · · · · · ' 

y(x.,) =.y., 

Entonces delo dichoariteriorm~~te ;tenemos: 

TEOREMA 4.2.1 

Sean a 1 (x).~2 (x), ... a.(.t) y f(x) funciones continuas en el 
intervalo [x.,,x1], y.sean ··c,,,c1,c2 : ... ,c._1 constantes dadas n. Entonces 
existe una función única y(x) que satisface Ja ecuación diferencial lineal 

d" . .d.~ 1 .· d 
·· -1. + a 0_1 (x)--!-1 + .;. + a1(x)2 + a0 (x) y = f (x) 

dx" · · dt" dt 

en [x .. , x1 J , y las condiciones iniciales 

y(x.,) =Y .. ' y'(x .. ) = Y1 , y"(x.,) = Y2 , .. ; , ,v"(x.) =.v. 

Esta propiedad especial es válida para ecuaciones diferenciales 
lineales de cualquier orden. La única diferencia es que para tener una 
solución única de una ecuación de segundo orden, se deberá especificar 
dos condiciones iniciales, para una de tercer orden tres condiciones 
iniciales, y así sucesivamente. 

TEOREMA 4.2.2 

Siempre es posible hallar 11 soluciones linealmente independientes de 
la ecuación 
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TEOREMA 4.2.3 

Si tenemos la ecuación 

, d"y dn-I y dy 
,--+a.c1(.r:)--_-1 + ... +a1 (x)-+a 0 (x)y =-O 
·d>:" · dx" dx 

donde.,. y,{x), y;(x), ... Y.(.~) son soluciones. cualesquiera de la 
ecuación . Entonces cualquiera colTlbirmión 1u;ea1 de ellas es t~mbién una 
solución de dicha ecua'é:ión: ' ' 

TEOREMA 4.2_¡:;. ' 
CÚalquier s61~~ió~ áe I~ ecuación . 

d"v · dn-· ·.. d . ·· · 
.:-·-.. +a._1(x)--{+ ... +a 1(x)-1'..+a 0 (x)y =-O 
·:·d>:"' · dx" · · dx ·. ·· · 

se 'pued,e ',,.rep;esentar como una combina~ión ·lineal de sus 
soluciones especiales:y, 

_. ;, º'•. "· 

PROPIÉDADES DE LAS SOLUCIONES DE LAS ECU ACrONES 
DIFERENCIALES LINEALES ';;. ' . ·· 

-·:e '·<,: .:"~·~-, ...... :-

Corisidereinos la ecuación diferencial homogénea . 

· d'v dv .. · 
-.· .. --; +a(x)--=-+b(x)y=O 

dx dr: 
•.. (8) 

las definiciones y terminología utilizadas a continuación se aplican a 
ecuaciones de .orden superior, lo mismo que a la ecuación lineal y de 
segundo orden; Para· ejemplificar usaremos el caso de la de segundo 
orden: 

Sean y 1 e y 2 dos soluciones linealmente independientes de la 
ecuación· (8) , cualquier otra solución puede escribirse como una 
combinación lineal de y 1 e y 2 • Esto significa que cuando se ha 
encontrado dos soluciones linealmente independientes de la ecuación (8), 
hemos hallado esencialmente todas las soluciones. 

31 



Ahora entonces sea .. y1 (:r) e y, (x) dos soluciones cualesquiera de la 
ecuación (8). El Wrons.kiano de y 1 e · y,, W (.v1 , y,), se define como 

... (9) 

re~lizand~ 1as ope;~d~ries~~d~~~aciasT~6d.~mcí~·d~dr el1tonces que e1 
Wronskiano. lo podemosesci:iJ:ii~.~ª];~iéF.·ae la ~)~~i?~t~Jºii~ª · 

?-iv(~,:;:t?i';¡;:~et!f'~". ::.} << .... (w> 

para alguna constante Ll~trl!¡~·-~i:1ti~'.- e¿:;:(iBT~~;·c6~ocli• como la 
formula de Abe! .. Como tm~, fÚnciÓñ'exponendal nuncá' se anula, vemos 
que \V(y,,y,) . es siempré'cero ( cuaÍ-icÍo c:·;_o ro nunca es 'éero ( é:Üando 
c "'O). · _,,.--·.· .--,5.•·:·-•!é .. • · · · •··• · - '" -.,,,; · •• · · - · · · · · •· · 

. Entonces; las·. soll1~i~~~sta;!f J, •. r },~x;~;--cl:; la;:;~cuaciÓn .. (8) son 
linealmente independientes en [x,,..X, J si 'y solo siW(v,, y,) ;e o.-·-· 

TEOREMA 4.2.5 

Sean y1(x) e y,(;r) ·. dos soluciones linealmente 
independientes de la. ecuaé:ión (8) en el intervalo (x.,,x,], y sea y(x) 
cualquier otra solución~ Entonces .. y(x) puede expresarse como una 
combinación lineal de y 1 e y,. 

TEOREMA 4.2.6 

Sean •Yr(x) una solución de la ecuación. 
y"+ a(.r)y'+b(.r).v =f(.r) y sea -y*(x) cualquier otra solución. Entonces 
y*(x) - y r (x) es una solución de la ecuación. y"+ a(x) y' + b(x) y= O 
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4.3.- ECUACIONES HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES 
CONSTANTES RAICES REALES. 

Una ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes tiene la 
forma 

y"+ ay'+ by = O 

... ( 11) 

teniendo presente que la ecuación análoga de primer orden 
y'+ ay= O tiene una solución general y(x) =ce-u•. Entonces también 
existe una solución de la ecuación (11), de la forma y(x) = ceA• para 
algún número A ( real o complejo ). Haciendo y(x) =e.u , se obtiene 
y'= A e..., e y"= A 'eA', así que la ecuación ( 11) se convierte en 

A'+aA+b=O 
... (12) 

donde a y b son número reales. La ecuación (12) se llama ecuación 
característica de la ecuación diferencial (11 ). La ecuación {12) tiene dos 
raíces 

-a+~ 
A,= 2 y 

~a+~ 
..t,= 2 

en donde existen tres posibilidades: 

caso 1 
a' - 4b > O; entonces la solución general de la ecuación está dada por 

.···" 

y(x) = ~,eA "'. .+ c,eA , .• 

donde c1,c2 son constantes arbitráriasy ..t 1 ~A, son las raíces reales 

caso 2 · . , 
Ahora supongamos que a' -4b =O. En éste caso la ecuación (11) 

tiene una raíz doble. Entonces la solución· general ele la . ecuación 
y"+ ay'+ by =O está dada por · · · ·... · · 

-1"{lx · · ·~1"{ 1.• · 
y(x) = c1e .72 . + c,xe 1" , 

donde c1 ,c2 , con constantes arbitrarias .. 

33 



Caso 3 
Supongamos que a' - 4b <O. Las raíces de la ecuación característica 

de la ecuación y"+ ay'+ by = O son 

donde a=-~ 
2' 

así 

J. 1= a +ip, 

.vP=~ 
2 

e 

son también soluciones de la ecuación. 

En este caso es útil recordar que cualquier combinación lineal de 
soluciones es también solución; por Jo cual queda asociado a este caso el 
teorema siguiente. · 

TEOREMA 4.3.1 

Si a' -4b <O entonces Ja solución general de Ja ecuación 
y"+ ay'+ by =O esta dada por 

donde c,.c2 son co~tantes arbitrarias y a=-%· 
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4.4.- ECUACIONES NO HOMOGÉNEAS: METODO 
COEFICIENTES INDETERMINADOS 

En este apartado presentaremos métodos p<1ra hallar la solución 
particular de la ecuación lineal no homogénea con coeficientes constantes 

y"+ ay'+ by= /(x) 

cuando se emplea el método de coeficientes indet~rminados, Se 
"tantea" con una solución y

1
, que presenta una de las siguientes formas: 

P.(.,·), P. (.r)c"', e"' (P.(x)cosb.r + Q. (.\') senb.r). 

Notando que cada una de las formas anteriores es una suma de 
términos. Y pueden surgir dificultades si alguno de estos términos es una 
solución de la ecuación homogénea y"+ ay'+ by= O 

Ahora bien se pueden presentar dos casos 

Caso 1 

Ningún término de f(x) es una solución de la ecuación homogénea. 
Una ecuación particular de la ecuación y"+ ay'+ by= j(x) tendrá la forma 
y

1
, (x) de acuerdo con la tabla siguiente 

P,(x), 

P,.Cx)e'", 

f(x) 

e"' (P. (x)cosbx+ Q.(x) senbx). 
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x" 

(C10 + ll 1X+ tliX? + ... + a,.x" )eu' 

(a 0 + c1 1x + a 1xi + ... + a,,.tn )eª' sen+ 

(c0 + c 1.t + Ci.t
1 +.,. + C

11
.\'" )eª r COSb.r 
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Caso2 

Si algún término de f(x) es .una solución de la ecuación homogénea, 
entonces se multiplica la función apropiada Yr(x) del caso 1 por x' 

donde. k es el. menor entero tal que ningún término de x' y
1
,(x) es 

solución de la .. ecuación 110 homogénea, 
•.':• ·.•-,'," ,;_e·•·' 

·.El métoci6 d~ io~ coeficie~tes indeterminados debe usarse solamente 
cuando¡(~>. está eri la forma "correcta". 

4.5.- MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES DE 
PRIMER ORDEN 

Para el desarrollo del siguiente apartado vamos a suponer que el 
lector está familiarizado con las propiedades elementales de los vectores y 
matrices, incluyendo suma de vectores y matrices, multiplicación por un 
escalar, multiplicación de matrices, la noción de dependencia e 
independencia lineal de vectores, y el cálculo de la inversa de una matriz 
invertible. 

Los sistemas que contienen ecuaciones de orden superior pueden 
reducirse a sistemas de ecuaciones de primer orden. Por lo tanto, 
restringiremos el trato a los sistemas de ecuaciones de primer orden, que 
están formados de la siguiente forma 

x' 1 = a 11 (l)x, + a12 (t}x2 + ... +a,, (t)x,, + J, (tl, 

x', = a 21 (t)x, + a 22 (t)x 2 + ... +a,,, (t)x, + f 2 (r), 

x', =a,,, (t).l'.1 + a,1 (t)x1+ ... + a .. (r)x,, + f, (1), 

... ( 1 ) 
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El sistema anterior será no homogéneo si por lo menos una de las 
funciones f 1(t),. i = 1,2, ... ,11 no es la función cero, y el sistema 
homogéneo asociado. 

x' 1 =a 11 (t)x1 +"<1,,(t)x, + ... +·a,~(1>x •.• 
x', = a 21 (l)X1 +a;, (t)x, + "·'+.a,. (l)x.,, 

... (2) 

Definiendo ahora la función vectorial x(t), la función rnatricial A(t), y 
la función vectorial f(t) como sigue _ · ; . · 

X(t) = 

x1(1} 

x, (t} 

x. (1) 

A(t) = 

a 11 (t) é a,, (t) 

a,, (t) a 22 (t) 
ª•· (t) 
a,~ (1) 

.. ,.(3) 

Entonces •usando las ecúaciones '. (3) •; pcidemos. r~scribir el sistema 
(1 ) como la ec11ació_1i diferencial vectprinf;·., \ · · · · · .· · 

... (4) 

· En donde este sistema se _éonvierte en 

X' (t) =A (t) x(t). 
...(5) 

De este modo cualquier ecuación o sistema de ecuaciones 
difer•?nciales lineales puede escribirse en la forma (5) si es homogéneo, ·o 
en la forma (4) si es no homogéneo. 
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·~~·· 

---- -"-"--'-··--------· .. 

Esto se hace principalmente por la economía notacional, las 
ecuaciones (4) y (5) se comportan como ecuaciones diferenciales lineales 
de primer orden, siendo más fácil su manejo. 

Consideremos ahora que se nos dan un valor inicial 

X'(t) = A (t) x(t) + f (t), 
... (6) 

donde 

x(t) = y Xo= 

x.(1) Xno,, 

decimos que una función vectorial 

[

rp ,(1) l 
. "' .. "" 

es una solución de lá ecuación (6) si rp es derivable y satisface .la 
ecuación diferencial y condición inicial dadas. 

TEOREMA 4.5.1 

Sean A(t) ·y f(t) funciones continuas, matricial y vectorial, 
respectivamente, definidas sobre un intervalo [a,b], (es decir, las 
funciones componentes de A(t) y f(t) son continuas). Entonces existe 
una única función vectorial rp(t) que es solución del problema de valor 
inicia (6) en todo intervalo(a,b). 
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4.6.- SOLUCIONES MATRICIALES FUNDAMENTALES DE UN 
SISTEMA HOMOGÉNEO DE ECUACIONES DIFERENCIALES. 

En esta sección se vera una forma conveniente de representar todas 
la soluciones del sistema homogéneo x' =Ax y como podemos utilizar la 
información sobre las soluciones de este sistema homogéneo para hallar 
una solución particular del sistema no homogéneo x' =Ax +f. 

Primeramente veamos las propiedades de 

x' = A(t)x 
.... (1) 

donde x(t) es un vector de dimensión 11 y A (t) es una matriz 11 x 11. : 

Sean q.> 1(1), q.> 2(1), ••• ,q.> .,(1) m soluciones vectoriales del sistema (1). 
Decimos que éstas sÓn li11ea/111e11te-i11depe11die11tes sila ecuaci6n : . 

-;,:' . 
. 'c;q, ,(1J,'c~·q.i·;(ii .. >.ic.;t;0 .;et> ::9 ~r::: 

r<'-',:· p .·,, .·," ·:~» ,\: .. 

es eq:~v~~:!e as·~:Ji~i;f i~;Jr~o1J~~~L·~~~td~;ii0bfi~j~~~::;io1~!~ 
/i11eali11e11te i11depe11dieiites de (1) . y a estas sé les Barna conj1111to f1111da11ie11tal 
de so/11cio11es; · · · · ···.~·e ·' ' • · ··· · · 

Sean q.> 1(1), q.> 1(1),. .. ,q.> .,(1) s~luciones vectoriales de dimensión 11 de 
x' = A (t)x ; de manera equivalente, una función matricial 11 x 11 , q.>(t), es 
una so/11ció11 matricial de x' = A (t)x si y solo si cada 1111n de sus colt111111ns es 
1111 vector sol11ció11 de x' = A (t)x . si los vectores q.> ,. q.> , ... .,q.>.., forman un 
conjunto fundamental se denomina so/11ció11 111ntricinl f1111dn111e11tal. 

Si A(t) es continua, entonces x' = Ax siempre tiene una solución 
matricial principal única. 

Para saber si una solución matricial es o no fundamental entonces, 
Sea q.>(1) una solución matricial de x' = A (t)x; definimos el 

wro11skia110 de q.>(1), denotado por W(t), como 

W(I) = det~(I) 
... (2) 

39 



- ·--·-~ ----------~~----~------··-.:..;._;.,. __ ~.-:,~.-:...----~ 

De la teoría de matrices sabemos que, primero una matriz A es 
invertible si y sólo si det A *O y segundo el det A* O si y sólo si las 
columnas de A son linealmente independientes. De estos hechos se sigue 
que t/J(I) será una solución matricial fundamental si y sólo si W(t) es 
diferente de O para algún t. 

TEOREMA 4.6.1 

Formula de Abe/. Sea W(t) el wronskiano de la solución matricial 
t/J(t) del sistema x' =A (t)x ; entonces 

W(t) = W(l0 )exp(J.: ttA(s)ds). 

••• (3) 

donde la traza'de A, escritá trA(t), es la suma de los elementos de la 
diagonal de la matriz A(t): , 

, entonces la siguiente ecuadón diferencial (escalar) .de primer orden 
:· .. -.. ·. •, 

. W'(t) ,;,. (a 11 (t) + a,2 (l)}V(I) = [trA(l)JV(t). · 

tiene por soluci(sn_ a la eé:~ació~ (3). 

TEOREMA 4.6.2 

Sea A(t) continua en algún intervalo [á~bj. Entonces para cualquier 
10 , a S 10 S b, existe una solución . matricial fundamental única \//(1) 

del sistema x' = A (t)x que satisface la condición \// (10 ) =l. 

El cálculo de una solución matricial fundamental o principal es 
generalmente imposible si A(t) no es constante. Si A(t) es una matriz 
constante, entonces, siempre se puede obiener una solución matricial. 
Veamos como todas las soluciones x' = A (t)x se pueden expresar en 
términos de una sola solución matricial fundamental. 
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Definamos la ecuación matricial asociada del sistema x' = A (t)x : 

X'(t)=A(t)X(t). 
. .. (4) 

Buscamos una solución matricial ( en vez de una vectorial) de la 
ecuación anterior. Encontrando que X(t) es una solución de la ecuación 
matricial asociada (4) si y solo si toda co/1111111a de X(t) es una solución del 
sistema x' = A (t)x 

TEOREMA 4.6.3 

Sea rp una solución matricial de x'.= A (t)x, y sea C cualquier matriz 
constante. ·Entonces rp ,= rp C es también una solución matricial de x' = A 

(t)x. 

TEOREMA 4.6.4 

Sea rp(t) una solución matricial fundamental, y sea X(t) cualquier 
otra solución matricial del sistema x' =A (t)x. Entonces existe una matriz 
constante C tal que X (1) = rp (t)C. Es decir, cualquier vector solución de x' = 
A (t)x. Puede escribirse como combinación lineal de vectore,; de un conjunto 
fu11da111e11ta/. 

· Es importante decir de qué lado estamos multiplicando la 
matriz rp p por C, ya que en general la multiplicación de matrices no es 
conmutativa. 

TEOREMA 4.6.5 

Sea rp(t) una solución matricial fundamental, y sea x(t) 
cualquier solución de x' = A (t)x. Entonces existe un vector constante e tal 
que 

x(t)= rp(t) c. 
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V A LO RE PROPIOS Y VECTORES PROPIOS 

En este apartado veremos dos métodos para calcular la solución 
matricial principal del sistema 

x' =Ax 

donde la matriz A es constante. El método aquí planteado involucra 
el uso de.valores propios y vectores propios correspondiente ·de la matriz 
A. . .. ,. • ...... . 

Sea A una matriz 11 x n con componentes réales: ElnúITiero A (real 
o complejo) se Uama valor propio de A si hay un vector vdiferente.de cero 
con componentics· reales~ complejos tal que .· · · ' '' · · · 

El vector. V ;é o se llama vector propio de A correspoiidle!lú al valor propio 
). . A los valores propios y a los vectores propios se les llama también 
valores característicos y vectores característicos._· · ·. · · · 

TEOREMA 4.6.6 

si 
Sea A una mat~iz 11x11. E_ntonces A es un valor propio de_Asi y sólo 

p(A) = det(A-). /)=O 

a la ecua~ión ante~ior se le llama ecuación característica de A y p().) se 
llama poli110111io carllcterístico de A. 

P( ). ) es uri polinomio de grado nen ). . Por ejemplo, si 

A= ' (" b) 
c d 
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. ····-----------.. ·--------------

entonces 

A-.H=(ª b)-(..1. º)=(a-..1. b'I 
e d O ..l. e d-)., 

=).'-(a +d)..l. +(ad-be) 

análogamente, si 

1ª11 -..l. ª12 ll1,1 

'ª" a,, -..l. ":!11 

p(A.) = det(A- A./)= i 

: 1 

ª·• (In! a., - A.; 

y p( ..l.) puede escribirse en la forma 

... (5) 

·Teniendo presente que por el teorema fundamental del álgebra, 
cualquier polinomio de grado 11 con coeficientes reales o complejos tiene 
exactamente 11 raíces ( contando multiplicidad ). Y como cualquier valor 
propio de A es raíz del polinomio característico de A, una matriz de 11 x 11 

tiene valores propios, algunos de los cuales pueden ser repetidos. Si 
)., .A.,. .... ..t., son raíces distintas de la ecuación (5) con multiplicidades 
r,. r,,. .. ,r..,, respecti\'amente, entonces la ecuación (5) se puede factorizar 
de la siguiente forma: 

donde los números r,,r,. ... ,r.,. se 'denominan 11111/tiplicidades 
algebraicas de los valore~ p~opios A.,'.).,., ..• .?..~,' r~spectivamente. 

Sea ). un valor propio de' la matriz 11 x 11; A y sea E,= (v: Av= J.v ). 

Entonces E es un subespacio de C" 
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, ... ~_·_ ... 

TEOREMA 4.6.8 

Sea A una ·matriz 11 x 11, y sean A.1, A.2 , ••• , A.,,, valores propios distintos 

de A con vectores, propios correspondientes "" v, ..... 1·,.,. Entonces 
1•1 .1·,,. ••.• v., . son linealmente independientes. Es decir, t•ectores propios 
correspondientes a valores propios distintos so11 linen/111e11te i11depe11die11tes. 

EL TEOREMA DE CÁ YLEY-HAMILTON 
·.. ;'e.•·: •. (. ' <. ; 

Forma ·de :calcular la solución· matricial principal de cualquier 
ecuación diferencial homogénea. 

~'<t>=Ax<t> 

sea p(-i) = ,i •:raO-;,i º~'+.\+~,A.~·~º .un polinomio, y sea A una 
matriz 11 .~ n. Como las potericiris de A ;ori también matrices n x 11, 

definimos: 

TEOREMA 4.6.9 

Si p( ). ) y Q( A.) son. pollno;nios en la variable escalar A. con 
coeficientes matriciales n x 11, _y P( A. )'=Q(;. )(A-A. I), entonces P(A) = O. 

TEOREMA 4.6.10 . 

Teorema de Cay/ey-Hn111ilto11. Toda matriz cuadrada satisface su propia 
ecuación característica. Es decir si p( ;. ) = O es la ecuación característica de 
A, entonces p(A) = O. 
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4.7 .- SOLUCIONES MATRICIALES FUNDAMENTALES EN EL 
CASO DE COEFICIENTES CONSTANTES 

El teorema de Cayley-Hamilton nos permite calcular una solución 
matricial fundamental de cualquier sistema. 

x'=Ax 
... (1) 

cuando la matriz A es constante. El siguiente método nos presenta la 
solución matricial fundamental \lf(I) que satisface\lf(O) =/.Anteriormente 
se dijo que 

x'(t)=ax(t), 
... (2) 

y que tiene una solución 
\lf(I) =e"' 

... (3) 

la función \lf(I) es la solución matricial principal 1 x 1 de la ecuación 
(2) , y qi.1e \11(0) = 1 • Por analogía , definimos la función matricial e A•. para 
el caso en que A es una matriz 11x11 • 

Sabemos que la función exponencial puede definirse como la serie de 
potencias 

"' (at}' (a1)"' e =I+at+--+ ... +--+; .. 
2! ,,,~ 

... (4) 

utilizaremos este desarrollo para definir la función matricial 

Al (Al)' (At)'' (Al)"' 
e =!+Al+--+--+ ... +--+ ... 

2! 3! 111! 
... (5) 

observando.que como las potencias de la matriz A son matrices 11 X 11 

, el lado derecho de la ecuación (5) será una matriz 11 x 11 si .la serie 
converge. 

45 



TEOREMA 4.7.1 

La serie 
(At)' (Ar)·' 

eAI = / +At+--+--+ .. 
2! 3! . 

converge.para toda t, puede deriva.rse término por, término, y es la 
solución matricial principal. del sistema x'=Ax. 

Lo arÍterÍcir; se da. si suponemos que r0 ·=O, así que Ja solución . 

matricial ~~inéip~l, .· f//{I), satisface f//(0) = l. Si t0 .;, O, entonces la solución 
matricial p~Íncipal está dada por lf/(t) = eA<•-1•'. 

4.8 .- SISTEMAS NO HOMOGÉNEOS 

Si tenemos un sistema no homogéneo 

x' = A(t)x + f(t), 
••• (1) 

• 1 • 

dado qtie se conoce una solución matricial fundamental ¡6(1) para el 
sistema homogéneo ·. . · · . 

• .. (2) 
'' ,- ¡ 

tal solución puedehaHarsé siemp~e ~i A(t) es Una matriz constante. 

TEOREMA .4.8.1 

Sean 'rp
1
,(t) y· ~q(t)' dos soluciones del sistema (1). Entonces su 

diferencia, 

es la soludón de la ecuación (2). 
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TEOREMA 4.8.2 

Sea !il(tl una solución matricial fundamental del sistema homogéneo 
(2). Entonces la solución del problema de valor inicial 

x'= A(t)x +f(t), x(to) = xo 
... (3) 

está .dada por 

donde 

qJ(I) = {6(1) Í r' (s)f(s)ds 
,, 

es una solución particular del sistema no.homogéneo (3). Entonces si 
rp(I) es la solución miltricial principal del sistema _homogéneo (2), entonces 
Ja solución del problema de valor inicial (3) es 

qJ(I) = rp(t)x0 + \lf(I) J lf/-1 (s)f(s)ds . 
,, 

... (4) 

para poder utilizar este caso más eÚcientemente, se necesita el 
siguiente teorema. 

TEOREMA 4.8.3 

4.9 .-TEÓRIA DE LOS MÉTODOS NUMERICOS PARA RESOLVER 
ECUACIONES DIFERENCIALES 

INTRODUCCIÓN: 

La rápida evolución de la enseñanza exige nuevas estrátegias en la 
preparación del ingeniero, los métodos desconocidos. hasta· ayer, ·ahora 
encuentran gran aplicación en los problemas que tienen mayor grado de 
complejidad. 
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Partiendo de lo anterior, esta parte del trabajo tiene el objeto de 
mostrar de manera adecuada y senc.illa algunos antecedentes teóricos de 
los métodos numéricos que se utilizan en la solución de ecuaciones 
diferencia les. 

Actualmente existen librerías de programas de computadora en 
diferentes lenguajes de programación (FORTRAN, C, C++ entre otros) que 
permiten al alumno alcanzar un alto grado en el manejo de este tipo de 
problemas, sabemos que este tipo de programas por ser muy clásicos 
existen ya diseñados, pero consideramos que algo importante sería el 
hecho de que el alumno se involucre en el diseño, lo cual le permitirá 
primeramente validar sus resultados contra software ya probado como el 
que se utilizo en la tesis (MA TLAB), del que ya se mencionaron sus 
ventajas en la introducción. 

El conocer este tipo de librerías y diseño en algún lenguaje de 
programación deja al alumno en condiciones de contar con los 
conocimientos por si se tiene la necesidad de generar software para algún 
problema en particular y, por qué no, general. 

METODOS NUMER1COS PARA RESOLVER ECUACIONES 
DIFERENCIALES 

Una ecuación diferencial la podemos clasificar de acuerdo a: 

i) 
ii) 

iii) 
·iV) 
v) 
vi) 
vii) 

Tipo de ecuación: Ordinaria o en derivadas parciales. 
Cuál es la variable dependiente, cuál es la independiente y 
cuántas son. 
Orden de la ecuación. 
Grado.de la ecuación. 
Si la ecuación es lineal o no lineal. 
Tipo de coeficientes. 
Si es homogénea o no homogénea. 
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SOLUCION NUMÉRICA DE PROBLEMAS DE VALORES INCIALES 

Básicamente, la solución numérica de ecuaciones diferenciales 
consiste en sustituir el dominio continuo de soluciones p1)r uno discreto 
formado por puntos aislados igualmente espaciados entre sí. Así, en un 
problema de valores iniciales, el dominio de definición de soluciones x>a 
se sustituye por el conjunto infinito numerable de puntos 

Xo = a, XJ = xo + h, X2 = Xo + 2h, XJ = Xo + 3h, ... 

y 

xo= a 

Valores iniciales 

Cambiando el problema continuo en uno discreto; se tratará de 
obtener la solución para los puntos considerados, y esto se hará en general 
sustituyendo las derivadas que aparezcan en la ecuación diferencial y en 
sus condiciones iniciales por fórmulas numéricas de derivación que 
proporcionen aproximaciones a las derivadas o tratando de integrar la 
ecuación diferencial y reemplazando al proceso de integración por una 
fórmula numérica que se aproxime a la integral. Una vez hecho esto, la 
ecuación obtenida expresada en diferencias finitas (ya que se han 
sustituido diferenciales por incrementos finitos) se aplica repetidamente 
en todos los puntos donde se desconoce la solución aproximada del 
problema. 
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METODO DE EULER 

Consideremos el problema de valores iniciales 

y'=f(x,y); y(x0 )=.vo 

Dada la condición Ínicial 

Calculamos: 

y'(x0 ) = J(x0 , y(x0 )) = f(xoYo) 
... ( 1 ) 

.. . ' 

que es la pendiente de 1.i' línea t~~gehte dé la solución exacta y(x) en 
X= Xo. 

Si en la ecuación , 

.v(x.i; )~:Y(xJ+'J ";\j(i; '.v(1 ))dr 
_,,. , ·,,._'·"'," .'• •. >"'C .f~ .·' .. ; .·' · . _" .. 

Aproximamos, y(t)}~~¿i}¡;:Y~~HSY~~/i"(i;~y(1ii::poi, fe~ •. Yo) para 
r e (x0 ,.\·,), eiitoi'i:ces ~btenerii:~s' la sigui~hie~pro~i~~ción dé y(x,): 

Conociendo y, calculamos f(x,, y,), que es una aproximación de la 
pendiente de la línea tangente de la solución exacta y(x) en x = x,. 

Note que J(x,, y,) es solamente una aproximación de 
y'(x, ),= f(x,, y(x, )) , la pendiente de la línea tangente de la solución exacta 

y(x) en x = x, , puesto que en general y1 ,.. y(x,) 
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observe la figura: 

Solucibn wrdadi:ra )'(X) 
que pasn por (~i.y(:cu)) 

(x.,f(x,)) 

(x,,,f(x,)) 
S11lui.:iv!'. \L•rJ.1Jl!'r..1 que p~,¡¡ f'Mlr (\1. y,1 

Línea con pcndicn1~ 
Um-.1 \.\lr 111.·mlil!'nh: ti'·-~· I 

y'(x,) = t(x,,y,,) 
Solución de Euler 

x, 

Utilizando para aproximar y(t) y f(x1,y1) para aproximar 
f(t,y(t)) para te [x, ,x,J, en la ecuación (1) obtenemos: 

Y,= .Y1 +J ''./(:e, ,y,)dt = )'1+ (x, -x, )J(x,, y1) 
.r, ,-. .. . 

La fórmula recurre.nte general que derivamos por este método es: 

También la podemos escribir 

.Y •• 1 = >'. +lif(x •• y.) 

Donde 
/J = (.t'n+l - X,.} 

paso de integración. 

... (2) 

51 TESTS CON 
FALLA DE ORIGEN 



METODO DE CUARTO ORDEN DE RUNGE-KUTTA 

Si uno trata de desarrollár una fórmula recurrente general de Ja 
forma 

En donde 

Para i = 2,3,4, determinando las constantes a1,a2 ,a3 ,a4 ,b1,b,. yb3 , de 
tal manera que ( 3 ) coincida con una expansión en series de Taylor de 
orden tan alto como sea posible, uno obtiene un sistema de ecuaciones 
algebraicas en los constantes. En este caso, como antes, hay un número 
infinito de soluciones al sistema de ecuaciones. La elección de las 
constantes que cor:iduce a Ja fórmula recurrente clásica de cuarto orden de 
~unge-Kutta es 

1 1 1 
a, =a.=- a2 =a,=-, b1 =b, =-, v b, = 1 • 6' . 3 - 2 .. 

Que usualmente se escribe como: 

- + 1i.(k, +2k, +2k¡ +k.) 
Yn+I - Yn 

6 
Donde 
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Por tanto, el método de cuarto orden de Runge-.Kutta se puede mirar 
como un promedio ponderado de valores aproximados de f(t, y(t)) en 
puntos diferentes del intervalo de integración [x", xn.1]. 

El valor k, es una aproximación de la pendiente en la solución 
verdadera en el extremo izquierdo del intervalo de integración; k, es una 
aproximación de la pendiente en el punto medio del intervalo de 
integración que se obtiene utilizando el. método de Euler para aproximar 

){x. + ';) ; k,. es otra aproximación de la. pendiente en el punto medio 

del intervalo de integración y k, es una aproximación de la pendiente en 
el extremo derecho del intervalo de integración. 

REGLA TRAPEZOIDAL 

La regla trapezoidal es un método de integración d€, la fórmula de 
interpolación lineal. Supongamos que se. evahfa · -

¡, - ·.· 
l = J.¡(x)dx 

' - _· ~-:- ·- ' : ·:·"- . 

Aproximamos f(x) mediante tina interpolación lineal 

donde 

· '. b-::c 
g(x)=-·-¡, 
. b-: (1 . 

x:..a ¡,· 
b-<I· · -. 

J, =J(á). - f 2 =j(b) 

Entonces, la ecuación ( 4 ) sé convierte en 
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------·------···-~~···-·-·...;.~-· ---·· -;~_:~ . ..:2...:.:~.'....2'2;~ 

con 
h=b-a 

La ecuación ( 6 ) es la regla trapezoidal, que puede escribirse como 

... ( 7) 

donde E representa en error de truncamiento. La regla la ilustramos 
en la siguiente figura 

Xi =a 

' . . 

El área bajo la interppladón ',lineal, g(x). , es igual a la integral 
calculada por la regla trapezoidal, mientras qué.el áreabajo y=. f(x) es. el 
valor exacto. · · ' · · · · · · · · · · · · · 

Por tanto, el error de la .ecuaéiÓn ( 6 ) es' igd~I al á~;a entre g(x) y f(x) 
y es aproximadamente · · ' · · · · ' · · 

. E"' .:.._]_¡,J;~ 
. 12 
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Este término de error se puede verificar fácilmente como sigue: 
Primero, hacemos una expansión de Taylor de f(x) alrededor de un 

punto escogido, digamos x = a. Si integramos la expansión de Taylor, 
expresaremos la integral exacta en forma de series de potencia. Por otro 
lado, el resultado de la regla trapezoidal también puede expresarse en 
forma de serie de potencias si expandimos h a una serie de Taylor 
alrededor del mismo punto x = a . Si restamos esta integral de la primera 
y conservamos el término lineal, obtendremos la ecuación ( 8 ). 

La ecuación ( 7 ) puede extenderse a múltiples intervalos. Si la 
función se representa mediante puntos de datos con puntos de abscisa 
igualmente expandidos, la ecuación ( 7 ) puede aplicarse repetida a cada 
intervalo. La regla así obtenida es la regla trapezoidal extendida y se 
escribe como 

con 

I = J: f(x)dx=~(f, + 2/2 + ... +2/,. +f •• ,)+ E 

X¡ 

h=b-a 
11 

x, =á+(i-l)h 
/ 1 =f(x1 ) 

i =1,2, ... ,n+I 

... ( 9) 

y=f 
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El error es 

•.. (10) 

T" es Ja medida de f"(x) en a < x < b el error es inversamente 
proporcional a nZ 

METooo of:.EuLER:HAc1P.:A.-TRAs.o:íViETooooE GEAR·.•oE 

PRIMER ORDEN~ ,: : :·:r .. · .. ·;.;;;:" ~·~•.•.•. ;: :¡ ,,·;"2 ,'.:· •. ~~;¿ j:;.~ . -~ ·• ·. . .. •. 
El método de Eulér,hacia atrás o de Gear de primer o.rden se basa en 

la aproximadón dé' diférenCia há.'ciá átrás' y'se''éscí-ibecomC> .'.·· . 
,'··:< >~/: .. ;_.',-·,· ';·'":"-. ·~~::;,:<::,,~:·.:~-.~·~~~~:,_:.·--~.;~.~~:,'. ·-.>.~· ·---:~:- ·, 

,,, .. •;;Y~.:~if}t;;~f(.~ji;.fF:~i) :;r '\<·<· 

.de Eu~~;~~~~ ~~:1:~~~~\ld ·de e~ff•'tét~~~~~·!j','rni~sf.f~.•:el ~:elI~étodo 
~<-- ''!=-'" :.}~:: ;·._.:::\· .,~; .. :-~\~.?·'.. 

Ad•má" ,¡ f "~ fundónnui±~\,d:Y,~, ~~'~;n\P'""' un 
método iterativo, en cada paso igual c¡'ue el mé~todó;de Euler modificado.' 
Por otro lado, las ventajas de este método ·son: ,,5;,; :, ii~;)'• ~·</ > :' · 

a) es incondicionalmente establ~ y • n ;: •.• ·. i.~ ·.·. ' ' 
b) se garantiza Ja positividad de Ja sciludón cuándá ésta debe ser 

positiva. · · · · ' ' 
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CAPITULO V 

UTILIZACIÓN DE SOFTWARE 
ESPECIALIZADO, ( MA TLAB) EN LA 

SOLUCIÓN DE ALGUNOS PROBLEl\tIAS DE 
INGENIERÍA CIVIL MODELADOS CON 

ECUACIONES DIFERENCIALES 



··'· --'---'-'-------- '-"-- '·- .. ,: ..•• ...:-'"---'-:...--------------------

5.1.- CONCEPTOS NECESARIOS EN LA MODELACIÓN- DE LOS 
PROBLEMAS DE APLICACIÓN. 

INTRODUCCIÓN 

Los problemas que trataremos en este capitulo, son problemas 
clásicos de ingeniería civil, más específicamente en el área de hidráulica, 
mecánica y mecánica de suelos. · . -

Todos los problemas aquí tratados son lineales y están basados en la 
teoría matemática del capitulo IV de este trabajo. · ' - · 

En este capitulo introduciremos algunos conceptos dé• la ·física 
propios de cada problema de aplicación. 

' ·::-'. ,: : ~ 
Iniciaremos con algunas definiciones, que nos f~cilitaran la 

comprensión de la teoría relacionada con la solución de los problemas. 

SISTEMA: 
un sistema es la combinación de elementos o entes interrelacionados 

para realizar una función perfectamente definida, que no podría ser 
llevada a cabo en forma independiente por alguno de los elementos que 
forman parte de él. 

También suele entenderse como un ente formado por un conjunto de 
entradas, un conjunto de salidas y una relación bien definida entre ambos 
conjuntos. 

MODELO: 
un modelo es un mecanismo mediante el cual se puede aplicar 

técnicas analíticas en la solución de un problema práctico. 

LINEALIDAD : 
La linealidad es un propiedad que poseen los sistemas dinámicos 

que trataremos en el presente trabajo, y esta la podemos verificar desde 
dos puntos de vista -

desde el punto de vista físico, la linealidad esta íntimamente 
relacionada con el Principio de Superposición el cual 
establece lo siguiente: 

La salida producida por un sistem~·qu~_~si~o alimentado 
por varias entradas en forma.simultánéaes._equivalente alá 
suma de las salidas producidas por· el, sistema .cuando las 
entradas se aplican en forma individual: 
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Observemos un ejemplo esquemático: 

considerando un sistema hidráulico, formado por un tanque y dos 
válvulas, como se muestra en la figura siguiente 

~' 
Si los gastos q1 y q2, son l~s ent~adas.de¡ ~-isteina; entonces Ja altura 

h de la columna del fluido acumulado _en el tanque será la salida del 
sistema. 

. .. ·, .. , 

Ahora bien , si solo aplica al sist~m~ la entrada d~l gasta q1, I~ salida 
producida por el sistema es h1 c:o111osé,apreciá en Ja figura., 

iJ. I 
1 ,, 

1 

de igual m~nera; si sÓio aplicaiTio~ q2, .. Ja.salida ~e este caso será h 2, 
como vemos en la siguiente figura., · 

entonces al suma; l~s s~li~·~s h1 'y h2 , las cuales se obtuvieron en 
forma separada·, se tiene: 
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Desde el punto de vista matemático, la linealidad se define en 
base a la teoría de las transformaciones lineales: 

Sea V y W e~pacl~~'~ectÓrlales sobre un campo K y sea 
transformación que va de y én w, es' decir. ' 

T una 

.. '~~. '• ··.:5: .:.: .. ':>:. ·«·. 

'\' :~·: jt> <: T:V ~W, 
Se dice que ~d_ hna}\transforinación , iiiteal si dndos v, w e v 
y · a e K s,e cúinp,le é:~n ' 

.\··::.::.·: 
<·,.'. '.'. :.~ .. ~~:.· 

T ( ~+ ~~);;"f(~)i-fc\V) > 
T (av) d':T(v) · 

En base a ; ~~t~ ,·d~flnición se puede garantizar que la Ecuación 
Diferencial dada en el teórema 4.2.2 del capitulo IV 

d"y d"-'v dv 
-d, +a,_,(x) d ,:, + ... +a,(x)d· +a0 (x)y<=f(x) 

X X X 

Es lineal. 

Se observa que la ecuación anterior se puede escribir a partir de 
un operador diferencial 

[ D" + ª•-• (x)D"-1 + L + a1<,1D + a0 (x)] y= q(x) 

o 

P(D)y=q(x) 

Donde P(D)= D" +a,_1 (.~)D"-' +L +a,<,,D+a0 (x) 

es el operador diferencial de orden 11 
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MODELADO 

En esta parte se dará una descripción breve de los elementos que 
conforman los sistemas mecánicos e hidráulicos. Estos elementos son 
resistencia, capacitancia e inductancia. 

Iniciaremos con las propiedades de los elementos mecánicos. 

Resistencia: es la capacidad que tienen algunoi; los elementos 
de disipar o transformar la energía. , 
Capacitancia: es la capacidad que tienen algunos elementos' 
de almacenar energía y suministrarla a otros elementos del 
sistema. 
Inductancia : es la capacidad que tienen algunos elementos de 
almacenar energía y transferirla a otros elementos del sistema 
en forma instantánea. 

RESISTENCIA MECANICA: 

Existen dos tipos de resistencia mecánica: 

La amortiguador traslacional o fricción viscosa 
1.b' amortiguador rotacional o torsional 

1.a El 'amortiguador tmslacional o fricción viscosa esta definido por la 
siguiente ecuación 

f =Bdx 
,• ','' dt 

donde: "' , _. ,', , , , , , 
f. , : e~ la fuerza producida por el amortiguador: lNJ 

dx : es l~velocidacl'~ ia ~Ja1 ~e;~~~~e ~í'~rr:~rtiguad~r traslacional 
dt ' ' ' '," "' ':,\,::' ,, ,'>:,' ,,, ' '<, '<', ' ' 

Jm/s) , ,'[ ,,, :c,cr,; '; ": '·: ,. 

B : es el valor o la consta,nte ,del amortiguador [ N111:!.] 
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De esta manera vemos que las variables asociadas <1 este elemento 
son fuerza y velocidad. 

De manera gráfica el amortiguador traslacional o de fricción viscosa 
se representados mediante los siguientes símbolos corno se muestra en la 
figura 1 y 2 

figura 1 

B 

XX><><XXX><XX 

X 

flgun12 

1.b El amortig11ndor rotncional o torsional. Esta definido por la 
siguiente ecuación. 

donde: 

. T80 : es el par producido por el 'amortiguador rotacional, se opone al 
giro de éste .. · [ N '. m ] - , . 

d(} -. . . . . '·'. - • 
- : es la velocidad angülar a Ja cual gira el amortiguador rotacional 
dt . 
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[rad/s] 

88 : es el valor de la constante del amortiguador rotacional [ N · /11 J 
radls 

como podernos observar las variables asociadas al amortiguador 
rotacional son par y velocidad angular 

De manera gráfica el amortiguador rotacional o torcional se 
representados mediante los siguientes símbolos como se muestra en la 
figura l.b y 2.b 

figura 1.b 

figura 2.b 

63 
TESIS CON 

FALLA DE OHIGEN 



CAPACITANCIA MECANICA: 

Existen dos tipos de capacitancia mecánica: 

2.a Ja traslacional o masa 
.2.b la rotacional o inercia 

2.a La traslacionnlo masn esta .definida por medio de la siguiente 
ecuación 

.. d 2x 
·JM=M-d2 .. 
.. . •. 1 

donde. .· . . ,_. · .. ». -· -~. ,~;:e~_., __ . 
JM : es la fuerza qtie produc~Í~ rnXsa. (N]. 

' ' .. '· --t.::~/~;·'·""'"",_, __ ;,.,,;··¡:_;.:~ ·_;_,'. 

~;; ··~.0~~3~~1~~¡~~;~;~~~;~;:~;··[:~.] 
M: es el valor·que tieneJa·masa O capacitancia mecánica traslacional 

[kg.] ;·,.,;;e: ' ;;,;.; {}: ':,í<~. · · · ·· ·· · 
Vernos entcíi{2es'; qú~;claf· va;i~~~~s ~-~o~l~da. a ·~st~ elemento son 

fuerza Y aceleración · · ·:.:e~-~ -,_· ' 

X 

M 

. 2.b Capacitancia mecánica rotacional o inercia, la cual se define con la 
siguiente ecuación. 

T =Jd2~ 
J di-
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donde: 

T1 : es el par, que producido por la inercia, se opone al movimiento de 
ésta. [N. m] 

d'~: es Ja aceleración angular a la cual gira la inercia. [rad/s2] 
dt . 

J: es el valor de la inercia o capacitancia mecánica rotacional 

[k~.~~'] 
y como podernos ver sus variables asociadas son par y aceleración 

angular. 

T O 

INDUCTANCIA MECANICA 

Existen dos tipos de inductancia mecánica: 

3.a Resorte traslacional o inductancia mecánica 
3.b Resorte rotacional o torsional o Inductancia mecánica. 

3.a El resorte o i11ducta11d11.111ecánic11 tmslacionai esta definido por la 
siguiente ec\.mción 

donde: 

fK: es l~ fuerw que prodücida por el resortt?, se opone al movimiento 
de tlste. [N] . . .·. , 

x : es el desplazan1iento del.resorte. [m) 
K: es el valor o la constante que tiene el resorte [N /m] 
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Observando que las variables involucradas son la fuerza y el 
desplazamiento lineal. 

--·--

figura 1 

3.b El resorte· o inductancia mecánica rotacional, esta definida por la 
siguit;mte ecuadón. 

donde: 
TK0 : es elpar que prbducido por el re¿orte se opone al giro de éste 

[N.m] ·. . , ,,:···>·,, . · .. · .·· . , 
e ': es el desplazamiénto anguÍar del resorte [rad) -

K 8 : es él "Valor o co~sta~t~ qite tlé~eél re¿brte [N. m] · 
( é •:' F .raer 

dond~ veriios que las ;~riable~ ás6éiá~~~ '.~1 · ~l~mento 
desplazamiento angular. ,,, · _., ·. 

son par y 

T~\'\ ... 
) ) () 
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FALLA DE ORIGEN 

66 

·----~-·- . -

-~ , ... ·------------------------------~'""' ------------



RESISTENCIA HIDRÁULICA 

Es la oposición que presentan las tuberías al paso del fluido, y su 
comportamiento físico esta definido por la siguiente ecuación: 

donde: 

AP : es el incremento de presión a través de la resistencia 
hidráulica [Pa] · 

q : es el gasto que fluye a través de la resistencia hidráulica 
(m 3 Is) , ··. 

: es el valor de la resistencia hidráulica que presentan las 

paredes de la tubería ·. [ P:i~ s J 

las variables. asociadas con este ele~ento son presión 'y gasto_ 
Esquemáticamente .aprecia~9s · en · lás . figuras Ja resistencia que 

presenta l~ tufería~ (,'; ···.•· : ;., k '. . ···•·•• · .. ·; 

De·~~"''" ~lfÍ~ ~;d~¿;;;;';J~p~•nf.;;6i; ~o Ii ,.5;,Cmdo 
hidráulica por medio dé los siguiéntés símbolos ' '· ' ' ' •'' 

p ' 
' 1' ' 

' ' ,"~:';" '\';· •.; :;;: < \ ' 

. H·'·'" '.'<· ------------

···[2]•.•;,\: 
o q p2' q· 

, figura 1 figuro 2 
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CAPACITANCIA HIDRÁULICA: 

La capacitancia hidráulica tiene como variables asociadas a Ja presión 
y el gasto. Definiendo su comportamiento físico por medio de Ja siguiente 
expresión 

dP 1 
-=-q 
dt CH 

donde 

P : es la presión en el fondo del tanque. [Pa] 
q: es el gasto que fluye a través del tanque [m 3 

/ s] 
CH: es el valor que tiene la capacitancia hidráulica ~11 3 / Pa] 
Esquemáticamente la capacitancia hidráulica esta representada en Ja 

figura siguiente 

P. 

p 

INDUCTANCIA HIDRÁULICA O INERCIA FLUIDIC:A 

Esta no puede ser representada en forma simbólica, físicamente 
representa el efecto conocido como el golpe de ariete. Las variables 
asociadas con este elemento son presión y gasto y su comportamiento 
físico está definido por la siguiente expresión 

donde: 

P=ldq 
dr 

P: es la presión a través de la inductancia hidráulica. [ Pa) 
q: es el gasto a través de la inductancia hidráulica ~113 / s] · 

1: es la inductancia hidráulica o irierci.a flufdica [Pa ;s
2

] 
·. 111' 
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5.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA LOS SISTEMAS 
MECANICO E HIDRÁULICO. 

a) SISTEMA MECANICO 

Las ecuaciones de equilibrio que se verán aquí, son para los sistemas 
traslacionales y rotacionales, estas tienen como fundamento la tercera ley 
de movimiento de Newton y el principio D' Alambert, que enuncian lo 
siguiente: 

Tercera Ley de Newton: 
A toda acción siempre corresponde una reacción igual y de sentido 
contrario. 
Principio D' Alambert 
Las fuerzas aplicadas a 1111 elemento, junio con las fuerzas ·de ·i11ercia. 
forman 1111 sistema en equilibrio. 

• ;· -- "> 

1.- A los sistema de equilibrio,.para ~Í~temasrriecfoiccis traslacionale's , 
puede aplicárseles la Tercera ley'.. de Newton; obteniendo. el siguiente 
enunciado: · · ,'. :,. " .. · .,. " ' ' · · · · 

~.~ . ,:~-·{· . ;,,' .. º:-'.·:· ... ;-:~·;~_:· __ .}--:·?--:./>·/· , ,_·-~:. -_-_: .. ·,-. - . 
Si un elemento A 'ejer~~ 1mnfliel':W·s~b~e otro e/elnento B, éste ejercerá una 

fuerza de igual magi1itud peró ense11tido contrario al elemento B. 

Si aplicamos el principio D'Alambert entonces ·obtenemos la 
siguiente expresión 

L,J, =o 

2.- si aplicamos Ja tercera ley de Newton a Jos sistemas mecánicos 
rotacionales, obtenemos el siguiente enunciado: 

Si un elemento A ejerce 1111 par sobre otro elemento B, éste eJercerá 11i1 par de 
igual magnitud pero en sentido contrario al elemento A 

. Y si aplicamos el principio D' Alambert a estos sistemas entonces, 
obtenemos las siguiente expresión: 

'L,T, =O 
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Las leyes fundamentales para todas las variables de interés de los 
sistemas mecánicos en nuestro estudio son mostradas a continuación: 

la Tercera Ley de Newton aplicada a sistemas traslacionales y 
rotacionales. 
El principio D' Alambert aplicado ~· siste~~a~ m~cánicos 
traslacionales y rotacionales. · ·· ' · · 

Las variables de interés para los siste~á::mecá~i~'os t'~asla~iones se 
muestran el la siguiente tabla " · · 

·. . 

VARIABLE DE INTERES SIMBO LO UNIDAD 
Fuerza f N 

Desplazamiento X m 
Velocidad V mis 

Aceleración a m/s2 

Las variables para los sistemas mecánicos rotacionales son: 

V ARIA BLE DE INTERES SIMBO LO UNIDAD 
Par T N.m 

Desplazamiento angular B rad 
Velocidad angular · (<) rad/s 

Aceleración angular a rad/s2 

B) ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA UN SISTEMA 
HIDRÁULICO 

Las ecuaciones de equilibrio para los sistemas hidráulicos se basan en 
las leyes de balance de presiones y conservación.de la masa. Las cuales 
enuncian lo siguiente: 

- Ley de balance de presiones: 
la suma de las caídas de presión alrededor de 1111a malla es igual a cero. 

'Esta ley la podemos expresar como 
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Ley de conservación de la masa: 

La suma algebraica de gastos en 1111 nodo es igual a cero, o las 
variaciones de .volumen con respecto al tiempo es igual a la suma de los 
gastos de entrada menos la suma de los gastos de salida. · 

Esta ley puede expresarse como : 

"q -"q =dv 
L..., • L..., ' dt 

Entonc~s Usléyes funda~entales para todas las variables de interés 
. de los sistemas hidráulicos.'en nuestro· estudio son: 

·Ley de ~al~h~é de presiones 
Ley d~ la cótjServación de la masa 

Las variables d~ interés para los sistemas hidráulicos se muestran el 
la siguiente tabla: · ·. 

VARIABLE DE INTERES SIMBO LO UNIDAD 
Altura de Ja columna del fluido h m 

Presión p Pa 
Gasto q m3/s 

5.3 . ETAPAS PARA LA OBTENCIÓN DE LOS MODELOS 
MATEMÁTICOS PARA LOS PROBLEMAS DE APLICACIÓN. 

A continuación se establecela ITI~iodología o las etapas en que se 
divide.el diseño de un problema'desde un punto de vista de contexto 
general, entendiendo por corüextó.generál, la interrelación que existe entre 
las leyes de la física, el m()deladcí 'mátemático y su aplicaci(m real. 

Etapas: 
"._•,•; ' 

plarit~a~ie;,;to del problema 
seleccióndc"Jasvariables que intervienen en el problema 
obtenciór(del ino.delo matemático 

• solución matemática 
• interpretación de Ja solución 
• simulación del problema aplicando las nuevas tecnologías 
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5.4 .- PROBLEMAS DE APLICACIÓN 

A continuación se presentan una serie de problemas que muestran 
las etapas anteriormente mencionadas. 

Problema 1 

planteamiento del problema 

Iniciaremos con un problema clásico de hidráulica en el que se tienen 
dos tanques cilíndricos comunicados por la parte inferior, como se ilustra 
en la figura Sa una bomba eléctrica extrae un liquido de un depósito y lo 
entrega al tanque 1 con un gasto constante. Parte del fluido que entrega al 
tanque 1 pasa al 2 por el orificio inferior, con un cierto gasto; y el fluido 
que entra al tanque 2 sale, con otro gasto, hacia el exterior del sistema. 

bomba 

==-\ /\ 
© 

II 
-=-

-

q12 

Sa 

selecció~ de las ;,~ria~les que intervienen en el problema. 

en este problema ~u ponemos que conocemos: 

A1 = área de la.sección transversal del tanque 1 
A2 = área de la sección transversal del tanque 2 
qe = gasto a la salida de la bomba y entrada del tanqul! 1 . 



Los gastos q 12 y qz son en general funciones no lineales de las 
alturas variables h1 y hz , pero en algunas situaciones prácticas, puede 
considerarse que las relaciones entre gasto y altura son lineales, .en la 
forma siguiente: · 

q 12 = i 1c11, -11,) 

donde K1 y Kz son constantes de proporcionalidad. 
Las alturas. h1; hz ··Y.el tiempo. tserán variables. 

obten~ióndel ~od~l~:~ate~ático 
:·.;1 

... (1) 

... (2) 

en este probl~m~;··te~~th~~·q~e para el tanque 1, la rapidez de la 
variación del vo!Úmen' dél líquido contenido, es 

'• ···;.: :··-... 

dado que los tanques son cilíndricos: 

v, =A,h, 

sustituyendo (4) en (3) y considerando los. datos del problema: 

c!A,h, .·· K (:/ I -;¡¡- = q, - 1 '! - 1,)' 

c//11 = (/, -:--K, (/;, -h,) 
clt A, . · A¡ · . . , 

Tpn~¡i , .. '(11'j. 
~~;~f.1,-.) \.~·-..).o. 

• .• (3) 

.•. (4) 

••• (5) 

••• (6) 

73 
FALLA DE ORIGEN 

·-.~ .. :::::::::::::::-_--_-_-.,.., -· 



para el tanque 2: 

o bien 
dA 21z, --¡¡=-=q., -q, 

dA
2
h, . · .. --;¡¡-=- = K, ('11 - 112 ) - K 2112 

_,-"'-·,._, .. _·.·· 
-·· .... , . ._~ _ _: ~,_.;._:.~ . .:.. . ....:... ·--~ 

... (7) 

las ecuaciones (6) y (7) ·constituyen el modelo matemático del 
problema planteado, matricia,lmente: 

... (8) 

este modelo matemático es u¡{ ~istéma. de.ecuaciones diferenciales 
lineales de primer orden ... 

solución matemática 

para encontrar la solución del modelo matemático aplicamos el 
método de la matriz exponencial en la solución del sistema de ecuaciones ·.~ 
diferenciales lineales de primer orden de nuestro problema. 

para tal efecto le signaremos valores numéricos a nuestras constantes 

K -± 
1 - 3 

K 2 =12 

q bomba = .5 unida,descc~bicas/s = qe 

A1 = '1 unidad c~adrada 

A2 = 8 unidades cuadradas 
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Sustituyendo los valores en el sistema queda como: 

[¡'.'].=[.·~~ 
h,. -

- . 24 
!40]· .. [:::] ~ [ ~] 

24 . 
·: ' ·- ' 

calculando los eigenva~ores de I~ ~cuadórÍ ~aracterística 
IA-Afl=O 

. .[. 4. ,t 

A-..t/:: 3 
. 4 . 

• 24 
_ •o~,J 
. 24 

la ecuación característica resultante es:· 
,- '. : •' :'.·_ 

los eigérivél!Óres s~~; ... 

..t, =-Í A2 =-2 

dado que el sist~rl1a: es' de . dos ecuaciones y los eigenvalores 
diferentes, se tiene que: 

donde flo .v/3, son soluciones de 

resolviendo 
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por lo tanto se obtiene: 

º]+_e_-•_. -_e_--_'' [- 32 
1 24 4 

3"] -·40 
-e +-e -

eA' = 24 24 
[ 

16. _, . 8 _,, - e -e 
24 
4 ( _, _,,)] 

_!_(e-• - e_,,) 
16 . 

.!.'e-'+ 3.e-ú 
. 3 3 . 

la solución del problema sería 

efectuanélo 'op~ra~iones. 
condiciones iniciales.dadas 

.... ,_ 

,.,/-

•.• 4 e· .. '-· ·. ·.· ~'· ..• )· •. 1 [·.l···l [8º ... -(•-41 .40 -•ci-".'} -e.-:e . -e. +-e-
24 . • . .. .. . •. +fo 24 24 10 
:.!.e-• +~e-''· 1 ~e-<•-6J - ~e~211-• 1 

.. 3 ... · 3. • . .. 6 . 6 

encontramos la solución para las 

interpret~bi6~ el~·¡~· solución 

primerarne~te t~~eáos'. que cuando t = o,. el nivel del fluido. en 
ambos tanque es igual a una unidad lineal lo que nos da.las condiciones 
iniciales, es decir, · · 

li(O) = [:] 

76 



la solución con los valores desde las constantes obtenidas nos 
muestra la forma en que se comportan las alturas de los tanques; 

obsérvese que cuando t -)o co las alturas son 

"= 100 1 24 
h, =2.. 

- 12 

Lo que significa que los tanques se estabilizaron en un valor fijo 
( recordemos que el gasto de entrada es constante) la altura del fluido en 
el tanque 1 será diez veces mayor que la del tanque 2. 

simulación del problema aplicando las nuevas tecnologías 

Para la simulación de este problema utilizamos un programa hecho 
previamente en MATLAB. El cual se construyo en base al método de 
RUNGE-KUTTA para solución de ecuaciones diferenciales, como se 
describe en el capitulo cuarto de esta tesis. 

Los resultados obtenidos se muestran en la grafica siguiente: 

4.5 

4 
Variación de la altura del tanque 1 

~--------

/ 3.5 

3 / 
"' ~2.5 

j 
1.: /Anura,hl J 

• Altura, h2 

0.5 \,_ Variación de la altura del tanque 2 
----------------- .--··--. -··· - ----------

0 '----"--~--~-~-~-~--~-~ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
t(s) 
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La gráfica (vista de pantalla) nos muestra Ja variación de las alturas 
de cada uno de los tanques. 

Con este procedimiento 
comprobar las afirmaciones 
(interpretación de la solución). 

ejecución del programa ) · podemos 
que hicimos en el punto anterior 

Esta gráfica muestra el comportamiento exponencial que tienen las 
alturas y para tiempos grandes nos permiten ver como tienden a 
estabilizarse en un valor constante. 

Es pertinente mencionar que el programa desarrollado es muy simple 
y requiere un mínimo de conocimientos de programación, ventaja que 
presenta MA TLAB en Ja construcción de programas. Adara remos que 
este proceso se puede hacer mediante las funciones ya existentes en la 
librería del simulador como son ODE45, ODE23, que sirven para calcular 
soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales ordinarias, este tipo de 
funciones serían para el usuario transparentes y se lograrían los mismos 
resultados. 

Por otro lado el propósito de ésta etapa es ofrecer al estudiante la 
oportunidad de tener una forma de análisis más profunda de Jos 
problemas a los que se enfrentan interactuando con la computadora en 
forma gráfica; teniendo Ja ventaja de poder comprobar las afirmaciones 
teóricas que ya se introdujeron anteriormente. 
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Problema 2 

planteamiento del problema 

En este problema determinaremos las respuestas libre, forzada, total, 
permanente y transitoria del sistema hidráulico que aparece en la 
siguiente figura.. · · 

h 

. . 

La solución la encontraremos t~mand~ a l~ altura h como variable, 
aunque también determinaremos el'inodélo_ matemático en función de .la 
presión del tanque. ··• 

selección de las variables cp.Íé intervienen en el problema. 

En este problema conocemos las siguientes constantes: 

q(t) = gasto de entrada [m3/s] 
Po = presión atmosférica [Pa ] 
RH = resistencia hidráulica [ Pa. S /m3] 
CH = capacitancia hidráulica [ m3 /Pa) 
y = peso especifico del fluido [ Kgr /m3] 
A = área transversal del tanque [ m2] .--------·-1 
Gg =aceleración de la gravedad [ m/s] TESIS CON \ 
p =densidad del fluido [ Kgm/m3] FALLA DE QRlGLi•i 
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En la primera parte la altura h y el tiempo t serán nuestras 
variables. 

En el· siguiente punto la presión en el· fluido. d¡~l. tanque y el 
tiempo.serán variables. 

obtención del modelo matemático · 

Para establecer el modelo en función de la· altura del fluido 
recordemos las ecuaciones de los elementos para un sistemn hidráulico 

las ecuaciones de equilibrio son : 

dv="q -"q 
dt ¡[_, ' ¡[_, s 

¿q, = q(t) 

¿q, =q, 

por otra parte haciendo la suma de presiones se tiene: 

P1 - Po - Ph = o 
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•.. (2) 

•.• (3) 

... (4) 

... (5) 

... (6) 

... (7) 

... (8) 



donde: 

p es la densidad del fluido 
g es la aceleración de la gravedad 

para obtener el modelo matemático. En función de la altura del 
fluido tomando la ecuación (1), obtenemos la siguiente expresión . 

de las ecuaciones (7) y (Sj se tien'e: 

sustituyendo la ecuación (10) en la (9) 

donde 

1 
q, =-pgh 

R11 

q,=Lh 
R11· 

y es el peso especifico del fluido 
sustituyendo la ecuación (12) en la (5) -

y recordando que v= Ah s obtiene: 
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dv =A dlr 
dt dt 

... (9) 

... (10) 

... (11) 

... (12) 

... (13) 

... (14) 



sustituyendo las ecuaciones (4), (13) y (14) en la (3) : 

normalizando 

c/11 y 
A-+-h=q(t) 

dt R11 

dli ' y 1 -+--il =-q(I) 
· dt AR11 .A 

... (1) 

la ecuación . (1) representa· el rriotl,elo matemático del sistema en 
función de la altura dé la columriá del fluido (h). ' 

Ahorabien si resdlvemo~· l~ ec~a~i~~' ~n fundó~ de las variables de 
presión en el fondo del tanque. De las ecuaciones (2) y (6) se tiene: 

... (16) 

y sustituyendo la ecuación (9) en. la (16): 

.:il~;: .... '' l ···.' 
C11 di:=~ r,<fl 7S R,¡ (P1 -P0 ) 

,. V,:·:., ·-"·< ·, , ·. « . ~~'.<.' .. 
"(~\· .. ·>- . .. (17) 

reordenando y normalizarido ~sta ecuación se tiene que el modelo 
matemático en función de P1 para el~istema hidráulico es; 

dp,· ' 1· ,. 1 1 
-+--P, =-q(t)+--Po 
dt R11C11 CH C11R11 

... (JI) 
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de las ecuaciones (1) y (11) se puede deducir que la capacitancia 
hidráulica es: 

como se estableció con anterioridad, los coeficientes del primer 
miembro de ambas ecuaciones (1) y (II) deber ser idénticos 

solución matemática 

.los valores que consideraremos para nuestras constantes son: 

A=9m2 
RH = 4 X lQS Pa· s)mJ 
y = 9.81 x 103;, Kg/m2.s2 
q(t) '= 3 xlQ·J m3/s 
h(O) = o:s m . 
el modelo matemático que se obtuvo del sistema en función de Ja 

altura del fluido (h) fue el de Ja ecuación (I). ·· 

dh y 1 . -+--h =-q(t).:: 
dt AR11 A ·.: 

'-<> .. ' 

para resolver Ja ecuac10n aplicar~mos ·e1·;~étodo de coeficientes 
indeterminados, dado en el capitulo IV de est.e trabajo. 

solución de la homogénea asoci~da 

dh +-Y-h=O 
dt .AR

11 
.. 

en base al método su solución será 
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para encontrar la solución general anulamos 
q(t) en la ecuación, 
A 

como es constante el operador aniquilador sería D por lo que tenemos: 

D(D+. L)h=O AR11 

esto implica que tenemos 

m, =--y
AR11 

y m2 =0 

las raíces del poliriomio característico y la solución general es: 

h(t). = K
1
e -~R•' + K

2 

como la solución general esta dada por 

h(t);,,¡,ho~ (t) + "· (t) 

tenemos que 

" -~ , ->/ l h, (t) = h(t) -lz,.,m (t) = K,e AR" + K
2 

- K,e 1 AR" 

h(t) = K, 

sustituyendo en la ecuación original ;.,.' 

:.¡ 

Cih y 1 
-+--h=-q(t) 
dt AR11 , .A 
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tenemos: 

O+-Y-K, = q(I) 
AR11 - A 

K, = R,, q(t) 
- y 

entonces la solución general de la ecuación será 

. _,/ 1 R 
/z(/) = K,e /AR" +_!!_q(t) 

r 

sustituyendo los valores tenemos 

_r_= 9'8 1.rl0
3 
=0.2~25x10·2 

AR11 9(4.rlO') 

R11 4.rlO' _, 
-q(I) = ---, (3xl0 · )=0.1223111 
Y 9.81.rlO· , 

/z(t) = K,e-2
·"'·"

0
-' 

1 +0.1223 

Interpretación de la solución. 

Para analizar o diseñar un sistema lo hacemos a partir del tipo de 
respuesta que no da éste, en general la respuesta de un sistema depende 
de sus características propias, su estado inicial y la entrada o aplicación 
externa. 
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Para nuestro problema se presenta el siguiente sistema en forma 
esquematizada. 

q 1 tJ 

donde: 

sistema 
hldrliullco 

h 1ta1 

q(t) =entrada aplicada (gasto de entrada ) 
h(to)= estado inicial del sistema en t =O ( altura que tenia el agua en 
el tanque cuando t = O ) 
h(t) =salida producida (altura) 

Las respuestas que tiene cualquier sistema de primer orden como el 
de nuestro ejemplo son propias de los parámetros asociados al sistema y a 
sus condiciones dadas. 

Las repuestas que estamos buscando son: 

respuesta libre 
respuesta forzada 
respuesta total 
respuesta permanente 
respuesta transitoria 
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RESPUESTA LIBRE: 

En esta respuesta la entrada o excitación externa es cero y las 
condiciones iniciales son diferentes de cero, esto es, la respuesta libre sólo 
depende del estado inicial. 

Esquematizado de la siguiente forma 

'l (t 1 =o sistema 
hldrliullco 

h (t 1 

para nuestro probÍ~ma cci~si,deraremos que h(O) = 0.5 m. 

De la solución h6~oién:~ t~'~émos 
.-- . . -:_."e_. __ -', ",·•·o.· ... < , 

.. - -

aplicando las condiciones iniciales: 

h(O) = 0.Sm·;,, K,e-2·m . .io·' 1º' 

esto implica que K1= 0.5 por lo tanto la respuesta libre estará dada 
por: 

TEsrP rr-1\r ~ ,o,J) _,..)J.~ 

FALLA DE ORIGEN 
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RESPUESTA FORZADA 

Es aquella que produce el sistema cuando la entrada o excitación 
externa aplacada a éste es distinta de cero y su estado inicial es nulo, 
como se muestra en el siguiente esquema. 

q (t)I o 
sls1emn 
hldráullco 

h ( t 0 J =O 

h ( t 1 

de la solución general tenem?s.que 

h(t)=K,~-'-725 "ºº' 1 +0.1223 

y como h(O) =0 tene_mos . 

h(O) =O=. K 1 e-'·"' .<1o·• <•• + 0.1223 

por lo que K1 - 0.1223 · entonces sustituyendo 

lz1,,,,.Jd(I) = -0.!223e-l.7'S.<IOº't +0.J223 

TESIS CON 
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RESPUESTA TOTAL 
Es aquella producida por el sistema cuando la entrada y su estado 

inicial son diferentes de cero esto es: 

q(t)iO h 1 tj total 

IÍ (to) i'O 

por lo tanto la respuesta total depende de la entrada aplicada y del 
estado inicial o bien. · 

de la solución general tenemos 

h(OY= 0.5 _,;, K1e
0+0.1223 

K 1•= 0.5-0.1223 = 0.3777 

h(t),..,.
1 

= 0.3777e-""' .io·'r + 0.1223 

RESPUESTA PERMANENTE 

Este tipo de ~espuesta .denominada también respuesta en estado 
estable es la que produce el sistema después de que ha transcurrido un 
cierto tiempo generalmente grande y se obtiene de la siguiente forma: 

h(t) """w"'"" = lbn /l(t),,,,.,, ·-· 
I ( ) ·-¡; .· .. o 3777 -l.?2".•IO"', o l '"3 
I t pern1un~ntr - l11Z . e + . --

entonces: 

h(I) """'""'"" = 0.1223 111 
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RESPUESTA TRANSITORIA 

Es aquella que produce el sistema antes de alcanzar su estado estable 
y se calcula como: 

. ' 

lz(t),ru,ui111riu_ = h(t),"'º' -/i(t) 1~rm11'1rntc-

entonces: 

h(t),,.,.,,1,,"'" =0.3777e-Ím.,oo·'• +o.'1223-0.1223 

simulación del problema aplicando las nuevas tecnologías 

en este segundo problema se generó un programa un poco más 
detallado, debido a la necesidad de obtener varias gráficas ¡¡ la vez. 

Como se menciono, en el planteamiento del problema, el objetivo era 
analizar las diferentes respuestas de este sistema de primer orden. 

En el punto anterior ( interpretación de la solución ); interpretamos 
cada parte de la solución y en este punto podemos observar este 
comportamiento gráficamente, lo que nos permite analizarlas de forma 
visual. 

Como se muestra en la siguiente figura: 
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_:.:.:::.....:..--·.:.:.:-...:....:.... ... ~.:"~'-

respuesta Ubre respuesta !orzada 

1 ~::~=i - 11 
"'- 0.5 ., 

" 1 '· º' ·-,·,·-·-----?-
º 500 1000 1500 o 500 1000 1500 

:~~rmancnto 

~ ar.,. ___________ _; 

respue ta total 

11 
~ 0.5 -, 

.......... -..._, 
--------··-----

O'------------~ ·1'-------
o 500 1000 1500 0 500 1000 1500 

reap u esta ran sito ria 

~ :-:r, .. \,"-., 
.......... '-

º -------- --º 500 1000 1500 

figura 3 

Como ya se menciono al tener • elaborados los . programas el 
estudiante puede variar los valores ·de los parámetros desde' observar los 
cambios que sufriría el sistema, conduciéndonos a'.· un mejor diseño . 

.-------·-··"-----
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Problema 3 

planteamiento del problema 

El problema que se presenta a continuación es un problema 
importante en ingeniería sísmica en el que queremos modelar ·el 
movimiento de las capas terrestres bajo la acción de un sismo 

CAPA 1 

CAPA 2 

CAPA 3 

ROCA RIGIDA 
INDEFORMABLE'. 

Una forma de hacerlo es modelando cada una de las tres capas 
mediante un sistema dinámico de segundo orden formado por una masa, 
un resorte y un amortiguador como se muestra en la siguiente figura: 

o 

1 U (t)=x 

M2 capn 2 

Nota: no se esta considerando la fricción entre las masa 
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Este modelo describe t'tnicamente el movimiento de la capa de roca 
rígida con respecto a un punto fijo O de referencia; la salida y(t) es la 
diferencia de desplazamientos de la capa 1 y la capa de roca rígida. 

selección de las variables que intervienen en el problema 

en este problema suponemos que conocemos: 

M1 = masa de la capa 1 (kg.) 
Mz = masa de la capa 2 ( kg.) 
MJ = masa de la capa 3 ( kg.) 
B1= coeficiente de amortiguamiento de la capa 1 ( N.s/m) 
B2 =coeficiente de amortiguamiento de la capa 2 ( N.s/m) 
BJ =coeficiente de amortiguamiento de la capa 3 ( N.s/m) 
K1 =constante del resorte de la capa 1 ( N/m) 
Kz =constante del resorte de la capa 2 ( N/m) 
KJ =constante del resorte de la capa 3 ( N/m) 

Las velocidades v1 (velocidades absolutas de las masas M1) son 
variables 

FK; las fuerzas debido a los resortes (elasticidad) son variables 
T= tiempo variable 

Para obtener un modelo materr{ático, en' variables de estado que 
representa el movimiento de lascap~s t~rre,stres. 

,·,:'" 

Solución . debldo X qtik el síst~~a contiene seis elementos capaces de 
almacenar energía, seis son las :variables de estado, éstas puede ser: 

,. '· ,· : ' ; 

el sistema se puede representar de la siguiente manera: 

fKI =K1(X-X1) 

... (1) 

... (2) 

... (3) 
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f = B [ dx _ dr, J 
81 1 

d1 di 

... (4) 
f ' = n{ <lr, - dx2] 9

- - d1 . di 

... (5) 
f =B[<lr2_dx3] 9

·' ·' d1 d1 

... (6) 
f =M d2x, 

MI 1 <fil 

... (7) 
f M di'x2 

M2 = .,-,-
- di-

... (8) 
d2 . f -M x., 

M3- 3-¡j¡l 

... (9) 

estableciendo diagramas de cuerpo libre para cada una de las masas 
obtenemos los siguientes esquemas: 

[] 
... 

. 
K3···. . ., 

3]-
ª.3 

1 
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--·--c~~·-.·~<:,,,.~·, 

"•---UJ:!lO!!t"' 

el diagrama de cuerpo libre para la masa 1 es: 

l. 1 

1K2 1K1 

11111, 1111, 

'e1 'e2 

v, 

por lo que la ecuación de equilibrio para la masa 1 es: 

para la masa 2 el diagrama de cuerpo libre es: 

1K2 

1 1 

•11112 M2. 

•e2 

1-;----- f KJ 
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finalmente el diagrama de cuerpo libre para la masa tres es 

IK3 ----...¡ 
IM3 -----i 
.IB3 ------1 

y la ecuación de equilibrio es : 

obtención de la ecuaciones de estado: 
se tiene que las velocidades absolutas son:. 

V = dx1 
1 dt 

V = cfr3 

J dt 

sustituyendo la ecuación {13) en la (4) , se tiene que: 

[ 81 = B, (v - v,) 
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sustituyendo las ecuaciones (13) y (14) en la ecuación (5) 

sustituyendo las ecuaciones (14) y (15) . en la ecuacicin (6) 

sustituyendo la ecuación (13) en·la (7) 

. . 

. · .. ··. d~ 
·. ·.Ím = M 1 .-;¡/-

. '·' : -

sustituyendo· I~ ~c~ación (14,) •.·. enla (8) 

·· ,: ·· · dv, . J..,, =M, dt-

sustituyendo la ecuación (15). en la (9) 

... (17) 

... (18) 

... (19) 

... (20) 

... (21) 

derivando las ecuaciones (1) , • (2) y '. (3) ; con respecto al tiempo y 
sustituyendo las ecuaciones (13), (14) y (15), · se tiene: · 

... (22) 

... (23) 

dfK.• =K (v -v) 
dt J l J 

... (24) 
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Finalmente es, posible expresar todas las ecuaciones en función de las 
variables de estado, sustituyendo las ecuaciones (16), (17) y (19) en la 
(10), obteniendo 

dv, 1 1 8 1 8, 
-=-!11 +-f., +-(v -v,)-M- (v, -v2 ) 
dt M, M, - M, 1 

... (25) 

sustituyendo las ec~acio'nes (17), (18) y (20) en l~ (11) se tiene: 
- ·'-... :-; ,.--:,,: --· -'"-- . ---- . 

dv, 1 '·-.·, .1. - : ::···a, ' .-' · . B, .• 
--- :=-J,,.+-'fú .+--(vc:-v,)--(v, -v,) 

dt · M, : · ·:M, 2 :.- •.M 2 .: · · M 2 : -

... (26) 
'/-··, -

sustituyendo las ecuaciones (is) · y (2i) en la (12), se tiene 

e~;' ~ ~-¡,,·+;; (v, - v_,) . 
-- " 3 .- . 3 

... (27) 
Ja salida y(t) es eleste caso: - . -

y(t) ;= X3 - X 

... (28) 

ésta se puede obtener de las ecuaciones (1), (2) y (3) 

... (29) 
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a partir de Ja ecuaciones (22), (23), (24), (25), (26) y (27) se tiene: 

dv, _B, +82 B2 o o v, 
dt M, M, kt, M, 
dv, B2 _ B2 +B, !!_¿_ o 1 
dt .·· M, Ml M2 M, 

dv, 
o !!_¿_ _!!_¿_ o o dt 

M, M, 
dfKI 

-K, o o o o dt 
dfKl 
:dt Kl -K2 o o o 
dfKJ 
dt o K, -K, o o o fKJ o 

y de Ja ecuación (29) 

v, 

v, 

~·(1) =[o o o _ _!_ J v, 
k kl k JKI 1 " In 

JKJ 
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solución matemática 

en este problema se pone de manifiesto el uso de la computadora, ya 
que, aunque el modelo matemático resulto ser un sistema de ecuaciones 
diferentes lineales de primer orden, el sistema resulto ser de 6 ecuaciones 
con 6 incógnitas que desde el punto de vista analítico resultaría muy 
complicado resolverlo, aclaro que para este sistema si existe método de 
solución, ( ver capitulo IV ) pero como se menciono anteriormente no se 
resolverá analíticamente solo numéricamente. 

Interpretación de Ja solución 

La interpretación en este caso se hará al final de la simulación 

Simulación del problema aplicando las nuevas tecnologías 

La simulación se realizó en base al diseño de un programa de 
computadora utilizando el método de Runge-Kutta cuarto orden en 
Matlab. 

Para nuestro problema se analizaron las gráficas de las variables de 
estado, que representan las salidas de cada una de las capas; es decir, la 
velocidad en cada caso y Ja fuerza de cada capa, cabe mencionar que se 
pueden analizar también otras variables de estado si así se desea. 

En las gráficas siguientes podemos observar que Ja respuesta 
(variación de las velocidades) alcanza un amortiguamiento más 
rápidamente al disminuir Jos valores de elasticidad en este modelo 
representado por un resorte. 
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Variación de ven capa 1 
1.5-------~ 

Variación de ven capa 2 
1.5-------~ 

Variación de ven capa 3 
1.5, 

Kl•1100Mtn 
K2s1000Nhn 
K3:800 Nlm 

0.5 

··-. 

o'--------' 
o 50 

t 

e: 1 
~ , 

0.5 1 

O'--------' 
o 50 

fr 

50 

Varlaclon de ten capa 1 
2000------~ 

ao~arlaclon de f en capal2 40~a¡.rlaclon de f en capa 3 

' o \ 
\. 

\ •. ~ -2000 

600 !\ 1 300 !~'. 
=-4ºº 1 \ ! E:200 : \ 
!:!200 \ i!:! ,· \ 

-4000 

-6000 
o 

\.. i 100 l. . '"-.. 
'----¡ o L -----J 

50 o 50 

gráfica 

Varfaclon de r en capa 1 Varlaclon de ten capa 2 Varlaclon de f en capa 3 

2000U' 1500 ,.. 
1 
ªººF: 

o 1000 J '¡ ·¡ 40011 :. 
- 1 1 - . 
~ -2000 ¿oo \ §' I \ 

N \\ 2001 I 

-4000 - o 1 .---··-·1 i \ 
\.~......- 1 L. 

·6000 ·500 1 o '----·---º 50 o 50 o 50 

gráfica 2 
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En la gráfica 3 se puede apreciar el efecto del amortiguamiento 
donde se observa como disminuye el sobre-tiro o tiempo de sobrepaso y 
alcanza su estabilidad más rápidamente. 

Variación de ven capa 1 
1.5 ..------

Bt•50000Nllm 

Variación de ven capa 2 
1.5, 

Variación de ven capa 3 
1.5 

=~=z= , ...... ·· .............. -~ --
1, 

~ 1 
0.5, 

1 

1 i 
si 
~ 
0.5 

·~-----·---

o-------- o-'------~ 
o 50 o 50 

-.. 
·-·- -· 

1· 
1 =- \ 

~ 1 0.5· l 
! 1 

¡ 
o 
o 50 

200
Óa\ rlaclon de ten capal1 

40
;;a:laclon de ten capa 2 20Óarlaclo~n de ten capa 3 

I'\ 'í' 
o \. 300 '\.. 150: \ 

1 ., 

- ·2000 \ 1 ;:::200 \., 1 - . ' 
=- . ¡- 1·-_;;;100··, "-.,. . 
:::: ·4000 ',, ~100 ',,''·. "'. 

·· .. , 1 ' • 5of ·~ .. _ 1 
·6000 '• i o '--J 1 ·-· 1 

'-, 1 • ' 
·8000 -·.,, -100 1 o 1 

o 50 o 50 o 50 

gráfica 3 

Finalmente quiero hacer notar que el objetivo principal de este 
problema es demostrar la facilidad de poder variar los parámetros 
asociados, ( masas, constantes de amortiguamiento y constantes del 
resorte) ; teniendo como finalidad mostrar como a partir de la 
computadora utilizando Matlab, podemos hacer comparaciones de los 
resultados gráficamente con diferentes valores de los parámetros. 

Aunque en este momento no queremos determinar los parámetros de 
diseño, podemos decir que al optimizar los recursos se pueden encontrar. 
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CONCLUSIONES 

Al haberse abordado en este trabajo diversos aspectos sobre la 
relación entre la resolución de problemas y el aprendizaje dE! las ecuaciones 
diferenciales, es importante una visión retrospectiva que identifique las 
conexiones de las ideas fundamentales que pueden considerarse en un 
ambiente que propicie el aprendizaje matemático de los estudiantes bajo Ja 
perspectiva de la resolución de problemas. 

Así, un punto fundamental es vincular el estudio de las ecuaciones 
diferenciales en el salón de clases con el desarrollo de la matemáticas 
mismas. Es decir, las actividades propias del quehacer matemático que 
muestran los expertos al trabajar y desarrollar las ideas matemáticas 
( conjeturar, modelar, discutir, ejemplificar, criticar, comunicar ) deben 
estructurar el desarrollo de la clase. En esta dirección, es importante que los 
alumnos acepten la necesidad de reflexionar constantemente acerca de las 
diversas representaciones y estrategias que aparecen tanto en el 
entendimiento de las ideas matemáticas como en la resolución de diversos 
tipos de problemas. 

Otro aspecto sobresaliente en la resolución de problemas es que el 
estudiante no solo se centre en el entendimiento de la ideas asociadas a la 
definiciones, hechos básicos, notaciones, o conceptos fundamentales sino 
que desarrolle una serie de experiencias donde se refleje un manejo eficiente 
de estos recursos. 

El desarrollo de habilidades para resolver problemas en diversos 
campos se ha vinculado también con el desarrollo del pensamiento. Aun 
cuando no existe un acuerdo común, entre los que han trabajado en esta 
dirección, es importante señalar que la mayoría coincide en que las 
habilidades de pensamiento incluyen · 

un pensamiento no algorítmico 
un pensamiento en el que el individuo tenga que contemplar varias 
formas de solución las cuales presentan ventajns y des\•entajas 
vinculadas directamente con el problema o situación en estudio 
un pensamiento que involucre el uso de diversos criterios los cuales 
algunas ve.:es pueden estar en conflicto 
un pensamiento que algunas veces puede implicar incertidumbre. 
Un pensamiento que incluye un monitoreo constante del proceso 
de solución. 
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De lo anterior es importante comprender la importancia que adquiere 
la autonomía del estudiante en su aprendizaje, donde él pueda utilizar de 
manera natural estrategias para leer, conceptuar y escribir argumentos 
matemáticos. Teniendo presente que el propósito principal de una 
instrucción basada en la resolución de problemas no es equipar a los 
estudiante con un bagaje de estrategias y habilidades, sino permitirles 
pensar por sí mismos; ya que el valor de estas estrategias, habilidades y 
procesos radica en que favorecen en el estudiante una forma flexible e 
independiente de pensar. 

Insistiendo en la utilidad de la propuesta de resolución de problemas 
en matemáticas, Santos recomienda a los docentes incluir en las clases 
problemas con diversas vías de solución y reunir a los estudiantes en 
pequeños grupos, esto les permitirá exponer sus propios argumentos. 

El tipo de enseñanza aquí propuesto, obliga a cambios conceptuales 
que deben ser motivados por el profesor con el fin de provocar una 
revolución científica ( en el sentido definido por Khun (1971)) , sin 
embargo, el profesor debe tener en cuenta que implementar cambios en su 
modo de enseñanza, necesariamente encontrará cierta resistencia por parte 
de los alumnos, a los cuales les será difícil suplir la forma e·n cómo habían 
venido aprendiendo. 

Se ha visto, empero, lo complejo que puede resultar para un profesor 
aplicar rigurosamente lo sugerido por los investigadores, debido en parte a 
las creencias las cuales son consecuencia de la falta de coherencia entre las 
investigaciones sobre educación y el desempeño de los profe~ores en el aula. 

Gran parte de los errores observados en los estudiantes, respecto al 
entendimiento de los conceptos, son originados por ideas y creencias -por 
supuesto mal fundamentadas- acerca de los fenómenos ocurridos en la 
naturaleza, ya que como Piaget mostró, al igual que los conceptos 
matemáticos, los conceptos físicos no son adquiridos de manera 
espontánea, sino que van evolucionando a lo largo de la vida de todo ser 
humano; de tal forma que al momento en que son instruidos en dichas 
ciencias, cuentan ya con pre-conceptos que muchas veces, no les permiten 
entenderlos y mucho menos explicarlos. Y desafortunadamente contar con 
un buen nivel matemático no resuelve los errores conceptuales de los 
estudiantes. 
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Por esta razón Ja discusión y presentación de las ideas entre los 
estudiantes y el maestro son ingredientes fundamentales en el aprendizaje. 

Con gran tristeza hemos observado en el desarrollo de este trabajo 
como ha existido un desafortunado distanciamiento entre investigación y 
docencia que parece acentuarse cada vez más. 

Debido a que las computadoras están siendo incorporadas como 
herramientas laborales habituales; las nuevas propuestas educativas 
incorporan los nuevos medios; tecnológicos, y en particular el uso de la 
computadora, como un instrumento para la enseñanza y aprendizaje de las 
matemáticas. 

habiendo puesto nuestro interés en realizar una exploración de la 
enseñanza vía resolución de problemas con el uso de la computadora, nos 
encontramos que ésta se encuentra en un estado incipiente en el ámbito de 
implementación en el aula. A pesar de haber encontrado bastantes 
referencias a estudios relacionados con la resolución de problemas, se 
observa que la gran mayoría de ellos se han centrado en analizar la 
conducta de sujetos resolviendo problemas y pocos son los que reflexionan 
también acerca del uso de las nuevas tecnologías en la resolución de 
problemas. Por ello nos enfocamos en la resolución de problemas con el 
apoyo de la computadora como herramienta mediadora, esperando lograr 
un cambio en cuanto a la forma de enseñar matemáticas y muy 
especialmente, ecuaciones diferenciales, así como de aprenderlas. 

Hacemos hincapié en la necesidad de implementar estas tecnologías, 
como parte integral y complementaria de la enseñanza de las matemáticas 
en el salón de clases. 
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