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Introducción 

Es un hecho que en la actualidad, muchos de los grandes avances .tecnológicos en ingeniería mec:i.nica han 
sido consecuencia de los avances en el desarrollo de los denominados nuevos materiales. Prueba de ello es 
que a raíz del surgimiento y desarrollo de la era espacial, los automóviles y los aviones comenzaron a 
disminuir considerablemente su peso y a aumentar su eficiencia. Esto asociado precisamente al desarrollo 
de nuevos materiales, que reemplazarán a las partes estructurales nom1almente fabricadas con acero. 

Por otro lado, en esa misma época, se incrementó considerablemente el estudio del comportamiento 
mecánico de dichos materiales dando como resultado, entre otros avances, el desarrollo de metodos 
numéricos que permiten la resolución de problemas mecánicos complejos. Lo anterior es debido a que 
generalmente, la aplicación de los nuevos materiales implica la resolución de problemas matem:it1cos 
complejos. 

Entre los denominados nuevos materiales, se encuentran los llamados materiales con memoria de fomm. 
Estos materiales se caracterizan por que pueden presentar dos formas predetcm1inadas al ser calentados por 
encima de cierta temperatura crítica. En realidad, son varios los efectos asociados a los materiales con 
memoria de fomm entre los cuales destacan: el efecto memoria de forma simple, el doble efecto memoria de 
forma, el efecto superelástieo y algunos efectos combinados. 

Los efectos que presentan los materiales con memoria de fonna se deben a que presentan una 
transfom1ación martensítica de tipo tem1oelástica la cual, puede ser inducida por enfriamiento, por 
temperatura o por una combinación de ambas. 

Entre los materiales que presentan propiedades con memoria de forma se encuentran: metales puros. 
aleaciones metálicas, polímeros y algunos micro-organismos. De estos materiales, las aleaciones metálicas 
son la que han venido siendo aplicadas de manera industrial. Las más importantes son las aleaciones de 
Ni-Ti, Cu-Al-Ni, Cu-Zn-AI y más recientemente las de Cu-Al-Be ya que han mostrado tener buenas 
propiedades de memoria de fomm y bajo costo. 

En la actualidad, en los países desarrollados, existen una serie de aplicaciones de los materiales con 
memoria de forma. Entre las aplicaciones más comunes se encuentran: las de robótica, aero- espaciales y 
médicas entre otras. 

Pese a que existen varias aplicaciones de los materiales con memoria de fomm en el mundo, hasta al10ra en 
nuestro país son muy pocas las que han podido ser desarrolladas. Esto se debe principalmente a que el 
comportamiento mecánico de estos materiales es considerablemente más complejo que el de los materiales 
convencionales, materiales linealmente elásticos, y en la literatura son muy escasos o muy complejos, los 
modelos matemáticos que pem1itan diseñar dispositivos en los que se emplean estos materiales. 
Particularmente, existe una ausencia de modelos ingenieriles que sean sencillos de aplicar. 

Debido a lo anterior, en el presente trabajo nos proponernos obtener un modelo matemático que nos pemlita 
calcular el comportamiento desplazamiento-temperatura que se observa en elementos mecánicos sujetos a 
flexión, sometidos a carga constante y temperatura variable, fabricados con una aleación de Cu-Al-Be con 
memoria de forma. 

Para alcanzar el objetivo que nos impusimos, partimos del hecho de que en un elemento sujeto a flexión la 
transformación martensítica aparece y se desarrolla de manera localizada, en ciertas regiones del elemento. 
Considerando lo anterior y el hecho de que al transfi eri.al...se..pr.e~ una disminución en la 
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rigidez, entonces es posible tratar al elemento como si estuviera fabricado de dos materiales, es decir. como 
un material compuesto. Así mismo, al ir enfriando el elemento la región de transformación crecerá y esto se 
manifestará como una pérdida de rigidez global del elemento con lo que obtendríamos el comportamiento 
reportado en la literatura. 

En los primeros capítulos del presente trabajo presentamos un revisión bibliográfica sobre los aspectos 
fundamentales del tema, es decir, sobre el fenómeno de la memoria de fonna y sobre las teorías de mecánica 
de sólidos conocidas hasta ahora. 

Posteriormente, presentamos el desarrollo de un modelo matemático que permite calcular el comportamiento 
desplazamiento-temperatura que se presenta en un elemento mecánico tipo viga en cantilcver, fabricado con 
una aleación de Cu-Al-Be con memoria de fonna, sujeta a una carga puntual constante en su extremo libre 
y a temperatura variable. 

Para validar el modelo desarrollado en el capítulo 3, se procedió a verificar experimentalmente la hipótesis 
fundamental del mismo. Dicha hipótesis supone que la transfonnación martcnsítica en el elemento se 
presenta en aquellos puntos donde el esfuerzo normal es igual al esfuerzo crítico en una prueba en tensión 
simple. Dichas pruebas consistieron en medir la defommción en distintos puntos de la viga y observar la 
transfommción. La medición de las deformaciones fueron realizadas empleando la técnica de extensometría 
eléctrica. Así mismo, se presenta una comparación entre el comportamiento despla.zam1ento-temperatura 
calculado con nuestro modelo y el obtenido en pruebas experimentales. 

VII 
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Capítulo 1 

Comportamiento termo - mecánico de materiales con memoria de forma. 

1.1 Materiales con memoria de forma. 

Algunos materiales tienen la capacidad, poco usual, de recuperar su forma original después de haber sido 
deformados, de manera aparentemente permanente, a baja temperatura, retomando su forma inicial 
mediante un simple calentamiento. Esta capacidad es llamada "Efecto memoria de forma". Estos 
materiales presentan una serie de efectos, además del efecto memoria de forma, entre ellos: el efecto 
superelástico, doble efecto memoria de forma, entre otros. A este tipo de materiales se les conoce como 
"Materiales con memoria de forma" (MMF). Los efectos que presentan estos materiales están asociados a 
una transformación martensitica de tipo termoelástica, la cual puede ser inducida por temperatura y/o 
esfuerzo. 

Existen una serie de materiales que presentan propiedades de memoria de forma, entre ellos se encuentran: 
cerámicos, polímeros, metales puros, aleaciones metálicas e incluso en algunos microorganismos [3]. Los 
MMF que principalmente están siendo utilizados en aplicaciones tecnológicas son las aleaciones metálicas. 

1.2 Transformación martensítica. 

Existen dos tipos de transformac10nes en estado sólido: por difusión y ''por desplazamientos" (diplacive). 
Las transformaciones por difusión son aquellas en las cuales una nueva fase puede ser formada sólo por el 
movimiento aleatorio de los átomos sobre distancias relativamente grandes, es decir, hay difusión y 
cambio en la composición química. En contraste, la transformación "por desplazamientos" no requiere de 
tales movimientos, los átomos se mueven de manera cooperativa para formar la nueva fase, desplazimdose 
distancias menores al parámetro de red. De esta manera los átomos forman una estructura cristalina más 
estable, pero sin cambio en la composición química de la matriz. Debido a que no es necesaria una 
migración atómica, la transfonnación "por desplazamientos" es reversible y generalmente progresa en una 
forma independiente del tiempo, con un movimiento de la interface limitado sólo por la velocidad del 
sonido en el material. 

Las transformaciones martensíticas son generalmente del segundo tipo y se forman por enfriamiento 
rápido de una fase de alta temperatura llamada fase "madre" o austenita. La fase obtenida de esta manera 
es llamada.fase martensftica. 

Actualmente la definición más admitida para la transformación martensítica es la publicada por M. Cohen, 
G.B. Olson, P.C. Clapp [!]:"Es una tran.ifonnación "por desplazamientos", de primer orden, con una 
deformación homogénea de red constituida principalmente por una defi>rmación cortante". 

Una transformación es de primer orden cuando durante la misma, las dos fases involucradas se diferencian 
claramente. También se considera de primer orden, por la existencia de una histéresis por el hecho de 
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asociarse a una entalpía de transformación. Finalmente, son llamadas de primer orden ya que se 
acompañan de una discontinuidad en propiedades como el volumen, la presión, etc., que son primeras 
derivadas de los potenciales termodinámicos. 

El cambio de la estructura cristalina del material durante la transformación, se manifiesta mediante una 
deformación homogénea de la red de Ja fase madre, que está formada principalmente por una deformación 
de corte. Este corte produce una deformación macroscópica en la superficie de la muestra, la cual es visible 
al microscopio óptico. Esta deformación de la red puede estar acompañada por desplazamientos de átomos 
que se encuentran dentro de la malla (llamado "Shuffle" por algunos autores) ver Figura 1. 1 [2]. 

Cuando Ja transformación es inducida por cambio de temperatura (enfriamiento), los cambios estructurales 
se acompañan de un mecanismo llamado formación de variantes autoacomodantes. Este mecanismo es 
el responsable de que la forma del material persista después de la transformación (5, 6]. 

Por otro lado cuando la transformación es inducida por esfuerzo, los cambios estructurales son apreciables 
a nivel macroscópico debido a que el mecanismo de formación de variantes autoacomodantes no actúa. 
Más bien en este caso, las variantes que se forman son aquellas que se ven más favorecidas por el esfuerzo 
aplicado, concretamente con la componente de corte del esfuerzo que actúa para inducir la transformación. 

DeforrPac1ón homogénea 

Deforn1ac1Óí1 homogénea 

más "shuffle" 

Figura 1.1 Deformación homogénea de red (corte) co11 y sin "Slzuffle "[2]. 
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1.2.1 Temperaturas de transformación. 

Todas las transformaciones de tipo martensítico tienen temperaturas características que definen los puntos 
de inicio y fin de la transformación 

Las temperaturas Ms y MF corresponden al principio y al fin de la transformación directa (de austenita a 
martensita). De la misma manera las temperaturas As y AF están definidas como el principio y fin de la 
transformación inversa (de martensita a austenita). En las aleaciones metálicas estos cuatro puntos de 
transformación dependen esencialmente de la composición química y del historial térmico de las 
aleaciones [ 4]. En Ja figura 1.2 se presenta un diagrama fracción volwnétrica transformada-temperatura, en 
la cual se indican las cuatro temperaturas críticas. 

% Aust-en1ra 

100 

Temperatura 

Figura 1.2 Ciclo de transformación [ 4]. 

1.2.2 Efectos asociados 

La transformación martensítica (de tipo termoelástico) es la responsable de los efectos: memoria de forma 
simple, doble efecto memoria de forma y el efecto superelástico entre otros. 

1.2.2.1 Efecto memoria de forma simple (MFS). 

El efecto memoria de forma simple (MFS) es la recuperación (por calentamiento) de una forma de alta 
temperatura (predefinida), desde una fonna de baja temperatura (obtenida por deformación) [7]. La 
Figura 1 .3 presenta un esquema macroscópico del efecto MFS. Partiendo de la muestra en estado 
austenítico (T>Ar:) con la forma en la que fue fabricada, se enfría hasta una temperatura donde la muestra 
transforma al estado martensítico (T<M¡:). A esta temperatura la muestra puede ser deformada y 
permanecer con una deformación aparentemente plástica cuando se retira Ja carga. Posteriormente, al 
calentar la muestra, la forma original, que tenia a temperatura alta, es recuperada al pasar por la 
temperatura crítica Ar. 
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Cal~nt J:t.1enr o 1 

Enfriamiento 

------L 

1 Carga 

' ------ e==~ 
T ·Mr 

Figura 1.3: Esquema del efecto memoria deforma simple. 

La Figura 1.4 muestra el comportamiento MFS desde el pWlto de vista de las variantes de martensita, en Wl 
diagrama temperatura - esfuerzo - deformación (T- u - e ). Si se parte de Wla muestra que está en estado 
austenítico (T>AF) pWlto (!},se enfría por debajo de MF y la muestra pasa al estado martensítico (2), y las 
variantes así producidas están repartidas más o menos al =' · La aplicación de ·un esfuerzo en fase 
martensítica provoca la reorientación de ciertas variantes de martensita, produciendo una deformación 
macroscópica (3). Al quitar el esfuerzo no todas las variantes regresan a su orientación inicial; subsiste 
entonces una deformación (4). Las variantes, aWlquc están repartidas de manera diferente, son de cualquier 
manera producidas por el mismo monocristal de austenita original, en el cual estas se retransfonnan por 
calentamiento, recuperando así la forma inicial(!). 

Au~tel"!il d 
Monocr1!:ta: 

(2) 

Figura 1.4: Efecto memoria de forma simple desde el punto .de vista de las variantes de martensita. 

l. 1 Según se ha reportado en la literatura se pueden formar 24 variantes de martensita en un cristal de 
austenita. 

TESIS COY.! 
FALLA DE OHIGFN 

.. ,·;::_:, ~,¿;::=::;::;:::;;:::;:::;:::==:..:..:.::_~====== 
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1.2,2.2 El doble efecto memoria de forma (DEMF). 

Después de un tratamiento termo - mecánico particular llamado "educación" , se puede lograr que el 
material presente un comportamiento análogo al de la Figura 1.3 sin que se aplique esfuerzo exterior, a 
este comportamiento se le denomina doble efecto memoria de forma el cual corresponde al paso 
reversible de un forma de "alta" temperatura a una de "baja" temperatura[7]. Dicho comportamiento se 
ilustra en la figura 1 .5. 

Este efecto pone en juego durante el enfriamiento la nucleación y el crecimiento de una variante particular 
(o de un número limitado de variantes) de martensita. Esta variante favorece la aparición de variantes cuya 
deformación está en la dirección donde el esfuerzo de la educación fue aplicado, mientras que las otras 
variantes no aparecen o aparecen muy poco. Durante el calentamiento, el efecto memoria de forma simple 
se produce llevando al material a la forma inicial. 

¡------------=:J 
T >Ar 

--------­~-·------

Calentamiento 

Marlenstl a ---·------. r··---==----·------·-J ¡__-- ..... 

Figura 1 .5: El doble efecto memoria de forma (esquema macroscópico) 

En una b'fáfica e vs. T este efecto puede apreciarse como lo muestra la figura 1.6, donde la deformación 
espontánea es considerada como el doble efecto memoria de forma: DEMF. - · · 

Recientemente se han presentado 2 hipótesis importantes las cuales, toman en cu~nt; por~ lado, la 
relación energética que hay entre dislocaciones preexistentes (por educación) y las mariensitas formadas. 
La otra hipótesis corresponde con la generación de dislocaciones y/o grupos de ellasAúe generanun campo 
de esfuerzos que hace que algunas variantes sean más favorables. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

---------- -· 
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Deformación espontánea 

Defrcmación remanente 

'------------------'---------
Ms Te17!pera tura lºC) 

Figura 1.6: Esquema del doble efecto memoria de.forma. 

1.2.2.3 Efecto Superelástico. 

Este efecto se presenta cuando el material se encuentra a una temperatura superior a AF, donde el material 
esta en estado austenítico, y es aplicado un esfuerzo. El comportamiento que se observa consiste en que el 
material puede ser deformado elásticamente hasta 100 veces más que un metal convencional. Esto quiere 
decir que regresa totalmente a su forma original al ser descargado. Debido a esta capacidad de lograr 
deformaciones recuperables considerables, este comportamiento es llamado superelasticidad. La 
superelasticidad está asociada con la transformación martensítica inducida por esfuerzo (TMIE) [4]. Este 
tipo de comportamiento es llamado pseudoelasticidad. En la Figura l. 7 se muestra un tipo de 
pseudoelasticidad a una temperatura superior a Af. 

:Jefor11ac1éri 

Figura l. 7 Comportamiento superelástico. 

--~---------~-------~-~-----------------

TESIS COH l 
FALLA DE OHIGEN 
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En este caso, durante la transformación sólo se generan las variantes de martensita que son favorecidas por 
el esfuerzo aplicado. Se puede ver claramente que el comportamiento superelástico se caracteriza por la 
presencia de una meseta tanto en la curva de carga como en la de descarga. Dichas mesetas sólo pueden 
ser observadas en monocristales, sin embargo, en policristales, en lugar de las mesetas, se aprecia un 
cambio de pendiente (ver Figura 1.8). 

_J.~ 
1 

'. A ºe -·····~· ~··~·· __ ,,,. 

-··-··-· _ ........ -

Figura 1.8 Efecto Supere/ástico para un monocristal y un policristal. 

Como se mencionó anteriormente, este efecto se debe a que la transformación martensítica puede ser 
inducida por esfuerzo. Este tipo de transformación es congruente con la transformación inducida por 
temperatura ya que para inducir la transformación el material se encuentra en estado austenítico y se debe 
aplicar un esfuerzo cuya magnitud (ere de la Figura 1.8) depende de la temperatura a la que se encuentra la 
muestra. La magnitud del denominado esfuerzo crítico (ere) está regida por la razón de 
Clausius-Clapeyron2 [4]: 

Donde: 

80" e es la razón de Clausius-Clapeyron: 
av.r. 

Íl.H Es la entalpía de formación 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

2 Esta ecuación es la que rige las transformaciones de fase inducidas por presión y temperatura, en el caso de las 
transformaciones en estado sólido solamente se hacen algunas modificaciones. 
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e:0 es la llamada deformación transformacional 

T es la temperatura a la cual se realiza la carga 

En la Figura 1.9 se presenta un diagrama Esfuerzo-Temperatura -Transformación donde se puede observar 
que la magnitud del esfuerzo crítico disminuye conforme nos acercamos a la temperatura M,. Lo anterior 
significa que existe una equivalencia entre aplicar un esfuerzo y disminuir la temperatura; de ambas formas 
se puede inducir la transformación martensítica a partir de la fase austenítica. Debido a lo anterior es 
común llamar a la temperatura a la cual se induce la transformación por esfuerzo Mf [7]. 

'V -=Constonte :\ 
:_~ 

M: M~ T 

Figura 1.9 Transformación martensítica inducida por enfriamiento a esfuerzo constante. 

Por otro lado, como se discutirá posteriormente, la magnitud de la llamada deformación transformacional 
(e:o) depende de la orientación del cristal en MMF metálicos. Así mismo, un valor particwar de la razón de 
Clausius-Clapeyron corresponde con un tipo de transformación martensítica inducida por un esfuerzo 
determinado [4]. 

Evidentemente, el comportamiento mecánico de estos materiales es no lineal, anisótropo y dependiente de 
la temperatura, lo cual, los hace considerablemente más complejos. Como se verá en el capitulo 2 del 
presente trabajo, la complejidad del comportamiento mecánico de los MMF se torna más crítica en el caso 
de materiales metálicos policristalinos. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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1.3 Aleaciones base cobre con memoria de forma. 

Las aleaciones que presentan propiedades de memoria de forma (MF) se caracterizan porque en su 
diagrama de equilibrio aparece una fase de alta temperatura llamada austenita. No todos los materiales que 
presentan esta fase tienen propiedades de MF, sin embargo, pueden ser vistas corno candidatos. Entre las 
aleaciones, en las que se han encontrado propiedades de MF, más estudiadas, se encuentran las de los 
sistemas Ni-Ti y las de base cobre [4). Las de Ni-Ti han mostrado ser más eficientes que las de base cobre, 
sin embargo, resultan considerablemente más costosas debido principalmente al costo del Ti. Es por ello 
que se han venido realizando una serie de estudios dirigidos a la obtención de materiales con MF base 
cobre y al desarrollo de técnicas de producción que las hagan más eficientes. 

En un principio las aleaciones base cobre presentaban algunos problemas relacionados con fallas 
intergranulares, debido al crecimiento de grano. Este crecimiento se obtiene durante los tratamientos 
térmicos, los cuales son indispensables para que las aleaciones adquieran sus propiedades de memoria de 
forma. Un tamaño de grano grande produce dicha fragilidad en las fronteras de grano. 

Los problemas de crecimiento del grano han sido superados gracias al desarrollo de refinadores, y en la 
actualidad las aleaciones base cobre son tan competitivas corno las de Ni-Ti, sobre todo cuando son usadas 
corno actuadores termornecánicos en los que tradicionalmente se usaban bimetales (termostatos, etc). 

Las aleaciones base cobre con MF, se derivan de tres sistemas de aleaciones binarias: Cu-Zn; Cu-Al y Cu­
Sn (ver esquema de la Figura 1.1 O). 

Cu-Zn-X 
X= Al, Si, Sn, Ga, Mn . 

Aleaciones industriales 
Cu-Zn-Al-Y 

Cu-Zn-Al-Mn-Y 

Cu-Al-X 
X= NI, Be, Zn, Mn 

Aleaciones Industriales 
Cu-Al-Ni-Y 

Cu-Al-Ni-Mn-Y 

Figura 1.1 O: Sistemas de aleaciones base cobre con memoria de forma; Y es gen~ralmente ui{'~efinador de 
grano (4,8,9,1O,11,12,13, 14,15). 

Como se puede ver, las aleaciones industriales son básicamente aleaciones cuaternarias ·derivadas de los 
sistemas mencionados. 
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1.3.1 La Austenita 

En general, en los diagramas de fases de las aleaciones de cobre (también en las de oro y en las de plata) se 
presenta Ja fase 13 estable a alta temperatura. Esta fase, conocida como fase austenítica, tiene una estructura 
cristalina cúbica centrada en el cuerpo. 

La fase austenítica es metaestable a temperatura ambiente (ya que es obtenida por temple desde una 
temperatura donde es estable) y sufre la transfonnación martensítica a una temperatura que depende de la 
composición química de la aleación. 

Como se mencionó anteriormente, las aleaciones de cobre con memoria de forma tienen que ser sometidas 
a un tratamiento témiico específico para adquirir sus propiedades. Dicho tratamiento consiste en un 
betatizado y un enfriamiento rápido (similar al templado). El betatizado consiste en someter la muestra de 
aleación a una temperatura donde la fase 13 es estable (alta temperatura). El enfriamiento rápido 
simplemente sirve para retener a temperatura ambiente dicha fase. 

La Figura 1. 1 1 muestra los tipos de ordenamientos que presenta la fase beta de las aleaciones de cobre. La 
fase 13 se representa en orden 82 y la fase J31 está representadas por Ja estructura D01. 

• Cu 
o Al 
o X 

A2 82 

Figura 1.11: Tipos de ordenamiento atómico de Ja fase beta. 

L3.2 Las martensitas 

TESiS CON 
FALLA DE ORIGEN 

Existen varios tipos de martensita que pueden obtenerse a partir de las estructuras de la fase beta 
metaestable. Las estructuras de las martensitas pueden ser ordenadas o desordenadas dependiendo de Ja 
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composición qu1m1ca de la aleación y del orden de la fase madre (beta) que la ongma. Durante la 
transformación, la martensita hereda el mismo ordenamiento de la austenita, lo cual es llamado orden 
inherente. Por otro lado, las martensitas inducidas por esfuerzo normalmente tienen la misma estructura 
que las martensitas inducidas térmicamente. 

La Figura 1. 12 muestra los diferentes tipos de martensita obtenidos en las aleaciones de cobre. Cabe 
señalar que la austenita f3 se transforma al enfriarse en f3' y que en el caso de la austenita ordenada f31 se 
produce la martensita f31 '. 

(a) 1 

'Y1 

;. e e 
"(100l¡f• 

l 
A fl. C 

.\ 
1 

·t100J¡i.-. -OO°'!d;• -l!OO'-·~ 

l 
;f 

li 

l 
[2H(11)] 

(b) 

1 - 11 -- ... 

P1 [18R1 (21).J P1[18 R.¿(1131Y 0!1 [6R(1)J 
(e) (d) (e) 

Figura 1. 12 Tipos de Martensitas. 

Por otro lado, para que existan buenas propiedades de memoria de forma, es necesario que el tipo de 
transformación martensítica sea lo más termoelástico posible. Por ejemplo, como se verá más adelante, 
cuando se obtiene la martensita y' la transformación es muy poco termoelástica mientras que cuando se 
inducen las martensitas f3' y f31' es muy termoelástica. Esto quiere decir que la composición química de la 
aleación puede controlarse para evitar las transformaciones poco termoelásticas. 

1.3.3 TMIE en aleaciones base cobre. 

Las curvas esfuerzo -deformación (cr-&) que se han mostrado hasta ahora son curvas "generalizadas" del 
comportamiento superelástico, En la realidad existen diferencias considerables entre la forma de la curva 
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que genera una transformación del tipo J3¡~131' , y aquellas generadas por otras transformaciones como la 
J3 I ~Y!'. En la Figura 1.13 se muestran dos curvas cr-E correspondientes a los tipos de transformación 
citados. Se puede apreciar que la curva de la Figura 1 .13 -(b) presenta un cambio suave en el inicio de la 
meseta mientras que en la curva de la Figura 1. 13 -(a) se aprecia un pico en el mismo punto. 
Las diferencias en las formas de las curvas cr-E correspondientes a los distintos tipos de transformaciones, 
fueron estudiadas por Otzuka et al [22,23,24]. Otzuka atribuye tales diferencias al hecho de que la 
martensita y¡' requiere de más energía para nuclear y crecer que la P' J. Esta afirmación se apoya t.'Il las 
observaciones microscópicas realizadas durante la transformación, donde se aprecia cómo la martensita y¡' 
germina como una sola plaqueta, misma que posteriormente crece hasta cubrir todo el cristal. En cambio la 
martensita 13 ¡'presenta la nucleación y crecimiento de varias plaquetas de manera simultánea. 
Lo anterior implica que la martensita y¡' requiere mayor energía para su nucleación y su crecimiento 
debido a Ja fricción interna que tiene que ser vencida para mover una sola plaqueta de martensita. El pico 
en la curva cr-E se debe a que se requiere un esfuerzo mayor para iniciar el movimiento de la intenase 
austenita -martensita, que el requerido para mantener el crecimiento de la plaqueta. Como consecuencia de 
Jo anterior, éste tipo de transformación presenta una histéresis grande que disminuye su carácter 
terrnoelástico. 

1'"chem 

•-. 
(o) 

TEcm~ cnrr 1:>.- ·-~':! 

FALLA DE ORIGEN 

·-( b} 

Figura 1.13 Curvas esfuerzo deformación correspondientes a: (a) Una transformación martensitica tipo 
13 t ~Yl' y (b) a una transformación martensítica del tipo p ¡ ~131 '[24]. 

En contraste con la martensita y¡', la martensita 13 J '(inducida por esfuerzo) presenta una histéresis pequeña 
y permite obtener defomrnciones mayores, lo que la hace mejor desde el punto de vista de la 
superelasticidad. · 
Además, de las dos martensitas que hemos mencionado existen otras: a.¡", 131" (la martensita J3 ¡ '; es una 
martensita resultante del re-ordenamiento de la martensita y¡') entre otras [22, 23, 24]. En general, al 
inducir por esfuerzo las martensitas cq ', a.1" y YI' se produce una histéresis grande, un pico al inicio de la 
meseta de carga, y por lo tanto resultan ser poco tennoelásticas. 
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Las martensitas Yl ', J31 '. a 1' pueden ser inducidas por esfuerzo a partir de la austenita 131 como se muestra 
en la Figura 1.14. En esta figura, se presenta el mecanismo mediante el cual se pueden obtener las tres 
martensitas mencionadas al aplicar un esfuerzo cortante en diferentes puntos. Nótese que la fase J31' puede 
obtenerse a partir de la Yl' y también que la fase a1' puede obtenerse a partir de J31' [23,24]. En realidad no 
siempre se sigue dicho orden en todas las transfonnaciones, ya que el tipo de estructura martensitica 
depende de la composición estequiométrica de la fase madre del material. 

IOl l';'l 2HI 

• • e 
"410001,t; "" 
,., ,e;111• 1 

r 
l 
1 

• • e 
"'IOOGI.: to-
Íct «/Cl•l 

Figura 1.14 Mecanismos del cambio de estructuras de las transformaciones sucesi:vas; Yl ·~J31 '~ a1 '.Se 
muestran Jos esfuerzos que se requieren para pasar de una estructura a la otra [23]. 

Por otro lado, se ha encontrado que todas las transformaciones presentes. en una aleación base cobre 
pueden ser observadas en su diagrama cr-&, sólo si la prueba es realizada en un monocristal con una 
orientación específica. En aleaciones Cu-Al-Ni se encontró que dicha orientación es la [001] [24]. 
Este comportamiento está relacionado con una cierta dependencia que tiene la deformación total (obtenida 
durante la transformación inducida por esfuerzo) con la dirección en la cual se esta aplicando el esfuerzo. 
Como se puede ver en la Figura 1.15 las deformaciones más altas, para ambos casos (a) y (b), son logradas 
cuando el eje de aplicación de la carga está en direcciones cercanas a la dirección [001] y las menores 
corresponden a las direcciones más cercanas a la dirección [111]. 

TE<"~i~ rr··~ :i.J ~..t .. i ·.; ~ . 

FALLA DE ORIGEN 
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(a) (b) 

TESIS CON 
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Figura 1.15 Variación de la defonnación (transformacional) y del factor de Schmid correspondientes a: (a) 
Una transformación del tipo f31 ~f31' y (b) para otra del tipo f3 ¡ ~Yl' [22]. 

En la figura 1.15 se puede apreciar también que la variación en la magnitud de las deformaciones está 
directamente relacionada con el valor del factor del Schmid correspondiente a cada dirección. Este 
comportamiento se puede entender mejor si observamos la siguiente ecuación que usa Otzuka et al [22) 
para calcular la deformación esperada durante una transformación inducida por esfuerzo: 

&0 = ~[mf(R · p 1). 
2 

+ 2mp[(R · p1 )(R ·d[) + 1 -1 + m1"(R· p1 ) 

= ~(mf'sinz0 )2 +2mfsinz0 cos.1o + l -l+m{'sinz0 

Donde: Eo es la deformación debida a la transformación. A.o es el ángulo entre el eje tensil y la dirección 

del esfuerzo cortante d[, Zo es el ángulo entre el eje tensil y el plano de hábito, p¡ es un vector unitario 
normal al plano de hábito y R es un vector unitario paralelo a la orientación del cristal. En dicha ecuación 
se puede ver con más claridad la dependencia de la deformación con la dirección en la que se aplica el 
esfuerzo. 
Esta ecuación también se emplea para calcular la deformación obtenida por maclado y funciona 
convenientemente en este caso debido a la similitud que existe entre las variantes de martensita y las 
macias. 
Se ha observado, en policristales de Cu-Al-Ni [25,26) que se puede apreciar la primera transformación 
inducida por esfuerzo, pero no las transformaciones sucesivas entre las martensitas como en los 
monocristales. Tampoco es posible observar los rasgos característicos de las curvas esfuerzo-deformación 
correspondientes al tipo de transfonnación que se presenta en el material. Adicionalmente, como se vio en 
Ja sección 1.2.2.3, en lugar de la meseta de transformación en las curvas correspondientes a policristales se 
observa un cambio de pendiente. Todo lo anterior se debe a que cada uno de los granos contribuye a la 
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deformación total dependiendo de su orientación y lo que se observa es más bien el promedio de las 
c0ntribuciones de los granos. 
Pese a lo anterior, existen otros parámetros que nos permiten distinguirlas y caracterizar los diferentes tipos 
de transformaciones martensíticas inducidas por esfuerzo. Dichos parámetros son: la raz.ón dcr/dMs, la 
razón .6.Hff (el cociente de la entalpía de formación entre la temperatura a la cual se logra la 
transformación) y la deformación total lograda durante la transfonnación(i:0 ). 

Los parámetros característicos de las diferentes transformaciones, para algl.lllas aleaciones, han sido 
medidos en monocristales con distintas orientaciones [24]. En la tabla 1.1 se muestra 1.llla relación de 
dichos parámetros para algunas de las transformaciones de las que hemos hablado en esta sección. Los 
valores promedio de dichos parámetros son empleados para estimar los correspondientes parámetros en 
policristales Se utilizan dichos valores, considerando que se tiene una distribución normal de orientaciones 
en los granos. 

Tabla 1 .1 Resumen de los valores que toman los parámetros (dcr/dMs, e0 , .6.H y .6.S) de algunos tipos de 
transformaciones inducidas por esfuerzo que se presentan en las aleaciones de cobre [24). 

Tipo de (do-)/dT Co Mi Mi T 
transfonnació (MPa/K) (J /mol ·K) (J/mol) (cal/mol) (K) 

n 

Y1 '<=> /31 11 -0.206 0.056 0.086 17.3 4.1 200 

/31 '<=> ª1' -0.139 0.112 0.117 46.7 11.2 400 

/31 "=> ª1 1 -0.174 0.145 0.145 36.4 8.7 250 

/31'=> ª1' -0.174 0.145 0.145 36.4 8.7 250 
·------- ·-·------ ·----· ·-

/31 <=> /31 1 2.04 0.085 -1.30 -389 -93.0 300 

Todas las transformaciones inducidas por esfuerzo que experimenta un material se resumen en los 
diagramas crc-T. En dichos diagramas, ere es el esfuerzo necesario para inducir la martensita MIE y T es la 

temperatura. La pendiente de cada recta en el diagrama, es la razón de esfuerzo~, que corresponde al 
a..r, 

tipo de transformación que se presenta en esa región de esfuerzo y temperatura. 
En aleaciones de Cu-Al-Ni el diagrama crc-T tiene la forma mostrada en la Figura 1.16 Este diagrama 
muestra los diferentes tipos de transformaciones inducidas por esfuerzo para cada intervalo de 
temperaturas. A una temperatura dada, se pueden tener varias transformaciones sucesivas [24]. 

TE rijvn r_r.N 
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Figura 1.16 Diagrama Esfuerzo critico-temperatura ( crc-T) para el sistema Cu-Al-Ni (24]. 

Las propiedades mecánicas, físicas y de memoria de forma de las aleaciones Cu-Al-Ni y Cu-Zn-Al son 
resumidas en la Tabla 1.2. 
Los módulos de Y oung de las aleaciones con memoria de forma son difíciles de definir, ya que se ha 
observado que las constantes elásticas de la fase 13 se suavizan conforme la temperatura se aproxima a la 
temperatura de transformación martensítica. En particular, las aleaciones de Cu-Zn-Al y Cu-Al-Ni 
presentan significativas disminuciones en las constantes elásticas al corte C' estando en la fase 13. 
Por otro lado, se ha observado que la fase 13 de aleaciones Cu-Zn-Al y Cu-Al-Ni es altamente anisotrópica, 
con valores tan altos, de la razón de anisotropía, como 15 y 12 para Cu-Zn-Al y Cu-Al-Ni, 
respectivamente. A esta alta anisotropía mecánica de la fase 13, así como a la dependencia de la 
deformación transformacional con la orientación, se le ha atribuido la falla intergranular de las AMF base 
cobre. 
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Tabla 1.2: Propiedades mecánicas de algunas de las aleaciones base cobre con memoria de fonna más 
empleadas (24]. 

PROPIEDADES F/S!CAS Cu-Zn-Al Cu-Al-Ni 

Densidad fo/cm3) 7.64 7.12 

Resistividad (µ.Q·cm) 8.5 - 9.7 11 - 13 
Conductividad térmica (J/m·s·ºK) 120 30 -43 
Caoacidad calorífica (J/Kg·ºK) 400 373 - 574 
PROPIEDADES MECANICAS .. 

Módulos de Young (Opa) 
fase-13 72 85 
Martensita 70 80 
Anisotrooia elástica 15 12 
Esfuerzo de Cedencia (MPa) 
Austenita 350 400 
Martensita 80 130 
Esfuerzo último a la tensión (MPa) 600 500 -800 
PROPIEDADES DE MEMORIA DE FORMA 
Deformación en memoria simple (%) 4 4 
Deformación en doble efecto (%) 2 2 
Histéresis (K) 10 - 25 15 - 20 

1.3.3.1 Sistema Cu-Zn 

Como se muestra en la Figura 1. 1 O. a partir del sistema binario: Cu-Zn se han desarrollado aleaciones 
ternarias. Las aleaciones ternarias Cu-Zn-X generalmente contienen como tercer aleante alguno de los 
siguientes elementos: Al, Si, Sn, Ga o Mn. 
Además de las aleaciones ternarias citadas en el párrafo anterior se han desarrollado aleaciones cuaternarias 
tales como Cu-Zn-Al-Ni y Cu-Zn-Al-Mn. 
Entre las aleaciones de base cobre con memoria de forma, que en la actualidad están siendo comercializadas 
están las de Cu-Zn-AI, ya sea en su fonna ternaria o bien cuaternaria (con el Mn, Ni y otros como el cuarto 
aleante). Estas aleaciones son a menudo modificadas con la adición de afinadores de grano (Y) tales como 
B, Ce, Co, Fe, Ti, Vy Zr L11,12, 13,14,15]. 

La dependencia de la temperatura Ms con la composición ha sido cuantificada para el sistema temario: Cu­
Zn-Al. Como una primera aproximación, se ha encontrado que las temperaturas de transfonnación siguen 
una relación lineal con los contenidos de los aleantes. Una muestra de lo anterior se puede ver en las 
siguientes relaciones: 

Cu-Zn-Al As (ºC)= 2117 - 58.79(wt%Zn) - 149.64(wt%Al) 

Ms (ºC)= 2212 - 66.9(1.355(at%AI) -r (at%Zn)) 

--.,--...,---~. --~~---.-.---
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Estas relaciones han sido obtenidas de Jos trabajos realizados sobre aleaciones correspondientes y 
representan una buena aproximación para conocer las temperaturas de transformación. No obstante, dichas 
temperaturas dependen también de la historia térmica del material. 

1.3.3.2 TMIE en Cu-Zn. 

Como sucede en todos los materiales con memoria de forma, las curva5 esfuerzo - deformación (cr·e) 
características de las aleaciones con memoria de forma base cobre, dependen de ta temperatura de prueba y 
en muchos casos presentan multi-estados de superelasticidad en temperaturas cercanas a las temperaturas 
de transformación como se muestra en la Figura 1.1 7 
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Figura 1.17 Curvas cr-e a distintas temperaturas para un espécimen de Cu-Zn-AI con Ms=30ºC . 

En una temperatura entre AF y Ml la aleación presenta pseudoelasticidad y el primer estado de 
deformación está asociado con la formación de martensita inducida por esfuerzo. El esfuerzo critico al cual 
se induce martensita decrece linealmente al disminuir la temperatura siguiendo Ja razón de Clausius­
Clapeyron. 

Conforme la temperatura disminuye aproximándose a MF, el modo inicial de la curva a-e cambia 
gradualmente, de la formación de martensita inducida por esfuerzo a la reorientación de las variantes de 
martensita existentes. Esto es que la superelasticidad es gradualmente reemplazada por el efecto memoria 
de forma simple. 

3 M.i es la temperatura limite (por encima de AF ), ya que por arriba de esta, se pierden las propiedades de MF. 
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Otro efecto que se presentan en las AMF base cobre son las llamadas transformaciones sucesivas las 
cuales están relacionadas con Ja transfonnación inducida por esfuerzo de un tipo de martensita a otro: 
Martensita - Martensita. 

La deformación superelástica en las AMF base cobre es típicamente de entre 4 y 6%, sin embargo, cuando 
se inducen por esfuerzo las transformaciones sucesivas (austenita-martensita-martensita) la magnitud de la 
defonnación pseudoelástica puede ser incrementada considerablemente. 

En la aleación, Cu-Zn-Al con estructura austenítica 131. se pueden inducir (por esfuerzo) transformaciones 

del tipo 131~131 '~cq' a bajas temperaturas, mientras que a altas temperaturas la martensita a]' es 
directamente inducida a partir de la fase madre 131 [22,23,24]. 

En la Figura 1.18 se presenta un diagrama Esfuerzo-Temperatura para una aleación de Cu-Zn donde se 
puede apreciar Ms, Mp, As y AF, es decir, el primer estado de transformación martensitica inducida por 
esfuerzo [4]. El valor de la pendiente, que corresponde con el de la razón de Clausius-Clapeyron, revela 
que se trata de una transformación del tipo 131 ~131 '. Según se ha reportado, este primer estado de 
transformación se presenta también en aleaciones de Cu-Zn-Al. 
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Fig 1.18 Diagramas Esfuerzo-Temperatura para una aleación de Cu-Zn. 

1.3.3.3 Sistema Cu-Al 

Al igual que el sistema Cu-Zn, para el sistema Cu-Al se han desarrollado aleaciones ternarias que tienen 
como elementos aleantes al Ni, Be, Zn o Mn. Así mismo, han sido desarrolladas aleaciones cuaternarias 
como Cu-Al-Ni-Mn. Cabe mencionar que Ja aleación ternaria Cu-Al-Ni y la aleación cuaternaria (con sus 
respectivos aleantes) son de las más comerciales. No obstante en este sistema se encuentran las aleaciones 
del sistema Cu-Al-Be, las cuales han mostrado mejores propiedades de memoria de fonna así como mayor 
estabilidad de su fase austenítica que las aleaciones de Cu-Al-Ni y Cu-Zn-Al[J 7, 18]. 
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La Figura 1.19 muestra el diagrama de fases de equilibrio del sistema Cu-ALc Como puede verse, en la 
región rica en Cobre, existe una fase j3 que es estable a alta temperatura. 
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Fig 1.19 diagrama de fases de equilibrio del sistema Cu-Al. 
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Por otro lado en Ja Figura 1.20 se presenta un corte del diagrama de fases del Cu-Al para Ja región rica en 
cobre en donde se pueden apreciar tanto las fases en equilibrio como las metaestables (Líneas punteadas). 
En particular resalta la línea punteada que muestra la dependencia de la temperatura de transfonnación Ms 
con el contenido de aluminio . 
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Fig l .20Diagrama Cu-Al para la zona rica en cobre. 

20 



La temperatura Ms del sistema temario Cu-Al-Ni ha sido cuantificada al igual que para el sistema Cu-Zn­
Al (que se mencionó anteriormente) y su relación es la siguiente. 

C~-Al-Ni [10) Ms (ºC)= 2020 - 4S(wt"/oNi) - 134(wt% Al) 

1.3.3.4 TMIE en aleaciones del sistema Cu-Al 

Cu-Al-Ni 

En la Figua 1.21 se muestra un diagrama Esfuerzo-Temperatura transformación típico de una aleación de 
Cu-Al-Ni. Como se puede apreciar en la Figura 1.21 a partir de la estructura austenítica 131. a temperatura 

relativamente altas se pueden inducir (por esfuerzo) transformaciones sucesivas del tipo 13t~l3t '~cq ', · 
mientras que a bajas temperaturas, (estando el material en martensita y¡') la transformación sucesiva y¡' 

~ 13 t" ~ a¡' puede también ser el modo de deformación dominante. La martensita 131" es otra versión de 
martensita con empaquetamiento ! SR. 

Cabe resaltar que a temperatura cercanas a M5, pero mayores que ésta, se presentan transformaciones 
sucesivas del tipo 13 t ~ y¡ ' ~ 13 I ' ~ a¡ ' las cuales no se observan en aleaciones del sistema Cu-Zn ni 
en el Cu-Al-Be. Como se mostrará posteriormente, transformación del tipo 13 t ~ 'Yl' es poco 
termoelástica y por ello no resulta conveniente para la superelasticidad. 

La transformación sucesiva austenita-martensita-martensita, inducida por esfuerzo, da como resultado 
estados múltiples de pseudoelasticidad como puede apreciarse en la Figura 1.21 Además, es posible lograr 
deformaciones (recuperables) totales tan altas que llegan a ser un 17% en monocristales [22,23,24). 

Figura 1.21 Multiestados de superelasticidad observado en un monocristal de Cu-Al-Ni [24). 
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1.3.3.5 Aleación Cu-Al-Be 

Para poder entender mejor la importancia de las aleaciones del sistema Cu-Al-Be primeramente, es preciso 
citar brevemente las principales ventajas y desventajas que presentan las Aleaciones con Memora de Forma 
más empleadas actualmente en aplicaciones comerciales. Las aleaciones más estudiadas a la fecha. y por 
ello las más empleadas en aplicaciones, son las de los sistemas Ni-Ti, Cu-Al-Ni y Cu-Zn-Al. 
La aleación Ti-Ni tiene un mayor costo de fabricación, aunque sus propiedades de memoria de forma son 
muy buenas. Por otro lado las aleaciones Cu-Zn-AI son maquinables en frío, pueden tener temperaturas de 
transformación Ms entre -200ºC y la temperatura ambiente, sin embargo, no son estables a temperaturas 
ligeramente superiores a la ambiente (! 50°C). Por su parte las aleaciones Cu-Al-Ni son estables a alta 
temperatura, y se pueden utilizar con temperaturas Ms mayores a la ambiente hasta 1 OOºC, sin embargo, 
tienen el inconveniente de que para lograr temperaturas de transformación (Ms) por debajo del ambiente es 
necesario aumentar el contenido de Níquel, lo cual provoca la formación de martensita menos 
termoelásticas (como la y¡'). 

Debido a lo anterior, con respecto a las aleaciones de cobre, parecía no haber una aleación que tuviera 
buena estabilidad térmica y a su vez que pudiera transformar (MS) a bajas temperaturas con buenas 
propiedades supere! ástica. 
A principios de los 90's, se encontró que las aleaciones del sistema Cu-Al-Be presentan memoria de forma 
y que tienen buena estabilidad térmica a temperaturas relativamente altas (de 200 a 300ºC). Así mismo, 
dichas aleaciones presentan temperaturas de transformación tan bajas como -200ºC. Es evidente que esta 
aleación llena esa necesidad de tener una temperatura de transformación Ms baja conservando buenas 
propiedades de superelasticidad y por otro lado presentar una buena estabilidad térmica a altas 
temperaturas [17, 18]. 
S. Belkahla estudió el sistema ternario Cu-Al-Be en la parte rica en cobre y propone el diagrama pseudo 
binario que se muestra en la Figura 1.22 [17,18], En la figura se puede ver que la "forma" de dicho 
diagrama es esencialmente la misma que la del Cu-Al, sólo que en este caso, la adición de 0.5 % en peso 
de Berilio, provoca que la isoterma del eutectoide quede desplazada unos 50º C hacia abajo. 
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Fig 1.22 Diagrama pseudo binario para Cu-Al-Be a 0.5% en peso de berilio [ 17, 18] 
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Así mismo, se ha reportado que la adición de 0.5 % en peso de Berilio a la aleación Cu-Al de composición 
eutectoide, produce una disminución de la isoterma peritectoide [19,20] 
En el sistema Cu-Al-Be, la composición del punto eutectoide sigue teniendo la estequiometrfa 003, lo 
cual favorece cristalográficamente una transformación martensítica del tipo 003-+ ! SR. Esta 
transformación es la más favorable para el efecto superelástico como se verá más adelante. Lo anterior se 
debe a que las cantidades de Be que se manejan son muy pequeñas y por lo tanto los átomos de este 
aleante se acomodan en la red como átomos sustitucionales de los átomos de Al. 
Por otro lado, Belkahla estudió la influencia de los elementos aleantes en las temperaturas de 
transformación. Corno resultado de este estudio propuso la siguiente ecuación para la temperatura de 
transformación martensítica (Ms) en función de la composición. 

Ms (ºC)= 1245 -71 %Al - 893%Be 

Se ve claro en la ecuación anterior, que es posible obtener temperaturas de transformación 
considerablemente bajas adicionando cantidades de Be mucho más pequeñas que las que se tendrían que 
adicionar en el caso del Níquel. 
Posteriormente, H. Flores realizó una serie de estudios sobre la estabilidad térmica de la fase beta del Cu­
Al-Be [19,20]. Dicho estudio lo llevó a cabo con técnicas de Calorimetría diferencial de barrido (DSC), 
microscopía óptica, microscopía electrónica de transmisión (TEM) y termopotencia. Como resultado de 
sus estudios, Flores presentó el diagrwna Temperatura-Tiempo-Transformación (TTT) que se muestra en la 
Figura 1.23. En esta figura la línea que separa la zona de estabilidad de la fase beta con las fases de 
equilibrio, corresponde al inicio de la precipitación medida por calorimetría diferencial de barrido . 
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Figura 1.23. Diagrama -Tiempo -Temperatura -Transformación para Cu-Al-Be (19,20] 

TE ("IT. ¡_~ c1 (YfT :) h.~ .>. 1. 

En el diagrama TIT se ve como a temperaturas ligeramente mayores a lOOºC la fase beta (metaestable) se 
mantiene "estable" durante más de 1000 hrs mientras que a temperaturas intermedias (cercanas a los 
300ºC) puede tener una fase beta estable hasta por mas de 100 hrs. 
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Un estudio más reciente sobre los precipitados de las fases estables en aleaciones Cu-Al-Be ha sido 
realizado por Valladares et al usando la técnica de difracción de rayos X en polvos (21). Los resultados 
obtenidos en este estudio están en concordancia con los obtenidos por Flores por lo que se puede hablar de 
una buena estabilidad térmica de la fase beta en las aleaciones Cu-Al-Be para aplicaciones a bajas 
temperaturas. 
En el presente estudio se utilizaron aleaciones de Cu-Al-Be debido a que sus temperaturas de 
transformación debían ser menores a la ambiente para obtener el . efecto superelástico a temperatura 
ambiente. 

1.3.3.6 TMIE en aleaciones Cu-Al-Be. 

Como se mencionó anteriormente, las aleaciones del sistema Cu-Al-Be han sido poco estudiadas, sin 
embargo, se cuenta con algunos datos reportados en la literatura en lo referente a propiedades mecánicas y 
superelásticas. 
Recientemente Ríos et al, determinaron las constantes elásticas de la fase 13 por el método de propagación 
de ultrasonido a través de muestras monocristalinas. Este trabajo permitió además determinar el coeficiente 
de anisotropía del material y éstos valores son comparados con los correspondientes a aleaciones de los 
sistemas Cu-Al-Ni y Cu-Zn-Al en la Tabla 1.3 [27). 

Tabla 1.3: Constantes elásticas para diversas aleaciones base cobre con memoria de forma. 

Constantes Cu-Al-Be Cu-Al-Be Cu-19.32Zn- Cu-15.lZn- Cu-20.8Zn- Cu-14Al-
elásticas a M.=260K M.<30K 13.0AI 16.9Al 12.7AI 4.2Ni 

293K Ms=280K Ms=220K Ms=l56K Ms=264K 
x10·10Pa 

CL 22.87 22.76 20.3 23.I 19.4 23. l 
Cu 14.16 14.28 13.0 14.2 11.6 13.4 
C12 12.74 12.54 11.8 12.8 10.2 11. 7 
c •• 9.42 9.35 8.6 9.6 8.4 9.7 
e 0.71 0.87 0.54 0.70 0.71 0.87 
A 13.2 10.7 15 13.5 11.8 11.0 

Otro trabajo realizado muy recientemente sobre las aleaciones Cu-Al-Be fue presentado por Hautcocur et 
al (28). Dicho trabajo consistió en un estudio del comportamiento termomecánico de una muestra 
monocristalina orientada en la dirección (001). Como resultado de su trabajo, Hautcocur propone el 
diagrama O'c-T que se muestra en la Figura 1.24 
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Figura l.24Diagrama ac-T obtenido para una aleación monocristalina de Cu-Al-Be orientada en la 
dirección [001] [27]. 
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2.1 Generalidades. 

Capítulo 2 

Mecánica de sólidos 

Dado que en el presente trabajo discutiremos sobre el comportamiento mecánico de un elemento sujeto a 
cargas estáticas, es preciso hacer una breve revisión de los conceptos fundamentales de la mecánica de 
sólidos. Dicha revisión permitirá ubicar el problema que se aborda; el de una viga sujeta a flexión en 
cantilever con carga puntual en su extremo libre, así como la complejidad que le confiere el 
comportamiento peculiar del material del que fue fabricado el elemento (material con memoria de fonna). 

2.2 Conceptos generales. 

Como ya se mencionó Ja mecánica de sólidos es el campo de conocimiento que estudia las relaciones entre 
fuerzas internas, deformación y cargas externas. En general el método de análisis usado en mecánica de 
sólidos es, primeramente, asumir que el cuerpo esta en equilibrio. Las ecuaciones de equilibrio estático son 
aplicadas a las fuerzas que actúan sobre una parte del cuerpo para obtener una relación entre las fuerzas 
externas actuando en el miembro y las fuerzas internas oponiéndose a la acción de cargas extemas. Dado 
que las ecuaciones de equilibrio deben ser expresadas en términos de fuerzas extemas actuando en el 
cuerpo, es necesario equilibrar las fuerzas externas con las intemas, como se muestra en la Figura 2.1. Esto 
se logra al pasar LITT plano al través del cuerpo en el punto de interés. La parte del cuerpo apoyada en un 
lado del plano del corte es removida y reemplazada por las fuerzas que actúan sobre el cuerpo. Dado que 
las fuerzas que actúan en el cuerpo libre están en equilibrio, las ecuaciones correspondientes pueden ser 
aplicadas al problema. 
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Figura 2.1. Diagrama de cuerpo libre para un cuerpo cortado mediante un plano que pasa por un punto. 

Las fuerzas internas de oposición, comúnmente llamadas esfuerzos, actúan sobre una cierta área por lo que 
la fuerza resultante es la integral del esfuerzo en el área diferencial sobre el cual actúa. Para evaluar esta 
integral es necesario saber la distribución del esfuerzo sobre el área del plano de corte. La distribución del 
esfuerzo puede ser aproximada observando y midiendo la deformación en el elemento ya que el esfuerzo 
no puede ser fisicamente medido. Sin embargo, dado que el esfuerzo es proporcional a la deformación, la 
determinación de la distribución de la deformación provee la distribución del esfuerzo. La expresión 
obtenida para el esfuerzo es luego sustituida dentro de las ecuaciones de equilibrio, y son resueltas para 
esfuerzo en términos de las cargas y las dimensiones del miembro. Si la expresión para los esfuerzos, que 
se obtuvo de alguna manera, es correcta satisfacerá las ecuaciones de equilibrio para cualquier parte del 
cuerpo incluyendo las fronteras donde se encuentran las fuerzas externas y/o las restricciones de 
desplazamiento. 
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Algunas consideraciones importantes que deben de ser tomadas en cuenta en mecánica de sólidos son las 
propiedades del material del que está hecho el elemento mecánico en estudios, es decir, si el material es 
continuo homogéneo e isótropo. Estas características del material son precisamente las que permiten 
determinar la magnitud de los esfuerzos a partir de la medición de las deformaciones. Las características 
del material son expresadas mediante las llamadas relaciones esfuerzo-deformación, o también ley 
constitutiva. 

Un cuerpo continuo es aquel que no contiene huecos o espacios vacíos de ningún tipo. Un cuerpo es 
homogéneo si tiene propiedades idénticas en todos los puntos. Un cuerpo es considerado isotrópico con 
respecto a alguna propiedad cuando ésta no varía con la dirección u orientación. Cuando en el material se 
tiene que una propiedad varia con la orientación, con respecto a algún sistema de ejes, se dice que es 
anisótropo. 

Los materiales convencionales, tales como el acero, hierro fundido y aluminio, pueden ser considerados 
como continuos, homogéneos e isótropos a una escala macroscópica, sin embargo, a escala microscópica 
encontramos que no son homogéneos ni isotrópicos. Lo anterior es debido a que la mayoría de los metales 
en ingeniería están constituidos por más de una fase, con diferentes propiedades mecánicas, por lo que son 
heterogéneos. Así mismo, una fase metálica única mostrará segregación química y por lo tanto las 
propiedades no serán idénticas de un punto a otro. 

Por otro lado, los metales están constituidos por una asociación de granos cristalinos los cuales presentan 
diferentes propiedades en distintas direcciones cristalográficas debido a la simetría de la estructura. No 
obstante, si los ~'ranos son muy pequei'los en comparación con las dimensiones de la pieza, y la 
distribución de orientación de los granos es totalmente aleatoria, el material puede ser considerado como 
homogéneo e isótropo. No obstante, cuando los metales son severamente deformados en una dirección 
particular, como en laminado o forja, las propiedades mecánicas deben ser consideradas anisotrópicas en 
una macroescala. Otros ejemplos de propiedades anisotrópicas se presentan en materiales compuestos 
reforzados por fibras y monocnstales. 

Finalmente, la condición de discontinuidad puede estar presente en partes elaboradas con fundiciones 
porosas o con metalurgia de polvos, así como, a un nivel atómico, por los defectos tal como vacantes y 
dislocaciones. La discontinuidad a nivel atómico no representa un problema importante, sin embargo, las 
porosidades generan concentraciones de esfuerzos que alteran de manera importante la magnitud de los 
esfuerzos calculados o determinados bajo la premisa de continuidad. 

No obstante, a lo anterior, la determinación de los esfuerzos y deformaciones en elementos fabricados con 
materiales convencionales se realiza suponiendo que el material es linealmente elástico, homogéneo e 
isótropo. Estos supuestos son considerados al emplear como ley constitutiva la ley de Hooke con dos 
constantes independientes. 

Particularmente, en el análisis de elementos mecánicos elaborados con materiales con memoria de forma, 
el comportamiento mecánico del material no cumple con la condición de isotropía. Así mismo, como se 
mencionó en le capítulo anterior, el comportamiento es no lineal histerético y dependiente de la 
temperatura. Dicha condición complica considerablemente la solución de problemas aún en casos simples 
como la flexión. 

De la misma manera como se vio anteriormente, para resolver un problema mecánico de un elemento 
elaborado con un MMF esencialmente debe considerarse el equilibrio de fuerzas y/o momentos, además, 
de que debe disponerse de una relación esfuerzo-deformación que describa el comportamiento del 
material. Como se verá posteriormente en la actualidad han sido publicadas una serie de relaciones ~---... 
esfuerzo-deformación para MMF, sin embargo, resultan bastante complejas aún para casos simples como 
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la flexión ya que no se trata de modelos ingenieriles que sean útiles para diseñar elementos mecánicos con 
cierta aproximación, si no de modelos que pretenden reproducir el fenómeno. 

2.3 Modelado matemático de problemas de mecánica de sólidos 

A continuación se presenta una breve descripción del planteamiento matemático de un problema de 
mecánica de sólidos. 

En general, un problema de mecan1ca de sólidos consiste en resolver un sistema de ecuaciones 
diferenciales en derivadas parciales constituido por: 

a) Ecuaciones de equilibrio (segunda ley de Newton) 

b) Relaciones deformación-desplazamientos. 

c) Relaciones Esfuerzo-Deformación. 

Las ecuaciones de equilibrio pueden ser escritas de la siguiente forma: 

div(S)+b0 =O (2.1) 

Donde: 

bo es el campo vectorial de fuerzas de cuerpo, definido como fuerza por unidad de volumen. 

div(S) es un campo vectorial que representa el operador diferencial div aplicado sobre el campo 
tensorial S llamado campo tensorial.de esfuerzos. Las componentes son: 

div(S)= 

'!'""] r,~ 

a· , 

Donde S admite el cambio de base a través de Ja ecuación: 

S'=TS 

Donde: Tes el tensor de cambio de base. 

'M ST"' ('('"'f Tl!i .;-_, .,,.J,'4 
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(2.3) 

28 



Las relaciones deformación-desplazamientos se obtienen calculando la parte simétrica del gradiente de 
desplazamientos, es decir: 

r XZJ 
Yyz 

ez 

(2.4) 

Donde el campo de desplazamientos es: 

u=(::] 
u, 

(2.5) 

Y el gradiente de desplazamientos es: 

ai.., il1.., ilt.., 

éJx 01 01 
Vu= 

aiy ª'y élly 

éJx 01 ¿z 
(2.6) 

ai, ai, ai, 
éJx 01 ¿z 

De donde las ecuaciones generadas por las relaciones deformación-desplazamientos se obtienen igualando 
término a término los tensores correspondientes es decir: 

¿ux ~( ~ + ~') _!_(ilix + iltz) 
éJx 2 ¿z éJx 

.!.( ai.., + aiy) ª'» _!_( éily + éll,) ( '· Yxy r.J = Yxy By Yr- (2.7) 
2 01 ax 01 2 ¿z 01 
.!.( ilix + éiJz) 2-( ª'y + ª'') éiJz Y:a r>" e, 

2 a: ac 2 ¿z 01 O: 

2.3.1 Elasticidad 

Como se -mencionó anteriormente, las relaciones esfuerzo-deformaciones son las que caracterizan el 
comportamiento de materiales, debido a ello son llamadas también leyes constitutivas o función de 
respuesta del material. Una expresión general de dichas relaciones puede ser escrita como: 

S=S(E) (2.8) 

A partir de estas relaciones, es posible clasificar el estudio de la mecánica de sólidos en dos tipos: 
elasticidad y plasticidad. 
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Cuando se habla de elasticidad la condición que debe cumplir la función de respuesta es que existen 
deformaciones sólo cuando existen esfuerzos aplicados o .bien que la deformación desaparece al 
desaparecer el esfuerzo aplicado. Dicha condición puede ser escrita de la siguiente manera: 

E=O si y sólo si S=O 

2.3.1.1 Elasticidad lineal 

En el área de la elasticidad se tiene otra importante división que se origina por el hecho de que la condición 
mencionada puede cumplirse infinidad de casos y por ello se habla de clase de elasticidad: la elasticidad 
lineal y la no-lineal. La condición de linealidad se refiere precisamente a la condición matemática de la 
linealidad de S(E), es decir, que cumpla con: 

(2.9) 

Se puede demostrar [31] que la condición de linealidad se cumple si: 

S = µE+ Alr(E)l (2.10) 

Donde: ~L y A. son llamadas coeficientes de Lamé. 

Las relaciones 2.1 O cumplen para materiales cuyo comportamiento es lineal, isótropo y homogéneo si µy 
A. son constantes. Como se mención anteriormente, dichas hipótesis pueden asumirse como válidas para la 
mayoría de los materiales metálicos, policristalinos, sólo si el tamaño del grano es pequeño comparado con 
las dimensiones de la pieza y si la distribución de orientaciones de los granos son aleatorias. En realidad, 
en muchos de los casos prácticos dichas hipótesis no se cumplen, sin embargo, es empleada la relación 
2.1 O por simplicidad. Como consecuencia de lo anterior, las soluciones que se obtienen son sólo 
aproximadas. 

En general, las ecuaciones de la elasticidad lineal son 2.1, 2.4 y 2.10 las cuales junto con las condiciones 
de frontera correspondientes a cada tipo de problema particular, constituyen el modelo matemático que 
debe ser resuelto. La solución de dicho problema consiste en obtener S, E y u como funciones de la 
posición, es decir, 15 campos escalares los cuales, desde luego, deben satisfacer las condiciones de 
frontera. 

Los métodos para resolver los problemas de la mecánica de sólidos con función de respuesta lineal pueden 
ser analíticos, numéricos, experimentales y/o combinación de ambos. En realidad, sólo pueden ser 
resueltos por métodos analíticos unos cuantos problemas, tales como los de flexión, ya que actualmente no 
han sido desarrollados muchos métodos que permitan obtener dichas soluciones para el sistema de 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales formados por 2.1, 2.4 y 2. 1 O. Debido a lo anterior la 
mayoría de los métodos empicados para la resolución de problemas de este tipo son munéricos, 
experimentales y más convenientemente, una combinación de ambos: 

2.3.1.l.1 Flexión en un material linealmente elástico. 

Típicamente, el problema de la flexión en vigas está comprendido dentro de los llamados de esfuerzos 
planos, el cual debe cumplir con las siguientes hipótesis: 
• Las secciones de la viga, inicialmente planas, permanecen planas. 
• El material es homogéneo y obedece a la ley de Hooke. 

·-·-·''*"~--' ---~-----­------

ri''i't;-¿Tr:i ry i l I1lJJ.1.: , .... · . ..,1 
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• El módulo elástico es igual a tensión que a compresión. 
• La viga es inicialmente recta y de sección constante 
• El plano en que actúan las fuerzas contiene a llllO de los ejes principales de la sección recta de la viga y 

las cargas actúan perpendicularmente al eje longitudinal de aquella 

La hipótesis de los esfuerzos planos de inmediato lleva a la determinación de que sólo dos componentes 
del tensor de esfuerzos son no nulos. Así en la viga en cantilever de la Figura 2.2 se tiene que: oy= o;= 
t"x:= Tyz= O . De lo anterior tenemos que ecuaciones de la elasticidad lineal quedan como sigue: 

E:x 
= éilx éilx + éUY = Q 

oo-x + m.,. =O (}"X éX 01 éX 
8 =-

= aiy ª'=+ª'y =o éX i)1 X /.!,' 
(2.11) 

or zy VO"x 
ºy éX 0' a:-

-=O 6 =---=6 ai_ éX Y E >' Wz éUX o 6 =-· --+--= z éX éX a: 
(a) (b) (c) (d) 

y 
1 F 

~· 
be , 

X 

1 1 Me!:ro I k 

Figura 2.2 Viga en cantilever 

En primer lugar, para determinar cr. se hace la suposición de que varía linealmente en la dirección "y" a 
una x =constante cualquiera. Por otro lado, empleando el concepto de equilibrio de momentos se obtiene: 

Si o-x = Cy 

l'f'T.lqrr,r r"(" -,r J 1!!L.J.l1.1• 1_, ..... 
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y f axydA = cf y 2dA = M(x) 
B B 

Entonces: 

M(x)y 
a=---

x 1 

1 = f y2dA 
B 

Don.de: 1 es el segundo momento de inercia del área 

M(x) es el momento flexionante en función de la posición. 

Considerando un elemento como el de la figura 2.2 tenemos que: 

a = F(l-x)y 2.1 l(a) 
X j 

Luego, . una vez determinado ox. es posible determinar 1'xy a partir de 2.11 (a) considerando como 
condiciones de frontera: 

T xyl ¡, = Ü 
y=±2 

De lo anterior se obtiene que: 

(2.ll(b)) 

Posteriormente empleando 2.11 (b) se calculan l~s deformaciones como: 

F(l-x)y 
&=-'---~ 

X El 
vF(t-x)y 

8 = 8 = - --"---"'--
y ' . El 

2.3.1.2 ]\:1a feriales compuestos 

Retomando la ecuación (2.1 O), si µ y A son función de la posición, se dice que el material es no 
homogéneo o bien que se trata de un material compuesto. Concretamente, se dice que se tiene una mezcla 
de materiales distribuidos localmente en un cuerpo. De este modo se asume que los materiales que 
constituyen el cuerpo son cada uno de ellos isótropos y que presentan propiedades elásticas lineales. 

Para resolver problemas de mecánica de sólidos en elementos fabricados con materiales compuestos, es 
común calcular propiedades equivalentes. Particularmente, diversos autores [41] proponen un criterio para 
calcular el módulo elástico (Módulo de Young) equivalente para elementos mecánicos constituidos por una 
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matriz, con módulo elástico E1, reforzado con fibras cuyo módulo elástico es Ei: 

E.q = J;E1 + f2E2 

J;+J;=l 

.t; = i 
T 

J; =~ 

(2.12) 

Donde: Vi es el volumen del material de la matriz, Vi el volumen del material de las fibras y Vr el volumen 
total del elemento y fi es la fracción volumétrica de cada material. 

Según se ha observado en experimentos, el criterio del módulo elástico equivalente (Eeq) es razonable si se 
aplica a un cuerpo un esfuerzo normal en una dirección paralela a la dirección en la cual están orientadas 
las fibras. No obstante dicho modelo no permite predecir el comportamiento que tendrá el cuerpo si le es 
aplicado el esfuerzo en una dirección distinta a la citada anteriormente. 

Por otro lado, diversos autores (41] reportan otro modelo que ha mostrado predecir con buena 
aproximación el comportamiento de materiales compuestos con matriz y fibras. Dicho modelo considera a 
tales materiales como ortotrópicos, es decir, que poseen 4 constantes elásticas independientes en lugar de 
2, como en {2.9). En este caso, la función de respuesta del material es expresada como: 

S(E) = [C)H 

Donde: [C] es llamada tensor de constantes elásticas. Dicho tensor es de cuarto orden y contiene 36 
elementos de los cuales, para un material ortotrópico sólo 4 son independientes. Cabe mencionar que las 
constantes de Lame de la ecuación (2. 1 O) son también términos de dicho tensor. 

Una fonna más general de analizar los problemas mecánicos con elementos fabricados con materiales 
compuestos, fue propuesta por Podeira quien propone definir el tensor de constantes elásticas como un 
campo, es decir, como una función que en el dominio tiene puntos del espacio geométrico, que asigna a 
cada región del espacio propiedades elásticas determinadas. La complejidad de este método es importante 
aún para casos simples como los de flexión, además de que involucra conceptos como: el de interacción en 
la interfase entre materiales con distintas propiedades y el de compatibilidad de las deformaciones. Cabe 
mencionar que recientemente se han propuesto algunos modelos para materiales policristalinos, que 
consideran a estos como materiales compuestos, es decir, que tienen propiedades diferentes en regiones 
bien definidas del cuerpo. 

En el análisis que se propone en el capítulo 3 se emplea un criterio simplificado de la teoría que se 
mencionó arriba, es decir, se considera que las propiedades de un material con memoria de forma varían en 
una determinada región del elemento. 

2.3.1.3 Elasticidad no lineal 

Se dice que el comportamiento del material es elástico no lineal si Ja función de respuestadel material no 
cumple con (2.9) pero si con (2.8). Ejemplos de relaciones uniaxiales que pueden ser empléadas para 
modelar comportamientos no lineales son los siguientes: · · 

a) La fórmula de Ramberg-Osgood (32]. Esté modelo es frecuentemente usado en plasticidad, en donde es 
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llamado modelo elasto-plástico, sin embargo, no predice el comportamiento en descarga, y por tanto la 
histéresis típica de dicho comportamiento. Debido a lo anterior, dicho modelo más bien puede ser visto 
como un modelo de elasticidad no lineal ya que ctunple con 2.8. El comportamiento descrito por este 
modelo consta de dos estados de deformación, uno lineal que predomina a pequeños valores de esfuerzo y 
otro, tipo relajación, que domina a valores de esfuerzo mayores a un cierto esfuerzo de referencia CJJt. La 
ecuación correspondiente es: 

e = :!.. + a a n (-'!_)m 
E E ªR 

(2.13) 

Donde a y m son constantes adimensionales y CJR es un esfuerzo de referencia. Si m es muy grande 
entonces la deformación "plástica", cuando se usa para plasticidad, es pequeña hasta que cr se aproxima a 
CJR e incrementa rápidamente cuando cr excede a crR, de tal modo que este esfuerzo puede ser tornado como 
el esfuerzo de cedencia. En el límite cuando m tiende a infinito, Ja deformación plástica es cero si cr<crR y 
es indeterminada cuando cr=crR mientras que cr>crR se obtendrá una deformación "plástica" infinita, lo cual 
es imposible. Este caso límite es conocido como plasticidad pefjécta con esfuerzo de cedencia CJR. 

b) Fórmula de Ludwik (32). Nuevamente este modelo es empleado en plasticidad, sin embargo, tampoco 
considera la deformación remanente ni la histéresis por lo que puede ser visto como un modelo de 
elasticidad no lineal. Debido a Jo anterior, este modelo es ocasionalmente empleado para modelar el 
comportamiento elástico de materiales plásticos. La ecuación correspondiente es: 

a= kb.n (2.14) 

( 
E Jn Donde k = aR -~-

aaR 

n= l/m es llamado exponente de endurecimiento. 

En el caso más general las relaciones constitutivas, tridimensionales, en 11.lgar de emplear el esfuerzo de 
referencia(crR) usan diversos criterios de cedencia como: el de Mises-Henckéy, el de Coúlómb, el de St. 
Venan, el de Mohr o el de Coulomb-Mohr entre otros. Así una forma tridimensional de la· ecuación (2.15) 
considerando el criterio de Mises es: 

c1 = (~1 )}'~~2 -p2-ap-a -p+iPn __ 
1
2_-: __ ;(._1 __ -.••.•.• _,ª. -. P). 

k ..... 2·, 2 

( 

ª1 )Yn r 2 2 ' ... · .. ·i:i[··(•·· < p . i) ·. 
e2 = k ta -p -ajJ~a~fJ+Ij2n a-2 ~ 2 

( )
Ynr ~( ·· 

e3 = ; n[ll2 -p2 -ap-a-jJ+lj2n /J-~-1) (2.15) 

a= ª2 
O'J 

/3=ª3 
O'J 
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Donde: cr¡, &¡, i=l ,2,3, son los esfuerzos y deformaciones principales. 

Es importante mencionar que en plasticidad es muy frecuente encontrar modelos que consideran la 
deformación incremental más que la deformación total. Entre dichos modelos se encuentran los de 
Levy-Mises de plasticidad y el Prandt-Reuss que es elastoplástico. 

2.3.2 lnelasticidad 

2.3.2.1 Generalidades 

Otros tipos de comportamientos, o función de respuesta del material, tiene como caracteristica principal la 
dependencia del tiempo o bien de la llamada "historia pasada" del material. Este tipo de comportamiento 
es citado en la literatura como inelasticidad [32] y un caso típico es Ja viscoelasticiad. Este tipo de 
comportamientos es encontrado en gran cantidad de materiales como el concreto, el asfalto e incluso en 
metales a temperaturas altas. A continuación se presenta una breve descripción del comportamiento 
inelástico. 

Tomando la definición de Cauchy de un cuerpo elástico como aquel para el cual Ja deformación en 
cualquier punto del cuerpo está completamente determinada por el esfuerzo y la temperatura (a 
temperaturas cercanas al ambiente se considera que Ja deformación depende sólo del esfuerzo), entonces 
una definición obvia de un cuerpo inelástico sería la de aquel cuya deformación en un punto cualquiera del 
mismo depende de "algo" más que el esfuerzo. Ese algo más de Jo que depende la deformación en un 
punto de un cuerpo inelástico es su memoria histórica de esfuerzo y temperatura. El término "memoria 
histórica" (l'asr Hisrory) puede ser definido completamente mediante el uso de análisis funcional y de una 
elevada teoría matemática conocida como la teoría de los materiales con memoria. La dependencia de la 
defonnación actual sobre Ja historia de esfuerzo (y su correspondiente dependencia del esfuerzo sobre la 
historia de la deformación) puede ser expresada explícitamente cuando el comportamiento es lineal. Esta 
relevante teoría es conocida como 1•i.1·coelasricidad lineal. 

Una fomia en la cual la memoria histórica afecta a la relación entre los esfuerzos y las deformaciones es a 
través de la llamada "sensibilidad a la rapidez de cambio" (rafe sensitivity). La deformación producida por 
la aplicación lenta de un esfuerzo es diferente (por lo general Ja diferencia es bastante grande) a la 
producida por la rápida aplicación del mismo. 

Una manifestación muy particular de la "rate sensitivity" es el hecho de que la deformación por lo general 
incrementa con el tiempo a esfuerzo constante, excepto posiblemente bajo presión hidrostática. Este 
fenómeno es conocido en fluidos como.flujo y en sólidos como termofluencia (Creep). 

La razón de sensibilidad, como regla, incrementa con la temperatura de tal manera que materiales que 
presentan un comportamiento elástico en un cierto intervalo de tiempo y a temperaturas bajas se convierten 
en inelásticos a temperaturas más altas, 

Si el esfuerzo y la deformación pueden ser intercambiados en la anterior discusión, entonces, ya que una 
baja "sensibilidad a la rapidez de cambio" implica una gran deformación a un esfuerzo dado, esto 
representa que se tendrá un esfuerzo más bajo a una deformación dada. En consecuencia el esfuerzo 
disminuirá con el tiempo a una deformación constante. Este fenómeno es conocido como relajación. 

La "sensibilidad a la rapidez de cambio" de muchos materiales, incluyendo polímeros, asfaltos y 
concretos, a menudo son adecuadamente descritos, dentro de ciertos límites, por medio de la teoría lineal. 
Sin embargo, la inelasticidad de metales tiende a ser altamente no lineal en el sentido en que es muy 
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parecida a la elástica en un cierto rango de esfuerzos pero fuertemente dependiente de historia fuera de ese 
rango. Cuando el límite de rango elástico es superado, es decir, cuando el esfuerzo es incrementado, se 
dice que el material cede. Cuando el rango elástico forma una región en el espacio de los componentes de 
esfuerzo se dice que forma una región elástica y a su frontera se Je denomina superficie de cedencia. 

2.3.2,2 Variables Internas 

Una forma alternativa de representar ese "algo más" presente en los cuerpos inelásticos es a través de un 
arreglo de variables /;1 .. ., l;n, tales como la dependencia de la deformación sobre la misma deformación 
además de la del esfuerzo y Ja temperatura. Esas variables son llamadas variables internas, y se asume 
que toman valores escalares o de tensores de segundo orden. El arreglo de las variables internas, cuando 
son tensoriales, es expresado por sus invariantes y son denotadas por i;. De esta, manera la deformación 
esta dada por: 

De donde vemos que la presencia de variables adicionales en las relaciones constitutivas requiere de 
ecuaciones constitutivas adicionales. Las ecuaciones adicionales que se postulan para un cuerpo inelástico 
"sensible a la razón de cambio" refleja la hipótesis de que, el estado local que detennina la deformación 
está definido por cr T,1;, entonces "la razón de cambio de la evolución" de las variables internas está 
también detenn inado por el estado local, es decir: 

(2.16) 

Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de la evolución o ecuaciones de la razón de cambio para 
la variable interna l;u 

La relación e= c(a,T,q) no siempre puede ser invertida para dar CT = a(c,T,~), aun cuando no haya 
variables internas restrictivas gobernando la deformación. 

Si es posible expresar el esfuerzo como a= a(c,T,q) entonces esta expresión puede ser sustituida en el 
lado derecho de (2.16), y como resultado se obtiene una forma alternativa de las ecuaciones de evolución: 

2.3.2.3 Deformación lnelástica 

Para cuerpos inelásticos bajo deformaciones infinitesimales se asume, casi universalmente, que el tensor de 
deformaciones puede ser descompuesto como la suma de una deformación elástica eº y otra inelástica e1: 

-1 
Donde & ij = C dklª kl (sumándole deformaciones térmicas si es necesario). La viscosidad Newtoniana es 

un ejemplo de esta descomposición donde e'=ev . 
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2.3.2.4 Viscoelasticidad Lineal 

La citada teoría de la viscoelasticidad lineal proporciona algunos ejemplos más de descomposición de la 
deformación en la suma de dos componentes. Por simplicidad se limitará el análisis a los casos en que 
tengamos un sólo componente de esfuerzos y su correspondiente deformación. Se asumirá también que la 
temperatura se mantiene constante y no será mostrada explícitamente. 

Modelo Reológico. 

Supóngase que el comportamiento de un elemento material puede ser representado por el modelo 
mecánico de la figura 2.3(a) donde los esfuerzos son representados por fuerzas y las deformaciones por 
desplazamientos. Cada uno de los resortes modela la respuesta elástica (con módulos Eo y E1) y el 
amortiguador modela la parte viscosa. 

Eo 

Eo 

E, 
,,, 

,,, 
(a) 

(e) 

Eo ···O ,,, 
"" (b) 

E, f ··Q .. "º (e) 
(d) 

Figura 2.3 Modelos de viscosidad lineal a) Modelo estándar de sólidos. b) generalización del modelo de 
Kelvin. c) Modelo generalizado de Maxwell. d) Modelo de Maxwell. e) Modelo de Kelvin. 

El desplazamiento del resorte del lado izquierdo representa la deformación elástica 6
1
, y el desplazamiento 

de la combinación: resorte-amortiguador del lado derecho representa la deformación inelástica. El 
equilibrio requiere que la fuerza en el resorte del lado derecho sea igual a la suma de las fuerzas en los 
otros dos elementos y por lo tanto, se tienen las siguientes ecuaciones de esfuerzos: 

Donde fJ es la viscosidad del elemento amortiguador. De las ecuaciones anteriores, tenemos que la 
deformación total será: 
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& = !!_+&¡ 
Eo 

t = .!_ _ Ei e¡ 
T/ r¡ 

En consecuencia la deformación inelástica puede ser vista como una variable interna ya que la segunda de · 
las ecuaciones anteriores es una ecuación de "razón de cambio" (E1 y 1'J son por lo general funciones de la 
temperatura). 

Dada una entrada de esfuerzo como una función del tiempo, la ecuación de.la razón de cambio para&; es 
Wla ecuación diferencial que puede ser resuelta para &

1(t): 

·.··. t-t' 
1 t ·-.-·-.· .. 

si = - fe T u((}it·. 
T/ .. 

-00 

Donde el tiempo de referencia (en el cual si:o) se elige como -oo por conveniencia, y t=Tl/E1 es una 
propiedad del material y tiene una dimensión de tiempo. En particular, si a(t)= O para t<O y a(t)= ao 
(constante) para t>O, entonces: 

( 
t] i. ªº --

8 = - .. 1-.e -r. Ei . . 

Este resultado muestra una forma de termofluenCia Úamiida elasticidad retardada. 

El caso limite representado porE1 es cono~ido como .t.Jod~io de viscoelasticidad de Maxwell. En este caso 
la solución es sólo · · · 

Lo que representa una termofl11encia de estado estacionario. 

Modelo Generalizado de Kelvin 

Si se usan modelos con más amortiguadores por componente de deformación,- digamos un número de 
combinaciones amortiguador-resorte en paralelo dispuestas en serie con un resorte obtenemos el llamado 
modelo generalizado de Kelvin que se muestra en la Figura 2.3 (b) entonces la deformación inelástica está 
representada por la suma de los desplazamientos de los amortiguadores, y todos los desplazamientos de los 
amortiguadores constituyen una variable interna. Denotando cada una de dichas variables internas por l;a. 
tenemos: 
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. n 
s1 = "Le;=ª 

a= 1 

Por analogía con Ja· derivación previa, las ecuaciones de razón de cambio son, sí T = ETJ a , . a . 
a 

Como antes, para una historia de esfuerzo dada a(t'), -oo <t'<t (donde tes el tiempo actual), las ecuaciones 
de razón de cambio son ecuaciones diferenciales ordinarias lineales para l;a que puede ser integrado 
explícitamente: 

{/-(] 
.;= = J-1 e 'a a(r)dr 
a -c:oTJa 

Y la deformación, a un tiempo t, puede por Jo tanto ser expresado como: 

e(t)= ~ a(t)+ f [ f -1 J';J}(r)dt' 
0 

- c:o a = l "ª 
Con una función de termofluencia uniaxial definida por: 

J(t)= _I + 2:-1 (1-e-.;J 
E 0 E . a. . 

La deformación puede, con la ayuda de la integración por partes (y la suposición de que cr(-c:o )=O), también 
puede ser expresada como: 

TESIS CON 
F' :H i· ~. ri!i' 0. l< • r; 1~ 1\J 

\ ..•• ~ •• ~ !,..I.....: "·' .• \ t \_,, 

Si la historia de esfuerzo está dada por o(t')=O para t'<O y cr(t')=O (constante) para t''>O, entonces, para 
t>O, la deformación es e(t)=af(t). La función de termofluencia puede por lo tanto ser determinada 
experimentalmente de la simple prueba de termofluencia, sin tener que usar un modelo de variable interna 
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(a menos que las propiedades cambien con el tiempo, como es el caso del concreto). Similarmente en 
pruebas de relajación bajo condiciones análogas a las de las historia de esfuerzo pero ahora para la historia 
de la deformación se puede expresar el esfuerzo en términos de unafimción de relajación uniaxial como: 

t 
a(t) = f R(t-t')~; dt' _.,, 

Una forma explícita de la función de relajación en términos de variables internas puede obtenerse por 
medio del Modelo Generalizado de Maxwell (Figura 2.1 c). Se puede demostrar que, en general, 
R(O)=l/J(O) =Ea (el módulo elástico instantáneo), y R(oo)=JIJ(co)=E., (el módulo elástico asintótico), con 
Ea> E,., excepto en el caso de materiales elásticos. En particular, E., puede ser cero, como en el caso del 
modelo de Maxwell (Figura 2.3 (d), mientras que E0 puede ser infinito, como en el caso del Modelo de 
Kelvin (Figura 2.3e). La función de relajación del Modelo de Kelvin es una función singular dada por: 

R(t) = E + 77ó(t) 
00 

Donde o(t) es la delta de Dirac. 

Una generalización del procedimiento para describir el comportamiento uniaxial al multiaxial es, tratar a 
las funciones J(t) y R(t) como funciones tensoriales de cuarto orden. 

El uso de las funciones de termofluencia y de relajación hace posible representar la deformación 
explícitamente en términos de la historia de esfuerzo, o viceversa, sin hacer referencia a variables internas. 
En general, el concepto de variables internas no es necesario en la teoria de viscoelasticidad lineal. Una vez 
que se conoce la función de termofluencia la suposición de respuesta lineal es por sí misma suficiente para 
determinar la deformación para cualquier histona de esfuerzo (el principio de superposición de Boltzman). 

Como se mencionó antes, existe una teoria matemática (sin variables internas) para materiales con 
memoria que presentan comportamiento no lineal. Sin embargo, prácticamente todos los modelos 
constitutivos que se usan para materiales inelásticos no lineales se basan en variables internas. 

2.4 Relaciones Esfuerzo - deformación para materiales con memoria de forma. 

El comportamiento mecánico de los materiales con memoria de forma es llamado frecuentemente en la 
literatura pseudoelasticidad definiéndose éste como aquel que presenta cualquier no linealidad en la 
descarga [28]. 

Actualmente el estudio del comportamiento pseudoelástico ha cobrado auge debido a la proliferación de 
las aplicaciones de los MMF en distintas áreas de la ingeniería Los estudios reportados abordan 
principalmente el comportamiento de monocristales pero recientemente se ha puesto gran interés en el 
comportamiento de policristales debido a que, las aplicaciones con policristales resultan más económicas. 

Los modelos reportados se han realizado combinando diversos modelos no-lineales, entre los cuales 
destacan: los de material compuesto, elasto-plástico y visco-plástico. La mayoría de estos modelos son 
fenomenológicos, sin embargo, destacan algunos que consideran la física del fenómeno como es el caso de 
Patoor et al [33] que ha desarrollado una teoría de la superelasticidad y un modelo micromecánico. 

El interés principal de los estudios reportados, se centra en la determinación de las relaciones 
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esfuerzo-deformación que reproduzcan el comportamiento de estos materiales y sólo en algunos casos se 
han aplicado al cálculo estructural. 

En la presente sección se presentan en primer lugar la teoría de superelasticidad desarrollada por Patoor et 
al [33] y posteriormente se presentan algunos de los modelos que aparecen en la literatura. 

2.4.1 Algunos elementos de la "Teoría de Superelasticidad" 

Entre los autores que más han trabajado en este tema se encuentran Patoor y Beiveiller quienes como se 
mencionó antes, han desarrollado toda una teoría que pretende explicar los fenómenos observados en estos 
materiales. Esta teoría considera la variación en el potencial termodinámico del material mientras se está 
realizando la transformación. 

En principio Patoor y Beiveiller proponen, para el caso de policristales, que la deformación debida a la 
transformación martensítica es función de la fracción volumétrica del material que se ha transformado y 
que el cambio en la energía de los potenciales termodinámicos es función de la misma fracción 
volumétrica, del esfuerzo aplicado y de la temperatura. La deformación durante la transformación es 
expresada matemáticamente como: 

Donde: 

f=VM 
V 

e= es la deformación durante la transformación 
g= es la magnitud de la deformación 
R= representa la orientación de una variante en particular 
Vif= es el volumen de martensita en la muestra 
V= es el volumen total de la muestra 

.f= es la fracción volumétrica de martensita 

Los superindices indican que los valores corresponden a cada grano de un policristal. 

Así mismo, la variación de los potenciales termodinámicos durlUlte la.transformación se expresa de la 
siguiente manera: · c-

Donde 

. T :.,;\. . 
!J.G{J,a,T) = (BT + C)J -GfRg +-A(f)f2g 

2 .. ·' 

.dG= Al cambio en el potencial termodinámico de la transformación. 
f. Ry g tienen el mismo significado que en la ecuación anterior. 
o= es el esfuerzo aplicado · 
By C= son constantes 
A(/)= es una función que representa la interacción entre variantes de martensita y entre 
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limites de grano. 

En la ecuación anterior, cada uno de los sumandos representa un tipo de energía que cambia durante la 
transformación. El primer sumando representa la energía química, el segundo sumando es el cambio en la 
energía potencial y el tercero, el cambio en la energía de interacción. 

A partir de las ecuaciones presentadas y algunas simplificaciones, Patoor, calcula la fuerza termodinámica 
asociada a la transformación y los diagramas: Esfuerzo crítico-Temperatura, Fracción 
volumétrica-Temperatura y Fracción vohunétrica-Esfuerzo [33 J. La ecuación que se obtiene es la siguiente: 

B C aR = -T +·-+ A(r)J 
g g 

Los bosquejos de los diagramas correspondientes se muestran en. la Figura 2.4 Para obtener estas curvas 
Patoor considera los casos extremos en los cualesf.;;o y f=l para un caso 'donde el esfuerzo .es constante y 
para otro a temperatura constante. 

f 
1 

Mº f 

a 

º' 
o 

o = constante 

\ 
' Mº • 

f 
1 

T 

T M; T 

-------7 
T > M. I T = constante 

1 
t 

I 

"• º' 
C1 

Figura 2.4Diagramas descriptivos de la evolución.de la transformación martensltica 
" ) '' 

El efecto de la histéresis está representado por un &miando más en la ecuación de la variación del potencial 
tennodinámico de la transformación. El término que re¡)resenta a Ja histéresis es también función de la 
fracción volumétrica transformada. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Usando las dos ecuaciones originales y_calculando la diferencial exacta def, Patoor propone las siguientes 
ecuaciones: 

Rg 
d& = A(J)Rda 

Ro-= !!..(r-M.)+ A(/)J 
g 

las cuales, usa para bosquejar las curvas Esfuerzo-Deformación que se han observado en monocristales. 
Para construir dichos diagramas nuevamente se emplean los casos extremos donde/=l yf=O así como los 
diagramas a;,-T 

Para el caso de policristales, la forma de análisis se complica aún más ya que se requiere "sumar" los 
efectos de cada uno de los granos y considerar los efectos entre variantes y entre los límites de granos. 

Para obtener las relaciones constitutivas correspondientes a materiales policristalinos, Patoor [33] propone 
un análisis complejo llamado análisis micromecánico, el cual consiste en la descripción cinemática de los 
mecanismos físicos de la deformación y en la definición de un potencial termodinámico local. El análisis 
micromecánico permite determinar las ecuaciones constitutivas locales las cuales son después globalizadas 
usando un esquema denominado "auto consistente". El cálculo de las curvas esfuerzo-deformación según 
este método requiere que se conozca el número de granos en la muestra, la orientación de los granos y la 
magnitud del esfuerzo aplicado. 

Con las ecuaciones constitutivas globalizadas, Patoor muestra que es posible determinar el origen de la 
disimetría entre los comportamientos en tensión y compresión 

Por otro lado, según se reporta en la literatura, Patoor ha colaborado en el estudio sobre el cálculo 
estructural en donde emplean algunas simplificaciones para aproximar el comportamiento superelástico en 
policristales. 

2.4.2 Modelos del Comportamiento Pseudoelástico en Materiales con Memoria de Forma 

Otro modelo del comportamiento termomécanico observado en los materiales con memoria de forma ha 
sido desarrollado por Delobelle y Lexcellent [34] .Este modelo es citado como un modelo viscoplástico 
con variables cinemáticas internas. El modelo parte del supuesto de que la deformación está compuesta de 
3 partes: una elástica, una viscoplástica y otra pseudoelástica. Las dos últimas componentes de la 
deformación son función de una variable interna global. 

En un estudio sobre el efecto del comportamiento pseudoelástico en pruebas a esfuerzo uniaxial constante, 
Leclerrq et al, propone un modelo termodinámico donde usa la fracción transformada como variable 
interna y considera la deformación total compuesta por una parte elástica y una transformacional. Las 
ecuaciones que se proponen son las siguientes: 

o-= p al// = Ee• 
aes 

& =e• +e'' 

&'' = 'fZa 
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Donde: u= es el esfuerzo aplicado 
p= es la densidad 
r¡r-= es la energía libre específica 
E= es el módulo elástico de la austenita 
E!'= es la deformación elástica. 
d'= es la deformación transformacional 
y= es la máxima deformación durante la transformación en el caso unidimensional. 
z,,;=fracción volwnétrica de la martensita orientada 
ta = es la derivada con respecto al tiempo de z, 

Por otro lado Graesser y Cozzarel!i proponen un conjunto no lineal de ecuaciones constitutivas 
parametrizadas para el comportamiento pseudoelástico. Los parámetros de dichas ecuaciones son los que 
controlan la histéresis, el esfuerzo residual, las mesetas de carga y descarga y la transición de fase misma. 
El modelo consta de dos partes una elástica y una inelástica las cuales se superponen para describir los 
distintos comportamientos observados en los materiales con memoria de forma. 

En un primer trabajo Graesser propone un modelo unidimensional el cual luego es generalizado al caso 
tridimensional. El modelo unidimensional propuesto es el siguiente: 

Donde: 

á = E[s-1s1/ª; Pr-1

( ª; P) J 

/3 =Ea[ &- ~ + frlslc erf(ae )] 

a= esfuerzo unidimensional 
&=deformación unidimensional 
,B=esfuerzo residual 
E= Módulo de Young 
v= razón de Poisson 
Y= Esfuerzo necesario para inducir la transformación martensítica a una temperatura dada 
a= constante que determina la pendiente de la región inelástica 
n= constante que controla la transición de la región elástica a la inelástica 
f t= una constante que controla el tipo y el tamaño de la histéresis 
a= constante que controla la cantidad elástica recobrada. 
e= constante que controla la pendiente de la meseta de descarga 
/x/~~valor absoluto de x 
erf(x) =función error de argwnento x 

Posteriormente este modelo fue generalizado al caso tridimensional, de donde se proponen las siguientes 
ecuaciones constitutivas para el comportamiento Pseudoelástico en Aleaciones con Memoria de Forma. 

TESIS CON 
f.'.!\I.LA DE ORICV?i,f 
·----··-----··· 
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tn 1+ V V 5' 
8 = 8 - --(j + --(j U. u u E 11 E kl< tJ 

Donde h K1 y J1ºson respectivamente los segundos invariantes del tensor desviador de deformación, 
tensor desviador de la rapidez de deformación y de tensor de "sobre esfuerzo". La cantidades .J3I; y 

..j3K2 , son análogas a las respectivas mediciones de deformación plástica efectiva y rapidez de esfuerzo 
plástico efectivo que se usan en plasticidad. 
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Capítulo 3 

Modelación matemática de la flexión en un elemento con memoria de forma. 

3.1 Antecedentes 

Como se mencionó anteriormente, los materiales con memoria de forma presentan un comportamiento 
mecánico no lineal, anisotrópico y que varía con la temperatura [4,22,24]. Así mismo, se mencionó que 
dicho comportamiento se debe a que en estos materiales se presenta una transfom1ación martcnsítica de tipo 
termoelástico la cual puede ser inducida por esfuerzo o por temperatura [4]. 

Por otro lado, en el capítulo 1 se hizo referencia a los diversos efectos asociados a la transfonnación 
martensítica. entre ellos: el efecto memoria de forma simple, el efecto superelástico y el doble efecto 
memoria de forma. Otro efecto menos conocido pero que nos interesa particularmente, se asocia a la 
transfommción inducida por la combinación de esfuerzo y temperatura. Dicho efecto se presenta cuando se 
aplica una carga constante a un elemento mecánico y se varía Ja temperatura [7]. El comportamiento que se 
observa es esencialmente el mismo que en el caso del doble efecto memoria de fonna, es decir, el dem~nto 
toma dos fonnas predeterminadas al variar la temperatura en un cierto intervalo. Aunque este 
comportamiento ha sido poco estudiado [28,35,46], representa una buena alternativa para aprovechar estos 
materiales en aplicaciones industriales sobre todo porque no es necesario someter a las muestras a ningun 
tratamiento de "educación" como sucede cuando se desea que el material adquiera el doble efecto mcmona 
de fomm. 

El origen del comportamiento mencionado. está relacionado directamente con la transformación 
martensítica inducida por esfuerzo. Como fue descrito en el capítulo 1, dentro de un cierto rango de 
temperaturas, es posible inducir la transfonnación por esfuerzo. La magnitud del esfuerzo al cual se induce 
la transfonnación {esfuerzo crítico) varía con la temperatura según la ecuación de Clausius-Clapeyron. 

46 

-...::==============-~~-----------···· - L 



T 

o 
Figura 3. l. Transfommción martensítica inducida por enfriamiento a esfuerzo constante [7]. 

Como se puede apreciar en la Figura 3.1, si se aplica a una muestra un esfuerzo (ero) de magnitud tal que a 
la temperatura inicial no sea suficiente para inducir la transformación martensitica y luego se disminuye la 
temperatura hasta cierto valor, que depende de la magnitud del esfuerzo aplicado. se miciará la 
transformación martensítica en la muestra; la temperatura a la cual ocurre esto se le llama M, ". Si d 
enfriamiento continúa, llegará un momento en que concluya la transfonnación, cuando la temperatura 
alcance un cierto valor denominado M.f'. En monocristales la temperatura M/ depende de la magnitud del 
esfuerzo aplicado; sin embargo. en policristalcs se ha observado que coincide aproximadamente con la 
temperatura M,. Lo anterior se debe a la anisotropía mecánica1 que se presenta durante la transfommción 
(22,24] y a la interacción en los limites de grano que se presenta como consecuencia. 

Una fonna de ru1alizar el comportamiento desplazamiento-temperatura que se observa en elementos sujetos 
a carga constante para un arreglo de flexión ha sido propuesta en un trabajo previo al presente [45,46]. 
Dicho criterio supone que al ir induciendo la transformación martensítica en el elemento, se presenta una 
mezcla de propiedades mecánicas (elásticas) en ciertas regiones de la pieza. Concretamente, el caso 
estudiado se refiere a un elemento tipo viga en cantilevcr con carga puntual en su extremo libre. El análisis 
consistió en la detenninación analítica del comportamiento desplazruniento-temperatura para el punto de 
aplicación de la carga. Como resultado del trabajo citado se obtuvo la siguiente ecuac10n: 

1 Distintas deformaciouo~ trnnsfurmacionalos 

.--------·-----·-
TEST~ .~(". ".' .. ~) G J~¡· 

FALLA DE ORIGEN 
47 

¡ 

i 

l. 
i 

l 



(3.1) 

r(~'-r-!'5!.q.1, ·~'"} 1 
_±!_,_ .. ~!, . L___ •·• ·1' 

K, = (t.-_. -~11)1n ---~L-______ --~----------- -E." 

[(
<·l'.7,T co;. \ }1'1 -- ----,./ 1 

l 
~~'-- ~· · ' __ l! -E )+1! F J' j 6/ ,1 .i .\1 .W T, 

l j J 
Donde: 

h,h y l son las dimensiones de la viga como se muestra en la Figura 3.2. 
vr es el desplazamiento que sufre el punto de aplicación de la carga, en la viga, al variar la temperatura. 

Fr es la magnitud de la carga aplicada. EA y l!.~\t son las pendientes que se aprecian en las curvas 
esfüerzo-defonnación para una prueba en tensión simple en una muestra con memoria de forma 
policristalina. 

Tes la temperatura de prueba. Ms es la temperatura a la cual inicia la transformación martensitica inducida 
µor enfriamiento. 

"5.~ es la razón de Clausius-Clapeyron que, según se ha reportado, para el caso de Cu-Al-Be es 
tJ:\I_, 

aproximadamente de 1.9 ~1.:~128,29,30]. 
ºe 

y 
1 F 

r 
b 

X 

1 

Figura 3.2 Arreglo de una viga sujeta a flexión en cantilever 
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Para obtener la ecuación 3.1 se partió de la solución de la "elástica"~ para la viga en cantilever en el punto 
de aplicación de la carga. Posteriom1ente se descompuso el desplazmnicnto total en pi;:qucfios 
desplazamientos debidos a la aparición de la nueva fase. con distinta propiedad elástica. lo cual se;: logra al 
incrementar la carga más allá de cierto valor crítico o bien al disminuir la temperatura. El resultado del 
estudio realizado fue comparado en el trabajo anterior, sólo cualitativamente con datos cxpenmc111ales. sin 
embargo, en la Figura 3 .3 se presenta una comparación de la ccuacion 3. 1 con los datos expernm:maks y se 
pude apreciar una buena aproximación. No obstante lo anterior, dicho modelo sólo permite obtener el 
comportamiento desplazamiento-temperatura para un punto de la viga lo cual, aunque puede ser útil para 
algunas aplicaciones, está lejos de brindar suficiente información sobre el fenó1m:no . 

•• 

, .. 

Figura 3.3 Comparación de la ecuación 3 .1 con valores experimentales 

Por otro lado, el criterio empleado para deducir la ecuación 3.1 considera que la nueva fase crece a lo largo 
de toda la viga una vez que en el empotramiento se alcanza el valor crítico( crc). En realidad el criterio 
descrito no es muy preciso ya que la transfonnación iniciará sólo en aquellos puntos, a lo largo y ancho de 
la viga, donde el esfm:rzo alcance dicho valor. 

El hecho de que la ecuación 3.1 coincida con los datos experimentales, a pesar de que se presenta la 
discrepancia anterior. se debe posiblemente a que la combinación de propiedades, que supone este criterio, 
contribuye de manera global al desplazamiento del punto de aplicación de la carga. No obstante es muy 
probable que la equivalcnci::i se presenta sólo en el punto de aplicación de la carga mientras que si se 
analizar::in puntos intennedios. ::i lo largo de l::i viga. es muy probable que la desviación respecto ::i los 
valores cxperimcntali.:s incri.:mentaría considerablemente. 

En el presente capítulo se des::irrolla un análisis que considera que los puntos, ::i lo largo y ancho de la viga, 
en los que se induce la nueva fase son aquellos donde el esfuerzo normal es mayor que el esfuerzo 
crítico(crc). Lo anterior implica que la vig::i presente una variación en las propiedades mecánicas a lo largo 
del su eje longitudinal. es decir, un módulo elástico que varia en esa dirección. Con este enfoque se obtendrá 
un modelo que permite dctcm1inar el desplazamiento que sufrirá, al variar la temperatura. ya sea un punto 
cualquiera de la viga, situado sobre el eje neutro del elemento, o bien todo el eje neutro al aplicar una carga 
constante en su extremo libre. 

2 Este t.érmino os ol quo comt'u1mnnto se U!:'in en "teoría do vigas" para denotar a la "·urva que define ni desplaza1nient.o qm-• ~ufn-i 
el ejo neutro do In viga. 
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3.2 Desarrollo 

El presente análisis parte de algunos de los planteamientos de la teoría de vigas para casos de elasticidad 
lineal, que se empican para modelar la flexión de una viga en cantilever con carga puntual en su extremo 
libre. Desde luego. dichos planteamientos son empleados con ciertas correcciones que consideran el 
comportamiento qm: presentan los materiales con memoria de forma d cual. como se mencionó 
anteriormente, es no lineal y dependiente de la temperatura. 

La primera parte del análisis consiste en detenninar las n.:giones donde se supondrá que aparecera la nueva 
fase en la viga. es decir. aquellos puntos donde el esfuerzo es mayor al valor crítico. Como se ha discutido 
anterionrnmte 146 ]. en materiales policristalinos, los puntos de la viga donde el esfuerzo es mayor al valor 
crítico, el "'módulo elástico" qu<.: rige el comportamiento esfuerzo-deformación es menor que la que se 
pres..:nta en el resto del material en el cual nos<.: ha alcanzado dicho <.:sfucrzo. 

En realidad, se sabe que despw.:s de que se alcanza el esfuerzo critico s..: pri;:senla una ;wn•t de tra11s1c1011 

¡ 4. 7,22]. que representa precisamente la transformación d<.: fast! austenita-martensita. la cual se <.:xt1ende 
hasta alcanzar cierta deformación que depende de la orientación de cada grano. Dicha situación orig111a que 
en muestras policristalinas se presente una segunda pendiente. después del esfuerzo crítico, en lugar de la 
meseta que se presenta en monocristalcs. Por otro lado. fn;cuentem<.:ntc en muestras policristalinas. no es 
posible observar la t<.:nninación dL: la zona de transición debido a la gama de deformaciones 
transformacionales qu<.: pueden presentarse en el mismo material r 22.2-1 j. 

Debido a lo anterior resulta incorrecto decir qu<.: al rebasar el e,; fuerzo critico el material se cncucntr<.: en la 
nueva fase (martensitica). Asimismo. es incorrecto hablar dt: un segundo módulo L:lásuco ,.a que en la zona 
de transición la variación del esfuerzo es prácticam<.:nr<.: nula y la s<.:guncla pcnd1enre se debe más b1<.:11 a que 
mientras algunos granos Sl! encuL:ntran en transición otros están ya en la nw:va fase '\o obstante lo anterior. 
las dos pendientes que se observan en las curvas esfuerzo ddormac1ón. para los matenales con memoria de 
fon11a, pueden ser interpretadas como dos propiedades elásticas aunqw.: no precisamente se hable de dos 
módulos elásticos. El efecto que tendrá est<.: comportamiento en un elemento sujeto a una d1stnbución de 
esfuerzos variables en el espacio, como L:I caso de un <.:lcmento sujeto a flexión. es que se presentaran zonas 
donde se tenga una mezcla de dos propiedades elasticas. Lo anterior es com ..:n1ellle para analizar el caso del 
comportam1ento de: los matenales con memoria de forma en virtud de que es posible descomponerlo en dos 
zonas con disrintos comportamientos pero <.:n ambos casos lineales. 

Una vez aclarados los puntos anteriores Sl! procederá, en primera instancia a obtener una curva analítica 
que nos permita determinar las zonas donde el esfuerzo non11al es mayor que el crítico. Para realizar esto. 
se recurrió a la expresión que define la magnitud del esfuerzo normal. a lo largo del eje de la viga para un 
caso lineal, en una viga en cantilever con carga puntual en su extremo libre como la que se muestra en la 
Figura 3.2: 

F(I - x) 
rY = ------V I . 

(3.2) 

Como se puede apreciar en la ecuación anterior, el esfuerzo varía tanto en la dirección del eje de la viga 
como en la dirección transversal. Considerando que el comportamiento esfuerzo-deformació1r' de los 
materiales con memoria de fonna. presenta dos regiones lineales delimitadas por el esfuerzo critico. es 
razonable pensar que el esfuerzo critico se alcanzará, al disminuir la temperatura. en distintos puntos L:n la 
dirección transversal de la viga (en Ja dirección "'y" que se muestra en la Figura 3 .2) al avanzar en Ja 
dirección longitudinal (dirección del eje ·'x" que se muestra en la Figura 3 .2). Considerando que para el 

:; Para un caso de tensión simple 
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en.so de flexión que estudiamos, el cambio de pendiente se lograní cuando el esfüerzo nonnal alcanza el 
valor crítico entonces resulta razonable calcular la región correspondiente mediante la siguiente expresión: 

bh'ac Yo = ----------
12F(l -x) 

Donde y0 es Ja coordenada en donde el esfuerzo es igual al \'alor critico. 

(3.3) 

Este criterio en realidad no sería correcto si se considera al cambio de pendiente, de las curvas esfuerzo 
defonnación en tensión simple, como una cedencia aparente ya que en tal caso. se sabe que el critt:no que se 
debe empicar es el de Von-Misses 143]. Sin embargo, Ja ecuación 3.3 proporciona una cxprcsion mucho 
más sencilla que ia que se obtendria empicando el criterio de Von-Misscs, lo cual rt)sulta convcrnente para 
el tratamiento que se dc.:sarrolla posteriormente. Por otro lado. se ha reportado 133 J que para el 
comportamiento dc.: que se observa en materiales con memoria de fom1a. el criterio de Von-:\lisscs no es del 
todo preciso para calcular la magnitud del esfuerzo critico para estados d..: ..:slii.::rzos distintos al d1.: t..:nsiún 
simple. En realidad esto es bastante complejo y requiere un estudio muy 1.:specilico por lo qu1.:, para 
esclarecer lo anterior, se planea presentar en un trabajo posterior. una comparación entre datos 
experimentales y calculados cmpkando las teoria disponibles, para casos como el que se estudia en el 
presente trabajo. con lo que será posible evaluar las desviaciones que representa el empico de b ecuación 
3.3. 

Continuando con nuestro análisis. sabiendo que cl esfuerzo critico disminuye con b temperatura es posibk 
detenninar, empleando la ecuación 3.3. la evolucion (el erccunicnto) d.:: la región domk la propiedad 
mecánica corresponde con la segunda pendiente que se aprecia en las curvas csfuerzo-dcfonnación ya qut: 
"yo" (que delimita dicha región) es función del esfuerzo crítico; el "crecimiento" de las fran.1as. confom1e 
disminuye la temperatura. se pueden ver en la Figura 3.4. Evidentemente las •·franjas" que se mutstran en la 
Figura 3.4, no corresponden con las que se consideraron en el modelo correspondiente a la ccuacion 3 l ya 
que en ese caso st: consideró que las regiones de la viga donde la propiedad mecánica corn:spondc con la 
segunda pendienti:. se extcndian a lo largo de todo el elemento con un espesor constante. 

j 
h 

e 

Figura 3.4.Crecirnicnto de las zonas de transfonnación en la viga sujeta a carga constante~' temperatura 
Yariable. La región "a·· corresponde con una temperatura T 1, las .. b" con una T2 y las .. c·· con 
una T3 (Tl>T2>T3). 

Como se puede ver el criterio que considera las franjas como las de la Figura 3.4 es más preciso dado que. 
en un caso de flexión, el esfuerzo varía tanto en la dirección x como en la y. El efecto que el criterio anterior 
puede tener sobre el comportamiento desplazan1iento-tempcratura desde luego es local y no global como en 
el de la ecuación 3.1. 
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Considerando lo anterior, es evidente que para la determinación del comporta1111ento 
desplazamiento-temperatura se debe empicar un proccduuiento distinto al usado en la primera aprox1mac1ón 
f 46 J. El procedimiento propuesto para resolver el problema consiste en resolver la ecuación de la detkx1ón 
uniaxial (comúnmente llamada ecuación de la "elástica") suponiendo que se presenta una variación de la 
propiedad elástica (módulo elástico) a lo largo de Ja dirección x de la viga. Para representar dicha variación 
del módulo elástico (1:,) se considerará un módulo equivalente (E,,1), compuesto por dos '·módulos" distintos. 
y que varía en la dirección x. Para calcular el módulo equivalente se empicaron las siguientes expresiones: 

(3.4 a) 

Va b 2h'ac f = -- = --·-·-----------
.. V 6Fhh(I - x) 

(3.4 b) 

Donde:/.4 es la fracción volumétrica de la fase austcnítica en la viga, calculada a partir de la ecuación 3.4 b. 

Luego, empicando las expresiones 3.4 e incoÍporándolas en la ecuación de la "elástica", se obtuvo la 
siguiente ecuación: 

d 2v M(x) F(/-x) 
·dx, = l!-:Cx)T = b!i¡-[----ú-;:-¡;--c-i~---,·~)---,-~,,-

-- . -- -- --- . - ' + ' J 2 6F(/ - X) -.. , ·M ·Af J 
(3.5) 

La cual al resolverse para una temperatura constante. según la teoría de vigas, proporciona el 
desplazamiento del eje neutro de la viga (la curva "elástica") desde luego, empicando como condiciones de 

frontera: que v(O) = dv(o). =o. Así, resolviendo la ecuación 3.5 se obtuvo la siguiente expresión: 
dx 

A(-B+G/) , .-fa·' .-IH' 
v(x) = -------·-- ---x - --- + ---L11(/3+Gl)x 

2G' GG G' 
AB' 

+ 0,-(B+Gl-Gx)[Ln(B+G/-Gx)- lj-
(3.6) 

4B' 
~(B+Gl)[Ln(B +G/)-1] 

Donde: 

A=12F 2 

B = b 2h5ar:(Ea - Em) 

G =6FEmbh' 

La cual es la expresión buscada. En realidad la expresión anterior pern1itc determinar el desplazamiento del 
eje neutro de la viga sólo en un intervalo O<x<xo, donde x 0 corresponde con la distancia en la dirección x a 
la cual llega la franja del material que se encuentra trabajando bajo la segunda propiedad elástica. El valor 
de Xo puede ser calculado fácilmente empicando la ecuación 3. 7: 

Xo = 1- l~'!_'ac (3. 7) 
6F 

Debido a lo anterior. es necesario obtener otra expresión que pennita calcular el desplazamiento del eje 
neutro de la viga para el intervalo xo<x<I. Para lograr esto, simplemente se consideró la solución de la 
"elástica" para un caso lineal tomando E=l~~1 y ·con condiciones de frontera conve11ientes. Talt:s condiciones 
de frontera fueron: que tanto el desplazamiento como su primera derivada respecto a x en x x,, fueran 
iguales a la ecuación 3 .6 y a su primt:ra derivada, ambas 
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Evaluadas en x=x0 • Considerando lo anterior se obtuvo Ja siguiente cxpresión4 

2F(t- x)3 

v(x) = . + C X + C 
hh3 1 2 

(3.8) 

Donde 

~ A(-B+Gf) Ax~ AB1 
, e =----X ---+--Ln(B+(1/)-

I G 2 o 2G G3 

AB 2 6F(t-x0 )' 
-,-Ln(B +Gl-Gx0 ) +--------,---· 
G E.-1blr 

A(-B+GI) , 2A , AB 2 

e =-- X +--·X +-----Ln(B+Gl-Gx )x 
2 2G' o 6G o G; o o 

6F(t-x0 )2 . 2F(t-x.)' 
- -------- .\ - -----+ 

E_.bh3 0 
bh3 

.jB~ (IJ + Gl-Gx )[!.11( B +Gl-Gx )-1)-Gº' o . o 

AB' -04 -(B + Of)[Ln(B + GI) -1) 

Donde A, By G tienen el mismo significado que en la ecuación 3.6. 

El hecho de que sea necesario emplear las ecuaciones 3.6 y 3.8 para simular el desplazamiento se put:dc ver 
claramente si analizamos la ecuación 3.8 para el caso en que x0 * O y x=O. Bajo tales condiciont:s. el 
desplazamiento calculado con la ecuación 3. 8 es distinto de cero, lo que viola las condiciones de frontera en 
el empotramiento. En cambio. si se empica la ecuación 3.6 el resultado es el esperado en virtud de que dicha 
condición fue impuesta al n:alizar la integración y por lo tanto se satisface. 

4
0hsérvese \IUe la ecuación 3. 8 pucd~ también ohtcnerse mediante la siguiente ccundón; 

l{x) = f f- F(l-x)cb:dx ---+ J J 12F(l-x)dxd\" 

o o blr' [__!!_ltac (E -E )+E J .,., E,..bli' 
12 6F(l-x) ,.. .11 ·'

1 
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4.1 Preparación de las muestras. 

Capítulo 4 

Método Experimental. 

La aleación utilizada para el presente estudio (Cu-Al-Be), füe proporcionada, en forma de láminas, por la 
empresa TRIMETAUX. De estas láminas se cortaron muestras empleando una cortadora de disco (carburo 
de silicio), la cual proporciona enfriamiento durante el corte. 

Para el presente estudio se emplearon 4 muestras de la aleación Cu-Al-Be así como una de aluminio 
comercial. Las dimensiones de las muestras estudiadas se dan en la tabla 4.1: 

Tabla 4.1. Dimensiones de las muestras empleadas en el estudio 

Muestra b =ancho (m) h =espesor (m) 1 = longitud (m) material 

A 0.00320 0.00093 0.02244 Cu-Al-Be 

B 0.0051 0.00185 0.03232 Cu-Al-Be 

c 0.00261 0.00105 0.02192 Cu-Al-Be 

D 0.00794 0.00153 0.020 Cu-Al-Be 

E 0.03 0.005 0.25 Aluminio 

4.2 Tratamientos térmicos. 

Dado que las fases martensita y austenita son metaestables a temperatura ambiente, fue necesario someter 
a las muestras correspondientes a un tratamiento térmico de betatízado como el recomendado por Flores 
[19]. Dicho procedimiento consiste en calentar la muestra hasta 750°C durante 15 minutos, temperatura a 
la cual es estable la fase austenítica. Posteriormente, se da un templado escalonado que corresponde al 
enfriamiento rápido hasta una temperatura superior al ambiente. 

En este caso el templado escalonado se realizó a 1 OOºC, y se dejó a esa temperatura durante 20 minutos. 
Finalmente, se enfría la muestra al aire hasta la temperatura ambiente. Este tratamiento permite obtener 
una temperatura de transformación estable y una estructura ordenada. Un esquema general del betatizado 
puede apreciarse mejor en la Figura 4.1 
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15 min 
650º 

20 min 
100º 

~mb 

tiempo 

Figura 4.1 . Diagrama esquemático del tratamiento térmico llamado betatizado [ 19]. 

Los tratamientos ténnicos practicados a las muestras empleadas en este estudio fueron realizados en un 
horno tipo mufla que calienta mediante resistencias eléctricas y enfriados en agua a 100° C. 

4,3 Pruebas mecánicas. 

En este trabajo se realizaron pruebas en flexión a un elemento mecánico tipo viga en cantilever, sujeto a 
temperatura constante y carga variable, para realizar lo cual se diseño especialmente el dispositivo que se 
muestra en la Figura 4.2. 

TESISC6N ___ l 
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Figura 4.2. Dispositivo empleado para someter a flexión a las muestras estudiadas. 
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El dispositivo cuenta con una mordaza móvil para que pueda ajustarse a las probetas, un anillo que 
puntualiza la carga sobre la probeta, una polea que conecta por medio de un cable al anillo con la carga. 
Adicionalmente dicho dispositivo cuenta con dos mordazas para hacer pruebas en torsión, ya que se 
pretende realizar un estudio posterior. 

Para medir las defonnaciones generadas por las cargas se empleó Ja técnica de análisis experimental de 
esfuerzos llamada extensometría eléctrica (37,42], es decir, se pegaron galgas extensométricas en lugares 
específicos de las muestras y se analizó la deformación. Los extensómetros empleados fueron del tipo EA-
06-l 20LZ-120 y EA-06-060LZ-120 los cuales fueron seleccionados de acuerdo a Ja dimensión y tipo de 
material de las probeta. 

Las muestras fueron cortadas en forma de vigas con sección rectangular, Jos extensómetros fueron 
pegados en Ja superficie superior e inferior de la viga a distintas distancias a lo largo del eje longitudinal. 
Los extensómetros fueron onentados de tal forma que Ja elongación del extensómetro medida por el 
instrumento fuera a lo largo de eje longitudinal de la viga. En la figura 4.3 se muestra, mediante un 
esquema, la ubicación y orientación de los extensómetros en una muestra de las ensayadas en el presente 
estudio. 

Figura4.3. Esquema general de una muestra instnunentada con extensómetros eléctricos. 

En la Tabla 4.2 se muestran las distancias, a Jo largo del eje longitudinal de la viga tomando como 
referencia al empotramiento, a las cuales fueron colocados los extensómetros para cada muestra. En las 
probetas A y B se colocaron cuatro extensómetros respectivamente; dos sujetos a tensión y dos sujetos a 
compresión, mientras que en las probetas C y D sólo se colocaron dos extensómetros en cada una, Jos 
cuales se ensayaron a tensión y compresión. En la muestra E se colocaron 4 extensómetros los cuales 
fueron sometidos a tensión y a compresión. 

56 

-¡ 
1 

l 



----- ---------·--··- -·-··- ·····--~·-- . ·-- -·----·--····-·-··-·· ... ,.,.._,,,..,,.. ........ ...-..._... _____ . ......_ ___ ,__, _____ , ___ _ 

Tabla 4. 2. Distancias a las que fueron colocados los extensómetros para cada muestra . 

Muestra Tipo de xl(m) .x2(m) x3(m) x4(m) 

extensómetr'o 
- __ -

A EA-06-060LZ-l 20 0.00305 0.01097 0.00305 0.01097 

B EA-06-l 20LZ-l 20 0.00835 0.0189 0.00835 0.0189 

e EA-06-060LZ-120 0.0047 0.00985 - -
D EA-06-060LZ-120 0.00364 0.01160 - -
E EA-06-120LZ-120 0.02835 0.0545 0.0764 0.010613 

Para realizar las mediciones de la deformación, experimentada por cada extensómetro, se utilizó un 
indicador de deformación portátil P-3500 para medir las microdeformaciones que se obtenían a 1 variar la 
carga aplicada a las probetas. La conexión de cada extensómetro al dispositivo de medición fue en un 
arreglo de cuarto de puente debido a que nos interesaba seguir la evolución de la deformación en cada uno 
de ellos. 

Debido a que el equipo P-.3500 solo puede medir la deformación de un solo extensómetro conectado en el 
arreglo de cuarto de puente, fue necesario emplear un equipo tipo SB-1 O Measurements Group que 
funciona como un interruptor y balance y que puede emplearse para separar hasta diez canales. De este 
modo fue posible conectar lll1 extensómetro con arreglo de un cuarto de puente por cada canal. En la 
Figura 4.4 se muestra una fotografía de cada uno de los dispositivos mencionados. 
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4.4 Temperaturas de transformación 

Como se mencionó en el capítulo 1 del presente trabajo, la transformación martensítica es de primer orden 
y por ello presenta discontinuidades en las primeras derivadas de los potenciales termodinámicos. Dicha 
discontinuidad puede ser apreciada como un cambio en alguna propiedad del material durante la 
transformación de fase. En el presente trabajo se realizaron pruebas de calorimetría diferencial de barrido 
(DSC) para determinar las temperaturas de transformación de las muestras empleadas. 

El dispositivo empleado para dicho fm cuenta con una cámara de vacío, dos peltiers, dos termopares, un 
transductor y una microcomputadora que convierte los datos recibidos en una gráfica Voltaje-temperatura. 
Los peltiers están conectados en paralelo, en uno de ellos se coloca Ja muestra patrón ( no transforma ) y 
en el otro sensor se coloca la muestra a estudiar (Si transforma), estos sensores se encuentran colocados en 
una masa de cobre, la cual es introducida dentro de la cámara de vacío y dentro de ella, la masa se 
encuentra rodeada por un resistencia eléctrica y por un serpentín por el cual circula nitrógeno liquido, 
estos dos últimos implementos ayudaran a calentar y enfriar la muestra respectivamente. El diagrama 
esquemático del calorímetro empleado se muestra en la Figura 4.5. 

Porta-mues~ra 
pat;on 

Sensor de temperatura 

Voltímetro 

Figura 4.5. Diagrama esquemático del calorímetro empleado en el presente trabajo. 
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Capítulo 5 

Análisis de los resultados experimentales. 

5.1. Comportamiento en tensión 

En la Figura 5.1 se presentan las curvas Fuerza-deformación (F-E"), correspondientes a cada uno de los 
extensómetros colocados en cada a una de las muestras ensayadas en el presente estudio. 
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Figura 5.1 Curvas Fuerza-Deformación correspondientes a los extensómetros que estuvieron sujetos en 
tensión para: a) Muestra A, b) Muestra B, e) Muestra C, d) Muestra D. 

63 

-



Claramente vemos que el comportamiento corresponde, para ambos extensómetros, con un laso de 
superelasticidad, como los reportados en la literatura y que es típico de Jos materiales con memoria de 
forma [35]. As! mismo, se puede apreciar que a determinado valor de fuerza en la curva de carga - el cual 
es mayor para el extensómetro más alejado del empotramiento- se presenta el cambio de pendiente típico 
del inicio de la transformación martensftica. Es importante mencionar que la pendiente de la primera 
región de carga, donde el comportamiento es esencialmente lineal, es mayor para el segundo extensómetro 
que para el primero. 

Lo anterior puede ser explicado considerando la distribución de deformaciones, en una viga en cantilever 
sujeta a una carga puntual en su extremo libre, para todos los puntos situados en la parte superior de la 
viga descrita en el capítulo 2 la cual está dada por: 

6F(l-x) 
e=-~-~ 

X Ebh 2 (S.1) 

Donde: F es la fuerza aplicada, b, h y /, son las dimensiones de Ja viga como se indicó en la Figura 2.2, ME 
es el módulo de Young y Ex es la deformación normal en Ja dirección x. 

De Ja ecuación S. l podemos ver claramente que: 

(S.2) 

Donde: xi es la posición donde se encuentra el extensómetro a lo largo de la viga. 

Claramente se ve que si ME es constante, entonces F(i::x) tiene como representación gráfica, una recta que 
pasa por el origen y cuya pendiente es: 

Ebh2 

6(1-xJ 

De la expresión anterior se aprecia que la pendiente será mayor para la x1.que se encuentre más alejada 
del empotramiento, lo cual explica lo observado en la Figura S. l. 

Por otro lado, como se mencionó en el capitulo 2 para un caso de elasticidad lineal, Ja distribución de 
esfuerzos normales en la dirección x para Jos puntos ubicados en la parte superior de la viga está dado por: 

6F(l-x) · a = _ _,_ _ _,_ 
X bh2 (S.3) 

de donde se puede ver claramente que el mismo esfuerzo no~al s~ alcanzará en dos x, distintas; x1 y x 2 
con x2>x1, cuando la fuerza aplicada sea mayor es decir: 
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_Puesto que: 

Entonces: 

(l-x1)>l 
(1-xJ 

En la tabla 5.1 se enlistan los valores de esfuerzo normal, calculados a partir de la medición de la fuerza 
en las Figuras 5.1, a los cuales se observó el cambio de pendiente en cada uno de los extensómetros. 
Como se puede apreciar la magnitud del esfuerzo es aproximadamente la misma para ambos 
extensómetros en una misma muestra. Lo anterior nos conduce a pensar que la transformación 
martensítica inicia cuando se alcanza el mismo valor de esfuerzo en cada extensómetro. Por otro lado, de 
las ecuaciones 2.11(a)y2.11 (b) podemos ver que en Ja región donde fueron colocados los extensómetros, 
sólo existen esfuerzos normales por Jo cual podemos decir que el mecanismo de transformación es 
esencialmente el mismo que en una prueba en tensión. No obstante es importante mencionar que según ha 
sido reportado en Ja literatura, en aquellas regiones de la viga donde los esfuerzos de corte son no nulos el 
mecanismo de la transformación puede diferir del observado en el presente estudio. 

Tabla 5.1. Valores de esfuerzo critico calculados de las curvas Fuerza-Deformación para las muestras 
ensayadas a) En tensión para el extensómetro 1, b) En tensión para el extensómetro 2, c) En compresión 

para el extensómetro 1, d) En Compresión para el extensómetro 2. 

b =ancho h =espesor 1 =longitud F1=Fuerza 
Viga {m) Cml Cml CNl Esfuerzo(Pal X1 Cml 

A 0.0032 0.00093 0.02244 3.39 142499349.6 0.00305 
B 0.0051 0.00185 0.03232 7.44 61302556.61 0.00835 
e 0.00261 0.00105 0.02192 2.9 104126984. 1 0.0047 
D 0.00794 0.00153 0.02 34.42 181778305.9 0.00364 

(a) 

b =ancho h =espesor 1 =longitud F2=Fuerza Esfuerzo 
Vio a (ml Cm\ Cml CN\ <Pal X2 íml 

A 0.0032 0.00093 0.02244 6.41 159388440.9 0.01097 
B 0.0051 0.00185 0.03232 12.39 57155948.95 0.0189 
e 0.00261 0.00105 0.02192 4.34 . 109226783.4 0.00985 
D 0.00794 0.00153 0.02 58.39 158330888 0.0116 

(b) 
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b =ancho h =espesor 1 =longitud F1=Fuerza Esfuerzo 
Vlaa <ml <ml lml N <Pal X3 <ml 

A 0.0032 0.00093 0.02244 3.65 153428503.3 0.00305 
B 0.0051 0.00185 0.03232 10.57 87092476.26 0.00835 
e 0.00261 0.00105 0.02192 2.41 86533114.4 0.0047 
D 0.00794 0.00153 0.02 37.57 198414031.2 0.00364 

(c) 

b =ancho h =espesor 1 =longitud F2-Fuerza Esfuerzo 
Viaa (ml Cml (m} N <Pal X4 lm) 

A 0.0032 0.00093 0.02244 5.9 146706989.2 0.01097 
B 0.0051 0.00185 0.03232 - - 0.0189 
e 0.00261 0.00105 0.02192 5.32 133890895.8 0.00985 
D 0.00794 0.00153 0.02 59.94 162533883 0.0116 

(d) 

5.2 Comportamiento en compresión. 

En la Figura 5.2 se presentan las curvas Fuerza-defomación correspondientes a los extensómetros que 
estuvieron sujetos a compresión, en las mismas muestras estudiadas. Como se puede ver el 
comportamiento es similar al observado en la parte que estuvo sujeta a tensión; sin embargo, la magnitud 
de la fuerza necesaria para que ocurriera el cambio de pendiente, fue mayor que en tensión. Lo anterior se 
relaciona con la disimetría entre el comportamiento en tensión y compresión que presentan los materiales 
con memoria de forma reportada en la literatura [33]. 
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Figura 5.2. Curvas Fuerza-Deformación correspondientes a los extensómetro que estuvieron sujetos en 
compresión para: a) Muestra A, b) Muestra B, c) Muestra C, d) Muestra D. 
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Según se ha reportado en la literatura (47,48], en la transformación martensítica inducida por esfuerzo en 
elementos sujetos a estados de esfuerzos combinados, el patrón que rige el inicio de la transformación es 
distinto para esfuerzos de tensión y compresión. De hecho se ha reportado que para cargas que generan 
esfuerzos principales positivos, el patrón es un tanto similar al criterio de cedencia de Von-Mises, sin 
embargo, en la región donde ambos son negativos el comportamiento cambia drásticamente. 

5.3.- Variación de la rigidez. 

En la Figura 5. 1, en la que se muestra el comportamiento F-E, correspondiente a cada muestra, se puede 
apreciar que para valores de fuerza ligeramente superiores a aquellos para los cuales se presenta el cambio 
de pendiente, las deformaciones van creciendo a una razón mayor que en la región precedente donde la 
pendiente de la curva se aprecia más grande. Es claro también para el primer extensómetro que cuando F 
es ligeramente mayor que el valor al cual se presenta el cambio de pendiente, en el segundo extensómetro 
el comportamiento sigue siendo lineal, es decir, que no aparece el cambio de pendiente. A valores 
mayores de la fuerza, llegará el momento en que en ambos casos habrá aparecido el cambio de pendiente y 
por tanto las deformaciones caerán en la región donde la pendiente es menor. 

De lo anterior se puede inferir que, si tuviéramos extensómetros colocados en posiciones intermedia entre 
x1 y x2, al ir incrementando la carga observaríamos como empieza a aparecer el cambio de pendiente de 
manera sucesiva en cada curva F-e, conforme incrementara la carga. Es decir que podríamos decir que la 
región en la cual va apareciendo la nueva fase, o más bien aquella donde el material empieza a 
transformar, va avanzando conforme incrementamos la carga. 

Por otro lado, en la Figura 5.3 se presentan una serie de curvas Módulo elástico-Fuerza (My-F) 
correspondientes a cada una de las muestras ensayadas. Como se puede apreciar, conforme aumenta la 
fuerza My disminuye. Así mismo, se puede ver en la Figura 5.3 que la disminución de My comienza 
aproximadamente al mismo valor de la fuerza al que se presentó el cambio de pendiente en el primer 
extensómetro. 
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Para comprender los aspectos anteriores, comenzaremos analizando el comportamiento: deformación 
normal- posición del extensómetro (Ex-x) a partir de la ecuación 5.1. Como se puede ver fácilmente, dicha 
ecuación tiene como representación gráfica una recta que pasa fuera del origen con pendiente negativa. es 
decir: 

6Fl 6F 
e =-----x 

X Ebh 2 Ebh2 
(5.4) 

Donde, claramente se ve que la pendiente incrementará conforme incremente la fuerza aím cuando el 
Módulo de Young sea constante. Así mismo, la ordenada al origen de la recta incrementará cuando F 
incremente. Este comportamiento puede ser apreciado en la Figura 5.4 donde se presentan curvas E,-x para 
distintos valores de carga en una muestra de aluminio comercial (muestra E) instrumentada con 4 
extensómetros a lo largo del eje de la viga. 
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Figura 5.4.Comportamiento Ex-X para la muestra E fabricada con aluminio comercial 
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Considerando el comportamiento descrito por la ecuación 5.4 si el Módulo de YoW1g disminuye, la 
pendiente de la curva e:,-x sufriría un incremento mayor que el esperado para un incremento dado en la 
fuerza. Si esto ocurriera de manera que sólo en alguna región de x se presentara una disminución del 
Módulo de Young entonces la recta prevista por 5.4 seria reemplazada quizá por dos rectas con pendientes 
diferentes y que cortan entre sí en algún valor de x. Esta situación sería equivalente a tener presente en la 
viga dos propiedades elásticas distintas, una de ellas menor que la otra. 

De lo anterior, tenemos que en el material con memoria de forma el crecimiento de la nueva fase a través 
de la muestra, puede ser visto como un incremento localizado en la pendiente de la curva e:x-x en aquella 
región, donde el material se encuentra en transición o bien ya ha transformado. I,,o anterior puede ser 
apreciado con mayor claridad en la Figura 5.5. 

x1 x2 X 

Figura 5.5. Curva Ex-X hipotética que ilustra la forma en que se vería la aparición y crecimiento de la 
nueva fase con un Módulo elástico menor. 

Otra forma de interpretar la variación en el Módulo de YoW1g en la muestra, a partir de la deformación 
registrada en los dos extensómetros instalados, consiste en obtener la siguientes relaciones derivadas de la 
ecuación 5.1: 

De donde: TESIS ºco?Y __ _ 
FALLA DE ORIGEN 

Obviamente, para W1 material linealmente elástico, el módulo de Young se mantendrá constante lo cual 
significaría que: 
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Un caso de un material con módulo elástico constante, puede ser apreciado en la Figura 5.6 donde se 
muestra una gráfica ME-F correspondiente a la muestra E fabricada con aluminio comercial. 
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Figura 5.6. Curva Módulo de Young-Fuerza correspondiente a Ja muestra E. 

Volviendo a los materiales con memoria de forma, tenemos que el comportamiento observado en la 
Figura 5.3 puede ser visto como un efecto de pérdida de rigidez reversible asociado a la aparición y 
crecimiento de Ja fase martensítica en la viga. 

El efecto de pérdida de rigidez ha sido reportado en materiales con memoria de forma sujetos a flexión a 
carga constante y temperatura variable [19,22]. Dicho efecto es esencialmente el mismo que el observado 
en los experimentos mostrados en el presente trabajo ya que, como se sabe, la aplicación de esfuerzo y la 
disminución de la temperatura son equivalentes para la transformación martensítica [4]. En realidad, en 
los trabajos reportados se han realizado pruebas en flexión donde se midió el desplazamiento que sufre el 
punto de aplicación de la carga al variar la temperatura, manteniendo la carga constante, el 
comportamiento observado puede ser apreciado en la Figura 5.7. Dicho comportamiento puede ser 
explicado de distintas manera, una de ella fue propuesta por Cortes [39,49] usando un modelo de 
plasticidad para simular el comportamiento en tensión observado en materiales con memoria de forma. 
Aunque dicho modelo permite predecir el comportamiento mostrado en Ja Figura 5.7, presenta 
indeterminaciones cuando se desea calcular el comportamiento en un caso bidimensional. 
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Figura 5.7. Curva Desplazamiento-Temperatura correspondiente a una muestra sujeta a flexión en 
cantilever con carga constante aplicada en su extremo libre [45] 

Como se puede ver, los resultados que se obtuvieron muestran que la transformación martensítica en la 
viga aparece cuando el esfuerzo normal alcanza cierto valor crítico y va creciendo conforme la carga 
incrementa. Así mismo dicho fenómeno causa un efecto de pérdida de rigidez en la viga la cual es 
reversible al retirar la carga. No obstante también los resultados muestran que en la aparición y 
crecimiento de la nueva fase en la viga no se siguen patrones idénticos en tensión y en compresión, sin 
embargo, tampoco es considerablemente diferente. 

Considerando los resultados obtenidos en las pruebas realizadas, podemos decir que el criterio 
fundamental empleado para obtener el modelo desarrollado en el capítulo 3 que considera que la nueva 
fase va apareciendo y creciendo a través de la muestra, en aquellas zonas donde el esfuerzo normal es 
igual o mayor al esfuerzo crítico en una prueba en tensión simple - es razonable y por ello puede ser 
empleado para analizar el comportamiento de un elemento sujeto a flexión. 

Cabe mencionar que en las pruebas realizadas, se pudo seguir la evolución de la transformación sólo en la 
región de la viga donde los esfuerzos de corte son cero. No obstante lo anterior, se puede demostrar que 
las zonas de transfomlación calculadas con el criterio empleado en el presente trabajo y aquellas que se 
obtendrían empleando el criterio de Von-Mises coinciden con bastante aproximación prácticamente en 
todo el intervalo de temperaturas en el que se aplica el modelo. De cualquier manera, un estudio que 
permita seguir con mayor detalle la evolución de la transformación martensítica en regiones donde se 
presentan estados de esfuerzos combinados, es decir donde se presenten esfuerzos de tensión y de corte, es 
un trabajo que se propone como continuación del presente. 
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5.4 Comportamiento Desplazamiento-Temperatura 

En Ja Tabla 5._2 presentan las dimensiones de dos muestras ensayadas en flexión, en un arreglo en 
cantilever con carga pW1tual constante en su extremo libre, a temperatura variable. Así mismo, en la 
Figura 5.8 se presenta W1a comparación del comportamiento Desplazamiento-Temperatura, para el pW1to 
de aplicación de la carga, observado experimentalmente y el calculado empleando las ecuaciones 3.6 y 3.8 
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Tabla 5.2. Característica de muestras sujetas a flexión 
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Figura 5.8. Comparación entre datos experimentales y valores calculados por las ecuaciones 3.6 y 3.8 
correspondientes a las dos muestras listadas en al tabla 5.2. 

Como se puede ver, los valores calculados con el modelo que se propuso en el capítulo 3 se aproximan 
convenientemente a los obtenidos experimentalmente, por lo que podemos decir que nuestro modelo 
puede ser empleado para simular dicho comportamiento sobre todo si no se requiere de gran precisión. Las 
dispersiones observadas entre las curvas experimentales y las teóricas, empleando nuestro modelo, pueden 
ser atribuidas a diversas razones, entre ellas al hecho de que no fue considerada la disimetría del 
comportamiento en tensión y compresión. 

Es importante destacar que dos muestras no son suficientes para validar un modelo, sin embargo, los 
resultados mostrados en las primeras secciones del presenta capítulo validan, de alguna manera, la 
hipótesis fundamental del modelo desarrollado en el capítulo 3 lo cual fortalece considerablemente al 
mismo. 
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Conclusiones 

Los resultados que se presentaron en el capítulo anterior nos permiten llegar a las siguientes conclusiones: 

La transformación martensítica inducida por esfuerzo en un elemento mecánico, tipo viga en cantilever, 
sujeto a flexión se presenta en aquellos puntos donde el esfuerzo normal alcanza el valor del esfuerzo 
crítico en una prueba en tensión simple. 

Conforme incrementamos la carga, se presenta un crecimiento de la zona donde el material ha 
transformado y/o se encuentra en transición. 

Dado que en los materiales con memoria de forma, la aplicación de esfuerzo es equivalente a la 
disminución de temperatura, en una muestra que se encuentra en fase austenítica, entonces podemos decir 
que al aplicar una carga constante y disminuir la temperatura se presenta también un crecimiento de la zona 
donde el material ha transformado y/o se encuentra en transición. 

El modelo que se propone es capaz de reproducir el comportamiento desplazamiento-temperatura para los 
siguientes casos: 

1.- En una viga en cantilever con carga puntual en su extremo libre: 

• En el punto de aplicación de la carga. 

• Para todo el eje neutro. 

2.- Para otros arreglos de flexión tales como vigas .simplemente apoyadas con carga puntual. 

El modelo propuesto permite calc,ular el comportamiento d~splazamie~to-fuerza para los mismos casos 
mencionados-° · · · · · · 
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