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Introducciéon

En el capitulo 1, sc da una breve introduccién a la Teoria de las Graficas y
se presentan conceptos basicos de la Teoria de la Complejidad Algoritmica,
comenzando con la definicién formal de un algoritmo utililizando mAquinas
de Turing y continuando con la descripcién de las clases de problemas P y
NP, finalmente concluimos este capitulo presentando un procedimiento para
demostrar cuindo un problema es NP — Completo.

En cl capitulo 2, sc estudian teoremas relacionados con el ancho de banda
de una grifica, el cual lo podemos definir de la siguiente forma:

Dada una gréifica G con al menos una arista, sea V(G) el conjunto de
vértices de G y E(G) el conjunto de aristas. Definimos una numeracién f
para los vértices de G como una funcién inyectiva de V(G) a los enteros
positivos.

Sea

By

B =i, 170 ~ 70D

B(G) =mfin By

A B sc le denomina el ancho de banda de G relativo a f y a B(G) sele
denomina el ancho de banda de G.

Quizi la méas importante aplicacién de ln nocién del ancho de banda
aparece en conexién con matrices ralas. Dada una matriz rala de tamaiio
nxn, A= (ai;), sca G la griafica cuyo conjunto de vérticeses V = {vy,....., vz}
donde v; es adyacente a v; para i # j si y solo si a;; 5 0 o q;; # 0. Entonces
B(g) < k si y solo si existe una matriz de permutacién P tal que todos
los elementos distintos de cero de PT AP se encuentran sobre la diagonal
principal o sobre alguna de las &k primeras superdiagonales o las k& primeras
subdiagonales.

En cilculos que envuelven matrioes ralas de gran tamaiio es deseable
tener una matriz almacenada de tal forma, que todos los elementos distintos
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de cero se encuentren tan cerca de la diagonal como sea posible; ya que de
esta forma la matriz puede manipularse, en la mayoria de los casos, con un
considerable ahorro de tiempo y espacio de almacenamiento.

Finalmente, en el capitulo 3 encontramos que mientras el problema de
encontrar el ancho de banda de una grifica es N P—Completo existen algunas
clases de grificas para las cuales es posible encontrar su ancho de banda en
tiempo polinomial y en particular podemos ver que si realizamos cierto tipo
de operaciones locales en grificas podemos encontrar cotas superiores para
el ancho de banda de la grafica resultante en términos del ancho de banda
de la gréfica original y en algunos casos podemos encontrar la renumeracién
Sptima para estas graficas.



Capitulo 1

Graficas y Complejidad
Algoritmica

En este capitulo introduciremos el lenguaje basico de la teoria de las graficas
y de la teoria de la complejidad algoritmica. Las definiciones y conceptos
esbozados aqui servirdn posteriormente como material de apoyo para los
siguientes capitulos.

§1.1 Teoria de las Graficas.

Esta seccién presenta la terminologia basica y algunos resultados elementales
de la teoria de gréificas.

Una gréfica G = (V, E) consiste de un conjunto finito no vacio
V = {v1,v2,...., Vp} cuyos elementos' son llamados vértices junto con un
conjunto no ordenado E = {e,e3,....eq} cuyos eclementos son subconjuntos
de V de tamafio 2 denominados aristas, esto es , ex = (¢,j), donde 3,5 € V,
y se llaman los extremos de la arista ey. Denotaremos el nimero de vértices
en una grafica por p = [V| y el niimero de aristas por g = |E|.

11.a signiente es una lista de sinénimos que son utilizados en la litcratura: punto-linea,
vértice-arista, mnodo-arco, O-simiplejo-1-simplejo.



Ejemplo 1.1.1

G = (V(@),E(G)) en donde

V(G) = {v1,v1,0s,v4 V5,6 Vry Usy 09}

E(G) = {eheza €3, €4y €5, €6, €7, es}
er = (v,v7), ez=(v1,v5), es= (vavs)y es= (v4,%7),
es = (vgvs), e6= (vs,vs), er=(v3,v3), es= (vsv3).

La representacién geométrica de una grdfica tiepne lugar como un con-
junto de puntos (vértices) en el espacio los cuales estin interconectados por
un conjunto de lineas (aristas). Los puntos o vértices estin colocados arbi-
trariamente en el plano, y una linea conecta a la parcja de puntosi y 7 si y
solo si e = (4,j) € E.

Ve
Vi Y3
e e, €,
v, . €7
s v, V.
] 2
V' €g
e, [

Figura 1.1: Representacién geométrica de una grifica

Si una arista e tiene a v como extremo, entonces decimos que e es
incidente con v. Si (u,v) € E entonces u se dice ser adyacente a v. De
forma semejante se tiene que dos aristas son adyacentes si tienen un extremo
en comin. En la figura 1.2 se ilustra esta definicién mediante la grafica G, los
vértices u y v son adyacentes pero u y w no lo son; mientras que las aristas
x y ¥ son incidentes pero no lo son z y =.



Figura 1.2: Grifica que ilustra la definicién de adyaoencia.

El grado de un vértice v, que se denota d(v), es el niumero de aristas
incidentes con v y también lo podemos definir como el mimero de vértices
adyacentes con . Un vértice para el cual d(v) = 0 es lamado un vértice
aislado. El siguiente teorema se refiere a los vértices de una grafica.

Teorema 1.1.1 El nimero de vértices de grado impar en una grdfica es par.

Demostracidn:
Como cada arista tiene dos extremos entonces

2B =3 d(v)
sV
Sean V; y V; tales que:
Vi = {v; € V[d(v;) = 2k } (vértices de grado par)
Vi = {v; € V|d(v;) = 2k + 1} (vértices de grado impar), k € N
De aquique V=V UV y
2B =% d(v)= X% d(uw)+ 3 d(v;)
eV wEVL v;€EVa
para alguna n € N
2n=2|E|- ¥ d(w)= 3 d(v;)
%EWV v;€EVa

por lo tanto el mimero de vértices de grado impar es par B



Figura 1.3: Una gréifica y su complemento.

El complemento de una grafica G = (V, E) es la griafica G° = (V, E°), en
donde E° = {e : e ¢ E}, es decir, dos vértioes son adyacendentes en G° si y
solo si estos no son adyacentes en G.

Dos graficas Gy H son isomorfas (sc escribe G &2 H ) si existe una
correspondencia uno a uno entre los vértices de G y los vértices de G
que preserva adyaccndias. Es decir, Gy H sc dicen isomorfas si existen
biyecciones 8 : V(G) — V(H) y ¢ : E(G) —» E(H) tal que e = (u,v) €
E(G) si y solo si ¢p(e) = (8(u),0(v)); al par de funciones (9, ¢) se le llama
un isomorfismo entre G y H. Para mostrar que dos graficas son isomorfas,
basta con indicar un isomorfismo centre cllas. Por ejemplo, las grificas de la
figura 1.4 son isomorfas (ambas representa a K3 3); cl par de funciones (8, ¢)

definidas por
Ov1) = uy, B(va) = uz, O(vs) = us, O(ve)=us O(vs)=1us, O(vg)=us
Yy

4’(51) = a, d’(eﬂ) = b, ¢(83) = €
Pled) = d, o¢les)=e, oles) =1,
¢(57) = 9 ¢(EB) = h, ¢(eg) =1
es un isomorfismo entre las griaficas
A continuacién introduciremos algunas clases especiales de graficas.
Una grifica G = (V, E) en dondc todo par de vértices distintos son adya-
centes se lama completa. La grifica completa con 1 vértices se denota por
K. La figura 1.5 mucstra una grafica completa con 5 vértices Is.
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Figura 1.4: Dos diferentes representaciones de Ky 3.

Eun una grifica regular todo los vértices ticnen el mismo grado, si este es k
entonces la grafica es lamada k-regular. Nétese que K, es (n—1)—regular. La
figura 1.6 muestra dos ejemplos de gréficas regulares, nétese que la primera
de ellas es la grdfica completa con 4 vértices.

Una grifica G = (V, E) es lamada bipartita si existe una particién de
V en dos conjuntos V; y V; ajenos, no vacfos y cuya unién es V, tal que
cada arista de G tienc un extremo en V) y el otro en V2. Si cada vértice
de V) estd conectado a cada vértioe de 1V, cntonoes G se dice que es una
grafica bipartita completa. En este caso denotamos la grifica por K, ,, donde
[Vil = n y |Vz| = m. Podemos hacer una gencralizacién de la definicién de
graficas bipartitas a graficas k-partitas donde & es un entero mayor que 2.

Grifica bipartita. Ejemplos de graficas k& — partitas completas.
Una grifica H cs una subgrdfica de G (se escribe H C Q) si V(H) € V(G)



Figura 1.5: Gréafica completa con 5 vértices Kp

Figura 1.6: Graficas 3 — regulares, también llamadas cibicas.

y E(H) C E(G), es decir H es una graifica que tiene todos sus vértices y aris-
tasen G. SiH esunasubgrifica de G entonces G es llamada una supergrdfica
de H. Cuando H C G pero H # G, se dice que H es una subgrifica propia
de G. Una subgraifica generadora es upa subgrafica que contiepe todos los
vértices de G. Una subgrdfica de G inducida por un subconjunto de sus
vértices, V' C V , es la grafica consistente de V’ y las aristas de G que ten-
gan ambos extremos en V’. Se denota como (V’). En la figura 1.7 , G3 es
subgrifica generadora pero G; no lo es; G es una subgrafica inducida pero
G2 no.

Las siguientes definiciones juegan un papel importante en teoria de las
graficas. Una sucesidn alternada de vértices y aristas v, €p, U1, €15 U2+ - « y €k—1y Uk,
k > 1, es llamada un camino. Una secuencia como la anterior en ocasiones
se denota también por vy, V1, V3y.. . Vpe1, Uiy & = 1 y es llamada un 75 — v



G,:

Figura 1.7: Una gréfica y dos de sus subgraficas.

camino si (vi—1,%;) € E(G) parai = 1,...,k. El nodo v se denomina origen,
el nodo v, destino y los nodos {vy, Vg, ..., Vx~1} nodos intermedios. También
podemos representar un camino como una sccuencia de aristas ey, ez, ..., ex,
donde e; = (v;—;,%) € E para i = 1,...,k. La longitud de un camino

Vgy ViyVUgy. -« y Uk O €)1,E3,...,€, € k, el nimero de aristas que contiene. Un
camino es llamado una paseo si todas las aristas son distintas. Anilogamente
un camino cs llamado trayectoria si no repite vértices. Un v — vy camino es
cerrado si vg = vyx. Llamamos ciclo a un paseo ccrrado en donde los vinicos
vértices que se repiten son el inicial y el final. Una grifica se dice actclica si
no contiene ciclos.

En la grifica G de la figura 1.8, vy, vz, v, v2, ¥3, v5 €3 un camino el cual
no €s una pasco; Uy, Uz, Us, Us, U2, U3 €S un pasco ¢l cual no es una trayectoria;
1, V2, U5, U4 €S una trayectoria y vy, vz, vs, 5, 4 €8 un ciclo.

Vv, v,

v, v, v

Figura 1.8: Una grifica para ilustrar la definicién de camino.
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Se denota por C,, a la grifica que es un ciclo con n vértices y por P, a
una trayectoria con n vértioes.

»
- g
»

e s
6

Figura 1.9: Ciclo con 7 vértices C; vy trayectoria de 5 vértices Ps.

Dos vértioes v; y v; se dice que estdn conectados si existe una trayectoria
de v a v;. Por convencién cada vértice esta concctado con si mismo.

La conexidad es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de vértices
de una gréafica. De aqui que induzca una particién de dicho conjunto en
subconjuntos Vi, V3, ..., Vi, en donde un par de vértices estin relacionados si
y solo si estin en el mismo subconjunto. Las subgraficas inducidas por los
subconjuntos de vértices W}, V3, ..., Vi son llamadas las componentes conexas
de la grafica. Una gréfica es conezxa si tiene una sola componente, en otro
caso se dice que es disconeza.

Una subgrédfica generadora de una grafica concxa G es una subgrafica de
G que se obtiene climinando solo aristas de forma tal que cualquier par de
vértices queden conectados, es decir se eliminan ciclos.

Sea H una componente conexa de & . Si H — v cs disconexa, entonces
v se denomina punto de corte. Si H no conticne puntos de corte entonces
decimos que H es un blogue, algunas veces tambidn sc le llama una grifica o
componente 2-coneza. Si H contienc una arista e tal que H — e no e¢s conexa,
entonces e sc dice que es una arista de corte o puente. A los puntos que no
son de grado 1, ni tampoco son de corte se les lama de articulacidn.

Una grafica con uno o mas puntos de corte es llamada una grafica sepa-
rable. Esto sc reficre al hecho de que los bloques de una grafica scparable
pucden identificarse desconectando la gréfica por cada punto de corte en
turno de tal forimna quec cada componentc de la nueva grifica contiene una
copia del punto de articulacion. Es claro gque cualquier gréifica es el resultado



de la unién de sus bloques.
Una clase importante de grdficas son los drboles, en donde un drbol es
una grafica conera y aciclica. Un bosque es una grifica cuyas componentes

R

Figura 1.10: Ejemplo de un arbol

Proposicién 1.1.1 Sea G = (V, E) una grdfica con p vértices. Las siguien-
tes proposiciones son equivalentes.

1. G es un drbol.

2. Eriste una tdnica trayectoria entre cualquier par de vértices en G.
8. Gesconerayp=gq-+1.

4. G es aciclica yp=q-+ 1.

5

. G es aciclica y si cualquier par de vértices no adyacentes de G son
unidos por una arista e, entonces G + e tiene eractamente un ciclo.

6. G es conexa, no se trata de K, para p > 3 y si cualquier par de vértices
no adyacentes de G son unidos por una arista e, entonces G + e tiene
eractamente un ciclo.

7. G noesni K3UK, ni K3UKR,, p= q+ 1 y si cualquier par de vértices
no adyacentes de G' son unidos por una arista e, entonces G + e tiene
eractamente un ciclo.



10

Los drboles son graficas que tienen la propiedad de ser las gréificas conexas
minimas con respecto al n\imero de aristas. Para una demastracién de 1.1.1
vease (9] Harary.

La distancia d(u,v) entre dos puntos z y v en G es la longitud de una
trayectoria de longitud minima que los une; en otro caso d(u,v) = oo. Si
G cs conexa, la distancia es una métrica,es decir para todos los puntos u, v,
w € V(G) se comple que

1. d(u,v) 20, con d(u,v) =0siy solo si u=v.
2. d(u,v) =d(v,u)
3. d(u,v) +d(v,w) = d(u, w).

La excentricidad e (v) de un vértice v se define como la distancia maxima
que existe entre €l y cualquier otro vértice de G. Esto se puede expresar:

e(v) = max, {d(u,v)}

El didmetro de una grifica G corresponde a la excentricidad méxima
calculada sobre el conjunto de vértices de G es decir:

D (G) =max {e(v)}

Andlogamente definimos el radio de una grifica G como la exocentricidad
minima sobre el conjunto de vértioes de G, y lo denotamos como:

v (G) =mip {e (v)}

Un punto v se dice punto central si e (v) = 7(G) y el centro de G es el
conjunto de todos sus puntos centrales.

Decimos que un nodo es periférico si su excentricidad es igual al didmetro
de la gréfica; de aqui que la periferia de una grafica G sea el conjunto de nodos
periféricos:

Periferia(G)= {veV|e(v)=D(G)}

En la grafica de la figura 1.11 se muestra la excentricidad de cada punto.
Esta gréifica se trata de un drbol con didmetro 7, radio 4, y el centro consiste

{
H
H
i
i
i
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[ 2L}

6

7
5
7

7

Figura 1.11: Las excentricidades de los vértices de un arbol.

de los dos vértices « y v con la minima excentricidad que es 4 y todos los
vértices de excentricidad 7 forman la periferia de la grafica.

Una grdfica dirigida o digrdfica D = (V,.A) consiste de un conjunto no
vacio V = {v;,v3,...,Vn} cuyos elementos se llaman vértices y un conjunto
A = {a1,a3,...,ay,} cuyos clementos son subconjuntos ordenados de V de
tamaifio 2 llamados arcos. Para el arco (v;, v;) , se entiende que la direccién va
del primer vértice v; al segundo vértice v;. En una digrafica, (v, v;) y (vj, w)
son elementos distintos. Geométricamente representamos una digrifica con
flechas o arcos para indicar el orden. En la figura 1.12 podemos observar una
digréfica.

Figura 1.12: Representacién geométrica de una digrafica.

Para completar las definiciones necesarias de Teoria de Graficas en este
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trabajo, introduciremos €l concepto de graficas con peso. En algunas apli-
caciones es natural asignar un mimero a cada arista de una grdfica. Para
cualquier arista e el niimero al cual nos referimos se escribe como w (e) y es
llamado el peso de la arista. Naturalmente la grifica en cuestién es llamada
grifica con peso. El peso de una gréifica es igual a la suma de los pesos de
sus aristas.

§1.2 Complejidad Algoritmica
1.2.1 Problemas, Algoritmos y Complejidad.

Para nuestros propésitos un problema sera una pregunta general para ser
contestada. Usualmente esta pregunta posee algunos pardmetros o variables
libres, cuyos valores no se especifican. Un problema se describe por medio
de:

(1) una descripcién general de todos sus pardametros y

(2) un enunciado de cuales propiedades de la respuesta o solucién son
requeridas para satisfacer el problema.

Una instancia de un problema se obtiene especificando valores particu-
lares para todos los pardmetros del problema.

Ejemplo 1.2.1 Como un ejemplo, consideremos el cldsico ”"problema del
agente viajero.” Los pardmetros de este problema consisten de un conjunto
finito C = {c1,Cay.....stm} de “ciudades” y para cada par de ciudades (cir €5)
en C la "distancia” d(ci, c;)entre ellas. Una solucion es un ordenamiento
Crr(1)s Crr(a)s -eeen )y Cr(m) ) que minimice el recorrido entre las ciudades dadas. Es
cir tendremos que calcular:

min { (m_z_: d (cw(i)’ cw(.'-u))) +d (cvr(m)1 cvr(l)) }

Esta expresion representa la longitud de un recorrido que comienza en cr(1y,
visita cada una de las ciudades y después regresa a cn(1) directamente de la
dltima ciudad Cr(m)-

Una instancia del problema del agente viajero, ilustrada en la figura 1.13,
esta representada por C = {cj,ca,¢c3,4}, d(e1,c3) = 10, dfe1,c3) = 5,
d(ci,cq) = 9, d(cz,c3) == 6, d(cz,¢c4) = 9 y d(cs,cs) = 3. El ordenamiento
{c1, €2, €q,c3) es una solucidn para esta instancia y corresponde al recorrido
de minima longitud posible : 27.
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Figura 1.18: Una instancia del problema del agente viajero y un recorrido de
longitud 27, el cudl es el minimo posible en este casa.

Los algoritmos son en general pasos de procedimientos que se siguen para
resolver un problema. Concretamente podemos suponerlos como programas
escritos en algiin lenguaje, procesados en una computadora.

Se dice que un algoritmo resuelve un problema [] si éste puede ser aplicado
a cualquier instancia J de [| y se garantiza que siempre se produce una
solucién para la instancia 7. En este caso el término "solucién” es entendido
estrictamente en el sentido introducido con anterioridad, de modo que, en
particular, un algoritmo no resuelve el problema del agente viajero a menos
que siempre copstruya un ordenamicnto que proporcione un recorrido de
longitud minima.

En general estamos interesados en encontrar el algoritmo mds "eficiente”
para resolver un problema. En el sentido mas amplio, la nocién de eficiencia
relaciona todos los recursos de cdmputo necesarios para ejecutar un algo-
ritmo. Sin embargo por algoritmo "mads eficiente” entenderemos de aqui en
adelante el mas rdpido. Como los requerimientos de tiempo son frecuente-
mente un factor dominante ya sca que un algoritmo especifico sea lo bas-
tante eficicnte para usarse en la priactica o no, a partir de este momento nos
concentraremos primordialmente en este recurso en particular al analizar la
eficiencia de un algoritmo.

Los requerimientos de tiempo de un algoritmo son expresados por con-
veniencia en términos de una variable simple, el ”tamafio” de una instancia
del problema, el cual refleja 1a cantidad de datos de entrada necesarios para
describir la instancia. Esto es conveniente ya que esperamos que la dificul-
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tad relativa a cada instancia de un problema varie aproximadamente con su
tamaifio. Frecuentemente €l tamaiio de las instancias de un problema son me-
didas de mancra informal. Para el problema del agente viajero por ejemplo,
el niimero de ciudades es comminmente usado como tamaiio de problema. Sin
embargo una instancia que invohiucre m ciudades del problema incluye una
coleccién de m (m — 1) /2 ndmeros para definir la distancia entre las ciudades
y el tamano de estos mimeros también contribuye en la cantidad de datos
de entrada. Por lo tanto, si vamos a tratar los requerimientos de tiempo
precisamente de manera matematica, tenemos que tener cuidado al definir el
tamaiio de las instancias de tal forma que todos estos factores sean tomados
en cuenta.

Para hacer esto observemos que la descripcién de una instancia del pro-
blema que proporcionamos como entrada para la computadora puede ser
vista como una simple cadena de simbolos seleccionados de un alfabeto finito.
Aunque existen muchas maneras diferentes para describir un problema, pode-
mos suponer que una en particular ha sido elegida de antemano y que cada
problema tiene asociado con ésta un esquema codificador fijo, €l cual trans-
forma las instancias del problema en las cadenas que las describen. La lon-
gitud de entrada para una instancia I de un problema II se define como el
nmimero de simbolos en la descripcién de I obtenidos del esquema codificador
para II. Este mimero es la longitud de entrada y es usado como la medida
formal del tamafio de la instancia.

La funcidn de tiempo-complejidad para un algoritmo expresa, sus requer-
imientos de tiempo dando, para cada posible longitud de entrada, la mayor
cantidad de tiempo necesario para el algoritmo para resolver una instancia
del problema de tal tamafio. Por supuesto esta funcién no esta bien definida
hasta que uno fija cl esquema codificador que se usari para determinar la
longitud de entrada y la computadora o ¢l modelo de computadora que se
usard para determinar ¢l tiempo de ejecucién.

La complejidad de un algoritmo es simplemente el nimero de pasos com-
putacionales (sumas, multiplicaciones, comparaciones, etc.) que se requieren
para transformar la entrada de datos en el resultado de un cémputo. General-
mente ésta es una funcién de la cantidad de datos de entrada, cominmente
llamada el tamanio del problema. Para algoritmos cn Teoria de las Graficas
el tamafio del problema es determinado por una o quizd ambas variables,
Vi=py|El=4q

Para un problema de tamario s, denotamos la complejidad de un algoritmo
A de gréficas por C, (s), podemos omitir el subfndice A cuando no existen
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ambigiiedades. Cj4 (s) puede variar significativamente si un algoritmo A es
aplicado a graficas estructuralmente diferentes, las cuales no obstante son del
mismo tamaifio. Necesitamos por consiguiente ser mas especificos en nuestra
definicion. En este trabajo, C, (s) significara la complejidad en el peor caso.
Es decir, es el mimero maximo sobre todos los tamaiios de entrada s, de pasos
computacionales requeridos para la ejecucién de un algoritmo A. El tiempo-
complejidad esperado es el promedio sobre todas las entradas de tamafio s,
del mimero de pasos computacionales requeridos.

Las complejidades de dos algoritmos para el mismo problema en general
difieren. Secan A4; y A; tales algoritmos y suponemos que Cly, (1) = %nz
y que Cj4, (n) = 5n. Entonces decimos que A; cs mas rapido que A, para
todos los problemas de tamaifio 7 > 10. De hecho cualesquiera que scan los
coeficientes de n? y n en estas expresiones, con la restriccién de que tienen
que ser positives, Az podria ser mas rapido que A, para todo . mayor que
algin valor ng. Esto se debe a que el crecimiento asintético de la funcién
cuando el tamaiio del problema tiende a infinito es mds rdpido en el caso de
n? que el de n. La complejidad de A; sc dice que es de menor orden que la
de A].

1.2.2 Definicion del orden dc una funcién

Definicién 1.2.1 Dadas dos funciones positivas F y G cuyo dominio sean
los nimeros naturales, decimos que el orden de F es menor o igual al orden
de G si existen k y ng constantes positivas tales gue:

F(n) < K.G(n) vV n>mng

Si el orden de F es menor o igual que ¢l orden de G entonces escribi-
mos F' = O(G) o decimos que F es O(G). F y G son del mismo orden si
sc cumple que F = O(G) y que G = O(F). Es conveniente escribir 6 (G)
para especificar el conjunto de todas las funciones que son del mismo orden
que G. Aunque hemos definimos a 6 (G) como un conjunto, por convencién
escribimos F' = 8 (G) para referirnos al hecho F' € 6 (G). Nustrando estas
definiciones, vemos que 5n es O (%n’) pero que 5n % @ (%n’) porque in?
no es O (5n2). Notemos que los términos de menor orden de una funcién
pueden ser ignorados al determinar el orden total. Esto significa, por ejem-
plo, que el polinomio (3n® 4 612 + n + 5) es O (3n*) . Es conveniente cuando
especificamos el orden de una funcién hacerlo en términos de la funcién repre-
sentativa mas simple. Por ejemplo (3n® + 6n?) es O (n®) y (%n’) es O (n?).
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1.2.3 Definicién alterma del orden de una funcién

Cuando comparamos dos funciones en términos de su orden, es conveniente
tomar la siguiente definicién alternativa. Sea lim F(n)/G (n) = L, vemos
que:
(2) Si L = a constante positiva, entonces F =6 (G) .

(#%) Si L = 0, entonces F es de orden menor que G.

(#i2) Si L == oo, entonces G es de orden menor que F.

Para ilustrar esta definicién tomemos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2.2 Sean F(n)=3n? —4n+2 y G (n)=in.
Entonces L = lim F (1) /G (n) = lim E_F‘n:&’ = 6,
2
por lo tanto F =6 (G).
Ejemplo 1.2.3 Sean F(n)=log;n y G(n)=n
Entonces L = lim F (n)/G (n) = lim losan
lim 37 .log;e = lim (lge‘zs) =0
En este caso podemos utilizar la regla de L’HGpital ya gque se cumple que
iz, F(n) = ligg, G (n) = 00
y dado que las derivadas F'y G’ y el limite existen, entonoces:

. F(n) . F(n)
A, G(n) n—e G'(n)

Como L = 0, vemos que log; 2 es de orden menor que 7.

Ejemplo 1.2.4 En este caso sean F (n) = z™ y G (n) = n*, donde = y k
son constantes arbitrarias pero fijas, ambas mayores que uno. Definimos
U(n) = F (n) /G (n), asi que:

U(n+1)/U(n) == (n/(n+1))*

Asiparak fija siempre podemos encontrar un valor suficientemente grande
de n, digamos ng, tal que para n > ng:

U(n+1)~z.U(n)

por lo tanto para n > ng

U (n) 2= " "oU (no)
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Y

L =]lim U (n)= oo
Ast que F, funcidn exponencial en n, es de orden mayor gque cualquier poli-
nomio en 1.

1.2.4 Complejidad Asintética

El orden de Cj4 (s) describe el comportamiento asintético de Cy4 (s) cuando
8§ — 00. Si C4 (s) es O (F), entonces A se dice que es un O (F') —algoritmo.
La complejidad asintdtica determina esencialmente .cl tamafio mas grande
del problema que puede ser manipulado. Si dos algoritmos para el mismo
problema son del mismo orden, entonces ninguno funciona significativamente
mejor que el otro. Para s suficientemente grande, la diferencia es insignifi-
cante comparada con la que seria para dos algoritmos de distinto orden.

Un algoritmo se dice scr de tiempo polinomial para un problema X si
C 4 (k) es O (k”) para algin p fijo.

La distincién entre los algoritmos de tiempo polinomial y exponencial
tiene particular significado cuando consideramos la solucién de problemas
de gran tamaiio. En la siguiente tabla sc ilustran las diferencias en la ve-
locidad de crecimiento entre varias funcioncs tipicas de complejidad de cada
tipo, donde las funciones cxpresan el tiempo de ejecucién en términos de
microsegundos. Obsérvese la velocidad explosiva de crecimiento para las dos
funciones de complejidad exponencial.

Resulta interesante realizar un examen de los efectos del perfeccionamiento
de la tecnologia de cémputo sobre algoritmos de cierta complejidad. La si-
guiente tabla muestra odmo ¢l problema de mayor tamafio que puede resol-
verse en una hora, puede cambiar si se cuenta con una computadora 100 o
1000 veces mas rapida que la miquina actual. Obsérvese que con los algo-
ritmos de orden 2™ un incremento del 1000% cn la velocidad de cémputo
lvnicamente incrementa en 10 el tamafio del problema mayor que puede re-
solverse en una hora, mientras que con los algoritmos de orden n® ¢l tamaifio
del problema casi se cuatruplica.

Estas tablas indican algunas de las razones del por qué los algoritmos
de tiempo polinomial son generalmente vistos como maés deseables que los
algoritmos de tiempo exponencial. Este punto, junto con la distincién entre
dos tipos de algoritmos, es central para la nocién de intratabilidad y también
para la teoria de NP-Completes.
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Tamaifio del problema

Funcién de

Tiempa- 0 60
Complcjidad] 10 20 3 40 30
n 0600) | 00002 00003 oooo4 | 00003 | 00006
segundo | segundo | segundo | ssgundo | seymdo | segundo
n? .000) 0004 0006 0016 0023 0036
segundo | segundo |segundo | esgundo |segundo | sepundo

nd 004 008 027 084 125 216
segundo | segundo | segundo | segunde | segundo | segundo

n® 1 32 243 17 s2 10
segundo | segundos | segundos | minuios munmos minulos

2" 001 10 179 127 387 366
soguida | segundo | minutos dine wios aglos

3" 039 58 63 383 20" | 13010
segundo | minutos whos mglos wglos aglos

Figura 1.14: Comparacién de funciones de complejidad de tiempo polinomial
Yy exponendial.

La existencia de un algoritmo para un problema no garantiza en términos
pricticos que éste pueda resolverse. Se dice que un problema no esti bien
resuelto hasta que se conozca un algoritmo de tiempo polinomial para re-
solverlo. Por lo tanto, nos referiremos a un problema como intratable si es
muy dificil que un algoritmo de tiempo polinomial lo resuelva. Diremos que
un algoritmo es eficiente si se trata de cualquier O (P) —algoritmo, donde P
es un polinomio en el tamaifio del problema. Esta distincién entre algoritmos
de tiempo polinomial "cficientes” y algoritmos de tiempo exponencial "ine-
ficientes” admite algunas exocepciones cuando el problema de interés tiene
cierto tamafio. Podemos ver en el cuadro de la figura 1.14 que el algoritmo

de orden 2" es maés ripido que el algoritmo de orden n® para n < 20.

Existen algoritmos de tiempo exponencial que pueden ser bastante qitiles
en la practica. Por ejemplo, en Programacién Lineal el método Simplex es
un algoritmo de orden exponencial, sin embargo en la prictica es bastante
rapido, razén por la cual se recurre a ¢l para resolver una gran cantidad
de problemas. Otro ejemplo serian los algoritmos tipo ”branch-and-bound”
(ramificar y acotar) para el ”problema de la mochila”: han sido tan acertados
que muchos lo consideran como un problema ”bicn resuelto”. Desafortunada-
mente cjemplos como éstos son realmente raros y se conocen algoritmos de
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‘Tamaiio del problema mas grande que puede
resolverse en una hora

Funcién de Con la Can una Con una

Tiempo- P

Complejidad) compuadors | 100 veess | 1000 vecus
n N, 100 ¥, 1000 W,
n? Na 10 N2 | 316 N,
n? N, 4.64 N, 10 N,
i N 25N, | 398N,
o N, N;+6.64 | Ns+9.97
3" N, Ngt4.19 | N, +6.29

Figura 1.15: Efectos del mejoramiento de la tecnologia sobre algunos algo-
ritmos de tiempo polinomial y exponencial.

tiempo exponencial para muchos problemas, pero muy pocos de ellos son
considerados como iitiles en la préactica. Estos resultados sobre los algorit-
mos de orden exponencial mencionados no ha sido obstdculo para que se
contintie investigando sobre la existencia de algoritmos de tiempo polinomial
para resolver estos problemas.

El tiempo de complejidad se define como la complejidad en el peor caso,
y el hecho de que un algoritmo sca de orden 2" significa solamente que al
menos un problema de tamafio n requiere de tal tiempo de ejecucién. La
mayoria de los problemas pueden requerir mucho menos tiempo que ese.

1.2.5 Introduccién a estructuras de datos

En esta seccién introduciremos representaciones elementales de graficas para
propésitos computacionales.



Matrices de Adyacencia y Listas de Adyacencia.

Las estructuras de datos que mostraremos son comunmente usadas para rep-
resentar graficas. En particular veremos que el uso de listas de adyacencia
representa una contribucién importante para la eficiencia de un algoritmo.

Una matriz de adyacencia para la grafica G = (V, E) es una matriz A de
tamaiio n X n, tal que:

. 1 si(4,7) € E,

A7) = { 0 en otro caso.

Si G es una grafica no dirigida entonces A (4, 7) = A(j,1), por lo que si
G es una gréfica dirigida entonces A es generalmente asimétrica.

Para una grifica con n vértices su matriz de adyacencia tiene n® entradas
de aquf que cualquier algoritmo que requiera de inspeccionar estas entradas
serd al menos de orden 1%, perdiéndose asi la posibilidad de contar con un
algoritmo lineal.

Si G es una grifica para la cual el cociente g/p es muy pequeiio su matriz
de adyacencia es rala.Esto significa gran parte de sus entradas son iguales a
oero, almacenarla y operar con ella resulta muy costoso, principalmente en
tiempo de ejecucién, de aqui que debemos contar con otro tipo de representa-
ciones que minimicen espacio en memoria y ticmpo de ejecucién. Seran las
listas de adyacencia o listas ligadas las que nos proporcionaran los requerim-
ientos solicitados.

En la representacién de listas de adyacencia de una gréafica cada vértice
tiene una lista de sus vértices adyacentes asociada.

Ejemplo 1.2.5 Para la siguiente grdfica podemos ver su representacidn por
listas de adyacencia y por matriz de adyacencia:

.

Figura 1.16: Representacidn grdfica de G.
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1+ G335
20 [T3—EL3—~ G0
3~ [(3—Eo—010)

.

s+ EE—~EE—~E 30
6 [T e 3T5]

Figura 1.17: Representacion por listas de adyacencia de la grdfica G.
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§1.3 Introducciéon a NP-Completes

1.3.1 Definicién formal de algoritmo

Hasta este momento hemos hablado de complejidad algoritmica sin tener una
definicién formal del concepto de algoritmo. Cualquier algoritmo consiste de
un conjunto de instrucciones, dicha descripcién puede ser incorporada en
un programa de computadora. Precisando esta idea y basdndonos en la
definicién de algoritmo de acuerdo a la tesis de Church (I{urt, 1984 [10))
diremos que existe un algoritmo para resolver un problema en particular si
y solo si éste puede resolverse por medio de una mdquina de Turing la cual
se deticne para cualquier entrada de datos.

Las mdquinas de Turing fucron introducida cn 1936 por Alan Turing y
proveen un modelo de computacién que puede describirse brevemente ademads
de que debido a su simplicidad representa un modelo que facilita la teoria
en algoritmos. Otros modelos s¢ usan comiinmente para probar teoremas de
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complejidad, algunos de ellos utilizan acceso aleatorio de memoria y por lo
tanto resultan ser mas realistas. Puede probarse que todos estos modelos son
equivalentes con respecto al tiempo de complejidad polinomial, es decir cada
uno puede simular un cémputo sobre otro modelo con un costo de tiempo
polinomial.

Por otra parte el utilizar polinomios constituye una ventaja algebraica
para la teoria de la complejidad ya que representan una clase de funciones
cerrada bajo las operaciones de adicién, multiplicacién y composicién. Es
decir, un polinomio es €l resultado de la adicién o multiplicacién de dos poli-
nomios y ademas puede obtenerse un polinomio de otro polinomio. Estas
caracteristicas son iitiles desde dos puntos de vista: primero, un algoritmo
complejo puede ser subdividido en un nimero pequeiio de componentes cada
uno de tiempo polinomial. Si la complejidad del algoritmo original esta
compuesta por la adicién, multiplicacién y composicién de sus componentes,
entonces ésta puede ser de tiempo polinomial. Segundo, es muy frecuente que
un problema pueda resolverse transformandolo en otro. Si tenemos algorit-
mos eficientes tanto para el proceso de transformacién como para el segundo
problema, entonces tencmos un algoritmo eficiente para el problema inicial.

1.3.2 Las clases P y NP.

NP

Figura 1.18: Una primera vista de las clases P y NP.

Con el fin de definir las cdlases de problemas P y AP primero tenemos que
completar la definicién formal de un algoritmo por medio de la descripcién
de la Mdquina de Turing (MT).

La mdquina de Turing es un modclo simple de computadora universal,
la cual tiene solo dos partes: una unidad de control y una unidad de al-
macenamicnto. La unidad de almacenamicnto es una sencilla cinta infinita.
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La cinta esta dividida en celdas que pueden almacenar sélo un cardcter de
un alfabeto finito cada una. La unidad de control tiene un nimero finito
de estados, ésta revisa o explora la cinta por medio de una sencilla cabeza
lectora/escritora.

CINTA

S I A B

cabeza lectora/escritora

unidad

control

Figura 1.19: Representacién grifica de una méquina de Turing

La computacién en una miquina de Turing se realiza mediante la repeticién
de un ciclo de acciones que envueclven a la cabeza lectora. Las acciones en
un ciclo son las siguicntes:

La cabeza lectora lec el contenido de un celda, entonces dependiendo de
qué es lo que esta leyendo y cudl es el estado, reemplaza el contenido de la
celda con un nuevo simbolo (este puede ser de hecho el actual simbolo), entra
en un nuevo estado (el cual puede ser el actual estado) y mueve una cclda a
la derecha o la izquierda antes de empezar el siguiente ciclo. Los cambios
ocurridos en un cualquier ciclo se determinan por medio de una quinteta, o
instruccién, escrita asi:

(Qiy tiy sy sy m)

en donde g; es ¢l actual estado, gy cl nuevo estado, ¢; es el actual simbolo en la
celda y ¢ el nuevo simbolo. La cabeza lectora puede o no moverse a la derecha
o la izquierda esto depende del valor que tome m, respectivamente, m tiene
el valor +1 o el valor -1. Como el conjunto de cstados, @, y el conjunto de
simbolos (llamado el alfabeto de la cinta), T, son finitos, cualquier c6mputo
puedc completarse especificando por medio de un conjunto finito de quintetas.
Tal conjunto constituye un programa (no secuencial) para la MT.

Cualquicr programa lo podemos representar también por medio de una
tabla que llamaremos tabla de Turing. La tabla de Turing especifica para
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cada estado de la unidad de control y por cada simbolo del alfabeto un
conjunto de posibles acciones (en el caso de maquinas no deterministicas) o
una sola accién (en el caso de maquinas deterministicas).Una accién consiste
de tres partes: cambiar el estado de la unidad de control, imprimir un nuevo
simbolo sobre la celda bajo la cabeza lectora/escritora y mover la cabeza a
lo mas una ceclda a la derecha o la izquierda. Por el momento diremos que un
algoritmo es deterministico si para cualquier par (g, ?;) existe precisamente
una quinteta para determinar (g, 5, ™) ; el algoritmo entonces se dice que
se ejecuta en una Mdquina de Turing deterministica o MTD.
Convencionalmente el estado inicial para un programa en una MT cs
o y upa cclda especifica es leida. Si las celdas de la cinta estdn etiquetadas
...,C(-2),c(-1),Cc(0),C(1),C(2),..., diremos que C (0) sera siempre
la celda que comenzard a leerse. Los célculos se detiemen cuando la MT
entra en un estado del conjunto de estados finales, F' C Q. El resultado
de la ejecucidn del algoritmo se encuentra codificado con los simbolos que
quedan sobre la cinta o estd indicado por €l estado particular por que la MT
se detuvo. El segundo caso es especialmente apropiado para problemas de
decision los cuales requieren simplemente un ’si’ 0 'no’ como respuesta.

Ejemplo 1.3.1 E! siguiente es un ejemplo de una MT . Supongamos gque
gueremos saber cudndo un entero M (> 1) divide exactamente a un segundo
entero N. La figuma 1.20 muestra una MTD gque resuelve este problema de
decision.

M N

SannaEnnANEnNE

B

Figura 1.20: Cinta antes de iniciar la computacion

Elementos del programa

Q= {g, a9, 95,98}, F={gs,qv}, T ={A B,0,12}
Quintetas que representan el programa



(%0, A g2, A +1) (g1, A g, *, %) (g2) A; g5y %, %)
(90, B, @0, B,~1) {q,B,q, B, +1) {2 B, q2, B, +1)
(%’07 G0,0,—1) {21, 0, 1,0, +l) (QZ)Oy 42,0, +1)
(%;1y9h2,+1) (Qn ls‘]ﬂvoa"'l) (QZv]qu la~])
(%)21 9,2,—1) (QI12»q1y2v+]) (szzth 1, +1)

La parte superior del diagrama muestra la cinta al principio de los cdlculos.
Ambos, M y N, requieren una representacidn unaria en el algoritmo para
trabajar. Los simbolos A y B son usados simplemente como puntuacion.
Asumimos que la celda C (0) estd ocupada por el simbolo B. El estado final
gs indica una respuesta ’si’ mientras que qn indica ‘'no’. El conjunto de las
15 quintetas listadas en el diagrama constituye el programa de la MT, el
cual opera substrayendo repetidamente M de N. Si al realizar parcialmente
una de estas substracciones ninguno de los N queda en la cinta, entonces el
estado de la MT es q, y la celda que se encuentra a la derecha contiene el
simbolo A se examina. La quinteta apropiada entonces requiere que el estado
sea gn. Notemos que en esta quinteta el cardcter * indica la irrelevancia
de especificar t; o m. Similarmente, si una de estas substracciones ha sido
completada y ninguno de los N permanece en la cinta entonces el estado de
la MT es q; y la celda de la derecha que contiene el simbolo A se examina.
La quinteta asignada causa que entre el estado qs.

Por conveniencia, la teoria de la NP — Completes ha sido disefiada para
aplicarse solamente a problemas de decisién.? Abstractamente, un problema
de decisién [] consiste simplemente de un conjunto D 1 de instancias y un
subconjuato YH c D 1 de instancias que responden positivamente al pro-
blema. Esto no es una restriccion debido a que podemos convertir cualquier
problema en un problema de decision muy parecido. Por ejemplo, para el
problema del agente viajero podemos utilizar el problema de decisién: ;Con-
tiene Ia grafica G' un recorrido de longitud menor que k7 En este caso se dice
que G es una instancia del problema (del agente viajero).

Podemos ahora definir la clase de problemas lamada P. La clase P con-
siste en los problemas decisién para los cuales existe un algoritmo de tiempo
polinomial para resolverlos. En otras palabras, P contienc todos los proble-
mas de decisién que pueden ser resueltos, con p(S) pasos computacionales,
por medio de una Mdaquina de Turing Deterministica M 7T°D la cual se detiene

2Por un problema de decisién entendemos aquel que sélo tiene dos posibles soluciones,
la respuesta es "si” o la respuesta es "no”
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para cualquier entrada de datos. Entonces podemos decir que 7 consiste en
aquellos problemas que pueden resolverse eficientemente.

Figura 1.21: La clase de problemas NP-Completos.

Antes de introducir la clase de problemas llamada AP de mancra for-
mal, trataremos de captar la idea intuitivamente. Para este propdsito nos
referiremos al problema de decisién del agente viajero definido con anteriori-
dad. Como es sabido, no existe algiin algoritmo eficiente para el problema del
agente viajero. Sin embargo, consideremos la afirmacién de que la respuesta
a una instancia del problema de decision fue ‘s’ y que se cuenta con un
recorrido particular. Es facil verificar si este recorrido es de longitud menor
que k. También seria simple construir un algoritmo de tiempo polinomial
para este proceso de verificacién. Por supuesto, cualquier conjunto de aris-
tas podrian ser candidatos para tal afirmacién, y si fuera posible aplicar el
algoritmo de verificacién simultdneamente a todos estos conjuntos entonces
nuestro problema original podria ser resuelto en tiecmpo polinomial.

Existe una clase de problemas importantes desde el punto de vista prictico,
para los cuales no existen algoritmos eficientes, pero algunos de cllos, como
el problema del agente viajero, sin embargo se puede verificar una posible
solucién en tiempo polinomial. Este hecho es el que estd intrinseco en la
definicién de la clase de problemas llamada ANP.

Dado un algoritmo de verificacién (i.e. una MT'), su entrada puede con-
sistir de una instancia del problema y una hipétcsis para la misma. En el
caso del problema del agente viajero queremos saber si la gréfica G tiene
un recorrido de longitud menor que k. Cualquier conjunto de aristas podria
servirnos como un punto de partida (hipétesis) y G como una instancia del
problema.



27

A continuacién describiremos un algoritmo no deterministico del tipo que
usaremos para definir formahunente la clase NP, Tal algoritmo consistira
de dos ctapas. La primer etapa simplemente produce un posible resultado
(hipétesis) colocado en las celdas de la cinta C(—1), C (-2), ..., C(-1),
y deja la cabeza lectora/escritora sobre la celda € (0) para continuar con
la siguiente ctapa. Una instancia dcl problema ocupard presumiblemente
las celdas C (1), C (2), ..., € (n) . Cualquier cadena de simbolos del alfabeto
bastara para dicho resultado. En esta etapa se produce una cadena arbitraria
por operar no deterministicamente. El conjunto @ puede contener dos esta-
dos especiales ¢, y ¢. El estado g, es un estado de movimicnto a la izquierda
si la cabeza de la cinta estd revisando una cclda en blanco, posteriormente se
imprime un simbolo arbitrario del alfabeto. Si el nuevo estado es g, entonces
la cabeza de la cinta se mueve hacia la izquierda. En otro caso ¢l nuevo estado
es g, entonces s¢ produce un movimiento hacia la derecha y de aqui en ade-
lante la M'T permanece en ese estado, ocasionando que la cabeza de la cinta
se mucva sicmpre a la derecha (sin cambiar el contenido de las celdas) hasta
que encuentra a C (0) ( el cual puede distinguirse por contener un simbolo
particular del alfabeto). En este momento la M7 estd preparada para en-
trar en €l estado @ y en condiciones para la segunda etapa del cdmputo.
Dicha etapa opera determinfsticamente e intenta verificar la hipdtesis para
la instancia del problema codificado en las celdas C (1) a C (n).

Se dice que una Maquina de Turing no Deterministica (MT N D) resuelve
una problema de decisién [] si las siguientes dos condiciones son vilidas para
todas las instancias I de Dy -

(a) Si I] es dierto para I, entonces cxisten varias hipdtesis para I los
cuales conducirin a la MTDM a parar en un cstado g,.

(b) Si [1 es falso para I, cntonces no existen hipétesis para I los cuales
conducirian a la MTDM a parar cn un estado gs.

Hasta este momento hemos definido a las MTN D sin hacer referencia
a la complejidad. Diremos que la MTND para el problema de decisién D
opera en ticmpo polinomial si para cada instancia I de Dy que es dierta,
existe una hipétesis que lleva a la etapa de verificacién de lnl}/ITN D a parar
en ¢l estado g, en p(S) pasos computacionales. donde p(S) es un polinomio
en S, el tamaiio de 7.

La clase NP conticne a todos los problemas que pueden resolverse uti-
lizando una MTN D en tiempo polinomial.

La relacién entre las clases P y NP es fundamental para la tcoria de
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NP — Completes. Cualquier problema de decisién que puede resolverse
mediante un algoritmo deterministico de tiempo polinomial también puede
resolverse utilizando un algoritmo no deterministico de tiempo polinomial.
Para ver esto, simplemente necesitamos observar que cualquier algoritmo
deterministico puede usarse como la etapa de verificacién de un algoritmo
no deterministico. Si [] € P, y A es cualquier algoritmo deterministico de
tiempo polinomial para [], podemos obtener un algoritmo no deterministico
de tiempo polinomial para [] inicamente usando A4 como la etapa de verifi-
cacién e ignorando la primer etapa. Por lo tanto, [T € P implica [] € NP.

Definicién 1.3.1 Definimos una transformacién polinomial de un problema
de decision [, a un problema de decision [13 (Il o [l3) como una funcidn
f: Dnl — D[-Iz que satisface las siguientes condiciones:

1. f se puede calcular mediante un algoritmo de tiempo polinomial; y
2. paratodo I € DH:’ Ie Yy, sy solo si f(I) € Yn’.

Lema 1.3.1 Si[I;, « [1z, entonces [[3 € P implica [1; € P (y equivalente-
mente [[, £P implica [[s £P)3

La relacién de transformacién polinomial es cspecialmente de utilidad en
la teoria de la NP-Completes debido a que es transitiva:

Lema 1.3.2 Si[]; o [1z ¥ [1; « I3, entonces [1, o< I15.

Demaostracién. Sea f: nl — DH una transformacién polinomial de

Il en [l; y sea f3 : H: — Dn una transformacién polinomial de []; en

[Is- Entonces la funcién f : Dy — Dyj, definida como f(I) = fa(f1(7))
para toda I € [, es la tmnsformacxon descada de []; en [I3. Claramente,

F(I) e Yn‘ siysolosi ] € AR hecho de que f puede calcularse en

tiempo polinomial se sigue de que f) y fz son transformaciones polinomiales. @

Definicién 1.3.2 Decimos que dos problemas de decision []; y []; son poli-
nomialmente equivalentes siempre que se cumplan [T, o« [z v [z «< I1;-

3Para una demostracién ver Garey [6], pp 34-35.



29

Definicién 1.3.3 Un problema de decision [] es NP —Completo si[] € N'P
y para todos los problemas de decision [’ € NP, [I' o« []. Por el lema 1.5.1
podemos identificar a los problemas NP — Completos como los problemas
mds dificiles de la clase N'P.

Lema 1.3.3 Si[I, ¥ [I; € NP, [1; es NP —Completo y [, < [I3 entonces
[Tz es NP — Completo.

Demostracién. Dado que [I; € NP, todo lo que tenemos gue hacer
es mostrar que para cualquier [' € NP, [' « [[;. Consideremos cualquier
IV € NP, como [I, es NP — Completo, por definicién tenemos que I’ o [T;,
Ahora, por la transitividad de o y como por hipétesis sabemos que [[; « [,
entonoes esto implica que [' o« [I,. 8

Entonces, podemos pensar en el siguiente proceso para probar que un
problema de decisidén [ es NP — Completo, que consiste en los siguientes
cuatro pasos:

1.- Mostrar que [] € NP,

2.~ Seleccionar algin problema NP — Completo conocido [T/,
3.~ Construir una transformacién f de [[ a [T, ¥
4.- Probar que f es una transformacién polinomial.

El primer problema NP — Completo conocido se trata de un problema
de decisién de Ldgica Booleana, el cual es referido como el problema de
FACTIBILIDAD (SAT) :

Sea U = {uj,uy,..... s Um} un conjunto de variables booleanas. Una asig-
nacidn verdadera para U es una funciént: U — {V, F}. Si t(u) = V decimos
que u es "verdadera” bajo ¢; si ${u) = F' decimos que u cs "falsa”. Siues una
variable en U, entonoes u y @ son literales sobre U. La literal u es verdadera
bajo ¢ si y solo si la variable « es verdadera bajo ¢; la literal @ es verdadera
si y solo si la variable u es falsa.

Una claisula sobre U es un conjunto de literales sobre U, tal como
{u1, @3, us} . Este representa la disjuncién de estas literales y sc satisface
por una asignacién verdadera si y solo si al menos alguno de sus miembros
es verdadero bajo tal asignacién. Una coleccién C de clatisulas sobre U es
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satisfactible si y solo si existe alguna asignacién verdadera para U que sat-
isface simultaneamente todas las cladsulas en C. Tal asignacién verdadera
es llamada una asignacidn satisfactoria verdadera para C. El problema de
FACTIBILIDAD (S AT por sus siglas en inglés) se especifica como sigue:

INSTANCIA: un conjunto U de variables y una coleccién C' de cladsulas
sobre U.

PREGUNTA: ;Existe una asignacién satisfactoria verdadera para C?

Teorema 1.3.1 (Teorema Fundamental de Cook,1971) El problema de FAC-
TIBILIDAD (SAT) es NP — Completo *

*Vesse la demostracién en Garey [6), pp 39-44.



Capitulo 2
Ancho de Banda de una Grafica

§2.1 Introduccién
Sea G = (V, E) una grifica con n vértices.
Definicién 2.1.4 Una funcidn uno a uno f : V — N serd llamada una
numeracién o una ordemnacién de los vértices de G; si f(V) = {1,2,..n} se
dirdé una numeracién propia de G.
Decfinicién 2.1.5 Egquivalentemente, una ordenacidn de una grdfica puede
ser vista como una cadena de vértices y” blancos”, donde cada vértice aparece
exactamente una vez, por ejemplo b_c_d_a.

La correspondencia entre estas dos definiciones es simple dado que
F(v) =k siy solo si v es el k — ésimo de la cadena; de esta forma b_c_d.a

corresponde a f(a) =7, f(b) =1, f(c) =3, f(d) =5, donde V = {q, b, c,d}.

Definicién 2.1.6 El ancho de banda de una numeracién f para G denotado
por Bs(G) es el nimero:

max {|f (v) - f (¥)]: (v,v) € E(G)}

y el ancho de banda de G, denotado por B(G), es el nimero:
min {B;(G) : f es una numeracidn de G}

31
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La definicién puede restringirse a numeraciones propias de G, tomando
en cuenta el siguiente procedimiento para obtener de cualquier numeracién
f una numeracién propia f’ tal que By (G) < B, (G) :

Sea f una numeracién de G, f : V — N. Podemos construir una secuencia
S con los vértices de la grifica de tal forma que bajo f la secuencia S'de
imégenes sca creciente, ahora podemos definir una nueva numeracién f/ de
los vértices de la gréfica, asignando 1 al vértioe cuya imagen bajo f sea la
menor y asi sucesivamente. Podemos afirmar que f/'(v;) < f(v:) Vy; € V(G).
Por lo tanto, si (v;,v;) € V(Q), Bp(G) < |f () — f/ (w3)| <
If () — £ ()] < B; (G).

Una numeracidn f tal que B;(G) = B(G) se dir4 una numeracidn dptima
de G.

Ejemplo 2.1.2 La figura 2.1 muestra una grdfica coneza G = (V, E) con 8
vértices.

Figura 2.1: Grédfica conexa con 8 vértices.

En dicha grdfica podemos definir una numeracion g : V — N tal que
g (v;) = i, entonces el ancho de banda relativo a g lo podemos obtener calcu-
lando el mdximo del siguiente conjunto

{|9l§vi);"'57l(vj)l7:| (lllsa,vj)le IE (G)|}|= N |
ZBL 1 =7], 15— 41,14 —7],]4—1],]4 — 8], .
{ 18 =7],18 —2],18 — 3,16 — 2],|3 — 2| }=6’eSde°"B”(G)=

Pero la numeracion g no es dptima, ya que podemos encontrar otra nu-
meracidn f : V — N definida como sigue: f (1) =7, f(va) =2, f(vs) = 3,
f(v) =6, f(vs) =8, f(vs) =1, f(vz) = 5, f(vs) = 4 de tal forma que
B;(G) < By(G), ya que Bp(GQ) = 2.
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Ejemplo 2.1.3
Figura 2.2: Al definirg en G By(G) =6

Figura 2.3: Al definir f sobre los vértices de G, B;(G) = B(G).

Ejemplo 2.1.4 Analicemos el procedimiento descrito para convertir una nu-
meracidn f en una numeracidon propia f'. Consideremos la siguiente grdfica:

V(G) = {vlv Vzs Us, 'Ué}
E(G) = {(v1,va), (v1y93) s (va,13) (03, v4) }

Sea f:V » N, f(u) =7, f(va) = 31, f(vs) = 2 y f(vs) = 18 En
este caso By (G) =29. Como f (15) < f{v1) < f (w) < f(v2), definamos f*
como f'(w) =1, f(n)=2, f(v3)=3, f(vs)=4yBp(G)=3, por
lo tanto By (G) < B, (G).

A continuacién enunciaremos algunos teoremas relacionados con el ancho
de banda de una griafica tratando de dar una breve demostracién de los

mismos.
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Figura 2.4: Conversidn de una numeracidn f en una numeracidn propia f'.

Teorema 2.1.2 S5i H es una subgrdfica de G entonces

B(H) < B(G)

Demostracién:

Sea f* una numeracién para G tal que Bs.(G) = B(G), por hipétesis
sabemos que V(H) C V(G) por lo tanto si restringimos la numeracién f* a
los vértices de H podemos afirmar que B(H) < B.(H) ya que
B(H) = min {B;(H) : f numeracién de H} y por otra parte como A(H) C
A(G) entonces By. (H) < By.(G) = B(G) por lo tanto B(H) < B(G). 8

Teorema 2.1.3 S7 los componentes de G son G4, Gg, ...,Gm, entonces
B(G) = max {B(G,), B(Gz)y...,B(Gw)}.
Demostracién:

Sea f cualquier ordenacidn de GG cntonoes existe otra ordenacién f/, con
el mismo ancho de banda, cn la cual las componentes de G aparecen sin
mezclarse como "subcadenas” de f’. Podemos definir f(v) = f(v) + Ne(v),
por ejemplo, donde ¢(v) es cl niimero de componente que contiene avy N
es suficientemente grande. Dado que ¢l ancho de banda de una grifica solo
involucra vértices adyacentes podemos ver que si v y v son adyacentes se

encuentran contenidos en 1a misma componente, entonces ¢(v) = ¢(u) y por
lo tanto
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(f'(v) — f'(w)} = |f(v) + Ne(w) - f(z) — Ne(u)| = |f(v) — f(u)| @

Definicién 2.1.7 Por P. denotamos a la grdfica que se forma por la

l—ésima potencia de la trayectoria P,, es decir, P,ﬂ tiene n. vértices vy, 23, ..., Ty,
y i, x; son adyacentes en P. siy solosi0 < i —j| <L

Teorema 2.1.4 Una grdfica G con n vértices tiene ancho de banda k si y
solo si k es el menor entero tal que G puede ser sumergida en P,

Por ejemplo, cualquier gréafica con 8 vértices y ancho de banda tres podria
ser sumergida en P35,

1 2 3 4 s 6 7 [

Figura 2.5: P3.

§2.2 El Ancho de Banda y su Relacién con
Matrices.

Definicién 2.2.8 Sea A una matriz simétrica de orden n, se puede definir
el ancho de banda de la matriz A como sigue:

B(A)=  max i — 7|
JF<i
1<i<n

Dada una matriz rala de tamafio 7. X n, A = (ai;), sea G la grafica cuyo
conjunto de vértices es V' = {vy,....., 2} donde v; es adyacente a v; parai 5 j
si y solo si a;; 7 0 0 a;; % 0. La siguiente figura ilustra la estructura de una

{
i
i
i
i
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matriz con su respectiva grifica asociada. Denotamos el i — ésimo elemento
de la diagonal de la matriz con para enfatizar su correspondencia con el
nodo 7 de la grifica. Los elementos distintos de ccro fuera de la diagonal
estin representados por 7 x .

1 (2

EEFE * @;/
**i((__i__l**

**EB]*

* [6]

@

Para cualquier matriz de permutacién P % I (de orden n), las grificas no
ordenadas (es decir que no tienen definida alguna ordenacién o numeracién)
de Ay PAPT son las mismas pero las numeraciones asociadas a ellas son
diferentes. Por lo tanto, la grifica sin ordenar de A representa la estruc-
tura de A sin sugerir alguna numeracién en particular, y representa la clase
de equivalencia de las matrices PAP?, donde P es cualquier matriz de per-
mutacién. Encontrar una "buena” permutaciéon para A implica encontrar
una buena numeracién para los vértices de su gréifica correspondiente. La
siguiente figura ilustra estos puntos, dadas dos diferentes permutaciones P y
Q de A.
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PAP?

Entonces B(G) < k si y solo si existe una matriz de permutacién P tal
que todos los elementos de PT AP se encuentran sobre la diagonal principal
o sobre alguna de las k primeras superdiagonales o las k& primeras subdiago-
nales.

El problema de minimizar el ancho de banda para matrices es muy impor-
tante para algunas aplicaciones de ingenieria tales como ingenieria de estruc-
turas asi como en dindmica de fluidos y andlisis de redes. Usualmente, las
matrices que aparecen cn estas aplicaciones son ralas ( es decir con un niimero
considerable de elementos iguales a cero) y para resolver el correspondiente
sistema dc ccuaciones es descable encontrar una matriz de permutacién que
produzca un ancho de banda minimo. El método de eliminacién de Gauss
requicre O(n3) opcraciones para resolver un sistema de 7 X n variables, sin
embargo si puede encontrarse una matriz de permutacién que coloque todas
las entradas distintas de cero sobre las primeras b subdiagonales (superdia-
gonales), el mimero de pasos para obtener la solucién se reduce en un orden
de O(nb*). Un algoritmo cuyo propdsito sca reducir b tanto como sea posi-
ble (para una matriz o para su grafica asociada) es llamado un algoritmo
de reduccidn del ancho de banda. Tales algoritmos, por los resultados que
veremos en la siguiente seccién, son vistos como aproximaciones en el sentido
que no siempre garantizan descubrir ¢l ancho de banda rcal de una matriz.
En el libro de George A. y Joseph Liu [7] sc describen y analizan diversos
algoritmos que aproximan la solucién en tiempo razonable.
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§2.3 El Problema del Ancho de Banda es
NP-Completo.

Para una matriz A de ocoeficicntes reales y simétrica el problema del ancho
de banda consiste en encontrar una permutacién simétrica A de A de tal
forma que el valor miximo de

1z —Jl
tomado sobre todas las entradas af ; distintas de cero sea minimo.

Al igual que otros problemas de optimizacién en combinatoria tales como
el problema del agente viajero y el problema del ciclo méximo, el problema
de minimizar el ancho de banda de una matriz puede transformarse en un
problema de decisidn, esto es, en una pregunta que sélo puede ser contestada
por un "5 o por un "no”

Dada la relacién que existe entre matrices y gréaficas sefialada anterior-
mente, podemos definir en términos formales el problema de minimizar el
ancho de banda como sigue:

INSTANCIA: una grifica G = (V, E) y un entero positivo & < [V].

PREGUNTA: ;Existe una numeracién para los vértices de G con ancho
de banda menor o igual a k7?7

Entonces el Problema de Minimizar el Ancho de Banda (PM AB) consiste
en descubrir, para cada grafica G y cada cntero positivo k, si existe una
numeracién f para G tal que cl ancho de banda de G relativo a f no exceda
ak ( Br(G) <k).

En 1975 Papadimitriou {13} demostré que el problema del ancho de banda
para graficas -y por lo tanto para matrices- es NP — Completo. En seguida
daremos un esbozo de la demostracidn siguiendo el procedimiento descrito en
el capitulo 1 para probar cuando un problema pertencec a dicha clase, antes
introduciremos algunos conceptos:

El Problema del Arreglo Lineal (P AL) es el siguiente: Dada una grafica
G y una funcién ! : E(G) — N {que etiqueta las aristas de G}, jes posi-
ble acomodar los vértices de G en un arreglo lineal con distancias uni-
tarias entre vértices comsecutivos, tal que ningin par de vértioes adyaoen-
tes tenga distancia mayor que la ctiqueta de la arista que los une?. De
forma equivalente, jexiste una numeracién f para los vértices de G tal
que(i,7) € E = |f(i) — f(5)] < 1[G A)]?
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Como una ilustracién del PAL la gréifica en la siguiente figura se presenta
un ejemplo de una grafica con siete vértices y cuya solucién es el arreglo:

CBDGEAF de sus vértices.

Ejemplo del problema del arreglo lineal.

Dado que la respuesta al PAL y al PM AB puede obtenerse examinando
las componentes conexas de la grafica por separado, podemos asumir de aqui
cn adelante todas las grdficas conexas.

El problema de factibilidad de expresiones booleanas con exactamente
tres distintas literales por cldusula puede abreviarse como 3-SAT .

Finalmente, cl PAL Restringido es un PAL donde las vinicas etiquetas
permitidas para las aristas son b y 2b — 1 para algin entero positivo b. Nétese
que el PMAB es también un caso especial del PAL, con { [¢] = b para todo
ec E.

Lema 2.3.4 Los siguientes problemas estin en N'P:

a) 3 — SAT

b) PAL

c) PAL Restringido, PM AB.

Demostracién.

a) 3 — SAT es un caso especial del SAT el cusl esta en NP (ver por
ejemplo [6], teorema 3.1).
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b) Una miquina no deterministica de Turing puede probar simultidneamente
todas las posibles permutaciones de V en tiempo polinomial.
¢) Estos problemas son casos especiales del LAP. B

Lema 2.3.5 3 — SAT es un problema NP — Completo. (Ver por ejemplo
[6], teorema 3.1).
Teorema 2.3.5 PAL es NP — Completo.

Para su demostracién se construye una griafica G tal que cada instancia
B del problema 3 — S AT es factible si y solo si PAL de G tiene solucién y se
prueba que tal construccién se realiza con tiempo polinomial. Papadimitriou
[13] teorema 1.

Corolario 2.3.1 PAL Restringido es NP — Completo.

Lema 2.3.6 Cualquier PAL Restringido con m > 0 aristas de longitud

2b — 1 puede transformarse en tiempo polinomial en un PAL Restringido con
m — 1 aristas de longitud 20 — 1, donde 4’ cs el pardmetro del nuevo PAL
Restringido.

Teorcma 2.3.6 El PMAB es NP — Completo.

Demostracién. Reduciendo el PAL Restringido. Podemos aplicar el
Lema 2.3.6 , m veces y de esta forma al final obtener una gréfica sin aristas
de longitud 26 — 1. @

En 1977 Garey, Graham, Johnson y Knuth [5] demostraron que si la
grifica G en la formulacién del problema del ancho de banda es un arbol con
vértices con grado menor o igual a 3, es también muy dificil de resolver, es
decir sc trata de un problema NP — Completo.

Teorema 2.3.7 El PM AB para drboles T con A(T") = 3 es NP—Completo.

Ademas propusieron un O(n) algoritmo para descubrir cuando una gréafica
tiene ancho de banda igual a 2 en tiempo lineal.

Tecorema 2.3.8 El PMAB con k = 2 tiene solucién en tiempo lineal.
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§2.4 El Ancho de Banda y otros Parametros.

Definicién 2.4.1 Un invariante de una grdfica G es un nimero asociado a
G el cual tiene el mismo valor para cualquier grdfica isomorfa a G.

Asi los nimeros p y q son ciertamente invariantes. Un conjunto com-
pleto de invariantes determina una grafica. Por ejemplo, los ntimeros p y g
constituyen tal conjunto para todas las graficas con menos de cuatro vértices.

Dado alguna invariante grafico-teérica, digamos x, es frecuentemente mas
facil obtener una cota inferior que una superior para B(G) en términos de
z(QG). Esto se debe al hecho que z frecuentemente restringe las posibilidades
para una numeracién dptima de G, de aqui que imponga valores minimos
sobre B (G), sin embargo, = raramente proporciona informacién acerca de
odmo construir una numeracién f para la cual By (G) sea muy cercano a
B (G). En esta seccién examinaremos un mimero considerable de cotas in-
feriores para B (G) y un nimero pequefio de cotas superiores, todas ellas
envuelven simples y bien conocidas invariantes z.

El primer teorema relaciona el niumero p de vértioes y el nimero g de
aristas y es debido a Chvital (1970).

Teorema 2.4.1 Para cualquier grdfica G,

o _ _ 3 _ 1/2
B(@) > pic) - 2P @) 21) 89~

Este resultado puede obtenerse analizando G como una subgréfica de P;.

Los siguientes teoremas involucran el ancho de banda con los grados de
los vértices de una grafica.

Teorema 2.4.2 Para cualquier grdfica G

B(G)zTa(®)/2]

Demostracion:

Sea v un vértice de grado maximo de G, entonces el conjunto de las dife-
rencias | f (v) — f (u)| con u adyacente a v tienc al menos A (G) /2 elementos. W
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Teorema 2.4.3 Para cualquier grdfica G con secuencia de gradosdy, ds,. . .,
dy, que satisfagad; < d3 < .- < dy,

B(G) =z max {d; ~ | (4 — 1) /2] ,d;/2}
Tecorema 2.4.4 Para cualquier grifica G' que no contenga tridngulos
B(G) = (38 (&) — 1) /2I.

Definicién 2.4.2 La conexidad x = x(G) de una grdfica G es el minimo
nimero de vértices de cuya eliminacién resulta una grdfica disconexa o tri-
vial. Asi la conexidad de una grdfica disconexa es 0, mientras que la conexi-
dad de una grdfica conexa con un vértice de corte es 1. La grdfica completa
K, no se puede desconectar con cualquier nimero de vértices, pero la grdfica
trivial resulta después de eliminar p— 1 vértices; por lo tanto, k (Kp) = p—1.

Definicién 2.4.3 Una buena coloracién de una grdfica es una asignacidn
de colores para sus vértices de modo que ningun par de vértices adyacentes
tengan el mismo color. El conjunto de todos lo vértices con el mismo color
es independiente, es decir ninguna pareja de vértices son adyacentes, y es
llamado una clase de color. Una n-coloracién de una grdfica G toma n
colores; de tal modo que parte a V' en n clases de color. El niimero cromdtico
x(G) se define como el minimo n para el cual G tiene una n— coloracidn.
Una grdfica G es n— colorable si x(G) < n y es n— cromdtica si x(G) = n.

Los siguientes resultados ilustran la relacién entre el ancho de banda y
otros invariantes tales como la conexidad « y el niimero cromaético x de una
grafica G.

Teorema 2.4.5 Para cualquier grdfica G, B(G) = x (G) — 1.

Sea f la numeracién de G con la que se obtuvo el minimo ancho de
banda, es decir By (G) = B(G). La siguiente es una coloracién admisible
para V(Q) : Asigna al vértice j el c¢[j] — ésimo
donde 1 < cj]<B(@)+1yclil=f(U)(modB(G)+1) M
Teorema 2.4.6 Para cualguier grifica G, B (G) = k(G).

Obscrvacion 2.4.1 En el primero de estos teoremas podemos observar que
B (K,.) = x (G) — 1 mientras que en el segundo, B (P*) = s (P™) para todo
m yn = m+ 1. De aqui que ninguna de las desigualdades pueda mejorarse
con respecto a estos invariantes.
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2.4.1 Cotas sobre el ancho de banda en graificas conexas

Lema 2.4.1 Sea G una grdfica conexa y f una numeracidon éptima para G,
entonces
If (@) — f (v)] < B(G)d(u,?), Yu,v € V(G) (2.1)

Demostracion:

Como G es una grafica conexa Vu, v € V (G) existe una trayectoria que
los conecta. Sca u,r;,xz,..., s, v los vértices de una trayectoria mds corta
de u a v entonces
If () — £ ()] = |f (@) + (£ (®2) = £ (22)) + - -+ (f (20) = (=) — £ ()]
S1F @) = F @)l +1f (1) = £ (22}l + -+ 1F (2) — £ ()] S B(G)d (u,0)

ya que tencmos d (4, v) sumandos y cada uno de ellos es menor o igual a
B (G) por ser adyacentes. B

Teorema 2.4.7 Sea G una grdfica conexa y sean |V(G)| = p y D(G) el
didmetro de G entonces

[p—1)/D(&) < B(G)

Demostracién:

De 2.1 podemos afirmar que en particular para los vértices x y y tal que
f{z)=py f(v) =1se tienc que |f (z) — f (¥)| = |[p — 1| < B(G)d (x,y) y
como d (z,y) < D(G) Vu,v € V (G) entonces
lp—1<B(G)d(zy) <B(G)D(G)m

Teorcema 2.4.8 Si B(G) > (p + 1)/2, entonces, para cualguier vértice u,
B(G—-u)=2B(G)—1.

Demostracion:
Sea f una numeracién éptima de G — u. Definimos una numeracién g
para G como sigue:

F)+1 si f(v) 2 [p/2]
g(v)= :

[p/2] i v=u
FR) s f@) <[/

Si e es una arista de G que no tiene a u como vértice extremo, el valor



4

asignado por g es a lo mas una unidad més grande que el valor otorgado por
f. Cualquier arista que tenga a u como extremo tiene un valor asignado por
g el cual estd acotado por el max {p — [p/2], [p/2] — 1} <p/2.

Entonces (p+ 1) /2 < B(Q) < B, (G) < max {p/2, B(G —u) + 1}. De aqui
que el méximo es al menos (p +1)/2 y por lo tanto se sigue que B (G — u) >
B(G)—1.m

2.4.2 El Ancho de Banda y cl Tamatno de una Graifica.

Los parrafos siguientes muestran resultados sobre el ancho de banda y el
nimero de aristas de una graifica. Se establecen cotas inferiores para deter-
minar el nimero de aristas. Dutton, 1989 [4].

Teorema 2.4.1 Una grdfica G tiene el minimo nimero de aristas sobre to-
das las grdficas con ancho de banda B si y solo si G es Ki135-1 0 K3 con
cualguier nimero de vértices aislados.

Demostracién:

Sea G = (V, E) una grafica con el minimo nimero de aristas sobre todas
las grificas con ancho de banda B. G debe tener solo una componente no
trivial y desde ahora asumimos que G es conexa. De aqui p < 2B. A G puede
afiadirsele cualquier nimero de vértices aislados sin alterar ni el mimero de
aristas ni el ancho de banda.

Para concluir con la demostracién haremos induccién sobre B.

La conclusién es inmediata para B = 1 y B = 2, las iinicas posibles
graficas son K1, K3 y K3, Ahora sea G una grifica conexa con ancho de
banda B > 3, con el minimo mimero de aristas, y suponemos que no es
Ky 25-1-

Por otra parte sabemos que |E (G)| < 2B — 1. Si p= 2B, G tiene que ser
un arbol y entonces G es K351 por el teorema 2.5.3. Entonces asumimos
que p < 28 — 1. La minimalidad de G implica que al quitar cualquier arista,
y por lo tanto cualquier vértioe, se reduce el ancho de banda. Con esto y
por el teorema 2.4.8 implica que B (G — u) = B — 1 para cualquier vértice u,
y entonces |E(G — u)] > 2(B — 1) — 1 por la hipétesis de induccién. Como
B > 3, existe un vértice u de grado al menos 3 entonces
|E(G)| = |B(G — u)] + 3 = 2B, contradiccién.

El regreso es inmediato, ya que como.hemos visto cualquier grifica que
no sea ni K 35.; ni Kj tiene mas de 2B — 1 aristas. @
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El siguiente corolario cs una consccuencia inmediata del teorema.
Corolario 2.4.1 S¢ una grdfica G tiene ancho de banda B, entonces
|E(G)] > 2B —1.

Una scgunda consccuencia del teorema, es el establecimiento, cuando B <
p/2, de valores para e, g, ¢l minimo nimero de aristas en cualquier grafica
con p vértices y ancho de banda B, y €} g, la cantidad correspondiente para
grificas conexas.

Corolario 2.4.2 §i B < p/2, entoncesepp=2B—~1yepg=p—1

Demostracion:

Del corolario 2.4.1 sabemos que cualquier gréfica con ancho de banda B
debe tener al menos 2B — 1 aristas. La grafica A 35-) més p — 2B vértices
aislados tiene exactamente esc mimero. Claramente ef z > p— 1y Kz
con una trayectoria de longitud p—228 unida a algin vértice extremo muestra
la igualdad. @

§2.5 Ancho de banda de graficas especiales

Examinaremos en esta seccién el ancho de banda de ciertas graficas como P,,
K,y Knm, @n, drboles; productos de gréficas, tal como el producto cartesiano.

Teorema 2.5.1 B(P,) =1, B(C,) = 2, B(R,) = n—1, B(&n,) =
[(m —1) /2] +n, donde m > n.

Un procedimiento para numerar los vértices de A, de tal forma que
B(Kmn) = [(m—1) /2] + n es el siguiente: numeramos el conjunto con
menos vértices de A, con los mimeros del |m/2] +1 a |m/2] +nyel
otro conjunto con los niimeros no utilizado de {1,2,...,m + n}.

Teorema 2.5.2 Sea p el nimero de vértices de una grdfica k— partita com-
pletay siny >ny > -.. > ny, entonces

. ny +1
B (Kuynagni) =P — [ ! P ] -

Teorema 2.5.3 Si G es un arbol, entonces B (G) < p(G) /2 y la igualdad
se tiene st y solo si G es una estrella y p(G) es par (G o A’,‘,B(G)_,) .
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1
3
2
4
6
7

Figura 2.6: Numeracién éptima de A3 que proporciona un ancho de banda

igual a 4.

2.5.1 Ancho de banda de producto de graificas

Definicién 2.5.1 Dadas dos grdficas Gy y Gz con V(G,) = {u1,v1,w1,....}
y V(G2) = {ua,v2, ws,....} el producto cartesiano de G y G, denotado por
G X G, es la grdfica cuyo conjunto de vértices es V (Gy) x V (G3), dos
puntos u = (ug,uz) y v = (vy,v3) son adyacentes en G; x Gy siempre que
[ur = v1 y uz sea adyacente a v3] o [uz = vy y u; sea adyacente a v;].

u, (up,u)  (41,v) (uy.w)
G,
G ®o———@
1 uz V2 ‘VZ
vy i,u) Vi,%) (vi.w,)
G1< G2

Figura 2.7: Ejemplo de un producto de trayectorias: P; X P;.

Tecorema 2.5.4 Para cualesquiera dos grdficas Gy y G,
B(G) x Gz) <min {V(G,) - B(G1),V (G2) - B(Ga)}.



Corolario 2.5.1 Para cualesquiera n grdficas Gy, ..., Gy,

B(Glxl--xG)Smin{

B@G) [IV(Gy):i=1,..

F#

,n} .

Teorema 2.5.5 Chvdtalovd, 1986 [3]. Si max {m,n} > 2, entonces

B(Pp x P,) = min {m,n}.

Teorema 2.5.6 Chvdtalovd, 1986 [3]. Sim > 2 y k > 3, entonces

B(P,, x C,) = min {2m, k}

Definicién 2.5.2 Dadas dos grdficas G y H con V(G) = {u,v1,wy....} ¥
V(H) = {u3,v3,w;z,....} la composicién de G y H, denotado como G(H),
es la grdfica con el conjunto de vértices V (G) x V (H) en donde (uy,v1) es
adyacente a (uz,v3) st u; es adyacente a uz en G o u; = uz y v, es adyacente

avg en H.

Guyp,w)  (U1,v) (4,,w)

<

-

(Vl.uz) (Vi R2Y)

G:1[G;]

(vyi.wy)

(g, u) (usy,v)

(vy,uy)

N
/')\

(v ,v,

(wa, u) (w2, v

G.[G,]

Figura 2.8: Composicién de las grificas Gy y Gz de la figura 2.7.

Teorema 2.5.7 Para cualesquiera dos grdficas G y H,

B(G(H) < (B(G) + 1)V (H) -1
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La igualdad se alcanza cuando G' = K,, y H = K,,.

Teorema 2.5.8 Liu 1995 [11]. Sea G una grdfica con m vértices y n > 2.
Si B(Q) < [m/2)] — 1, entonces B(K,[G]) =mn— [(m+1) /2].

Demostracion:
Sea V(G) = {v1, V2, .0y Um } y V(R L) = {ug, uzy.ony s}
Sea g : V(G) — {1,2,...,m} una numeracién propia de G tal que B,(G) =
B(G). Para el conjunto de enteros {Yy, Yz, ...; Ym } SUPODEmMos que
K sil<i<[m/2],

Y= mn—m+i paa [m/2] +1<i<m.

Euntonces B;(K,[G] < mn — [(m +1) /2] para cualquier numeracién
propia f de K,[G] tal que f (u1,v;) = y; si y solo si g(v;) = ¢, puesto que
(u1,v;) no es adyacente a (u;, v) si |g (v;) — g (ve)| = [m/2]. Por lo tanto
B(K,[G] £ mn — [(m +1)/2]. Por otro lado, dado que K,[G] 2 Kyupm),
la grifica n — partita con m vértices en cada conjunto de la particién, se
sigue del teorema 2.5.2 que B(X,[G] > B (I(,,(,,.)) =mn—[(m+1)/2]. Asi
B(Ka[Gl=mn—[(m+1)/2].8



Capitulo 3

Ancho de Banda y Operaciones
Locales

§3.1 Introduccién y Notacidn.

Las operaciones locales a las que nos referiremos en este capitulo son: re-
finamiento elemental (subdivisién), contraccién y adicién de una arista y
fusién de dos vértices. En gencral se mostrard que bajo una operacién local,
el ancho de banda de una grafica pucde incrementar o decrementar y la razén
de cambio no cs necesariamente pequeiia. Investigaremos la relacién entre
el ancho de banda de la gréfica original y las gréificas generadas por dichas
operaciones.

Definicion 3.1.3 Sea G una grdfica y u, v vértices de G. La grdfica G
denota la grdfica obtenida de G al ariadir la arista (u,v), es decir,
V(G = V(G), E(G{™) = E(G) U {(uv)}.

La grifica G¥%® denota la grdfica obtenida de G al fusionar los vértices u
y v, es decir,

V(GE®) = (V(G) — {u,v}) U {2}, donde =z & V(G),

E(GH) = (B(G) ~ {(z,y) ]z € V(Q),y € {u,0} N U {(z,2) |z & w0
y tampoco (z,u) € E(G) o (z,v) € E(G)}.

49
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Sea (u,v) una arista de G. La grdfica G*®) denota la grdfica obtenida de
G al subdividir (hacer un refinamiento elemental) la arista (u,v), es decir,

V@& = V(@)U {z}, donde z ¢ V(Q),
E(G) = (E(G) U {(n,2), (z,2)}) ~ {(w, )} .
La grdfica G{*®)denota la grdfica obtenida de G al contraer la arista

(u,v), es decir, es isomorfa a la grdfica G%®.

Las operaciones de la Definicién 1 estén ilustradas en la siguiente figura.

G G (el )
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Siempre que nos refiramos al ancho de banda de una grdfica o al valor
By para alguna numeracién f de una gréfica, supondremos que la gréifica en
cuestién tiene al menos una arista, siempre que no se especifique otra cosa.

Miecntras que el problema de encontrar el ancho de banda de una gréafica
es N P-Completo (capitulo 2, teorema 2.3.6) existen ciertas clases de graficas
para las cuales €l ancho de banda puede determinarse por una formula
explicita o por un algoritmo de ticmpo polinomial. Usando las operaciones
anteriores sobre grificas de las cudles el ancho de banda ha sido determinado,
podemos obtener cotas supcriores e inferiores para una gran clase de gréificas.

Usamos [n] para denotar el minimo entero mayor o igual a n.

En diferentes demostraciones la siguicnte cota inferior sobre el ancho de
banda de una grifica serd utilizada (Capitulo 2, teorema 2.4.7) :

B@) =z (ve) -1/ D). 3.1)

§3.2 Cotas superiores e inferiores.

La primer operacién que vamos a analizar es la adicién de aristas, los siguien-
tes lemas (Vedse Wang, 1995 [14]) nos dan informacién acerca de cuinto es lo
maximo que puede incrementarse el ancho de banda de una gréfica al afiadir
una arista tomando como pardmetros el ancho de banda original y el niimero
de vértices de la grafica.

Lema 3.2.1 Sea B(G)=10b y sea e = (v,v,,) €EE (G) entonces
B (G < 2b.

Demostracién:

Sca f una numeracidn éptima para G, y sea V (G) = {v1,..v,,} numerados
de tal forma que f(u;) =7 y sca e = (1, ¥,) la arista afiadida.

La demostracién consistc en dar una numeracién f' tal que
lf (@) = F )| <21F (@) — F) v | () = £ (wa)] = 1.

Sear = |(l+m) /2] y definimos f' (v,) =1y f (vr41) = 2.
Ahora para cada v; tal que |i — 7| < min {r — 1,7 — r} definimos

F i) =f (vin) + 2 s i<
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F)=Ff w.)+2 s i>n

Tomando en cuenta que f (v.) = 1y f (vr41) = 2 podemos definir los
vértices como

F)=20F—-i)+1 st i<,

Fw)=2¢6~-r) si i>r

Con esto, bemos definido f' para todos los vértices de G excepto para un

conjunto de la forma vy, ..V 0 Upq1—iy ..V, dependiendo del signo de

r —|(n+ 1) /2] .(Esto depende de quién sea el minimo entre 7 — 1y n— 1)
En el primer caso, asignamos

Fw)=n+1~i para i<k
En el segundo
Flu)=i para i>n-—k
La renumeracion de los vértices hacia afuera de v, logra que
If @) - £ )| <21f @) - F@)l.-
Falta probar que si tomamos cualesquiera dos vértices de G + e no importa

el valor que se les asigne con f’ siempre !f' (=) — f'(y)l <2if(z)— flw)i-

Por ejemplo, si tomamos dos vértioes v; y v; pueden considerarse los siguien-
tes casos:

1) vsestal que |z — | < min{r — 1,n — r} y v; también cumple que |7 — r| <
min{r - 1,n —7r}

a) i,j <remtonces £ () =2(r =) +1 y Flu)=2(-5)+1
If @)~ F )| =12 —)+1) = @0 - + Dl =[2G — i) = 21f (w) — F@)]-
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b)i <ryj>r (o viceversa) entonces f' (v;) =2 (r —i) +2 y
Fw)=20—7)

F@) =) =1@Fr—-)+1)- Q@G —r)=|2@ ~@E+5)+1] <
225 —(E+53)+U =120 —)+1 <2} —j| =2 |f (v) — F(v;)|.

¢) 4,7 > r entonces f' (v;) =2 (i —r) y fy;)=2(—j)
|f @) = F )| =126 -7) =20 =)l =[2G —5)| =2 |If () — F))l-

d)v;=v,=y j<rentonces f (v.) =1y f(v;) = (r —j)+2
[f @)= F @) =|f @)~ F)|=N—(G-r)+2=|r~i-1 =<
Ir—dl+1< 2l =5l =21f (@) — f(v5)].

2) Si (r—|(n + 1) /2]) > O significa que el conjunto de vértices que queds
sin renumerar es de la forma v,,..vx y entonces
a) si v; pertenece a este conjunto y v; también es obvio que

]{' (@) = F @) S21f () = F(w)l- ya que £’ () =n+1—iy f (v;) =
n+1-—7,

| () = F )] = l(n+1=8) = (n+1—3)| = |—i] < 2[i—j|
20f (w) — F(@y)l

b) si v; pertenece a este conjunto y v; no
i)j<mentomoes f (v;))=n+1—iy f (v;)=(—74)+2
[f @)= F)| = In+1=9) = (r=j+2)| = n—r—(GE~j)~1] <
V—il+ln—r—1/.8
La siguiente construccién provee una renumeracién éptima para todos los
casos donde el mimero de vértices de G, n(G) < 6B(G).

Lema 3.2.2 Si B(G) =15 yn(G) < 3(b+a)+ 1, donde a > 1, entonces

B(G+e)<b+a para -cualquier eEE(é’).
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Demostracidn:

Una vez mas sea f una numeracién 6ptima para G, y sea
V (G) = {v1,..vn} numerados de tal forma que f(v;) = %, y sea e = (v, V)
con ! < m la arista anadida. Si m —! < b + a no hay nada que probar,
entonces podemos suponer que m —{ > b+ a. Lo que haremos serd cambiar
la numeracién para hacer que los nuevos valores de v; y v, difieran por
b+ a. Si escogemos valoresde r y s con ! < r < 5 £ m y definimos f” como

frm) = n f' (vm) = s,
ff(v) = i—1paral<i<m
f'(v) = i+lparas<i<m,
F' (%) = i= f(v;) en otro caso.

En la siguiente figura puede observarse como se realiza la renumeracién

® © 0EO0eEOE® © & 0 0 OO Pb o
v, r s Vo

Figura 3.1: Una cota sobre el aumento del ancho de banda bajo adicién de
aristas.

Queremos elegir 7 y s de tal forma que By (G +e) <b+a
Sir — s = b+ a, entonoes cualesquiera dos vértices v;, v; diferentes a v, vy,
(conl<i<rys<j<m) cuya numeracién cambic bajo f no son adya-
centesen G, ya que como? < ry s < 7, entonces s+ < r+J y por lo tanto
f@)—f@)=li—i=z2s—r=b+a

Ahora, como a > 1 y los demads vértices aparte de v, v, bajo f’ cambian
a lo mas en 1, necesitamos sélo verificar que la aristas incidentes a v y v,

tienen diferencias satisfactorias bajo f’. Para garantizar esto, cs suficiente
tener

r<max{l4+al+bdb+a}l ysZ>min{m—an-b—a}.

Silzn—2(b+a), ponemosr=1ys=1+b+ a, y tenemos
s=1l4+b+a>n— (b+a), lo cual es suficiente.
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Sim < 142 (b + a) , entonces simétricamente ponemos s = my r = m—b—a,
produciendo 7 < 1+ b + a. En los casos restantes, con { <n—1-—2(b+a)
ym=>2+2(a+b), fijamosr=1+b+ay s=1+2(b+ a). Entonces la
condicion n < 1+ 3(b+a) produce que Il < bt+a<rys>2n—b—ay
quetodas las condiciones juntas sean suficientes y se satisfagan. @

Lema 3.2.3 Sin >6b—1—3k con0 < k < b— 1, entonces e:rist_e una
grdfica G' con n vértices y con ancho de banda b y una arista e € E (G’) tal

que B(G +e) > 2b—k.

Demostracidn:

Como el ancho de banda de una gréfica es tan grande como el de cualquier
subgrifica, podemos suponer que G es la b— ésima potencia de P, (donde P,
€s una trayectoria con n vértices). En otras palabras, dada una numeracién
Séptima f de G tal que f(v) = i Vi, entonoces (v;v;) € E(G) si y solo si
i—gl<b.

Sea e = (V145; Un—s); €s suficiente mostrar que B (G +e) > 2b — k.

Los vértices del conjunto S = {v;:¢<b+16i>n—b—1} inducen
una subgrifica de G’ + e con didmetro 3. Sea f/ una numeracién Sptima de
G + e. Si los vértices asignados con los niimeros 1 y n estdn ambos en S,
entonces la subgrifica de G + e inducida por S contiene una arista (u, v) con
1f (u) — £ (v)] = [(n—1)/3) = 2b — k. Si el vértice = asignado al nimero
1 o nn por f’ pertenecen a G \ S, entonces todos los vértices adyacentes a =
tienen nmimeros con orientacién hacia un lado de f’ () ; como cada vértice
de G'\ S tiene 2b vértices adyacentes en G, esto implica By, (G +¢€) > 2b. En
cualquiera de los dos casos, se tiene que B(G' +¢e) > 20— k. 0

Juntos, estos tres lemas producen el siguiente resultado principal:

Teorema 3.2.1 Si g (b,n) denota el valor mdximo de B (G + e) cuando G
tiene n vértices y ancho de banda b, entonces

b+1 sin<3b+4
gbn)=3 [(n—1)/3] s3b+5<n<6b-2
2b sin>6b6—1.
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Demostracion:

Los lemas 3.2.1 y 3.2.3 proveen cotas inferiores y superiores cuando
n > 6b—1 (k=0). El lema 3.2.2 provee la cota superior cuando
n<3b+4 (a=1).Si3b+5 < n < 65~ 1, existe un vinico valor entero
positivo de a tal que 3(b+a) + —1 < n < 3(b+ a) + 1. Entonces el lema
3.2.2 establece g (b,n) < b+a=[(n—1) /3], y el lema 3.2.3 establece
g(byn)>226—(b—a)=b+a,puestoque 3(b+a)+1=6b—-1-3(b—a). @

Ahora investigaremos una cota superior para el ancho de banda de G{**)
en términos de B(G) y la distancia de u y v en G.

Lema 3.2.4 Sea G una grdfica, g una numeracion de G, u y v vértices de
G, (u,v) ¢ E(G). Sea c = |g (v) — g (u)|. Eviste una numeracion f de G~
tal que By < |} max {0,c — Bg}] + B,

Demostracion:

Tenemos que probar el lema sélo en el caso en que ¢ > B,;. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que g(u) > g(v). Consideremos una nu-
meracién f de G{**) definida por:

1. f(u)=g(u) + [} (c— BJ)],
2. f(v) = f(u) + [} (c +2By)],

3. f(z) = age) parax € V(G) — {u, v}, donde aq; es el j — ésimo entero
positivo distinto de f (u), f(v).

Como f(v) — f(u) = H (c+2By)] > B, , se sigue que para cualquier
arista (z,y) de G tal que z, ¥ ¢ {u,v}, no podemos tener g (z) < f (u)
¥y 9 () = f(v). Por lo tanto, |f(z) — F(¥)| < lg(=) ~g (@) +1 < By +1
para dichas aristas (z,y). Ya que si por ejemplo g (z) > f(u), entonces
f@)<g(=)+1

Sea (u, z) una arista de G{*®), z # v. Si g (u) > g (z), entonces

f@) = £ (@) =g +[1 (e~ By)| — age) =9 (w) — 9 (*) + [} (¢ — By)]

< B, + H— (c— BQ)J ,puesto que (u, ) es una arista de G.

Sig(u) < g(z), entonces f (z) — f (u) < |9 () — g (v)| < B,.

De manera similar podemos probar que f (v) — f (z) < B, + [% (c— Bg)]
para cualquier arista (v, z) de G{**), z # u. Como
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) — fw) = [1(c +2By)] = F(¥) — f(w) = [3(c+3B,— By)| = B, +
[% (c— Bg)-] tenemos que By < B, + [% (c—By)|.m

Teorema 3.2.2 SiG es una grdfica conera y u, v son vértices de G, entonces
B (™) < min{[1 (d(u,v) +2) B(G)],2B (G)}

Demostracion:

Sea g una numeracién éptima para G. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que |g (u) — g ()| > B (G). Claramente se cumple que
lg (v) —g (v)} < B(G)D(u,v). Por €l lema 3.2.4, existe una numeracién f
de G tal que

B, < [1(lg () —g ()| — By)| + B,
é (B(G)d (u,v) + 2B (G))]
1(d(u,v) +2)B(G)].

La deﬁxg\mldad B (G(""’)) < 2B (G) corresponde al lema 3.2.1 y ya ha
sido demostrada. @

En el siguiente teorema mostraremos que la cota superior sobre el ancho
de banda de G{*) del teorema 3.2.2 cs la mejor posible en términos de B (G)
yd(»,v).

Teorema 3.2.3 Para cada entero i = 2, 3,4 y para cada entero k existe una
grdfica Gy, y vértices u,v en Gy, tal que

e B (Gki) Z k,
e d(u,v) =1,
o B((Gr)) = [1(d (wv) +2) B(Gw)]

Demostracidn:
Sea 7 uno de los enteros 2,3 0 4. Sea j = ({+ 1)k +1.

Consideremos las graficas Gy, = Saaye Y (G,“)(“"7 , cuando ¥ = Tji1, ¥
v = z;11)+ 1. Es claro que B (Gy,) = 7, d (1,v) =1 en G, y DGy )P™) =

3. Por el tcorema 3.2.2, B ((G )("")) < [ (i +2) _71 Sin embargo, por 3.1,
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B (G = [(JV ((Gx)5)] = 1) /DUGIE™)] = [4 (6 +2) 5]
Por lo tanto

B(G&) = [1(¢+2)i] = [1 @) +2) B(GL)]. @

Ahora investigaremos la relacién entre el ancho de banda de G3° y el
ancho de banda de G.

Teorema 3.2.4 Si G es una grdfica y u, v son vértices de G, entonces
B(G)-1< B(G¥")<2B(G).

Demostracion:

Sea z el vértice de G el cual no estd en G.

(a) Primero probaremos B (G%°) < 2B (G) .

Sea f una numeracién éptima de G. Sin pérdida de generalidad podemos
asumir que f (u) > f (v). Sea g; un mapeo de V (G) definido de la siguiente
manera:

g,(x)=%+2|f(x)-‘—%, donde j = } (f (v) + f (v)).

Podemos verificar que g) es un mapeo inyectivo, es decir que g3 (x) # g1(y)

para x % y.
Lo que significa que g; es una numeracién para G. Ademés g; cumple,

a@—g@=1+2f (W) +2+i-1-2f(w)+2i+1=1 (3.2)

Sca gz un mapco de V (G%’) definido como sigue:
g2 (z) = g1 (x) sigi(z) <gi(u) ,
9z (=) = g1 (),
ga(z)=g1(x) — 1 sigy(z) > g (v).
Dado que G'%® no conticne los vértioes u y v y g1 es una numeracién de
G que satistace 3.2, gz es una numeracién de G35,
Sca (z,y) una arista cn ¢ la cual también es una arista de G. Entonces

g1 (=) =g @) =2||f (@) =5 -} - |[f@w) -5 - }|
21f (=) — f (W) £ 2B(G).

lgz (x) —ga (v)] <
<
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Si (x, z) es una arista en G5®, entonces por la definicién de g;
m

lg2(x) —ga(2)] = lga(x)—gn (u)|

: < min{lg (=) ~g1 ()], o1 (=) — a1 (¥)]} < 2B(G).
{6) Ahora probaremos la primera desigualdad, B (G) -1 < B(GW®).
Sea h una numeracion Sptima de G5°.
Definamos en G una numeracién /' de la siguiente forma:

h (x) = h(z) si h(z) < h(z),

K (u) = h(z),

RE)=h(z)+1 sih(x)>h(z),

K@w)=h()+1

Claramente B (G) < B(GY%*) + 1, y €l teorema se cumple. B

Teorema 3.2.5 Para todo n exviste una grifica Gy, y vértices u, v en G,
tales que B (Gn) > n y B((Ga)') =2B(G).

Demostracion:
Sea j = %n] . Sea G, una gréfica tal que V(G,) = {z1, 3, ...., T1zj40}, ¥
E(Gn) = {{zi) Tajus) I§ < 67 + 5,3 9 35 + 3}U{{Zejum i) i = 65 + 5, 9£ 95 4+ 7} .

X, X3 X33 xqf‘ XW X6 Ko7 Xy Xigjee

Figura 3.2: G,,

Podemos verificar que D(G,,) = 4.

Consideremos una numeracién f de G,, definida por f (x;) = i.
Claramente B, (G,) = 35 + 2.
Usando 3.1, B(G,) = [(V(G,) ~1) /D (Ga)] =37 +2> n.

Sea u = T3;,3, V= xgj47.



-
X, X2 Xera  Xeprs Xeps X12p8  X125+9

Figura 3.3: (Gn)m’

Nuevamente, usando 3.1,

B((Gw)w") = [(V((Gn)Z") — 1) /D (Gl
[(127 +8) /2] = 2B(Gn)

iEsto, combinado con el teorema 3.2.4 , produce B ((Gn),') = 28(G,). B

Teorema 3.2.6 Para todo n existe una grdfica H, y vértices u, v en H,
tales que B (H,) > n y B ((Hp)m') = B(H,) — 1.

Demostracién:

Sea H, la grafica bipartita Kj,.43.

Por 3.2.7 sabemos que B (Kjny13) = n+ 2. Sean u y v los dos vértices
de Kjn41,2 de grado 2n+ 1.

Observemos que (H,)5" = Kini1,1 y por lo tanto
B((H.)%)=n+1=B(H,)—1.8

Por lo tanto, las cotas del teorema 3.2.4 no pueden mejorarse.

Definicion 3.2.1 Sea G una grdfica que contiene como subgrdfica una trayec-
toria Pn = (vo,V1y..s¥n), 2 = 1, tal que en G, d(vy) = d(vz) = «++ =
d(vn_1) = 2. Sea k un entero, n > k > 0. Definimos G%,_ la grifica que se
obtiene de G al eliminar los vértices Upy1, Vk+2y---yUn—1 ¥ todas las aristas
incidentes con ellos, y fusionando los vértices vy Y Vn.
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Figura 3.4: H, = Kjny1,3

Ahora investigaremos la relacién entre B (G’fp") y B (G) . De esta relacién
podremos derivar directamente una cota superior para B (G"(:"")) y una cota
inferior para B (G(:‘")) en términos de B(G).

Lema 3.2.5 Sea G una grdfica que contiene como subgrdfica una trayectoria
Py = (v0,V1y.eestp), n 2 1, tal que en G, d(v)) =d (v3) = -+ - =d (V1) = 2.
Entonces

B(c%) 5mm{23 ), [("““2)’2(_3_"*"]}.

Demostracién:

Sea f una numeracién 6ptima para G. Consideremos los siguientes dos
casos:

(a) d (vo) = 1, d (v,) = 1 respectivamente. En este claso G es isomorfa
a la subgrifica de G inducida por los vértices V(G) — {vo, U1y-ees Vn—k—1}
V(G) — {¥k41y Vk43s -y Un}, €l lema claramente se satisface.

(8)d{wo) > 1 y d(v,) > 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que f (vo) < f (vn). Sean s, { vértices de G tales que

£ max {f (2) | (vn,u) € E(G),u va1},
f(s) min {f (¢} | (vo,u) € E(G),u % u}.

|

I
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Figura 3.5: (H,)%" = Kin41a

Sea z el vértice de G'%,_ el cual no ests en G.
(61) Suponemos que f (s) < f(vo) < -++ < f(vn) < F(I). Sea

h=[((rn+2)B(G) —n+k)/(k+2)].

Sea < el entero positivo menor tal que (f (I) —n+k) — hi < f (Ve—iv1)-
Sea a,
el r—ésimoentero positivo parael cuala, ¢ {f(I) —n+k —jh |1 <j<i-—1}
Definamos la numeracién g en G‘,‘,ﬂ de la siguiente manera:
g (v) == Qrango(f(v)) para v € v (G”,.) - {vk—i+21 ceey Uk—1y z} ’
donde rango (f (v)) es el rango entre los
{f(z) |z € V(G) — {vk—is2s--.»un}},
9@ =FfW) —n+k+h,

g(‘v._,-+1) = f(l) —n+k —‘hj, 2 S] <z—1

Intuitivamente g esta construida como sigue. Puesto que
F() —f(s) £ (n+2)B(G), y G%, tiene n — k vértices menos que G , la
numeracién g intenta tender un puente sobre un espacio abierto
de tamaiio (n + 2) B (G) — n + k en una trayectoria de longitud k& + 2. Esto
conduce a la definicién de A y a la numeracién g.

Pucsto que & > B(G) tenemos que g (u) —g(v)| < B(G) +1 para
cada arista (u,v) en G%_ la cual no es incidente con {ve—ii3,---,Vk—1,2}.
Claramente , g (vie1) — 9 (2)] = h ¥ |9 (k_s+1) — 9 (v4—s)| = & para



2 <j <1i-1.Si(u,z) es una arista de G%_, u # v)-1, entonces

lg(2) —g @)} = |F()=n+k+h—ayw]
< |fF@Q)—n+k+h—f{l)+n—~kl=h

Por lo tanto B (G’;,n) < h. Ya que G%_ es una subgrifica de G2,
B(G%,) < B(Gm™) < 2B (G) por el teorema 3.2.4.

(62) Suponemos que la secuencia de enteros f (s), f (vo), +, f (vn), F (1)
no es creciente. Dado que f (vg) < f (va) existe un entero 7 tal que
Fwic1) > f(w) < f(visa), 0 < 2 < n. Consideremos la grifica G) y la
numeracién f, de G; como sigue:

= GPum-1) gi1<i<m,

1= Gm)  §ii=0.
fH{@)= f(z) parax € V(GYNV (Gh)
JFwia) sil1<i<n

fl(v:)={ fgv;) ) sii =0,

donde 7] es el nuevo vértice obtenido en la operacién de contraccién de
arista. G; contiene como su subgrifica la trayectoria
Poy = (Y0y-- 2 im1s Vs Vig1y- .-y %), Br (G) < Br (@) ¥ (Gl)’}",._.; es iso-
morfa a G,

Si £k = n — 1, entonoes G, safisface el lema. Si la secuencia de enteros
J1(8)s Fi(vo)y -y f1 (W) y..y F1(¥n), f1 ({) mo es creciente y k < n— 1, en-
tonces podemos repetir la construccidn previa para obtener la grifica Ga,...,
etc. De esta forma podemos construir una secuencia de graficas

G =Gy, G1,Gay...,G; J <n—k tal que:

e G, contiene como subgrifica una trayectoria P,,_,, 0 < r < 7 de longi-
tud n —1r;

e (G.)F,_, esisomorfa a G%,0 <r < j;

* Se cumple que j = n—k o que f;(s),f (vd) -+, f5 (vi-s) s f5 (1) sea
una secuendia creciente, donde P,_; = (vg, . ,'u,’;__,-)

Por lo tanto, si j = n — k, entonces claramente B (G’}‘,u) < B(G); si no;
podemos aplicar la parte (b1) de esta prueba a G; para verificar el lema. B



Teorema 3.2.7 Para toda grifica G y toda arista (u,v) en G,
B(G)+12 B(6¢) = [1(8B(G) -1)].

Demostracién:

Sea P; una traycctoria en G consistente de los vértices u, r, v, donde
7 es el vértioz obtenido de la subdivisién de la arista (u,v) de G. Puesto que
G puede ser obtenida de G(**) mediante la contracién de la arista (r,v) de
la trayectoria Py,

B(G) <min{2B (G, [1 (4B (¢”) —1)]}
por el lema 3.2.5. Por lo tanto
B(G)-3<i(aB(c8) —1)

’ i@B@G)-1)<B (Ggw) .

Dado que G es isomorfa a la grifica obtenida de G{**) mediante la fusién de
los vértices uy 7, B(G) > B (GS"")) — 1 por el teorema 3.2.4. @

Teorema 3.2.8 Par todo entero n > 0O existe una grdfica G, y una arista
(v, v) en Gy, tal que B(G,) >n y B ((G")S“"’)) = H 3B (@) - 1)-| .

Demostracién:

Sea j = %n . Sea G, una grafica tal que V (G,) = {z1, 23, ..., Z12j48}
¥ E(Gu) = {(zi, Tyjua) [§ < 65 + 4,7 5 45 + 4} U {{Taj4e, Toj7r)}

V] {(I,’,xaj+7) (i > 67+ 5,7 # 85 + 7} .

Puede verificarse ficilmente que D(G,,) = 3.

Consideremos una numeracién f de G, definida por f (x;) = i.
Claramente, Bs(Gy) = 45 + 3. Usando 3.1,

[]2_1; 7] =4 +3

Por lo tanto, B(G,) =45+ 3 > n.
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X X Xura XGi3  Xges Xges Xeps Xar Xupr Xigjes

Figura 3.6: G,,, definida para probar cotas en subdivisién de aristas.

X X3 Xajod X3 Xggra Kejes  Xejsg Xy X127 Xipe
Figura 3.7: B ((Gn){™) = [1 3B(6) — 1)]

Sea u = Tyjp4, V= Tgjir.

Usando 3.1,
() v (Gn)(’u,v) -1
B(@)) = [—£—~—L—D G

y por el teorema 3.2.7

5 (@)

IA

[13B(G)-1)]
= [16@W+3)-1]=3j+2

~B(G)=[16B©G)-1)].=
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Teorema 3.2.9 Para toda grdfica G y toda arista (u,v) en G,
B(G)-1< B(GH) < [1(3B(¢) - 1)]

Demostracion:

Puesto que G%®) es obtenida de G' por la contraccion de la arista (u, v) de
la trayectoria P, = (u,v), B (G,(:""’)) < H (3B (G) — ])] por el lema 3.2.5.
Luego G{*® es isomorfa a la grifica G%° y por lo tanto B (G,(:“")) > B(@)-1
por el teorema 3.2.4. @

Teorema 3.2.10 Para todo entero n > 0 eriste una grdfica G, y una arista
(u,v) en G,, tal que B(Gn) >n y B ((G")‘(:"-v)) = H (3B (G) — 1)]

Demostracion:

Sea j = Hn] . Sea G\, una grifica tal que V (G,)) = {1,z ....; Tejaa}» ¥
E(Gn) = {(zi, x3j42) | < 3j + 1,7 # 25 + 2} U {(z3j42, T4j43) }

U{(xﬁﬂaxi)li =37 +2,¢ 5 4j+3} -

Xy X, xz},z xgjﬂ X3j42 Xaj3 X643 Xej+4

Figura 3.8: G,,, definida para probar cotas en contracién de aristas.

Puede verificarse ficilmente que D(G,) = 3.
Consideremos una numeracién f de G, definida por f (x;) == i. Clara-
mente, By (G,) =27 + 3. Usando 3.1,

B (G,)

v

Eon

= [933_H1=9j+1

&,

Por lo tanto, B (Gp) = 27 + 1 > n. Sea u= w343, U = Tyj4a-



67

X X X3ji1 X2 Xej13  Xejrs

Figura 3.9: B ((Gn).(,u'v)) = H (3B (Gyn) — 1)]

Por 3.1,

() v ((Gn)‘(:u.') ! —1
B((G)") = [ D ((GnE™)
= [67*2"‘3] =3j+1
y por el teorema 3.2.9

B((Gn)&™)

A

[1(3B(Gn) —1)]
= [16@+1)-1)]=3+1

~B(G)M) =[13BB@G.) —1)].m

Observacion 3.2.1 Si definimos H!, como (H.)*™, podemos ver que el
ancho B (H}) = B(H,); por el teorema 3.2.7 la numeracidn dptima para
H,, asigna los siguientes nimeros a los vérticesu y v : f(u) = [1"211] +1y
flv) = [’—";ﬂ] +2 entonces la adicion de la arista (u,v) no afecta en el ancho
de banda; y puesto que (H,),” en la prueba del teorema 3.2.6 es isomorfa a

(HL)®) | implica que la cota inferior sobre el ancho de banda de G en el
teorema 3.2.9 no puede mejorarse.
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Figura 3.10: Grdfica tal que bajo contracidn de una arista el ancho de banda
de la grafica resultante disminuye en una unidad

Observacion 3.2.2 Construimos la grdfica C3,,, de la siguiente manera
C3,. = (Czn+ l).(.'"“""") para nn > 2, entonces por el teorema 3.2.7 el ancho de
banda de Cj,,,, es 2. Ahora vamos a ver qué ocurre con el ancho de banda de

(nstvnsn)}_
G o, (e ) 2 [

fa"—t’] = 3 = B(C},.1) + 1, y ahora por el teorema 3.2.7,

n

B ((C;"_H)i'"“""")) < B(C%,) + 1. Por lo tanto B ((Cg,‘“)
B(Ciner) +1 .

[ .vn-u)) _

Asi, los teoremas 3.2.7 y 3.2.9 proporcionan las mejores cotas para el
ancho de banda de G{**) y G(*®) en términos del ancho de banda de G.
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Figura 3.11: Ejemplo de Cy,,, conn=3

Figura 3.12: Ejemplo de una grdfica tal que bajo subdivision de aristas el
ancho de banda se incremente en 1.
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