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Capítulo 1 

CONCEPTOS GENERALES 

1.1 Introducción 
En este capítulo haremos un breve resumen de algunos de los conceptos 
básicos de la Teoría de los Sistemas Dinámicos Discretos. En términos gen
erales, Jos Sistemas Dinámicos DiscretOs, resultan del proceso iterativo de 
algún fenómeno de interés. En nuestros términos, Jo que nos interesa es 
considerar un tipo especial de funciones, y estudiar el comportanúento de 
éstas bajo un proceso iterativo. En otras palabras:, si damos una función / y 
algún punto z en donde f esté bien definida, lo que nos interesa es estudiar 
el siguiente proceso: 

z, f(z), f(f(z)), f(f(f(z))), .... 

Este proceso nos da un concepto muy importante: el concepto de órbita, 
y el problema que queremos estudiar es precisainente la estructura de las 
órbitas de ciertas funciones. 

Queremos en este momento especificar la siguiente notación: r = fo¡ o 
···o f, n veces; es decir, fn denotará la composición de la función f n-veces 
consigo misma. 

Finalmente diremos que las funciones que consideraremos, serán siempre 
holomorfas en todo el plano complejo. 



1.2 Definiciones Elementales 
Empezamos con una definición central: 

1.2.1 Definición: 
Para cada z E a:, al conjunto de puntos z, f(z), f 2 (z), ... se le llama la órbita 
hacia adelante de z. Denotemos a este conjunto por o+(z) y observemos que 
o+(z) se puede escribir en la forma 

{r(z) : ne N u {O}}. 

Si fes un homeomorfismo, la órbita hacia atrás de z es o-(z) = {fn(z) : n 
e llV-}, y, consecuentemente, podemos definir la órbita entera de z como 
O(z) = {fn(z): n E L'VU{O}uIN-}. El objetivo básico de este trabajo es el 
de estudiar ( describir ) las órbitas de ciertas familias de funciones. 

1.2.2 Definición: 
El punto z es un punto fijo de f si f(z) = z. El punto z es un punto periódico 
de periodo n si /"(z) = z. Observemos que si z es periódico de periodo n 
para f, entonces z es un punto fijo para fn. Es ta.rnbién importante notar 
que si z es periódico, a O(z) se le llama órbita periódica. 

Veamos ahora algunos ejemplos. 

1.2.3 Ejemplos: 

l. La función identidad /(z) = z fija a todos los puntos del plano com
plejo, Dlientras que la función /(z) = -z fija solamente al origen y los 
demás puntos tienen periodo 2. 

2. ·La función f(z) = z 3 tiene como puntos fijos a z1 = O, z2 = 1 y za = -1. 

3. La función f(z) = ::2 - 1 tiene puntos fijos en z 1 = (1 + V5 )/2 y 
z 2 = {1- V5 )/2. Observemos que f(O) = -1, f 2 (0) =O y f(-1) =O, 
f 2 (-1) = -1 1 esto es, O y -1 son puntos periódicos de periodo 2. 
Analizar las órbitas de los demás puntos en el plano es un problema 
m.ás complicado que no resolveremos aquí. 

Daremos ahora otra definición importante. 
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1.2.4 Definición: 

Sea z un punto periódico de periodo n para f. El punto z es hiperbólico si 
1 /'(z) 1 # l. 

1.2.5 Ejemplo: 

Sea /(z) = (1/2)(z3 + z). l'otemos que O, 1 y -1 son puntos fijos de 
f. Además /'(O) = 1/2 y /'(±1) = 2. Es decir, O, ±1 son puntos fijos 
hiperbólicos. 

La siguiente proposición nos muestra una característica importante de los 
puntos fijos hiperbólicos. 

1.2.6 Proposición. 

Seapun punto fijo hiperbólico con 1 /'(p) 1 < l. Entonces existe una vecindad 
U de p tal que si z E U, entonces 

J~~/(.::) =p. 

Demostración.. Damos Ja demostración en el caso real. Como / es C 1 , 

existe e> O tal que l f'(x) 1 < . .\,con O< A< 1 para.x E (p- E,p+<]. Por 
el Teorema del Valor !\fedio se tiene 

I /(.x) - p I = 1 f(x) - f(p) I :::; A I .x - PI <I .x - P I $ <. 

Por lo tanto, /(x) está contenido en (p - t:,p +e::) y, en efecto, está más 
cerca de p que x. Aplicando n veces el mismo argumento, se tiene que 

1 /"(x) -p 1=$An1 X - p J, 

de aquí que /n(x} -l> p cuando n __,. c::c. : 

Esta propiedad lo que nos dice es que los puntos cercanos a un punto 
fijo hiperbólico con norma de la derivada menor que 1, bajo iteraciones de 
la función, convergen al punto. Es cierto un resultado similar para puntos 
periódicos hiperbólicos de periodo n_ En este caso, la hipótesis es que 1 
(/n)'(p) 1 < l. Esta proposición induce la siguiente definición: 
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1.2. '1 Definición: 

Seap un punto periódico de periodo n con 1(f")'(:::)1 < L Entonces, se dice 
que pes un punto periódico atractor (o un pozo). 

El comportamiento de una función cerca de un punto periódico hiperbólico 
con J (/n)'(z) J > 1 es muy distinto al de los atractores. Esto lo señala la 
siguiente proposición. 

1.2.8 Proposición: 

Sea p un punto fijo hiperbólico con J f'(p) J > l. Entonces, existe una 
vecindad U de p tal que, si z E U, z ~ p, existe k > O tal que f"(z) ji! U. 

De manera análoga se tiene un resultado para Jos puntos periódicos hiperbó
licos con J (/n)'(z) J > 1, y de aquí la siguiente definición: 

1.2.9 Definición: 

Sea p un punto periódico de periodo n con J (/n)'(p) J > l. Entonces, se dice 
que pes un punto periódico repulsar (o una fuente ). 

Si se tiene que un punto periódico satisface 1 (f")'(p) 1 = 1, entonces 
diremos que p es un punto periódico indiferente. 

De acuerdo con las proposiciones anteriores, el comportamiento de una 
función cerca de un punto periódico hiperbólico, está regido fuertemente por 
la derivada; sin embargo, este no es el caso si el punto periódico es no
hiperbólico. 

1.3 Dinámica Simbólica 
En esta sección haremos una breve descripción de la Diná.ntica Simbólica. 
En general, el modelo simbólico resulta ser muy útil, aunque a nosotros lo 
que nos interesa es el concepto de itinerario, el cual es de gran importancia 
para nuestro estudio. Una discusión más detallada de este modelo puede 
encontrarse en Devaney[6] (Cap. 1, págs. 40-42). 

Dantos ahora una definición. 



1.3.1 Definición: 

El conjunto E2 = {(s1s2 • · ·): s; =O ó 1} es un espacio de sucesiones en dos 
símbolos. 

Este espacio es un espacio métrico con la métrica 

d(s t) = f: J S; - t; J 
' i=l 2• ' 

lo cual no es difícil de verificar. 

1.3.2 Proposición: 

Sean s, t E E2, y supongamos que s; = ta para i = O, 1, ... , n. Entonces 

d(s, t) .S 2~. Inversamente, si d(s, t) < 
2
1
n, entonces s¡ = t¡ para i :5 n. 

Demostración. Si s¡ = ti para i :5 n, entonces 

d(s, t) = "i:. J S¡ -; S¡ J + f: J S¡ -; t; J :5 f: .;., 
i=O 2 i=n+l 2 i=n+l 2 

pero, 

C90 1 oc 1 f'l 1 1 1 .E. v = ~ 2' - ~ 2' = 2 - 2c1 - 2n+• > = 2". 

1 
y por lo tanto d(s, t) $ 

2
n. 

Inversamente, sis; :¡J:. ti para algún j :5 n, entonces 

1 1 
d(s,t) ~V~ 2 n, 

lo cual implica que si d(s, t) < 
2
1
,., entonces sa = t¡ para i :5 n. 

Este resultado nos permite decidir cuando dos sucesiones están cercanas, 
puesto que nos dice que basta con que coincidan en sus primeras cifras para 
que estén muy cercanas. Definimos ahora la función de corrimiento en E 2 • 
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1.3.3 Definición: 

La función de corrim.iento a : ~2 -+- ~2 está dada por a(s1 s 2 s 3 • • ·} = 
(s2sas• · • ·). 

De la definición se ve inmediatamente que a es dos a uno, y la siguiente 
proposición muestra que CT es continua. 

1.3.4 Proposición: 

u es continua. 

Demomtraci6n. Sea E > O y s = (sos 1 • • ·). Elijamos n tal que _.!_ <E. 
2n 

Sea 6 = 
2
n:l. Si t = (tot1 • • ·) satisface que d(s, t) < 6, entonces, por la 

proposición anterior tenemos que s; = t, para i ::5 n +l. Por lo tanto, las 
i-ésimas entradas de a(s) y a(t) coinciden para i ::5 n. Por lo tanto, 

1 
d(o-(s), o-(t)) :5 

2
n < E. # 

Antes de definir el concepto de itinerario, analizamos un ejemplo para ver 
la fuerza y la importancia de este modelo simbólico. 

1.3.5 Ejernplo: 

Sea f(z} = z 2 • Observemos que z =O es el único punto fijo de/. También, 
si 1 z J < l, entonces fn(z) -+ O cuando n -+ oc; mientras que si 1 z 1 
> 1, entonces /"'(z) -> oc cuando z -+ ex>. Así que Ja dinámica de f está 
bien determinada para los puntos que se encuentran dentro y fuera del disco 
unitario ~- Sin embargo, para Jos puntos que están sobre S 1 = éJL::Ji., la 
dinámica es un poco más complicada. 

Para describir la dinámica de / sobre S 1 , podemos utilizar el modelo 
simbólico. Dado z e S 1 , podemos escribir z = exp(Z7ri9), donde O:$ 8< 1. 
Entonces, f manda z en exp (2r.i29). Así que, podemos entender la acción 
de / sobre S 1 si entendemos la acción de la función 9 i---> 29 (mod 1) en el 
intervalo (O, 1). Esto es, .si pensamos a los puntos del intervalo [O, 1) en su 
expansión binaria, podemos identificar al intervalo [O, 1) con el espacio E 2 
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~· el mapeo a es equivalente a multiplicación por 2 módulo 1: es decir, si 
9 E [O, 1), en su expansión binaria, 

entonces, módulo 1, 

el cual, vemos que es el mismo efecto de aplicar CT. 

Ahora bien, la dinámica de u se puede conocer con cierta facilidad. Por 
ejemplo, los puntos (000 ···)y {111 ···)son puntos fijos para u, mientras que 
los puntos periódicos de periodo n son áquellos de la forma 

Es más, hay 2"' puntos periódicos de periodo n. También se puede ver que 
los puntos periódicos son densos, que hay puntos eventualmente periódicos, 
etc.; y por lo visto anteriormente, la dinámica de J sobre 5 1 es la misma. '1 

De acuerdo con este ejemplo, el modelo simbólico es muy útil para de
scribir la dinámica de ciertos mapeos, vía una conjugación. Definimos ahora 
lo que es el itinerario de un punto. 

1.3.6 Definición: 
Sean f : tC -+ tC y .4., B e <C. Entonces, el itinerario de un punto z E <C es 
una sucesión l{z) = (s1 s 2 s 3 • • ·) tal que sn. = O si fn(z) E A ó sn = 1 si 
r(z) E B. 

Esta definición asocia a cada punto del dominio de f una sucesión de O's 
y l 's. Analizaremos un poco más de cerca este concepto en el Capítulo 3, 
donde será de importancia para entender la dinámica de las funciones en las 
que estamos interesados. 
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1.4 La Esfera de Riemann 
En esta última sección, haremos una breve discusión de la Esfera de Riemann, 
ya que en realidad lo que nos interesa es tr3bajar con funciones definidas 
sobre este espacio. Una discusión más propia y detallada, puede encontrarse 
en Ahlfors[l] (Cap. l, págs. 19-20) ó Conway[5] (Cap. 1, págs. 8-9). 

Topológic&111ente, la esfera de Riemann es Ja compactificación del plano 
complejo mediante la adición de un punto, el cual denotamos por ex>. Esto 
es, si denotamos portr a la esfera de Riemann, entonces 

~=€u {oo}. 

La topología en q} son los abiertos de la forma: 

l. U, donde U Ctl: es abierto, o 

2. e-e, donde e ce es compacto. 

Esta "extensión" del plano complejo nos permite extender tambi~n cierto 
tipo de funciones holomorfas, de forma tal, que podemos entender el com
portamiento de las funciones en oc vía un homeomorfismo que conjuge al O 
con el oo y viceversa. 

En general, si tenemos una función holomorfa f: ~ -+ilf tal que f(oc) = 
a, con a :¡I:. O, entonces, decimos que f es holomorfa en oo si la composición 
g o fo u-; es holomorfa en O, donde g(z) = ~ Si f(oo) = O, basta tomar 

g(z) = z _ b' donde b "#-O, oo. 

Para reafirmar un poco esta discusión, consideremos la función del ejem
plo de la sección anterior, esto es, f(z) = z 2 • Claramente, f(O) = O y 
f(oo) = oo. Si tomamos g(z) = l/z y hacemos la composición 

g o fo y- 1 (z) = g o f(l/z) = g(l/z2 ) = z 2 , 

vemos que g conjuga a f consigo misma ~·, por lo tanto, el comportamiento 
de f en oo es el mismo que el comportan1iento de f en O. 

En el siguiente Capítulo veremos cómo se inducen las transformaciones 
de MObius en toda la esfera. 
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Capitulo 2 

TRANSFORMACIONES 
CONFORMES 

2.1 Introducción. 
A través de este capítulo hablaremos de las transformaciones conformes, y de 
algunas de sus propiedades. Estas transformaciones son importantes porque 
poseen características geométricas interesantes. Veremos un tipo especial de 
transformación conforme, que son las llamadas Transformaciones de MObius, 
las cuales nos serán de mucha utilidad en adelante. Diremos también algunas 
cosas sobre iteraciones de este tipo de transformaciones. El tratamiento que 
baremos de las transformaciones conformes en general, lo haremos siguiendo 
a Marsden[9] (Capítulo 5, Seccs. 1 y 2 ). 

2.2 'I'ransformaciones Conformes. 

2.2.1 Definición: 
Sean f : A e tI: -tI: y <>< : [a, b] ---> A una curva diferenciable con O E [a, b], 
<><(0} = zo y v = ct'(O) .,¡,O. Hagamos l't(t) = f(ct(t)). Entonces, decimos que 
/ es conforme en zo si existe O ::; 6 < 2r. y r >· O tal que /3 es diferenciable en 
t =O, y, si hacemos u= .8'(0), tenemos que 1 u 1 = r 1 v 1 y arg u = arg v + 9 
(mod 21!"). 
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Diremos que f es conforme en A si es conforme en cada punto de A. 

Geométricamente, las transformaciones conformes rotan a los vectores 
tangentes a las curvas y les aplican una homotecia. También resulta in
teresante notar que estas transformaciones preservan los ángulos de curvas 
que se intersectan. El siguiente resultado es importante porque muestra las 
conexión entre las tr&Itformaciones conformes y las funciones holomorfas. 

2.2.2 Teorema: 
Si f : A ca: __,.te es hoJomorfa y si f'(z0 ) ::¡f O, entonces fes conforme en 
zo con 9 = argf'(zo) y r =/ f'(Zo) /. 

Demostracida. Si utilizamos la notación de la definición anterior, por la 
Regla de la Cadena tenemos que 

u = ¡3'(0) = f'(zo) · a'(O) = f'(zo) ·v. 

Por lo tanto, 

/u/=/ f'(:zo) / • / v / y argu = argf'(zo) + argv (mod 211"), 

que es lo que se requiere. : 

Como un sencillo ejemplo de este tipo de transforníaciones, pensemos 
en la función z t-t z 2 , definida sobre el primer cuadrante sin el origen. 
Claramente esta función es holornorfa en todo punto de su dominio, así que 
es conforme. 

El siguiente teorema da una propiedad que nos será de gran utilidad. 

2.2.3 Teorema: 
(i) Si f : A --+ B es conforme y biyectiva, entonces f-1 : B -+ A es 

también conforme. 

(ii) Si J : A -+ B y g : B -+ C son conformes y biyectivas, entonces g o f 
: A -+ C es conforme ~· biyectiva. 

10 



Demostración. 

(i) f- 1existe ya que f es biyectiva. Por el Teorema de la Función Inversa, f 
es holomorfa con dJ-'(w)/dw = l/(clf(z)/dz), donde w = /(z). Como 
fes conforme, entonces clf(z) '16 O y, esto implica que dJ- 1 (w)/dw 'f6 O. 
Por lo tanto, f- 1es conforme. 

(ii) Recordemos que la composición de funciones biyectivas y la composición 
de funciones holomoñas es holomorfa, así que en este caso g o f es 
holomorfa y biyectiva. También, 

(g o f)'(z) = g'(f(z)) · f'(z) 'f6 O, 

po~ lo tanto g o f es conforme. # 

Este resultado es importante para nuestro trabajo, puesto que estaremos 
interesados en estudiar la dinámica de una familia de funciones que resultarán 
ser conformes y biyectivas. Un tipo especial de transformaciones conformes 
que estamos interesados en estudiar son las 'transformaciones de MObius. 
Veremos algunas propiedades de esas transformaciones en la siguiente sección. 

2.3 TransCormaciones de Mobius. 

Una Transformación de MObius es un mapeo de Ja forma 

T(z)=az+b 
cz+d' 

donde a, b, e, d son números complejos fijos con ad - be =¡/:. O. El caso en el 
que ad - be = O es muy simple y carece de int~rés, ya que T se reduce a úna 
constante. 

'reremos a continuación, algunas de las propiedades de estas transforma
ciones. 

11 



2.3.1 'I'eorema: 
La transformación T definida anteriormente es conforme y biyectiva de 

A= {z ea:: z # -d/c} sobre B = {w ea:: w #a/e}. 

De hecho, la inversa de T es también una transformación de h-fObius y 
está dada por 

r-•(w) = -dw + b_ 
cw=--a 

DemOBtracióu. Es claro que Tes holomorfa sobre A y S(w) = -dw + b 
cz-a 

es holomoña sobre B. Para ver que Tes biyectiva, basta verificar que To S 
y S o T son las identidades. Haremos sólo un cálculo, puesto que el otro es 
similar. 

S T z _ -d(~) + b _ -adz - bd + bez + bd _ (be - ad)z _ • 
( ( )) - e(~) - a - acz +be- acz - ad - (be - ad) - •· 

De manera análoga tenemos que T(S(w)) = w. Para ver que Tes con
forme, observemos que 

d d 
dzS(T(z)) = dz(z) = 1, 

y, por otro lado se tiene que 

S'(T(z)) · T'(z) = l. 

De aquí se tiene que T'(z) #O. a 

2.3.2 Teorema: 
Cualquier mapeo conforme de A = {z e tI: : J z J < 1} sobre sí mismo, es 
una transformación de MObius de la forma 

T(z)=eiB~, 
1-Zoz 
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para algún zo E A, O :S fJ < 27r. Cualquier T de esta forma. es un mapeo 
conforme de ~ sobre A. 

Demostración. Veamos primero que para T de esta forma, si I z I = l .. 
entonces I T(z) I = l. Esto es cierto ya que 

I T(z) l=I e•• I I z - _"'º I = I z - "º I . 
l - zoz 1 z 11 z 1 

- "º 1 
Como 1 z I = zz = 1, se tiene que z- 1 = Z. Luego, 

1 T(z) I = I :_ - :_• I = l, 
1 z- zo 1 

ya que I w I = I ü1 ¡. La única singularidad de T está en (zo)- 1 , la cual se 
encuentra fuera del disco unitario. Por Jo tanto, por el Principio del l\fáximo, 
se tiene que para todo z E .6., I T(z) f S l. Es decir, T mapea ~ sobre A. 

Por el teorerna anterior, podemos encontrar la expresión analítica para 
T- 1 , la cual es 

r-l(w) = e-ifl w - (-eiºzo) ' 
1 - (-e-•9 z 0 )w 

y como tiene Ja misma forma que T, es también un mapeo de A sobre A. 
Por Jo tanto.Tes conforme de A sobre A. 

La unicidad de T se puede probar utilizando el Teorema de Riemann { 
ver por ejem., Ahlfors(l], pág. 222 ), lo cual no haremos aquí. # 

Enunciaremos la siguiente propiedad de las transformaciones de l\t!Obius, 
la cual no probaremos aquít pero puede consultarse en !\farkushevich[SJ { 
Cap. 10, pág. 169 ). 

2.3.3 'Teorema: 
Sea T una transformación de ~fObius. Si L e '1: es una línea recta y S e a: 
es un círculo, entonces T(L) es o una línea recta ó un círculo, y T(S) es o 
una línea recta ó un círculo. 

Para finalizar esta sección! quisiéramos comentar que, en concordancia 
con lo que se dijo en la última sección del Capítulo 1, estas transformaciones 

13 



se inducen también sobre la esfera de Riemann, ya que si e '#- O, T(oo) 

a/e:¡:. ex>, ~~, si a=/= O, se obtiene, via conjugación con ;: 

G(z) = c+d/z 
a+b/z 

y G'(O) = ad-; be -FO. Por lo tanto, oc es un punto regular para T y así, T 

,está bien de~ida y es holomorfa sobre~. 

2.4 Iteración de Transformaciones de Mobius. 

Sea Tuna transformación de Mobius. Si e# O, tenemos que T(-d/c) = oc y 
T(oo) =a/e. Un primer aspecto en el que estamos interesados es en conocer 
la naturaleza de los puntos fijos de T, ya que la estructura dinámica de T, 
depende en gran medida de estos puntos. 

Observemos ahora que si e = O, entonces T tiene la forn1a T(z) = o.;;+ {3, 
donde o = a/d y f3 = b/d, si d #O. 

Analicemos ahora varios casos: 

Caso 1: ( e= O, 0< = 1 y /3 #O ) 

T tiene la forma T(z) = z +O, y, entonces, el único punto fijo de Tes 
oo. Así, para cada cada. z ei!J se tiene 

T"(z) = z + n/3, 

y claramente, T"'(z) --+ oo cuando n -4> oo. 

Caso 2: ( e= O, 0< -F 1, /3 #O ) 

T tiene la forma T(z) = az + /3, y tiene como único punto fijo a ( = 

-
1 

/3 • En este caso, vamos a proceder de una forma un poco distinta 
-o 

a la anterior. Formamos primero una transformación de ~IObius que 
mande < a ex>; a esta función le llamamos g y, entonces, g tiene la forma 

g(z) =~-A partir de esta función g, definimos S como 
z- .. 
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S(z) = (goTog- 1 )(z). 

La expresión g-1 (z) = 
1 + z( nos muestra claramente que g-1(1Xl) = ~' 

z 
y, consecuentemente S tiene como único punto fijo a oo, y de acuerdo 
con el caso 1, sn(z) ___,.,oc cuando n __,..oc, para todo z. T&Illbién, 

Aplicando ahora g y g- 1 por la derecha y por la izquierda, obtenemos 

T"(z) = (g-• o S" o g)(z), 

de donde, T"(z) - g-1(00) = (, cuando n - oo. 

Caso 3:. ( e= O, a# 1, /3 =O ) 

T tiene Ja forma T(z) = ctz. Claramente T fija al O y al oo. También, 
T"(z) = a"z, y, para todo z se cumple 

(i) T"(z) - O si 1 a 1 < l; 

(ii) 1 T"(z) 1 = 1 z 1 si 1 a 1 = l; 
(iii) T"(z) --+ oo si 1a1 > l. 

Los casos i y iii son claros, mientras que en el caso ii o a es una n-ésima 
raíz de la unidad y T"' es la identidad ó a no es una raíz de la unidad, 
y los puntos 7'"-(z) son densos sobre el círculo con centro en el origen 
y radio 1 z ¡. 

Caso 4: ( e # O ) 

T tiene su forma original y posee dos puntos fijos distintos (1 y (2, que 
se encuentran resolviendo la ecuación 

::= 
(a- d) ± Jca-d)2 +4bc 

2c 

15 



Por supuesto que estamos suponiendo que el discrilninante de la ecuación 
no es cero, porque si este esº el caso~ entonces tendríamos una situación 
análoga al caso 1. 

Construimos ahora una transformación de 1\IObius que mande (1 al O 

y ( 2 al oc, la cual se puede escribir como g(z) = ; = ~~, y de aquí, 

construir S(z) = (g o To g- 1)(z). Entonces, S lija al O y al oc. Así, S 
se reduce al caso anterior. y la dinámica' de T está. bien determinada. 
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Capítulo 3 

DINAMICA DE UNA 
FAMILIA DE FUNCIONES 

3.1 Introducción 
En este capítulo haremos la descripción y análisis de la dioániica de una 
familia de funciones conformes y discontinuas en la esfera de Riemann; esto 
es, trataremos de describir la estructura de las órbitas periódicas. 

En la figura siguiente se puede observar el comportamiento simétrico que 
se presenta en la dinámica de esta familia de funciones que, en principio, nos 
permite conjeturar, al menos en el sentido medible, que Jo conforme de las 
transformaciones es más fuerte que lo discontinuo. 
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3.2 Plantearniento del Problema 
Por principio de cuentas queremos especificar la siguiente notación: 

(a) Denotaremos por .Ór. al disco unitario enffJ, es decir, al conjunto de puntos 
de la forma {z eií: :¡ z 1< 1}, 

(b) Al disco con centro en 2 y radio 1 lo denotaremos por D, y 

(e) En general, al disco con centro en z y radio r lo denotaremos por D(z, r). 

Definamos ahora la siguiente función: 

F(-) _ { f(z) 
- - fo h(z) 

siz ~ 75 
si z E 15 

d~nde /(z) = oz con 1 o I< 1 y h: D-+ D es una transformación conforme 
y biyectiva. 

El objetivo básico de este trabajo es Describir la dinámica de la función 
F. Para iniciar con el análisis, deben1os, por principio de cuentas, escribir 
Px:plícitamente la función Ir.. Sabemos que las transformaciones conformes y 
biyecth:as más generales son las transformaciones de !\(Obius, así que podemos 
construir la función h de la siguiente manera: 

l. Definamos T : D ~ A por T(z) = = - 2. Claramente T es una 
transformación de ~tObius que manda D en ~-

2. Las transformaciones de r..IObius de ~ en ~ tienen la forma 

S(=)=e'º~, 
1-Zoz 

para algún zo E ~. O ::; 6 S 271". Así que hacen1os la composición 
SoT: D->~. 

3. Finalmente escribimos la composición r- 1 o So T : D --+ D, la cual~ 
obviamente~ es una transformación de l\léibius de D en D. 

-l. ~.\. esta composición le llamamos h ~-, explícitamem~. h tiene la forma 
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h (e'6 
- 2Zo):: + (2 - 2e'6 

- ::oe'6 + 4Z0 ) 

(z) = (-zo).o + (1 + 2.::o) 

Una vez que se tiene h. lll función F se puede escribir como 

{ 

a• 
F(z) =· ct(e'S - 2Zo).z + o(2 ~ 2ei6 - z0 ei0 + -1Zo) 

(-.::o)=+ (1 + 2zo) 

siz<tD 

si:: E 1'5 

Observemos ahora que Ja función F es "como" una transformación de 
~:IObius por pedazos. La transformación exterior del disco tiene Ja forma 
z ....__.. az, donde a = et, y Ja transforn1ación interior df'l disco tiene Ja forma 

az+ b .9 _ o - -
z t--+ ;;;:¡:-;¡• donde a = a(e• - 2::0 ). b = o(2 - 2e'9 - .::oe' + 4.:::-o), e= -z0 

y d = 1 + 2z0 • O sea que podemos reescribir a Ja funcion F como 

{ 

a· 
F(.::) = az+b 

c::+d 

si z <t I5 
si:: E 15 

Otra cosa que es también iinportante notar es que Ja función F depende 
de tres parámetros, a saber. a con Jo I< 1, OS O~ 2rr y z 0 con / z 0 I< l. 

3.3 Dinámica de la función F 
A partir de ahora. el parámetro ..::0 Jo dejarernos fijo e igual a O mientras que 
el parámetro 8 estará variando <:>ntrc O .\º 2rr. Entoncrs Ja función F toma Ja 
forma 

F(z) = { a(e'9 (= ~= 2) + 2) 

3.3.1 Análisis General 

si z <t I5 
si..::eD 

La dinámica de Ja función f(..::) =a= con I o /< 1 es muy sin1ple: 

l. O es un punto fijo para f. y 

2. f"(z) -Jo O, cuando n -7 :x;. para todo.:::: eif. 
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Es decir, lo que tenemos f'S que el O es un punto fijo atractor para la 
función F. Si O <I a I< E. con O < E" < 1, el con1portamiento de f" está 
dominado por el de t:", el cual, converge "rápidamente•· a O, mientras que si 
E" <I n f< 1, la con,"ergencia de Jos iterados de un punto es más lenta. 

Conforme I o I es más cercano a 1, el efecto atractor del O es más débil. 
En particular, para a= 0.9999 se tiene este comportamiento. Para este valor 
de o, Ja imagen de 15 bajo f es un disco D' con centro en 2u y radio 1 a 1 
cuya intersección con 15 es no-vacía. D' es eJ efecto de contraer ligeramente 
a D. 

Si hacemos ahora a = 0.9999ei, entonces, D' será una rotación de 15 en 
un ángulo 1 y una ligera contracción. Este valor de o resulta con,·eniente, 
puesto que hace un doble efecto: una rotación y una contracción. Este es 
el valor de o que utilizaremos a partir de este momento. 

1 
\"eamos ahora cuál es el efecto de aplicar fo h a D. Como fo h es una 

transformación de !\.fObius, el efecto que tiene sobre 75 es triple, es decir, es 
una rotación, una translación y una homotecia. Así que, Ja imagen de 15 
bajo Fes un disco D' con centro en 2o y radio Ja J. Este disco clara.Jilente 
tiene intersección no vacía con D. 

A partir de aquí, podemos bosquejar el comportamiento de Ja función F. 
Recordemos que F está compuesta de dos partes: una ex.terior y otra interior 
a] disco D. Cuando aplica.mas F a D', a 15 n Zii se le aplic~ oh, y a Ja 
parte externa se Je aplica/. Esto produce una "ruptura" en D', y, después 
de algunas iteraciones las subsecuentes imágenes de 1:5' son impredecibles. 

~.\lgo que resulta importante notar es que todo esto ocurre en el aniJlo 
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R = {.:: ei!J: 1 <I z I< 3}, 

ya que los puntos que caen en ~. no salen de ahí. Así que, en términos 
generales, los puntos en R o convergen a O ó se quedan en R describiendo un 
cierto comportamiento. Finalmente observemos que los puntos z con 1 z 12: 3, 
después de alguna iteración bajo F, llegan a R, de modo que la dinámica de 
interés para F ocurre en R. 

3.3.2 Observaciones 

l. Remarcamos en este momento que nos interesa analizar a la función F 
cuando o= 0.9999ei, O:$ 8 :$ 271" y z 0 =O. 

2. De acuerdo con (1) podemos escribir a la función F como 

o bien como 

{ 
az 

F(z) = cr(e'8 (z - 2) + 2) 
siz <t 15 
siz E 15 

F(z) = { 
D<Z 

a.::+ b 
siz<t15 
si z e 75 

donde a= ar:ei• y b = 2a(l - e"1 ). 

3. Una vez que hemos descrito a D' = F(D). podemos también definir a 
F-1 de la siguiente manera: 

o bien como 

o- 1 z 
e-;•ca-•z - 2) + 2) 

siz ~ D' 
sizeTY 

s;z<tD• 
siz E D' 

donde a y b están dados corno en (2). 
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.J. Hagamos g(z) = az + b en (2), donde a = ae••. b = 2a(l - e'9 ). 

Entonces, 

g 2 (z) = g(g(z)) = g(az + b) = a(a.o + b) + b 

= a 2 z + ab+b = a 2 z + (1 +a)b. 

Iterando n veces obtenemos, 

gn(z) = a"z +a"- 1b+ · • • +ab+b 

= anz + (1 +a+···+ an-l )b 

Como 1 a l=I ae•• 1=1 a I< 1, se tiene que 

1- a" 
gn(z) = a".o + ---b. 

1-a 

A partir de (4) en la observación anterior, podemos determinar una ex
presión para F" si hacemos f(z) = az y g(z) = az + b. Si z eiC, entonces 

Fn(z) = g'• o fk• o··• o g 1• o f 1• (z). 

donde ki., ... , kn, li, ... , ln 2::: O y k1 + · · · + kn + l1 + · • • + ln = n. 
Notemos ahora que, en general, para cualquier k, l ~ O se tiene que 

1- a1 

9 1 o fk(z) = g 1(ak::) = a 1(a•z) + 
1 

_a b 

1- a 1 

= (a1o•)z + 
1 

_a b, 

fk 0 g 1(z) = Jk(g1(z)) = fk (a'::+ 
1 

- ª
1 b) 

1-a 

= (a•a1)z + cr• 1 
- ª

1 
b. 

1-a 

De acuerdo con estas expresiones, en general, F" está dada por 
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3.3.3 Análisis de órbitas periódicas 

Sabemos que O es punto fijo de F. mientras que el otro punto fijo es: 

b 
z = 1- a· 

Por otro lado, de Ja expresión Fº(z) = Az +B. tenemos c¡ue los puntos 
periódicos dP. F se obtienen al resolver Ja ecuación 

3.3.4 

B 
z= 1-.-t· 

Análisis Experimental 

Lo que nos interesa es estudiar la estructura de las órbitas periódicas de 
F, lo cual, analíticamente es posible pero complicado. Experimcntahnente 
implementamos uña manera de detectar y calcular explícitamente Jos puntos 
periódicos utilizando la idea de itinerario de un punto. Esto nos permite 
clasificar las órbitas periódicas que aparecen para cada valor del parámetro 
9 cuando se han fijado o = 0.9999ei y z 0 = O. Enfatizamos en este momento 
que la dinámica de interés aparece en el anillo R descrito en Ja sección 3.3.1. 
Describimos ahora cómo hacemos este análisis. 

l. Sea z e€. Computacionalmente necesitamos una manera explícita de 
escoger z, así que escogemos .:: sobre el círculo 3e•;:o ( esta elección es 
arbitraria), con OS ;.,:: < 2rr. 

2. Aplicamos F un número J.· considerable de '\"eces a z, y nos fijamos en 
w= F"(z). 

3. Sea O< E< l. Hagamos.::, = F(w), ... , Zn = F"(w). Si J z; - w J <E 
para algún 1 ~ j $ n, entonces (i) w está sobre una órbita periódica 
de periodo n, ó (ii) u· con,·erge a algún punto periódico de periodo n. 

4. Calculamos ahora el itinerario de n·. Este es 

I(u") = (s1 ,•2s3 · · · ). 



donde s¡ = 1 si Fi(w) E D y S¡, =O si Fi(u:) ~ 75. Obsen·emos que 
J(u') nos dice si estamos aplicando F en la parte exterior del disco D 
ó en D, así que si w tiene un comportamiento periódico. I(u·) tiene la 
forn1a 

I(w) = (s1s2 • • • SnS1S2 • • • Sn • • • ). 

Si S¡ = 1, asociamos la matriz A. = ( ~ : ) a. sh donde a, b, e, d 

son los parámetros de F cuando se aplica en 75. y si s; = o. entonces 

asociamos la matriz B = ( ~ ~ ) a s¡, donde o. es el parámetro que 

tiene F cuando se aplica en U. 

5. Con todo lo anterior, lo que tenemos es que el punto z es periódico de 
periodo n (con w E o+(z)) si y sólo si 

F"(z) = z 

si~- sólo si 

C" . C" ... cr• ( z ) ( ~ ). 

{ 
A s, = 1 

donde e = B S¡ = o 
r1 + r2 + · · · + r. = n. 

r¡ es el nú1nero de veces que se repite s¡, y 

De acuerdo con los puntos descritos anteriormente, podemos clasificar 
las órbitas periódicas que aparecen conforme se varía el parámetro O. Una 
pregunta que surge de manera natural, y que resulta interesante responder 
es la siguiente: ¿ Cuáles son los puntos que son atraídos por cada uno de los 
puntos periódicos ? Es decir, ¿cuál es la zona de atracción de cada punto 
periódico? 

En este punto es muy importante señalar que cuando a: está fijo y vari
amos solamente O se tiene una cierta •estabilidad' en el sistema~ pero si ,·ari
amos también o, ocurren algunos comportamientos inestables que analizare
mos en algunos ejemplos posteriores. 
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Por otro lado, describir Jas zonas de atracción de Jos puntos periódicos 
geométricamente es un problema complicado, pero computacionalmente es 
posible hacer una aproximación a la imagen global. 

Intuitivamente el algoritmo es muy simple: 
Supongamos que z 1 , ••• , Zn son Jos puntos periódicos que aparecen para 

algún valor de 8. Sea A Ja siguiente región en tl.': 

{z eiC: -3 <Re z < 3; -3 < Irn z < 3}. 

Sea w algún punto en ~4. AJ igual que en el análisis anterior, debemos 
tener una manera explícita de escoger estos puntos, de forma tal que se pueda 
cubrir un número considerable de puntos en A. Nos fijamos en Jos primeros 
k iterados de u·, con k un número suficientemente grande y verificamos si se 
cumple que 

/ Fi(w) - z, / < •• 

donde 1 :5 j $ k y E"; un número suficientemente pequeño que depende de Z¡. 

Si se cumple Ja condición anterior, entonces identificamos de alguna manera 
a w con e) z, correspondiente, y procedemos a tomar otro punto en A y 
efectuar el mismo chequeo hasta agotar a todos los puntos disponibles de A. 

Cuando ha finalizado este procedimiento, se tienen clasificados a Jos pun
tos de A con sus respecth~s puntos periódicos asociados, y a partir de aquí 
se puede generar una imagen global de las zonas de atracción de los distintos 
puntos periódicos. 

Teniendo toda esta información9 es posible observar las zonas de atracción 
de cada punto periódico, así como visualizar a los puntos que tardan poco 6 
mucho tiempo para llegar cerca de los puntos periódicos. También se pueden 
hacer acercamientos a Jos puntos periódicos y ver qué tan fuerte es el efecto 
atractor de cada uno de éllos. 

Las imágenes que aparecen asociadas a las zonas de atracción de Jos 
puntos peri6dicos 9 presentan un comportamiento muy simétrico que está 
regido por Jos parámetros de Ja función F. La belleza y naturalidad de 
estas imágenes nos permiten vislumbrar la riqueza de Ja estructura periódica 
de la función F, para cada valor del parámetro. 

De acuerdo con lo dicho anteriormente, podemos resumir Ja dinámica 
asintótica de F: 

(i) Si / z /< l. entonces F"(z) ->O, cuando n-> oc, y 
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(ii) Sí I z I> l~ entonces se tiene una de Jas siguientes posibilidades: 

l. = es un punto periódico ó 

2. Jimn-+::icF"(z) = z;. para algún z; periódico de periodo k; ó 

3. Hmn-:ieFn(z) =O. 

(iii) Otros comportarnientos"? 

3.4 

3.4.1 

Telarañas en itJ 
Particiones de it! a partir del Itinerario 

Asociado a cada punto zen la esfera se tiene eJ itinerario !(z) de z, que es un 
elemento del espacio de sucesiones de O'sy I 's ¿ 2 • Esto es, J(z) = (s0 s 1 s2 ···), 

dondes; E {O, 1}. 
Definamos los siguientes subconjuntos dedJ: 

Io ={.::e<!!: I(z) = (O•···)}, I, = {:: e<l!: I(z) = (1 * · · ·)}. 

Observemos que Io = if e I1 = 75. Esto cs .. Io U Ii =€.. 
Sea 

Po =IoUI, = {z etl!: z </. D}U{z Etif::: E D}. 

De manera similar. definamos 

y bagamos 

Ioo = {z etl!: I(::) = (00 * · · ·)}, 
Io1 = {z eil!: I(z) = (01 * · · · )}, 
I 1o = {z eil': I(z) = (10• · · ·)}, 
I 11 = {z eiC: I(z) = (11 • · · ·)}, 

= {z eif!:::: E Io. F(z) E I 0 } U {z eiI': z E I 0 , F(z) E Ii} 
U{z e<f!: z E I,, F(z) E Io} U {z EtC: z E I,, F(z) E I,} 
= (IonF- 1 (Io) )U(IonF- 1 (I,) )U(I1 nF- 1 (Io))U(I1 nF- 1 (I1 )). 
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Claramente • .P1 forma también una partición ajena de il!. Procediendo 
inductivamente, para cada itinerario de Ja forma I(z) = (s0 s 1 • • • sn • · · ·), 
definimos eJ conjunto 

I,0 ., ••••• = {z eir:::: E I, 0 ,F(z) E I.,,F2(z) E I,,, ... ,F"(z) E I,.} 

= I, 0 n F-'(I.,) n · · · n F-"(I •• ) 
= I~0 nF- 1 (I., ... .,..,). 

Entonces, estos conjuntos determinan al conjunto 

donde r; es una permutación (distinta) de {so, si, ... , sn} para cada i = l, ... , n. 
Por Jo tanto, para cada n el conjunto Pn forma una partición ajena detfJ que 
consta de 2n+t componentes. 

P, 

3.4.2 Descripción de las Telarañas 

De acuerdo con Ja descripción de Ja sección anterior, para cada n tenemos 
una partición ajena Pn de~. Entonces, para cada n ~ O, la telaraña de 
orden n asociada a F está dada por 
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En general definimos por 

Tel(F) = U Teln(F). 
n:;:::o 

a la telaraña asociada a F. 

TES\S 
DE \.A 

MO DEBE 
BiBUOlECA 

Observemos que Tel(F) es un conjunto unidimensional. ~.\demás, si 

hacemos Jn = Ü F-k(G), se tiene inmediata.znente por construcción que 
k=O 

Teln(F) = Jn, para cada n 2: O; esto es, Tel(F) =J. donde J = U F "(C). 
n~O 

3.4.3 Propiedades de J 

Las siguientes propiedades de J son inmediatas de la definición. 

l. J es invariante bajo F- 1 ; esto es, F- 1 (J) e J. 

2. La sucesión {Fn = F"} es no noTTnal en J. Esto es, si z e J y U es 
una vecindad de z, entonces la sucesión {Fn} no tiene subsucesiones 
convergentes en U. Esto es intuitivamente claro, pues para cualquier 
'·ecindad de z suficientemente pequeña, F está definida en dos partes 
y bajo iteraciones de F la vecindad se rompe. 

3.5 Ejemplos 
En esta sección analizarnos algunos ejemplos explícitos que nos permitirán 
entender mejor el comportamiento de F. 

l. Si a= 1/3 y 8 = rr, entonces 

{ 

1 -

F(z) = ~(l_: z) 
siz <l. 75 
si:; E 75 

Claramente, F(O) =O y F(l) = l. Esto es, O y 1 son los puntos fijos de 
F . . .\.hora bien. si (E 8D = C, esto es, si ( = 2+e", con OS t < 27r, 
entonces, 

F( ) 1 (2 '') 2 1 " ( = 3 - e = 3 - 3e ' 
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el cual está en el círculo {: :1 z - 2/3 I= 1/3}. Esto es, 

F(D) = D(2/3, 1/3) e .<:!>. 

Entonces, si z E D, F(z) E ~ y por lo tanto F"(z) -+ O cuando 
n-+ ex:>. ~fás aún, para cualquier= eif} se tiene que F"(z)-+ O cuando 
n -+ cx:>. Entonces, el valle de atracción de O es <E - { 1}, el cual no es 
simplemente conexo. 

Notemos también que 1 E Ce J y como F- 1 (D) = D(6,3), se tiene 
que Tel(F) n D(O. 3) = C. Esto es, la partición determinada por la 
telaraña asociada a F consta de dos con1ponentes en aJ n D(O, 3). 

Finalmente obserYemos que si U es una vecindad de 1 suficientemente 
pequeña, entonces, la imagen de U bajo F es disconexa. Las compo
nentes de F(U) están ilustradas en la figura anterior. Este compor
tamiento muestra la no normalidad de la sucesión de iterados de F en 
J. 

2. Si a= a 0 ei"", con oo = 1/'\1'3 + 0.1 y O= ;r, entonces 

{ 

<>Z 
F(z) = a:: +b 

30 
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donde a= aei1f, b = 2o-{l-e'w). Claramente. O es un punto fijo atractor 
de F, mientras que CXJ es un punto fijo repulsar. También, si 

ab 
za=l-oa' 

entonces 1 zo - 2 I< 1, 1 F(zo) - 2 I> 1 y 

2 ab b b 
F (z0 ) = fog(zo) = /(a 1 _ "'ª +b) = /( 1 _ aa) = a 1 _ aa = zo. 

Esto es, z 0 es un punto periódico (atractor) de F de periodo 2. 

Preguntas y Comentarios Finales 
En esta sección, establecemos algunas preguntas importantes, que nos gus
taría responder a futuro. La afirmación principal es 3.6.4 y esperamos decir 
algo más proximamente. 

_..\ntes de probar nuestro primer resultado, recordemos que si z E~, en
tonces el itinerario de z, denotado por I(z) está dado por 

I(z) = (sos1s2 • ·-), 

dondes¡ = 1 si Fi(z) e 15 y s 1 = O si Fi(z) ~ 15. Esto es, l(z) es un elemento 
del espacio de sucesiones E:z. 

Podemos ahora probar nuestro primer resultado auxiliar. 

3.6.1 Lema: 

Sean z, w e~ tales que I(z) = I(w). Entonces, 

1 Fn(z) - Fn(w) 1-+ O 

cuando n ~ CllC. 

Demostración. Sin= l, entonces F = g 11 ofk', donde k 1,l1 ~O, ki+l1 =l. 
Entonces, 

1 F(z) - F(w) 1=1 gh o fk' (z) - gh o¡•• 1 • 
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Si 11 =O, entonces k 1 = 1 y 

1 F(z) - F(w) l=I f(::) - f(w) l=I o 11 :: - u• 1 . 

Si k 1 = O, entonces 11 = 1 y 

1 F(z) - F(w) l=I g(z) - g(w) 1=1 az + b - aw - b 1 . 
=1 a 11 z - w l=I a 11 ::: - w 1, 

ya que a= aei". 
Por lo tanto, en casos se tiene que 

1 F(z) - F(w) 1=1 <> 11 z - w 1 . 

En general, para cualquier n 2:: 1 se tiene que 

I Fn(z) - F"(w) 1=1 Az + B - Aw - B l=I A 11 z - w 1. 
=I Cl' 1n•+n21 z - W 1 

=1 O lnl Z - W 1 -

De aquí se obtiene claramente lo deseado. : 

3.6.2 Observación. 

Es importante notar que la condición del Lema anterior de que I(z) = I(w) se 
puede sustituir por la condición más débil I(z) = I(w) paran suficientemente 
grande, ~· la conclusión del Lema es aún válida. 

3.6.3 Proposición: 
Si F tiene puntos periódicos distintos de cero, entonces la partición de ~ 
determinada por la telaraña asociada a F no puede ser finita ni localmente 
finita en iC n D(O, 3). 
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3.6.4 Afirmación Principal: 
Si U es componente conexa deiiJ- J~ entonces U es eventualmente periódica. 

Si podemos contestar las preguntas anteriores, podremos concluir que la 
dinámica de F está bien detenninada en el complemento de J; e.sto es, 

Fi<l}-J :il! - J --+il!, 

es holomorfa y los límites de las sucesiones { Fn} = { ~ct'-J} son constantes. 

Un análisis subsecuente nos permitirá saber qué sucede con la dinámica 
de F cuando nos restringimos a J y nos permitirá también conocer más 
propiedades de F. 
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