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Prélogo del traductor

A toda persona que realmente esté involucrada dentro de la actividad aseguradora, debe de
preocuparle el conocer a fondo los factores de riesgo que repercuten directamente en el
resultado de una compaiiia. Es obvio que el factor de mayor importancia dentro de este
giro, es del de la siniestralidad. Un estudio serio y fundamentado del comportamiento de los
siniestros en una cartera, requiere de un cierto nivel de conocimientos actuariales y
probabilisticos. Es aqui donde entra la labor del actuario.

Este trabajo estd realizado, para hacer accesible a cualquier persona con bases actuariales,
los elementos y la mctodologfa recomendable en estudios de esta naturaleza, ya que
lamentablemente ain en nuestros dias, resulta dificil ¢l poder tener acceso a este tipo de
informacién, debido principalmente a que los textos clasicos son producidos en el
extranjero, existiendo un reducido nimero de ejemplares en nuestro pafs, asi como su alto
costo y el idioma en el que se presentan. En ese sentido, me he permitido realizar esta
traduccion, y quicro hacer hincapié en la importancia que representa el hecho de contar con
las bases actuariales y matematicas necesarias, ya que sin ellas pudiera haberse tergiversado
el sentido de ciertos conceptos.

El objetivo del trabajo, es cstablecer los puntos de partida y la manera de analizar las
distintas clasecs de fluctuaciones que experimenta una cartera, con el fin de llegar a las
decisiones mas apropiadas para cada compaiiia, dependiendo de sus objetivos, necesidades
y posibilidades. En otras palabras, se intenta poner en blanco y negro, las principales reglas
del juego. Sc pretende cubrir y poner juntos la mayor parte de los conacimientos y
conceptos mas relevantes considerando un intervalo de tiempo anual.

En ciertos casos, sera nccesario leer varias veces algunas secciones o capitulos, ya que se
mangjan conceptos y formulas cuya comprension cabal requieren de cierta concentracion.
Es importante sefialar, que tal como sucede en todos los ramos de investigacion, en muchas
ocasiones la teoria difiere de las aplicaciones practicas y mds aun, tratindose de un ramo
tan dinamico como ¢l de los seguros, sin embargo, sabiendo manejar y/o adaptar esas
diferencias, la teoria de riesgo proporciona abundantes clementos y herramicntas para el
estudio de las fluctuaciones de una cartera.

Finalmente, espero que la presentacion de este material satisfaga muchas dudas y
necesidades de informacidn en esta area. De igual forma, espero que, a la vez, esto de
alguna manera despierte mas inquictudes en este campo. De lograr al menos una parte de
este ultimo punto, se¢ habra alcanzado el objetivo de contribuir en alguna medida, al
desarrollo del sector asegurador en México.

iii



Prefacio

La teoria de riesgo cuenta ya con unza cierta tradicién. Como prueba de esto una resefla de
los resultados clasicos estd contenida en Bohlmann (1909). Esta teorfa clasica estuvo
asociada con las matematicas del seguro de vida y trata principalmente con desviaciones las
cuales eran producidas por fluctuaciones aleatorias en polizas individuales. Una teoria
construida de esta manera no ¢s, sin embargo, muy apropiada para propésitos pricticos. El
hecho es que esto no responde a preguntas como, por ¢jemplo, dentro de qué limites una
pérdida o ganancia probables para una compafiia, continuaran durante diferentes periodos.
Ademds, el seguro no-vida, para el cual actualmente la teoria de riesgo tiene, de hecho, su
aplicacién mas importante, estuvo fuera del campo de interés de los teédricos de riesgo de
ese ticmpo. De esta manera, es completamente entendible que esta teoria no recibié mucha
atencién y que sus aplicaciones a problemas pricticos de la actividad de seguro
permanecieran sin importancia.

Una nueva fase de desarrollo comenzé continuando los estudios de Filip Lundberg (1909,
1919), los cuales gracias a H. Cramer (1926), C.O. Segerdahl y otros autores Suecos,
llegaron a conocerse dec manera gencral como “‘teoria de riesgo colectiva™ En cuanto a
cuestionamientos sobre seguro, el problema fue esencialmente ¢l estudio del progreso del
negocio desde un punto de vista probabilistico. De esta forma la tcorfa tiene sus
aplicaciones para el seguro no-vida as{ como para ¢l scguro de vida. Esta nueva forma de
expresar el problema ha sido provechosa. En afios recientes las suposiciones fundamentales
de la teorin y el rango de aplicaciones, han sido significativamente incrementados. El
avance dec la teoria general de procesos estocasticos y sus numerosas derivaciones y
aplicaciones se han refiejado en el desarrollo de la teorfa de riesgo. El desarrollo explosivo
de computadoras ha hecho posible el tratar con problemas que anteriormente no podian
manejarse debido a su complicada estructura. Por ejemplo, ahora es posible crear modelos
para describir el negocio de seguro como un todo y las interacciones entre sus sectores, en
lugar de limitarse a considerar por separado problemas menores como el rango de
fluctuaciones de riesgo, reaseguro, recargos de seguridad, fondos de reservas y asf
sucesivamente.

Ahora la teoria de riesgo genera un interesante y amplio campo de investigacién. El
desarrollo de la teoria es ain amplio y estd demostrado por las numerosas publicaciones al
respecto. Un defecto, como en muchos otros nuevos y rapidamente desarrollados ramos del
conocimiento humano, es que la teoria ha llegado a ser dificil por las practicas actuariales
que se deben seguir. Esto es lamentable, debido a que el aprendizaje de la teoria hace més
intensa la instruccién actuarial. La moderna teoria de riesgo puede también brindar una
ayuda actuarial concreta en forma dc aplicaciones practicas. Es verdad que muchos
problemas en este campo, por ejemplo problemas de solvencia de una compailia,
requerimientos de reaseguro, recargos de seguridad en primas y muchos otros son tales que
la teorfa de riesgo por si sola es incapaz de resolver. Esto debido a que en la prictica es
necesario por lo general tomar en cuenta muchos aspectos en los cuales la teoria de riesgo



no es aplicable. En programas de reaseguro, por ejemplo, tiene que darse especial atencién
a muchos aspectos en los que intervienen politicas de seguro tales como reservas,
reciprocidad y liquidez. A pesar de esto, cuando se clige una forma de reaseguro y se
calculan retenciones y recargos de seguridad adecuados, y en la planeacion del negocio en
general, 1a teorfa de riesgo provee herramientas efectivas para estimar las fluctuaciones en
el negocio retenido por una compafiia; tales fluctuaciones deberian obviamente ser
soportadas dentro de los limites de los recursos de la compaiiia. Asi la tcorfa de riesgo
puede facilitar importantes consideraciones de interés financiero y ser Wtil al hacer las
decisiones finales.

Para difundir el conocimiento de la teorfa de riesgo, parece esencial el iniciar con una
introduccion basada en elementos de teoria de probabilidad, la cual forma parte del estudio
actuarial que provee algunas de las ideas bésicas concemientes a 1a teoria de riesgo.
Ademais hay una necesidad de un resumen de los resultados de la presente teoria, ficilmente
disponible para su aplicacién en la practica.

Por esta razén, un reconocido estudioso, Pentikiiinen, publicd un libro de texto elemental de
teoria de riesgo en lenguaje Finlandés en 1955, primeramente disefiado para el uso de
actuarios Finlandeses como una introduccion a la teorfa. Muchos participantes en las
reuniones de ASTIN (Estudios actuariales en seguro no-vida, una seccion de la Asociacién
Internacional de Actuarios) expresaron su deseco por un libro conciso de esta clase en
idioma inglés y dedicado principalmente a aplicaciones practicas. Algunos conocedores
estaban tentados a producir un libro como tal. Un primer trabajo fue completado en 1969.
La base de compilacién fue que los autores Finlandeses reescribieron y actualizaron el mas
reciente libro de texto Finlandés y pasaron éste al autor inglés, quien, por su parte, trabajo
esto cn forma, tomando en consideracion aspectos britinicos y poniendo especial atencién
en la educacién actuarial en los paises de habla inglesa.

Desde la publicacion de este trabajo ha ido incrementandose ¢l interés. ASTIN ahora tiene
por arriba de unos mil miembros y hay pocas socicdades actuariales las cuales no incluyan
algin aspecto de la teoria de riesgo en su educacion y entrenamiento. Un nimero
importante de universidades ¢ instituciones técnicas shora tienen cursos de estudio y, por el
lado de la aplicacién, ¢l crecimiento en ¢l concepto de administracién de riesgo, Hamada la
técnica de plancacién de administracién financiera total, ha enfatizado la parte tan
importante que jucga la teoria de riesgo.

Los trabajos actuales han sido elaborados tomando en cuenta los recientes desarrollos de
teorias y aplicaciones, muchos otros libros de texto sobre la teoria de riesgo han sido
editados, por ejemplo, Bithimann (1970), Gerber (1979) y Seal (1966 y 1978). La existencia
de esas excelentes presentaciones de teorfa de riesgo han facilitado mucho 1a compilacién
de nuevas ediciones. Debido a que otros autores han seguido una linea de matemadticas mas
estrictas, ha sido apropiado suponer aqui un enfoque mas pragmatico. Algunos autores
sostienen que todos esos libros complementardn y daran al lector interesado un panorama
mds comprensivo de la teoria que lo que serfa posible en alguna inica monografia,

Con el propésito de prevenir que el presente trabajo llegara a ser muy grande y que el
desarrollo del mismo sobrepasara los limites de un texto primario, fue necesario limitar el
objetivo. Este ha sido muy dificil de medir, debido al tan abundante campo que la tcoria y
sus aplicaciones cubren hoy en dia. Ademas de que hay varias posibles alternativas, lineas y
métodos de presentacidn. Simplificando, la intencién ha sido abarcar lo méds posible, debido



a que el objetivo principal es el proporcionar una base como una primera introduccién a la
teoria de riesgo, ya que hay muchas publicaciones que tratan diferentes partes de la teoria
en niveles avanzados. Por otro lado, se tiene consciencia del peligro de una sobre
simplificacién, mas atn, la ignorancia de las suposiciones bdsicas de la teoria podrian
provocar errores serios cn la aplicacion a varios problemas actuariales. Por esta razoén, los
fundamentos basicos de la teoria no han sido omitidos. Las lineas principales, la practica y
la teoria, son desafortunadamente no faciles de combinar adecuadamente.

Considerando que el principal propésito es prictico, obligadamente se presentan férmulas
que estdn basadas en aproximaciones sin limites de confianza bien mapeados.

Sinceramente se espera que cste trabajo prucbe ser solo un primer escalén en su
introduccidn a la teoria, y que sca estimulado el suficiente interés para provocar una mas
extensa y profunda investigacién. Se incluye una extensa bibliografia con el objeto de guiar
al interesado en esta direccion.

Este texto ha sido escrito bajo la suposicién de que el lector tiene un conocimiento de los
aspectos clementales de la teoria de probabilidad. Por otra parte, no ¢s supuesta la
familiaridad con la teoria axiomadtica de probabilidad y procesos estocdsticos y el texto esta
compilado no cubriendo, por ejemplo, pruebas de existencia axiomdtica de los procesos
involucrados.

Con el objeto de hacer ¢l texto mds facil de leer, para todos aquellos lectores con diferentes
intereses y diferentes grados de familiaridad con el calculo de probabilidades, las partes del
texto que utilizan técnicas especiales o consideran aspectos de interés no general, son
marcados con **. Estas secciones asi como muchas de las prucbas, pueden ser omitidas en
una primera lectura y puede procederse directamente a la formula final.

vi
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CAPITULO1

DEFINICIONES Y NOTACION

1.1 El propésito de la teorfa de riesgo.

(a) Enfoque probabilisticoversus determinfstico.

Las técnicas actuariales convencionales estin ampliamente basadas en las frecuencias y montos
promedio de siniestros.

Por ejemplo, si un asegurador tiene una cartera de N pélizas en riesgo y si el valor de la media
esperada de la frecuencia de siniestros para estas pélizas durante un periodo especificoes g y el
tamafio promedio esperado por siniestro es m, entonces el monto total esperado es Ngm.

Sin embargo, los montos reales de siniestralidad que se presenten en periodos sucesivos diferirdn
respecto a este nimero esperado y fluctuaran alrededor del mismo. En términos probabilisticos, el
monto total real de sinicstros es una variable aleatoria.

Las técnicas actuariales convencionales estdn basadas de hecho en un modelo simplificado, en el
cual las variables aleatorias son reemptazadas por sus valores medios, esto es, el fendmeno de
fluctuacidnes descartado.

Para muchos propdsitos ese modelo simplificado es suficiente en manos de expertos, aunque es
innegable que se trata dc una sobre simplificacion de los hechos, sin embargo, tan 0til como
interesante resulta el desarrollar los principios de las matematicas del scguro en una base mds
general, cn la cual tanto el nimero como ¢l tamafio de siniestros, asi como posiblemente otras
cantidades claves, sean consideradas como variables aleatorias. Laos estudiosde los diferentes tipos
de fluctuacién dados en una cartera dc seguro, comienzan a partir de este punto de vista y
constituyenla rama de las mateméticas actuariales llamada teoria de riesgo.

(b) Introduccién gradual de Ia estocasticidad.

Por supuesto, la estructura financiera de una compaififa de seguros depende de los costos de
administracién y de la inversién de capital, ademas del aspecto siniestratidad, pero esos dos
primeros factores no son objeto de una fluctuacion alcatoria tan importante como la de los
siniestros. Por lo tanto, el andlisis se enfoca en primer término a los siniestros y a la parte de primas
que resta cuando ha sido deducido ¢l cargo para gastos de administracidn, esto ¢s, a las primas de
riesgo incrementadas por un recargo de seguridad. En principio, tales restricciones no son tomadas
en cuenta, pero van siendo incorporadas gradualmente para la construccionde un modelo completo.
En particular, las altas tasas de inflacion prevalecientes hoy en dia no pueden ser ignoradas en el
trabajo prictico.

Para proveer bases satisfactorias de desarrollo, se debe suponer que, cuando el horizonte bajo
consideracion es mayor a un afio, el monto del siniestro sera comregido por un factor de ajuste que
depende del valor asumido del dinero.




() La siniestralidad como un proceso estocéstico.
El proceso de siniestralidad puede estar descrito graficamente como en la Fig. 1.1.1.

[

Sinfestros

Xt

Tiempo ¢t
Figura 1.1.1 Trayectoriamuestrade un proceso de siniestro.

Cada reclamacién observada esta representada por un escalon, la altura del mismo muestra el
monto del siniestro. El tiempo estd medido a lo largo del eje horizontal y la altitud X de la lineca
escalonada muestra el monto total de los siniestros durante el intervalo de tiempo (0.7].

El proceso es en realidad un proceso estocdstico compuesto, en el sentido de que el tiempo que
transcurre previo a la ocurrencia de cada siniestro y el nimero de sinicstros son fendmenos
aleatorios, mientras que el tamafio de cada sinicstro es también una variables aleatoria.

Cualquier conjunto particular de observaciones como s¢ muestra en Fig. 1.1.1 es llamado una
trayectoria muestra o una realizacién del proceso.

Dada una observacién en el tiempo 1, entonces el resultado correspondicnte, X(f) en nuestro
ejemplo, es una varable aleatoria teniendo una funcién de distribucién (f. d.)
F(X, 1) =Prob{X(1)<.X}. Si el proceso estocastico esta bien definido. entonces F esta determinado de
manera Gnica para cada ¢ del rango de observacion. Por otra parte, sin embargo, la sola definicién
de F, aunque fuera valida para cada 1, no es suficiente para determinar un proceso estocastico. Son
necesarias ademés las reglas de transicion para describir como estan correlacionados los valores
obtenidos por X(r) para diferentes tiempos r. De aqui que se deba tener el cuidado necesario cuando



se utilicen los términos 'proceso estocéstico' y 'variable estocastica' o bien se haga referencia a sus
distribuciones.

(d) El proceso de suscripcion.

Si se considera el total de negocios en riesgo de una cartera de seguros, puede ilustrarse
graficamente como en la Fig. 1.1.2. Con objeto de obtener simplicidad, se omite por el momento el
reconocimientode interés y de muchos otros factores relevantes los cuales serdn incorporadosen un
capitulo posterior.

La prima de riesgo P junto con un recargo de seguridad A es continuamente creciente; este concepto
es acumulado en una reserva de riesgo U inicializada por una cantidad U,, de modo que el ingreso
estd representado por una linea inclinada ascendente con respecto al tiempo. Los siniestros, que
pueden ser considerados como un ingreso negativo, son pagados a partir de esta reserva y son
representados por escalones descendentes. La diferencia

U()-U=P(1+A0-X(1),

da la ganancia neta (positiva o negativa) obtenida durante el tiempo £.

Ug?® (1eA) P

Xty

Reserva de riesgo U(t)

[CRED]

Figura 1.1.2 Proceso de riesgo como diferencia entre ingreso por primasy egreso por siniestros.



(e) Reserva de ricsgo.

El concepto de reserva de riesgo esta estrechamente relacionado o es posiblemente idéntico con el
concepto de margen de solvencia o patrimonio neto usados frecuentemente en la prictica general
actual. Estos términos pueden ser definidos como la diferencia entre los valores de activos y
pasivos, aunque las definiciones pueden diferir en detalle, por ejemplo al considerar o no los activos
conforme a su valor en libros o bien con sus valores actuales de mercado.

También en este ultimo caso, la bajo estimacion de los valores en libros, como una ‘reserva oculta’,
es incluida en la reserva de riesgo. En lo sucesivo, la reserva de riesgo se interpreta como un
‘deposito’ o 'fucnte’ donde se acumula la ganancia de los negocios suscritos si es positiva o se
derrama si es negativa.

Cuando sc construyen los modelos tedricos de riesgo y son llevados a la prictica, la decision en
cuanto a que si la reserva de riesgo constituye todo el margen de solvencia (entendido en el sentido
amplio), o posiblemente es solo alguna parte del mismo, se deja abierta ya que puede determinarse
en cada aplicacién. En algunos casos pucde ser acansejable hacer corresponder a U tnicamente con
aquella parte de los recursos que pueden ser utilizados para cubrir fluctuaciones adversas de las
ganancias o pérdidas de los negocios suscritos. En algunos otros contextos puede ser necesario
suponer que U se compone de todo el margen de solvencia real.

(f) Pardmetros inciertos.

Hay ain una caracteristica importante por ser mencionada. Para calculos ruméricos los modelos de
riesgo requicren siempre de la asignacidn de datos numéricos para algin niimero de parémetros del
modelo y para valores iniciales de las variables a ser analizadas. La derivacion de éstos a partir de
estadisticas y otro tipo de expericncia disponible ¢s materia de procedimientos de estimacion bien
conocidos de la teoria matematica de estadisticas, por lo que no se desarrollan en este trabajo. En
lugar de ello, se hace el supuesto basico de que los valores iniciales se¢ encuentran siempre
disponibles. El problema relativo a la incertidumbre ¢n los valores de los pardmetros, no es una
caracteristica privativa de la teoria de riesgo. En esencia estos mismos problemas se presentan
siempre y son adin mis criticos en el cédlculo de las primas y ¢n la evaluacién de las reservas
técnicas.

El cdlculo de las primas, se sustenta en la experiencia pasada con la cual se realiza un pronéstico
mis o menos confiable del futuro, basado en ciclos econdémicos, inflacién y otros factores
relevantes, mzonablemente sujetos a errores e inexactitudes. Tales problemas afectan el resultado
comercial, lo cual hace posible evaluar su magnitud pero con un desfase que en la prictica puede
ser de dos o tres afios y adn mayores para algunas clases particulares de seguro. Las primas y
reservas pueden y deberian ser corregidas entonces (dentro de las limitaciones impuestas por las
condiciones de competencia del mercado o de regulaciones estatutarias). Este mecanismo de
control, que es inherente a la incertidumbre de los parimetros ¢s una de las causas importantes de
los ciclos en la suscripcién. De hecho, ¢l efecto de la incertidumbre en los parimetros es, de manera
indirecta, motivo de consideraciones en la teoria del riesgo.

Para medir el efecto de la inexactitud de los pardmetros, se utiliza la técnica de andlisis de
sensibilidad, que seri desarrollada posteriormente. De una manera simplificada, pueden alimentarse
datos variados en los modelos de tcoria de riesgo y la sensibilidad de las salidas puede servir para



evaluar el efecto de la inexactitud asociada a la incertidumbre de los datos iniciales. Atn si no se
realiza una estimacion de la inexactitud, siempre debe tenerse en mente como un factor importante
de trasfondo. Por ¢jemplo, puede ser inadecuado aplicar técnicas muy complicadas para lograr
resultados muy exactos si la informacién inicial es dudosa. Si se cuenta con alternativas
disponibles, la seleccién de aproximaciones, debe ser consistente con el entorno que se esté
considerando.

1.2 Procesos estocdsticos en general.

La teorfa de riesgo es esencialmente un caso especial de la teorfa de aleatoriedad o procesos
estocdsticos, la cual se ha desarrollado ripidamente en los Gltimos afios y hoy en dia constituye una
gran rama de la teoria de probabilidad. Otros ejemplos de estos procesos son, €l tiempo de espera en
una cola, el nivel de agua en una presa, la cantidad de llamadas en sistemas de teléfono, la emisién
de radiacidn de las sustancias radiocactivas o el movimiento de precios en las bolsas de valores.
Estos y otros procesos tienen similitudes con el proceso de riesgo de una cartera de seguro.

1.3 Suma de riesgos positivos y negativos.

La Fig. 1.1.2 representa una realizacién o una trayectoria muestra de un tipo general de proceso de
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Figura 1.3.1 Suma de riesgos negativos. Una cartera de anualidades corrientes. La terminacion del
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riesgo en seguros, en la cual cada escalén descendente representa un siniestro, como ocurre en los
seguros de incendio, maritimo y de vida (en lo referente al seguro de fallecimiento). Una situacién
distinta se tiene en los negocios de anualidades inmediatas; en las cuales el fondo inicial disminuye
continuamente hasta concluir el plazo de la anualidad; cuando la reserva es liberada se da el
levantamiento de un escalén ascendente.

Este ultimo tipo es llamado un proceso de riesgo con suma de riesgos negativos (ver Fig. 1.3.1). Por
simplicidad en este trabajo, solo se trata la suma de riesgos positivos, debido a que sus aplicaciones
son mas frecuentes. Sin embargo, la mayoria de los resultados son vélidos tanto para sumas de
riesgos negativos como de riesgos mezciados.

1.4 Problemas principales.

(a) Construccién del modelo. .

La teoria de riesgo puede ser aplicada a una gran variedad de situaciones. Antes de describir el
procedimiento, el problema debe de estar bicn definido en términos de las variables necesarias, asi
como de las reglas y distribuciones que determinan su comportamiento. En términos
convencionales, se afirma que un modelo serd construido para describir el negocio del seguro o
alguna funcidn particular de la situacién que se pretende analizar, Un ejemplo simple esta dado en
la Fig. 1.1.2, donde ¢l modelo refleja los ingresos por primas y los egresos por siniestros, la
diferencia de los cuales es acumulada en la reserva de riesgo. En modelos mas avanzados la
cantidad de variables involucradas puede estar fuera de lo deseable. Algunas de ellas son
usualmente variables objetivo, cuyo comportamiento se examina bajo diversas condiciones dadas.
Generalmente los resultados del negocio, identificados como los valores de la reserva de riesgo U
en el ejemplo anterior, se estudian bajo las condiciones iniciales y alternativas de la pdliza
(llamadas estrategias de negocio).

El andlisis es generalmente del tipo ‘qué resultado arroja el experimento... si...', esto es, se buscan
respuestas significativas a preguntas tales como, qué ocurriria si las condiciones y estrategias
iniciales fueran dadas de alguna forma en particular, Antes de continuar con desarrollos mas
sofisticados, es aconsejable considerar y ubicar las siguientes preguntas relevantes:

6
¢Cudl es el resultado del negocio al cabo de un cierto periodo (0, 7] como se ilustra en la
Fig. 1.4.1?
Este tipo de problema serd considerado en los Capitulos 3 y 4 tomando generalmente T
igual a un aflo.

(i)
{Cudl es el resultado si las observaciones se¢ extienden a un cierto conjunto de puntos en el
tiempo #;,,....1, de un intervalo (prolongado) (0, 7]? Este periodo puede ser llamado un
horizonte planeado, donde los puntos de comprobacion ¢,.1,,... son generalmente los puntos
finales de los afios calendario incluidos en el horizonte planeado, esto es, 1,2,..., T. La figura
1.4.2 ilustra este caso.
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En términos de 1a Fig. 1.4.1, la primera pregunta es equivalente a encontrar 1a probabilidad para
diferentes valores que puede asumir en el tiempo =T la reserva de riesgo U(t), o cualquier otra
variable objetivo. De particular interés es la llamada probdabilidad de ruina, esto es, la probabilidad
de que la reserva de riesgo U(t) pueda llegar a ser negativa o, de manera més general, que cayera
por debajo de algiin limite dado, llamado la barrera de ruina 'y denotada por Uyt).

En el caso del problema extendido que plantea el inciso (ii), la probabilidad de ruina estd definida
como la probabilidad de que U sea negativa en uno o mas puntos especificos en el tiempo #,,2,...
Este ultimo concepto puede ser Hlamado ‘probabilidad de ruina en tiempo finito' a diferencia del

simple ‘probabilidad de estado de ruina'.

(b) Procedimientos discretos y continuos.

Una modificacion del segundo problema surge cuando las observaciones son tomadas en cada
punto del periodo (0,7]; esto es, jcudl es la probabilidad de que la ruina ocurra durante este
periodo, mientras ¢s observado en forma continua en cada punto del tiempo? El primer enfoque es
Namado discreto, este Gltimo continuo. Ambos son aplicados en la teoria de riesgo, dependiendo a
menudo de cual de cllos puede ser el mds conveniente para la técnica especial bajo consideracién.
En la prictica, los flujos de dinero, ingresos y cgresos, se llevan a cabo continuamente, pero la
valoracién de activos y pasivos puede efectuarse por completo, generalmente solo al cabo de cada
afio contable. Por consiguiente, la situacién financiera es revisada inicamente en base a puntos en
el tiempo discretos, lo que sugiere un enfoque de anilisis discreto. Existen por supuesto, algunas
dife iasen los r dos obtenidos, de acuerdo con la seleccién de alguna de las alternativas. El
enfoque discreto ignora la posibilidad de que Ia reserva de riesgo U, pueda ser negativa entre los
momentos observados #, £, para luego recuperar un nivel positivo. Por consiguiente da una
probabilidad de ruina algo mas baja. Debe observarse que la prucbha continua podria considerarse
en el ejemplo ilustrado en la Fig. 1.4.2 como una ruina, pero en una prueba discreta no lo serfa.

De aquf en adelame, se supondrin principalmente las caracteristicas del problema discreto para
tomar ¢l intervalo de observacion igual a un afio. Sin embargo, la misma técnica puede ser utilizada
sin necesidad de modificacién, para cualquier otra longitud de intervalo, por cjemplo, si la
observacion se hace mensualmente o cada cuatrimestre.

{c) Intervalo de tiempo, finito o infinito.
Otra modificacién, de central importancia en el desarrolio temprano de la teoria de riesgo colectiva,

es preguntarse, cudl es el resultado si el tiempo 7 tiende a infinito”

{d) Niimero de siniestro y procesos compuestos.

El analisis de procesos de riesgo comienza en ¢l Capitulo 2, considerando el nimero de siniestro y
el proceso relacionado con éste, que cs llamado, proceso de niimero de siniestro o frecuentemente,
proceso contador; la bien conocida Poisson y los procesos binomiales negativos se tratan como

casos especiales.

* Aunque no entra dentro de los alcances de éate trabajo, se presentan las
bases para su desarrollo.




El caso gencral donde el monto individual de un siniestro, tama#io de siniestro, puede variar, forma
parte del tema del Capitulo 3 y partes posteriores de este trabajo. Este proceso, donde tanto el
numero de siniestro como ¢l tamafio del mismo son variables aleatorias, es llamado proceso
compuesto.

(e) Base de liquidacién y negocio en marcha.

Un camino para definir el estado de solvencia de un asegurador, es requerir que al final de cada afio
fiscal, los activos scan al menos igual a la cantidad total de pasivos (posiblemente aumentados por
algin margen legalmente prescrito). Esta situacion puede ser probada, suponiendo que la actividad
del asegurador estuviese quebrada cn algin punto en el iempo de 1a prueba y las obligaciones, tales
como aquellas debido a siniestros importantes, tuviesen que ser saldadas durante un proceso de
liquidacion. Entonces los activos deberian estar disponibles gradualmente de acuerdo con el tiempo
de reclamacion de siniestros y otros pagos. Los factores de riesgo que estin involucrados y que
serdn evaluados, se refieren a la incertidumbre en la magnitud de los siniestros, incluyendo aquellos
siniestros que hayan ocurrido antes del punto en el tiempo de la prueba, pero que puedan ser
notificados posteriormente. Aun mias, el valor de los activos es afectado por cambios en ¢l valor de
mercado y el proceso completo es afectado por inflacién. En otras palabras, esta 'base de
liquidacion' esta involucrada con las incertidumbres que surgen cuando tanto las obligaciones,
como los activos, se contemplan en una liquidacion hipotética. El problema es evaluar estas
inexactitudes y encontrar un margen de solvencia minimo, que proporcione una garantia adecuada
para el cumplimiento de los compromisos del asegurador.

Otra posibilidad, es suponer que el negocio del asegurador continuara. Entonces, ademas de los
errores ¢ inexactitudes que concicrnen a la liquidacion gradual de los activos, los siniestros
importantes y otras obligaciones que han surgido en afios fiscales anteriores, esto es, los riesgos
involucrados justamente con la situacion de liquidacion descrita anteriormente, el flujo continuo de
nuevos eventos de siniestralidad y otras transacciones del negocio dan origen a fluctuaciones
adicionales. En virtud de que, esta base de 'negocio en marcha, por definicidn, incluye la
‘liquidacién’ de riesgos, como un elemento parcial, se genera un mayor rango de fluctuaciones y
conlleva a requerir un margen de solvencia y un recargo de seguridad mayores que al utilizar
unicamente la base de liquidacion. Esto supone, por supuesto, que los principios consistentes son
scguidos en las dos bases. Puede recalcarse que si, por ejemplo, 1a base de liquidacion esta definida
convencionalmente, como por estatuto, puede haber incompatibilidad con la realidad practica de la
base 'negocio en marcha’.

La base ncgocio en marcha fue supuesta tacitamente en 10s incisos previos y se seguira asumiendo
posteriormente. Los problemas involucrados con los grandes siniestros, que constituyen las causas
mas importantes de liquidacién de riesgos. seran discutidos en el inciso 3.1(c).

() Vida y seguros generales.
Un contrato de aseguramiento cubre normalmente ia obligacion de un asegurador de indemnizar
pérdidas provocadas por eventos especificos como ¢l fuego, accidente, muerte etc. Un contrato de



aseguramiento puede incluir, ademads, mds de estos elementos de riesgo; en particular, los esquemas
del seguro de vida y seguros con planes de jubilacién pueden proveer ahorros para afios futuros. La
teoria de riesgo es mdas apropiada para tratar con estos elementos de riesgo, los cuales serdn
consideradosa detalle en los Capitulos 1-5. La presentacién esta formulada para cubrir, tanto como
sea posible, todas las clases de negocios de riesgo, incluyendo los elementos de riesgo del seguro de
vida y jubilacién. Aunque las caracteristicas especiales del seguro de vida no serdn discutidas a
fondo.

1.5 Notacién.
Los siguientes convencionalismosserdn aplicados:

(a) Las variables y procesos estocdsticos serin denotados por letras resaltadas ej. X. Si X es un
Pproceso estocdstico,entonces el estadode X en el tiempo t es denotado por X(t) o X,.

Algunas variables, como el recargo de seguridad A, pueden ser estocasticas en algunas aplicaciones,
pero deterministicasen otras. Entonces el tipo de letra utilizado es el ordinario generalmente, sin
indicar que la estocasticidad puede ocurrir a veces.

(b) Variables monetariasy tasas.

Las variables que representan directamente cantidades monetarias como  siniestros (X), primas (P),
o reserva de riesgo (U), estdn denotadas por letras mayusculas y son de dimension uno (o mds) en
funcioén de la unidad monetaria, ¢j. £, $, etc.

Si una variable monetaria dimensional es transformada c¢n una variable relativa’ no dimensional,
entonces la letra mintscula es la correspondientea utilizarse, ¢j. u=U/P o x=(X-E(X))/s,.

(c) Las funciones de distribucién (acumulativas) (= f.d.) son denotadas por letras mayusculas y
sus densidades por letras minusculas. Por ejemplo,

F(X)=prob{X=<X} y f(X)=F"(X),
define la funcién de distribuciénF y la de densidad f (si existiera) de una variable aleatoria X.

(d) Integrales de Sticltjes.

Serdn emplcadas varias funciones de distribucidn £ (u otras). Algunas de ellas se supondrin
continuas, teniendo una derivada continua f=F" (posiblemente con un nimero finito de puntos
discontinuos). También se utilizardn algunas otras discreras, esto es, la variable X bajo
consideracion puede tomar solamente los valores X, X,... con probabilidades dadas p,, p,,... .
También se necesita hacer uso de funciones de tipo mixto, siendo éstas continuas excepto en un
conjunto discreto de puntos X, X,... (Fig. 1.5.1). Estos escalones pueden ser provocados en algunos
casos, por los limites del contrato de reaseguro.

En el desarrolio posterior, las integrales del tipo
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(1.5.1)

serdn requeridas frecuentemente, donde g es alguna funcidn auxiliar. Para los tipos con la funcién
de distribucién mencionadas, la expresion anterior se conviertcen

[
Ig(/\Qf(/‘?dX (caso continuo)
>etx)p (caso discreto)
b
Ig(/\')f(l\oli‘("‘Zg(X')p,. (caso mixto)
a )

(1.5.2)

donde las sumas serdn tomadas para a<X;<b. Es conveniente hacer la convencién de que (1.5.1)
representard todos los tipos (1.5.2).

Los lectores que no estén familiarizados con este topico pueden considerar ésto como una
abreviacion que reemplaza cualquier integral dada de la forma (1.5.2), para nuestros propositos la
definicion del caso mixto, dada antcriormente es en general suficiente.

Esta integral extendida, tiene las mismas caracteristicas gencrales que las integrales convencionales.

(¢) Funcién de escalén tinico.
Frecuentemente es conveniente utilizar la funcién de escalén tnico £(x) definida como sigue

0 para x< O
elx)= {l para x20

1.5.3)
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Figura 1.5.1 Una f.d. de tipo mixio.

Esta funcién puede ser interpretada como una f.d. de una variable degenerada, donde toda la masa
de probabilidad ests concentradaen ¢l origen. Un ejemplo de la aplicacién de la funcién escalén en
integracidnes el siguiente (ver inciso previo)

§ fixrdets - xo) = Fexo), (1.5.4)

esto es, la funcién escalon toma un valor seleccionadodel integrando.

(f) Tasasy factores.

En muchas circunstancias se requiere conocer el cambio de ciertas cantidades en funcidn del
tiempo, por ejemplo, las reservas y los activos se incrementan por interés financiero, por inflacién,
crecimiento real de la cartera y exposicion al riesgo. Las tasas de crecimiento (principalmente
anuales) estardn denotadas por i y distinguidas por un subindice: por ejemplo, 4, i, i, ¢ i, son las
tasas de interés, del crecimientoreal del volumen de la cartera, de la inflacionde siniestros (x por X,
notacién del monto de siniestro), y primas, respectivamente. Los fuctores correspondientes serdn
denotados por r con los mismos subindices que para las tasas, ¢j. r,=1+i,.

Si el cambio es provocado por dos o mas factores, entonces los subindices estaran compuestos de
los simbolos correspondientes, ¢j. r,, es el factor de crecimiento que representa el efecto conjunto
de crecimientoreal de la cartera y la inflacion de prima (esta y otras combinacionesse definirdnen
las partes apropiadas del texto).

Para evitar notacion inconvenicente, los subindices de los factores y tasas se denotan siempre con
letras mindsculas y sin indicar, si la cantidad en cuestion es estocdsticao no, ¢j. i, para inflacionen
siniestros (=X).

Los factores y las tasas pueden ser dependicntes del tiempo.

{g) Caracteristicasde las distribuciones.

El j-ésimo momento en cero de una variable aleatoria X definido como el valor esperado de la
potenciaj de X, estara denotado por a,.
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u.j=aj(X)=E(Xj)= | xJdFeo. (1.5.5a)

-0

La mayorfa de las variables aleatorias involucradas posteriormente, serdn ‘no-negativas, en cuyo
caso la integracién en (1.5.5a) puede ser tomada desde 0 hasta +w. Los momentos centrales p;de X

n, = B, (X) = E{(X-E(X) ') = | (X -E(X) ) dF(X), (1.5.5b)

son obtenidos para j =2,3 y 4 a partir de los momentos en cero como siguc:

p,=¢x:-a7
w=os-Jasart 2al (1.5.6)
M, =as-doaas+6afaz-3al.

Recordemos que, por ejemplo, en el caso de variables discretas X, (1.5.5a) se convierte
simplemente en (ver inciso 1.5(d))

a;= ZX‘ P
A
donde p,=prob {X=X,}. (1.5.7)

Las caracteristicas mas importantes, la media E(X), varianza o6’=c=p, sesgo y=v,=n/s’, y
kurtosis (picudez) v,=v,(X)=p/c*-3, pueden ser expresadas utilizando los momentos anteriores.
Debe notarse que todas las caracteristicas de X dependen solamente de la f. d. F de X. Sies
nccesario, X estard dada conjuntamente con la caracteristica ya sea de un argumento ‘normal’, por
ejemplo como p,(X) o o, como un subindice. Esta udltima practica (atin cuando resulta
inconsistente con las anteriores) es utilizada para simbolos comunes como & y v los cuales no tienen
mngun subindicerelacionado con el concepto mismo. Adicionalmente, el sesgo, que serd uno de los

s fi nente utilizados en lo subsecuente, se denota por y en lugar de la notacién
convenctonuly,.

(h) La convolucién.
Sean F Y G funciones de distribucién. Su convolucién F*G,

F*GX) = f F(X -YdGy), (1.5.8)
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es también una funci6n de distribucion.

Es bien sabido que si XY Y son variables aleatorias independientes con funciones de distribucién
F Y G respectivamente, entonces la f. d. de la suma X+Y es F*G. De aqui que, F*G=G*F y la
convolucion de varias funciones de distribucion no dependa del orden en que sean tomados.

Si, por ejemplo, G es continua con g=G', entonces (1.5.8) puede ser escrita como

F*GX)= [ F(X-ngmady, (1.5.9)

que es una funcién continua de X,

Asi, la suma de dos variables aleatorias independientes tiene una f. d. continua si al menos una de
las variables tiene f. d. continua.

1.6 La funcién generadora de momentos, la funcién caracteristica, y las transformaciones de
Laplace.

(a) Tres funciones auxiliares.

En esta seccién se introducirdn tres funciones operacionales de célculo de probabilidad. Estas
transforman una f. d. dada, de forma tal, que sea facil por ejemplo, ¢l ver las caracteristicas de la
distribucién.

Estas transformaciones son de interés particular, porque facilitan el manejo de convoluciones y
algunas otras operaciones.

La funcién generadora de momentos, introducida en el inciso (b), es algo mas simple que la funcion
caracteristica (inciso (¢)), pero tiene la desventaja de no poder ser definida siempre, mientras que la
funcién caracteristica, que cstd definida como un integral compleja, existe siempre. La funcion
caracteristica tiene también una propicdad de continuidad importante.

(b) La funcién generadora de momentos (f. g. m.) de una variable aleatoria X (o de su f. d. F) es
M(s) = E(e™)= [e™dF(X) (1.6.1)

En el caso continuo de la f. d. {1.6.1) se convierte en

M(s) = re"‘ J(X)dX. (1.6.2)

y para el caso discreto de la f. d.
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M(s)=y e p,, (1.6.3)
&

donde s es una variable real auxiliar; para la notacién ver inciso 1.5(d).

Se dara como supuesto que para las distribucionestratadas en esta seccién, M(s) existe al menos en
alguna vecindad del origen, esto es, | o] <s, para algiin s, positivo. Por supuesto esta condicién tiene
que ser verificada para cada aplicacién real. La funcién generadora de momentos tiene las
siguientes propiedades importantes, las cuales se deducen en libros de texto normales, por lo que
aqui se muestran sin prueba.

@

(i)

(iii)

@)

La f.g.m. puede ser expresada por el momento de expansién
M(s) = anst/ hi, (1.64)
—0

donde los «, son los momentos en cero (1.5.5a). Si M(s) es conocido, pueden ser
obtenidos en términos de derivadas
s = M™(0).
(1.6.5)

La f.d. esta determinada de manera vinica por su f.g.m. (si la f.g.m. existe), esto es, si dos
distribucionestienen la misma f.g.m., significa que son la misma funcién.

La transformaciénlineal y=ax+b transformala f.g.m. en la forma
My (s) = & M. (as).
1.6.6)

Six, y x, son dos variables estocdsticas independientes, entonces la f.g.m. de la suma
X,+x, se obtiene por el producto

M(s)=M,(s) My(5).
.67

En téminos de funciones dc distribucién, esto significa que la f.g.m. transforma
convolucionesde distribucionesen productos de f.g.m.s.
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** (¢ ) La funcién caracteristica de X se obtiene reemplazando la variable s por una variable
imaginaria /i en la f.g.m., donde

i=J-1
$(w) = ()= [ "% dF(x). 1.6.8)

La funcion caracteristica ¢ tiene propiedades similares a las que se describen en los incisos (i)-(iv)
de la f.g.m. Debido al hecho de que | ¢ =1, la convergencia en (1.6.8) no provoca problemas.
Ademds, tiene el beneficio especial de que la transformacién inversa $—F puede expresarse
explicitamente en forma de una integral de Fourier, lo cual resulta a veces conveniente para el
célculo de F o parala derivaciénde algunas de sus propiedades.

Otra propiedad importante de la funcién caracteristica, es la propiedad de continuidad: si una
secuencia de f.d.s. converge a una f.d., entonces la correspondiente funcién caracteristica converge
a la funcidn caracteristicade la funcién limite,

Inversamente, si una secuencia de funciones caracteristicas converge a una funcién limite que es
continua en el origen, entonces la funcién limite, es la funcién caracteristicade la f.d. o de las f.d.s.
correspondientesa la secuenciade funciones caracteristicas.

*#* (d) La transformaciénde Laplace pertenece a la misma familia de funciones auxiliares. La
transformacidnde Laplace de una variable aleatoria no negativa X es

L(s)= ]c"' dr(x), (1.6.9)

donde s ahora toma valores complejos.

La transformacidnde Laplace tiene también propicdades basicas similaresa las propiedades que se
describen en los incisos (i)-(iv) de f.g.m. Atin mds, su inversa pucde ser dada en forma de una
integral compleja. Las tablas de valores de la transformacién de Laplace pueden encontrarse
disponibles en libros de texto matematicos. La integral (1.6.9) converge cuando la parte real de s
excede algin ni 1lamado la abscisa de convergencia. Si la parte real de s es cero, la funcién
caracteristica (1.6.8) es obtenida como un caso especial de la transformacién de Laplace para
variables aleatoriasno negativas.
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CAPITULO2

PROCESO DE OBTENCION DEL NUMERO DE SINIESTROS

2.1 Introduccién.

(a) Definicién del problema.

Como ya se ha mencionado, el problema mas simple es considerado en primer lugar. Esto es,
encontrar la funcién de probabilidad del nimero de siniestros dado en una colectividad de riesgos,
es decir, una funcion p(k;1) la cual de la probabilidad de que el nimero de siniestros k, en el tiempo
¢ seaigual a k. En términos de simbolos convencionales

ptk;)y=probik=k} (2.1.1)

En el siguiente anilisis, 1a colectividad involucrada puede ser el total de la cartera de un asegurador
o alguna parte especial de la misma.

(b) Los enfoques individualy colectivo.

El problema puede ser resuelto de diferentes formas. Un método es comenzar considerando la
cartera en cuestion, conformada por un cierto numero de polizas individuales, cada una de las
cuales tiene una cierta probabilidad de siniestro (ej. en seguro de vida estd supuesto que la
probabilidad de que una vida a edad x fallezca dentro de un afio es ¢,). Entonces ¢l niimero total de
siniestros, es la suma de las contribuciones de las polizas individuales y las probabilidades (2.1.1)
pueden ser derivadas por medio del teorema de la adicion de 1a teoria det cdleulo de probabilidades
basicas. Esencialmente las probabilidades son de cardcter binomial solamente para llevar a cabo
esta ‘adicion' de un modo riguroso conduciendo a mejores calculos ¢ involucrando algunas
suposiciones restrictivas.

Un enfoque alternativo, el cual ha permitido un desarrollo fructifero, es el método colectivo
adoptado por Lundberg. En este método es desechada la estructura de la poliza individual como tal
y en su lugar la cartera es considerada como un todo, es decir, un 'proceso’ es considerado cuando
son registrados solamente los intervalos de tiempo y el nimero de ecventos (siniestros),
independientemente de las pdlizas de las cuales los siniestros hayan surgido. Comenzando con
algunas condiciones generales las cuales el proceso aleatorio debe obedecer, puede deducirse que el
proceso toma la forma de una Poisson.

Se hace referencia frecuentemente al proceso Poisson en el cdlculo de probabilidad como la teorfa
de fenémenos raros y es bien conocida, por ejemplo, en la teoria de desintegracion de dtomos
radioactivos. Sin embargo, es necesario conocer en qué problemas pricticos la funcién de Poisson
es aplicable y en que casos no lo es, siendo esencial discutir las suposiciones basicas de esta
distribucién de probabilidad.

17



2.2 El proceso Poisson.

Se asume ahora que el proceso del nimero de siniestro satisface las siguientestres condiciones:

@
La ocurrencia de eventos en intervalos de tiempo disjuntos son independientes
(independenciade incrementos).

(i)
El nimero de eventos en un intervalo de tiempo (¢,4) es dependiente solamente de la
longitud del intervalo t=¢,-, y no del valor inicial ¢, (estacionaridadde incrementos).

(i)
La probabilidad de que més de un evento ocurra al mismo tiempo y la probabilidadde que
un nimero infinito de eventos ocurra en algin intervalo de tiempo finito son ambos cero
(exclusién de eventos multiples).

Se puedc mostrar que con estas condicionesla funcion de probabilidad pk;¢) estd representada por
la ley de Poisson

A
pk:) = p, (pt) = c-a'.(_"‘;"l_i

2.2.1)

para toda >0, donde p20 es un pardmetro indicador que como serd visto posteriormente, es el
nimero promedio de siniestros en una unidad de tiempo. El proceso 4 es llamado un proceso

Poissan.
La ocurrencia de un evento de siniestralidad depende de ambos factores, de la cantidad de casos

(unidades de riesgo) expuestos a riesgo y también de la intensidad def riesgo, esto es, la oportunidad
de que un caso en particularde origen a un siniestro. El proceso Poisson surge del productode estos
componentes.

2.3 Discusidn de condiciones.

(a) Independenciade incr

La condicién (i) significa, en realidad, que un evento {¢j. un incendio) no puede dar origen a otros
eventos (exclusién de ‘reacciones en cadena’). En la practica, sin embargo, un incendio puede
frecuentemente esparcirse de un riesgo a otro en contradiceion a esta condicién. La condicién (i)
puede, sin embargo, frecuentemente relacionarse en la definicién de una unidad de riesgo, como es
habitual en la practica de reaseguro, como una combinacién de todos aquellos riesgos que yacen
cercanos unos a otros, entre los cuales la contaminacién es posible (ej. toda propiedad en una
construccién independienternentede que si ésta se encuentra asegurada formalmente por una péliza
o por varias o estd bajo propiedad unica o miiltiple). De la misma forma que un barco y su carga
estdn considerados como una unidad de riesgo, y asi sucesivamente. Sin embargo, no es siempre
posible construir unidades de riesgo de modo tal que la contaminacién no ocurriera. Tal es el caso
con enfermedades contagiosas en el seguro de enfermedades o epidemias en el seguro de vida. La
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funcién Poisson no es entonces aplicable, al menos no sin modificaciones apropiadas. Esta clase de
casos se tratard en la Seccion 2.7 donde la condicion (i) es reemplazada por una mds general.

(b) Estaci ridadde incr t

Esta condicién significa que el flujo colectivo de los eventos cs estacionario, esto es, ningtn
incremento o decremento u oscilacién constantes, mas que el que seria provocado por fluctuaciéon
aleatoria normal. En otras palabras, la intensidad en la ocusrencia de siniestros es constante. Este es
el caso usual en seguro, particularmente durante periodos cortos, cuando el nimero de pélizas u
otras circunstancias no son objeto de cambios marcados. Esta condicion implica que la cartera es
tan grande que la salida de poélizas individuales por siniestros o por otras causas y la entrada de
nuevas no puede afectar el flujo colectivo de los eventos en algun grado significativo.
Frecuentemente se dan, sin embargo, situaciones donde la estacionaridad no aplica estrictamente;
por ejemplo, pueden ser variaciones temporales en intensidades de ocurrencia de siniestros.
Entonces el intervalo de tiempo en cuestién puede dividirse en subintervalos, de modo tal que los
correspondientes subprocesos tengan (al menos aproximadamente) intensidades constantes y sean
por lo tanto procesos Poisson. Se mostrard en la Seccién 2.6 que la suma de variables
independientes Poisson es nuevamente una variable Poisson. Por tanto, el namero total de siniestros
durante todo el intervalo se distribuye Poisson.

Asi, si solo es de interés el nimero total de siniestros y su comportamiento, que ¢s el caso mds
frecuente, entonces las variaciones temporales pucden desecharse, suponiendo que los cambios en
la intensidad de ocurrencias de siniestros son deterministicas, esto es, ocurren de modo tal, que su
prediccién es posible a través de la experiencia.

Lo anterior es también aplicable a casos donde las intensidades de riesgo estén cambiando, de
acuerdo con alguna direccién, de modo que sea pronosticable su determinacion. El numero total de
siniestros, sin embargo, permanece estable distribuido Poisson, pero el parametro p, ¢l cual estard
denotado posteriormente por 1, es calculado como una suma de los pardmetros relacionados a los
subintervalos, como sc mostrard en la Seccién 2.6. Otro método utilizado frecuentemente en la
literatura de teorfa de riesgo para derivar ¢l mismo resultado es, introducir el concepto de 'tiempo
operacional’.

Sin embargo, surgen frecuentemente otras circunstancias en la prictica, donde las condiciones de
los incisos (i) y (ii) no pueden aplicarse. Por ejemplo, el seguro de incendio puede afectarse en gran
medida por condiciones de clima y por tanto un largo, soleado y seco periodo puede provocar
numerosos incendios poco comunecs; en algunos paises, los huracanes u otras catdstrofes naturales
pueden provocar un aumento enorme en la siniestralidad. Es bien sabido también que las
condiciones econémicas tienen una influencia considerable en muchas clases de seguro no-vida.
Los tiempos de prosperidad econémica o de recesidn provocan un considerable aumento o
disminuciénen la cantidad de accidentes de trdnsito o de trabajo, asi como influyen en el crédito del
negocio de seguro, Tales circunstancias son tan generales, que la aplicacion de la funcién de
Poisson elemental estad limitada en gran medida, y por tanto existe la necesidad de un desarrollo de
la teoria, omitiendo las condiciones que concierncn a independencia y estacionaridad. Esto se
realizard en la Seccién 2.7. A pesar de estas limitaciones, la funcién Poisson por lo general ofrece al
menos una primera buena aproximacion, particularmente para intervalos cortos de tiempo. Esta es
también la base de distribuciones mas generalizadas. Ademds, el riesgo de cambios y variaciones

19



inquietantes de estacionaridad pueden prevenirse frecuentemente de manera simple afiadiendo una
cantidad preventivaal parimetro p.

(<) Exclusién de eventos muiltiples.

En primera instancia parecerfa que la condicidn del inciso (iii) no se mantiene siempre. Por
ejemplo, en el seguro de automéviles, dos vehiculos pueden tener una colisién, provocando un
doble evento. Pueden ocurrir incidentes similares en el seguro maritimo y en algunos otros ramos.
Esta dificultad puede, sin embargo, ser eludida con una cleccion apropiada de definicién, por
ejemplo considerar el caso de colisiones entre dos vehiculos como un siniestro tinico. Esto
significa, sin embargo, que la suma de los siniestros de ambas partes, es utilizada cuando se
construyen las estadisticas de la distribucién en cuanto a la magnitud de un siniestro, lo cual es
considerado por separado como otra variable aleatoria, esto se incorporara en el Capitulo 3 y
posteriormente. La exclusion de un niimero infinito de siniestros no es una restriccion desde el
punto de vista de las aplicaciones.

2.4 Una férmula bésica.

(a) Funci6én de Distribucién.

Ya que el estado k, en el tiempo ¢ de un proceso Poisson obedece la ley de distribucién Poisson con
el pardmetro pf=n, es necesario familiarizarse con las caracteristicas basicas de la funcién de
distribuciénPoisson.

Supongamos que k es una variable aleatoria distribuida Poisson con parametro Poisson n. Entonces
lafd Fdekes

k,
F(k) = F(k;n) = probtk < k} = im(n). (2.4.1)
donde
pi(n) = prob{k =i} =¢e"n'/ il (2.4.2)

Para facilitar la manipulacion técnica de la férmula, también serdn permitidos valores no enteros
para k. Por convencién, [k] significa el redondeo al valor del entero inmediato inferior de k definido
por [k]sk<[4]+1.

De aquf en adelante, p, es utilizado de forma mas frecuente en vez de p,(n) y F(k) para F(k;n).

(b) Caracteristicas.
Haciendo uso de la formula estindar dada en ¢l inciso 1.5(g), los momentos de la distribucién

Poisson pueden obtenerse ya sea por suma directa o por medio de la f.g.m. (ver ejercicios 2.4.1y
2.6.1). Los mas bajos son

o,=n ®»,=0)
a,=n+r’ u,=n (2.4.3)
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oy=n+int+n’ Hy=n
a,=n+7n'+6n'+n' n,=n+3n,

de los cuales las caracteristicasbésicas de k son derivadas de manera inmediata (ver inciso 1.5(g))

E(k)=q,=n media
G’:p;:n varianza

y=u,/c'=1/Jn sesgo
Y,=n,/c’-3=1/n kurtosis
2.4.4)

(c) Ticmpo inter de ocurrencia.

Para algunas aplicaciones es util observar que el intervalo entre eventos consecutivos (siniestros)
del proceso Poisson, llamado tiempo inter de ocurrencia, se distribuye exponencialmente, esto es, la
longitud# del perfodo de tiempo entre el (4-1)-ésimo y el k-ésimo eventos satisfacen

probfe <t)=1-¢", (2.4.5)

donde p es el numero esperado de sinicstros en la unidad de tiempo elegida de acuerdo con la
aplicacion.

Una base un poco mis general para el desarrollo de la teoria de riesgo es suponer alguna f. d. en el
tiempo fnter de ocurrencia, en lugar de utilizar p, como el concepto basico. Esta es esencialmentela
base de los llamados procesos renovados en la teoria de procesos estocasticos. Su aplicacién a la
teoria de riesgo fue sugerida por Sparre-Andersen (1957) y los procesos resultantes cuando son
aplicados en teoria de riesgo, son llamados procesos de Sparre-Andersen (ver también Thorin,
1971).

Ejercicio2.4.1
Derivense las expresiones para @, y o, por suma directade (2.4.1).
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2.5 Valores numéricos de probabilidades Poisson.

(a) Valores exactos.

Si 71 no es grande ¢l valor de las probabilidades p, y F pueden calcularse directamente de (2.4.1).
Hay también tablas bastante extensas de valores numéricos, ej. General Electric (1962), y también
pueden ser derivados de tablas de la distribucién ji- cuadrada.

Las calculadoras programables pueden utilizarse para determinar p, y sus valores acumulativos F,
utilizando

po=e”,
(2.5.1)
como un valor de inicio y aplicando la férmula de recurrencia
Pro()=p)n/(k+1),
2.5.2)

Debido al amplio rango de valores de n, puede ser necesaria alguna técnica especial de aplicacidn
para evitar problemas por 'fuera de rango (overflow) (ej. ¢” se escapa del rango de numeros
aceptables por la computadora). Puede ayudar ¢l utilizar logaritmos o comenzar con un auxiliar
pequeilo ', haciendo p, =¢™ y posteriormente corrigiendo p, y F(k) multiplicandolas por "™
Otra dificultad computacional puede surgir de la acumulacion de errores de redondeo cuando la
probabilidad de 1-F(k) se calcula para k£ grande, donde k es mayor que & Entonces se hace
necesaria una suma de términos de magnitud considerable y el error de redondeo de los términos
mayores es muy cercano al orden de magnitud del valor objetivo 1-F(%). Esto puede controlarse
facilmente continuando el calculo de los & valores donde p, desaparece del rango de la precision
deseada. Si el cdlculo es exacto, (k) debe ser igual a 1 (debido a que F(w)=1). La posible
desviaciéndel valor computado para 1 da la corrclacién de redondeo para la cola superior de F(k).

(b) La forma de la distribucién de Poisson para tres valores pequeiios de n se ilustra en la Fig.
2.5.1.

(c¢) Aproximacién Normal.

Si n es grande, puede hacerse uso del teorema de limite central de la teoria de probabilidad, de
acuerdo con el cual F tiende asintéticamente a la funcion de distribucion normal cuando n— o,
esto es,

F(k) = N((k -1n) / Jn), (2.5.3)

donde N denota una funcidn de distribucién normal con media cero y desviaci6n estandar uno.

El teorema de limite central es aplicable debido a 1a aditividad de las variables Poisson, esto es, la

variable Poisson con parametro n pucde expresarse, por ¢jemplo, como una suma de n variables

independientes distribuidas Poisson con el mismo valor del parametro (ver Seccidn 2.6) (observar
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que 7 es un entero ). La figura 2.5.2 demuestra la precisién de la aproximacion para algunos valores
de n. Puede observarse que la f.d. Poisson tiende més y mas hacia la f.d. normal, en la medida en
que n se incrementa.
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Figura 2.5.1 Probabilidades Poisson p, (para ayudar a la visualizacion de la forma de las
distribuciones, los valores de prababﬁ'lidaddiscrems esian II;QGF{IQ.T como curvas escalonadas.)
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Figura 2.5.2 F o I-F para la distribucion Poisson normalizada (lincas elcal fas) de algunos

valores de ny para la aproximaciénnormal (2.5.3) (escala logaritmica).
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(d) Aproximacién Wilson-Hilferty.
Una aproximacién mds cercana esta dada por la siguiente férmula

F(R)= N(x -1/x ~-Cx'"?),
(254
donde K= 3\/(—1+_k)—
y
C=(9n)",
(ver Johnsony Kotz, 1969; Seccién4.7).

Esta es nuevamente una aproximacién asintética, pero se hallard para dar valores satisfactoriosde n
tan pequefios como 10, como se muestraen la Tabla2.5.1.

Tabla 2.5.1 Comparacion entre los valores aproximados de la Wilson Hilferty y los valores
exactos Poisson. Para ksn se dan valores de Fy para k>n valores de 1-F.

n= 10 25 50

k Exacto  Aprox. k Exacto Aprox. k Exacto Aprox.

1 0.00050 0.00058 10 0.00059 0.00061 29 0.00092 0.00093
4 0.02925 0.02920 15 0.02229 0.02232 36 0.02376 0.02377
7 0.22022 0.21974 20 0.18549 0.18529 43 0.17980 0.17969
10 0.58304 0.58341 25 0.55292 0.55303 50 0.53752 0.53756

13 0.13554 0.13527 30 0.13669 0.13656 57 0.14486 0.14479
16 0.02704 0.02715 35 0.02246  0.02250 64 0.02360 0.02363
19 0.00345 0.00354 40 0.00204  0.00206 71 0.00201 0.00203

(e) Férmula Gamma.
La f.d. de la variable Poisson puede expresarse también en términos de la funcién gamma

incompleta como se mostrarden el gjercicio 2.9.7.

Ejercicio2.5.1.

Una sociedad mutualista tiene 1000 miembros. En caso de muerte se establece una suma S=£1000a

ser pagada. El valor medio de la tasa de mortalidad es 0.01, la prima 2,=(1+A)S £(k), donde A=0.1
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es un recargo de seguridad y k es el nimero de muertes. La condicién o estado actuarial de la
sociedad es examinada cada afio. ;Qué tan grande deberia tener la sociedad una reserva de
seguridad U, para estar seguro, en un 99% de nivel de probabilidad, que el balance no muestre
algun déficit?

Hdgase uso primero de (a) la férmula exacta Poisson, despuds de (b) 1a Normal, y por ultimo (c) las
aproximaciones Wilson-Hilferty. Sugerencia: Los valores Poisson pueden ser computados
comenzandoa partirde valores dados en la Tabla 2.5.1.

Ejercicio2.5.2.
¢ Cudntos miembros deberia tener la sociedad del ¢jercicio 2.5.1 para no ser necesaria la creacién de
una reserva de seguridad, bajo las condiciones mencionadas? Utilice la aproximacién normal.

Ejercicio2.5.3.

Una sociedad mutualista otorga beneficios por gasto de funeral en la muerte de algiin miembro, el
beneficio se fija en £100. El niimero esperado de siniestros es n=1. La socicdad tiene una cobertura
de reaseguro ‘'stop loss' de acuerdo con la cual, si el nimero de muertes excede de dos, el
reasegurador paga los beneficios del tercero y posteriores. ;Cudl es la prima de riesgo (=monto
esperado de siniestros) para el reasegurador?

2.6 La aditividad de variables Poisson.

(a) La f.g.m. de la f.d. Poisson puede ser calculada sustituyendo las probabilidades Poisson p, (1)
en (1.6.3)

M(s)=3 e et/ bl
A=0

- e*i(ne’ »/u 2.6.1)

el
— Y = .4
=gt = Ml

(b) Aditividad de variables Poisson
Se sigue de (2.6.1) que la f.g.m. para la suma de dos variables independientes Poisson con
pardmetrosn, y n, es
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M(s) = gmle™1t gni€l) = fminalle'-1) (2.6.2)

Esta es nuevamente de la forma (2.6.1); por tanto de acuerdo con la propiedad (ii) del inciso 1.6(b)
la variable suma esta también distribuida Poisson con el parametro

n=n;tn,,

2.6.3)

esto es, la distribucion Poisson es adifiva: la suma de variables Poisson mutuamente
independientes, es de nuevo una variable Poisson teniendo el parametro n como la suma de los
pardmetros originales. La aditividad es una caracteristica muy importante. Hace posible el dividir
una cartera de ricsgos en secciones, indexadas j=1,2,..., por ejemplo, de acuerdo con las clases y
subclases del seguro en cuestion.

Es aconsejable frecuentemente evaluar los pardametros Poisson i, y el numero esperado de sinicstros
por separado y para cada seccién y entonces determinar ¢l pardmetro para la colectividad completa

n=3%n,, (2.6.4)

Es posible también dividir el intervalo de tiempo en intervalos adyacentes, ¢j. en meses, evaluarn,
para cada intervalo, y entonces obtener la suma n.

Esto hace posible el aplicar 1a ley de Poisson para casos donde la exposicion al riesgo, medida por
n,, puede variar de manera definida, tal como siguiendo un ciclo o una tendencia. Este aspecto se ha
discutido ya en el inciso 2.3(b).

(c) Como ejemplo consideremos una cartera de seguro de vida. Las personas aseguradas tienen
una probabilidad de muerte durante un afio de g, con {(=1,2,...J). Entonces el nimero esperado de
muertes en la colectividadtotal, el parametro Poisson, es

n=%q, (2.6.5)

Esta ecuacién es, en realidad, un enlace entre la teoria de riesgo individual, 1a cual enfoca su
atencion principalmente en las unidades de riesgo individuales, y 1a teoria de riesgo colectiva, que
toma el colectivo mismo como el ente principal.

** (d) La aditividad de los procesos Poisson,

La aditividad consideradaen el inciso (b) involucraba las variables Poisson, esto es, de acuerdo con
este contexto la siniestralidad durante un perfodo fijo (0./]. Una realizacion del proceso del niimero
de siniestro se obtiene al permitir que el tiempo ¢ varie y se observe el crecimiento del nitmero de
siniestros k,. La distincién entre estos conceptos se enfatizé en el inciso 1.1(c). Puede probarse
sobre la base de las condiciones de los incisos (i) - (iii) de la Seccion 2.2, que la aditividad también
se mantiene para las sumas de procesos independientes Poisson relacionados con el mismo
intervalo de tiempo (Ejercicio 2.6.3).
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Ejercicio2.6.1.
Calciilense los momentos a; (/=1,2,3,4) de la f.d. Poisson por mediode laf.g.m.

** Ejercicio2.6.2.

Sea W, que denota el tiempo de espera del k-ésimo evento de un proceso Poisson k, esto es, el
tiempo del 4-ésimo evento. Entonces W, >t implica que menos de & eventos ocurrieron durante el
intervalo de tiempo (0,f]. Probar que

k 1
probfw, st} = p 5 I:"’e’“dz

®-0)1; ©0)

** Ejercicio2.6.3.

Pruébese que la suma de dos procesos Poisson independientesrelacionados con el mismo intervalo
de tiempo, ¢s de nuevo un proceso Poisson, esto es, que el proceso suma satisface las condiciones
de los incisos (i) a (iii) de la Seccién 2.2,

2.7 Variacién de la exposicién al riesgo dep i del tiempo.

(a) Experiencia de la aplicabilidad de la ley de Poisson.

Como se mencioné en la Seccion 2.3, la simple ley de Poisson falla en general para proporcionar
una representacién satisfactoria de la distribucion del niimero real de siniestros. Esta caracteristica
estd demostrada por las Fig. 2.7.1 y 2.7.2 las cuales son curvas tipicas tomadas de una cartera de
seguros de motociclistase ilustran los diversos tipos de fluctuacién.

Los datos observados en la Fig. 2.7.1 son las frecuencias de siniestros mensuales de motociclistas
sobre los afios 1960 a 1962, periodo durante el cual, las exposiciones se incrementan de 19,000 a
cerca de 27,000 p6lizas. La curva suavizada se deriva en base a un sistema de promedios
ponderados, sicndo los pesos (1,2,3,2,1), es decir, una doble sumatoria en 3s. El maximo ocurre en
los meses de otofio y el minimo en ¢l invicrno, lo cual conlleva a una reflexién del hecho de que,
cuando las condiciones son desagradables el motociclista reduce su exposicion. La linea recta
sugiere una tendencia declinante sobre los tres afios.
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Figura 2.7.1 Motocicletas. Frecuenciade siniesiros mensual de 1960-62.

8

.

Frecugencia por 10,000

&

1 1983 | 1955 1987 1939 1961 1963

Figura 2.7.2 Motocicletas. Frecuencia anual de siniestros 1951-63.
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Figura2.7.3 Numero de accidentes en segurode i sna trabaji esen el periodo 1958-
79 (datos conji de las ipaiiias de seguro Finlandesas). La grdfica de la derecha exhibe las

desviaciones relativas de la linea media de tendenciaajustadan de la figura del lado izquierdo.
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La figura 2.7.2 jlustra la frecuencia de siniestros anual para el periodo comprendido entre 1951 y
1963, la exposicién incrementéndose de cerca de 7,000 a 27,000 y muestra un efecto periodico a
largo plazo, con una probable tendencia ascendente. Este largo periodo muestra que la tendencia
declinante en la Fig. 2.7.]1 fue una fase descendente de uno de los intervalos mads largos de
variaciones y muestra la necesidad de fijar largas series de valores.

Las series de tiempo de indemnizacién de los trabajadores ilustrada en la Fig. 2.7.3 muestra un
comportamiento similar. Andlisis realizados posteriormente muestran que los ciclos estdn
correlacionados fuertemente con periodos de auge econdmico general y recesiones. Durante el
periodo de auge, la industria estd a su midxima capacidad y es frecuente ¢l trabajar fuera de la
Jjornada laboral normal. Entonces como seria de esperarse, el nitmero de accidentes se incrementa.
Por otra parte, durante una recesion las horas de trabajo se reducen, lo cual se refleja
inmediatamenteen la frecuencia de siniestros.

Resultados como éstos muestran que las variaciones observadas en el flujo real de procesos del
nitmero de siniestros podrian scr rmnucho mayores que las que se esperarian si los datos se apegaran
estrictamente a la ley de Poisson. Esta observacion, que es de maxima importancia para la
aplicabilidad de la teorfa de riesgo, ha sido confirmada por investigaciones hechas en diversos
paises, ej. McGuinness (1970), Helten (1977), Becker (1981), Bohman (1979), y James (1981).
Este fendmeno fue considerado ampliamente en el informe de solvencia Finlandés (Pentikiiinen,

1982).

{b) Cuatro categorias de fluctuacién.

Para elaborar el modelo tedrico es necesario analizar los difcrentes tipos de fluctuacién que afectan
el nimero de siniestros.

[0
Tendencias. Estas surgen como un movimiento de cambio lento de las probabilidades de

siniestro las cuales deben estar definidas propiamente como la proporcién del niimero de
siniestros en un intervalo de tiempo especifico para un apropiado indice del nimero de
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riesgos expuestosa siniestro. Algunos cjemplos son, la mejora en tasas de mortalidad o los
cambios en frecuencia de incendios debido a modificaciones cn métodos de construccion
de edificios o en materiales utilizados. Pueden surgir también tendencias cn la experiencia
global de una cartera de seguro por cambios en su constitucion, por ejemplo, la proporcién
de casas de construccidn mas reciente puede incrementarse en relacion con las casas
vigjas, de modo tal que la frecuencia global reflejara algunas diferencias entre los dos
grupos. Por supuesto, ademads de los cambios en las intensidades de riesgo, el crecimiento
del nimero de riesgos de la cartera, es otra razén para un incremento (o decremento) del
namero esperado de siniestros, parametro n. Esto surge de los cambios normales ¢n el
namero de polizas, asi como del crecimiento interno de unidades de riesgo bajo las polizas
viejas, ¢j. en el nimero de empleados, vehiculos, fibricas, etc.

()]
Ciclos de periodo largo. Un ¢jemplo de este tipo de variacion se obtienc mediante la
asociacion de accidentes con condiciones econdmicas gencrales. Los resultados de afios
consecutivos no son mutuamente independientes y un periodo ciclico puede conformarse
de varios afios.

Oscilaciones de periodo corto. Estas pueden provocarse por cjemplo por cambios
meteorolégicos o por enfermedades epidémicas. Asi en un largo y seco verano, es casi
seguro que se dard un incremento marcado en la frecuenciade incendios, y por otra parte
la incidencia de tormentas y vientos severos en ciertas partes del mundo, tienen un cfecto
significativo en los resultados del negocio no-vida. Las enfermedades epidémicas, ademas
de afectar los resultados del seguro de enfermedades, pueden también ser de importancia
en ¢l seguro de vida, provocando una fluctuaciénen la experienciade mortalidad.

(iv)
Las fluctuaciones aleatorias puras como aquellas consideradas en secciones previas de
este capitulo estin, por supuesto, siempre presentes.

Ademas de los cuatro tipos principales mencionados pueden haber fluctuaciones temporales en las
cuales, por ejemplo, puede ser marcada la variacién en la frecucncia de siniestros entre los meses de
verano e invierno en el seguro de automdviles. Sin embargo, éstas pucden descartarse generalmente
cuando se hace la consideracion para resultados basados en afios calendario, tal como se mencioné
en la Seccién 2.3.

{c) Introducciénde una variable de estructura.

En este capitulo, el modelo se extiende para incorporar oscilaciones de periodo corto. Estos se
suponen tan cortos que las oscilaciones en aflos consecutivos pueden considerarse como
independientes.

Una forma natural de desarrollar tal modelo es suponer que #, el nimero esperado de siniestros, es
un nimero aleatorio, n=nq. Aqui ¢(20) es una variable aleatoria auxiliar que indica la desviacién
relativa de n de su valor promedio n por lo cual q es normalizada para tener valor medio 1. Por
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tanto esta variable representa desajustes provocados por las oscilaciones de perfodos cortos, mas
all4 del rango que puede explicarse por medio de la f.d. Poisson. La dcterminacién de estas
variaciones ¢s sup a frect los incr »s del proceso de riesgo durante afios
consecutivos serdn entonces mutuamente independicntes. Puede interpretarse que q tiene un valor
constante durante cada afio, pero varia aleatoriamente de afio a afio, los valores relacionados para
afios consecutivos son mutuamente independientes e igualmente distribuidos. Frecuentemente el
comportamientodel proceso dentro de un afio en particular no necesita observarse, de tal modo que
q puede considerarse como un proceso estocéstico cuyo estado permanece inalterado dentro de cada
afio, como se ilustra en la Fig. 2.7.4. Igualmente, uno puede considerar que cada aflo ¢ tiene su
propia variable q,.

9

|

1 2 3 Tiempo

Figura 2.7.4 Proceso donde el pardmetro q relacionado a periodos consecutivas de tiempo varia
aleatoriamente.

Para mantener la notacion simple, el subindice t es omitido la mayoria dc las veces. Los estados de
q relacionados con diferentes aflos son igualmente distribuidos, lo cual previene malos entendidos.
Ahorma sea

H(q) = prob{a<gq)}, (2.7.1)
la f.d. de q. Entonces la probabilidad condicional de & siniestros en un afio, con la condicién de que
q=q es la probabilidad Poisson p,(ng). La probabilidad incondicional p (n)=prob{k=k} se obtiene

por medio de las reglas de la adicién y la multiplicacién de probabilidades, como un ‘promedio
ponderado’ (0 mas exactamente, como el valor esperado de p(nq)) como sigue

_ - - k
it = [Pt = [e~ ML ati). @72)
o [ .

Para H discreta (ej. cuando ésta es aproximada de una tabulacién) se reduce utilizando la férmula
elemental de probabilidadescondicionales
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prob{k =k} =3 pi(nq,)prob{a =q.j. 27.3)

Ahora 1a f.d. de k puede derivarse por la sumatoria de (2.7.2)
Fiy=Som=-3 {pngdtig) = | 18 putnaparo = JFe: ngaricy.
-0 i=0 o =0 o

2.7.4)

donde F(k;nq) denota la f.d. Poisson con media ng del nimero de siniestros. Obsérvese que la
férmula puede también obtenerse directamente utilizando el mismo razonamiento aplicado para
(2.7.2), esto es, considerando que F es, por asi decirlo, el peso medio de todas las posibles
funciones Poisson, los pesos para cada valor de ng son las probabilidades de ocurrenciadel nimero
esperado de siniestros.
El proceso del numero de siniestro k introducido, es llamado un proceso Poisson ponderado o
mixto a diferencia del proceso Poisson 'simple’ considerado en secciones previas. Naturalmente,
otros procesos difercntes al Poisson, que intenten calcular el numero de siniestros pueden
ponderarse de forma similar. La variable q se designaracomo la variable de estructuray su f.d. # la
distribuciénde estructura En lo consecuente F frecuentementese reemplazara por F si fuera claro
que se esta considerando 1a f.d. Poisson ponderada.

(4) Hustracién.

E! proceso mixto puede ilustrarse por medio de una uma o modelo de loteria de la siguiente forma.
El nivel del niimero esperado de siniestros se fija para un aiio en el cual haya varios sorteos. La
loteria esta organizada de modo tal, que la probabilidad de obtener un valor g<q<g+dy es dF(qg).
Entonces q se fija igual a ¢ para el afio completo. Para el siguiente afio un nuevo valor ¢s sorteado
para (, y asi sucesivamente.

() Discusitn sobre ¢l entorno.

Puede notarsc que la suposicién respecto a las fluctuaciones aleatorias de las probabilidades
basicas, es verdadera, por ¢jemplo, en casos donde todas las probabilidades de siniestros de cada
unidad de riesgo estin cambiado simultineamente debido a condiciones metcorolégicas, cambios
en condiciones econdmicas, etc. Simultidncamente, sin embargo, no ¢s necesario y es igualmente
adecuado permitir que las / secciones de la cartera tengan sus propias variaciones y distribuciones
Hy(q). Entonces la fluctuacién total debe calcularse por convolucién, tal como se mostrard en la
Seccién 3.7. La frecuencia con que se producen los fendmenos fisicos que afectan las
probabilidades y qué clases de fendmenos existen, son por supuesto, cuestiones bastante subjetivas
desde el punto de vista de la teoria del riesgo. Es necesario solamente suponer la existencia de
alguna funcioén H que se relacione con ¢l niimero de siniestros. De hecho el modelo de la urnaes
solamente un modo simple de ilustrar como (2.7.1) pucde obtenerse. Hay, sin embargo, otros
métodos para introducir la misma férmula. Un ejemplo es el proceso Polya considerado en la
Seccion 2.9, donde el proceso permite que sean considerados cambios de q por contaminacion.

32



2.8 Férmula que involucrala distribucién Peisson mixta.
(a) Caracteristicas basicas.

En éste capitulo se asumird que la cartera es considerada como un todo, no particionada en
secciones, y que el intervalo de tiempo para el cual el nimero de siniestros esta relacionado, es un

afio calendario. Los momentos cn cero de la distribucién de Poisson mixta F se obtienen por una
aplicaciéndirectade (1.5.7)y (2.7.2)
@, =2 k' Pa(n)

e

=3k [ putna)dt@ = (3 k! p, () JaH (@)
o g a k-0

= fastpdHe. (2.8.1)
o

Por tanto, éstos momentos sc obtienen de aquellos de la f.d. de la Poisson simple, por una
ponderacién similar como para p, y F(%) en la seccién anterior.
Sustituyendo las expresiones(2.4.3) donde n es reemplazada por ng, tenemos que

= ]-nqu(q) =n ]'qdll(q) =n (2.8.2)
F b
&= Jina + gt = n Jgttt+ o Ja' e
[
=n+n’a:(q) (2.8.3)
Igualmente
@, =n+3ntai(a)+n’a:(q)

Q= n+7 070 (q)+ 6n’a,(q)+ nlal(a) (2.8.4)

donde q indica que éstos son los momentos en cero de la f.d de estructura H en cuestion.
Ademas de los momentos; la desviacién estdndar, el sesgo y 1a kurtosis de las distribuciones son
fr nente ias por lo que se mencionarina continuacion.
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Denotemos primero

oy=a@)-LY = 1,(Q)/civ,(a) =pn,(a)/c}-3. (2.8.5)

(Ver inciso 1.5(g) para notacién). Entonces, expresando los momentos centrales por medio de los
momentos en cero (ver (1.5.6)) ¥ haciendo uso de la formula (2.4.3) y (2.4.4) se obtienen, la media,
varianza, sesgo y kurtosis de la distribucién Poisson mixta F .

m=n
c’=n+ n’c’,';
Y =m+3ncl+n’ciy ) /o’ (2.8.6)

Y =n+7nai+6n'y jod+u'y ()al]/ ot

Como bien era de esperarse, la media es idéntica a la del caso Poisson, pero la desviacién esténdar y
el sesgo son mayorcs, incrementandola posibilidad de nameros de siniestro excesivos.

Debido a que es conveniente dar las caracteristicas basicas de la distribucidon de estructura en
términos de a, y 7, (muy rara vez y,(q)), la formula en (2.8.6) incluye estas caracteristicasen lugar
de los momentos p1(q) los cuales harian las ccuaciones ligeramente mas simples.

(b) La funcién generadora de momentos puede derivarse por ponderacién, de la misma forma
que como para los momentos

TH(S) = [emnevatl). @87

(c) Para el calenlo de 1a funcidn de distribucién Poisson mixta 7 , se utilizan generalmente tres
enfoques alternativos.

®
La funcién de estructura } se expresara (aproximadamente) en forma analitica. Esto es
ejemplificadoen la Seccién2.9.

(i)
La desviacién estindar y el sesgo ( o algunas otras caracteristicas) de q son estimadas
primero y utilizadas en la férmula de aproximacion la cual seré desarrollada para el calculo
de F gjustando los momentos. Por tanto, no es necesaria ninguna suposicién particular de
la forma estricta de H. Este sera el método estandar aplicado en los siguientes capitulos.

(iii)

Los datos basicos, de los cuales estd siendo derivada la estimaciénde A, pueden ser dados o
estimados en forma tabular tal como en la Tabla 2.8.1, donde el rango de g esta divididoen
i intervalos y las frecuencias f, =,/ Xy, son calculadas de los #, nimeros de los casos
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donde g cae en el intervalo i. Entonces la f.d. mixta puede calcularse (ver (2.7.2) y (2.7.3))
de

Fr) =3 Fking,)e b, (2.8.8)

lo cual es conveniente se realice mediante cdlculos numéricos computacionales. La ventaja
de este método es que los valores tabulados como aquellos dados en la Tabla 2.8.1 pueden
frecuentemente ajustar los datos empiricos de manera mas precisa que cualquier estimacién
analiticade /, y no es necesaria ninguna interpretacién posterior.

La Tabla 2.8.2 da e¢jemplos de valores Poisson simples y mixtos. La funcion mixta F se calculd
utilizando los nimeros de la Tabla 2.8.1. Como se obscrva en la tabla, las probabilidades difieren
significativamente,ain cuando la distribucion /7 es simétrica. En varias aplicaciones la distribucion
de estructura es sesgada, teniendo una larga cola para valores grandes de g.

En tales casos las desviacionesde las probabilidadesde {a Poisson simple son atin mayores.

** Ejercicio 2.8.1
Prucbese (2.8.1) y (2.8.7) dircctamente aplicando la formula general
E(X)=E(E(XY)= _f E(X)Y = V)dH (Y},

donde H es la f.d. de la variable Y.

Tabla 2.8.1 Ejemplo de la funcién H en forma tabular

(1-q} +025 +020 +0.15 +010 +0.05 o -0.05 -010 -015 -020 -025
h, 0.10 0.05 0.05 0.10 0.12 0.16 0.12 0.10 Q.15 0.05 0.10

Tabla 2.8.2 Ejemplos de probabilidades Poisson simple y mixta para n=100 y para la funcion H
estdndados en la Tabla 2.8.1

k 110 120 130 140
1-F(k) 0.147 0.023 0.0017 0.0001
1-F 0.279 0.132 0.0470 0.0110
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2.9 El proceso Polya.

(a) La funcién Gamma como una funcién de estructura.

Para andlisis y propositos pricticos es ventajoso en la mayoria de las ocasiones, que la funcion de
estructura tenga una forma analitica mds precisa tal como se mencioné en el inciso 2.8(c)(i) como
uno de los enfoques alternativos. La funcién gamma incompleta

Flxih) = FL fes ot dzvz0,n>0, (2.9.1
o

es utilizada frecuentemente, donde A es un parametro del que pucde disponerse libremente y

Th) = J.c" z™'dz denota la funcién I" complcta que satisface ['(i+ 1) =i/, para cada entero no
n

negativoi.

Su beneficio especial es la posibilidad de obtener varias formulas atiles caleuladas de forma precisa,

y pueden representar una amplia variedad de distribuciones. Por otra parte, la existencia de un solo

pardmetro limita el libre ajuste de la razén entre el ancho y el sesgo de la distribucion.
La férmula sugeridaes

;™
H(@) =T (hqily =3 fe fe:z
) g (29.2)
donde el limite superior se elige de tal forma que el valor medio E(q)=1, después del cual puede
aun elegirse abiertamente un parametro A,

(b) Los momentos y otras caracteristicas se obtienen facilmente por integracién y observando
que I'(x)=(x-DT(x-1) (paraxzl).

E(q)=1
osl=1/h c,=1/h
Bi(q)=2/n v,=2/vh
WA =6/1"+3/ 1 ¥,(q)=6/h, (2.9.3)

(c) La forma de la distribucién ' se muestra en la Fig. 2.9.1 para varios valores del pardmetro h.

Los valores pueden consultarse en Pearson (1954) o calcularse utilizando expansiones, las cuales se
dardn en Ia Seccién 3.12.
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Figura 2.9.1 La funcién gamma incompleta. (2.9.2) A

(d) La f.g.m.y la convolucién.
Para algunas otras aplicaciones que se veradn posteriormente, se muestra la f.g.m. de la funcién
gamma incompleta I"(x; h) (ver ejercicio 2.9.2)

Me(s)=(1-5)" (paras<l), (2.9.4)
SiAM(s) y My(s) sonlas f.g.m.sde I'(x; ;) y T(x,h;), cntonces
M) Ma(s) = (L-s " (1-s )P = (1 -5 M0 2.9.5)

Por tanto, de acuerdo con el inciso 1.6(b) la convolucién de dos funciones gamma incompletas es
de nuevo una funcion gamma incompleta, tenicndo si=h, +h, como un parametro

T+ h)=T(o:h)*T (e hi)(x) (2.9.6)

donde el lado derecho se entiende como la convolucién de las distribuciones evaluadas en el punto
x. Debido a que I'(ex; h) = 1- ¢, se tiene que para valores enteros positivos de & la ["(ex, i) esuna
convoluciénde A distribuciones exponencialesdenotadas por

Iex; ) = G* (cx), para G(x) =T(x;1)=1-¢*, 2.9.7)
para cualquierx=0.

(e) La funcién de probabilidad (2.7.2) se transforma ahora como sigue

— =) k
Pi(m = [ &9 QI oha g )11 hag
Pl
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T | - emmg ™ dq @98

BT+ k)
Cayki(n+ i )t

L+l by nvh py
T(hk! (nf( n J

i
Si el significado del coeficiente binomial ¢ j) se extiende por el uso de la funcién T para cubrir los
casos donde las cantidades/, j pueden ser no enteros, tenemos que

— hvk~
= )(mf(“h
299
Esta {6rmula de probabilidad es conocida como la binomial negativa. Pucde verificarse facilmente
que se deduce de Ia férmula de Poisson cuando 1 —» @ {ver ejercicio 2.9.4).
De (2.8.6)y (2.9.3), s5e obtiene 1a media, 1a varianza, el sesgo y la kurtosis (ver ejercicio 2.9.1)

T=n
Sl=ntyilh
Y=t 3 b 200 S S (2:9.10)
Ta= 7 I hs 120 1+ G S W) o

{f) La funcifn generadora de momentos puede oblenerse de (2.8.7) por integracidn (ver ejercicio
2.9.3%

Misp=(lonfe*-1) I h )", 29.11)
1a cual es valida para s<In(l+h/n).

Si h-» 0,(2.6.1) se obtienc haciendo uso de la conocida frmula lim,(I+a/n J

() El cilculo numérico de ;7_, y F puede hacerse convenientemente aplicando la téenica de
recursién utitizada en In Seccién 2.5 (ver (2.5.1) y (2.5.2)).
Asi
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donde

Po=(h/(n+h) ),

B =(a+b/ kp, (n),

a=n/(n+h)

b=n(h-D/(n+h).

(2.9.12)

(2.9.13)

Puede notarse que las distribuciones valuadas en niimeros enteros, ticnen una regla de recursion de
la forma (2.9.13), donde a y b son constantes que no dependen de 4, constituyendo una importante

clasificacién de distribuciones.

familia (ver 2.5.2).

La distribucion de Poisson (a=0, b=n) es un miembro de esta

Generalizando un resultado de Panjer (1981), Jewell y Sundt (1981), se ha mostrado recientemente
que la funcién de Poisson compuesta puede también calcularse por medio de una férmula de

recursién bajo ciertas condiciones. Esto serd discutido en 1a Seccidon 3.8.

Se dan algunos valores numéricos en la Tabla 2.9.1 los cuales nos dan alguna idea de 1a flexibilidad
de (2.9.9) comparado con la f.d. de Poisson simple.

Tabla2.9.1 Ejemplosde 1-F por mil.

b= ] 100 20 10 5

n k

10 12 208 217 243 262 281
14 83 93 126 154 188
16 27 34 58 84 121

50 60 72 115 205 250 285
70 3 13 71 122 177
80 0 1 19 53 105

100 110 147 224 312 340 356
120 23 78 194 246 285
130 2 20 112 172 225
140 0 4 60 116 175

(h) Discusién.

El proceso Polya es muy convenientc para aplicaciones y derivaciones de varias férmulas
importantes, que son fdciles, o al menos posibles, para su uso en computadoras. Por otra parte, éste
requiere de un procedimiento de suavizaciony de una interpretacion de los procesos y no parece
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ficil el estimar el error, debido a esta suavizacién. Como consecuencia de que hay solamente un
pardmetro libre, A, disponible, la f.d. Polya no es siempre flexible para adaptarse a diversas
distribuciones de estructura, especialmente si éstas tueran sesgadas, como sera visto en la Seccién
2.10.

(i) Modeclo de Contaminacién.

Es interesante notar que hay también otro modo de derivar la distribucién binomial negativa,
originalmente formulada por Eggenberger y Polya (1923). Esto puede hacerse por medio de un
modelo de urna de la manera siguicnte. Supdnganse que N, bolas rojas y N, bolas blancas (las rojas
representan accidentes, enfermedades, incendios, etc.) estin en una urna. Una bola es extraida
repetidamente un numero aleatorio s de veces. Después de cada extraccidn, la bola sc regresaa la
urna junto con C bolas del mismo color. Por tanto, antes de la s-ésima extraccion la cantidad de
bolas en la urna es N+(s-1)C, que provee el denominador para la s-ésima probabilidad. De aqui
N=N,+N,. Por razonamiento combinatorio puede mostrarsc que la probabilidad de obtener
exactamente k bolas rojas cs

k-1 vkef

s TTevir O T v+

probik=kj=( )*=* P E— . (2.9.14)
H(N +wC)

wed

El propésito de éste es introducir contaminacion dentro del modelo. Cada evento da origen a un
incremento en la probabilidad de la misma clase en eventos futuros, debido a que fueron puestas en
la urna bolas del mismo color.

Definiendo

1/h=C/N;= grado de contaminacién,

(2.9.15)
y entonces ejecutando la siguiente secuencia

N o> w; s> sN;/N-—n, (2.9.16)

tenemos que la contaminacion, la cual fue originalmente supuesta de forma discreta, ocurrird
continuamente (esto es, en intervalos infinitos de corto tiempo) de modo que el nimero esperado de
eventos durante un periodo de observacidn establecido, por ejemplo un afio, se mantendrad constante
e igual a n. Puede demostrarse que los pasos conducen a la férmula de 1a binomial negativa (2.9.9).
Entonces la binomial negativa puede derivarse asumicndo contaminacion entre las unidades de
riesgo, ej. enfermedades epidémicas o la expansion del fuego. Por esta razén la distribucién
binomial negativa es llamada frecuentemente una distribucion de Polya y el correspondiente
proceso mixto es llamado un proceso Polya.
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Ejercicio2.9.1
Pruébesc que los momentos en cero de I'(x; /) son

a=Ch+)/Th), 29.17)

y calctlense las caracteristicas(2.9.3) y (2.9.10).

Ejercicio2.9.2
Pruebe (2.9.4).

Fjercicio2.9.3
Derive la funcién gencradorade momentos (2.9.11).

Ejercicio2.9.4
Pruebe que el funcion de probabilidad binomial negativa (2.9.9) se deduce de la probabilidad
Poisson cundo /4 —» .

Ejercicio 2.9.5
Calcule y grafique en el mismo diagrama la funcién Poisson p, y !a correspondiente Polya E para
=5y h=10.

Ejercicio2.9.6

Los numeros de siniestro agregados de dos carteras estocdsticamente independientes se distribuyen
Polya. Pruebe que, si las carteras se mezclan, la distribucién conjunta es de nuevo del tipo Polya
obteniendo que los parametros /1 y n son los mismos para ambas carteras originales.

Ejercicio2.9.7
Pruebe que la f.d. F,,(k) de la variable Poisson puede expresarse cn términos de la f.d. gamma
1-Ftk;n)=0T(nk+1),

Ejercicio2.9.8
¢(Paraqué valorde &, ;,(n) como dado por (2.9.9), alcanza su méximo?

2.10 Variacién dc exposicién al riesgo dentro de la cartera.

(a) Propensién del riesgo Individual.

Las distribucioncs Poisson mixtas tiencn también aplicaciones en otros entornos, aparte de los
descritos anteriormente. Un ejemplo es aquella situacién cuando es considerada la propensién al
riesgo dc las unidades de riesgo individuales de la cartera asegurada, ej. el problema puede ser
encontrar la £.d. del niimero de siniestros dados de una tinica péliza de automéviles.
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El proceso fisico puede justificar la suposicion de una ley de Poisson para los accidentes, pero el
parémetro de riesgo n, €l nimero esperado de siniestros por vehiculo, pueden esperarse que varien
dependiendo del tipo de auto, uso, tiempo de exposicién (kilometraje), etc., del auto y la habilidad
del conductor. Puede suponerse que cada unidad de riesgo i, un auto en este ejemplo, estd
involucrado con un parimetro de propension n,=ng, que es el nimero esperado de siniestros
pertinentes para esta unidad. Aqui n es uno valor promedio y g, un coeficiente que indica la
desviacién de n por unidad. Sea ¥ la f.d. que describe la variacién de los valores de g, (puede
suponerse la existencia de cada f.d. ain cuando frecuentemente pueden ser desconocidas o solo
parcialmente estimadas en la prdctica). Esta funcion caracteriza la distribucién del riesgo dentro de
la cartera (o solo en alguna parte de ésta en particular, €j. alguna clasificaciénde autos).

La distribucién de la variable de niimero de siniestro k de la unidad individual que es seleccionada
aleatoriamentede la cartera, puede obtenerse, tomando primero la probabitidad de que ¢l parametro
q de riesgo esté comprendido en el intervalo g,, g,+dq y entonces asumir la ley de Poisson para el
valor del pardmetro ng,. La construccién de la expresién de probabilidad es exactamente andlogaa
Ia aplicada en la derivacion de la férmula (2.7.2). Solamente los entornos fisicos son diferentes, en
(2.7.2) éste fue la variacion del parametro Poisson n de una unidad de tiempo a la siguiente, cn el
presente caso es la variabilidad de una unidad de riesgo a la siguicnte.

Por tanto, (2.7.2) es facilmente aplicable

Py = prob(k =k} = [p, (ng)dti(q), (2.10.1)
o

donde p, es 1a probabilidad Poisson estandar (2.4.2). También con respecto a ésto, H(g) es llamado
generalmente una funcion de estructura (ver Ammeter, 1948; Buhlmann, 1970). Estec ¢s un
concepto importante en muchas aplicaciones, incluyendo la teoria de credibilidad en particular
(Seccion4.10) y en la construccidénde tasas en general.

(b) Ejemplo.

Como ilustracién considérese el ejemplo dado en la Tabla 2.10.1. Las estadisticas fueron tomadas
de un estudio hecho por Johnson y Hey relacionadas con siniestros de pélizas de automéviles del
REINO UNIDO en 1968. Las 421,240 pélizas fueron clasificadas de acuerdo con ¢l numero de
siniestros en el afio 1968, siendo el namero promedio de siniestros por p6liza 0.13174 y la varianza
0.13852.
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Tabla 2.10.1 Comparativo de pdlizas de automéviles de acuerdo con el niimero de siniestros en
1968.

k N, Poisson Binomial neg. Dos Poisson
(4] 370412 369246 370460 370460

1 46545 48644 46411 46418

2 3935 3204 4045 4036

3 317 141 301 306

4 28 5 21 20

5 3 - 1 1

La columna encabezada 'Poisson’ nos muestra la distribucion que resultaria si la ocurrencia de
siniestros hubiera seguido la ley de Poisson con n=0.13174, csto cs, ¢l namero esperado de
siniestros por pdliza en un afio. Como sc apreciar, la distribucion de Poisson es tedricamente mas
corta que los datos, una observacién confirmada por la prueba ji-cuadrada. En otras palabras, la
hipétesis de que la propensidnal riesgo sea diferente para diferentes pélizas estd confirmada.

La insuficiencia de la ley de Poisson pucde también anticiparse, del hecho de que la varianza es
mayor que la media, mientras que deberian ser iguales si la ley de Poisson fuese vdlida, como se vio
en(2.4.3).

La columna encabczada 'Binomial negativa’ nos muestra la distribucién de acuerdo con esta ley,
con pardmetros 1=0.13174 y /i=2.555, csta ultima obtenida por e} método de méxima verosimilitud.
El valor de l1a ji-cuadrada es 6.9, lo cual da una probabilidad de 0.14 para 4 grados de libertad, de
modo que la representacion es aceptable. Esta es una minima indicacién de que la binomial
negativa puede representar alguna cola y para algunas aplicaciones podria ser aconsejable claborar

et modelo, pero para aplicaciones que no tienen un sesgo significativo, el modcelo puede utilizarse
de forma scgura.

(¢) Funcién de estructura discreta.

Otro enfoque es el aproximar la funcién de estructura H(g) por una f.d. discreta, asumiendo valores
q1 9>.-.. 4, con probabilidadesh,, h,..., hi. Esto significa, en realidad, que 1a f.d. esta compuestade
r términos Poisson. Mientras mayor sea el numero de pardmetros libres, mejora 1a posibilidad de
lograr un ajuste razonable, hasta para carteras heterogéneas.

En el presente caso, una distribucion de dos términos proporciona ya un resultado completamente
satisfactorio.

Los valores de los parametros ¢,=0.65341 y ¢,=2.1293, con probabilidades 0.76519 y 0.23481,
pueden encontrarsede la ecuacidén

Bpy(ne)+(1-0) py(n2) = p,(0),
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y momentos equivalentes con respecto a k. En principio el problema esta relacionado a cuadratura
Gaussiana y bastara con utilizar una tabla de valores numéricos, la cual podrd encontrarse en
Beard(1947).

Esta es una literatura sustancial acerca de las funciones de estructura. El problema de encontrar los
parametros ¢, y h, para la aproximacion discreta, fue estudiade por D'Hooge y Goovaerts (1976).
Goossiaux y Lemaire (1981) estudiaron la ecuacién de los métodos anteriores y los aplicaron a
estadisticas de accidentes automovilisticos, Loimaranta ef al. (1980) han presentado un enfoque de
andlisis por ramo como una solucion del mismo problema.

(d) Terminologia.

Para los propdsitos de este trabajo la variacion interna en la colectividad no es relevante. La
colectividad sera wratada como un todo y la heterogeneidad sc tomard cuidadosamente por el
nuamero esperado de siniestros n. Asi en lo siguiente, H(g) y ¢l término 'funcion de estructura’

representardn solamente variaciones de periodo corto en n, esto es, la fluctuacién aleatoria de un
periodo contable a otro.

El lector apreciara que esta terminologia desvia de la prictica a veces supuesta en la literatura,
donde una funcién de estructura puede referirse principalmente a la heterogeneidad interna de fa
colectividad.
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CAPITULO3

EIPROCESO POISSON COMPUESTO

3.1 La distribucién del de siniestro.

(a) Definiciones,

El estudio se extiende ahora de los procesos de namero de siniestro a procesos que operan los
montos de siniestro, considerando tanto los siniestros individuales como sus sumas, los siniestros
agregados. Un primer bloque de construccién es la variable aleatoria de tamafio Z de un siniestro
individual, esto es, la suma a ser pagada por ¢l asegurador en ocurtencia de algun incendio,
accidente o contra cualquier otro evento asegurado. Esta supuesto que los montos de siniestro Z
surgen de diferentes siniestros causados por eventos que son mutuamente independientes ¢
iguaimente distribuidos, teniendo una f.d.

S(Z)=prob{ZsZ}, G.1.D)

Siguiendo el enfoque colectivo esbozado en ¢l inciso 2.1(b) no se considera la unidad de riesgo
{poliza) de Ia cual el siniestro ha surgido. La f.d. S describe la variabilidad del tamadio del flujo
continuo de siniestros. Los aspectos discutidos en la Seccién 2.3 sugieren que los pagos derivados
de un mismo evento deben integrarse como un siniestro, sin considerar si corresponden o no
formalmente a diferentes polizas (¢j. diferentes asegurados propictarios en un mismo complcjo
habitacional que sufre un dafio). Ademas, si dos 0 mas siniestros proceden de las mismas unidades
de riesgo, ¢éstos se consideran como siniestros diferentes si fucran provocados por eventos
independientes.

Los enfoques consideradosen los Capitulos 3-5, se formularan de tal forma que sean generalmente
aplicablces, tanto como sea posible, a toda clase de seguro. En el caso de seguro de vida, el monto
de siniestro Z deberd definirse como la diferencia de la suma pagada S por ¢l asegurador y Ia
reserva de pélizas V liberadade ese modo. esto es, Z=S-V.

La variable del monto de sinicstro, introduce a los procesos en estudio a una nueva etapa de
estocasticidad, ademads de la variacién del nimero de siniestro.

Los procesos constituidos por la variacion estocastica tanto del mimero de siniestros como de los
montos de los mismos, son llamados procesos compuestos.

La existencia de una funcion S concuerda con la experiencia general, al menos en lo que respectaa
perfodos de longitud moderaday supone eliminado ¢l efecto de cambios en valores monetarios, por
ejemplo en métodos que serdn presentados posteriormente. Los siniestros reales pueden registrarse
y obtenerse estimados numéricos para S. Al principio se supondra que la funcién existe y que es
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conocida. Posteriormente los detalles de su cilculo practico se consideraran y algunas de las
distribuciones més comunes se verdn en la Seccién 3.5.

Como se mencioné en la Seccién 1.3, solamente distribuciones con sumas de riesgo positivas, esto
es, Z20, son consideradosen éste trabajo.

(b) Tres diferentes tipos de funciones S ocurren en las aplicacionesy se muestranen la Fig. 3.1.1
con las correspondientesdensidades o frecuenciass.

En la Fig. 3.1.1(8) S(2) es continua, esta forma de S(Z) e¢s muy comun, debido a que una cartera
grande de polizas de seguro consistird de una gran variedad de diferentes montos asegurados, y por
consiguiente los siniestros serdn de todas magnitudes, desde cero hasta muy grandes. En ¢l negocio
no-vida la continuidad llega a ser mas aparente debido a dafios parciales; esto ticne también el
efecto de incrementar sustancialmente la incidencia relativa de los siniestros mas pequeiios.

La funcién discreta de la Fig. 3.1.1(b) podria surgir de una sociedad mutualista que garantice
beneficios por gastos de funeral o de una compaiiia la cual ha estandarizado los beneficios bajo sus
pélizas, tal como el seguro de accidente de viajero, donde el valor nominal de las sumas estin
pactadas como opcionales.

Una funcién de tipo mixto se muestra en la Fig. 3.1.1(c); ésta puede surgir de una distribucién
basica del tipo (a), objeto de contratos de reaseguro, los cuales tienen el efecto de cortar la capa
superior de los riesgos basicos. Puede surgir algo similar de limites superiores legales o
contractuales de indemnizacién. Si el contrato involucra diferentes retenciones o limites netos para
diferentes clases de riesgos, pueden mostrarse varios pasos en la funcién S.

En la aplicacidn practica es suficiente suponer que la funcion S es uno de los tipos mencionados
anteriormente. Ademads, esta supuesto que la derivada de S¢Z) existe para los tipos (a) y (¢) y es
continua excepto en un numero finito de puntos.

(c) Siniestros importantes.

Para mantener los modelos tedricos de riesgo dentro de dimensiones razonables, esta supuesto
usualmente que Jos siniestros son pagados al momento inmediato a su ocurrencia.

En la practica, es inevitable algin desfasc entre la ocurrencia del evento que origina el siniestroy su
arreglo, debido principalmente a procedimientos administrativos, problemas legales tales como la
determinacién de responsabilidad, la contabilidad del monto o el tiempo de demora al notificar al
asegurador de siniestros.

Asi, ademas de los problemas para evaluar el monto probable de siniestros que hayan sido
notificados, debe hacerse alguna prevision para los casos que se esperen sean notificados tarde
(siniestros IBNR, Incurred but not reported).

En principio, los errores generados en estimados de siniestros importantes seran corregidos cuando
los siniestros sean liquidados finalmente, pero esto puede provocar una conmutaciénde utilidades o
de pérdidas entre afios y afectar de esa manera también la fluctuacién de riesgo; sin embargo, éstas
probablemente serin de magnitud inferior a las fluctuaciones ordinarias. Debe notarse que la
suposicién en cuanto al pago inmediato de siniestros no da por resultado la eliminacién de los
errores de estimacion de los siniestros importantes al modelo.
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Figura 3.1.1 (a) Una funcion continua, (b) una funcién discreta, (c) tipo mixto.

{a) (c)

Como cualquierotra inexactitud de 1a suposicion bdsica, esto da origen a fluctuacionesextras en los
resultados de suscripcién, probablemente en una manera peridédica como se asumio en el inciso
1.1(f).

Cuando los pardmetros del modelo estin calibrados sobre la base de fluctuaciones reales
observadas, el efecto de estas inexactitudes estard automaticamente tomado en cuenta. Ademas,
esto no es un obstdculo esencial para la introduccién de los siniestros importantes, o mds bien, su
error de estimacion como una entrada particular al modelo.

Por otra parte, sistematicamente bajo o sobrestimado puede provocar considerables prejuicios en la
hoja de balance y as{ en la evaluacién de! margen de solvenciarcal (reservade riesgo).

La consideracién de éstos, asi como de muchas clases de aspectos 'no estocasticos’, (¢j. riesgos
incalculables que exponen la existencia de los aseguradores, tales como errores en inversiones o
evaluacién de riesgos, o malos manejos de administracion, ctc.), son partes esencialesdel control de
solvencia general de la industria del seguro, pero caen fuera del alcance de éste trabajo (ver
Pentikainen, 1982; seccién 2.9).

El andlisis del desarrollo de estimados de siniestros es parte normal de la rutina del negocio e
indicara la necesidad de algunas previsiones extra; podrfa pensarse, por ¢jemplo, que un margen
necesita considerar cambios inflacionarios con respecto, tanto al nivel promedio de inflacién, asi
como a la necesidad de medidas de emcrgencia en casos cuando la tasa de inflacion pudiera
ocasionalmente ser remontada. Atn cuando la inflacién se incorporard en las suposiciones del
modelo, sus efectos especiales en las reservas de siniestsos no seran discutidos ampliamente. Tales
j podrian e al evaluar los parametros sobre todo el modelo y tendrian que ser

Y

tratados en circunstanciasindividuales.
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3.2 Distribucién compuesta del sinicstro agregado.

(a) Derivacién de 1a f.d.

Se considera nuevamente una cartera de riesgos y se desea encontrar la distribucion de
probabilidad del monto total de siniestros X, o brevemente el siniestro” agregado, que ocurre
durante un intervalo de tiempo (¢j. 1 afio). La probabilidad p, de que el numero de siniestros sea
igual a &, y la funcién de distribucion S de un siniestro, son supuestos conocidos.

La distribucion requerida F¢X) da la probabilidad del evento X<X. Este evento puede ocurrir dentro
de las siguientes alternativas:

(i) En el intervalo de tiempo no ocurre reclamacion.
(ii) El ntimero de siniestros = 1 y el monto del siniestroes < Y.

(iii) El mimero de siniestros = 2 y la suma de los montos de éstos es < X.
(iv) El nimero de siniestros = 3 y la suma de los montos de éstoses € X.
etc.

La probabilidad condicional de que, si ¢l nimero de siniestros ¢s exactamente k, la suma de estos &
siniestros es < .X se denota por S,(X). Utilizando la combinacion de las reglas de la adicion y 1a
multiplicacionde probabilidad, se sigue que

FO =3 paSa(0. 621
k-u

Si es supuesto que los montos de¢ siniestros son mutuamente independientes, la funcién S,(X) es
conocida del calculo de probabilidad como la k-ésima convolucion de la funcidn de distribucion
S(X). que puede calcularse de la férmula de recurrencia.

X
Sk =75, _ (X-2a5@ =KD" o500 -5k (¢22)
0
y la siguiente formula se obtiene para la £.d. de los siniestros agregados

2 k*
FO= 3 pps* . (3.2.3)
k=0

(b) Terminologia.

La funcién de distribucion (3.2.3) es llamada compuesta, refiriéndosc al proceso compuesto que se
haya detrds de ésta, Si el proceso del namero de siniestro relacionado a X es un proceso Poisson
(mixto) entonces X es llamada un proceso Poisson compuesta (mixto) y la funcién (3.2.3) como fd.
Poisson compuesta (mixta). En este caso, el cual serd supuesto principalmente en lo consiguiente,
P puede ser la probabilidad de Poisson simple (2.4.2) o la versién mixta (2.7.2). El prefijo 'mixto’
se omite frecuentemente con el objeto de abreviar.
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El caso donde p, estd definido como la probabilidad de Poisson simple es llamado el caso Poisson,
donde p, es la probabilidad binomial negativa (2.9.9) es conocido como el caso Polya.

Con el propésito de obtener simplicidad, la notacion _p_‘ se reemplazari por p, sicmpre que ¢l
significado esté claro en el contexto.

() Aplicabilidad.

La f.d. (3.2.3) es, lamentablemente, Gtil directamente para cdlculos numéricos, solamente haciendo
suposiciones especiales para S o si # es muy pequeiia. La férmula es aplicable principalmente
cuando X" es dada y se busca (A}, y no ficilmente en la direccion inversa de £7.X) para X. Hallar
métodos de aproximacién trabajubles es un problema mayor y algunos de ellos estardn dados
posteriormente, pero primero algunas caracteristicas distintivas generales de / son consideradas.

3.3 Caracteristicasbisicas de F.

(a) Momentos Bisicos.

Las caracteristicasde la distribucion (Poisson) compuesta (mixta) pueden expresarse en términos
de los momentos del proceso de ndmero de siniestro, dado cn la Seccidn 2.8, y de los momentos en
cero de la funciénde S

@© .
aj=|2z/dS), 331
0

de la f.d. del tamaifio d¢ siniestro S. Es conveniente escoger ¢l momento mds bajo, que indica la
media del tamaiio del siniestro, la notacion especial

m=a,. (3.3.2)

(b) Los momecntos f3, en cero de distribuciones compucstas, pucden derivarse de la siguiente
férmula general

@ .
B ;=1 x/dF)
0

= Iz\”ipl ds**(X)
;1%

i
M8

L .
pr i xidsk*an
/] /]



=S pa®, (33.3)

&=0

Donde aj” es el /~ésimo momento en cero de la suma de los & siniestros inidividuales

Zi+t 72yt * 2y

Los términos de esta suma son mutuamente independientes de acuerdo con las suposiciones hechas
en la Seccidn 3.1 y tienen la misma f.d. S. Entonces el primer momento

a¥ =E(Z+..+Z2,) = kE(Z,) = km, (334)

y el segundo y tercer momentos centrales de la suma de siniestros pueden ser sumados de sus
componentes:

Y=, (Z)+ (2
(G=203)

Entonces el segundo momento valuado en cero, necesario para (3.3.3), puede calcularse como sigue
=™ 2
a¥ = pY+(al )

=kp,(Z)+Em’

=k(a;-m’)+&'m’

= ka+t k(k-1nr’.
(3.3.5)

(c) Caracteristicasde la distribucién Poisson compuesta.
Estos resultados son validos para distribuciones compuestas en general, esto es, para distribuciones
que estén compuestas de un proceso de nimero (siniestro) y de un proceso de tamafio (siniestro).
Después es supuesto el proceso de nimero de siniestro de un tipo de Poisson compuesto.
Sustituyendo estas expresiones en (3.3.3) y haciendo uso de los resultados anteriores (2.8.2) y
(2.8.3), los momentos del siniestro agregado son obtenidos:
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Bi= 3 pyhm=m 3> k
1= Prkm=m 3 kpy=mn
k=o' ¥ k=0 K

- =]
52=kzopk[kaz+k(k-l)m2]

=Ca:-m )3k py+ 0’ Y.k P, (3.3.6)
k=0 k=0

=(a;-m’)n+pm’ (n+n’a:(a)

= na;tn’ m’ a:(q).

De modo similar los momentos mayores pueden también obtenerse. Un método mas conveniente
para su calculo es, sin embargo, el uso de la f.g.m., como se vera en la siguiente seccidn.

Los momentos centrales de la distribucion del siniestro agregado son ahora calculados rdpidamente
por medio de (1.5.6), y por algo de &lgebra superior (ver ejercicio 3.3.5) las siguicntes expresiones
importantes pueden ser obtenidas

media
p,=E(X)=nm=P,
varianza
ol=var(X)=na;+n’m'c]
=(r;/n+agl) P,
sesgo

Y= ps(X)al=(nay+3n ma:oi+n'm'y ,03)/ai
=(rs/n*+3r;0i/n+y o)/ (r:/nta})'”
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kurtosis

Y X)=p,(X)/cx-3
=(na.+4n’ma;ci+3n’alcl+
+6n'm'ayy ;o5 n'm'y ,(q)ci)/a%. (3.3.7)

donde q es la variable de estructura. Debido a que precisamente la caracteristicas basicas vy y v,
serdn usadas como pardmetros estindar de entrada, estan escritas en las expresiones anteriores, a
pesar del hecho de que el remplazo de v 03 por my(@) y v,(a)of por p,(q)-3c} habria
simplificado en algo la férmula. P=nm es ¢l ingreso por prima de riesgo involucrando el gasto de
siniestro debido a X, como se definird en la Seccién4.1.

Las relaciones a,/m’ y a,/m’ son necesarias también frecuentemente por lo que es conveniente
introducir notacién especial para ellas:

ry=ay/n’=indice de riesgo
ry=ay/m,. (3.3.8)

El mérito de estos {ndices es que, como una primera aproximacion, no son afectados por inflacién
debido a que el numerador y ¢l denominador se incrementan en la misma razén en caso de un
cambio del valordel dinero.

(d) En el caso Poisson, es decir, cuando la variable de estructura g es constante (=1), (3.3.7) se
reduce como sigue

Hyx = nm
ck=na;
as r:
= = 3.3.9
LN~ N 639
¥a(X) =25
na:

(¢) Para el caso Polya, esto es, cuando la funcion de estructuraes del tipo gamma, las expresiones
correspondientesson derivadas utilizando (2.9.10)

fy = nm
ock=na,*rn’n’/h
yx=(na,+3n’ma,/h+2n"m"/h:)/o-‘,'( (3.3.10)
Y(X)=[na*+3n’ai/ h+4n'mas/ h+12n’ m’ ay/ 1
+6n'm'/ K]/ a%.

52




() Anilisis de efectos de fondo.

La férmula anterior separa los efectos de los componentes de estocasticidad introducidos en el
inciso 3.1(a).

La varianza g} esta compuesta de dos términos. El primero representa la varianza, si el pardmetro
basico n fue constante. El segundo término es el incremento dado de la fluctuaciénen » de acuverdo
con lafd. A (ver(2.7.1)).

Como ilustracién, la Tabla 3.3.1 muestra algunos ejemplos de la parie relativa del componente de
estructuraen oy y el componente 'Poisson puro ' en

P=(0x-G,)/Ox, (3.3.11)

donde o, es la desviacién estandar obtenida de las ecuaciones (3.3.9) para el caso de la Poisson
pura. Los pardmetros del modelo para los ejemplos donde r,=44 y c,=0.038, se escogerin como
valores estandar para ejemplos en el inciso 4.2(b). Ademas, dos casos Polya se calculan teniecndo
ry=44 y h=100 o 1000. Puede verse como la fluctuacidnaleatoria ordinaria del ntimeroy tamafiode
siniestros es predominante para compaiifas pequefias, mientras que para compafiias grandes la
posiciénes invertida.

Tabla3.3.1 Laparie r de ladesviacion estandar debido a la variacidnde la estructura

100a/P 100p

n Estdndar Estandar Polya h=100 Polya h=1000
10 209.8 0.0 0.1 0.0

100 66.4 0.2 1.1 0.1

1000 21.3 16 9.7 1.1

10000 7.6 13.2 44.7 9.7

100000 4.3 517 79.5 44.7

1000000 3.9 82.8 93.4 79.5
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Tabla3.3.2 Los componentes (3.3.12) como un porcentajede la varianzatotal g% .

n 1000/ P var(k) var(Z) var(q)
10 209.8 23 97.7 0.0
100 66.4 23 97.4 0.3
1000 213 22 94.6 32
10000 1.6 1.7 73.6 24.7
100000 4.3 0.5 22.8 76.6
1000000 3.9 0.1 2.9 97.0

Una descomposiciénadn mayor resulta interesante

var(x)=ck=mi’+nla:-m’)+n’ m'c}
=mivar(K)+nvar(Z)+p’ mivar(q). (3.3.12)

donde el primer término represcnta la varianza si el numero de siniestro se considera estocastico,
var(K)=n es la varianza Poisson de la variable dei nimero de siniestro k. El segundo término surge
cuando ¢l tamaiio del siniestro Z es también considerado estocdstico. El tercer término representael
incremento cuando a variable de estructuraq se incorporaen ¢l modeto.

En la Tabla 3.3.2 se muestra un ejemplo de la magnitud de los tres componentes los cuales
controlan la estabilidad de una colectividad asegurada, empleando los mismos estindares
anteriores.

Es evidente que la componente originada debido a la variacién Poisson simple del numero de
siniestro es despreciable. Para colectividades pequeiias la variacion en el tamaiio del siniestro es
predominante y para grandes colectividadesla variacion provocada por la variable de estructura q
es predominante. Por supuesto, la conclusién es valida solamente para este ¢jemplo y puede ser
diferentc para otras clases de carteras.

(g) Distribucioneslimite.
De (3.3.7) es también posible deducir algunas conclusionesrespecto al comportamientodel proceso
cuando la cartera crece considerablemente,esto es, cuando 7 tiende a infinito. Esto puede verse al
considerar la variable relativa del monto de siniestros

x=X/E(X)=X/nm, (3.3.13)

1a cual tiene desviacion estandar

B LLALL LU v r =) (.3.14)
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Se aprecia inmediatamente que o, tiende a o, cuando n—»e. Igualmentey,—>y, ¥y
v,(X)—>7 ,(q). Estas observaciones sugicren que el limite de la f.d. de x es H, la fid. de Ia
variable de estructura q. Este es de hecho el caso, como fue demostrado por O. Lundberg (1964)
{ver ejercicio 3.3.6).

En el “caso Poisson”,se tiene que cuando la variable estructura degenera en un punto 1 (6,=0), la
desviacién estindar o, tiende a cero (y solamente en éste caso). Entonces la ley de los grandes
numeros es aplicable, como puede verse ficilmente dividiendo el intervalo de tiempo en
subintervalos iguales y considerando X como una suma de variables independientes ¢ igualmente
distribuidas, ya que 5,=0. En éste caso el tcorcma de limite central da la relacién asintética

F(O = N((X-0m)/ cx)

para 1~ 0,gq = 0. (3.3.15)

En el caso general cuando s>0, F no es asintéticamente normal, pero en lugar de eso tiene la forma
de la f.d. de estructura #, lo cual significaque

FOQ~ HX / nm)

para n-» w,g, > 0. (3.3.16)
Esto depende obviamente de las propiedades tanto de la f.d. del tamaiio de siniestro S, como de la
f.d. estructura A en cuanto a la rapidez con que (3.3.16) proporciona una aproximacién
razonablemente exacta para F, siempre que pueda utilizarse mientras # no sea muy grande. La
Tabla 3.3.2 sugiere que sean requeridos valores completamente grandes de » antes de que los
componentes de estructura se tomen predominantes.
En la aplicacién prictica cuando n—> « significa gencralmente que las consideraciones
corresponden a una comparacion del comportamiento de las cantidades de riesgo tedricas entre
compaiifas pequefias y grandes o quizas una sola compaiifa contra la unién del negocio de varias
compafifas. El pasar de una compaiifa pequefia a una compaijlfa grande puede significar, en
realidad, que ésta Gltima tenga varias clases y subclases de negocio y puede ocurrir que estas sean
mutuamente independientes aunque cada una de ellas puede obedecer el modelo introducido en esta
seccidén. Entonces la suma, el monto total de siniestros, puede tender a la distribucién normal de
acuerdo con el teorema de limite central. En otras palabras, si n — o de modo que nuevos grupos
independientes sean incorporados en la colectividad, entonces F puede aproximarse por la
distribucion normal. En la practica pueden ocurrir diferentes casos mixtos, ¢j. los cambios en las
condiciones econdmicas generales pueden tener simultineamente efectos paralelos en muchas
clases de la cartera mientras que algunas otras fluctuaciones pueden tener efectos limitados en una
clase solamente. Por tanto, es necesario tener cuidado en decidir que suposiciones son aplicables
para cada caso real. Philipson(1968) trata estos temas.

55




(k) Célculo directo de F.
Las férmulas (2.7.4) y (2.8.8) pueden ficilmente extenderse a la variable compuesta X (ver

ejercicio 3.3.3)
- -]
F() = | Fpy(XdH(@), 3317
o .

dependiendosi H es discreta o aproximada por una f.d. discreta

F() =5 Frg,(Ohi. (3.3.18)
I

donde F,, es la f.d. Poisson simple compuesta (G,=0) teniendo el niimero esperado de siniestros ng.
El mérito de (3.3.18) es que no es necesario intentar encontrar alguna presentacién analitica para /
en casos donde ésta es evaluada, por ejemplo de datos empliricos.

Ejercicio 3.3.1 Una sociedad mutualista otorga beneficios por gastos de funeral, que pucden ser de
£100 a £200 de acuerdo con la eleccién de cada miembro. La suma de £100 es elegida por dos
terceras partes de los miembros, la eleccién de £200 por el resto. El nimero de miembros es 100 y
estd supuesto que la tasa de mortalidad media por cada miembro es 0.01. Calcule la funcidn de
distribucién F(X) del monto anual de siniestros. Observe el cardcter escalonadode F.

Ejercicio3.3.2
Calcule E(X) y, ok para la sociedad mencionada en el ejercicio anterior.

Ejercicio3.3.3
Pruebe (3.3.17).

Ejercicio3.3.4

Muestre que si Z,,...,Z, son variables aleatorias mutuamente independientes, entonces los terceros
momentos centrales satisfacen la ecuacién

& &
n,(Z'l,z/) = Z;“’( z.),
5~ i~

suponiendo que los momentos existen.

Ejercicio3.3.5
Derive o y vx (ver (3.3.7)).
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** Ejercicio3.3.6
Sea 5,; Ia f.d. de x=X/P (ver (3.3.13)). Muestre que G.— H cuando n— w, donde H es la f.d.

estructura. Supdngase que  es discreta.

** 3.4 La funcién generadora de momentos.

(a) La f.g.m. de la distribucién Poi I ta (mixta) puede obtenerse por una aplicacién

directade la definicién (1.6.1) como sigue

-]
M(s)= M x(s)= I e XSdF(Y)

-]
=le "dx[ z pk(n)sk‘()o]
0

i

o0
b pk(n)!e"”ds" .
=0 0

Esta ultima integral es la f.g.m. de la variable Z,+...+Z,. Debido a Ia independencia de las
magnitudes de los siniestros individuales y al hecho de que tienen una f.d. conjunta §, ésta puede
expresarse (ver propiedad (iv) del inciso 1.6(b)) como la k-ésima potenciade

[~}
Mz(s) = | eZ5dS(z). G4
0

Ademds, reemplazando py(n) por (2.7.2) se obtiene
o @ k
M= E (] e"’q("—q,)—dﬂ(q)] Mz -

= ]' Q’MU— dH(g) (3.4.2)
0

A-a

=f L,nq(Mz(s) - 1) dkg).
0

Los momentos en cero y las caracteristicas basicas (3.3.7) de la distribucién de Poisson compuesta
pueden derivarse haciendo uso de la f.g.m. (ver ¢jercicio 3.4.1).
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(b) En el caso Poisson cuando H(g)=e(q-1) (ver (1.5.3)) la siguiente férmula es obtenida como un
caso especial de (3.4.2)

Mi(s) = " Mito) (3.4.3)

(c) En el caso Polya la f.g.m. es (ver ejercicio 3.4.3)

M(s) = [l-%(M.(S)-l)]"' (3.4.4)

M(s) no necesariamente existe si la expresién entre corchetes es negativa. Es, sin embargo, positiva
cerca del origen si S(Z) es continua en el origen. De otra manera debe verificarse su existencia para
cada aplicacion.

Ejercicio3.4.1

Calcule los momentos en cero f; (ver (3.3.6)) para i=1,2,3,4 y las caracteristicas (3.3.7) haciendo
usode lafig.m.

Ejercicio3.4.2
Verifique que la f.g.m. (2.8.7) se obtiene de (3.4.2) sustituyendo S(Z)=e(Z-1).

Ejercicio3.4.3
Prucbe (3.4.4).

3.5 Estimaciénde S.
3.5.1 METODO INDIVIDUAL

(a) Aspectos Generales.

En la mayorfa de las aplicaciones de la teorfa del riesgo es necesario conocer la funcién de
distribucion del tamaiio de siniestros § de manera mis o menos exacta. Esta deberia ajustarse de
modo tal que la representacién corresponda lo mas preciso posible a la distribucion verdadera del
monto de un siniestro en la cartera. El ajuste deberia alinearse por si mismo a los datos que son, en
general, empiricos. Los aseguradores siempre cuentan con archivos de datos que contienen
informacidndetallada tanto de las pélizas, como de los siniestros y muchos tipos de estadisticasque
son elaboradas para contabilidad, cdlculo de tasas y otros propositos. La construcciéon de las
distribuciones de la magnitud de siniestro y otros datos necesarios para los analisis tedricos de
riesgo pueden obtenerse directamente o por algunas modificacionesde esa informacion procesada.
Algunos métodos para estimar la funcién S en base a los datos disponibles, se presentaran en ésta
seccién y también posteriormente.
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(b) Archives de pélizas tomados como base.

Primero se presenta un método para calcular la funcién S a partir de las pélizas individualesde una
cartera de seguro. Este enfoque es conveniente para célculos pricticos, solamente en casos
especiales. Se presenta principalmente, debido a que describe de un modo ilustrativo la conexion
entre la f.d. del monto de siniestro y la estructura de la cartera, lo cual es convencionalmente
registrado como archivos que contienen informacién acerca de las pélizas existentes.

Las unidades de riesgo (polizas) se numeran i=1,2,3,..., Ny las tasas' de frecuenciacorrespondientes
se suponen conocidasy se denotan por g,, ¢,..., gy. Es también supuesto que solamente un siniestro
de monto Z, es posible por cada unidad, esto es, no pueden ocurrir siniestros parciales. Para ramos
donde los siniestros parciales son posibles, el método es poco conveniente, pero puede modificarse
también para ese caso, cuando ningun otro método es aplicable, como se mostrard en la Seccién
3.5.3.

La funcidn de distribuciénde los siniestros originados en el total de 1a cartera pucde encontrarse si
se interpreta el sistema de riesgo como una urna experimental.

Los diferentesriesgos se visualizan como urnas diferentes y una seleccidénes hechade unaurna. La
probabilidad de que ¢l seleccionadosea el i-ésimo es

q/n,

donde n = 3 q,, extendiendo la suma sobre toda la cartera.

Ya que S(Z) es la probabilidad condicional de que el siniestro sea <Z, las reglas de adicién y
multiplicaciénde probabilidad dan inmediatamenteque

1
S2) =~ 9y 3.5.1)
"Z,' sZ

!El termino 'probabilidad de siniestro' ge utiliza de manera frecuente en
esta seccidn, pero q, debe, de hecho, considerarse como una frecuencia o, lo que
es lo mismo, el nmimero esperado de eventos (los cuales pueden ser aun 21). Si
el nimero de siniestros se distribuye de la forma Poisson durante un cierto
intervalo, y el parametro q es muy pequefio, la probabilidad de ocurrencia de al

p=l-gi=gq. .

menos un evento es claramente En este sentido, el valor de
referencia es algunas veces hecho de manera independiente a la probabilidad de
un evento, cuando, de hecho, el nimero esperado de eventos durante esate
intervalo es propuesto.
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Ejercicio3.5.1.

Una compaiifa garantiza un seguro por muerte accidental, las sumas a ser pagadas por muerte se
- establecen en £100, £250, o £500. El namero de pdlizas en estas clases son 5000, 1000, y 2000,

respectivamente. Se sabe que la tasa de muerte en las dos clases mds bajas puede esperarse que sean

iguales, pero debido a la anti- seleccion, la tasa en la clase de £500 se estima como el doble de las

otras clases. (Cuil es la funcién § para este negocio?.

3.52 METODO ESTADISTICO

(a) Estadisticas de siniestros.

En este métado, los siniestros reales de la cartera en cuestion son recopilados en una tabla de
acuerdo con los montos de los siniestros, como en la Tabla 3.5.1 la cual representa los siniestros
dados de una experiencia combinada de carteras de seguro Finlandesas, abarcando riesgos
industrialesde incendio.

Tabla 3.5.1 Compilacionde estadlisticas de siniestros.
1 2 3 4

i . Zx10° n, AS =2 S=XAS

n

1 0.010 283 6.033953 0.033953
2 0.016 280 0.037664 0.071617
3 0.025 157 0.045479 0.117096
4 0.040 464 0.055413 0.172509
s 0.063 710 0.063707 0.236216
6 0.100 781 0.068234 0.304450
7 0.158 530 0.070466 0.374915
8 0251 446 0.070370 0.445285
9 0.398 491 0.071745 0.517030
10 0.631 673 0.074009 0.591039
11 1.000 781 0.075761 0.666800
12 1.585 741 0.073025 0.739825
13 2.512 520 0.064899 0.804724
14 3.981 425 0.052757 0.857481
15 6310 323 0.040152 0.897633
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1 2 3 4
i Zx10? o AS=2 S=XAS
n
16 10.000 179 0.029698 0.927331
17 15.849 173 0.021660 0.948990
18 25.119 112 0.015765 0.964755
19 39.811 94 0.011310 0.976065
20 63.096 57 0.008222 0.984287
21 100.000 39 0.005599 0.989886
22 158.489 22 0.003767 0.993653
23 251.189 17 0.002424 0.996077
24 398.107 12 0.001582 0.997659
25 630.957 5 0.001022 0.998680
26 1000.000 5 0.000600 0.999280
27 1584.890 3 0.000330 0.999610
28 2511.890 1 0.000179 0.999789
29 3981.070 0 0.000097 0.999886
30 6309.570 2 0.000052 0.999938
31 10000.000 1] 0.000028 0.999967
32 15848.900 0 0.000015 0.999982
33 25118.900 0 0.000008 0.999991
34 39810.700 0 0.000005 0.999995
35 63095.700 0 0.000002 0.999997
36 100000.000 0 0.000001 0.999999
37 158489.000 0 0.000001 0.999999
38 251189.000 V] 0.000000 1.000000
39 398108.000 0 0.000000 1.000000
40 630958.000 0 0.000000 1.000000
41 1000000.000 0 0.000000 1.000000

Unidad monctaria £1000, 2= 10777, #=5m,-8324. N, ~nUmcio ¢ sinicstros en 1a clase Z,<252, seguro de mcendio
industrial finlandés. La cola (227) ajustada con la f.d. Pareto 1-5(2)=7.16288 x Z' ¥¥*%, Los datos fucron obtenidos de

Harri Lonka y Jarmo Jacobsson, Centro Estadistico de los AseguradoresNo-Vidade Finlandia,
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(b) Forma Tabular o analitica.
Una tabla del monto de siniestro puede utilizarse como una base para una curva analitica de ajuste,

como se discutird en la Seccién 3.5.4, o puede utilizarse para cilculos numéricos directos. Por
ejemplo las integrales de momento, las cuales son frecuentemente necesarias para aplicaciones,
pueden reemplazarse por una suma discreta como sigue

o«
ak= | z%dS~ 5 zfAs;, (3.5.2)
o i

en la cual Z, y AS, han sido tomadas directamente de la Tabla 3.5.1. Este método es conveniente
frecuentemente y evita inexactitudes de redondeo que surgen cuando la distribucién empirica es
reemplazada por alguna curva analitica. En otras palabras, los valores empiricos como tal, pueden
describir mejor que cualquier funcién analitica, la real pero siempre desconocida distribucion que
estd detras de la informacién observada.

Por otra parte, los datos estadisticos son solamente una muestra de la distribucion real y es
necesario tener cuidado en tomar en cuenta los errores de muestreo.

{c) Construcciénde Piecewise.

El método estadistico supone que la base de datos de las estadisticas es lo suficientemente grande
para que pueda esperarse una inexactitud despreciable.

Estas raramente se mantiencn para la cola superior de la distribucién en casos donde son posibles
sinicstros muy grandes. En tales casos puede ser aconsejable dividir el rango de los valores
relevantes de Z en dos o mds partes y aplicar a cada una de ellas las funciones apropiadas de
acuerdo con el entorno en cuestion. Por ejemplo, los montos de siniestro pueden emplearse en
forma tabular hasta algdn limite Z, y la cola Z2Z, aproximarse por alguna funcién analitica la cual
por experiencia pucde esperarse dé un buen ajuste. De hecho esto se hizo en la Tabla 3.5.1 para
valores grandes de Z, para los cuales la forma de la distribucion empirica de acuerdo con la Fig.

3.5.1 fue claramenteirregular.

(d) Suavizacién.

Los datos empiricos de la Tabla 3.5.1 y la Fig. 3.5.1 fueron suavizados mecanicamente
reemplazando cada uno de ellos por un promedio variable de cinco valores. Esta clase de
suavizamiento se da si los errores de muestra son sobresalientes. Por otra parte, algunas curvaturas
aparentemente irregulares pueden reflejar caracteristicas especiales y significativas en la estructura
de la cartera, ej. conjuntos de pdlizas de un tipo especial, en cuyo caso su suavizamiento no es
apropiado. Un anélisis posterior demostré que este fue el caso en la Fig. 3.5.1. Por lo tanto las
curvaturas para valores pequefiosde Z fueron preservados.
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Figura3.5.1 Densidades de monto de siniestro del seguro de incendio Finlandés. La Tabla de datos
3.5.1 esta graficada sobre una doble grdfica logaritmica. Los puntos indican datos obscrvados. La
unidad para Z es £1000.

(e) La seleccién de la clase de intervalo es un problema asociado con el método estadistico.En la
Tabla 3.5.1, es utilizado un intervalo geométrico para los montos de sinicstro, un método
conveniente en muchos casos. Algunos ensayos con datos numéricos en diferentes clases de
intervalos, mostrardn rapidamente que una particién “tosca” es suficicnte en muchos casos. De
hecho, como se mostrara posteriormente, €l proceso de riesgo no es muy sensible a cambios de la
funcion S excepto en lo que corresponde a la cola originada por los grandes siniestros.

(1) Reaseguro.

Una practica normal es el proteger la cartera contra fluctuaciones de riesgo excesivas, cediendo
parte de los riesgos a los reaseguradores, como se vera en la Seccién 3.6.

Si solo 1a parte del negocio que es retenido por cuenta propia del asegurador se analiza, entonces los
problemas de estimacion y ajuste de curvas correspondientesa la cola se tornan insignificantes.
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(g) Efecto de inflacién.

Si los siniestros son recopilados en algiin periodo durante el cual los valores monetarios sufrieran
cambios, es necesario rectificar los valores por medio de un precio elegido adecuadamente u algin
atro indice.

Debido a que la estructura de la cartera y muchas otras circunstancias estan cambiando
constantemente, atn lentamente, el periodo de observacion no debe ser muy largo. Por otra parte,
periodos de observacion muy cortos no incluyen suficientes siniestros grandes para ser
representativos. La tarea del actuario es ponderar estos diferentes aspectos y tratar de encontrar para
cada caso el método mas apropiado. Los problemas surgen cn los grandes siniestros, los cuales
pueden por lo regular manejarse como se describe en la siguiente seccién.

3.53 PROBLEMAS QUE SURGEN DE LOS GRANDES SINIESTROS.

{a) Periodos prolongados de observacién.

En muchos problemas practicos, donde los grandes ricsgos no son cubiertos por reaseguro, los
mayores valores de Z en S(Z) son de importancia critica y la derivacion de la funcion de
distribucion en la region de estos grandes valores s dificil de determinar con certeza a partir de los
datos observados. Paradéjicamente la parte menor conocida de S tiene en estos casos ¢l mayor
efecto en los resultados numéricos. Una posibilidad ¢s determinar los valores de S(Z) para valores
pequeiios de Z (de este modo basados en el numero mayor de siniestros) de la experiencia sobre un
periodo corto solamente. Ya que tal cxperiencia, en general, no incluird muchos siniestros grandes,
se requerira de un estudio posterior de grandes siniestros en un periodo mayor. De este modo, unas
estadisticas anuales podrian bastar para siniestros <£100,000 micentras que para siniestros
>£100,000 pueden ser neccsarios quiza datos de 20 afios. En este caso los siniestros mayores
deberian ajustarse por volumen, de forma consistente con la cantidad relativa de negocio. (Qué
tanto puede utilizarse este método dependiendo de cudnto ticmpo transcurre antes de que los datos
sean cambiados en estructura de tal forma que no puedan considerarse como confiables?. La
distribucién truncada de siniestros pequefios puede utilizarse como un control probando el
significado de una cierta alteracion estructural.

(b) Evaluacidén individual,

Algunas veces las estadisticas referentes a los grandes siniestros son insatisfactorias debido a
cambios relativamente rapidos en la estructura de riesgo de la cartera o simplemente porque no son
atiles. En tales casos ¢l siguiente método puede utilizarse haciendo uso de (3.5.1). Los riesgos
mayores de la cartera son considerados individualmente, para los cuales se determina la prima neta
para cada uno de ellos; después ¢l alcance del promedio esperado de la pérdida sc estima para cada
polizay los resultados se tabulan como en la Tabla 3.5.2.

La colocacidn de las frecuencias estimadas de daflos parciales en las diferentes clases de dafos,
deberia realizarse por un especialista en siniestros apropiadamente experimentado. El método es
claramente bastante subjetivo, pero en ausencia de otros métodos éste provee ciertas bases para
célculos posteriores.
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Tabla3.5.2 Evaluacionindividual

# Suma Prima Clasificaciénde danos £1000
Poliza asegurada de riesgo 100-500 500-1000 1000-2000
(£1000) por mil
001 400 1 0.2
002 1000 2 0.4 0.3
003 800 1.5 03 0.2
etc.

Para el seguro de vida el método es mas facil de utilizarse, debido a la ausencia de dafios parciales.
El método implica una idealizacion tosca. ya que por ejemplo, la prima de riesgo se utiliza come
una medida de riesgo individual, mientras que en la practica las bases de una prima de riesgo
implican una igualdad sobre algunos grupos de pélizas.

Si la cartera es grande, de modo que haya muchos casos sobre ¢l limite (en el ejemplo anterior
£100,000), pueden tomarse adecuadamente mucstras seleccionadas para las diversas sumas de
riesgo y solamente los casos mayores tratarlos individualmente.

(c) Siniestros imprevistos de magnitud importante.

Si sc cuenta con cierta informacion referente a los grandes siniestros, es posible algunas veces
introducir una o mas hipotesis sobre ¢stos siniestros que aunque ocurren muy rara vez coinciden
con un marco realista. La frecuencia de uno de éstos siniestros puede ser supuesta, por ejemplo, en
10,20.30, 0 40 aiios para toda la cartera.

(d) Descomposiciondel rango Z.

El enfoque presentado cen el inciso 3.5.2(c) puede continuarse. Es frecuentemente acertado el
utilizar una forma tabular para S¢Z) bajo algin limite Z<Z, como en la Tabla 3.5.1 y una forma
analitica para la cola Z>Z,. Este método se discutird a fondo en la Seccion 3.7, y por otra parte, cl
método analitico se tratari en las siguientes secciones.

3.54METODOS ANALITICOS

Es aconsejable por lo general tratar de encontrar una representacion analitica explicita para una
curva de siniestros. Este es el caso especialmente si la base de datos es pequefia para el uso del
método estadistico presentado en la Seccion 3.5.2 o si hay alguna buena razdén para esperar que la
f.d. del monto de siniestro sea de alguna forma en particular. Este enfoque tiene también la ventaja
de que puede ser conveniente manejar una funcién analitica § para muchos cdlculos; pudiera
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hacerse uso de algunas funciones elementales conocidas para S, como la exponencial, logaritmica,
Pareto, etc., las propiedades conocidas de la funcién pueden utilizarse para obtener algin
conocimiento en las caracteristicas particulares de la distribucion de siniestro. En algunos casos §
puede ser de una forma tal que las convoluciones §*° pueden llevarse a cabo de forma cetrada:
entonces puede algunas veces encontrarse una expresion explicita para la f.d. F de la siniestralidad
agregada, y asf evitar las aproximaciones. Ademds, una expresion analitica para § puede, por
supuesto, ser de considerable valor actuarial en otros aspectos, ¢j. calculo de tarifas, andlisis
estadistico, etc.

Por otra parte, puede aceptarse que el reemplazar la informacidén real por una expresién analitica
implica sicmpre una suavizacién. La bondad de ajuste de § puede estimarse por diversos métodos
bien conocidos, pero es por lo regular de mucho mayor imponancia estudiar el error introducido
por la funcién F. Este es un inconveniente del método analitico. Para descubrir la magnitud del
error provocado por este fenémeno, pucde experimentarse con diferentes funciones S, de modo que
éstas se aproximen a los datos con los que se cuentan. En la practica estas fluctuaciones y la
influencia del suavizamiento son, sin embargo, frecuentemente ignorados y la respuesta respecto a
que tan buenos son los resultados puede quedar abicrta. Afortunadamente, la experiencia muestra
que F no es muy sensible a cambios en § en aquellos casos donde la cola esta truncada debido a la
aplicacién de un programa reaseguro, como normalmente sucede en la practica.

En las siguientes secciones, se consideran algunos modclos analiticos utilizados frecuentemente,
algunos adoptados debido a su convenienciaen ¢l calculo de (3.2.3) y algunos por otras razones.

3.5.5 DISTRIBUCION EXPONENCIAL

(a) Definiciones.
En general, las distribuciones de siniestros muestran las frecuencias mds altas para los siniestros

pequeilos, la declinacion de la frecuencia se relaciona con el incremento en el monto del siniestro.
Asi la funcién exponencial puede proveer al menos una primera aproximacion para la distribucién
del monto de siniestro

S(Z)=1-¢%, (para Z20) (3.5.3)

= §H ) o (X ) 7 (k- ! (3.5.4)

La constante ¢(>0) puede fijarse en cada aplicacion para obtener el mejor ajuste. Esta expresién
tiene la ventaja de que puede encontrarse una expresion explicita para la funcion Poisson compuesta
F por cilculo directo, gracias al hecho de que la convolucion (3.2.2) puede obtenerse en forma
cerrada (ver ejercicio 3.5.2) para X>0

st =1- e‘“—"[l+c,\’+—(€.\') +..+(k l)'(c.\’)‘ 7
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Obsérvese que de acuerdo con (2.9.7) esta férmula podria escribirse también de la forma
S*°(X) =TI'(cX, k). Programando la probabilidad del ntimero de siniestros pn) y §** en forma de
una férmula de recursion, F(X) puede calcularse al menos en los casos de Poissony Polya (ver regla
de recursién (2.5.2) 0 (2.9.13)).

(b) Aplicabilidad.

El uso de una funcién exponencial como un modelo para S puede claramente solo ser Wtil
ocasionalmente ya que esta funcién simple puede solamente ser una cruda aproximacién de la
verdadera y casi nunca es aplicable si por reaseguro se truncaran los riesgos. La experiencia ha
demostrado que frecuentemente la exponencial §(Z) converge demasiado répido a valores grandes
de Z.

(c) Polinomios exponenciales.

El drea de aplicabilidad de la distribucién exponencial pucde extenderse si S es construida como
una suma de exponencialesteniendo diferentes pardmetros

S@=> p(I-e<7), (3.5.5)
=t
donde X p,= 1.
Ejercicio 3.5.2
Verifique (3.5.4) y calcule py y ox asumiendo la f.d. exponencial del monto de siniestros (3.5.3).
Calcule F(2) para c=1, =1 y H(g)=€(q-1).
3.5.6 DISTRIBUCION GAMMA
(2) Los tres pardmetros de la funcién gamma.
Un modo dec proveer mas flexibilidad que la suministrada por la f.d. exponencial es utilizando la
funcién gamma incompleta (ver (2.9.1)) en la forma

g ez
I'taZ +b,a)= T‘?u—)- I e du
[

(220, aZ+b20),
(3.5.6)

como un estimado para la f.d. del monto de siniestros S. Hay tres pardmetros utilizados para adaptar

la curvade acuerdo con la f.d. real, la cual puede determinarse de modo que la distribucién tendrd la
media dada (), desviacidnestindar (o) y sesgo (y). Primero es apropiado normalizar la variable Z
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=(Z-p)o, (3.5.7)

para tener media 0 y desviacién estandar 1. Esta transformacion no cambia el sesgo, como puede
facilmente verificarse. Por tanto, z tiene también sesgo y. Los coeficientesa, b y & pueden entonces
determinarse de las condiciones de la funcidn (3.5.6) que deberia tener las mismas caracteristicas
(ejercicin 3.5.3)

SG)=SZ)=T'(a+z2do,a)z2-Ja)

1 a+sa s
= Tra) Je"u du, (3.5.8)
donde
a=4/y’ (3.5.9)

(b) Para evaluacién numérica de la funcién gamma, la expansién ficilmente programable

w W w

@
S@)=—1—[n+—+ + , 3.5.10
@ g"l‘(u+1)[ a+l1 a+l.a+2 e ( )
es conveniente, donde
w=a+zJc, (3.5.11)
Una buena aproximacién para la funcién gamma completa se obtiene de la formula
Cfa)=1+p(ax-1)+by(0-1)+eee+p(a-1)°, (3.5.12)
donde
b, =-0.577191652 b =-0.756704078
b, = 0.988205891 b, = 0.482199394
b, =-0.897056937 b, =-0.193527818
b, = 0.918206857 by = 0.035868343.

Esta férmula requiere que el pardmetro a sca l<a<2. Esto puede lograrse haciendo uso de la
férmula recursiva

[(e)= (o -T(a-1). (3.5.13)

La férmula dada anteriormente sc usa si el sesgo no es demasiado pequefio. Los problemas sc
originan si esta condicién no fuera valida, debido a que & y w crecen a tal extension que la férmula
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no es ficilmente trabajable, requiriéndose de una técnica especial. Por ejemplo, la formula
siguiente Wilson-Hilferty (Johnson y Kotz, 1970; Seccién 17.5)

S(Z)= Nfci+cax(z+ ¢ )" ] (3.5.14)
donde
=Y /6-6/y:c;=3x(2/y \7es=2/7.

es aplicable particularmente cuando @ es grande o (lo que es lo mismo) cuando el sesgo vy es
pequcifio, esto es, precisamente cn el arca donde la expansion (3.5.10) llega a ser poco préctica. Otro
enfoque es integrar (3.5.6) numéricamente (ver ejercicio 3.5.4).

Algunos ejemplos de densidades gamma sc grafican en la Fig. 3.5.2.

Una desventajade la f.d. gamma es que cuando ésta es utilizada para la aproximacionde sesgos de

las distribucionesdel tipo Poisson compuesta ésta no esta definida (o S¢)=0) para los valores

z<-2/g. (3.5.15)
Esto puede empeorar seriamente el acceso a la cola corta de la distribucion.
Sera visto en la Seccidén 3.12 que la f.d. gamma es til 1ambién para la aproximacionde la f.d. de
los siniestros agregados, csto es, en lugar de S la funcion ‘objetivo’ es la misma F.

Ejercicio3.5.3
Pruébese (3.5.8) (Sugerencia: obsérvese (2.9.17)).

s’ r
1.0
0.5
-3 -2 -1 [o] 1 2 3 z 4
Figura 3.5.2 Ejemplos de densidades g con media=0, desviacidn estdndar=1y varlacién de
sesgoy.
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Ejercicio3.5.4
Supdngase & grande, integre (3.5.6) haciendo uso de la férmula de Simpson. (Sugerencia: Retire el

factor ¢* " de laintegral.)

3.5.7 DISTRIBUCION NORMAL - LOGARITMICA

(a) Definiciones.
Una distribucién del monto de siniestros frecuentemente utilizada es la normal-logaritmica. Esta se

deriva introduciendo una variable Z>a>0 de modo que
=In(Z-a), (3.5.16)

se distribuye normal con parametros u y o. Entonces la densidad de la distribucion es (ver cjercicio
3.5.5)

Z) = 4 A ca)-un )
8(2) N )cxp[ (In(Z-a)-pn )}
3.5.17)

Los pardmetros a, u y o son determinados para ajustarse a los momentos menores con aquellos de
la distribucién observada o supuesta (Cramer 1945, p. 258). Obsérvese que p y o son lamediay la
varianza de Y, no de Z. El parametro 4 bien puede ser negativo. Para la solucién, se determina
primeramente la raiz real de la siguiente ecuacion

n’+in-y =0 (3.5.18)
Entonces (ver ¢jercicio 3.5.6)
1
a =al';\l'm
ol=In(l+n’) (3.5.19)

7
M =1n(al-a)-3cr".

donde a,, m, y y son respectivamente la media, la varianza y el sesgo de la distribucién del monto
de siniestro a ser aproximada. Estd supuesto que son conocidas, por ejemplo, son estimadas de
estadisticasde siniestrosreales.

(b) Las formas de las curvas de densidad de la normal-logaritmica pueden observarse en la Fig.

3.5.3. Con el objeto de demostrar la seleccion de escala, las mismas funciones se grafican tanto en
escala logarftmica lineal como logaritmicadoble.

70



wh 74
s'u)
2
0.3 1
0.5
/ CXl
-3 -2 -1 ) 1 2 3 4 5 2 6
$'tx)
10"
i
10°? ‘
i
107?

1 2 3 5 7 z 10
Figura 3.5.3 Una familia de densidades normal-logaritmica teniendo los momentos a,=0 y m,=1
pero variando el sesgoy. La curva leta estd graficada en una la lineal (figura superior) y
la cola en una escalalogaritmicadoble (figura inferior).
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(c) Versién de dos pardimetros.

La derivacién en el inciso (a) relacionada con la forma de los tres parametros de la f.d. normal-
logaritmica se compara con la forma mds cotnin de dos pardmetros en los cuales el parametro a es
igual a cero. La diferencia entre las dos formas es exclusivamente un cambio de la curva a lo largo
del eje z; esto es (til de manera frecuente para representar informacion donde la proporcién de
siniestros pequeiios registrados han sido reducidos por la operacién de las condiciones de 1a poliza,
tal como la imposiciénde excesos pequeiios 0 esquemas de descuento por no siniestro. Comparado
con la férmula analitica mencionada previamente, la disponibilidad de tres pardmetros permite
alcanzar un ajustc mejorado, al menos al inicio y en la parte media de la distribucién. Mayor
informacién puede encontrarse en Benckert (1962).

Ejercicio 3.5.5
Pruébese que la densidad de 1a distribucion normal-logaritimicaesta dada por (3.5.17).

Ejercicio3.5.6
(i) La f.g.m. de una variable distribuida normal N(u,6%) es

LA
M(s)=e"e3"

Hégase uso de esta funcién y calcule los momentos g, de la variable Z distribuida normal-
logaritimicaen el caso a=0.
(ii) Muestre que si Z es normal-logaritimicadistribuidacon pardmetrosa,p,y, entonces

? tl
ar=E(Z)=¢"er” +a
m=var(Z)=¢" e (- 1)
Y =y =(e"+ V(- 1)

(iii) Pruébese que si S es una distribucién normal-logaritmicacon media a,, varianza m, y sesgo y
(>0), entonces los pardmetros a, p y o ticnen las expresiones como se muestraen (3.5.19).

3.5.8 LA DISTRIBUCIONDE PARETO

(a) Definicién.
Muchas de las actuales distribucionesde siniestros las cuales tienen su origen en las aplicacionesde
seguro, pueden ser razonablementebien aproximadas por la distribucionde Pareto

S@= 1-(25; (3.5.20)

con (Z,<Z; a>1),
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Figura 3.5.4 Una familia de densidades Parcto 8'(2)=0Z" /Z** (escalalogaritmica doble).

Debe notarse que los momentos g, de esta f.d. solamente existe si j<a (ver ¢jercicio 3.5.7). De
hecho la férmula de Pareto representa distribuciones ‘peligrosas’, donde son posibles siniestros muy
grandes.

Lamentablemente, las propiedades matemadticas de la distribucidon de Parcto no conducen a
expresiones simples de convoluciones, y por lo tanto tienen que utilizarse métodos numéricos de
integracion.

La figura 3.5.4 muestra una familia de densidades Pareto.

(b) Grandes siniestros.

La experiencia ha mostrado que la distribucién de Pareto es apropiada por lo regular para
representar la cola de distribuciones donde pueden ocurrir los grandes siniestros. Como fue
demostrado en la Seccién 3.5.2, la f.d. de Parcto puede ser combinada con otros tipos de
distribuciones; esto es, S(Z) puede ser prudentemente compuesta de varias funciones, cada una de
cllas validada en intervalos disjuntos del eje Z.
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(c) Indice peligroso. .

El pardmetro o puede utilizarse como un {ndice de la distribucién, o al menos de su cola. Si a<2
indica una distribucién 'muy peligrosa'. Obsérvese que solo existen momentos de orden <o
{ejercicio 3.5.7). Por ejemplo, el primer y segundo momentos existen solo para a>2.

Seal (1980) ha recopilado valores empfricos de .

(d) Modificaciones.

Si se considera excluida la ocurrencia de siniestros muy grandes, entonces la f.d. de Pareto esta
censurada por permitir que S(2) sca igual a 1 desde algin valor suficientemente grande Z, hacia
arriba, y (3.5.20) es remplazada por

S:(2)=S(Z)/ S(Z1) (3.5.21)
para Z<Z,

Otra modificacién es la truncacion, esto es, mover la ‘masa de probabilidad’ del intervalo Z,<Z en
z,

1 araZxZ

5,0 = P "

S(Z) paraZ > Z,

(3.5.22)
Esta modificacidnse da, por ejemplo, cuando los riesgos mayores son ‘cortados’ o distribuidosa un
contrato de reaseguro en exceso de pérdida, como se considerarden la Seccion 3.6.2.

Ejercicio3.5.7
Calcilese el momento g, parala f.d. de Parcto.

3.5.9 LA DISTRIBUCION PARETO DE DOS PARAMETROS Y LA DISTRIBUCION
EXPONENCIAL-LOGARITMICA-NORMAL

() Comparaciones.

La figura 3.5.5 demuestra el comportamiento de las densidades exponencial, normal-logarftmicay
Pareto para valores grandes de Z. Las curvas estan ajustadas para pasar a través de un punto P y
tener el mismo valor de las derivadas en este punto. La curva exponencial converge mas rdpido y la
de Pareto mads lento. En otras palabras, cuando la cola superior es considerada, la distribucién de
Pareto es la 'mas cauta’. La distribucién normal-logaritmica sobrestima el riesgo de siniestros
excesivos comparado con la distribucién de Pareto y la curva exponencial dando probabilidadesque
practicamente desaparecen para ellas. Estas caracteristicas, ilustradas por la Fig.3.5.5 son vélidas en
general.
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Figura 3.5.5 Comparacidn de las densidades exponencial, normal-logaritmica y Pareto (escala
logaritmicadoble).
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Figura 3.5.6 Los dos pardmetros de densidades Pareto, a=1.8 y B variando. Note que para B=1 se
obtiene el pardmetro uno (escalalogaritmicadoble).
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(b)La experiencia ha mostrado que el comportamiento de la cola en la prictica estad
frecuentementeentre los tipos Pareto y normal-logaritmica. Por lo tanto hay una necesidad obvia
de encontrar funciones de distribucién que tengan mayor flexibilidad. Dos de tales distribuciones
se presentan en esta seccidn y otras se consideraran en secciones posteriores.

(c) La f.d. Parcto de dos parimetros puede definirse como sigue
Z-Zo

-
S(@Z)=1-bf1+(==22)
Zo (3.5.23)

con (222,)

donde « y f3son pardmetros positivos, Z, s cl limite para la cola para lo cual la formula es ajustada,
y b indica el peso de la masa de probabilidad, el cual esta situado en el area de cola Z2Z,, esto es,
b=1-S(Z).

Las formas de la distribucién se muestran en la Fig. 3.5.6 para valores seleccionados de los
parametros. Como puede verse, el flujo descado entre el caso Parcto (B=1) y el tipo normal-
logaritmica puede lograrse variando el parametro B (>1). Algunos actuarios, han informado
resultados satisfactorios en cuanto al ajuste de (3.5.23) a distribucionesreales.

(d) La f.d. exy ial -logaritmi males otro enfoque para obtener curvas que varian entre
los casos extremos presentadosen la Fig. 3.5.5.
Est4 definida por la formula

- a-BIntZ’Zos

StZ)= l-b(—;—) (3.5.24)

donde el significadode los parimetroses en principio el mismo que en (3.5.23).

Los ejemplos de las distribuciones se grafican en la Fig. 3.5.7. Para =0 sc obtiene ¢l caso Pareto.
El andlisis de esta f.d. puede encontrarsc en Shpilberg (1977). EI nombre ‘exponencial-logaritmica-
normal’ refleja el hecho de que las curvas se aproximan bastante a la normal-logaritmica para
valores positivos de  (Dumouchel y Olsten, 1974).
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Figura 3.5.7 Exponencial-logaritmica-normal,a=1.8 y B variando (escala logaritmicadoble).

3.5.10 LA FAMILIA DE DISTRIBUCIONESDE BENKTANDER

(a) La idea de encontrar mas flexibilidad para ajuste de curva puede extenderse. Para este propdsito
Benktander (1970), continuando con ¢l trabajo anterior de Benktander y Segerdahl (1960), sugiere
una familia de distribuciones que contengan como miembros especiales tanto las distribucién de
Pareto como la exponencial y también aproximadamente la normal-logaritmica. Para un ajuste
apropiado de parametros puede obtenerse un mejor ajuste con datos reales; la experiencia general
del tipo de cartera en cuestién y la opcién crucial del tipo de distribucidn, como se menciond
anteriormente, no son tan significativosy pueden reemplazarsc estimando los parimetros.

El analisis nuevamente sc centra en la cola Z2Z, de la distribucion del monto de siniestros para
algun limite adecuadamente elegido anteriormente Z,. Para valores Z<Z, puede utilizarse alguna
otra expresién o frecuencias directamente observadas en forma tabular.

(b) Tasa de extincién.
Supdngase que la f.d. del monto de siniestro S(Z) es conocida o estd supuesta para Z>Z, y que las
integrales necesarias y las derivadas existen; una funcién auxiliar m(2) sera introducidacomo sigue

m@Z)=E{Z-Z1Z2Z}
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= T5@ J(V-Z)dS(V) (3.5.25)
; -
755 !(I-S(V))dV.
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L]
Figura 3.5.8 La fimcion m(Z).

La funcién m(2) puede interpretarse como el valor medio de los siniestros que exceden Z o como la
distancia del centrode gravedad del rea sombreadaen la Fig. 3.5.8 desde la Z vertical. Esta ultima
forma se obtiene de la anterior por integracion parcial.

Si (3.5.25) es diferenciada, se obtiene la ecuacion diferencial

S@ _1+m(Z)
1S v =r(Z), (3.5.26)

la cual determina la interdependencia de la funcién auxiliar m(Z) y la distribucién del monto de
siniestro S(Z). La funcidén r(Z) es una analogia directa a la tasa de mortalidad aplicada en
matemiticas de seguro de vida. Esta da la tasa en la que el riesgo de siniestros grandes decrece
cuando Z crece. Benktander Ilamo esto como 'la mortalidad de siniestros' y Shpilberg (1977) lo
describe como un ‘error de tasa' y se refiere a los términos ‘tasa de riesgo', 'fuerza de mortalidad' y
‘funcién de intensidad’ encontrados en textos sobre teorfa de confiabilidad. Esta clase de concepto
ha sido ya tratado por Witney (1909). Del mismo modo esto puede ser llamado 7asa de extincion'
Shpilberg ha mostrado que esta funcién tiene una conexion directa con el progreso fisico de un
incendio en seguro contra incendios. La mayoria de los incendios se detienen desde su mismo inicio
y el monto del siniestro no es muy grande. Sin embargo, si la extincién temprana falla, entonces la
oportunidad de detener el fuego disminuye rapidamente, lo cual en el caso de unidades de riesgo
grandes origina grandes siniestros y largas colas de las funciones r(Z) y §Z). Si la funcién S es
dada, entonces la tasa de extincidn r es determinada de acuerdo con (3.5.26), La relacién inversa
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también se mantiene. Si r(Z) es dada, la f.d. del monto de sinicstro se obtiene resolviendo esta
ecuacion diferencial

H
1-8(2) = [1-S(Z:)] exp(- [r(avi, (3.527)
Ze
la cual expresa S en términos de r (o m).
(c) Ejemplos.
Es facilmente verificable que para la f.d. exponencial (3.5.3)
mZ)=1/c, (3.5.28)
y parala f.d. de Parcto (3.5.20)
m(Z)=2/(a-1) (3.5.29)

Benktander y Segerdahl han investigado un cierto niimero de distribuciones reales conteniendo
siniestros grandes. Sus resultados (ver Benktander y Segerdahl, 1960) tienen el mismo
comportamiento general que el descrito en la Fig. 3.5.9.

-4}

éooi
]

4

150

100

50 100
Z

Figura 3.5.9 La funcién m calculada para las frecuencias de siniestros no suavizadas dadas en la
Fig. (3.5.1). La unidad es £1,000,000.
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(d) La familia Benktander.
Observaciones hechas sobre m(Z) por, Benktander y Segerdahl (1960) y Benktander (1970),
sugieren una férmula analitica para m(Z}

4
= — 3.5.30

)= o iz (3.5.302)

a>0, b>0 (Tipo I).
o
zi

m(z) =4~ (3.5.30b)
0sb<1 (Tipo i) donde
z>Z, (3.5.31)

a y b son pardmetros que pueden elegirse dentro de los Himites dados de modo que pueda lograrse ¢l
mejor ajuste posible de acuerdo con experiencia real. Como se ve inmediatamente, los casos de
exponencial y Pareto son miembros de ésta familia de funciones. El tipo I da una desviacién mds
pequefia desde la linea recta de Pareto, que el tipo I1.

Sustituyendo las funciones (3.5.30) en (3.5.27), se obtienen las siguientes funciones de distribucién
del monto de siniestro

1-81(2) = cZ*' 2% (a + 2bin2Z), (3.5.32a)
y

1-81(2) = caz "™ exp(-az*/ &) (3.5.32b)
La constante ¢ es elegida de modo que pueda lograrse la relacién continua con la funcion elegida
para Z<Z,

Los ejemplos de la distribucion del tipo [ estin dados ¢n la Fig. 3.5.10. Es apropiado utilizar Z,
como una unidad en el gje Z.

Benktander (1970) ha demostrado que la distribucién normal-logaritmica,la cual cae (dependiendo,
por supuesto, del parametro elegido) entre la exponencial y casos extremos de Parcto, puede ser
bastante aproximada por las funciones (3.5.32). Como est4 visto en la Fig. 3.5.10, la distribuciénde
Pareto (5=0) es la mas ‘peligrosa’ en cuanto a que da la mayor probabilidad de ocurrencia para
siniestros muy grandes. Benktander ha derivado también ésta conclusién analiticamente.

Ejercicio3.5.8
Pruebe (3.5.28) y (3.5.29).

Ejercicio3.5.9
Pruebe (3.5.32a) y (3.5.32b).
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Figura 3.5.10 Un grupo de densidades Benktander tipo I, a=1.8, c=0.1 y b=0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5
yi; Z,=1.

**3.5.11 OTROS TIPOS DE DISTRIBUCION

(a) Aspectos generales.

Ademas de las distribucionestratadas en las secciones previas, hay también otras varias formas de
funciones continuas utilizadas para describir distribuciones del monto de siniestro. En general han
demostrado inconvenientes tanto en cdlculos, como en estudios analiticos. Sin embargo, con la
disponibilidad general de microcomputadoraslos cdlculos no son de mayor consideracion. Ademas
la facilidad de cdlculo recursivo eleva la posibilidad de utilizar distribuciones discretas. Esto ultimo
se retomara en la Seccién 3.8.

(b) El sistema Pearson cs una de las mayores familias de distribucién que ha demostrado ser
aplicable a gran variedad de problemas. Se ha encontrado que muchas de las distribuciones son, en
la practica, aproximadasal tipo VI, esto es,

SYZ)= k2 (Z-C )" (3.5.33)

y esta situada entre el tipo V y el tipo 1II. Esta region también incluye las distribuciones Pareto y
normal-logaritmica, aunque estas no son miembros del sistema Pearson. Para una explicacion mas
detallada constiltese, por ejemplo, Kendall y Stuart (1977), Seccién 6.2, o Johnson y Kotz (1970),
Seccién 12.4.1.
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(c) Funcién de distribuciénde Weibull
Es también por lo general una alternativa apropiaday puede escribirse (ver Johnson y Kotz, Vol. 2,
1970, Capitulo 20) como

S(Z)=1-exp{-[(Z-Z,)/a J'}. (3.5.34)

(d) La normal inversa para la cual la funcién de densidad es (ver Johnson y Kotz, 1970, Capitulo
15)

SUZ)=(r/2n z’):fexp[-).(z-u)“/z;r'z; (3.5.3%)

es también sugerida algunas veces como f.d. del monto de siniestros. Esta cs, en realidad, una
modificacionde la funcion de Bessel.

S(Z) = exp(-a ¢ ). (3.5.36)

(e) Distribuci relaci das a los valores extremos pueden considerarse como del tipo I (ver
Johnson & Kotz 1970, Capitulo21)

3.6 La dependenciade 1a funcién S sobre reascguro.
3.6.1 ASPECTOS GENERALES

(a) Retenciony monto total de sinicstros.

Debe notarse que si el problema considera el tnonto de responsabilidad a retencion neta, el monto Z
del siniestro es, por supuesto, solo la parte del siniestro total Z,, que es retenido, esto es, el monto
total reducido por la parte Z,, tomada por el reascgurador

2=2,.-Z... 3.6.1)

En esta formula, la relacion de reaseguro es tal que cada siniestro es dividido entre la cedente y el
reasegurador, como es el caso de modalidades como el cuota parte, excedente o reaseguro en
exceso de perdida, pero no en reaseguro de la forma stop loss, esto se retomara en secciones
posteriores.

Si es necesario la f.d. del monto de siniestro retenido Z se distinguira de la f.d. global S de Z,,,
denotindola, por ejemplo, por Sy, si ¢l contrato de reaseguro es de un tipo tal que contenga un limite
de retencién M, lo cual se convierte entonces un parimetro o variable libremente desechable del
sistema en cuestiéon.
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(b) Enfoque de descomposicién.

En la practica, son utilizadas por lo general diferentes retenciones netas de acuerdo con la clase y el
tipo de riesgo. Una funcién de distribucion S, puede construirse para cada uno de estos grupos, y
entonces obtener una funcién de distribucién conjunta para toda la cartera -quizas también tener
varios bloquesde acuerdo con diferentes retenciones- como se mostrara en la Seccion 3.7.

3.6.2 REASEGUROEN EXCESO DE PERDIDA
De acuerdo con ¢l contrato de exceso de pérdida, el reasegurador paga la parte de cada siniestro Z,,
el cual excede un limite acordado M, y asf la parte de la cedente es Z=min(Z,,, M). Entonces la f.d.

8§, del monto de un siniestro en la medida en que la cedente estd involucrada puede expresarse en
términosde la f.d. S del siniestro total Z,, como sigue

_[S(2) paraZ <M
Sul@= { 1 paraZzM, (62

De (3.3.1) los momentos de S, estdn dados por
M
an=an(M= { zhds@+ mh(1-Sig). (3.6.3)
0

Es convenienteen la prictica calcular los momentos menores (3.6.3) y los Indices relacionadosr, y
7y (ver (3.3.8)) en forma tabular, debido a que son necesarios de manera frecuente para diversas
aplicaciones. La tabla 3.6.1 muestra un cjemplo.

3.6.3 REASEGURO EN CUOTA PARTE

En el reaseguro de cuota parte, cualquier siniestro, sin consideracion de su tamaiio, estd dividido
entre la cedente y el reasegurador en un porcentaje prefijado, ‘cuota’, r

Z~1Z,, (0<r<l). (3.6.4)
Ast

$.(2=SEZ/r). (3.6.5)
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Tabla 3.6.1 Momentos de la f.d. de el monto de siniestro a retencidn neta de la cedente. Contrato
de exceso de perdida. La funcién global S(Z) es la misma como en la Tabla 3.5.1. El momenio
a(M) estd de acuerdo a (3.6.3).

1 2 3 4 5

i ZoM AS(Z) S(2) a,(M)

1 1.000E-02 0.033953 0.033953 1.000E-02
2 1.585E-02 0.037664 0.071617 1.565E-02

3 2.512E-02 0.045479 0.117096 2.426E-02

4 3.981E-02 0.055413 0.172509 3.723E-02
5 6.310E-02 0.063707 0.236216 5.650E-02
6 1.000E-01 0.068234 0.304450 8.468E-02

7 1.585E-01 0.070466 0.374915 1.254E-01

8 2.512E-01 0.070370 0.445285 1.833E-01

9 3.981E-01 0.071745 0.517030 2.648E-01

10 6.310E-01 0.074009 0.591039 3.773E-01

1 1.000E+00 0.075761 0.666800 5.282E-01

12 1.585E+00 0.073025 0.739825 7.231E-01

13 2.512E+00 0.064899 0.804724 9.643£-01

14 3.981E+00 0.052757 0.857481 1.251E+00
15 6.310E+00 0.040152 0.897633 1.583E+00
16 1.000E+01 0.029698 0.927331 1.961E+00
17 1.585E+01 0.021660 0.948990 2.386E+00
18 2.512E+01 0.015765 0.964755 2.859E+00
19 3.981E+01 0.011310 0.976065 3.377E+00
20 6.310E+01 0.008222 0.984287 3.934E+00
21 1.000E+02 0.005599 0.989886 4.514E+00
22 1.585E+02 0.003767 0.993653 5.105E+00
23 2.512E+02 0.002424 0.996077 5.694E+00
24 3.984E+02 0.001582 0.997659 6.270E+00
25 6.310E+02 0.001022 0.998680 6.815E+00
26 1.000E+03 0.000600 0.999280 7.302E+00
27 1.585E+03 0.000330 0.999610 7.723E+00
28 2.512E+03 0.000179 0.999789 8.085E+00
29 3.981E+03 0.000097 0.999886 8.394E+00
30 6.310E+03 0.000052 0.999938 8.660E+00
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31 1.000E+04 0.000028 0.999967 8.888E+00
32 1.585E+04 0.000015 0.999982 9.083E-+00
33 2.512E+04 0.000008 0.999991 9.249E-+00
34 3.981E+04 0.000005 0.999995 9.391E+00
35 6.310E+04 0.000002 0.999997 9.510E+00
36 1.000E+05 0.000001 0.999999 9.609E+00
37 1.585E+05 0.000001 0.999999 9.689E+00
38 2.512E+05 0.000000 1.000000 9.750E+00
39 3.981E+05 0.000000 1.000000 9.794E+00
40 6.310E+05 0.000000 1.000000 9.808E+00
41 1.000E+06 0.000000 1.000000 9.808E+00
1 6 7 8 9

i a, (M) a,(h) M) ry(A)

1 1.000E-04 1.000E-06 1.000E-00 1.000E+00
2 2461E-04 3.880E-06 1.005E+00 1.012E+00
3 5.986E-04 1.490E-05 1.017E+00 1.044E+00
4 1.441E-03 5.661E-05 1.040E+00 1.097E+00
5 3.424E-03 2.123E-04 1.073E+00 1.177E+00
6 8.021E-03 7.842E-04 1.118E+00 1.291E+00
7 1.854E-02 2.858E-03 1.179E+00 1.450E+00
8 4.228E-02 1.028E-02 1.258E+00 1.668E+00
9 9.519E-02 3.648E-02 1.357E+00 1.965E+00
10 2.109E-01 1.273E-01 1.482E+00 2.371E+00
11 4.571E-01 4.336E-01 1.638E+00 2,942E+00
12 9.608E-01 1.427E+00 1.838E+00 3.774E+00
13 1.949E+00 4.515E+00 2.096E+00 5.035E+00
14 3.812E+00 1.374E+01 2.435E+00 7.016E+00
15 7.227E+00 4.055E+01 2.884E-+00 1.022E+01
16 1.339E+01 1.172E+02 3.482E+00 1.555E+01
17 2.437E+01 3.338E+02 4.282E+00 2.458E+01
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18 4.375E+01 9.392E+02 5.353E+00 4.020E+01

19 7.737E+01 2.604E+03 6.786E+00 6.766E+01
20 1.347E+02 7.106E+03 8.706E+00 1.167E+02
21 2.293E+02 1.887E+04 1.125E+01 2.052E+Q2
22 3.822E+02 4.902E+04 1.466E+01 3.684E+02
23 6.232E+02 1.243E+05 1.923E+01 6.737E+02
24 9.975E+02 3.097E+05 2.537E+01 1.256E+03
25 1.559E+03 7.501E+05 3.356E+01 2.370E+03
26 2.353E+03 1.738E+06 4.413E+01 4.465E+03
27 3.441E+03 3.884E+06 5.769E+01 8.432E+03
28 4.921E+03 8.509E+06 7.529E+01 1.610E+04
29 6.933E+03 1.847E+07 9.838E+01 3.123E+04
30 9.666E+03 3.993E+07 1.289E+02 6.148E+04
31 1.338E+04 8.613E+07 1.694E+02 1.227E+05
32 1.842E+04 1.855E+08 2.233E+02 2.475E+05
33 2.523E+04 3.984E+08 2.949E+02 5.035E+05
34 3.444E+04 8.54GE+08 3.906E+02 1.032E+06
35 4.672E+04 1.819E+09 5.166E+02 2.115E+06
36 6.287E+04 3.827E+09 6.809C+02 4.314E+06
37 8.359E+04 7.914E+09 8.904E+02 8.700E+06
38 1.085E+05 1.570E+10 1.141E+03 1.693E+07
39 1.369E+05 2.978E+10 1.427E+03 3.170E+07
40 1.512E+05 4.099E+10 1.572E+03 4.345E+07
41 1.512E+05 4.099E+10 1.572E+03 4.345E+07

La unidad monetariaes £1000. Notaciones:xE n=xx 10", r,=a/&,; ry=aya’,

Ejercicio3.6.1.

Un asegurador tiene la funcion de distribucion S para el monto total de siniestros, posee una
combinacién de dos contratos de reaseguro vigentes: (i) un contrato cuota parte, bajo el cual el
reasegurador paga una proporcion r de cada siniestro, y (ii) un contrato de exceso de pérdida
cubriendo el negocio retenido con una retencidn neta maxima M. ;Cudl es la funcién de
distribuciéndel monto de un siniestro para la retencion neta del asegurador?
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3.6.4 REASEGURO EN EXCEDENTE

(2) Definicién,

El contrato de excedente es aplicable para la clase de seguro donde la suma asegurada, denotada por
Q, estd definida por cada unidad de riesgo (péliza o pélizas relacionadas con una propiedad u otro
objeto asegurado como en seguro contra incendios por ejemplo). La idea original que hay detras de
este tipo de contrato, tue el dividir no precisamente los siniestros (como en el conirato de exceso de
perdida) sino la poliza completa entre la cedente y el reasegurador. De forma mds precisa, si ocurre
un siniestro de monto Z,, y si la suma asegurada de la correspondiente unidad de riesgo es Q,
entonces la cedente retiene el siniestro total Z,, en ¢l caso donde Q no excediera un limite
establecido M. Si este no fuera el caso, entonces la cantidad retenida es proporcional a la razén
M/Q. Resumiendo, la parte de la cedente es

Z= -LQI-Z,O, para (Q>M)
=Z,, para (Q<M)

(3.6.6)

Observe que donde la pérdida total Z,,=Q el resultado es el mismo que en el contrato de exceso de
pérdida, esto es, Z=M o = Z,,, si Q<M. En ¢l caso de una pérdida parcial, esto es, cuando Z,,<Q, la
parte de la cedente es proporcional al grado de pérdida Z,,/Q. Por tanto, para unidades de riesgo en
donde 0> M el reasegurador participa en siniestros pequeiios también, contrario a la modalidad de
exceso de pérdida.

(b) La £.d. 5,(2).

Ahon la parte de 1a cedente Z estd determinada por Z,, y Q, las cuales son ambas aleatorias. En
otras palabras, la parte de la cedente Z de un siniestro, depende de 1a distribucion del vector
aleatorio (Z,,, Q). Una expresion para S, se deriva sobre esta base en la Seccion3.6.5.

En la prictica esta distribucion puede ser construida de forma mads conveniente directamente de
estadisticas de siniestros.

Para este fin la suma @ ticne que ser conocida, ademas del monto de siniestro total Z,, para cada
siniestro. Debe entonces determinarse un nimero, N,, correspondientea los siniestros que cumplen
las condiciones (3.6.6); asi todos los siniestros para los cuales Q<A y Z, <7 deben ser
considerados, seguidos por aqucllos para los cuales O>AM y Z,,<Z0Q/M. Si el namero total de
siniestros en las estadisticasen cuestién es N, entonces (ver Fig. 3.6.1)

Su(Z)=Nz/N. 3.6.7

La f.d. del monto de siniestro es una funcién de dos variables M Y Z. Puede tabularse en una tabla
de dos dimensiones con columnas para valores seleccionadosde Af. Cada columna correspondeala
columna4 en la Tabla 3.5.1. Los momentos para cada M se obtienen de 1a columna apropiada
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=) i
an) = Z"d S (@) = f'lzf'-(sM(i)-sM(i-I)). (3.6.8)
0 i=

donde i, es el valor mds alto del indice de renglén tomado en la Tabla (ver Tabla 3.5.1 donde
i=41).

(¢) Modificaciones.
La presentacion en el inciso (b) se simplifico de modo que fue supuesto un limite de retencién
anico M para ser aplicado a toda la cartera o para alguna seccién particular en estudio. Sin embargo,
la prictica es mas complicaday son necesarias modificacionesa esta regla.
En el seguro contra incendio es usual evaluar la pérdida maxima estimada (EML, estimated
maximum loss) por cada unidad de riesgo. Esta suma @, puede ser menor que cl valor asegurado
Q de la propiedad. Este es el caso si la unidad de riesgo es grande, o si fuera de un tipo tal que ¢s
altamente improbable que suceda pérdida total en un incendio. Entonces (944, es la suma estimada
de la pérdida en ¢} peor de los casos. La idea de la regla (3.6.6) fue ajustar la retencion neta de
modo que el siniestro retenido Z estuviera dentro del rango 0<Z<M. Esto pucde ahora lograrse
aplicando la retencion M'=MQ/Q,..,,.
Sustituyendo en (3.6.6) se obtiene una regla modificada (para Q,,,>Af)

2=z = .. (3.6.9)

Q Q}_\L‘

De esta manera, el resultado es el mismo que si la férmula original (3.6.6) fuera aplicada
reemplazando @ por Q,,,. Esta regla pucde tomarse como guia de construccionde S,,. Esto asegura
que las sumas Q,, estén registrados adecuadamenteen los archivos de la poliza.
Ademas, especialmente en contratos facultativos, la cedente puede, sobre la base de ajuste caso por
caso, escoger la retencién Af por separado para cada unidad de riesgo. Por cjemplo, las retenciones
pueden ser mayores que ¢l nivel promedio tenicndo los mejores resultados y viceversa (ver el caso
de varios maximos, Seccidn 4.6). Es dificil dar una regla para la construccion de la funcién S que
fuera aplicable en todos los casos. Dependera de la prictica y condiciones de trabajo de cada
asegurador. Un enfoque podria ser dividir las unidades de riesgo cn subgrupos de acuerdo con la
retencion aplicada A, y entonces primero derivar la funcién S por cada subgrupo y segundo aplicar
la técnica de composicién que se presentara en la Seccion 3.7. El trabajo no tiene que ser
abrumantemente agotador si los archivos. que de cualquier manera son necesarios para servicios
normales y la prictica de reaseguro, estin plancados de modo que también permitan el acceso a la
informacién necesaria para el propésito que nos ocupa sin renovar poliza por péliza manualmente.

(d) Comportami relaci docon la scleccion de reglas.

Algunas pruebas han demostrado que afortunadamente el comportamicnto riesgo-tedrico del
proceso de siniestralidad es bastante amplio en cuanto a variaciones en {a funcion de! monto de
siniestros S en la medida en que los riesgos mayorcs son limitados por reaseguro. Parcce ser posible
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adin obtener una idea del orden de la magnitud de las fluctuaciones de los siniestros agregados en la
retencion neta del asegurador simplemente aplicando la técnica del exceso de pérdida presentada en
la Seccién 3.6.2.

Entonces para M es tomado ¢l nivel mas alto de M aplicado en la practica (ver Pentikainen (1982),
Heiskanen (1982)). Estos resultados indican que las consideraciones son aceptables en
aproximacionesbastante toscas si estas fueran necesarias en algunos casos especiales.

*3.6.5 TECNICA UTILIZANDO EL. CONCEPTO DE GRADO DE PERDIDA

(a) S Bidimensional.

Otra manera de manejar el reaseguro en excedente (y también algunos problemas en célculo de
tasas) es reconocer que la parte de siniestro Z en la retencion neta del asegurador es en realidad
dependiente tanto de la suma asegurada Q como de la cantidad del monto total Z,,. La idea es
primero construir una £.d. bidimensional del vector aleatorio (Q,Z,,).

S(Zi . Q)= prob{ 2., < Zw: Q< O} (3.6.10)
zlol
W
~ oot
<
z ________ Q)
} \ N
P4 M qQ

Figura 3.6.1 Reaseguro en excedente. EL drea sombreada indica la parte de el rango de la
distribuciondel monto total de siniestro bidimensional donde Z<Z.

Entonces

S, (@=prob{Z<Z}={ | dS(Zu.Q) = prob{(Zm.QJc 4z2}.

Az
(3.6.11)
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La doble integral es con el objeto de invadir el area sombreada 4, de la Fig. 3.6.1.
(b) El grado de pérdida denotado por r, se introduce ahora

r=7Z,/Q. (3.6.12)
De la definicidn se sigue que 0<r<1. La f.d. condicional G de r asf como la (marginal) f.d. ¥ de O

puede obtenerse de S(Z,, O} (0 mas bien pueden derivarse directamente, ej. de datos empiricos si se
tiene disponibilidad a ellos) como sigue

G(riQ) = prob{r < r|Q = 0} = prob{ Z.., < rQ\Q = Q}

rQ Q
= [ dz,0,5(Zt0t- /[ d 700, S(Z1o1 D (3.6.13)
o [
y
W(Q) = prob{Q < Q} = S(Q.Q) (3.6.14)

Obsérvese que W(Q) no es la misma f.d. que puede obtenerse directamente del registro de sumas
aseguradas de los archivos de la cartera de las polizas en vigor. La suma de pdlizas O en (3.6.14)
estan ponderadasde acuerdo con la postracién de riesgo, lo cual causa las diferencias.

(<) Los momentos de S, pueden ser calculadosahora
an(M)= E(L")
= JE(z" Q= @ami)
o

= T E(1%1Q= QdW(Q)
+]'E(Z“ Q= QdwQ. (3.6.15)
&
y dado que Z,,~rQ y para Q>M Z=rM
(M = ';fg* E( 1Q= Q@+ A j E( IQ= QdW(Q)

M =
= [Qbw@dw @+ ar* [bQd¥(Q),
a A
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donde

!
bu(Q) = [rdGeri), (3.6.16)
o

los cuales se interpretan como momentos condicionales del grado de pérdida r. Nétese la analogia
formal con la formula del exceso de pérdida (3.6.3).

Estas expresiones pueden simplificarse si la distribucién del grado de pérdida es independientede la
suma 0, esto es, G(r) ¢s (al menos aproximadamente)la misma para objetos asegurados pequeflos y
grandes:

b)) = ba. (3.6.17)
Entonces

A
an(M = b [ [Q W@+ Mt (- WD), (3.6.18)
a
(ver Straub, 1978 y Venezian y Gaydos, 1980, ¢l ultimo estudio en Heiskanen, 1982).
(d) Algunos datos experimentales concernicntes al grado de pérdida. Lamentablemente la
condicion (3.6.17), esto es, la independenciadel grado de pérdida de fa suma @, puede en general

no ser lo bastante satisfactoria, como se observa en las Figs. 3.6.2 y 3.6.3 las cuales exhiben el
momento b, y 1a densidad de r para algunos valores de (.

Incendio no  px10° Incendio 5,20 ': Incendio
industrial "’ 250009 industrial 25 Q00 1 total
' '
H \
\ '
200001 20000-3 20000+
H : l.
1 . .
13000-) 5000 15000-4
\
! : :
\
000- 10 000-1 10000 -1
o H ! H
‘ : :
4 - -
2000-! 5000 E 2000 '
: : :
) A . R r
O-tlannsataceecbonniotvron o- o Py
© o 4 ' w* 1t W, o' ' ' w0’

Figura 3.6.2 El grado de pérdida esperada b,(Q) como una funcion de la suma Q. Seguro
Finlandés contra incendio industrialy no industrial por Heiskanen (1982). Unidad monetaria FIM
(=£0.1).
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Figura 3.6.3 Densidad de grado de pérdida para algunas sumas aseguradas ) (en unidades de
1000 FIM). Seguro contra incendio industrial en Finlandia 1973-78. Recopilado por Harri Lonka
(material no publicado).

Las pérdidas totales (/=1) son mas frecuentes para objetos pequeiios (Q pequeiia) que para grandes.
Por tanto, la aplicaciénde (3.6.18) nccesita una examinacion critica de la condicion (3.6.17).

Otra caracteristicade interés es el levantamiento de las curvas cuando r se incrementa hacia 1, Esto
corresponde a la experiencia de un incendio real. Una vez que un incendio ha progresado mas alla
de un cierto punto en una unidad de riesgo pequefia, puede muy rara vez ser detenido y la
destruccién es total. (Esta caracteristica ha sido observada por Whitney (1909), quien operd el
concepto de razdn de perdida y encontré analogias entre la distribucidon del monto de siniestroy la
formula de seguro de vida, tal como la fuerza de mortalidad, similar a la referida en el inciso

3.5.10(b).)
3.7 Descomposiciénde la cartera en seccioncs.

(a) Descomposicién.

Los datos basicos y las distribuciones basicas son por lo regular obtenibles convenientemente para
diferentes secciones de la cartera, ej. para diferentes clases y subclases.

Para el propdsito que nos ocupa es necesario encontrar técnicas para derivar las distribuciones y
caracteristicas que conciernen a toda la cartera, si las distribuciones y caracteristicas
correspondientesson conocidas para las secciones por separado.
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Esta descomposiciénen secciones es también ventajosa por la razon de que el negocio total puede
ser muy heterogéneo. De esta forma, es por lo regular mds ficil primero construir las distribuciones
para las secciones y entonces combinar las distribuciones parciales. Obsérvese que ¢l proceso de
suma de los procesos independicntesde la Poisson compuesta mixta de la seccidn es, en general, no
mayor a un proceso Poisson compuesto debido a que su variable de monto de siniestro depende de
las aleatoriedad de las variaciones de valores relativos de las variables de estructura de las
secciones. Sin embargo, si la variable de estructura q es la misma para todas las secciones, esto es,
la variacién de los pardmetros Poisson, n, j referentes a la seccion, estan sincronizados
completamente, entonces ¢l proceso de suma ¢s de nuevo del tipo Poisson compuesta mixta como
sé vera en el inciso (f). El caso Poisson, donde q degenera a la constante 1 (ver inciso 3.2(b)), es un
ejemplo (inciso (e)). Sin embargo en el caso general, donde esta clase de sincronizacidnno existe,
las caracteristicas principales de la variable suma pueden expresarse en funcion de las
caracteristicas de seccidn, lo cual es suficiente frecuentemente para cualquier aplicacion. Esto serd
llevado a cabo de tal manera que la (érmula compuesta sea formalmente similar a aquellas
derivadas para la cartera no dividida. Un beneticio de este procedimiento es que muchas de las
consideraciones presentadas mas adelante, son las mismas sin considerar si la cartera ha sido
supuesta dividida o no dividida ¢n secciones.

Por tanto, se asume que la cartera esta dividida en secciones j=1,2,....J, cada scecidn se representa
por un proceso Poisson compuesto (mixto). Sea X, que denota ¢l monto de siniestro agregado de la
seccidny en el intervalo de tiempo de longitud unitaria considerado (¢j. un afio). Entonces cl monto
de siniestro agregado de toda la cartera es la suma de los montos de las secciones

X=3X,. 3.7.1)

n= Zm, (3.7.2)
s

nuevamente el nimero esperado de sinicstros, ¢l cual es la suma de los nimeros de seccién
correspondientes. Ademas. sea

v, = %L (3.7.3)

un conjunto de coeficientes. Pueden ser llamados ‘pardmetros de distribucion’.
Entonces la notacién

a=2 vay, (3.7.4)
r

puede ser introducidadende
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as= [2'ds,@. (3.7.5)
o

S; es la f.d. del monto de siniestros supuesta para la seccién j. Como se realizé anteriormente, por
conveniencia de notacion los primeros momentos a,; de las secciones sé denotaran por m, y a, por
m.

La cantidad g, puede interpretarse como un 'momento ponderado en cero’ de la cartera compuesta.

(b) Valor medio.
Abhora el monto esperado de los siniestros agregados puede expresarse (ver (3.3.7)) como sigue

x=pr‘=Zn/m/=ﬂ2v,m,=nm=P. 3.7.6)
7 7 4
donde P=mn es (ver (3.3.7)) la prima de riesgo.

(c) Varianza.
Con el objeto de evitar términos dec covarianza en la rormula siguiente, estd supuesto que las

variables de seccion X; en (3.7.1) son mu pendi Los segundos y terceros
momentos centrales son entonces sumas simples de los momentos de seccién (ver ejercicio 3.3.4)
w(X) = E{(X-E(X))} =3 n(x,) G.7.7
7]
parai=2,3. Ademis de las
vy, €s necesario otro conjunto de pardmetros de distribucion
E|
o, =20y By (3.7.8)

Por tanto, los n; pardmetros son ponderaciones basadas en el volumen de prima de la seccion,
mientras que los v, pardmetros estan basados cn el volumen del niimero de siniestros.

La varianza puede ahora expresarse como una suma de las varinnzas de seccion, utilizando la
notacién (3.7.4) como sigue (ver (3.7.7))

=30k, =2 (may+nimal)
4 4
=na;+n’mc; (3.7.9)

=(r:/n+gl) P,
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donde (ver (2.8.5)) la notacién
oi=Y nick (3.7.10)
7

ri=a:/nm’. 3.7.11)

son introducidas. La expresién anterior es la extension del concepto de varianza de estructuray esto
tltimo el indice de riesgo (3.3.8). Obsérvese que ¢ aqui no se refiere a cualquier variable de
estructura real q; o} transporta simplemente el efecto compuesto de las variables de seccién gq; en
la varianza de la cartera. Ademds, nétese la similitud formal completa de la expresién compuesta
{3.7.9)con (3.3.7).

(d) Sesgo.
Primero, el tercer momento central de X puede derivarse de modo similar al segundo (ver (3.3.7))

W (X)= Z M (xl)
7

=Y may+3Q mmaycy+ 2 nimin,(q,) (3.7.12)
4 4 4

= qay uni 2 2 51 npmy o
=nY viay+3ntm’ 2 R Yol v’ L (
; Y Zj:m, el ' nm s rs(a,)

Por convencién(ver (3.3.8))
r=a/m’, (3.7.8)

y utilizando yo® en lugar de i, como se sugirié en el inciso 3.3(e) se obtiene la siguiente expresién
para el sesgo en funcién de la notaciéndada

2
(X)) rs 3 2410y + 3 1570 g2 P2
= =¢IL4 o —“+a 3.7.14
Tx % ("2 nm;nl y Z"l'yw w) (n @) ( )

Esta férmula asf como la expresidn entre paréntesis en la formulacién final de (3.7.9) son de
dimension cero respecto a la unidad monetaria, lo cual hace 'inmune’ al efecto directo de inflacién.
Esto simplificaalgunos aspectos cuando son estudiados periodos de tiempo mayores a un aflo.

(e) En el caso Poisson la funcidn S existe para toda la cartera y puede componerse de las funciones
de seccion S, haciendo uso de las f.g.m.s como sigue (ver (3.4.3)). La f.g.m. de la Seccion/ es

M () =exp[n,( [ dS,(2)-1)]. (3.7.15)
o
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y la f.g.m. de la cartera total se obtiene por multiplicacién (ver inciso 1.6(b), propiedad (iv))

M) =TT .05
4
=exp/ > il fe?dS;(2)-1)] (3.7.16)
7 [

=exp/n Je"d(z !:"‘S/ (2))-n].
o r

Pero esta es de nuevo la f.g.m. de una f.d. Poisson para la cual (ver (3.4.3),(3.4.1))

S2)=3 v, 5,(2). (3.7.17)
4

Por tanto, de acuerdo con la correspondencia inica de la f.g.m. y la f.d., puede concluirse que la
distribucion del monto de siniestros de toda la cartera pueda obtenerse como la suma ponderada
(3.7.17) de las funciones de seccién donde las distribuciones de seccién son del tipo Poisson
simple.

Obsérvese que los parimetros ponderados v, en (3.7.17) varian aleatoriamente en el caso general
donde es supuesta una variacién de estructuradependiente del tiempo y no estd sincronizada con la
cartera, por ejemplo, si la variacién de las secciones es mutuamente independiente. Entonces existe
una funcién del monto de siniestro no global que sera la misma de afio en aflo.

(f) Variacién de estructura sincronizada.
De (3.4.2) sc obtiene que los resultados de los incisos previos son validos también en el caso

especial de probabilidadesbasicas variables cuando la variacidén de tiempo de los n; pardmetroses la
sincronizacién n=nq, donde q es la misma para todas las sccciones. Este caso puede manejarse
calculando primero los momentos (3.7.4) y sustituyendo a éstos asf como la coyuntura o, ¥, ¥

T2(q) en (3.3.7) (ver ejercicio 3.7.1).

(g) Otras aplicaciones.
El resultado obtenido por medio de la f.g.m. en el caso Poisson es, sin embargo, mads general.

Mientras S debe, por supuesto, ser una funcién de distribucién del monto de siniestro en
aplicaciones de seguro, no hay razén para restringir consideracionesa funciones de distribuciénen
la medida en que son involucradas funciones componentes S;. Por el contrario, para facilitar los
cdlculos puede a veces ser aconsejable considerar S formada de componentes que no pueden
interpretarse como funciones de distribucién de un siniestro de cualquier parte real de la cartera. En
este caso mds amplio las funciones £, definidas formalmente como F en la Seccién 3.2, no son
necesariamente funciones de distribucidn, pero esta caracteristicano tiene influencia esencial en los
célculos, esto es, la funcién de distribucién & de la cartera puede obtenerse simplemente de las

funciones F, por convolucién.
F=F/*Fteee*fp,. 3.7.18)
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Por ejemplo, supéngase que hay dificultades al calcular una f.d. Poisson compuesta mixta F
directamente de (3.2.1) pero, para célculos iniciales, las funciones de distribucién F, de partes
diferentes de una cartera pueden ser conocidas, o pueden calcularse facilmente por separado para
cada una de esas partes, o es posible seleccionar un conjunto de J funciones S; para las cuales la
correspondiente F, puede calcularse en la practica, y esas funciones satisfacer (3.7.16). En estas
circunstancias la funcién de distribucién de ;toda la cartera puede obtenerse a través de estas
componentes de acuerdo con (3.7.18). Entonces, para obtener F, es necesario solamente calcular J-/
convoluciones, o cual es una forma esencialmente mas ficil que el cdlculo de un numero casi
ilimitado de convoluciones, lo cual es el caso cuando (3.2.1) se utiliza directamente. Por ejemplo, la
expresion (3.7.16) puede tomarse como los primeros J términos de la expansion de S en una serie
de algunas funciones auxiliares S, estas series tenicndo propiedades de convergencia de modo que
el resto puede olvidarse. El indicej en este caso, no se refiere, por supuesto, a cualquier seccién real
de la cartera.

Como un ejemplo, supéngase que la distribuciéon del monto de siniestros es (o puede
aproximadamente ser; ver Seccion 3.8) de tipo discreto, esto cs, solamente son posibles los montos
de siniestros Z,,Z,,...,Z,, con probabilidades q,,q;....q, y el proceso de nimero de siniestros es una
Poisson simple.

Entoncesla f.g.m. (3.4.3) se reduce a la forma

M) =expfn(Y. H e - 1)]
7 n

=nexp(n,e‘l’-n,). (3.7.19)
]

donde n;=nq,. Pero estc es producto de f.g.m.s. Poisson simples. Esto significa que la f.d. de toda la
cartera puede obtenerse por convolucion de J variables Poisson simples, cada una teniendo
solamente un monto de siniestro Z,. Este resultado puede interpretarse de modo que la cartera estd
dividida en secciones hipotéticas j=1,2.....J. Solo un monto de siniestro Z es posible en cada
seccion siendo el pardmetro Poisson n, y el niimero esperado de siniestros . La suma del agregado
de siniestros X por seccién tiene 1a misma f.d. como la cartera original bajo consideracién.

(h) Enlace con la teoria de riesgo individual

Como brevemente fue mencionadoen el inciso 2.1(b), la teoria de riesgo puede construirse también
tomando las unidades de riesgo individualmente (pélizas) como bloques principales de
construccion (4tomos) del proceso de riesgo. Esta fue, en realidad, la base en los inicios de la
historia de teorfa de riesgo. Las j 'secciones’ estdn definidas para ser justamente las unidades de
riesgo, y por lo tanto J es el nimero de pdlizas en la cartera. Entonces X en (3.7.1) es la suma de
los siniestros dados de la j-ésima unidad.

Observe que X; puede suponer también ¢l valor 0 y que, por supuesto, cualquier unidad puede dar
origen a mas de un siniestro.

Si las distribuciones, o al menos algunas de las caracteristicas relacionadas con las unidades de
riesgo individuales, son conocidas, entonces el proceso de siniestro agregado puede emplearse
utilizando los métodos derivados anteriormente. Un ejemplo estd dado en el ejercicio 3.7.1.
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Ejercicio3.7.1.

Considere un bloque de N=10000 unidades de riesgo j, cada uno teniendo una distribucién de
siniestros del tipo Poisson mixta compuesta con el mismo niimero esperado n,=0.1 de sinjestros. La
desviacion estandar de la variacion de estructura g; de cada unidad de riesgoj es 5,=0.2. Ademas, la
f.d. conjunta del monto de siniestros de las unidades estd aproximada por una f.d. discreta dada en
funcion de alguna unidad monetaria apropiada (¢j. £1000) como en la siguiente tabla, donde s, es la
probabilidad de que el tamafio de un sinicstrosea Z,.

i 1 2 3 4 5
Z, 1 2 4 8 16
s, 0.8 0.1 0.05 0.02 0.03

Calctlese py y oy para el bloque completo en los siguientes casos

®
Suponer primero que las variables de estructura g;=q son las mismas para toda unidad de
riesgo.

(i)

Suponer que las variables de estructura q, son mutuamente independientes.

3.8 Férmulade recursién para F.

(a) Derivacién de la férmula.

Un caso donde la f.d. Poisson compuesta F puede encontrarse por cdlculo numérico directo, es
aquel donde la f.d. del monto de siniestro § es equidistante discreta (frecuentemente llamada
‘celosia’) distribucién de acuerdo con la que solo pueden ocurrir los valores

Z=iZ, (i=1,2,3,...).

como monto de siniestro. Para abreviar Z, se tomard como la unidad monetaria: por tanto
2,=2Z/Z,=i. Sean las frecuencias correspondientes

g, = prob{z=1}. (3.8.2)

Por supuesto, cualquier distribucién puede ser aproximada por una f.d. de esta clase. En principio
no es necesario limitar el niimero de z, valores, pero lamentablemente los cdlculos numéricos muy
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pronto llegan a ser laboriosos si el nimero de puntos crece bastante. Por tanto el indice esta
limitado generalmentea algun rango mas pequeilo 1,...,s de modo que
q4,>0y q,=0 para i>s. (3.8.3)

Una o mis de las probabilidades para 1<i<s puede ser cero.
Es conveniente operar con frecuencias de probabilidad en lugar de 1a f.d. (acumulativa). Entonces la
formula basica (3.2.3) de la distribucién de Poisson compuesta se transforma como sigue

fx=3 pqt (3.8.4)
k=0
parax=0,1,2,...,
donde el monto total de siniestros se denota por un entero positivox, y
g4 = prob{z;+ z;+eee+ z =x] (3.8.5)
las variables z; son mutuamente independientes ¢ iguaimente distribuidas de acuerdo con (3.8.2). La
regla de recursién para la convolucidnes ahora

g =2 q4%". (3.8.6)
-4

Por convencién gy = 1.q7 =0 para x 2 1. Es necesaria una ecuacion auxiliar como una etapa
intermedia para un desarrollo posterior.
Esta se obtiene analizando la expresién

Ei= Ziq,q’:_',"'/ q%. 3.8.7

-t

El cociente ¢,¢%""/ g*" es la probabilidad condicional de que z=i para z,+...+z,=x; por tanto E, es

el valor esperadode z,

3
Ev= E{z|Y 2 =x).
=1

Debido a la simetria, este valor esperado condicional tiene el mismo valor E, para toda %
(i=1,2,...4) y la suma de todos estos valores esperados es x. Por tanto kE,=x o E,=x/k. Sustituyendo
en (3.8.7), se tiene la ecuacién siguiente

. kS, an
ar=-2igqr” (3.8.8)
=

Obsérvese que por (3.8.6) esto también se mantiene cuando g** = 0.
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Est4 supuesto ain que el proceso de niimero de siniestro pertenece a la familia que obedece la
Jormula recursiva (ver ecuacioén (2.9.13)),

pi=(@+b/kp,,. (3.8.9)

Esta formula fue introducida en el inciso 2.9(g) y se afirmd que la Poisson y las distribuciones
binomiales negativas pertenecen a ésta. Entonces la frecuencia f{x) para x>0 puede manipularse de
una forma tal que se exprese por los f valores calculados para x-1, x-2,....

Para obtener esta expresion debe primero notarse que de acuerdo con (3.8.9)

) =Y @a+b/ Kp,,q)
k=i
- . S b .
=Z“Pn-l‘h +z % Peibs -
k=1 k=]

La convolucitn puede ser disminuida en un paso haciendo uso de (3.8.6) y (3.8.8) y denotando
m=min(x,s)

o - S P .
S0 =2 ape 20 q, 00"+ 20 Pa 210,40
I =t =1 X a1
- - e &b & I
=2.04,3 pusqe 20T, Y prag
=1 I 1 X =
Las sumas interiores son iguales a f{x-i) como se vio de (3.8.4).
De este modo se obtiene la formula de recursion
minte.a

Jx)= Y (a+ib/x)q, fix-i). (3.8.10)

=t

Comenzando a partir del valor

SO)=p,, (3.8.11)

J(x) puede calcularse paso a paso parax=1,2,....
Si el rango s de la distribucidn S no es muy largo y si 7 no es muy grande, la formula de recursion

es bastante conveniente para calculos de f{x) y, por supuesto, la f.d. se obtiene inmediatamente por
sumatoria

F(t\7=F(xZ:)=if(")' (3.8.12)
P
donde X es el siniestroagregado y x miltiplode la unidad Z,.

Las observaciones dadas en el inciso 2.5(a) en lo que corresponde a programacion son aplicables
también para esta formula.
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(b) Refercncias,

Panjer (1981), Bertram (1981) y Jewell y Sundt (1981) han demostrado que la regla de recursiénes
vélida para suposiciones mas generales que la anterior. Jewell y Sundt también presentan un estudio
exhaustivo de la familia que satisface (3.8.9) y extienden su estudio a algunas distribuciones mds
generales. La férmula de recursion (3.8.12) para el caso Poisson fue presentada por Adelson (1966).

(¢) Ejemplo. La formula de recursion (3.8.10) es exacta. Sin embargo, si como un primer paso del
célculo de la f.d. original del monto de siniestro, {a cual puede ser de tipo continuo, es primero
discretizada, se originard una inexactitud por redondco y también por otras razones. Para probar la
sensibilidad de los resultados de este procedimientode discretizacionuna f.d. de Pareto truncada

0 @<
S§Z)={1-2% (1sZ<2l) (3.8.13)
1 (Z=21)

fue reemplazada por una f.d. discreta equidistante, concentrando la masa de probabilidad en 7+7
puntos

Z=11+A1+2A,.. . 1+rA=2]

donde A=20/r. Para probar el efecto de la longitud del intervalo los valores alternativos 20, 5,2 y 1
fueron supuestos para r. Las probabilidades asignadas a estos puntos fueron

ql¢IA=S(l+(i+‘g‘)A)'S(]’*‘(i'é)A);i =12...r-1
y a los puntos finales del intervalo [1,21]
i !
q,==S(1+3A);q,,,A =qu= l-S(I+(r-—5)A).

Los ejemplos en la Tabla 3.8.1 demuestran la sensibilidad del resultado para la densidad del
intervalo numero r.

Tabla 3.8.1 Ejemplos de F(X) para x<0 y I-F para x>0 por mil. La fd. Pareto del monto de
siniestro (3.8.13), la f.d. Poissondel niimero de siniestro, n=50, x=(X-my/cy la variable normada.

Numero de intervalosr

x 20 10 s 2 1

3 5.2 5.2 5.8 7.9 0.2

2 347 35.1 35.1 38.1 129.5
1 151.5 153.4 155.2 156.5 155.1
-1 152.8 158.9 156.3 160.5 47.5
-2 9.0 8.7 7.4 1.8 10.5
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Obviamente el método tolera una red de intervalo bastante amplio. Gerber (1982) ha sugerido
métodos de acuerdo con los cuales la inexactitud debido al redondeo por discretizacién puede
evaluarse.

Ejercicio3.8.1

Calciilese la funcion Polya F(X) para la combinacionde parametros =2, A=10. 5(Z) es una funcién
discretaen dos puntos Z,=1, Z,=2, §(1)=0.2 y X=0,1,2,3,...,6.

3.9 La aproximaciénnormal

(a) Necesidad de métodos de aproxi i6

Se apreciara de los capitulos anteriores que la funcién Poisson compuesta £ de la cual se obtiene la
distribucion de los siniestros agregados es, lamentablemente, complicada en lo que respecta al
célculo, particularmente en aplicaciones pricticas. Los métodos directos de ataque en el manejo
numérico de F frecuentemente conducen a expresiones muy engorrosas de modo que esto no es, en
general, ficil de manejar con problemas relacionados, por ejemplo, con diferentes métodos de
reaseguro, retenciones netas, y recargos de seguridad. La féormula de recursion presentada en la
seccion anterior puede ser util para aplicaciones relacionadas con pequeiias colectividades y en
problemas donde .X estd dada y F es requerida. Ademis, es extremadamente dificil obtener una
encuesta amplia de los problemas. Aunque si la naturaleza de los problemas justifica cdlculos mas
detallados, es necesario trabajar con aproximaciones simples; esto implica que uno de los
problemas de la teoria de riesgo aplicada, es el hallazgo de aproximacionesadecuadas.

(b) El teorema de limite central del cdlculo de probabilidad es una aproximacién clisica muy
utilizada en teorfa de riesgo. Para este propdsito, primero la variable X serd ‘normalizada’ o
‘estandarizada’, transformandolaen {a forma

x=(X-u,)ox (3.9.1)
donde (ver (3.3.9)), limitindose al caso Poisson,
{ hx =nm

S (3.9.2)
La variable normada x tiene media 0 y desviacién estdndar 1. El teorema de limite central dice que
lafd. F de x tiende a la f.d. normal

1

J(2n)

N = Jei=au, (3.9.3)

cuando » tiende a infinito, esto es,




FY) = F(x) = N®). (3.9.4)

(c) Discusién del drea de aplicabilidad.

En el Capitulo 4 y posteriormente se mostrard que la aproximaciénnormal simplifica esencialmente
los célculos, y posibilita su aplicacién para un amplio nimero de problemas que involucran muchas
variables y funciones basicas, de modo que no es posible de otra manera o puede solamente hacerse
con dificultades bastante considerables. Lamentablemente, sin embargo, la precisién de esta
aproximacién no es satisfactoriasi el sesgo de la distribucién es grande, como se demuestraen la
Fig. 3.9.1, donde los valores distribuidos normal son comparados con los llamados NP valores
calculados por un método que se presentard cn el siguiente inciso. Siempre que la precision de los
NP valores sea satisfactoria, las desviaciones de ellos indicaran el grado de inexactitud de la
aproximaciénnormal. La figura 3.9.1 sugicre que si el sesgo y es pequeilo ~como lo ¢s para carteras
que estdn protegidas por reaseguro y que no son muy pequefias- la aproXximacién normal da un
ajuste bastante bueno. Sin embargo, si y excede 0.1 las desviaciones crecen ripidamente,
especialmenteen Jas colas de la distribucién. La f.d. normal entonces generalmente sobre estima el
riesgo de exceso de siniestros y deberian no utilizarse si son requeridas las cvaluaciones de
seguridad.

(d) Los valores numéricos de la f.d. normal pueden obtenerse de libros de texto matematicos o
pueden calcularse haciendo uso de la siguiente expansién (Abramowitzy Stegun, 1970).
Calciilese primero

7 1
R= bt bt byt Y et +bst’), 395
(21:)31 (bt +b2t°+bst’ +bat’ +bst’) ( a)
donde

t=1/¢(1+02316419\x)).

y los valoresde b, i=1,2,...,5 son respectivamente
0.319381530,-0.356563782,1.781477937,-1.821255978,1.330274429

Entonces

R paraxs0

“R parax>0 (3.9.5b)

Nix) = {]
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Figura 3.9.1 Comparacién de la fd. normal (N} y la f.d. NP (N,) como una funciénde x y v. La
desviacion relativa 100(N-N) para x<0 y 100[(I-N)-(1-N)Y(1-N,) para x>0 es calculada y
entonces los pares de valores x,y son tabulados y graficados para los cuales esas desviaciones son
iguales a -75, -50, ..., 50, 100 de modo que constituyen ‘un mapa’ para dar las altitudes de las
desviaciones. Por ejemplo, para x=2 y sesgo y=0.1, uno puede leer que la desviacion relativa es
casi -11%, esto es, la aproximacién normal da un valor para I-F el cual es 11% menos que el
obtenido por el método NP. Las di. inuidadesen x=0 son debido a la presentacionde Fy I-F a
cada lado de la linea, debido al hecho de que F(0)#1-F(0) paray>0.

Cuando el valor N=N(x) de la funcién estd dado y ¢l correspondiente valor del argumento x es
requerido, calcilese primero

(= J-2InN para0<N<0.5 (3.9.62)
J2In(1-N) para 0.5 <N <1,
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coteittest’
= e—— 3.9.6b,
YU TR v a v an (260
donde
¢=2.515517, c,=0.802853, c,=0.010328
d,=1.432788, d,=0.189269, d,=0.001308.
Entonces

_{~y para0<N <05 1.9.6
* y para0.5<N <1 (3:560)

EIl monto absoluto del error se estima a ser <7.5 x 10® para (3.9.5b) y <4,5 x 10™ para (3.9.6¢).

3.10 Series de Edgeworth
La aproximacioén normal (3.9.4) es en realidad solamente un caso especial de una férmula mds

general, conocida como una expansién de Edgeworth
FX)=Gx) = Nx)- 617 N @)+ -2—1;7 TN G+ ;lz—y ‘N )+ R, (3.10.1)

donde NV es nuevamente la f.d. normal (3.9.3), x es el variable normada (3.9.1) y v y v, son el sesgo
y la kurtosis (3.3.7) de X.

El término del residuo contiene al menos 1/ en potencia 3/2 en el caso Poisson. La expansién de
Edgeworth se obtiene de manera mds simple por medio de la funcién caracteristica de F,
expandiendo la exponencial en una serie de MacLaurin y regresando a las funciones de distribucién
después de la integracién, haciendo uso de la comrespondencia de la funcién caracteristicay la
funcién de distribucién.

La ecuacién (3.10.1) muestra que la aproximacion normal es simplemente la forma dada por la
expansién de Edgeworth cuando solo el primer término es retenido, esto ¢s, ignorando los términos

de O¢1/~n). Si las expresiones explicitas de derivadas mayores de la funcién normal N se
introducenen (3.10.1), puede mostrarse que el error de la expansién de Edgworth tiende al infinito
en la medida en que el niimero de términos se incrementasin limite. La expansién de Edgeworthno
es una serie convergente sino una scrie divergente. Sin embargo, tomando un numero apropiado de
términos en una vecindad del valor medio da resultados aceptables. Puede esperarse generalmente
que el resultado sca bueno hasta en una distancia de dos veces la desviacion estindar desde la
media, pero para puntos fuera de este intervalo el resultado se deteriora ripidamente. Desde el
punto de vista de la teoria de riesgo, esto resulta desfavorable ya que en la mayoria de los
problemas el interés principal se da en puntos lejanos que sc encuentran de dos a tres veces la
desviacién estandar a la derecha de la media. Por esta razon es necesario mejorar esta serie, lo cual

se hara en las siguientes secciones.
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3.11 Aproximacién potencia Normal

(a) Antecedente.

La aproximacién de potencia normal fue encontrada originalmente por Kauppi y Ojantakanen
(1969). Ellos calcularon, de manera paralela, los valores de la aproximacion normal y los valores
reales de la Poisson compuesta / en casos donde éstas son calculables exactamente o la precision
estd dentro de limites controlados. Se encontrd que, en general, las diferencias obedecen un cierto
patrén simple. Esta observacién sugirié una correccién de estandarizacion (ver (3.9.1)) del
argumento x de modo que lo transformo en otro aproximadamente distribuido normal, la variable y.
También se encontré pronto una derivacion tedrica para la formula y con el tiempo demostré ser un
caso especial de una transformaciénoriginalmente dada por Cornish y Fisher (1937).

Una buena parte de la idea puede encontrarseen Kendall y Stuart (1977, parrafos 6.25, 27).
Hablando en general de la situacién en el presente caso, como también en muchas otras ocasiones
en estadisticas matemdticas, es que una variable x tiende a ser normal cuando la poblaciéna la cual
estd relacionada llega a ser grande. En nuestra aplicacioén, esto significa que la variable de volumen,
el nimero esperado de siniestros n1, deberia ser grande, haciendo el sesgo pequeiio; de acucerdo con
el inciso 3.9(c), esta es una indicacion para la aceptacién de la aproximacion normal para {a variable
Poisson compuesta normalizada x. Sin embargo, si la colectividad es pequeia o s supuesto un
sesgo en la funcion de estructura, aparece una desviacién significativa de normalidad. La idea es
encontrar una transformacién

=u(y), (3.11.1)

la cual convierte una variable y distribuida normal A(0,1) en otra variable x, que pueda ajustarse
mejor a las distribuciones reales. Es conveniente intentar encontrar una funcién v que incluya
algunos parametros libres. Esta tiltima se elegir, por ejemplo equiparando los momentos menores,
para obtener un ajuste mdximo con la f.d. compuesta empleada. Entonces tenemos
F(X) = F(x) = N(v'(x)) donde F esla f.d. de la variable estandarizada Poisson compuesta(3.9.1)
y v' es lainversade la funcién v.

(b) Derivacién de la férmula NP.

Puede demostrarse que una transformacion apropiada v en forma po]lnomml puede obtenerse
invirtiendo la expansién G de Edgeworth (ver (3.10.1)).

Primero denotemos y+Ay=x. Entonces la relacién requerida (esto es, x=v(3)=y+Ay) cntre x y y
puede obtenerse de la ecuacién

NG =G+ Ay ~ Fix), (3.11.2)

la cual determina y de modo que N()) da (aproximadamente) ¢l mismo valor que la expansién de
Edgeworth. Esta ecuacién puede ser escrita en el caso Poisson compuesta (omitiendo la variacion
de estructura)
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I . I
NO)-Niy+ 890+ =y N+ &)y ; NGy + )
-;%V’N"‘0'+Ay)+0(n"”)=0 (3.11.3)

Esta es resuelta por medio del método de Newton, de acuerdo con el cual la solucién de una

ecuacién f{u)=0 puede encontrarse si alguna solucién aproximada u es conocida como la

expansion

w200 110 f)
Tt 25t o

Ahorafes la Lhs de (3.11.3), u=y y u=y+Dy. Ademas, las derivadas de la f.d. normal N son
necesariasen forma

] -sese

Ny =_ "N N“ () = (¥ -DN'0): N (3) = (¥ - 3y9N'(3); ...

3.11.4
las cuales se obtienen rapidamente por diferenciacién(3.9.3). lgualmente las derivadas mayores de
N(y) pueden expresarse como polinomios en y multiplicados por la primera derivada N'(y)
(lamados polinomios de Chebyshev-Hermite, ver Kendall y Stuart, 1977, par. 6.14). Sustituyendo
en (3.11.3) y después de algunos calculos directos el método da

-6-7(}* l)+—72(y 3))*77 - 10y’ + 15y

1*‘27(,\’ -3+ O0(n’)

!
1y+0(n'?) 67 -1+ O(u")
21+0(n "") l+0( oy

——v(y 1)+-—7,(y 3y)-——7 22y -5+ 0(n™?),

7 +0(n"?)

de 1a cual se obtiene la transformacion buscada v(3)
! i I
=) =y+ Ay =y (¥ -Dr =y (y'-3)- 5y 237 -5+ O ).
6 24 36
(3.11.5)
Si solamente es considerado el primer término de correccién, entonces se obtiene la siguiente

aproximacién para encontrar un valor cercano a la funcién Poisson compuesta F(X).
Primero resolviendo y de

x=(X-py)/ox= y+—1x(y-!) (3.11.6)
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Entonces

FX)=F(x)= Ny, [«RE%))

F= N[-2—+ ’i_,+ 1+ 858y (3.11.8)
Yx Tx Yox

Si son considerados los siguientes dos términos en (3.11.5} ¥ ¥x ¥ 1:{X) son denotados de nuevo
brevemente pory y v,, se obtiene la versién extendida

o, sustituyendoy en N¢;)

! 2 ! ) I 2,4 o
=y 4 — 1)t — -3 2 -5y,
x=y 67(y ) 247,(}' y:) Al 2y -5y)

3.11.9)
La raiz y de esta ecuacidn puede encontrarse por solucion directa u otros mdétodos y sustituyendoen
(3117

Esas formulas son llamadas aproximaciones NP (aproximaciones de potencia normal). Son
aplicables adecuadamente solo para x>1. Para el rango restante son dadas algunas modificaciones

posteriormente, pero primero serdn discutidas algunas caracteristicas especiales y 1a cuestion de
precision.

{¢) Discusi6én.

Los resultados anteriores pueden interpretarse formalmente de dos modos diferentes. Puede decirse
que la variable Poisson compuesta se desarrolla como una serie semi-convergente (3.11.5) de la
cual se aceptardnun nimero apropiado de términos para dar valores numéricos aproximados para la
relaciénentrex y y.

Otra interpretacién se obtiene cuando el nimero de términos aceptados es fijo. Las relaciones
x~—y Yy y-»x estin entonces definidas unicamente para todos los valores reales de estas
variables como s¢ verd consccuentemente, encontrindose de esta manera una transformacién
explicita v()) como se requiere cn ¢l inciso (a). Finalmente es construida una nueva £.d., N(vi(x)}.
Si, como en el caso qué sigue, se suponc la versidn corta (3.11.6), entonces v(y} incluye un

pardmetro solamente, el sesgo v, y puede denotarse adecuadamente por v,(3). Ademds, es
conveniente introducir las notaciones

Ny (x) = N(v/ (x)). (3.11.10)

La media, la desviacién estandar y el sesgo de esta distribucion son aproximadamente 0,1 y v
(=parémetro libre) respectivamente si se utiliza la versidn corta (3.1 1.6). Es conveniente decir que x
es distribuida NP denotado NP(0,1y). La variable X=j1,+x0y (ver (3.9.1)) es entonces distribuida
también NP teniendo py, Ox, Y=yx aproximadamente como la media, la desviacién estandar y el
sesgo. Obsérvese que una transformacionlineal no cambia el sesgo, esto ¢s, x y X tienen el mismo

sesgo. Abreviadamente puede decirse que X es distribuida NP(1y,0x.v) teniendo la £A.NJ(X-
1)/ox].
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La distribucién Poisson compuesta fue aproximada por la f.d. normal Mu.0,?) en la Seccién 3.9,
por lo que ahora serda aproximada por la distribucién NP(p,,0x.7x]. El beneficio crucial de este
enfoque es, por supuesto, que ahora estin disponibles tres parimetros en lugar de solo dos. En
realidad, la f.d. normal es extendida a una familia de funciones teniendo un parimetro extra y
disponible. Para y=0 la funci6én NP se reduce a la funcién V.

Ya que la prueba estd basada en la suposicionde que F puede representarse por un namero finito de
los términos iniciales de la expansion de Edgeworth, el resultado no puede esperarse seca mejor al
obtenido por el uso directo de (3.10.1). Este argumento prucba sin embargo, sorprendentemente, ser
erroneo. La experiencia de la aplicacidn de (3.11.8) ha mostrado, como se presentara en incisos
posteriores, que si ¥ no es muy grande da resultados bastante buenos, mientras que la expansién de
Edgeworth es generalmente insatisfactoria para desviaciones a cierta distancia de la media. A
primera vista esta parece ser defectuosa, debido a que no sc espera que una formula inexacta fuera
mejorada haciendo aproximaciones mayores cuando se invierte, Pero no es necesariamente asi. La
expansion de Edgeworth no es una seric convergente sino divergente y su adecuacién depende,
entre otras cosas, de cuantos de sus términos son aceptados por la aproximacién. El mismo
argumento se manticne verdadero para la expansion invertida, y no es milagro si los términos
iniciales de una expansion dan aproximaciones mas exactas que aquellas de otra expansién. Esta es
en realidad una caracteristicaconocida de las series semi-convergentes.

(d) Funcién dc estructura NP,

Vale la pena notar que la funcidén NP (3.11.8) incluye solo como parametros el valor medio py, la
desviacién estindar oy y ¢l sesgo v de la distribucion del siniestro agregado X. Las distribuciones
involucradas del mimero y el monto de siniestros no son necesarias directamente; éstas tienen un
efecto solo a través de los momentos, los cuales determinan las caracteristicas anteriores (ver (3.3.9)
o (3.3.7)). Por tanto para los cilculos correspondientes son necesarias solamente estas
caracteristicas.

Esta es una observacién importante, debido a que frecuentemente los momentos pueden derivarse
directamente de los datos empiricos (ver (3.5.2), (3.6.3), (3.6.8) y Seccion 3.7.7) y no es necesaria
una formulacién analitica de las distribuciones del niimero y monto de siniestros. Por el contrario,
un intento de forzar estas distribuciones a la forma de alguna funcién analitica estindar puede dar
lugar a ertores de redondeo que son dificiles de controlar y que son, en realidad, innecesarios.

(¢) Extensién del drea de aplicacién.

Las férmulas anteriores fueron originalmente derivadas solo para la distribucidn Poisson compuesta
simple por lo cual son, como también la aproximacién nonnal, asintéticamente correctas. Pueden
aplicarse formalmente a cualquier distribucion sustituyendo las caracteristicas respectivas de la
distribucién en (3.11.8). Por cjemplo, la f.d. Poisson mixta compuesta puede aproximarse
calculando las caracteristicas utilizando (3.3.7). Las pruebas referidas dentro del siguiente inciso
prueban que la precision es casi tan buena como en el caso Poisson, en la medida en que los
criterios que se presentan adelante sean satisfechos. Esto es entendible ya que N,(X/nny tiende a
NP(1,6,,Y,) cuando n—» . En otras palabras, aproxima la funcién de estructura como una
distribucién limite. Pero ésta es precisamente la funcion hacia Ia cual la fd. Poisson mixta
compuesta F tiende de acuerdo con la ecuacion (3.3.16).
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(f) Precisi6én.
La utilidad del método NP ha sido probado compardndolo con otros métodos, los cuales dan

exactamente o al menos valores controlados para la funcién compuesta F; a este respecto pueden
citarse los trabajos de Kauppi y Ojantakanen (1969), Pesonen (1967 a, 1969), Berger (1972) y
Pentikdinen (1977). Los resultados son dados en laFig 3.11.1 y en la Tabla3.11.1.

' I
H
0?
m-?
Normal
072 ]
. \
Edgeworth ] N Exacta
.4 . 3

10 ' x

- a E

Figura 3.11.1 Ejemplo de valores aproximados de la Normal, Edgeworthy NP. La fd. Polya F con
h=100, n=25, la f.d. de monto de siniestro Pareto con a=2 truncada y discretizada en los puntos
Z=1.2,...,21 (ver la Tabla 3.11.2). Las curvas pequeiias irregulares son debido al calculo de esta
Juncion discreta, estrictamente en puntos equidistantes los cuales no coincidieron con las medidas
de F, resultando pequeiios errores del redondeo irregular.
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Tabla 3.11.1 Valores calculados de la Poi: compuesta por la formula recursiva (3.8.12) y la
Jormula NP. La fd, Pareto truncada del monto de siniestro con =3, 1<z<11 discretizada en 11

puntos, y=0.18, n=100.

x F N, (N = FyF, N, -F

-30 00004  0.0004 -6 - 0.0000

-25 00039 00034 —1358 - 0.0008

F l-20 0.0i84 00174 -512 —0.0009
-1 00617 00616 -0.19 ~0.0001

~1.0 0.1560  0.1594 212 0.0033

| -05 03092 03178 278 0.0086

0.0 04762 04877 241 00115

0.5 02946  0.3004 197 0.0058

1.0 015711  0.1587 0.99 0.0016

1.5 00721 00715 - 086 —0.0006

1-F 20 00286 00276 —355 -0.0010
2.5 0009 00092 -107 - 0.0007

3.0 00025 00026 386 0.0001

3.5 00007 00007 -0.52 - 0.0000

40 00002 00001 - 581 —0.0000

La precision llega a ser critica cuando para valores positivos de x el sesgo se incrementa hasta,
por decir 1.5 o 2, primero en la periferia del valor x y entonces sobre todo el rango. Para valores
negativos del argumento x, el deterioro de las desviaciones relativas para valores mayores de x
comienza a aparecer cuando el valor del sesgo es menor que 1, ain si las diferencias absolutas son
bastante pequefias. La Tabla 3.11.2 pretende ilustrar el area critica. Para este proposito, fueron
tomadas como ejemplos distribuciones heterogéneas y ademads el parimetro n, el niimero esperado
de siniestros como un indicador del tamafio de la cartera, s muy pequefio. Por tanto, otra condicion
critica es que n no deberfa ser muy pequefia (<25).
La Fig. 3.11.1 ilustra el comportamiento tipico de las diferentes férmulas. La f.d. normal es
simétricay por lo tanto incapaz de aproximar distribuciones sesgadas. La expansion de Edgeworth
es claramente mejor, pero ninguna tan cerca y tan efectiva como la formula de NP, que da, hasta
para una 7 tan pequefta como 25, una aproximacion bastante buena sobre todo el rango.
En la prictica, el tamaiio de la cartera en compailias de seguro hace que el parametro de sesgo sea
gencralmente pequefio, debido a que el parametro de volumen »n estd en el denominador de su
expresién (ver (3.3.7)). Este es principalmente del orden de magnitud de 0.1, 0.4, y por lo regular

ain menor.
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Tadbla 3.11.2 Valores distribuidos Polya, h'y n como dados en la tabla. La f.d. Pareto truncada del
monto de siniestro (a=2, 1<7<2]), discretizada en 21 puntos. En el blogque supcrior
F parax<0o1- F para X 2 0, y enel blogue inferior las desviaciones relativas de los valores de

NP desde los correspondientesvalores F o 1-F.

h £l 100 100 10 I0 100 5 100
n 100 100 25 25 10 10 s 5
1 0.3281 0.3316 0.6453 0.6749 0.7743 1.0280 1.1426 1.4599
-2 F 0.0131 00130 0.0063 0.0031 00019 0.0004 0.0456 0.0277
-1 0.1605 01605 0.1593 0.1518 0.1558 0.1445 0.1644 0.1195
(4] 0.4793 0.4789 0.4465 04558 04479 0.4497 04175 0.4076
11-F 0.1534 0.1547 0.1500 0.1550 0.1554 0.1449 . 0.1530 0.1320
2 0.0308 0.0309 00361 00373 00395 0.0468 0.044! 0.0450
3 00040 0.0040 00067 00071 0.0080 00112 0.01t15 0.0160
4 00003 00003 00010 00011 00013 00024 0.0026 0.0046
[N, — F)}F) x 100
-2 1.2 1.3 -94 638 92.5 1672 —986 ~99.7
-1 0.2 02 49 10.7 98 25.2 134 719
o’ -02 -02 24 -0.1 0.2 -39 17 -09
1 34 26 58 23 2.1 9.5 3.7 20.2
2 1.2 03 63 4.5 39 -1.7 9.4 19.0
3 -42 =30 36 3.2 53 09 10.1 22
4 -4 1.2 -14 4.2 6.7 36 13.6 08

Las pequefias isregularidades en desviaciones relativas son debidas parcialmente a los mismos efectos de redondeo
comoenlaFig.3.11.1.

Los ejemplos dados, asf como la expcriencia referida anteriormente y la obtenida en conexidn con
ciertas aplicaciones, sugieren que la aproximacion NP puede utilizarse de manera segura en tales
cir ias. Obvi 1a Tabla 3.11.1 y la Tabla 3.11.2 para n225 y 42100 ofrecen una
visualizacién tipica de la precision, mientras que la Tabla 3.11.2 para n y A pequeflas, ilustra
condiciones dudosas en la mayor parte.

Obsérvese que los diferentes enfoques para el cilculo de ia f.d. Poisson compuesta se
complementan uno a otro. L.a aproximacion normal es preferible para y solamente distribuciones
ligeramente sesgadas como sugiere la Fig. 3.9.1. La férmula AP es aplicable también para
colectividades de tamafio medio teniendo un sesgo considerable. Para colectividades muy
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pequeiias, donde la aproximacion NP también falla, son apropiados métodos exactos basados en el
cdlculo recursivo tratado en la Seccion 3.8. Por otra parte, estos métodos exactos no son apropiados
para célculos numéricos si la colectividad, esto es n, es grande y la f.d. del monto de siniestro no es
forzada hacia alguna forma simplificada.

(g) La versién larga (3.11.9) frecuentemente mejora la aproximacién (Pesonen, 1969; Pentikiinen,
1977). Sin embargo, en la medida en que y aumenta, puede empeorar la adaptabilidad de esta
versidn en las colas de las distribuciones de un modo irregular y su utilidad no esti bien analizada
hasta ahora. Principalmente por esta razon, solamente se utilizard la version corta en lo consecuente.

(h) Extensidn a valores negativosde x.

La funcion Poisson compuesta F es un bloque de construccion bisico en los tipos de problemas
més complicados que se analizardn en los siguientes capitulos. Frecuentemente es necesaria para
todo el rango de la variable X, esto es, también para valores negativos de la variable normatizada x
en (3.9.1). En algunos problemas el valor de la funcién F es dado y el valor de la variable
relacionadaa X debe calcularse. Para integracionesy simulacionesrapidas de algunas formulas, son
necesarias para F, su inversa F' y derivada F'. La forma original de la aproximacién de NP no es
apropiada para todos estos propésitos y serd manejada adecuadamente.

Sea
g=Y/6 y h=y/24,

Para derivar una férmula trabajable para la ‘cola corta’ (x<1) en la version extendida (3.11.9), y se
expresa como una serie de potenciasde gy A

Y=awtan8tang tauh+ese

donde los coeficientes g, son desconocidos y deben encontrarse. Solo los términos incluidos en

segundo lugar y potencias menores que // Jn son tomados en la expansion. Sustituyendo en
(3.11.9) e igualando a cero los coeficientesde cada potenciade g y b, la expansion

yEx-gx (DA (4T hx (P -3x)+eee 3.11.11)
se obtiene después de algunas reduccionesalgebraicas.
En la mitad de la distribucién los primeros dos términos son suficientes, pero para la cola el tercer

término es atn necesario. Para evitar discontinuidad es apropiadoe incorporar el tercer término en el
punto

Cxo=-J(7/H4) (3.11.12)
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ya que es cero en este punto. Por tanto
y=x-gx(x'-D+ g’ x(dx’-Tx) x£(x0- %) (3.11.13)
donde € es la funcién escalonada (1.5.3).
(i) Resumen.
Por conveniencia, 1a formula original (3.11.8) y la férmula modificada son resumidas de la

siguiente torma

(i) dado X, sera encontrada F(x)
x=(X-py)/ay (parap, o yy ver(3.3.7)

g=y/6x0=-J(7/4)

y=,’(1+%gy+§)--,1§ para x21

=x-g(x’- D)+ g (4x' -75)e(x0-%) parax<1

F(X) = N (3.11.14)

Utilizando la notacién de (3.11.10) las relaciones anteriores pueden escribirse brevemente como

F(X) = N, (x)= Nfvi' ()], (3.11.14a)

i
!
i
!

donde v;/(x) es la transformacion x — y definida por la tercera y cuarta lineas de (3.11.14) e
ilustradaenla Fig.3.11.2.

(ii) dada F(X) encontrar.\’
Son calculadas primeramentc las cuatro constantes auxiliares

7
Yo=_ (j)'—!,
L R
44 g° 12
17 1 51 1y
= o Ly L
Q 1728¢’ 96g 8¢
D=y(P'+Q).
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donde y es la rafz de F(X)=N(3), esto es, y=N"'(F(X)). Entonces

x=y+g(y'-1) parayzl
H 1 1 y
\ =L, 1(3.11.16
. 2z V4¢’ g) paraye<l ¢ )

=</(D-Q)-{/(D+Q)+i paray<y,

y finalmente
X =y +xox (3.1117)
02 04
5’ 001/03/0% 07 /uo‘5
ImByy o2 azeza o
. {1 1 30
11 3
: N =
; ! I
B 1
i 5 -4 .3 .2 - v 2 3 4 3 6 7 8 9 10
‘ i1,
! .2
.
= /81 R
7708 UL .5

720010308 1 23

Figura 3.11.2 Transformacién NP cuando x-vy, donde y es distribuida N(0,1) y x=v,() es
distribuida NP(0, 1.y).

La ltima parte de la férmula (3.11.16) se obtiene de (3.11.14) por medio de la solucién de Cardan.
Utilizando la notaciénde (3.11.10) las relaciones anteriores pueden escribirse brevemente como

X =py+taxew [N'(FA)] (G.11.178)
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donde v,(y) est ahora definido por (3.11.16).
La fig. 3.11.2 muestra la transformacion de la variable x — y de acuerdo con (3.11.14). Puede
también utilizarse como un monograma que da aproximadamentey cuando x es dado o viceversa.

(i) La funcién de densidad f de F se requiere para aplicaciones donde son calculadas
convolucionesy otras integrales. Puede derivarse de las ecuaciones dadas por diferenciacion

— L dy = 1
)= F'(x}— = =
F{AY) (x) v f(x)cj -

(3.11.18)

paraxz1

=1-2gx+ @ (12x° - 7)e(x0- %) para x<{.

donde, como anteriormente, g=y/6.
Cuando X es dada, la correspondicnte y es calculada de (3.11.14) y es entonces incorporada en
(3.11.18).

Las aproximaciones convenientes existen para la programacion de la funcion normal ¥ o su inversa
(ver(3.9.5)y (3.9.6)).

(k) Comportamientoasintético.

Se planted en el inciso 3.3(g) que la variable relativa Poisson compuesta x=X/mn tiene para n — o«
los limites 0,=0, ¥ v,=7, ¥ su f.d. tiende a la f.d. estructura /. Entonces NP(1,0,,7,) tiende a
NP(1,0,.7,). por tanto aproxima la funcién de estructura HXX/mn) (ver (3.3.16)). El buen ajuste que
puede dar la funcion NP para F(x) para valores grandes del parametro de volumen n, depende
obviamente, en que tan bien puede aproximar la funcién AP la f.d. de estructura /4. Esto depende de
la forma de /. Sin embargo, en aplicaciones practicas este problema por lo general tiene solo un
valor académico, debido a que la forma estricta de / es muy rara vez conocida. Generalmente solo
su desviacién estindar o, puede cvaluarse y , quizds, también ¢l sesgo v, en algun cierto grado.
Entonces obviamente la funcién NP con los mismos parametros puede representar ésta asi como
cualquierotra f.d., a menos que quizas alguna razon particular justifique otras conclusiones.
Obsérvese que en el caso Polya donde la distribucion de estructura es supuesta como una funcion
gamma, la distribucién limite es también una funcién gamma. Entonces la aproximacion gamma
presentada en la Seccion 3.12 puede parecer un enfoque natural. Sin embargo, como se vera, las
funciones NP y gamma teniendo los mismos valores de media. desviacion estdndar y sesgo, dan los
mismos valores numéricos a un nivel muy proximo.
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(1) Discusién.

Un inconveniente del enfoque anterior es que 1a derivada (3.11.18) tiene discontinuidades en los
puntos 1 y x,. Estos problernas pueden removerse aplicando la técnica Jlaumada spline por ejemplo,
pero ésto conllevaria a expresiones complicadasy aumento en el tiempo de clculo. Ademds, ésta
no daria un resultado mucho mejor que la aplicacién directa de (3.11.18), debido a que éstas
férmulas son necesarias principalmente para el cdlculo de integrales del tipo | A(x)dF(x) donde A
es alguna funcién, dependiendo de la aplicacidn que sec trate. Los errores en cualquer lado de los
puntos de discontinuidad tienen signos opuestos y por tanto son probablemente compensados unos
a otros en la integracion.

La pobreza de ajuste para valores negativos de {a variable normalizada x han sido ya mencionados
en el inciso (f). Si el pardimetro n es pequeilo, puede resultar con alguna probabilidad significativa,
que X tenga un valor negativo (mientras que X fue supuesta de manera global no negativa, ver
Seccion 1.3). Esto estd demostrado en el ejercicio 3.11.2, dando una prucba simple para la
aplicacién de la férmula, en circunstancias donde es requeridala cola negativa de la distribucion.
Aunque las férmulas (3.11.14) para (3.11.18) no son tan simples en su forma como uno desearia -
principalmente debido a la necesidad de dividir el rango de la variable x en secciones, teniendo
diferentes expresiones- son facilmente programables y convenientes para el cdlculo rdpido. Un
beneficio mayor es que pueden operarse en cualquier direccion X — F(X) y F(X) — X,

(m) La férmula Wilson-Hilferty (3.5.14) es otro c¢jemplo de la transformacién de
‘estandarizacion' (3.11.1). Aplicado ahora para ¢l cdlculo directo de F(x), esto da valores muy

proximos a aquellos dados por la féormula NP cuando el sesgo y no es muy grande (2 para x
positivay <1 para valores negativos de x).

Ejercicio3.11.1.

Sean los momentos en cero de la f.d. del monto de siniestrosa,=£10", a,=£10% a,=£'10" yseanla
desviacién estindar y el sesgo de la distribucién de estructura 0.1. y 0.5 respectivamente y el
numero esperado de siniestros n=10,000. Calculese la probabilidad de que el monto total de

siniestros exceda 14 x £10% utilice (a) la aproximacién Normal, (b) 1a férmula de NP y (c) la
formula Wilson-Hilferty.

Ejercicio3.11.1

Muéstrese que cuando una variable Poisson compuesta es aproximada por la formula de NP, una
condicién para probabilidad de valores negativos que son <¢ es que

n>rixi/(1-xicl), (3.11.19)

donde x, es la rafz de e=N,(x). Calcule el limite inferior (3.11.19) de n para e=10™, r,=10, r;=200,
0,.=0.05y v,;~0.5.
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3.12 Aproximacién Gamma

(a) Funcién gamma de tres parimetros.

La funcién Poisson mixta compuesta F puede aproximarse también por la funcidn gamma
incompleta I'(ax+ b, ), donde de nuevo x ¢s la variable normal (3.9.1) y los pardmetrosa, by ¢
estan determinados de la condicion de que la media, la desviacién estandar y el sesgo deberfan ser
igualesa las de F. Como fue visto en la Seccidn 3.5.6, estas condiciones resultanen

FX) = (a+xJo.a)xz-Jo, @3.12.1)
donde
o= 4/y".

Ahora y es el sesgo de la distribucion de siniestro agregado (en lugar de la f.d. de monto de
siniestroen (3.5.9)).

Las referencias para la técnica de calculo fueron dadas ya en la Seccidn 3.5.6 (ver también Bohman
y Esscher, 1964; Pentikiinen, 1977 y Seal 1977).

(b) Aplicabilidad.

La aproximacién NP y la aproximacion gamma estin comparadas en la Fig. 3.12.1. En el drea que
es necesaria principalmente para las aplicaciones, ambas aproximaciones muestran valores muy
cercanos. Solamente cuando los incrementos del sesgo al nivel 2 hacen que los valores diverjan
para los valores positives de x y ya desde antes para los valores negativos. Pero estas son arcas
variables donde ambas aproximaciones no son confiables. La distribucion gamma no esta definida
para valores menores a -2/ (o es definida como 0).

La experiencia en la aplicacion de estas formulas sugiere que su facilidad para proporcionar un
ajuste satisfactorio, es la misma aproximadamente. La cleccion de la férmula deberia dependerde la
convenienciapara el usuario en ¢l contexto de cada aplicacion.

Una desventaja es que la aproximacién gamma no es ficil de manipular en problemas donde el
valorde la funcién F(X) estd dado y el argumento correspondiente.X es requerido.

Ejercicio3.12.1

En lugar de la version aplicada de tres parimetros, puede usarse una version de dos pardmetros
I(ax,cc ). Calcule a y a con la condicion de que la funcidén de aproximacion tenga media y
desviacién estindar py y ox. (Cual es su sesgo?

Ejercicio 3.12.2

Desarrolle el argumento Wilson-Hiiferty y=la expresidn entre corchetes en (3.5.14) como serie y
verifique que los términos menores coincidan con la expansion NP para z>1. (Sugerencia: Manipule
la expresion de forma que la cantidad y2/2 pueda utilizarse como el argumento del desarrollode las
series.)
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Figura 3.12.1 Comparacion entre las funciones gamma y NP. Las curvas de la desviacion
relativa (T-NJ/N, x 100 para x<0 y [(1-1)-(1-NJV(1-N)yx 100 para x>0 como funciones de la
variable normalizada x y ¢l sesgo y son graficadas en una escala semi-logariimica. En el drea
bordeada por curvas +5 y -5 el valor absoluto de la desviacion es menor que 5%. En la esquina
inferiorderechal =0.

**3.13 Aproxi i por medio de funci s pert ientesa Ja familia Pearson

(a) El sistema de Pearson.

La idea tanto de la aproximacion NP como la aproximacion gamma fuc encontrar una f.d. analitica
1a cual tuviera una forma conocida por experiencia, para ser ajustada a funciones de distribuciénde
siniestros agregados, y entonces igualar los momentos menores. Ademais de estas dos funciones hay
también otras que son sugeridas para un uso similar. Un punto de vista para resolver el problema, es
suponer que la funcion de aproximacién pertenece al sistema de curvas de Pearson (ver inciso
3.5.11(b)). E) uso de dos momentos, da la aproximacién normal descrita anteriormente. El uso de
tres momentos implica que la distribucién supuesta de F es del tipo Il de Pearson (distribucién
gamma) y el uso de cuatro momentos implica una distribucidn de tipo 1 (distribucion beta). Las
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tabulaciones disponibles de las diversas distribuciones de Pearson pueden utilizarse cuando los

pardmetros han sido encontrados.
Para algunas aplicaciones [a tabla de valores de desviaciones normalizadas a diversos niveles de

probabilidad para valores dados de los pardametros modelo v, y v, (Johnson et al., 1963) pueden ser
suficientes para propdsitos practicos, y pueden garantizar un método rapido de aproximacion, ya
que el efecto de los factores v, y v, puede evaluarse ficilmente.

(b) La funcién de densidad beta

x"l(l-x)""
x: p.q)=~————"r para 0<x<l1
Sx: Py, Y7
=0 parax<0 o x21 (3.13.1)

con
1
B = [ur! (1-u)"' du,
[

fue utilizada por Campagne cuando fueron consideradas las reglas para la convenciénde EEC para
médrgenes de solvencia.
Aquf x es la razén de siniestros, definido como los siniestros pagados por cuenta propia del
asegurador, dividido por las primas incluyendo el cargo por gastos, ¢ y p son pardmetros, siendo la
mediade x

w,=p/ptq
y la varianza

ol= Pq .

+q)r+qti)

Una descripcién del método y algunas investigaciones que dan seguimiento pueden encontrarse en
De Wit y Kastelijn, 1980. Se encontré que la media m, para diez compaiifas Holandesas fue 0.43,
,=0.089 y p=12.9, g=16.9. La probabilidad x>0.78=m,+3.9c, es, de acuerdo con estos valores,

0.0003.

** 3.14 Inversién de la funcién caracteristica

De acuerdo con un teorema general de transformaciones de Fourier la transformacién (1.6.8)
F — ¢, que acopla cualquier f.d. a su funcidn caracteristica, tiene una transformacion inversa, en
1a que F se tiene unicamente en puntos continuos

Iy

1-

< o isds+ L Fro). (3.14.1)
is 2

7 «T
FO0 = 2etim |
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Asf, en el caso en que Fes una f.d. Poisson compuestay si n, Hy S son conocidas, puede calcularse
la funcién caracter{stica (ver Seccién 3. 4) y después calcularse /' de acuerdo con (3.14.1). Aunque
aparentemente simple, este método al prob} de cuadratura de funciones complejas, las
cuales pueden oscilar ampliamente, y tienen que utilizarse algunos métodos numéricos
cuidadosamente. Bohman (1964) y Seal (1971) han realizado exitosas aplicaciones y recientemente
por el uso de transformaciones de Fourier respaldado por la facilidad de la computadora se han
realizado con mayor rapidez (Brigham, 1974; Bertram, 1981).

3.15 Métodos mixtos

(a) La descomposicién de S puede conseguirse de diversas formas y aplicarse convenientemente
un método por cada componente.

Una posibilidad es dividir S en componentes de acuerdo con la clase del monto de siniestro (ver
inciso 3.7(g)).

Figura 3.15.1 Descomposicidnde la funcidn S.

Si la clase mayor de mayor consistenciade siniestros (22,) es tomada como una componente, puede
esperarse que para la parte restante, la normal o la aproximacion NP serdn una alternativa viable tan
pronto como el numero de siniestros sea lo suficientemente grande, digamos que algunos miles
(Fig. 3.15.1) ya que la falla de estas aproximaciones en la prictica surge en gran parte de la larga
cola de la distribucién S.

La cola formada del lado izquierdo fuera de la gran clase de siniestros ordinarios, puede entonces
dividirse en una o mas componentes. Ya que cada clase derivada de esta forma incluye
generalmente solo un nimero pequeiio de siniestros, un método posible es utilizar ¢l método de
Monte Carlo (o la férmula de recursion (Seccion 3.8).
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CAPITULO 4

APLICACIONESRELACIONADASA UN INTERVALO DE TIEMPO ANUAL

4.1 La ccuacién basica

(a) Intervalode tiempo anual.
Las diversas férmulas desarrolladas en las secciones previas proveen los medios para resolver

problemasde interés central en el drea de las aplicaciones de la teorfa de riesgo.

En este capitulo se considera restringido el intervalo de tiempo a un afio solamente, tal como
cuando se cvalllan los limites en los cuales el resultado de suscripcion fluctuara y cémo éste
depende de factores como el tamaflo de la cartera, la distribucién del monto de siniestro,
reaseguramiento, ¢l nivel de los recargos de segundad, etc. La limitaciéndel estudio a un ailo, hace
posible expresar muchas de las interdependencias entre las variables involucradas de forma tal que
es facil de mancjar cuando sc analiza la estructura del proceso de riesgo. Por supuesto, un intervalo
de tiempo de un afio no es suficiente para la consideracién de muchos problemas importantes que
involucran por ejemplo, solvencia, plancacién a largo plazo, etc. Sin embargo, los resultados
correspondientes a un periodo corto son de interés en muchas aplicaciones, ¢j. puede scr atil para
conocer el rango de fluctuacién de la ganancia o pérdida anual de suscripcién. Las caracteristicas
expuestas para ¢l caso anual son facilmente extendibles a perfodos mayores de tiempo de un modo

andlogo.

(b) Prima de ricsgo.
En capitulos previos, fueron examinados solamente los procesos de sinicstros y ahora una nueva

variable ser4 introducida, llamada *prima de riesgo”’
P=E(X)=py=nm “.Ln

Esta, por definicién, es el valor esperado de siniestros, ahora todas las variables previamente
descritas estin relacionadas con un periodo anual (ver{3.3.7)) .

(c) Recargo de seguridad.
Se hizo hincapié en la suposicién de que la prima de riesgo se encontraba incrementada por un

recargo de seguridad. Esto pucde hacerse de varios modos, ¢j. relacionando éste a la prima de
riesgo, a la desviacién estandar del riesgo supuesto o a la varianza, o utilizando alguna combinacién
de estos componentesde la siguiente manera

Li=A"P+A"ox A" k. 4.1.2)

Aquf las lambdas son coeficientes, su determinaciénes uno de los problemas centrales en las cuotas
de riesgo. El subindice i sc refiere a poélizas individuales o grupo de pélizas. Por supuesto las
lambdas pueden ser diferentes para diferentes tipos o grupos de seguro. Desde el punto de vista de
la mayoria de las consideracionesen teoria de riesgo, la cuestién de cémo las pélizas individuales
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estan recargadas no es relevante. La cantidad importante es el ingreso total dado de estos recarpos,
estoes, 2. 1,. Entonces un coeficientede recargo de seguridad ponderado estaré definido por

A= L,/ZP. @.1.3)

Puede calcularse primero por separado para diferentes secciones de la cartera, después el coeficiente
A se obtiene para todo el negocio de los recargos por seccitn (promedio) (4.1.3) aplicando los datos
por seccién

=%2L,=Z%L,=En,k,. (4.1.4)
donde j se refiere a la seccidn. Los factores de ponderacion son los mismos que los definidos ya
por (3.7.8). Para incorporar el recarpo de seguridad en ¢l modelo, el recargo de prima (1+A)P se
utilizard principalmente en lugar de la prima de riesgo /. Aunque si el recargo de scguridad es
escrito formalmente en forma lineal, esto significa un promedio ponderado como se define por
(4.1.3) y (4.1.9), y la formula del tipo de tasa ej. (4.1.2) o cualquicr otra es irrelevante. El
coeficiente depende, por supuesto, de la estructura y también, de 1a no-linealidad de la formula de
recargo, en cl tamaiio de la cartera, debido a que A, =L/P, pucde diferir para las diferentes unidades
de riesgo {. Sin embargo, la estructura de 1a cartera estda cambiando normalmente de manera lenta,
de modo que A es una cantidad bastante estable y puede utilizarse como una de las caracteristicasde
la cartera.

v 3

.- [——1 U +(1+ AP

x

-

Barrera de ruina Y,

Tieapo

Figura 4.1.1 El proceso de riesgo como una diferenciaentre el ingreso de primasy los egresos por
siniestros

123



(d) Proceso de suscripcién.

Esta supuesto ahora que el ingreso de prima estid acumulado en una reserva de riesgo U y los
siniestros son pagados fuera de 1a misma como se demuestraen la Fig. 4.1.1.

Un problema basico para el cual son relacionadas muchas otras consideraciones es examinar la
distribucién de la reserva de riesgo U al cabo del periodo contable. En realidad U-U, significa
utilidad de suscripcion (o perdida, si es negativo). Entonces se busca el rango de variacién de esta
cantidad. Este problema puede también formularse involucrando la 1lamada probabilidad de ruina
anual y la probabilidad de que U pueda caer bajo alguna barrera de ruina U, la cual estard definida
de acuerdo con el problema bajo consideracion. Puede ser, por ejemplo, el margen de solvencia
minimo establecido. Recordar que la probabilidad de ruina puede definirse de modo continuo o
discreto (ver inciso 1.4(a)), esto es, de acuerdo con que si U es menor que U, en cualquier momento
durante ¢l periodo de observacién o solo hasta el final del mismo. Por razones discutidas en la
Seccién 1.4 esta ultima posibilidad, “la probabilidad de ruina al final del afio”, serd utilizada
posteriormente. La respuesta a la pregunta de ruina es inmediatamente obtenida por medio de ia f.d.
F de X como sigue

1-e = prob{U2U,}= prob{XsUs-U,+(1+X)P}
=F(Us-U,+(1+A)P). 4.1.5)

1-€ es frecuentemente llamado la ‘probabilidadde no ruina”.
(€) Ecuaci6tn bésica.
Para obtener la ecuacion de una forma en la cual se de la interdependencia de las variables
involucradasexplicitamente, estd supuesto que la aproximacion NP es aplicable.
Para abreviar U, aqui y posteriormente se utilizara frecuentemente una escala haciendo U=0, y U,
se denotara por U si la claridad en el contexto hace que no se requiera del subindice. Ademas, sea y,

el valor de la variable estandarizada que correspondaa la probabilidad de ruina e de acuerdo con la
ecuacion

e=N-y )=1-N(y) “.1.6)
Por ejemplo, ¥, 0;=2.326 35 00,=3.090. La variable y se utilizard algunas veces en el lugar de y,.

Haciendo uso de la notacién anterior y de la formula NP (para yz1) (3.11.16) y (3.11.17) la
relacién (4.1.5) puede escribirse bajo la forma de la siguiente ecuacion bdsica

! )
U=y‘o'x-3~f’+g¥x()’;-1)cx‘ 4.1.72)

Suponiendo X como una variable Poisson compuesta y sustituyendo las expresiones de la
desviaciénestindary el sesgo de (3.3.7) esta ecuacién puede escribirse

U=y PJ(ri/n+cl)-aP
+é1’(y:-l)x(r,/n’+3r;cr:/n+‘/qo';)/(r;/n+o‘;'). (4.1.7b)

En el caso particular donde la aproximacion normal es aplicable, las ecuaciones anteriores se
reducen a la forma mas corta
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U=y ox-AP=y, P(r;/n+cl)-A\P. (4.1.8)

Estas ecuaciones contienen ya sea explicita o implicitamentelas cantidades
€M MU, o, Yo Y 1 6 P, 4.1.9)

Ademds, los coeficientesr, y r; y el ingreso de prima de riesgo £ dependen de la £.d. del monto de
siniestro § o mas bien de sus momentos menores a;, @, y a;. La retencién neta maxima Af estd
incluida en la lista (4.1.9) debido a que esos momentos dependen de ésta, M es una de las ‘variables
de control principal’ (ver Seccién 3.6). Como variables principales de volumen, serdn utilizadas ya
sca n 6 P. Cuando una de éstas dos estd dada también como las otras variables (4.1.9) y 1a f.d. del
monto de sinicstro S entonces la ecuacion basica esta determinada.

La cartera bajo consideracion puede estar dividida en sccciones y las variables bdsicas (4.1.9) estar
derivadas de las variables y datos por seccidn como fue presentado en la Seccién 3.7. Esta fase de
cdlculos se supondrin como ya hechos y no se dedicara mis tiempo a ellos. Entonces es suficiente
tratar la cartera como si esta no estuvieradividida.

Los problemas principales de interés en este capitulo son del tipo donde la funcién del monto de
siniestros S esta dada junto con seis de las cantidades (4.1.9), sicndo la séptima el objeto de estudio.
En términos gencrales s¢ puede plantear el problema considerando mds de una de las variables
(4.1.9) como desconocidas. En este caso la ecuacién basica no da una solucién definida, pero
pueden afiadirse condiciones auxiliares maximizando, por ¢jemplo, el valor esperado de utilidad.
Para hacer esto, es necesario obtener la expresion para el valor medio de la utilidad, de acuerdo con
las circunstancias reales, y derivar una solucién del limite extremo del problema que satisface
(4.1.7) 6 (4.1.8) y a! mismo tiempo da una maximo para la funcién de utilidad. Otro caso, se da
cuando los deseos de la compaiifa son utilizar diferentes retenciones netas Af para diferentes lineas
de negocio, por lo que hay varios limites de retenciéndesconocidos M, en lugar de un valor tnico.
Esto de nuevo conduce a un limite extremo del problema con varias variables desconocidas; un
ejemplo de éste tipo serd considerado en la Seccion 4.6.

4.2 Evaluaciéndel rangoy fluctuacién de las pérdidas y utilidadesde 1a suscripcién anual.

(a) Plantcamicnto del Problema.

Una aplicacién importante de la teoria de riesgo es la determinacién del rango en el cual la utilidad
o pérdida anual resultante de la operacion de suscripeion puede fluctuar.

Asi puede buscarse el punto més bajo U, de la reserva de riesgo, bajo el cual la reserva de riesgo U
no caerd con una probabilidad dada 1-e (Fig. 4.2.1(a)). Otro modo de formular el problema es
preguntandose cual debe ser cl monto inicial U=U, tal que la reserva no se agotara al término del
periodo contable (Fig.4.2.1(b)). Este dltimo enfoque estard supuesto en este capitulo, pero el
planteamientodel problema anterior serd importante en capitulos posteriores.
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Figura 4.2.1 Dos alternativas para la formulacién del problema de fluctuacién de reserva,
buscando (a) el punto mds bajo U, y (b) la reserva inicial U=U(0).

(b) Datos estdndar.

Una solucién puede obtenerse directamente aplicando (4.1.5) o, si la aproximacion NP es aplicable
-como generalmentelo es- la formula NP (4.1.7) o la aproximacioénnormal (4.1.8).

Los ejemplos muestran como U puede examinarse como una funcién de las otras seis variables
(4.1.9), las cuales son distribuidas en las Figs. 4.2.2 a 4.2.6. Para hacer la secuencia de las
aplicaciones mutuamente comparables, los mismos datos estandarizados serdn utilizados, a menos
que se mencione otra cosa, para las variables (4.1.7) y para las distribucionesbasicas como sigue:

=0.001
A=0.04
n=10,000 “4.2.0)
AM=£10°
c,=0.038
Y,=0.25
S,{Z) de acvuerdo a la tabla 3.6.1

El valor de U el cual satisface (4.1.7), cuando los datos anteriores son sustituidos en éste, es
U=15.72£1(F, El ingreso de prima de riesgo correspondiente a los datos es P=73,0£10°.
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Figura 4.2.2 U como una funcién de las primas netas P y retencion neta M. La unidad es £10°.
Datos estandarizados(4.2.1).

(c) Reserva de riesgo U=U(P,M).

La reserva de riesgo minima inicial U como una funcién de las primas de riesgo P y el limite de
retencion M se ilustracen la Fig. 4.2.2. Como se puede entender, U es una funcion creciente tanto en
P como en M. La estructura de¢ ambas dependencias se discutird ampliamente mas adelante.
Obsérvese que tanto U como P=nxm(M ) dependende M.

(d) Razén de solvencia U/P=f(P)).

En algunas situaciones un enfoque mas apropiado es formular el probiema en términos del monto
relativo de la reserva de riesgo mas que en el monto absoluto U. En lo consiguiente esto serd
llamado la razdn de solvencia y se denotard por u. Esto estd hecho en la Fig. 4.2.3 donde la raz6n
de solvencia inicial minima u estid calculada como una funcién de P y de A. Esta tiende
asintéticamente a algiin nivel horizontal, una caracteristica que sera analiticamente explicada mas
adelante.

Si A es elevada y el volumen de negocio es grande, entonces el capital inicial U no es en absoluto
necesario, esto es, el recargo de seguridad es suficiente para cubrir las fluctuacionesadversas.

En el caso especial donde Ia variacién de estructura ha degenerado (5,=0) u —» -Acuando n—.
Aun cuando un asegurador con un mayor volumen de riesgos necesita mas capital inicial U que uno
mas pequeilo, de acuerdo con la Fig. 4.2.2, la necesidad relativa, esto es, la razén de solvencia, es
una funcién decreciente en relacién al tamafio de la compaiiia.

127



ysP 10

As

0.0%
0.10

20 00 130 200

r3

Figura 4.2.3 La razén de solvencia u=U/P como una funcién de P y A Datos estandarizados
(4.2.1).

(e) Retencién ncta M=f(n,U).

Posteriormente el limite de retencién neto A es examinado como una funcién de Uy » en la Fig.
4.2.4, En este ejemplo M afecta significativamente los coeficientes de riesgo r, y ry (ver (3.3.8))
como se ve en la Tabla 3.6.1. En la escala logaritmica doble las curvas son aproximadamente
lineales. Por supuesto, para distribuciones del monto de siniestro contienen solamente riesgos
pequefios, la figura de la estructuraes de otro tipo -las curvas tienen una asintota vertical cuando M
se incrementa més alla de los valores de los montos méximos de siniestro.

Los problemas de retencién se discutirdnen la Seccién 4.5.

(f) Probabilidad de Ruina e=f(n,U).

La figura 4.2.5 la probabilidad de ruina £=1-F como una funcién de n y U. Para demostrar la
influencia de la funcién de estructura su varianza fue eliminada cn dos casos (,=0) punteadaen la
figura. Como se ve, el cambio para colectividades grandes (n grande) es bastante crucial. Esto
significa que la variacién de estructura es la causa principal de las fluctuaciones en las grandes
carteras, mientras que la fluctuacién de ‘Poisson pura’ es dominante en carteras pequeilas. Esta
misma caracteristica fue ya anticipada por la Tabla 3.3.2.
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Figurad.2.4 La retencion neta M como una funcionde U y n. La unidad monetaria es £10° (escala
logaritmicadoble).
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Figura 4.2.5 La probabilidadde ruina € como una funcién de ny U. Dos casos Poisson (s,=0) son
graficados por lineas p
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Figura 4.2.6 u=U/P como funcion de M para diferentes colas distribuidas Pareto. La unidad para
Mes £10.

Si A es positiva, la probabilidad de ruina como una funcién de la variable monto » ticne, en general,
un méximo aun cuando su ubicacién pueda deberse al componente de estructura (o >0, v,>0),
bastante remoto.

En los casos Poisson los maximos son vistos claramente.

(g) El efecto de la f.d. del monto de siniestro.

Para mostrar el efecto de la eleccién de la funcién del monto de siniestro S, los calculos basados en
algunas distribuciones de Parcto se muestran en la Fig. 4.2.6 junto con valores para nuestra
distribuciénestindar.

Fue supuesto que S(Z) es cn todos los casos la misma e igual al valor estandar superior Z=£10%, y
1a cola es ascendente distribuida Pareto (ver (3.5.20)). Adn cuando solamente 0.072% (ver Tabla
3.6.1 linea 26) de la masa de probabilidad de la distribucion S¢(Z) esta localizada en el area Z>2Z, su
influencia en el comportarniento de la cola de la funcion u=U/P=u(A) es bastante significativa.
Esto significa, entre otras cosas, que si es considerada una cartera bruta de reaseguro, sus
propiedades de solvencia puedcn depender bastante y crucialmente de las suposiciones
concernientes a la cola superior de la distribucién del monto de siniestro. Como se esperaba (ver
inciso 3.5.8(c) y Tabla 3.5.1) la distribucién estindar es clasificada como ‘peligrosa’.

(h) Efecto del riesgo de siniestros catastréficos.

La estimacién de la posibilidad de ocurrencia de siniestros muy grandes es una de las dxﬁcultadcs
pricticas mayores en la teoria de riesgo, debido al hecho de que la base de experiencia es limitada
por lo general y los eventos inesperados pueden dar origen a pérdidas de dimensiones imprevistas.
Fue sugerido en el inciso 3.5.3(c) que la incertidumbre hipotética de siniestros deberia incorporarse
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en las estadisticas de siniestros cuando es derivada la f.d. del monto de siniestros. Otro modo de
investigar la sensibilidad de los resultados para grandes siniestros es suponer que, ademas del gasto
por siniestros *normales’ X, un siniestro Ginico grande X, ocurrira con alguna frecuencia estimada g.
Debido a que g es esperada pequeiia, la ocurrencia de dos siniestros excepcionalmente grandes en
un afio puede omitirse. Entonces la f.d. F(X) del siniestro agregado puede cambiarsc a la forma

FX)=(1-@F(X)+qF(X - x.), (4.2.2)

la cual es la convolucién directa de la distribucion original y la distribucién consistente del
siniestro tinico X, éste ltimo siendo binomial con suma fija X,.
Un ejemplo de 1a aplicaciénde la ecuacion (4.2.2) puede encontrarseen el cjercicio 4.2.5.

(i) Figura de Perfil.

Dcbido a que no es facil de obtener una vision adecuada de la interdependencia de las variables
involucradas por mera construccion de las cifras dadas en las Figs. 4.2.2-4.2.6, se intenta dar una
sintesis en la Fig. de perfil 4.2.7.

wamlmﬂmmmm 61 Alternativa bisica
(TR @ 3~ = so00
TR © 2 = 20 000
I 5 2 &< 0
IR LG & @ A = ©
I @7 A«
TRRTINGD @ 3 o = ©
AT R AR A AR
IR ERIET) ©-2 « » 0.000

Figura 4.2.7 Dependencia de la reserva de riesgo U de acuerdo a la ecuacion bdsica (4.1.7).
Primero U es calculada para la combinacion bisica n=10,000, M=0.4, =0.05, ,=0.04, ¥,=0.25,
P=54.6, £=0.01, teniendo la unidad = £10°. Entonces cambiando las variables como dadas en la
Sfigura, el valor de U es graficado individualmente en cada barra,

=

? _

La idea es primero calcular U para circunstancias promedio (alternativa basica). Entonces las
diferentes variables son cambiadas individualmente de modo que la sensibilidad de U pueda
examinarse y obtenerse una imagen mental de la estructurade riesgo.

Ejercicio4.2.1.

Supéngase que las propiedadesde riesgo de una cartera de seguro son mejoradas de tal forma que la
frecuencia de siniestro disminuye igualmente por cada unidad de riesgo en 10%. ;Cuanto puede el
fondo de reserva U disminuirse si la probabilidad de ruina € se mantiene en el nivel original y las
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primas permanecen inalteradas?. La ccuacion (4.1.8) puede utilizarse, en millones de £, con los
datos U=20, n=10,000, m=0.01, r,=30, r.=0y A=0.05.

Ejercicio4.2.2

Una sociedad mutualista otorga beneficios por gastos funcrales y cada miembro de la sociedad
puede escoger un beneficio ya sea de £100 o £200. Suponiendo que A=0.5, n=20, 6,0 y £=0.01.
¢Qué tan grande deberia ser el fondo de reserva U de acuerdo con (4.1.8) si no se conoce cuintos
miembros escogerian la opcion £100 y cudntos la opeion £200 y, por consiguiente, qué mezcla de
estas opciones puede suponerse para maximizar el riesgo?

Ejercicio4.2.3

Suponga que la funcion de distribucion de un siniestro puede  representarse por la funcion
exponencial S'(z)=¢*(z20) (tomando ¢l monto promedio de siniestros como la unidad
monetaria). El nimero esperado de siniestros 7 es 1000 y ¢,=0.04. 4 Qué tan grande deberia ser el
recargo de seguridad A de acuerdo con (4.1.8) si no hay reaseguro y ningin fondo de rescrva, y si e
tiene el valor {ijo 0.01?

Ejerciciod.2.4

Sea la f.d. del monto de siniestro del tipo Parcto, igual a 1-z® para 21 expresados en unidades
monetarias apropiadas; se tiene un reaseguro en exceso de perdida con una retencion neta maxima
M. Calcule M con un decimal, de (4.1.7) cuando «=2.5, U=20, #=100, A=0.1, 6,=0 y,=2.33.
Sugerencia: Derive una expresion para U como una funcion de Af y entonces encuentre (por ensayo
y error) el valor numérico requerido de Af.

Ejerciciod.2.5

Sea una cartera estandar definida por los datos de (4.2.1). ;Cual es ¢! cambio en la probabilidad de
ruina £ si la posibilidad de un siniestro extra Y, de acuerdo con ¢l inciso 4.2(h) es supuesta? Los
valores experimentales son .Y=£5.10 y 20 millones respectivamente. E} siniestro extra .} se espera
que ocurra una vez en 20 aflos. F7 pucde aproximarse por la funcion NP.

4.3 Formulas de aproximacion

(a) Comportamicnto Asintético.

Aunque el procedimiento presentado en la seccidn previa no es muy problematico en la practica,
aun no provee un conocimiento claro en la interdependenciade las cantidades basicas (4.1.9). Para
obtener un estudio completo es mads 1til derivar explicitamente adn si se aproximan expresiones.
Higase primero (4.1.7) en la forma

U/ P=(y+y (¥ -1/ 6)f(r:/ n+al) -1 3.1
Cuando n-—> w se sigue que
194 y"«
— +
P

1
¥ Joe- A 4.3.2)
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de aqui que de acuerdo con (3.3.7) el sesgo y , —>v,. Por tanto, solamente los términos
relacionados con la variacion de las probabilidades basicas estan a la izquierda. Este es de nuevo el
resultado mencionado en el inciso 3.3(g), esto e¢s, la distribucién Poisson compuesta mixta tiende
asintéticamentea la distribucién de estructura H. Esta visto de (4.3.2) que en el caso gencral (6,>0)
el valor limitrofe de U/P es positivo o negativo dependiendo del tamafio de A. El cardcter del
proceso es esencialmente diferente en ¢l caso Poisson donde o,=0, esto s, cuando la variacién de
las probabilidades basicas desaparece. Entonces U / P — -A y la desviacion estindar gy — 0.
Como se vié en el inciso 3.3(g) de hecho la variacidn de las probabilidades basicas constituyen la
fluctuacién en colectividades grandes. Esta misma caracteristica csta vista en la Fig. 4.2.5. La
asintota horizontal, la cual fue anticipadacn la Fig. 4.2.3, puede explicarse por (4.3.2).

(b) Aproximacionesde libre distribucién.

Frecuentemente ocurren situaciones en las cuales es necesario considerar una idea generat de la
magnitud de M o U, cuando la funcién S no es conocida o cuando por otras razones no es posible
hacer uso de ésta en los calculos involucrados (4.1.7). En esas circunstancias es posible encontrar
un estimado de la libre distribucién para U.

La variacién de estructura afecta el nimero esperado de siniestros n=nq a través de la variable q
haciendo n mas grande o mds pequedia que #. Mientras la prima P es supuesta para cl ajuste
P=(1+A)x E(X), el efccto es equivalente con el hecho de que el recargo de seguridad AE(X)=P~
E(X{n(#)) varfa de afio en afto. Ademds, la variacién de estructura afecta ¢l ancho del rango de
variacidn como fue visto por la ecuacién (4.1.7b). Estas observaciones hacen posible encontrar
limites superiores para los diversos rangos de fluctuacién reemplazando el efecto de las variaciones
de estructura por una eleccidn deterministicaconservadorade A y n. Este enfoque es mas apropiado
cuando los ciclos a largo plazo son tambiéntomados en cuenta.

Asumiendo que la cartera esté reasegurada de modo que ¢l monto de los sinicstros individuales
estén limitados a ser <M, la desigualdad

A Al
a= [2dSu@ s M [27d Su(Z) = Mau, (43.3)
[ o

puede utilizarse. La igualdad es vilida solamente si el monto de un siniestro es constante e igual a
M. Poniendo este limite en (4.3.1) y utilizando la convencién P=mn, se obticne un limite superior
de la libre distribuciénpara U

U<y JPAD) -xp+.;-(y’-1)M. @3.4)
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Figura 4.3.1 El factor k (ver (4.3.5)) como una funcion de M. La f.d. del monto de siniestro como

dadaenla Tabla 3.6.1.

Para obtener una idea de que tan tosca puede ser la aproximacion (4.3.4), quizis su principal ‘factor
de error’, es graficada la razén

K=PJ(r;/n)/J(PAD = ((a,/ Mm) 4.3.5)

de los términos principales en (4.1.8) y (4.3.4) en la Fig. 4.3.1 para la f.d. estandar (Tabla 3.6.1).
Esta figura asi como otros numerosos ejemplos sugicren que para los valores cominmente
utilizados de Af, el factor K yace en el intervalo 0.5. a 0.8 y el valor K = 0.6 puede utilizarse como
un estimado. X es (posiblemente con algunas raras excepciones) una funcion decreciente de Af y
tiende a cero cuando A — co.

Se sigue que la aproximacién (4.3.4) puede ser mejoradaen la forma

U~ Ky JiPAD -AP+ é( V- A, (4.3.6)

donde A es ajustada de acuerdo con la aplicacién en cuestion.
Asignando para X el valor 0.6 se obtiene la simplificacién

U = L4J(PA - 0P (e =0.01) (4.3.7a)
= 1.9J(PA) - AP (e =0.01) (4.3.7b)

El altimo término en (4.3.6) es omitido porque es solo significativo para valores grandes de M y, el
primer término del lado derecho es una sobrestimacion, como se vié de la Fig. 4.3.1 lo cual
compensa la omisién.

Algunas curvas que representan la aproximacion (4.3.7b) se muestran en la Fig. 4.3.2 y, por
comparacién, una curva calculada directamente por medio de la ccuacidn bisica (4.1.7) omitiendo
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1a variacién de estructura (esto es, ,=0). El limite de la aproximacién es debida al hecho de que,
para la distribuciénutilizada en la figura, X no se desvia mucho de su valor supuesto 0.6,

(¢) La distribucién més peligrosa
La férmula (4.3.4) tene la siguiente interpretacion. Corresponde exactamente a una cartera

hipotética donde todos los siniestros son iguales a A y donde ¢l mimero esperado de siniestros
n=P/M. Para esta distribucién de monto de siniestro en particular, los momentos a, son = A ¥ la

igualdaden (4.3.3) y (4.3.4) es valida.
Por tanto esta cartera es la mds peligrosa entre todas teniendo fa misma P y los siniestros limitados

en el intervalo 0<Z<A, esto es, necesita una mayor reserva inicial U

© Ae-0.10
¢
-0.0%
J0
o
20
008
0
Q.
mﬁsica
0.1%
£ 00 130 200
,

Figura 4.3.2 Valores de U, supaniendo Af=£1%, calculadas por la aproximacién (4.3.7b) y para
A=0.] también por la ecuacidn bdsica (4.1.7).

(d) Algunas propiedades generales de la estructura de solvencia pueden verse de (4.3.7) y de la
Fig. 4.3.2. La magnitud dc la mas baja, aun segura, reserva de riesgo U como una funcion del
volumen de la cartera, medida por P, ¢s una parabola. Si A ¢s no positiva entonces U aumenia al
menos proporcionalmente a la raiz cuadrada del ingreso de prima P.

Sin embargo, si 2 es positiva, la curva de U tiene un maximo dado por:

Ky
=&
U, Y

para
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Ky’
==—M=yU,/A 4.3.8
Py e U, ( )

Aungque (4.3.7) es solamente una aproximacion, la forma general de los resultados es correcta, sin
embargo, los valores verdaderos de U para valores grandes de A/, son en realidad, mas pequeiios.
La férmula (4.3.8) da a un limite superior de la libre distribucién para la relacion de Af para U o
para P respectivamentce, la cual sera ampliamente discutida en la Seccion 4.5. Debe recordarse, sin
embargo, que la derivacién de los resultados anteriores fueron hechos suponiendo que la omisién
de la variacion de estructura puede ser compensada por una seleccién conservativa de valores a ser
asignados a los pardimetrosA y 77 (o £).

4.4 Fondos de reserva

(a) Dos tipos de objetivos.

La legislacién del seguro considera generalmente provisiones con ¢l objeto de dar garantias de la
solvencia de los aseguradores de modo que los ‘consumidores de seguro’ puedan, en la medida de
lo posible, estar salvaguardados de las consccuencias serias que podrian resultar si un ascgurador
fuese incapaz de cumplir con los siniestros pendicntes y otros compromisos. Para este propdsito,
entre otras medidas, son prescritos los montos minimos para margenes de solvencia.

El interés puablico, como presentado en la legislacidn, esta obligado a salvaguardar a los
consumidores de seguro. Para este proposito es suficiente el prescribir para el margen de solvencia
un minimo legal ¢l cual sea lo suficientemente alto de tal forma que sea muy poco probable que
puede agotarse cn un afito contable. Si el margen de solvencia real cae por debajo del minimo legal,
entonces la compaiiia de scguros debe sobreponerse aplicando medidas que inmediatamente logren
que ¢l margen de solvencia regrese a un nivel adecuado. Este monto minimo del margen de
solvencia es Hlamado frecuentemente barrera de ruina. El problema de definirla es en principio el
mismo que el discutido anteriormente y descrito en la Fig. 4.2.1(b). El problema fue, sin embargo,
simplificado en tal medida que solamente las fluctuaciones de siniestros son considerados. En la
prdctica, por supuesto, son ademis consideradas las pérdidas, fluctuaciones en inversiones y otros
riesgos no asegurados (ver Benjamin (1977); Pentikiiinen (1952, 1982); Pesonen (1964, 1967(b)).
Por otra parte, ¢s una cuestién de importancia el hecho de que la condicion de solvencia no sea
satisfactoriadesde el punto de vista de los aseguradores.

Un objetivo adicional debe ser la seguridad de supervivenciapara un periodo de tiempo mayor que
un afjo. Para este proposito ef intervalo de tivcmpo debe extenderse de un afio a periodos mayores.

(b) Los mirgenes de solvencia minimos legales son considerados en esta seccion. Los resultados
precedentes ofrecen ya una formula para parte de los requerimientosen operaciones de suscripeidn.
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8 Prima B

Figura 4.4.1 Un modelo para mdrgenes de solvencialegal.

Debido a la naturaleza general del problema, justamente las formulas de aproximacion de libre
distribucién son apropiados para tal propdsito. Debido a que ¢l objetivo de la legislacién es por
encima de todo, garantizar que los valores de fondos de reserva sean adecuados en todos los casos,
es razonable suponer que el recargo de seguridad no ¢s positivo. Entonces, de acuerdocon (4.3.7) y
Fig. 4.3.2, U obviamente tiene que ser una funcion creciente proporcionalmente con el volumen de
la compailia, esto es, una funcién creciente dependiendo del ingreso de prima P. Por tanto, es del
tipo graficado por la linea continua en la Fig. 4.4.1, siendo una parabola para A=0. De acuerdo con
la préctica, en lugar de las primas de riesgo, son utilizadas las primas brutas 8, que incluyen
también el recargo para gastos. La curva parabélica puede ser aproximada por una linea punteada
como se presentaen Ja figura. Expresada como formula ésta seria

U=Us+aB-b(B-B,) . 4.4.1)

Las reglas de margen de solvencia de este tipo fueron aplicadas, por ejemplo, en los decretos de la
CEE (Comunidad Econémica Europea) en 1973. De acuerdo con la regla de la CEE, a=0.18,
5=0.02 y B, = 10 millones de unidades monetarias.

Altemnativamente la base estd definida como el monto agregado de siniestros en lugar de las primas
brutas y entonces las constantes son @=0.26, 6=0.03 y 8, = 7 millones de unidades. La constante U,
es 0, pero en lugar de eso esta definido un cierto monto minimo para U (para detalles ver Kimball y
Pfennigstorf, 1981).

En Gran Bretaiia hasta 1978 fue aplicada una regla similar con a=0.2, 5=0.1 y B,=£2,500,000. En
Finlandia, donde este tipo de férmula habia sido ya introducida en 1953, U;=0.2 millones de
unidades monetarias, a=0.2, 4=0.1 y 8,4 millonesde unidades monetarias.

(c) Una fusidén de carteras.

La necesidad de fondos de reserva es dependiente del tarnafio de la compaiiia y puede ilustrarse por
medio del siguiente ejemplo. Sean C, y C, dos compaiiias de seguro. Los respectivos fondos
minimos de reserva U, y U, son calculados por medio de (+4.1.7). La pregunta que puede hacerse es:
¢De qué forma cs necesario cambiar los fondos de reserva, si estas dos compafias son incorporadas

por una fusién en una sola compaiiia C?
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Suponiendo independencia de las carteras, la siguiente expresién para la reserva minima U de la
compailia fusionada C se obtiene (ver ejercicio 3.3.4) por medio de (4.1.7)

1
U=y.Ja'-xP+3(y3-l);“—jc

APt P “1/ “u
y.Jol P+=(y; l)
Pi+P; (y

-1 +
YNoi+ol-A Pi-A: Pt A )- lJ"‘”——M-"l.

oito}

donde los (segundos) subindices se refieren a las compaiiias originales.

UrtU;-U=y,[Jai+Jai-Voi+all

2

2
+)’x-l(“u+“1‘.'2_}41;+“j: >0 @.4.2)
6 of o: oito?

La anterior desigualdad se fundamenta de las desigualdades va + Vb>VJa¥b y z‘*‘ : > Z:;

las cuales son vilidas para valores positivosde a, b. ¢, d.

La desiguatdad (4.4.2) prueba que las reservas necesarias para la compaiiia fusionada son siempre
menores que la suma de las reservas de las compaiiias que la conforman por separado, si el nivel de
seguridad 1-£ es inalterado.

La regla puede extenderse rdpidamente tratindose de la incorporacion de mds de dos compaiifas y
casos donde las variaciones de estructurade las compailias no son independientes.

El resultado es de gran interés; ésto prucba que mientras mayor sea la compaiiia, se requiere de una
razdn de solvenciamas pequefia. EI mismo hecho puede también verse directamentede (4.3.1), que
muestra que la reserva minima relativa U/P es una funcién decreciente de la variable volumen
n=P/m. Uno puede decir que una fusioén ayuda a utilizar las reservas existentes de un modo mas
efectivo, una fusion libera reservas ociosas si el nivel de seguridad no se cambia. En la practica una
fusién fiscal de las compaiias es, por supuesto, no necesaria.

Las mismas ventajas pueden lograrse también por intercambiode reaseguro en una base reciproca.
Este problema serd consideradoen las Secciones 5.1y 5.2.

Ejercicio4.4.1.

Las siguientes caracteristicas son calculadas de las estadisticas de una compaiia de seguro C;:
m=£1000, r;,=40, r;,=400, o ,;=0.05, v,,=0.1 y #,=1000. La compaiiia ticnc un fondo de reserva
U,=£500,000y el recargo de seguridad 4,=0.1.

Otra compaiiia de seguros C, con las siguientes caracteristicas:m,=£500, r, ,=50, r, =500, 0,,=0.1,
Y42=0.5, 7,=200y 2,=0.05 es fusionada con la compadia C,.
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Si no esti permitido el incremento de la probabilidad de ruina € de acuerdo con (4.1.7) para la

primera compafifa como resultado de la fusion, jqué tan grande deberia ser el fondo de reserva U
para la compafiia fusionada?

4.5 Reglas para obt la retencién mas ad ]

() Definicién dcl problema.

La funcién Poisson compuesta o ecuacion basica (4.1.7) puede también utilizarse para calcular las
dimensiones adecuadas de la retencién neta de acuerdo con la filosofia de reaseguramiento de la
cedente. El problema puede definirse de la siguiente forma. La cedente cuenta con una cantidad U
disponible para afrontar fluctuaciones adversas del negocio de riesgo. En general esta cantidad no
seria la misma que, por ejemplo, el margen de solvencia total o los fondos de reserva, pero seria
tomada como la cantidad de recursos que podrian perderse sin demasiado inconveniente. U pucde
incluir las llamadas reservas ocultas de la compaiiia, esto es, margenes en reservas téenicas, en
valuaciones y otras partidas técnicas de balance, en adicion a las reservas especificas. Un enfoque
conservador es incluir en U, si fuera posible, simplemente 1as partidas ocultas. Ademas, debido al
riesgo de varios resultados anuales adversos consecutivos, puede ser aconsejable tomar como U
alguna parte de los recursos solamente. Este problema pucde tratarsec mas apropiadamente cuando
el intervalo de tiempo es extendido de un afio a periodos mas largos de tiempo. Sin embargo, puede
frecuentemente ser Gtil también conocer ¢l rango de la fluctuacién anual como una funcién del nivel
elegido de la retencidn neta. Por lo tanto limitarse a considerar un afio solamente es también de
interés y sera dado en este capitulo. Por este medio los resultados pueden derivarse mas facilmente
y proveer una mejor vista general cualitativa de las estructuras. Por tanto ¢l problema esta
formulado preguntandose jcudl deberia ser la retencion neta maxima Af wal que, con probabilidad
1-g, el resultado de fluctuacion del negocio de riesgo no consuma una reserva inicial dada U en un
aflo?

Enfoques mdas amplios del problema son considerados por Beard (1959) y en otros libros de texto
sobre reaseguro.

(b) El efccto del nivel M de la retencién neta ha sido ya estudiado en las Figs. 4.22, 3.2.4 y 4.2.6
mediante un contrato en exceso de pérdidaaplicando los datos dados en la Tabla 3.6.1.

Pueden obtenerse también cifras similares mediante otros tipos de reaseguramicntoen virtud de la
técnicaconsideradaen la Seccion 3.6.

Debido al hecho de que las propiedades de solvencia son bastante amplias para la f.d. del monto de
siniestro en tanto el limite de retencion neto M no es muy alto (ver Pentikiiinen, 1982, Seccién
4.2.3), los valores obtenidos por ¢l reaseguramientoen exceso de pérdida pueden utilizarse también
como una guia de aproximacion para tratados en excedentes. Esto es util, debido al hecho de que
resulta mas inconveniente el mancjo de los tratados de excedente como se discutio en la Seccién
3.6.4. Esta conclusion fue confirmada por Heiskanen (1982) quien calculd diversos casos tanto por
exceso de pérdida como por las reglas de excedentes.

() Una solucién directa puede obtenerse trazando U como una funciénde A como se muestra en
la Fig. 4.5.1, la cual se calculé aplicando la ccuacion basica (4.1.7).
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Cuando ¢l valor de U es dado, entonces la coincidente Af puede leerse desde la grafica. Por
ejemplo, si U=5 entonces M=0.087. Un método alternativo es, por supuesto, resolver la ecuacién
directamente para M por métodos numéricos; sin embargo, esto puede ser algo laborioso, debido a
que A estd considerada en la funcién del monto de siniestro S (ver Seccion 3.6). No obstante, una
apropiada técnica en computadora, facilita la operacién. Un ejemplo puede encontrarse en la Fig.
424yenlaFig. 4.5.2.

(d) La contradiccién entre utilidad y solvencia.

El ingreso de prima de riesgo P=nm(M) calculado neto de reaseguro es una funcién creciente de M.
El incremento es bastante ripido para valores pequeiios de M, lento para valores grandes y se
detiene cuando M es igual a los mayores riesgos de la cartera. Esto se ilustraen Ja Fig. 4.5.1 por una
curva P. Debido a que puede esperarse que las primas de reaseguro cedidas incluyan margenes de
sepuridad y gastos (el interés deberia considerarse, entre otros factores); se buscaria, esperando un
resultado con utilidad, tener una retencion neta maxima Af tan alta como fuera posible.

70 P

50 -

30 -
204

10

1
0.01 00200300% O 02 03 o053 1 2 3 s 7~!0

Figura 4.5.1 Reserva de riesgo U como una funcion de la retencion neta M. La unidad es £10.
Datos estdndarizados de acuerdo con el inciso 4.2(b).

Por otra parte el rango de fluctuaciones también se incrementa con Af y el mantenimiento de
solvencia pone un limite superior en Af como se presentd anteriormente. Esto sugiere que una
p6liza 6ptima tiene un méximo A tan alto como la ecuacion basica anterior lo permita dentro de los
limites de los recursos U los cuales estin disponibles para cubrir fluctuaciones adversas.

Uno deberia apreciar, sin embargo, que la situacidn en la vida real puede ser mas complicadaque la
supuesta. Por ejemplo, la cedente puede tener la oportunidad de obtener reciprocidad satisfactoria
por el negocio cedido y de este modo balancear la utilidad. El intercambio de riesgo entre
aseguradoressera discutidoen la Seccion 5.2.
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El problema del nivel 6ptimo de retenciones netas esta considerado por Rantala (1982, Capitulo 6)
y es ejemplificadoen el ejercicio 4.5.5.

2 30

Figura4.5.2 M como una funcionde Uy A

(e) El efecto de factores no tan trascendentes y que estdin involucrados (ver (4.1.9)) pueden
examinarse como en la Fig. 4.5.2, donde son investigadas la dependenciade Af sobre Uy el recargo

de seguridad A.

() Una regla de libre distribucién.

Como se presenté para el caso de fondos de reserva en la Seccién 4.3, al considerar la retencién
neta M es a veces Gtil tener una regla ripida para evaluar el orden de magnitud de esta cantidad. Tal
regla se obtiene rapidamente aplicando la aproximacién (4.3.5) para (4.3.2), omitiendo e término
de correccion incluyendo vy

U=yJK’ MP+qj P’ -\P,
y resolviendo
M={(A7-y'al) PP+20UP+U* ]/ K*y* P. 4.5.1)

Esta ecuacién podria ser manejada como (4.3.6) o (4.3.7) y obtenerse una visualizacién como la
Fig. 4.3.2. Sin embargo, serd aplicada una técnica ligeramente diferente, la cual es algunas veces
atil cuando el nimero de variables involucradas es grande. En lugar de variables absolutas P, U Y
M se emplearan sus razones

weM/Uy u=U/P (4.5.2)
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Entonces (4.5.1) puede escribirse de la forma

1 B
P

W=

AUt 2). 4.5.3)
donde
p=a"-y'ol. (4.5.4)

La razén w es una funcién hiperbélicade la razén de solvenciau como se graficaen la Fig. 4.5.3.
- 8iel coeficiente B es positivo, entonces la curva tiene un minimo

w=\/E

2(A+
wy=22NP) JB) (4.5.5)
Ky
Si B es negativa, entonces la curva se incrementa para >0 y w es negativa para
u<-A+yo,. {4.5.6)
waM/U
0.151
0.0 4
. 0.0%

0.5
u=U/P

Figura 4.5.3 El monto relativo de la retencion neta w=M/U como una funcidn de solvencia o de
acuerdo con la ecuacion (4.5.3)

X) 02 3} o4
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Esto significa que debido a la variacién de estructura, introducida en las ecuaciones por medio de

O, ningn plan de reaseguro puede estabilizar ¢l negocio a menos que la razén de solvencia u
exceda el limite provisto en (4.5.6).

(g) Reglas basadas en experiencias anteriores son algunas veces consideradas, de acuerdo con las
cuales por cjemplo, la retencion M es supuesta a ser alguna cuota particular (‘empirica’ o
tradicional) del ingreso de prima P o de las reservas U, ¢j. M=¢'P o M=¢"U. Una regla de este tipo
se obtiene ripidamente de (4.5.5) escrita como sigue

20+ W2
L—}—\%’i—gﬁ (4.5.7)

En el caso especial, cuando no existe variacion de las probabilidades basicas (ésta es omitida o
incluidaen 1), esto ¢s, 5.=0, tenemos

(para & =0.001) (4.5.7b)

Esta férmula es, en realidad, 1a misma que (4.3.8). Esto conduce a una regla que es frecuentemente
utilizada en ta practica por los ascguradores: que la retencidn neta deberia ser un cierto porcentaje
de las reservas U que la compailia esta dispucstaa perder para cubrir los siniestros durante un aflo.
Si A ¢s tomada por ejemplo como 5%, M es 0.05U. Este estimado estd basado, sin embargo, en una
premisa débil que pucde no ser muy til excepto en algunos casos especiales. Ninguno ofrece
alguna simplificaciénnotable comparados con (4.5.1).

Otra regla, de acuerdo con la cual M se relaciona con ¢l ingreso de prima, podria ser obtenida de la
tltima parte de (4.3.8).

Ejercicio4.5.1.

Pruebe que la reserva de riesgo minima U definida por (4.1.8) y suponiendo ¢,=0 tiene una
derivada

Uy = [-Mn, ;ﬂ: ~anj(1-5(M)). (4.5.8)
Ejercicio4.5.2

Encuentre condiciones de acuerdo con las cuales la derivada (4.5.8) tiene un valor negativo en
AM=0.

Ejercicin4.5.3

Examine la forma de la funcién U(M) definida en el ejercicio 4.5.1. {Cuando esta funcién tiene un
minimo para una A finita?

Observe que el tipo de la solucidn depende del signo de la derivada en ¢l origen (ver ejercicio
4.5.2).
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Ejercicio4.5.4
Supodngase que los datos estandarizados(distintosa Af) y las distribuciones dadas en el inciso 4.2(b)
son vilidas y U=10 millones. ;Cual deberia ser la retencién neta maxima M de acuerdo con la

ecuacion basica (4.1.7)? Calcule también un valor aproximado por medio de (4.5.1) tomando
P=£65 millonesy K=0.6.

Ejercicio4.5.5

El asegurador considerado en el ¢jercicio 4.5.4 asigna de la utilidad que puede disponer libremente
un pequefio incremento AU para su reserva de riesgo actual U y aumenta la retencion neta M en un
monto AM de acuerdo con la ecuacion basica (4.1.7). El ingreso de prima neta de reaseguro P se
incrementa entonces en AP, 1o cual incluye un recargo de seguridad (correspondientea 1a utilidad,
solvencia y gastos del reasegurador) A,=0.1. ;Cual es la tasa de rendimiento i, del monto AU, esto
es, ¢l incremento esperado del margen de utilidad de la cedente divididopor AU?

Puede utilizarse la férmula derivada para el ejercicio 4.5.1.

Ejercicio4.5.6

Encuentre, aplicando la idea presentada en el cjercicio 4.5.5, un limite superior para la reserva de
riesgo U si se requiere que la tasa de rendimiento /, tenga que scr al menos #,. Evalic un valor
numérico para ésta en ¢l caso tratado en el ejercicio 4.5.5 para i;=0.1.

Ejercicio 4.5.7

Una nueva péliza es afladida a una cartera de seguro de vida. La tasa anual de muerte para éstaes g
y el asegurador aceptard una cantidad Af de ¢lla a retencion neta. (Cudl deberia ser A si la
probabilidad de ruina € de acuerdo con (4.1.8) no fue cambiada? La nueva péliza tiene el mismo
recargo de seguridad A que ¢l promedio de la cartera. Derive para A una regla simple, si g es
pequeiia, el nimero esperado de siniestros n es grande y ¢,=0 (M debe ser expresada como una

funcién de las variables X, n, U, P y los momentos deben ser valuados en cero para la f.d. del monto
de siniestro ).

Ejercicio4.5.8
Sea la f.d. del monto de siniestro en unidades monetarias apropiadas
08Z para 0= Z<)
S(Z) =
@ {1—0.22" para Z > 1

¢Cual deberfa ser la retencion neta maxima A, cuando es aplicado un tratado en exceso de pérdida
y n=100, U=20, A= 0.05 y £=0.01? Utilice la version corta (4.1.8) de la ecuacion bdsica.

4.6 El caso de varias Ms.

(a) El problema.

La ecuacién basica en su forma abreviada (4.1.8) ahora se utilizara en el caso cuando la cartera es

subdividida en secciones independientesj=1,2,.../, cada una de las cuales tiene su propia f.d. del
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monto de siniestro S, recargo de scguridad A >0, nimero esperado de siniestros i, retencion neta M,
y variable de estructura q;. Primero los momentos a, valuados en cero estan definidos
independientementepor cada seccion. Estos dependen de las retenciones A, (ver (3.6.3)y (3.6.8)) y
pueden denotarse por a, (A,). Paraabreviar, sea m=m,(M)=a,(M).
El problemaes determinar los M de modo que:
(i) el monto esperado de utilidad como una funcion de las M;s
SOMy M M) =2 Mynymy, (4.6.1)
7
sca maximizado;y
(ii) la ecuacidn basica (4.1.8) sea aplicable para toda fa cartera:

O(MiMa e M =U-yox+ 2 0snym, =0, 4.6.2)
]

donde (ver (3.7.9))

X T O x(aromerr) = \/Z(n,a..,(z\l,)*'n‘; m( M, ) o).
4

(b) Solucién.

Este problema de limite extremo ¢s resuelto mediante el uso del método de Lagrange introduciendo
una funcién

F=f-pQ
donde p es una variable auxiliar.
Para una solucidnreal son necesarias algunas suposiciones concernientesa la cartera y al reaseguro.
Como ejemplo, ¢l problema serd tratado asumiendo un exceso de pérdida como reaseguro. Para
facilitar los célculos es supuesto ademds que A, es independicnte de la retencién M. La existenciade
derivadas continuas ', pueden también suponerse sin ninguna restriccion esencial, asi los posibles

puntos escalonados de S, pueden ser bastante aproximados por un segmento de curva
continuamente diferenciable.

Utilizando estas suposiciones, tenemos

a'w(M)=——][ jz*s' (Z)dZ+(1-S,0 M) M ]

S M,
= kM: 1-8,0 M)

&F
=n,(1-S;,( M D1 P)M""—‘Al,*‘-—n,m;cqu' 0.
& M, ox

4.6.3)
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El valor extremo puede encontrarse entre la unién de los puntos cero de Q y de estas derivadas.
Haciendo los factores encerrados en las llaves iguales a cero tenemos que

_ox(p-1)

M;
yp

Ajmn,m,el. (4.6.4)

Resolviendo las Ms de estas ecuaciones y sustituyendo en (4.6.2), p puede ser determinada.

Las ccuaciones (4.6.3) dan solamente las condiciones necesarias para la solucidn. En casos reales,
donde la informaci6n involucrada es conocida, tiene que investigarse si las soluciones existen, las
cuales entre otras cosas dependen de los valores de U. Un paso posterior es encontrar una solucién
numérica cuando son dados los datos y las distribuciones.

Esto puede conducir a problemas considerables, debido a que las variables Af, son parte de las
expresiones de momentos.

Los problemas se concentran sobre la busqueda de variables que dan un maximo absoluto para la
funcién de utilidad fen la superficic de 9=0. Observe que también uno o mis de los factores /—
S(M) en (4.6.3) pueden ser 0, lo cual significa que la seccién en cuestion no necesita
reaseguramientoy el interds se limitaa considerar la parte restante de la cartera,

(c) El caso Poisson

Es de interés observar que la expresién por la cual ; es multiplicado en (4.6.4) no depende de la
seccion j, esto es, es la misma para todos ellos. Por lo tanto en cl caso particular Poisson donde
©,=0 para cada, ¢l siguiente tcorema puede derivarse en base a las suposiciones mencionadascen el
comienzo de esta seccidn.

Los limites de retencion M, deben elegirse proporcionales a los correspondientes recargos de
seguridad .

(d) Discusién general.

Se supuso anteriormente (cuando (4.1.8) fue aplicada) que la aproximacion normal estd justificada,
pero es importante notar que la aproximacidn normal no ha sido supuesta para cada componente j
individualmente. De esta forma se tienc que cl teorema es valido ciertamente en tanto la
aproximacion normal es aplicable para todo el negocio: de acuerdo con el teorema de limite central,
esta es una condicién menos restrictivaque si las suposiciones correspondicntes fueran hechas para
los diversos subgrupos.

El resultado anterior es de gran interds cuando se considera para la p6liza global de reaseguro de
una compaiiia. Esto no es un resuttado inesperado en ¢l sentido de que indica que ¢l mayor 2, es (o,
lo que es equivalente, la mayor utilidad esperada de una clase de seguro o grupo de pdlizas) el
mayor de los montos que deberia retenerse por cuenta neta. En este contexto no es necesario tener
que considerar detalles tales como el costo de reascguramicntoen relaciéna los arreglos hechos, ya
que puede suponerse que la asignacién ha sido ya hecha por éstos al llegar a los estimados de A
Como un caso especial se sigue que el curso adecuado ¢s hacer las retenciones M, iguales, si todos
los &; son iguales y los segundos términos cn (4.6.4) debido a la variacién de las probabilidades
basicas son del mismo orden de magnitud (o puceden ser omitidas).

146



4.7 Prima de reaseguro en exceso de pérdida.

(») La férmula para el reaseguro en exceso de pérdida es una de las aplicaciones directas de la
funcién Poisson compuesta.

El tratado estd formulado principalmente extendiendo la presentacion en la Seccién 3.6.2, de modo
que el reasegurador pague la parte Z,,=Z, -4 de cada siniestro Z,, los cuales exceden un limite 4
pero no mas que B-4, como estd vistoen la Fig. 4.7.1.

Entonces la prima neta de reaseguro es, de acuerdo con la formula general (4.1.1) para la prima de
riesgo,

R
Pyr(A,B)=nE(Z,)= n[ [(Z- A)dSZ)+ (B- A)(1 - S(B)], (4.7.1a)
A

donde n ¢s el numero esperado de fodos los sinicstros en la cartera completa en cuestion,
incluyendo también los siniestros para los cuales Z,.=0. En el caso particulardonde B =, (4.7.1)
puede ser escrito en la forma (ver 3.6.3)

Pyoa(do)=nlai(o)-ai(A)] (4.7.1b)

s'(2) 4

.

A 2 e 8 Z

Figura 4.7.1 Tratado de exceso de pérdida. EI monto total de un siniestro Z,,, excediendo el limite A
(retencidnnera) estd dividido entre la cedente y el reasegurador Z,,=Z+2,,

y por tanto, considerando Z. (4. B) = Z,,(4,%0)-2Z,.(B,«)
Pxuld, B)=n[a,(B)-ai(A)]. 4.7.2)

Si los momentos pueden obtenerse en forma tabular, como en la Tabla 3.6.1 , entonces Py, es
rapidamente obtenido. Por ¢jemplo, sca #=1000, A=£10" y B=£10"; entonces de acuerdo con la
tabla P,,=1000x(8.888-7.302)<10°=£1.586x10°,

(b) Varianza.
Es bien sabido en la préctica que la aplicacion de la formula simple dada, €s mas vulnerable para
alguna inexactitud de la cola de la distribucién de! monto de siniestro 8, lo cual se presenta muy
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frecuentemente debido al hecho de que la base de experiencia es escasa. Para compensar la
incertidumbre (y la mayor fugacidad), son incluidos los recargos de seguridad en la prima de
reaseguro, los cuales pueden ser bastante sustanciales y pueden afectar fundamentalmente el hecho
de haber considerado este tipo de tratado. Por ejemplo, por lo general son sugeridas férmulas donde
la prima neta es recargada por un margen de seguridad el cual es proporcional a la desviacién
estandar o varianza del riesgo involucrado. La varianza de los siniestrosen la responsabilidadde los
reaseguradores puede expresarse en funcion de los segundos momentos como sigue (ver gjercicio
4.7.1).

ok =nlay(B)-a:(4)]-2 APx,+ Procl. S

La prima es también muy sensible hasta para una inflacién pequeiia, como se demuestra en el
ejercicio4.7.3.

En este cjemplo, y suponicndo ¢,=0.05, ¢l valor

6%, = 1000x(1.338 % 10*-2.353 % 10°) % 10°

-2x 10° = 1.586 % 10°+ 1.586° x 0.05°

=£10'?x7.86;
6,~10°<2.80 se obtiene de la Tabla 3.6.1.

Ejercicio4.7.1
Pruebe (4.7.3).

Ejercicio4.7.2
Supéngase que la cola superior del monto de siniestro sigue la f.d. de Pareto

SZ)=1-b(20/ Z )* (Z> Zo)-
Calcule la prima del exceso de pérdida (4.7.2) para Z;<A<B.

Ejercicio4.7.3.

La distribucion del monto de siniestro S(Z) puede aproximarsc por 0.9Z para 0<Z<l] y por la
distribucién de Pareto 1-0.12 para Z=1 donde la unidad de las variables monetarias es £10°. Los
limites del tratado de exceso de pérdida son A=2 y B=5. Calcilese la prima neta Py, como un
porcentaje de la prima total P. Suponga que debido a la inflacidén los montos de los siniestros se
incrementan uniformemente en 10% pero la prima no cambia. ;Cudl es la pérdida esperada del
reasegurador?

Ejercicio4.7.4
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La f.d. del monto de siniestro es exponencial S(Z)=/-¢*? y se aplica un reaseguro en exceso de
pérdida con un l{mite de retencién M, (Cudl es la f.d. del monto de siniestro en la responsabilidad
del reasegurador? ¢ Cudl es la varianza de los siniestros agregados para la parte del reasegurador?

4.8 Aplicacién del reaseguro en stop loss

(a) Férmula general

En el reaseguro de stop loss el reascgurador paga la parte del monto fotal de sinicstros X los cuales
exceden una cierta cantidad, 4. La responsabilidad del reascgurador esta frecuentemente limitada a
un monto B-4 de modo que el pago no es més que éste si la siniestralidadtotal X excede B. Ademés
es comin que la responsabilidad de un reasegurador sea limitada a una cierta parte (1-¢) del exceso
X-4, siendo la parte restante ¢ responsabilidad de la cedente. La parte de siniestros del
reasegurador puede resumirse como sigue

0 cuando X< A
X.=4(1-c)(X-A) cuando A<X<B
(I-c)(B-A) cuando X z B.

donde X es la siniestralidadtotal.
La prima de riesgo de reaseguro Py (A4, B) se expresa ficilmente de la siguiente manera

B o
Pu(A,B)/(1-¢)= [(X - )dF@)+(B- A) [dF(), (4.8.1a)
A 8

donde F denota nuevamente la funcién de distribucién de los siniestros agregados. Integrando por
partes la expresién anterior puede escribirse como

B
(B~ A)F(B)- [ F()dX + (B- A)- (B~ A)F(B),
4
de modo que la prima neta sea
8
Pau(A.B) = (1-¢) [(1- FO))dX. (4.8.1b)

(b) Discusién.

Como la prima del exceso de pérdida, la prima del stop loss es sensible a incertidumbresde la cola
de la distribucion del monto de siniestros asf como a la inflacién. Ademas es sensible a
inexactitudesy a /as variaciones de estructuradel niimero de siniestrosn. La Tabla 4.8.1 demuestra
como la prima del stop loss depende de la variaci6én de las probabilidadesbdsicas indicadas por o, y
7, (ver Seccién 2.7) tan bien como de otros aspectos del mismo entomo.

Es importante notar que no solamente la oscilacién en plazos cortos de las probabilidades basicas
{supuestas cuando el proceso Poisson compuesto mixto fue definido en el inciso 2.7.7 (¢)) sino
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también los ciclos a largo plazo y las tendencias mencionadas en el inciso 2.7.7(b) afectan muy
fuertemente la prima del stop loss.

Puede suponersc que la asignacion serd hecha dc acuerdo con las tendencias y que los pardmetros,
especialmente n, serdn ajustados adecuadamente. Aunque si los ciclos a largo plazo (ej. son en
general manejados cuando son evaluadas las probabilidades de ruina) pueden considerarse en
conexién con el problema de estimacién como una fluctuacién aleatoria del mismo cardcter que la
oscilacién a corto plazo. Obviamente un método conveniente es escoger las caracteristicaso, ¥ v,
tan grandes de modo que incluyan los ciclos en su rango. Claramente esto implica, sin embargo,
que el tratado de reaseguro se extiende sobre un periodo razonablemente largo de tiempo. Sin tomar
precauciones especiales la prima calculada de este modo puede ser insuficiente durante esa mitad
del ciclo en la cual las frecuencias de sinicstro son elevadas, pero puede esperarse se compense
durante la otra mitad de la onda si el contrato no ¢s descontinuado antes.

(¢) Férmula NP.

Si la funcién compuesta F puede aproximarse por la formula NP, la prima del stop loss (4.8.1)
puede expresarse en funcién de la f.d. normal N y su primera derivada M. En el caso simple, cuando
el reaseguradorpaga el exceso completamente.X-A4, sc obtiene la siguiente expresién

Puf(d)= Puldo)=(P-A)(1-Ny ) +tox(I+yxy,/ ON(Y,). (4.8.2)

donde la prima de riesgo total P esta definida por (4.1.1), o, y v, por (3.3.7) y 74 esta relacionada
con A a través de la transformaciénde NP, esto es, (ver (3.11.14)y (3.11.14a))

A-P
Ya=vi(~

)

(ver ejercicio 4.8.1).
Entonces la prima en ¢l caso general es

Pu(AB)=(1-c)f Psu(d)- Pu(B)] (4.8.3)

La Tabla 4.8.1 exhibe algunos ejemplos de las primas de riesgo del stop loss. El primer grupo en la
tabla demuestra el efecto de los limites A y B. Los otros argumentos estan ajustados.

El segundo grupo ilustra como la heterogeneidad de las sumas de riesgos individuales afectan la
tasa del stop loss. Los fndices de riesgo r, y ry son elegidos de la Tabla 3.6.1, suponiendo que la
cartera esté primero protegida por un tratado de cxceso de pérdida teniendo M=1, 10 y 100 en
millones £ respectivamente y el negocio retenido es entonces objeto de la covertura de stop loss
ejemplificadoen la tabla.

El tercer grupo de ejemplos muestra como las tasas dependen del tamafio de la cartera, con n
variando y manteniendo los otros argumentos fijos.
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Tabla 4.8.1 Ejemplosde las primas de riesgo de un stop loss de acuerdo con (4.8.2)

rs

n 2z I, o
1000 : 7000 . *a
1000 6.00 20.0 0.7 0.04 0.3
1000 6.00 20.0 0.7 0.04 0.30
1000 6.00 20.0 0.7 0.04 0.30
5000 7.30 44.0 4.5 0.04 0.30
5000 8.90 169.0 122.7 0.04 0.30
5000 9.60 681.0 4314.0 0.04 0.30
100 7.30 44.0 4.5 0.04 0.30
300 7.30 44.0 4.5 0.04 0.30
1000 7.30 44.0 4.5 0.04 0.30
3000 7.30 44.0 4.5 0.04 0.30
3000 7.30 44.0 4.5 0.00 0.00
3000 7.30 44.0 4.5 0.05 0.50
3000 7.30 44.0 4.5 0.10 1.00
3000 7.30 44.0 4.5 0.20 1.50
Continuacionde la tabla
A B Pr4) P(B) P4, B)
P Jid P P Vi
.00 1.40 0.0587 0.0004 0.0583
1.10 1.50 0.0231 0.0001 0.0230
.20 1.60 0.0072 0.0000 0.0072
1.25 1.75 0.0005 0.0000 0.0005
1.25 .75 0.0134 0.0001 0.0133
1.25 1.75 1.1014 0.0390 0.0624
1.25 175 0.1868 0.0836 0.1032
125 1.75 0.0721 0.0118 0.0603
1.25 1.75 0.0168 0.0002 0.0166
1.25 1.75 0.0020 0.0000 0.0020
1.25 175 0.0015 0.0000 0.0015
1.25 1.75 0.0023 0.0000 0.0023
1.25 1.75 0.0062 0.0000 0.0062
1.25 1.75 0.0275 0.0014 0.0261
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Comao es esperado, las tasas (calculadas como porcentajes) necesarias para cubrir ¢l riesgo de una
pequeiia colectividad son sustancialmente mayores que aquellas necesarias para una gran
colectividad.

En el ultimo grupo de ejemplos los parametros de estructura g, y v, varian. Estd visto también que
la funcién de estructura afecta fundamentalmente las tasas.

Ammeter (1953), Bohman y Esscher (1964) han desarrollado cxtensiones en el caso de un proceso
Polya para la prima del stop loss (con B=c0).

Ejercicio 4.8.1
Pruebe (4.8.2).

4.9 Una aplicacién para estadisticas de seguro.

(a) El problema.

Esto no significa necesariamente que se limite la aplicacién de la teoria de riesgo a la cartera
completa de una compaiifa de seguro.

Por el contrario, es aplicable para cualquier seguro colectivo. Un ejemplo comtun ¢s en la coleccion
de estadisticas de scguro, donde el colectivo en cuestién puede ser un grupo de pdlizas de riesgos
similares, y para los cuales la prima de tarifa es calculada tomando separadamente frecuencias de
siniestros como primas de riesgo. De acuerdo con esto, el problema de la precisiénde la frecuencia
de siniestros se deriva de las estadisticas; en otras palabras, qué tan grande debe ser el grupo en
cuestién para dar una base estadistica adecuada para el cédlculo de la tasa.

Como un ejemplo, considérese un cierto grupo de pédlizas similares las cuales han sido observadas
durante un cierto periodo -en general, varios afios. Supdngase que el monto total de los siniestros
durante este periodo ha sido £800,000. EI monto total del seguro en vigor en este grupo es
£700,000,000, sicndo este monto la suma de las sumas promedio de cada afio. El llamado 'bumning
cost' se obtienc ahora como f=800,000/700,000,000=1.14 por mil y ¢l problema es estimar la
precision de esta cantidad.

(b) Limites de confianza.

Asumiendo el proceso Poisson mixto, la solucion es una aplicacién directa de la férmula NP
(4.1.7). El monto total esperado de siniestros puede interpretarse como una prima de riesgo P, y
X-P, la desviacién del monto de siniestros observado Y con respecto a lo que se esperaba, como el
error debido a la fluctuacion aleatoria. Entonces el error relativo es Af/f=(A-P)/P. Por tanto con
probabilidad 1-&

donde

F(x:)=1-e/2,
F(x,)=¢c/2.



El valor verdadero de P es, por supuesto, desconocido y por lo tanto son utilizados valores
estimados, derivados de la experiencia o utilizando simplemente el monto observado.Y como P.
Primero sea e/2=N(y,) y 1-e/2=N(y;), donde N es la f.d. normal y y,=-y,. Ademads, sean x, y x, las
correspondientes variables corregidas MNP, x=v,(3) de acuerdo con (3.11.16). Entonces

X, =P+xox (i=12),

Ox

x5 <

S

Ox
S o=t 4.9.
g (49.1)

Aquf (ver (3.3.7))

ax/P=fr/nval, (4.9.2)

y para la férmula (3.11.16) el sesgo es el mismo que el dado en (3.3.7) (obsérvese que una
transformaciénlineal, aqui X—X/P, no afecta el sesgo).

El cdlculo de los indices r, y r, y la evaluacién para o, y v, pueden calcularse de las estad{sticas en
cuestién, o (si no fueran conocidas y fuera necesaria una estimacion anticipada del error) pucden
obtenerse de la experiencia gencral del tipo de seguro en cuestion.

Como un ejemplo sea 7#=100, r=10, ,=200, ¢,=0.1 y v,=0. Entonces

ox/ P=+J10/100+0.77 =0.33,

Y =(2007 100 +3x10x0.1°/100+0)/(0.33 )’ =0.64.
y para €=0.05, y=+1.96 de acuerdo con ¢l monogramade la Fig. 3.11.2 x;=-1.7 y x,=2.3. Por tanto
1. 7x033<Af/ f523x0.33,

0.6SAF/ <508

(c) La aproximacién normal pucde reemplazar la formula MNP si solamente es necesario el orden
de magnitud, o cuando la base de datos s grande. Entonces

lAf/ﬁS.\’;\/r:/H+o'.‘;. (4.9.3)

En este ejemnplo [Af / f]s 0.7 . Como es usual la aproximacion normal ha sobrestimado el riesgo de
desviaciones positivas grandes. Debido a que los grupos de riesgo en consideraciones estadisticas
estdn frecuentemente limitados, la aplicacién de la aproximacién normal y hasta la férmula NP
puede ser incierta. Sin embargo, esas aproximaciones dan valores bastante confiables
particularmente si la frecuencia no es muy pequeila, € necesita no ser tan pequefla como
habitualmente se da en la teoria de riesgo, la cual también se agrega a la utilidad de la férmula.
Frecuentementees necesario conocer solamente el orden de magnitud del error relativo.
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Observe que si el material estadistico bajo consideracién estd derivado de varios aflos de
informacién, entonces la variacién de estructura de afios consecutivos puede esperarse se
compensen unos a otros y @, puede suponcrse aproximadamente igual a 0. Por otra parte, pueden
esperarse serios prejuicios debido al surgimiento de tendencias y ciclos (ver inciso 2.7(b)), los
cuales deberian ser estimados de una u otra forma (ver Mcguinness, 1970).

(d) Una estimaciéo directa,

Puede notarse, por ejemplo, que para una revision rdpida del orden de magnitud, el mismo
problema de estimacién puede ficilmente resolverse dividiendo el periodo de observacion en sub-
periodos, preferiblemente en afios, y calculando el cociente f, por separado para cada afio v.

Entonces la estimacion
AP fz_(f____ (4.9.4)
7TV NN-D

donde f = Y. f./ N. N es el nimero de sub-perfodosy € el nivel de confianza. Los detalles de este
método no serdn desarrollados porque estan fuera del alcance de la teoria de riesgo. En la practicala
férmula riesgo-tedrica(4.9.2) es quizds mas util en casos donde las estad(sticasde siniestro han sido
proyectadas, y en esta etapa es nccesaria una estimacién del error cuando no existe una base
estadistica para (4.9.4). La ecuacién (4.9.2) puede ser util en algunos casos al definir una
clasificacién apropiada de riesgos o al decidir cuantos afios de estadisticas son necesarias para
obtener una confiabilidad satisfactoria.

Ejercicio4.9.1

Es sabido que para ciertos riesgos de incendio f = 0./26 y cl nimero de siniestros anualmente es
de cerca de 1000. ;Cudntos afios de estadisticas son necesarios para estimar £ con una precisién de
20% con un nivel de confianza de 10%? El indice de riesgo r; esta estimado en 100 y 6,.~0. Puede
utilizarse la aproximaciénnormal.

4.10 Tarificaciénen base a experiencia, teoria de credibilidad.

(a) Devolucién de utilidad.

Sistemas de dividendos son aplicados en conexién con algunas clases de seguro. Por ejemplo el
dividendo por no siniestro en seguro de automéviles es muy conocido en muchos paises. Otro
sistema de bono es incluido algunas veces en tratados de reaseguro y también para contratos de
seguro directo. Si el recargo de seguridad de la prima de riesgo es (1+A)P y el monto real siniestros
relacionado con una colectividad en particular (tratado o poliza) en un afio X es, un dividendo o
‘devoluciénde utilidad’ que puede acordarse, por ejemplo, de acuerdo con la férmula

G=kf(I+ )P-X ], (4.10.1)

Asumiendo que el promedio del recargo de seguridad AP=)E(X) deberia cubrir la devolucién de
utilidad y denotando X,=(1+1) E(X}
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Xy
E(G)=k(1+N)E(X)F(Xo)-k fXdF(X) SAE(X)
(]
La integracion parcial da
Xy
k Jl F(X)dX s AE(X). (4.10.2)
o

Esta ion define la c k. Ammeter (1963) ha cstudiado sistemas donde la varianzade G
estd minimizada o donde la prima neta P-G es lo mds correcta posible aunque la estimacién original
de P eserrénea.

(b) Ejemplo.
Si F puede aproximarse por la f.d. NP N, (3.11.14a), la férmula (4.10.2) puede escribirse de la
forma

[£32 914
k | n(EL)ax<ap,
r't o

X

lo cual da, después de algunas simplificaciones

k STﬂ__.‘
I N ax

dondex=(X-P)foxy xo=AP/ax =N/ Jr:/ n+a} (ver(3.3.7).

Si, por ejemplo, A=0.1, r,=25, r,=1000, 6,=0.2, y,=0.5 y n=100, entonces k<0.85. Esto significa
que el asegurador puede devolver al menos 85% de la utilidad. El resto de la utilidad es necesaria
para cubrir el riesgo de pérdidas excesivas X>P.

Si en lugar de la funcién NP, es utilizada la aproximacién normal, el valor k seria 92% en el
ejemplo anterior.

(c) Discusién.

La estructura del contrato entre el ascgurado y ¢l ascgurador es, en esencia, el mismo que el
reaseguro de stop loss convencional. El asegurado hace frente por cuenta propia a las fluctuaciones
pequeiias de siniestros parciales, mientras que el riesgo de pérdidas grandes estd asegurado como se
ha presentado en la Seccién 4.8. Debe notarse que es inusual en la practica que £(X) y por tanto
también A sean conocidas de antemnano para cada riesgo colectivo bajo consideracion. De hecho la
situacidn es precisamente la misma que la descrita en la Seccién 2.10, donde fue introducido el
concepto de 'variacion de exposicion al ricsgo dentro de la cartera’. Por tanto, 1a desviacion estandar
o, ¥ €l sesgo y, deberian interpretarse ahora como relacionados a la variacién del riesgo dentro de
ese grupo de riesgos de los cuales la unidad particular en cuestion es seleccionada. La prima inicial
P es la prima promedio derivada para todo el grupo y la devolucion por utilidad G esta disefiada
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para compensar las desviaciones de las tasas expuestas de las unidades individuales a partir de un
nivel promedio conjunto.

{d) Tarificacién en base a experiencia.

La filosofia de tarificacién en base a la experiencia no ha sido todav{a discutida en su totalidad. En
general, la razén principal para la aplicacion prictica de la tarificacién en base a la experiencia es
intentar alcanzar primas razonables comenzando a partir de un valor hipotético P, e irlo corrigicndo
utilizando la experiencia de siniestros real por medio de alguna regla acordada, por e¢jemplo similar
a la dada en (4.10.3). Cuando se define lo que es considerado como ‘'primas razonables', debe
considerarse en parte para pagar el requerimicnto de que, al menos en varios afios, la prima media
no debe estar demasiado alejada del valor esperado real de siniestros, y por otra parte el
requerimientode que la prima no debe mostrar una fluctuacién demasiado aleatoria. Un cjemplo de
esta clase de arreglo es distribuir en el sistema de 'deslizamicnto de primas’, ¢l cual ha sido
estudiado ampliamente en los EEUU bajo el titulo ‘teoria de credibilidad’.

Considere un riesgo o un grupo de riesgos que tengan la misma prima inicial £,. Este grupo puecde
ser, como se mencionod en el comienzo de esta seccion, un colectivo de personas u objetos sujetos a
algun contrato de grupo. El mismo método puede, sin embargo, aplicarse también para ¢l ajuste de
las tarifas generales, en cuyo caso cs aplicado separadamente a los diferentes grupos de tarifa, ej.
construccionde casas en algin drea definida, etc.

Suponga ademds que ésta es agregadaa la prima para el siguiente afio que esta calculada de acuerdo
con la férmula

Pi=ZXo+(I-2)Ps. (4.10.3)

donde X, ¢s el monto total de siniestros en este colectivo en el afio anterior. La ‘ruptura de la
constante’ Z, llamada ‘credibilidad, es elegida del intervalo:

0<Z<1,
y serd fijada lo suficientemente pequefia para eliminar en su mayoria las excesivas fluctuaciones
aleatorias. Mas precisamente estd sujeta a la condicion de que las fluctuaciones aleatorias puras, con
probabilidad 1-€, no resultardn en un cambio en la prima P ¢n exceso de 1004% calculadade E(X).
Expresado en simbolos, éste es el caso si la constante Z satisface la condicion

ZAX < pE(X), (4.10.4)
donde AX se obtiene de
FE(X)+AX)-FE(X)-AX) = 1-¢, (4.10.5)

la cual supone que la fid. F de X es conocida o supuesta. Entonces el valor absoluto de la
desviacion AX=X-E(X) puede ser tan grande como AX solamente con probabilidad e.

Si puede suponerse que la aproximacion NP da una aproximacién satisfactoria para £, entonces el
inciso 4.9(b) es aplicable debido a que Aff es de hecho AX/E(X) y, limitando el analisis para los

saltos ascendentesde X,
Zxenjr:/n+tci =p

donde de acuerdocon (3.11.6)
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!
xe =y.+—7x(yf-l).

y y.es laraizde 7-e=N(y,) y r, es de nuevo el indice de riesgo (3.3.8).
Por tanto tenemos

z= L4 . (4.10.6a)
Xe :;r:/n ACH

Porque para colectividades de ricsgo menores, para las cuales la tarificacion en base a experiencia
es aplicada gencralmente, la variacién de las probabilidadesbdsicas pueden ser menos significativas
que la otra fluctuacién (ver Tabla 3.3.2), la fdrmula puede simplificarse poniendo 5,~0. Entonces

z=2 (" (4.10.6b)
rz

El nimero esperadode siniestros n los cuales hacen Z=1, esto es,
'l

na=x-‘,r:. 4.10.7)
P
es de especial interés.
Tabla4.10.1 Valoresde n, para credibilidad total (monto de siniestro constante).
e

P 10% 5% 1%
0.01 27057 38416 66 347
0.05 1 082 1537 2654
0.1 271 384 663
0.2 68 96 166

Siguiendo la terminologia de la teoria de credibilidad Americana, se dice que si Z=1, ésta es una
credibilidadtotal.

En el caso especial donde las sumas de riesgo son todas iguales o, lo qQue es equivalente, si solo es
registrado el nimero de siniestros calculando la frecuencia de siniestros, entonces r=1 y los valores
de n, los cuales son bastante grandes para la credibilidad total se obtienen inmediatamente por
medio de tablas de la distribucién normal, la cual es usada en lugar de la formula NP, como en la
Tabla4.10.1.

En casos mds pricticos las sumas de riesgo no son iguales y por tanto r, noes 1. La variaciénen el
valor de esta cantidad depende significativamente del grado de heterogeneidad de las sumas de
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riesgo y por consiguiente el limite de credibilidad total puede ser considerablemente mayor que el
dado en la Tabla 4.10.1. Los valores de r, pueden frecuentemente ser del orden de 5 a 10, pero en
casos donde las sumas de riesgo son grandes puede ocurrir que los valores scan mucho mayores,
como se vié por ejemploen la Tabla 3.6.1.

Si el nimero esperado de siniestros 71 ¢s mas pequefio que el valor obtenido de (4.10.7) entonces la
constante Z tiene valores mds pequefios que 1 y se utiliza el término ‘credibilidadparcial .

De (4.10.6b) y (4.10.7), puede obtenerse inmediatamente una de las formulas de la teoria de

credibilidad eliminando el coeficientede Vn en (4.10.6b)

Z=n/ne (4.10.8)

Anteriormente s¢ supuso que la aproximacion NP puede utilizarse. Sin embargo, debido al pequeiio
tamafio de la colectividad en riesgo frecuentemente son objeto de tarificaciones en basc a
experienciao de teorfa de credibilidad, 1a formula de NP puede ser dudosa, aun si no son necesarios
valores muy pequefios de € para los cuales la precision de la férmula ¢s mas insatisfactoria. La
incertidumbre puede por supuesto evitarse calculando la cantidad x, utilizando algin otro método
de ciélculo. Un inconveniente es, sin embargo, que x, pucde depender de s No obstante, la
experiencia de los actuarios Americanos sugiere que la aproximacion normal da valores que son
satisfactoriosen el trabajo practico.

(e) Valor limite.
Aplicando (4.10.3) para una secuencia de ¢ afios y desarrollando el algoritmo en una serie se tiene
que

P=ZXut+(1-2)Prs
=ZX(-Z)" Xea* (1-Z ) Po. (4.10.9)

1=

Si el valor esperado p=£(X,) es supuesto igual para todo valor /, entonces

E(P)=23,(1-Z ) n+(1-2) Py

I

=[1-(1-Z) Ju+(1-Z ) Po, (4.10.10)

la cual tiende a p cuando r—0, Asi, a largo plazo P, se espera tienda al valor medio tedricamente
desconocidop. Por tanto la férmula cumple el requisito de imparcialidad. El cocficiente Z regula la
fluctuacidndel deslizamiento de 1a tasa de prima. Debido al hecho de que P, depende de los montos
de siniestro X,., de los afios anteriores por medio de ponderacionesteniendo el tiempo transcurrido i
como exponente, ¢! algoritmo (4.10.9) y la formula (4.10.3) son llamados algunas veces
exponenciales.

(f) El enfoque Bayesiano.

Otro modo de construir la teoria de tarificacion en base a experienciase puede obtener haciendo uso
de la teoria de variacion de riesgo dentro de la cartera como fue discutido en la Seccion 2.10. Es
supuesto que la variable de variacién de riesgo q tenga la f.d. /f para algun riesgo colectivo en
particular, ¢j. para un grupo de un cierto tipo de plantas industriales (ver inciso 2.10(a)). Obsérvese
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que q cs ahora una variable de estructura no dependiente del tiempo que es empleada en varias
partes de este trabajo, pero sin embargo una variable describe la heterogeneidad de las intensidades
de riesgo en la colectividad de la cual la unidad de riesgo bajo consideracién es elegida
aleatoriamente. Est4 supuesto que la funcién H es conaocida, pero el valor del pardmetrode riesgo ¢
es desconocido para cualquier unidad de riesgo individual. Entonces la f.d. F(X'q) y su densidad
J(X:q) son ambas funciones del pardmetro q, como se ilustré en la Fig. 4.10.1.

La prima correcta para cualquier unidad de riesgo depende de la  desconocida ¢ de la siguiente

forma

Plg) = [XfX.qdX. (4.10.11)
o
Por otra parte, la prima promedio de todo el colectivoes

P = [[Xfx: dXdti(g) = [P(@)dH(q). (4.10.12)
o0 [

rexq

X, x

Figura 4.10.1 Ejemplo de f(X:q) para diferentes valores del pardmetro q y un conjunto valores
observados X.

Ahora supongamos que para la unidad de riesgo en cuestién se observa una secuencia de siniestros
totales X;,....X; para t aflos como se ilustrd en la Fig. 4.10.1. Puede esperarse que estén agrupadosen
un drea mds o menos estrecha en el eje X7 Es ficilmente concebible que este tipo de experiencia
acumulada hace posible concluir cual es la orden de magnitud del parimetro desconocido g.
Obviamente esos valores son mas probables que correspondan a las curvas teniendo sus modas
exactamente en esa drea donde los valores de X estdn agrupados.
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La regla Bayesiana nos permite encontrar una expresion para la densidad de probabilidad del
pardmetro desconocido ¢ por la condicién de que X tiene la secuencia de valores observada.
Entonces una idea obvia es corregir la formula de prima (4.10.12) ponderando P(g) para estas
probabilidades condicionalescomo sigue

T1rx, wdiw

Por= E(Xpodl X b XD = [ P@[ 2o} (4.10.13)
° [T/ x. .ty
o i=i

La expresion entre corchetes es justamente la densidad de probabilidad condicional Bayesiana. Si la
funcion de densidad f es conocida, como supuesta, entonces en principio esta expresion da un
estimado para la prima del siguiente afio.

La expresion (4.10.13) ha sido examinada ampliamente y estd demostrado que en cl caso Polya
donde H es la funcidon gamma incompleta y F la Poisson mixta (y, como Jewell (1976) ha
mostrado, también para algunas otras funciones mezcladas) que la formula puede reducirse a la
forma simple

Pri=(1-Z)P+2Z,X. (4.10.14)
donde
,\_',={Zx., (4.10.15)
=1
es el valor medio de los datos observadosy

¢
t+ A

Z; (4.10.16)
Aquf 4 es una constante que es independiente de ¢ pero dependiente del tamaiio del colectivo del
cual los valores de .X son elegidos. Esta es formalmente similar a la formula exponencial (4.10.3),
pero ahora el factor credibilidad Z depende del tiempo ¢. Cuando ¢ se incrementa, Z tiende 2 1, lo
que significaque es dado un mayor énfasis al valor medio de los datos observados ¥ .

Hay una diferencia importanie entre la formula (4.10.3) y la regla de credibilidad (4.10.4). En cl
primero, el efecto de cada .X; desaparece gradualmente, mientras que en el dltimo toda .Y tiene un
efecto de igual peso.

Es interesante saber que una férmula justamente del tipo de (4.10.4) fue encontrada, por un método
de ensayo y error, en los EE.UU. unos 60 afios atrds y ha estado ¢n uso desde entonces. La
derivacionteérica fue encontrada mucho despudés (Baile, 1945, y Mayerson, 1965). La presentacién
dada anteriormente fue realizada por Jewe!l (1976).

(2) El enfoque de minimos cuadrados.

Un tercer camino de construccion de la teoria de credibilidad ha sido desarrollado por Buhlmann
(1967) y otros. La idea es construir de los datos observados.\| alguna funcion predecible g(X),....X)
1a cual, tanto como sea posible, pucda dar un prondstico para el monto de siniestros X;,, del
siguiente afio. La aproximaciénmas simple es escoger g lincal
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.
Br=art QaiXe (4.10.17)

=1

donde los coeficientes a, a;,... serin determinados por medio de el principio de minimos
cuadrados, esto es, minimizando la expresién

Ef(Xii-8)' ) (4.10.18)

Puede demostrarse que, puede encontrarse una formula sujeta a condiciones bastante generales, la
cual sea justamente de la misma forma que (4.10.14) y (4.10.16) atin si la constante 4 es diferente.
Un buen estudio de teoria de credibilidad pucde encontrarse, por ejemplo en Jewell (1980).

Ejercicio4.10.1

Calculese la varianza ¢} del deslizamicntode la prima P, definida por (4.10.9) suponiendo que las
variables X, son mutuamente independicntes y tienen una varianza igual a o Ademds, pruébese
que o, es finito cuando 7—»e0 atn en el caso donde las varianzas individuales son diferentes pero
tienen un limite superior finito.

Ejercicio4.10.2

Sea el recargo de seguridad de prima de riesgo B de una unidad de riesgo > E(X). Un dividendo
G=k(B-X)* scrd dado. (Cudl es el mayor valor de k que no provoca una pérdida sistematica para el
asegurador? Exprese este valor limite en funciénde By F(X) y pruebe que es <t.

Ejercicio4.10.3

Una firma comercial ha asegurado 1000 camiones cn un contrato colectivo. La prima sin recargos
es de £300 por vehiculo y se ajustard de acuerdo con la formula de credibilidad (4.10.3). La suma
total de siniestros en ¢l primer afio ¢s de £180,000 y ¢l nimero de siniestros de 200.

¢Cuadl deberia ser la prima para el siguiente aflo si el coeficiente de credibilidad Z esta determinado
usando los valores =10, 0,=0, p=0.1 y x,=2?
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CAPITULOS

LA VARIANZA COMO MEDIDA DE ESTABILIDAD

5.1 Forma éptima de r ra

() Pla icntodel probl

En el Capitulo 4, la probabilidad de ruina fue el criterio principal utilizado para la solvencia de los
asepuradores. La implementacion fue basada en el cilculo del rango de variacién de los siniestros
agregados, lo cual propicia principalmente el uso de la normal, la NP u otra aproximacién, Otro
modo es utilizando directamente 1a varianza

var(X)=V(X)=ak= [(X-E(X) ) dF(X). (5.1.1)
0

de los siniestros agregados como una medida de estabilidad. En el caso donde la aproximacién
normal es aplicable, la reserva de riesgo minima inicial estd dada por un nivel de seguridad 1-¢
proporcional a la desviacién estindar oy, como puede verse de (4.1.8). Por tanto mientras mas
pequeiia sea la varianza mas segura es la posicion, suponiendo que las otras cantidades involucradas
no estan cambiado, al menos no lo suficiente para compensar el efecto. Si se tiene la opcién de
mancjar diferentes modalidades de reaseguramiento, la mejor de ellas sera, desde el punto de vista
de solvencia, aquella que de una menor varianza (previniendo, por supuesto, que no ¢s demasiado
factible en ¢l gasto de algunos otros aspectos, ¢j. la debilitacion del recargo de seguridad o la
disminucion en el volumen de negocios). Es de esperarse que esta conclusion también sera valida
de manera mds general que simplemente para la aproximacion normal. Este es el proposito en este
capitulo. El problema de encontrar una modalidad de reaseguro 6ptimo se transforma al problema
de minimizacionde la varianza V(Y).

La varianza ha sido explicitamente calculada en la Seccién 3.3 para la variable Poisson compucsta.
Sin embargo, cn ¢l presente enfoque no es necesario hacer las suposiciones de la Poisson
compuesta o aplicar las propicdades de Ia normal.

(b) La optimizacién del reaseguro en stop loss.

Considérese el siguiente problema. Una compaiiia quicre encontrar un tratado de reaseguro del cual
obtenga la varianza mas pequeila para el negocio retenido considerando que la prima de riesgo de
reaseguro P (sin ningiin recargo de seguridad) estd ajustada. Ef monto total de siniestros resultante
del proceso de siniestros durante un periodo de tiempo (¢j. un afio) bajo consideracién, esta
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supuesto dado por la variable aleatoria X,,. Ademds, estd supuesto que el reaseguro estd diseflado
de modo que define un tnico monto determinado de siniestros X

0=X=sX,, ¥ EX)=P, (5.1.2)

en la retencion neta de la cedente por cada realizacién de un proceso de sinjestro. No es necesario
especificar ademds el tipo o detalles de la modalidad de reaseguro; por ejemplo cualquiera de las
formas estdndar tratadas en las Secciones 3.6, 3.7 y 3.8 o sus combinaciones son aceptables. El
problema es ahora encontrar el disefio de reaseguro que tenga la varianza més pequeiia V(X) sujeto

a las condiciones (5.12).
Se sugiere que la solucidn requerida es la modalidad de stop loss (ver Seccién 4.8) definido por

X" = min( X, M), (5.1.3)
donde el limite de retencidn M es una constante determinado por la condicién
E(X')=P.
El problema se ilustra en la Fig. 5.1.1.

Para la prucba de la afirmacién debe notarse primero que, ya que 0sX<X,, se tiene de (5.1.3) que
los siguientes conjuntos son idénticos

(X+X'>2M) ={X>M}=(X-X">0). 5.14)
Cada uno de los anteriores satisface
X-XT=(X+XNX-X) 2 2MX-X). (5.1.5)

Pero esta desigualdad es vilida también para el resto de las realizaciones, debido a que por (5.1.4)
dstas satisfacen las desigualdades 0<X+X"<2A07 y X-X'<0, o juntas (X+X")(X-X")22M(X-X").

163



xl
o
‘o
50 o ©
[2]
o o
° o o o °
g o
50 100

Xyor

Figura 5.1.1 Trarados de stop loss (X*) y exceso de perdida (X). Las realizaciones (montos
retenidos por cuenta propla de la cedente) de X* se representan por la linea recta y las
realizaciones de X por circulos, los cuales estdn distribuidos en el dngulo medio 0sX<Xo. La fd.
Poisson compuesta agregada de siniestros n=20, monto de siniestro distribuida Pareto, a=2,
Zo=1 (ver (3.5.20)), retencion neta para el exceso de perdida M=35.

Tomando valores esperados en (5.1.5), y retomando la suposicién E(X)=E(X"), se obtiene
consecuentemente

V(X)-U(X")=E(X*)-E(X")
E(X?-X")2 2ME(X-X')=0. (5.1.6)

Por tanto la varianza estd minimizada por el r guro de stop loss. Obviamente hay igualdad en
(5.1.6) solamente si X=X’ (con probabilidad 1).

Este resultado muestra que el reaseguro de stop loss (5.1.3) es la solucién éptima entre todas las
férmulas de reaseguro, en el sentido de que para una prima de riesgo de reaseguro fija éste da la

varianza més pequefia para la i6n neta de la compaiifa. En otras palabras, si se fija el nivel V
de la varianza del negocio retenido, el reaseguro en stop loss permite un ingreso de prima méximo
para la pafifa ced y minimiza la prima de riesgo de reaseguro.

La prueba de lo anterior se debe a Martti Pesonen (1983).
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(<) Recargo en la prima de reaseguro.

En la préctica, sin embargo, puede haber recargos considerables de seguridad y por gastos en las
primas de stop loss, debido a que esta forma de reaseguramiento da una varianza relativa grande al
reasegurador. El problema es por lo tanto modificado de la siguiente mancra. Nuevamente, sea X,,
el monto total de siniestros, X la parte retenida de ello, y X,,-X=X_ la parte del reasegurador.
Supéngase que la prima de reaseguro esté definida como

Pr = E(X)+ fIV(Xn)) (5.1L.7)

donde fes una funcién de ‘recargo’ dada. Es necesario suponer solamente que fes no decreciente.
El costo neto de reaseguro es cvidentemente f{¥(Xe) cn promedio. Supdngase ademds que la
cedente desea retener una varianza de tamafio fijo, V(X)=V. El problema es determinar la forma en
que deberia elegirse e/ reaseguro, si los costos de reaseguro deben ser tan bajos como sea posible;
en otras palabras, que forma de reaseguro minimiza V(X)) si }(X) esta fijo. Ahora

V(X ne) =V Xiot) + VX )~ 2 Ko X) - E(XeotJE( X))

A partir de esta cxpresién puede concluirse, ya que ¥(X,,) ¥ ¥(X) son constantes, que el costo de
reaseguro alcanza su minimo en promedio si el coeficiente de correlacion

E(Xin X) - E( X0 ) E(X)
(V(Xu)V]
de las variables X y X,, alcanzan su valor maximo +!1. Como es bien sabido del cdlculo de
probabilidad, éste es el caso si X=aX,,, donde la constante positiva a estd definida de V=V(X)
dando

v
X = o X 5.1.8
V(x,.u)x’ G18

De otra forma, un reaseguro en cuota parte (ver Seccién 3.6.3) da el resultado deseado.

Por tanto, en base a un teorema general estd demostrado que si la prima de reaseguro asumenta con
la varianza de reaseguro, y cs de la forma (5.1.7), el modo mas barato de alcanzar una varianza dada
es utilizando la forma de reaseguro (5.1.8).

Ejercicio 5.1.1.

Sea X,, el siniestro agregado sin reaseguro y X y X, =X,-X la parte de la cedente y el (los)
reasegurador(es) cuando es aplicado algun tratado de reascguro (0<X<X,,). En varios tipos de
reaseguro, por ejemplo en exceso de pérdida y cn tratados de excedente, el valor de el siniestro
agregado X,, no determina los valores de X y X,,, estas variables dependen de como X, estd
compuesta por una suma de siniestros individuales.

Pruebe que siempre hay, sin embargo, una funcién R tal que R=R(X,,.) satisface las condiciones

() O0sRsX,,
(ii) ER)=E(X)
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(i) MR)sH(X)
(iv) MR IsHX.).

donde R =X,.-R.

Sugerencia: Eljjase R=E(X|X,), esto es, para cada .X sea R(X)=EX}X,=X)= valor medio de los
diferentes resultados, los cuales al unirse originan un siniestro total agregado. Obsérvese que
reemplazando X por R une puede mejorar 1a varianza de fanto la cedente como del reasegurador sin
ningiin costo extra a cualquiera de las partes comparada con la regla original (E. Pesonen, 1967 a).
En lo que a esto respecta, se han obtenido otros resultados importantes de aplicacion general por
Martti Pesonen (1983).

5.2 Reciprocidad de dos compailias

(a) El problema a ser considerado surge cuando dos compaiiias Cy y 2, cuyos montos totales de
siniestros X, y X, estdn supuestos independientes, deseando intercambiar reaseguro sobre una base
reciproca y encontrar un método 6ptimo que satisfaga las dos condiciones siguientes:

@

La utilidad esperada en el intercambio debe ser cero.

(@)
La varianza del negocio retenido neto después del intercambio debe de minirnizarse tanto
como sea posible para las dos compafiias.

(b) El tipo de riesgo de intercambio.

Para cumplir el requisito (i) esta supuesto simplemente que las primas de reaseguro son primas de
riesgo descargadas, esto es, de la forma (5.1.7) con /0. Si entonces la condicién (ii) es ¢l unico
criterio de decisién restante, puede verse ficilmente que el intercambio deberfa ser del tipo cuota
parte, esto cs, los montos totales finales deberian ser

para C} aXet(l-c:) X,
para C2 (1-c)Xi+ c: X
2.0

Para probar esto, supdngase que el tratado final tienc dada la varianza 1’§ para la compadifa Cj.
Esto puedc escribirse V+V,,, donde ¥, emana del negocio original restante C; y V327 del
reaseguro aceptado, ya que los montos X, y X, fueron supuestos independientes uno a otro.
Anélogamente la varianza final de C puede escribirse de la forma ¥ 2+V22. Suponga ahora que el
reaseguro C;—C2 no fuc de la forma cuota parte. Entonces sin cambiar las otras varianzas, la
varianza Vj2 de C2 puede reducirse en base a reaseguro (5.1.8). Igualmente sin cambiar otras
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varianzas, la varianza éptima V2 es alcanzada utilizando un reaseguro de la forma (5.1.8), esto es,
de la forma cuota parte (5.2.1) como se afirmé. Entonces

vi=cvit(-c:)'V:

vi=(-a)vi+dv,. (52.2)
(c) Optimo de Pareto
La pregunta restante es determinar como deben elegirse las constantes ¢j y ¢2. Obsérvese primero
que V] es, en el plano ¢, ¢,, constante en la periferia de una elipse teniendo como punto medio
(0,1) y ejes principales ,/Vf/ Vi y JVI'/V,. Para diferentes valores de V] se obtiene una familia
Ej de elipses concéntricas. Igualmente la condicién para V§ determina otra familia £ de elipses
concéntricas teniendo como punto medio (1,0) y ejes principales V57V, y JV§/v,.
Evidentemente una condicién necesaria para la concordancia es que Vi<V, y v§<Vv,. Esto
significa geométricamente que ¢l punto (cj.c2) deberfa localizarse en el drea comun de las dos
clipses £, y E,, correspondiendo a los valores V=V, y ¥§ =V, (sombreados en la Fig. 5.2.1). A
través de cualquier punto P para una y solamente una elipse £,(}’f) de la familia £ y otra elipse
de la familia £2. Ahora hagamos que el punto P se mueva a lo largo de E,(Vf). Entonces p§
permanece inalterado pero ¥ esta cambiando todo el tiempo de acuerdo con lo cual una elipse E,
es interceptada hasta un punto alcanzado en el cual £,(¥f) es tangencial para una de las elipses
E). Entonces 1§ ha alcanzado su minimo. De esta forma es alcanzado un punto desde el cual no es
posible moverse hacia alguna direccién sin empcorar el beneficio (varianza) de C; 0 C2.

C,‘

I

&

Fi 5.2.1 Las familias de elipses a partir de E'; y E'2 graficadas por lineas continuas: los casos
VRy=v;y VRy=y>.
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Estos razonamientos muestran que esta situacién se da siempre y solamente en aquelios puntos
donde una de las elipses de cada familia es tangencial a una elipse de la otra familia dentro del drea
sombreada. Es visto ficilmente que este conjunto de puntos es el segmento de la linea recta ¢,+¢,=!
la cual atraviesa los puntos medios de £, y £, (ver ejercicio 5.2.3).

Esta clase de conjunto de puntos es llamada un ptimo de Pareto, un concepto que de modo similar
es importante en la teoria de juegos y comportamientosecondmicos.

(d) Condicién de reciprocidad.
Hemos ahora concluido que es razonable cscoger ¢, y ¢, de

cte,=1 (5.2.3)

Pero atin hay una situacion conflictiva. La compaiiia C, prefiere ir tan cerca del punto medio (0,1)
como fuese posible; la otra compaiiia prefiere puntos cerca del punto medio (1,0). Una relacién
tiene que ser encontrada en algin lugar en esa parte de esta lineca recta que yace dentro de ambas
clipses. Supdngase ahora que las compaiiias hayan llegado a un tercer acuerdo, ademas de las
condiciones (i) y (ii):

(iii)
El volumen de intercambiodebe ser balanceado.

Es decir, la prima de reaseguro de C,—C, tiene que ser igual a la prima de reaseguro de C,—C, ,
estoes,

(1-ci) Pr=(1-c:) P. (5.2.4)

Eatonces las constantes ¢; y ¢, llegan a ser Gnicamente determinadas de las ecuaciones, siendo la
solucion

=P/ (P1+P:)
2= P:/(P,+ P:).

(e) Intercambio de riesgo multiple

La consideracién anterior puede obviamente extenderse a los casos donde mas de dos, digamos »,
aseguradoresestin involucrados.

En lugar de elipses en ¢l plano, son operados elipsoides en el espacio #-dimensional y los puntos
o6ptimos son buscados dentro de sus segmentos de unién en el espacio, por métodos de la teoria de
juegos multidimensional. Este tépico se ilustra en la siguiente seccion, donde formalmente se
tratard un tipo de problema diferente, pero la idea de minimizacion de varianzas es ¢l mismo que
en ¢l problema de intercambio de riesgo.
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Ejercicio 5.2.1

Hay r compaiifas de seguro teniendo la misma funcién de distribucion del monto total de siniestros
X, los siniestros de cada compaiiia son independientes unos de otros. Las compafias quieren
encontrar un intercambio reciproco de negocio de modo que cada compattia { pague el monto R(X))
de los siniestros de otra compaitia f, y la desviacién estandar de los siniestros en cada compaitia a
retencién propia (incluyendo los montos de los siniestros recibidos de otras compaiifas) deben ser
minimizados. Pruebe que la funcion R(X) =X/ ¢s la solucién requerida. Observe que la igualdad de
distribucionesimplica la igualdad de volimenes de negocio y otros pardmetros.

Ejercicio5.2.2

Un concepto importante en 1a teoria clasica de riesgo fue la Wamada media relativa de riesgo p, que
esté definidacomo

p=ox/P

ox y P son la desviacion estandar y la prima de ricsgo respectivamente, p fue utilizada como una
medida de estabilidad del seguro colectivo que se trate.

0]
&Cudl es p=p, para una colectividad con sumas de riesgo iguales y proceso de nimero de
siniestro Poisson mixta?

(i
Pruebe que p, es ¢l minimo para todo colectivo con la misma P, ny la funcion de estructura
H, si esta supuesta la distribucién de Poisson mixta compuesta.

(iif)

Reescriba la ecuacidn basica (4.1.8) haciendo uso de p.

Efercicio5.2.3
Pruebe que ¢l 6ptimo de Pareto derivado cn el inciso 5.2(c) esta sobre la linea recta (5.2.3).

5.3 1gualdad de recargos de seguridad: un enlace a la teoria de juegos multidi jonal

(a) Problema de recargo de seguridad.

Aun puede darse otro ejemplo de como las varianzas o equivalentemente las desviaciones estandar
pueden utilizarse como una medida en mancjos de solvencia. Aun cuando los detalles de el calculo
de prima estan fuera del propésito de este trabajo, se tratara un aspecto especial relacionado con el
recargo de scguridad para ilustrar el enfoque de varianza. Como ha sido planteado, cuando son
examinadas a largo plazo las condiciones de supervivencia, las primas deben ser necesariamente
rccargadas por margenes de seguridad. Fue planteado en el inciso 4.1(c) que en relacién a las
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condiciones de solvencia es relevante que el otorgamiento rofal acumulado de toda la cartera sca lo
suficientemente grande. Los aspectos de so}vencia no determinan cémo el recargo sera distribuido
entre las polizas individuales o grupos de ascgurados. Esto sera decidido en basc a reglas y
principios, los cuales corresponden mas al campo general de las matemiticas del seguro no-vida
que a la teoria de riesgo, y hay numerosas sugerencias parcialmente contradictorias para tal
propdsito. Nosotros recogemos solamente uno de elfos, el cual sigue las ideas originalmente
presentadas por Borch (1962).

El objetivo es el margen de solvencia minimo U/ que es necesario para proleger una supuesta
cartera. Como se razoné anteriormente deberia ser dimensionado de acuerdo con el rango de
fluctuaciones dadas cn el negocio de riesgo en cuestion. Ef primer término de la ecuacion bdsica
(4.1.7) da una aproximacién para ello, esto es, U/ debe ser proporcionala la desviacion estandar del

monto agregado de siniestros X
Us=yox=yPyr/n+a} (5.3.1)

donde y es nuevamente un factor de seguridad, digamos 3. En el caso de compailias no mutualistas
se espera que la cartera pague e} interds de este capital de seguridad. En el caso de una compaiiia
mutualista, U quizis tendrd que ser creada por autofinanciamiento y ser mantenida de los recargos
de seguridad, un punto que puede ser crucial especialmente en entornos inflacionarios. Estos
aspeetos sugieren el recargo de seguridad 2., el cual da a un otorgamiento roral AP proporcionala U,
o lo que es aproximadamente lo mismo, para la desviacidon estandar o de Jos siniestros agregados.
Otro modo dc obtener ¢l mismo resultado es suponiendo una situacion hipotética donde un cierto
grupo de asegurados van a establecer una compaitia de seguro y U es la capital inicial minimo a
obtenerse de un modo u otro por aportacionesde ellos.

(b) Enfoquc multidimensional.
Vamos ahora a discutir que clase de consecuencias pueden resultar si el recargo de seguridad esta

definido proporcional al capital inicial minimo (5.3.1), esto es, AL?=&U donde & es un factor de
proporcionalidad. Tomemos un ejemplo simplificado suponiendo que la cartera esté compuesta de
tres grupos de¢ asegurados, los cuales son cada uno de diferentes tipos pero todos internamente
homogéneos. E! grupo 1 esta compuesto por riesgos pequeitos, como automoviles, propiedad
familiar etc. El grupo 2 contiene riesgos grandes como incendio industrial, maritimo, aviacién, etc.
Los riesgos del grupo 3 estin caracterizados por su excepcional variacion de las probabilidades
bdsicas a corto plazo, tales como bosques u otro seguro contra fuerzas de la naturaleza. Las
caracteristicas basicas estin dadasen Ja Tabla 5.3.1.

Las cantidades U, son fas reservas de riesgo de acuerdo con (5.3.1) si cada grupo separadamente
constituye un seguso colectivo. Ademds, aplicando las reglas de composicion (3.7.9) se obtiene la
reserva de riesgo U;,,;~27.8 del conjunto de toda la cartera. Es considerablemente menor que la
suma de los componentes (columna 7 en la Tabla 5.3.1). Sin pérdida de generalidad el factor de
proporcionalidadk, relacionando U con X, puede tomarse como 1.
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Tabla5.3.1 Ejemplo de una composiciéninterna de una cartera y mdrgenes de solvencia minimos
(5.3.1) de los grupos j=1,2,3 y grupos combinados ij. La unidad iaes £10°, r es el indice
de riesgo (3.3.8), o, es la desviacion estdndar de la variacion de estructura, my es la media del
monto de siniestroy P,=nm,.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1n 12 13
J n 0y Cq m P, Y, i U, G, G, av G/
1 10000 5 0.05 0.0028 28.0 4.6 12 26.8 42 2 1.2 0.3
2 5000 150 0.10 0.0088 440 264 13 8.1 32 5.1 7.1 9.2
3 1000 5 1.80 1.0028 2.8 6.7 23 272 59 3 1.8 0.6

Zn=16000,3p;=748,XU,=37.72G. =G =G =101

Entonces la diferencia puede ser llamada ‘la ganancia (' obtenida cuando los grupos estin unidos
como un colectivo:

Gin=U,;+U:+Us-U,u=10.1

Ahora el problema es como dividir razonablemente esta ganancia entre los grupos, esto es,
encontrar cantidades G, que satisfagan la condicién

k)

zG»=Gl.’J. (5.3.2)

=
Un aspecto natural es esperar que las partes G, deberian ser al menos iguales a lo que puede ser
ganado si cualesquierados dc los grupos establecen juntos un colectivo (excluyendo el tercero). Por
ejemplo, si unimos los grupos 1 y 2, su reserva seria, utilizando de nuevo (5.3.1), U,;=26.8 y la
ganancia G,,=U,+U,-U,=4.2. Dec modo similar los otras dos combinaciones pueden evaluarse
como estd dado en las columnas 9y 10 de la Tabla 5.3.1. Una condicién obvia para la cooperacién
de los tres grupos es ahora

GG, > Gy li= ji,j=123) (5.3.3)

esto es, la ganancia de cada grupo deberia ser mejor que la que puede Jograrse si cualquiera dos de
ellos unidos dejan fuera a un tercero. Como se muestra en la columna 11 por medio de un ejemplo
existen partes que satisfacen las condiciones (5.3.2) y (5.3.3). Por otra parte la solucién no es tnica;
estd todavia abierta para mds condiciones. La situacién es andloga a la encontrada en la seccidn
previaen la forma del éptimo de Parcto (5.2.9).

El ejemplo dado anteriormente es un tipico juego de una cooperativade n jugadores (Borch, 1962).
El conjunto de soluciones quc satisface las condiciones anteriores es llamado el niicleo del juego y
la consideracidn puede extenderse a un ntmero arbitrario de participacion de aseguradores en el
intercambio de riesgo.

171



(c) Aspectos de equidad.

Un enfoque a veces sugerido es recargar pélizas o grupos de pdélizas mediante recargos de
seguridad proporcionalesa la desviacion estandar (o varianza) del riesgo. Si el margen de solvencia
(y otorgamiento de recargo de seguridad proporcional a ésta) fueran divididos de acuerdo con las
desviacionesestindar del grupo, que por (5.3.1) son proporcionalesa la reserva de riesgo dada en la
columna 7, resultarian las ganancias (7 dadas en la columna 12. Es interesante observar que estas
partes no satisfacen las condiciones (5.3.3). Los grupos de riesgos pequeiios fueron sobrecargados
en beneficio de los riesgos grandes (grupo 2). La situacion seria ain mas de notarse si ¢l principio
de varianza fuera aplicado, esto es, si los recargos estuvieran definidos proporcionales a las
varianzas. Esto se muestra en la columna 13 de la tabla.

En los ejemplos anteriores se pretendid, entre otras cosas, recalcar ¢l hecho de que una aplicacién
demasiada directa de principios de el calculo de tasas convencionales puede violar el trato
equitativo de los difcrentestipos de pdlizas; en particular, la gran masa de riesgos pequefios pueden
facilmente estar pagando para la igualacion de riesgo de los grandes riesgos.

(d) Tamaiio de la compaiiia.

Otra abservacién interesante es que el recargo de seguridad A=4U/P, de acuerdo con (5.3.1), es més
pequefio si la cartera es mayor. Esto significa que ¢n teoria un asegurador grande puede aplicar un
recargo de seguridad mas bajo que un asegurador pequefio, si las otras condiciones son iguales.

(e) Enfoque de utilidad.

La varianza o la desviacién estandar del colectivo en cuestion fue utilizada como una medida de
estabilidad, la optimizacién de la cual es el objetivo de los programas de reaseguro. Uno deberia
valorar que en lugar de estas cantidades pueden tambidn utilizarse otras funciones de optimizacion.
Las reglas para 6ptimos de Parcto pueden obtenerse de (Borch, 1960,1961), Buhlmann y Jewell
(1979) quicnes han demostrado que ¢l intercambio de riesgo entre ascguradores puede presentarse
de formas bien definidas si estuviera supuesto que todos los aseguradores aceptaran una funcion de
utilidad exponencial para la guia de su procedimicnto. Martti Pesonen (1983) ha extendido las
investigacionesa casos mas generales.
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Conclusiones

La importancia de la teoria de riesgo, radica en evaluar los diferentes tipos de fluctuacién
dados en una cartera de scguros, considerando la alcatoriedad en la frecuencia y monto de
los siniestros, asi como la influencia directa de algunos otros factores tales como la
inflacién, el costo y proteccidn del reaseguro, la suficiencia en primas y reservas, etc. Este
andlisis puede realizarse de manera discreta o continua, dependiendo de las finalidades del
trabajo. (Sin embargo, la segunda forma de tratamiento suele ser, en general, la mds robusta
N.deT.)

Al desarrollar la funcién de probabilidad que describe el namero de sinicstros dado en un
cierto periodo de tiempo, pueden considerarse dos enfoques: el individual y el colectivo,
siendo este Ultimo el mas fructifero dado que a diferencia del primero, considera los
intervalos de tiempo y el namero de eventos, independientemente de las polizas de los
cuales estos hayan surgido.

Bajo las condiciones de exclusion de eventos maltiples e independencia y estacionaridad de
incrementos, la funcién de distribucion de siniestros toma la forma de una {uncién [oisson,
cuyas caracteristicas de aditividad hacen posible ¢l particionar una cartera de riesgos de
acuerdo con las clases y subclases del seguro y evaluar la aleatoriedad de las variables por
seccién.

La experiencia indica que debe incorporarse en el modelo, una variable que considere las
distintas fluctuaciones que afectan la siniestralidad, las cuales se clasifican en tendencias,
ciclos de periodo largo, oscilaciones de periodo corto y fluctuaciones aleatorias puras. A la
funcién de distribucién de ésta variable se le lama funcion de estructura, la cual en
ocasiones es ventajoso que tenga una forma analitica precisa, por la facilidad en su
manipulacién. Al proceso relacionado con la incorporacion de esta variable se le llama
proceso Poisson mixto.

Al igual que en ¢l cilculo de la funcién de distribucion del niimero de siniestros, ¢l enfoque
colectivo es el utilizado para la funcién de distribucion del monto de siniestros, ademas, se
establece como supuesto que los siniestros son pagados al momento inmediato a su
ocurrencia, para mantencr los modelos de riesgo dentro de dimensiones razonables. El
proceso relacionado con ¢l monto total de siniestros es {lamado un proceso Poisson
compuesto mixto. (Cabe mencionar que en materia de seguros de vida, salvo en los
negocios de grupo y flexibles, se da por hecho que los sinicstros se pagan al final del aiio
péliza en el que estos ocurren. N. de T.)

El problema de los grandes siniestros puede ser atacado de dos formas, ya sea eligiendo una
cobertura de reaseguro o cvaluando su impacto, mediante periodos prolongados de
observacion y evaluacion individual. (Tanto la distribucion de riesgo entre varias entidades
como su aparicién paulatina en un intervalo prolongado, son una forma de dispersion de
riesgo que favorece la aplicacion de los principios de probabilidad. N. de T.)

Cuando la base de datos es pequefia o existe una buena razén para suponer que la funcion
de distribucion del monto de siniestros sea de alguna forma en particular, es aconsejable
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tratar de encontrar una representacidn analitica explicita, como la funcién exponencial,
gamma, normal-logaritmica, Parcto, ctc. o combinando éstas en intervalos independicntes.
Es importante considerar ¢l monto de responsabilidad a retencion neta, esto es. ¢l monto
total deducido de la parte tomada por el reasegurador. Al respecto, pueden ser consideradas
retenciones netas que varien de acuerdo con la clase y tipo de riesgo, por lo gue pueden
construirse funciones de distribucion por grupos y finalmente obtener una funcidn conjunta.
Los modelos tratados usualmente en reaseguro son los excesos de pérdida, cuota parte y
excedentes.

El cdlculo de la funcion de distribucion del agregado de siniestros es bastante complicado y
particularmente en las aplicaciones. Para esto, pueden utilizarse varias alternativas de
aproximacion, comenzando por el método de recursion, las series de Edgeworth y la
aproximacion de potencia normal. La eleccion de la formula, dependeria de la conveniencia
de acuerdo con ¢l contexto de cada aplicacion.

La teoria del riesgo, puede verse plasmada en aplicaciones que contemplen varios afios de
operacion y las caracteristicas propias para el caso anual son facilmente extensibles de
modo andlogo a periodos mayores de tiempo. Como ejemplos de algunas de las principales
aplicaciones, pueden citarse las siguientes:

e Anilisis y desarrollo de la tuncion de distribucion de la reserva de riesgo involucrando fa
probabilidad de ruing, es decir, la probabilidad de que la reserva sobrepase un limite
minimo detinido. por c¢jemplo, el margen de solvencia, de tal forma que pueda
determinarse ¢l rango de fluctuacion de utilidad o pérdida en el e¢jercicio. Como
resultados importantes, se encuentra el hecho de que aun cuando un ascgurador con
mayor volumen de riesgos nccesita mas capital que uno c¢on menor volumen por
obviedad | la razdn de solvencia es una funcion decreciente en relacién del volumen de
riesgos. Por otra parte, las reservas necesarias para una compafiia conformada por el
resultado de una fusién de dos o mas compaiifas, son siempre menores que la suma de
las reservas que cada compaiiia requicre por separado.

Calculo del limite de retencion de acuerdo con la filosofia de reaseguramiento del
asegurador y el volumen de reservas disponible para tal efecto. Dentro de las reflexiones
de importancia se puede decir, que aunque se esperaria un resultado con mayor utilidad
al tener una retencién neta maxima tan alta como fuera posible, el rango de fluctuaciones
se incrementa también y por otra parte, en la prictica, la cedente puede tener la
oportunidad de obtener una reciprocidad por el negocio cedido.

Evaluacion de una cobertura de reaseguro adecuada, de acuerdo con las caracteristicas de
la cartera.

e Determinacion del porcentaje de dividendos que puede devolver ¢l asegurador a un
cierto grupo asegurado de personas y cudnto es necesario para cubrir el riesgo de
pérdidas excesivas. (En la practica, esto puede tener una implicacién comercial, en el
sentido de que estos porcentajes generalmente se establecen de acuerdo con la
conveniencia de las compaiifas al intentar ganar una cuenta en competencia, en otras
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palabras, el niimero de riesgos de la cartera podria disminuir de manera importante, si se
respetaran estrictamente cstos lincamientos, N. de T.)

Un método alternativo en la solucién de problemas de riesgo, es utilizar directamente la
varianza de los siniestros agregados como medida de estabilidad. Tal es el caso por
cjemplo, en la evaluacién de la solvencia de los aseguradores o también en la blisqueda de
un programa de reaseguro adecuado, el problema se transforma entonces en una
minimizacién de la varianza.
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R daci del trad

Existen varios factores que pueden hacernos perder de vista los principios técnicos sobre
los cuales se sustenta nuestro negocio, por ecjemplo, cuando existe competencia entre
compafifas por ganar una cierta cuenta o cuando ¢l mercado cn general se encuentra
inmerso cn una ctapa de reblandecimiento, suele sacrificarse la parte técnica. Esto podria
provocar fluctuaciones importantes en la siniestralidad, de las cuales seria dificil
recuperarse, aun en varios ailos de operacion.

Un punto importante, es el hecho de que al diseflar un modelo se debe considerar la
disponibilidad, veracidad y suficiencia de la informacion a ser utilizada, esto cs, de nada
vale el contar con un modelo sofisticado y bastante preciso, si al llevarlo a la practica no
podemos asignar valores o estos no son confiables.

Teéricamente puede encontrarse un determinado esquema de reascguro que maximize los
resultados de la cedente, sin embargo, en la practica los reaseguradores han dejado en
desuso algunos tratados tales como el “stop loss™, en virtud de las pérdidas que cstos les
han provocado, por lo que no hay que perder de vista las condiciones y opciones que ofrece
el mercado en el que estamos trabajando. Por otra parte, tienen muche peso los términos y
condiciones econdmicos negociados con el reasegurador.

En el caso de la fusion de dos o mas compaiiias aseguradoras, !a reserva de riesgo necesaria
por desviaciones, es menor que la reserva requerida para cada compaiiia por separado. Sin
embargo, en ciertos casos debe tenerse cuidado de una posible acumulacién de riesgos, lo
cual podria incrementar otro tipo de reservas como la catastrofica. Tal es el caso del ramo
de incendio, en el cual existen las coberturas de tememoto y huracin, cuyos cimulos
pueden provocar un excesivo volumen de reservas o la contratacién de una cobertura de
reaseguro especial.
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ANEXO

Con objeto de dar una idca sobre la clase de informacion que realmente se maneja en el
mercado asegurador mexicano, en las siguicntes piginas se listan los datos reales de
siniestralidad de una cartera de seguro del ramo de vida de una compaiija mexicana,
incluyendo sus tres divisiones, es decir, individual, grupo y colectivo. Dicha estadistica
corresponde al periodo de Julio de 1995 a Febrero de 1997, esto ¢s, un afio y ocho meses.
Se presentan las graficas que representan esta informacion, de acuerdo con la metodologia
que plantea la teorfa del riesgo, es decir, primeramente la distribucién del nimero de
siniestros y posteriormente la del monto de los mismos. Cabe sefialar que en este caso no se
hace separacién por subramo, ya que ¢l objetivo es solamente el de ilustrar.

Para tener una mejor apreciacion de dicha cartera, es importante mencionar las siguientes
caracterfsticas:

Subramo Asegurados Suma Aseg. Prom. Suma Aseg. Max. Primas periodo
Individual 2,500 $ 255,656.- $ 3,000,000.- $4.471,857.-
Grupo 8,012 $228,873.- $ 4,000,000.- $13,411,327.-
Colectivo 6,259 $409,343.- $2,500,000.- $18,784,339.-

La siniestralidad en este periodo fue del 28.03% con un monto de $10,280,542.- por la
ocurrencia de 118 siniestros,
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En la primera grifica, se observard el niimero de siniestros ocurridos por mes como se
listan en la siguiente tabla:

Mes Siniestros Mes Siniestros
Jul-95 4 May-96 6 P
Ago-95 4 Jun-96 6
Sep-95 6 Jul-96 10
Oct-95 6 Ago-96 4
Nov-95 10 Scp-96 12
Dic-95 7 Oct-96 7
Ene-96 8 Nov-96 9
Feb-96 5 Dic-96 2
Mar-96 5 Ene-97 2
Abr-96 3 Feb-97 2

En la segunda grifica, se observa la frecuencia del nimero de siniestros en un mes, esto ;
es, la funcién de probabilidades. Los datos son los siguientes: i

# Siniestros | Frecuencia| # Siniestros| Frecuencia

4] 0 7 2 :
1 0 8 1 !
2 3 9 1 :
3 1 10 2 ;
4 3 i1 0 ;
5 2 12 1 i
6 4 i

i
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En la tercera grifica, se observa el monto de los siniestros ocurridos por mes, de acuerdo

con lo siguiente:

MES MONTO MES MONTO
SINIESTROS SINIESTROS

Jul-95 132,598.68 May-96 123,611.81
Ago-95 345,860.50 Jun-96 167,485.69
Sep-95 836,496.11 Jul-96 2,615,650.82
Oct-95 391,191.92 Ago-96 358,892.25
Nov-95 676,055.98 Sep-96 160,525.70
Dic-95 566,162.30 QOct-96 510,662.60
Ene-96 630,721.55 Nov-96 1,056,744.60
Feb-96 209,710.75 Dic-96 55,711.44
Mar-96 700,689.92 Ene-97 58,497.08
Abr-96 263,394.49 Feb-97 419,880.54

En la cuarta y dltima gréfica, tenemos la frecuencia de los montos de siniestro segan el

siguiente desglose:

MONTO FRECUENCIA MONTO FRECUENCIA

0 - 100,000 2 600,001 - 700,000 2
100,001 - 200,000 4 700,001 - 800,000 1
200,001 - 300,000 2 800,001 - 900,000 1
300,001 - 400,000 3 900,001 - 1,000,000 0
400,001 - 500,000 1 1,000,001 - 1,100,000 1
600,001 - 600,000 2 MAS DE 1,100,001 1

Como conclusidn, puede sefialarse principalmente el hecho de que no puede haber una
descripcién del comportamiento en la siniestralidad de una cartera maés preciso, que el que
nos proporciona una estadfstica real. EI problema seria entonces, el contar con una base de
datos suficiente y actualizada.
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