
UNIVERSIDAD NACIONAL-·:~UTONOMA 
DE.~ MEXfCO .. ,. 

ESCUELA NACIONAL. Wr:. ~~~IOS PROFESIONALES 
ACATLAN L<• 

.. MODELOS CONSTITUTIVOS APLICADOS AL 
ANALISIS DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN 

PROBLEMAS GEOTECNICOS" 

T E s 1 s 
OUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

INGENIERO CIVIL 
P R E S E N T A 

-GIO ANl'ONIO MARTINEZ GAL.VAN 

& 
ACATLAN. EDO. DE MEX. OCTUBRE 1•7. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



.· 

• V .. l~DAD NA<:,IOMAL 

ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES "ACA-:-:.AN" 

PROG~.1A DE INGENIERA CIVIL 

A"""""4A m: 
MDt1cp 

9"- SE,_GIO ANTONIO MARTÍNEZ GALVÁN 

AL~O DE LA CARRERA DE INGENIERIA CML. 

PRESENTE. 

En atención• su soicitud presentad• c- lecha de 25 de octubre de 1995. me complace notificarte que esta 

Jefatura de Programa ~probó el tema que propuso. pilra que lo desarrole como tests de su ei:amen 

profesional de INGENIERO CIVIL. 

'MODELOS CONSTITUTIVOS APLICADOS AL ANALtSIS DE ESFUERZOS Y 

DEFORMACIONES EN PROBLEMAS GEOTECNICOS" 

As1m1smo fue des1gn.acc zorno a5e~or de tesis el ING ROBERTC· t.\..~G.oi.;A. DEL TC·R ::i. ?•do a usted. tomar 

nota en cumplimiento de 1o espec1~cado en la Ley de Profe~:o:ies. ;leOera prest..3r Ser .. 1:::io Social durante L.:r: 

tiempo m1rnmo de s~;:» 'Tesl!'s. como requ1s1to bas1co par~ sustentar eadmen proíes.onai. as• como dt:!' ~a 

disposicion de la Direccton Gen eral de Seri.icios Escolares en el sentido de qu" ~e 1mprima en ~gar V1s1bte 

de c•d• ejemplar de fa teiis el titu\o de est• 

Esta comunicacian debera pubic•rse en el intenor del trabajo profesrona! 

ATENTAMENTE 
" POR MI RAZA HABLARA EL ESPi 

Acatlan Edo • 
\ 

ENEP-ACATLAN 
•FATHA DO. \ 

1111 'PI DE -



Principalmente. el P'e.~ente ''ahajo se lo 
ckdlco a MIS padres: Sra. Eloc/10 Galván y 
Sr. LJorotro Martintez por la co'!fian:::.a, 
consr_jo!I y ª"°-"º que ~ hnl'tdan. 
Sle-'o este documento rrfle10 ck lo que me 
ltan '1Urftaáo y una 1"0t1vac1ón para seguir 
.a<klante. 

Un esrim,,/o para ti. Héctor. 

A Mariela y Sara Gabriela. quienes me 
respaldan y esti1P1ulan IX''ª con1in1,ar. 



AGRADECIMIENTOS 

Agradcz.co aJ M.1. Roberto Magaña del Toro por su invaluable ayuda y atinada din:cción duranle 
la realización de esta tesis. 

Le do'°· gracias aJ Dr. Miguel P Ron10 por su pac1cnc1a~ inlcrCs ) arinados consejos duranrc el 
desarrollo de este documcn10. 

Mi gratitud al lnsti1u10 de lngcnicria por las facilidades otorgadas para la realización del prcscnlc 
trabajo. 

Agradezco a 1odas aquellas personas. amigos y familiares. que de alguna manera con1ribuyeron a 
la realización de este trabajo. 



l. Introducción. 

1.1. Gcncr:ilidadcs. 
1.2. An1cccdcn1cs. 
1.3. Objetivos. 
1.4. Resumen. 

2. Método de análisis. 

2. 1. Fundarncnlos. 

INDICE 

FundanlCntos del método de los elementos finitos 
Ejemplo 

2.2. Problemas incrcmCntalcs. 
Método incremental 
Relaciones incrcméntalcs 
Solución iterativa de los problemas incrcméntalcs 

2.3. Proccdimicnlos de cálculo. 
Ecuaciones fundamentales 
Algoritmo iterativo para el proceso de excavación 

3. Modelos de comportamiento no lineal del suelo. 

3.1. Leyes de componamicn10 csfücrzo - deformación. 
3.2. Criterios de fluencia. 

Espacio de csfücrzos Haig - Westcrgaard 
3.3. Caso clastoplástico. 

Implementación. 
l. Malriz de propiedades clastopl:isticas. 
11. Esfücrzos finales a que cst.:i sometido el material. 

Implementación para un rnalcrial clastopl:istico pcñ=to o ideal. 
3.4. Modelo empicado. 

Modelo del estado crilico. 
a) Deformaciones cl:isticas volumétricas. 
b) Dcfonnacioncs plásticas volumétricas y endurecimiento 

plástico. 
e) Modelo Cam clay (Cambridge • clay) 

1 
2 
3 
3 

5 

6 
6 
9 

11 
11 
12 
16 
19 
19 
21 

23 

23 
27 
31 
32 
33 
33 
36 
38 

"'º 
"'º 40 

43 
47 



4. Prosr•m• de compul•dor•. 

4. 1. Diagrama de bloques. 
4.2. Subrutinas empicadas. 
4.3. Manual de usuario. 

S. Aplic:•t:ionrs • ex.:avac-iones. 

S. I. Casos analizados. 
1. Comprobación. asentamientos y esfuerzos bajo una =pata 
11. E"cavación. planteamiento del problema 

S.2. Influencia de las etapas de carga. 
Caso clasto-plástico. 
Caso con el modelo empicado. 

5.3. Comparación de rcsulmdos con mediciones. 

lli. Conclusiones y recomendaciones. 

Rererenci•s y bibliografi• 

S2 

S2 
S2 
SS 

62 

62 
62 
68 
74 
74 
75 
76 

78 

80 

86 



f,\"TRODUCCION 

l. INTROOUCCION 

J. J Generalidades. 

En Ja historia de la ingcnicria civil y paniculanncntc en mccinrca de sucios. Jos métodos de analisis 
para. el diseño de las diversas obras se han simplific..-ido para su racrJ aplicación. aunque esto implique una 
vaga representación de la rcalicbd en virtud de que las tcorias se símplttican de acuerdo con las 
hcrrnmicntas con las que se cuentan Uno de los motivos que promovlcron el desarrollo de este tr.::ibaJO es 
hacer que los mCtodos de análisis in1pliqucn una m:t'.'-Or compatib1J1dad con la rc.aJidad y que sean de fácil 
aplicación. en base a las hcrran11cnta.s actuales 

Los métodos de anállsis directos impl1C3n al,b-una scmc1anz.a con la rcaladad y gozan de un.a 
aplicación sencilla en Ja pr:lctica. pcl'"o dc1an de lado aspectos como por CJCmplo comportamiento de los 
materiales que es dificil de aplicar y procesos construct1\·os. que en gcotCcnra son muy importantes. Los 
materiales que se utJliZ3Jl en ingcn1eria generalmente tienen un comportamiento cla .. s:toplá.stico. pero su 
comportamiento se idca.Jiza elástico, por la simphcrcbd que esto 1mpl1ca. ignorando el componan11cnto 
plástico. por la compleji~d matem.;it1ca que nlallCJa En estructuras de sucio los proccd.1m1cntos 
c:onstmctivos influyen en su comporta.n11cnto durante y dcspuCs de la construcc1on. ya que pueden provocar 
condiciones de faifa. Tal es el caso de la construcción de terraplenes donde las capas de material 
compactado se colocan secucnc1aln1cnh: o el C3SO de ..:.....:cavac1oncs ab1ert..as o subterráneas que implica una 
gradual substracción de matenal. Por lo que un análrs1s de esfuerzos y dcfonnac1oncs en obras geotécmcas 
se cnf"oca no sólo a la obra ya terminada sí no tamb1L~ a las estructuras en prcx:cso de construcción Un 
artalisis de este tipo es complicado ya que Ja obra presenta las s1gu1cnrcs caractcristtc.as generales . 

a) U frontera del anaJisis cambia continuamente. por eJCmplo una capa de un lerr:iplCn 
primeramente nt.9CC:Sito de un apo~o y subsccucntemcnte será el apo~ o para otra capa del terraplén .. 

b) Durante el proc:cso de construcción se necesita de ch...."fllenfos estructurales auxiliares como 
ademes. puntales. muros de retención. que su presencia se debe analizar conJUntamcntc duranrc el proceso 
constructivo. 

e) El ambiente en donde se desarrolla Ja construcción 1nnu~c en la misma. provocando presiones o 
cargas extras que se deben romar en cuenta .. 

d) El comportamiento de los sucios durante el proceso constructi\·o es complicado porque la 
tra,·ccroria de los esfuerzos es diferente de aquella bajo condiciones de carga de servicio. provocando zonas 
de Ícnsión y de agrietamiento subsecuente .. Por Jo que se presentan zonas de fluencia.. donde el sucio ricne un 
cornpona.nicnto plástico. las zonas de fluencia pueden producir movimientos excesivos de tcn"Cllo 
1cniéndosc: que la csrabilidad global podria ser amenazada. 
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El desarrollo de la computación ha pcnn1tido que muchas u .. 'Orias y tCcnicas que implican un 
análisis que se ajusta mas a la realidad se puedan aplicar. Una de estas tccnicas es el mc.'todo de los 
elementos finitos. el cual nos pcnnitc ampliar el nUmcro de vanablcs que podcnios utilizar en dcl:crniinado 
momento )" aplicar teorías que contienen un numero considerable de variables La aplicación de estas 
nuevas técnicas y teorías es para desarrollar métodos de an:ihsis y diseño que sean de fácil aplicación 
pr:ictica.. pcn> que impliquen una amplia compatibilidad con la realidad. Ademas se puede aplicar el método 
mismo a un problema en especifico. 

1.2 Anlecedenles. 

La ncccsuiad de analizar los problcrna.s que se generan durante y dcspuCs de un proceso 
constructi,.·o en una masa de sucio. ha llevado a ingenieros e investigadores a dc..~rrollar toorias que sean 
f"acilmcntc aplicables o que con a:yuda de la C0111puta.ción se puedan aplicar. Estas tcorias de análisis se 
aplican en la práctica mediante el uso de nomograznas o manuales de diseño y tambiCn C"l(.ÍStc la tendencia de 
usar la compuucklra directamente en mCtodos de diseño Por lo que cada vez mas se uulizan modelos de 
simulación para el diseño de cualquier obra civ1I 

El análisis detallado de casos cspccificos bien documentados uuliz.ando tCcnica.s numCncas corno el 
método de los elementos finitos permiten establecer proccchm1cntos de an31isis sencillos~ confiables para el 
diseño de cualquier obra. Los efectos que se pueden estimar en una masa de sucio. csudos de esfuerzo " 
dcfbnnación .. pueden ser utiliz.ados para disci\ar obras y tomar las medidas prcventi"vas necesarias durant~ 
su construcción.. corno en túneles en sucio para sistcn\3. de transpone o para conducción de agua.. en 
cxca\.-acioncs apuntaladas corno las que se rcahzan en la Ciudad de ~téxico para la construcción de cajones 
de cimentación y para líneas del sistema de transporte c.olcct1vo (Mt..~ro). en c1mcntac1oncs. etc ... 

En la actualidad podemos encontrar varios programas que utilizan el método de los elementos 
finitos. la ma~;oria han sido desarrollados para el análisis y diseño estructuras (cdific1os). y pocos para el 
análisis de estructuras de sucio. Existe un progr:una llamado Tcst92 que realiza an.31isis en masas de sucio 
y proporciona la distribución de esfuerzos y deformaciones en el medio. El programa Tcst92 dctcnnina 
esfuerzos y dcfonnacioncs en una masa de sucio bajo un proo.."So constructivo ya sea exca"-ación o 
construcción. Considera problemas bidimensionales para matcnalcs cl:isticos y clastopla.sticos perfectos. El 
progr.:una Tcst92 tiene las siguientes caractcristic.as: 

Mediante algunos arreglos se puede implementar en una computadora personal (PC) compatible 
con el sistema IBM-PC. 

Tiene la opción de modelar el proceso de construcción por etapas o la forma de aplicación de 
cargas secuenciales. 

El programa. rcsucl~c el sistema de ecuaciones con la solución directa de Gauss empicando 
conceptos de columna activa y de bloques. por lo que prácticamente no existe limite en cuanto al tamai\o del 
problema a analizar. 

Cuenta con un algoritmo incremental e iterativo para analizar problemas no lineales. Los materiales 
pueden ser: elástico lineal o clastoplástico pcñccto. 

El proceso constructi•·o se simula con un algoritmo variacional. lo cual garantiza la unicidad de la 
solución del problema. 

2 
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El programa maneja el concepto de almacenamiento dirtamico en el sentido de que la má-xima 
memoria central cst.3 disponible en Ja etapa de solución del sistema de ecuaciones 

1.3 Objrtivos. 

Se ha mencionado la necesidad que se tienen de estimar las condiciones de csfuc-rzo deformación 
que se pueden generar en una masa de sucio durante y después de la construcción de una obra. además se 
tiene como hcrr:unic..~ta el progrania. llamado Test92. por lo que en este trabajo se prctCTKic hacer Jo 
siguiente: 

Partiendo de la necesidad de elegir el modelo que más se ajuste a un determinado tipo de sucio. se 
plantea añadir al programa Tcst92 los algoritmos ncc:cs3rios que permitan di~"t:inguir los diferentes modelos 
de sucio en base a la tcoria de la plasticidad. para determinar esfuerzos y deformaciones 

Adcm.:i.s se pretende hace!" un artalis1s de una excavación apuntalada y determinar las condiciones de 
falla que pudiesen existir considerando que la tablacstaca esta empotrada 

t.4 Rrsumen. 

El presente documento está estructurado de la siguiente manera. 
El capitulo dos. método de análisis. 1mphca las bases tcóncas necesarias para la 1mplcmcntación 

del modelo al prngrama TEST92 El subcapitulo 2.1. fundamentos. abarca brcvcmcntc. al mctodo 
variacion.al y al mCtodo de los elementos finitos. ademas se ilustra en fbrrna csqucnlática un procechmicnto 
de solución mediante elementos finitos para un material clástlco hncal y elCTilCtltOS triangulares de tres 
nodos. El siguiente subcapitulo 2.2. problemas mcrcmCnta.lcs. 1mphca Ja tcoria general de la. plasticidad. El 
subcapitulo 2 3. procedimiento de solución. se refiere al algoritmo que ocupa el program.a para el procc...~ 
de construcción o de excavación por cupas en masas de sucio 

El capitulo tres. modelos de comportamiento no lineal del sucio. abarca las bast..--s tcóncas del 
modelo. en éste caso la tcoria del estado eritreo en general y las referentes al modelo Caill clay (Casnbngc 
Clay). necesarias para la programación del mismo. El prlmcr subcapítulo 3 1. leyes de comporta.nlicnto 
esfuerzo dcfbrniación. contempla someramente Jos diferentes componamicntos que pucdc..'11 tener los 
materiales en base a la curva esfuerzo deformación. donde se puede observar objetivamente El subcapítulo 
siguiente 3.2. critcnos de nuencia. menciona los diferentes cntcnos. en forma mat<."1Tlatlca... para decidir 
cuando un material falla. El subcapítulo 3.3. caso cla..'itoplastico. se refiere a la teoría cla.stopl3.st1ca que 
ocupa el programa TEST92 y su explicación tiene un enfoque computacional Estos tres subcapítulos son 
de referencia para dar forni.a al modelo clastopl3.st1co. que se explica en siguiente subcapitulo (3 4). modelo 
empicado. que es un modelo cl.3st1co no lineal ~ pl.3.stico con cndurcc1mu:nto a la deformación. conocido con 
el nombre de Cam clay. El desglose del mcx:lclo se hace en tres panes. una relativa a las deformaciones 
elásticas. otra relativa a las deformaciones pl3.stica.s y la tercera parte se refiere a la i.rnplcrncntación 
computacional de las dos dcform.acioncs anteriores. 

El capitulo cuatro. progran-ia de computadora.. explica el funcionamiento interno del prog~ lo 
cual se puede observar en el diagrama de bloques del subcapitulo 4.1. El subcapitulo 4.2. lista y explica el 

J 
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funcion:unicnto las subrutinas que empica el programa. las que tenia y las adicionadas. En el subcapitulo 
4.3. está el n1a11ual de usuario par.a ejecutar el programa. 

El capitulo cinco. aplicación a excavaciones. muestra los resultados del análisis que se hizo para 
comprobar el buen funcionamiento de las subrutinas que describen el comportamiento del modelo Cam clay, 
en base a los asentamientos y esfuerzos bajo una zapata; ademas muestra los resultados referentes a la 
aplicación del modelo a una excavación para un cajón de cimentación en la Ciudad de México. El 
subcapitulo 5.1, casos analizados, muestra la comprobación y se enuncia la excavación analizada.. CC1110 

caso práctico. El subcapitulo siguiente (5.2). Ir.ata como influyen las etapas de carga en el proceso de 
excavación '.!-'· se hace una comparación de los resultados del caso practico entre dos modelos. el modelo 
Cam clay y el modelo elastopl:istieo pcñccto que ya tenia el progr.ama. En el subcapitulo 5.3. se hace la 
comparación de los resultados ck.I caso práctico entre el modelo Cam clay y algunas mediciones c:k: campo 
con que se cuentan. 

Finalmente en el capitulo seis. se dan las conclusiones rclarivas al modelo Cam clay: su 
f'onnulación y sus aplicaciones y. a la aplicación del método de los elementos finitos. 

4 
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2. METODO DE ANALISIS. 

Debido a la complejidad de los problemas de l;i naturaleza. investigadores e ingenieros proceden a 
separar los sistemas en sus componentes individuales o elementos cuyo comportamiento puede conocerse 
sin dificultad y a continu::ic1ón reconstruir el sistCTTl.3 onginal para estudiarlo a panir de dichas 
componentes. 

En muchos casos se obucnc un modelo adecuado utahz.ando un numero finito de componentes 
definidas (problemas discretos) En otros. la subdl\:1s1ón prosigue indefinidamente ~ el problema sólo puede 
definirse haciendo uso de la ficción nt4ltan3t1ca. de 1nfinatés1mo Ello conduce a ccuacicncs diferenciales o 
expresiones equivalentes con un numero 1nfinno de clCJTk..'"TltOS 1mphcados (s1stcm.as continuos). Estos 
problemas sólo se pueden resolver en forma exacta mediante man1pulac1on'-"'S matcm..:iucas que los hagan 
discretos y se pucda.n resolver sin dificuhad 

La discrctizac1ón de problCTTl:ls continuos ha sido abordada por mah .. ...nattcos e ingenieros Los 
prinicros han dcs.::irrollado tCcnicas gcncJ"alcs aplicables dircct.asncntc a las ecuaciones d1fcrcncialcs. como 
por ejemplo. aproximaciones por d1fcrcnc1a.s finitas. diferentes mctodos de residuos ponderados o tCcnica.s 
aproximadas para dctcnn1nar puntos cstac1on.anos de functonalcs definidas en fonna aproximada. Los 
ingenieros suc1cn enfrentarse a estos problemas mas mtuiUvanlcntc creando una a.na.logia entre elementos 
discretos reales y porciones finir.as de un dominio contmuo De esta pos1c1ón a.nalóg1ca nació la expresión 
elemento finito. 

El métcxlo de los elementos finitos se considera CCMTlO un proccchm1cnto general de discrctiz:ación de 
los problemas continuos planteados por expresiones ct..:timdas matcmiltica.mcntc. con las siguientes 
características: 

El continuo se divide en un nUmcro finito de partes (clCTTicntos) cuyo cOl'11pon.arrucnto se especifica 
mediante un número finito de par.imctros 

La solución del sistema completo. ensamble de los elementos. sigue prcci5anlentc las mismas reglas 
que se aplican a los problemas discretos tipo. Por lo que numerosos mCtodos m.arcrn3ticos clásicos de 
aproximación se incluyen en esta catcgoria. asi corno "-anos mCtodos de aproximaciones de naturaleza 
técnica. 

Utilizando el método de los elementos finitos se pueden aplicar diversas tcoria.s~ como la de la 
plásticidad. La tcoria de la plásticidad que mas se aplica se fundamenta. generalmente. en la teoría de los 
problana.s incrementales. En general los problemas incrementales son la solución itcrati'l.-a. de problemas 
lineales hasta completar el total de la curva esfuerzo - dcfonnación plástica. A continuación se cxpondran 
brevemente la lcoria del melodo de los elementos finitos y la teoría de los problemas incrementales. 

s 
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Funda-..tos del ~ocio de los elementos finitos. 

En ingcnicria y en fisica surgen muchos problemas de modios continuos que se expresan en 
ecuaciones diferenciales y en las condiciones de contorno que se imponen a la función o funciones 
incógnita. En acncral. el problema a resolver es determinar una función desconocida• w que se satisfaaa 
un determinado sistema de ecuaciones diferenciales : .,., l::: ¡ " " 
en un dominio O (volumen. superficie. etc) junto con cicnas condiciones de contorno : 

¡•,<•> ¡ 
B,(u) 

B(u) = : (2.2) 

en los contornos r del dominio. 

La función buscada puc:dc ser un escalar o un vector de varias variables. Similarmente. la ecuación 
diferencial puede ser una sola o un sistema de ecuaciones simultáneas. Todo c3.lculo por elementos finitos. 
busca una expresión aproximada de la solución de la forma: 

u = oi = ~ N,a, = Na (2.3) 

' en donde N, son funciones de forma cxprc:Sadas en función de variables independientes (como coordenadas) 
y donde todos o alaunos parámetros a. son incógnitas. Las funciones de forma normalmente se definen 
localmente para cada elemento y se recuperan las propiedades de tos sistemas discretos si las ecuaciones de 
aproximación se expresan en forma in1cBral. De tal forma que la ecuación de la cual hayan de obtenerse 
los parámetros desconocidos a.. en forma integral. sera : 

fw GJ(oi~+ fc•JCoi~=fl 
donde G, y a, representan operadores o funciones conocidos. 

Estas fonnas inlegralcs permitirán obtener la aproximación elemento por clcn-.to para luego 
proceder al ensamble maliante procedimientos para resolver sistemas discretos tipo. ~;a que si las funciones 
-crion:s son integrablcs, lcndrcmos que la integral dada por la ecuación (2.4) será resucita por la suma de 
cada u- de las integrales de cada elemento en su dominio y su contorno : 

6 
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Í G,dn+f 2,dr="""" (Í G,do+Í 2 1dl" Jn r ~. • Jo• Jr-• (2.5) 

donde ne- es el dominio ocupado por cada elemento y r la panc correspondiente al contorno del mismo. 

Se dispone de dos procedimientos distintos para obtener la aproximación en dichas fonna.s 
integrales. Un método consiste en dctcnn1n.ar func1ont...~ variacionalcs y buscar sus v:ilores estacionarios. Si 
las ecuaciones diferenciales son linc..'llcs. podemos escribir las ccuac1oncs (2 1) y (2 2) como· 

A(u) = Lu + p = O en n 
B(u) = Mu + t = O en r (2 6) 

el sistema de ecuaciones l..'11 la aprox1n1.:ic1ón (2 4) resultara en un s1s1cn1a de ccuac1oncs lineales de la 
forma: 

Ka+f=O (2.7) 
siendo a., el vector de dcspla.z.anlicntos y. 

K¡J = L:~. Kú (2 8) 

donde K,1 se conoce generalmente como la rnatnz de rigidez y í., es el vector de cargas. 

Los ll:unados mCtOOos dir-cctos en problemas variac1onalcs consisten fundamcnulmcnte en que el 
problema variacional se cons1dcr.:i como limite para cieno problema sobre el c""trcmo de una función de un 
numero finito de vanablcs. suponiendo en la funcional t>{Y(s)) que las funciones admisibles pueden 
dcsarro11arsc en senes de potencias: 

Y(x) = a 0 + a 1 x + a 1 x 1 + ... +a.x• 

o series de Furicr 

Y(:1;)= ª;+¿:.,<a.co'5n1+b."innx) 

o en general. en algunas series del tipo· 

Y(>)= L: 
1 
a.'l'('ll) 

donde '+'(x) son funciones dadas. Así la funcional es función de un conjunto infinito de variables 

(2 9) 

(2.10) 

(2.11) 

Dentro de los métodos variacionalcs encontrarnos el método de los clcnlcntos finitos. como un 
rnCt:odo numérico que resuelve problemas de ma.""Cimización o minimización de funcionales. las cuales a su 
vez sirven para resolver ecuaciones diferenciales. En realidad el método consiste en la minimización de la 
energía potencial de deformación en la funcional para que esta sea estable. 

La energía potencial de deformación se define como la energía acumulada dentro de un material 
cuando se ha realizado previamente un trabajo. suponiendo una condición el:istica. El principio del trabajo 
virtual expone. que si un campo de fuerzas está en equilibrio para todos los puntos de un medio. entonces la 
suma del trabajo externo e interno (generado a panir de desplazamientos vinualcs) debe ser igual a cero. 

7 



.\IF.T<HJO DF. AIVAIJSJS 

De esta manera los problemas de mccanica de medios continuos. en los cuales se debe satisfacer 
las ecuaciones de equilibrio. las relaciones cincsnálicas y las ecuaciones constilutivas (relación de Hoolce 
para casos elásticos. por ejemplo). se transfonnan en un problema en el que se minimiz.a la cncrgia 
potencial de defonnación dentro de una región dada. anlc la acción de las cargas. 

Este funcional par.a el caso elástico se plantea asi : Se ccnsidcra que la energía comunicada por las 
fuerzas externas a un sistema malcrial se transfonna en cncrgia potencial de deformación. por lo tanto : 

T..,= E,. (2.12) 

donde T.., es el trabajo cxtcn>o y E,. es la energía de defonnación absorbida por el medio. 

La ecuación anterior es valida para problemas estáticos y cl3sticos. no se consideran efectos 
inclásticos .. ni dinámicos que introducirían efectos de amortiguamiento por pérdida de calor. 

El 1rabajo externo está dado por: 

T • .,= f,F,¿; 1d• (2.13) 

F 1 son fuerzas y cS, son desplazamientos. En tanto que la energía potencial de dcfonnación esta dada por : 

E• = J n 1c 1d•ol (2.14) ... 
a 1 representa cncrgia por unidad de volumen y c 1 son defonnacioncs unitarias. Por lo que la ecuación (2.S) 
queda: 

1F 16 1d•=J. o 1c 1 d•·ol (2.Sbis) . . .. 
los anteriores productos son vectoriales .. asi para el caso tridin-.cnsional: 

F1.61 = F,6, + F,6 7 + l',6, (2.IS) 

matricialmcntc: 

(2.16) 

en tanto que: 
a 1 .. c 1 =a.c. +o,.c 1 +o.e, +".,.Y., +t,...y 7 , +taaYu 

(2.17) 

donde T,1 es el esfuerzo cortante conrcnido en el plano ij. y y,, es la deformación angular en la dirección ij. 

En n:lación a la ecuación (2.Sbis) es necesario conocer las cargas c"'tcriorcs (F,). así como la 
distribución en el lllQfio de o ,.. de c. Desconociendo cr1 y c 1 en el medio y a 6 1 en la frontera. 

El problema matcmatico se rcsucl..., calculando la integral definida por la ecuación 2.14. En la 
solución. el problema se plantea así. encontrar las funciones de esfuerzo y deformación tales que se 
minimice la energía porcncial de defonnación. es decir. encontrar las distribuciones de esfilcrzos y 
deformaciones tales que la energía potencial sea mínima; ya que al aplicar fiacrzas a un sistema cstc se 
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dct"onnará de tal manera que se consuma la nÍcnor c:an1idad de cncrsia. La confisuración para un minimo 
es única. además las funciones de solución del problema para esfuerzos y defonnacioncs cumplen con las 
condicionca de equilibrio. relaciones cinemáticas y las ecuaciones constitutivas. por lo que representa la 
90lución del problema flsico planccado. 

Para ilustrar la aplicación del mélodo de los elementos fini1os se prcscnlar.i un esquema de la 
solución a un problc:lna especifico, el cual se plantea así : Es un caso bidimensional con ma1crial elástico. 
utilizando un polinomio de un a.-.do y ck:mcnlos de f'onna 1riangular de 1n:s nodos. Cabe hacer la 
aclaración que aún siendo c..,....,.,tos triangulares pueden 1cncr seis nodos. con tres nodos en los vcniccs y 
tres inlcnncdios en cada longnud. pero el polinon1io es diferente. 

1) La ecuación de equilibrio CSla dada por la relación (2.5 bis). 
2) Las ecuaciones constitutivas para un estado plano de esfuerzos y dcforntacioncs. marricialmcnrc 

son: 

donde: 

E es el modulo de cláslicidad y 
u es la relación de Poison 

(o),,, =(D),,,(c),., y 

E., = J (e J'ro(c )drnl ... 
D= IE u 

[

I 

(l+u)(l-u) 
0 o 

o l 
l;u 

3) Las relaciones cincmaticas son: 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

El polinomio de in1crpolación escogido para obtener los dcsplazamicn1os y resolver las relaciones 
cinconáticas. para cada nodo son: 

6.<•.y)=a+ha+cy 
6,(•.y)=d+n+fy 

(2.21) 

Del planteamiento del problema ICncmos un clcmc:nto plano triangular de lrcs nodos, aplicando el 
poli_,io en cada nodo cncomr.unos las funciones de fonna para cada elemento. Es decir, en <=a.la 
clcrncmo determinamos los desplazamientos. aplicando la ecuación 2.21 en la dirección • para los tres 
nodos dctcnninamos los paramclros a.b y c. Lo mismo hacemos en la dirección y. dclcnniando los 
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paramctros d,c y r. Las ecuaciones que dctcnnian estos par.imctros se rcuclvcn por algún método de 
solución de sistemas de acuacioncs lineales. 

La oblc:nCión de los paramctros esta en función de w coordenadas de cada nodo. Estas 
coordenadas se dan al discrctizar el medio en elementos y al IOl'Tlar en cuenta un sistema de rcfcn:ncia. Las 
funciones de fonna dependen de las coordenadas. y estas a su vez dependen del tipo de elemento y de la 
cantidad de nodos en el elemento. El tipo de clcn>cnto puede ser. triangular. circular (a."'<isimétrico). 
cuadrado (isopar.unétrico) o de cualquier fonna gcornctrica regular. ya sea en el plano (bidimensional) o en 
el espacio (tridimcncional). Para ver como se obtienen Jos paramctros de una manera más explicita se 
recomienda consultar la referencia 15. 

Dctcrnun..'l.ndo las ecuaciones que calculan los dcspJ.az.a.nucntos fó"'). la energía polcncial queda 
expresada por : 

IEP = [¡;• ]'lt.:(¡;•] 
ahora considerando el trabajo externo. rcncmos . 

T -(o•) (FL ... - ... .. 
con lo que llegarnos a la siguiente expresión tC>nlando en cuenta la ecuación (2.5): 

(F) = [K•t¡;•] 
valida para cada clancnto. Se puede generalizar a la malla total de la siguiente manera: 

(FJ,. = :E~',[Fi°] 
(o J,. = :E~·.[i;r] 

(KJ,. = :E~·,[t.:~J 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

Esta expresión es valida ya que las energías de cada elemento se suman para obtener Ja energía 
rOlal. Por lo tanto el problema global queda: 

>••• = (FJ,. l••• (2.26) 

Se tiene un sistema lineal de 2n ecuaciones con 2n incógnitas. siendo n el número tocal de nodos de 
la 111alla y el número 2 representa un problema bidimensional. Asi el problema de la funcional se ha 
tr.ansf"ornaado en un sistema lineal de ecuaciones y los resultados que proporciona son ""alorcs discretos de 
las filncionalcs buscadas. 

Conocidos los desplazamientos es posible estimar el estado de esfuerzos y deformaciones. Los 
~ y dcfonnacioncs serán constanrc:s en cada elcmcnro. teniendo una distribución unifonnc en cada 
- de ellos. pero varian de clcmcnro a clemcnro. Esro constituye un CtTOr de aproximación del nlétodo. 
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2.2 Problrmas lncrem4fntales. 

En general. problemas no lineales como los plásticos. se resuelven mediante la solución de un 
problema lineal por un proceso iterativo, de tal forma que al final se ajusten las constantes del material de 
manera que se satisfaga la nueva ley de comportamicnro. obteniéndose la solución del problema no lineal. 
En problemas no lineales la solución no es única, y se puede llegar a una no buscada., en la solución de este 
tipo de problemas se necesita una buena interpretación fisica y la utilización de mCtodos incrcméntaJcs para 
obtener resultados que sean significativos. Un problcrria no lineal se puede cscnbir COfTIO un sistema de 
ecuaciones que presenta la siguiente fonna: 

'l'(a) = P(a) + f • k(a).(a) + r =o (2.27) 

En esta expresión. los par;in1ctros a describen la aprox1n1ac1ón de la función o funciones incógnitas. 
Mientras que la solución de un sistema de ecuaciones lineales se rcsuchc con la ecuación (2. 7). como se 
ejemplifico en el subcapltulo anrcnor. qm.: es un proccd1n11cnto d1rc.:cto. lo cual no ocurre en el caso de 
sistemas no linea.les. pero mediante tCcnicas con10 rnétOOos mcrcn1Cntalcs pt.:rmncn resolver una y otra vez 
sistc01.a.S lineales hasta que se alcance la convergencia 

Método incremcnl•I. 

De la ecuación 2.27 sir son fuerzas rc.alcs ~·a representa dcsplaza.micntos. ambos son generalmente 
nulos al comienzo del problcn1a. c..~ conveniente c..-stud1ar el componanucnto de a al incrctnenta.r r. 
Procediendo de esta mancr.i. s1 los incrementos que se: escogen para f son suficientemente pequeños. puede 
generalizarse que el mCtOOo será convergente. obtcn1Cndosc resultados razonables. Los resultados 
intennocllos a lo largo del proceso pr-oporcionaran inform.ac1ón del comportam1cnto de la estructura para ese 
ciclo de carga. Rcplanrcando la ecuación (2.27) : 

P(a) + A.f0 =O 

donde f 0 son fuer:z.a.s iniciales y A representa el incrcmc..1110 de las fuerzas 

Diferenciando con respecto a A. se obtiene: 

dP. da + r = Ky da + r. :::::: 0 
d• dA. • dA. 

ó 
da 1 r. dA. = -KT(;1) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

donde KT representa una matriz de rigidez tangente que ser:i simétrica si las ecuaciones se obtienen a través 
de una forma variacional. El problema expresado por la ecuación (2.30) se puede resolver mediante el 
siguiente algoriuno : 

·-·· -·- = -Ky(•)-•r.AA._ = -<K->~'Ar_ 
se puede incrementar A. o r de la siguiente forma: 

A •• 1 =A.. +AA ... 
r ••• = r_ +Ar_ 

11 
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Relaciones incrcm<éntalcs. 

Como se menciono la tcof"ia de Ja plast1c1dad implica la solución de una secuencia de problemas 
elásticos. debido a la no lincahd..,d de las ecuaciones 1nvolucradas Un.a deformación cl3.stica se da cuando 
un material es ca.paz de recuperar po..- completo sus d1nn .. ,,s1oncs ong1n.alcs al supnmir las fuerzas que se 
aplican. implica la ausencia de cualquier deformación pcm1ancntc Un.a deformación plá.suca es fa que no 
desaparece del rriatcnal dcspuCs de supnm1r la carga. s1 ésta no ces.., la plast1ficac1ón continua hasta que se 
produce el agrieta.miento 

En n:lac1ón a la F1g 2 1. s1 el n1atcnal se csfucr7...a hasta el nivel 1 y luego se supnmc el esfuerzo. se 
considera que la dcforn1ación .. .-1.1ch.c a sc.:r cero ~ el n1=itcnal <;;e n:cu~ra en su totalidad c1a~t1carncntc S1 el 
rn.:ltcrial se esfuerza hasta el nl\cl 2 y S'-" clin11na luego el csfucr.l'.o. el n1a1craal se n.:cupcrará cl:ist1carncntc 

en la cantidad & 1 • E1p siendo r.~r la dcfom1ac1ón pl:i.!~tJca que permanece después de supnnur la carga Asi. 
par:i niveles de esfuerzo supcnorcs al limite de clast1c1dad. la dcfonnac1ón total se compone de una panc 
elástica y una parte pl;isuca 

Existen varios tipos de rclac1oncs entre esfuerzos y dcformac1oni:s pl.istica..c;;; (pcm1:i.nentcs.). las 
cuales son s1m1larcs a las leyes de Hookc Para el objetivo de este trahaJo se C"'\pondra las rclac1oncs 
incrcrnéntak."S entre esfuerzos ~ dcfom1ac1oncs Las relaciones incrementales surgen debido a que en los 
materiales reales se obtienen cunas csfucrzo-dcfom1ac1ón no lineales. las cuales se deben a nu1dificac1ón de 
ciertas porciones de niatcnal d:indo con10 resultado relaciones csfucrz<."l-deformac1ón-t1cn1po que ckpcndt.."tl 
de ta h1stona y velocidad de la carga para cu~ a solución mcn:mcntal se n..-qu1cre de conocer la.s cond1c1oncs 
iniciales. y de esta manera se t1ene n:lac1oncs entre 1ncrcn1cntos pcqui:flos de csfucrzo ~ deformación que 
son lineales. pero cu~a constante de proporcionalidad es func1on de 1.::i h1ston:i de carga Corno se nicnciono. 
en ta componente de dcfonnacion una panc L'"S clast1c.."\ ~ otra plast1ca ti:n11..:ndo"c 

(2 33) 

Se han propuesto diferentes rclo:u:1oncs entre esfuerzos y defonnactoncs para el rango pl3.stico. 
Prandlt y Rcuss 1nclu~ en en el anahs1s a la pan e elástica en donde se emplean las leyes de Hex>kc y 
propusieron las s1gu1cntcs rclac1oncs entre esfuerzos y dcfom1ac1oncs para l:i panc plastÍ~"l. 

di:~ = de~ = d.:~ = di:!':-" =: c..I•~~·~ = dr:~ = dA. 

S. S> S. T•Y "[ir• "t 111 

y para esfuerzos y deformaciones pnncipalcs 

así mismo: 

~ 
.. '"'i, 

de~ - tk~

s, -S: 
de'! -di:~ 
S: -S.1 

di:~ 
s, 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

estas ultimas relaciones son entre esfuerzos cortantes mtt.ximos S e incrementos de deformación angular 

má."Ximos d&P. La ecuación 2.34 puede escribirse en función de los esfuerzos totales (<:J· •• a,,az.) de la manera. 
siguiente (relaciones Prandl y Rcuss): 
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debido a que: 

Fig. 2.1 Grrifira H.ifurr:o - C>~forrnuc11»1 ,/r "" "1otrrra/ t'1a.tlop/áJtieo 

dr.~ = ~dA.[o. -{(n~ +n.)] 
de~ = ~ dA.[ o,. - ~ ( c:r • + a. ) ] 

dr. ~ = ~ d'·{ o 1 - ~ ( n 1 + o,.)] 
de~,.= dA.T•y 

dr.:~ = dA.Ty 1 

dc~1 = dA.T 11 

z 
s .. - 3fc:r .. -

I 
2'"r +o=)/ 

s - !...¡a -
' 3 ' 

I 
~'ª=+o .. )/ 

s. - .!..¡a_ -
- 3 -

!_(cr + cr )/ 2 .. ,, 

donde a .. se conoce como csf"ucrzo norni.al medio. 
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(2.37) 

(2.38) 

Las relaciones 2.37 constitu~cn las r-clacioncs que describen un comportamiento plástico. faltando 
dctcnninar Ja constante de proporcionalidad dA.. Para dctcrmutarla se hace uso de los criterios de fluencia.. 
en este ca.so se utilizará el de Von Mises. el cual se dcscribir.i brevemente a continuación. para mayor 
profundidad se recomienda ver el capitulo 3.2 de este texto. El criterio de Von Mises supone que la 
plastifieación únicamente se debe a la cnergia de distorsión y que se presenta cuando dicha energía es igual 
a la que existe en una prueba de tensión simple. Como para tensión simple: 

(2.39) 
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donde cr0 es la resistencia má..xitna a la tensión y 12 es el invariante de segundo grado en Ja plastifieación. 

Ahora corno : 
(2.40) 

por lo que: 
(o. -o,..) 2 +(a

1 
-cr.):z +(n 1 -n..,) 1 = 20; (2.4 () 

y para el caso bia.'<ial . 
o!-o.n,.. •o: - cr! (2.42) 

Generalizando el criterio de Von l\.fiscs ecuación 2.4 1. en las relaciones de Prandlt y Reuss 
ecuación 2.37 obtcnt..~os: 

(dr:': -de~)+ (de~ -dr..~) + (dr:~ - dr:~) + 6{(dc~,. ) 1 
+ (dr.~1 )

2 + (dr:~. ) 1
} = 

dA :z l C n • - o~ ) l + (o,.. - n • ) , + C o• - o • ) : J 
El esfuerzo octaCdrico Tn.rt y la es la deformación angular octaCdnc..:t: d-y0 P cstin dados por· 

(-r_..):z =~(ca. -cr,..) 1 +(o,.. -o.) 1 
+{0 1 -cr.)l +6fr;,. +T;. +-r;,}j 

(dy!) 2 =~[Cdc':-dr:~)+(dr:~ -dr:~)+(dc~ -dr:~)+6{(d1:~,) 2 +(dr:~.>: +(dr.~.> 2 }] 
por lo que de Ja ecuación 2.43 la constante de proporcionalidad queda 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

Se conoce como esfuerzo equivalente o cfcctJ\· .. O {a.,) e 1ncrc1111.:nto de deformación equivalente o 
efectiva (dcp) a las siguientes relaciones: 

ª·=Ji~~= 2.¡.J; 
dr.p = ..fid-r: 

de lo anterior. en la ecuación 2.45 obtencn1os: 

(2.46) 

d:l. = ~ dr.. (2.47) 
2 º· 

Considerando nuevamente el criterio de Von l\.fiscs y las relaciones 2.44 ,.. 2.46. se tiene que el 
esfuerzo equivalente es igual a la esfuerzo de fluencia. entonces para el momento en que se inicia la 
plastificación: 

entonces: 

(2.49) 
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por Jo que la const..."l.nlc de proporc1onalidad dA es función del incremento de dcfonnación equivalente y del 
parfunctro experimental de esfuerzo 0 0 (esfuerzo de fluencia). asi en la.."i relaciones de Ja ecuación 2.37 

finalmente quedan . 

dr.~ 

dr.~ 

= :: [ n. - ~(n, ~o.>] 
= dr.•[....-. _.!_(n, ~n,)] 

= :-: [" • - ~ !<>. + n ,>] 
3 de~ 

dr. ~,. = 2 -;::;:- "[ ., 

dr.~.. 3 dr..p 
=:: 2 -;::;:- "[ya 

d1:~. = ,:! dcP "[ 
2 ..... 

(2.50) 

Las relaciones anteriores se aplican con el esfuerzo equivalente (o.:) dado en la ecuación 2.46 en 
materiales con cndurccim1cnto a la dcforrn.ac1ón y. con esfuerzo de fluencia dado en la ecuación 2.49 en 
materiales pcrfcct.:::uncntc plásticos Solo falta conocer la rclac1on cnt..-c el esfuerzo equivalente y el 
incrcn'tCTltO de dcfonnación cqu1valcntc y conocer la relación de incremento Para 1ncrcmcnr.ar Ja constante 

de proporcionalidad. debe tenerse en cuenta que el trabajo total realizado tiene una componente elástica y 
una plástica: 

(2 51) 

el trabajo plástico está dado por la s1gu1cntc relación en función del esfuerzo y el 1ncrcn1cnto de deformación 
cqui\."':llcntcs: 

(2.52) 

Para el caso de matcnalcs con cndurccimic...'"flto a la defonnación. la cantidad de trabajo puede 
estimarse mediante la siguiente hipótesis Se considera el incremento de dcfonn.ación plástica equivalente 
como una medid.a del endurecimiento por dcfonnac1ón· 

e, = J dr., (2.53) 

si Ja función de fluencia se considera. como función de &.p: 

F(a) = H(c,l (2.54) 

ahora si empicarnos el esfuerzo equivalente como la función de fluencia obtenemos: 

(2.55) 

la relación anterior se obtiene experimentalmente haciendo la gr.ifica csfucrzo-dcfonnación de una pn..acba 
de tcnsién simple. Si a las dcfonnacioncs se les resta la componente elástica y además se toma como origen 
el esfuerzo de fluencia cr0 • tomando solo la parte pl:istica para un esfuerzo dado cr. y. tomando la derivada 
de la curva correspondiente a dicho esfuerzo. se obtiene la pendiente H' (Fíg. 2.2). donde : 
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H' = da. = d(ll(cp)) 

dcP dr.P 
(2.56) 

por lo que: 

de = d<"J • 
p 11' (2.57) 

que es la relación buscada... la cual se determina. experimentalmente al encontrar H•. E.su relación se aplica 
en las ecuaciones de Prandtl y Rcuss. y constituye la solución del problema incn:mcnul. Por lo que es 
necesario determinar H._ 

cr 
ª• j~_..--

l __ .. -·· 1---

cr •:./·: cr. = H (&p) 

ºº &¡,1 

o & 

Fii;.!. Pendiente 11. en In parte pla.~t1ca de In cu"'ª a- c. 

Solución itcr•tiva de los problem•s incrcméntales. 

Se presentará csqucmáti=mcntc el procedimiento general de solución de los problemas 
incrcnlCntalcs .. utilizando el método iterativo. El grupo de ecuaciones que gobiernan los problemas clasto
pl:isticos son : 

a) Ecuaciones de equilibrio. despreciando aceleración. 

aa. + m,.. + m •• = -F °" i)y ilL • 

m.,.. + ao,, + ac,,. = -F °" i)y ilL , 
(2.58) 

m., + m,. +acr. = -F 

b) Ecuaciones de compatibilidad de deformaciones. 
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éJJc. + a 2
c,. = 2 a 2

c.,. 
ay• as• asi)y 

éJ
2

c,. + a 2 c. as 2 a 2
c,,.. 

a.• ay• é1yi>1. 

a 2
c. + a 2

c. = 2 a 2
c •• 

as• "'2' <>za. 
~(-a:,.. + ac •• a:.,.)= 0

2
c. 

as as ay m. ay.,. 
~<- ac .. +a:.!' a:~>= a

2
c!' 

a,· a,· di. ih. é>ún. 

!!...e- a:.,. +a:,.. "k •• > = a2
c. 

ª"- "'- as a,· a.a, 

.\Ir.TODO DE A .... ~ILJSJS 

(2.59) 

e) Ecuaciones constitutivas. relaciones esfuerzo - dcfonnación. Se consideran las leyes de Hookc 
para la componente elástica. 

c. =~[a. -µ(a,. +o.>J+c~ +&~ 

cy =t(o,. -J.i(a. +n.>]+c~ +Ac~ 

c. =-i-(o. -µ(o. +o,>J+ci: +A.e: 

- 1 • • c.,. - 2C ~.,..+c.,,+ .&c.,. 
-2- p p e,.. -

2
G T,... +e~ +A.e,... 

1 p p 
c •• = 2G '°n +c •• +&: .. 

los incn:mcntos plásticos están d3dos por : 

&:•=&:,[o _ _!(n +o>] • ª• • 2 ,. • 

AcP =&:,..[a -..!.(n +a >] ,. ª· ~ 2 • • 

&:•=&:,[o _ _!(o +o >] • ª• • 2 • ,. 
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&:.. = <&:~ -&~>J +<Ac;-Ac:'> 1 +C&::' -&::> 1 +fi{c&:,.> 1 +<&~> 1 +c&:~.>1 ] 

ª• = }¡ (cr. +n,) 2 
+(<77 +cr.).z +(o. +a.) 2 +6(..-:7 +T;. +T:.> 

El método ilcrativo de solución o de soluciones elúticas sucesivas. noquierc de la solución de una 
serie de problemas elásticos al irse dando incrcrnc:ntos pcquci\os de carp. Consiste en la solución del grupo 
de ecuaciones anteriores (2.58. 2.59, 2.60 y 2.61). de la siguiente manera: 

1 . Para el primer incremento de carga se considera que las deíormacioncs plásticas son cero. 
ecuación 2.62. 

2. Se suponen valores a los incrcnlCl\tos de dcfbrmación pl3st1ca. 
J. Con estos se estima el incremento de dcfonnación pJ3.st.ica. 
4. Con el dato anterior y mediante la pendiente de la curva se cst1n1a el esfuerzo equivalente. 
5. Con las relaciones de la ecuación 2.6 J se obtienen los nuc\·os valores de los incrementos de 

dcf"ormación plá.stica. 
6. Usando estos nuevos incrementos plásticos se resuelve el toral de ecuaciones 2.58. 2.59, 2.60 v 

2 .61 COfnO si fuera un nuevo problcnl.3. elástico. Obteniendo nuevos valores de esfuerzos y • 
dcíonnacioncs. 

7. Con los nuevos esfuerzos y mediante las ecuaciones 2 .61 se dctcnninan nuc,.'3..nlCfltc los 
incrementos de deformación plastica y a su \.'CZ el incremcnro de deformación plástica. 

8. Se realiza el paso 4. para evaluar el esfuerzo cquivalcnrc 
9. Con este nuevo valor se realiza el paso S. para nuc\.·os increrncnros plásticos. 
JO. Se hace ocra iteración n:piticndo los pasos 6 a 9. Normalmente no resulta eficiente iterar mas de S 

\.'CCCS. 

11. Se da el siguiente incremento de carga. repitiendo todos los pasos anteriores. hasta alcanzar la 
convergencia del incremento. 

12. Se continua con Jos demás incrementos de carga hasta completar roda la historia de carga que se 
debe analizar. 
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2.3 Método de solución. 

En el marco del mCtodo de elementos finitos se supone que el proceso de cxca"-ac10n se lleva a cabo 
por nlCdio de la substracción de elementos finitos y nudos que simulan el dominio de la C"<cavac1ón Por la 
dcri'\-ación de las ecuaciones no hncalcs de clC01Cnto finito y de su f"onTiulación va.nacional la cual cuenta 
con Ja relación de variación del tiempo en el donunio y en las fronteras. uno puede seguir la tr:iycctona de la 
evolución de esfuerzos en vanos puntos del dominio corrcsponchcntc. dadas las caractcristica.s constnutivas 
del nl:ltcrial. La lincaliz.ación de las ecuaciones de elemento finito pueden ser resucitas con ta supos1c1ón de 
que el proceso de excavación es representado por una función escalonada en el dominio del tiempo 

Las raiC«...--s de las ccuacioru ... "S de clcnlCflto finito no lineales son obtenidas 1tcr:itivarncntc por el 
nx..~odo de Ncvi."ton. usando la noción del operador tangente para el rango cla.stopla.stlco Usando este 
operador tangente l"csulta un pl"ogl"ama mediante d cual se llega a b solución 1tcr.it1va.rncntc. en el cuaJ se 
preserva el c.::ir.:íctel" asintótico de la convc1"gcnc1a cuadrá11ca del rnctodo de J'\,:cv.""ton Asi. se puede dar un 
error toJcrablc. sin afectar significat1va.rncntc el número requerido de 1tcrac1oncs para converger a la 
solución. Para ma~or 1nfom1ac1ón consulur las rcfcrcnc1a.s 1. 2 y 5 

En Ja tcoria de Ja plast1c1dad existen dos mCtodos de 1mplcmentac1ón c'l\:plicito e lmplic1to El 
progra.rn.a TEST92 usa la fornla explicita Cuando el csrado de csft1erzos se sobrestima. se requieren 
algo ... iunos de regreso para convertir el estado de csfucr7..os calculados 1111c1alrni:ntc en el csfucrz..o real Para 
ello existen vanos algorítn1os. de los cuales el program.a TESTLl2 usa el radial 

Ecuaciones fundamcntaks 

Si consideramos un problema no lmc.."11 con valon ... -a.s en la frontera. Jo que gobierna este Upo de 
problcrn.as son las s1gu1entcs cons1dcrac1oncs . dado un vector de fuerzas f=f(x) y la superficie de tracción 
h=h(x), donde x es un vector de pos1c1ón. dctx.'"Tnos encontrar el vector de desplaza.miento u=u(x) tal que: 

sujeto a las condiciones de frontera. 

V.n(u) - r ~ O 

u - u. 
n•a - h 

~n (l (2.62) 

(2 63) 

donde 'V es el vcctol" operador gradiente. a es el tcnsol" esfuerzo de Cauchy. Ug es el vector de 
desplazamiento prescrito. h es el vector de superficie de rracc1ón prescrita.. n es el vector unitano nonna.l. n 
es el dominio del problema. y r. 1.....)1 r-h - r son las fronteras del problema. 

La pl"CScntación fonnal de arriba es la csL."i.ndar en el contc~to de los análisis cstaticos (o qua.si
cstáticos). en los regímenes lineal y no lineal. Cuando se aplican a problemas de excavación. sin embargo. 
las ecuaciones 2.62 y 2.63 son además generalizadas para que el dominio y las fronteras varicn con el 
tiC111po como se observa en la Fig. 2.3 

n - n<o. 1·. - 1·. <o. .-. - 1·. (1) (2.64) 
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--10 •. r.1 

--- cn ..... r .... l 

consccucntcnicntc .. si el "residuo .. generado de Ja ecuación 2 62. lo obtenemos con la función del vector de 
carga w (peso). ul que · 

/a,.,w.(V'.cr(u) - f)d.Q - O (2.65) 

entonces el vector ""'' podria asignarse para vanar con el tiempo~ debe confonnarsc consistentemente con Ja 
configur:ación de O(t) del problcn1a en un ticn1po t dado Integrando la ecuación 2 65 por partes. obtenemos: 

(2.66) 

donde 
(2.67) 

representa el rrabajo virtual interno y 
w .... co - fa..,"'·.fdn + fr.tow.hdr (2.68) 

representa el trabajo virtual C"<tcmo. 

Dentro de fa estructura del método de elemento finito. Ja ecuación 2.66 puede ser rransfomiada a 
una ecuación de equilibrio de fuerzas (global) por una etapa de construcción simulada numéricamente como 
una función constante por etapas en el dominio del tiempo. Físicamente. esto es equivalente a considerar Ja 
región con y sin excavación corno eventos insta.ntancos. los cuales pueden ser modelados discretamente por 
la adición o substracción de nudos o elementos de la malla de elementos finitos. Asi. si O(tn- 1)= n,._ 1 y r 
(t,. .. 1)=rn•I en el tiempo tn· I· entonces cJ probfc01a de valores en la frontera no lineal requiere de conocer las 
raíces del vector de dcspJ:i7.:irnicn10 donde d'= d,,. 1 esLi en un riempo t,,. 1 ul que: 

(2.69) 
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donde (F,,..)n .. 1 =Fm1(d.,. 1) es el \."CCtor de fuerzas internas y (F<,,)0 .1=Foe..,1C!"ln.,. rn-1) es el vector de fuerzas 
externas que representan la integración de todas las fucr7 ... a.s en el dom1n10 y la superficie de tracción ('2.n.1 y 
rn· I ). rcspcctivanicntc. A modo de visualizar mejor el problcn1a. SI para un tiempo t=tn-1 llamamos a Bn• J 

la matriz global de transfonnac1ón dcform..-ic1on~csptaz..amicnto y a N". 1 la matriz global de función de 
forma .. el vector de fuerzas intcrna..o;o de la ccuac1on 2 6<J se pu<..x.lc calcular corno 

( F~ .. t ) •• 1 - Ja,.., B!. •1 fn } .. •I dC"l (2.70) 

mientras que el vector de fuerzas externas se cvaJúa con la expresión 

(2 71) 

donde {cr)n•l es el vector de las cornponcntcs de esfuerzo cu~os clcn1cntos son dl.:nvados del tensor de 
esfuerzo 0 0 .. J. 

En la formulación hecha en los párr.:1.fos anteriores tenemos que O'n. 1=o(un. 1). un. 1=u(dn. 1) y que 
dn ... 1=d(tn.1). Esto significa queº"· 1 =o(tn· I) en cualquier punto n1atcnal corrcspondtcntc a una pos1c1ón del 
vector x (vector de posición) Las h1stona..c;; de esfuerzos y los dcsplaza.nucntos en si. son almac<..~dos como 
un arreglo que integra todos los puntos del dominio n de excavación (o c"\:pans1ón). Las dirncns1ont..~ del 
vector de la ecuación 2.69 pueden ser pcnodrcamcntc actual17 ..... -.das (modrfic..-.das). en razón de Ja pérdida (o 
suma) de grados de libertad asociados a la etapa de excavación o construcción. que se cstC simulando. 
Similanncntc. corno resultado de asignar la función de P<----SO "'" para ajustar la configuración de J;i et.apa de 
excavación en el dornm10 y fronteras (!""ln. 1. rn·J). las d101cns1oncs de las matnccs B y N. y la propia 
solución del vector d·. tamb1cn tL'Tldría que ser rnod1ficada en cada etapa de C'Xcavac1ón 

Otra cosa. que cabe hacc:r notar. es que la malla de elemento finito puede ser expandida por la suma 
de "nuevos" elementos y puntos nodalcs Sin embargo. como el vector de fuerzas internas de la ecuación 
(2.RR) está en función del esfuerzo en la ct..""J.pa antcnor cr0 • la fonnulac1ón d<...-scnta amba requiere de nuevos 
argumentos para conocer también la historia de esfuerzos. 

Algoritmo iterativo para el procieso de excavación 

Para la solución de la ecuación 2 69. dado que no se conoce un vector de dcsplaz.a.rrtiento d. es 
necesario empicar un programa iterativo basado en la hnc..""Jrizac1ón de la misma ecuación 2.69 Realizando 
la Jincarización de la ecuación 2 6Q con ..-espccto a la configuración de dkn•t en la k-ésima iteración hecha 
por el progr3JT13 Iterativo de solución. Csta nos queda : 

F'1n•«1! •• > .o.d" - (F •• .>n•I - F1 • .<d~ •• > (2.72) 

y 
(2.73) 

en donde 
• = <JF,0 ,(d) 1 _ 

F'..., C.1;;.,) al ""·• (2.74) 
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es la matriz del jacobino. De la ecuación 2. 70. la matriz del jacobino es C'\."3Juada como : 

(2.7S) 

donde 

(2. 76) 

es la matriz consistente de modulo tangente que se obtiene por la n"aluación de la variación del '\-cctor 
esfuerzo {o}k n•I con respecto al vector dcfonnación (e )k n• I· 

Ahora bien. bas.:i.ndosc en la fórmula del mCtcxio de Ncv .. "ton 

F('.ll) 
1:1+1 - X¡ + F"(s) (2.77) 

Para el caso de excavación. gcncral1zanios el concepto y no solo involucramos una función 
conocida.. sino también un operador diferencial (tangente). lo antcnor nos lleva a que· 

F 
(2.78) 

<I>('.ll) - F - o 
de donde Ja ecuación 2.77 queda 

_ d + <t>(dol - F 
' <t>' 

(2.79) 

Haciendo las transformaciones debidas podemos obtener la siguiente estimación de d• que es 
obtenida de la expresión iterativa . 

ct..11.~1 - ~. 1 + (F''-4 (d!.1> í 1 lCFn, > •• , - F...,. <c:t!:.1>1 
en donde 

(F1n1 > .... - Ia..1 e~ •• Cn J .... dn 

(F •• ,> •• , = lo..., N~. 1 fd!"l + Ifr.,_., N!.., hdl

•i dcrivarnoa Ja ecuación 2.111. tenemos: 

CF· .... ><d~ •• > - Ia.., e~ •• e~ •• e ••• dn 

(2.80) 

(2.81) 

(2.82) 

(2.83) 

Así .. tenemos todos los elementos necesarios para obtener los desplazamientos d¡ ... 1 de Ja ecuación 
2.80,. calculando un vector de esfuerzos y realizando iteraciones hasta que converja al valor exacto_ 

Para una nueva etapa de análisis. se inicia con los esfuerzos calculados en la etapa anterior para 
con el nuevo dominio. que en este caso. si excavamos. tendremos una nueva geometría y se volverán a 
calcular los desplazamientos hasta una cierta tolerancia. 
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3. MODELOS DE COMPORTAMIENTO 
NO LINEAL DE SUELO 

En el capitulo anrcrior se expuso la tco.-ia general de l:i plasticidad. en términos de problC1T13.S 
incrcn1éntalcs. para tener conoc1m1cnro de su solución más general En este capitulo nos enfocaremos a su 
solución dirigida a su in1plcn1cntac1ón con1putac1onaJ 

Todo cuerpo carg..,do se dcfornta en función de sus ~ractcrístic.a...c;. y se puede representar mediante 
modelos fisicos y modelos marcn1át1cos Un modelo fis1co es un sistema matcnal en donde se miden 
experimentalmente causas y efectos Un modelo matcm.:itico expresa las relaciones entre causas y efectos en 
base a las conclusiones hechas en d n1ci.t.Jclo físico 

Del estudio de la plast1ficac1ón se han generado los postulados fundanlcntalcs de la plasticidad. que 
se expondrán a continuación 

a) La plastificación solo se produce por esfuerzos distors1onantcs. los 1S01róp1cos no producen 
ninguna. 

b) La plastificación es un flujo viscoso. el cual e-xistc hasta que se produce el agrietamiento 
e) Los elementos de un cuerpo sóhdo poseen una capacidad limite de almacenar energía de 

dcfonnaclón. hipótesis de Bcltram1. La plast1ficac1ón se prcx1ucc al alcanzar este limite, y durante este. la 
energía mantiene este valor constante. 

3.1 Leyes de comportamiento e-síuerzo deíormación. 

En fngcnicria se ocupan diferentes matcnalcs que uenen diferente comporta.miento. comport.anlicnto 
que se puede evaluar de diferentes maneras. una de ellas es utilizando la prueba triaxial, que es un ensaye 
en el cual una probeta. de matenal se sujeta a una carga a:xial y a una presión de confinamiento. donde se 
miden esfuerzos y deformaciones unitarias y se realiza su gr:ifica correspondiente. la cual expone 
objetivamente el comportamiento del ~tcrial. 

En Jos materiales mctalicos la deformación es proporcional a los esfuerzos y. es lineal por Jo menos 
aJ inicio del fenómeno .. aunque después del limite de proporcionalidad .. donde ciertas panes del rnatcriaJ 
oornicnzan a fluir. la. deformación deja de ser proporcional a los esfuerzos. 
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Gcncrahncntc materiales como el concreto y el acero se analizan utiliz.a.ndo la tcoria de la 
elasticidad por la facilidad que esto representa... pero materiales como el mismo concreto o el sucio prc..~tan 
un comporta.nticnto más complicado en relación al comportamiento lineal. donde las dcfonn;¡ciones no son 
proporcionales a los esfuerzos y m.3.s aún si se retira la caS"ga que provoca los esfuerzos, la dcfonnac1ón no 
dcsaparcccr.i en su totalidad A este compona.m1cnto se le conoce como plástico 

Plasticidad es aquel comportamiento del material en el que varian sus caractcristíca.s según el nivel 
de cargas al que se encuentre sometido. debido a que en ciertas regiones el material pas.a del estado sólido al 
fluido o sufre agnct.arnicntos. dicho carnb10 es mouvado al vanar los L:sfucrzos ConK> se explico t..-n el 
capitulo anterior. la solución de un problcnu plásuco es mediante una secuencia de probk.~ clá.st1cos. 
debido a la no linealidad de las ecuaciones rnatcrnát1cas involucrad..."L"i. Comprender el COfTlp<>rtamH ... "Tlto de 
sistemas continuos donde la componente plástica de dcfom1ac1ón es 1n1portantc en relación a la clasuca. es 
de gran importancia pr3ct1ca ya que este conoc1n11cnto se aplica en obr-as hechas o construid.as sobre sucios 
o bien en el diseño hmitc de estructuras en la que se busca un empico óptimo de recursos 

Existen mcxfclos analógicos que pueden representar el componam1cnto esfuerzo - dcformac1ón para 
diversos matenalcs. los cuales se n1ucstr-an la F1g 3. 1 junto con la r-clac1ón esfuerzo • dcforrnac1ón que 
simbolizan. En la Fig.3. 1. un cuerpo representa un modelo de comportamiento. que va &...-sdc el lmcaJ hasta 
clastoplástico con '-"Tldurccin11ento hncal a la defomiac1ón: tan1buin en ese ord<..""TI va el grado de complejidad 
rriatcm3tica. y de comportamiento El com(X>rtam1cnto lineal es de f:icil cntcnd1n11cnro y el que mas 
comúnmente se aphca~ ademas su explicación está 1mplicita en este trabajo Todos los modelos pli&.sticos 
que se simbolizan la F1g.3 1 de b) ad). imphcan una formulación basa~ en la cncrgia de dcíonnac1ón 

En cuanto a los componentes dct tensor esfuerzo. estudios expcnmcntaJcs acerca del 
componamicnto de m.ateríalcs han demostrado que Ja pla.st1fica.c1ón de estos se debe ca.si cxclusava.rn<..."tltc a 
la componente d1storsionante Los esfuerzos isotrópicos mfluyL-n poco en la pla.st1ficac1ón. A pesar de lo 
anrcrior es importante calcular no solo la..."i componentes d1stors1onantes de matcri.::il sino tarnb1Cn las 
isorrópicas porque. como se vcr:i más adelante. an1bas intervienen en el cálculo de la función de fluencia. 

La c..-ncrgia de dcfom1ac1ón total est.:l en func1on de los esfuerzos ~ dcfom1ac10f1CS principales. de la 
siguiente manera 

WT - V..'1 +w: +v..•, -i<o1t:1 +o:c: -+n,r:.>)dV (3 1) 

donde 

(3.2) 
1 

W.J za.JC.JdV 

dV - dsd)·dz 
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. 
C 111 '"'ª • afu e r za-de ror• a e lión 

•) CUCl"pO pcñect.amcnlc clastic.o 

Cb:P o.[--------
' M odclo analoa.co <: ur•a C•íu.rr•o-Jcfur"' ac1on 

n 

n. r ~ E-----·-------

l2__ 
e 

~lodclo •naloarco C ur\l'a c•fucrro-dcfnr'" ación 

e) CUC1'p0 clas1opla~11co pcr1Cc10 

t 
.. , 
¡, ;¡ -

McwJc a~.:~~ICO 
L . 

' 
e 

Curva csíucrzo deformación 

d) Cuc..~ cJastoplá....r.tco c;.oo cndurccimicnlo hnc::ul a Ja dcfonnación_ 
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si se aplican las leyes de Hcx:Jcc y las subsriruimos en la ecuación anterior. tenemos : 

(3.3) 

donde: 
11 •(o. +a,. +a.) 

li = T;,. +-r;, +'l';, -<':f,a,.-a,.o.-o.o. 
(3.4) 

que sort el primer y segundo invariante que toma en cuenta cortantes. E'Cpresíón que nos permite conocer la 
energía de deformación en función de fas caractcristicas del tensor esfuerzo y de las propícdadc:s del 
material (E y G). 

La. cncrgia isorrópica csU dada por: 

1 3 w, - 20 ... (r.1 +r:i +r..J) - 20-r. ... 

donde O'm es el esfuerzo medio y E-m es la deformación media y. están dados por : 

o-= -j-<or +ni+ n.J) 
1 

r.- -3<c1 +c1 +r.,) 

- "- y K ___ E __ 
r..,. .JK .J(J-2v) 

por tanto. la energía isorrópica es : 

-~ ~ _.tl_ 
W, 2"-.JK 2K 

ahora bien~ para la energía de distorsión se tiene 

Wd-WT-W1 

substituyendo las ecuaciones 3.3 y 3. 7 en la ccuaciOn 3.X. se tiene: 

wd _ _!_(I + u)(f,, +.JI.,.) 
.JE -

substituyendo y reduciendo. tenernos : 

Wd *"" {f; V) f.JaJ:- +(CJ, o,. +a,CJa +C'T~C'J a - T:.- T;, - T;~)J 
que es la energía de distorsión. 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.IO) 

Generalmente. para aplicar el comportamiento plástico se empican dos procedimientos o modelos 
para el análisis de problemas gcorécnicos. uno de ellos es conocido como elastoplástíeo pcñccto o ideal y el 
Oln> como elastopl.:ístico con endurecimiento lineal a fa dcfonnación. El comportamiento csfucr.zo -
def"onnación de estos modelos se esquematiza en la Fíg.3.2. 
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o e 

h) ..,J••lorl<ii•lu;:n c:nn cndurcc:1'" 1ct1to 
/1nc:•I • l• dc:Jn"'"•<=H>n 

Cuando a los ntatcriaks se Jcs somete a esfuerzo crccicnrc de rcnsión o compresión experimentan 
dcforniacioncs que en un princ1p10 csti..n en d rango elástico. pero postcnonncntc se S3lcn de CI y crecen con 
mayor velocidad que Jos esfuerzos. sr estos siguen creciendo en el material comienzan aparecer grietas,. 
hasta que finalmente el cuerpo se separa en fracc1om ... ~ drsconunuas Se considera que un rrtatcrial fluye o 
f'aJla cuando las dcíonnacioncs son pl3st1c.as y alcanzan una cicna n1agnuud que se considera intolerable 
desde el punto de vista de Ja func1on.:illdad de Ja estructura de la cual fomu panc c:I nutcnaJ El material 
Jlcga a la ruptura cuando se separa en panes a1sl3das y dcJa de ser un medio continuo 

Los crircnos de faJJa y n1prura se ti1an de acuerdo al n1vcJ má-..:1mo de esfuerzos que el matcria.J 
debe soportar. Esrc nivel se dcrcrmma a fin de que no se registren di.:fonnac1oncs que rebasen cierto limilc o 
de que se propaguen grietas e'\'.1stentcs En general. dicho nn. d se estima a partir de una cierta función de 
Jos esfuerzos principales. ecuación 3 J 1. o como se \.'c,;rj mas adelante de sus mvanantcs. por Jo que es 
indispensable determinar el estado de esfuerzos existente en un problema dado con el fin de evitar d.iscñ.::tr en 
fo posible obras que sufran dcfonnacroncs excesivas y dejen de ser func1onaks 

r(o-,.n,.n,) =o (3. 11) 

Para estimar la falla se dctcm11na el estado de esfuerzos en tod;i Ja zona en estudio y se ve en quC 
parte de ella se satisface Ja condición de f'alla. Existen diferentes relaciones del tipo de fa t..~uación anterior 
que representan a distintos criterios de falla que han sido propuestos y que se describir.in brevemente a 
continuación. Todos Jos criterios de falla y Jos de ruptura son aproxunados. puesto que se basan en 
aplicaciones de la mccinica del medio continuo. siendo muy importantes las drsconrinuidadcs intrinsecas. 
hctcrogcncicbdcs y anisotropia existentes en el material. 

L.a respuesta de un material al <..."'Sfucrzo cortancc uniaxiaJ o al csf'ucrzo cortante puro se puede 
representar de fonna adecuada en diagramas de esfuerzo - dcfonnación. Sin embargo. tal enfoque no es 
posible para un estado complejo de csf"ucrzo Por Jo tanto. es importante establecer criterios de 
cotnportanlicnto de ntatcrialcs en estados de esfuerzo con1b1nados. 
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A la fecha son incompk"'tos los criterios cuantitativos para la fluencia y Ja fractura de matcnaJcs en 
estados multiaxialcs de esfuerzo. Existe cierto nUmc..-o de cuestiones que pcrniancccn sin resolver para las 
cuales ninguna de las teorías da una rcspu<..~ta completa A pesar de ello. estos cntcrios son de utdidad ya 
que dan una idea bastante aceptable de las condiciones de falla. lo cual se ha pcx:lido constatar 
expcr"irncntalmcntc. Ad<.."TTlá.s. son el único recurso del que actualmente se dispone para dicho fin. Entre Jos 
criterios de falla c:x1stcnh..~ se t1cnc...-n: el de R.a.nk1nc. el de Saint Vcn..'lnt. el de Trcsca o Coulomb. el de 
Bcltrami. el de Von J\.fiscs. el de J\.fohr - Coulomb. etc En el modelo empicado en este ft¡¡baJO se adopta el 
de Von Mises. con el cual debe tenerse precaución ya que se pueden tener d1ficult.ad<..'"S numCrica.s cuando la 
zona de fluencia es arnplra Los cntcnos de falla pl;i.srica que consideran dcfonnac1oncs C"CCCSivas y que 
n1ás comúnmente se C111plcan son los s1gu1cntcs 

Tcoria ds_~··H!~!r:!_C Considera que la t:alb. se alc..-in.7....'.l cuando los csfucr7-0S pnnc1palcs aJca.n.zan Ja 
ma...._ima r-csistcncia a la tensión Para el e.aso b1d1n1cns1nnaJ 

"1 = º• 0 ::=- 0 oc (3.12) 

donde o 1 es el csfucr-zo principal de tensión 
o 2 es el (...'"'Sfucrzo pnnc1pal de con1prcsión 
o 0 es la rcs1stcnc1a máxima a Ja tensión 

crCk es la rcs1stcnc1a rnax1nt..-i a Ja compresión 

Teoría de Saint - ·v~!!_a!I!._Suponc que la falla ocurre cuando una dcfonnac1ón principal iguala a Ja 
deformación m.3..xima en tensión o compresión. para el ca.so biaxral 

par .. p 1 / 2: /o-:/ 
(3.13) 

Criterio de Trcsc¿a (o de Coulon1b) Considera que Ja plast1ficac1ón se presenta cuando se aJc;in.za 
el cortante m3...ximo que se registra en la prueba de tensión simple. cumpliéndose lo siguiente · 

n 1 -o:=-o. 
º.: =oo 

º•=o• 
ª•=-o. 
ª2 = -n. 

donde a 0 es la resistencia má:.,;irna a la tensión. 

~¡ 

•Í 

~¡ 

si 

si 

si 

": 
<T 1 

'" ''> 

..,., >0 

n, <0 

> "• >0 

> '" 
> () 

< cr, <0 

<a, <0 

O'~ <o 
º:z >o 

(3.14) 

Teoría de Bcltrami : Considera que la plastificación o falla se presenta cuando la energía total de 
dcf'ormación (U). iguala a la que existe en una prueba de tensión o compresión unidimensional. dada por : 

1 1 l 
U= lªeCo =2Ecr• (3.15) 

con10 la energía total elástica está dada por 
1 

U= 2(0,c¡ + 0'2C2 + O':zC:2) (3.16) 
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reemplazando en la ecuación anterior las expresiones de las deformaciones en función de Jos esfuerzos 
dados en la tcoria de la elasticidad. obtenemos : 

U= 
2
1
E(o: +o~ +oi-2u(o 1o 1 +a 1 a,, +cr.,n 1 )) (3.17) 

reemplazando la energía total de deformación (U). por el valor dado en la ecuación 3 15. obtenernos 

para el caso bidimensional : 
a~+o~-2u(a 1o 1 )=o~ (3.19) 

este criterio tiene el inconveniente de predecir plastíficación para valores altos de presión h1drostitica.. lo 
cual C:'lepcrimcntalmcntc no es correcto. ya que solo las distorsiones noml.almcntc la inducen 

Tcoria_f;fc l\.1ohr · Considera que la fluencia ocurre cuando el conantc en un punto alcanza el valor 
de Ja resistencia al corte. Ja cual depende a su vez del esfuerzo nonn...-il actuante. de la fonn.a. : 

i:=C++ca.l (3.20) 

donde C es la cohesión. ª" es el esfuerzo normal actuante y 4> es una función cualquiera.. por ejemplo la 
función del esfuerzo octaédrico. 

Tcoria de fricción interna . Considera que la función 4> mencionada en la tcoria de Mohr es linca.I. 
por lo unto: 

'"[ = C+a. ran+ (3.21) 

donde el> es el ángulo de fricción interna 

Criterio de Von l\.1iscs · Supone que la plastificación unicamcmc se debe a la encrgia de distorsión y 
que se prcscnt:i cuando dicha energía es igual a la que c-...:istc en una prueba de tensión simple y esta dada 
por la siguiente relación : 

(3.22) 

donde Ud es la energía de distorsión .. J 2 es el invariante de segundo grado en la pla.stificación y Tc:ira es el 
esfuerzo octaédrico. 

Como para tensión simple: J - !....n2 , 3 • (3.23) 

donde 0 0 es la resistencia máxima a la tensión. 

Como: (3.24) 

por lo que: (3.25) 

para el caso biaxial : (3.26) 
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Comparando con cortanre puro: 
.11 = Ki 

K 1 = j-a! (3.27) 

"=-Ji 
entonces. en una prueba de cortante puro. este criterio predice que Ja pl3.St1ficación se produce a J/V3 de la 
resistencia m.i.xim.a a Ja tensión simple 

La densidad de energía de deformación para el caso mas gcncrai es 

dU 1 1 1 1 1 1 
dV -u.- 2n.c. •20,.r:,. •20.r., +2T.,.Y.,. +2y,.,y:-• +2Y11Y,. (3.28) 

si se substituyen en la ecuación antcnor las relaciones de Hookc y se tkacc-n operaciones algebraicas 
llegamos a: 

- J ( l + l ::) V ( + + ) J ( : + J + 2 ) V. 
2

E 0 1 o,. +o, ~E o,o 7 0,.01 0 1 0 1 + 
2

G T,,. T,.-. T,, (3.29) 

ahora. si la energía de dcfonnac1ón se dn:u:k en dos panes una a..c;oc1a.da a los ca.nibios volumt..1-ricos del 
material. y Ofr.:l a las distorsiones fX>r conc. la expresión de energía de dcfonnaclón para un estado 
tridimensional de esfuerzos. se deduce drrCCtanlCTltc JX>r supcrpos1c1ón de las energías de ca.d.:i componente 
de esfuerzo. Para haJlar la cncrgia de dcformacrón debida a Ja d1srors1ón. se cscnbc la ecuación anterior en 
ténnínos de los esfucl'"ZOS principales. esto es T'f"\, == T"7 = "tn = O . dando una expresión general para Ja 
cncrgia total de dcforrna.ción por unidad de "ºlumen 

J .. .. .. y 
VT = lE ( oj +o! +cr_;) +E ( o 1 o: +o:- O.> +a.l n 1) (3.30) 

La. cncrgia de dcfonnac1ón por unidad de \.olumcn debida a c..-sfucrzos 1sotróp1cos o de dilaración se 
puede dcterrninar a partir de la ecuación anterior. por Unto la cncrgia isotropica queda como· 

u,- ~(n1 +n.:+o.>)2 (3.31) 
61E 

rcst:lndo 13.5 dos Ultimas ecuaciones y recordando que G -= E/ 2(1 + v) se tulla Ja energía de distorsión para 
esfuerzo combinado · 

1 l ... ... ud-= 1
2

Gf<o1-o.>) +(o:-n.>r+(o.>-01rl {3.32) 

De acuerdo con Ja hipótesis básica de la tcoria de Ja cncrgia de distorsión. la expresión debe 
igualarse a la energía de distorsión má.-xima en tensión simple. La Ultima cond1c1ón ocurre cuando uno de Jos 
esfuerzos principales alcanza el punto de fluencia .. yp del material. La energía de distorsión para. éste es 2a 
2,.,112G. igualando con la ecuación 3.32 y simplificando. obtenemos la ley básica pam un marcrial 
idcalmcnrc plástico : 

(a 1 -a;: ) 1 +(aJ- o,,) 2 +(a,-o 1 )
2 =- 2a;_ (3.33) 

En el espacio tridimensional de esfuerzos la superficie de fluencia viene a ser un cilindro con un eje 
que ricnc sus tres cosenos direcrorcs iguales a ll-Í3. Fig.J.3. 
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Espac:io de esfuerzos de Hai&h - Westereaard 

En general. los criterios de fluencia implican una función del tipo 
F(au) = K (3.34) 

siendo O'ij todas las componentes del tensor esfuerzo y K una función conocida. Si se supone isotropia en las 
propiedades. se puede reducir a : 

l'(a 1 .o 2 .a,) = K (3.35) 

por lo que la fluencia sólo dcpcndc de la magnitud de los esfuerzos principales y de su orientación. El 
espacio cuyos ejes son o 1• o 2 y o 3 • se llama espacio de esfuerzos de Haigh - Wcstcrgaard. Si se considera 
que solo las componentes del tensor distorsionantc influyen.. entonces se tiene que la expresión queda : 

siendo: 

donde se puede poner · 

F<S,.s,.s,> = K 

.1 1 =S 1 +S:+S.> =0 

.1: = .!.<s: +S~ +Si>= -(S,S: +S~.J +s,s,) 
2 

1 .J .J .J J, = 3 cs, + S2 +S,) = s,s,s, 

F(.J,.J,)=0 

es decir. la función de fluencia se reduce a un:i función de dos mva.riantcs del tensor distorsionantc. 

,., 
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3..3 Caso rlastoplástico .. 

La teoría de la clastoplastrc1da.d y su aplicación en problemas gcotécn1cos ha sido trat..-ida. en \.-arios 
textos. referencias J .. 4 y 14 _ A conr1nuacu'.>11 se c-xponcn brevemente los argumentos principales de Ja teoría 
clastoplástica. enfocados a su 1mplcnlCntac1ón eot"nputacional 

1. La deformación del m:ucnal puede descomponerse en dos panes· clá..st1ca y p13stica. raJ como. 

dr. =de•+ de'" (3.39) 
se requiere especificar los par.i..rnctros que definen el comportamiento elástico del matcnaJ. sea hncal o no 
Jinc:il. 

2. Existe una función de fluencia (o de ca.rg.a) F. que separa el espacio de csfucr?..os en dos regiones: 
elástica y pJ;i.stic:i. Dicha función dc~ndc del CSl3.do de esfuerzos (a J o de sus 1n\.'ariantcs (p y q) y un 
par.:im<-"1ro de cndurocim1cnto k 

F<{n}.kl di 

F(Jl.Q.k) ~ 11 
(3 40) 

donde a mcluyc esfuerzos normales ~ cortante..~. p es el pnmcr 1nvananrc de esfuerzos o esfuerzo 
volumétrico y q es el segundo rnvanantc de esfuerzos o esfuerzo distors1onantc que tonu en cucnra esfuerzos 
cortantes. Los que se dcfin1ran maremauc:in"M..-nlc mas adelante. 

3. La vanac1ón del par.imcrro de cndurL"C1micnto k es función del estado de dcformacion<..~ plásticas 
fcP) o del mcrcmcnto de Ja dcfomi.a.c1on "olurTk.-Cnca pl.3st1ca .ó.cP P de Ja s1gu1cnre manera 

(3-41) 

4_ Existe un po1cnc1al plástico Q. que L'"Spt:cifica la.s ntagnHudcs rclatn.as de: vanas componentes de 
13.S dcfolTI'l.:lc1oncs pl.istu:a.s tal como 

(3.42) 

donde 9 es una constante de proporcronalidad 
5. Para determinar la rclac1on entre la función de fluencia y el poc:cnc1al pl&istico se requiere una 

regla de flujo. Si esta es asociada. se tiene Q = F. y en caso contrario Q "' F Para el caso de la regla de flujo 
a.socia.da. fa condición de nonn.alidad siempre se cumple~ es decir~ el vector de incremento de deformación 
plástica. cst.:i siempre en la dirección norntaJ y hacia afuera de la supc:rficic definida. por Ja función de 
fluencia en el espacio de esfuerzos. F1g 3 4 

6. La función del porcncral pl.3..suco se define dependiendo del modelo que se trabaje. por ejemplo: 
a) Para el tnOdclo clastopfástico pcrfccro se adopta Ja k~y de falla del upo Von Mises y se supone 

una regla de flujo asociada de r.al manera que la función de fluencia y el polcncral plástico son iguaJcs entre 
si y quedan dados por: 

F(q) = Q(q) = Q - 2C (3.43) 

donde e es la cohesión y q es el segundo in\.-::trianrc de esfue~o 
b) Para el modelo del estado critico l....a función de fluencia y el porcncial pl.;i.stieo se definen como: 

F = Q = :.i22 + JJ(P - Pe) (3.44) 

J2 
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p ll fié'! 
lncrem<n10 Je l:"ltado final Je 
esfucrr.o fdlé'J 

A F(p.q.k p.<! 

Est&klo 1mc1aJ flé:'oJ 
cJc: eii;fUCT"JD:'I 

o q 

donde M es una constante de proporc1onalic:L:ad 
Pe es la presión de prcconsol1dac1ón 
p es el primer 1nvana.nrc de esfuerzo 

En estos ca.sos. el porcnc1al plástico sólo se 1dcali.r..a. ~a que s1 se quiere dctcnninar para un material 
especifico. solo se puede hacer a travCs de pruebas cx¡:x:rirncntalc~ [....os puntos anteriores son el marco 
func:bmcnt.al de la tcoria de la clastoplast1c1dad 

Implementación. 

Existen dos métodos de 1mplcmcnt.."lc1ón explicito e implicito. En ambos se requieren a.Jgoriunos de 
regreso (rctum) con cJ fin de con\'crt1r el estado de esfuerzos calculados inicialmente en el real. La fonna 
implícita.. si bien tiene una elegancia marcmauca. complica el cilculo de o•P considerablemente y la matriz 
resultante no es simétrica aun cuando la regla de flujo es asociada La fonna e:"Cplicita es la que ocupa el 
programa Tcst92~ en ella el cilculo de la matnz de propicd41dcs clastopJ3stJC:LS D ... P es rclativaincntc sencillo 
y requiere poco trabajo computacional .. ya que s1 la regla de flujo es asociad.a la matnz resulta simCtrica. lo 
cual proporciona gran eficiencia del cilculo 

La implctncnt.ac1ón de: la teoría de Ja plasticidad consiste en dos partes: 
1 Donde se calcula las matnccs de propiedades de Jos materiales o•P. 
JI. Donde se calculan Jos csf"ucrzos finales a que esta son1i.:t1do el matcnal y se clasifican los 

dircrcntcs estados de esfuerzo que sirven para el cálculo de las matrices de rigidez en el siguiente incremento 
de carga. 

·- Matriz dr propiedades elastoplásticas o•P_ 

PaTa encontrar la matriz elastoplástica o•P tenemos que el vector de incrementos de esfuerzo {da} y 
el de deformación clastica t dc• l están relacionados por la matriz clastica D (clastica) de la siguiente forma: 

(3.45) 
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D cst:i dada por : 

D _ E(I- u) 
( ]- (l+uXl-2u) [' 

\) 

a = (1 - u)' 

E es el módulo de clasticid'ld y u es la relación de Poison 

o 
o 
o 
o 

0 = (l-2u) 
2(1- u) 

o 

ll 
o 
o 
o 
o 

(3.46) 

De t::al forma que si el diferencial de dcfonnación c13stica se puede dcrcm1inar como la diícrcncia 
entre el diferencial de dcfom1ación total y el diferencial de deformación plástica_ ecuación 3.39; y Cstc último 
se puede dctcnninar por la ecuación 3 42. entonces en base a la relación de la ecuación 3_45. tenemos · 

{<.1n)=D(<.10:)-+o{~} (3.47) 

la constante de pt'"oporc1onalidad ~ se define en base c...-n la función de fluencia F. que se c....:prcsa como el 
siguiente diferencial completo· 

di'= {DF }T {dn} + .JF dk 
t"Jrr '""' 

Corno el estado de esfuerzos rcprc...""Scntado por (do) corresponde 
ecuación 3.47 puede substituirse en la 3 ..¡K para obtener la c""prc...~1ón de+ 

donde: 

+ = _!_{iJF}T D{do:} 
11 Un 

~ = A + { z:r o{~} 
éJF a. 

A=--a. o 

(3.48) 

a un estado de fluencia,. la 

(3.49) 

(3.50) 

que es la ecuación que dctcnnina la constante de proporción de la ecuación de potencial plástico. 

La ecuación 3.49 se puede substituir en la ecuación 3.47 para obtener la ecuación de la matriz 
clastoplástica que se requiere. la cual esta rcl:iciona con e da} y e de} de la siguiente manera : 

{<In}= o.,.{t10:•} (3.51) 

donde 

(3.52) 

esta es la matriz de propiedades clastopl:isticas que neccsitibamos encontrar. 
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La ecuación del diferencial de dcfonn:ación tot:al 3.39. la de d1fcrcnci:al plástico 3.42. la función del 
criterio de fluencia ecuación 3.40. y la ecuación de diferencial de esfuerzo. ecuación 3.45: indican que un 
csudo de esfuerzos clastoplástico puede medirse a través de una dcfonna.ción elástica. Esto implica que 
cuando el material entra en el estado plástico también sufre una dcfol'Til.ilción elástica 

Es ncccs.ario encontrar la ..-elación entre la matriz cla.stoplástica D ... y los invariantes de esfuerzo p y 
q para simplificar los cilculos Corno la función de fluencia dcpcndc de los mvariantcs p y q es conveniente 
dcsarTOllar expresiones que los contengan para hacer algunas dcn"·actoncs m.atcm.áticas. y a.si facilitar Jos 
cáJculos. La ecuación que define la dependencia del crucrio de fluencia se dcn,·a parcialmente con respecto a 
p y q. quedando : 

{!:}={:}{~}+{:::}{:!} 
donde las derivadas p.:u-cialcs de p y q con n ... -spccto a los esfuerzos. rcspcctJvamcntc son : 

~"3. que 

y 

donde 

{!}=~{I} 

{ ilq}=2-{cr} 
,)n 2q 

p=o.+o,.+cr. 
.3 

q= cr.Ca. -o 7 )+a,,(a,, -a.)+n.<o. -cr.)+.3'"t!,, +3't~ +3't:. 

{•}=(l. 
{n} = (cr, • "•. 

l. l. º· 
ª·· 2"t.,. 

{<>.}=<»-P 
{n,}=n,-p 
{a,}=n, -p 

0. 0. )T 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

{O }se define corno el vector de esfuerzos desviadores en las tres direcciones. Substituyendo en la ecuación 
3.53. la ecuación 3.54. se tiene que : 

{ éJF}=.!_cJF {l}+....!_DF {cr} °"' .3 l\> 2q iJq 
y substituyendo la ecuación anterior en la ecuación 3.50: 

donde 

JJ=A+K aF +.3G~ 
ap a¡ 

K=--E __ 
3(1- 2u) 

JS 

y G=--E __ 
2(1+u) 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 
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son las constantes elásticas de Lamé Las mismas simplificacroncs se pueden hacer par.:i la malriz de la 
clastoplasticidad o•P y la constante de proporc1ona.Jidad c;t>. para que CSt~n ta.rnb1<...7' en función de p y q, 
quedando corno 

(3.63) 

(3.64) 

11. Esfuerzos finales a que estAi som~tido el material. 

Existen dos mCtodos de soluc1on p.:u-a la teoría de la da.stoplast1c1dad. directo e 1ncrcrncntaL este 
último ya se explico en el tema anti:nor El mctodo 1ncrcm<..-nral es el que usa el programa Tc..~t92. en CI las 
cargas se aplican en 1ncrcmcntos ~ las dcfonnac1oncs se "an acumulando consccucntCTTlcntc. Las 
propiedades del m:ucrial se acrualaz...:in confomlC avanz.:i la h1stona de carga. para un 1ncrcmcnto de carga a 
panir de un estado inicial de esfuerzo {0°} las propiedades se dctcm11nan con dicho estado de csfi.1crzo Con 
la aplicación de la carga. el marcnal sufre un mcrcmcnro de dc..-fom1ac1on ldc} que se cakula d1rccta.rncntc 
con los resultados de la soluc1on del problema S1 después de obrcncr la solución el marcnal entra en un 
r.:ingo pl:i.st1co el mcrcmcnro de esfuerzo {da) no se pu..:dc c,;sr1mar de n1ancra directa 

Para calcular el 1ncrcn-,cnto de esfuerzo lda} o el estado final de c..."Sfucrzo {o} = toº) + {doL 
(donde {cr .. } denota el 1mc10 de una 1tcrac1ón o el 1n1c10 de una etapa de constr1..1cc1ón s1 no se hace n1nguna 
iteración dentro de la m1sn1a ct=ipa). se debe seguir el proccd1m1cnto s1gu1cntc 

l) Calcular el 1ncrcmcnro de esfuerzo debido a un 1ncrcn1cnto de dcforrna.c:1oncs con 

válida para calcular el 1ncrcmcnro de esfuerzos, ~a sea. para un estado 1n1c1al cla.st1co o clasropl3stico 
2) Se sun1an los esfuerzos m1c1al e 1ncrcmcntaJ con 

(3 65) 

{o"}= {nº} +{do"} (3 66) 

donde : {a .. ) es el esfuerzo inicial 
{da'r} es el incremento de esfuerzo calculado 
{a'""> es el esfuerzo inicial n1ás el calculado 
3) Se verifica la condición de nuenc1a. transformacb. por los invariantes de esfuerzo y suntada con el 

incremento de (da" 1. dando : 
FCp" .q".k") s O (3.67) 

a) Si se cumple la desigualdad el material sigue en un rango el:istico ~ el estado final de esfuerzos se 
calcula simplemente como · 

(3.68) 

y ya no se realizan más cálculos. Un material puede estar inicialmente sometido a la fluencia y vuelve a un 
estado elástico después del incremento de carga~ este es el proe<...--so de dc...~carga que esta acompañado por un 
ablandamiento de material. 
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b) Si Ja condición de fluencia no se cumple. el matcnaf entra en una región pl3..stica .. el estado de 
esfuerzos {otr} se sobrestima y debe corn ... e;irsc. En la Fig.3.4 se ilustran diferentes estados de esfuerzo en el 
espacio de esfuerzos. U a.beis.a es el esfuerzo volumCtrico p y la ordenada. es el esfuerzo distorsiona) q. 
Necesitamos encontrar (o) a partir de {atr-} de una manera consistente con la recria de la plasticidad. Es 
posible obtener la incógnita {o) rc.~lvicndo un COOJunto de ecuaciones no lineales L.a pnrncra es Ja función 
de fluencia y la ou·a la función que especifica el p.ar.imc:tr-o k. Así tcnCTllOS el siguiente conjunto de 
ecuaciones no lineales : 

F(p.q.k) =O 

k=k(&::> 

(3.69) 

(3.70) 

con las cuales podemos dctcnn1nar el valor del esfuerzo {o) o del 1ncrcmcnto de esfuerzo {do} de Ja 
combinación de las ccuac1oncs 3 6'5 y 3 65 tcncrnos 

{do}= {dn"}- o{&:•} 

{o-}= {o~}- n{óo:•} 
donde ( ó&r } denota el cambio de la dcfonnación plflstJca 

(3.71) 

(3.72) 

La ecuación 3.72 incluye muchas 1ncógn1tas por la expresión vcctonal de fo). esto dificulta la 
búsqueda. de la solución de las ecuaciones Para facilitar la solución. el vector {cr) lo substituimos por 
csc:ilarcs. los invana.ntcs p y q. transfomta.ndo asi la ecuación 3 72 La contraparte de la ecuación 3. 72 para 
pes fücll de obtener prcrnultiplicando por f I 'Tambos lados de la ecuación 3 72. resultando . 

{P} = {v~ }- kAr.: (3. 73) 

y la dcfonnación volumétrica plast1ca esta dada por -= = {l}T {~·} (3.74) 

El vector de esfuerzos desviadores esta dado por la ecuación 3 S9. y utilizando las ecuaciones 3.72 y 
3.73. obtenemos. 

(3.75) 

donde: 

(3.76) 

es el vector de deformaciones d<..~viadoras pl:isticas. Asi el potencial plástico se puede simplificar como: -p =. é>Q (3.77) 
p i.1> 

en tanto que : 

{ _-..} = ~ .!. é>Q {cr} 
2 q <'.Jq 

(3.78) 

las relaciones anteriores se obtuvieron tomando en cuenta la panc que relaciona a q en la ecuación 3.54. 

Substituyendo las ecuaciones 3.77 y 3.78 en las ecuaciones 3.73 y 3.75 rcspcctiv:uncnte. tenemos: 
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p = p" -k+ iX) 
,Jp 

{a}= {a" }-2c( ~~::{o}) 
{a}= {a"}-~ ~ {ñ} 

(3. 79) 

(3 .80) 

la ecuación 3.80 indica que si conocemos Ja magnitud de q. se puede csrimar el esfuerzo dcs~·iador ( a } . Sin 
embargo .. el valor de q es dificil de conocer a menos que se adopte alguna hipótesis pcninentc a la relación 
{ Ci } y {a tr). Esto dcpcndc dcJ algoritmo de rcg..-csión que utilicemos. Si se utiJiZ.'.1 el algoritmo de regresión 
radial que supone que {O } es proporcional a {O tr 1 en la siguiente manera 

{o}= q~' {o"} 
entonces .. si substituilllOS la ecuación 3 X 1 en Ja ecuación 3 XO. se obtiene 

despejando a q tenemos : 

{cr} = .!!.'..:. {ñ} - 3 G+ iJQ {"'} 
q q ,:o¡ 

q = q•' - .Je;.+ EQ 
<)q 

(3.8 J) 

(3.82) 

(3.83) 

que es la ecuación que nos proporciona de un.a m.ancra sencilla el valor de q Para completar cJ conjunto de 
ecuaciones. de acuerdo con Ja 3. 77. la ecuación de cndurcc1m1cnro se puede transformar a : 

(3.84) 

Hasta csrc momento tenemos cuatro ecuaciones .3 69. 3 79. 3 ~3 y 3 8...t a su vez cuatro Incógnitas p. 
q. k ~- + que pueden resolverse simultancamenrc. Si conocemos Jos valores de p y q. se puede estimar 
dirccumcnrc {a/ a partir de ta"/. 1'1 cual puede derivarse a partir de J !! 1 S1 se suma p{ 1 / a 3.81 y se 
descompone el vector { Ci "'I en ta"/ - p"( 11 se tiene . 

{o}=p{I}+ q~ <{o"}-p"{l}J (3.85) 

que es la ecuación que da el valor del estado final de esfuerzo a partir de p y q. 

Implementación para un material elastopfástico perfecto o ideal. 

[)e acuerdo con lo expuesto en Ja pane anterior. la función de nucncia separa el espacio de 
csfilcnos en dos regiones: Ja el:isrica y la plástica. dicha función depende del estado de esfuerzos { ·) y de 
un parámetro de endurecimiento " bl como : 

F( toJ, k) -o (3.86) 

asimismo. la dcpcndcncia de Ja función de nucncia en el csrado de esfuerzos no se define en términos del 
vector f • ) sino de dos invariantes de esfuerzo p y q que se definen como : 
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q - n. (o-. - o,.) +o,.<a,. - n.> +o.(n, -o.) +l't 1 .,. +.J T 1 ,-. +.J y 1 .. 

p _(o. +o,. +0 1 ) 

.] 

(3.87) 

Para dctcnninar el valor del pacinlctro de cndurccinucnto es ncccs.ano a.signar su variación con el 
nivel de esfuerzos o de dcfonnacioncs. Es de pr.i.ctica comUn suponer que dicho parámetro es una función 
del estado de dcfonnac1oncs plásuc..-i.s {&"p}. o en forma panicular del mcrcmcnto de la dcfonnación 
volumétrica. plástica 6&" r tal como 

k - k(ór.P (3.88) 

Para calcular el incremento de csfucr7.0S debido a un incremento de dcfomi.acioncs se calcula con: 

(3.89) 

{d. tr) es el incremento de esfuerzos y e di:' es el incremento de dcfom1ac1oncs 
Va sea que se encuentre en el c..-stado 1n1c1al de esfuerzos cl3.st1co o clastopl3.stico. que se d<."1:cnnina 

con la suni.a de esfuerzos in1c1al e mcrcmcnlal 

(3.90) 

se tiene que vcnficar si se cun1plc: ta condición de ílucncia. ccuac1ón 3 K6 ó J_67. s1 

F( pu-. q1r., k1r) S O (3 91) 

el materia) sigue en la región clast1ca ~ se calcula el estado final de l."Sfucrzos como · 

faj - 1.-."j (3.92) 

si el material no cumple significa que entra en la región pl.:isuca. el estado de esfuerzos se sobrcstinla y debe 
corregirse. Al adoptar la k.~· de falla del tipo Von ~hscs, se supone una regla de flujo a..sociada. de manera 
que la función de nucncia y el po1cnc1al plflstico quedan como 

F(q) - Q(q) = q- 2C = O (3.93) 

C COrTCSJX>ndC aJ vaJor de Ja cohesión. Ja CCU3CÍÓn 3.93 implrca que no C"XIStC cJ efecto de cncfurccim1cnto. 
esta ecuación implica que : 

aF 
Vq - t y éJF - o 

cJp 
(3.94) 

por lo que los cilculos dcscntos antes se simplifican. La deformac1ón pl&i.st1ca volumétrica es siempre nula y: 
p - p" (3.95) 

el conjunto de las ecuaciones no lineales no requiere resolverse. de la ecuación (3.93) se tiene dircctarrtcntc: 
q - 2C (3.96) 

que es la función de fluencia para un material clastoplá.stico perfecto. El estado de esfuerzo fin.al. que sale de 
la f'órmula general planteada. ecuación 3.85. está dado por: 

{aj - p"{lj + ~<ln"j - p"llll 
q" 

(3.97) 
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3.4 l\fodclo rmpleado. 

En este subcapitulo. se describe un m<Xtclo de comport.a.rnrcnto de sucio y más tarde se empicará 
para predecir la respuesta de masas de sucio. 

Modrlo dd rstado critico. 

Este modelo puede ser observado como una serie de modelos de endurecimiento voluniCtnco. en la 
actualidad existen vanas teorías del estado critico y todas clla..o; son c""Xtcnsioocs del modelo original llamado 
Ca.m Clay mociificado que fue propuesto por Rose.oc y Buraland (1968). referencias 3 y J4. A su ves éste 
último es una modificación del modelo de Rosc<X! y Schoficld ( 1%3) Este modelo se ba.s..a. en la tcoria de la 
clastoplasticidad m.3.s antigua. que es la m.ás usa.da para modelar sucios cohesivos y aún para sucios 
granulares. Desde el punto de vista de la n1cc..-l.n1c.a de sucios. el a..<;;pccto nl..~oi; sobresaliente de c..~t.a tcoria es 
el concepto del estado critico. según ello. la falla de los sudos que cst.in sonH:tldos 1n1ci.almcntc a una 
compresión isotrópica .. ocurre cuando el estado de esfuerzos llega al llamado critico. y esto es rndcpcndicntc 
de la tr.iycctona de esfuerzos que s1guc el sucio y de Ja.__c; condiciones de drenaje En el cst..-ido critico tícni.:n 
lugar grandes dcfom1ac1oncs cortantes sin C.."ln1b10 alguno de csfucrz.os n1 dcforn1acioncs volumc.."1.nc..-i .. s 

Ton1ando como base que existen superficies de fluencia. cambios en Jos esfuerzos dentro de la 
superficie de fluencia producen una respuesta clasrica ~. tan pronto como un cambio de c..~fucrzos ocupa 
una. nueva superficie de fluencia. ocurre una co1nbmac1on de rcspuc:sta.s da..o;.t1cas y plast1ca.s Es ncccsano 
decidir sobl'"c la naturalcz.."l de las dcfonn.ac1ones plásticas. las magnitudes absolutas y rclatJ"45 de vanas 
componentes de defonnac1ón plast1ca y el enlace entre estas tnagn1tudcs y el cambio de tamaño de la 
superficie de fluencia Por con,cmcnc1a. se asume que C...""lmh1os en el tamai'¡o de la superficie de fluencia son 
r-clativos a cambios en el volumen dd sucio. y pcrni.1tc mancJar la con1prcs1ón y el cortante dentro de la 
superficie de fluencia c-0mo una rcpresc..."T1tac1ón grafica c..-spcc1a.I El n1cxklo se dcscnbc en rém1mos de 
esfuerzos efectivos (p ~ q). los usos que . .: puede tener este modelo son para pruebas tnax1alcs de compresión 
y •·tensión·· {pcrn11t1endo que el csful:r?n dl.."S\ 1ador q tenga paraITlCtros negarnos) 

La tcoria del estado critico se describe en cém'linos de dcfi>rrnnc1nn1.•s c:lásr1cas y plasrr~~as de la 
siguiente niancra 

a) Deforrnacione.~ elásticas .,,·oluniétrica_,. 

Una superficie de fluencia marca la frontera de una región donde son posibles estados de esfuerzos 
elásticos. Cambios en los esfuerzos dentro de la superficie de fluencia son acompañados por deformaciones 
puramente cl3..sticas o recuperables. la relación entre mcrcn1cntos de dcfonnac1ón e incrementos de esfuerzo 
puede ser definida s1 las propH .. 'Ciades clast1cas del sucio son conocidas Por convcn1cncia. se asume que el 
sucio se comporta 1sotróp1ca y clá.stlcarnente en la superficie de fluencia Entonces la relación entre 
esfuerzos y deformaciones clasricas son 

11 Jdp] 
.Q dq 
3 

canlbios de volumen recuperables e'X.isten sólo cuando hay cambios c.."Tl el esfuerzo efectivo p. 
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·" En relación a la Fig.3.5a. una muestra-tiene una superficie de fluencia (yicld locus. yl) en la gráfica 
p-q. El volumen especifico de esta muestra esta determinado por un eslado de esfuerzos efectivos, la) como 
A con su superficie de fluencia y un punto correspondiente a A puc:dc ser dibujado en la grafica de 
compresión p-V, Fig.3.Sb, donde V es el volumen especifico. Para una respuesta elástica. la ruta dada en la 
l!lráfica de esfucnas es de A a B. como todos los estados de esfuerzo junto con su superficie de fluencia son 
alcanzados en alpna ocasión, una serie de puntos en la curva de compresión (p-V) es obtenido, formando 
una linea de descarga - recarga (url). La posición, la forma y el larnalk> de la superficie de fluencia son el 
resultado de la historia de carga del sucio. Una probable historia puede ser una compresión unidimensional 
y descarga. En la Fig.3.Sa, la trayectoria de esfuerzos asociada con la compresión unidimensional u otra 
compresión normal anisotrópica es una linea recta corno OC en la gráfica de esfuerzos p-q, la superficie de 
fluencia pasa a través del punto e de máxima compresión. 

Los párrafos anteriores concernientes a el comportamiento cl3stico de la superficie de fluencia y a 
la historia de compresión normal que define la superficie de fluencia son representados en la Fig.3.S, para 
ilustrar la no recuperable y natural deformación plástica por cambios de volumen que ocurren durante la 
C0111presión normal. mientras la superficie de fluencia es empujada hacia afuera de su presente posición. El 
diagrama de compresión plana de la Fig.3.Sb ha sido dibujada con una escala lineal para el eje p de 
csf'Ucrzos principales efectivos. pero muchas veces se encuentra que la lincaliridad de la linea de compresión 
normal y la linea de descarga y recarga en el plano de compresión mejora si los datos son dibujados con 
escala logaritmica para el eje de esfuerzos principales efectivos, Fig.3.6. La ecuación para la linea de 
compresión normal (ncl), toma la forma de : 

V=V,.-A.lnp (3.99) 

y la ecuación de la linea de descarga - recarga (url) tiene la forma de : 

V= V~ -klnp (3.100) 

A.~- k son las pendientes de las dos lineas y. v, y v. las ordenadas sobre la linea en p= 1. Los valores de v, 
y v •. dcsafonunadamcntc. dcpcndcn de las unidades usadas para la medición de csfuc.-zos. 

Muchas veces los resultados de pruebas de consolidación son dibujadas sobre una base 
scmilogaritmica (log 10) con el eje logaritmico de esfuerzos y la respuesta en carga y descarga es descrita 
usando un índice de compresión c. y un índice de abultamiento C., Fig.3.7. por lo que la ecuación de la fase 
de compresión normal es : 

y la ecuación de la fase de descarga es : 

V=V. -c.1oa1.a"' 
V. y v. son los cxdcnadas para cr. que es el esfuerzo vertical. 

(3.101) 

(3.102) 

La dif"crcnc:ia principal entre las ecuaciones 3.99 y 3.100 y las ecuaciones 3.101 y 3.102 es el uso 
convencional de logaritmos de base 10 en el uhimo par. Las pendientes de los dos campos de líneas son 
simplctnente relacionados con : 

c.= A.111(10). Z..3A. 

C, = k 111( ID)• Z...Jk 
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Las expresiones 3.99 y 3 100 dcscnbcn de una manera simple la forma de las lineas de compresión 
nonnal y de descarga - recarga en el plano de compresión La ecuación 3 100 para la linea de descarga -
rCC3rga puede ser reescrita en forma de incremento 

dV'=-kdp (3.105) 
p 

donde el supcrindicc e indica que estos son canibios cl.:isticos en volumen. Donde un incremento en volumen 
especifico dV produce un incremento de deformación volumCrrica : 

la expresión 3. 1 05 puede ser reescrita como : 

por comparación con 3.911 implica que: 

dV 
dr.p = --v (3.106) 

de; =k~ 
Vp 

K= Vp 
k 

(3.107) 

(3.108) 

La pendiente constante k de la linea de descarga - recarga en el plano scmilogaritrnico de 
ccmpresión implica un .. bulk modulas .. K (modulo de cambio volumétrico), que crece con el esfuerzo 
principal efectivo p. El efecto. en la ecuación 3.101!. de pequeños dc<:rcmcntos de volumen que ocurren 
cuando el suelo es recargado .. es pl'"obablcrnentc mucho más pequeño que el efecto del incl'"cmcnro en p. 
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Canlbios en el esfuerzo desviador q c.."Tl el rango clá..st1co. no ~us..a camh1os en el volumen. pcl'"O 
produce dcforni.:lcioncs cortantes cl.:ist1cas dr: .. ~. que podrian ser calculada__-; de la s1gu1<..-ntc manera 

dr.~~_!__dq (3109) 
.JG 

ecuación que se usa utrJ1;r .... "lndo un vaJor apropiado G (mcxJulo de ng1dcz al conc) COfTIO el valor del modulo 
de cambio volumCtnco (K) depende del esfuerzo cfcctn.·o p. hay cstnctamcntc. cien.a... .. limitaciones sobre la 
selección del vaJor del n1odulo cortante G En la práctica. un valor para d nlOdulo cortante podria ser 
deducido de K de la siguiente manera 

G'"" !_ _C_l_-_2_•_>_)K_' 
2 ( 1 + u) 

(3 110) 

esto conducir.) a un modulo cortante que dt.~dc de los csfucr7os pnnc1palc4': en la m1!"ma m:incra que K 

h) /Jefár"1ac:ione.fii p/ti,ticao;; i.·olumétricu'i y endurecintirnto phhtico 

En Ja sección pn:v1a. st: consideraron ca.n1b1os en los esfuerzos que 1end1an hacia adentro de Ja 
superficie de fluencia. Ahora se cons1dc:raran cambios L-n los esfuerzos causando fluencia en el sucio. por 
ejemplo. una pequeña adición de- esfucrz.os del punto K. F1g J Xa. sobre la superficie de fluencia 1n1c1al (~ 1 J) 
a un punto L fuera de ella. El estado de esfuerzo..:; L ongin;i un.:t nueva superficie de fluencia (yl2). y se 
a.sume que la nueva supcrlicu.: de fluencia tendrá la m1srna forn1a. ~ro can1b1a a una extensión mayor La 
amplitud de la superficie de fluencia dcpcndc de la presión de consol1dac1on. l:i cual aumenta de valor aJ 
aumentar Csta. 

La superficie de fluencia yl 1 L.,, el punto K. L'"S una prop1cd..-id que posc:c el sucio por s1 solo debido a 
que ha sido nonnaJmcntc consolidado en el punto A El punto K puede ubicarse en el plano de compresión .. 
Fig.3 .8b~ y tiende de una linea de dc....~carga - recarga url 1 a el punto A sobre la linea de compresión nonna.J 
unidin1cnsional (ncl) o linea de consolidación normal La superficie de fluencia ~ 1.2: en el punto L. L~ la 
Fig.3.Ma~ es rclauva a la antenor supos1c1on. L~ decir que la nueva superficie de fluc..'Tlcia tendrá la misma 
íonna_ y pOO.ria ser obtenida por compres1on umd1m~ns1onal en el punto B. seguido rx>r una trayectoria de 
esfuerzos de B a L. tendiendo sobre esta supcrtic1c de fluencia~ 12 Consccm.:ntL1ncntc. el punto L puL-dc ser 
ubicado en el plano de consolubc1ón F1g 3 Xb y l1cndc sobre la linea de descarga. - recarga url2 a el punto B 
sobre la linea de consolidación norn1al El punto L esta sobre la supcrfic11.: de tlu'-'nc1a ~ 1.2 y JX>r lo ta.oto esta 
sobre la frontera de una región cJastrc.a definida por ~ 12 

A partir de cualquier superficie de fluencia. por ejemplo~ 12. es dificil deducir detalles de su historia 
de carga. es decir s1 la muestra cstu-...o d'--sc.argada de La el estado de esfuerzos 1sotróp1cos 1\.1. F1g.3 8. el 
sucio tiene una superficie de fluencia de cierto t.arrtaño. pero no se podría deducir si el sucio tuvo esta 
superficie de fluencia porque cstu\"O prev1an1cnte e.argado en el estado de esfuerzos B. L. o algUn punto X 
que cst..""l. sobre la n1isma curva Fig.3 Xa El cambio total de volunu.:n que ocurre por el can1b10 de estado de 
esfuerzos de K a L cst:i. dado por la separación vertical (~V) de K a L en la gráfica de consolidación~ 
Fig.3.!!b. 

Es necesario separar el cambio de volumen toral en cli.stico y plástico 

/\"\-'"..:::/\V~+ t\V" (3.111) 
donde los supcrind.lccs e y p indican cambios de volumen cl.3.sticos y plásticos. respectivamente. 
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F1¡.: . .3.8 a) c..~f"'•n•r.•1 de.• /u .•11pc•eftc1,. ,¡,. fl1u•11C'1tl ,¡,. \'/ I " ~-1 ~ , .. hJ /:'/ eorrr.•pno1l1.-u1C" 
c<1n1h1n .. ,, lo li11r11 1fr ,f,..•car--¡.:<1 - n•cr"~" d·· ud / u rtrl : 

En el capitulo anterior se explicó la naturaleza de las dcfom1ac1oncs cl3stic:a.s y pl3.sticas. estas 
últimas se observaron en la F1g 2 2. en el eje de las deformaciones (c.) para a = O. cuando se aplicaron dos 
ciclos de carga Partiendo de lo antcnor. en un sudo. los c;:unb1os plásticos en el "o lumen especifico .o. VT' 
son dados por la scparac1ón de las dos hncas di: descarga - recarga url l ~ url~. con10 se rnuc..."Stra en la 
Fig.3.9b y c. La ecuación de carga - dc...-scarga para la hm.:a url l. de la ccuac1on 3 100. es 

V:-.. v .. 1 - ""lnp (3 112) 

análogamente para la línc;i url2 i:s 
V=Va.::-klnp (3 113) 

Cambios no recuperables en "ºlumen son s1n1plcn1cntc los can1bios en la cex>rdcnada Vi. en la 
ecuación 3 1 12. para la linea de carga - descarga 

(3.114) 

Una expresión altemauva para estos ca.n1bios no rccupcrabk'S de "olun1cn puede ser obtenida 
observando en detalle la región. en la gr.:i.fica de con1prcsión (p-V). alrededor de los puntos en cada linea de 
descarga - recarga que interceptan la linc:i de con1pn ... """Sión norn1al. Fig.3.9b y c. El punto A sobre la linea. de 
consolidación normal para p = p.;1. que es el esfuerzo medio en la con1prcsión nonnal para que el sucio esté 
fuera de la superficie de fluencia~ 11 c...'""11 la gr.ific.a de esfuerzos Fig.3.Ka. y de la linea de carga - descarga 
urll en la grflfica de compresión Fig.3.Mb. El punto B. Fig.3.9. es el punto sobre la línea de compresión 
nonnal para p = Pe::. Se observan cambios no recuperables en volumen especifico entre las lineas de 
descarga - rcc.."lrga url 1 y url2. los cambios de voh1n1cn postcnon.:s. cuando el esfuerzo de compresión 
nonnal es incrementado de P..i a P~:: y reducido a pci. de la ecuación 3 99 y 3 100. son· 
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cl.-.TCa').:<I - rrct11)!t1 furl / \" url :.1 pt1n1 .'fn1•/o, ,.,, '"''""'" /1111·ul t·. cJ 1:·,/Í11•1-:;u" p1·.,,,r1p.al.·• t"/C•cf11·0• 1.•11 1.º.'fculu 

IOJ,:t1riln11ct1 

AVP = -A.ln(P•>) + kln("·') 
Pc:t 11 .:1 

AVP =-(A. -l<)ln(~) 
11 cl 

(3.115) 

(3.116) 

donde el primer rCnnino de la ecuación 3.115. representa el cambio roral en \Olurncn que ocurre cuando Jos 
esfuerzos me.dios son incrc01Cntados de A a B a Jo largo de la línea de compresión nonn41J y el segundo 
1cnnino es la panc de los cambios que se recuperan cuando el esfuerzo medio es reducido otra vez. En el 
limite. rcncmos: 

en tCrminos de deformaciones · 

dV• = -(A. - kJ di•. 
••• 

(3 117) 

(3118) 

estas dos expresiones 3 1 1 7 ~ 3 1 J H para c:unhios pl3st1cos ,,.oJunu~tncos son muy similares a las 
c~prcsioncs 3.105 ,_. 3 107 para can1bios cJ3sticos \"oJumCtncos. Los n1uJt1phcadorcs son diferentes. (A-k) 
controla las dcfonnacioncs plásucas y k controla las ckfom1acioncs c13stiC3.5. y cuando ocurran cambios 
elásticos en volumen ocurren ,can1b1os en el csfu~rzo n1cd10 p: can1bios plasr1cos de "olun1cn ocurren solo 
cuando el ramarlo de la superficie de fluencia can1b1a. dctcm1in:indolo el ,_,~fuerzo de prcconsolidación 
norm:>I p •. 

El incremento total de deformación volumCtrica es la su111a de las comp::mcntcs elásticas y plásticas: 
dt:,. = c1r.; + d1:~ (3.119) 

dr. = .. dp +(A.-k) dp, 
p ,~P V1•c-

similanncn1c para el cambio total en volumen especifico V : 
dV =dV• +dVP 

dV = -k dp - (A. - kJ di•. 
P lle 

4S 

(3.120) 

(3.121) 

(3.122) 
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Cuando el sucio esta son1ctido a comprcsion un1din1cnsional nonnail. el cst:ido de esfuerzos siempre 
c...-stá .en el máximo de la superficie de flw .. -ncia (s1cn1prc en una posición gcon1Ctrica A.By C en la Fig.3.10) 
y p = p.,. Entonces. de la ecuación 3. 120. el incrcn1cnto total de deformaciones volurnCt..-icas es · 

y el cambio total en volumen especifico es 

dr. =~A. " v,, 

dV =-A. d11 ,. 
intL'"'grando llegamos a la ecuación de la linea de compresión normal : 

V= v. - A.ln11 

(3 123) 

(3124) 

(3.125) 

Como ilustración de: la separación de dcfonnacioncs volumCtricas en sus componentes cl:i.sticas v 
pltasticas. se considera la respuesta de una arcilla de tres pruebas de consolicbc1ón PQ. PR y PS. 
comenzando de el misn10 punto P sobre la supcrlicu: de fluencia 1nic1al ~ 11. Fas 3 1 l 

t) La traycctona PQ es hacia adentro de la superficie de fluencia ~ consccucntcn1cntc produce una 
respuesta puramente cl3suca En la grafica dr.: comprcs1on. el estado del sucio se d1ngc hacia ar-nba de la. 
linea inicial de dcscar-ga - n .. ~"lrga url 1 Los can1b1os clast1cos ...:n '\Oluntcn son 

(3126) 

y dcfom1acioncs cltlsticas "\'Olun1Ctncas son 

(3.127) 

este proceso elástico ocurre para p .. constante 

2) La trayectoria PR es "\'Cnicaln1cnh: hacia arnba en la grtifica p-q. par::a p constante. Fig.3. 1 ta. El 
nUC'\"O estado de esfuerzos R tiende sobre una nuc'\ a superficie de fluencia m:is grand..: ~ 12. que podria haber 
sido obtenida por otra con1prcsión nom1al del sucio de p .. 1 a p .. : (de A a B) Esta nueva superficie de fluencia 
es la tinca de descarga - recarga url:?. encontrada en p.: (8) que es la linea de contprc...~ión normal en el plano 
de consolidación. No hay can1bios de p. de P a R. no hay deformaciones clitsticas volumCtncas (no hay 
cambios en la cantidad de cncrgia de defonnacion cltist1ca '\'olun1étrica ahnaccnada. en el sucio) ~ el cambio 
de volumen resultante de los cambios de p,. es pur:uncnte pl.:istico. dado por la ecuación 3. l l 7 y la 
dcfonnación pl:lst1ca volunlCtrica esta dada por la ecuación 3.1 IK. 

dr.~ =O- -kJ~ (3.128) 
V1•< 

3) La trayectoria de esfuerzos PS tiene d n11sn10 can1b10 en p con10 la trayectoria PQ. pero los 
puntos han sido cruzados en cada uno de los sentidos de S ~ tiende sobre la nusn1a ~ nueva expansión de 
superficie de fluencia como R (~ 12). adcn1:is tambu!n tiene el nusn10 \.·olun1en especifico en el punto inicial 
P. Esta es una tra~·cctoria que cnvucl"·c :unbos cambios de \'OlunlCn· cl:is1ico ~ pl:isuco y el total de can1bios 
en volumen es cero (por ser an1bos iguales pero de signo contrario)· 

dV = dV" +dvr =11 (3.129) 
en ténninos de deformación volumétrica : 

(3.130) 
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<Ir.;= k~ (3.131) 
V11 

Como se obscr\.'a en la Fig 3 1 1. dp <O. por lo que. dE.C'r <O La dcfom1.:ición p13.stlc:a volun1étric:1 
esta dada por : 

dr.." =(A. - k)~ 
r Vpc 

(3.132) 

y la dcfomlación total volun1Ctrica es cc:ro. por lo que 
de.~> n (3.133) 

e) Modelo Cam clay (C11mbrid~e - clay) 

En particular este n1oclclo presenta tres razones o caractcristicas especiales para su uso· 
- Simplicidad. la descripción de la forma de la supcrfic1c de fluencia introclucc solo un par;irnctro de 

fonna. Pe:º presión de consolidación inicial 
- En muchas investigaciones cxpc:rimcntalcs del con1port:unicnto del sucio. la muestra ha sido 

inicial e isotrópic::uncntc consolicbda. no se aphcan esfuerzos desviadores Por lo que se tiene una gran base 
cxpcrimcnt:ll de datos Una con1prcs1ón 1sotróp1ca 1n1c1al podria no ser scn1cjantc al estado de esfuerzos que 
los sucios experimentan en campo. pero simplifica su aplicación en :in:ihs1s 

- En muchas aplicaciones prflcucas la difc,.cnc1a cntrc este rnodclo y otros que aparentemente son 
n1ás reales no es importante. La mas in1pon.antc aplicación del n1cxklo Can1 cla~ ha sido a problcn1as en que 
se aplica carga a muestras de arcillas o construcciones gcotCcnicas sobre :ircillas f\..1uchos de las 
características de respuesta que son ilustrados con este n1odclo son relevantes para otros sucios. y no 
necesariamente en arcillas. 
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En el conlcxlo de la leona de la elas1oplas1icidad. éste' es un modelo elástico (no lineal). plástico 
con endurecimiento isotrópico y regla de flujo asociada. Los ingredientes fundamentales son : 

• Componamicnto elástico no lineal : La defonnación elástica volumétrica oc•r dcpcndc del nivel de 
esfuerzo iSOlrópico y no de los esfuerzos desviadores: 

... =~dp = dp (3.134) 
" V p K 

k es una constante experimental 
V es el volumen especifico. dado por V= 1 + e 
e es la relación de vacíos 
K es el n'IOdulo volumétrico dado por la siguiente relación : 

K = Vp 
k 

(3.135) 

el modulo de cambio volumCtrico no es constante s?no que vana con el nivel de esfuerzo isotrópico. 
Can1bios en el csfucr-zo desviador q en el rango elástico. no causa cambios L"'Tl el volumen. pero produce 
dcfonnacioncs cl:i.sticas cortantes dc.c-Q• que podrían ser calculadas de la siguiente manera· 

dr.~=__!....dq (3.136) 
3G 

donde 

G=~(l-2u)K (3.137) 
l (1 +u) 

Regla de endurecimiento: El par.imctro de endurecimiento k esta relacionado con las 
dcfonnacioncs plásticas volumétricas d&rr de la siguiente manera . 

de"=~ dp. (3.138) 
P l. - k P .. 

Pe es la presión de prcconsolidación. 

• Función de fluencia : La. función de fluencia es igual al potencial pl3.suco y esta definido por : 
q! 

F=Q= M' +¡1(&1-p.)=O (3.139) 

M es una constante experimental o la. pendiente de ta linea del estado critico. En realidad esta ccuac1on 
define una superficie de fluencia en ta gr:itica. p - q como una elipse cuyo ta.maño cst.3 determinado por Pe:. 
Fig.3.12. . 

Estas son las expresiones fundamentales del modelo Cam clay. Los pararnctros del material que se 
requieren dctcnninar son k~ P..t. A. V. p/' (presión de prcconsolidación inicial) y el estado de esfuerzos inicial 
con los cuales el volumen especifico puede ser deducido. Sin embargo_ en ,,·ista. de que el cambio de V en 
términos generales es pequeño en comparación a los cambios de los esfuerzos efccti,,·os. es prcf"criblc 
utilizar el valor inicial de V dando corno resultado un esquema muy eficiente de la evaluación de Pe . 

Supongainos que un elemento del sucio que esta sometido a un estado de esfuerzos inicial pº. qº. y 
pe". sufre un cambio de esfuerzos y llega a lcncr un estado de esfuerzos final p'. q,. y p/. Exislcn cuatro 
posibilidades de este cambio : elastico. de ablandamiento. de endurecimiento y del estado critico. los que se 
ilustran en la ar.ática p - q de la Fia.3. 12. 
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El estado de esfuerzos cl:i.stico queda dentro de la chpsc de fluencia. esto es 

(3140) 

y el tamaño de la elipse de fluencia se mantiene constante. P.: es constante o Pe = Pc .., Sin embargo dentro 
de la región cl:i.stic:i existe una zona de excepción. dclimuada por · 

... < p: 
2 

q> Mp (3.141) 

en esta zona si el ntatcrial es inicialmente c141.staco. el estado final tambiCn lo cs. Ahora si el estado inicial es 
plástico con endurecimiento o ablandamiento. el cst::ado final es de ablandam1cnto. es decir. el estado final 
del material sigue en el rango pli.stico aunque la condición de la ecuación 3 140 es '\-:ihda: en este ca.so: la 
elipse de fluencia se contrae y la presión de prcconsotidactón final es n1cnor que la inicial para que la 
ecuación 3.140 sea igual a cero. 

Para que el material entre en el rango ploistico con cndurccim1cnto se debe cumplir . 

(3.142) 

donde ta elipse de fluencia se expande y la presión de prcconsolidación final es n1ayor que la inicial para 
que la condición de la ecuación 3 142 sea igual a cero La condición de la ecuación 3 t..t.2 define una región 
gocxnétrica bastante amplia en el gráfica p - q y algunas zonas son fisicamcnte imposibles. Un material 
plástico con endurecimiento debe cumplir. ademas de la condición de la ecuación 3 l..t2. lo siguiente: 

q<Mp o p>~ 
2 

(3.143) 

un estado de esfuerzos plástico con endurecimiento que cun1plc con la ecuación 3. l ..J2 pero no con 3.143 no 
es posible y su presencia en el cálculo se debe al proceso numCrico de aproximaciones sucesivas. 
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Por último. en el estado critico. el tamaño de la elipse se nlaflticnc constante. p, = Pe:º. y esta dado 
por: 

q= Mp (3.144) 

Oc lo anterior. si el material se encuentra en estado cli.stico no debe corregirse. Si el sucio no se 
encuentra. en un estado elástico. se debe: encontrar el estado de csfucr7...os real a partir del esfuerzo ( • ~}. Por 
lo que. <k::bcmos resolver un sistema de cuatro ecuaciones no hncalc...~ Establcc1cndo las ecuaciones a panir 
de la función de fluencia ecuación 3. 139 : 

(3.145) 

de acuerdo con ellas. las versiones correspondientes de las ccuac1oncs de p ecuación 3.79. y de q ecuación 
3.83: parn el modelo Cam clay. son : 

p = p" -K+(2p-p.) 

q = q" - .lG+ 2g_ 
M> 

reordenando la ecuación 3.139 y despejando a q. obtenemos· 

por Ultimo. la ecuación del cndurccim1cnto se obtiene integrando la ecuación 3.138 : 

• ['--k >] 1>. =P. Ex¡> --y-+(2p - p, 

(3.146) 

(3.147) 

(3.148) 

(3 .149) 

Las ecuaciones 3. 146 a 3. 149 forman el conjunto de ecuaciones no lineales. que al resolverlas 
cncontraranos el real estado de esfuerzos Se pretende eliminar a 4> y q. combinando las ecuaciones 3.146 y 
3.149 para eliminar ~2p-p,). obtenemos: 

p, = p=[ '-..;, k (p" - p)] (3.150) 

sustituyendo K de la =uación 3.135. queda: 

=p•[<'--klk<p" -n] (3.151) p, • v> p 

eliminando+ de las ecuaciones 3.146 y 3.147 se tiene: 

q" = 1 + __!!!._ (p" -p) 
q M 2K(2p-p,) 

(3.152) 
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sustituyendo la ecuación 3. 148 en la ecuación anterior 3 152. esta queda finalmente · 

q" = 
1 

+ 6G (p" -pl 
Mjp(p, -pl M 2 K (2p-p,) 

(3 153) 

Las ecuaciones 3.151 y 3.153 forman un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas p y Pe- De 
hecho si se sustituye Ja ecuación 3.151 en la ecuación 3.153. eliminando Pe. nos queda. una sola ecuación 
con una sola incógnita que su raíz puede encontrarse por el algoritmo Nci.,1on - Raphson. Por tanto Ja 
ecuación 3 .153 se rcscribc como : 

q" 

M p(p:E•p[ p .. ~~lk ( p~' - 1) ]- p) 

1 
+ 6G Cptr -p) 

M 2 K (2p-p,) 

En Ja relación anterior. el '\'olumcn especifico (V) debe ser el inicial. calculado como · 

V=l+c 

e~ como ya se nu .. ~ciono. es la relación de vacios. 

SI 

(3.154) 

(3.155 
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4. PROGRAMA DE COMPUTADORA 

4.1 Dia¡:rama de bloques 

La estructura del programa se muestra en el diagrama de bloques de la Fig.4.1. 

4.2 Subn..atinas cmplc-adas 

A continuación se prcscnt.."l un Jistado de las subrut1n...-i.s CJ'llplcadas en or&_,, aJfabét1co y se describe su 
funcionamic:nto: 

ADBLKS: 
ADORES: 
ADDSTF: 
BLOCK: 
ELCAL: 
ELEMNT: 
LIMIT: 
NEQCAL: 
OPTBLOK: 
PCONT: 

PROFIL: 
PRTDIS: 
RLOAD: 
XLEC: 
ZERORI: 
ZEROR2: 

Ensambla el sistL,-.-.a global de ecuaciones por bloques 
Calcula la local1=ción de los elementos diagonales de la rnalnz de ngidcz global 
Ensambla la matriz de rigidez global 
Fonna bloques p.."tra la solución del sJstL,.,ta de c...'Cl.13Cion.cs 
Lec Jos datos generales de cl<..'n1Cl1tos ~· calcula el almacenamiento din3mico para. los cJc:rncntos. 
Sclcc.ciona subrutinas de elementos. 
Calcula el error de ucración 
Calcula el nUmcro tO(aJ de ccuaciOf'lCS 
Resuelve cJ sistema de ccu.acioncs 
Lc:c Jos cL,ros generales. calcula el almacc:...'"na1Tl1c.:nto dinármco para los ci.'itos del sistema y 
procede por etapas de construcción ')>lo substr.::icc1oncs. dentro de estas y en cada wn con un 
núrracro &.."'tcmunado de iteraciones 
Calcula el perfil oc arrc-glos globales 
Imprime los resultados de los dcspla=rn1cn1os calculados. 
Agrega las cargas cxtcmas al vector de carga global 
Lec los datos de los puntos nodalcs. 
Vacia un vector real 
Vacia una matriz n;aJ. 

Algunas subrutinas que corresponden a cada flpo de elemento son: 

NOTEN4: 
ELPLP2: 

VJGA2: 
PRES2: 
NOTEN8: 

Sólido isopar.unétrico con 4 nudos. material elástico lineal. llama.do por PCONT. 
Sólido isopar.unétrico con 4 nudos. matcnal clastoplástico pcñccto con el criterio de Von l\.1iscs. 
llamado por PCONT. 
Viga isopar.unétrica con 2 nudos. material clasrico hncal. 11=-.ado por PCONT. 
Elemento para calcular cargas de presión. con 2 nudos. llamado por PCONT. 
Sólido isopar.unétrico con 8 nudos. material clastico lineal. llamado por PCONT. 

52 



l'Rt'X;R. l.\ l I OH ro.\fl'UT.·IIXJRA 

Pirogran1a TE STU2 .__ __ 
En ~ • la ~etrl• ,....,..-n-o de nooo.o. y ~oe de I• m•ll•. _, hpo de ar·~,.w• 

...:.n.ro de ... ...,._ de _,.lr.ws y bpo O. ~. y• •- c:ordlc~ ..-..::••- de -"--'Za y~ 
de cargas eld ... ,..•. ef P"OQriMT'la _,flea la ~-~Ida ( r"ll.ln-o de -=-..-.:::.•~). y la 

eotnP9"1 con I• 1nllegract. .... .._ ~rna e q1..- la req~ - doelf:t-- _, ?l"c:ioc..o 

o.t-""WW al - exc.ev. o~ . .., be- •~o 
o.t_,.,.,,,..., ~-. a.I le rri....-.cwia lnll-.gr-.da - -.ul'k_..e 

Calcula la matnz óe p<opo~ (DJ ol&:stica o ela:stopl.do:!lt1ca 
(modelo Cam eJay) y la matriz Oe rigrdos (K] do C3da &lomOnlO -------,----

Calcula. c0<nge • 1mpl'en"\e los -"-'-'r%os do cada 9'ern9"1o 
L~ ~fvot"~ :s.e Con"IQ<Ori ~ e-s...., a,....l,°S':s pLl!li:SllCo (m~o Cam 

day). y 541 rmpnmon s.. el OtTCW calculadO < el establecido 
o es 1.a urt1ma rt_.ac1ón 

Calcula e tmpo'lme ~azam1ctn11o:s ---------¡ 
L.Qd. ~azan"l-nl0$ -se 1mpr1rnon ~ • ~ c.aicutado < o1 O"Sl..olec>do 

o e-s la urt1ma 1t..,.-.c.•~ 

S. .. 4M'TOI' c.lcU.acto > .i -.f;abl~do y 
no es la \A:lma rt-ac~ 

,....__..,.. rterae..o.n 

s. .., *"'"OI'" caia..iado < .. ~-=do o 
-. la Ultima rt_.*='°" 
~-·pa 
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ELPLP8: 

TRUSS2: 
PRES3: 
ECMCAM2: 

l'ROr;¡~ l.\l·I DF rO.\f/'l.-r.-11xJRA 

Sólido isoparamctrn:o con X nudos. material clastopbsuco pcrfccro con el crircno de Von Mises. 
llamado por PCONT. 
B."lrr.1 isopar:unetrica con 2 nudos. marcnal cl-'L<>uco lineal. llamado por PCONT 
Ekmcnro para caJcular cargas de pn;s1ón.. con 3 nudos. llamado por PCONT 
Sólido isopararnCtnco con 4 nudos . rnatcria.I cli..."lJCO no lu-....:al ~ pL"i..c;tJco con c::ndun:.c1m1c:nto que 
sigue el crircrio de Von Mises. llamado por PC01'.'T 

Otras subrutinas m1cspocldC21 al c.a.Jculo de la matn.z cla..o;toplástic.a ~- ma.tnz de rigidez..,~· algunas otras 

son auxiliares 
EPP21: 

EPP22: 
CCAl\121: 

CCAM22: 
PQ2: 

PRCPL: 

SHP28: 

SHP24: 

SHP13: 

SHP12: 

Calcula la matnz elastopla.stica y matriz de rigidez par.i cada ck:m<.TIIO de Ja malla. es llan1'lda 
por.ELPLP2.ELPLPX 
Calcula los esfuerzos y los corrige si el mat<.."TI."ll flu~-c. es llamada por ELPLP2. ELPLPX 
Calcula b rn."ltnz cl-i.5topl:L~rca ::-. ni;ttn.". de ng1d..:.z p.."lr.J. c..::u.b. ck."Tlx·nto de l:i nulla.. es IL:un.ad:i 
por· EC!\.1CAM2 
Calcula Jos csfiJCr?..os :i- los comgc sr el m .. ,rcn.al ílu~c. L""S !larn.."llb p<'lí EC!\1CA.'-1~ 

Calcula el pnITk..--r y scgunc.k.., mvanarHc de c....-sfuc:J?.os Cp ~ q. rc-s~'C11vanX"lltc). L~ llan1.ada por 
EPP21. EPP22. CCAM21. CCA!l.122 
Calcula los esfuerzos pnnc1p."lks. es 11:1111."ld."l f>Or ELPI.PX. U .Pl.P2. SOTEN-t. NOTEN X. 
ECMCAM2 
Calcula los puntos de mtcgrac10n L"Tl c.."1d1. cknlL"f1to de la nl.."llla.. t..~ Jl;un..'"ld:l p<.x ELPLPX. 
NOTEN!I 
Calcula Jos puntos de integración L"Tl C..'ldi ck'Tllc...'T1to de la ntalla.. es llanl..-id..-i por ELPLP2. 
NOTEN-t. ECMCAM2 
CaJcuJa Jos pumos de mtL-grac1ón en c..""\da clcrncnto de la malla.. es lla.m . .:u::i..-¡ por PRESJ. 
VIGA3 
CaJcuJa Jos pumas de mk""grac1ón en c..'ld.a dcrncnto de la nl.."l.Jla.. es IL-trnad.:i por VIGA2 

Las subrutinas 1mpk:nx.'Tlt.:ld.'1..S L'Tl el progr.:lnl.., TEST42. L-O h._.__<;c a la tcoria del ~"t.ado criuco y 
particulanncntc del modelo Cam cla~ modificado. se c..-ncucnrran n:dactadas <-TI d an.:xo de éste tr.:iba10. las cuales 
se pueden eje.cut.ar utilizando un cC'01pila.r cornp..-iuble a Fortran Vt..TS1ón J CJ77 

El programa TESTQ2 n.:::qu1cre para su cJ1..':Cuc1ón 1.."11 pnnx.·r lug:ir un archn o controlac:k>r. el cual contit..'"t"lC 
Jos nombres de los archn.os que ncccsu .. , el prog~u El archao con1rolad...•r gt.-·ncralnl<...'"Tltc IJcva el nombre de 
"pe". Las funciones de Jos 9 arch1\os rcqucndos se exponen l.'TI lo s1guH..-'Tltc 

Archi'\u No 
1 
2 
3 
4 
!5 
6 
7 
8 
9 

Función 
Daros de c..'ntrada 
Escribe Jos datos de entrada 
Arduvo auxiliar para cscnbir. si son ncccs.anos. daros intermedios 
Escribe los clcsplazamicnlos y los esfuerzos de salida. 
Archivo auxihar para conocer L'"l proceso de solución de la matriz de rigidez. 
Escribe las matnccs de rigidez parciales. 
Escribe la matriz de rigidez global. 
Escribe las matnccs intcrmaiias 
Escribe los Coeficientes de pivo<c. 
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l. 
Nota 

2. 
Nota 
( 1) 

(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 

Notas· 

3. 
Nota 
( 1) 

4.3 Manual de ustutrio TEST92 

Tarjeta del título del problema (20A4) 
Columnas Variable 
1-80 lTIL.E 

Oc:scripción 
Título del problema 

PROGR·l.ll·I DECO.\fPl.,T.·IDORA 

TARJETA DE CONTROL GLOBAL (IOl5) 
Columnas Variable Oc:scripción 

Dimensión del problema 
NUmcro tCJ(aJ de puntos nodaJcs 

1-5 NDM 
6-IO NUMNP 
11-15 NDFMA.X NUmcro má.xímo de grados de líbcrud en c:><loi nudo 

Numero total de grupos de elementos 16-20 
21-25 
26-30 
31-35 
31-35 
31-35 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
(6) 
(7) 

NUMEG 
NLA.YER 
ITER 
NLOAD 
NPRES 
!NI 

ND~f = 1 s1 es unKl1nla'lSionaJ. 
NDM = 2 so es btdomcnsoooal y 
NDM = 3 si es trid1mcnsiooal 

Número rotal de C'tap3S de a.na.JJs1s 

NUnlCro Ola._XIOlO de 1tcracJOOCS en cada etapa de an.3Jisis 
Nún'k:ro to<al de carga_ .. COOC(.."1ltr.ida.s 

Número tot.11 de carga.5 de prcs1on 
Número ro<al de puntD"i que dcfinc..."fl las condicJOOCS micialcs 
de CS ÍUCr7..0S 

En un análisis puede habcr varios tipos de ck.'llCfltos (n'r la tabla del inciso 9), Nl»>1EG el 
núnlCro ma.ximo de llpos crnplcadcis 
Los a.n.3.Jisis se: realizan por etapas La aplic.a.c•ón de cargas y cJ ca.mb10 gconiétnco del problema 
(construcción o ..:XC1\."3.C1ón) c.....,,·oluc1on.:i por ctap.."l.S de.: ana.hs1s ~L.\ \PER es d número tota.I de 
etapas. 
I:>....-wntro de cact:i ctap.."1 de an.ihs1s. los cilculos ~ rcal1z.."1.11 1tcr.:iI1\. artll...."ntc Ex1sh..-n dos cntcrios 
para &..."U..-ncr el cilculo. el CrTOr de 1tcrac1ón es ITk;OOr que el pn:fiJado o el numero de 1tcr.ic1oncs 

excede ITER ITER es ogual para todas las etapas de análisis 
NLOAD es el número total de cargas conccntr.id;is en todas las ct.-i.pas 

NPRES es la suma to<al de CJrgas de pr=oón en todas las etapas 
fNI es cJ nUmcro de ta1)<-'"tas para espcc1fica.r las conchc1oncs 1mc1.:i.Jcs de esfuerzos La subrutina 
CA~fC no mane-Ja cond1c1onc.:s 1mcialcs de L-sfucrzo 

T'11]cta de control de am.:glo C-Omun (110) 
Columnas Vanablc °'-.-sen pción 
1-10 l'ólOT NUmcro de espacio ncccsano en mcrnona para el a.na.lisis. 

Nota: (1) Esta variable dcpcndc del compilador FORTRAN utilizado. En una PC con el compilador 
FORTRAN Microsoft 4.00. NTOT no debe ser mayor que 7000. 

4. 
Nota 
(1) 

Tarjeta de error de iteración (FI O.O) 
Columnas Variable 
1-IO ERRO 

Descripción 
Error pn.-visto de itx..-r.u:ión (criterio de convergencia) 
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F'RO<iR.-1.\H f)H CO.\lf'l.7:-tf)ORA 

Nou: (1) El error se calcula de acuerdo con ERRO - Ir! f / ¡¡r: I · donde rº" es el vector dcspla.zanucntos 

en la primera llcraclÓn de la etapa n y ,> - en la k-Csima itcr.i.c.00 Donde IJ.l/ es la nonna. 

5. 
Nou 
(1) 

(2) 

Tarjetas de puntos nodales (Libre) 
Columna.• Variable 

X(I) 
X(2) 
X(3) 
10(1) 
10(2) 
10(3) 
1()(4) 
1()(5) 
1()(6) 

Dcscripcióo 
X -ordenada 
Y - ordenada (si NDM > 1 ) 
Z - ordenada (si NDM > 2) 
X - lr.lnslación. código 
Y - lr.lnslac1ón. código 
Z - translación~ códígo 
X - rotac1<'w1. cód.1go 
Y - rO(ac1ón. cod1go 
Z - rot.."'lcion. codrgo 

Notas: (1) 
(2) 

Este grupo de d:uos CCK\S1stc (.."11 N U~1~ P L"'lrj(,.,·1.as 
ID = O conct1cion hbrc. ID = 1 cood1c1cln fij;i (no se pcmutc c:.lcsplaz=unicnto o rotación). El 
número de códigos ID es igual al nú,1mo gr.ido de hbcrud NDFMAX. es decir. que si 
NDFMAX es igual a tres ID t<..'ndr.l tres componentes 

6. 
Nou 
(1) 
(2) 

(3) 
(4) 

Tarjetas de cargas concentradas (315. Fl O.O) 
Columnas Variable 
I~ NOD 
6-JO JDIRN 

11-15 
16-25 

ILAYER 
FLOAD 

Dcscripc1ón 
Punto nodaJ donde se aplica la carga 
Grado de hlx.-nad de l:i aplicación de carga.. ya sea sobre el 

CJC de las abscisas o el de las ord...'Tla.d;:is 
Número ele ctap'1 ele la aplicación de la carga 
Valor de lacarg;:i 

NOlaS: (1) 
(2) 

Este grupo de datos tiene NLOAD l."llJCClS S1 NLOAD = O. se omite este grupo de tarjetas 
Si IDIRN = 1 la =rga es en dirección honzont.al 

7. 
Nou 
(1) 
(2) 
(3) 

Si IDIRN =2 la. carga es L"Tl dirccc1on vertical 
(3) Una vez apl1ca.c:t:a la carga. se nlalltL.,ldra L"Tl todas las L~pas subsecuentes. por tanto ILAYER es 

la pnrncra ct.:J.pa en que se aplica la carga 
(4) Debe recordarse que la carg..., t1L"'1"k: signo '.'- es congruL,,tC con la convL-nc1on del signo del sistema 

global de coordc=clas 

Tarjetas ele cargas de presión (215. 3Fl o.O) 
Columnas Variable 
1-5 NODP 
~10 ILAYP 
11-15 FLOAD(I) 
16-25 FLOAD(2) 
26-35 FLOAD(3) 

Dic.::scnpcaón 
Punto nocfal donde se aplica la carga 
Número ele d'1p'1 ele la aplicación de carga 
Valor ele la presión normal 
Valor de la presión t:lngcncial 
Valor ele la presión t:ingcncial (si NDM > 2). en dirección 
ortogonal a la anterior. 

Notas: (1) Este grupo de datos tiene NPRES tarjct:is. Si NPRES = O. se omiten este grupo ele tarj<--tas. 
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8. 
Nou 
( 1) 

(2) 

(3) 
(2) 

PRrx;R..1.1 n º'' ro.1tf•1,-r;.1 FXJRA 

(2) Una vez aplicada la carg:i. se mantendrá en todas las etapa.< subsccucnt.c:s. por tanto ILA YP es 
la pnmcra etapa en que se apli= la carga. 

(3) Debe rocordas= que las prcsK>ncs tienen sig1l0 Consulte los elementos de presión 

T3JJCUS de condiciones iniciales de csfuct7..os (SFI O.O). (solo bidimcns1oo.al) 
Columnas Variable 0.....""<;Cripción 
1-10 PF Ordenada en la dirocc1ón de gravedad (en la dm:cción Y si 

NDM = 2 y Z si NDM = 3) 
11-20 
21-30 

31-40 
41-.50 

szo 
COF 

AGA 
PCO 

Valor de csfucr= total vertical 
Valor del codiciL,,tC de empuje de n:poso (se supone 
1so<róp1co) 
Valor de la pn;s1on del agua 
Valor de la presión de consolid..'l.C1ón. 

Nous: (1) 
(2) 
(3) 

Este grupo d..: da1os tic::nc; f~I tar)1..."ta.s S1 JNJ = O. se on1Hc 1..-""Stc grnpo de brJc...'"'US 
Es pos1ti\O si el esfuerzo es de cornprcs100 
Es posn1...-o si la presión es de con1prcs1ón 

9. 
No<a 
( 1) 

(2) 

Tar:¡cta.s de coorrol global de elementos 
Columnas Vanablc 
1-.5 nYPE 
6-10 NEL 
11-1.5 NEN 
16-20 NDF 

21-25 
26-30 
31-35 
36-40 

NM.-\T 
NPRO 
NSTR 
NGAUS 

(1015) 
Dcscnpción 

Indicador del tipo de elemento 
Número de c&csn.....11tos 

Nútncro de puntos nodaJcs <.."Tl cada cJcsncnto 
Nún'l<Oro de grados de libertad de los puntos nodalcs que 
fonnan el clc...'Tl"k...--nro 
NúlTll.."'TO de grupos de ntatcnal 
Numc..."To de propiedades de nlatcna.I en cada grupo 
Numero d; d.-uos de s.aJ1da c..,, esfuerzo y dc.:form.a.ción 
NunlCro de: puntc.."'l'S ~ 1ntL!;rac1on Gaussi..-in..a 

Nous · (1) Este grupo de daros tiene ]';LJMEG t:ir:¡cta.s La &.:scnpción de c.'llfa tipo de cknx.'Tlto es 

NOTEN4: 
ELPLP2: 
VJGA2: 
PRES2: 
NOTEN8: 
ELPLP8: 
TRUSS2: 
PRES3: 
ECMCAM2: 

Sólido isopa.r.::t..rn.~nco con ..i nudos. matcnaJ das:tico linc.."ll 
Sólido 1sopar.irn....:.inco c.on ..i nudos. m.."l.tcnaJ clastoplá.st1co perfecto con d cnrcno d: Von f\.fiscs. 
Viga isopa.r.lmL~nca con 2 nudos. ma.tcnaJ da.suco Jane.al 
EIL-rncnto par.i calcular cargas de presión. con 2 nudos 
Sólido isopar.un<:tnco con 8 nudos. material elástico lin=l 
Sólido isopal"3lTll.."1nco con X nudos. ntatcn.al cfa.._o;topl.á.s:tico perfecto con el cnrcrio dr.: Von ~fiscs. 
Barra i.sopara.n"x..'-tnca con 2 nudos. rn.."ltcnal elástico lineal 
Elcrncnto para c.alcula.r carg:is de presión. con 3 nudos 
Sólido isopar.un<:trico con -4 nudos . maten.al cJj.st1co no lineal y plástico CDn aidurccimicnto que 
sigue cJ critcno de Von MISCS. 

Los valores que se deben fijar para cada tipo de elemento se listan en la siguiente tabla. 
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10.a 
Nota 
(1) 

PROGR.·l.\L 1 DF.rO.\fPLTAIXJRA 

CLAVE ITYPE NEN NDF NPRO NSTR NGAUSS 

NOTEN4 1 4 2 4 3 2 

ELPLP2 2 4 2 5 5 4 

VIGA2 3 2 3 5 3 1 

PRES2 4 2 2 o o 2 

NOTEN8 5 K 2 4 3 2 

ELPLPK h K 2 5 5 4 

TRlJSS2 7 2 2 2 1 2 

PRES:.> R 3 2 o o 3 

ECMCAJ\.12 q 4 2 " 6 4 

(2) El progranu n:port.:1 los n.:::sult.ados de c.:sfucrzo de c..a.d .. "l ck'TTM ... "flfO que C<X1t1L"'fll..! NSTR vaJorc:s 

Tarjcu de elcrncnto NOTEN4 Prop1~1d.:s (Uhre) 
Columnas Va..n.ablc Dcscnpc1on 

(ELPRO()). 1~1. NPRO) Prop1cdad..:s de m.•lcnal 

Nota: (I} Este grupo de daros tiene Nri.tAT lafJL-U....c;: ~ c..-u::f:i lalJ"-'t..., conr1c...Tk: ~PRO \."alorL"S 
ELPRO( 1) = Módulo de clast1c1dad 

IO.b 
Nota 
(1) 

ELPR0(2) = Rdac1on dc Po1son 
ELPR0(3) = Peso \olun><:tnco 
ELPR0(4) = Resistencia a la tcns1on 

Tarjeta dc clcrncnto NOTEN..i C oocctl\ ,d:J.dcs ( 1015) 
Columnas Vanablc Descripción 

(IX(ll. l=I. NEr-.;+2¡ C-onccti"chd y propiedad dcl elemento 

Nota: (1) Este gnipodc datos ucnc NEL rarjctas y cada rarjcta contiene NEN+2 valores 

.... 
Nora 
(1) 

lX(l) a !X(NEN) son puntos nodalcs en cada elemento. lX(NEN+l) es el grupo de material que 
corrcspoodc El valor absoluto de IX(NEN+2) es la etapa que este elemento se construye o se 
c:xcava. dependiendo del signo de IX<NEN+2). s1 es positivo se construye y s1 es negativo se 
cx=va. Los elementos intactos sicrnpn:: tienen un valor IX (NEN+2) de l 
Dcl:x: rKJtarsc que un clt...-rncnto constnudo y:i no puede ser excavado postcrionncntc e igualmente~ 
un ck::rncnto c:xca vado ~-a no podrá ser puesto de nUL'-'º 

Tarjeta de elemento ELPLP2. Propiedades (Libre) 
Columna.~ Variable Descripción 

(IX(I). 1=1. NEN+2) Propiedades de material 
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l'RCXiR-1.\ f.·I DF. CO.\/l'UTADORA 

Noca: (1) ver la Noca ( 1) de 10.a. 

11.b 
Noca 
( 1) 

ELPRO( 1) = Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) = Relación de Po<son 
ELPR0(3) = Peso volumétrico 
ELPR0(4) =Cohesión 
ELPR0(5) = Resistencia a la tensión 

Tarjcla de elemento ELPLP2: Conectividades (1015) 
Columnas Variable Descripción 

(IX(I). l=I. NEN+2) Conectividad y propiedad del elcmc:nto 

Noca: (1) vcrlaNou(l)dc 10.b 

12.a 
Noca 
(1) 

Tarjeta de elemento VIGA2: Propiedades (Libre) 
Columnas Variable 

(ELPRO(I). l=I. NPRO) 
Descripción 
P.-opicdadcs de material 

Noca: (1) ver la Nou ( 1) de to.a. 

12.b 
Noca 
(1) 

ELPRO(I) = Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) = Relación de Poison 
ELPR0(3) = Factor de pandeo 
ELPR0(4) =Ar= transversal 
ELPR0(5) =Momento de i.ncn:ia 

Tarjeta de elcmcmo VIGA2 . ConcctJv1dadcs ( 1 Ol5) 
Columnas Variable Descripción 

(IX(I). l=l. NEN+2) Conccti,;dad y propiedad del elemento 

Noca: (1) vcrlaNou(l)dc lOb 

13.a 
Noca 
(1) 

Tarjeta de elemento PRES2 Propiedades (Libre) 
Columnas Variable 

(ELPRO(I). l=I. r-;PRO) 
Descripción 
Propiedades de material 

Noca: (1) ver la Nota ( 1) de 10.a. 

13.b 
Nou 
(1) 

Tarjeta de elemento PRES2 : Conectividades ( IOl5) 
Columnas Variable Descripción 

(IX(I). 1=1. NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento 

Nou: (1) ver la Nou (1) de 10.b. 

14.a 
Nola 
(1) 

Tarjeta de elemento NOTEN8: Propiedades (Libre) 
Columnas Variable Descripción 

(ELPRO(I), l=l. NPRO) Propiedades de material 
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Nola: (1) ver la NOl.3 ( 1) de 10.a. 
ELPRO(I) = Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) = Relación de Poison 
ELPR0(3) =Peso volumétrico 
ELPR0(4) = Resistencia a la tensión 

14.b Tarjeta de clcmcnto NOTEN!!: Conectividades (IOIS) 
Nola Columnas Variable Descripción 

PRCKIRA.\ l-1 DF. CO.\IPl-TAlXJRA 

(1) (IX<O. l=I. NEN+2) Conectiv>dad y propiedad del elemento 

Nola: (1) vcrlaNOb(l)de 10.b. 

Tarjeta de elemento ELPLPll: Propiedades (Libre) IS.a 
Nola 
( 1) 

Columnas Variable Descripción 
(ELPRO(l). l=I. NPRO) Propiedades de matc"'11 

Nola: (1) vcrlaNOb(l)de 10.a. 
ELPRO(l) = Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) = Relación de Poison 
ELPR0(3) = Peso volumétrico 
ELPR0(4) =Cohesión 
ELPR0(5) =Resistencia a la tensión 

15.b Tarjeta de elemento ELPLPK: Conectividades (IOIS) 
Nola Columnas Variable Descripción 
(1) (IX(I). l=I. NEN+2) Concctivxlad y propiedad del elemento 

Nola: (1) vcrlaNOb(l)de 10.b. 

16.a Tarjeta de elemento TRUSS2: Propiedades (Lib"') 
Nola Columnas Variable Descripción 
(1) (ELPRO(I). l=l. NPRO) Propiedades de material 

Nua: (1) ver la NOl.3 ( 1) de 10.a. 

16.lt 
Nata 
(1) 

ELPRO(I) = Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) =Arca transversal 

Tarjeta de clcmcnco TRUSS2 : Conectividades (1015) 
Columnas Variable Descripción 

(IX(I). l=I. NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento 

Ncila: (1) vcrlaNota(l)dc 10.b. 

17.a 
Nllla 
(1) 

Tujda de clcmcnco PRES3 : Propiedades (Lib"') 
Columnas Variable 

(ELPRO(I). l=I. NPRO) 
60 

Descripción 
Propiedades de malcrial 



PROGRA.\l-t DE CO.\IPúT.·IDORA 

Noc:t: (1) ver la Noca (1) de IO.a. 

17.b 
Noc:t 
(1) 

ELPRO( 1 ) = Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) = Relación de Poison 
ELPR0(3) =Peso volumCtrico 

Tarjeta de elemento PRES3 : Conectividades ( 1015) 
Columnas Variable Descripción 

(IX(J). l=I. NEN+2) Conectividad y propiedad del elemento 

Noc:t: (1) ver la Noca (1) de 10.b. 

18.a 
Noc:t 
(1) 

Tarjeta de elemento ECMCAM2 : Propiedades (Lib~I 
Columnas Variable Descripción 

(ELPRO(I). 1=1. NPRO) Propiedades de material 

Noc:t: (1) ver la Noca (1) de 10.a. 

18.b 
Noc:t 
( 1) 

ELPRO(I) = Módulo de elasticidad 
ELPR0(2) = Rcl:lción de Poison 
ELPR0(3) =Peso volwnétrico 
ELPR0(4) = M, pendiente de la línea del estado critico 
ELPR0(5) =Resistencia a la tensión 
ELPR0(6) = Presión de consolidación inicial 
ELPR0(7) =A. pendiente de la rama de carga de una prueba de consolidación 
ELPRO(K) = k. pendiente de la rama de descarga de un:i prueba de consolidación 
ELPR0(9) = Relación de vacios inicial 

Tarjcu de elemento EC'MCA!'l.12: Conectividades (1015) 
Columnas Variable Descripción 

(IX(J). l=I. NEN+2) Conccti,;dad y propiedad del elemento 

Nota: (1) ver la Noca ( 1) de 10.b. 
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5. APLICACIONES A EXCAVACIONES 

.5. t Casos analizados. 

En este subcapitulo se describirá la fonna COITlO se comprobó el buen funcionamiento de las 
subrutinas que describen al modelo Cam clay y adcrnis se enuncia la fonna como se simuló una excavación 
apuntalada como un caso práctico 

1) Con1probación .. esfuerzos y dcfonnac1oncs bajo una za.pata 

Para comprobar el buen funcionamiento de las subrutinas que describe el comportaznicnto de la 
teoría del estado critico, modelo Cam clay, se hizo un an.3lts1s de una cimentación superficial. El ejercicio 
consta de lo siguiente 

1) Considera la gCOf11c."1ria n1ostrada en la F1g 5. 1. donde se csqucn1at1z.a el nUmcro de elementos y 
nodos en que se dividió la malla. 

2) U zapata de cimentación se símboltz.a. para el programa. a base de dos elementos viga de dos 
nodos cada uno y. en total tiene un ancho de 2 O m. como se muestra en la F1g .5.1 

3) Se aplica carga por etapas (fuerzas puntuales apltcadas en los nodos de la viga). Ja secuencia de 
aplicación de carga es la siguiente: en la primera etapa el an31isis es por peso propio ésta es una condición 
indispensable de la subrutina implementada ya que su con1ponam1cnto clastíco es no lineal y requiere de 
esfuerzos iniciales En la subsecuentes etapas. de la 2 a la 6. la aphcac1ón de la carga es la siguiente 6.0. 
9.0. 12.0. 15 O y 16 5 Ton/n1=. rcspcct1van1cntc 

4) Se considera que el sucio bajo b zapata es homogcnco y con10 la comparación de los resultados 
es con el m<Xlclo clastopl3.st1co pcñccto. las propiedades del sucio utiliza.das en ambos mcxtclos son: 

E V y RT e P~ A. k M c., 
Tonlm' Ton/m: Ton/m: Ton/m: 
···12«> ·············-·-··--·'··-- Tso ... , ···-··--·· 

0.45 5.00 -20 00 O. 19 0.0266 o 5 4.3 1 

éstas propiedades representan en f"onna similar el comportamiento del sucio en ambos modelos. pero 
mantienen dif"crcncias. lo que constituye un error de comparación. 

La comprobación consta en lo siguiente : La distribución de esfuerzos verticales en cada etapa debe 
n:pnxlucir el bulbo de presión teórico que induce cada carga. Otra comprobación teórica es que la 
distribución de esfuerzos con.antes debe ser nula en el sucio que se encuentra bajo el punto medio de la base 
de la zapata. trayectoria AB. Fig.5.1. 

Además los resultados calculados por el modelo Carn clay deben ser similares a los obtenidos con el 
modelo elastoplástico perfecto. 
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Resultados : En gcncr:iJ la comparación entre los dos modelos resultó satisfactoria.. por lo que en 
Jos siguientes párrafos se describir.in sus diferencias. teniendo en cuenta que las propiccladcs no n:prcscntan 
exactamente el mismo comport..."l.micnto del sucio. 

La plastificación de elementos es un pariuncfro que resalta la diferencia entre los dos modelos. En 
la Fig.5.2 y Fig.5.3 se muestra la historia de la plastificación de elementos por etapas del modelo Cam clay 
y del clastoplástico perfecto. respectivamente. En el modelo clastoplástico perfecto la plastificación 
comienza cuando la carga llega a 12.0 Ton/m2 y. en cambio en el modelo Cam clay la plastificación 
comienza cuando la carga llega a 6.0 Ton/m: . esto se debe a que en el ultimo modelo se considcr.in 
dcfbrmacioncs cl3.sticas volumétricas que dependen de la magnitud de los esfuerzos en el medio y no son 
lineales. Una vez iniciada la plastificación. se observa que el modelo Cam clay repona zonas con mayor 
3.rca plastifi~ lo que t..-unbiCn es resultado de que la plastificación comience a una carga menor. aunque 
tantbién la mayor cantidad de arc..'l plasuficada es debida a que este modelo t001.a en cuenta el 
cndurccim1cnto del matenal. 

En el modelo Cam clay. la plastíficación del material induce dcformac1oncs volumC:tricas por 
cortante. lo que influye en Jos desplazamientos de los nodos. por lo que estos dcsplaz:amicntos son de mayor 
magnitud en comparación con el modelo clastoplá.suco perfecto. como se nlucstra en la Fig.5.4. 

En la Fig.5.5. y 5.6. se n1ucstra la d1stnbuc1ón de esfuerzos vcnicalcs y cortantes para la etapa en 
que la carga es de 16.5 Ton/m= • en aznbos modelos. La d1stnbución de esfuerzos vcnicalcs y cortantes 
reportadas por el mcxtclo Cam clay son similares a las tcóncas y también los son al modelo clastoplástico 
perfecto. En general. los esfuerzos verticales reportados por el m<Xlclo Cam el.ay tienen una mayor 
concentración cerca de la z.ap;ita en comparacrón con al modelo clastop13stico pcñccto 

'º 1 

·~ 1 

l ... 
o 

o 

J.J.J. -- -------·- - - ·--··----.. _g__ry:_~~"-~~31 ____________ _ 

10 

... 

.. -,. 20 25 

Fig.S. I .\falla clfl! fl!letnnrrcnfimto'f para a'1a/i:ar una cimenraeión supriftcial. 
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11) Excavación. plantc.."Ul11cnto del problema. 

RcaJiz...,r excavaciones profundas a ciclo abierto en la Ciudad de Jl\..1Cxico es un reto. debido a la 
complejidad del sucio y má.s aun s1 es del tipo lacustre. él cual presenta serias dificultades en el proceso 
constructivo porque ucnc alta comprcsibihd.ad y baJa capacidad de carga~ una excavación en éstas 
condiciones requiere adcrnado con tr-oqucla.rn1cnro para tener estabilidad. Para mostrar Ja aplicación del 
método de los clcrnc:ntos finitos y de Ja teoría del estado critico (nl<xfclo Cam clay), en un ca.so proicúco~ se 
har:í. un análisis para cst1m.ar los n1ov1n11cntos en el terreno inducidos en el pr()C(..'"SO de un.a excavación 
apuntalada.. Además se har.i una con1paración con Jos resultados repon.a.dos por el modelo clasroplá.st1co 
perfecto y resultados obrcnidos por mcd1c1oncs 

El problctna que en Cstc rrabaJO se anahz.ar;i se trata del cruce dd cn.Jcc de la línea I< con la linea 9 
del sistema de transporte colectivo metro Para ma~or mfon11ac1on consult::.r las rcfcrcn..:1as J 1 y 12 El 
problema consta de Jo s1gu1cntc: 

a) La solución al cn1cc de la linc.:i K con Ja linea 4 del s1stcn1a de transpone colectivo metro. está. 
const1tui~ por un cajón de concreto armado de sccc1on rcct.angular que se construyo a ciclo abierto entre 
muros 1\1ilán y se desplanto a unos J 5 70 n1 de profundidad El c.a;ón t11..-nc 7 20 m de ancho y 5 15 m de 
altura._ con un sobrcgál1bo de ...i QX n1 en las zonas aledañas al ca;ón de Ja linea Q, separado con pérgolas de 
acero. Fig. 5 7. 

b) Se h1c1cron sondeos antes de Ja c....:ca,ac1on. cncontrandosc Ja cstratigrafia n1ostr.:1da en la Fig.5.K. 
El NAF se localizó a 2. 70 m de profundidad y la pnmcra capa dura a 36 00 m 

e) La exca\<l.C1ón del sucio entre los muros 1\.f113n. prc\.1an1cntc instala.dos. fue acompañada por 
puntales. La excavación a ciclo abierto fue entre celdas formad.as con muros transversales cuya $.(_tJaraclón 
entre si fue de 8.5 m. 

d) El proceso constructivo contempla la instalación de puntales a diferentes aJturas del muro. para 
ayudar a equilibrar los cn1pujcs dd sucio y dar mayor estabilidad global a la exca.vacu:)n. En la F1g 5 9 se 
muestra la Jocal1zac1on de Jos punrah.:s y la prcc..."lrga correspondiente. En e.ad.a nivel se instalaron dos 
puntales cuya separación esta en función de la separación de la celdas En Ja Fig.5. JO se muestra un 
esquema en planta de las celdas. así con10 la local1z.ac1ón de los mclmomctros que se instalaron para 
monitorcar los dcspla.za.nucmos honzontalcs del terreno 1nduc1dos por la cxca\.;:ac1ón del sucio dL--ntro de las 
cclruu. el tubo del inclinomctro llegó hasta 22.00 m de profundidad 

Modclación numCrica. 

La modclación del problema anterior se llevo a cabo considerando la cxca,,--ación de 8.0 m de ancho 
y J S. 80 m de profundidad y el proceso constructivo es de la siguiente manera · 

1) En la primera etapa. se analiza. por peso propio. para detcnninar los esfuerzos iniciales en el sucio. 
2) Segunda etapa. se colocan los muros Milful y se inicia el proceso de excavación hasta 2.50 m de 

profundidad. colocando el primer nivel de puntales 
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3) Tercera etapa. se excava hasta JO 80 m de profundidad y se colocan el segundo. tercero y cuano 
nivel de puntaJcs. 

4) Cuarta etapa. se excava al nivel maximo. 1.5.80 m de profundidad y se coloca el quinto y Ultimo 
nivel de puntales, además para simular la losa de fondo se colocan cargas puntual= en los nodos 
como se observa en la Fig.5.1 lb. 

Consideraciones: 
La Fig.S. I la muestra la nia.IJa .. donde se csquCtl'l3tiza el proceso de excavación por etapas y en Ja 

Fig.5.1 Jb se aprecia el proceso de apuntalamiento por etapas. La malla consta de 660 clcmc:ntos y 713 
nodos. 

El muro MiJán se simula utilizando elementos viga de 2 nodos. matcnal elástico lineal. Se empica 
un sólido isopar.unCtrico de 4 nodos. utilizando el modelo implcn1cntado Cam clay y el modelo 
clastoplástico perfecto. en la Tabla 5. 1 se muestran las propiedades del material u11lizadas. 

En todo el anttlisis se supont..~ condiciones de dcfonnación plana 
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Tabla 5. 1 Propiedades utilizadas en ambos modelos. Cam clay y clastoplastico pcñccto. 

Prof: 
m 

E 
Ton/m1 

y RT C 
Tonlm' Ton/mJ Ton/m:r 
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S.2 lnnuenci• de l•s eUp•s de c•r&• 

Utilizando Ja malla de elementos finitos dcscrit.:l en el subcapitulo anterior y tomando en cuenta las 
propiedades que utiliza el modelo clastoplástico perfecto y el modelo Cam clay. las cuales se dct.cnninaron 
en base a la cstratigrafia mostrada al plantear el problema de excavación., llegamos a los siguientes 
resultados : 

Caso el .. toplástico perfecto 

En la Fig.5.12 se muestran los desplazamientos laterales del muro por ct.apas de excavación. en la 
Fig.5.13 se muestran las expansiones del fondo a través del proceso de excavación y en la Fig.5.14 se 
muestran los asentamientos superficiales causados en el terreno junto a la excavación calculados con este 
mcxlclo. 
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Caso con el modrlo Cam clay 

Los resultados se muestran igual que en el modelo clastopl:ist1co pcñccro por etapas.:. en Ja Fig.5.15 
se muestran Jos dcsplaz:unicntos laterales del n1uro. las expansiones del fondo de la CXC3'\-"'3Ción se muestran 
en la Fig.S. 16.:. y los asentamientos del terreno cerca de la c:"<:cavación se muestran en la Fig.5. 17. 

l:t•••l 

b••tol•••-••••• (••I 

F11: . .$. / 5 Dt!Jp/azaminrto latrrul drl nruro por <-tapa_. 
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S.3 Compar-ión de resuhados c:on -.lic:i-• 

En la sisuicntc c:Dmparación debe lcncnc en cuenta que las propiedades utilizadas en ambos 
modelos. Cam clay y clasloplásaico perfecto, no rcprcscnlan c""ClaJncnlc al mismo tipo de sucio ni al 
mismo comportamien10. por lo que la comparación resulta err.ilica ~- solo se enfocará a las <Xllld.iciones 
generales de forma. 

La diferencia cnlrc los dos modelos se obscn.-a en la caapa ares y principalrncnac en la cuatro del 
proceso de excavación. cuando la distribución de esfuerzos provoca que el sucio se plastifique en mayor 
rnagnilUd en el modelo Cam elay en comparación con el modelo clastopláslico perfecto. 

En la etapa cualro los dcsplazamicnlos horiuwiaalcs del muro rcponados por ambos modelos tienen 
la misma magnilUd en los má"imos pero su ubicación diferencia enlre ambos. FigS.18. Sin embargo. ticncn 
la misma fonna que los medidos por el inclinomdro que se cncucn1ra dclrás del muro de la celda 2. Lo. 
resullados di:mucsta-an que utilizando el metodo de los elementos finilos se reproduce con suficiente 
apro,.imación los dcsplazamicnlos medidos '' da una buena idea de los movimicn1os del ICn-c:no a través del 
proceso de excavación. Además se obsc:n.-a que los rná.'<imos dcsplazamicnlos laacralcs se encuentran al 
nivel del fondo de la e"cavación. Los resultados reportados por el modelo Cam ela~· pn:scnlan una mayor 
apro,.imación en euanao al nivel de profundidad donde se loi:alizan los má.'<imos. en comparación con el 
modelo clastoplastico peñc:cto. pero sus mapiaudcs .,.. infcrion:s a las ~-
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Fig.~. IS IJl".t:pla:nnue111fu hon::nnra/~J dd muro. /en cnlC"U/ado• pnr ambo.• mo./,./cn y /o.'l ml"d1do.• 

Los ascntasnicntos superficiales causados en el terreno junto a la excavación scgur:uncntc fueron 
pequeños (2 ó 3 cm) ya que las estructuras (de mampostcria) cercan.as a las celdas no sufrieron ningún 
daño. referencia 12 Los asentamientos calculados por ambos modelos muestran que sus magnitudes fueron 
pequeñas. Las curvas de ascntan11cnto 1nd1can que el rrci.'X1mo se encuentra a una distancia del paramento 
del muro aproximadan1cntc igual a Ja profundidad de la C'\.C;l\ac1ón Esto es n1u~ m1ponantc. ya que con el 
uso de éste proccdimacnto analit1co se pueden definir zonas de mayor nesgo. en cuanto a daños inducidos a 
construcciones vecinas. Este upo de 1nformac1ón pcnn1t1ra tomar las rncchdas prcvcntiv:i.s 

En la etapa cuatro. cuando se alcanza el nivel máximo de excavación y se intrcxiuccn cargas en el 
fondo la expansión tiende a ser menor en compar:::ición con las cta.pa.s antcnorcs. lo cual fue reportado por 
ambos modelos. En general. las e"(pans1one5 son del mismo orden que los a.scntan11cntos por lo que no hubo 
problemas de estabilidad. 

COITlO se puede observar en el a.n;ilis1s antcnor el proceso de C"Xcavac1ón es importante ~ p<xfria 
causar que la masa de sucio falle sino se cuenta con algunos ck~--ntos estructurales que ayuden a la 
est3bilidad de excavaciones como la realizada en el en.ice de la linea K con la línea q del metro. Aspectos 
importante en el proceso de excavación que se deben cuidar son el proccdimacnto de construcción 
(excavación - troquclamicnto). el mismo troquclarnicnto y la mano de obra. 

La rnagrutud de los movimientos depende de la n;::uura.Jcza del sucio. de la profundidad de la 
excavación y de las caractcristicas del sistema de soporte. La posibahcbd de que falle la excavación o que se 
daAcn a construcciones vecinas se puede evitar teniendo conocimiento de las posibles zonas de mayor riesgo 
para 1orna.r las medidas preventivas necesarias. Un procedimiento analítico como el anterior permite tener 
conocimiento de las zonas con mayor nego. ademas no requieren de mucho ticn1po de cálculo. pero si de 
estar bien documentados en cuanto a propiedades del sucio. proceso constructivo y otras variables. 
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6. CONCLUSIONES Y RECO!VIENDACIONES 

En base al trabajo realizado se obtuvieron las s1gu1cntcs conclus1oncs ~ recomendaciones sobre la 
tcoria del estado critico (modc1o C::un clay): su imp1crncntación computac1onal ~ sobre sus usos~ y sobre el 
método de los elementos finitos. 

La tcoria del estado critico. aunque t...""S la tcoria. clastopl3.stica mas antigua... describe muv 
eficientemente el comport.am1cnto de suelos arcillosos. lo cuaJ se pudo comprobar en los casos analizad~: 
cimentación superficial y excavación pr-ofund.a Una de las lim1t.ac100<...--s de la esta tcoria es que no se puede 
aplicar a suelos friccionantcs por lo que se reduce su área de aplicac1ón. sm Cfllbargo se están desarrollando 
investigaciones para aplicar esta teoría a sucios fnccionantcs 

En comparación con el modelo clastoplásuco perfecto. que ~nn1tc determinar desplazamientos a 
cono plazo. el modelo Carn clay pcnnitc prcdc:car dcspla.z.a.m1cntos a mediano plazo ya que utiliza 
par:irnctros de la consohdac1ón del sucio 

El mCtodo de los clcmc...11tos finitos. 1mplcmcntado en el programa TETS92. pcm11tc realizar 
procesos analiucos que tienen mas apego a la ric:ahdad. cons1dcr.indo proc1..."'SOS constn.icuvos y cargas 
externas~ y con la implementación del modelo Carn clay se considera clast1c1dad no hnc.a.I y plasuc1dad con 
endurecimiento a la deformación. 

El programa TETSQ2 se puede aplicar d1rcct.amcntc para analizar problemas cspccificos. pero su 
utilidad no es solo es.a. sano tambi< .. 'n dar origen a mctodos de anahs1s y diseño de obras gcotCcnicas con m.3.s 
apego a la realidad. Esto se puede hacer realizando análisis pararnCtricos de diferentes ca.sos y determinar 
las variables que más influyen y corno influyen en dctenninado problcm.a. 

Aunque el programa TETS92 maneja ciertas variables en algún ca.so especifico. contempla 
limitaciones. por ejemplo. no se puede considerar presión de poro n1 sus cambios y tampoco cambios en el 
ni'\.'cl frcático: los cuales se pueden agregar al progra.ma. 
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La implementación computacional del modelo Cam clay pcnnitc realizar :in3lisis de ca.sos 
específicos. los que deben estar bien documentados para obtener resultados significativos. aunque también 
su uso puede extenderse al análisis de pruebas tria.xiaJcs drenad.as y no dn .. ~da.s. para investigaciones 
futuras. 

Al utilizar el modelo Carn elay. en el programa TETS92. se necesita que en una primera etapa el 
an;ilisis sea por peso propio. esto es indispensable ya que el modelo contempla elasticidad no lineal que 
depende de los esfuerzos en el medio y en un principio estos son cero Adcrnás en este primera ct.apa 
considera paránictros lincak~ en su d(...'"Sarrollo. 

En el anil.Jisis de un c.:iso específico. uullzando el modelo C.am cla~. se debe tener en cuenta. que la 
presión de preconsolidación m1c1al debe ser igual a la prcs1on por peso propio rn:i.s Ja presión inducida por 
fucr7...aS de filtración rnas la presión por construcc1oncs. por lo que varia con la profundidad. En el programa. 
la presión de prcconsolidac1on m1c1al n1inima debe ser igual al JX.~º propio para cada profundidad: esto es 
un hecho 1n1ponantc ya qui.: s1 no se cun1plc con el n1in1mo. el progran1a rcpon.:irá P1ast1ficac1oncs por peso 
propio. lo cual no <....~ correcto 

Un aspecto impon.ante. es que es ncces.ano la pubhcación de e.a.sos prácticos .. ya sea de gco<:Ccnia u 
otra área. que tengan infonnac1ón acerca de instrumentación .. la cual es necesaria para corroborar. como en 
este caso, modelos tc6ricos. Aunque esta infonn.acaón no es solo para corroborar mOOclos tcóncos. es 
conveniente su publicación por que es la experiencia recabada. la cu.al es ncccsa.na para un mejor 
cnr:cndimicnto de los problemas a los que nos podctnos enfrentar. 

Por ultimo. aunque los diferentes modelos aquí tratados dcscnbcn un dctcnn1na.do comporta.miento, 
corno es el caso del modelo Cam e lay. su uso debe hacerse teniendo en cuenta que sólo dará una idea de las 
posibles fallas en el problema real y tc..'"tldr:i ciertas hmitac1oocs. pero es sin duda mejor que nada cuando no 
se tiene ninguna 1nfonnación del problcn1a a tratar 
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Subrutina que utiliui el modelo C•m cl•y 

Suhrvti•• que: calcula la matriz rla•op14stica 
!":Jf\ROtJ'TlNE r-:'AHl 1 ! P, ''~Hl, E,¡.,.--_,, ~H, J.r:r,, l:l:, F'LAH, f'I', 

:. $ rr.A, AC'. N~•Tf'. N'-:A\t~~. : ,, : • ~f·Afl': .. N~·Afl' 1 ) 
~ ................................................................................ e 
C "."ALo....-Ul.ATE.S STRl'.S!~·:::":'P.At11 HATPI)( P'":'P [.~~>-f't.A.:-:"':"I~ 

c••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••r 
:iJME.NStON' SI<.A(N$Tfl',NG.At•:;,l),A[l( ~. J¡ 
DJHENSION Sf4l,A(41,Hi41,r'>(f,41 
~ /FILE/ IINf', !-="IJT, Jf'RR, fr".AT, :LJ.4', NS':"f'P,N!!T~, "'PE:O,NPVT 
L'O t I-t, 4 

l S!IJ-SlGA(t,Ir,NNN) 
SYM-SIGA(~, IP,,NNNI 
ro:--srr..A(6, IP,NNN) 
CA.LL PQ:'IS,P,QI 

e--- -- -- - --- --- - - -- - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - ...... - - - - - - - - .... - .... - - - ·- - .. -------
e ;:'A!.o....-U~TE CLASTIC STF-'•::;s-STRA.lN MA"!"J.1%J( 1 

e---------------- -- ---- -- ----------- -- --- ---- --------------------------
:F"CNF'AR.:'.C-Q.l.A.ND.NF'AP! F'.Q.11 THí.N 
fll(-C/ 11.-.:•f'OI /J. 
·~C/(.:". •fl.•f'OI) 
r-.o ~ 1~ 
C"'IC'>I F" 
a..---t1.•cc1 •r'l'K 
J-RK• 1. ~· 11. -:: • •("O) 'i l. •I"'.:·) 

:.~ A.!.-IJ.•EIK•'·•GI/~. 

=:..-1). ·~"·-::. •'J) J). 

':"A!.L :r.F>t-..F-1.;:' lt>, 4, 41 = t l, lJ -AL 
::-1::, 11 -OL 
::0( J, l l -C'IL 
Dfl,.::1-DL 
01:. :J -A!. 
Dfl,:)-OL 
::o 11. J) -['!.. 
::.¡.:, J>-OL 
O! l, lJ -AL 
Pt4 0 4)-G 
C'JU.L .=CF<CR.:' lAü, J, Jl 
:rrsn-t.LT.0.1 ,N TCt ::: 
ro ic r-1.= 
=w:i l., J-1 .. :: 

:o A.OrI,Jl-Of!,.:¡ 
A,Z(l, J)-0(4, 4J 
P.C'":"'JP.N 

e----------- -- --- --- ---- --- ------ ---- --- -- ------- -------- ---------------
..: :"A.LC'JL.ATC r-:.A::-:-:: .--:-~F'"'·'-:'TP,3.:~1 ~_.::.-:-::--:-::.: :r -.r!C"FE;.~r:" 

:' P''.""?~I ·'.""H ·;:E:..r :. .• •·•• :.~.: :'~.":' 1. ~;¡-· . .:.;:..rE 

e 

i":'•-AEl.:c~; i'C"J 
:r1r.-;;T.OJ "":"llf;H 
F'":'-AE!${ F•:¡ 
E.uo:f" 
r-::-s-o. '5·PC 
P'!!-P' P.:-~ 
:· : : -~; ! , -P 
s :1-s;:i-r 
S: Jl-S C :O! -P 
s r 4 l •::. •.:; 141 
l"B--::. • 11. -Pe¡,·¡ J. •r-::Jl 
:'-). _, ( f'CS•PCS·!o~•$Ml 
Al l>•BB•-::-•sc1, 
A(::!-BB•C•St:'I 
"! JJ -ee•c•s 1 J; 
At4J--:=•S(4) 
~JO .1•1,J 
Dt.1}-0. 
~ 30 J.1-1, 3 

JO ec.::n•Bl.1J •01.J,JJJ •AIJJJ 
8{4)*014 .. 4) .... , .. , 

4~ XI-fPL.AM-PKJ / Cl. •tCI 
AA--·. •Pe· 11. -PHI/ 1PCs·x11 
AS-O. 

DO 40 LI-1 .. 4 
A&-AD•A(LIJ •e1LI1 

4 O C'ON't'I HU E 
BE:TA .. AA•AB 
00 50 ..J-1 .. 4 
00 50 ..JJ-1. 4 

llO 
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!.O 0(..1.J • .J)-OfJ.J. J)-8 fJJJ •R f.7} .ll'CTA 
00 60 J-1.~ 
ro 60 JJ-1.1 
ADfJJ, J) -DCJJ, J) 
ADf :J,. JI -Dt 4. 4) 

"'"'"'" CHO 

SUBR0UT1NJ: t...cAJ1;> f I P, HNN,. C. J'0 0 P.:-::-. ~M. PlJ,Jol', f:C, f'K • PT • 
l S ::.-..-,, C 1"!0 0 S I..--'l.:;:--. 1 0 N.'.:TP. N'OAU:O, Nf·AF>_'.' • -Jf'APl J c•••••••••••••••••••••••··············································•c e CJU.CttlJ.TC..."9 STR.E:..SS-S"TP.AIN 1'1).TP!X f"':'R Ct.Jt..!;~>-PF:PF'f"~ f'LASTIC e 

OIHt:HS!c.f SlG.A (N5TP:. NC..AUS. l ! • cr.:-: ( ') 
OIHT...HSJOH s1c;o ( .... sIGTR (4'. ~ :'".r>T'" f.). ~:r.r: (4) • .:-:tr.AJ'l f l) 
DIMEMSIC>I' Sf41.Dft,4J 
~ /f"ILE/ l INP, IOUT. !CPJf. 0 !nA.:' 0 ;:..>t, NSTF"f>o NST,,.. NF<.F..b,Nl"V'T 

e-------------------------- -- -- ------ --- --------- ----- --- -- ---- --------e 
e CA.LC't.JLllTE INITIJU. STflT.SS. ~:r.n e e------------------- --- -- ---- -- ---- ---- ---------------- --- --- --- --- ----e 

SlGQ¡l¡-SI<"'J.(l. :f'."ll'INl 
!'>fGO c:i -SI-..... r:::. :r • .,, ...... 
SIGO, !i•S!·~11. !í',._,,_,.. 
SIGO; 4 ¡ •5! ~/4, !f', '•N•¡• 
S....,...S!,...J.!~. !f',.,."4N• 
PC-S;.-.A ·~. ! f', NtH.ij 
sir...-.:~. :t. H'4NJ - :- • ' 

10 CA.LL r":':'IS!,;O, t--i, ;;·~ 

IFfNf'AP..:.CQ.l.AH(.NfA;:!.E;,.l~ THEJI 
PC-KO 
Pl'C'-C/fl.-::?•f'O)/J. 
~E/{::.•11.•l'Oll 
GOTCl~ 
CHOif" 

G-BK•l.~'"ll -

15 AL-(J.•ef"•4.•~J .L 
DL-{~ ... R ... -:. :J. 

-:'A!-L =t:POP.:: '.o.•. 4) 
DCl, :¡-AL 
01::. :i .. o:. 
o e J, 11 -:::.. 
on.:.-::.. 
01:: • .:i -A!. 
º'J.:,' -e-:. 
011. !J -r..!.. 
Df.:". J; -:L 
0(.l. j¡ -,:\;.. 
Ol4. •41l -G 

e----------- ---- --- ---- ---- --- -- --------- ------ ------- ------- ---- -------:: 
C CAZ..C!.·~-:c. TPIAl. S"!"~.t..s.~. S! :;:--::=-¡~,¡.:_-PL.."tEllTA!.. SI".>TP-T>:>•AL :-
e------------ -- ---- ---- ---- -- ---- -------- ----- ----- ---- --- ------- -------: 

00 40 :-:. J 
SI<:;r>-:"1"1! -0.c~~ 

::-=:i •':. -·-: • .; "º s:-:oc:.-:-~,; ... s::;.:-:;;.,: ·: : •. • ·<.•.~ .= 
.S!-:OC'"":'"'; .i •t> "·' •E;-º 
00 1'0: :-: •• 

8'"' SI".;1'P::;-s:-;o:: ._;:::.::7-;:: e-------------------- --------------------------------------------------e 
e TE>IS!C't>l ctJT-.:rr e 
e- - ------ - - - - -- - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - --- - -- - -- - - ----- - .. -------------e 

SICAA i:. :-SIG:TR, ¡¡ 
srGAA c::i-s:".>TP. <::J 
SIGAAf JI •SfGTfl: (41 
CAL.L PPCPL CSIGAA. S!c.Al. s:•.AJ, A.."'"1.. 11 
AHL1-""'11.•180./l.1•!5QJ 
lF(SIGAl .GT.RT.OR.S!-:&A:0.71'. R':'J THE.N 
rr<SIGAl .::OT.RTJ SI~l-PT 
1rrsIGAJ.GT.RTJ SIGA.J-~T 
CA1.I. PRCF'L<SIG.AA.s: ~:.sr~J.AH1..::1 
SIGA( 1 .. f P. HNN) .. SIGA.A t:' 
SI~(:! .. IP.MlN)-SI~f::J 
SIGA( J., IP.,NHWJ-PO'" 1S!,....JVt. f: 1 •~!IM'l.Af~J J 
Sl~(4 .. IP. tnlNI -srGJVlt. { _• 1 

SIGAC5 .. fP.•l'tolJf)-.: 
CALL PO:! <SIGA, PP. c,.;)J 
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SYM-SIGA ( :51., I p., NHNI 
RETU"" 
E.NOtr c----------------------------------------------------------------------c e Dftlf"T CO~IOfil e c------------------------------------------'-----------------------------c 

e 

CAL.!. rQ: ISICTR. PTR.QTR) 
R-1. 
V-1.•CC 
AC.X-CP~-Pk1 •pi'(, (V•V•SH•SMl 
BF'-6. *G' (SM•SM'"Rl<'I 

I rcNPAIU. EQ. 1. AHD. NPARl .1:0. 11 TKl:H 
P-PTR 
PC-l'CO 
GO TO 160 
ENDif" 

C PY- n.UEHCIA. 
C SIGAl5' 0 IP.NNN1--l. - ABLAHC\A.Hll:HTO. 
C SIGAC5'. IP.,,.,..1--4. - CNOURC.ClMICHTO. 
e 

PY-f"TRu,JTR•QTR/ ( PTR•SM•SH) 
PYY-ABS C PY) 
~Af!i,!";IPC"'CH 

C<:'l-Af'Sl!'"'t•r~FIJ 
~~-All.S ¡ PCO ·;. 1 
IrcrYY.G:'.f"C""::lOI ·~':'O <o~ 
IF'IQTR.GC.t'ICl.AHO.ABS(rTRJ .Le.=-=~) QO TO 105' 

SIGA'"· I Po NHNI -SYM 
P-PTR 
PC-l'CO 
GO TO lóO 

If"CSTM.CQ. 1-5'.0l 1 
SIGAl5. IP.NHNl-SYH 
P-P'TR 
PC-l'CO 
GO TO 160 
E.Notr 

If"CPTR.LT.01 SH--ADSCSMI 
0-CPTR•SHI 
R-Q/OTR 
P-PTR 
PC-PCO 
SIGA.15'. lPoHJoiNJ--3. 
IF(R.GT.11 ':"'Hf:N 
SIGA!!., If'.N,..,..1 .. 1. 
Fl-1. 
f:.N'Dtr 
GO TO 160 

9~ CA.LL NWJl'.HAl :;:-:-R.PTP.PCO,AEX.~f' • .SH.,P,-:: 0 PC,PYY 0 PC'00 0 

l !'l"lN, !i!>TP, N':>A•_'$ 0 NF ... P.:'. ~Jf-.Pl' 
IFtOTP.GE.CrC:.AHo.AR~cf'T~1.LE..to:::1 ~':"O 104 
P-Q,OTR 
SIGAI~.:;.?;~.-,.. ••<l. 
If"(R.GT.: ~C~4 
SI~C5,If.~1';•r 

Fl-1. 
PC-PCO 
E.HOI F 
GO TO 160 

104 R-Q/QTR 
PC-PCO 
Sic.AC5. If'.H'l'ISl--5.0 
IFfR.GT.ll ':">IE.N 
R-1. 
PC-PCO 
SIGA (5 0 IP,HNN> -5. O 
EHDlf' 
GO TO 160 

105 1rtsnt.LT-O • .J1 GO TO 90 
P-PTR 
PC-PCO 
SIGAC5 0 IPoNNNl-SYH c----------------------------------------------------------------------c e CALC'ULATE EFF'ECTIVE STRCSS., SIGE e c----------------------------------------------------------------------c 

160 DO 100 r-1., J 
100 SIGl:tll•SIGTRCI>-PTR 

SIGEC•J•SIGTR(•J 

112 
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1 

e----------------------------------------------------------------------e 
e CALCUUl'.TE rtNAL STPE~~ e 

e---- - - ------- - - ---- - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - ----- - --- - - - - -- .. -- - - - - - - - - --e 

" 

110 DO 1"70 J-1.,J 
1'70 S(.J)-P•R•SIGEl.11 

sc•J-R•st~E.C•> 
180 CALL PQZ (S., PP.Q;IJ 
zoo ro z10 1-1.• 
;:10 SIGA( lo tP.,NNNJ-Slll 

SlGA(6., 1P.,NNN1-PC 
SlGAAClJ-SlGAC 1 0 IP.NNNI 
SlGAAIZJ-StGACZ. IP. NNNI 
SlGAA(lJ-stGAc•. IP. NNN) 
CALL PACPLCStGA.A. SIGAl. SIGA.l. ANL.1) 
AHLt-ANL• 190. /J. 141 ~Q l 
SYM-SIGAC~. IP.NN?-1) 

1500 ~TCt!l.9Fl.;!,6) 
1600 f"OP>tAT( 15. '7Fl0. JI 

FU:TU-
ENt> 

Slll'IAOO'TlNE NWPHAl fC":'P. ~ ... ~. AET.. Bf'". ~. r.c-. re. PYT. r"C"'.lO. 
1 NNN.HSTR 0 N(Mllr.t'$.~lrAF.;:.Nt'ARll 
~ /l"ILE/ I INl", :r,o~. :r:PP, tt'AT. Il>'l,NSTf'P,NSTF'T,NPF.0 0 NP~ 

e SUBRUTINA ~e COPPIGE. t..:-~ Llf"1JER.:os EN C.L FANGO Pt.AsTtCO 
C AP~l~CtóH A LA PAI= 

Rl-1.0 

e 

NHt-100 
APFIO-lO.•• t-J¡ 
RJl.•( (PCO-::.. •pTf>) 1...,-01 
If'IPTR.LT. O. l f..:"C.--Af.:" ,ft::'>J 
lf'(PTR.•";T.O.l ¡..-::-.=r..r•" f•>:1 
RR- ( 1 PCO-=:. • i'TPJ. f•.:-,::., 
lt"CABS(f"TPl .<;T.A.f'." t••·:>) · 
PT•O • ., .. ..,. • f'<:"Q 
trcABS 1 PTRl • LT. AEIS ( 4 .• f·-:.·1 ) 
P-M" 
~PTA./ 1. 000000 • 

8 P•P•FCl 
PC-PCO·E:.~F CAE:.~· C PTP,' P-:. ¡) 
tf'O~BSCPI .LT.A.9S(f't:'l J Go'.'I T? 9 
rT•P-JllO 
P•PI •f"T 
PC•f'CO•EXP 114.CX• ( FTP.' f'-1. 
JC•SQRT 1p•1 f-C•Pl 1 
Q-SH•RC 
FA-QTR/ (SH•P.CJ 
P.E.•::..• P-PC 
RF-PTR-P 
re-er•RF/PJ: 
r-rA-,,,-1.0 
RLL-ABStFI 
lF'(P.E.L.LT.0. 401 e.o TO ".. 
RI-R.I-0.0000".. 
C.O TO =1 
CHDIF 

IFIRR.GC. C-0.~0I .ANO.PR.LT.::1.0) THEN 
PT-PCO/::.. 

10 P•RI•PT 
PC•PCO•CXP IAf:X• l PTP/ P-1. l) 
Ft(;•SQRT(P• CPC-P) 1 
0-SM'"JIC' 
FA-<:/TR/ 1 SH• P.CJ 
PE•2.*P•PC 
Rf"•PTR-P 
FB•BF•RF/RE 
F•FA·Flf-1. O 
REL•ABSCFJ 
IF(FU;l..LT.0.401 GO TO ".. 
Rl•Rt•0.00000~ 
GO TO 10 
EMOIF 

trur.Jt.LE.0.!11.At'D.P.R.GT.0.0) THEN ....... 
RP• (IC'O/;? .-PTRJ /10000. 

16 PC•PC'O•EXPCA&X•CPTR/P-1.JI 
AC•SQlltT(P• CPC-PJ J 
0-SM•.-:: 
FA-Q'l'IV (SM'"fCJ 
RE•:Z. •P-PC 
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RF-PTR-P 
r&-er•Rf"/RE 
f"'-FA-f"B-1.0 
REL-ABS(rJ 
rrfREL.LE.o.io, ·7.0 T'I".)., 
P-P•RP 
CO TO 16 
EH:'!If" 

PT-PTR 
20 P-"'-I•PT 

PC""PCO•l:XPfAE.X• f f"TP 'P-1. J J 
AC-SQftT(P•(PC"-PI 1 
O-SM•FC 
f"A-QT'IV (SH•AC) 
RE-2 .•P-l'C 
RF-PTR-P 
ra-er•P:F/RL 
F-FA-rB-1. O 
R.E.L-ABS 1 rJ 

If"IPL:t..GT.Q.l~J ~EH 

tf''ABSrPTPI .7T.A.FIS'r-:'O:::.: J r,o TO J! 
:f" APSrr"":"P) .:..-:- • .a.asir~,=- .-..--.TO J;: 

Jl P:I-ql-·).0('1000,. 
".;C -:"CI :!O 

3~ If'iPYY.t.T.t>C"'::n) :.C.~ )1 
PI-RI•0.000-, 
GO TO :o 

e -----------------
e Ht:~C<J N~ P..HAPS•:fl 

-; DO !00 I-1.NHI 
PC."-PCO·cxr (AE:.X· 1 P'TPJP-1. ) ' 
ACC-p• ¡re• Pl 
flC-SQPTI ~l 
f'"A-:'TP../ (~H•PC¡ 
Fl.t:•:. •P•f"C 
RF-P":"P•P 
rs-er•Prnu: 
r-rA-n-1.0 
OF"• PI 
RL-~·•fJ./;:.1 

::-r.-.-;:-¡R•PE:.,· ! F..L"::::H":. 
ore-sr• rf"':'-:. :i•r:-F. 
r-r-:'F"·r·n> 

<: 
e ~l".'E.·.·-: 111..~-:--P :e ;-•·• 

i'N-i'·f' ['f'" 

e 

e 

PC-?CC'"(:XPJALJ'.• f":'F.f'H·l.)) 
PC'~-i'S" CP<:'·PNJ 
PC-St;;:F":"tf>J::CI 
F"A-:-"rP '¡.:;H•PC) 
P.1:0"'.:;'. • F'N• PC 
RF•i"':"P·PN 
re-er•Pf'/PL 
f"-f'A-J'""B•l · 0 
RE::..-AP.S ( f'l 
If" ;:;.E:..LF.:.Af'F:t)) ~"!'O 11 
P-f"' 

100 C'Of;-:'!~llJ(; 

co ';'O l 

11 P-tN 
P.C'::-f'•IN:"•Pl 
P.C-S<;'F:TCPCC"l 
:.-~·?C 
P..E":'".!P."l 

l WR!TEr•.,1101JNHI 
1101 FOF7'1A':'fº..0 COHVE.P.'iE. CON °.,I~ .. ·ITERACIOHESº) 
1:00 F0""""':'(7f'l:.. ~l 
1300 F'Of!1'4ATfl~.6f"l.:.~1 

END 

SUBFIOOTINC ZEFIOR: cA.H,H> 
DIMEHSIOH A(H.,N) 
00 l I-l 0 M 
DO 1 .J-1,N 

1 A(:.,..tJ-0.EO 
RET".'P-" 
DIO 

S"flPPOf...'TINE ~.:" (':'., Po·:'J 
DIMENSION T(4} 

ANEXO 



SX .. T<1J 
SY-Tf~J 

S%-TCJI 
T'.IC'l'-THIJ 
p.,. CSX•SY•S::I I l. 
o;o-s:oc:• (SX-SYl •SY· ($Y-5:, •$=. r~=-sx1 • l- •T)(y•ny 
Q-SQFtTtQ:OI 
RETUPJ'il 
CHO 

SUR~INE; PRCPLC!>IG.srr:;1,5J'JJ,AHL. IK"l:YJ 
cc...JH /f"ILE/ IINP, IL•JT, Ir:AP, I:;AT, It.H',H5Tf"P 0 NSTfi0 NRJ:0 0 NrUT 
DIHl:HSION SIGI 1) 
GO TO (l,;:J,IK'F:Y 

1 SIGX-SIG(lJ 
!HGY-SIGC:1 
S?.GXY-Sl~l .JJ 
SlG~ (SIGX-SIGYI ;;: • 
SH-SQRT e SIGo• •: •S IGXY· •::¡ 
PM-CSIGX•5IGYll::. 
SIGl-PH•S'H 
SIGJ-F'M-SM 
r r 1A11.:.: 1 !~ r•-;.r·> :.t:. : r-' 
AN!.•'.. •. ~n--.-
'~ Te 10 

AHL•ATA.N ( S IGX'f/S %<>C"•l /:. 
I f"{Sl".>t'>. L T. 1. r:-,. 1 AN!.•JHl!.• l. ~"07 96 

10 Pl:TUP.N 

PH• !SIGl •$'.fr:;.]J 1;: . 
.:i"H- fS I ·:;1-$ f<""; l) I;:. 
SJG f 11 -f'H•SH·cos f;' - • ...,,LJ 
S I'J f;: J -PH-SH'"COS e:. •A1IL) 
Sl<".;f]J .. $H•SIN!:'. •A.ULI 

1000 f"".:'·~i!1:'<,J!,,4El0,J> 

Rt:T'!JP.H 
CHO 

BS 

A.VE.YO 
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