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DESAIUIOLLO V COMPROaACIÓN EXPERl~llENTAL DIE UNA RED 
NEVllONAL PARA llECONOCIER AUTOMÁTICAMENTE LA ACTIVACIÓN 
'IVENTlllCVLAR DENTRO DEL ELECTROCARDIOGRAMA. 

-•VMSN 
Se utiliza la metodologla de las redes neuronales para encontrar una solución 
enipúica al problema flsico de reconocer una senal eléctrica. emitida 
s-ri6dicmaente por un aenerador mullipolo. de connguración variable. que se mueve 
en el llCDO de WI conductor de vohuncn heterogéneo. como es el caso de la 
8Cl:ht.ción cardiaca. 

Dreade una plataf'onna fisica se abordan las redes neuronales artificiales. 
Haciendo uso de la tcorfa del orden y desorden se introducen alaunos ejemplos 
de la mecánica estadfstica.. en el campo del electromagnetismo ( los puntos 
criticas ) y en la di,.....ica de fluidos ( las turbulencias y estabilidad ). 
~ que llevan a funnular propiedades análogas a las encontradas en 
los sisacmas biolósicos como memoria asociativa,. aprendizaje autoconducido 
( experiencUi ). auto - organización. Dentro de este marco se construye un 
- neuronal que utiliza el alsuritmo de _.,ndizaje de la 
ietlüpi ....... ión y se evalúa su habilidad para reconocer la actividad ventricular 
en el E.e.o. Se inicia el proceso de entrenamiento de la Red NeW'onal 
utilizando una aran colección de electrocardiogramas di8italizados y calificados 
por un especialista ( en más de 500 pacientes ) . Se estudia asimismo, el 
progreso de aprendizaje y se f"ormulan las bases para su companación con los 
métodos tradicionales y su implementación en los monitores cardiológicos . 
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1 LA F~B%CA DE L~B REDES NEURONALES 

A continuación se exhiben los tipos de dificultades y problemas que se 
enfrentan cuando se estudia a los sistemas neuronales ( un siste111& con una 
multiplicidad de elementos relacionados por interacciones simultáneas ) y cómo 
la fisica ha abordado estos problemas. generando una nueva rama que ahora 
se conoce como flsica de las complejidades. 

Se empe:zará por inb"oducir la teoría del orden y desorden apoyados por los 
enrejados estadisticos ocupados por entes, que presentan alguna dependencia e 
interacción entre si. Se dan algunos ejemplos de cón10 pueden ser las 
interacciones entre los pobladores dentro de estos enrejados ( sólo 
mencionamos. de entre una gran posibilidad de casos, las interacciones de 
alcance a primeros vecinos ); asi mismo se introducina una funnalidad 
matemática para su tratamiento. Los temas de Cerromagnctismo y puntos 
criticos se presentan como casos concretos de la utilización de cs&os tnOdelos. 
haciendo ver cómo lo observado puede ser el resultado de los movimientos e 
interacciones de tipo competitivo por alcanzar un cierto orden ( estados que 
adopta la población ). Se introduce el punto de vista de la nteemlica 
estadlstica como manera de cuantificar. estos estados de orden,. estableciendo 
en panicular la ecuación de la energia ( 1.14 ). 

El componamiento de los elementos dentto del marco flsico de los modelos 
de lsing trae consigo propiedades emersentes an.a<>gas a las de algunos 
sistemas biológicos ( auto ~ organización y mernot'ia ), lo que se muestra a 
través de un tralamiento basado en las celdas de Bénard. con el cual !le ve, 
cómo el sistema trata de llegar, a través de competencia y organ~ión entre 
sus mismos elementos ( pobladores ),. a adquirir ciertos estados de equilibrio 
cohel'ente, los que se van a relacional' posterionnente CORK> respuestas, 
reacciones o blancos esperados en una red neuronal. Con dinámicas de 
conducta muy sencillas de estos sistemas se exhiben los posibles flujos,. 
trayectorias y bifi.Jl'caciones que pueden tomal', para encontrar su esaabilidad 
( atractores o blancos destinos). Estos estados van a responder o depender 
tanto de las condiciones iniciales del sistema como de la intensidad de la 
perturbación ( información ). 



1.1 TEOIÚA DEL ORDEN Y DESORDEN 

1.1.1 ENREJADOS ESTADISTICOS 

Los enrejados estad(sticos estudian a los sistemas considerando las posiciones 
e interacciones de sus elementos o partkulas.. imaginándolas dentro de celdas 
que fonnan un gran enrejado. 

Con un simple modelo estadistico, frecuentemente ref"erido CODKI el modelo 
de lsing. se puede llevar a los sistemas complejos a un sencillo pao 
riauroso arWl:isis matemático que nos conduzca al cntendinaicm&o de la 
natuntk7.a flsica del problenia. El modelo consiste en una rejilla repdar de 
sitios en una, dos o tres dimensiones. en la cual cada sitio puede ser 
ocupado de una manera A o de una manera B, donde el significado de las 
dos clases de ocupación depende del problema flsico particular que se esté -· Se considera que existe una energ(a potencial de interacción ~ EAEa o 

EaEe entre pares de sitios de primeros vecinos. dependiendo de la aa.ncna de 
ocu_,ión del par. Como ejemplo introdlOCtorio consideraremos ima mezcla 
hecha con dos tipos de átomos. como la retlcula mostrada en la .-,.. 1, en la 
- habrá algún arreglo preferencial de la ...-ra en la cual los sitios del 
enrejado son ocu.-ios por el tipo de átomos A y el tipo B. 

Esencialmente dos tipos de arreglos reticulares son posibles y ellos .,.-0 
ser entendidos desde un punto de vista flsico como sigue: 

Demos a V AD la interp-etación de la interacción potencial enbe ~ 
diferentes y V AA y V BB el potencial entre átomos isuales. Si 
V AB > ( V AA + Vue ) / 2 ,. entonces los átomos A prefieren estar cerca de 
los tiomos A e iguahnente pera los átomos B. Asl si estuv-...UOS en 
un sólido encontraríamos dos regiones distin~ una de átomos A 
solamente y otra de átomos B solamente. Si V AD < ( V AA + V1111 ) / 2,. 
Jos átomos A y B podrian tender a ahelnarse ordenadamente en poaiciones, 
a través del sólido. Si el sólido es calentado gradualmente,. .entonces los 
átomos A y B cambiarán posiciones en una f"onna azarosa hasta cerca de 
la temperatura de Curie de fundición~ en donde se vuelven a alcanDar 
agrupaciones o colocaciones con distintas f"ormaciones ordenadas ( orden que 
será definido más tarde ). 



1 LA F%S%CA DE LAS REDES NEURONALES 

A continuación se exhiben los tipos de dificultades y problemas que se 
enfrentan cuando se estudia a los sistemas neuronales ( un sistetna con una 
multiplicidad de elementos relacionados por interacciones simultáneas ) y cómo 
la flsica ha abordado estos problemas. generando una nueva nuna que ahora 
se conoce como flsica de las complejidades. 

Se empezará por introducir la teor'a del orden y desorden apoyados por los 
enrejados estad,sticos ocupados por entes. que presentan alguna dependencia e 
interacción entre sí. Se dan algunos ejemplos de CÓl1l0 pueden ser las 
interacciones entre los pobladores dentro de estos enrejados ( sólo 
mencionarnos. de entre una gran posibilidad de casos. las interacciones de 
alcance a primeros vecinos )~ asl mismo se introducid una f"onnalidad 
matemática para su tratamiento. Los temas de f"erromaanetisrno y puntos 
criticos se presentan como casos concretos de la utilización de estos tnadelos, 
haciendo ver cómo lo observado puede ser el resultado de los movimientos e 
interacciones de tipo competitivo por alcanzar un cierto orden ( estados que 
adopta la población ). Se introduce el punto de vista de la mecánica 
estadlstica como manera de cuantificar. estos estados de orden. estableciendo 
en_ particular la ecuación de la energla ( l. 14 ). 

El comportamiento de los elementos dentro del marco flsico de los modelos 
de Jsing trae consigo propiedades emergentes análogas a las de aJ11unos 
sistemas biológicos ( auto • organización y melllOl"ia ). lo que se muestra a 
través de un tratamiento basado en las celdas de Bénard, con el cual se ve, 
cómo el sistema trata de llegar. a través de competencia y organtz.:ión entre 
sus mismos elementos ( pobladores ), a adquirir cienos estados de equilibrio 
coherente, los que se van a relacionar posteriormente COlllO respuestas,, 
reacciones o blancos esperados en una red neuronal. Con dinámicas de 
conducta muy sencillas de estos sistemas se exhiben los posibles ftujos. 
trayectorias y bifurcaciones que pueden tomar. para encontrar su estabilidad 
( attactores o blancos destinos ). Estos estados van a responder o depender 
tanto de las condiciones iniciales del sistema como de la intensidad de la 
perturbación ( información ). 
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1.1 TEOIÚA DEL ORDEN Y DESORDEN 

1.1.1 ENREJADOS ESTADÍSTICOS 

Los enrejados estadisticos estudian a los sistemas considerando las posiciones 
e interacciones de sus elementos o partkulas,. imaginándolas dentro de celdas 
que f"orman Wl gran enrejado. 

Con un simple modelo estadistico,. frecuentemente ref"erido como el modelo 
de lsina. se puede IJevar a los sistemas complejos a un sencillo pao 
ri,aun:>SO análisis matenuítico que nos conduzca al entendimiento de la 
.-.rale7.a flsica del problema. El modelo consiste en una rejilla rcplar de 
sitios en ~ dos o tres dimensiones.,. en la cuaJ cada sitio puede ser 
ocupedo de una manera A o de una 1111111era B, donde el sisnificado de las 
dos claacs de ocupación depende del problema tlsico partículas" que se ~ 
tratando. 

Se considera que existe una energfa potencial de interacción EA&A. &-Ea o 
&.Ea entre pares de sitios de primeros vecinos .. dependiendo de la mmnera de 
ocupación del par. Como ejemplo introductorio considenuemos una mezcla 
hec ... con dos tipos de álomos, como la retlcula mostrada en la .-... 1, en la 
que habrá algún anq¡lo prerenmcial de la manera en la cual los sitios del 
enrejado son ocui-tos por el tipo de 61omos A y el tipo B. 

Esencialmente dos tipos de arreglos reticulares son posibles y ellos ~ 
ser entendidos desde un punto de vista flsico como sigue: 

Demos a V AD la interpretación de la interacción potencial enln:: átoalos 
difi::rentes y V AA y Vue el potencial entre 61omos i-'"'5. Si 
V AD > ( V AA + Vae ) / 2 ,. entonces los átonlos A prefieren estar ccn::a de 
los *tomos A e igualtnente para Jos átomos B. As( si estuviéramos en 
un sólido enconttariamos dos regiones distintas, una de átomos A 
solamente y otra de átomos B solamente. Si V AD < ( V AA + Veo ) / 2. 
los átomos A y B podrían tender a alternarse ordenadamente en poeic~ 
11 través del sólido. Si el sólido es calentado gradualmente. .entonces los 
átomos A y B cambiarán posiciones en una f"onna azaJ"osa hasta cerca de 
la temperatura de Curie de fundición. en donde se vuelven a alcanzar 
agrupaciones o colocaciones con distintas fonnaciones ordenadas ( orden que 
será definido más tarde ). 



Es interesan1e calcular la función de partición de uno de tales siSlemllS: 

e - P!:_ ~ ( e•p ( -l: PVv ) ) 
........ o.n-oj> 

( 1.1 ) -
donde p y F son constantes que están referidas a la probabilidad de encol1U1ll" al 
sistelna con una energía dada ( Ea ). 

Definamos los estados de excitabilidad: 

E1 = +1 para el ilomo A 
- -1.-..elálomoB 

NA. Nu = Número de átomo del tipo A y B respectivamente. 

Asl &i&j = +l 
= +I 
= -1 

Si es el par AA 
Si es el par BB 
Si es el par AD 

Considerando sólo interacciones de primeros vecinos, la interacción ~ 
entre los átomos puede escribirse en la forma: 

Vij = QE;Ej + " ( 

donde • ,. • y e son constantes. 

&;+&; 

2 

Asi la exponencial en la ecuación 1.1 es: 

) + e 

l: E&+&¡ 
exp (- p. ,¡ E.E¡ ) cxp (-P6 ~ --

2
--) cxp ( -Pe) 

donde la última exponencial e-Pe es una constan.te. 

( 1.2) 

En la función de partición cada átomo contribuye un cieno RÚlllCl'D de veces. 
El número de veces que un átomo contribuye, es igual al número de lazos que 
éste haga, esto es, el número de primeros vecinos que tenga. Por ejelnplo en 
el caso de una retícula cuadrada de dos dimensiones, cada uno de los álolnos 
tiene cuatro primeros vecinos. 



El ténnino 1: Ci + &.i como se demuestra en el apéndice A,. se .--2--· 
puede expresar como: 

E&+EJ 

2 

En general, si NA y No son constantes predetenninadas. este ténnino se 
puede ignorar porque no depende del arreglo o disposición de los átomos en el 
enrejado. El problema es entonces calcular, en la función de partición,. la 
cantidad: 

:E (cxp(-P<l~&iCj )]- :E (cxp(-H ~&iCj)) 
....,... u ......... ij ( 1.3) - -

donde H-p. 

Como es de notar,. el modelo que se describe puede ser tomado COlllO un 
modelo de f'erromagnctismo. interpretando &i """ + J como un espin hacia arriba 
y Ei - -1 como un espfn hacia abajo; de hecho los puntos más importantes 
en esta teorfa han sido desarrollados y presentados usando el lenguaje del 
f'ettomagnetismo. 

En seguida presentaremos un problema resuelto por vez primera por C>nsanger,. 
como un ejemplo panicular de cómo es evaluada la función de partición ( 1.3 ) . 
Se tratará de manera general y no con el interés original de encontrar la 
res~ analftica a los puntos críticos en el f'enórneno de tnwsición de fllse 
magnética,. sino viendo más bien Ja adaptación de esta herramienta a sistelnas 
donde existe una multiplicidad de elementos interactuando simultáncmnentc. 



. 
EL PROBLEMA OSAl'QGER . 

Considér~se una reticuta cuadrada en dos dimensiones de N celdas. donde cada 
celda puede ser ocupada de dos maneras distintas ( por ejemplo un dipolo, con 
su eje perpendicular al plano reticular; este elemento puede tener sólo dos 
orientaciones posibles designadas por 1' o J.. ). esto e~ el i - ésimo sitio lleva 
un número Ei el cual puede ser + 1 o -1 • A o B. i o J.. etc. La energia de 
interacción de los primeros vecinos es H&i&j en unidades de KT. Un estado 
particular del sistCma es denotado al dar las Ei de cada sitio. El problema 
es calcular la energia libre del sistema ( 1. 2 ). 

De la función de partición 

donde & es la suma resultante de las intel'BCCiones eneraéticas de primeros 
vecinos en un estado panicular. 

- D-lcicj - i-IS9CJ 
Q-l:e - r ne T..._._ T..._._ - -

Por tanto - p& - - l:ffci&J es la interacción total de ener¡pa del sistema 
de todos los pares de primeros vecinos en la le - ésima configmación y 

-lki&j 
-l: Hei&j y n e sipifican. la suma y el producto - pares de puntos 
1 y j que 90l'I adyacentes en el reticulado. 

Es fiícil ver que si el signo de H se cambia. Q pennanece sin cambio 
(ya que el signo de H depende de los valores que tomen las v.-iahles &1 • o;¡ ). 
Por tanto. y por conveniencia escribirnos: 

Q- :I; 1 n:&oCj 1 ( 1.4) 
T_,_ -



Como: 

e" +e·11 

---- - Coah H 
2 

e" -e·11 

---- = ScnhH 
2 y-- E1&j - ±1 podemos escribir ta siguien1e ecuación: 

e" + e-" + EiEj ( e 11 - e-11 ) ""' 2 e &•cjH 

Por lo tanto 

-· C -= Cosh H + EiEj Sinh H. 
Cosh H + &il;J T Cosh H 
( 1 + &iC;T ) Cosh H 

donde T- Tanh H. 

Sustituyendo ( 1.4) en ( 1.5 > se encuentra 

Q- l: fl(l+EiCJT)CoshH ·-­-

( 1.5) 

( 1.6)· 

a.do que _.. una retlcule de N celdas hay 2N parejas ( &iEj ) , ( excepto 
_.. N < 4) de pri-.os vecinos interactuando ( Ver apáldice B ) y teniendo 
._._ veces ( Coah H ) como parejas. se puede escribir : 

Q-Cosb"' H ~ lnc1+ &i&jT) 1 & 2NQ' Cosh2NH ·---
( 1.8) 

( 1.7) 



expandiendo el producto 

y 

1 
Q'-~ l: ( 1+C1&jT)(1 +&1r;;E1T)(l +&rn&nT). 

2 T-.•• 

2N Q' - l: [ 1 + T l: Ci &j +T2l: (&i CJ )(&L Ct) + T1'.l: (&1 C.t. )(&k &i X Cm&. } + =-- + l: r (&1&J J(Ck&t)( Em&. X &oEp )+ ... ] ( 1.9) 

La suma sobre todos los estados pretende tener todos los posibles estados. es decir 
,.~_se refiere al nú1t1ero total de posibles configuraciones que el enrejado puede 
tener. Siendo que cada sitio de las N celdas puede ser ocupado de dos maneras 
dif"erentes. tenemos que el número total de combinaciones posibles que el enrejado 
puede adoptar es de 2N. Lo que está entre paréntesis en la Ec. 1. 9, se refiere a 
las interacciones de las & • s cuando el enrejado está en un estado dado. El 
coeficiente de TL es una sutna de productos conespondientes a las diferentes 
selecciones de L. Las &'s en cada uno de estos términos ocurren por pares 
correspondiendo a los primeros vecinos y como se puede obsel'"Var. cada par no 
aparece dos veces en un mismo producto. por lo que puede decirse que no se 
repite ningún lazo. pues asociado a cada par &i &J • está un lazo que conecta el 
i - ésimo punto con el j - ésimo punto ( es decir i y j son vecinos cercanos 
conectados por la interacción &i&j. interpretada gráficamente como un lazo ). Asf 
a cada término o producto f"ormado por las parejas de e·. • le asociamos una 
gráfica o conjunto de L lazos con longitud L . Y · ya que no hay pareja &i &j 

que aparezca dos veces en un término dado. decimos en consecuencia que no 
aparece el mismo lazo dos veces en una gráfica dada. Por ejemplo~ la fig. l .2a 
muestra la gráf'".ca de ta.mano L - 10 asociada con el ténnino: 

(&1 &2)(&3 &.)(&5 &6)(&1 &sXE2 &6)(&3 &7)(&. &s)(&7 &a)(&10 c11)(c10 &14) 

:c-r :c:1 
: ::r. -·--F~. 1.2 • Una g,.nca de longitud 

10 fofn\ada pot un conjunto da I 
lazo•. 

-·--Flg. 1.2 b Una gr8flc. d9 longnud 
8 formada por un con1unto de I 
lazo•. 



Después de sumar o considerar todos los &1 s 1 en la Ec. 1. 9.. los 1érminos que 
contienen potencias impares de Ei desaparecen y no conb'ibuycn. quedando sólo 
los ténninos que contienen potencias en Ci de o. 2. o 4. Por ejemplo la sunm 
de los ténninos de la fig. l .2a nos da cero. obsérvese: 

l:(E1&2XCJ&4)(Es&6)(E1E:1)(E2&&)(El&7)(&4&M)(&7D)(&1oE11)(&1o&1") = 

""' l:(&l)',,(&i:) (&3) (&t) (&$);z(C6);z(&7);z(&a);z(E1o);z(Ell) (&1") 

Nótese cómo las primeras nueve variables están elevadas al cuadrado y las dos 
últimas no. por tanto no importa el valor que estas nueve variables mdoplen ( ± 1 ) 
darán un resultado en su producto de 1 . No asi el valor final del término 
completo. el que está detenninado por los valores que to1DC &11 y &1 .. en cada 
estado. 

( 1 ) (&11 X &1• > 
(1) (1)(1)- 1 
( 1 } ( 1 )( -1 ) - -1 
(I} (-1)(1)--l 

( 1 } ( -1 )( -1 ) ~ 

+ o 
Sumando todas las posibles configuraciones que los lazos puedan tener. nos da m1 

valor neto igual a cero por lo que la contribución del ténnino conespondiente a la 
gráf'ICll de la fig. l .2a en la ecuación 1 . 9 es cero. 

Ahora veamos el término asociado con la gráfica de la lis. l .2b; siempe en 
cualquier estado dará t y el número de 1 "s es igual al número de combm.ciones 

posibles que las variables de este término puedan tener. teniendo por tanto 2
8 

IMKlS 
dentro de la susnatoria. 

Por lo tanto~ es claro que sólo ténninos donde cada una de las &i ..,..-ecen 
un número par de veces contribuirán a Q'. Esto es equivalente a decir que 
sólo cuentan o contribuyen en Q' las gráficas en las cuale~ cada pwllO 
reticular, tiene un número cero o par de laz.os que salen procedentes de él ( o .. 
2 o 4 ). En otras palabras. la contribución gráfica debe ser superposición de 



simples poligonos cerrados que no tienen lados en común. Tales gnificas son 
llamadas gráficas cerradas. En la fig. l .3 se dan dos ejemplos de gráficas 
cenadas. Nótese que la gráfica de la figura l .2a no es cerrada y no contribuye 
a q; la fig. l .3c es otro ejemplo de una gráfica no cerrada. la cual tiene una 
contribución cero. 

L ¡ . 

b).-- ........... ~ e:)--~- -.L.. 

Asi cada término en la Ec. ( 1.9) debe conesponder a una gráfica cerrada,. pues. 
para las interacciones de nuestro interés cada Ea ocurre a una potencia de o. 2 o 
4. Por tanto simplemente consideramos todos los términos T'·. donde L es el 
número de lazos y además. ya que la sumatoria de todos los estados sobre las e; 
nos da un factor 2N. que va a ser cancelado con el 2N en el lado izquierdo 
de la Ec. ( 1.9 ). Asi podemos decir que cada gráfica cerrada de lonaitud L 
contribuye con un ténnino TL en Q' escribiendo: 

( 1.11) 

donde 9f-(L) es el número de gráficas cerradas de tamafk> L que pueden ser 
dibujadas sobre la reticula. Nótese que 9-(L) = O. a menos que L sea par. 
asi el signo de T ( y por tanto el signo de H ) es inmaterial como podria 
esperarse. 



1.1.2 FERROMAGNETISMO Y ANTIFERROMAGNETISMO 

Uno de los primeros logros en la teoría cuántica del estado sólido durante los 
aftos 2o·s.. fue el desarrollo de una teorJa de materiales magnéticos; desde 
entonces a la fecha se han venido realizando dif"erentcs trabajos,. de donde han 
surgido las ideas y conceptos que se presentan a continuac:ión, los cuales han 
sido base fundamental para innumerables estudios dentto y fUera de esta 
disciplina. 

Un rerromagneto es un material,. coni.o el hicrTo,. en el cual puede haber un 
momento magnético pennanente. La situación es complicada por el hecho de 
que los materiales magnéticos están f"onnados por pequeftos dominios. cada uno 
de los cuales lleva un momento magnético relativamente grande. La energia 
más "-.ta se obtiene cuando estos dominios o regiones magnéticas están alineados 
en tal f"onna que sus momentos Rlaglléticos se cancelan, de manera que el todo 
tiene un momento magnético muy pcqucfto. Un magnetismo pennanente se 
obtiene cuando el campo dominante ha forzado a los momentos a tornar una 
alineación paralela en una u otra posició~ teniendo que cada región magnética 
de dominio individual se integra al todo. adaptándose en una interacción de 
ma,snetización de conjunto. 

En un simple dominio magnético de tamafto fijo.. cuando la temperatura se 
eleva. el momento magnético decrece deslizándose a cero confonnc se alcanza la 
temperatura critica. la cual para el hierro es alrededor de 1 OSOº K. Cuando 
a cualquier material se le aplica un campo masnético. se le induce un momento 
maplético y • .. .-.zé8i del -•to ..... tko _..re el c••po • .,.._. .., 
le co1M1Ce como a..celtdbilitlad -...Mtica. Justo arriba de la temperatW'll 
critica. la susceptibilidad magnética es muy grnnde. de hecho ésta llega a ser 
infinitamente grande cuando nos apl'oximamos. por el lado de las temperaturas 
más altas. hacia la temperatura critica. 

Como en todos los átomos. en los penenecientes a los materiales aislantes del 
naaanetismo se puede hablar de un momento magnético ( nos rcf"erimos a los 
tnetales de transición. elementos en el cenuo de la tabla periódica tales corno el 
Cr ). También ellos tienen un momento angular conocido como •Espln". el cual 
es. por lo usual. considerablemente mas grande que el espln básico de un solo 
electrón. La pura y simple interacción entre estos momentos magnéticos es 
muy débil y es sólo importante a temperaturas tan bajas como el punto de 
ebullición del helio ( 4ºK ). La teorta cuántica predice que en este punto. la 
interacción de los momentos magnéticos podría llegar a ser mucho muy f'Uerte 
( 3. 4 J • Bajo algunas circunstancias. estas interacciones pueden ser favorecidas 
por alineaciones opuestas de espines vecinos y en algunos ottos por alineaciones 
paralelas en una misma dirección. Tales interacciones son conocidas con el 



nombre de "interacción de intercambio" ( entre espines )~ por la fonna en la cual 
éstas son manejadas. Cuando la alineación paralela en una misma dirección es 
favorecida, los espines vecinos tienden a adoptar la configuración de más baja 
ener11ta. denuo de un pequefto dominio, que corresponde a tener todos los 
espines apuntando en una misma dirección y podrá surgir como consecuencia de 
muchos 1DOmentos magnéticos interactuando. 

La contiauración energética más baja es una en la cual un dominio magnético 
se coloca dentro de una temperatura muy baja. En esta circunstancia un 
incremento en la temperatura provocará fluctuaciones de baja energía y por lo 
santo. no todos los espines estarán apuntando en la misma dirección. Esto fUe 
..-aumcnlado. alrededor de fines de la centuria pasada. por P. Curie y R. Weiss. 
a tnlvH de su ley l 5 t. Asi si ta proporción de espines apuntando en la 
dirección del campo magnético (a una temperatura Te ) es la menor de todas. es 
porque la tendencia de los espines para apuntar en esta dirección es muy baja. 
Es1e ar¡punento permite predecir. que el campo magnético deberá. de hecho. 
dcslizanc unifonnewnente a cero hasta que se alcance una temperatura dcfini~ 
en la cual la susceptibilidad magnética podria diverger conforme la temperatura 
se apn>xime a la temperatura crit~ por el lado de arriba. 

Se ha mencionado también que el intercambio enue muchos acoples. puede ser 
nuia fiavorecido por alineaciones opuestas de espines vecinos. que por las 
alineeciones paralelas en una misma dirección. Asi uno podría esperar encontrar 
n.-iales cuya configuración. a bajas temperaturas. tengan a todos los espines 
vec:ilw3s opuestos. uno en contnt de otro. Este es. de hecho, el caso más 
ti'ecuente en la mayorta de los materiales. por eso son conocidos como 
utli.ferromagnéicos. Los aislantes antiferromagnéticos son mucho más comunes 
que los aislantes ferromagnéticos; no hay en ellos momento magnético en 
coajunto, asi que sus propiedades magnéticas son mucho menos espectaculares y 
....tcn"5 no hay producción de campo dcsmagneti:zador,. por lo que ta complejidad 
de la estructura del dominio magnético no surge de inmediato. El orden 
entifenumagnético puede ser seguido con el comportamiento de la susceptibilidad 
lll8gl'lética. En las temperaturas criticas la susceptibilidad magnética en estas 
dos direcciones perpendiculues, llegan a ser idénticas. 

Las estructuras cristalinas de un sólido magnético producen fuerzas adicionales 
!IO'bn: el momento magnético de los átomos; éstas podrán tender a producir 
alineaciones en alguna dirección definida del espacio. Si esta tendencia es 
fUerte,. uno puede obtener una situación con una gran probabilidad. de que Jos 
espines estén apuntando en una de las dos direcciones permitidas. a lo largo de 
un eje particular. Esta situación suele ser explorada por el modelo de lsing. 



En 1925 E. lsing publicó un articulo en el que discutia un siSletna simple 
ferromagnético.. el cual tomó su nombre. Hablaba de un conjunto de átolnos. 
cada uno con un momento magnético o esp'n correspondiente. En tal modelo 
cada espin atómico puede estar en uno de dos estados, hacia arriba o hacia 
abajo de acuerdo a las interacciones entre vecinos. Si no hay campo 
magnético aplicado, los dos estados posibles, de todos los espines hacia arriba o 
lodos los espines hacia abajo, tendrán la misma energi~ pero si hay un campo 
aplicado, aún uno muy débil, éste podrá favorecer a una dirección más que la 
otra. lsing estudió el modelo para una dimensión, en el cual los espines están 
todos arreglados en una fila con sollirnente dos vecinos._ uno a cada lado. 
Durante los siguientes 60 aftos. grandes esfUerzos fueron realizados, sobr"e todo 
en estudios de transición de fase magnética, con el modelo de lsing en nub de 
una dimensión. surgiendo conceptos como el de longitud de correlación. 
Esta longitud es la distancia sobre la cual, los efectos interactivos en una 
expansión de desorden. llega a ser muy grande, dentro de la vecindad de un 
punto critico. Por ejemplo. en un sistema f"erromagnético, justo sobre la 
temperatura critica, si un espin es rorzado a apuntar en una dirección particular, 
entonces todos los otros espines vecinos dentro de una distancia igual a la 
longitud de correlación serán alineados con éste. es decir es corno si ellos, en 
una cierta extensión.. imitaran el comportamiento de su vecino ( esto es conocido 
como auto - organización ). En la temperatura critica la longitud de conelación 
llega a ser infinita; pero debajo de Ja temperatura critica.. hay de nuevo una 
longitud de correlación finita la cual da la distancia en la cual las desviaciones 
ocurren. 

1.1.3 MODELO POBLACIONAL. INTERACCIÓN COMPETITIVA 

Los fenómenos de cooperación y competencia que experiinentan grupos 
poblacionales que pueden ser tratados con el modelo de lsing son tan abundantes 
y familiares en nuestra vida diaria, que muchas veces pasan desapercibidos; 
mencionaremos. por citar uno de ellos. el efecto cooperativo de silencio 
producido en un gran auditorio justo al empezar una conf'erencia o un concierto, 
o el ef'ccto contrario donde el nivel de ruido puede incranenlal"Se 
dramáticamente. como en una fiesta de cocktail. Pero sin tetnor a 
equivocamos los primeros ejemplos representativos que más se han estudiado y 
de tos cuales ha surgido gran parte del modelo, que sin Jugar a dudas ha 
marcado historia en el desarrollo de Ja tlsica teórica en los últimos SO anos, Jos 
encontramos dentro del estudio del fenómeno de punto critico,. al cual nos 



referiC"cmos. Un punto critico se presenta cuando un sólido se tunde. o en c1 
momento en que se inicia la ehul1ici6n de un lh.¡uido y nos marca la llamada 
transición de fase; por ejemplo, para el tbO tu fase liquida se mantiene 
favOl"eeida en una atmósfera de presión y n temperaturas menores de 100º C. A 
los 100º e el agua se evapora y para tempcratul'as superiores a los 100º C. el 
tbO existe en su fase gaseosa. El cambio de fase que ocunc a Tb = 100º C 
es .compaftado poi' un cambio abrupto en la densidad del fluido. El volumen 
para una fllaS8 dada en la fase de vapor, es 1600 veces mas grande que para 
la misma masa en su estado liquido y su densidad correspondiente es más 
pequefta. La temperatura de ebullición Tb depende de la presión p . En 
presiones superiores a la atmosférica. la temperatura de ebullición es mayor que 
100° e y el salto, en lo que se refiere a la densidad del fluido que ocune con 
la ebullición. es menor que cuando el cambio de fase toma lugar a 100º C. 
Esta tendencia continúa gradualmente confonne la pl'esión se incrementa. La 
diferencia en densidades entre las fases liquidas y gaseosas a ambos lados de la 
temperatura de ebullición Tb(p) , decrece suavemente hasta una presión Pe 
( 218 atmósferas ). para la cual Tb ""' 374º C. En este punto la diferencia 
clesapm"ece del todo. Los parámetros Pe y Te= Tb(Pc) juntos. locali7.all el 
punto critico que determina la transición de fase conocida como de primer orden. 

Alao sen\ejante podemos decir para materiales como el hicno. donde a 
temperatura ambiente existe en su fase magnética. identificada por su momento 
mapiético~ que se maniíteSta por la capacidad de atraer otros materiales ferrosos 
y su disposición a orientarse por él mismo. hasta que su momento magnético es 
alineado con un campo magnético externo. Cuando la temperatura es 
incrementada.. el momento magnético del hierro decl'ece suavemente hasta que a 
una temperatura Te - 770° e se desvanece por completo. Este comportamiento 
es conocido coma transición de fuse de segundo orden y ha generado gran 
interés por el reconocimiento de que este problema posee una gran generalidad y 
es igual a muchos otros problemas que en la ciencia se presentan. Asi por 
ejemplo el fenómeno es parecido a los encontrados en el movimiento turbulento 
de los fluidos. en la actividad neuronal de los seres vivos o la interacción en la 
confrontación de los qlUll'ks de la tlsica teórica. Además de encontrar 
similitudes tan marcadas entre todos estos sistemas estudiados en diferentes C"amas 
de la ciencia, la actividad que ha generado ha llevado al surgimiento de una 
nueva y muy poderosa técnica y sólo por esto bastaría para que valiera la pena 
estudiarlo. 

En la flsica teórica el ataque a un problema de intel'és, tradicionalmente 
comienza (y algunas veces termina). con un intento de identificar y entender el 
modelo más simple. que exhiba los mismos aspectos esenciales que el problema 
en cuestión. El modelo más simple fue introducido por Lenz,. no obstante que 
es ahora invariablemente conocido como el modelo de lsing. A pesar que el 



dispositivo es un modelo de fürrornagnctismo ( como ya se ha mencionado en la 
sección pasada ). nosotros hemos de describirlo en términos generales. más que 
en sólo especificamcntc magnéticos. Asl el modelo considera un ordenamiento 
regular de puntos en el espacio ( una rejilla), donde el número de puntos N es 
muy grande. La dimensión del arreglo espacial. es una elección muy 
significativa en el sentido de la complejidad operath.·a que puede acarrear; pero la 
esencia tlsica del modelo se encuenlra manifestada. en un igreglo en dos 
dimensiones y lo que ocurre en un plano se puede utilizar con propósitos 
ilustrativos. La naturaleza precisa de un patrón o estado. es plasmada por la 
forma en que los sitios son ocupados en la ..-ejilla considerada cuadrada,. la 
simctl'"fa y fonna de la l'"ejilla es más una cuestión de gusto y conveniencia 
que otni cosa. Los sitios de las ..-ejilla..~ están etiquetados por un indice 
i = I, 2 •... N y asociamos a cuda sitio i una variable s.. Cada variable 
puede adoptar entre uno u otro de dos valores posibles. + 1 o - 1. Variables 
vecinas ejercen una interacción o influencia unas con otras. Esta influencia es 
expresada a través de asociar, con cada par de sitios vecinos i y j. una 
energla -JSoSJ. donde J es alguna constante positiva. La interacción es lllás 
baja con -J y mas alta con +J. acorde a si las variables vecinas tienen el 
mismo valor. o valores opuestos. Esto completa la definición del n:aodelo. 

En el modelo, el tratar de explicar Jo que significa y lo qué es un punto 
critico, es algo abstracto~ aunque la siguiente definición es fonnalmcnte 
adecuada.,. conceptualmente posee un poco de ininteligibilidad: un punlo critico, 
es detenninado por los ténninos de la gráfica de una curva cerrada. la cual 
existe en un espacio de propiedades ( nonnalmente de tempcralul'llS ) controlando 
el estado del sistema y su dctenninación seftala el hecho de que. en este punto, 
la distinción entre dos fases se desvanece. Este desvanecimiento. en el caso 
del f"erromagnctismo, se observa a medida que nos vamos aproxinumdo a Tey 
pues antes de alcan7..ar este punto se puede detectar un momento magnético neto 
por unidad de volumen. que nos pennile percatarnos de las fases q..: coexisten 
a tempcnituras menores de Te. ya que ellas son distinguibles debido a la 
orientación del momento magnético. Asl. a medida que vamos alcanzando Te 
se va perdiendo tal distinción. junto con la magnetización. En el caso del· 
modelo de lsing. dos fases coexisten en las proximidades de lo temperatura 
critica especificada: una fase con una mayoría de variables que tienen un valor 
+ 1 y otra con una mayoría que tiene el valor -1. A medida que nos V&JnOS 

aproximando al punto critico. las diferentes medidas de las dos poblaciones se 
contraen reorganizándose y sobre Te las poblaciones son csenciallnente iguales. 

En este estudio. es Util tener una medida cuantitativa de la dif'crencia entre las 
fases unidas en el punto critico: Cstc es el papel que juega el parámetro de 
orden. Q. En el caso del fluido. el parámetro de o..-den es tornado corno la 



diferencia entre las densidades de las tases liquidas y gaseosas. En el 
ferronwanetismo es tomado como la magnetización y en el modelo de Ising es 
definido por la fracción o razón de las variables + 1 sobre las variables -1. 
Clan.mente.. asi definido el parámetro de orden.. se desvanece cuando nos 
llPf'O>eimmnos al punto critico.. a lo largo de la linea de la coexistencia de fases. 
CORIO su nombre sugiere, el parámetro de orden puede ser pensado como una 
medida de tipo metódico, que localiza a un sistema que está en un estado, por 
debajo de una temperatura crítica. En el caso del magnetismo una 
confiauración espinorial estable { Si, 1 s i s N ) corresponde o detennina una 
maenetización especifica dada. 

Nuestra pró>eima tarea es dar algún sentido a los principios que metodizan los 
procesos de ordenaaniento. Para esto.. debemos apelar al resultado fundamental 
de la flsica cstadistica . La probabilidad pµ de que un sistema flsico a 
temperatura T, tenga un arreglo microscópico particular, etiquetado con µ y 
ener11ia Eµ.. es: 

-1 -Eµ/KT 
p.-= z e 

donde Z es una función de partición.. que puede expresarse como: 

~ -Eµ/KT 
Z="'-e 

K -=constante de Boltzmann y T = temperatura 

( 1.13) 

( 1.12) 

ya que los sistemas deben siempre estar en algún arreglo detenninado, y la suma 
de las pn>babilidades pµ debe ser la unidad. donde la suma se extiende sobre 
todos los posibles BJTeglos microscópicos. En la utilización de esta ecuación es 
sencratmente correcto suponer que el sistema flsico se desarrolla rápidamente a 
través de todos los arreglos pennitidos . El valor observado de alguna 
propiedad fls~ es vista como el promediO de todos los arTCglos µ, pesados 
con la apropiada probabilidad pµ,. en cada configuración µ. Un al'Teglo µ 
es def'mido por un conjunto panicular de valores S1' ... , S2'"'' ... SN'"'' que toman 
las variables en el estado µ; la configuración energética E... es entonces dada 
por la interacción total de las energias involucradas. Por lo que: 

Eµ= l: -J1J s! ... S!"'1 e 1.14 > 
< lj > 



donde la suma se extiende sobre todos los pares de sitios adyacentes. La 
probabilidad pµ ( ecuación l .12 ) es, de esta fbrma. la pt°obabilidad de 
enconttar las N variables { Si , l s i :S N ) .. con valores asignados que 
concspondan a un estado de equilibrio cnergélico Eµ. La sulll& sobr'e µ, en 
la ecuación 1.13, se extiende sobre el conjunto completo de estados µ,. de las 
posibles asignaciones en que encontremos a cada una de las N variables. 

El parámetro de orden puede entonces ser dado por: 

donde 

Q=:EQµPµ 
µ 

Qµ = __ 1 _ :Es',µ' 
N ' 

( l.ISa) 

( l.ISb) 

da la proporción ftaccional entre las poblaciones de las variables con S¡<JJ.) = + 1 y 
g¡<µ>=-1 en el arreglo µ. 

Las sumas de las ecuaciones ( 1.13, 1.14, 1.15) no son fáciles de evaluar, no 
obstante, es útil enfrentar esta dificultad, pues importantes e interesantes 
propiedades surgen de ello. 

En el Hmite en el cual la temperatura T se reduce a un mlnirno ( en la escala 
J/K. ). la ecuación ( 1.14 ) del sistema. se hallará probablemente en su estado de 
minima energia. Hay dos de tales arreglos : uno en el cual todas las variables 
81 son + t y otro en el que todas las variables Si son -1. Aunque estén 
totalmente opuestos estos arreglos, sus ordenaciones correspondientes tienen la 
misma energia y en consecuencia son igualmente probables. Un sistema en uno 
de tales estados, en algún instante, es extn:madamente dificil que pueda 
encontl'ar una fhnna de ir al otro, pero un argumento importmtte a la excepción 
de esta regla general, es que un sistema se desarrolla rápidamente a través de 
todos sus arreglos y por tanto. el estar en un estado de minitna energia.,. 
significa que debe haber pasado a través de arreglos de más alta energla ( los 
cuales tienen una probabilidad muy pequefta, de hecho totalmente insignificante .. 
cuando estamos cerca del limite de baja T ). Por tanto, en T = O, el sistema 
pennanece localizado en alguna de estas configuraciones totalmente ordenadas, en 
la cual el parámetro de orden Q ( ecuaciones 1. 15 a. b ) necesariamente tiene la 
magnitud de t. 

Ahora considere el limite de alta temperatura. Observemos que la diferencia 
fraccional ( Ec. 1 . l Sb ) para alguna configuración µ ( T • O ), tendrla un valor 
intennedio entre cero y uno. Cuando se aumenta la T, lo que prünenunente 
ocurre ~s que aparecen grupos o poblaciones con limites distinguibles sobl"e el 
enrejado, que van a contribuir en el parámetro de orden ( llevado en la suma de 



la Ec. 1.1 Sa ) en virtud de su cncrgia E,.... que no es aün lo suficientemente 
grande como para compensar el hecho de que los arreglos no tengan todavía una 
diferencia fraccional en sus poblaciones Q¡.1; así Cslos tienen determinado algún 
valor intermedio de orden. bien definido. A medida que nos empe7.amos a 
acercar a las temperaturas altas. los grupos o poblaciones se van haciendo muy 
numerosas y su orden cada vez más pcqucno . Una pcqucna reflexión. nos 
indica que estos estados son mucho muy abundantes en altas temperaturas;. 
esencialmente en T.,,. estos arreglos son ya totalmente desordenados dominando 
la suma de la ecuación ( 1.1 Sa ) y el parámetro de orden se vuelve cero. 

En el ttanscurso del desarrollo. el sis1cma pasa a través de un gran numero de 
arreglos energéticos cntrópicos E,.... donde el sistema se ve for?.ado a elegir uno. 
de entre un número macroscópico de diferentes conjuntos de arreglos 
microscópicos ( un abanico de posibilidudcs que compiten po.- tener un 
reacomodo ). En sistemas de espines de "·idrio. ejemplificado por el Eu.Sr •.• s 
y en concentraciones suficientemente altas de impurc:t:aS magnéticas. se observa 
una C0111petcncia entre un orden forro o antiforromagnélico. entrando y saliendo 
de estas transiciones, reorganizándose entre configuraciones débiles dentro de un 
aran número de estados metaestablcs. Estas son llamadas fa."ies variables. o de 
espines de vidrio magnetizado. Una detallada discusión teórica de la manera en 
que ocurre este proceso. se encuentra más allá del horizonte de este trabajo ( 4 J ; 
pero una herramienta útil con la que se puede adquirir cierta experiencia sobre 
estos procesos de ordenamiento. es apelar u las tCcnicas de simulación 
computacional del modelo de lsing. En eslas simulaciones nonnalmentc se 
presenta un arreglo microscópico inicial del enrejado y el sistema genera un 
arreglo consecuente a travCs de aplicar un algoritmo ( un conjunto de 
instrucciones) que lo van llevando a su estado final ( 6 J. 



1.2 EQUILIBRIO EN DINÁMICAS NO LINEALES 

1.2. I El EXPERIMENTO DE BÉNARD 

( Turbule•ci• - Lenau•je de I•• P~rmutacio•ea. Flucruaciones y E•t.IÑlidad ) 

El siguiente expcr-imento simple, realizado por primera vez por Bénard. pennite 
ilustrar la fisica de las perturbaciones, interacción competitiva y auto -
orgnn izución. 

Imagine una capa de fluido ( digamoS agua ) limitada por dos placas paralelas 
ho.-izontales. cuya dimensión longitudinal es mucho más grande que el ancho 
de las placas. separadas una distancia d. Dejemos libre al sistema y por él 
mismo. el fluido tenderá rápidamente a un estado en el cual. estadistiCIUllCnte 
hablando. todas sus panes senin idénticas. Así. un diminuto observador 
plantado en la base. viendo su medio ambiente, será incapaz de decir si él 
está dentro del pequefto volumen VA, o del pcqueno volumen Va (ver Fig. 
1.4 ). Es decir. todos Jos volúmenes que uno pueda deímir arl>itrlll"iwnente 
dentro del fluido. serán indistinguibles, ya que no existe ningwMt diferencia 
entre ellos y el conocimiento del estado de uno cualquiera podria ser suC"tciente 
para conocer el estado de todos los demás. independientemente de su fonna y 
de su tamai'io. En otras palabras, desde el punto de vista de nuestro 
observador no hay dif'crencia en la posición que él ocupa. ya que ahi no existe 
f'orma intrinseca que le pueda ayudar a percibir la noción del espacio. La 
homogeneidad de este sistelllB se extiende por supuesto a todas sus propiedades 
y en particular a su temperatura., que será la misma en todas partes del fluido 
e igual a la temperatura de las placas limitantes. El sistema se encuentra 
caracterizado en un particular estado de equilibrio en el cual se cumple que. si 
Tt y T2 son las temperaturas de las placas 1 y 2. respectivamente, entonces: 

.-\Te= T2-T1=0 ( 1.16) 

Placa a. temperatura T 1 



Si alguien coloca un dedo sobre una de las placas por un momento,. Ja 
temperatura en esta pane de la placa podrá ser momentánemnente modificada. 
Un incidente como éste, que modifica localmente algunas de las propiedades 
del sistema, es llamado una pert•rbac:ió~ Para nuestro sistema en 
equilibrio, esta perturbación de la temperatura,, podrá no tener influencia,, ya 
que la temperatura rápidamente llegará de nuevo a ser unifonne e igual a sus 
valores iniciales. En otras palabras,. la perturbación desaparece y el sistema 
se recupera de ella. Cuando un sistema está en un estado tal,. que la acción 
de la penurbación sobre éste, desaparece más o menos rápidamente en el 
tiempo. se dice que el estado es "estable". 

Desde el punto de vista de nuestro observador diminuto. no solamente la 
homogeneidad del flluido hace imposible que él desarrolle una concepción 
intrinseca del espacio,. sino que además.. la estabilidad del estado de equilibrio 
hace que todos los instantes sean idénticos. Por consiguiente tampoco se 
desarrolla en él una concepción intrinscca del tiempo. 

Si el sistema se empieza a calentar desde abajo, la temperatura T2 de la 
placa baja, será más alta que T1 y la ecuación que expresa la condición 
de equilibrio ( 1.16) será violada (&T.,0). En otras palabras, mediante 
la aplicación de una perturbación.. no pennitimos que el sistema alcance el 
equilibrio. Cuando la perturbación es débil ( una .:'.\ T pequefta ).. nuestro 
sistema irá cambiando hasta adoptar un estado simple y único. el cual está 
caracterizado por un proceso particular de transporte de calor desde la placa 
baja a la alta. en donde el calor será cedido al mundo externo. La 
diferencia en los posibles estados de estabilidad 9erá Ja temperatura y en 
COIUICCuencia.. la densidad y la presión que no serán uniformes. pues variarán., 
prácticamente dentro de un •estilo lineal".. desde regiones cálidas ( abajo ) a 
las frias ( arriba ). Este fenómeno es conocido como conducción térmica. 
En este nuevo estado que el sistema se ha buscado para responder o 
reaccionar a la perturbación, la estabilidad será precisada otra vez y el 
comportamiento eventuahnente será descrito en forma tan "simple" como el que 
C8111Cteriza al de equilibrio. 

Al ir cambiando· el sistema desde el equilibrio, una y otra vez, por medio 
de incrementos de AT. se observa que,. de repente. en un paso de ~T. 
que se llama critico ( AT1;: ). Ja materia comienza a realizar movimientos 
volumétricos turbulentos ( fig. 1.5 a ); este movimiento está lejos de ser azaroso; 
pues el fluido se ha estructurado en una serie de pequeftas "celdas" ( ver fig. 
l .Sb ) conocidas como celdas de Bénard. 

Considerando que el fluido cercano a la placa de abajo está cmacterizado 
por una densidad menor que el más cercano a la placa superior tendreDIOs, en 
consecuencia,. el surgimiento de un gradiente de densidad el cual se opone a 



la fuer;.a de gravedad. Esta configuración es potencialmente inestable. ya 
que si un pequen.o volumen de Huido cercano a lu placa inferior. es 
débilmente desplazado hacia arriba por una penurbación, aparece ahora en una 
región más fria y por tanto. siendo más densa. expe.-imcntarú una f'ucrza de 
Arquímedes hacia arriba. la cual tenderá a intensificar el movimiento 
ascendente. aún más ( volúmenes próximos que vienen atrás ). Si por otro 
lado. una pcquei\a gotita inicialmente cercana al plato superior es desplazada 
hacia abajo, podrá pcnetl"ar a un ambiente de baja densidad, hundiéndose y 
aumentando Ja densidad inicial del fluido en la parte de abajo . Así se tiene 
una fonna clásica de explicar. en principio, como el fluido puede generar 
corrienlcs ascendentes y descendentes ordenadas. como las observadas en el 
experimento. La .-azón por la cual estas corrientes no apa.-ecen tan pronto 
como A T no sea estrictamente ce.-o. pod.-ia deberse a que el ef"ecto de 
inestabilidad está conectado con el cf'Ccto de estabilidad atribuido a ta 
viscosidad del fluido. la cual genera una fricción interna opuesta al 
movimiento. ( en pcqueftas difC.-encias de AT la viscosidad gana y 
permanece una conducción ténnica unifonnc ); además la conducción ténnica 
tiende a "afectar" la diferencia de temperatura por causa de su desplazamiento. 
tanto del medio ambiente interno como exte.-mo. 

( b) 

w 2 
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A partir de un umbral critico Te. se tiene que. siguiendo un pcquci'lo 
volutnen de fluido a través de su camino. éste va primero hacia arriba. 
después se mueve a lo largo del plato 1 y luego se dirige hacia abajo y se 
mueve a lo largo del plato 2 y va otra vez hacia arriba. etc. Es decir. el 
movimiento de la materia está estructurado en celdas. adoptando sucesivamente 
...... rotación derecha ( R ) seguida de una rotación izquierda ( L ). Con 
esto. se puede decir que nos encontramos otra vez con el modelo de lsing . 

Pero regresemos una vez más al diminuto observador. A este nivel. su 
universo ha sido totalmente transformado. Por ejemplo. él puede ahora 
percibir donde está y donde no está. por observar simplemente el sentido de 
rotación en la celda que ocupa. Por otra pane. por el conteo del número de 
celdas que alraviesa. él puede adquirir alguna noción eficiente de espacio. 
Es decir. emerge la noción de espacio en un sistema en el cual,. hasta 
entonces. no podía ser percibido de ninguna manera,. a esto se le nombra 
............ de .... _ ..... _ 

Tal vez. la caracteristica que debe ser enfatizada en esta transición 
repentina del comportamiento. es el haber pasado desde lo simple a lo 
complejo y observar un orden y coherencia de conjunto en este sistema. 
Cuando AT mantiene la temperatura abajo del valor critico Te. la 
homopneidad del fluido en la dirección horizontal ruc interpretada en cada 
una de sus dif"erentes partes independientemente de las otras. Careda 
totalmente de importancia pennutar los pequeftos volúmenes VA y Ve 
( fi•· 1.4 ). En contraste. cuando se alcanza el umbral Te, las cosas ocurren 
CODM> si cada elemento del volumen estuviera "observando" el comportamiento 
de sus vecinos y lo estuviera "tomando" en cuenta para jugar su papel 
adecuadamente y participar en el patrón de ordenamiento total. Esto 
recuerda el concepto de con-elación entre partes distantes del sistema ( ya 
mencionado al ttatar los espines. en el caso f'erromagnético ). 

El experimento es peñectamcntc reproducible y realizándolo en las mismas 
condiciones experimentales. se puede ver siempre que el patrón de 
convección aparece en el miSRK> valor umbral Te. Una vez que la 
dirección de rotación es establecida.. ésta permanecerá asi en cada celda.. 
hasta que alguna penurbación suficientemente grande la obligue de nuevo a 
cambiar. No obstanle que se tiene la posibilidad de dos situaciones 
cualitativamente diferentes que pueden originarse justamente después del 
umbral cr•tico Te, sólo una aparece. 

Tan pronto como una .dT excede apenas delicadamente la Te. las celdas 
podrán aparecer. por tanto, este fenómeno esta sujeto a un detcnninismo 
estricto. En contraste. la dirección de rotación de la celda es impredecible 
e incontrolable. La forma panicular de la perturbación que puede haber 
prevalecido justo al momento del experimento~ decidirá si una celda dada 



será derecha o iz.quierdu. Llegamos así a una cooperación notable entre la 
oponunidad y el detenninismo9 la cual es una dualidad familiar en biología 
desde la era de Daí'W'in ( selección evolutiva. por mutación natural ). que ha 
estado hasta ahora limitada a las ciencias biológicas. 

Lejos del equilibrio - cuando la pcnurbación es suficientemente fucnc - el 
sistema puede ajustarse a su medio amhicntc de '\f..trius maneras. El que varias 
soluciones sean posibles para los mismos valores de los parámetros. hacen. en 
consecuencia. que sólo por probabilidades se pueda decidir cuóles de esaas 
soluciones se alcanzarán. El hecho de que entre varias alternativas sólo una 
haya sido retenida9 confiere al sistema de una dimensión histórica. de •IK•n• 
claM de .. me...,ria" q•e le rec•erde •• e~e•lo pasado que ••~o l•a•r e• •• 
mome••o critico, el c•al afectará •• evol•ciiH1 posterior. 

La posibilidad para describir., a travCs de estos conceptos fundamentales. el 
componamiento de ambos, seres ,,¡,..·icntcs y sistemas fisicos. no es algo 
ordinario9 pues ni en el mejor desarrollo de hace unos ai'\os. pudo haber sido 
pronosticado. 

1.2.2 SISTEMAS DINÁMICOS ATRACTORES 

A lo largo de este capitulo nos hemos estado refiriendo a estados de equilibrio, 
a la estabilidad. las perturbaciones y las tlucluaciones. de una fonna poco 
operacional. Ahora entraremos a un punto de vista más dinámico. apuntando 
a establecer la relación entre estos conceptos y las relaciones que gobiernan su 
evolución en el tiempo. 

Considere un sistema que se desarrolla en un ambiente con el que está 
interactuando. a través de cambios de ciertas propiedades9 las cuales llwnaremos 
flujos ( ver fig. 1.6 ); como resultado de estos intercambios. las variables propias 
del sistema { Xi ) describen el estado instantáneo en que se encuentra al 
transcurrir el tiempo. Estos estados se van desanollando hacia valores que 
están típicamente caracterizados por un estado particular del medio ambiente 
{ Xi.e ) . La evolución en el tiempo de tal sistema puede ser detenninada por 
un conjunto de coordenadas generalizadas. Así. un punto en este espacio. 
representa la condición instantánea del sistema. Este estado espacial, puede 



ser ya sea continuo ( una particula moviéndose con amortiguamiento o fricción 
en un potencial con varios minimos ) o discl"eto ( coRlO en el caso de N 
espines de lsing ). El sistema puede ser descrito por muchas coordenadas 

..:r1. X2. . .. ..:t'n. que pueden presentarse como las componentes de un "ector de 
u estado.. X • que tiene los puntos Umites de arribo estables X•. El sistema 
flsico ( Xi ) puede denotar temperatura. velocidad hiJrodinámica. polarización 
eléctrica. etc. y en un sentido más general. pensando en el dibujo de la fig. 1 .6. 
éste puede sel" aplicado fuera del dOminio exclusivo de la ciencia flsica. 
Como por ejemplo. a una sociedad human, donde las Xi pueden representar 
la población de trabajadol"es ejerciendo diferentes clases de actividad económica 
o como en Ja dinámica de comunidades estudiada en ecologia, donde la 
evolución en el tiempo de Jos estados sucesionales. dependen de los estadios 
previos. cte.~ pero sea cual sea la interpretación detallada de Xi. su evolución 
frecuentemente puede ser dada. desarrollándola en la siguiente f"orma aeneral. 

dXi 
--- = Fi (Xi •.... ,Xn; A.1 •....• A.m). ( i =l •... , n) 

dt 
( 1.17) 

en la cual. Fi denota la ley, razón o costo y A.1 ..•• A...n son un conjunto de 
parámetros presentados en el problema. los cuales pueden ser modificados por el 
mundo externo. Nosotros llamamos a estas cantidades parálnctros de control. 
Un rasgo caracteristico imponante, encontrado en la basta mayoria de los 
ejemplos de la natural~ es que las F's a las que nos referimos. aon 
complicadas funciones no lineales de x·s. Por ejemplo en un fluido en 
movimiento. éste tiene que ver con el hecho del transporte de sus propiedades 
tales como la energla, que es llevada por su propio 1110vimiento y en una 
población animal o humana.. la no linealidad puede reflejar el proceso de 
comunicación. competencia. crecimiento o el cambio de inf"ormación. 

Flujos 

MEDIO AMBIENTE 
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Para ilustrar algunas de las propiedades generales de los sistemas no lineales que 
hasta aqul se han venido manejando y aclarar un poco más los conceptos en tol'nO 
a ellos. tomaremos uno de los ejemplos mas sencillos que la ecologia nos brinda: 
El crecimiento logistico de una población desarrollándose en un ambiente dado. 
Este es modelado a través de ecuaciones en diferencias finitas, que se definen 
como entes matemáticos que tienen la fonna X1+1 = f(Xt ); esto es. una sucesión 
de estados posibles que comienzan desde alguna condición inicial y se 
desenvuelven en el tiempo, donde et estado actual del sistema depende de la 
historia anterior. Muy concretamente hablaremos de la ecuación 
X•+ 1 = A.X, ( 1 - x, ). para O S X• s 1 • donde A. juega el papel de panUnetro de 
control. el cual puede tornar valores entre O s A. s 4. 

Este ejemplo aparentemente ajeno,. exhibe propiedades genéricas. que pueden ser 
relacionadas tanto con et experimento de BCnard como con los cambios de 
transición de fase ocurridos en los puntos crlticos que hemos discutido 
anterionnente, lo que haremos notar más adelante. 

ObseTve el punto X• = f(O) = O; X• = A.O( 1 - O ) = O; es decir no impona 
cuanto valga t la función siempre estará en el origen. esto es si X* em •• 
pll•to ftjo e•tomces debe «••plir x• = f(X*). 

Vea como el origen es un punto fijo para toda A.. ¿Pero habri alsún otro 
punto fijo más ? ; si los hubiese. estos puntos fijos deben satisfacer la condic:ión 
x• = f( x•) = A.x• ( 1 - x•) = x• = 1 - tn. donde x• debe .,.,....,._r • 
X•e(O.I] y por lo tanto O< 1- In.< 1. Asi que el nuevo punto fijo X• 
permisible. se presenta sólo cuando A es mayor que uno~ A;;:!:: 1 ~ con Ae(l.4). 
Veamos este resultado en un análisis gráf"aco ( Fig. 1.7 ). Para A. < 1 la 
paníbola yace por abajo de la diagonal de la identidad y el oriaen es el único 
punto fijo. Conforme '}.. se va incrementando, la parábola se va haciendo más 
alta. llegando a ser tangente con la diagonal en A. = 1. Pm"a A. > l la 
parábola intercepta la diagonal en un segundo punto fijo x• = 1 - 1/A y el 
origen pierde estabilidad. 

¿ Qué estabilidad pueden tener estos puntos fijos que hetn0s cncontl'ado 7 Para 
averiguarlo situémonos un momento en el origen y supongwnos que en un cierto 
momento se presenta una fluctuación provocada por una pequefta perturbación que 
nos saca un poquitito del origen ( tal vez la emigración de unos cuantos anhnales 
que han sobrevivido después de haber cruzado una barrera geográfica y por tanto 
pueden llegar a ser los primeros colonizadores en una ciena área ). 

Desde un punto de vista gráfico y apoyados en ·1a fig. 1.8.a donde ).. = 2.5 > 1, 
observamos que el punto con coordenadas ( Xo. f( x.. ))~ en vez de regresar al 



estado de equitibrio localizado en el origen. se aleja rápidamente de él ( es to 
que se conoce como punto de equilibrio inestable ) . Es decir a panir de un 
estado inicial que no es el origen. la evolución del sistema se desarrolla 
aproximándose monótonamente a un estado de mayor estabilidad. conforme 
t ~ oo => X(t) -+ x• . En estas condiciones se garantiza que cualquier 
trayectoria que comience a una distancia dada de x• converge a x• 
conforme: t -. <JO. 

La razón de cambio. o la rapidez con que dos estados cercanos dados, se 
acercan o se alejan entre si. nos lo dá la derivada, es decir la estabilidad de un 
punto fijo depende del multiplicador f '( x•) = A. - 2A.x• . Asi pues. para 
f'(o) =A.. de la discusión anterior. el origen es estable siempre y cuando A.< l 
e inestable para A. > l . En relación a los otros puntos fijos tenemos que 
f'(x•)=A.-21-.(1-1/A.); f'(x•)=2-A.. por tanto el punto fijo x•=l-1/A. 
es estable para -1 < ( 2 - A. ) < 1 • es decir para 1 < A. < 3 y es inestable para 
A.> 3. 

Asi podemos decir que e\ punto fijo x• es un estado de equilibrio 

i.)- A.tractor. si sucede \ f'(x•) \ 

ii.)-RcP11lsor. si \ f"'(x•) \ > 1 

iii.)-1 ... lretreate o Me-.. ble. si \ f'(x•) \ = 1 

iv.)- S•per A.tractor si \ f'(x•) \=O 

y en una -fonna más general definiremos un atractor como un conjunto cenado 
A con las siguientes propiedades: 

t.- A es un conjunto invariWlte: cualquier X(t) que arriba a A.. permanece en 
A por todo el tiempo. 

2.- A. atrae a un conjunto abicno de condiciones iniciales; es decir hay un 
conjunto abierto U contenido en A tal que si Xo e U.. entonces la distancia 
desde X(t) a A tiende a cero cuando t -+ cci. Esto significa que A atrae a 
todas las trayectorias que arrancan lo suficientemente cerca del attactor. Lo 
más grande que la tal U puede alcanzar es llamado la base o cuenca de 
atracción de A. 

3.- A es minimal. es decir. no hay subconjunto propio de A tal que satisfaga 
las condiciones l y 2; por to tanto no puede haber un atractor dentro de otro 
atractor. 
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En la Fig. \.9 vemos que X• se va bifurcando; primero sólo tenemos el 
origen como único arribo posible. a1canzado después de un cierto tiempo. cuando 
A< \ • es decir en et intervalo A.el O, t ) . Aqui el Ultimo estado alcanzado es 
lo que se Uama ( en el caso ecológico ) extinción. Ahora bien en A.. o= l una 
bifurcación transcritica ocurre~ pues si A. adquiere un valor más allá de 1,. 
aparece en escena X1 •. donde para estos valores de A.. el origen ha pasado a 
ser un punto fijo de equilibrio inestable y el punto fijo x,• que se ha originado. 
ha nacido como un punto de equilibrio atractor estab1e. en el caso cco1ógico 
adaptación natura\. Si vamos deslizando i.. a travCs del intervalo A.e{ 1 .. 3), la 
escena se mantiene cua\ita.tivamente más o menos igual pero en e1 limite de 
transición, cuando A. se hace 1 igeramcnte mayor que 3 aparecen dos nuevos 
puntos fijos mtis X2• y X:t* con equilibrio estable. mientras X1• pierde 
estabilidad y se convierte en un punto fijo de equilibrio inestab1c rcpulsor. A la 
bif"urcación que ha resultado se le Uama una bifurcación excitada de doble ciclo. 
(ver fig. \.\O. asi como el apéndice e). 

Para conocer el intervalo de 1a estabilidad de los puntos de equilibrio que han 
surgido X2• = p y X:i• = q calcularemos el multiplicador: 

_d_ ( f(f(x))) = f'(f(p)) f'(p) = f'(q) f'(p) 
dx "-P 

y lo resolveremos pam 1 f'(q) f'(p) 1 < 1 

Note que el mismo multiplicador es obtenido en X= q. esto "-"S por la simetria 
del ténnino finul de arriba. Por tanto, cuando p y q se nunifican en una 
bifurcación. ellos lo deben de hacer simultáneamente. 

Las diferenciales para p y q son: 

Í'(q) =A. - 21..q f°'(p) =A. - 2A.p 

por lo que 

f'(q) f'(p) (A. - 2A.q) (A. - 2A.p) 
=A. ( 1 - 2q ) A.( 1 - 2p) =" l 1-2(p+q)+4pq} 

y como la suma y et producto son: 

p+q y 
A.+ 1 

p q = ---.,_-.- ( ver apéndice e ) 
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2( A. + 1 ) 4( A. + 1 ) 
f"'(q) f"'(p) =A.' 1 1 - A. + A.' 1 

A.2 + 2A. (;. + 1 ) + 4( A.+ 1 ) 

=4+2A-A.2 

A.si el doble ciclo es linealmente estable para f 4 + :?A. - A.:: J < J 

es decir para 3 < A. < 1 +../6". 

Los subsiguientes resultados son dificiles de sacar de manera analitica.. por tanto .. 
para conocer el comportamiento en la región cuando A crece aún más .. 
senerallnente se apela a los métodos numéricos y a argumentos gráficos . De 
hecho. los resultados obtenidos hasta aquf se pueden confirmar fácilmente en 
fonna numérica con una calculadora de bolsillo. 

Asl. si incremenlanlOs A para alcanzar un nuevo valor 
Xn tenni.nan en una secuencia la cual es sólo repetida 
( tia. 1.11 ). Vemos que se ha duplicado el periodo, 
periodo dos anterior, el valor ha sido doblado. 

critico A.2. los puntos 
después de 4 pasos 
pues con respecto al 

Si vamos incrementando A más y más, en una secuencia de valores crlticos 
A. i. ( donde k es un paso de tiempo ). el periodo se dobla en cada ocasión, 
siendo as' corno se va construyendo la fig. 1. 9, la cual muestra una secuencia de 
bifUrcaciones con una regla de evolución de doble periodo. 

El periodo se dobla en una secuencia de valores crilicos Ar. A.2 ••.• donde. más 
alié de un valor critico A... el desenvolvimiento llega a ser más y más irregular 
- convatir.oe en caótico ( fig. 1.9 y 1.12). Cada bifurcación, ilustra las 
ramificaciones posibles o altemativas de soluciones para la ecuación no lineal. 
li''-k•memte, elle tlell0t8 ••• t ... -*i6a de f•11r cte.de •• eslatlo de et1•1Hltrio, 
• - •-o y .-lllle es- de eot•lli•rio. Y si el eot•ill- n e•te..,.ido 
- •• - de --..1rta. e•to-a .. llFll•llkló• de f•oe sis•Hlc:• •• 
.,._.,1m1e•te • lllmetrim, la e•.. n e••...,• por fmel'Z89 de ft11et•mci6a. 
Un sislelna con un orden total, tiene la mas alta de las simetr:las. todo 
homoséneo. todo igual. estructuras idénticas que se repiten como las de un 
cristal. Sin embargo este orden se puede perder a través de bifurcaciones 
( transiciones ). Se dice que la alta simetría que corresponde a un alto orden se 
pierde en cada transición de fase, adquiriendo estados los cuales tienen menos 
simetría y menos orden (por ejemplo. el paso de sólido a líquido y a vapor en el 
caso del agua ya mencionado ). Otro ejemplo Jo encontramos en el caso del 
experimento de Bénard donde Ja capa de fluido calentado desde abajo llega a ser 
inestable y el estado de convección estacionario desarrolla círculos ( fig. 1.5 ) . 



Esle caso significa una lransición de tase con rompimiento de simctria 
porque una fluctuación pequeftisima causa que el sistema adopte alguna de las 
dos direcciones posibles. El ejemplo mues1ra que la transición de fase y el 
rompimiento de simetría son causados por un cambio de parámetros externos 
que conducen eventualmente a un nuevo patrón espacio - temporal de carácter 
macroscópico de simetría y de orden emergente inesperado. 

1.2.3 SIGNIFICADO DE AUTO-ORGANIZACIÓN. 

Una de las propiedades que emergen de las secciones anteriores es la auto -
organi7.ación. la cual descansa sobre la habilidad de los sistemas dinámicos no 
lineales. construidos por millones y millones de elementos interactuando para 
crear y sostener ( cuando ellos están alejados del equilibrio ). estados de la 
materia que exhiben regularidades. las cuales serian extremadamente dificiles 
de estudiar bajo condiciones individuales. Estos sistemas con muchas 
interacciones que se desenvuelven hacia estados críticos. se han venido 
esaudiando a través de considerar sus elementos separadamente y con 
mecanismos microscópicos individuales y casi siempre utilizando técnicas 
lineales,. asumiendo que la respuesta de estos sistemas. es proporcional a la 
pe......_,ión. 

Intuitivamente. un ejemplo lo podrjamos encontrar pensando en un grupo de 
trablUadores. o más exactainente en el comportamiento organizado de ellos, si 
ceda babajador actúa en una forma bien definida bajo unas órdenes externas 
dadas por el jefe. Se entiende que el comportamiento asj regulado resulta en 
una acción conjunta para producir algo. Si en el mismo proceso no hay 
órdenes externas dadas a los b'abajadores y trabajan juntos por algún tipo de 
entendimiento mutuo~ cada uno hace su trabajo y as' colabora en el resultado 
de producir algo. estariamos hablando de auto - organización. Las órdenes 
dadas por el jefe. son Ja causa de las acciones subsecuentes de los 
trabajadores. 

La auto - organización es un comportamiento conjunto. de caracterfsticas 
emergentes generales. poco o nada dependiente de la individualidad de la 
mecánica microscópica. donde las caracteristicas globales del sistema no 
pueden ser entendidas por analizar sólo las panes separadamente. Son 
sistemas no lineales donde eventos mínimos provocan reacciones grandes. Su 
dinámica busca alcanzar estados estables motores,. que surgen de la turbulencia 
global del comportamiento cooperativo de miles de unidades actuando en una 
annonfa y en un orden. 
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C::ONC::EP'rOB NEURONALES BABXC::C>B 

En este capitulo se establece la analogía entre Jos conceplOS flsicos 
expuestos en el capJtulo uno y las redes neuronales, estableciendo asf los 
lllOdelos que pennilen entender su tllncionamiento a prime111 &pr'Oxi111&eión y 
nos gufon en el camino hacia la construcción de una red anificial y en 
panicular la que se conoce como de multicapas de alimentación progresiva.. 

Se muestra cómo, utilizando el postulado de Hebb dentro de nuestro 
marco flsico, emerge una potencialidad de cálculo en dichos modelos .. 
expresada por la capacidad de aprender y por la f'"onna en que adquien:n 
habilidades parecidas a las mentales, tales como memoria 830Ciativa y 
reconocimiento de patrones. 

La relación con las redes de alimentación progresiva se eslablece 
definiendo una neurona artificial. que se sustituye o se coloca denlro de 
una celda del modelo de lsing; con estas unidades, que se llaman 
perceptro~ se fonnan capas, cúmulos o aglomeraciones neuronales. que 
se interconec::tan entre si para interactuar y fbnnar arquitecturas multicllpms 
donde la inf"onnación va pasando progresivamenle de capa en capa. 

-



:Z.I PROCESAMIENTO DE DATOS EN UNA RED NEURONAL. 

2.1.1 INTRODUCCIÓN 

Es sabido que el más eficiente sistema en procedimientos de análisis y procesos 
de cómputo es el cerebro humano. Pero sin ir demasiado lejos9 tenemos que 
sistemas biológicos simples ejecutan manipulaciones de sei"lales más allá de las 
capac:idades alcanzadas por nuestros más modernos y sofisticados sistemas. 

Los procesos de control y Jos mecanismos de transmisión de información que 
los seres vivos utilizan en sus actividades cotidianas, superan a las técnicas más 
avanzadas creadas por el hombre . Por tal motivo. muchas investigaciones 
motivadas por tal eficienci' tratan de imitar. de alguna manera~ los sistemas 
bioló&icos. para resolver una variedad de problemas complejos que la naturaleza 
nos presenta cotidianamente. En este sentido. Ja flsica conlribuye desarrollando 
ntétodos con los cuales se puedan construir herramientas para encontrar 
soluciones empfricas a eslos problemas, en f'"onna análoga a como lo harfa un 
sistema biológico y al mismo tiempo, al crear artificialmente algunas de las 
propicdmdes de la mente ( reconocer formas, recordar, aprender. asociar, clasificar 
,.uones. evocar inuí@enes, ver, hablar. ele. ). se ha empezado a tener un 
conocimiento leórico formal del funcionamiento de estos procesos y aunque se 
esüi aún muy lejos de entenderlos por completo, los intenlos de imitarlos han 
.nojedo valiosos conocimientos. que han tenido gran aceptación en Jo que se 
conoce hoy en dfa como neurociencias. generando una retroalimentación entre la 
biologJa y la tlsica. 

La célula es la estruclura básica de cualquier ser vivienle y es la célula 
neuronal la unidad básica del lejido nervioso ó neuronal. Como cualquier 
célula, posee una membrana, la que separa el medio in1erior del exterior. 
Ésta jucp un papel de fimdamental importancia en una de las actividades de Ja 
neurona,, la actividad ek!ctrica. La membrana posee cienos eslados flsicos 
que le permiten controlar la carga eléctrica exislente entre el interior y exlerior 
de ella y establece corrientes eléctricas ( flujo de iones ) que causan cambios en 
el potencial a través de ella, los que son observados como pul50s de vollaje y 
llamados ~..._. .. .M:c..,_. Los pulsos o disparos llevan inf'"ormación. 
la cual se puede ver como una secuencia de pulsos ( un tren ). con detenninada 
frecuencia, definida por el tiempo en que el polencial de membrana de Ja 
neurona transmisora es capaz de regenerarse. Los pulsos viajan a lo largo de 
una fibra larga llanusda ...,.._, distribuyéndose a través de ramificaciones, para 
alcanzar otras neuronas. 

Las neuronas también actúan como receptores de información, recibiendo los 
pulsos que le entran por los silios denominados ....._.....,, donde se realiza el 
contacto entre neuronas. Esta infonnación se incorpora a Ja que proviene de 
dif"erentes sinapsis. procedcnles de otras neuronas. [)entro de Ja neurona la 



infbnnación es procesada,, resultando en Ja producción o no.. de una respuesta o 
reacción que Ja neurona transmitirá a sus compaileras, repitiéndose el proceso en 
tal fbnna. que la inf"onnación se propague por la red neuronal, desarrollándose asl 
un trabajo conjunto. auto - organizado, del procesamiento de la infonnación para 
dar una respuesta global. sobre la solución de un problema o la ejecución de una 
tarea. 

La ftecuencia de disparo de una neu.-ona está detenninada en ~imei:a 
aproximación, por el efecto acumulativo de un gran número de s1naps1s 
excitatorias e inhibitorias al cuerpo celular en un corto intervalo de tiempo.. Es 
decir la combinación de entradas excitatorias e inhibitorias podrán variar la razón 
de disparo, a través del arribo de un pequcfto número de neurotransmisores 
excita.torios e inhibitorios que afectan la frecuencia de disparo de la neurona. 
Parecido a como desarrollan el trabajo las neuronas en Jos sistemas biolósicos. las 
redes anificialcs. aJ imitar estos procesos.. emplean configuraciones o circuitos con 
arquitecturas que ejecutan procesamientos de datos en paralelo y por tanto no 
sufren del problema secuencial. que frecuentemente es un cuello de botella en las 
computadoras convencionales. Oc.ro punto importante que vale la pena seftalar,. 
es el que se refiere explícitamente a Jos algoritinos o a los nlétodos rt11idos con 
los cuales tradicionalmente se resuelven Jos problemas. Opuesto a esto. las 
rc:dcs neuronales artificiales tienen la habilidad de aprender a resolver los 
problemas con base en la experienci8y como una f"unción de aproximación 
dependiente de las excitaciones de entrada. 

:Z.1.2 LA NEURONA BIOLÓGICA. UNIDAD BÁSICA DEL SISTEMA NERVIOSO. 

Cuando a Frank Rosenblatt.. creador del Perceptrón. unidad utilizada en casi 
cualquier red neuronal artificiaJ ( R.N.A. ). se le preguntaba como es una 
neurona.,. él solfa responder: ¿ acaso hay alguien que sepa como es un electrón ? 
Pues bien. aunque nadie sabe lo que es en realidad una neurona. el 
conocimiento que se tiene de ella es bastante amplio. pero sin ernbar"go en esta 
ocasión.. sólo haremos una breve resefta de la célula nerviosa. con el fin de 
f"amiliarizarse con algunos aspectos biológicos. principalmente los rcf"eridos a sus 
propiedades electroquimicas.. su dinámica y sus interconexiones ( sinapsis ). ya 
que muchas veces~ a pesar de realizar el análisis matemático de la dinálnica de 
algún modelo neuronal en fonna correcta.,. no se alcanza a interpretar el 
significado y alcance de las ideas fisicas involucradas~ o se pasan por abo; 
caso concreto fue el sucedido a N. Wiener en 1948 quien desarrolló .. de f"onna 
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excelente y clara, a lravés de teoría de grupos y con mecánica csladísticu ( 7 J .. 
la dinámica colectiva de un gran nítmero de unidades relativamente simples; su 
lrabajo fue de poco inlerés cienlifico husta que fue retomado 30 unos más tarde 
por John Hoptield ( 8 J. quien conjugó estas ideas en una interpretación biológica. 
dándole formalidad matemática a tCrminos biológicos, resaltando cualidades 
comunes, rclacionundo términos aparentemente distintos y cfoctuando unalogias y 
equivalencias que enriquecen amhos punlos de visla 1 9 J. 

AsJ, empezaremos refiriéndonos a la maravillosamenle sorprendente acción 
compleja de Ja --..... u la que se le alribuyc la responsabilidad de la 
actividad celular, para producir y transmitir tanto set'laJcs químicas.. como 
eléctricas. Las propiedades de Ja membrana suelen encontrarse principalmente. 
dentro de cualquiera de las tres clases de los siguientes mecanismos o estructuras 
caracteristicas: bombeo, canales y receptores., las que iremos tratando de manera 
superficial en el momento adecuado. a medida que vayamos avanzado. 

Dado que tanto el medio C)(tracclular- como intracelular son ricos en iones 
( Na". cr. K'. Ca'". entre olros ) y que Cstos se encuentran en distintas 
concentraciones. se produce un.u diforcncia de voh.ujc. entre el interior y 
exterior de la célula. conocido como a:.>&e89Clel .me ....,_..... que en estado 
de reposo es típicamente una diferencia de voltaje de 60 - 90 m V. presentado 
entre las paredes interiores y exteriores de la memhrana celular ( el interior 
negativo con respecto al exterior ). En este estado de reposo de la neurona. 
la DlC'mbrana celular es muy poco permeable al Na'; sin embargo, el 
coeficiente de permeabilidad de la membrana al Na• ( PNM ) puede incrementarse 
y esto sucede cuando la célula neuronal eslá descargándose o produciendo su 
potencial de acción. Si la penneabilidad de la membrana cambia,. entonces la 
ca•da de voltaje ( V ). entre el interior y exterior de la cClula cambia. Durante 
el estado de reposo Ja neurona. presenta: J>J'l.a ~ O y V ~ -75 mV, pero en el 
pico del Polencial de acción V ~ + 50 mV y la PN.. esta elevada. 

Durante cualquier potencial de acción que se produ7..ca. hay un tlujo temporal 
de Na' entrando a Ja célula. que incrcmcnla cJ voltaje de mcmbran~ seguido 
de un flujo saliente de K... que restablece el potencial de) estado de reposo. 
Para mantener las conccntraciónes iniciales. un sistema llamado bomba de 
sodio- potasio. continuamente saca sodio del interior de Ja célula y mete potasio 
a la célula, recuperándose el gradiente de concentración después de que el 
polenciaJ de acción se ha producido. Cada bomba mueve alrededor de 200 
átomos de sodio y J 30 iones de potasio por segundo. Una neurona puede 
lener millones de tales bombas moviendo cientos de millones de iones hacia 
dentro y f'uera de la célula cada segundo. Estas moléculas orgánicas son 
mucho muy complejas pero literalmente bombean Na" hacia f"uera y K• hacia 
dentro. en contra de sus gradientes de concentración por medio de secuencias de 
reacciones metabólicas y químicas que consumen obviamente energía. 



Una célula que está disparando ( produciendo un potencial de acción ). .-educe 
su nivel de potencial. comenzando desde un valor aproximadamente de -75 
milivolts.. hasta que súbitamente durante el disparo. el sodio y el potasio 
fluyen en sentidos contrarios. para que después de unos milisegundos. el 
interior de la célula llegue a ser aproximadamente unos 50 milivolts~ positivo 
con respecto al exterior. Esta polaridad contraria. es responsable del 
impulso nervioso que cone a lo largo del ••ó• hasta alcanzar las conexiones 
presinápticas ( el axón es considerado como una linea de transmisión que 
puede tener ramificaciones que transponan mensajes de una :r.ona a otra ). 
Cuando el impulso llega a la terminal del axón. se encuentra en una zona 
neuronal que contiene grupos moleculares altamente especiali:r.ados y que 
reaccionan a determinadas sustancias químicas. 

... --....., ( puntos de comunicación ) que normalmente ocurren entre las 
tenninales de los axones y las dcntritas. son básicamente de dos tipos: la 
e~ica y la electroqufmica. En lns primeras. la sef\al se transfiere por 
medios eléctricos. ya que en este caso existe un contacto fisico - eléctrico 
entre ellas. En la sinapsis electroquímica se encuentra un espacio entre las 
células involucradas,. al que se le denomina espacio intersináptico. Éste 
impide el paso directo del potencial eléctrico. por lo que la transmisión de la 
inf"onnación en esta sinapsis, se realiz.a por medio de sustancias químicas. los 
llamados neurotransmisores. que son liberados por medios eléctricos y son 
responsables de provocar variaciones eléctricas. en la neurona receptora. 

Después de que un potencial de acción es generado. la célula entra en un 
periodo de relidamiento ( de varios milisegundos en células cardiacas ). durante 
el cual ésta regl'eSll a su potencial de reposo y se prepara para generar otro 
pulso o disparo. Resumiendo este proceso. diremos que. la recepción de las 
primeras moléculas neurotransmisoras inician una disminución de 
aproxiD'Uldamente entre 10 a 15 milivolts en la diferencia de voltaje de la 
célula en el reposo. En este momento los canales de sodio ( Na' ) 
controlados por el voltaje son abienos. permitiéndole al sodio ingresar al 
interior de la célula. provocándose con esto una nueva reducción del 
potencial. Al incrementar el flujo de sodio se crea un proceso que va 
creciendo y ref"orzándose por él mismo. Este proceso lleva a la célula a 
alcanzar un potencial positivo contrario al inicial que era negativo con respecto 
al exterior. Un corto tiempo después, los canales de sodio se cierran y los 
canales de potasio se abren. obteniéndose un flujo de potasio hacia afuera de 
Ja célula y los -75 milivolts del potencial interno son .-ccobrados. La célula 
ahora está lista para la generación del próximo potencial de acción. el que se 
propaga rápidamente a lo largo de todo el axón ( Fig. 2.1 ). 
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Los canales de sodio y potasio. responden a los cambios de potencial de la 
membrana.. por ello se dice que pueden ser vistos como compuertas de voltaje. 
Otro tipo de canales son compuertas quimicas. que se abren sólo cuando una 
molécula de un neurotransmisor especifico está presente y éstos 90h casi 
insensibles al voltaje. tales canales son cnconb'ados en tas conexiones 
postsimipticas. sobre las dentritas. El compuesto acetilcolina al juntarse con un 
receptor._ es uno de tales canales de compuerta qulmica. que por incrementar 
positivamente el potencial de mcmbra~ es considerado, como una euitaci6• a 
que ta célula dispare. C>tros cana&cs con compuerta quimica.. sólo dejan pasar 
iones potasio hacia afuera de ta célula. produciendo un decremento del voltaje. 
Por incrementar el potencial de membrana negativamente estos pulsos son vistos 
como iallibitorioa. ya que ellos contribuyen a que la célula no dispare.. El 
ácido gamma-aminobutinico es uno de los más comunes neurotransmisores 
inhibitorios. Estas moléculas activan mecanismos para incrementar el piotencial 
negativo del interior de la célula y por lo tanto inhiben el disparo. 
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:Z.1..3 DESA-OLLO DE AUTO - ORGANIZACIÓN NEURONAL 

En los organismos biológicos existen sistemas que reconocen y responden a la 
variabilidad de atributos del medio ambiente que les rodea. La información 
recolectada entra por los sensores receptores.. que están especializados para 
responder a dif"erentcs f'"onnas de energía: magnética. ténnica, calórica, química, 
lumtni~ mecániC8.y acústica. etc. Las estructuras especificas que ejcculan 
esta función son los órganos sensoriales que cuentan con prolongaciones 
nerviosas especializadas o adaptadas para transfonnar la energía que .-eciben. en 
seftales eléctricas. provocando trenes de pote ne ialcs de acción que llegan a los 
centros nerviosos ( conjunto de neuronas ) donde se ejecutan pr-occsos de 
recepción y evaluación de la información mucho muy complejos. Estos 
mecanismos se han tratado de entender a través de la historia del conocimiento 
huanano. pero sin embargo, no es sino en ui\os recientes. cuando en 1949 a 
través del libro titulado " The Organization of' Bchavior " escrito por Donald 
Hebb [ 10 ), en que se logra establecer un fundamento neuronal, surgiendo la 
teor!a conexionista que ha pennitido desarrollar la dinámica de aprendi:zaje en 
redes neuronales artificiales ( R.N.A. ). 

El aprender y el reconocer fonnas y figuras. a partir de memorizar rasgos 
caracrcrlsticos para su identificación,. es realmente una función de excepcional 
imponancia de nuestro sistema nervioso. no sólo por nuestra habilidad de 
adaptación a variaciones ambientales imprevistas. sino también, por las tareas 
pennanentes que tenemos que ejecutar. como son los procesos de la visión, del 
habla,, etc.. pues ellas son demasiado complicadas para ser genéticamente 
codificadas en su totalidad y tienen que ser adquiridas por aprendizaje en la 
temprana infancia. 

La regla de aprendizaje de Hebb. como algunas veces es conocida, es muy 
usada hoy en dla y es en esencia un proceso de aprendizaje por repetición. 
Se trata de un mecanismo repetitivo pura inducir una respuesta.. utilizando 
diferentes clases de patrones presentados persistentementc y en secuencias. 
tantas veces como sea necesario hasta que el aprendizaje. llamado hebbiano. se 
vea robustecido y la respuesta sea satisfactoria. A través de él. se va 
provocando una auto - organización neuronal. para condicionar la información y 
conseguir un reflejo a los cambios producidos en el medio ambiente. basados 
en la experiencia. 



En 1949. Hebb en la pág. 62 de su libro f IO J. -escribió el ahora famoso postulado 
neurofisiológico: 

e--Jo - - ck - céJ..Ja. ,q ed4 lo ~ ce-oca 
,_-~~-cSJ.Ja B ~º~· 
~ ~ o '-a pa,,k e# el ~ ck uta, ~ 
~ ,_.,,.,_ ck t:>M'C

0

# .• ,¡,. ck ~ ~ <¡..e '-a 

~ - - o ,,.. ~ ~ laJ <¡..e- la ~ ck ,q 
.-.. la epc;e..oia ckl ~ ck la céÍMh B. ~ in<Ylewe 11ada. 

¿dónde puede lencr lugar el proceso de crecimiento de respucsla metabólica? 
Hebb sugirió un " tirador " simiptico de desarrollo y continuó diciendo: Si un 
patrón de estimulación provoca en ambas neuronas cercanas "i" y "j" disparos a 
una razón máxima y ellas están conectadas a tra"·és de una sinapsis cxcitatoria. 
tenetn0s entonces que esta conexión tiene más oportunidad de llegar a establecer 
la tuerza sináptica que caracterice al patrón de excitación. que otras sei'ialcs 
entrando a través de otras sinapsis. las que tienen menos posibilidad de afectar el 
desarrollo de una respuesta metabólica asociada con este patrón. 

Hebb a través de su libro nos lleva a pensar que la localización de la mcmo..-ia. 
o la codificación en el sistema nervioso. debe hacerse por algún mecanismo 
biolóaico que facilite el desarrollo metabólico con lo cual las sinapsis excitatorias 
o inhibitorias, entonces expuestas a disparos simultáneos en ambas direcciones. ya 
sea transmisores o receptores se vayan tomando fuertes (eficientes). hasta adquirir 
WlB cicna calidad sináptica global. Esto nos permite implementar un aprendizaje. 
a través de ponderar el cambio sináptico~ construyendo y mejorando esta calidad 
siru.ptica dentro de un gran número de conexiones. hacia una respuesta integral. 

Aunque esto no es del todo cierto. sino que el problema es mucho más 
cornplicado de lo que se está diciendo~ efectivamente como sabemos ahora. es en 
las sinapsis donde tenernos Ja mayor oportunidad en codificar y decodificar de 
alguna nwnera y en f"onna coherente. la infonnación. Por tanto. el sistema 
neuronal debe medir y registrar los diferentes estímulos presentados por los 
distintos patrones. de tal fonna que puedan ser representados principalmente a 
través de los cambios de la fuerza sináptica .lij . Es decir las numerosas 
conexiones fonnadas entre las neuronas adquieren, desde este punto de vista. un 
papel activo sobre algún patrón externo a ser guardado en Ja red. a través de 
activar o provocar cienos disparos ( excilatorios o inhihitorios ). que codifiquen Ja 
información utilizando para ello, un parámetro al que llamaremos la fuerza 
sináptica. Asf se puede condicionar un auto-reflejo insmnt.áneo adecuado o la 



recuperación fiel del patrón, una vez que se logre almacenar o archivar de 
manera coherente.. Ja información dentro de la red. 

Hebb f"onnufó sus ideas en claras palabras coloquiales.. asf que uno de los 
principales problemas que dejó. es la realización de la implementación matemática 
de sus ideas. 

Nonnalmentc se manejan las siguientes expr-csioncs diciendo: 

Una neurona. digamos "i".. instantáneamente notifica lo que Je sucede a una 
neurona "j". así que la acción de '"j" via Ja eficacia sináptica .Jij. como una 
experiencia de "i'" en el tiempo t. es descrita como: 

Acción de j = .lij Si(I) ( 2.1) 

donde Si(I) es Ja actividad de Ja neurona "i''. 

Ahora. si damos a .lij un valor de eficacia sináptica antes de la sesión de 
aprendizaje cuya duración es T.. tenemos que después de la sesión de aprendizaje. 
Jij debe ser cambiada a Jtj + AJij, con lo cual tenemos Ja siguiente expresión: 

( 2.2) 

donde AJij es la experiencia adquirida durante la sesión de entrenamiento.. Ja 
cuaJ debe ser dirigida a través de una dinámica de aprendizaje.. entre las que se 
encuen~ como las más populares por ser miis eficientes.. 1.) las que utilizan 
aproximaciones por retropropagación del error.. para provocar las reacciones o 
respuestas deseadas y 2.) Ja de atractores o memoria asociativa a la Hopfield. 



2.Z CÁLCULOS COLECTIVOS Y REDES NEURONALES . 

Cuando se dice que el coruzón es mucho muy parecido u una humha. metiendo 
y sacando sangre a través de sus válvulas. o ni comparar el estómago con un 
reactor quimico, o al ojo con una cámara de televisión. uno queda más o menos 
satisfecho. pero cuando se habla de la mente y Csta es comparada con una 
computadora, vemos que nada tienen que ver una con la otra~ son por demás 
ajenas. diferentes, tanto los conceptos como las propiedades de funcionalidud. de 
ahl que su capacidad y eficiencia sean incomparables_ Estoy convencido sin 
lugar a dudas. que para las pl'óximas décadas. uno de los grandes cambios 
intelectuales en el ámbito científico. atenderá a las cuestiones de la organización 
mental y es aqui donde el punto de '\- ista fisico juega un papel esencial. 
Probablemente lo más significante entre el paralelismo de algunas propiedades 
genéricas. existente entre muchos sistemas fisicos y biológicos. es que ambos 
tratan con muchos componentes interactuando entre si y es precisamente en ello, 
donde estriba o se encierra. el mistel"io del procesamiento neuronal. es decir en 
su naturaleza colectiva y en su distribución 87..Dl"osa. Teniendo en cuenta que la 
tisica más que otras disciplinas ha desarrollado mé1odos y herramientas 
matemáticas para estudiar sistemáticamente el multicomportnmiento de tales 
sistemas, ha disparundo en recientes aftos un rápido y fascinante desarrollo. 
dentro de esta disciplina.. provocando intereses convergentes dentro de muchas 
otras ramas de Ja investigación y f'avoreciendo con ello que la llamada 
neurociencia sea una actividad multidisciplinaria. 

2.2.l RELACIÓN ENTRE DINÁMICA DE ATRACTORES V ARQUITECTURA DE 
REDES NEURONALES ARTIFICIALES. 

Un área donde las ideas de la tcoria expuesta en el capitulo uno han jugado un 
importante papel. es dentro de las redes neuronales. Aqui la teo.-ia tiene dos 
propósitos: primero, entender la naturaleza computacional eolccti'\-·a en redes 
artificiales compuestas por muchos procesadores simples y segundo~ el modelar 
algunas operaciones del sistema nervioso. Aunque estas áreas son demasiado 
grandes y complejas. se tiene algunas cuestiones generales donde. modelos 
relativamente simples, pueden ser capaces de proveemos de cierta experiencia. 



Por ejemplo las redes atractoras. Estas consisten de una o dos capas de 
neuronas. interactuando entre si. hnstu alcanzar un estado estacionario. La 
salida de cada neurona en una capa dada. puede ser una entrada hacia cada una 
de las neuronas que se encuentran en otra capa y viceversa. Las 
investigaciones que se han planteado con este tipo de arquitecturas. comprenden 
trabajos tan populares como la red de Hopfield y el rnapco de auto -
organización de Kohonen ( memoria asociativa ). 

Una tarea esencial que se le pide a los algoritmos de entrenamiento de este 
tipo de redes neuronales. es et de optimizar el almacenamiento de los datos.. los 
cuales se caracterizan por poderse manejar a través de una tnatriz de valores de 
pesos establecida. en relación al interconcxionado. Diferentes criterios para 
optimizar el almacenamiento son concebibles y corresponden a Jos diferentes 
algoritmos que han sido derivados para este tipo de arquitecturas. 

El almacenamiento de Ja información en las redes atractoras está locali?ado de 
una forma distribuida. por lo que no podemos decir en cual estructura particular 
se encuentra tal o cual información. pues ella ni siquiera existe. ya que la 
intbnnación está por toda la red y se recupera por un proceso, donde el sislcll'la 
se auto - conduce hucia algún estado estacionario. alcanzado en un espacio rase 
de alta dimcnsionalidad . La manera distribuida de almacenar la inf'onnación,,. 
hace que estos sistemas sean muy tolerantes al dafto parcial en su conectividad 
( por ejemplo la degradación de una unidad. afectará casi en nada el 
comportamiento previo que la red tenia ). pero también introduce una tendencia 
a inferir errores de entrecruzamiento entre patrones similares. Este tipo de 
almacenamiento busca asociar la inforniación contenida en los patrones 
almacenados con situaciones del mundo real. De hecho. almacena patrones 
prototipo. por ejemplo. si seleccionamos un número suficiente de imágenes 
( que pueden estar formadas por unidades en pixel ) y a ellas las considerarnos 
como pertenecientes n un conjunto de patrones prototipo, entonces en este 
conjunto podemos hacer una partición y utilizarla para lograr una clasincación 
adecuada que generalice todos Jos patrones existentes en el medio ambiente ( es 
decir todo el conjunto de acontecimientos en el universo de estudio ). de 
acuerdo a Jos prototipos almacenados. 

El coso prototipo de esta hahilidad. es la memoria asociativa simple,. que es el 
proceso por el cual. la co - ocurrencia de dos o más rasgos particulares,,. resulta 
en lo que se llama mapco heteroasociativo. Es decir. la presentación 
subsecuente de un patrón de entrada, ( o un vector de atributos ) conduce al 
sistema a establecer trayectorias o rutas hacia un estado de correspondencia con 
dicho patrón~ esto se alcanza a través de lograr "almacenar los rasgos niás 
sobresalientes de CI". Por ejemplo. la entrada de un patrón sonoro de la 
palabra "man7..ana .. evoca una actividad. en algún nivel, sobre aquellos elementos 



neuronales que representen las curactcrlsticas roja y redonda ( entre algunas 
otras ). las que son activadas cuando nosotros vemos una manzana real. La 
esencia de la autoasociación es la formación de cadenas entre los elementos que 
son aclivados. para obtener un estado del sistema particular. El resultado de 
este encadenamiento. es la consecuencia de haber entrado a lo que es conocido 
en el lenguaje de los sistemas dinámicos, como una cuenca de atracción 
perteneciente a un espacio de dimensión igual al número de neuronas en Ja red, 
dependiente de la interacción colectiva ( del intcrconcxionado ), asi como de Jos 
correspondientes estados de salida de cada neurona. Esto puede ser manejado, 
ya sea en fonna bina..-ia o continua, dependiendo de cómo el modelo es 
formulado. Si el sistema es persistentemcnte puesto en un estado dentro de Ja 
cuenca o base de atracción, la trayectoria del estado final cstara en la dirección 
del atractor original. Esta p..-opiedad es conocida como la consumación del 
patrón~ de aqui se deja ver que no es necesario tener todo el detalle de Ja 
infonnación, pues basta con Ja minima suficiente que caiga en la cuenca. para 
as' reconstruir todo el patrón o..-iginal. 

Realmente, estas ideas concxionistas apa..-ccen en algunos luga..-es del libro de 
Hebb, quien pensó que los eventos sensoriales desencadenan reacciones que 
obedecen a experiencias pasadas de patrones semejantes. que corresponden a una 
activación neuronal especifica. El fo..-jó el término de fase secuencial para 
referirse a las trayectorias en un intervalo temporal dentro del estado neuronal 
fundatnental. causado por un encadenamiento de secuencias de eventos sucesivos~ 
a panir de un moto..- censor. Desde el punto de vista de 1-lebb, las 
interconexiones en el cerebro habilitan la ocurrencia de lo que él llamó 
4'1actividad reverberatoria.. ( iniciada por un acontecimiento >~ lo cual se ha 
relacionado en forma equivalente a la existencia de atractores quasiperiódicos en 
el espacio neuronal. Él imaginó tal actividad. debido a la existencia de 
trampas responsables de un tipo de memoria de corto alcance. relacionada con 
aquellos eleinentos neuronales particulares que fue..-on activados mientras el 
sistema estuvo en un cierto ciclo Umitc de excitación particular, el cual tendría 
que estar comprotnetido con el fortalecimiento de sus inte..-concxiones. De 
acuerdo con esto. el sistema podria se..- conducido a Ja tbrjación de un recuerdo. 
dentro de lo que Hebb nombró " un ensamble celular ". Esto es 
conceptuahnente equivalente a una calda de potencial en una cuenca de 
atracción. Él pensó en tal ensamble celular como una caructcl'"istica intrinseca 
fundamental que emerge de Ja construcción del conexionado neuronal. 

A continuación scguil'"emos una de estas aparentemente sencillas historias. con 
un tratamiento más formal desde el punto de vista matemático. más no así desde 
el lado fisiológico, desde donde no se puede decir lo mismo. 



2.2.2 UN ENREJADO ENFOCAPO COMO UNA CAPA NEURONAL ARTIFICIAL 
EN DONDE SE PROMUEVE LA AUTO-ORGANIZACIÓN. 

El sistema nervioso es un enonne ensamble de células ( - 1011 células) altainente 
interconectadas y una buena aproximación es que. cada disparo de una célula 
dad&y es idéntico con el de cualquier otro disparo. Esto es. una célula tiene 
justo dos estados significativos generales: el de disparo y el de no disparo. por 
tanto. puede ser descrito con una varia"ble binaria. que acorde a una analogfa 
con el esp•n. podrá adquirir los valores S.= ( ± 1 ). ( i = 1 •... N ). En ténninos 
más abstractos consider-e un enrejado con N sitios. ocupado cada uno de 
ellos por valores de S1 ya sea que estén activados ( S1 = +I ) o desactivados 
( S1 = -1 ). También en este enrejado se deberá poder hablar de que las células 
interactúan entre sf ya sea pura inhibir o excitar a sus vecinas. por tanto 
debemos pensar en el papel del voltaje celular asociado a la celda i.. el cual 
será, en términos flsicos, análogo al campo local hi . Asf el sitio S. 
experimentará un campo de interacción con todos los derruís Sj, dado por: 

h;= ~J;;S; ( 2.3) 

donde .l1J es un nUmero real que puede ser interpretado como la eficiencia de la 
interacción entre la actividad del sitio j y la actividad del sitio i. Esta 
ecuación en términos biológicos muy generales. podrfa decirse que es la entrada 
a la neurona "i... Las celdas del enrejado por lo general pcnniten una 
actualización con una secuencia azarosa. ya sea en serie o en paralelo ( todas 
a un tiempo o una en seguida de la otra sin imponar el orden ). Asf .. 
Pensando en una manera por la cual se cambie o se actuaJice la celda S. en 
el tiempo. escribiremos: 

S;(t+ 1 )=sgnh;(t) ( 2.4) 

donde { t + 1 ) es un paso temporal y Sgn hi ( t ) es una función signo 
af'ectando Ja variable Si dentro de la celda i. en cada paso temporal. La 
ecuación { 2.4 ) describe Ja dinámica que experimenta la celda Si dentro de un 
arreglo matricial de valores Jij. interpretados como Ja ponderación de la 
eficiencia en la interacción sináptica. Es decir se le está diciendo a la celda i. 
calcula la ecuación ( 2 .3 ) y del resultado sólo toma el signo, ésta es Ja 
dinámica Gardncr de Ja mecánica estadística de los espines de vidrio. Pero por 



supuesto, esto es toda una falsedad en una ncul'"ona real. por lo que algunos 
investigadores han propuesto una regla de umbral buscando una mejor 
aproximación para actualizar la celda i. diciendo : evalUe pl'"imcro la ecuación 
( 2.3 ) y compare si el valor está abajo o arTibu de un cieno umbral pre- fijado; 
algunos otros utilizan una regla de evolución estocástica como la Monte Cario, 
pero cualquiera de ellas son historias de casi lo mismo y en esencia no dan 
grandes diferencias substanciales. 

Ahora bien, la estabilidad correspondiente a una situación especial del 
sislell'lB se logra en una escala de tiempo mucho más larga. que la dada 
para los cambios de los pesos Jij de cada paso temporal. 
Esto significa que si nosotros consideramos un conjunto de p 
arreglos .!;."•e {+l. -1 ) { i = 1 •... N~ v = 1 •...• p) - estados de arribo 
posibles - • los debemos hacer corresponder poco a poco con el estado final que 
deberla adquirir el sitio Si • siempre y cuando el sistema inicie lo 
suficientemente cerca pw-a establecer arreglos de la forma { Si J = C c!;,v, ) • para 
Jo cual debemos ir construyendo las adecuadas Jij con cada paso temporal que 
dirigirá a cualquier penurhación acontecida en el medio ambiente._ desde su 
arranque. hasta su estabilidad con el estado esperado correspondiente. Asi. el 
acoplamiento interactivo .Jij de cambio. se construye de acuerdo a alguna 
función f: 

.lij(l+I) - .lij(I) = f< ¡; •.. ¡;.,. h•; (1)) e 2.s l 

con 

hv¡ (1) = ~ .J;j (t) !;•, e 2.6 l 

donde los parámetros .Jij describen la influencia o interacción de la célula 
con la célula i._ que hemos interpretado como la calidad o eficacia sináptica y 
lo que buscarnos es tener un valor sobre la conexión i y j dentro de la red, 
que atienda o satisf'aga cficientetnente, a todas las pcnurbaciones posibles del 
medio ainbiente, generalizando los patrones de entrenamiento { ¿;v, ) . Vea pues 
como la ecuación ( 2.5 ) debe ser una regla de aprendizaje. que nos conduce a 
un algoritmo para el manejo de la infonnación local. pues el cambio de la 
eficacia .lij depende sólo de la interacción de los dos sitios adyacentes 
( primeros vecinos, aunque en principio uno puede aftadir alguna otra 
dependencia sobre hv,._ pero no se espera tener ninguna ventaja ). 



La totalidad de los patrones 
secuencialmente o en paralelo~ 
completo { h~·. <•> J . 

f e;"• pueden ser presentados 87..arosamcnte, 
en el último caso f depende del conjunto 

El problema que ahora queda. es encontrar o describir la función f. es decir., el 
algoritmo con el cual. se le f"acultc al enrejado a auto - organizarse y reaccionar de 
manera coherente a la hora de procesar la información de su medio ambiente. 
Las perturbaciones del medio ambiente deberán ser auto - conducidas hacia una 
clasificación determinada ( memoria asociativa ). Esto significa que la ecuación 
( 2.5 ) debe ir construyendo una matriz [ .lij J con la cual, primero se asegure que 
todos los patrones o arreglos { e; ... , } sean estados estables bajo la dinámica de la 

ecuación ( 2.4 ) y segundo.. que cada patrón l;"• sea un atractor especifico dentro 
de esta dinámica_ con una justu o adecuada base de atracción. 

La primera condición es obviamente dada por: ( 2.7) 

que no es müs que la condición de estabilidad Liapunov ( 11, 12 ). Es decir 

{ e; ... , } es un punto de estabilidad. si para toda e = l;,v, h ... , > O 3 6 > O.. tal 

que. 11 { Si }n - c!;v¡ 11 < 6 , para todo tiempo t ~ O , siempre y cuando 

11 { Si}n - l;,"'1 11 <E (donde { SiJn denota el estado del enrejado después de n 
pasos temporales. obedeciendo la dinámicu de la ecuación 2.4 ). Asi las 

trayectorias que empiecen dentro de una distancia B cerca de e;"'• pcnnanccerán a 

una distancia & de c;v, después de n pliSOS temporales { Si}n. 

La tarea que se busca realizar, es organizar el espacio del enrejado.. en estados 
dentro de atractorcs. localizados ah-ededor de la cercanía del conocimiento a priori. 
de los estados de memoria deseados. Note que este problema es el inverso a los 
nonnalmentc encontrados en la flsi.ca de f"enómcnos colectivos. donde por lo 
general se busca encontrar los estados de equilibrio, cuando las interacciones son 
conocidas. 

El desear que al final tengamos { Si } <'e' { ¿; ... , } • significa que la red. al ser 
manejada por una fuente de estimules cxtemos. las cuales pensamos que inciden 
directamente sobre los acoples sinápticos J1j • podemos llegar a considerar 
modificarlos con base en ciertas fuerzas dependientes del campo local. que 

garanticen que e; ... , llegue a ser un punto fijo bajo la dinámica ( 2.4 ). Asi. 
aunque no es todavia bien conocido que propiedad de Jij daría una buena base 
de atracción. parece plausible que unu buena base considere el parámetro ( 12. 13 J: 



"'··· - _i;=-·-· h_··~ 
( L;J~ ) v. 

( 2.R) 

para i = 1 •...• N y v =l •... ,. p. suje10 a In condición 

por tanto. sustituyendo ( 2.6) en ( 2.R} 

:E.1.,=N 
J 

( 2.10) 

( 2.9) 

Para patrones azarosos l;".. el espacio de todas las posibles matrices [ JoJ ] 
ha sido investigado por Gardner. utili?..ando métodos de mecánica estadística 
del espin de vid.-io ( 13. 14 J. 

El parámetro de estabilidad máxima posible ó = máx. { mín. L\"·' } dependiente 
t J.,' "·' 

del campo local. ha sido calculado po.- Elizabcth Gardncr. como una función 
del número p de patrones almacenados, obteniendo el número máximo p = 2N 
de patrones posibles para almacenar en una red de N neuronas . 

De acuerdo a ( 2. 7 ) y eslando dentro de una cuenca de atracción ( 2.1 O ). Ja 
regla de aprendizaje ( 2.5 ) deberá incrementar el campo. conforme nos 
aproximarnos al punto fijo de atracción~ pensando en el caso más simple, lo 
podemos obtener realizando el cambio de las sinapsis de manera proporcional al 
gradiente de estos campos: 

.Jij(t+I) - J;¡(t) =!.._~¡;v,h•¡ = !..._¡;.,¿;., 
N éJJij N 

( 2.12) 

donde y es una constante que puede ser interpretada como la rapidez del 
apn:ndizaje. 

Si la matriz inicial es cero y si todos los patrones v son presentados una 
sola vez. es decir, practicando un barrido generacional ( de duración igual al 
paso temporal ), uno obtiene los acoplamientos: 

( 2.13) 



Este es eJ modelo de 1-fopficld. cuyos atructores han sido calculados 
anaUticamente utilizando Ja lcorfa de Jos espines de vidrio f 8 J . 

Note como el enrejado puede ser considerado como una capa neuronal, 
homogénea y uniforme, entendiendo por esto que todos sus elementos son 
fündamcntahnenle similares y además. en este caso, las cuencas o bases de 
atracción son equivalentes y todas del mismo tamafto. cosu. que no necesa.rimnentc 
tiene que ser asi. 

2.2.3 REDES MULTICAPAS DE ALIMENTACIÓN PROGRESIVA. 

El marco de 1rabajo o más prccisamcnle el espacio. queda especificado por Ja 
arquitectura de la red. la cual considera el núsnero de capas y el núD1Cro de 
nodos por ~ asi como por la manera en que se van a relacionar las capas 
( el conexionado ). 

Por lo que se refiere al tipo de capas tenemos: 

Capa de entrada .- Las unidades que conforman esta capa son llanUldas unidades 
de entrad~ ellas codifican el problema que ha sido seleccionado para que la red 
lo procese. Esta capa se encarga de dcsparr:amar la infhrmación o distribuirla, 
es decir, esta capa recibe un patrón de entrada y entonces. por vinud de sus 
interconexiones ( canales de comunicación ). lleva el patrón, usualmente sin 
cambio. a cada una de las neuronas en la capa subsecuente. 

Capa escondida.- Los elementos procesadores en esta capa son llamados 
unidades escondidas porque no son directamente observables. Ellos proveen de 
no linealidad a la red. 

Capa de salida.- Están formadas por unidades llamadas de salida,. las cuales 
codifican los posibles conceptos que la red ha asignado al ejemplo que está h«üo 
consideración, dando valores que pueden ser interpretados por el inedio ambiente 
externo. como respuesta al problema . Por ejemplo. cada unidad de salida puede 
representar una clase de objetos. 

Por Jo que se refiere a Ja interacción ( interconexionado ). una red puede 
comprender una capa de entrada. una de sal ida y una o varias escondidas o 
también la capa de entrada puede funcionar a la vez como capa de salida o bien, 
un nodo puede estar confbnnado por todo un enrejado· completo y ser tratado 
como una sola y simple unidad; en fin varias capas pueden pcnnitir una riqueza 
de combinaciones y posibilidades en variabilidad de acoplamiento inlcrcapas 



enonne.. sin embargo. en panicular. alender-emos en Jos siguicnlcs capítulos 
aquellas donde la solida de una de las capas puede ser Ja cnrr-ada a olra. 

Eslas redes pueden ser vistas como dispositivos que conducen una onda de 
mctividad pasándola de capa en cap~ en r-espucsta a la p¡i.:scncia de algún 
esllmulo .-ecogido o resistrado por o sobre. una primera capa sensorial. Asi la 
lnlyectoria de la scftal va sólo en una dirección. de la capa de entrada a la capa 
de salida y ellas son llamadas redes de alimentación pr-ogr-esiva. 
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En las siguientes lineas se detallan Jos modelos neuronales de alimentación 
progresiva. construidos a partir de una unidad neuronal artificial que se ha 
llamado perceptrón. Se verá cómo el aprendizaje que nos da el algoritmo de 
la retropropagación toma lugar en este tipo de a.-quitccturas. Estas unidades 
artificiales son utilizadas para manipular las scftales de cnt.-ada .._.·ia la 
conexionalidad sináplica.. donde la dinámica de funcionamiento de lu red es 
tnodelada a través de las ponderaciones [ W1J ] que pueden ser interpretadas 
corno alguna propiedad caractcrlstica sináptica. Los pesos son colocados en 
arrealos matriciales para que con ellos podamos calcular el vector de !Wllidu de 
la red. a partir de ir multiplicando un vccto.- de entrnda ( excitabilidad ) por 
una matriz de pesos ( eficacia sináptica ). De esta tbnna Jos estimules son 
cauacterizados corno puntos en un espacio sensor. dados por la capa de 
entrada de la red; es decir~ cada punto está determinado por una 
conespondiente activación simultánea de todas sus unidades de ent.-ada y por 
virtud de la dinámica de la red. es transportado hacia un punto imagen en el 
espacio de respuestas o estados de reacciones sobre la capa de salida. Asi la 
representación o la imagen neuronal de los acontecimientos del medio 
ambiente.. llega a ser caracterizada gracias al rango de variabilidad de los 
pesos. lo que nos pennite buscar y alcanzar la percepción adecuada. 

El aprendizaje se entenderá,. en esta caracterización conexionista. como la 
experiencia adquirida cada vez que se logra reducir el error de n.~puesta; es 
decir. se verá como el proceso de ap~ndizaje. que no es otra cosa que el 
ajuste de muchos pesos para asi obtener el vector de salida adecuado. 
Mostraremos como el algoritmo de la retropropagación del error. nos lleva a 
lo que podría Jlwnarsc experiencia autoconducida por repetición. 



3.1 CONFIGURANDO UNA RED NEURONAL MULTICAPAS DE 
ALIMENTACIÓN PROGRESIVA. 

La unidad procesadora que se utiliza.. tiene sus º'"'genes en la pn>pUCS&a del 
percept.rón hecha en los aftos so•s por Frank Rosenblatt,. un neurofisióloao de 
la universidad de Comen. Lo presenta en su libro titulado u Principies of' 
Neurodynamics n donde con estas unidades, intenta modellll" la retina y 
asi imitar la habilidad del sistema visual para reconocer y clasif"ICBI' patrones 
(IS. 16 ). 

3.1.1. LA NEURONA ARTIFICIAL. S:L PS:ftC:S:IPTRON 

Este es el nombr'e de una unidad que. en ·ana1ogta con la ncurof'asiologla, es 
concebida como una célula nerviosa muy primitiva. que puede ser construida 
artif'tcialme-nte; ésta en esencia imita toscamente las cualidades mlb Msicas de 
una neurona. Tal unidad neuronal, está constituida por cuatro CCMllpOllentes 
importantes. las cuales son: 

l. Comex.iomn tle e•..-...•: a través de las cuales la unidad recibe la 
ectivación de otras unidades dándoles 11119 

importancia individual a cada una de ellas; 
para ello se pondera cada seftal de entrada 
por medio de un peso. 

2. u- l'•11e.._ ••--SO ... : la que combina la acción de un conjunto 
de cn&radas en un solo vakw. 

3. u- fll1tcW. de activaci69: que hace la conversión del valor 
resultante de la suma. en una activ-.:ión 
final. produciendo asl una scflal de salida 

•· Comteslomn de .. lid•: por las cuales la salida de activación de una 
unidad llega como seftal de entrada a ob'as 
unidades del sistema. 

Ver fig. 3.1 



3.1.2. ESTRUCTURANIX) LA RED ARTIFICIAL. 

Se dice. con base en la teorfa conexionista. que el comportamiento 
inteligente parece emerger del trabajo conjunto de un enonne número de 
neuronas inlerconcctadas unas con otras; es decir se piensa que a través de 
las caracter•sticas sinápticas y la manera en que se va entretejiendo Ja red se 
logran obtener propiedades que hemos identificado como memoria asociativa,. 
adaptabilidad a nuevos ambientes ( aprendizaje ). capacidad de cálculo, etc .• 
por lo que la pregunta inmediata seria: ¿ Cómo inter-conectamos nuestras 
unidades para obtener un sistema construido anificialmcnte que exhiba alguna 
de esta f"uncionalidad emergente ? es decir ¿ de qué forma debemos hacer el 
interconexionado entre ellas. para que Ja infonnación del medio exterior se 
propague sistelnát:icamente y cada unidad tenga Ja oportunidad de aportar 
una pequefta ºopinión.. sobre la solución de una tarea asignada ? Los 
elementos podrfan estar conectados de muchos modos. por ejemplo. éstos 
podrfan ser conectados unos contra otros y lodos contra todos. o tal vez 
f"onnar grupos o capas que estén relacionadas entre si. etc. De hecho la 
respuesta a esta pregunta se ha buscado a través de la neurofisiologfa 
mediante el estudio de redes neuronales naturales ( 17. 18 J. Nosotros 
seguiremos los trabajos previos de Frank Roscnblatt sobre el pcrceptrón ( 1 s J. 
con el objeto de ilustrar la f"onna en que el aprendizaje toma lugar a través 
de la retropropasación y tratando de simplificar el problema. modelaremos, 
en f"onna gruesa.. una clase de red neuronal que, a pesar de su tosca 
aproximación biológica, exhibe atributos que están Fuenemente caracterizados 
en los seres vivos. Asf presentaremos la siguiente Fonna de conexionado 
que adoptaremos en adelante, una arquitectura conocida como red •e•ro••I 
••ble•... de •11-.•t•cló• prusresiv•. Ja cual es susceptible de ser 
entrenllda con la técnica de la retropropagación ( ver fig.3.2). El ténnino 
•a1imentación progresiva• implica que Ja sei'lal de salida de un elemento 
prnccsador~ no puede ser una entrada para alguna unidad que se encuentre 
sobre la misma capa o capas anteriores y. por lo que se refiere a 
multicapas. es por que está tbnnado por un número ••n° de capas. La 
capa que recibe la inf"ormación que está entrando a Ja red. procedente del 
medio exterior. es lhunada capa de entrada; los elementos de esta capa, no 
ejecutan ninguna modificación a la seftal~ son sólo como puntos de 
distribución hacia la siguiente capa. La última capa. llamada capa de 
salida,, proporciona la respuesta que Ja red ha generado como reacción al 
estimulo presentado. Cualquier otra capa en la arquitectura es llamada 
capa escondida,, porque es interna a Ja red y por tanto, no tiene contacto 
directo con el medio ambiente externo. 



El primer aspecto de las caracterlsticas de las componentes del perccptrón. 
mencionó la ponderación de las scf\ales de entrada a una unidad procesadora 
cualquiera. Pues bien. esto puede verse como un valor de peso variable 
que puede ser modificado a voluntad y al encontrarse en todas y cada una 
de las conexiones. representará una f"orma muy eficiente de modular la 
activación de la red (Ver fig. 3.3 ). 

CAPA 1 CAPA 2 

I
~ .. 

- . .. .. 
,..,.. .. , .... 

Tonumdo el ténnino de la biologia. diremos que una interacción ex.citatoria 
entre las unidades U ( 1 ) --+ ">P --+ U [ J ] • estará representada con un valor de 
peso positivo ( +<a )~ de esta f"onna un peso negativo ( -ro ) será tomado 
como una interacción inhibitoria y un valor cero se interpretará como una 

ausencia de conexión. En la fig. 3.3 se ilustra coma los números co.. se 
pueden agrupar en una matriz de conectividad entre dos capas sucesivas. un 

arreglo matricial W. en el cual el elemento de entrada <Oi< representa la 
eficacia de la conexión procedente de la unidad i de la capa 1. a la unidad 
j de la capa 2 (Ver figura 3.3 ). 



Es de notarse que si q es el número de capas que constituyen nuestra red,, 
entonces tendremos q - 1 matrices de pesos,, con las cuales podemos 
representar todo el conex:ionado en la red. 

Hasta aqui ha quedado constituida nuestra red y hemos establecido el 
conexionado de tal fonna. que pennite al sistema manejar cualquier entrada 
arbitraria. hacia una respuesta y al mismo tiempo. a través de la variabilidad 
de la ponderación en el interconexionado,, se le da la tlexibilidad o 
capacidad. para tener Ja posibilidad de autoajustar su respuesta. Ahoi-a a 
continuación veremos como se llevan a cabo estos mecanismos. 

3.2 PROPAGACIÓN : DESCRIPCIÓN GENERAL. 

3.2. l. EL MANEJO Y PROPAGACIÓN DE LA INFORMACIÓN. 

Se ha dicho que las entradas a un nodo sobre una capa cualquiera. 
digamos ( k + 1 J. son independientes,, esto es. están pesadas separadamente 
( con excepción de las capas de entrada donde Ja calidad del sensor,, es decir 
el vector de entrada, es dependiente sólo de la información oblenida del medio 
wnbiente a partir de su sensibilidad ) y ya que tenemos tantas llegadas como 
unidades haya en una capa anterior [ k J,, decimos que a este conjunto de 
ponderaciones.. que se fonnan entre las capas [ k J y ( k + 1 J. se Je puede ver 
como un arreglo matricial de pesos ( fig. 3 .3 ). Ahora bien la importancia de 
cada scftal sobre Ja conexión. es simplemente el producto de multiplicar Ja 

salida de la unidad correspondiente i. cuyo valor es X• l .. J. por el peso ro,. 
asignado a la conexión entre las neuronas etiquetadas como i y j. De 
esta forma se construyen tantos productos como entradas lenga la neurona en 
cuestión. para ser sumados algebráicamcntc y poder poslerionnentc pasar el 



valor resultante del operador suma,, a la función de activación. Esto se 
expresa matemáticamente. en equivalencia con la ecuación 2.3. como: 

I: """º "'' 1k1 - 7' 1 k+ 1 1 

con fe~· J -~• I k+1 J 
( 3.1 ) 

donde f[~ 1 ) es Ja función de activación que da el esta.do de excitabilidad 
a la neurona i en la capa [ k + r J. que en notación "·cctorial y en ténninos 
senerales. la ecuación 3.1 pcxtria escribirse como el producto entre la matriz de 
pesos W (k-1] y el vector columna de activaciones X J k J ( excitabilidad ). 

Para manejar en forma completa el conjunto de valo.-es ? se procederá a 

evaluar la función de activación F (Z). donde z = ( 1' . 12 •...• ~.., ). De 
esta 11111nera se puede manejar una activación que pasa de capa en capa a 
través de la red.. desde la presencia del estimulo, en la capa de entrada. hasta 
la reacción que la capa de salida ha de dar como respuesta. 

Hablando ahora un poco de la f'unción de activación. se debe decir que ésta 
necesita estar definida para aceptar cualquier valor de Ja operación suma y 
poder producir. con este valor. una scftal de salida que será distribuida a todas 
las unidades de la siguiente capa. Uno de Jos propósitos de introducir una 
función de activación. es pennitir a la unidad. variaciones en pasos temporales 
COrTCSpOndie.ntes a un cierto estado de activación de la neurona. las que deben 
mantener durante un intervalo lo suficientemente amplio. como para que se 
ef'ectíJe la dinámica completa del sistema. Después de este periodo. pasará a 
un nuevo estado de excitabilidad,. dejando el viejo. en función del operador 
swna. La función de activación puede tomar un sinfin de diferentes fonnas. 
de hecho, el perfil gráfico que debe tener. es alin un área de investigación 
( donde las funciones de Lyapunov juegan un papel importante ). pero 
ftec:uentemente se trata de establecer una dependencia no lineal. para que. de 
esta f'onna. superar la debilidad que los sistemas lineales manifiestan al 
b"ansportar patrones de entrada ( estimulos ). a patrones de salida ( reacciones ) 
de manera correcta ( un ejemplo clásico de esta debilidad lo constituye el 
problema de Ja X-OR tratado más adelante ). 

En la retropropagación ( J9. 20. 21 ), se implementa frecuentemente una función 
no lineal. con un perfil tipo S. que es una función continua, monótona. 
creciente y dif'erenciable, conocida como sigmoide; con ella se puede ampliar 
la variedad de aplicaciones y el número de tareas que la red puede ejecutar. 



Matemáticamente., una de estas funciones de activación ( fig 3.4 ), Ja cual es 
muy utilizada, queda descrita mediante la ex.presión 3.2: 

f C3• J = -1--+-e--#~il~k~1-- ( 3.2) 

f(?i[ k]) -----------------------------------

Siguiendo con nuestro modelo. nos pennitiremos decir una vez más. que ~os 
únicos contactos que tiene nuestra red con el medio ambiente o mundo ex.tenor 
son las capas de entrada I salida. Por tanto. enfocaremos nuestra atención a 
estas dos capas. 

Sobre la capa de entrada se presentan los estimulos que supondremos 
pertenecen a un conjunto A ( medio ambiente ). el cual puede ser visto 
CODIC) un espacio vectorial de dimensión et.. número que corresponde a Ja 
cantidad de nodos que existen en esta capa de entrada. Luego entonces, el 
conjunto de estimulas o patrones de entrada, son considerados como vectores 
procedentes o pertenecientes al conjunto A y están fonnados por d 
elementos, cada uno de los cuales está asociado con cada nodo perceptrón de 
la mencionada capa uno, o de entrada. As' la siguiente expresión 
representa o puede ser considerada, como el patrón de entrada. 

donde 

Xt•••I = (x •. x,. .... X•) 

X1-•1eA 



La capa de salida es por donde la red da su respuesta al mundo exterior. 
del cstlmulÓ recibido y también se puede representar por un vector. donde 
cadai componente corresponde al valor o estado de activación. en que se 
encuenlnl la unidad correspondiente, dentro de esta última capa nombrada de 
salida. Asf podemos construir un conjunto B de vectores respuesta. que 
t"onnen iambién un espacio vectorial de dimensión, digamos -.. . De esta 

fOnna,. la capa. de salida debe tener -.. nodos y puede cnlonces ser 
represenl8da por el siBuiente vector: 

X ( '"' J = (" '· X'· ... "- ) X [FIN) e B 

El sistema que hemos creado, recibe un patrón procedente del conjunto de 
cstlmulos A sobre su capa de entrada. propaga la intbrmación a través de 
lada la red, de tal forma que pueda ser transportada directamente hacia el 
conjunto B de patrones de salida; éstos son exhibidos sobre ta última capa y 
cone8pOnden a las respuestas de los cs1fmulos recibidos. para algún estado de 
.,.,._.;vid8d dado. 

Ahonl. bien. 11plicando la resla de propasación (ecuación 3.1 ) a través de la 
red. a putir de la primera capa ha;sta el flnal y usando notación vectorial 
podemos escribir: 

Panla~I 

'VB:C:TC>Ft .,.., 
:E::N'"lt"_E> __ X(9nt) =X[1 

)'11 que son simples nodos distribuidores de la scftal. 

Para capas intcnnedias. 

X121 - Fcz121> = F( ,,,,. 1µ1. c..,1 ..... )1 •l. 

con • - 1. z. 3,, ••••• FIN - 1 ya que todas las unidades se consideran idénticas y 
tienen y ejecutan Ja misma función de aclivación. 



Para la última capa 

X(HN) = F (Z(OnJ) 

Al conjunto de valores Z lk + 11 de una misma capa. se le puede ver como 
un vt..actor y este vector está dado por la operación matricial: 

Z(k+I) -WX(k) 

donde X ( k] es el vector columna de activaciones de la capa k y su 
respuesta nos la da la f"unción: 

Fez~·· - Xl•I 
con k=2 •...• i:1N 

Estas expresiones marcan la dinámica de la propagacton hacia adelante, a 
través de ejecutar la serie de operaciones que cxperiinenta la red al transportar 
el patrón procedente del conjunto A desde su entrada. hasta alcanzar la capa 
de salida. para formar parte.. finalmente. de los patrones respuesta del 
conjunto B. 

A B 



3.2.2. ENTRENAMIENTO. 

Para darle coherencia a esta dinámica.. es decir. alguna utilidad a la red en 
una tarea lógica o práctica,. se le debe poder entrenar para que aprenda a 
reconocer el conjunto de patrones mostrados a su entrada. Para ello se le 
estimula con patrones que son presentados uno a la vez y para cada uno de 
ellos, la red será capaz de ..-esponder con una reacción conveniente, 
después de que el entrenamiento haya finalizado. El objetivo del 
entrenamiento es enseftar a la red a .-econocer miembros de una misma 
clase, separando en subgrupos los elementos del conjunto A que tengan 
algo en común. Es decir, el sistema aprenderá a realizar un mapeo que 
transpone los estimulas de entrada., pertenecientes a un conjunto A, hacia 
un conjunto B. de tal fonna. que se construya una partición, f"onnando 
clases similares con alguna relación de equivalencia en el espacio de 
respuestas del conjunto B. Para esto. contamos o tenemos. antes de que 
el entrenamiento comience, la configuración de ta red bien establecida. es 
decir. su arquitectura se encuentra totalmente definida: el número de nodos, 
el número de capas. así como las condiciones iniciales de las conexiones. 
Todo está listo para que dé comienzo el aprendiz.a.je. como un alumno en 
el inicio de su primera clase. pero ¿ cómo se va a llevar a cabo la 
ensel'lan7.8 ? El procedimiento de aprendizaje que proponemos involucra la 
modificación de los pesos en el interconcxionado. Y ya que la 
infonnación procedente de un patrón de entrada viene viajando a través de 
la red desde las primeras capas hasta su salida. a Jo largo de todo el 
interconexionado, bastaria con modificar los pesos sinápticos. para 
establecer o implementar. un manejo de la infonnación que obedezca a la 
experiencia que el sistema va adquiriendo cada vez que se enfrenta con una 
misma tarea. provocando poco a poco, de esta manera. la generación de Ja 
respuesta correcta ( es decir construir una función de experiencia que se 
vaya ajustando a la f'unción blanco demandada. a través de variar los pesos 
del interconexionado [ 21. 22. 23 J ). 



3.3 RETROPROPAGACIÓN: DESCRIPCIÓN GENERAL A BLOQUES. 

Blanco 
eeper8do 

~· 3.5 .9~ ~ Je~ 48 u,,_ a. ca.lt> h ~Je h 
~~· 

En seguida se explica su funcionaJldad matemática. 

3.3.1. LA REGLA DELTA. 

El interconexionado de la red se encuentra. al principio del entrenamiento, 
inicializado con ciertos valores de pesos tomados al azar, que durante la 
enseftanza, el algoritmo irá modificando a medida que va aprendiendo. 'utilizando 
para ello una simple y elegante manera conocida como Ja Regla Delta. la cual 
consiste en lo siguiente: Primeramente el sistema usa el vector de entrada para 
generar su propio vector de salida. después compara este valor con lo que 
dcberia de ser la salida corree~ o como usualmente es llamado. con el vector 
blanco.. Si no hay dif'crencia no toma Jugar el aprendizaje. pero si no es asi. 
los pesos son modificados para reducir Ju diferencia. Esta secuencia se sigue 
con cada barrido, tomando uno a uno el conjunto completo de vectores de 



entrada, tantas veces como se consider-e neccsur-io. 
puede ser ilustr-ado con los siguientes pasos: 

El mCtodo de cntr-cnarnicnto 

1.- A .. lc•r •• vector de e•lrada al •islema y c•lc•l•r o esperar su re•p•esla 
lle -lid• ( proP8aaci6n ). 
a) Si la aalid• e. correcta. ir •I ¡u1ao 2. 
b) Si ...., •ocHrtcar lo9 pe1I09 para hacer mli• pequefta la diferencia ( Rctropropaaación ). 

2.- Verirac:ar coa •• criterio de evah1ación !li el entrena1nirnto es sati5factorio 

a) No -+ To•ar otro "'cclor de entrada e ir atl pa!W t. 
b) Si -+ TerMi11a 

La regla para el cambio de pesos correspondientes a los datos de un par de 
patrones entrada I salida. está expresada por la ecuación 3.3. Ella establece 
que el aprendizaje o lo. construcción de la reacción deseada en respuesta a un 
pall"Ón o estimulo presentado. es alcanzada a tr-avCs de los cambios de pesos. 
Note corno el ajuste de los pesos en cada paso temporal es proporcional a In 
discrepancia o delta fonnada entre la activación real X!FINI producida por la 
propia red como respuesta al patrón de entrada y la activación deseada D. 
proporcionada por el conocimiento de algún maestro o instructor. Esta delta 
puede ser vista en una f'orma más general. como una diferencial. la cual es 
calculada a. panir de una tllnción de error. La discrepancia o delta del 
error. es transportada a la capa anterior. brincando así de capa en capa a 
través de la red. hasta alcanzar las unidades de la pr-imera capa intermedia ( la 
ejecución de este mecanismo se nombra rctropropagación ) y con este criterio 
de discrepancia. se realiza la modificación de los pesos en cada una de las 
unidades. bajo la ecuación 3.3. según corresponda a una capa de salida o u 
una capa intennedia: 

Para un patrón P, tenemos 

¿\'VptU:lN-1) ... (1-'IN)I = µ(D-XtHNJ)F<Z> X(FIN-1] 
1 1tlM1 

4W~I< k-11~< k >I - µ '5(k J X [k- 1 J 
( 3.3 l 

donde Xt ¡.."IN J es el vector de salida real producido por la presencia del 
vector de entrada asociado al patrón P1 ; D es el vector blanco al que el 



vector de entrada tiene que llegar a igualar. En unidades escondidas la 
diti:rencia delta. denotada como a (k) se estima y es la evaluación que el 
sistema realiza al retropropagur el error generado por la comparación entre el 
vector de salida propio de la red Xfl'IN] y la reacción que dcscarfamos que 
diera; µ es una constante de proporcionalidad ( puede ser vista como un 
factor de la rapidez con que la red puede aprender); h"-'P•(Cl'IN-1)-,1'1N1J es 
el cambio que debe hacerse a la matriz de pesos que conecta la penúltima 
capa con la última capa. para el patrón p,; A Wp; l t J. - 1 ' -• < k > J es el cambio 
sobre la matriz de pesos~ formada por el interconexionado ente-e dos capas 
sucesivas donde no esté involucrada la capa de salida. X (1'1N-1] es el vector 
columna de excitaciones. existente en la pcnültima capa. El vector blanco 
( D ) es nuestra referencia paru los valores de activación deseados~ es decir Jos 
que nos gustaria que tuviera cada una de las neuronas de la capa de salida. 
La capa de salida es también el contacto que tiene la red con el medio 
exterior y muestra las reacciones que nosotros somos capaces de interpretar. 
por eso. es a travCs de ella que nos damos una idea de cómo andan las capas 
interiores. pues al estar " escondidas " no tienen un vulor blanco bien 
establecido con respecto a nuestros sentidos. que nos pudiera dar idea 
inmediata de cómo va desarrolhindosc la actividad de la red y lo que es más. 
podrjan pasar inadvertidas o transparentes para el mundo externo. en este caso. 
el instructor o evaluador. Debido a ello y con el fin de que quede más 
clara Ja tbnna en que la regla delta trabaja en la cnscftanza de la red y con 
el objetivo de hacer que ella responda de una cierta manera. la cual deseamos. 
empezaremos el análisis por esta última capa. calcularemos el error originado 
en ella y lo rctropropugaremos hacia Ju entrada a través de toda la red. para 
poder hacer con ello. posteriormente. una modificación de pesos en el 
intcrconexionado. Este cambio en la matriz ~"-'· según la ecuación 3.3, 
debe seguir o cumplir con la propo.-cionalidad: 

~wa..S1•1 

vewnos: 

Pensemos en un sistema que sólo tiene tres capas. del que derivaremos la 
ecuación 3.3. Para poder llegar a ella introduciremos primero. un pequen.o 
formalismo con una definición de Jo que entenderemos por error. 

Proponemos que el procedimiento cambiante o estructura del conocimiento en 
el sistem~ lo dctenninu la variación inteligente de los pesos a partir de la 
delta. por tanto habrá que dar pasos en la dirección en que se minimice una 
función de error. definida o fonnadu. por Ja suma de las discrepancias o 



deltas. producidas en cada unidad; éstas l)•s se originan o principian. en la 
capa de salida. al hacer la comparación entre los valores reales de salida X1 l'IN 1 
y los deseados ( D ).. es decir sobre todas las unidades de la úllima capa y sobre 
todas las parejas de patrones entrada I salida. Por tal motivo. definiremos la 
medida del error en una unidad cualquiera debida a un patrón P como: 

donde 

~----- Número de unidades + en la última capa 

In 2 
Ep= % l: [ d -AlFINJ 1 

E= p 

l •1 
Función de activacit.'m 

r--- de la unidad i . 

In ' 2 
% l: [ d -f.<?) 1 
l• 1 

f.C~) -~\ k' con 4 • :E it!X ,._., 
"ílkl J • J 

(3.4) 

Por tanto sacando la parcial de la función de error en una capa dada con 
respecto a lo que entra. tenernos en notación vectorial que: 

:: • ( D - F ( z) )[ ~ ( D - F ( z>) ] a:z: 

( D - F ( z) ){- ~ F ( z) ) 

- (D -F (z))F(z) donde Fea)•( fi;11 .. ft;1a1 ••••• fi;1-•) 

Es decir 

~- .::(] 0Z(k) - U k 

y demostraremos en el próximo inciso que: 

( 3.5) 

a E 
- aw = .sx 



3.3.2 EL GRADIENTE DESCENDENTE DEL ERROR . 

La dinámica para ir minimizando el error en todas las unidades de la red~ 
utiliza un procedimiento basado en lo que se conoce como gradiente 
descendente del error~ en el espacio de los parámetros W, que tiene la tarea 
de ir ajustando las •reacciones•, de tal fonna que se vayan acercando a las 
respuestas que nos gustar"ía que diera o adoptara la red. 

Comenzaremos mostrando como Ja variación del error con respecto al cambio 
de pesos entre Ja última y penúltima capa es: 

Esta relación será como dur pasos en dirección descendente sobre una 
superficie ( o linea ) dentro de un espacio de pesos, cuyas alturas a cualquier 
pun10 de la superficie E. seria la medida del error. 

Aplicando la regla de Ja cadena a la f'unción de error, encontraremos la 
derivada de la medida del error con respecto a Jos pesos como sigue: 

De. ~e rdla-J• .. ..,....._.._ del errar. como 
f •- 1-.:"- chl ca.IMo .eto de lo •me le ... i .~ ........ ..._.__ 

iJE iJzt•-1 
a z, • .,. 1 ----¡¡y¡- con Zl•'IN) = WX(nN-1) ( 3.6) 

donde el término X( •·•N - 1 J es el vector columna de las activaciones de Ja 
penítltima capa. 

Además recordando de ( 3.5 ): 
c)Z(l'INJ 



·-·7-1111•1 
Ahora, por otro lado realizaremos el calculo de: 

~~ = ,,~ [wx1..,..-11] .... x1.1N-•I (J.7) 

luego entonces sustituyendo en la ecuación 3.6. las ecuaciones 3.S y 3.7: 

9E 
- 9VV = oc FIN ] X ( FIN - 1 ] 

Esta ecuación nos dice como debe ir camhiando el error E. con respecto a 
la variación de pesos entre la úllima y penúltima capa después de que un ciclo 
completo ha finalizado. desde que entra en escena el patrón P, • hasta que 
sale, proporcionando así. un criterio para ejecutar los cambios de pesos en la 
rnauiz W(lf·"lN-11-nN), Es decir si hacemos la variación de Ó"' proporcional 
a este gradiente descendente, aseguramos una disminución del error en cada 
ciclo. ( esto ref'erido al patrón con el que se esta trabajando ). Por tanto 
debemos hacer el cambio de pesos proporcional a la primera derivada parcial de 
la función de error con respecto a los pesos. es decir; 

c.aw)"' ~=-o (>IN] X[FIN-1] aw 

si ahora introducimos una constante de proporcionalidad µ podemos establecer la 
igualdad en la variación de las ponderaciones dentro de la matriz del 
conexionado entre la últirna y penúltima capa como: 

Ll.W e< FIN - 1 >- FIN 1 = µo e FIN 1 x e FIN - , 1 ( 3.3.a ) 

donde diferenciando la función de error encontramos que la delta del error 
senerada en la última capa por nuestra red es 8(t:IN) - ( O - XlnNI ) F' (Z}(nN]., 
(adoptando la definición 3.4 de error). Ahora bien lo interesante y lo que le 
da el nombre a esta técnica, es la habilidad de propagar hacia atnis la delta o 
discrepancia, entre la respuesta real y la deseada y formar una seftal delta de 



error en retropropagación que. or-iginándose en la última capa y estimada por 
medio de este pcqueno cáJculo, vaya saltando de capa en capa hasta alcanzar las 
unidades de la pr-imer-a capa intermedia. 

Pues bien. sigamos pensando en nuestra r-ed de tres capas y que nos 
encontramos en Ja última capa, pero ahora conocemos los valores de las 8 f 1-·tN J 
calculados previamente. En estas condiciones, daremos uno de esos pequeftos 
saltos hacia atrás y de manera semejante a la ecuación 3.6. escribir-emes: 

é>E é>E éJ'I. [ 1-(N. 1 J 
(3.8) 

{( HN•~J-°c !'r111 • I J] 
é)Zfl-"IN-1 I iJW 

En seguida reaJizaremos eJ cálculo de la variación de la senalización de Jo 
que entra a la capa [ FJN - 1 J ; si provocamos un pcqucfto cambio de los pesos 
entre las capas [FIN- 2 J y [FIN- 1 J: 

8Z[FIN-IJ = --ª-- (WX(FIN-2J) 
aw ;,w 

= X (FfN-2). 

y de la ecuación 3.5 tenemos además. 

oE 
--- =-8 (1-,N-1) 
8Z(FIN-1] 

(3.9) 

esta es. la delta que es generada por el patrón Pi sobre las unidades de la 
capa l FfN-1 J. 

Usando nuevamente Ja regla de la cadena tenemos que O r FIN - 1 J es: 

a (FfN- 1 J -
iJE iJE 

az(nN-1J ax(FJN•IJ 

donde podemos establecer la siguiente igualdad: 

axfl-'IN· IJ 

azr1 .. lN-1J 
( 3.IO l 



lJX1•1N•ll DF'ft1N·1J 
.., F'1irN-1J ( 3. JI ) 

recordando que X111N-•I - F"1.-iN-11. 

Asl en esra penúltima capa. usaremos una vez más la regla de Ja cadena,. en 
CI Cálculo de la derivada de aF. I aX. 11 rN • 11 ( UOO de IOS términos de a 1HN·1J • 
en la Ec. 3.10 ). 

( 3.12) 
DXJ•1N·•I aZjHNI 

BE 
- li¡nNJ donde identiflcamos inmcdia1amentc que 

a'Z.IHNI 

ya calcul_.. previamente ( antes de dar el salto ), 

y ~= ---"- [wx11-1N 11] = w,, .... N 

DXIFJN IJ DXIFJN 11 

tueao entonces, sustituyendo en la ecuación 3.12 estos dos resultados. 

""' --- - - 01""'1Wt<FlN-1J-.1FlN)J 
8XfFDl-1J 

( 3.13) 

as• de las: Ec. 3.11 y 3.13, la Ec. 3.10 resulta ser: 

y ya que los pesos entre las capas se deben variar proporcionalmente a 

~a.l\W -ffFIN-2)-<f'IN-1 )J 

(3.14) 



encontramos al sustituir 3.9 y 3.10 en la ecuación 3.8 que: 

(AW) o. - -81•'1N·11XJ..-rN·2J 

Por lo que. entre la capa de entrada y la intermedia ( pensando en la red de 
tres capas. una de salid~ la intermedia y la entrada ). tenemos introduciendo 
una constante de proporcionalidad µ que: 

/!iW [e FIN-2) - ( FIN-1) J = µo [FIN- 1 ] X [ FIN-2] ( 3.3.b) 

donde según vimos 6 1 FIN - t) - B (FIN] W(< FtN- 1 1-< l'INJ] F' (FIN-1 J 

Este primer brinco hacia atrás { o retropropagación ). nos permite calcular las 
deltas en la penúltima capa., a partir de las l)•s disponibles en Ja capa de 
salida y con esto. poder realizar una variación en los pesos de manera 
inteligente, es decir. provocar un cambio en los elementos de la matriz de 
pesos. f'onnada entre las capas de entrada e intermedia_. (FIN- 2] y f..-lN - 1). 
acorde a la ecuación 3.3.b. mientras que la ecuación 3.3.a nos dicta como 
debe ser Ja variación en la matriz de pesos. tbnnada entre las capas 
intermedia y la de salida. De esta manera. vamos construyendo de brinco en 
brinco hacia atrás. un procedimiento recurrente, que nos permitirá estimar 
las li"s de las unidades pertenecientes a una capa. a partir de las a·s ya 
calculadas antes de dar el salto hacia atrás. Asf podremos ir retropropagando 
la seftaJ del error o delta hasta alcanzar las unidades de la primera capa 
intennedia. 

La red podría tener k capas~ no importa cuantas. tan sólo bastaría 
generalizar a la ecuación 3.3: 

L\Wpfff'IN-11 ........ IN)) = µ(0-X(HNJ)F;Z) X(FIN-1] 
; l .. "lNI 

AWI!(< k-11-(k )) - µ S(k) X[k-1) 
( 3.3 ) 

donde las cS's serian generadas a partir de las anteriores. Tcndrlamos que 
realizar cambios de pesos ( AW ). en forma proporcional al gradiente 
descendente del error. generando asf lus deltas necesarias que aseguren una 
disminución del error en cada ciclo ( patrón tratado y con el cual se esté 



trabajando. designado por p, ). Con csle procedimiento nos aseguramos que 
vamos acercándonos. cada vez más. a tener una similitud entre el vector 
blanco y el vector que realmente genera la red. 

3.3.3 ENSEJ\IANZA - APRENDIZAJE. ENTRENAMIENTO HEBBIANO. 

Como es sabido. el conexionado en un principio está inicializado con ciertos 
valores de pesos aleatorios y cada vez que variamos Jos pesos. en cada ciclo. 
sobre cada una de las conexiones. conforme a la ecuación 3.13. la red va 
disminuyendo la discrepancia entre lo que es y Jo que dcberia de ser. 
acerc'8dose cada vez más a la reacción requerida, para el estimulo asociado al 
patrón aplicado. A esle ajuste del cambio de pesos. es a Jo que se le da el 
nombt'e de aprendiz.aje. Los cambios de pesos se realizan muy lentamente, 
para que Ja discrepancia entre lo que era y lo que es. no sea muy grande y Ja 
red vaya conservando, en cada nuevo ciclo. las caructerfsticas más importantes 
del patrón anterior. Siguiendo Ja regla de Hebb. ecuación 2.2. podemos 
escribir en f"orma matricial, los valores de eficiencia sináptica o la variación de 
Jos pesos asignados, como: 

( 3.15) 

donde l\ W es dada por Ja ecuación 3 .J. Es decir durante el entrenamiento se 
irá adquiriendo una experiencia acumulable. haciendo predominar algunas 
caracterfsticas o detalles comunes. de un cierto grupo de patrones. Asf. el 
procedimiento de aprendizaje consiste en ir modificando Jos pesos para producir. 
colJIO desemnos. un mapeo adecuado de la entrada a Ja salida. Con esto 
podernos lograr que patrones de cntnlda sim ilarcs sean mapeados hacia un grupo 
de reac:ciones de saJida similares. provocándose generalizaciones razonables. que 
Je permitan manejar casos de patrones f'uturos. que nunca antes habían sido 
piescntados a la red. simplemente detectando alguna de esas caracteristicas 
comunes en ellos. AsJ la productividad. en el campo de trabajo. consiste en 
que cada vez que se enfrenta a una nueva tarea ( patrón que se presenta por 
vez primera ), el sistema neuronal sepa resolver. respondiendo correctamente 
tan sólo por reconocer alguna de esas similitudes aprendidas. 
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En este capitulo hemos implementado en " software " el modelo ncurunal 
descrito en el capitulo tres. al que se le entrena para la ejecución de algunas 
tareas simples. que revelen alguna habilidad del perceptrón multicapas. Con 
estas unidades se fonnan estructuras O arquitecturas neuronales sencillas que. 
a través de manejar el algoritmo de aprendizaje de la retropropagación del 
error. son capaces de aprender a resolver tareas autónolTtanlente. según 
indican las simulaciones computacionales realizadas. 

Con algunos ejemplos. estimamos el componarnicnto de estos sistemas para 
auto - corregirse y aprender a resolver tareas con eficiencia,, principalmente 
las que se encuentran en el área de reconocimiento y clasificación de 
patrones. Se da una idea de como consttuir estas estructuras. para que 
puedan tratar con problemas de clasificación no lineal; esto~ a través de 
separar el espacio en regiones de decisión compleja ( lo cual se apreciará 
con el problema clásico de la X-OR ). Asimismo se trata brevemente el 
significado de generalizar el conocimiento ( lo aprendido ); es decir. saber 
de antemano las reacciones o el trato que la red debe dar a un patrón que 
nunca antes habla visto. simplemente por reconocer en él al11unas 
caracter,sticas peculiares penenecientes a un cierto grupo. 

También los ejercicios de simulación muestran que, a pesar de tener la 
habilidad de auto - ajustarse hasta alcanz.ar el aprendizaje, muchas veces éste 
llega después de mucho tiemp:> y en algunas ocasiones se bloquea para 
jamás llegar a él. En tales casos. existen métodos para acelerar el 
al11oritmo de entrenamiento. utilizando la retropropagación del error. Estos 
métodos son llamados de aprendizaje rápido y en algunas otras situaciones 
se considera introducir ténninos adicionales al cambio de pesos, 
denominándolos momentos, con los cuales se pueden superar. en algunas 
ocasiones. los estancamientos en la ruta hacia el aprendizaje. 





4.1 PROCESO DE APRENDIZA.JE DE LA RED NEURONAL 
MULTICAPAS 

El proceso de aprendizaje radica en la adecuada actualización de los pesos 
de la fuerza del conexionado. dentro de la red. Esto se va realizando en 
f"orrna repetitiva. basándonos en la comparación entre la respuesta real que 
da la red y la que desear,amos que diera. 

El presentar a Ja red un cierto número de ejemplos de entrenamiento._ 
tantas veces como sea necesario ( hasta que se considere que el aprendizaje 
de todos ellos se ha llevado a cabo ), implica la ejecución de un enonne 
número de iteraciones. que involucran operaciones aritméticas tediosas~ por 
tal razón, es conveniente adaptar un proceso computacional automático que, 
basado en Ja teorfa expuesta en los capltulos anteriores, nos lleve a 
determinar los valores idóneos de los elementos de las matrices de pesos W, 
dentro de la red. En este sentido se desarrollará un prognuna que supervise 
el aprendizaje de la red. utilizando para ello una PC. que pueda conseguir 
los cambios adaptativos que van dando la fuerz.a del interconexionado entre 
las neuronas. en esta etapa tan importante de aprendizaje. 

4.1. l EL PROGRAMA ENTRENADOR DE LA RED NEURONAL 

A continuación se muestta un programa para entrenar redes neuronales 
multicapas de alimentación progresiva. utilizando la recursibilidad del 
algoribno de retropropagación. Este procedimiento va minimizando la suma 
global del error sobre todo el conjunto de entrenamiento. basándose en las 
diferencias entre el valor real y el valor de salida deseado. En forma 
repetitiva. se va haciendo que la red se aproxime o converja poco a poco al 
aprendizaje. Se ha construido de manera general. para que pueda ser 
adaptado a casi cualquier arquitectura compuesta de tres capas. que disponga 
de un número arbitrario de neuronas y con cualquier conjunto de patrones 
ejemplos utilizados en el entrenamiento, simplemente cambiando las 
condiciones iniciales. Esta versatilidad hace que pueda ser adaptado para 
resolver un gran número de problemas. En la figura 4. 1 se muestra el 
diagrama de flujo lógico; su implementación fue desarrollada en turbo pascal 
y el listado se encuentra en el apéndice D. 



ftEAJUBTE J!!CN LC>S PESOS. 

En una simulación programada de entrenamiento como ésta, se tiene la ventaja 
de poder sondear todo el conjunto de ejemplos. antes de realizar cualquier 
cambio en el interconexionado de la red. 

La fonna u orden en que se presentan los patrones y se realizan los ajustes en 
los pesos, nos marca una de las ditCrentes trayectorias que puede tomar la red, 
para conformar su conexionado y alcanzar el aprendizaje ( entendiendo 
aprendizaje conK> un arreglo matricial panicular de pesos en el conjunto de 
posibles soluciones equivalentes ). Asi el poder manejar o conducir al sistema 
por alauna de las rutas, r-epresenta una considerable ayuda para el instructor, 
por lo que se considera conveniente. aneKar esta ventaja y en principio 
tendremos la capacidad para Cjercitar a la red. en las dos maneras siguientes: 

a.).- Trabajar con un patrón a la vez. 

Se toma un ejemplo del conjunto de entrenamiento de forma azarosa y se 
procede a realizar el ajuste del conexionado. para disminuir el error de respuesta 
causado por esle patrón en particular. Es decir. se barren uno a uno el 
corüunto de pattones de entrenamiento. sin importar el orden. hasta que todos 
ellos hayan pasado al menos una vez y tantas veces como se considere 
necesario. 

b.).- Trabajar con todos a un tiempo. 

Una vez que se le hayan mostrado a la red todos los patrones ejemplos, se 
sabe cuál de ellos originó el máximo error de respuesta ( Ma..xError ) y cuales 
son los valores de activación y las deltas necesarias. para hacer la corrección de 
pesos que nos pennitan disminuir el Max.Error a la salida. provocado por el 
pab'Óft en cuestión. por así decirlo. '"el más dificil de aprender", dándole a este 
patrón ejemplo, una atención especial. como si csluviéramos repasando con el 
ejercicio que más le cuesta a la red entender. 

Al conducir a la red a Ja obtención de los elementos de las matrices de peso 
que resuelven el problema de Jos patrones ejercitados~ se puede llegar a una 
gran eficiencia sobre estos ejemplos ( un aprendizaje por memorización ). pero no 
obstante, puede ser muy poco eficaz con patTones nuevos o también se puede 
caer en alguna ruta extremadamente larga o en estados estacionarios donde no 
podamos salir ( barreras extrcmadamenle airas ). Para evitar o reducir estas 
posibles dificultades.. tenemos durante la etapa de entrenamiento. la libertad de 
combinar ambas maneras de entrenamiento y de pasar de una a otra ( de a --. b 
y viceversa). pero cualquiera que sea nuestra elección. tal como se dijo en el 



capitulo 3.. Ja ecuación 3.3 nos da el procedimiento cambiante de los pesos., para 
que la red alcance el conocimiento.. a través de los incrementos calculados 
( AW ) y sustituidos dentro de la ecuación 3.13 ( regla de Hebb ). que es la 
expresión escogida por nosotros en el algoritmo, para hacer la modificación de 
los pesos en las conexiones sinlipticas y lograr con ello., una uniformidad en el 
conocimiento, en lo que se refiere a todos los patrones ejemplos, completando 
los ciclos o épocas que sean necesarios. 

Los cambios entre las capas 2 y 3 se realizan haciendo uso de la ecuación 3.15 
la cual es: 

W12-•1 + 4W12-•1 v...- v...-.... -
donde Ec. 3.3a. 

mientras que los cambios de los pesos entre las capas 1 y 2 se harán utilizando: 

W11-21 
N-• - W11-21 + 4W11-21 

Vildoe V-'-"m -
donde &Wt1-+21= AWtFCN-2-1'IN-•l = µli[FIN-•JXIFIN-2) Ec. 3.3b. 

donde la delta para una neurona particular, perteneciente a la capa número 2 
según la ecuación 3.lb del capitulo 3 es: 

3(FIN- I) 

donde con nuestra función de activación f<.t> encontramos 
1 - Exp(-:;>) 

F· ~ F(.t)(I - F(.t)) = 
3(2) = F (?) ( 1 ~ F (?)) • S [FIN] • W (Pesos que van de capa\ a capa 2) 

···-----.. ----------------



4.1.2 EJEMPLOS SIMPLES DE TAREAS DE RECONOCIMIENTO Y 
CLASIFICACIÓN 

La mejor manera de probar el método de aprendizaje es asignándole alguna tarea 
espec6fi~ de relativa simplicidad. pero que a la vez muestre que la ..-ed tiene 
las propiedades básicas o la capacidad necesaria. para adquirir el conocimiento. 

Uno de Jos priRleros requisitos que se le pide a una red, es que sea capaz 
de resolver problemas no lineales, pues casi siempre los problemas interesantes 
en el reconocimiento Y clasificación de patrones. presentan una no linealidad. 
El ejercicio clásico para evaluar esta cualidad. es el de la OR - exclusiva 
( X-OR ); con este problema usualmente se revisa la no - linealidad de las 
unidedcs, por ser ésta una de las funciones no lineales más simples y por 
18nto fkil de manejar. Otra propiedad imponante que se Je pide a la red es 
la habilidad de eeneralizar.. es decir. que pueda resolver tareas en base a la 
~ia de lo aprendido. Lo que se pretende, es que a pesar de que las 
tareas asipadas sean nuevas. en el sentido que no fueron presentadas en la 
et:ap9 de entrenamiento y aunque nunca hayan sido ensenadas a la red, ésta al 
presentar cm-acterlsticas semejantes a las que aprendió, sea capaz de resolverlas. 
Tarnbien se ha tornado de la literatura infantil un cuento clásico con el fin de 
mostrar' a manera de ilustración, con un ejemplo concreto, lo que la red 
neuronal puede hacer. 

4.1.2.l LA X-OR Y LA SEPARABILIDAD NO LINEAL 

Desde que Frank. Rosenblatt presentó su trabajo del Perccptrón y los mecanismos 
nientales. se demostró que, aunque todo parcela. ir muy bien. su modelo no era 
c..-z de aprender a resolver una función tan sencilla como era la X-OR ( uno 
de los trabajos más completos fue el de Minsky en 1969 del Perceptrón e 24 1 ). 
Desde entonces se ha tomado el problema de la OR - exclusiva para verificar la 
no linealidad de una red neuronal ( 2s. 26 J. La idea es tener un sistema,. el 
cual responda con un "uno" si éste recibe en sus entradas los valores ( o. 1 ) ó 
{ t .O } y si no es asl, responderá con un "cero•; esto es, tener una fiJnción 
que obedezca a la tabla de verdad 4.1. El sistema consta de dos entradas 
como muestra la fig. 4.2. llamadas entrada X y Y. El conjunto de patrones 
de entrada. consiste de cuatro combinaciones posibles que se pueden representar 
cotn0 puntos geométricos en el plano X-V como se muestra en Ja fig. 4.3. Las 
combinaciones de entrada,, que producirian una salida •cero" son dibujadas y 
nombradas Aa y A1,,. mientras que las que producidan un "uno" son e. y 81. 



- vmx Y*"Y -pllrOnOS -Ao o o o 
e. 1 o 1 
81 o 1 1 
A, 1 1 o 

O= rl d et· vio. 

El trabajo de la red es combinar los valores que se presentan en sus 
entradas y dar una respuesta única. Si tuviéramos un sistema lineal el 
resultado neto de la combinación seria real izado bajo el siguiente cálculo: 

NET= Xl</1 + V"'1:z ( 4.1) 

luego este valor pasaría a una función de activación,. que también seria 
lineal, la cual estaría encargada de dar la reacción de la red (activada= 1,. 
desactivada= O); la aseveración es entonces que no existen valores para los 
escalares de pesos 11./1 y lt/2 en la ecuación 4. 1 que puedan producir la 
relación entrada salida de la tabla 4.1. Para entender esta limitación 
considere que NET puede ser mantenida constante en un valor digamos 0.5 
y que la función de activación es la identidad~ por tanto: 

X 1t/1 + Y lt/1- o.s - NET 

Asi la combinación lineal de los valores de entrada que satisfacen esta 
ecuación deben caer sobre algún punto en la recta dentro del plano X - V 
( fig. 4.3 ). Cualquier valor de entrada para X y V sobre esta recta 

.. 



podrá producir un valor de salida igual a 0.5. ya que nuestra función de 
activación. es la identidad f( Nf.T) = NET. 

1 •·•(0.1) 

o X 

~4 . .3~~ 
~Mll'IQ.~~ 
¡,,..~,¡,,,~ 

B'• e .wact. ·,.iJa./ A'• us. J 
~·la. •-<>R . 
./!a.~,¡,,, la. -ta. 
~ ... 

NET - .:.tw, + t/W• 

Ahona bien. combinaciones de los valores de 'Jt/, . ft.12 y de NET, 
podrian cambiar la pendiente y la posición de la recta, pero sin embargo 
para que la red produzca la función OR - exclusiva de la tabla 4. 1 es 
necesario que el lugar de la linea sea tal, que todas las A '!l. estén de un 
sólo lado y todas las B'• estén del otro lado de la n .. -cta. Tratar de dibujar 
tal recta en la fig. 4.3 resulta imposible. Por ejemplo, si mantenemos 
constante la pendiente, los valores de salida sobre el lado superior de la 
recta .,..tucirán NET más grandes de 0.5 ( Jos que se consideran como 
un 1 lógico ) mientras que valores en el otro lado de la recta producen 
NET menores y por tanto una salida o respuesta menor que O.S ( lo que es 
considerado como un cero lógico ). Luego entonces tratar de ajustar una 
recta a través de variar los pesos ft/, • ft,/z de tal fonna que los puntos 
A'• estén separados de los B's. es geométricamente imposible. Este 
resultado se extiende a redes con más de dos unidades de entrada y diremos. 
generalizando. que una clasificación de los patrones de entrada por una red 
percepUón de este tipo está restringida a resolver problemas de scparabilidad 
lineal. 

Sin embargo este problema puede ser superado a través de adherir una no 
linealidad a la red, esto es agregando una capa mas y refbrzándola con 
funciones de activación no lineal. Con esto le damos a Ja red la 
posibilidad de que vaya componiendo la función no lineal que necesita para 
llevar en Conna correcta un vector patrón del conjunto de entrada, a la 
salida correspondiente. La no linealidad de las unidades en nuestro 
pn>iP'8Jl'Ul, la verificaremos entonces construyendo la arquitectura mostrada en 
la fig.4.4, a la que se le pedirá que aprenda la X-OR ( la función definida 
por la tabla 4.1 ). Nuestro programa, al ir corriendo, nos va mostrando por 
medio de unas gráficas de error, cómo va disminuyendo éste, paniendo de 



una configuración de pesos inicial. hastu conseguir finalmente las respuestas 
mostradas en la tabla 4.2. a través de ir actualizando los pesos en su 
intcrconexionado. siguiendo la trayectoria de aprendizaje de las gráficas de la 
fi11t1ra 4.5 

X-""~" -·· .... , ..... d 
Pllllón de .... ""'' Sali a 

Entrada ... " • ..,., O 

y ----;,, ..... x.~1 

ERADA DE 0.F"ERENCIA ......,, 
Pr•(O.O) 

Pl•(0.1) 

Pa•(1.0) 

P••{1, 1) 

0.1)11913 

0.80793 

O.IOl11D 

0.12208 

MATR.IZ DE PESOS ENTRE CAPAS 1 Y 2 
W11(1J - 0.9197 

W12[1] - 7.4884 

MATIUZ DE PESOS ENTRE CAPAS 2 Y 3 --+ WI 1[2] - -28 8664 

.0.04913 

º""""' 
0.09207 

.0.12298 

W21(1] - 0.9197 

W22[1] - 7.4950 

W21(2] - 22 9404 
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4.1.2.2. LA ESCUELA DE CAPERUCITA 

Este ejemplo se relaciona con la fábula infantil de la pequen.a Caperucita Roj~ 
quien es mandada a la escuela a apl'ender como detectar lobos en el bosque. 
A Ja pequei'\a Capcrucita le muestran una serie de itnágenes de lobos hasta que 
ella caracteriza al patrón del lobo. como el ser que tiene grandes orejas, 
grandes ojos y grandes dientes. Estas caracteristicas son detectadas a través 
de unidades especializadas de entrada ( capa retinal ) traduciéndolas después a 
una representación vectorial digital, cuyas componentes son ceros y unos~ esta 
inf'onnación es distribuida posterionnente a la capa intennedia donde se hace 
una representación intema del lobo, para que se manden las activaciones 
necesarias a la capa de salida, para asi dar la reacción correspondiente final. 

La Capcrucita Roja podrá encontrar tres distintos seres en su mundo, que 
nosotros conocemos como lobo, abuelita y lei'iador: Ella debe aprender a ir a 
buscar al leftador, cuando tiene miedo, es decir. cuando ella detecte un ser 
con grandes o.-ejas, grandes ojos y grandes dientes ( el lobo ). Asl mismo 
debe aprender a acercarse, besar en la mejilla y atiltlentar a seres que son 
carif\osos, con arrugas y que tienen grandes ojos ( la abuelita ) y debe aprender 
a acercar comida y coquetearle, a seres que son guapos, cariftosos y que 
tienen grandes ojos ( el leftador ). 

Un modelo digital para el patrón de entrada.. se presenta como un vector de 
ceros y unos; asl el patrón de entrada para el lobo: 

LOM>: gnmdcs Of'ejas 
grandes ojos 
gnmdcs dientes 

(1.l,l,0,000)= Lobo entrada 

El vector blanco de salida que nosotros deseamos que la pequefta caperucita 
produzca.. en respuesta al patrón de entrada del lobo, puede ser representado 
en fonna similar, por tanto, el vector blanco de salida para el lobo: 

CAPERUCITA: correr lejos 
gritos de espanto 
buscar al lcftador 

(t.1.1.0.0.0,0) = Respuesta para Jobo 

de esta fonna podemos ir construyendo la tabla 4 .3 



l
-- PATRONES DE ENTRADA ·--·----~. 
~S G~S ~~: DULCE ARRUGADO GUAPO 

1 1 1 O O O ~- .. LOBO 
O 1 O 1 1 O --~- - __ .,ABUELITA 
O 1 O 1 O 1 ·-- --.. LEIQAOOR 

l
~,c:J'~ o:~.~~~~~;~; LA s::~~-~~~~::;:_J 

1 o o a o -a.u.o 

Q Q Q 0 -Ut..-..U..A 

o o o -lb.~ 
. ----- - - ~~ -~~ -------~---

Pensemos en la red de la figura 4.6. la cual está siendo entrenada pera ir 
aprendiendo los patrones de entnlda de la tabla 4.3. hasta alc.nz.ar i.s 
reacciones de salida descritas en esa misma tabla. Asf. antes de que el 
entrenamiento comience. todos los pesos del interconcxionado son 
inicializ.ados con alsún valor, el cual tiene una probabilidad muy baja de 
acertar a los pesos idóneos que dartan las reacciones de salida deseadas. 
Rápidamente al ejecutar n..-tro -- sobre la red de la fig. 4.6. -
va modificando sus pesos en el interconexionaclo.. ajustándolos hasta alcmu:ar 
una construcción óptima que dará las reacciones de salida exigidas en la tabla 
4.3. As•.. la simulación de la red auto programable alcanzó la solución 
mostrada en la tabla 4.4.. después de 1200 presentaciones de cada uno de 
los 3 patrones. 



Para et PATRON 1 ... ( 1.1.1.0.0.0) Act.i\oación Capa 3 Nodo 1 •O 97094 
Activacion Capa 3 Nodo 2 .. O 96947 
Activaaon Capa 3 Nodo 3 - O 96952 
Activación Capa 3 Nodo 4 - O 03325 
Activación Capa 3 Nodo 5 - O 02943 
Act1vaci6n Capa 3 Nodo 6 00 O 03090 
Activación Capa 3 Nodo 7 .. O 00760 

Blanco Esperado - 1 
Blanco Esperado - 1 
Blanco Esper-ado - 1 
Blanc:Q Esperado - O 
Blanco ~o- O 
Blanco Esperado ... O 
Blanco E.5pc:rado - O 

Para el PATRÓN 2•(0.1.0. 1.1.0) Activación Capa 3 Nodo 1 • O 02993 
Activmcion Capa 3 Nodo 2 - O 02890 
Activación Capa 3 Nodo 3 - O 02040 
Activación Capa 3 Nodo 4 .., O 98240 
Act.ivacion Capa 3 Nodo 5 - O 97143 
Activación Capa 3 Nodo 6 - O 98780 
Activación Capa 3 Nodo 7 - O 05363 

Blanco Espel"-.do - O 
Blanco Esperado ... O 
Blanco Esperado - o 
Blanco Espttado - 1 
Blanco Espef"ado - l 
Blanco Esperado - 1 
Blanco Esperado - O 

Para el PATRÓN J-(0, 1,0. 1.0, I) Acti"·acion Capa 3 Nodo 1 .. O 00701 
Activación C~ 3 Nodo 2 - O 01 1 S6 
Activación Capa 3 Nodo J - 0.02•96 
Activación Capa l Nodo 4 • O 96974 
~vmcion Capa 3 Nodo 5 • O 9a•aB 
A.Cllvsción C.-pa 3 Nodo 6 • O 9695 1 
Activación c.p. 3 1'iodo 7 • O 92418 

Blanco Esperado - O 
Blanco Esperado - O 
Blanco E.aperado • o 
Blanco Eaperwi.> - 1 
Blanco ~o- l 
Blanco Esperado - 1 
Blanco Esperado ... 1 

PESOS ENTRE CAPA 1 V 2 

.PESOS ENTaB CAPA 2 Y J 

Pe:.os E..ntre Entrada 1 y Nodo 1 en Capa 2 - 1 71 52 
l'eaos Entre Entrada 2 y Nodo 1 en Cape 2 - O 001 5 
Pe9os Entre Entnlda 3 y Nodo 1 en Capa 2 - 2 71 52 
Pe909 Entre Entrada 4 y Nodo 1 en Capa 2 - -3 713 7 
~ Entni Entrada S y Nodo 1 en Capa 2 - O 6• 19 
Peaos Entre Entrada 6 y Nodo 1 en c..- 2 - -1.3955 

"-~ Entrada 1 y Nodo 2 en Cef* 2 - O 6535 
...,. Entre Enuwia 2 y Nodo 2 en Capm 2 - -O. 7730 
...,_ Emne Entr.ta 3 y Nodo 2 en Cep9 2 - -0.3465 
Paos Entni Entrada 4 y Nodo 2 en Capa 2 - o 573 s 
..._,. Entre Entrada S y Nodo 2 en ~ 2 - l 0614 re.os Enue Enuwla 6 y Nodo 2 en c.p., 2 - -3 4879 

.._,. Entre Entrada 1 y Nodo 3 en Capa 2 - -O 5489 
P..,. Entre Entnda 2 y Nodo 3 en Capa 2 - 1 6436 
,._,. Entre Entr-sa 3 y Nodo 3 en C.,. 2 - -S.5489 
,._,. Emni Enttada 4 )' Nodo 3 en Capa.2 - 2.192~ 
"- Entre Erm.da S y Nodo 3 en Capa 2 - O 11161 
.._,. Entre Enuwda 6 y Nodo 3 en Capa 2 - 2.0063 

- 3.0663 
.. 3.2377 
- 3.7161 

- 1.;i:aa1 
- o ll009 
- ..0.4448 

PC90 Entre Nodo l de la c;apa 2 y Nodo de S9lida 3 - ·S O 196 = ~ ~~g i :t: 1: gf: ~ ~ ~:::: ~ ~ ~ : :t:f 
P.., Entre Nodo 1 de la Capa 2 y Nodo de Salida 4 - 3 2377 = ~ ~:fg 1g:1: E:g: ~ ~ ~::g g: ~: =-l~~~ 
Pno Enue Nodo 1 de ta Capa 2 y Nodo de Salida S - O. 8009 
Pe.o Entre Nodo 1 de la ~ :? y Nodo de Salida S - -O .._.... 
Peso Entre Nodo 1 de la Capa 2 y Nodo de Salida s - O 821 S 

Pe.o Entre Nodo 1 de la Capa 2 y Nodo de Salida 6 - -i 4993 
Pno Emre Nodo 1 de la ~ 2 y Nodo de Salida 6 - -3 6a6 J 
PCM> Entre Nodo l de la Capa 2 y Nodo de Salida 6 - 3 4787 

Pe.o Emre Nodo 1 de la Capa 2 y Nodo de Salida 7 - 3 716 J 
Pe90 Emre Nodo 1 de la Capa 2 y Nodo de Salida 7 - -3. 769S 
PC90 Entre Nodo 1 de la Capa 2 y Nodo de Salida 7 - -3 :?6SS 
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Las 6 unidades en la .,_ de entrada filcilitan la *'quisición de los 6 f11B80S 
que cancterizan a cada habitante del bosque. Las 3 unid..tes en la capa 
in~ia interpretan la información y dan una caracteriza::ión intenuo de los 
seres del bosque. para que asl la capa de salida active "'- de las 7 uni­
.egún se requiera y se ejecute la acción respectiva. 

4.2 LA RED YA ENTRENADA 

En las soluciones demasiado rfgidas, en las cuales la única forma de mejorar un 
prognuna es replantearlo y buscar una solución más adecuada, nos enconttaanos 
que siempre, después de su implementación, la eficiencia con la que se resuelve 
el problema queda determinada y no es posible variarla a ~ que ae 
n::construya todo el sistema con una nueva solución. Aqui, donde nonnalmentc 
se conoce, o se tiene a disposición, el conjunto universo de entr8dm y sus 
respectivas respuestas, lo que Je conviene a la red neuronal es ap;eaideiac 



prácticamente, COIDO de n1emori, todos estos patrones o tareas a realizar y 
una vez que haya losrado memorizar todos ellos, la red nunca se equivocará 
en su ...eaa:ión de salida,, al ser utilizada en una vida activa en el campo de 
........,. Sin embargo. ..,.. estos problell'UIS. casi siempre existen métodos 
c:omputm:iol.acs convencionales. demasi.SO pulidos en su optimizació~ cuyas 
eficienciM MJft muy diflcilcs de mejorar a través de una simulación neuronal 
.ecuencial ( no ut en una implemenución neuronal en hardware ) por lo cual 
esaoa pl"Oblanas no preaen~ en este momento~ un gran atractivo. Sin 
emt.rao existen proMemas m6s inaercsantes. rareas donde las redes neuronales 
.. .......,. v~ wxpl'endentes y donde los alBOritmos tradicionales no 
pueden resolver- o que por ser demas~o largos e impráctico~ no son 
utilizables. En estos problemas. frecuentemente.. es imposible que se 
...,.enda todo el conjun&o univcno ya que éste suele ser demasiado grande .. 
inclamo 81....-S veces infinito y en otl'llS ocasiones ni siquiera podemos 
dilponer de él. Por tanto, en eáa situación, la tarea mú importante en la 
etapa de entrenamiento,. es lopar que la red tenga una flexibilidad tal. que 
.,._ la t..bilidmd pma categorizar objetos que jamás ha visto, extrayendo, de 
loa que si ha visto, la estnactura conceptual del mundo externo 
( .,_..ii7ación ). 

4.2.l LA GENERAUZACJÓN. 

,,_.. loarar un entrenmniento ·óptimo en la red se necesita un 8J'lll1 número de 
detalles que atender. uno de ellos es el que se ref""tere a la capacidad de la 
red ,,.,. pnenlizar. concepto conectado con que tan bien la red responda a 
los patrones, - a los --idos como a los nuevos. Asl se di,. que la 
red --ió. si al ev- el trabajo ejecutado sobre patrones que nunca ha 
villkl. sus pl'edicciones son correctas, es decir. la ocurrencia de un error en 
meas futuras es ~ con lo cual el conocimiento que adquirió en la etapa 
de entrcnanüento es lo suf'.cientemente general como pana tratar con datos 
dc9conocidos. 

La pneraliz.-::ión depende por un lado de la arquitectura y del tamafto de 
la red y por otro, de la complejidad del problema y de la calidad y cantidad 
de los patrones de entrenamiento. Asi. primeramente, la capacidad de 
generalización de una red neuronal puede ser mejorada al reducir la 
oportunidad de sobre adecuar los datos. a través de restringir el grado de 
conectividad en la red. a un valor que impida o reduzca la posibilidad de 



sobre entrenarla.. simplemente utilizando algunas conexiones cjesoclsped- o 
irrelevantes, llegando rápidamente tan cerca de lo deseado que :oc piada la 
generalidad sohl"e los datos no vistos, en vez de forzarla a blmcar" alsún 
mreglo que le pennita resolver el proble~ consiguiendo~ en el 
intcrconexionado, un compFomlso global sobre todos los pmrunes. 
Normalmente, no se conoce que tarnallo de la red producirá el -jor resultado 
para un problema dado. Pero se ha verificado ( mcdimlte ensayos 
ef"ectuados con varios ta.manos de redes de alimentación proaresiva ), que 
configuraciones muy grandes, no son capaces de generalizar al mundo exteriol-, 
sino más bie~ estos arreglos se apr-cnden como de memoria todo el conjunto 
de pattones de enttenamiento, sin sacar de él ningún conocimiento ( por su 
gnn número de conexiones les es más f"ácil hacerlo asf, que ~ alguna 
generalidad útil ). ya que al ser evaluada su ef"tciencia, ""' nota que la red 
sólo es capaz de resolver tareas idénticas a las mOSUlldas en la et.pa. de 
entrenamiento y no asl tareas nuevas o un poco distintas. Por otro l8cl«> 
confiauraciones con pocas unidades no son capaces de aprender, ni siquiera el 
conjunto de enttenamiento, es decir no se les puede entrenar. 

La red deberá tener un tamallo tal que capture la estructura de los datos 
( la - de entrada ), que modele o caracterice el problema y que uroje IBI 
resultado ( las capas intermedias y de salida respectivamente ). Con al&ún 
conocimiento especifico de la estructura del problema.. uno puede algunas 
veces, f"onnar una buena estimación del tamafto apropiado de la red. Pero el 
tamafto idóneo de la red debe ser detenninado por ensayo y c:n'OI". Una 
técnica de aproximación es comenzar aumentando el talnBfto de la rod desde la 
más pequefta posible hasta que la ejecución llegue a un nivel de declinación. 
El tamallo de la red se incrementa al alladir más nodos en las .,.....,. f"tjas 
( intermedias ) o por aftadir nuevas capas. Otra altemativa. es seauir el 
cmni.no contrario, comenzar con una red muy gnuxle. aplicando 1111111 técnica 
de reducción para remover aquellas conexiones y nodos, los cumes tensmn 
poca relevancia en la solución; en esta aproximación uno necesita cmmce:r­
como seleccionar una red lo suficientemente grande para empezar. En lo 
que respecta al número de capas.. en la mayoría de los casos. una red con 
tres capas ( entrada - intennedia - salida ), es suficiente para resolver casi 
cualquier problema de identificación y clasificación . 

Ahora bien desde el punto de vista de la siguiente definición de generalidad: 
El conocimiento A es más general que el conocimiento B, si y sólo si.. mi 

ejemplo cubierto por e.. t."S también cubierto por A pero no al .-cvés. Es 
decir, A cubre más ejemplos que B , con tal definición se Uep a la 
conclusión de lo que, le conviene a la red.. es que el conjunto de 
entrenamiento sea lo más grande posible. De hecho, para entrenar a la red 



tenemos que alilnenlarla con el mayor número de ejemplos y en cada caso,. 
los valons de activación de las unidades de salida serán medidos y 
COlllpU'8dos cc:n los valores deseados,. de acuerdo a la entrada conespondiente 
..,.. su previa asimilación. 

4.2.2 EVALUACIÓN DEL TRABAJO REALIZADO POR LA RED. 

¿ Como calificar el _...,izaje de un sistema ? Suponga que en la etapa de 
-ienlo ( --iz.lúe ), oe mejora considerablemente la ejecución que 
._...,_ la red. Entonces lo -ndido es válido y deberá estar bien 
c:aliftcmlo pues ha probado mejorar la ejecución sianir.cativamente. Si nosotros 
exmninmllos el conocimiento sólo de los datos de entrenamiento, el nivel de 
ejecw:ión ~ abo y refleja muy bien el conocimiento apropiado para estos 
-. pero ¿ ~ tan confiable es esta estimación para los datos no vistos ? 
EslD púa al criterio,. de que el aprendiz.aje debe conseguir que el sistema 
neunm.I encuentre mluciones adecuadas de situaciones no antes vistas. 
mejonndo su conocimiento, al extraerlo de los datos de entrenamiento. La 
cval.-:ión de la ejecución debe mcdine o calificarse con respecto a re.cciones 
Slltisfilctoria de datos no vistos en condiciones nonnales,. en condiciones de 
ruido y con dll1os faltantcs o con datos inelevantes. Una calificación será 
asi un indicador que estime indirectamente que tan bueno ha sido el 
.pendizaje. 

El método de extensión es una simple prueba experimental de ensayo y error 
donde un amjunto de datos es particionado en dos subconjuntos disyuntos, uno 
uado .,.... entrenamiento y el otro para prueba; si el medio ambiente o el 
mimdo real es muy pwlde y disponemos de él. entonces podemos tener 
siempn: un cortjunto fi.Jera del enttenamiento con el cual calif'"tear la ejecución. 
Asi, nomotros podemos llamar a esta técnica • incluir unos • y •omitir otros•,. 
pues C8da vez se va omitiendo un grupo para examinarlo y el resto para 
entrenamiento. Esta técnica emplea un gran consumo de tiempo para grandes 
ejemplos. 



Ln idea hUsica dctras de la estimación del error o validación. es que el 
conjunto de prueba dcbcrü ser independiente del conjunto de entrenamiento 
( patrones no antes vistos ). La elección del subconjunto prueba deberá ser 
neutral. es decir al azar. Para evaluar una red que ha pasado por una etapa 
de entrenamiento~ el criterio que empicaremos scrú el rnüs natural de todos. el 
cual nos dice: de N patrones que jamás ha visto ( aparentemente nuevos.. en 
el sentido que no fueron panc del conjunto de entrenamiento ). en cuántos 
accnó y en cuántos se equivocó. con lo cual daremos un porcentaje relativo en 
una ciena jornada de trabajo. 

X 100 
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!5 APL % C::AC:: :EON 

En el 6n::a de la flsica médica, se implementará un sistema autoprogramable. 
ms.do en redes neuronales artificiales. que ayude a los cardiólogos en el 
monitol'CO continuo del electrocardiograma de sus pacientes. Primero se 
presnta una serie de conceptos teóricos de la génesis del electrocardio~ 
donde se inUl dando las bases minimas para un entendimiento de las 
interTelaciones flsico - biológicas. con los aspectos electrofisiológicos del 
corazón. 

S.l UTILIZACIÓN DE UNA RED NEURONAL ARTIFICIAL COMO 
AYUDA EN LA INTERPRETACIÓN DEL ELECTROCARDIOGRAMA. 

El electrocardio¡pllRUl ha sido. muy probablemente,. la primera seftal 
estudimla. con fines diagnósticos. con la meta de automatizar su 
interpretación., utiliz.ando la ayuda de una computadora digital. Los sistemas 
de electrocardiopatla tienen como necesidad primordial el uso de un detector 
de QRS ( una f"onna muy marcada en el trazo electrocardiográfico ). pues a 
partir de su identificación se desarrollan cálculos que llevan al conocimiento 
de ciertos pumnetros de interés. arrojando infonnación que da. a los 
méd~ elementos de juicio para identificar algunas enfermedades o cubrir 
la necesidMI de disparar algún tipo de alarma automáticamente.. por lo que .. 
- ,.. -n detector de QRS es fundamental. De aqui la preocupación 
por desan'OIW detectores de QRS cada vez mejores y aunque existen 
alaunos que han probado ser eficientes.. sólo lo son en algunos casos y con 
ruido rnoderwlo, es decir, no existe uno que no presente algún tipo de 
problema. Tratando de mejorar tal deficiencia.. se experimentará.. en esta 
ocasión, con un programa para una computadora personal tipo PC. a fin de 
modelar una ral neuronal artificial ( RNA ) de tres capas ( fig 5.8 ).. cuya 
arquitectura pennita utilizar el método de aprendizaje por retropropagación. 
Esta red se ha estado entrenando en el reconocimiento del complejo QRS del 
electrocardiograma,. utilizando segmentos de ECG normales y patológicos 
mientras que otros segmentos de EGC.. se han estado empleando a fin de 
cvalumr la eficiencia de la red. Asi.. se adaptará el simulador neuronal 
construido en el capitulo anterior.. a un sistema de electrocardiograna.. donde 
se explota la habilidad de las RNA para reconocer fonnas.. específicamente,,. 
los rasgos caracterlsticos del complejo QRS. 



5. l. 1 SISTEMA CARDIOV ASCULAR. 

Dentro del sistema cardiovascular. le corresponde al corazón. la 
responsabilidad de mantener la cfrculución de la sangre en todo el cuerpo. 
El corazón es un órgano musculoso que bombea sangre hacia todos los 
tejidos del cuerpo. para nutrirlos con oxígeno y. a la vez, recoger con esta 
corriente de sangre. los productos de desecho metabólico celular. Para 
lograr esto. se requiere que tus fibras musculares accionen en forma 
sincronizada. lo cual provoca que se generen sci\alcs cl1..~tricas muy grandes 
sobre cualquier punto del volumen corporal. Esta actividad eléctrica que 
ocurre en el corazón cada vez que se contrae. se puede registrar y se conoce 
como electrocardiograma ( ECG ) [ 29. 30 1. 

En el corazón. las dos cümaras superiores. más pcquci\as. son las que 
reciben la sangre que retorna al corazón~ se denominan aurícula izquierda y 
aurícula derecha y estos compartimientos estis.n separados por una pared 
llama.da tabique inlcrauricular. Las dos cámaras inferiores. o ventriculos, 
separadas por el tabique intcrvcntricular, tienen la tarea de bombear la sangre 
fuera del corazón. El venuiculo derecho bombea sangre, no oxigenad~ 

hacia los pulmones y el ventriculo izquierdo tiene un trabajo más exigente, 
al bombear sangre oxigenada hacia todos los tejidos del cuerpo y la cabeza 
(lig.5.1 )l27,28J. 



El mecanismo que hace nctuar ul corazón como una homha. es determinado 
pur los cvcnlus clCctricos de los cuales depende el patrón secuencial de 
excitación. de los subsecuentes procesos de contracción. que van de aurieula a 
ventriculo. El recorrido que lleva la sangre se ha ilustrado con los seis pasos 
que se muestran en la fig. 5.2 Aquí se ve, que lu sangre no oxigenada 
retoma desde el cuerpo. hacia la auricula derecha. tluycndo despuCs haciu el 
ventriculo derecho. desde donde es bombeada hacia los pulmones. u través de 
la arteria pulmonar: uhi se oxigena y usi queda lista para recircular por el 
cuerpo. Comicn7.a primcf'o su viaje. entrando u la auf'ículu i7.quicrda a travCs 
de las venas pulmonares~ luego. tluyc hacia el ventriculo izquierdo y es 
bombeada hacia el cuerpo u travCs de la aorta. ponando oxigeno a los tejidos. 
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El mal funcionamiento de la acción mcctinica de bombeo. puede llevar a 
anomalias graves y a la muerte misma. Lu contractibidad o capacidad 
mecánica del corazón. de contraerse y relajarse~ está controlada por los eventos 
bioeléctricos y su mal funcionam1cnto frecuentemente tiene fatales consecuencias. 
aún si el músculo cardiaco es capaz de una contracción nonnal y vigorosa. 
Los problemas en el sistema clCctrico. resultan en con11·accioncs inapropiadas~ 
teniendo una descoordinada actividad clCctrica. el bombeo puede incluso 
perderse. pues aunque los músculos estén vigorosos y viables. carecen de un 
apropiado disparador. Ésta es una de las principales causas por la cual. 
innecesariamente. mueren muchas personas en unos cuuntos minutos u horas si 
no son alcndidos con rapidez ( ataque cardiaco por oclusión coronaria). 

5.1.2 EL ELECTROCARDIOGRAMA. 

El Electrocardiograma ( E.C.G. ) es el registro gráfico de los potenciales 
eléctricos producidos por el tejido cardiaco. La tbnnación y conducción de 
estos impulsos eléctricos. producen pequeños corrientes que tluctúan con el 
tiempo. Asi. en pacicn1es en reposo. el E.C.G. se puede capturar sobre Ja 
superficie corporat mediante un juego de eleclrodos conectados en puntos 
estratégicos sobre la piel. unidos a un aparalo de regislro. 

La f'onna gráfica de la dif'erencia de potencial entre dos puntos cualcsquieru 
del cuerpo. es dependiente, no solamente de la aclividad eléctrica del corazón 
( distribución de carga ) sino también. de lu posición de él. en relación a Jos 
puntos escogidos para poner los electrodos; es decir la configuración espacial y 
otras panicularidades. tales como la rcsistibilidad de los tejidos del cuerpo. son 
también factores influyentes. A pesar de esto. lo que se persigue es que las 
mediciones hechas. sólo dependan del corazón y no del resto del cuerpo. o de 
la posición de los electrodos. Esto ha sido un reto para la ciencia desde 
hace rnlis de dos siglos. pasando por diversas etapas de investigación que han 
desembocado en pcrf'cccionamientos tecnológicos y a la utilización de la 
computación digital [ 31. 32. 33]. Hasta el momento. la mejor aproximación a 
este ideal. requiere de la estimación del vector del campo eléctrico del corazón. 
calculado a partir de conocer las proyecciones ortogonales ( sus componcnles ). 
sobre un sistema de coordenadas cartesianos, cuyo origen se coloca en el 
centro de gravedad del corazón: el eje y • apunta a los pies, el eje x hacia el 
bruzo izquierdo y el eje = apunta a la espalda ( :?:7. :?:8 1. 



Un arreglo básico particular de electrodos para medir estas componentes. se 
muestra en la figura 5.3. donde también se ilustra un trazo secuencial de la 
dif'crcncia de potencial entre un par de electrodos cuyo registro puede ser obtenido 
con la ayuda de un galvanómetro. 

Generalmente en el electrocardiograma hay cuatro desviaciones o deflexiones 
durante la duración de un ciclo cardiaco. La prime~ designada la onda P .. 
resulta de la despolarización auricular. excitación celular que contrae tales 
cavidades. La segunda. designada complejo QRS.. resulta de la excitación de 
expansión a través de los vcntriculos. La onda T. resulta de la recuperación de 
las células de los vcntriculos y.. una cuarta desviación. la onda U,. es algunas 
veces vista siguiendo a la onda T. Su origen está aún en controversia ( 29. 34 J. 

El seguimiento de la actividad eléctrica del corazón a través del pulso cardiaco 
marca la secuencia muscular. La siguiente serie de ilustraciones. nos ayudarán 
a correlacionar los sucesos eléctricos y mecánicos.. con el trazo en los registros 
del ECG . { Atender a la región más oscura de las ilustraciones ( 34 J ). 
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5.2 PLANTEAMIENTO GENERAL DEL SISTEMA ELECTROCARDIOGRÁFICO. 

Para adquirir Ja ser'\al eléctrica del corazón de un paciente ( ECG ) ( ver arreglo de 
la fig S.4 ). se le instala un juego de electrodos de acuerdo a las nonnos médicas 
de cardiologia y a través de un cable de conexiones. se transportan las 
diferencias de potencial producidas entre los electrodos. a un sistema de 
adquisición de E.C .G. • en cuya entrada encontramos un amplificador que tiene 
Ja función de llevar la set'lal eléctrica del co.-azón~ del orden de milivoltios. a 
volts. para que postcrionncntc pase a un convertidor analógico digital. que 
digitalice y por tanto. se puedan obtener ,.-alares numéricos de la sei'ial del ECG. 
Una vez que se tienen los valores numéricos del E.C.G. • se pasan u una 
interfase de una PC. paro que. por medio de un programa de control. se 
realice el análisis de la serial de E.C.G. ( l:? J. 

GRAFICADOR 

AMPLIFICADOR 
(DE E.C.G.) 

COMPUTADORA PC 

CONVERTIDOR 
A/D 

INTERFASE PC 

PROGRAMA 



S.2.1 EL AMPLIFICA[X)R. 

Las sei'ialcs eléctricas del corazón. que se recogen a través de los clecUodos y 
cables conectados al paciente. alimentan una interfase. Para que funcione,. es 
necesario que la scf\al de E.C.G. tenga un nivel que corresponda al rango de 
operación de la interfascy por tanto. se hace un tratamiento previo a través de un 
amplificador que posee una muy alta impedancia de entrada ( 1212 Ohms ), seguido 
de un convertidor AID. Un grupo de circuitos amplificadores, magnifican la 
scftal hasta 45 veces; a estos amplificadores se les han agregado filtros para 
dejar pasar seftalcs sólo entre O.OS y 100 Hz. En esta tablilla también se 
incorpora un sistema de protección al paciente. para no dejar pasar voltajes 
mayores de 700 milivoltios ( del aparato al paciente ). Así. de acuerdo a los 
estandares de clectrocardiogratla. se hacen pasar las seftales procedentes de las 
derivaciones del brazo izquierdo ( LA ). brazo derecho ( RA ) y pie izquierdo 
( LF >~ hacia un arreglo resistivo denominado " red de Wilson • ( ver fig 5.5 }. que 
pondera y entrega las scf\ales derivadas~ aVR+, aVR- ( voltajes aumentados del 
brazo derecho, positivo y negativo}, aVL+, aVL- ( voltajes aumentados del brazo 
izquierdo. positivo y negativo }, aVF+, aVF- ( voltaje aumentado del pie 
izquierdo, positivo y negativo } y la derivación común de rererencia TCW 
( terminal común de Wilson } que simula el centro del corazón. Se incluye 
también un circuito generador de pulsos de 1 mV, que genera las senales de 
calibración Cal+ y Cal- , que se utilizan para ajustar los wnplificadorcs a 
1 cm/mV. 

PROTECCIOÑ 
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S.2.2 EL CONVERTIDOR ANALÓGICO DIGITAL. 

Este módulo permite convenir hasta 12 senales analógicas, en sei'ialcs digitales.,. 
utilizando técnicas de multiplexado en tiempo y conversión analógica a digital. 
( CAD ) de aproximaciones sucesivas. 

Como se muestra en el diagrama de la figura 5.6.. el módulo o tablilla está 
formado por un multiplexor,. que selecciona la seftal de entrada.. c.-eando caminos 
o canales que son manejados por medio. de 11n controlador selector de canal. Un 
convertidor digital analógico es utilizado como generador programable, que inicia 
una seftal de realitnentación de corriente directa.. que sirve pal'B ajustar el nivel de 
offset requerido en la senal de entrada a ser digitalizada ( el nivel se maneja a 
través del microprocesador que manda una palabra digital a unos circuitos 
retenedores contenidos en el mismo circuito ). Un saunador que sube o baja el 
nivel de offset por medio de una suma entre el canal seleccionado y Ja 
retroalimentación de corriente directa generada por el convcnidor O/A. Un 
tUnp/ificador programable que ajusta la amplif"lcación de la seftal seleccionada. 
Un convertidor analógico digital que ttansfonna la seftal analógica seleccionada 
en digital. de acuerdo al registro selector de canal y que manda la scftal de 
control necesaria para la amplificación que deba hacerse. poniendo en las lineas 
correspondientes los valores convertidos para que el procesador los lea. Un 
registro de salidas digitales de control que se programa para controlar los 
amplificadores de ECG . Un registro de enlradas digitales de control para 
censar los estados de los amplificadores de ECO. Y 1111 decodificador que 
controla el acceso a estos bloques. 
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5.2.3 EL DETECTOR DE QRS . 

Se ha atacado el problema de la detección del complejo QRS de Ja seftal 
clcctrocardiogrática. de dos maneras distintas: por programa ó software y por 
hardware ó instrumentación. De ellas el proceso más socorrido para la 
identificación de un posible QRS. es el que contempla pasar la sei\al de E.C.G. 
a través de un filtro de frecuencia de corte entre 15 y 20 Hz y con un ancho de 
banda de entre S y 1 O f-lz. que es donde normalmente se localizan la mayoría 
de los complejos QRS . Después de esto. ya sea que la sci'ial se eleve al 
cuadrado o se rectifique. para que después. por alguna regla de decisión .. 
detennine la autenticidad del posible QRS. 

En el Departamento de Instrumentación del Instituto Nacional de Curdiologia se 
ha eslado trahajando en ambas líneas, contándose. en la panc de software. con 
un programa que. utilizando un algo.-itmo que calcula la segunda de.-ivada del 
electrocardiograma. logra identificar el complejo QRS en tiempo real. Pruebas 
de evaluación sobre este programa. con diversos trazos de E.C.G.; han 
demostrado ser uno de los mejores que existen actualmente. Por otro lado. se 
cuenta con un equipo, discftado en el mismo Departamento de Instrumentación. 
cuyo diagrama se presenta la Fig. S.7. para detectar el complejo QRS. Empic7..a 
llevando la seftal de E.C.G. a través de un filtro pasa banda. que deja libre el 
camino a seftales cuyas frecuencias comprenden entre 1 O y 20 1-fz. donde se 
encuentran los complejos QRS; después se ajusta el nivel de amplitud con un 
amplificador. para que a continuación. la sen.al pase a un rectificador de medio 
onda completa. que vuelve los pulsos QRS siempre positivos. Una vez que se 
tienen Jos QRS ajustados. se pasan por un elevador al cuadmdo ( cuadrador ). 
que permite que las ser"iales de ruido pequcnas. que puedan haber pasado. se 
vuelvan más pequeftus ( pues se presuponen sei'lales de ruido menores de 1 mV ). 
Asi las scftales de QRS de interés se elevan al cuadrado y se logran separar 
ampliamente del ruido. Para seleccionar entonces los QRS y eliminar 
totalmente el ruido. se usa un comparador con una ref"erencia que se encuentra 
arriba del ruido comün; su salida da sólo dos niveles de voltaje 
( el +Vcc ó el O ). el nivel positivo dispara el multivibrador monoestable. que 
finalmente genera un pulso de 200 mS. que prende un LED indicador y avisa al 
procesador que ocurrió una onda R del ECG.. para el cálculo de la frecuencia 
cardiaca del paciente. 



5.3 ENSAYO DEL MÉTODO. 

En los últimos anos un gran número de detectores de QRS han sido 
desarrollados, los cuales trabajan bien en presencia de ruido moderado y sobre 
complejos más o menos nonnales. Sin embargo, usualmente, las seftales que son 
sujetas a estudio son las que peneneccn a individuos que padecen algún problema 
cardiaco. por lo que no son preciSaJllCnlc nonnalcs~ además. si tomamos en 
cuenta las dif'erencias que presentan los. complejos QRS entre sujeto y sujeto, e 
incluso entre un mismo individuo y afladiéndole Jos casos patológicos que se 
presentan._ hacen que los métodos tradicionales que existen para detectar el 
QRS, traigan consigo alguna dificultad asociada. 

Por lo común. estos métodos sufren de la debilidad de las técnicas lineales, 
cuando son aplicadas a sistemas no lineales, es decir, es dificil,. a una seftal no 
lineal, adaptarle un modelo lineal. Y ya que el ECG es una scftal no lineal 
generada por un sistema no lineal ( el cuerpo humano ) y dado que las redes 
neuronales anificiales son inherentemente modelos no lineales, éstas resultan ser 
potencialmente útiles en reconocer seftalcs muy complicadas, como puede ser el 
complejo QRS. Por tanto se ha pensado en enfrentarlas a este problema.. nada 
trivial de la flsica médica. 

5.3.1 EL PROGRAMA NEURONAL RECONOCEDOR DEL COMPLEJO QRS. 

Con base en redes neuronales, se ha desarrollado un progrmna para reconocer los 
complejos QRS. Este programa es como el presentado y desarrollado en los 
capltulos 3 y 4, que simula una red multicapas, como la que se muestra en la 
fig. 5.8, la cual está lista para aprender a reconocer el complejo QRS. Como se 
dijo en el capitulo 4, la red neuronal pasa por dos etapas: Una de 
entrenamiento, que Je va dando. poco a poco, la habilidad para responder a la 
presencia de una entrada clectrocardiográfica, reconociendo las caracteristicas más 
sobresalientes del complejo QRS; en ella adquiere la experiencia necesaria, a 
través de mostrarle patrones ejemplos similares a los que podría encontrarse en 
una ejecución real ( en el apéndice D se encuentra el listado del programa que 
simula esta red en lenguaje Pascal ). La segunda etapa, aplica lo aprendido en 
la tarea de detección. haciendo que la red responda satisfactoriamente a la 
presencia del complejo QRS, cuando es estimulada con algún lrazo de ECO 
cualquiera, para que. si se trata de un QRS, responda con una seftal de aviso. 
Esta etapa en si,. es Ja prueba tangible a la que se ve sometida la red neuronal,. 
cuando se evalúa su eficiencia. Estos punlos se discutirán con más detalle en 
los incisos que siguen. 
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5.3.2 SELECCIÓN Y ALMACENAMIENTO DE DATOS. 

La sei\al de E.C.G. que usamos para seleccionar los patrones de entrenamiento._ 
es obtenida de la salida del convertidor analógico a digital. Este módulo 
proporciona los datos electrocardiográficos digitalizados que. a través de la 
intcñase. se hacen llegar a la computadora ( ver fig 5.4 ). Una vez en la 
computado~ se pueden manejar como a uno más le convenga. en este caso 
se dispuso grabarlos en un disco convencional. con una etiqueta de 
identificación. Mediante una breve inspección de todos los E.C.G. capturados .. 
se advirtió que no todos los complejos QRS tienen el mismo tiempo de 
duración. por lo que se acordó tomar como patrones de entrenamiento. 
porciones de E.C.G. de longitud igual a 50 puntos (cada punto equivale a 4 
milisegundos. por tanto. los SO puntos tienen una duración de 200 
milisegundos ). medida que es lo suficientemente amplia como para contener 
cualquier complejo QRS ( ver la fig. 5. 9 donde se muestran algunos de estos 
patrones ) . Tomando en cuenta esta Sltuación. se fbnnaron unas especies de 
ventanas. donde se encontraba un trazo patrón f"onnado por 50 puntos 
consecutivos del E.C.G. Estos valores. al ser almacenados o lftalltenidos en 
alguna localidad de memoria,. junto con su respectivo blanco esperado. se 
ponen a disposición del programa simulador de la red neuronal 
( Neuro3QRS.PAS - red de la fig. 5.8 ). que los va tomando como ilDligenes 
proyectadas sob.-e su capa de entrada. donde cada unidad de entrada, tiene la 
localización de un punto imagen de la gráfica. En esta ventana se encuentta 
una porción del trazo clectrocardiográfico. El blanco esperado se ref""tef'e a si 
la ventana no contiene un QRS o éste esta incompleto; entonces su 
correspondiente esperado es igual a cero. en caso contrario seria igual a uno. 
De esta manera se cargan de forma azarosa tantos patrones de entrenamiento 
como sea posible para que~ a través del p.-ograma de simulación del apéndice 
O adaptado a la .-cd de fig. 5.8 ( Ncuro3QRS.PAS ). se fueran repasando o 
asimilando hasta que la red aprenda a ver y distinguil'" en ellos. cualquier 
QRS. de entre ruido y otras ondas. 



5.3.3 ETAPA DE ENSE1'1ANZA Y ENTRENAMIENTO. 

El ensci'\ar con ejemplos consiste en dirigir un patrón muestra,. que es colocado 
en la entrada de la red. hacia la salida conespondientc o respuesta deseada; 
esto es. separar el conjunto de los que son QRS y el de los que no lo son. 
Para lograr esto. lo más simple seria introducir dentro del separador o 
clasificador de clase, una descripción exacta de los limites de tales clases. 
Sin embargo, en el caso del QRS, tenemos un conjunto universo infinito y las 
reglas que se han utilizado en los programas detectol'es de QRS. siempre han 
tenido algún tipo de p..-oblema. 

Una persona frecuentemente es capaz de distinguir y reconocer objetos 
penenecientes a alguna clase, debido a su experiencia acumulada, pero no es 
capaz de da.- las instrucciones exactas de cómo hacer esto, a un prognuna o a 
una persona con escasa experiencia; sin embargo, es capaz de enseftadc a un 
inexperto. mostnindole ejemplos sin necesidad de instrucciones . Por ejemplo, 
los médicos ensef\an a los jóvenes doctores a escuchar el corazón o los sonidos 
de la r-cspiración en la práctica dir-ecta. Así. un matemático puede demostnlr 
nuevos teoremas. no por que él tenga un algoritmo universal de cómo hacer 
esto. sino por el entrenamiento que él haya llevado. En r-ealidad esta técnica 
de aprender con ejemplos es muy socorrida en la teoría de la enscftanza. 

Escoger. de un sólo golpe. los patrones adecuados que traigan consigo los 
rasgos caracteristicos que más le sirva a la l"ed para identificar el QRS. es 
dificil; por tal motivo se cargaron tantos ejemplos como f'ue posible para que la 
red los fuera repasando. Todos los patrones fueron seleccionados al 87.81" 

desde una base de datos construida con el sistema de electtocardiognlfla 
digitalizada descrito anterionnente; de aqu6 fueron tomados.. tanto los ejemplos 
de entrenamiento. como los patrones de evaluación. 

Para tener una noción de cómo se va dando el aprendizaje. se fueron 
proporcionando ó mostrando los ejemplos patrones a la red. en f'orma gradual. 
Es decir,. se formaron grupos. con 49 patrones y antes de que los apn:ndicra., 
en un inicio. se verificó a cuales de ellos reconocia y a cuales no. Con esto 
el conjunto de entrenamiento fue creciendo en pasos de 49 en 49 
(primera columna de la tabla 5.1 ). Asi. antes de incorporarlos al conjunto de 
los patrones de entrenamiento.. fueron usados para evaluar el incremento del 
aprendizaje experimentado poi" la red ( segunda columna de la tabla 5.1 ). esto 
con la ayuda de un programa reconocedor (el mismo Neuro3QRS.PAS que sólo 
corre en esta ocasión la pane de propagación. en donde se detiene y da una 
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respuesta del patrón presentado. sin intentar cambiar rcajus?'r el 
interconexionado ). Así sólo se ejccutu hacia delante la propagac10n del 
estimulo de entrada recibido para obtener una respuesta de salida en base a lo 
aprendido ( columnas 3. 4 y 5 de la tabla 5. 1 ). Una vez construida la 
información de la tabla 5.1.. se utilizó para realizar una gráfica que estima el 
aprendizaje a través de las fallas y aciertos en función del numero de patrones 
aprendidos. Asi se metieron tantos grupos hasta que se consideró que el 
aprendizaje habla sido fructuoso. es decir cuando el número de fallas se vió 
reducido, como puede observarse al traficar los valores de la tabla 5.1. 
(fig.5.10). 

5.3.4 PRUEBAS DE GENERALIZACIÓN Y EVALUACIÓN. 

La capacidad de generalización. se refiere al éx:ito con que la red enfrente 
nuevas situaciones. que no han aparecido en la entrada durante el proceso de 
aprendizaje. Asi. para el reconocimiento de los patrones visuales del QRS. 
111 red. o el joven médico. deberá aprender a distinguir el QRS entre un 
número finito o relativamente pequefto de patrones de enseftanza ( muestras ) y 
después. al finalizar la enseft~ deberá conocer las reglas necesarias para 
clasificar el infinito o un número relativamente grande de situaciones. que 
puedan aparecer durante la vida activa o durante el proceso de prueba. La 
primera prueba satisfactoria de la capacidad o habilidad de la red para 
reconocer un QRS. la obtuvimos con el último grupo de 49 patrones. a los 
que reconoció casi sin equivocación. Sin embargo. se le sometió a una 
siguiente prueba que fuera más acorde a la realidad. Para esto, primero se 
grabaron ECO de pacientes durante un cierto tiempo. de tal fonna. que la 
traza electrocardiográfica no se interrumpió. es decir, continuó durante un 
cierto intervalo de tiempo. En esta pequef\a grabación se encontraban 
contenidos de 6 a 8 QRS. todo esto en forma continua ( ver fig. 5.11 ). 
Después. se aplicó el programa de reconocimiento con una pequefta subrutina 
de barrido exploratorio. ( un contador de longitud de ventana igual a 
50 puntos ) el cual iba mostrando a la red neuronal de 50 en SO puntos 



consecutivos o valores del trazo, para que ella determinara la autenticidiKI del 
QRS cuando se encontrara con él. Algunos de estos registros se ilusb'lln en 
las figuras 1 t ~ b, e, en ellas se puede ver que en el inicio de una ventana 
que contiene un QRS, es decir el primer punto del trazo de longitud igual a 
SO puntos, se marca con una pequen.a raya vertical mientras que el final de 
los 50 puntos se indican con una raya más grande, esta raya únicamente se 
despliega en pantalla cuando se ha detectado un QRS junto con un sonido 
corto o biper. Aunque esta prueba de detección fue bue~ en el sentido 
de que pudo localizar los QRS correctamente ( como puede vene en las 
figuras t t ), recordaremos que nuestro programa neuronal es una simulación 
secuencial de un modelo inherentemente paralelo y podria ocurrir que durante 
el tiempo de procesado utilizado por la computadora para analizar k>s priJneros 
SO puntos, se perdieran algunos datos imponantcs del siguiente segmento del 
trazo elcctrocardiográfico a procesar. Sin embargo esto no es neccsariarnente 
asi, pues se puede superar con una máquina que tenga un procesador sriba 
de los 100 Mzh. Considerando que la adquisición de los 50 puntos se lleve a 
cabo en un tiempo de 200 milisegundos. Y si pensamos que este detector 
de QRS tiene la gran ventaja de que la red neuronal ~ mejonu' su 
eficiencia volviendo a la etapa de entrenamiento, si fuese requerida una 
exigencia mayor, resulta este método muy atractivo. 
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APÉNDICE A 

La interacción aditiva en una rcticula cuadrada de dos dimensiones cuyas celdas 
están ocupadas por dos tipos de &tomos A y B es : 

l:~-2(N,11o.-Sa) 
2 

donde N"' • N• son el número de &tomos del tipo A • B respccth .. amentc. 

Dado &i + &j 

A B = o 
A A - 2 
B B = -2 
B A - o 

Asi que 

Con un ancg1o alternado como el de la figura 1 a. tenemos sumas de 
interacciones ( &i + &j ) - O entre pares de •tomos que se van cancelando. Es 
decir parejas sólo de la forma ( A. B ) ó ( B, A ) • por tanto . 

l:~=O 
...... 2 

donde el número de átomos de tipo A es igual al numero de átomos del tipo B. 

_ _ Vemos ~. ~1: ~~~~- De la figura 

-~ ;_ ~ 2 (NA - NB ) = O 

Fig.la~_. 
~ alle'U.ada 



En el segundo enrejado ( fig. J b. ). si el nWnero de átomos en las aglomcr.cioncs., 
fuese NA - Nu • tcndriamos que las interacciones con valores + 1 se cancelan con las 
de -1 • y ocasionarian un resultado neto nulo. 

&i +&j 
.E---- = 2( NA-Nn}- O; 

2 

por lo que lo intcresante es cuando hay un desequilibrio en el número de átomos que 
interactúan y en esta situación, ¿ Cu8.ntos pares de interacciones ( &i + Cj ) hay ? 
Conlémoslas para el caso de dos dimensiones: 

Si L es igual al número de laz.os totales en todo el aneglo. entonces este níancro 
lanabién es igual al número de pares de interacciones ( &i + Ej ) .. Es decir, tenemos 
tantas parejas ( Ei + Ej ) como nos indica el número L .. 

En el caso de dos dimensiones. el número de primeros vecinos que tiene un Momo 
clalquicra es 4. Ahora bien. debemos pensar en f"orma ideal. que no existen 
li'onleras u orillas. es decir cualquier •tomo está en una posición interna. Asi el 
número 10tal de lazos y en consecuencia de interacciones es 4 ( NA + No ) ; pero de 
todas es&as .-rejas. hay que enconlrar cuales nos dan -1 • cuales + 1 y cUÚllAS O. 
Pues bien, esto depende del número de átomos de la clase A asi como del DÚlnel'o de 
jfomos c:k la clase B que tengamos. Por ejemplo. si todos los átomos del emejado 
son del tipo A • entonces todas las parejas de ( &i + Ej ) son +2 ; 

asi tenemos 4NA - Lazos - .-rejas - Interacciones 

por tanto dividiendo por 2 

encontrando asf. que en este caso el nUmero de + 1 es igual a 2NA 

Luego si introducimos un solo átomo del tipo B • tenemos que ocho pucjas &i + Ej 
son (O) y todas las demás serian ( +2): 

Es decir con Nu - 1 tenemos 4 (NA + No ) - Número total de lazos ; 

De los cuales en este caso 8 son cero y todos los demás +2 . Se debe considerar. 
al contar las interacciones de primeros vecinos. tanto a ( &i + &j ) como a ( Ej + &i ). 



Asf. por un lado, el numero total de lazos es : 4 ( NA + 1 ) = 4 NA + 4 
(de ellos 8 son cero ) y por canto el número de parejas ( Ei + &j ) diforenaes de cero 
seria igual a 4NA + 4 - 8 = 4NA - 4 

=4(Nl\-I)- 4(NA-Nn) 

ahora dividiendo entre 2 encontramos 

Ahora. si inlroducimos dos átomos del tipo B • Nu = 2 • donde estos dos átomos del 
tipo B son vecinos. tendríamos 2 parejas ( Ei + &j ) con valor ( -2 ) y 12 parejas 
(O). Todas las demás ( +2 ). 

Es decir si N11 = 2 y éstos son primeros vecinos•. tendremos : 

4( NA + Nn ) = Número total de lazos ( de los cuales en este caso 12 son ( O ) • 
2 son ( -2 ) • todos los dem8s ( + 2 ) ) [ De los dos que son 
( -2 ) • ,...,. a cancelar a dos correspondientes ( + 2 ) • teniendo 
4 lazos más, netamente cero ] 

A~i.. por •n lado el nli•ero lotal de lazoa a = 4(NA+2 ) = 4NA + 8 

y .-r C099eC'IH!•cia el •ú•ero rotal de ,..rejas ( &i + Ej ) que 1N1rticipm• e• .. eu-. 
""ria = 4NA + 8 - 12 - 4 

= 4NA-8= 4(NA-2) 
=4( NA-Na) 

Si introducimos .J álomos del tipo B • Nn """ 3 ( donde ellos estén f'"onnando un 
aglomerado de .J ) • tcndrfamos 4 parejas ( Ei + E.:j ) con valor ( -2 ) y J 6 parejas ( O ) . 
Todos los demás ( -.-2 ). Es decir Si No ""' 3 • tenemos 

4( NA + Nn ) = Nú.mcro total de lazos ( de Jos cuales. en este caso, J 6 son 
cero y 4 son ( -2 ) . Todos Jos dcmlis ( + 2 ). Poniendo 
atención a estas 20 interacciones de las cuales 4 son ( -2 ) • 
observamos qt1e éstas van a cancelar a cuatro correspondientes 
inaeraccioncs con valor +2 



En el segundo enrejado ( fig. 1 b. ). si el nWnero de á1omos en las aglomeraciones. 
fuese NA - Nu • lendriamos que las interacciones con valores + 1 se cancelan con las 
de -1 • y ocasionarían un resultado nelO nulo. 

&i + &j 
:E--

2
-- = 2( NA-Nn)= O; 

por Jo que lo intcresanle es cuando hay un desequilibrio en el número de átolDOS que 
inte111etúan y en esta siluación. ¿ Cuántos pares de inlcracciones ( &i + Cj ) hay ? 
Conaémoslas para el caso de dos dimensiones: 

Si L es igual al número de lazos 101ales en lodo el arreglo. cnlonccs este núnlen> 
también es igual al número de pares de interacciones ( &i + &j ) • Es decir. tenernos 
tantas pan:jas ( &i + &j ) como nos indica el número L. 

En el caso de dos dimensiones. el nUmero de primeros vecinos que tiene un 6aomo 
cualquiera es 4. Ahora bien. debemos pensar en forma ideal. que no existen 
&onacras u oñl~ es decir cualquier •tomo esta en una posición inteTna. Asf el 
nútnero total de lazos y en consecuencia de interacciones es 4 ( NA + Na ) ; pem de 
codas estas parejas. hay que enconbar cuales nos dan -1 • ci.ales +1 y CUÚl&aS O. 
Pues bien,. esto depende del número de Atamos de la clase A asf como del aimlelu de 
6tomos de la clase B que tengamos. Por ejemplo. si todos los átomos del enrejlldo 
son del tipo A • en1onces todas las parejas de ( El + &j ) son +2 ; 

asf tenemos 4NA - Lazos - parejas =- lnleracciones 

por tanto dividiendo por 2 

encontrando asf. que en este caso el número de + J es igual a 2NA 

Luego si introducimos un solo átomo del tipo B • tenemos que ocho parejas &i + Ej 
son ( O ) y todas las demás serian ( + 2 } : 

Es decir con No= l tenemos 4 (NA+ Nu)"" Número total de lazos; 

De los cuales en este caso 8 son cero y todos los demás +2 . Se debe considcnar .. 
aJ contar las inleracciones de primeros vecinos. tanto a ( &i + &j ) como a ( Ej + &i ). 



1.-.1 LA! l.11.I 
l~~c~llr 4 AJ 

~ ci1 ~l 



As'· por un lado. el número total de lazos es : 4 ( NA + 1 ) = 4NA + 4 
( de ellos 8 son cero ) y por tanto el número de parejas ( Ci + &j ) difürenlcs de cero 
seria igual a 4NA + 4- 8 = 4NA- 4 

-4(NA-I)- 4(NA-Nu) 

ahora dividiendo entre 2 encontramos 
_E &i+Ej = 2(NA-Nn} 
....... 2 

Ahora. si introducimos dos átomos del tipo B • Nn = 2 • donde estos dos átomos del 
tipo B son vecinos. tendríamos 2 parejas ( &i + Cj ) con valor ( -2 } y 12 parejas 
( O ) . Todas las demás ( +2 ). 

Es decir si N11-= 2 y éstos son primeros vecinos•. tendremos: 

4( NA + Nn ) = Número total de lazos ( de Jos cuales en este caso 12 son ( O ) • 
2 son ( -2 ) • todos los demás ( +2 ) ) l De los dos que son 
( -2 ) • irán a cancelar a dos correspondientes ( + 2 ) • teniendo 
4 lazos más. netamente cero ] 

A.~f. por un lado el nú•ero lotal de laZOll a = 4(NA+2 ) = 4NA + 8 

y 110r cot11tee•e•ci• el aúmero total de pairej.. ( Ci + Ej ) que pairticipaa e• la euma 
oerflo = 4NA + 8 - 12 - 4 

= 4NA-8= 4(NA-2) 
=4 (NA -Na) 

1:: &i+Cj = 2(NA-Nn) 
...... 2 

Si introducimos 3 átomos del tipo B • Nn "'" 3 ( donde ellos estén f"ormando un 
aglomerado de 3 ) • tendríamos .. puejas ( &i + Ej ) con valor ( -2 ) y 16 parejas ( O ) . 
Todos Jos demás ( +2 ). Es decir Si Nu""' 3 • tenemos 

4( NA +No ) == Número total de lazos ( de Jos cuales, en este caso. 16 son 
cero y 4 son ( -2 ) . Todos los demlis ( + 2 ). Poniendo 
atención a estas 20 interacciones de las cuales 4 son ( -2 ) • 
observamos que éstas van a cancelar a cuatro corn:spondienles 
interacciones con valor +:? 



A•I. por ... lado,. el nU111ero 1ol.81 de lazO!I es = 4(NA+3 ) = 4NA + 12 
y por co•11ee•encia el nú•ero total de p•rej•• ( Ci -.. Cj ) que participan en la aum• 
oerla =4NA+ 12-16-8 

-4NA- 12 =4(NA-3) 
=4( N. - Na) 

2(N.,-Nu) 

Si seguimos con el caso en que. NA > Nu hasta que Nn = NA - 2 • donde: el nümcro 
1otal de ( + 2 ) en esta situación es : 

Nn = NA - 2 tenemos por un lado que el número total de lazos es = 4( NA + ( NA -2 ) ] ..., 
4( 2NA - 2) - 8NA - 8 

De todos estos lazos. los que nos interesan son los correspondientes a los dos átomos 
m&ls que tenemos del tipo A . Y por tanto el nümero de parejas Ci + Ej que nos 
darian (+2 ) • seria 8. ya que todos los demás lazos se anulan. 

'C"" &i - Cj 
.:...---- - 4 , 

haciendo uso de la fünnula 2( NA - NB ) encontramos que nos da exactamente este 
mismo núnlero. 

- 2[ NA - ( NA - 2)] 
-4 

'"' 



APÉNDICE B 

Para una reticula cuadrada de N celdas. hay 2N interacciones o lazos de primeros 
vecinos. pensando que C1CJ = &j&• • es decir que se trata de la misana 
interacción. 

Átomos Lazos 
N ""9""' 3 3 .. n~ 2N= 2 [#1 anterior de litomos +2n-1] 

18•2(4+( 2"3-1)]=18 

1° 2º Jº ~Jda. (&1&2)(&2&3)(&1&1) 

~¡,.Ja, (&iCS) (&SC6) (&c-1:4) 

4° Sº 6° .t...o.w. ¡Ja. (&7&M) (CtE9) (&9C7) 

~ ~ (ctC4)(&4&7)(&7&1) 

7° 8° 9° ~ co'--- (C2CS) (E""")("""") 
J.r.-~ (Cl&l>) (C6&o,i) (C9CJ) 

Átomos Lazos 
N ""' 16 = 4z = n'll 2N = 2 ( # anterior de átomos + 2n-1 ] 

32 m 2 ( 9 + ( 2x4 - l) ) ""' 32 

1° 2° 3° 4° ~¡Ju. (&1&2) (C2&3) (C:t&4) (&4&1) 

~ ¡.la ("""°) (Et.&7) (E7CA) (c.&>) 
5° 6ª 7° 8° t.--. jJ4. (&9Cm) (t:1oc11) (cuc12) (c12&9) 

~ jJo. (&tl&14) (&141:1.5) (CIS&tt.) (&16&13) 

9° 10° l lº 12° ,_;-.w. ~ (caes) (~&9) (c'ilCu} (cnc1) 
~ oJ.- (C2C6) (Cl.CIO) (&lo&14) (&14&2) 

13° 14º 15° 16º '-"--" ~ (c1c7)(C7&11)(c11cu)(c1sc1) 

~ ""'--' (&4&8) (&Jt&1Z)(&12&16) (&ll.&4) 

Átomos supuestos Lazos 
N "" n2 entonces 2N = 2 [ # anterior de lltomos + 2n-t) 

=2 [( n-1)2 + 2n-1) 
= 2n:z 

Ahora por demostrar que si nuestros átomos son N = ( n + 1 ):z 

Lazos 
2N = 2( n+1):z = 2 [#anterior de átomos + ( 2n + 1 }-l) 

= 2( n 2 + 2n + 2 - 1 J =2( n + 1 )2 

por tanto para una rcticula de N litamos hoy 2N lazos 



APÉNDICE C 

Se muestra que el mapa logistico de la ecuación X 1- 1 = J.. X1 ( 1 - X1 ). tiene 

doble ciclo para toda A. en A. e ( 3. 1 + ...r6 ). 

Un doble ciclo existe si y sólo si. existen dos puntos p y q tales que 

lip) , q )' flq) ' p 

equivalentemente. tal p debe satisfacer que f(flp))""'" p donde f(x) = AX( 1 - X ). 

Asi p es un punto fijo en el mapa de segunda interacción fcxJ = f( Í(x)) y 
rix> es un polinomio de cuarto l,'Tado. Su gráfica para J..> 3 es mostrada en la fig. c.1 

fig.c.I 

Para encontrar p y q se necesita resolver la ecuación para los puntos donde la 

!,..-álica intcrsecta la diagonal. es decir. es necCSDrio resolver la ecuación de grado 
2 

cuatro f"(x) =X. Esto suena muy dificil de realizar. no obstante puede dar.;e cuenta, 

de la sección 1.2.l que los puntos fijos x·=o y x·= 1-1/A son soluciones 

triviales de esta ecuación. ya que ellos satisfacen flx•) = x· y en fünno automñtico 

Q
2
x•)= x·. 



Después de sacar los factores concspondientes a los puntos fijos. el p«>blema se 

reduce a rcsolver wua ecuación cuadnítica: 

f'<x)- C[ :UC (1 -X l) -1..(:UC(I - X))(l-:UC( 1-Xl) 

- ">..2 X(1- X)[ 1-:UC( 1- X)) 

Asi que ta expresión f(
2
x)- X= O nos da lx.( 1 -X >l 1-A.X(1 -X)) -X-O 

X( ">..
2
( 1 - X)[ 1 - DC( 1 - X )-1 ) ) - O 

y ">..2 ( 1-X)[ 1-:UC( 1-X)) - 1 - O 

:. 3 3 2 2 2 
-A.X+2>...X -XA.(l+A.) +)..-1-0 

ex-e 1 - 11A. JI c-&2.- :ICc 1 +A. >X-">..< 1 + ">.. i1-o 

X'- 1 -1/A. y -ix"+ 1J: 1 +A. )X - A.( 1 +A.)= O 

por &anto dcspuCs de TCsolviendo la <:«::u.ación cuadrática se obtiene el pm- de núccs: 

)..+ 1±"<A.-3)()..+1) 
p,q-

2">.. 
las cuales son reales para A. > 3 

Asl. el doble ciclo existe para todo A. > 3 como se exige. En A. - 3 las rafocs 

coinciden. siendo iguales a x·= 1 - 11).."" 213 . Para A. < 3 las rakcs son complejas 

lo cual significa que el doble ciclo no existe. 

A continuación haremos el célculo de la suma y el producto de estos valores. 

A.+ 1+"V1(X-3)(X+1) 

2). 
q-

;.+1 - --icA.-3)(">..+ •> 
2">.. 



p+q-
;..+ l + ..J(A.-3)()..+ 1) 

2). 

2( )..+ l) A.+ 1 
p+q----- -----

2A ).. 

A.+l + ...J(i..-3)()..-t-I) A.+t -"'1(A.-3)(J.+l} 
p q- -----------

2).. 

(:k+l)'-(A.-3)(A.+I) 4(A.+IJ 

(:k+ 1) 



APÉNDICE D 

Listado del programa neuronal ( en puscul ). construido con la colaboración y 
ayuda del investigador Osear Infante del Dcpurtamcnto de Disci\o 
Instrumentación del Instituto Nacional de Curdiologiu " Ignacio Chávcz ". 

Progr .. N•urona1; 

Siau1acion de aprendizaje .. diante RETROPROPAGA.CION de una red 
N•uronal de 3 C•P••· Entrenamiento automatice para aprender 

rea1iaar tarea ) 

1 1 1 1 
u1----->I o 1---------->I Jl 1 

1 1 1 1 

Ultima Capa 
Neuronal. 

EllTRADA ¡ O ! ¡ Jl ¡---- 1 1 
1 F I 
l F : : __ : ---------> ---------> 

U2-----> 1 O 1---------->1 Jl 1 1 __ 1 1 __ 1 
Pri .. ra Capa Segunda Capa 

•euronal Meuronal 

SALIDA 
SALIDA 

AROU:ITECTURA 

USES <••·······················································••) crt : 

COllBT 
•odoaDeBntrada • i ; 
TotalO.Patron•• • p 
•odo•Encapa2 • j 
NodoaEnCapa3 • • 
ErrorlU.n=O.Ol : 

TYPE 

tEntrada • Racord 
Entrada:Array [l •• NodoaDeEntrada] or Integer; 
Eaperado:Int•ger: 

EllD: 
tPaaoaClaC2 = Array [1 •• ModoaDeEntrada.l •• NodoaEnCapa2] or Real; 
tP•aoaC2aC3 = Array [1 •• NodoaEnCapa2.1 •• NodoaEnCapa3] or Real; 
tActivaCapa2 a Array [1 •• JlodoaEnCapa2] or Real; 
tActivacapa3 = Array [1 •• NodoaEnCapa3] or Rea1; 
tErrorSa1ida = Array [1 •• Nod.oaEnCapa3] or Real; 
tErrorC3 ~ Array[1 •• NodoaEnCapa3] or Raa1: 
tDeltaErrorC2 = Array [1 •• ModoaEnCapa] or Rea1; 



VAR 

Pe•o•ClaCZ : tPeaoaClaC2; 
PeaoaC2•C3 : tP•aoaC2aC3; 
Entradea: Array (l •• TotalDePatronea] or tEntrada; 
ActtvaCapa2:tActivaCapa2; 
Activ•C•P•3:tActivaCapa3; 
ErrorSalida:tErrorSalida; 
ErrorC3:tErrorC3; 
DeltaErrorC2:tDeltaErrorC2; 

Aua:Entradaa: tEntrada; 
AuaActivaCapa2:tActiv~Capa2; 
AuaAct1vaCapa3:tActivaCapa3; 
AuaErrorC3:tErrorC3; 

ArchPeaoal : File of tPeaoaClaC2; 
ArchPeaoa2 : File of tPeaoaC2aC3; 
ArchEntradaa : File of tEntrada; 

Nolll.ArchEntradaa: String; 
NomArchPeaoal: String; 
NomArchPeaos2: String; 

AuaErrorC2 : Real; 
Ma&Error:Real; 
PatronConMaError: Znteger; 
ErrorGral:Real;· 

Cicloa:integer; 
tecla:char; 

{••····························································••••) 
PROCEDURE Peaoalinicialea; 

i,j:Integer; 

BEGIH 

{ Con•truye la Matr1z de Pe1M>a entre iae Cap•• 
{ uno-doa F1jando e1 valor de •U• El.-.nto• d• 
{ Manera Azaro•a ) 

{ 1 a j - Numero de Conezionaa entre la capa 1 --> 2 } 

CICLOS :=O; 

Random1ze; 

For i:=l to NodoaDeEntrada DO 
For j:=l to NodoaEnCapa2 DO BEGIN 

PesoaClaC2[i,j]:=Random-Random; 

END; 
ENO; 



PROCEDURE Pe•o•2Inicialea: Construye la Matriz de Pesos entre ) 
las capas dos-tres Fijando el valor ) 
de sus Elementos de manera Azarosa ) 

Var 

i,j:Integer; 

BEGIN i X j = Numero de Conexiones entre la capa 2 --> 3 ) 

Randomize; 

For i:•l To NodosEnCapa2 DO 

END; 

Fer j:al to NodosEnCapa3 DO BEGIN 
PesoaC2aC3[i,j]:•Random-Rando•; 

END; 

( PesoaC2aC3 ( Nodo Capa 3, Nodo Capa 2 ] } 

(•••····························································••) 

PROCEOURE LeerEntradaa; 

( Abre el Archivo para leer un Patron y eu Correspondiente 
Var Esperado Poaesionandose en el lugar adecuado 

1, ip:Integer; 
NuPat:atring[3]; 

( La extension del archivo en dieco ) 
BEGIN { Corresponde al numero de patron actual 

For ip:=l to TotalDePatronea DO BEGIN 

Str(ip,NuPat); 
NoaArchEntr•d•• :•ºEntradas.•+ NuPat; 
Aaaign (ArchEntradaa,NolllArchEntradaa); 
Reaet (ArchEntradaa); 
Read(ArchEntradae,Entradas[ip]); 
Cloae(ArchEntradaa); 

WriteLn; 
~or i:al to NodoaO.Entrada Do 
Write(Entradae(ip].Entrada[i]:S): 

WriteLn; 

~or i:=l to NodosEnCapa3 Do 
Write(Entradas(ip].Esperado[i]:S); 

Writeln; 
end; 

readln; 
ENO; 

( Eacoje el campo de entrada 
{ que tiene un numero de ) 
exteneion igua1 al valor del} 
{ patron actual, •alecciona ) 

{ PatronA.ctual • NuPat ) 

{••··································································> ... 



PROCEUURE LeePaso•; 

Var 

Res:Char; 

( Captura 1aa pesos optimo• eaanado• } 
{ de1 Programa Coreapondientea a ~•• ) 
{ eon•aionea entre 1a• capa• do• - tr•• 

BEGl.M 

{$1-} 
N~rchPeeoal :~·Pesoa1•; 
As•ign (~rchPesoal,NomArcbPeaoal); { para vaciarlos o } 
Reaet (ArchP•soal): { leerlo& del dlaco} 
Ir lORaaultaO Then BEGIN { S=Peaos ya establecido• en diaco 
~rit•('¿Sa torD&n pesos previos?'); N=Peaoa Aa1gna.4oa a1 Asar l 
res;-=R•adltey: 
I~ re• in ['a','S'l Then BEG1N 

Wrlte~n('Cual ~ue LA ULTIMA EPOCA? 
RaadLn(Clc1oa):; 

); 

Read(ArchPe•oal.Pe•oaClaC2): 
Ho-.ArchPeaoa2 :•'Peaoa2'; { Cone•iones entre 1•• Cape• 2 a 3 } 

{ para vaciarlaa o } Aeaign (ArchPe•oa2,NomArchPaaoa2): 
Reaet (ArchPeaos2); 
Read(ArchPeaoa2,PesosC2aC3); 
Clo•e(ArchP•aoa2); 

END: 
C1ose(ArchPeaoal); 

EHD; 
EMD; 

{ leer1oa del 4~aco l 

(••··································································••••} 
P~OCEDURE EacPeaoa: 

BE.GIN 

KoaArchPeaoe1 :•'Peaoal': 
Aaa1gn (ArehP•aoa1,NomArchPeaoa1); 
Rewrit• (ArchPeaoal): 
Wr~te(ArcbPaaosl.PeaoaClaC2); 
NofllArchPeaoe2 :~'Pesos2'; 
Asatgn (ArchPesos2,NornArchPesoa2): 
Rewrite (ArchPeaoa2l; 
Write(ArchPeaoa2,PeaoaC2aC3); 

END; 

{ captura lo• Peaoa Optl.a• w:..naoaa} 
{ del Programa para Grabarioa en Dlaco) 
{ o Vacia 1oa Peso• conten~doa en O~•co} 
l a1 Programa } 

{••····································································•} 



PROCEDURE Mue•traPe•oa; 

var 

re•:char; 
N1.N2; Integer; 
i,j:Intager; 

BEGIN 

WriteLn: 
WriteLn: 
WriteLn( • 
WriteLn; 

PESOS ENTRE CAPA 1 Y 2 • ); 

For 1:•1 to 
For j:=-1 to 

WriteLn(' 

WriteLn; 
ReadLn; 

NodoaEnCapa2 Do 
NodoaDeEnt:rada 

Pe•o• Entre 
y Nodo 

Do 
Entrada • .j:6, 
Capa2'. i :4 ,PeaosClaC2[j,i]:l0:4); 

ReadLn; 
Wr:iteLn( • 
WriteLn; 

PESO ENTRE CAPA 2 Y 3 1 
) ; 

.For i:=l to NodoaEnCapa3 Do 
For j:•l to NodoaEnCapa2 Do 

WriteLn(' P••o Entre Nodo .j:6, 
'da la Capa 2 y Nodo de Salida' ,i:4.PesosC2aC3[j,i]:10:4); 

END; 

(••·······························································••} 
PROCEDURE Valoreainicialea; 

BEGIN 
Pe•o•linicial••: 
Peao•2Inicialea; 
LeeP••o•; 

END; 

( Manda una Semilla de Peaoa, Entre las Capas 1-2 } 
( Siembra una Semi1la de Pesos. Entra las Capa• 2-3 

(••·······························································> (••••·······················································> (••···································> 



PROCEDURE CalculaActivaCapa2(ip:Integer); 
Var 
i.j:Integer; ( contadores ) 

SumaXConexion:real; ( Suma de estimulo& por nodo) 
BEGXN 

For j:=l to NodosEnCapa2 DO BEGIH ( Barre nodos en capa 2 ) 

END; 
ENO; 

SumaXConaxion:=O; 
For i:=l to NodoeOeEntrada 00 BEGIN ( Barre nodos de entrada 

sumaXConexion:=(SumaXConexion+PesoeC1aC2[i.j]• 
Entradas[ip].Entrada(i]); 

END: 

ActivaCapa2[j] := l/(l+exp(-SumaXConexion)) ; 

(••···························································••) 
PROCEDURE CalculaActivaCapa3; 

Var 
i.j:Integer; {Contadores } 
sumaxconexion:real; { Suma de estimulo& por nodo ) 

BEGIN 
For i:=l to NodosEnCapa3 DO BEGIN { Barre nodos en capa 3 ) 

END; 

END; 
END; 

sumaXConexion:=O; 
For j:=l to NodosEnCapa2 Do BEGIN { Barre nodos de entrada 

SumaXConexion:= (SumaXConexion + PesosC2aC3[i.j] 
•ActivaCapa2[j]); 

Activacapa3[i]:=l/(l+exp(-SumaXConexion)) ; 

{••·································································•) 
PROCEDURE SalvaActivaciones; 

BEGIN ( Excitacion del Patron Que Genero al Maximo 
AuxActivaCapa2:=ActivaCapa2; ( Error. } 
AuaActivaCapa3:=ActivaCapa3; 

END; 

PROCEDURE SalvaEntradas(ip:Integer); 
BEGIN 

AuxEntradas:=Entradas[ip]; 
END; 

PROCEDURE SalvaErrores; 
BEGIN 

AuxErrorC3:=ErrorC3 
END; 



PROCEDURE ErrorCapa3(ip:Int•ger); 

( Da el error •n capa 3 • ip •• el patron a •valuar ) 
( •• calcul• el •rror d• cada unidad •n capa ~ y •• •u.aran ) 

Var 
1: lnt•g•r; 
Ab•Err:Real; 
AbaMaa:R•al; 

( Calcula -~ Error •n Capa 3 generada por la ) 
( Entrada Actual, para a•r CDMparado con loa ) 
( Error•• provocado• por loa otro• patronea. } 

BEGlN 
For 1:1 to NOdoaEnCapa3 DO BEGIN 

ErrorSalida(i] :• Entradaa[ip]. Ea1>9rado [1] - ActtvaCapa3[i]; 
ErrorC3(iJ :• ActtvaCapa3[iJ • (l-Act1vaCapa3[i]) 

• ErrorSalida[i] ; 

Writ•C' Activacion Capa 3 Nodo".1. ••. ActivaCapa3[1]:7:5); 
WriteLn(' Blanco Eaparado'. ''.Entradaa[ip].Eaperado[1]:7); 
WriteLn(' Diacr•pancta de Salida Nodo'.i. • ' • ErrorSalida[i):7:5); 

END; 
Ab•Err :• O; 

Far 1 : to NOdoaEnCapa3 DO BEGlN 
AbaErr :• AbaErr + Aba(ErrorS•li.da[i]); 

END; 

l~ AbaErr > MaaError Then BEGIN 
MaxError:= AbeErr; 

SalvaActivaciones; 
SalvaEntradaa(i.pJ: 
SalvaErrorea; 

.. END; . 
END; 

{••···································································> 
PROCEDURE DeltaCapa3(ip:Int•g•r); 

Var 
ErrorC3:Real: 
ErrorSali.da:Real; 

BEGIN 
ErrorS•lid•:•Entradaa(ip].Eaperado[NC3]-ActivaCapa3[NC3J; 
ErrorC3 :~ ActivaCapa3[NC3]•(1-ActivaCapa3[NC3])•ErrorSalida; 

Write ('Activaci.on Capa 3'. • 
{ Write (' Blanco Eaperado' • 
( WriteLn('Error Capa 3 • • ' 
( Wr1teLn; 

ErrorMaxOcurridOC3:=ErrorC3; 
MaxError:•Abe(ErrorSalida); 
SalvaActivacionea; 
SalvaEntradaa(ip); 

END; 

ActivaCapa3[NC3]:7:5); 
• Entradaa[tp).Eaperado[NC3):7);) 

• • ErrorC3:7:S); } 
} 



PROCEDURE ErrorCapa2(uni:Integer); 

Var j: Integer 

ErrorC2:Rea1 

BEGJN 
ErrorC2: =O; 

Calcula el Error en la capa 2 generado } 
por la Entrada que provoca al Ma.imp Error.) 

En asta capa ten--aa n neurona• por tanto •1 
patron de entrada genera. n Errorea. } 

For j:-1 to Nodo•EnCapa3 DO BEGXN 
ErrorC2 :a ErrorC2+(AuaActivaCapa2[uni])•(l-AuaActivaC.pe2[uni]) 

•(PeaoaC2aC3[j.uni]•AuzErrorC3[j]); 

WriteLn('Au•ActivaCapa2 NODO ' • 1. ' ' • AuaActivaCapa2[i]); } 
WriteLn('PeaoC2aC3[i,j]'.PeaoaC2aC3[j.i]; ) 
WriteLn( 'Delta da Error C3 Nodo '. j. •'. AuaErrorC3[ j]); ) 
WriteLn('De1ta de Error C2 Nodo ' • uni. ' ' • DeltaErrorC2(~J; 
WriteLn('Delta de Error Suma Capa2 Nodo 

,uni. ' ' • DeltaErrorCapa2[uni]);} 
Readl.n;) 

end; 
U.ltaErrorC2[uni):sErrorC2; 

END; 

(•••···················································· ... ·······•••) 
PROCEDURE CorrigePeaoa; 

{ tncl = Numera las Conaaionea que llegan ) 
Const ( a. un Nodo J. da 1a. Capa 2 } 

mu•0.07; ( inc2 - Nu.era Ya Sea; la Coneaian ciu- S.1• ) 
{ del Nodo j de la Capa l. o el -....ro de ) 

Va.r { Coneaion que llega al Nodo k de l.a C.pa 3 ) 

incl,inc2,inc3:Int•ger; 
{ CORRECCION ENTRE LAS CAPAS 2 a 3 ) 

BEGIN 
For inc2:-1 to NodoaEnCapa3 DO BEGIH 
Fer inc3:=1 to NodosEnCapa2 DO BEGIN 

PeaoaC2aC3[incl,inc2] := PeaoaC2aC3[inc2,inc3] + 
(mu•AuaErrorC3[inc2]•AuzActivaCapa2(inc3]); 

End; 
End; { CORRECCI:ON EllTRE LAS CAPAS 1 -> 2 

For inc1:=1 to NodoaDeEntrada DO 
For inc2:•1 to NodoaEnCapa.2 DO BEGIN 
PesoaClaC2[incl.~nc2] := PeaosClaC2[incl,inc2] + 

mu•De1taErrorC2[inc2]• 
AuzEntradaa.Entreda[inc1); 

END; 
EHD; 



PROCEDURE Entren .. ientol; 

Y•r Acumula E•peri.encia, da1 Patron ip ) 
ip,uni:Int:eger; 
AuaErrorC2:~••1; 

BEGIN 
MaaError:•O; 
For 1.p:•l t:o TOt:alDePatron•• DO BEGIN 
CalculaAct:i.vaCapa2(ip); 
CalculaAct:ivaCap•3; {••••• PROPAGACION •••••) 
ErrorCapa3(ip):( Superviaion Del PGt:ron Mas 

END; 

End; 
For uni:•l to NodoaEnCapa2 DO BEGIN 

ErrorCapa2(uni); 
End; 

Writeln; 
Corr.igepeaoa; 

PROCEOURE Entrenam1ent:o2; 

Var 
ip::tnt:eger; 

BEGIN 

END; 

FOR ip:-1 to Tot:alDePat:ronea DO BEG:tN 
CalculaAct:ivaCapa2(1p); 
CalculaActivaca~3; 
DeltaCapa3(ip.lJ; 
Corri119Peaoa; 

END; 

Di.~icil d• APRENDER) 

(••···································································> {••···························································> e••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••> {••·······································••) 



BEGIN 

tecl.a:•80; 
ClrScr; 
Val.or••Inicialaa; ( l.l.ama a la Sub-Rutina que A•igna loa P•aoa ) 

( o •l val.ar de Coneaion, en toda la Red. } 
•• Hay Doa Po•ibilidadea Se Toman De Dieco o •• Asignan •l A••r •• } 

· LeerEnt::radas; 

REPEAT 

Ent::r•n-ientol 

If KeyPre•&ed Then BEGIN 
t::•cla:=R•adtc.y; 
t::ec1a:•UpC•ae(t::ecla); 

( CICLO DE ENTRENAMIENTO } 

END; 
( 1~ tecla=•p• tbmn Modific•Peaoa;} 

Ciclo• :•Cicl.o• + 1 ; 
Sound(SOO); 
Writ•Ln(º-------------------------Cicloa•#••c1c1oa:8;) 
Writ•Ln; 
No&ound; 

UNTIL ( MaaError < ErrorMin) (t::ecla= ºTº); 
MueatraPeaoa; 
Writ::•Ln; 
lle•dLn; 
E•cP•aoa; (Mueat::raPeaoa;} 

( Siempre Para Aprender el. Patron Maa Dific~l# •• Decir 
END. ( el que Cauaa el Mayor Error } 

Para Sal~r de ••t::e Ciclo de Entrenamiento •• Debe Cuaplir 
la Condicion o Apret::ar la Tecla "T" } 
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