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1 

Introducción 

Inmediatarnente después de la deteccióon del neutron [IJ, Heisenberg f2J 
e Ivauenko (3] postula.ron, de 1na.nera independiente, las bases de la fC~dca 
nuclear: el núck--o consiste de dos tipos de nucleones, Jos protones y los 
neutrones. El estudio de la interacción de los nucleones por medio de l<:W 
fuerzas nuclear~ se convirtió en la bu.se de los estudios de lu ffsica. nuclear. 
Aunque, unu derivación completa del potencial de dos nucleones a partir 
de la teoría n1esónica es posible, la solución no es del todO satisfactoria, 
por esto, la física nuclear de muchos cuerpos se ha confinado a potenciales 
fenomenológicos o semi-fenomenológicos. Debido a lo cual, las teorías nu­
cleares tlt~ han formulado a partir de "modelos" nucleares. La teoría mi­
croscópica del núcleo se bll.8a eu eJ uso de potenciales fenornenológicos de 
un sistema nucJeón-uucleón, en la ecuación de SchrOdinger de un sistema 
de muchos nucleones. 

Dos avu.nces signjficativos han tenido gran impacto en Ja comprensión 
de la estructura nuclear: el modelo de capa4 de part(cula independiente (4] 
y el modelo colectivo , estos dos modelos se combinaron rápidamente para 
dar un modelo unificado (5], en el cual, los nucleones se mueven de manera 
independiente en un potencial promedio con grados de libertad colectivos. 
Este modelo en t:JUS diferentes formas ha dominado la teoría de la estructura 
nuclear durante 1nucho tiempo. 

A partir de los trabajos de Elliott (6] se han logrado avances para e8-­
tablecer una teoría. algcbráicu que describa los fenómenos colectivos que se 
dan en el núcleo. Estos modelos algebráicos se apoyan en el concepto de 
grupos dinámicos, los cual~ difieren de los grupos de simetría. Un grupo 
de transformacione::1 de simetría deja el hruniltonlano invariante y da lugar 
a degeneraciones en 109 estados del sistema, los cuale:¡, contienen repre­
~ntaclones del grupo. Por otro la.do un grupo dináznico requiere sóla.mente 



que un grupo de eigenestados pertenezcan a una representación irreducible 
del grupo, pero no requiere que todos los estados de una representación 
irreducible sean degenerados. Un ejemplo es eJ oscilador armónico en 3 
dimensiones, para el cual el grupo dinámico es Sp(6,R)T mientras que el 
grupo de simetrías es SU(3)T el cual es un subgrupo del primero. 

AsíT el grupo simpléctico es el grupo dinátnico apropiarlo para. una 
descripción de un sistema de muchos cuerpos con movimiento colectivo. 
El hecho de que el grupo sin1pléctico es un grupo dinámico para el os­
cilador artnónico, el cual juega. un papel muy hnportan.te en el rnodelo de 
capas, facilita la construcción de un formalismo sirnpléctico del modelo de 
capas. 

Como ::;e mencionó anteriormente, los trabajos de Elliott mostraron que 
los modelos a.lgebrá..icos pueden describir de manera efectivu. las excitaciones 
colectivas del núcleo. Utilizando eJ modelo de capas y las propiedades de in­
teracción nuclear de largo alcance (del tipo cuadrupolar)T Elliott const.ruyó 
el 1nodelo SU(3) del núcleo. !YIM tarde se encontraron varias extenMiones 
como el tnodelo pseudo-SU(3) (7] T el cual, da cuenta de una .simetría. que 
aparece en núcleos pesados, lue!{u, surgió el 1nodelo sitnpléctico para núcleos 
ligeros (8](9] , que toma en cuenta excitaciones entre capa:i y, el modelo 
pseudo-simplectico [lUJ que se aplica a núcleos pesados. 

En la ELAF 1 (11], el Dr. Hess present.ó una serie de pláticas sobn~ el 
1nodelo shnpléctico uni-dimensina.l de un núcleo y su posible extensión a 
un sistema de dos cútnulos, sin ernbargo, la discusión fue hecha de 1nanera 
abstru.cta, sin cálculos explícitos. 

Así, el objetivo de la presente tesis es verificar los resultados yu. pre­
.!"entados por el Dr. Hess y realiz.ar cálculos de manera explícita; primero 
introduciremos el ha.milt.onianu del 1nodelo de capw:i uni-din1ensional y se 
presentará su relación con el grupo simpléctico, después ca.lcularetnos Jos 
elementos de matriz y realizaremos la diagonalización del hamiltouiano, 
para obtener los niveles de energía, y ver cótno varían con respecto a la. 
magnitud de la interacción .. cuadrupolar". También utilizaremos otros pro­
cedimien~os para los cálculos de la energía del estado base corno el método 
de Hartree-Fock y calcularemos la energía de lmi pritnero8 estados exci­
ta.dos por medio del método de Ta.nun-Dankoff, esto con el fin de com­
parar cómo funcionan esta.s aproxim.a .. ciones con respecto a.l modf.!lo e:xa<.:Lu. 

Ta.rnbi6n u~mreznos una aproxirnadón al modelo siJnpléctico llrunado modelo 
simpléctico coutraido, el cual, es muy útil cuando se trabaja en dimen:sione.s 
1nayores. Como último tema tratnreznos de extender el tnodelo simpléctico 
a un sistema de moléculas nucleares (esto se ha hecho para obtener poten­
ciales geotnétricos, a partir dt!l hu.miltoniano microscópico [13J). Primero se 

1 E•cuela Latinuamericana dr:' Fll!!aca. ~léxico D.í-" .. ,Julio-Agosto 1995. 



propone un hamiltoniano que sea igual al hamiltoniano del sistema unido, 
cuando la distancia relativa sea igual a cero y, que sea igual a la suma 
de dos harniltonianos independientes cuando los cúmulos estén separados 
completamente. Aunque en este caso también se trata de un modelo uni­
dimensional, trataremos de ver cómo es posible incorporar el principio de 
Pauli de manera efectiva dentro del 1nodelo. Una vez hecho ésto se hará 
el cálculo de los elementos de matriz y He preHentará el espectro de energía 
del sistema, como función de la distancia relativa de los cúmulos. Para a.sí, 
fina.bnente, presentar las conclusiones que se desprendan de este trabajo. 

El cálculo para el modelo en tres dimensiones no se presenta aquí debido 
a que, resulta ser muy complicado ya que para un sólo núcleo se tiene que 
trabajar con matrices de 300 x 300 Jo cual da lugar a que para un sistema 
de dos cúmulos la ditnensión "explote". También es importante recalcar 
que el estudio de un siste1na uni-dimensional no es del todo irrealista, ya 
que a finales de los setentas un grupo de Bélgica [14] introdujo un modelo 
simpléc.."tico simplificado en el cual sólarnente tomaban en cuenta excita­
ciones paralelas al eje de simetría para el núcleo prolato y, perpendiculares 
al eje para un núcleo oblato. Además ante::1 de construir un modelo realista. 
para moléculW:I nucleareM bu.sacio en el modelo simpléctico, es muy útil con­
siderar el CW:lo uni-dirneruiional para poder entender mejor el problema, ya 
que, muchas manipulaciones algebráica.s y consideraciones físicas serán muy 
sencillas en este caso sin que se pierdan los aspectos físicos relevantes para 
el modelo en tres dimensiones, es decir, que varias de las propiedades que 
se presentan en tre.!:I dimensione.!:! pueden entenderse a partir del modelo 
uni-dimensional. 

iii 



Capítulo 2 

Modelo simpléctico del 
núcleo en una dimensión 

2.1 El hamiltoniano simpléctico 

La. mayoría de la.s teorías microscópicas cornienzan construyendo un espacio 
de Hilbcrt <le funciones de onda antisimétricas para muchos cuerpos y tratan 
de dividir este espacio infinit.o en un cierto número de subespacios que el 
ha.rniltonia.no no puede conectar. Este caso no será Ja ecepción, y co1nen­
~~re1nos describiendo la interacción de un nucle()n con el resto de los uuclt.-'­
ones mediante un potencial promedio, el cuál, tornaremos con10 el oscilador 
a.rrnónico y, aunque existen otros potencia.les que pueden d~cribir mejor 
la. interacción (e.g. el potencial de \Voods-Sn.xon), el oscilador armúuicu f-'8 

una buena elección porque su l!.!:ltructura de grupo facilita de cierta manera 
los cálculos y, además, permite .separar las crnnponentes del centro de rna.sa 
de una. función de onda de rnuchas partículas- El oscilador armónico en una 
dimensión está. descrito por el siguiente luuniltoniano 

~e 1 2 mw
2 

") Ho = L- 21np•-+- ~:r,,, 
,,,=l 

(2.1) 

donde las coordenadas x,,, y su 1no1nento conjugado p. son las coordenadas 
de J.acobi [9] de un sisterna de A partículas dondes es el índice que identifica 
a las partículas, además en la ce. (Ll} ya se ha extraído el centro de masa 
(ver apendice A). En tres dimensiones .se considera la interacción esp{n­
órbitu. y, además, se agrega un término L t;, lo <.:ual no es posible en una 
dimensión. 



Ahora, en vez de considerar las coordenada.~ y los moment.os, trabaja.re­
mos con operadores de creación y aniquilación de los fonones de oscilacjón~ 
estos operadores están descritos como: 

fmW( · P•) ,,. = V 2h x. - ';;;w (2.2) 

fmW( . p.) {.=y 2h x. +'rnw (2.3) 

donde el primero representa el operador de creación y el segundo el de 
aniquilación. Estos operadores obedecen la regla de conmutación 

(2.4) 

La variable w denota la frecuencia del oscilador. Cou esto la ec. (1.1) 
adquire la forma 

A-1 ( 1) 
Ho = l"iw ~ 71.{. + 2 · (2.5) 

Los niveles de energía de est.e hruniltoniano se separan en niveles o capas 
por intervalos de energía constantes de lú....J. A partir de ahora Ja ecuación 
(1.5) la denotaremos como 11-lN. Los estados del oscilador ar1nónico Jos 
denotaremos como JN) donde N denota el elgenestado del operador N. Por 
otro lado usaremos la V-d.Tiable N 0 para representar el número de cuantos 
del estado zná$ bajo, considerando que Jos niveles se llenan de tnanera densa 
a partir del más bajo, adicionalmente considerainos la existencia de "espín" 
y, por esto, colocamos sólamentc dos nucleones en cada nivel, por ejemplo, 
si tenemos cuatro nucleones, se colocan dos en la capa O y dos en la capa 1, 
con lo cual tenemos 2*0+2*1=2 cuantos de oscilación, Jo que itnplica que 
No = 2 + ~ ( 4 - lL donde el últizno término representa la energía de punto 
cero de las cuatro partículas (la expresión general para la energía del punto 
cero es !CA - 1)). 

La forma explícita de los eigenestados es 

(

A-1 )" 
JN) = ÑNu.n ~ 'l•'I• JNo) (2.ú) 

con n = N-;Na igual al número de cuantos de t!XCÍta.dón divididos entre 
dos, y ÑNa,n representa el fa.ctor de norinaliznción. el cuál tient! la forma 
(ver apéndice B) 

- / (No - 1)! 
NNo,ri=y ,. 4. 11 (No + n - 1)!11. 

(2.7) 



Un hamiltoniano que describa los fenómenos rotacionales dentro del 
modelo simpléctico consiste del oscilador artnónico, que da la estructura 
de capas, y la interacción cuadrupol<rcuad.rupolo, la cual se escoge de­
bido a que para núcleos deformados la interacción de largo alcance es la 
que domína (ésta se puede aproximar mediante la interacción cuadrupolo­
cuadrupolo) cuyos ténninos se expre8a.Il mediante los generadores del álgebra 
sitnpléctica. En una dimensión no existe interacción cuadrupolar pero, 
podemos introducir un término "equivalente" <1ue es la interacción monopo­
lar . Sin embargo, hay que tener cuida.do, yn que, esto dará diferentes 
propiedades debido a c¡ue es equivalente a la interacción monopolar en tres 
dimensiones. El operador monopola.r que usa.remos tiene la forma 

A-1 

µ2Q= µ2 L x~, 
•=l 

(2.8) 

con µ = ¡;ti; representando la longitud de oscilación. El operador Q 
se escoge de manera. que no lleve unidades. En general las transiciones 
E2 en núcleos ligeros se pueden reproducir con los términos del oscilador 
armónico Ho y con Q 2 (i.e. H = H 0 - ~xQ2 ). Sin embargo, el valor 
de )( que se nece~:lita. put..."Cle ser tan grande que el término Q 2 destruye el 
campo promedio que se Introduce mediante el oscilador armónico, es decir, 
que para distancias grlUldes el potencial de oscilador armónico se pierde, 
ya que, Q 2 introduce un término proporcional a .x4 como se aprecia en la 
figura 1.1. 

Con esto establecernos que es necesario re1nover la contribución de Q 2 

al campo medio y una vez hecho esto, entoncei se puede considerar a Q 2 

una interacción residual compatible con la cstrutura establecida por H 0 • A 
partir de esto proponemos el siguiente hamiltoniru10 

H = Ho - ~X (Q2 - (Q2fl"E). (2.9) 

El signo negativo indica que la interacción es atractiva y el factor~ se coloca 
por conveniencia. Además para no perder el campo promedio, dado por el 
oscilador armónico, por la presencia del término ucuad.rupolar", le restarnos 
el término (Q2 )"1"/::, el cual, es un operador que reproduce la traza de Q en 
todas las capas principales del o~cilador, es decir, elimina la contribución de 
la interacción ucuadrupolar" en los estados dados por el oscilador armónico 
con respecto al estado !No). La introducción de la interacción "cuadrupo­
la.r" tiende a elonga.r la forma de la función de onda conforme X aumenta, 
es decir, deforma el núcleo uní-dimensional. 

3 



V(x) 

Figura 2.1: Variación del potencial con respecto a la distancia cua.ndu se 
considera un térrnino "cua.drupolar". 

A partir de los operadores (1.2) y (1.3) podemos escribir el operador Q 
como 

Q = ~ [ C ,,.i;. + D + ~ ,,,.,,. + {.{.)]. 

Definimos los si~uientes operadores 

A-1 

nt = ¿::; ,,.,,. 
11=1 

A-1 

B = L {.{. 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

estos operadores nos pertniten escribir la ec. (1.10) de la siguiente manera 

Q = N+ ~(BI +B). (2.13) 

Para determinar la. contribución promedio de Q 2 , ca.lculainos primero 
la contribución diagonal de la interacción "'cuadrupolar" con respecto al 

4 



estado fN) 
(NfQ2 fN) 
dim(N) 

(2.14) 

donde dirn(N) es Ja dimell8lón de la capa N pero, como en este caso se 
esta considPrando un oscilador uni-dimensional, entonces es igual a uno. El 
resultado es 

(NfQ"IN) = (No+ 2n)(N0 + n + l) + 2n(N0 + n + 1) 
dim(N) 

(2.15) 

donde n = N-;Nn representa el número tur.al de cuantos de excitación di­
vldído entre dos. Definiendo un operador 2n = N - N 0 ,y considerando 
que el operador N 0 sólatnlmte acttía sobre• d est.ado fN0 }, podemos definir 

(Q 2
fl'I:." = (.I'..'"0 ....,... :lu)(N0 +u+ 1) + 2ri(N0 + n - l). (2.16) 

Sustituyendo hLJ:> ec!:I. (1.13) y (l.H3) en (1.9) y simplificando obtenernos 
c¡ue el hamiltoniano simpléctico tfr~ne Ja. siguiL•utc forma. 

U hwN- t{ ~((B')" + (B)')J ~ ~D'B + [B'N + NB] + 

+(D 1 + D) - 2n(N0 + n - 1)} (2.17) 

2.2 Cálculo de los elementos de matriz 

Ahora caJcularernos el espectro del ha.miltonhu10 anterior. Para e:ito, debe­
mos determinar como actúan los operadores que aparecen en la ce. (1.15} 
sobre un est.ado fN}. El primer ténnino es proporcional a N y, al aplicarlo 
u uu est.a.do fN} obteuemos simplemente N/N)., es decir, que obtenemos el 
número total de cuantos del estado. Para determinar Dt procedemos de la 
siguiente inaneru 

ÑNu,nntcat)''/l\'o) = ÑN0 ,n(Bt)'•+1 /N0 ) 

_ÑNu,n ÑN0,ri+1 (Bt)n+l INo) 
,.VN0.n+1 

:"'N··" IN+ 2). 
NN0 ,r,+1 

(2.18) 

B e::i: ::i:implementc el conjugado hcrinitiano de B t, lo que provoca que para 
poder determinar como actúa sobre cierto estado /N), sólarnente es nece­
sario conocer el conjugado hermitia.no de Ja expresión (1.18), con lo cual 

5 



obtenemos 

BIN) = _ÑNo,n 4n(No + n - l)IN - 2) 
NN0 ,n-1 

por medio de Jas dos últilnas er.~. obtenemos 

ntn¡N) 

D 1BIN) 

_Ñ,...,,,,.. 4n(No +u - l)nt¡N - 2} 
1\ºN,1,ra-1 

4n(J\.'o + IL - l)J..lV) 

de mc:i.nera sin1itar ubtent?inus 

Ttunbién tenen1os 

finalmente t.encinos 

n'NIN) 

B 1NIN) 

NBIN) 

(B 1)"1N) 

(B 1)"1N) 

l\'B 11N) 

_lVNo,u atfN + 2) 
N/\·0 ,r1+J 

_1VNoor1 ¡,v + 4 ). 
:.V,v0 ,n+".l 

·--·: tvo,n .JVl.!V .. + 2} 
}\;/\.'u,n+I 

_¿r.v.,., -ln(N - 2)(N0 + n - l)IN - 2) 
_.\'.Vu,n-1 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

NBIN) :_V.vu·" 4n(No..,.. 2n - 2)(N0 + n - l)IN - 2). (2.24) 
!VN

0
,,._, 

Lu.s t.!10..:1ne11tn.::1 de 1natri~ del hau:1iltonianu (1.16) :son 

(N'IHJN) /Va x{J[ÑN ... ., ÑN., .. , 
u...JJ .V•N - 2 :¡ ÑNg,,:+".l N'N+·I + ~~No.•~-'2 4 n 

(1l - l)(Nu + Tl - 1)(1\iºo + n - 2)ÓN•N-4] -t- ~4n(N0 + 

1 ) , [ lVN0 ,., Nó ÑN0 ,,. 4 (/\' +n - UN'N + ----- N'N+2 + ----- n o+ 
Ntvu,n+l Ntv0 ,n-J 
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+2n- 2)(Na + n - l)Ó¡v•JV-2] +e !'No.n ÓN•N+2 + 
NN0 ,n+I 

!'No,n 4n(No + n - l)ÓN•N-2) 
NNo,n-1 

-2n(N0 + n - l)Ó¡v•JV }· (2.25) 

La. expresión anterior la. podemos reducir a 

(N'IHIN) -2x !'No.n n(n - l)(No + n - l)(No + n - 2)Ó¡v•JV-• -
NN0 ,n-2 

-2x !'N°·" n(N - l)(No + n - l)ÓN•N-• + fr.wÓ¡v•¡v -
NNu,n-1 

~(N + +1) _ÑNo,ra ÓN•N+~ - ~ !'No,n ÓN•N+4· (2.26) 
2 NNo,n+l 8 NN0 ,n+2 

Por medio de los resultados del apéndice B, podemos sustituir los valores 
de los fo .. ctores de nor1nali'l.ación, con lo cua.l obtenemos 

(N'IHIN) -~ ,./n(n - l)(No + n - l)(No + n - 2).SwN-• -

x(N + 1) ./(n + l)(No + n)ÓN· N+• - (2.27) 

-% ,./(n + l)(n + 2)(N0 + n)(Na + n + l)ÓN'N+4· 

Es posible determinar el espectro del sistema dia.gonalizando la matriz dada 
por la ec. (1.27). Para ejemplificar los resultados, el cálculo se realizó 
tomando un sistema de 10 nucleones (ocupando las 5 primeras capas) y 
considerando 20 estados excitados, para diferentes valores del pa.ráinetro X· 
Los resultadot1 de este cálculo se presentan en la figura 1.2. 

El rango de energía es muy grande y eso no permite apreciar los detalles 
en la. gráfica. Sin embargo, podemos ver que conforme aumenta el valor de 
x. la variación en los niveles de energía eM pequeña1 hasta que un valor 
de X de 0.02, los niveles de energía experimentan variaciones mucho más 
marcadas. E1:1 posible explicar este comportamiento si se observa la figura 
1.3, en la cual se presenta el valor de expectación del número de cuantos 
de excitación 
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Figura 2.2: Espectro de e1u!rgía para un 8Ístema de 10 nucleones, con­
siderando 20 estados excitadot-1. 

Co1no se puede apreciar el v-u.lor de expectación se mantiene alrededor de 
1, hasta que x alcanza aproximadamente un v-d.lor de 0.02, es decir que hasta 
ese punto casi no existen mezcla.", pero para va.lores mayores de x el v-d.lor de 
espectación aumenta de tnaneru abrupta lo cual significa que l!Xistan cada 
vez una mayor me-¿;cla, por lo que aumenta el número de estados excitados 
que contribuyen al estado ba.8e, hasta que se alcanza. un v-dlor const¡u1tt! 
de (n) debido a que en este espacio sólamente se consideran 20 estados 
excitados y por lo tanto no existen estados con excitaciones mayores. 

2.3 Teoría de grupos del modelo microscópico 

Anteriormente se introdujeron los opera.dores Bt, B y N. El primero au­
menta el nú1nero de cuantos por do!:!, el segundo lo disminuye en la 1nis1na 
cantidad y el últ i.mo indica simplemente el número de cuantos en una capa., 
es decir, q11e no crunbla el número de cuantos. A. continuación calcularnos 
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Figura 2.3: Variación del valor de especta.ción del número de cuantos de 
excitación, con respecto a X para un sistema de 10 nucleones 

los conmutadores de ~tos operadores 

[B,Bt) 

:L;C{.[{., ,,¡z¡ + [{ •• 17l'){.) = 2 L({.11. + 17.{.) ... 
2 ~(,,.{. + 1 + ,,.{.) = 2 ~(2,,.{. + 1) = 4 ~ e,,.{.+ D 
4N. (2.28) 

Td.mbién tenemos 

[N,Btj [~ (11.{. +D.~,,¡'] 
:¿; ,,.¡{ •. ,,;1 = 2 :¿; ,,; (2.29) ... 
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[N,Bf]=2Bf 

De la misma forma obtene1nos 

[N,B] = -2B. 

. (2.30) 

(2.31) 

Las ecs. (1.27) a (1.29) muestran que los operadores son cerrados 
bajo conmutación. De hecho representan el álgebra del grupo simpléct.ico 
Sp(2,R), mientras que el operador N e8 el genera.Jur del subgrupo U(l). 

Para el operador N, esto se demuestra de manera sencilla, primero cal­
cularnos la matriz de este operador en cierta representación particular y 
construimos el determinante. Debido a que las representaciones del os­
cilador armónico uni-dirnensiona.l tienen dimensión 1 se tiene una. matriz 
de 1 x 1, así, que es igual a su det.erminn.nte. El elemento de matrb~ df-!l 
generador es simplemente (1V'INIJ\~) , por esto, obtenernos que para una 
transformación finita da.da por: 

lirn (1 + i!:!....Jv)rn. = c•u:v 
.,,_00 711 

es decir mediante la aplicación de varios pasos infinit.esiina.les, el elemento 
de rnatriz es sirnple1nente 

(N!exp(ioNJIN) = e•uN. (2.32) 

Debido a que el determinante es una fase, la transformación es unitaria. 
Sólo hay un grado de li berta<l, lo C¡ue uos llev-u a. que la tra.nsforrnación 
pertenece al grupo U(l). 

Ahora trataremos de mostrar, en forma ilustrativa, que el álgebra com­
pleta corresponde a la dt!l grupo simpléctico. Para esto usarnos los operadores 
de posición y momento, los cuales, satisfacen las relaciones de conmutación 
[x.,pt) =- ió.,t. s = 1, ... , A - l. Ahora utilhr.amos la siguiente notación 

x. Za para o=l, ... ,A-1 

(2.33) 

p. Za para n=A., ... ,2(A-l). (2.34) 

Las nuevas v-J.riable satisfacen la siguiente relación de conmutación 

(2.35) 

donde 

90.,t:J = Óu,(P+(A-1)) 

(2.36) 

Oa,{J = -Ó(a+(A-l)),8 
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para a, /3 = 1, ... , A - 1. Esto es lo que se conoce como la métrica 
simpléctica y, bajo una t.ransformación, esta métrica debe conservarse y 
es de aquí de donde viene el nombre de transformación simpléctica. El 
espado fase es de dirnensión 2(A-1). Por esto los generadores, 

conforman el ,¡ifgebra del grupo Sp(2(A-1),R). Cuando adem¡í.,s sumarnos 
sobre e) índice s, Jlegamos a.l álgebra del grupo Sp(2,R). 

A parte de los generadores de Sp(2(A-1),ll.) y Sp(2,R) podemos identi­
ficar otro subconjunto de generadores de Sp(2(A-1),R), que es 

(2.37) 

De manera cquiva.leute es posible definir los generadores en términos de Jos 
operadores de creación y u.niquiJación. Los generadores dados anteriormente 
corresponden a.l grupo ortogonal O(A-1). Se pucdl~ rnostra.r de manera 
directa que est.os generador~ conrnut.a . .n con los generadores del grupo 
Sp(2,R). Por esto, los grupal:! Sp(2,R) y O(A-1) forman un producto di-
recto 

Sp(:!(A - 1), R) ::> Sp(2, ll) x O(A - 1) (2.38) 

donde se incluyó el grupo de sitnetría como un subgrupo de O(A-1). El he­
cho <le que este grupo esté contl!nido tm O(A-1) es evidente ya que cualquier 
permutación, que es un elemento de SA~ puede escribirse como una rotación 
dentro del eRpa.cio de las variables de Ja.cobi x,, con s= 1, ... , (A - 1). 

Se puede rnostrar (12J que el sistema de A nucleones está en una represen 
t.ación partículn.r de Sp(2(A-1)):1os generadore:i de este grupo pueden di­
vidirse eu tres, los de aumento, los de disininución y los de peso. Estos 
generadores estiin dados por 

B~,t 1J.TJt V s, t 

B,,,t e.e. V s, t 

c ..• 71.e. + ~ 
C,,,t 71.e. V B > t 

C,,,t TJ.{t V s < t 

El estado de nemor energía de un sistema de A partículas es IN = O) o 
IN = 1), al aplicar cualquier operador de descenso a este estado, el resultado 
es cero. El estado más bajo se clasifica por medio de los operadores de 
peso. Con la definición de los operadores de ascenso de tipo C el estado 
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más bajo, para el caso N=O, es aquel en el cual ninguna de las partículas 
tiene cuantos de oscilación. En el caso N=l el esta.do más bajo es aquel en 
el cual el grado de libertad s= 1 lleva un cuanto y todos los demás son cero, 
i.e. que el eigenvalor de c •.• es ~ para. s=l y ~ pa.ra el resto. Con esto 
tenemos que las dos representaciones posible~ del p-;rupo Sp(2(A-1)) en un 
i:iisterna. de A partículas están darlas por 

[en,_,] para !\'=o (2.3!l) 

[~ (&) '-'] ]JU1"(1 J\' = 1 (2.-ill) 

Estas rcµrese11tat.:iones se ..:u11ot.:Pll co1no ··rnetaplóct.ica.s" l12] y He ha de-
1nost•ado ll3J que la representación de Sp(2,R) y la. de O(A-1) son com­
ple1nenta.rias, e::> dPcir, qtw una. vez. que se d<."L la representación de Sp(2,R) 
la representación de O(A .. -1) est<i fija. El ~rupo O(A-1) contiene a.l p;rupo 
de pennutación SA. Cuando llenan1os Lle n1an,~ra densa. la.s capas del os­
cilador a.rinónico t.ornando en cuenta el principio dt~ Pa.uli, el nti.n1ero tota.1 
de cuant.os determina la representación del r;rupo Sp(2,R.). Este PSt.ado está 
ca.nu...-terizado por el hecho de que al aplicarle ~l opera.dur <le descen~o de 
Sp{2,R), dadu por B. est.e se vudve ceru. Si se cunst.ruyera un estado con 
dos cuantos inenos debt!rÍarnu~ poner .:i.1 1nenos un nucleón en un estado 
q11c yH t·:;t;\ ocupado. Est.o no puede sc1· una represent.ación a.ntisi1nétrica, 
p0r t>..sto, la aplicación del operador de peso de Sµ(2,H.) da la etiqueta de 
represen.tad6n, es decir, que si dcnotn.1nos a.l L~tado 1ncí.8 bajo como \No) la 
etiqueta está dada por ]\t0 . Ernpcznndo con cst.t! esta.do se puede garantizar 
de n1anera auton1át.i<.:a la a.ntisitnetria •. La. aplicación de los gentffC:t.dore; de 
Sp('2,R) a este f~t.adu no ca.inbia la <Ul.t.isirnctría. ya qul.?, los opera.dore~ son 
sin1étricos en los índice:; .s. 

2.4 El modelo simpléctico contraído 

Los cákulos que se presentaron en la sección 1.1 son ba.st,n.nte sencillos, 
sin u1nbargo, al Ue .. ·ar el problc1na a una dimensión tnayor el problema se 
cornplica basta.nt.e. Por esto, ~e creó un prot.:ccli.Jnicnt.o quP. sin1plifica los 
cálculos .Y. aunque, en una diinensión no sufren ningún ca.inbio aprecia­
ble, usaremos est.a simplificación en nuestro modelo uní-dimensional para 
ilustrar el prucedimento. 

Para empezar reto1na.rP.mos el conmutador 

[B,B'J=•IN (2.41) 
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Si se aplica este conmutador sobre un estado con No cuantos y si este 
número es muy grande, entonces al definir 

b __ I_B 
2,,/M; 

__ I_Dt 
2,,/M; 

el conmutador anterior se escribe como 

(2.42) 

(2.43) 

esta relación no cambiará. mucho cuando se incluyen excitaciones del estado 
INo), siernpre y cuando, estas excitaciones sean de orden znucho menor 
que N 0 • La.8 correcciones a la ec. (1.35) son del orden de 1 }..¡

0
• Por 

esto, c::; una buena. aproximación tratar a los opera.dores b y b t como ver­
daderos opera<lon-?S bosónicos (la ce. ( 1.43) es idéntica a la que se tiene 
para. opera.dores bosónicos). Por otro lado, el operador N toma la forma 
siguiente 

(2.44) 

donde btb representa. la acción del operador n. Como podemos apreciar el 
operador N tiene dos contribuciones, la primera cuenta dos veces el número 
de bosones del tipo bt, i.e., el número original de cuantos de excitación. 
La segunda contribución sóhunente actúa dentro del esta.do más bajo de 
U(l). En nuestro ca.so siempre da No cuando se aplica al estado INo). Los 
esta.dos que constituyen la base que incluye excitaciones entre capas son 

IN)= ;,,(b)"INo) 
vn! 

(2.45) 

con n = N-;N° Utilizainos los parénte!iis redondos para denotar que se 
trabaja. en el espacio contraído. Estos estados son muy parecidos a los 
estados originales, ecepto por el factor de normalización. Con estos nuevos 
operadores el hruniltoniano (1.17) lo podemos reescribir como 

H ñ<.J(2btb +No) - ~N0 {[(bf) 2 + (b)2
] + 2bfb} -

-x./No{(bf(Na + 2b'b) +(No+ 2bfb)b) + 

13 
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la contribución diagonal de la interacción "cuadrupolar" se calculó de manera 
similar a como se hizo en la ec. (1.14), con lo que resulta 

(NIQ2 1N) 
dirn(N) = (No+ 2n)(Nu + 2n + 1) + 2nN0 , (2.47) 

a partir de esto llegamos a. que para el modelo contraído 

(Q2)TE = (No+ 2n)(No + 2n + 1) + 2nNu. (2.48) 

Es importante notar que que las contribuciones ....., n 2 no contribuyen debido 
a la aproximación. De manera sencilla es posible calcular los elementos de 
tna.triz para cada uno de los operadores. y, a partir de esto, es posible obtener 
el ~pectro de ener-gía.. Con ayuda de la ec. (1.45) tenemos 

b 1 = vn+l!N + 2). 

Téunbién sabe1nos que [b, (bt)n] = n(b')""- 1 con lo cual obtenemos 

blN) 

h!N) 

;h[b, (b1)"JINo) = ~n(b1)n-•¡N0 ) 

n.J[ñ=T¡!IN - 2) 
.,/ni 

vnlN - 2). 

A partir de los resultados anteriores obtenemoi::1 

vf(n + l)(n + 2JIN + 4) 

n!N) 

y'n(n - l)IN - 4), 
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mediante estos resultadoR y la ec. (1.39) podemos determinar los elementos 
de matriz que son 

(N'IHIN) Tuu(2nliN·N + NoliN•N) - ~No{v(n + l)(n + 2)liN•N+• + 

+vn_(n - l)liN'N-• + 2nliN·N} - x.,;'N;;{Novn:¡::-f 

(2.54) 

R.ea.grupa.ndo té1nino9 tenemos 

(N'IHIN) 

+{2,.(T1w - xNo) + TuuNo}liN'N - XV(n + l)No(No + 

+2(n + l))liN'N+2 - ~Nu ._/(n + l}(n + 2)liN'N+·1· (2.55) 

Con esto obtene1nos los diferentes niveles de energía y !iU comportatnic1nto 
con respe(..'t.O al paráJnetro x. 

Es posible cornparar los resultados di;;!} cé\kulo simplécticu con los resul­
tados de este rnodelo. 

Con-io se puede apreciar de la figura 1.5, la diferencia entre los va.lores de 
l!nergía que ~e obtiene 1nedia.nte cl modelo simpléctico y el modelo (.."Ontraído, 
aumenta conforme aumenta el vci.lor de X· Así, para x =O la diferencia es 
igual a cero. Para el estad.o base la diferencia se mantiene casi nula, hasta 
un valor de X:=::::: 0.0201, a partir del cuál, el valor de energía que se obtiene 
mediante t!l modelo contraído es mayor que el que se obtiene mediante el 
modelo simpléctico. En general, la diferencia aumenta conforme aumenta 
el estado excitado que se (..-Onsidera. 

El método anterior se conoce como contracción d~I grupo Sp(2,R) y, 
Por eso, el modelo se denomina "rnocielo siinpléctico contraído". El proceso 
de "contracción"' se describe de rnanera detallada en la ref. [15]. Lo.M 
operadores bf, b y 1 forman el álgebra del grupo de \Veyl~ W(l), en una 
di.tnensión. Por otro lado el operador N = 2bfb + N 0 sigue siendo un 
generador del grupo U{l), debido a que el conmutador de N con bf o con b 

15 



180 

160 

1~~~~~~~~~~~~~~~~~~111111111111 
1-10 

120 

100 
E(x) (MeV] 

80 

60 

40 

20 

1) ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

o 0.005 0.01 0.015 
X 

0.02 0.025 

Figura 2.4: Variación de los niveles de energía. calculados con el inodclo 
contraído9 con respecto a .\. para un sistema de 10 nucleones considerando 
20 estados e.xci ta dos. 

16 

0.03 



7 

6 

5 

4 

3 

.ó.E(x) 2 

o 
-1 

-2 

-3 
o 0.005 0.01 0.015 

.\: 
0.02 0.025 

Figura. 2.5: Diferencia entre los valores de energía calculados con el modelo 
simpléctico y con el modelo contraído • para diferentes valores de x, en 
sistema de 10 nucleones considerando 20 estad.os excitados. 

17 

0.03 



siempre da como resultado un generador de grupo de Weyl, la contracción 
del grupo simpléctico, Sp(2,R), lleva al producto semi-directo W(1)1\U(l). 

En general, este inodelo funciona bien y se ha utili7.ad.o para. estudiar 
núcleos reales [16]. Esto t'lP. debe a que en la contracción se supone que el 
número de cuantos excitados es pequeño coinparado con el número de cuan­
tos del estado más bajo. el cual se da colocando los nucleones de manera 
densa en las capas del oscilador. Esto concuerda con la idea. de quP. la dis­
tribución de Fermi es muy parecida a una distribución rectangular. Como 
consecuencia, los estad.os que se encuentren a.rribn del nivel de Fenni casi 
no están ocupados y, si una parte inayor de la función de onda se coloca 
ahí entonces, la violación que se da del principio de Pauli es ••pequeña". 
Esto nos muestra. que se debe tener cuidado, ya que, para excitaciones má..~ 
grandes el modelo contraído no funcionará de manera. correcta. 
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Capítulo 3 

El método de 
Hartree-Fock 

3.1 Introducción 

Ahora calcula.remos la energía del estado bW:le de un núcleo a partir del 
rnétodo de Hartree-Fock. Pri1nero discutiremos el método variacional de 
tnruu~ra general, para luego describir el método de Ha.rtree-Fock en detalle 
y finahuente lo aplicaremos al modelo que estiunos considerando. 

3.2 El principio variacional 

Pritnero demostraren108 que la ecuación de SchrO<linger 

(3.1) 

es equivalente a. la ecuación variacional 

óE[>l-)=0 (3.2) 

donde 
E('l-]= (>l-JHJ>l-) 

(>l-J<l>) . (3.3) 

La variación (2.2) se puede obtener a partir de la ec. (2.3) 

(ó>l-JH - EJ.¡.)+ i(.¡.JH - EJó<V) =O (3.4) 

Debido a que 1 W} es, en genenü, una función compleja. podemos llevar a cabo 
la variación de la parte real y la parte imaginaria de manera independiente, 
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lo que es equivalente a variar Jó'l') y (óW"I por :::teparado. Así, la ec. (1.24) es 
válida para cualquier lólJI) con lo cual es posible reemplazar lóq,) por iló'l') 
y obtener 

-i(ó'l'IH - E1'1') + i('1'IH - Eló'1'). (:J.5) 

A part.ir de .-sto y, turna.neto en cuenta la ce. (2.4) t~ucont.ra.1110~: 

(6'1-IH - El.V) =O (3.6) 

y la correspondiente ec. para el cornplejo conjugado. Debido a que JóY1 ) l~!i 

arbitraria la ec. (2.6) es equivalente al probleina de va.lores propios. 
La aproximacióu de éste 1nétodo variacional consiste en que la .. .,; fun­

dones 1'1') estl'in restringidas a un conjunto de funciones de prueba que son 
nut.temá.tic.iuncnte muy sitnples y, si la fundón exacta. no se encuentra. eu 
el conjunto, entonces la. solución es una apruxi1nación de la eigenfunc:ión. 
El 1nétodo variacio1wl es espr.ciahnr~nte t'ltil para detern1inar el esta.do b.a.~m 
ch .. J sistema, ya lfUe, para. cualquier función de pnwba f \IJ') 8e ctunplt~ 

(3.7) 

.Así, la ent•rgía dPl estadu ba..se, E 0 , sie1npre serii. una cota inferior para lcL. 
energía que se obtl4 nga 1nediante el cálculo v-u.riacional. Para dctnostrar 
la validez de la desigual<la<l anteriore? escribhnos la función de prueba. en 
tértniuus <le la.s eigcnfundones del ha1niltoniano 

1-V) = L a,.j~o,.), (:.LB) 

donde la.s funciones l:,.:>u) cumplen la siguiente ec. de \.-·a.lort~S propios 

(3.9) 

Sustituyendo la ec. (2.8) l~n la ec. (2.3) obtenemos 

(3.10) 

Esta expresión. et igual a la desigualdad (2. 7). Si estarnos iutere..c.;ados en 
algún estado excitado dcbeinos llevar a cabo la variación dentro de un 
isube8J,Jacio que sea ortogonal a l'Po) (i.e. {"1'nl<.Oo) =O) y así. en principio, 
se purde calcular todo el espectro. 
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3.3 La energía de Hartree-Fock 

Ahora ca.lculamos la. expresión general para la energía de Hartree-Fock dada 
por 

(3.11) 

donde, como SI:! n1eucionó a.nteriorrnente, l '1') es una. aproximación del esta.do 
base. En este ca.80 la. función es el determinante de Slater que es 1'1') = 
IT~ 1 atl-)- Empe?.arnos con el hamiltoniano para muchos cuerpos, H, y 
lo representamos en segunda. cuantiza.ción mediante los operadores ci y c1 
(ver apendice C) 

H = ¿t1¡1,cj;"c12 + ~ L ii1 11:;i1314cl;ct,c1,.c13 
l1 l2 ltl2l3l4 

(3.12) 

donde 
ii11bl:sl4 = Vl1l2l;sl4 - V1,l:1l-tl:1• (:l. 13) 

El teorema de \iVick pennite calcular la energía (2.11) como una función de 
la densidad p = ( '11 lci; CJ:1 1 l1') de una partícula, e,.<,ita densidad repre:-;1:~nta la 
an1plitud de probabilidad de que una partícula se encuentre en deterrninado 
estado. 

L t1i 12 ('llllc~ c1:i 1'11) + ~ 2: ii1¡1,13 1 .. (1l'Jci; cf;;c1 .. c1a Jlli) 
l1l2 l1hlal,. 

L t11 l:1Pb1t + ~ L Pl:;ilt º'":.abl .. Pl .. l:t 
l1l2 ltl:ihl,. 

Tr(tp) + ~Tr1 Tr2 (pDp). (3.14) 

La ec. (2.14) no depende de la base y por esto podemos utiliY.arla. para dar 
una expresión de la energía de Hartree-Fock en su propia ba.se {;pk}, en la. 
cual, p es diagonal con eigenv-J.lores O y l. 

111-" A 1 A 
E = L t;¡ + 2 L ''iJ.;i 

i=I i,J=I 

(3.15) 

3.4 Cálculo de la energía de Hartrce-Fock 

Ahora se calcula la. energía de Hanree-Fock a partir del hamiltoniano 
simpléctico 

H= 1íwN- ~{ ~[(Dt) 2 + (B)2)] + !.n•a + [B'N + NB] + 
2 4 2 
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+(Bf +B)-2n(N0 +n- l) }· (3.16) 

Tomando en cuenta que -2n(N0 + n - 1) = 4(N0 (N0 - 2) - N(N - 2)) 
el hamiJtoniano anterior~ en segunda cuantización, se escribe como (ver 
apéndice C) 

H = 1141 ~(m + ~)a!,am - ~ { _¡ [ ~ yf(m + l)(m + 2)(m + 3)(m + 4) 

(u~+·•ª"' +a~,am+4 ) - L v'Cni' + I)(rn' + 2)(nt + I)(nt + :.?) 
rtarn' 

(a"/;,•...,_:.t.a.,;,+ 2 u,,,•u,,, 4- at,.a~1 a,,.•+".la,.0 +:.?)] + ~ (L(ni + I)(ui + 2) ... 
a~~+:!nm..,...:.!' - L J(m' + J)(m.' + 2)(rn + l)(m +-2)am•+ 2 a;:-, 

rn•n' 

a,.4 •aru+2) + [L (ni+~) v/(1n + I)(rn + 2)(a!,+:.!ªm + nt,a,,.) -
m 

- .}: (ni+~) .../fñi1 + 1)(11i' + :!)(a;:-,.+ 2 a;;.a,.,,«L,,, + 
,,.,,.. 

a;;-,.a;;;a,..•am+2 )] + ( ~ yf(m + l)(m + 2)(n;:;+,ª"' + a;;-,a,,.+,)) + 

+~.1Vu(i\to - 2) - ~ ~ (ni+ ~) 
2 

a~a,,, + 

~ L (m + D (m'+ D a;:;.a;;-,a,,..a.,. + L (m+ ~) a;!°,am}· 
r1•m' ..,, 

A partir del ha.tniltoniano anterior obtenemos que la energía df.! Hnrtree­
F'uck está <lada por: 

(<lijHj.V) 

X{ l [ - 2 4 ¿ v<m + i)(m + 2)cm + 3)(m + 4)(a ... + ..... + 
m 

+o .... m+·d - L -./(m' + l)(m• + 2)(m + l)(m + 2) 
,,,,, .. 
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(óm'+2,mÓm+2,m' + Óm•,m+2Óm,m'+2)] + ~ ( ~(m + l){m + 

+2)óm+2,m+2 - L ,/(m' + l)(m' + 2)(m + l){m + 2) 
rnrn' 

Óm•+>,mÓm,m•) -+- [L(m + ~) ,/(m + l)(m + 2)(óm+2,m + ... 
+ó.,.,.,.+2) - L (m + 4),/(m• + l)(m' + 2)(Óm•+2,mÓm,m' + 

,,,.,,, 

+ó.,.,m•+2Óm',m)] + (~ ,/(m + l)(m + 2)(óm+2,m + 

) 1 ' i,~ l., 
+óm,m+2 ) + 2Nu(1'10 - 2) - 2 "S"(m + 2) Óm,m + 

+ ~ L (111. + ~ )(n1' + ~ )óm,m•Óm,m• + 
,,¿u¡• 

+ ¿::;¡,,. + 4>.s .... m} ... (3.17) 

Corno SI.:! puede u.preciar lu~ sumal.ldos de la ec. ¿uiterior que contiene 
t~rminos co1no: Ón1+'1orn' Ón1•+:.i,.,.Ó,,1+:2,n1'. ó,,.. ,ru+:.!Órn,rn'+:.l• Ón1+2,ru 1 Órn•+2,rn.Óni,n1' 
Vm, 111..', uu contribuyen i.e. son igua.leM a et:!' ro, ya. que, intentan cambiar el 
estado ba.::w a. un t!Stado miís bajo. 

~ [ru..>(m + ~) - ~ { 4 (cm+ l)(m + 2) -

-,/(m + l)(m+2)(m + l)(m+ 2)) + (m + ~)}] 
-tNo(Nu - 2). (3.18) 

Ilcescribicndo la expresión anterior tcne1110:1 

~ [11wcm + ~) - }{4 (cm+ lJ(m + 2) - (m+ l)(m+2)) + 

+(m + .!>}] - ?fN0 (No - 2). (3.l!J) 2 .¡ 
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Figura 3.1: CücuJo <le la energía 1net.Jiaute el rnetodo de Hartree-Fock para 
un sisten1a. de 10 uucleones y µara diferentes valores dP X· 

Silnplificaudo la ec. anterior llega.inos a 

(.'J.20) 

Finalmente reagrup¿uido térrninos obt.eue1nus 

(:l.21) 

A partir <le Ja ec. (2.22) obtenernos la energíu del estado base para diforente1 
vJ.lores de X (vt!r figura 2.1). 

Co1no se puede apreciar. la energía. disminuye de 1nanera. lineal cunforrnn 
aumcllta el valor de \' y esta variación se da en uu rango peq11cfio que va 
de 53 a. 43 lvleV par.a. O :S: x ::;: 0.03. 

También es posible C01npa.rar estos resultudo8 con lo obtenido uwdiantl? 
el c<ilculo exact.o, esta comparación se prf'!sentu t!tl la figura 2.'l 

A partir de la figura. 2.2 podemos apreciar que para v.u.Jores pequeños 
de X 7 i.e. desde )( = O ha.sta X ::::::: 0.022 la diferencia entre 108 va.Jures 
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Figura 3.2: Cornpu.ración de la energía del e!lta.do base, para un sistema de 
10 nucleones, obtenida mediante el método de Hartree-Fock y el resultado 
obtenido mediante el modelo simpléctico 
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que se obtiene mediante ambos métodos es muy pequeña por lo que en 
este rango a.Illbos cálculos son bastante efectivos. A partir de este valor 
la diferencia empieza a ser cada vez más notoria. E..c¡to concuerda con los 
resultados presentados en el capítulo 1, ya que, es a partir de este V-d.lor 
de x que el modelo simpléctico empie?.a. a fallnr, debido a las mezclu.s que 
se presentan. Por Jo que para analizar sistema.."! en el que x tiene valon•-H 
grandes, el método de Hatree-Fock, en primPra aproxitnación, parece no :->er 
conveniente. Sin embargo, 1:..-s po1:1ible explicar este hecho. 

Como se mencionó en la sección 2.2, la ecuación de eigenva.lurc~ (2.1) e~ 
equivalente a la L>cuación variacional (2.2). En nuestro ca.so torna.mos una 
base para diagonalizar el hamiltoniéUlO y así obtener unn exprc:,lióu para 
la energía. Aplicando la ecuación variacional a la expresión que $e tiene 
para la energía del estado base, podernos obtener una nuevn base para 
diagonaliz.:.i.r el halniJtonianu (2.17) y, as¡ obtener un nuevo valor parH la 
energía del estado base, que concuerde nuu 1nás con t>l valor que se obtiene 
con el modelo shnpléct.ico. 

Este procedi.Jniento lo µode1no8 repetir varias veces para. tnejorar las 
fundones de prueba, es decir que se aproximen a los estados del oscila.dor 
a.r1nónico, y que corno consecuencia de e~to la energía. del estado ha.se que 
se ubtiene 1nediante el 1nétodo de Hart.reLL. Fuck st• µa.re-J:ca cada ve.,, tnás a 
la qtll' se ubticne con t~l modelo original. 
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Capítulo 4 

Método de Tamm-Dankoff 

4.1 Ecuación secular 

Llenando el potencial del modelo de capa._<.; con A nucleones hasta un cierto 
nivel de Ferini, tenemos el conjunto <le la.s exci't.a.cione8 de una. dos, tres o 
N partículas fonna.n un conjunto ortogonal cornpleto que se puede utili:.-. .a.r 
para. expn-!sar la función de onda del t-0.stado ba8e, JU}, o la. de algún e::itado 
excitado, Jv) del sistema de varios nucleones. La soludóh exacta de la 
ecuación de SchrOdinger puede obtenerse mediante la diagona.lizacióu del 
hamiltoniano en el espacio completo del modelo de capas o mediante una 
V"uriación de los i:iiguientes coeficiente!:! de expun::iión 

JO}= C81W) + L C~¡¡a~,nijl]J) + :i L C~!an,üa;t;"1 ata¡a¡JW) + ... (4.1) 
n1,1 n1,n,i,j 

lv) = Cól>V) + L: c:;,,a;';,a;l>V) .,_ ~ L c:;, .. ,,,a;';.a;';a;a;I.¡;) + ... (4.2j 
rn,i rn,u,i,j 

donde se han restringido los índice:1 rn,n (ij} para indicar una posición 
arriba (a.bajo) del nivel de Fermi. El determinante 1'11} se obtiene llenando 
los niveles más bajos del potencial de ma.nera densa pero7 en general, lo que 
se hace es aproximar el procedimiento anterior mediante un potencinl de 
una partícula. Así, el operador a;.t".a1 se encarga de elhninar una partícula 
que se encuentre abajo del nivel de Ferrni y crea. una partícula por arriba 
del nivel de Fermi. 

La. d.iagonaliz.a.ción ex:ac:.."ta del hamiltoniano en el e:::ipacio completo del 
1nodelo de capas e:1 una tarea que no se puede resolver de manera exacta. 
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Por esto la ec. (3.2) se aproxima de la siguiente manera 

(4.3) 
Tn,i 

Como se puede ver en etsta aproximación sólamente se toma.n en cuenta. 
excitaciones de una part.ículay un agujero. Debido a que (~IHa;';.a¡l'll) =O, 
vemos que la e~. (3.3) implira que el estado ha.se se mantiene como un 
determinante, por lo cual, un estado excitado se puede expresar co1110 

(·1.4) 
Tn,i 

(;s¿u1do la ecuación anterior corno un ansut:r. vari.a.cioual obtent•rnos 

(-1.5) 
rn,i 

Una ecuación secular para det.errninar los eiKenvalur~ y los coeficientes de 
la exprui.sión es: 

L::{(Wlutu'f'flHa;iail\J.I) - E,.('1.Jja;+-arna~ailW)}C:;i..::..: O. (4.6) 
n,; 

La ecuación anterior se puede reescribir de la siguiente rnu.nera 

El conn1uLador O.Ulterior Liene la forrna: 

[H,a;'.°aJ] 

Con lo que finalmente llegarnos a la llarnada ecuación de Té.unrn-Dankoff 

L{(E.,. - ~i)ó.,,u~Óij + Vr•nt}C:;j = E'!,"VAC;'..,. (-1.!l) 
11,j 

donde t:.; denota la energía de Ha.rtret.. .... Jobck de una partícula, adctnii.'"> E/,.' F 

ha sido igualada a. cero tncdiante un escalarniento apropiado de la en~rgía 
y E'!"DA es la energía del estado excitado Jv) en la aproximación de T<-untu­
Dankoff. 
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4.2 Aplicación del método de Tamm-Dankoff 

A partir de la expresión para el harniltonia.uo Pn segunda cua.ntiza.r::ión 

H = L.t111:aci';c1, + ¡ L ii1 1 1.,,1J1 4 c~c;;c1,.c1:s 
11'-.i ltl:zlal1 

(4.10) 

y. con ayuda de los resultados del apéndice C, tenernos que la expresión 
para t:~l luuniltonia.no en se~unda cuantizadún es: 

:u L:{li (;+ D .s ..... - ~ (:iv<; + t)(i+2)(i +3Hi+4)6m.•+• + 
m,• 

+ ~ ,/(m + l)(m + 2)(m + 3)(m + 4)6.,.T.1,; + ~ i(i - 1)6,..,; + 

+ (; + ~) V(i + l)(i + 2)6m,i+2 + ( m + ~) ~ l)(m + 2) 

Óm+2,i + ..,/(i + l)(i + 2)óm,i+"J: + ../(ni+ l)(ru + 2)Órn+2,i 

\/(11. -t- l)(n + 2)(i + 1 )(i + 2)Óm,n, -.¿ÓJ,i+:! -+-

+2,/(Tt + l)(n + 2)(j + l)(j + 2)ó.,.,,.+2Ó;,J , 2 + 4 (; + ~) 

,/(n + l)(n + 2)6..,,.,+26;,; + 4 (n + &) ,/(j + l)(j + '..!)Óm,n 

-tNu(No - 2). (4.11) 

29 



1\-Iediant.e est..a ecuación vernos que el factor Í1rn.Jin e:,itá dado corno 

'Ürn.jin ~ { \/'(n + l)(n + 2)(i + i)(i + 2)óm,n+,Ój,i+2 + 

+v'(m + l}(m + 2)(j + l)(j + '2)Ón .... +:!Ói.J+:.! + 

+'2V°(n -t- l)(n -t- :2)(j + l)(j + :.?)órn,n+:!Ói,j+:l + 4 (1 + 4) 
../(n + I)(n + 2)ó,n ... + 2 .S;,J + ·I ( n + 4) ,/U+ l)(j + 2) 

(4.12) 

y, a partir de la ec. (2.22), llPga1nos a QUt! t-•l tCrnlino E,,. se escribe de la 
si~uient.c 111an1-~ra 

(r,_, ~ ~) (v - ~) - _
1
x

1 
(!'-'u(N0 - :!)) . . - - . 

(·Ll:J) 

A:.i. &d sustitl:ir estos rc~ultados t..:ll lc.1 ce. (3.10) podernos cakular los valores 
e le la euergia. 

811 la figura 3.1 se graficaron sól:irnente los v.<durcs de energía tnúltiplos 
de 2fu •. : • i. t..:. c¡ue ~e con~idera.11 excir.aciones de dos nucleones.Eu la figura. 
3.2 se prcst!Ut.a el espectro d1• energía para. el mistnu sisterna pero ca.Jculado 
r11cdiH11t.c la dia6unalizar;ic"m del rnu<lelo simpléctico. Es posiblf.~ aprm:iar, a 
partir de las tiguras 3.1 y 3.:l, que lus re~ultados uo com.:ut.:rdan al ir hada 
niveles de exdt:LCh~m m;:ís a.Ita, esto se dcbP., posiblementt~, a que existen 
mezclas entre It_,s estado::,i excitados con energÍW:l de flw y los esta<lus con 
energ!a.s de 2h.w. 

L~~ diferencia. que se presenta. en los resultado~. t.a.tnbién st~ se debe a que 
·Ia expresión (3.2) que se ut.iliza para denotar los estado~ excita.dos tiene 
varios ténninos los cuales 110 tonu.uno.s en cut~nt,a, t..>s decir, c111~ sul.a.tnente 
e:stau1os utili,;,ando una e.xµn~~iún aproxiuul<l.a. 

T;uubiPn hay que totnar cu cuenta que lus los estado~ j'll) son lu~ estados 
qUt~ SI! ubt.icue rnt!diante el rnl:todo de Hartrce-Fock, e:, decir, al Ilt:var a 
cabo una varia.ciún de la euerg;ía del estado l>il.8t!. Pero en ut1e.stro t::i_..;l) .sulu 
tomrunos uua primt-ra aproxi1na.ción p~ua est.os l~Stados. 

A.sí, a partir de f~sto, es posiblP entender pc..orque existen diferiP.nda~ entre 
los resultados del tnodc~lo sirnµlCctico y el ;nétodo de Tmnn1-Dancolf, y t.'.1.Hno 

t:>S posible rnt!jorar 10::1 result.udo~ que se obtienen n1edhu1t1! t~sr.e 1ílti1110. 
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Figura. 4.1: Va.ria.ción de la. diferencia entre la energía del .,,.tado base y, 
lilll pritneros estados excita.dos con respecto a. la interacción "cuadrupola.r", 

para un sistema de 8 nucleones. 
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Figura 4.2: Variación de Ju diferencia entre la energía del estado base y 
Jos primeros estados excitados con respecto a la interacción "cuadrupola.r", 
para. un sistema de B nucleones. 
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Capítulo 5 

Modelo simpléctico para 
moléculas nucleares 

5.1 Descripción y desarrollo histórico 

La física de iones pc.--8aclos se ha desarrollado rápida.mente. Uno de los a::1pec­
tos rnás sorprendentes de la física nuclear de iones pesndos es la existencia 
y observación de estruturas cua.si-moJecuJare::1 [17], las cuales, se dan a par­
tir de las moléculas nucleares que se forman durante la colisión entre Iones 
pe.~ados. Una molécula nudear es un sistema que coll8iste de dos núcleos 
unidos en su superficie en un potencial cu&1i-molecular. Se producen en la.s 
coJU1jones cercanW:i de dos núcleos. Microacópicamente una rnolécula nu­
clear se entiende como una configuración en la cual los núcleones exteriores 
se 1nueven alrededor de aznbos núcleos y constituyen un enlace similar a los 
enlaces covalente:i: c¡ue se presentan en la.s moléculas atómicas. 

Ln. configuración de las moléculas nucleares se manifiesta en la estruc­
tura resonante de las secciones transversales de los iones pesados. Las 
resonancias moleculares nos dan una evidencia experimental de que al in­
teraccionar los núcleos, estos conservan su identidad durante la colisión y 
forman un enlace efectivo, el cual, puede rotar y vibrar como las moléculas 
atómicas, antes de que se separen por completo o que se unan para formar 
un solo núcleo. 

En este capítulo trataremos de extender los resultados que se presen­
taron en el capítulo 1 a una molécula nuclear, es decir, trataremos de exten­
der el harniltoniano simpléctico a un sistema rnolecular de tal manera que 
e::ite hamiltoniano sea igual al hamiltoniano dado en la ec. (1.17), cuando la 
distancia entre cúmulos sea igual a cero, i.e. que se considera un solo núcleo 
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cuyo número total de nucleones es la suma de los nucleones de cada cúmulo. 
En este punto es importante determinar cómo puede considerarse el princi­
pio de Pauli en el modelo, ya que. a. medida que disminuye la. distancia entre 
los cúmulos, el número de cuantos no puede permanecer const,u1te debido 
ni principio de Pauli, por eso es importante determinar de qué manerl\ se 
puede incluir esta propiedu.d dentro del modelo (aunque en rea.lida.d (.~:..;to se 
ha.ce de manera artificial ya. que sólo tene:nos una dimen~ión). En ca.so de 
que la dist.a.u..:ia entre los dos cútnulos sea tal, que tl1!ja de existir <.·111\lq1.\ier 
tipo de interacción entre ellos entonces, el ha.nliltoniano t!S if,ua.l a la suma 
de dos 11a.miltonianos de la. forma. dadn por la. ec. (1.17). 

5.2 Extensión del modelo simpléctico 

Corno se dijo el la. sección anterior, debemo:::1 wnplinr la teoría de tal nuuu:!ra. 
que al separarse cornpleta.meut.t? los núcleos el modelo se aproxiu1e a un 
sistema de dos núcleos independientes y, en t!l líinite en el que la 8epa.ra.ción 
t.iende a. cero, el modelo debe aproximarse al de un solo nücleo. Como una 
posibilidad denotaremos cualquier operador O del álgebra sitnpléctica. como 
la suma de tres operadores, el primero actua.ndo sólo en el pri1ner cúmulo, 
t!l segundo act.uru1do sólo sobre el segundo cúmulo y fina.hnente un.a parte 
relativa que describe el 1novi1nit~nto relativo de los núcleos. La. 1nanera. de 
hacer est.os se describe en las reís. [18]ll9] y en el a.péndii..:e A. La expn~ión 
a la que llep;a.mos PS 

O= 01 +O!.!+Or (5.1) 

<londt! r se refiere al operador <le la coordenada radio.l. De hecho, pode1nos 
relacionar atnbos lados rnedirulte una. transformación ortogonal. 

CuiUldo se considera un solo núcleo, ambos lados son multiplicc.i..dos 
por la ul.isma constante de interacción, sin embargo, en el caso de dos 
núcleos interaccionan.do, esto debe inodificarse. Por ejemplo, si tenernos 
los operadores N y Q 2 multiplica.dos por las constantes Tu..i y x respectiva­
mente, proponernos la. siguientt~ modificación, a. partir de la cxpr~ión (4.1), 
para los nuevos operadores 

TiwN 

xQ" -> x1(r)Q~ + x2(r)Q~ + x10(r)Q. 2 + 
+2xi.(r)(Q1Q2 ~ Q,Q. + Q,Q.), 

(5.'..!) 

(5.3) 

donde la r en lus pará.Inet.ros de interacción se refiere a un pará.tnt!~ro de 
distancia, es decir, que los pii..rú.Jnetros de interacción son funcione~ de la <lh:1-
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tancia. El operador r se refiere al operador de distancia real. La sustitución 
anterior es simplemente una propuesta, la cual, cumple con Jos requisitos 
mencionados anteriormente, es decir, que para una distancia igual a cero 
entre los cúmulos, todos los parámetros de interacción aon iguales a cero y, 
entonces los operadores serán iguales a aquéllos que corresponden al sistema 
unido. Cuando los núcleos están completamente separados los términos de 
interacción, fu.ü17• y Xi 2 deben tender a cero; con lo cual la expresión ( 4.2) 
describe simplemente el comportamiento de dos núcleos independientes. 

Ahora introduciremos un parámetro adiabático de distancia, r, de los 
dos cúmulos para poder ver cómo cambian los parámetros de interacción 
como función de r y, más tarde, veremos la relación que existe entre éste 
pará.tnetro y el operador r. 

Las condiciones para las distancias límite las podemos escr~bir como 

1iw12(r) = { ~ 

X• (r) = { ~k,o 

parar> r•ep 
pura r=O 

para. r > r•ep 
para. r=O 

parar> r•ep 
para r=O 

parar> r.ep 
para r=O 

Aquí el subíndice k= 1,2 se utiliza para denotar cada uno de los cúmulos, 
el subíndice "'O" se refiere al valor que se alcanza cuando los cúmulos no 
interaccionan, r•ep = 1.2(A 1 + A 2 ) es la distancia a Ja cual deja de existir 
la interacción. Los parárnetros que no tienen ningún subíndice se refieren 
a los valores que se obtienen cuando los dos cúmulos se "fusionan". Para 
Jos parámetro::. que describen. la interacción entre los cúmulos, se proponen 
las siguientes expresiones: 

~(1iw 1 (r) + Tiw2 (r))g(r) 

~(Xi(r) + X2(r))9(r). 

(5.4) 

(5.5) 

Como se puede apreciar se tomó el promedio de los v-J.lores de los parámetros 
de cada cúmulo y la. función g(r) depende de r (una posible elección se 
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presenta en Ja ref. (13]), de tal manera que va de 1 para r=O a O para 
r=r.,ep· 

Para extrapolar la contribución proveniente del "trace equiva.lent partn, 
es decir, de la par-t.P -Nnn <le la ec. (2.16), proponemos la. siguiente ex­
presión: 

-x1No111 -x2l\ton2 - x12{Non - No,1n1 -No,2n2}. (5.6) 

donde n = n 1 + n 2 + N(r;-; y N 0 representan el número total de cuan­
tos excitados del sistema unido y el número de cuantos del estado base, 
más ~. respec.."tivarnente. Por construcción esto se aproxfma a un 
sistema de dos núcleos separados para distancias grandes y, a un núcleo 
para distancia cero. 

A partir de la.s sustituciones anteriores obtenemos que el luuniltoni.a.no, 
para la 1nolécula nuclev.r, tiene la. siguiente forn1a 

(5.7) 

donde los dos prirneros términos tienen la misma forma que el hamiltoniano 
de la ec. {1.17), tm.Jvo que ahora se utiliza un subíndice k=I,2. El último 
término representa la intenteción y su fonna explícita es: 

(5.8) 

El pritner ténnino describe la iut.eracción entre los dos cúmulos, los sig;uicnt.es 
dus tér1ninus dc::1cribcn la interacción del k-ésimo cúmulo con el movimiento 
relativo, el cuarto sumando se refiere al 1novimentu puramente relativo y 
tiene la mistna forma que Hk pero ahora con subíndice r. Finalmente, 
el tíltitnu tt!rmiuu da la contribución que no se puede asitnil<:LT en los do8 
primc1·os tértninus de la ec. (4.-1) del "trace equiv-J.lent. part'". 

La. forn1a explícita de estos t~rminos se <la a cont.inuación (con k=l~2) 

H1,!l -:1:12{ Hn¡n~ + B1B2) + Hn¡n, + B~a,) + 

+~ (nlN2 + N2 D1 ~~ B~N 1 + N1B2 ) + N1N2 } 

-x12{ _¡cn¡a.' - º•ª·) + ¡ (nrn. ~ n.•n.) + 

-r~ (n¡N, +N.B.+ B,1N .. +N.B.) + N•N•} 

HrE.· -:>,;.12{n(No -t- ri - 1) - Ut 1,)V1,o -r- n1 - 1) - n'.!(J\:~.o-+- 02 - 1). 
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Los elementos de matriz se calculan de manera similar a como se hizo 
en la sección (1.3) y la única diferencia estriba en que a.hora Ja base está 
dada por 

(5.9) 

r.onsidera.ndo que Jos estu.dos del movimiento relativo corresponden al os­
cilador armónico relativo en uua dimensión. 

Dentro de cada cúmulo la antisimetría está garantizada automáticamen 
te. Sin embargo, la antisimetría no se mantiene cuando se considera el sis­
tema cotnpleto, la ha.se que se presenta en la ec. (4.6) debe a.ntisimetrizarse. 
A veces se supone que mientras el traslape de los dos cúmulos sea pequeño, 
corno sucede en las moléculas nucleares, el principio de Pauli no se viola "de 
manera considerable" (nosotros trataremos de verificar qué tan aceptable 
e:-1 esa suposición); porque en Ja región de traslape Jos nucleones de ambos 
cúrnulos ocupau solo unos cuantos esta.dos y, por este motivo, se :=¡uponP 
que el principio de Pauli no juega un papel irnportante. Para un tr~lape 
n1ayor. i.e. r -+ O debemos imponer la condición de Wildermuth [19], la 
cual establece que el núrnero total de cuantos (de Jos dos núcleos y del 
oscilador relativo) debe ser igual al número de cuant.os de los estados de 
Pauli permitidos. 

Así, aunque el principio de Pauli .se viole, se supone que éste puede 
tomarse en cuenta haciendo una selección apropiada de Ja dependencia de 
los pa.rá.rnetros del 111odelo en función de la distancia relati v-c:L Es por esto 
que lo que ha.remos a. continuación será determinar cómo los par.iÍ.znetros 
básicos deben de cornporta.rse en función de la distancia relativa r. Como 
primer paso seguireinos Ja discusión dada en la ref. [20] donde se determina 
qué dependencia. tiene el parámetro Tiw de un núcleo con respecto al número 
de nucleones. Considerando eJ oscilador arrnónico su valor de espectru;ión 
~tii dado por 

(5.10) 

donde (x2} representa el radio cuadrado medio y se calcula a partir de la 
siguiente expresión (la cual no toma en cuenta la deformación): 

( ") 1 J dx " 1 ,,, X = A PoX = 3 ... Lfil (5.11) 

donde Po = ~ es la densidad nuclear. Por otro lado Ja parte izquierda de 
Ja ec. (4.10) también puede calcularse de Ja siguiente manera 

(Ho) 
... "'-(.d.+ 1) 

Tiw(N) = liw ~ 21t = Tiw2 2 
'
2 

~· 
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(5.12) 

Aquí se ha supuesto que sólo tenemos un número par de partículas y que 
cada estado puede ser ocupado por Uus partículas, una con espín arriba y 
otra con espín hacia a.bajo (es importn.nt.e recalcar que en una dimensión 
no e~ posible hablar de espí":'.I}. Comparando ambas ecuaciones llegarnos a: 

(5.13) 

Tomando mc2=938 MeV, tic = 107MeV-fin y ro = 1.2 fn1, coruo sabe­
rnos esto difiere del caso tridimensional donde fiw - 41A-k. Con estu~ 
resultados, y tornando en cuenta el hecho de que el radio esférico de e.a.da 
cúmulo es proporcional aJ núrnero de nucleone8 Ak que contiene, obtenemos 
la siguiente expresión 

liw1e -= (~;~o) 1k.11e,o- (5.14) 

Aquí el índice "O" se refiere a el v-d.lor que se aJcan~a cuando deja de exh>tir 
interacción (R1c,o = 1.2(A 1 ...,... A:z)), R1c representa el radio equivalente <1ue 
se tiene cuando los dos cúmulos se encuentran a una distancia r u la cua.1 se 
traslapan. Su relación con la distancia relativa se puede dett.•rrnlna.r a partir 
de la conservación del volú1nen. Cuando la separación es c01nplet.a, la su1na 
de los vohhnenes de los cú1nulos está dada por 2(R1 ,o + R".l,u). Eu el ca.su 
que se traslapen el volúmen se calcula a partir de la expresión (R 1 + r + n".l.) 
(ver figura -.t.1). 

Tomando e1: cuenta que R1c es proporcional a AA: tene1nos: 

2R10-~ , A,+ A-, 
(5.15) 

Para el caso simétrico las e..xpresiónes anterioriores se reducen a: 

R.1 = Il.:1. = 2R0 - ~ (5. lfi) 

y, como so puede apreciar, las condiciones límite St:! 1::1atisfacen, ya que, para 
r=U teue1no::. un radio dos veces mayor que el valor que se tiene a la distancia 
de separación (r•ep = 217-0) y, para una distancia r = R 1 + R 2 = 2flo 
tene1nos R1c: = Ro. Co1no se ve, el radio aumenta conforme el t.raslapc de 
los cú1nulos se hace nuis pronunciado; la interpretación de este resultado 
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( a) 

r 

(b) 

Figura 5.1: (a) separación coinpleta entre los cúmulos7 (b) traslape entre 
los cúmulos. 

se da a partir del principio de Pauli, ya que, conforme la distancia entre 
cúmulos disminuye el principio de Pauli cobra mayor importancia haciendo 
que los nucleones se muevan a niveles más altos de energía y, con esto, 
aumenta el radio de cu.da cúmulo. Este hecho se refleja en un aumento de 
la energía, lo cual es posible apreciar al sumar las siguientes condiciones 
(vía los multiplicadores de Lagrange): 

(5.17) 

Nir -Nr O. 

E11 la ec. (4.17) las funciones N11: y Nr expresan cómo ca.ntbia el número 
de cuantos en cada cúmulo, conforme dh:1minuye la distancia entre ellos. 
Es importante notar que esta no es la condición de Wildermuth pero se 
aproxúna a ésta cuando r -+ O. La razón principal es que la condición 
de Wildermuth es válida en un oscilador común de los dos cúmulos, sin 
cn1bargo, en este modelo usun1os dos osciladores separados e independientes 
para cada cWnulo, m~ un oscilador relativo. Las condiciones dadas en la ec. 
(4.14) son difíciles de implementar en programa que calcula el espectro de 
energía. El número de cuantos de oscilación es proporcional [11] a WAcA.1cR~. 
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Figura 5.2: Variación del ntímero de cuantos del k-ésimo cú1nulo, con 
respecto a la distancia, para un sistema simétrico de 12 nucleones en cada 
cúmulo y con X•.o = 0.015. 

Esto se puede escribir como 

N ( ) [w·R·R~] N n. N 
k r = W.t,oRl,o k,o = R1c,o k,O· (5.18) 

De manera similar el número de cuantos del o.scilador relativo varía con 
respec."to ar., de la siguiente manera 

(( )• 1) _ nu:2 ( ) , A1A2 2 1 
N.(r) = {r + 2 - 2(1ic)" liw12(r ) A1 + A2 r + 2' (5.l!l) 

donde 

A con"Cinuación presentamos (figs. 4.2 y 4.3) cómo va.rían Nk(r) y Nr(r) 
con respecto ar. Como se puede apreciar en la. figura (4.2), para lOB dos 
cúmulos los cuantos de oscilación aumentan de manera monótona. conforme 
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Figura 5.3: V.u.riación del número de cuantos del oscilador relativo, con 
respecto a. la distancia entre cúmulos para un sistema con 12 nucleones en 
cada cúmulo, con X•,o = 0.015 . 

la distancia relatjva tiende a cero. Por otro lado los cuantos del oscilador 
relativo alcanzan un máximo entre la distancia cero y la distancia de sepa­
ración y tiende a cero para r=O y para r=r•eP (ver figura (4.3)). 

Sumando los valores de N,.(r} y Nr(r) a la energía del estado base 
podemos modelar de manera aproximada el efecto que tiene el principio de 
Pauli sobre el sistema molecular, ea decir, hacer que para cierto valor de la 
distancia relativa los nucleones de cada cúmulo tiendan a estar en niveles 
de energía más altos. 

Para )Otl parámetros X.rr proponemos la siguiente dependencia 

( R•.o)' X•= -¡:¡- XAs,O· (5.20) 

En la figura 4.4 8e presenta como varían los parámetros~ ... para un sistema 
simétrico, dados por la ec. (4.20). Como se puede apreciar para r = 
r.rp tenernoa X• = x1r,o = 0.015 y, al disminuir la distancia., disminuye de 
manera uniforme el valor de X•· Para r=O ~e obtiene un valor x ~ 0.0038 
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FJgura 5.4: Variación de la interacción "cuadrupolar" del k-ésimo cúmulo, 
con respecto a la distancia relativa (para un tdstema de 12 nucleones en 
cada cúmulo y X•.o = 0.015). 
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Figura 5 .. 5: Variación de la interacción "cuadrupoJar" del término de in­
teracción entre cúmulos, <..."On respecto a la distancia relativa (para un ::iis­
te1na de 12 nucleones en cada cúmulo y :\::11:,o = 0.015). 

que es el va.Jor de Ja interacción .. cuadrupola.r" para el siste1na unido, es 
decir cuando los dos cú1nulos se han unido completamente. 

De igual rnancra, en la figura (4 . .5) se presenta el dt.lculo para el parámetro 
x1 2 dado por la ec. (4.5). 

A partir de la figura (4.4) se puede observar que el valor de :t 12 tiende 
a cero si r -i> r,,~,, y aumenta conforme Ja distancia relativa tiende a O. 

Finalmente se presenta la variación de Jos parámetros hwk (ver figura 
4.6) y IU..J12 (ver figuru.4.7) dados por las ecs. (4.14) y (4.4) respectiv-..unente. 

En ba..'ie a estos resulta.dos, en la figura 4.8 se presenta un cálculo de 
Ja. energía del estado ba.se de la molécula nuclear, en un ccL.qo donde se 
r:onsideran 12 nucleones en cada cúinulo y :\:'k,O = 0.015. La forma explícita 
de la función g(r), que se presenta en las ecs. (4.4) y (4.5), se toma como 
g(r) = 1 - r:'.,. con r • .,,p = r 0 (A 1 + A 2 ). Con t::!StO los valores para los 
puriilnetros varían con Ja. di.stancia relativa r, esta variación se presenta en 
las figur,u¿.¡ 4.1-4.4. En esta últinta ::ie presenta la variación de Tu..;l 2 • 

Corno se puede apreciar en Ja figuru 4.8 Ja energía del estado ha.se di::;­
r:ninuye hasta aJca.n~éU" un rníuimo para r -::::::: r..,,,, lo cuál, se debe a la 
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Figura 5.6: 'Variac.:ión del término lk.u1c~ con respecto a la distancia r~lat.iva 
(para un ~h:ite1na de 12 11ucleoncs eu cada. cúinulo y -".°k,ll = 0.015)-
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Figura 5.7: Va.riadón del parrunetro Tu.u12 • con respecto a Ja distancia rela­
tiva {para un si::i:tema de 12 nucleones en ca.da cfünulo y x1r,o = 0.015). 
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Figura 5.8: Variación de lct t!Ot!rgfu dd e8tado htL~e, para un sistetna de 
<.Jos ctítnulos con 12 nucl<.."One.s cada uuo y X•.u = 0.015, con respt•cto n In 
di::.tauda relativa entre eUo.s. 
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Figura 5.0~ Nivell!s de energía.. cun .-l* =- 12 y x1r.o = CJ.015. 

atracción producida por la interacción cuadrupulnr. Conforme disminuye 
la. distancia relativ-J., la energía aumenta uuevrunente debido a que parte 
de los nucleones e1npie-/.an a subir a niveles de energía más altm1, ya que 
t!l principio de Pauli les itnpide permanecer en nivel de energía bajos. La 
energía alcanza un '\.>tLlor 1n¿Í.Xitno en el cual t.udos nuch!one~ ya ocupéul est.a­
dos de energía de 1nu.nera. que se satisface el principio de Pauli. A partir de 
este punto la energía dii:;minuye debido a la atracción nuclear. Finalmente 
en la figura 4.9 se presenta· el espectro cornple'to con respecto del estado 
ha.se. 
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6 

Conclusiones 

El objetivo <le esta te~is fne <lar una aproximación microscópica al proble1na 
de una. tnolécula nuclear. Para Psto s«-! sirnµlificú el problerna utiliza.11do el 
modelo simpléct.icu en una dirnensión, ya que, todas las idea ... ~ básicas de 11n 

modelo inú:-; realista, es dPeir, uu ruodelo tri-<lilnensiona.1 1 se pueden explicar 
a. partir de est.e sencillo rno<lelu. 

Comu pritner punto se di::icutiü d modelo si1npléctico de un núcleo. 
Se presentó un !uuniltuniano y se rnostró que este hamilt.oni.;:u10 e.s una 
función de los generadore8 del ~rupu sirnpléctico. Debido a esto fue posihle 
utilizar las técnicas de la teoría de !!,TUpos µa.ra. los element.os <le ma:tri~ y 
así podP.r diagonaliza.r el hatnilt.on.iano, i.e. obtener los nivele~ de euer~ía 
del l-listmna. También fue pu:-;iblt-! determinar que, a. punir de c:icrto va.lor 
<le x. el sisterna presenta va..ri•u.::iuncs bastante ma.n.::a<las , i.t~. que el esta.do 
base di~nuinuye su energía ch .. rnanera. notoria a partir de 1..~se valor d.1.. .. .\: , 
debido a la cunt.ribuciún de un tuayor 11úrnero dP cu1u1tos cxcit.adoi--. a la 
configura.dún del t..•sr adu ha.se. 

Corno segundo punto ~e considera. el cnodelu sitnpl~cticu cont.raído. Co1nu 
se pudo apreciar, los can1bius que exist.en entre est.e rnodelo y d inodclo 
si1npléct.ico no son ca.n1bio.s itnport.a.nt.e y, bá.sicrunente, los espectros de 
energía de an1bos rnodelos hUn niuy parecidos. Siu ernbargu, C!i hnpur­
ta.nt.e conocer e.":ltc rn0delo porque al con::iidcrar el ca .. '":lo tri-dintcnsioual lo~ 
cúlculus l.lt~l rnodelu ::>Ílnpli~ctico se ha.cen t~xtren1a.damente ccunplicadus y, 
con el rnudt.!lu cuntra.í<lo, est.os c;:il,:ulus se sirnplifican con:üdera.blemeute. 

Po!iteriunuente ~e consideró el tnt!todo de Ha.rt.rt•e-Fock para apruxi-
1nar la. Ptiur~ía l.lel e:;tado ba .. ·H~ tl1~ un núdt!O. Se dt!tt·nninc'l qt1e la E:'IH•rg;ía, 
calculada cou el tnt'.!todo de Ha.rtree-Fuck, db1niuuyl· du rna.ner•L li11eal cn1n­
for111e aun1euta. la. inr.era.cdón ··L'.uadrupola.r" _ Ad~1nü..s 1 fue posible ob:-ter­
va.r que, a parr.ir de cierto valor, los re~ultados que se obtit'!nen rnetliaute 
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este método difieren considerablemente de los que se obtienen mediante el 
modelo simpléctico. 

Para calcular la energía de los estados excitados se utlilizó 9 como una 
alternativa, el llamado método de Tarnm-Dankoff, los resultados muestran 
que para ,;\,' = O lus valores para Ja energía concuerdan con los que se ob­
t.ienen mediante el modelo sitnpléctico. Pero para. valores de X diferentes de 
ce?"o el 1nl?t.ocfo de Tcunm-Dankoff rnuestra que Ja energía para cada uno de 
los nivele!S excitado!S disminuye de rnanera lint->a], pP.ro esto no concuerda con 
los resultados del modelo simpléctico que muestran que conforme aurnenta. 
el valor de x. eu general, la energía también tiende a aumentar. 

Corno últi1no paso se extendió el modelo a una 1nolécula nuclear. Esta 
extcnsióu fue directa. Primero se propone un luuniltoniano el cual satis­
face las siguientes condiciones de frontera: 1) cuando r tiende a cero7 el 
harniltoniano torna la fortna del hainiltoniano del sistema unido; y 2) para 
r tnayor que la distanc..:ia de interacción entre los cúmulos el hamUtoniano 
se P-'"lt.:ribe como la :::nuna de dos hamiltonianos independientes. También 
se logró imple1nentar el principio de Pauli de 1nanera aproximada en este 
modelo. 

Se znuestra que el número de cuantos de cu.da cúrnulo aumenta con­
forme disminuye la dist<u1cia entre los cúmulos, mientras que para. el os­
cilador relativo, d núrnero de cuantos auinenta hasta cierto valor y después 
dhuniuuye a cero para r=O. A partir de esto los resultados muestran que 
la energía. del esta.do base pr~enta un minino que se encuentra a una diN­
ta.ncia cercana a la distancia de separación. Y que a partir de ese punto la 
energía aumenta debido a.l principio de Pauli. Este resultado concuerda con 
lo esperado ya. que muestra que existe un estado en el que ambos cúmulos 
interact1ia.n cuino una 1nulécula.. 

Con esto podernos concluir que el modelo Nirnpléctico es bu.sta.ute bueno 
para. describir el cornporta1niento de un núcleo y de una molécula nuclear. 

Hasta ahora el tnodclo en tres din1ensiones sóhunente se ha utilizado 
para deducir potenciales geométricos [13]. Sin embargo, C8 poNible hacer 
el estudio tnicroscópico en tres dirnen.siones de una molécula nuclear y, el 
estudio uni-dirnerudonaJ que se ha presentado aquí sirve para entender los 
pusos eseuciah~s que se deben seguir para reali:.i:ar este estudio. 
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Apéndice A 

Coordenadas de Jacobi 

Oefinitnos las variable de posición de los nucleones, x~. dun<le s denot.a el 
Ht'unero lle nucleones (s=L .. ,A). Desde uu inido extr:.wrnos la dilnensiún 

~· a..-..í. lu.." "·ariablt_~s x: son adi1nensiunales. Para extraer Pl cent.ro de 

masa. se iutroduc;t.•n la.~ ..-ariabJe de Jacobi (9}. Una posibilidad es 

J;!f
-

-- .r. 

" 
1 A • ,.¿x, 

vA t~1 

(A.l) 

donde x. y XA son las cuunlenad~L'i de .Jacobi, las cuales son adilnensiunale~. 
El inapeo de x: a x., y :r A PS una transforrnación ort.ogonal. 

Cuando se consiUeran dos cú1nulos, primero dividilnos .r.~ en dos con­
juntos los cua.h?!j describen .-1 1 y ..-1 2 nuch..-"Ones x! (s =- 1, ... ,A 1 - 1)) 
respectivan1ente, e~ dt~cir, ::r:! (s = 1, ... ,A. 1 - 1)), x~:, a<letn{i.s dentro 
de cada cúruulo ya :st! hH hecho la trausfur1na.ción a cuordeuad.<L'i de .la­
cuLi. Cuino sip;uieute p;.L"º ~1..~ aplica uua trunsforrnaciún ortogonal a .x ~ ? 

x~;i? arnbas proporduna.le!i a la::i coordenadas del centro de tnasa de cacla 
clunulu, :.u;i? tent!In~'S (con A -e:-.. .-1 1 ....¡._ A:i ) 

( ff~-¡; ) - ( J6 -,fa.i ) ( ~x' )· A A ·.-t, 

,/Ar ... n, JF J1j ..r;;r;;x·' A, 
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ahora 

JA, +A2{ (A:; ~x' _ {A; ~x> } 
A1A2 VAV~ Ai VAV~· A~ 

fll( l A. /Wí2 • 1 A, ~ ·) 

V mw;; Ái !; \f -;;;:-x. - A;~ V w;-x•; 
evidentemente representa el vectvr de distancia relaLiva y 

en el centro de ma..'ia con Xi = ¡---¡¡-xi . • vmw:- •. 

(A.2} 

(A.3} 

(A.4} 

Cuando se considera un solo núcleo Jos generadores del grupo Sp(2,R) 
pueden escribirse eu tértninos de l~ coordenadas y los momentos, o en 
térznin.os de los operadores bosónicos de creación y aniquilación (ver ec:s. 
(1.11) y (1.12)). Aplicando la tr.<u1sformación ortogonal de coordenadas de 
manera sucesiv-u, dentro de cada cúrnulo, luego, aplicando la ec. (6.4), y 
denotando con O a los generadores, Jlegrunos a: 

(A.5} 

Con esto hemos logrado separar a Jos generadores en términos ·que a.<...-túa.n 
sólnmente en las coordenadas de cada cútnulo y en su coordenada relativa. 
Adt:Hne:is, es itnportante notar que r es Ja diferencia de los vectores de centro 
de masa de cada. cútnulo. 
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Apéndice B 

Cálculo de la norma del 
estado /N) 

Lo que intcnt1:Unos deLer1ninar e~ el valor explicito de la siguh~ute Pxprcsióu 

(Xol(B)"(B' )"!No)· (B.l) 

Prirnero deterinjnarnos d slguienr.e con1nutndur 

11- t 

(D,(D'l") ¿ca•i .. - • -•¡R, n•J(n• i• 
k=I 

I::<n1J"- 1-•c-1N)(B 1J• 
k=l 

ra-1 

.1 ¿cn•i .. -•-•cn•)•(N + 2k) 
k=t 

n-1 

.¡ L(D')"-'(N + 2k) 
k=I 

·l(B')"- 1 2=<N + 2k) 
A:=l 

-l(D')''-' (nN + 2n(n 2- 1)) 

(B,(B'J") 4(D'J"- 1 rt(N+n- l) (B.2) 
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en la deducción antt:!'rior utilizamos el hecho de que [B, BtJ = 4N y además 
que NDtfN) = (N + 2)f.At + 2). Usando ésta expresión recursivamente 
obtenernos 

(N. i(B)"(B')"IN. ) = 4" '(No+ n - l)! 
o o n. (A'u - 1)! . (B.3) 

Por otro Indo tenemos que 4N/N0 ) = J\.."0 11Vo) y. u.demás, (N0 fNo) = l. Por 
medio de estos re.~ultados finaJ1nente llegamos a que el factor de normal-
izadón es 

(B.4) ¡\¡No,r& = 
(No - l)! 

4"n!(No + n - 1)! · 

1\.-fediaute la expresión anterior es posible dett:•r1ninar los factores de nor­
rna.Jizaciúu que se utilizaron anteriormente 

ÑNo,rt 

ÑNo,r¡-2 

ÑN0 ,,. 

ÑNo,r&-1 

.ÑNo,n 

ÑNo,r•+l 

ÑNu,r• 

ÑNo,n+':l 

~"n(n - l)(N0 + ,'. _ l)(No + n - 2) 

V4n(N0 ~ n :_ 1) 

,/4n(n + I)(N0 + n) 

,/42 (n + l)(n + 2)(N0 + n)(No + n + 1) 
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Apéndice C 

Segun.da cuan.tización 

C.1 Operadores de creación y aniquilación 

El nombre " segunda cuauth-:ación' puede prestarse a confusiones, ya que, 
no se refiere a un.a nueva cuantización de la tnecánica cuántica., sino que 
sóhunente se refiere a una. forrnuladóu alternativa de la rnec,;í.nica culintica 
usual. Esta segunda cuantb-.adón puede usarse tanto para fermiones como 
para bosones. En esta parte duremos una pequeña introducción a las ideas 
básicas de la segunda cuantización. 

Empezan1os tomando un conjunto completo de estados ortogonales, jv}, 
de una partícula (donde v representa un conjunto de números cuánticos}. 
Es esta tiección nos enfocaremos a sistemas fermiónicos y denotare1nus los 
operadores de creación y aniquilación como a;!-, au respectivamente. Debido 
a que en el caso fürmiónico los diferentes estados sólo pueden tener una 
partícula. o estar vados ( por el principio de exclusión de Pauli) podemos 
definir la C:lCción de estos opera.dores sobre el ~tado de un :sistema de vH.rh.ui: 
partículas como 

n....,Jn1 1 ... ,n .... = 1, ... ) Jn¡, ... ,nv =O, ... ) 

a...,lllt 1 • • •, IL..., .~ {J, ••. ) Ü 

De igual nuutera, para. el operador de creación obtene1no.s 

a~ Jn1, ... , n..., = U, ... ) 

a'tln1 , ... ,u..,= 1, ... ) 

Bajo est¡ui: re:st.ricciones, obtenernos 
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lni. .•• , n...,..::....: l, ... ) 

o 

(C.l} 

(C.2) 

(C.3) 



C.2 

{a,., a.} (C.4) 

Operadores de campo en el espacio de 
coordenadas 

Usando funciones de onda de una partícu1a<p,,(r"'1 ,s1 ) = (;:"1 , s 1 Jv), podernos 
expresar los opera<lort!S de creación y aniquilación a partir de las coorde­
nadas ry s 

a(r,s) L<Pv(r,s)a. 

(C.5) 

a+(r, s) 

Podemos invertir estl18 relaciones a p~ir d~ las condiciones de complete"".!: 
y de ortogonalidad y, llegamos a 

ª• ~ J d 3 r<,?:,(r,s)a(r,s) 

y, por supuesto, las reglas de conmutación son 

{a(r, s),a(r', 1/} o 

(C.6) 

(C.7) 

(C.8) 

Así, una función de onda W para un sistema de varios fermiones la podemos 
escribir como 

1 
'1'¡.,.¡(l, ... ,N) = v'NJ(-la(N) ... a(l)ln1,n2 ... ,n., ... ) (C.9) 

y 

ln 1 ,n2 ••• ,n., ... ) = J dl ... dN ~'l<¡ ... ¡(l, ... ,N)a+(l) ... a+(N)I-) 

(C.10) 
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C.3 Representación de operadores 

Comenzando a partir del vacío podemos expresar todos los etrtados en el es­
pacio de Hilbert de mucho cuerpos, por medio de los operadores de creación 
y aniquilación y, en general, podemos hacer lo mismo para los operadores 
de la siguiente manera.. Primero debemos distinguir entre loH opera.dores 
que actúan sobre un solo cuerpo y aquellos que actúan sobre dos cuerpos. 

Un operador de un solo cuerpo, como puede ser la energía cinética, o el 
momento total de un sist~ma de n-partículas, está dado coino la suma de 
N operadores Ía, i.e. 

N 

fr = ¿_¡,, (C.11) 
i=I 

los cuales actúan única.mente sobre las coordenadas de la i-ésima partícula. 
Sus elementos de matriz en la representación de jv) son /,,,,,,. = (vlfJv'). 
E.sto es 

f;<,>v(i) = '2:, fvv•'Pv' (i). (C.12) 
v' 

La representación de F por medio de los operadores de creación y aniquilación 
P.S 

(C.13) 

para poder decir que la relación anterior es correctn deben1os demostrnr 
que 

°Lf;'I'(l, ... ,N) = (1, ... ,Nl'2:,fvv•a;!°av•J.P). (C.14) 
vv• 

A partir Jel la.do izquierdo de las ecs. (8.12),(8.13) y (8.14) 9 hasta un factor 

de *' 9 tenemos que 

L f;(-Ja(N) ... a(i) ... a(l)l'J') = 

= L L Íi>"v.- (N) · · · 'Pv; (i) · ·. 'Pv, (1) ... (-J,,.,~ ... av, J'J') 

= L L L fvv,'Pv.- (N) • · · 'Pv, (i) • • · 'Pv, (1)(-lavN • • • nv, l>P) 

Esto es idi;ut.ico al la.do dtrccho: 

L L fv;v'PvN(N) ... <pv.(1)(-lavN ... av,a;!°av•l'I') 
vv' .... 1•••VN 
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C.4 Aplicación de la segunda cuantización 

Ahora aplicaremos los resulta.dos anteriores al siguiente operador ha.rnilto­
niano 

H hwN - t{ ~[(Bt)2 + (B)2)] + ~nte + ¡ntN + NBJ + 

+(Bt + B) - 2n(N0 + n - I) }· (C.15) 

A continuación expresamos los operadores Bt, B y Nen la forma dada por 
la ec. (7.14). Para esto debemos calcular los elementos de matriz de los 
operadores de una partícula, así que tenemos: 

at = ¿cn'ICbl'ln>a;;-.a" (C.16) 
n•,n 

donde los elementos de matriz se calculan a partir del hecho de que un 
estado fn) se puede expresar como *'(b)"I-), lo cual, nos lleva a que los 
elementos de matriz los podemos expresar como 

(n'l(b}'ln) __ 1_(-l(b}'" (bt)2btl"I-) 
V'n'!n! 

__ 1_(-l(br' (bt)"+21-> 
v1n'!nT 
v(n + l}(n + 2}(n'ln + 2) 

vf(n + l}(n + 2)Ón'.n+2 

sustituyendo en la ec. (7.17) tenemos 

nt :¿: v<= + 1)(m' + 2)óm·.~+2ª~·ªm 
rn,rn• 

L vf(rn + l}(m' + 2)a~+2ªm· 
,.,.,m• 

De igual manera podemos calcular B y N y obtener 

B 

N 
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(C.17) 

(C.18) 

(C.19) 



A partir de estas expresiones podemos escribir los demás operadoret1 que 
aparecen en la ec. (8.15) como 

(C.20) 
Utilizando los resultados de la ec. (7. 7) escribimos la expresión anterior 

L V(m' + l)(m' + 2).,/(m + l)(m + 2)a;';..+ 2 (Óm•m+2 -
m'm 

-a!a+2 ªm.' )a"' 

L .,/(m + l)(m + 2)(m + 3)(m + 4)a;';.+4ª"' -

de la misma fortna obtene1nos las expresiones para los operadores restantes 

{B) 2 L ./(rn + l)(m + 2)(1n + 3)(rn + 4)a~,am+4 -

- L \/'(1n1 + l)(m' + 2)(m + l)(rn + 2)a~.a~am•+2 a,.11+ 2 
""'rn. 

rn'nL 

N2 L ( Tn + D a;';.am - L ( m' + D ( m + D a;';..a;';.a.,.•am 
'1'1o ""'rn. 

L ( m + ~) .,/(m + l)(m + 2)a;';.+2 ª"' -

- L ( m + ~) ../(1n' + l)(rn' + 2)a~'+:la~am•a,.,, 
""'"" 

NB L ( m + ~) .,/(m + l)(m + 2)a;';.am+2 -

- L ( m + ~) V(m + l)(m + 2)a;';..a;';.a ... •am+2 
m'm 

y No es simplemente un escalar. 
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