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Introduccién

Inmediatamente después de la deteccidon del neutron [1], Heisenberg [2)
e Ivanenko (3] postularon, de manera independiente, las bases de la fisica
nuclear: el ntucleo consiste de dos tipos de nucleones, los protones y los
neutrones. El estudio de la interaccién de los nucleones por medio de las
fuerzas nucleares se convirtié en la base de los estudios de la ffsica nuclear.
Aunque, una derivacién completa del potencial de dos nucleones a partir
de la teorfa mesonica es posible, la solucién no es del todo satisfactoria,
por esto, la fisica nuclear de muchos cuerpos se ha confinado a potenciales
fenomenoldégicos o semi-fenomenoldgicos. Debido a lo cual, las teorfas nu-
cleares se han formulado a partir de “modelos” nucleares. La teorfa mi-
croscépica del nucleo se basa en el uso de potenciales fenomenoldgicos de
un sistema nucledén-nucledn, en la ecuacién de Schridinger de un sistema
de muchos nucleones.

Dos avances significativos han tenido gran impacto en la comprensién
de la estructura nuclear: el modelo de capas de partfcula sindependiente [4]
y el modelo colectivo , estos dos modelos se combinaron rdpidamente para
dar un modelo unificado {5], ¢n el cual, los nucleones se mueven de manera
independiente en un potencial promedio con grados de libertad colectivos.
Este modelo en sus diferentes formas ha dominado la teorfa de la estructura
nuclear durante mucho tiempo.

A partir de los trabajos de Elliott [6] se han logrado avances para es-
tablecer una teoria algebrdica que describa los fenémenos colectivos que se
dan en el nacleo. Estos modelos algebraicos se apoyan en el concepto de
grupos dindmicos, los cuales difieren de los grupos de simetrfa. Un grupo
de transformaciones de simetria deja el hamiltoniano invariante y da lugar
a degeneraciones en los estados del sistema, los cuales, contienen repre-
sentaciones del grupo. Por otro lado un grupo dindmico requiere sélamente
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que un grupo de eigenestados pertenezcan a una representacioén irreducible
del grupo, pero no requiere. que todos los estados de una representacién
irreducible sean degenerados. Un ejemplo es el oscilador armdnico en 3
dimensiones, para el cual el grupo dindmico es Sp(6,R), mientras que el
grupo de simetrfas es SU(3), el cual es un subgrupo del primero.

Asf, el grupo simpléctico es el grupo dindmico apropiado para una

descripcidn de un sistema de muchos cuerpos con movimiento colectivo.
El hecho de que e! grupo simpléctico es un grupo dinamico para el os-
cilador arménico, el cual juega un papel muy importante en el modelo de
capas, facilita la construccién de un formalismo simpléctico del modelo de
capas.
Como se menciond anteriormente, los trabajos de Elliott mostraron que
los modelos algebraiicos pueden describir de manera efectiva las excitaciones
colectivas del niicleo. Utilizando el modelo de capas y las propiedades de in-
teraccién nuclear de largo alcance (del tipo cuadrupolar), Elliott construyé
el modelo SU(3) del nicleo. M4s tarde se encontraron varias extensiones
como el modelo pseudo-SU(3) {7] , el cual, da cuenta de una simetrfa que
aparece en nicleos pesados, luego, surgid el modelo simpléctico para nicleos
ligeros [8]{9) , que toma en cuenta excitaciones entre capas y, el modelo
pseudo-simplectico [10] que se aplica a ndcleos pesados.

En la ELAF! [11], ] Dr. Hess presentd una serie de pldticas sobre el
modelo simpléctico uni-dimensinal de un nidcleo y su posible extensién a
un sistema de dos ctimulos, sin embargo, la discusién fue hecha de manera
abstracta, sin calculos explfcitos.

Asf, el objetivo de la presente tesis es verificar los resultados ya pre-
sentados por el Dr. Hess y realizar cilculos de manera explfcita; primero
introduciremos el hamiltoniano del modelo de capas uni-dimensional y se
presentari su relacién con el grupo simpléctico, después calcularemos los
elementos de matriz y realizaremos la diagonalizacién del hamiltoniano,
para obtener los niveles de energia, y ver cémo varfan con respecto a la
magnitud de la interaccién “cuadrupolar”. También utilizaremos otros pro-
cedimientos para los cdlculos de la energfa del estado base como el método
de Hartree-Fock y calcularemos la energia de los primeros estados exci-
tados por medio del método de Tamm-Dankoff, esto con el fin de com-
parar cémo funcionan estas aproximaciones con respecto al modelo exacto.
También usaremos una aproximacién al modelo simpléctico llamado modelo
simpléctico contraido, el cual, es muy 1itil cuando se trabaja en dimensiones
mayores. Como tltimo tema trataremos de extender el modelo simpléctico
& un sistermna de moléculas nucleares (esto se ha hecho para obtener poten-
ciales geomérricos, a partir del hamiltoniano microscédpico [13}). Primero se

1 Escuela Latinvarnericana de Fissca, México .., Julio-Agosto 1995,
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propone un hamiltoniano que sea igual al hamiltoniano del sistema unido,
cuando la distancia relativa sea igual a cero y, que sea igual a la suma
de dos hamiltonianos independientes cuando los cimulos estén separados
completamente. Aunque en este caso también se trata de un modelo uni-
dimensional, trataremos de ver cémo es posible incorporar el principio de
Pauli de manera efectiva dentro del modelo. Una vez hecho ésto se hara
el cdlculo de los elementos de matriz y se presentarad el espectro de energia
del sistema, como funcién de la distancia relativa de los ciimulos. Para asf,
finalmente, presentar las conclusiones que se desprendan de este trabajo.
El calculo para el modelo en tres dimensiones no se presenta aquf debido
a que, resulta ser muy complicado ya que para un sélo ntcleo se tiene que
trabajar con matrices de 300 x 300 lo cual da lugar a que para un sistema
de dos cimulos la dimmensién “explote”. También es importante recalcar
que el estudio de un sistemna uni-dimensional no es del todo irrealista, ya
que a finales de los setentas un grupo de Bélgica [14] introdujo un modelo
simpléctico simplificado en el cual sélamente tomaban en cuenta excita-
ciones paralelas al eje de simetrfa para el ntcleo prolato y, perpendiculares
al eje para un niicleo oblato. Ademais antes de construir un modelo realista
para moléculas nucleares basado en el modelo simpléctico, es muy 1itil con-
siderar el caso uni-dimensional para poder entender mejor el problema, ya
que, muchas manipulaciones algebrdicas y consideraciones fisicas serdn muy
sencillas en este caso sin que ge pierdan los aspectos fisicos relevantes para
el modelo en tres dimensiones, es decir, que varias de las propiedades que
se presentan en tres dimensiones pueden entenderse a partir del modelo

uni-dimensional.

=
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Capitulo 2

Modelo simpléctico del
nucleo en una dimension

2.1 El hamiltoniano simpléctico

La mayoria de las teorias microscépicas comienzan construyendo un espacio
de Hilbert de funciones de onda antisimétricas para muchos cuerpos y tratan
de dividir este espacio infinito en un cierto mimero de subespacios que el
hamiltoniano no puede conectar. Este caso no serd la ecepcién, y comen-
zaremos describiendo la interaccién de un nucledn con el resto de los nucle-
ones mediante un potencial promedio, el cuil, tomaremos como el oscilador
armdnico y, aunque existen otros potenciales que pueden describir mejor
la interaccién (e.g. el potencial de Woods-Saxon), el oscilador armdnico es
una buena eleccion porque su estructura de grupo facilita de cierta manera
los cdlculos y, ademas, permite separar las componentes del centro de masa
de una funcién de onda de muchas particulas. El oscilador arménico en una
dimensién estd descrito por el siguiente hamiltoniano

—l
'II.L‘J o
H, = (mp. = :rf) (2.1)

donde las coordenadas z, y su momento conjugado p, son las coordenadas
de Jacobi [9) de un sistemna de A particulas donde s es el (ndice que identifica
a las particulas, ademds en la ec. (1.1) ya se ha extraido el centro de masa
(ver apendice A). En tres dimensiones se cousidera la interaccién espin-
6rbita y, ademads, se agrega un término 3 {3, lo cual no es posible en una
dimensién.



Ahora, en vez de considerar las coordenadas y los momentos, trabajare-
mos con operadores de creacién y aniquilacién de los fonones de oscilacién,
estos operadores estin descritos como:

= (= =i (2:2)
£ = 1/ (= + z—— (2.3)

donde el primero representa el opcra.dor de creacién y el segundo el de
aniquilacién. Estos operadores obedecen la regla de conmutacion

[£:,137) = 84,5

La variable w denota la frecuencia del oscilador.
adquire la forma
(71-5. + ) (2.5)
=1

Los niveles de energfa de este hamiltoniano se separan en niveles o capas
por intervalos de energfa constantes de fuv. A partir de ahora la ecuacién
(1.5) la denotaremos como hoN. Los estados del oscilador arménico los
denotaremos como [/N) donde N denota el eigenestado del operador N. Por
otro lado usaremos la variable Np para representar el nimero de cuantos
del estado mads bajo, considerando que los niveles se llenan de manera densa
a partir del mas bajo, adicionalmente consideramos la existencia de “espin”™
¥, por esto, colocamos s6lamente dos nucleones en cada nivel, por ejemplo,
si tenemos cuatro nucleones, se colocan dos en la capa 0 y dos en la capa 1,
con lo cual tenemos 2*0+2*1=2 cuantos de oscilacidn, lo que implica que
No =2+ .—}(4 — 1), donde el dltimo término representa la energfa de punto
cero de las cuatro particulas (la expresién general para la energia del punto
cero es 5(A4 — 1)).
La forma explfcita de los eigenestados es

A—1 "
INY = Nupn Zn.n.) Vo) (2.6)

=1

(2.9)

Con esto la ec. (1.1)

con n = A’-—z—"’ﬂ igual al nimero de cuantos de excitacién divididos entre
dos, y ]\-IN‘,.,, representa el factor de normalizacién, el cuil tiene la forma
(ver apéndice B)

- _ (N,
Nevgm = V& (N +n

2.7)
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Un hamiltoniano que describa los fenémenos rotacionales dentro del
modelo simpléctico consiste del oscilador arménico, que da la estructura
de capas, y la interaccién cuadrupolo-cuadrupolo, la cual se escoge de-
bido a que para ntcleos deformados la interaccién de largo alcance es la
que domfna (ésta se puede aproximar mediante la interaccién cuadrupolo-
cuadrupolo) cuyos términos se expresan mediante los generadores del Algebra
simpléctica. En una dimensién no existe interaccién cuadrupolar pero,
podemos introducir un término “equivalente™ que es la interaccién monopo~
lar . Sin embargo, hay que tener cuidado, ya que, esto dard diferentes
propiedades debido a que es equivalente a la interaccién monopolar en tres
dimensiones. El operador monopolar que usaremos tiene la forma

A—-1
WQ=p* 322, (2.8)

a=1

con g = ‘/":d representando la longitud de oscilacién. El operador Q
se escoge de manera que no lleve unidades. En general las transiciones
E2 en ntcleos ligeros se pueden reproducir con los términos del oscilador
arménico Ho y con Q? (i.e. H = Hp — $xQ?). Sin embargo, el valor
de x que se necesita puede ger tan grande que el término Q? destruye el
campo promedio que se introduce mediante el oscilador armdénico, es decir,
que para distancias grandes el potencial de oscilador armdénico se pierde,
ya que, Q2 introduce un término proporcional a ! como se aprecia en la
figura 1.1.

Con esto establecemos que es necesario remover la contribucién de Q?
al campo medio y una vez hecho esto, entonces se puede considerar a Q2
una interaccién residual compatible con la estrutura establecida por Hy. A
partir de esto proponemos el siguiente hamiltoniano

. (2.9)

H = Hg — %X (Q? - (Q?)"E

El signo negativo indica que la interaccién es atractiva y el factor L se coloca
por conveniencia. Ademdas para no perder el campo promedio, dado por el
oscilador arménico, por la presencia del término “cuadrupolar”, le restamos
el término (Q?#)7%, el cual, es un operador que reproduce la traza de Q en
todas las capas principales del oscilador, es decir, elimina la contribucién de
la interaccién “cuadrupolar” en los estados dados por el oscilador arménico
con respecto al estado |Np). La introduccién de la interaccién “cuadrupo-
lar™ tiende a elongar la forma de la funcién de onda conforme x aumenta,
es decir, deforma el nicleo uni-dimensional.
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Figura 2.1: Variacién del potencial con respecto a la distancia cuando se
considera un término “cuadrupolar”.

A partir de los operadores {(1.2) y (1.3) podemos escribir el operador Q
como

] = 1 1
Q=3 [(n-f- + 5) + 5 (mems + E.E.)]. (2.10)
Definimos los siguientes operadores
A1
B! = 3 . (2.11)
=1
A—1 .
B =3 && (2.12)

estos operadores nos permiten escribir la ec. (1.10) de la siguiente manera
1
Q=N+ 5(13’ + B). (2.13)

Para determinar la contribucién promedio de Q?2, calculamos primero
la contribucidn diagonal de la interaccién “cuadrupolar” con respecto al
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estaco {V)
(VIQ2 V)

dim (V) (2.14)
donde dim(/N) es la dimensién de la capa N pero, como en este caso se
esta considerando un oscilador nni-dimensional, entonces es igual a uno. El
resultado es

(NIQ*INV) .
2L = (N ' 1 2n(N +1
Zim (V) (No+2n)(No+n+ 1) +2n(No+n )
donde n == 5% representa el nimero total de cuantos de excitacién di-
vidido entre dos. Definiendo un operador 2n = NN — Ng ,y considerando
que el operador N solamente actiia sobre el estado [No), podemos definir
(2.16)

(2.15)

(Qz)'l‘h‘ = (INg - 2u)(No +n+ 1) + 2n(Ng +n — 1).

Sustituyendo las ecs. (1.13) y (1.16) en (1.9) y simplificando obtenemos
que el hamiltoniano simpléctico tiene la siguiente forma

H = AoN- _"—,'{;l[(ﬁ')" +(B)*)] + 3B'B + [B'N + NBj +
+(B'+B) -2n(Ny +n — 1)} (2.17)

2.2 Calculo de los elementos de matriz

Ahora calcularemos el espectro del hamiltoniano anterior. Para esto, debe-
mos determinar como actian los operadores que aparecen en la ec. (1.15)
sobre un estado [V). El primer término es proporcional a N y, al aplicarlo
a un estado [/V) obtenemos simplemente NV|N)., es decir, que obtenemos el
nimero total de cuantos del estado. Para determinar Bt procedemos de la

siguiente manera

BN Mg BN (BN | No) = Ny n (B[ Ng)

it

N .
SR N e (BT NVG)
NVagnd1

N, .
= =0 N 4 2).
NNg.in+1

(2.18)

B es simplemente el conjugado hermitiano de B, lo que provoca que para
poder determinar como actiia sobre cierto estado [/V), s6lamente es nece-
sario conocer el conjugado hermitiano de la expresién (1.18), con lo cual
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obtenemos

BIN) = -Nen _4n(Ny +1n — 1IN — 2) (2.19)
Nyon—1
por medio de las dos iiltimas ecs. obtenemos
+ Nyn N
BIBIN) = 80N 4n(No+n— 1)BHN —2)
Nagon—1
B'BIN) = 4n(Ng -+ 1. — 1)|N) (2.20)
de manera similar obtenemos
@HHNy = Dhen gty o)
NA“,.'H-!
. Y
(BY2INY = —ShNew garg gy (2.21)
Ny n+2
También tenemos
2 N\u.n 42 - E
B? = ——%2_4%n(n - 1}{(Np + n— 1)(Ny +n - 2)|N — 4) (2.22)
Nyg.noz

finalmente tenemos
BIN|N) = XNBYHN)

N,
BIN|NY = SNt NN 4o2) (2.23)
Yo, n+1

NBIN) = Nl n(N — 2)(No +n — 1)|N — 2)

wart—1

L
NBIN) = 80l 40Ny o+ 2n — 2)(Np + n — DIN — 2). (2.24)

Ny -1

Los elamentos de matriz del hamiltoniano (1.16) son

NVE|NY = hoNGan — X4 1] Nrvom
21 4 LN~z

(1t — 1)(Ng +7 — 1) (No +n — -z)a~,~_4] + %4n(Nu +

N V
4+ — Ddnin + [—.—M—-Néfv'/v.¢.2 + —.&Vﬁﬂ—fln(l\'u +

Nuon+1 Nyg,rs—13
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+2n—2)(No +n — 1)6,\,,,.,_,] + (Do SNe a2 +

Nyg ot

DNown_ 4 (Ng + 1 — 1)5~,~_,) -
Nngmn—1
—2n(Ng +n — 1)6N:N}. (2.25)
La expresidn anterior la podemos reducir a
(N'[HINY = —2x-2fem (- 1)(No + n — 1)(No +n — 2)6nnoa —
NiNgon -2
Ny, -
2y e (N = 1) (No + 11— 1) Nz + b —
Ny,n—1
& -
XNV o+ w1 Don sy, - X Den 5 0 (2.26)

Nom+1 8 Nng.ni2

Por medio de los resultados del apéndice B, podemos sustituir los valores
de los fuctores de normalizacion, con lo cual obtenemos

(NIHINY = =3 /mln— DWo + 7 — D(No * 7 = Dénen—4 =
—x(N — 1)/n(No + 1 — LI8nin—z + hwdne N —
x(N + 1)/ (n + 1)(No +n)énr Nz — (2.27)

—g\/(n T 1)(n + (Vo + 1) (No + 71 + )N N4a-

Es posible determinar el espectro del sistema diagonalizando la matriz dada
por la ec. (1.27). Para ejemplificar los resultados, el cilculo se realizé
tomando un sistema de 10 nucleones (ocupando las 5 primeras capas) y
considerando 20 estados excitados, para diferentes valores del parametro x.
Los resultados de este cdlculo se presentan en la figura 1.2.

El rango de energfa es muy grande y eso no permite apreciar los detalles
en la grafica. Sin embargo, podemos ver que conforme aumenta el valor de
x, la variacién en los niveles de energfa es pequeiia, hasta que un valor
de x de 0.02, los niveles de energfa experimentan variaciones mucho més
marcadas. Es posible explicar este comportamiento si se observa la figura

1.3, en la cual se presenta el valor de expectacién del nimero de cuantos
de excitacién
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Figura 2.2: Espectro de energia para un sistema de 10 nucleones, con-
siderando 20 estados excitados.

Coutno se puede apreciar el valor de expectacién se mantiene alrededor de
1, hasta que x alcanza aproximadamente un valor de 0.02, es decir que hasta
ese punto casi no existen mezclas, pero para valores mayores de x el valor de
espectacién aumenta de manera abrupta lo cual significa que existan cada
vez una mayor mezcla, por lo que aumenta el mimero de estados excitados
que contribuyen al estado base, hasta que se alcanza un valor constante
de {(n) debido a que en este espacio sSlamente se consideran 20 estados
excitados y por lo tanto no existen estados con excitaciones mayores.

2.3 Teoria de grupos del modelo microscépico

Anteriormente se¢ introdujeron los operadores B, B y N. El primero au-
menta el nimero de cuantos por dos, el segundo lo disminuye en la misma.
cantidad y el ultimo indica simplemente el niumero de cuantos en una capa,
es decir, que no cambia el nimero de cuantos. A continuacidn calculamos
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Figura 2.3: Variacion del valor de espectacién del nimero de cuantos de
excitacién, con respecto a x para un sistema de 10 nucleones

los conmutadores de estos operadores
[B,BY] = [Zef,Zn?] = > [£2, 7]
- t ”,t
= DT(E[€arnP] + [£ar MR1E) = 2D (Eumte + 10EL)
t -

= 2D (Ml +1+ME) =23 (2.6 +1) =4 (n-E. + %)
= 4N. (2.28)
También tenemos

[N, B

I

[5 (me. + 3) o]
S ot @l =23 7

(2.29)
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[N, Bt] = 28! - (2.30)
De la misma forma obtenemos
[N,B] = —2B. (2.31)

Las ecs. (1.27) a (1.29) muestran que los operadores son cerrados
bajo conmutacién. De hecho representan el dlgebra del grupo simpléctico
Sp(2,R), mientras que el operador IN es el generador del subgrupo U(1).

Para el operador N, esto se demuestra de manera sencilla, primero cal-
culamos la matriz de este operador en cierta representacién particular y
construimos ¢l determinante. Debido a que las representaciones del os-
cilador arménico uni-dimensional tienen dimensién 1 se tiene una matriz
de 1 x 1, asf, que es igual a su determinante. El clemento de matriz del
generador es simplemente (N'|IN{N) , por esto, obtenemos que para una
transformacién finita dada por:

limm (1 -+ ig}\’)m = eta N
" —roo m
es decir mediante la aplicacion de varios pasos infinitesimales, el elemento
de matriz es simnplemente

(Nlexp(iaN)|N) = e**N | (2.32)

Debido a que el determinante es una fase, la transformacion es unitaria.
Sélo hay un grado de libertad, lo que nos lleva a que la transformacién
pertenece al grupo U(1).

Ahora trataremos de mostrar, en forma ilustrativa, que el dlgebra com-
pleta corresponde a la del grupo simpléctico. Para esto usamos los operadores
de posicién y momento, los cuales, satisfacen las relaciones de conmutacién
[2g,pt] = ©04, 8 =1,..., A — 1. Ahora utilizamos la siguiente notacién

Ty = Zq para a=1,...,4 =1
(2.33)
Ps = 2o para a=.A4,...,2(A—~1). (2.34)
Las nuevas variable satisfacen la siguiente relacién de conmutacién
{za» 28} = i9a.8 (2.35)
donde
Gas = Sapr(a—1))
(2.36)

Fa,0 = —Sat(a—1)).3
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para a,8 = 1,...,4A — 1. Esto es lo que se conoce como la métrica
simpléctica y, bajo una transformacién, esta métrica debe conservarse y
es de aquf de donde viene el nombre de transformacion simpléctica. El
espacio fase es de dimensién 2(A-1). Por esto los generadores,

LI
TuTetr PaPts ZyPr + 2

conforman el digebra del grupo Sp(2({A-1),R). Cuando ademds sumamos
sobre el fndice s, llegamos al dlgebra del grupo Sp(2,R).

A parte de los generadores de Sp(2(A-1),R) y Sp(2,R) podemos identi-
ficar otro subconjunto de generadores de Sp(2(A-1),R), que es

Ase = TaPe — TPy (2.37)
De manera equivalente es posible definir los generadores en términos de los
operadores de creacién y aniquilaciéon. Los generadores dados anteriormente
corresponden al grupo ortogonal O(A-1). Se puede mostrar de manera
directa que estos generadores conmutan con los generadores del grupo
Sp(2,R). Por esto, los grupos S5p(2,R) y O(A-1) forman un producto di-
recto
Sp(2(A — 1),R) D Sp(2,11) x O(A —1) (2.38)
donde se incluyd el grupo de simetria como un subgrupo de O(A-1). El he-
cho de que este grupo esté contenido en O(A-1) es evidente ya que cualquier
permutacién, que es un elemento de S 4, puede escribirse como una rotacién
dentro del espacio de las variables de Jacobi z, con s=1,...,(A — 1).

Se puede mostrar {12} que el sistema de A nucleones estd en una represen
tacién particular de Sp(2(A-1)):los generadores de este grupo pueden di-
vidirse en tres, los de aumento, los de disininucion y los de peso. Estos
generadores estiin dados por

B!, = nmn V st
B.,: = && V s,t

1
Cow = M+ 3
C,e = Mm&E V s>t
Cue = m& V s<t

El estado de nemor energia de un sistermna de A particulas es |[N = 0) o
|N = 1), al aplicar cualquier operador de descenso a este estado, el resultado
es cero. El estado mads bajo se clasifica por medio de los operadores de
peso. Con la definicién de los operadores de ascenso de tipo C el estado
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mas bajo, para el caso N=0, es aquel en el cual ninguna de las particulas
tiene cuantos de oscilacion. En el caso N=1 el estado méas bajo es aquel en
el cual el grado de libertad s=1 lleva un cuanto y todos los demds son cero,
i.e. que el eigenvalor de C,, es 2 para s=1y 1 para el resto. Con esto
tenemos que las dos representaciones posibles del grupo Sp(2(A-1)) en un
sistema de A partfculas estin dadas por

by At
{(;) ] para N =0 (2.39)

. 1—2
[é) (é) ] para N =1 (2.40)

Estas representaciones se conocen como “metaplécticas” {12] y se ha de-
mostrado {13] que la representacién de Sp(2,R) y la de O(A-1) son com-
plementarias, es decir, que una ver. que s¢ da la representacién de Sp(2,1R)
la representacion de O(A-1) estd fija. El grupo O(A-1) contiene al grupo
de permutacion Sa. Cuando llenamos de manera densa las capas del os-
cilador armdnico tomando en cuenta el principio de Pauli, el nimero total
de cuantos determina la representacion del grupo Sp(2,R). Este estado esta
caracterizado por el hecho de que al aplicarle el operador de descenso de
Sp(2,R), dadu por B, este s¢ vuelve cero. Si se construyera un estado con
dos cuantos menos deberiamos poner al menos un nucleén en un estado
i ya esti ocupado. Esto no puede ser una representacion antisimétrica,
por ésto0, la aplicacion del operador de peso de Sp(2,R) da la etiqueta de
representacién, es decir, que si denotamos al estado mas bajo como |No) la
etiqueta estd dada por Ng. Empezando con este estado se puede garantizar
de manera automadatica la antisimetria. La aplicacion de los generadores de
Sp(2,1) a este estado no canbia la antisimetrfa, ya que, los operadores son
simétricos en los indices s.

2.4 El modelo simpléctico contraido

Los cdlculos que se presentaron en la seccién 1.1 son bastante sencillos,
sin embargo, al llevar el problemna a una dimensién mayor el problema se
complica bastante. Por esto, se c¢red un proceduniento gue simplifica los
cilculos y, aunque, en una dimensién no sufren ningin cambio aprec
ble, usaremos esta simplificacion en nuestro modelo uni-dimensional para
ilustrar el procedimento.

Para empezar retomaremos el conmutador

B,B'] = 4N (2.41)
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Si se aplica este conmutador sobre un estado con NNy cuantos y si este
nimero es muy grande, entonces al definir

1
b = -——B
2V Ny
(2.42)
1
b = _———B'
2V Ny
el conmutador anterior se escribe como
[b,bi}~1 (2.43)

esta relacién no cambiard mucho cuando se incluyen excitaciones del estado
[Vo), siempre y cuando, estas excitaciones sean de orden mucho menor
que Np. Las correcciones a la ec. (1.35) son del orden de 4I‘Vn’ Por
esto, es una buena aproximacién tratar a los operadores b y bt como ver-
daderos operadores bosénicos (la ec. (1.43) es idéntica a la que se tiene
para operadores bosdnicos). Por otro lado, el operador IN toma la forma
siguiente

N = 2b'b + Ng (2.44)

donde b!b representa la accion del operador n. Como podemos apreciar el
operador IN tiene dos contribuciones, la primera cuenta dos veces el niimero
de bosones del tipe b!, ie., el nimero original de cuantos de excitacién.
La segunda contribucidén sélamente actia dentro del estado mds bajo de
U(1). En nuestro caso siempre da Ng cuando se aplica al estado [Np). Los
estados que constituyen la base que incluye excitaciones entre capas son

1
N) = —(b)?*| N, 2.45
1) m( )| No) ( )
con n = N—_lN“ Utilizamos los paréntesis redondos para denotar que se

trabaja en el espacio contrafdo. Estos estados son muy parecidos a los
estados originales, ecepto por el factor de normalizacién. Con estos nuevos
operadores el hamiltoniano (1.17) lo podemos reescribir como

H = hw(2btb+ No) — %No{[(b’)z + (b)?] + 2b'b} —
—x/Na{(b! (N + 2b'b) + (No + 2b'b)b) +

+2(bt + b)} — xANob'b, (2.46)
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la contribucién diagonal de la interaccién “cuadrupolar” se calculd de manera
similar a como se hizo en la ec. (1.14), con lo que resulta

2
%ﬂ%)vl)) = (Nog + 2n)(No + 2n + 1) + 2nNy, (2.47)

a partir de esto llegamos a que para el modelo contraido

(QR*)TF = (No + 2n)(No + 2n + 1) + 2nNy. {2.48)
Es importante notar que que las contribuciones ~ n? no contribuyen debido
a la aproximacién. De manera sencilla es posible calcular los elementos de

matriz para cada uno de los operadores y, a partir de esto, es posible obtener
¢l espectro de energia. Con ayuda de la ec. (1.45) tenemos

1 S P T _\/in+l)! i tyn
bYN) = —S(eH N = B~ e _\/(n—+1—)—!b NG
= L/%.',%}EIN +2)
bl = VR F 1IN + 2). (2.49)

También sabemos que [b, (b')"] = n(b!)™~! con lo cual obtenemos
1 1 n n
LIN)Y = Eb(b')"lNo) =3 (b, (81)7] + (b')"b)|Na)
= Lo, (b1)]IVe) = Sn(LHY N
= o=[by (B1)*]INo) = (L))" No)

_ ala=1y

biN) = alN —2). (2.50)
A partir de los resultados anteriores obtenemos
(BH!N) = V(i + 1)(n + 2)|NV +4) (2.51)
bib|N) = n|N) (2.52)
B*N) = n(m = DN —4), (2-53)
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mediante estos resultados y la ec. (1.39) podemos determinar los elementos
de matriz gue son

(N|H|N) = Ihw(2ndnn + Nodnin) — gNo(\/("nT_l)'(Ff-‘z—)‘stH +
+m&~’~—4 +2nén-n} ~ xVNo{Novn+ 1
Snenan + 2V Lo naz + NovVidnen—a +
+2Vn(n ~ 1)8nN—z + 2(Vn + 1N vpz +

+vVnénin-2)} — xnNoSn- . (2.54)

Reagrupando téminos tenemos
(NVHIN) = — %Nu\/n(n — DN vt — XV TN (No + 2n)8nenv_2 +
+{2n(hw — xNo) + wiNo}onvnw — x V(1 + 1)No(No +

+2(n + 1))0nr Nz — %N‘, Vi F 1) (n + 2)8n Naa. (2.55)

Con esto obtenemos los diferentes niveles de energfa y su comportamiemto
con respecto al parametro x.

Es posible comparar los resultados del cilculo simpléctico con los resul-
tados de este modelo.

Como se puede apreciar de la figura 1.5, Ia diferencia entre los valores de
energfia que se obtiene mediante el modelo simpléctico y el modelo contraido,
aumenta conforme aumenta el valor de x. Asi, para x = 0 la diferencia es
igual a cero. Para el estado base la diferencia se mantiene casi nula, hasta
un valor de x == 0.0201, a partir del cu4l, el valor de energfa que se obtiene
mediante ¢l modelo contraido es mayor que el que se obtiene mediante el
modelo simpléctico. En general, la diferencia aumenta conforme aumenta
¢l estado excitado que se considera.

El método anterior se conoce como contraccién del grupo Sp(2,R) vy,
por eso, ¢l modelo se denomina “modelo simpléctico contrafdo”. El proceso
de “contraccién” se describe de manera detallada en la ref. [15]. Los
vperadores bt, b y 1 forman el idlgebra dei grupo de Weyl, W(1), en una
dimensién. Por otro lado el operador N = 2blb + Ny sigue siendo un
generador del grupo U(1), debido a que ¢l conmutador de N con bt ocon b
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Figura 2.4: Variacién de los niveles de energfa, calculados con el modelo
contrafdo, con respecto a \ para un sistema de 10 nucleones considerando
20 estados uxcitados.
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Figura 2.5: Diferencia entre los valores de energfa calculados con el modelo
simpléctico y con el modelo contraido , para diferentes valores de x, en
sistema de 10 nucleones considerando 20 estados excitados.
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siempre da como resultado un generador de grupo de Weyl, la contraccién
del grupo simpléctico, Sp(2,R), lleva al producto semi-directo W(1)AU(1).

En general, este modelo funciona bien y se ha utilizado para estudiar
niicleos reales [16]. Esto se debe a que en la contraccién se supone que el
mimero de cuantos excitados es pequefio comparado con el nimero de cuan-
tos del estado mis bajo, el cual se da colocando los nucleones de manera
densa en las capas del oscilador. Esto concuerda con la idea de que la dis-
tribucién de Fermi es muy parecida a una distribucién rectangular. Como
consecuencia, los estados que se encuentren arriba del nivel de Fermi casi
no estin ocupados y, si una parte mayor de la funcién de onda se coloca
ahi entonces, la violacién que se da del principio de Pauli es “pequefia”.
Esto nos rmuestra que se debe tener cuidado, ya que, para excitaciones mais
grandes el modelo contraido no funcionaria de manera correcta.
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Capitulo 3

El método Vde
Hartree-Fock

3.1 Introduccién

Ahora calcularemos la energia del estado base de un nicleo a partir del
método de Hartree-Fock. Primero discutiremos el método variacional de
manera general, para luego describir el método de Hartree-Fock en detalle
y finalmente lo aplicaremos al modelo que estamos considerando.

3.2 EIl principio variacional

Primero demostraremos que la ecuacion de Schrédinger

H|P) = E|T) (3.1)
ey equivalente a la ecuacién variacional
SE[¥] =0 (3.2)
donde (¥|H|Y)
E(p] = TEEY (3.3)
La variacién (2.2) se puede obtener a partir de la ec. (2.3)
(3.4)

(S| — E|®) + i(W]|H — E|6T) =0

Debido a que | ¥) es, en general, una funcién compleja podemosllevar a cabo
la variacién de la parte real y la parte imaginaria de manera independiente,
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lo que es equivalente a variar |[§¥) y (6¥| por separado. Asf, la ec. (1.24) es
valida para cualquier |§%) con lo cual es posible reemplazar |§P) por {[6F)
¥y obtener

—i{C|H — E|®) + i(V|H — E|5%). (3.5)

A partir de esto y, tomando en cuenta la ec. (2.4) encontratnos:
(BU|H — F|¥) =0 (3.6)

y la correspondiente ec. para ¢l complejo conjugado. Debido a que |[6¥) es
arbitraria la ec. (2.6) es equivalente al problema de valores propios.

La aproximacién de éste método variacional consiste en que las fun-
ciones |¥) estéin restringidas a un conjunto de funciones de prueba que son
mateméticaunente muy simples y, si la funcién exacta no se encuentra en
el conjunto, entonces la solucién es una aproximacion de la eigenfuncion.
El método variacional es especialmente 1itil para determinar el estado base
del sistemu, ya gue, para cualquier funcion de prueba [¥#) se cumple

EIW] > Ey. (3.7)

Asi, la energia del estado base, £y, siempre seri una cota inferior para la
energia que se obtenga mediante el calculo variacional. Para demostrar
la validez de la desigualdad anteriore, escribitmos la funcion de prueba en
términos de las eigenfunciones del hamiltoniano

&) = anlynd, (3.8)
i

=
donde las funciones |2,,) cumplen la siguiente ec. de valores propios

Hlpn) = Enl@n). (3.9)
Sustituyendo la ec. (2.8) en la ec. (2.3) obtenemos

2 4nn Endpn: - 32 a2 Eo _ £ (3.10)
22, lani® = alaai®

Esta expresion es igual a la desigualdad (2.7). Si estamos interesados en
algin estado excitado debeinos llevar a cabo la variacién dentro de un
subespacio que sea ortogonal a |po) (i.e. (¥nlwu) = 0) y asi, en principio,
se puede calcular todo el espectro.

E{¥) =
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3.3 La energia de Hartree-Fock

Ahora calculamos la expresién general para la energia de Hartree-Fock dada
por

ENF = (G|H|D) (3.11)
donde, como se menciond anteriormente, |¥) es una aproximacién del estado
base. En este caso la funcidén es el determinante de Slater que es |[¥) =
MA ,a}|—). Empezamos con el hamiltoniano para muchos cuerpos, H, y
lo representamos en segunda cuantizacién mediante los operadores c;" Yy
(ver apendice C)

1 =
H= Z tac e + i Z Bty tatyta 6, CFL CLy Cly (3.12)
s th1alals
donde
Tiytatale = Vlilalsle ~ VUl lalaly- (3.13)

El teorema de Wick permite calcular la energia (2.11) como una funcién de
ia densidad p = (\Illc;"‘ 1, |¥) de una particula, esta densidad representa la
amplitud de probabilidad de que una particula se encuentre en determinado
estado.

> 1 =
EMF = S (e e ) + i 5" Bntarsn (Tl o crer, | 2)
Iyila Iylatsla

1 -
= E L83 Platy + 1 2 Pialy Tt tala e Plats
tita tilatale

= Trite) + 3T Tra(pop). (3.14)
La ec. (2.14) no depende de la base y por esto podemos utilizarla para dar

una expresion de la energia de Hartree-Fock en su propia base {(@x}, en la
cual, p es diagonal con eigenvalores 0 y 1.

A A
. 1
EME =St 5 3 O (3.15)

i=1 ij=1

3.4 Cai&lculo de la energia de Hartree-Fock

Ahora se calcula la c¢nergia de Hartree-Fock a partir del hamiltoniano
simpléctico

H=  AwN- %{%[(B')2+(B)2)]+ lpie 4 (B'N 4+ NB]+
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+(B!'+B) — 2n(No +n — 1)}. (3.16)

Tomando en cuenta que —2n(/Ng +~n — 1) = %(ND(No - 2) ~ IN(IN - 2))
el hamiltoniano anterior, en segunda cuantizacién, se escribe como (ver

apéndice C)
hew g(m + %)at,a,,. - ;—({i [Z"; Vim+ 1)(m + 2)(m + 3)(m + 4)

H =
[ opy-1 +atamis) — Z VO + 1)(m’ + 2)(m + 1) (e + 2)

rrn’

1
(aty ety vdmeam + G;t‘.rax.ﬂm'+'zam+-_r)} -+ 5 (Z(nl + 1)1 + 2)
2

afyutmas = D\ + 1)(m + 2)(m F 1)(m + 2am: y2a,

men’

a,,,,a,,,_,_g) -+ [E (nx + %) Vi + 1) (e + 2)((1;’-".'_-_'3". + alta,) —
m

1 ——e
-3 (rn -+ ;) Vnt ¥ 1)’ + 2)(a,*,',,+,a;‘,‘,a,,,ra.,,, —~+
rrarnt “

at_,ﬂ;f,a,,‘:a,,ﬂ.,)} + (Z Vm + 1) (m + 2)(ak pam + (;f'"a,,,+2)) -+
™

1 2
+,14\’.,(1Vu —-2) - = 3 o+ l ata, +
2 25 2
1 1 B 1 + o+ 1 +
o 5 ’ Y Dy, Cyr* Grn v >y ‘yra “Ervi .
2"?”.' rn+2 n+2 [ nay g PR +"E. nl+2 a; a

A partir del hamiltoniano anterior obtenemos que la energia de Hartree-

Fock esta dada por:

(RIH|®) = E"F =n03 (n- )i ~

I

x{ 1 {}: VO F1)(n F 2(rm + 3) (1 F 4 (Suna,ms +

“z2%a

2
+Senmta) — Z V' + 1)(m? + 2)(m+ 1) (m + 2)

mrnt

m
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1
(Sm'+2,m8mni2,m' + Oms mi20m, +2)] +3 (g(m + 1)(m +

+2)8mtzmez — 2 V' + 1) (v + 2)(m + 1)(m + 2)

mmt

6,,,.+2,m6,.,._,,.'> + [;(171 + %)\/(m TI0 + 2) (St +

1 N —
+mr2) = 2 (m + )V + D+ 2)(Ben 2, b +

+6.,.,...o+2o‘m',,..>] +OoVImFDm + 2)(Bmtz,m +

1 , g 1.,
+Opn,en2)) + ENU(A'O -2) — 5 %(Tn + '2_)26m,m +

1 1 1 N
+ E {m + §>("ll + i)énnﬂn'dvu."l' -+

rrern’
1
+ > G+ 5)6...,...} (3.17)

Como se puede apreciar los sumandos de la ec.  anterior que contiene
términos ¢omo: Sppd,m s S+ 2, mGm+2,m7 s Oent rret-20m ne 42+ Cont 2,03 Ot 42, O st
Vm, ', no contribuyen i.e. son iguales a cero, ya que, intentan cambiar el
estacddo base & un estado mids bajo.

ENF o Z[fw(rn—}-,—i‘)— %{%(("li—l)(”l-f?)—

m

—V(m +1)(m +2)(m + 1) (e + 2)) + (4 %)}] -
_§N0(Nu —2). (3.18)

Reescribiendo la expresion anterior tenemos

EHE = Z[f“‘)("l + %) - %{%((m—f— 1)(m+ 2) — (m+ 1)("1+2)) +

”m

+om + %)}] = X No (Vo = 2). (3.19)
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Figura 3.1: Ciiculo de la energfa mediante el metodo de Hartree-Fock para
un sistema de 10 nucleones y para diferentes valores de x.

Shinplificando la ec. anterior llegamos a

EHE _ Z{ru (m + %) - % (ru - %)] - §1V0(Nu —2). (3.20)

Finalmente reagrupando términos obtenermos

B =37 [(qu - g) (m + })] - X [Nu(No - 2)]. (3.21)

A partir de la ec. (2.22) obtenemos la energia del estado base para diferentes
valores de x (ver figura 2.1).

Como se puede apreciar, la energia disminuye de manera lineal conforme
aumenta el valor de y » esta variacion se da en un rango pequefio que va
de 63 2 43 MeV pura 0 < y < 0.03.

También es posible comparar estos resultados con lo obtenido mediante
el cdlculo exacto, esta comparacion se presenta en la figura 2.2

A partir de la figura 2.2 podemos apreciar que para valores pequefios
de Xx, i.e. desde x = 0 hasta x = 0.022 la diferencia entre los valores
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Figura 3.2: Comparacién de la energia del estado base, para un sistema de
10 nucleones, obtenida mediante el método de Hartree-Fock y el resultado
obtenido mediante ¢l modelo simpléctico
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que se obtiene mediante ambos métodos es muy pequeiia por lo que en
este rango ambos cdlculos son bastante efectivos. A partir de este valor
la diferencia empieza a ser cada vez mas notoria. Esto concuerda con los
resultados presentados en el capitulo 1, ya que, es a partir de este valor
de x que el modelo simpléctico empieza a fallar, debido a las mezclas que
se presentan. Por lo que para analizar sistemas en el que x tiene valores
grandes, ¢l método de Hatree-Fock, en primera aproximacién, parece no ser
conveniente. Sin embargo, es posible explicar este hecho.

Como se menciond en la seccién 2.2, la ecuacién de eigenvalores (2.1) es
equivalente a la ecuacién variacional (2.2). En nuestro caso tomamos una
base para diagonalizar el hamiltoniano y asi obtener una expresiou puara
la energia. Aplicando la ecuacién variacional a la expresion que se tiene
para la energia del estado base, podemos obtener una nueva base para
diagonalizar el hamiltoniano (2.17) y, as/ obtener un nuevo valor para la
cnergia del estado base, que concuerde aun maés con el valor que se obtiene
con el modelo simpléctico.

Este procedimiento lo podemos repetir varias veces para mejorar las
funciones de prueba, es decir que se aproximen a los estados del oscilador
armdénico, ¥ que como consecuencia de esto la energia del estado base que
se ubtiene mediante el mérodo de Hartree-Fock se parezca cada vez s a
la gqu se obtiene con el mocdelo original.




Capitulo 4

Método de Tamm-Dankoff

4.1 Ecuacién secular

Llenando el potencial del modelo de capas con A nucleones hasta un cierto
nivel de Fermi, tenemos el conjunto de las excitaciones de una, dos, tres o
N partfculas forman un conjunto ortogonal completo que se puede utilizar
para expresar la funcion de onda del estado base, |0), o la de algian estado
excitado, |v) del sistema de varios nucleones. La solucién exacta de la
ecuacién de Schrédinger puede obtenerse mediante la diagonalizacidn del
hamiltoniano en el espacio completo del modelo de capas o mediante una
variacién de los siguientes coeficientes de expansién

1 ~
10y = C8I¥) + D Chliahail®) + = D> Ch,yahalaia;|#) +... (4.1)

o LTI

. 1 .
l) = CEIT) + 3 Criahad®) +~ 1 3 Chausahataia;| L) +... (4.2)

m.i monig

donde se han restringido los indices m,n (ij) para indicar una posicién
arriba (abajo) del nivel de Fermi. El determinante |¥) se obtiene llenando
los niveles mads bajos del potencial de manera densa pero, en general, lo que
se hace es aproximar e! procedimiento anterior mediante un potencial de
una partfcula. Asf, el operador af,a; se encarga de eliminar una partfcula
que se encuentre abajo del nivel de Fermi y crea una particula por arriba
del nivel de Fermi.

La diagonalizacién exacta del hamiltoniano en el espacio completo del
modelo de capas es una tarea que no su¢ puede resolver de manera exacta.
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Por esto la ec. (3.2) se aproxima de la siguiente manera
) = CEI1®) + > Chiata;|w). (4.3)
m,i

Como se puede ver en esta aproximacion sélamente se toman en cuenta
excitaciones de una particula y un agujero. Debido a que (¢|Hata;|¥) =0,
vemos que la ec. (3.3) implica que el estado base se¢ manticne como un
determinante, por lo cual, un estado excitado se puede expresar como

|} = 3 Chiahail®). («1.4)
m,i
Usando la ecuacién anterior como un ansats variacional obtenemos
|6y = E atai|¥)SCh,;. (-1.5)
™y
Una ecuacién secular para determinar los eigenvalores y los coeficientes de
la expansién es:
ST UFlaf amHata;| W) — EPlad amad as ) }Chy = 0. (4.6)
n.g
La ecuacién anterior se puede reescribir de la siguiente manera
> (TlafamlH,afu;]|0)CK; = (£, — ESF)CL,.. 4.7)
"

El conmuiador anterior tiene la formas:

[H,a}a;] = E {tenata; — tjrakar, +
=
1 5 St 1.1 S°s *at
-3 E Dpgntayraiaray; — 373 Diracayalaya{1.8)
et rov.t

Con lo que finalmente llegamos a la llamada ecuacién de Taunm-Dankoff

Z{(e.u — €i)8mndij + fl.-.ng}c,':j = EI'PACy.,, (-1.9)
"5

donde ¢; denota la energia de Hartree-Fock de una particula, ademais £/

ha sido igualada a cero mediante un escalamiento apropiado de la energia
y ETPA ey la energia del estado excitado |v) en la aproximacién de Tiunm-
Dankoff.
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4.2 Aplicacién del método de Tamm-Dankoff

A partir de la expresién para el hamiltoniano en segunda cuantizacién

1

+ =

H = E tiytac, Cty + i E 01yttt CFF €75 Cla Sty (4.10)
tita hialyl,

¥, con ayuda de los resultados del apéndice C, tenermnos que la expresién
para el hamiltoniano en segunda cuantizacion es:

H = Z{h (1‘ + %) i X G\/(i FDEFDE + DE + D +

m,i

+%\/(1u + 1) +2)(me + 3)(m -+ 4)0, 00,0 + %i(i — 1}8,0,,5 +

-+ (i -+ %) V(E 4+ 1)(E + 2)6m 002 + (rn + %) Vim 4+ 1)(m + 2)
Srngz,i + AV + 1)+ 2)0min2 + VS + 1) + 2)6inpa

2
-3 (i + %) Sumi + (i + %) 5,,.,‘) }a;;,a.-

Vi =D+ 2)0 + DE + 2)6mn 205,642 +

+V O+ 10 + 2)G + 1) + )80 mauSige2 +

+2/(n+ 1 + 2)F + 1) + 2)0ni,ns20i 2 + 1 (i + %)
1 - =
VI + Donneabis +4 (n+ 3) VG F DG F Dbrm

1 . 1 N .
i jaz — 2 (" + ;) (1 -+ ;) O, }Gl.a;'“v-ai -

X No(No — 2). (411



Mediante esta ecuacién vemos que el factor @i, jin estd dado como

Bmgin = S8V F D+ DG+ DG+ Dmmsadiivs +

+/m + 1)+ 2)(F + DG + 2mvnger

2/ D F DG F DG F Dbumansadiire + 4(,~ +
V¥ )(n + 2)émnaz

1 . 1 . .
Srmnbi ez — 2 (n -+ 5) (1 -+ 5) h.,._,,o,-,j} {4.12)

¥ a partir de la ec. (2.22), llegamos a que ¢l térniino e, se escribe de a
siguivnte manera

(e 3) () -

Ani, al sustituir eswos resaltados en la ce. (3.10) podemos caleular los valores

T (n + ,j_—,) VGEF1DG +2)

2. ¢1.13)

de la energia.

En la figura 3.1 s¢ graficaron sélamente los valores de energia multiplos
de 27w |, 1. v, que se consideran excitaciones de dos nucleones.En la figura
3.2 se presenta el espectro de energia para el mismeo sistema pero calculado
mediante la diagonalizacion del modelo simpléctico. Es posible apreciar, a
partir de las figuras 3.1 y 3.2, que los resultados no concuerdan al ir hacia
niveles de exciticidon mas alto, esto se debe, posiblemente, a4 que existen
mezclas entre los estados excitados con energias de fiw y lus estados con
energias de 2fuw.

Lu diferencia que se presentia en los resultados, tambidn se se debe a que
‘la expresién (3.2) que se utiliza para denotar ios estadox excitados ticne
varios términos los cuales nu tomainos en cuenta, es decir, que solamente
estamos utilizando una expresion aproximac

También hay que tomar en cuenta que lous los estadaos J¥) son Jos estados
que se ubtiene mediante el método de Hartree-Fock, es decir, al Hevar o
cabo una variacion de la energia del estado base. Pero en nuestro caso solo
tomamnos una primera aproximacién para estos estados.

Asf, a partir de esto, es posible entender porque existen diferencins entre
los resultados del modelo simpleéctico y ¢l rnétodo de Tamm-Dancotf, ¥ coino
ey pousible mejorar los resultados que se obtienen mediante esve Witimo.
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Capitulo 5

Modelo simpléctico para
moléculas nucleares

5.1 Descripcion y desarrollo histdrico

La fisica de jones pesados se ha desarrollado rapidamente. Uno de los aspec-
tos mas sorprendentes de la fisica nuclear de iones pesados es la existencia
¥y observacion de estruturas cuasi-moleculares [17], las cuales, se dan a par-
tir de las moléculas nucleares que se forman durante la colisién entre iones
pesados. Una molécula nuclear es un sistema que consiste de dos niticleos

unidos en su superficie en un potencial cuasi-molecular. Se producen en las
colisiones cercanas de dos nicleos. MicroscOpicamente una molécula nu-
clear se entiende como una configuracion en la cual los micleones exteriores

se mueven alrededor de ambos niicleos y constituyen un enlace similar a los
enlaces covalentes ue se presentan en las moléculas atémicas.

La configuracién de las moléculas nucleares se manifiesta en la estruc-
tura resonante de las secciones transversales de los iones pesados. Las
resonancias moleculares nos dan una evidencia experimental de que al in-
teraccionar los micleos, estos conservan su identidad durante la colisién y
forman un enlace efectivo, €l cual, puede rotar y vibrar como las moléculas
atémicas, antes de que Se separen por completo o que se unan para formar
un solo nicleo.

En este capitulo trataremos de extender los resultados que se presen-
taron en el capftulo 1 a una molécula nuclear, es decir, trataremos de exten-
der el hamiltoniano simpléctico a un sistema molecular de tal manera que
este hamiltoniano sea igual al hamiltoniano dado en la ec. (1.17), cuando la
distancia entre ciimulos sea igual a cero, i.e. que se considera un solo nticleo
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cuyo nimero total de nucleones es la suma de los nucleones de cada ciimulo.
En este punto es importante determinar c6mo puede considerarse el princi-
pio de Pauli en el modelo, ya que, a medida que disminuye la distancia entre
los ciimulos, el nimero de cuantos no puede permanecer constante debido
al principio de Pauli, por eso es importante determinar de qué manera se
puede incluir esta propiedad dentro del modelo {(aunque en realidad esto se
hace de manera artificial ya que sélo teneimnos una dimensién). En caso de
que la distancia entre los dos cimulos sea tal, que deja de existir cualquier
tipo de interaccién entre ellos entonces, el hamiltoniano es igual a la suma
de dos hamiltonianos de la forma dada por la ec. (1.17).

5.2 Extensién del modelo simpléctico

Como se dijo el la seccién anterior, debemos ampliar la teoria de tal manera
que al separarse completamente los micleos el modelo se aproxiime a un
sistema de dos niicleos independientes y, en el linite en el que la separacién
tiende a cero, el modelo debe aproximarse al de un solo niicleo. Como una
posibilidad denotaremos cualquier operador O del Algebra simpléctica como
la suma de tres operadores, €l primero actuando sélo en el primer cimulo,
¢l segundo actuando sélo sobre el segundo ciimulo y finalmente una parte
relativis que describe e) movimiento relativo de los nicleos. La manera de
hacer estos se describe en las refs. [18)]{19] y en ¢l apéndice A. La expresién
a la que llegamos es

O =0, + 0.+ O, (5.1)
donde r se refiere al operador de la coordenada radial. De hecho, podemos
relacionar ambos lados mediante una transformacién ortogonal.

Cuando se considera un solo nicleo, ambos lados son multiplicados
por la misma constante de interaccién, sin embargo, en el caso de dos
nicleos interaccionando, esto debe modificarse. Por ejemplo, si tenemos
los operadores N y Q2 multiplicados por las constantes hw y x respectiva-
mente, proponemos la siguiente modificacién, a partir de la expresion (4.1),
para los nuevos vperadores

N = o ()N + hwa (F)N2 + fuoya(r)WNe &2
XQ = xi(NQ + x2(NQE + x12(NQ* +
+2x12(r) (@1 Q2 ~ R1Qr + Q2Q: ), &

donde la r en lus pardametros de interaccién se refiere a un pardmetro de
distancia, es decir, que los parimetros de interaccién son funciones de la dis-
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tancia. El operador r se refiere al operador de distancia real. La sustitucién
anterior es simplemente una propuesta, la cual, cumple con los requisitos
mencionados anteriormente, es decir, que para una distancia igual a cero
entre los ciimulos, todos los pardmetros de interaccién son iguales a cero y,
entonces los operadores serdn iguales a aquéllos que corresponden al sistema
unido. Cuando los nicleos estin completamente separados los términos de
interaccidén, Mo, ¥y Xxi12 deben tender a cero; con lo cual la expresidon (4.2)
describe simplemente ¢! comportamiento de dos nicleos independientes.

Ahora introduciremos un parametro adiabdtico de distancia, r, de los
dos cimulos para poder ver como cambian los parimetros de interaccién
como funcién de r y, mds tarde, veremos la relacién que existe entre éste
pardmetro y el operador r.

Las condiciones para las distancias limite las podemos escribir como

_ Mg o Para T > reep
Ty (r) = Fuw para r=()

o ara r > 7,
hwna(r) = { 9] i&u‘n r=0Q i

_ Xk,0 Parar > ryep
xx(r) = { x para r=0

O parar > rep

x12(r) = x parar=0

Aquf el subindice k=1,2 se utiliza para denotar cada uno de los cimulos,
el subindice “O” se refiere al valor que se alcanza cuando los cimulos no
interaccionan, ryep = 1.2(A; + Az) es la distancia a la cual deja de existir
la interaccién. Los pardmetros que no tienen ningin subindice se refieren
a los valores que se obtienen cuando los dos ciimulos se “fusionan”. Para
los parimetros que describen la interaccién entre los cimulos, se proponen
las siguientes expresiones:

Rana(r) = 20w (r) + (g (5.4

xialr) = F0xa(r) + xa(r)g(r)- (5.5

Como se puede apreciar se tomd el promedio de los valores de los parametros
de cada cimulo y la funcién g(r) depende de r (una posible eleccién se
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presenta en la ref. [13)), de tal manera que va de 1 para r=0 a 0 para

I=fyep.
Para extrapolar la contribucién proveniente del “trace equivalent part”™,

es decir, de la parte —Ann de la ec. (2.16), proponemos la siguiente ex-

presién:
—x1Nony — x2Nonz2 — x12{Non — No,1;m1 — Nozznz}, (5-6)
R | -
donde nn = n; + ny; + 5‘-:)—1 ¥ Np representan el nimero total de cuan-
tos excitados del sistema unido y el niimero de cuantos del estado base,
mds A1+42=Ll  respectivamente. Por construccién esto se aproxfma a un
sistema de dos nidcleos separados para distancias grandes y, a un nacleo
para distancia cero. N
A partir de las sustituciones anteriores obtenemos que el hamiltoniano,
para la molécula nuclear, tiene la siguiente forma
H = H, + H, + Hn, (5.7)

donde los dos primeros términos tienen la misma forma que el hamiltoniano
de la ec. (1.17), salvo que ahora se utiliza un subindice £=1,2. El iiltimo
término representa la interaccidon y su forma explicita es:

Hine = I o + Hir + Ha e + He + Hoyppo (5.8)

El primer térinino describe la interaccién entre los dos cimulos, los siguientes
dos términos describen la interaccién del k-ésimo cimulo con el movimiento
relativo, el cuarto sumando se refiere al movimento puramente relativo y
tiene la misma forma que H; pero ahora con subindice r. Finalmente,
el dltimo térinino da la contribucion que no se puede asimilar en los dos
primeros términos de la ec. (4.41) del “trace equivalent part™.

La forma explicita de estos términos se da a continuacidén (con k£=1,2)

1 1
H,, = —x,g{I(B{B; +B.B:) + 3 (BIB. + BiB.) +
+%(B{N2 + NyBy + BIN, + N, B») +N,N,}
1 1
Hir = —x.z{z(B;B,' - BB, ) + ;(BIB. - BB +
1rpt : . I S
+5(BINe + N.Bi + B, /Ny + NuB.) + No N,
Hyp = —xp2{n(™o-+n-—1)—-—m{Ng+m —1)—n2(Nso~+mn2 —1).
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Los elementos de matriz se calculan de manera similar a como se hizo
en la seccién (1.3) y la unica diferencia estriba en que ahora la base esta
dada por

[¥) = |N1)|N2)|N,) (5.9)
considerando que los estados del movimiento relativo corresponden al os-
cilador armdnico relativo en una dimensién.

Dentro de cada ciimulo la antisimetrfa esta garantizada automdticamen
te. Sin embargo, la antisimetria no se mantiene cuando se considera el sis-
tema completo, la base que se presenta en la ec. (4.6) debe antisimetrizarse.
A veces se supone que mientras el traslape de los dos cimulos sea pequeiio,
cormo sucede en las moléculas nucleares, el principio de Pauli no se viola “de
manera considerable” (nosotros trataremos de verificar qué tan aceptable
ex esa suposicidén); porque en la regién de traslape los nucleones de ambos
clumulos ocupan solo unos cuantos estados y, por este motivo, se supone
que el principio de Pauli no juega un papel importante. Para un trasjape
mayor, i.e. r — 0 debemos imponer la condicién de Wildermuth [19], la
cual establece que el mimero total de cuantos (de los dos nicleos y del
oscilador relativo) debe ser igual al nimero de cuantos de los estados de
Pauli permitidos.

Asi, aunque el principio de Pauli se viole, se supone que éste puede
tomarse en cuenta haciendo una seleccién apropiada de la dependencia de
los pardmetros del modelo en funcién de la distancia relativa. Es por esto
que lo que haremos a continuacién serd determinar ¢émo los pardimetros
bdsicos deben de comportarse en funcién de la distancia relativa r. Como
primer paso seguiremos la discusion dada en la ref. [20] donde se determina
qué dependencia tiene el parametro 7uw de un nicleo con respecto al mimero

de nucleones. Considerando el oscilador armoénico su valor de espectacién

esti dado por
4

(Ho) = rmw? Zz;-:> = mw?A(z?), (5.10)
=1

donde (z?) representa el radio cuadrado medio y se calcula a partir de la

siguiente expresién (la cual no toma en cuenta la deformacidn):

. 1 . 1
(=) = 5 [ dzpoz* = 112,
donde pg = 1—;‘3 es la densidad nuclear. Por otro lado la parte izquierda de
la ec. (4.10) también puede calcularse de la siguiente manera

ki g (4 +1)
(Ho) = 7M(N)=ﬁw§2u—=l’w2———-?———

(5.11)
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(Ha) = M(g) g (5.12)

Aquf se ha supuesto que s6lo tenemos un nimero par de partfculas y que
cada estado puede ser ocupado por dos partfculas, una con espin arriba y
otra con espin hacia abajo (es importante recalcar que en una dimensién
no es posible hablar de espin). Comparando ambas ecuaciones llegamos

fuo = 21A~'  AMeV. (5.13)

Tomando mc®=938 MeV, fhc = 197MeV-fm y rp = 1.2 fm, como sabe-
mos esto difiere del caso tridimensional donde uwe = 4145, Con estos
resultados, y tomando en cuenta el hecho de que el radio esférico de cacla
ciimulo es proporcional al nimero de nucleones 4y que contiene, obtenemos

la siguiente expresion

ok = R“-") Feo g (5.14)
FiM '
Aquf el indice “0” se refiere a el valor que se alcanza cuando deja de existir
interaccion (e, = 1.2(A + A.)), fx representa el radio equivalente que
se tiene cuando los dos ciimulos se encuentran a una distancia r a la cual se
traslapan. Su relacidn con la distancia relativa se puede determinar a partir
de la conservacion del voliimen. Cuando la separacion es completa, la suma
de los vohimenes de los cumulos estd dada por 2(R 0 + ft2,0)- En el caso
que se traslapen el volimen se calcula a partir de la expresion (£2, +r+ I2z)
(ver figura 4.1).

Tomando ern: cuenta que I2x es proporcional a Az tenemos:

I, = 2R -
(5.15)
rAd.y
2. = 2R, _—
“ 20T A Al
Para el caso simétrico las expresidnes anterioriores se reducen a:
Ry = By = 2Ry — = (5.16)

2

¥, como sc puede apreciar, las condiciones limite se satisfacen, ya que, para
r=0 tenemos un radio dos veces mayor que el valor que se tiene a la distancia
de separacion (Teep = 2[%) y, para una distancia r = 2y + Ry = 2%y
tenemos Iy = fIg. Como se ve, el radio aumenta conforme el traslape de

los cimulos se hace mds pronunciado; la interpretacién de este resultado
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Figura 5.1: (a) separacién completa entre los ciimulos, (b) traslape entre
los ctimulos.

se da a partir de! principio de Pauli, ya que, conforme la distancia entre
ctimulos disminuye el principio de Pauli cobra mayor importancia haciendo
que los nucleones se muevan a niveles méas altos de energfa y, con esto,
aumenta el radio de cada cimulo. Este hecho se refleja en un aumento de
la energfa, lo cual es posible apreciar al sumar las siguientes condiciones
(vfa los multiplicadores de Lagrange):

Ny—~N = O
Ny, —Nz = 0 (5.17;
N —N, = 0.

En la ec. (4.17) las funciones Vg y N, expresan cé6mo cambia el nimero
de cuantos en cada ctumulo, conforme disminuye la distancia entre ellos.
Es importante notar que esta no es la condicién de Wildermuth pero se
aproxima a ésta cuando r — 0. La razdén principal es que la condicién
de Wildermuth es vilida en un oscilador comin de los dos ciimulos, sin
embargo, en este modelo usamos dos osciladores separados e independientes
para cada ciunulo, mis un oscilador relativo. Las condiciones dadas en la ec.
(4.14) son diffciles de implementar en programa que calcula el espectro de
energia. El nimero de cuantos de oscilacién es proporcional [11] a wx Ax RZ.
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Figura 5.2: Variacién del nimero de cuantos del k-ésimo cimulo, con
respecto a la distancia, para un sistema simétrico de 12 nucleones en cada
ctimulo y con xao0 = 0.015.

Esto se puede esceribir como

, __ {welta R} _ R
*(r) = [wk.nﬂz'o Nieo = Rh,oNk'u- (5.18)

De manera similar el niimero de cuantos del oscilador relativo varia con
respecto a r, de la siguiente manera

; 1y _ mc* 2 A1 Az
Ne(r) = ((ET)‘ + 5) = m—).—,(fu‘)m(f))‘m

donde
€= mane [ AlAz
2h A+ Az

A continuacién presentamos (figs. 4.2 y 4.3) c6mo varfan Nx(r) y N.(7)
con respecto a r. Como se puede apreciar en la figura (4.2), para los dos
ciimulos los cuantos de oscilacién aumentan de manera mondétona conforme

r? 4+ %. (5.19)
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Figura 5.3: Variacién del nimero de cuantos del oscilador relativo, con

respecto a la distancia entre ctimulos para un sistema con 12 nucleones en
cada cmulo, con xx,0 = 0.015 .

la distancia relativa tiende a cero. Por otro lado los cuantos del oscilador
relativo alcanzan un mdaximo entre la distancia cero y la distancia de sepa-
racién y tiende a cero para r=0 y para r=r,., (ver figura (4.3)).

Sumando los valores de Na(r) y N (r) a la energfa del estado base
podemos modelar de manera aproximada el efecto que tiene el principio de
Pauli sobre el sistema molecular, ea decir, hacer que para cierto valor de la
distancia relativa los nucleones de cada cilimulo tiendan a estar en niveles

de energfia mds altos.
Para los pardmetros xa& proponemos la siguiente dependencia

R 2
b = (_;2‘1) Xao- (5.20)

En la figura 4.4 se presenta como varfan los parametros xi, para un sistema
simétrico, dados por la ec. (4.20). Como se puede apreciar para r =
Teep tenemos xXa = Xao0 = 0.015 y, al disminuir la distancia, disminuye de
manera uniforme el valor de xa. Para r=0 se obtiene un valor x == 0.0038
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Figura 5.4: Variacién de la interaccién “cuadrupolar” del k-ésimo ctimulo,
con respecto a la distancia relativa (para un sistema de 12 nucleones en

cada ctimulo y x&,0 = 0.015).
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Figura 5.5: Variacién de la interaccidéa *“cuadrupolar” del término de in-
teraccidn entre ciumulos, con respecto a la distancia relativa (para un sis-
tema de 12 nucleones en cada ciimulo y xx,0 = 0.018).

que es ¢l valor de la interaccién “cuadrupolar” para el sistema unido, es
decir cuando los dos ciimulos se han unido completamente.

De iguad manera, ¢n la figura (4.5) se presenta el citlculo para el parametro
x12 dado por la ec. (4.5).

A partir de la figura (4.4) se puede observar que el valor de xi2 tiende
A cero si r — r,.,, y aumenta conforme la distancia relativa tiende a O.

Finalmente se presenta la variacién de los paridmetros fiwy (ver figura
4.G) y huwy2 (ver figura 4.7) dados por las ecs. (4.14) y (4.4) respectivamente.

En base a estos resultados, en la figura 4.8 se presenta un cdlculo de
la energia del estado base de la molécula nuclear, en un caso donde se
consideran 12 nucleones en cada ctimulo y xx0 = 0.015. La forma explicita
de la funcidén g(r), que se presenta en las ecs. (4.4) y (4.5), se toma como
g(r) = 1 — FEo con ry, = ro(A; + A,). Con esto los valores para los
parimetros varfan con la distancia relativa r, esta variacién se presenta en
las figuras 4.1-4.4. En esta ultima se presenta la variacién de fuoa.

Coino se puede apreciar en la figura 4.8 la energia del estado base dis-
minuye hasta alcanzar un mfinimo para r = r..p, lo cudl, se debe a la
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Figura 5.6: Variacidn del término hwy, con respecto a la distancia relativa
{para un sistemna de 12 nucleones en cada cimulo y xen = 0.015).
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Figura 5.7: Variacién del parametro fuw,z, ¢on respecto a la distancia rela-
tiva {para un sistema de 12 nucleones en cada cimulo y xa,0 = 0.015).
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Figura 5.9: Niveles de energia , con Ay = 12 y xx,0 = 0.015.

atraccion producida por la interaccién cuadrupolar. Conforme disminuye
la distancia relativa, la energia aumenta nuevamente debido a que parte
de los nucleones empiezan a subir a niveles de energfa mas altos, ya que
¢l principio de Pauli les impide permanecer en nivel de energia bajos. La
energia alcanza un vador maximo en el cual todos nucleones ya ocupan esta-
dos de energia de manera que se satisface el principio de Pauli. A partir de
este punto la energia disminuye debido a la atraccién nuclear. Finalmente
en la figura 4.9 se presenta el espectro completo con respecto del estado
base.
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6
Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue dar una aproximacién microscépica al problermna
de una molécuia nuclear. Pari esto se simplifico el problema utilizando et
modelo simpléctico en una dimension, ya que, todas las ideas basicas de un
modelo inéas realista, es decir, un modelo tri-dimmensional, se pueden explicar
a partir de este sencillo modelo.

Comwu pritner punto se discutio el modelo simpléctico de un nucleo.
Se presentd un hamilioniano ) se mostrd que este hamiltoniano es una
funcidn de los generadores del grupo simpléctico. Debido a esto fue posible
utilizar las técnicas de la teoria de grupos para los elementos de matriz y
asf poder diagonalizar el hamniltoniano, i.e. obtener log niveles de energia
del sistemna. También fue posible determinar que, a partir de cierto valor
de . el sistema presenta variaciones bastante marcadas | i.e. que el estado
base disminuye su energia de manera notoria a partir de ese valor de y ,
debido a la contribucion de un mayor ntmero de cuantos excitados a la
configuracion del estado base.

Cono segundo punto se considera el modelo siinpléctico contraido. Como
se pudo apreciar, los cambios que existen entre este modelo y el modelo
simpléctico no son cambios immportante y, basicammente, los espectros de
energfa de ambos modelos son muy parecidos.  Sin embargo, es imnpor-
tante conocer este modelo porque al considerar el caso tri-dimensional los
cileulos del modelo simpléctico se hacen extremadamente complicados y,
con el modelo contrafdo, estos cidleulos se simplifican considerablemente.

Posteriormente se considerd el método de Hartree-Fock paric aproxi-
mar la energla del estado base de un ndcleo. Se determind que la energia,
calculada con ¢l mnérodo de Hartree-Fock, disminuye de maneri linead com-
forme aumenta la interaceion “cuadrupolar”. Ademniis, fue posible obser-
var que, a partir de cierto valdor, los resultados que se obtienen mediante
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este método difieren considerablemente de 10s Que se obtienen mediante el
modelo simplécetico.

Para calcular la energia de los estados excitados se utlilizé, como una
alternativa, el llamado método de Tamm-Dankoff, los resultados muestran
que para X = 0 los valores para la energia concuerdan con los que se ob-
tienen mediante el modelo simpléctico. Pero para valores de x diferentes de

cro el indtodo de Taunm-Dankoff muestra que la energia para cada uno de
los niveles excitados disminuye de manera lineal, pero esto no concuerda con
los resultados del modelo simpléctico que muestran que conforme aumenta
el valor de x, en general, la energfa también tiende a aumentar.

Como iltimo paso se extendié el modelo a una molécula nuclear. Esta
Primero se propone un hamiltoniano el cual satis-

extension fue directa.
1) cuando r tiende a cero, el

face las siguientes condiciones de frontera:
hamiltoniano toma la forma del hamiltoniano del sistema unido; y 2) para
r mayor que la distancia de interaccién entre los cimulos el hamiltoniano
se escribe como la suma de dos hamiltonianos independientes. También
se logré implementar el principio de Pauli de manera aproximada en este
modelo.

Se muestra que el nimero de cuantos de cada cimulo aumenta con-
forme disminuye la distancia entre los ciimulos, mientras que para el os-
cilador relativo, ¢l ndmero de cuantos aumenta hasta cierto valor y después
disminuye a cero para r=0. A partir de esto los resultados muestran que
la energia del estado base presenta un minino que se encuentra a una dis-
tancia cercana a la distancia de separacion. Y que a partir de ese punto la
energia aumenta debido al principio de Pauli. Este resultado concuerda con
lo esperado ya que muestra que existe un estado en el que ambos ciitnulos
interactiian como una molécula.

Con esto podemos concluir que el modelo sirmpléctico es bastante bueno
para describir el comportamiento de un nicleo y de una molécula nuclear.

Hasta ahora el modelo en tres dimensiones sélaumente se ha utilizado
para deducir potenciales geométricos [13]. Sin embargo, es posible hacer
el estudio microscépico en tres dimensiones de una molécula nuclear y, el
estudio uni—dimensional que se ha presentado aquf sirve para entender los
pasos esenciales gque se deben seguir para realizar este estudio.

vy DIBE
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Apéndice A

Coordenadas de Jacobi

Detinimos las variable de posicién de los nucleones, z,, donde s denota el
nuamero (e nucleones (s=1. A). Desde un inicio extraemos la dimensidon

, asi, lus variables r son adiinensionales. Para extraer el centro de

o
masa sc introducen las variable de Jacobi [9). Una posibilidad es

I
BN \/hx z:‘—.r,+.)

mwye =

(A.1)

Vitoe = =i

Ty

dondex, y 4 son las coordenadas de Jacobi, las cuales son aditnensionales.
El mapeo de :c, @z, ¥ ra es una transformacion ortogonal.

Cuando se consideran dos ciamulos, primero dividimos .r:; en dos con-
juntos los cuales describen A, y 4y nucleones ) (s = 1,...,4, — 1))
respectivamente, es decir, &) (s = 1,...,4, — 1)), x%, ademas dentro
de cada ctimulo ya se ha hecho la transformaciéon a coordenadas de Lx-
cobi. Como siguiente paso se aplica una transformacion ortogonal a xl,,
.r,‘ , ambas proporcionales a las coordenadds del centro de masa de cada
uuuulu, asi, tenermos (con 4 + Ay )

Ay fAay A
A E Eoen
AL N Y g
A A oz LAy

1
Ay




ahora

e o= JEEEL A [ A
= A1 Az AV, T Vo Tas
(A.2)
13 1 /71;1 & Wiz 2)
V mung IZ\ o e T A, g“/:;z', (A.3)

=1 P

evidentemente representa el vector de distancia relativa y

1 Al Ay
ron = (D2 + Zif). (A.4)

=1 =1

en el centro de masa, con i =
Cuando se considera un solo nicleo los generadores del grupo Sp(2,R)
pueden escribirse en términos de las coordenadas y los momentos, o en
términos de los operadores bosénicos de creacion y aniquilacion (ver ecs.
(1.11) y (1.12)). Aplicando la transformacion ortogonal de coordenadas de
manera sucesiva, dentro de cada ciamulo, luego, aplicando la ec. (6.4), y
denotando con O a lus generadores, llegaunos a:
O =0, +0; +0,. (A.5)

Con esto hemos logrado separar a los generadores en términos que actian
sélamente en las coordenadas de cada cimulo y en su coordenada relativa.
Adem:is, es importante notar que r es la diferencia de los vectores de centro

de masa de cada cimulo.

51



Apéndice B

Calculo de 1a norma del
estado |/NV)

Lo que intentamos determinar es el valor explicito de la siguiente expresién

(Nol(BY(B")"{No).

Primero determninamos el siguiente conmutador

1
Z(By)u—-l-kln'nyl(nﬁ)k

k=1

il

[D, (B’)"]

w--1
= T@HnTiTEUNNBY*
k=1
n—1

= 43 (@H"-ITHBYHA N + 2k)
k=1
n—1

= 43 (BN YN + 2k)
k=1

n—1
= 4B~ ST(N + 2k)
k=1
= (B! (71N+2n(.12__.-1))
B,®BH"] = 4BHY" 'n(N+n-1)
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en la deduccién anterior utilizamos el hecho de que (B, Bt] = 4N y ademds

que NBYN) = (NV + 2)}|N + 2). Usando ésta expresién recursivamente
obtenemos v, 1!
neptyn = 4t o+mn—1)

(Nal(B)™(BN"[No) = arnti=gf R ions. (B.3)

Por otro lado tenemos que 4N|Np) = Np|No) y, ademds, (Ng|No) = 1. Por
medio de estos resultados finalmente llegamos a que el factor de normal-

izacion es —_—
- _ (N — 1)!
Nivam = 4" (Ng +n — 1)1 (B.4)

Mediante la expresion anterior es posible determinar los factores de nor-
malizacién que se utilizaron anteriormente

_I_vﬂ_-"__ = 1
Nnom—z (= D(NVe + 1 — 1)(No + 1 — 2)

NNu.n - 1 e
Nrgmt an(No +n — 1)

SRS = V4n(n+ 1)(No + n)

NNo.u+l
Nag,n
Nrg etz

VAZ(n + 1)(n + 2)(No +n)(Ny +n + 1)

I
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Apéndice C

Segunda cuantizacién

C.1 Operadores de creacién y aniquilacién

El nombre * segunda cuantizacidon’ puede prestarse a confusiones, ya que,
no se refiere a una nueva cuantizacién de la mecdinica cudntiea, sino que
sGlamente se refiere a una formulacion alternativa de la mecinica cudntica
usual, Esta segunda cuantizacién puede usarse tanto para fermiones como
para bosones. En esta parte daremos una pequefia introduccidn a las ideas
bésicas de la segunda cuantizacién.

Empezamos tomando un conjunto completo de estados ortogonales, |v),
de una partfcula (donde v representa un conjunto de nimeros cuinticos).
Es esta seccién nos e¢nfocaremos a sistemas fermidnicos y denotaremos los
operadores de creacién y aniquilacidén como a}t, a. respectivamente. Debido
a que en el caso fermidnico los diferentes estados sélo pueden tener una
particula o estar vacios ( por el principio de exclusién de Pauli) podemos
definir la accién de estos operadores sobre el estado de un sistema de varias
partfculas como

aylny,...,n,=1,...) = In;,...,n, =0,...)
(C.1)
aulny,y ... 0 = 0,..) = 0O
De igual manera, para el operador de creacién obtenemos
allny, ..., ne =0,...) = |ni,...,n, = 1,..0)
ating,...,n.=1,..) = 0 (C.2
Bajo estas restricciones, obtenemos
{a,,al} = auaf +ata, =6.. (C.3)
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{au.a} = {al,al}=0 (C.4)
C.2 Operadores de campo en el espacio de
coordenadas

Usando funciones de onda de una particula ¢, (71, 81) = (f, s1|v), podemos
expresar los operadores de creacién y aniquilacién a partir de las coorde-

nadas ¥y s

a(f,s) = D oul(F sas
- (.5
at(Fs) = D pl(F sal.

Podemos invertir estas relaciones a partir de las condiciones de completez
y de ortogonalidad y, llegamos a

3= [ @reirsatns)

Qw =
(c.6)
ot = Z/d"np,(r", s)a* (7, 8)
-
¥, por supuesto, las reglas de conmutacién son
{a(F 9),a* (7,8} = 6&.06(F—7)
(C.7)
{a(F 9)a(F,5'} = © (c.8)

Asi, una funcién de onda ¥ para un sistema de varios fermiones la podemos
escribir como

Ty (L N) = i (—la(N) e el (C9)
Y
1
ln,.ng...,ny,...)=/dl...dN—\/—F—!‘II("_)(l,...,N)a+(1)...a+(N)|—)
(C.10)
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C.3 Representacién de operadores

Comenzando a partir del vacio podemos expresar todos los estados en el es-
pacio de Hilbert de mucho cuerpos, por medio de los operadores de creacién
y aniquilacién y, en general, podemos hacer lo mismo para los operadores
de la siguiente manera. Primero debemos distinguir entre los operadores
que actian sobre un solo cuerpo y aquellos que actiian sobre dos cuerpos.

Un operador de un solv cuerpo, como puede ser la energia cinética, o el
momento total_de un sistema de n-part{culas, estd dado como la suma de
N operadores f,, i.e.

E=3"fi (C.11)
i=1
los cuales actGan Unicamente sobre las coordenadas de la i-ésima particula.
Sus elementos de matriz en la representacion de |v¥) son fo.r = (v]f|et).
Esto es .
fivu(i) = E Sorr@ur (). (C.12)
o

La representacién de F por medio de los operadores de creacién y aniquilacién

es
o= E fovatau (C.13)
vt
para poder decir que la relacién anterior es correcta debemos demostrar
que °

ST AL N) = (4, NI fuvatan| ). (C-14)

vt
A partir del lado izquierdo de las ecs. (8.12),(8.13) y (8.14), hasta un factor
de 7‘,-\/—2, tenemos que

Zf}(—]auv)” a(i)...a(1)|¥) =
—Z Z Fioun (V) o ou (i) i, (1) o=l <@ ()
—ZZ Z Jevien (N) oo 0, (1) - 00, (I =lGup - - au, |B)

Esto es ul!:nuco al lado derecho:

S 3 feweun (N) oon, (I(—lauy - - -G atau | )

vt e

ZZ 3T fewwen (V)o@ (A —lavy - au - @ [ P)

[Py
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C.4 Aplicacién de la segunda cuantizacién

Ahora aplicaremos los resultados anteriores al siguiente operador hamilto-
niano
H = hoN- g{g[(af)z +(B))] + IB'B + [BIN + NB) +

+(B' + B) — 2n(No + n — 1)}. (C.15)

A continuacién expresamos los operadores Bf, B y N en la forma dada por
(7.14). Para esto debemos calcular los elementos de matriz de los

la ec.
operadores de una partfcula, as{ que tenemos:
B = E (n’[(b)*in)a}.an (C.16)
n,n

donde los elementos de matriz se calculan a partir del hecho de que un
estado [n) se puede expresar como Vlm(b)"l—). lo cual, nos lleva a que los
elementos de matriz los podemos expresar como

@IBPIn) = e (B (51BN )
Y o LM LU e B

= V(n+1)(n+2)(n'In+2)
= V(n+1)(n+2)0n,n4z2

sustituyendo en la ec. (7.17) tenemos

Bt = 3 /(n+Dim' ¥+ 2)6m-.m+2at.8m

m,m

B = 37 VI + D + 2akaam. (c.17)

m,m’

De igual manera podemos calcular B y IN y obtener

B = 3 V(m+1)(m+ 2ahamss (C.18)

N = Z (1n -+ %) atan,. (C.19)
™
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A partir de estas expresiones podemos escribir los demés operadores que
aparecen en la ec. (8.15) como
BH? =3 VI + Dm' + 2)Vm + D(m + 2at 26m a7 128m.
oy
™ (C.20)
Utilizando los resultados de la ec. (7.7) escribimos la expresién anterior
ocnmo

B = 3 V' D+ 2)V(m + D(m+ 2)ati 2 (Smrmez —
—a;t;+2a'm’)aru

BH? = 3" Vlm+Dm+2)(m +3)(m + dat, am —
— 3 V' D 2}/ + Dim + a8t a0meam

de la misma formma obtenemos las expresiones para los operadores restantes

(B)? = Z Vi + 1)+ 2)(m + 3)(m + 4)at, amas —
e
= 3 VI + 1) (m' +2)(m + D(m + 2)at.aham «2ames
m'm
BB = Y (m-+1)(m+ 2a}:6miz —

~ 3" Vm F D' + 2)(m + D)(m + 2)at 1 2658meamaa

m'm

1 1 1
N? = Z (m + 5) atam — Z (m’ + 5) (m+ 5) at.at e, am
m m’'m
1
BIN = Z (m + 5) V(m + 1)(m'+ 2)af  2am ~
™

1
-3 (m + 5) (m"+ D)(m’ + Dat.  .ahamam
m'm
1
NB = 3 (m + ;) (m + 1)(m + 2)afamiaz ~
"
1
- Z (m -+ 5) V(m + 1)(m + 2)at.afam amin
mim
¥y No es simplemente un escalar.
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