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ELe:MENTOS PROBAlll1..IST1COS EN E.1.. RECONOCIMIENTO DE PATRONES 

INTRODUCCION 

Debido a la necesidad por optimizar sus tareas el ser humano desarrolla continuamente 

técnicas y tecnologlas en las diversas ciencias, en nuestro caso en las diferentes ramas de la 

lnform•uca siendo una de ellas la inteligencia artificial, donde se han tenido Importantes avances en 

todas sus Breas particularmente en la del Reconocimiento de Patrones, el cual trabaja con métodos 

de comparación de patrones para tratar de clasificar los objetos, acontecimientos 6 procesos en 

función de sus caracteristicas. 

En este escrtto se mencionaran algunos elementos probabllistlcos que se emplean en el 

Reconocimiento de Patrones para la clasificación de entradas. Este puede ser útil a las personas que 

se desenvuelvan en las •reas que se relacionan con el tema. Consta de seis capitules que a 

continuación se describen brevemente: 

En el capitulo 1: "Introducción al Reconocimiento de Patrones", se mencionan los conceptos 

bflsicos que se Involucran en el Reconocimiento de Patrones. tales como: clase. patrón. funciones de 

decisión, etc. Y se presenta un panorama general de las áreas donde se aplica. 

En el capitulo 2: "Teoria de la probabilidad .. , se citan conceptos de probabilidad y estadistica 

tales como: probabilidad de un evento, probabilidad condicional, teorema de Bayes. distribuciones de 

probabilidad, etc. que sirven de base para el desarrollo de capitulas posteriores. 

El capitulo 3: "Clas\flcaclón de patrones mediante funciones likelihood (de verosimilitud)", 

retoma del capitulo anterior el teorema de Bayes. de donde se deriva un tipo de clasificador de 

patrones que se utiliza comúnmente en la préictica y es conocido como clasificador bayesiano, del 

cual se determinan las funciones discriminantes que darán lugar a la cias\flcación. 

En el capitulo ol&: ·c1aslficadores entrenables. Una aproximación determlnlstlca", se describen 

algorttmos de aprendizaje mediante procesos lteratlvos, esto es, mediante aproximaciones 

determinlsticas, siendo la mas representativa el perceptrón. 

En el capitulo 5: ·c1aslflcadores entrenat>les. Una aproximación estadlstica'", se analizan los 

claslfic.dores que son capaces de estimar Información desconocida mediante aproximaciones 

estadlstlcas, resultando un proceso de aprendizaje lteratlvo que genera la solución correcta al 

problema de clasificación. 
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En el capitulo e: •ApllcaciOn•, se utiliza la fórmula del clasificador bayeslano mencionada en 

el capitulo 3 •Plic6ndola a un ejemplo. 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCION AL RECONOCIMIENTO DE PATRONES 

1.1 INTRODUCCION 
El ser humano desde que nace posee conocimientos innatos y aprende a reconocer 

"patrones" poco a poco, inicialmente aprende a reconocer a sus padres y familiares más cercanos 

detectando si alguien es extrano a él. Conforme va creciendo perfeccionará su Sistema de 

Reconocimiento de Patrones convirtiéndolo en un sistema muy sofisticado, adquiriendo la habilidad 

de distinguir diferentes tipos de patrones tales como: sonidos de voz e lm•genes; leer manuscritos sin 

Importar omisiones, variaciones o distorsiones; distinguir una sinfonla de Beethoven de una de Bach; 

el sabor de un helado y los patrones tilctiles de frlo y calor. Existen patrones que presentan 

manifestaciones físicas, como caracteres escritos sobre una hoja de papel o sei'\ales 

electromagnéticas que retoma un radar. 

La corriente del Reconocimiento de Patrones se dió con el resurgimiento de los Sistemas 

Neuronales Artificiales, llevándola a un nivel alto de excitación al principio de la década de los 

sesentas. 

A semejanza del pensamiento humano se han diseflado máquinas y lenguajes de 

programación que tratan de imitar su comportamiento ayudttndose de métodos estadisticos que 

hacen mucho más fácil la exploración del Reconocimiento de Patrones. 

Algunos programas del Reconocimiento de Patrones han reconocido y diferenciado obras de 

arte como un Picasso de un Matisse, ya que sus pinturas muestran una variedad de caracterlstlcas 

simples con las que podemos diferenciar a los dos artistas. En la actualidad tratamos el 

Reconocimiento de Patrones simples a los cuales tas personas han asignado nombres. Ejemplos de 

éstos son las letras de un alfabeto tales como A, B, e, ... , Z; los números O, 1, 2, .... 9; los objetos 

simples de nuestro mundo ( mesas, sillas, perros, hojas, árboles, etc. ); decir palabras y fonemas; y 

los patrones Individuales de cada Individuo. 

Las técnicas que han sido desarrolladas y los modelos que se han construido, hoy en dia son 

capaces de reconocer una amplia gama de patrones derivados de diferentes áreas de aplicación. 
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1.2 CONCEPTOS BASICOS 

Los patrones son los medios por los cuales interpretamos al ml:lndo y de acuerdo a la manera 

en que los distinguimos, se pueden clasificar en concretos y abstractos. El .reconocimiento de 

patrones concretos incluye la identificación y clasificación de patrones espaciales (visual y aura!) y 

temporales; para los cuales se necesita una ayuda sensorial. Ejemplo de patrones espaciales son 

caracteres, huellas digitales, pinturas, una pieza de música de cámara. objetos fisicos, etc. y dentro 

de los temporales se Incluyen fonnas de onda, lenguajes, electrocardiogramas (ECG), esto es, 

situaciones en base al tiempo. El reconocimiento de patrones •b•tr•cto• se refiere al proceso de 

identificación de conceptos e Ideas a través del pensamiento el cual puede hacerse sin la ayuda 

sensorial (vista y o Ido) por ejemplo. patrones sociales o datos económicos. 

El Sistema c:le ReconoC1m1ento de Parrones casi s1empr~ forma parte ae sistemas de mforrnac16n 
comple1os. es una CH!lnCJs '"""acta y por consiguiente ac1m1te muchas aprox1mac1ones. algunas veces 
compJementana o -1gunas veces comp1tiendo con la Solución aproximada de un problema ciado. En un 
estilo diferente. podemos ver al reconoC1m1ento de patrones como una mayor área de búsquede común e 
1mpuls11nao al desarrollo por la necesidad para procesar Ceros e información obt•ntdos de Ja mteracc16n 
entre c1antificos, tecnólogos y sociedad en general Orra motivación para el estímulo de actividad en este 
campo es la neces1c:1ac1 ae la gente para comunicarse con máquinas programadas an lengue1es naturales 
LB tercera y más importante mot1vac16n para et estudio en esta área es que cientlficos e ingenieros están 
tnteresaaos en la taea de dlse/ter y fatmcar autómatas (máquinas intel'flentes) qua pueden nevar a cabo 
Clettes tareas con /as habilidades comparables a la actuación humana 1 ., 

"'Una el••• de patrón es una categorla determinada por algún etnbuto comün ciado Un p•trón es la 

OescnpClón Ce cualquter rniembro ele una categoría que representa a una clase Ce patrón .. ¡:¡ 

El Reconocimiento de Patrones da por hecho la existencia de un "reconocedor'', también un 

organismo viviente o un dispositivo fisico programado. El reconocedor pretende discriminar entre una 

combinación de dos 6 mas patrones sobre fundamentos de observaciones realizadas; asl, existirán 

por lo menos dos patrones distinguibles. Los patrones pueden definirse "'a priori"' l3 J de acuerdo a 

ciertas relaciones senaladas para estar sujetos por las observaciones, dichas relaciones son 

consideradas como mediciones de las propiedades o los atributos de las muestras que se quieren 

clasificar. En la figura 1 se observa una representación de las clases de patrón. 

l•I C. Bezoek y K. Pal S.nQr ... FUZ%Y Modela tor P•ttem Reeognrtton", p 6 
~1 Tou Jullua T. y Gonzai.z R•fael C-. •pattem Reeognrtron Pnnc1p+ea ... p.7 
PI -A pnon- - reriere • ur\e proDal:MIKSad amn de Que ae realice un elq)entn9nto. 
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~ 1 CLASESOE 
~ PATRON 

PATRON DE ENTRADA=~ 

Figura 1. Representación de las clases de patrón. 

Existe una variedad de definiciones de Reconocimiento de Patrones de las que 

mencionaremos sólo algunas: 

•e Reconoetm,.nto d• P•tron•s puede ser d•flmdo como /e categonz•ción de un dato de entrada en 

e/eses ld•ntrl'ícables m•d1ant• la ertracción de rasgos ó atnbutos significativos". t•I 

"El Reconoetmiento de Patrones puede ser considerado como un mapeo de muchos a uno del conjunto 

de todos Jos •1emplos venanres d• los d1ferenras patrones que puecten ser 1dent1ficactos por el con¡unto de estos 

patrones con nombre". l!IJ 

"El Reconoc1m1ento Automático de Patrones intenta automatizar una e/ase de procesos percaptual y 

cognoscitivo. Estos procesos incluyen e1<frace1ón, 1dentlficae16n. Cias1ficación y descnpción de datos de patronas 

r.unidos de •mb,.ntes r.a/es y simulados" l!IJ 

"El Reconoe1m,.nto d• Patrones se refiera a /a 1dentdicac1ón y al nombramiento de objetos presentados 

a un d1spostt1vo de sensae1ón~percepC1ón·. 171 

Desde nuestro punto de vista podemos dar la siguiente definición: 

•e1 Reconocimiento de Patrones consiste en clasificar apropiadamente como miembro de una 

clase, un patrón de entrada a partir de la extracción de rasgos o atributos comunes". 

Los slstem•s no necesariamente han sido disenados para reconocer un conjunto de patrón 

especifico. •lgunos han •prendido a reconocer una gran variedad de patrones, Incluyendo rostros, 

mesas, sUtas, figuras, etc. Un sistema de reconocimiento de caracter es un Sistema de 

Reconocimiento de Patrones el cual recibe senates Opticas como la entrada de dato e Identifica el 

nombre del caracter. 



:-

El propósito de un Sistema de Reconocimiento de Patrones es el de tomar la mejor decisión 

para claslflc.r un patrón de entr•d• X como miembro de alguna de las clases en consideración. Se 

realizan muchos procesos perceptuales cognoscitivos, desde que el patrón de entrada llega al 

Sistema de Reconocimiento y nasta el momento en que tome una decisión. Estos procesos obtienen 

de los patrones de entrada las características principales necesarias para llevar a cabo Ja 

clasificación. 

Un patrón se describe por un número finito de variables escalares llamadas rasgos o 

caracteristlcas: x,, X 2 , ••• , )(,,.Un P91tr6n particular es un punto X=(X1. X 2 •••• ,)(,J en un espacio de patrón 

X n·dimenslonal cerc.mndo la reglón en la cual los patrones pueden encontrarse. Existe un 

número finito de clases de patrón W 1, W 2 , •••• Wn dentro de los cuales deseamos clasificar puntos del 

espacio de patrón. La clase W, es referida muchas veces como clase i. 

Para dar paso al reconocimiento automático de los objetos Individualizados "segmentados" se 

lleva a cabo una transformación de éstos, de manera que se transforma en un vector X en donde sus 

componentes se definen caracterfsticas 6 rasgos. Cada vector de caractertsticas es comparado con 

un conjunto de vectores ya establecidos, formado por los vectores de rasgos de todos los objetos del 

universo de trabajo. En la figura 2 se representa el proceso de Reconocimiento de Patrónes. 

UNIVERSO 

Sl!GMENTACION 
(A,.l•ml•nta abJ•lo•} 

EXTRACCION CE 
CARACTERISTICAS 

Ftgura 2 

X , ... X,. 

BASE DE CATOS 
(D,lcclan•rlo) 

ObJ•to• d•I unlv•r•a 

En la figura 2 se obServa que los objetos Individuales son convertidos en vectores num6ricos 

X •ntes de que se realice el reconocimiento. Esta operación de c81culo 6 extracción de las 

caracteristicas ó rasgos diferenciadores de un objeto. es necesario en el rendimiento general de un 
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Sistema de Reconocimiento de Patrones especifico. La notación que se emplea para los vectores de 

caracterlsticas fonnan un vector columna 

en donde X 1 , X 2, ... , X.. son nUmeros reales que cuantifican, para un objeto en particular, las 

correspondientes caracteristlcas. 

"Un• v•z c•lculado el vector X •soc1ado • un objeto indfvidual, su reconocimiento automático se basa en 

d•term1ner su grado de seme1anza con los vectores de carecterlsrices prototipos de cada pos1tJ/e clase de 

o/:JJ•tos previamente definidos".f6l 

1.3 FUNCIONES DE OECISION 

Hasta este momento, un problema de Reconocimiento de Patrones empieza con la definición 

de las clases en consideración y muestras etiquetadas de ésas clases en alguna representación 

practicable. Oicho problema no se puede resolver totalmente tomando en cuenta únicamente la 

medición de propiedades, es necesario el empleo de funciones lineales ó no lineales de tales 

propiedades. 

Estas funciones se derivan de la medición de las propiedades y son menos en cantidad que el 

número de propiedades medidas al inicio. El problema se resuelve cuando el Sistema de 

Reconocimiento de Patrones genera una función de decisión la cual asigna rápidamente una única 

clasificación como miembro de una clase a un patrón de entrada nuevo. 

Una vez derivada la función de decisión ésta puede ser muy simple y eficiente. mientras que 

la derivación rttqulere un mayor esfuerzo. 

Considerando la figura 3 en donde suponemos que dos clases de patrones son conocidos, se 

ha trazado una recta que representa la función discriminante fd, la cual divide el plano de 

caracterlstlcas en dos s.emlplanos que correspC>nden cada uno de ellos a una clase. En éste caso, hay 

una separación lineal de las clases debido a que se eligieron correctamente las caracterlstlcas. 

Cuando las caracteristicas no se eligieron correctamente existe un hlperplano que separa las clases. 
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es decir, eJ11:iste separabilldad no lineal, y ésta se puede obtener con la ayuda de Redes Neuronales 

Artificiales. 

Figur• 3 

Cado que Ja ecuación de la función discriminante es una recta, da como ecuación el producto 

escalar de dos vectores: 

(1-1) 

donde Tes el superíndice que indica que W es un vector traspuesto. 

El vector de caracteristicas se ha ampliado en una componente ficticia para que se pueda 

emplear una notación algebraica reducida. Hacemos a fd(X) como la ecuación de Ja línea de 

separación: 

(1-2) 

donde las Ws son parámetros y X,. X
2 

son variables de coordenadas generales. 

Nos podemos dar cuenta que los puntos situados en un semiplano dan Jugar a un signo 

unlfonne de fd(X) (positivo ó negativo), esto es, fd(X) será positiva cuando un patrón X es miembro 

de la ciase W
1 

y fd(X) resultaré negativa cuando pertenezca a W 2. 

De lo anterior podemos decir que un patrón X de claslflcación desconocida es de Ja clase W 
1 

si fd(X)>O O a W
2 

si fd(X)<O. Toctos Jos patrones que est6n sobre la recta discnminante causan que 

fd=O. 

El éxito d•f •squem• el• c1asmcaci6n el• p•tron•s c:l•pend• de c:los f•ctores · 
1) L• forma ele td(X) y 
2) H•b1/Jd11des pare determinar sus coefiCl9nt•s. 



El prim.r problema ••té rel.cionado con proP19dad9s 119om•tncas d9 la el••• ~trón. En cuanto •f 
a911undo punto •• con81de,..,,_mant• milli• dificil cuando I• dlmanaional1dad d9 /os patron•s •• més 
gr•nd•. Bajo ••t•• condicione• el único r.curso racional •s un• aproKlmactón •nallt1c• estnct•. En •I 
probleme tHt Jos coefic..nt•• podrl•n eyudar •lgontmos •d•Pl•bles como perceptrones y redes 
n•uron-'es. llill • 

En la solución general para n caracterlsticas, las funciones discriminantes pasan a ser 

hlperplanos pero la notación algebraica de la expresión (1-1) no cambia. Es decir. hay que "encontrar 

un hiperpleno WT· X que diwd• el ••P•cio d• les ci•s•s en dos regiones. asociadas cada una de eUas a 

diferente• clases•. 1101 Se necesita obtener mas de un hlperplano cuando el numero de clases sea 

mayor• dos. 

En el caso de N clases W
1

, W 2, .. ., WN no es común establecer un número mlnlmo de 

funciones discriminantes que serian necesarias para dividir el espacio de las clases en N regiones 

separadas, cada una relacionada con una sola clase. "'El proced1m,.nto común es obt•n•r une fd d• dos 

clases"'. 1111 Es posible discriminar N clases al mismo tiempo a trav6s de una solución multlclase en 

condiciones de aprendizaje. 

El planteamiento anterior del problema de Reconocimiento de Patrones ha dado una solución 

lineal que tiene sus prtnclpios en una "'regionalización" del espacio de las clases. Pero existe también 

otra solución lineal que se basa en la clasificación de patrones mediante funciones de distancia 

(medidas de distancia), este metodo es apropiado cuando la clase tiende a tener propiedades de 

agrupamiento. Esto es, cuando tenemos un patrón X de entrada para ser reconocido, el principio de 

esta clasmcaciOn es relacionar el patrón X a la clase cuyo prototipo esté más cercano de X. 

1.4 DISEfilO Y METODOLOGIA 
A trav•s del tiempo se h•n desarrollado una gran variedad de t6cnlcas de diseno y 

metodologias, y continúan surgiendo más aproximaciones las cuales se establecen en base a 

distintos conceptos que son los siguientes: patrón 6 clase, rasgos ó caracterlstlcas y funciones 

discrtmlnantes ó de decisión; de ecuerdo a lo anterior se tienen las siguientes etapas de diseno. 

PllllMEftA ETAPA: lllE80LUCION DEL UNIVERSO DE T""9AJO 

"'L• primera •t•pe en el di••fto conal•t• en el estableomianto de /es Cl•••s: en lo que •• podrle 

denominar como dennición d-1 unrverao del trab•jo 1:191 Sistema .. _ 112l En muchos casos esta et•p• es 

:~~I T;:,;~~~:~.~-~~p ~~leet C., op. Cit .. p.39. 
1" 1 lbld9rn,p.5. 
IUJ lblc:Mm, p.7 
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consklerad• como dlrect• y trivl•I, Y• que la pe~on• ene11rgada del dlsel'\o del sistema conoce a la 

perfección los patrones O ca.ses de objetos que ser•n reconocidos. Sin embllrgo, poctrfa suceder que 

l•s el•-• ... n desconockt•s • priori. En t•les condiciones es necesario •poy•rse en técnicas de 

mgrupmción (Clustering). 

BEOUNDA ETA~A: BELECCION Y DEMOBT-CION DE LAll C-ACTEllllSTICAS 

Despu6s de h•ber definido l•s clases en la primera etapa, se prosigue con esta etapa, la cual 

consiste en llevar• cabo la elección del vector de caracterlsticas. 

ESI• etapa es un t•nto compleja y la calidad del sistema final esta regida por los rasgos 

escogidos en la et•Pll •nterior. 

El vector de ca,..Clerfstlcas es el elemento principal en un sistema de reconocimiento, y no 

existe una regla general pmra deterTninar1o, esto es, para la elección de los r•sgos 6 caracterlsticas es 

necesario recurrir a la intuición y experiencia dependiendo de ta aplicación que se desea desarrollar. 

Aún asl, existen t6cnicas de apoyo para crear el vector de caracterlsticas. pero se aplican una 

vez que se eligió un conjunto especifico de caracterfsticas. Oichas técnicas se derivan de la 

estadistlca como el an.tilisls de componentes principales y el análisis discriminante, que determina la 

calidad de l•s caracterlsticas elegidas. 

TEltCE- ETAPA: CALCULO DE LAS l'UNCIONEB DISCRIMINANTES 

Un• vez elegido el vector de caracteristicas del sistema, esta etapa se encargará de realizar 

los c.1111culos necesarios de las funciones discriminantes ó de decisión. 
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RESOLUCION DEL UNIVERSO 
DE TRABAJO 

1 • ~~~~~~~~~~~~~(~ 

i 

SELECCION Y DEMOSTRACION 
DE LAS CARACTERISTICAS 

CALCULO DE LAS FUNCIONES 
DISCRIMINANTES 

¡ SI 

' IMPLEMENTACION 

Figura '· Diagrama de flujo de las etapas en el disei"lo de un sistema de reconocimiento 

Las técnicas de disei"lo pueden ser implementadas por tres métodos principales 

a) Métodos heurlslicos. 

b) M6todos matemáticos. 

e) Métodos lingülstlcos 6 sintácticos. 

a) METODOa HEUl'llSTICOS 

Esta aproximación se basa en los conocimientos empiricos del ser humano. Los sistemas que 

emplean este m6toclo se fundan en el desarrollo de procedimientos exactos para tareas de 

reconocimiento especiallzades, ya que no cuenta con principios generalizados necesita de la 

aplicación especifica de reglas de diseno. Debido a éso, la funcionalidad del sistema heurlstlco 

dependerá de la experiencia e Intuición de le persona que lo desarrolle. 

b) METODOS MATEMATICOS 

Se basan en aproximaciones determlnlsticas y estadisticas. La aproximación determlnfstica 

esté basada en una estructura matemática que no emplea propiedades estadlsticas de las clases de 

JI 



ELE'-"!NTOS PROBA!llUSTICOS EN EL RECONOC-ENTO OE PATRONES 

patrón bajo consideración. Un ejemplo de esta, es el algoritmo de aprendizaje Iterativo. La 

aproximación estadlstlca esté basada en reglas de clasificación matemática. dicnas reglas se derivan 

en una estructura estadistica. Un ejemplo de esta aproximación es la clasificación de Bayes y sus 

variaciones, esta regla produce un clasificador Optimo cuando son conocidas la función de densidad 

de probabilidad de cada patrón y la probabilidad de ocurrencia de cada clase de patrón. 

el METODOS LINGÜISTICOS O SINTACTICOS 

La categorización de patrones a través de elementos primitivos (subpatrones) y sus 

relaciones proponen un Reconocimiento de Patrón automático mediante la aproximación llngOlstica o 

sintáctica. Un patrón puede representarse por medio de una estructura jerérqulca de subpatrones 

anélogos a la estructura sintáctica del lenguaje. En este método se puede aplicar la teorla de 

lenguajes formales. Un patrón gramético consta de conjuntos finitos de elementos llamados variables, 

primitivos y producciones. El tipo de gramética es detennlnado por las reglas de producción. Esta 

aproximación es muy útil en los casos cuando los patrones no se pueden describir por medio de 

mediciones numéricas o porque son muy complejos. 

1.5 APLICACIONES 

La década anterior ha presenciado los rápidos y considerables avances en la Investigación y 

desarrollo del Reconocimiento de Patrones y Máquinas de Aprendizaje, ejemplos de éstos existen en 

abundancia y se aplican en mucnOs problemas de la vida real y en una gran variedad de áreas. a 

continuación se mencionan algunos de estos ejemplos: 

1l PROCESAMIENTO QE INFORMACION MEQICA: 

- An61lsis de Electrocardiogramas (ECG's), 

- Electroencefalogramas (EEG's), 

- An•llsis de rayos X y diagnósticos. 

- An811sls de tejido celular. 

2l COMUNICACION HOMBRE-MAQUINA: 

- Reconocimiento de lenguajes autómatas. 

- Identificación de voces, 

- Comprensión de lenguajes e imttgenes. 

31 PROCESAMIENTO DE LENGUAJES. 

41 APLICACIONES EN FISICA V QUIMICA. 



5l CRIMEN V QETECCION CRIMINAL! 

- ldenllficacl6n de huellas dlgttales y fotograffas, 

- Escritura hecha a mano, 

- Sonidos de lenguajes. 

82 TIERRA. y CIENCIAS pEL ESPACIO: 

- Clasificación de mo\llmlentos slsmlcos. 

7> ESTUQIO pe RECURSOS NATURALES Y f;STIMACION: 

- Agricultura, silvicultura, medio ambiente, 

- Hldrologla, geologla, 

- Patrón de nubes. 

8l APLICACIONES ESTEOROLOGIC::AS: 

- Procesamiento de metal y mineral. 

- Biologla. 

9l APLICACIONES MILITARES· 

- Detección de explosiones nucleares, 

- Radar • 

.. Oetección de sei'lales sonar, 

- Detección de submarinos nucleares. 

101 APLICACIONES INDUSTRIALES· 

- Dlsef'\o asistido por computadora y manufactura, 

- Simulación QrAflca por computadora de pruebas y montaje de productos, 

- Inspección autom6tlca y control de calidad en f6bricas. 

- Fallas y defectos en me~nlca de aparatos. 

11> RECONOCIMIENTO DE PATRONES AUQITIYOS· 

- Identificación de ~labras y de personas que estén hablando. 

12> ROEIOTJCA E INTELIGENCIA ARTIFICIAL· 

- Tecnologla sensor Inteligente, 

- Procesamiento del lenguaje natural. 
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Estas son algunas de las muchas éreas en las que se puede aplicar el Reconocimiento de 

Patrones. a continuación se listan algunos ejemplos en los que ha sido aplicado exitosamente. 

RECONOCIMIENTO pe CARACTERES. 

Cuyo objetivo es identificar y clasificar a los miembros de una muestra de un alfabeto dado 

de una matriz binaria, obtenida de caracteres digitados. en donde el patrón localizará un dispositivo 

de reconocimiento de caracter óptico, tal como las máquinas que leen el código de caracteres de 

cheques de bancos comunes. El grupo de caracteres se localtza en la actualidad en los cheques de 

los Estados Unidos. en le ya conocida American Bankers Assoclation E-138. El grupo de caracteres 

fuente consiste de 1• caracteres los cuales estén especialmente disenodos sobre una érea 

cuadriculada de 9 X 7 en orden para facilitar su lectura. Los caracteres están generalmente impresos 

en tinta. la cual contiene un material magnético muy finamente molido. Si el caracter ya fué leido por 

un dispositivo magnético, la tinla se magnetiza antes de que se realice la lectura en orden. para 

acentuar la presencia de los caracteres y de esta forma hacer más sencilla la tarea de lectura. 

Los caracteres son rastreados regularmente en dirección horizontal con un sólo corte de 

lectura. el cual es estrecho pero más alto que el caracter, como los movimientos extremos atraviesan 

el caracter producen una serial eléctrica la cual es condicionada para hacer proporcional a la tasa del 

Incremento del érea del caracter por debajo del extremo. 

El reconocimiento de caracteres de escritos a mano son aplicados en oficinas postales. 

Ambas técnicas. la estadlstica y sintáctica son usadas para este propósito, la última es especialmente 

adaptada para caracteres chinos. reconoce los rasgos cómo están pintados en segmentos. En general 

el sistema consiste en un programa de trazo de contornos que determina los limites de cada caracter 

componente. Una búsqueda es entonces conducida a encontrar un rasgo de segmento para ser usado 

como un punto de inicio. El algoritmo entonces arrastra a lo largo los rasgos hasta que el fin o unión 

de rasgos es encontrada. La gráfica de los componentes es entonces construida en términos de los 

rasgos de segmentos en un orden especifico y una secuencia de primitivas es generada. Finalmente 

el reconocimiento es logrado partiendo de patrones sintécticos con representación de caracteres. 

RAPAR Y SONAR. 

Aplicaciones en ingenieria incluyen anélisis de senales en radar o sonar, el problema de 

reconocimiento de patrones que más se da en radar y sonar es el de dos clases. determinando la 

presencia O ausencia de un blanco basado en senales de ruido recibidos desde &reas blanco. Los 

radares son usados para detectar aviones y blancos de buques por medio de transmisores y de 

sensores estacionados en tierra. El sonar utiliza ondas acüsticas y son ütlles únicamente debajo del 

agua. el ruido acústico es generado por maquinaria de las naves para la detección de los blancos; las 

)4 



caracterlstlcas utilizadas para clasificación por un radar se conoce como diagrama caracteristlco de 

un radar, un ejemplo de un radar muttlclase es la clasificación de diferentes tipos de naves. 

HUELLAS QIGITALES 

Las huellas digitales son poderosas en la Identificación de seres humanos. La necesidad de la 

aplicación del reconocimiento automático de las huellas digitales en seguridad, surge debido al gran 

número de plantillas con las cuales tendría que ser comparada una muestra. 

El FBI ha estado interesado muchos anos en el desarrollo automático de sistemas que sirvan 

para Identificar huellas digitales. Un ejemplo del esfuerzo realizado en esta área es el sistema 

prototipo llamado FINDER desarrollado por el Calspan Corporatlon para el FBI. Este sistema 

autométicamente detecta y locallza características ünicas en una Impresión. 

Las técnicas sintécticas y los érboles gramaticales pueden ser aplicados a este problema. 

PROCESAMIENTO DE INFORMACION MEDICA. 

Identificación de enfermedades y áreas afectadas desde la caja de Rayos X y Tomografías 

auxiliadas por computadora (CA T). pueden ser examinadas y probadas por técnicas de 

Reconocimiento de Patrones. El Reconocimiento de Patrones sintáctico ha sido aplicado con éxito en 

la clasificación de cromosomas en el cual se realiza un análisis de tejido celular, en donde las clases 

pueden ser "sanas"; "'da/\adas" o "indeterminadas", para identificar los tipos de cromosomas desde 

sus Imágenes usando rasgos cursivos primitivos. Las formas de onda médicas son procesadas por el 

Reconocimiento de Patrones como electrocardiogramas, electroencefalogramas. ondas de pulso, 

dolores de cabeza, etc. Técnicas sintácticas pueden ser usadas para clasificar los ECG's dentro de 

diferentes clases normales y anormales. 

Otros ejemplos de aplicaciones de Reconocimiento de Patrones son: anélisis de placas 

fotogréflcas expuestas en partlculas de cámara de nubes, detección de materiales por medio de 

resonancia nuclear magnética, Identificación de componentes ó recursos quimlcos. clasificación de 

rocas, predicción del componamiento futuro de un sistema, entre otros. 

En general, cualquier sistema puede ser considerado una "caja negra" representado por datos 

de entrada·sallda, donde Ja salida es una clase clasificada y están disponibles modelos de datos para 

algoritmos de Reconocimiento de Patrones. 
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ELEMENTOS PROBAIULISTICOS EN EL RECONOC-ENTO DI!: PATRONES 

CAPITULO 2 

TEORIA DE LA PROBABILIDAD 

2.1 INTRODUCCION 
En nuestra vida, estamos acostumbrados a escuchar y a decir sin planearlo deducciones que 

llevan lmpllclto el concepto de probabilidad, tales como: Ja probabilidad de que llueva, la probabilidad 

de que un candidato gane en unas elecciones. la probabilidad de hacer un examen y quedarse en una 

cierta escuela, la probabilidad de que un grupo termine una carrera universitaria, la probabilidad de 

vivir muchos anos, etc. Pero la teoria de la probabilidad tiene sus rafees en una simple teorla 

matemática de los juegos de azar por la época del siglo XVII, cuando se tuvo la necesidad de un 

método racional para calcular la probabilidad de ganar 6 perder en un juego ya que, conforme pasaba 

el tiempo se incluían juegos más complicados con la ruleta. dados, cartas. etc. y se apostaban 

grandes cantidades de dinero. 

En 1654, Bias Pascal (1623-1662) y Pierre de Fermat (1601-1665) 2 mateméticos franceses, 

formularon la teoría de la probabilidad mediante el intercambio de cartas. Desde entonces y a le 

fecha han contribuido a su pertecc1onam1ento varios matemáticos y cientlficos importantes que han 

determinado los conceptos de la probabilidad y los han colocado sobre una firme base matemática. 

Podemos decir que le teoria de la probabihdad es la rama de las matemáticas que se encarga 

de los fenómenos que se producen al azar o fenómenos aleatorios (que dependen de un suceso 

Imprevisto): y su finalidad consiste en proveer un modelo matemático adecuado a la descripción de 

ciertos fenómenos observados. 

En casi todos los campos como la fislca, la qulmica. la biologla, la pslcologfa. la sociologfa, la 

politice, la economla, los negocios y todos las ramas de la ingenieria, se aplica la teorfa de la 

probabilidad, y •parece hoy en dfa con otra disciplina importante que es la estadlstica. la cual se basa 

en los fundamentos de la teorfa de la probabilidad. 

La estadlstlca Implica procesos repetitivos como lanzar un dado 100 veces. el resultado de un 

examen de 50 estudiantes, etc. Por lo tanto, en la teorfa de la probabilidad comenzamos con leyes de 

•zar supuestas que empleamos como modelo para predecir los resultados de ciertos experimentos 

Observados. En la estadlstlca, examinamos los resultados de operaciones repetitivas y después 

tratamos de Interpretarlos con la ayuda de las probabilidades calculadas. 
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2.2 PROBABILIDAD 

2.2.1 EVENTOS Y ESPACIO MUESTRAL 

Con el fin de hacer más sencilla ta comprensión de términos que se emplearán en la teorla de 

la probabilidad. se empezará por definir el más sencillo: 

- EXPERIMENTO. Proceso ó actividad que genera un conjunto de datos y nos lleva a un 

resultado u observación. Los experimentos son algo vital dentro de los procesos empleados en 

probabilidad. A cada uno de los posibles resultados de un experimento, ya sea uno prescrito o de 

cualquier otro tipo se le llama evento. 

Y a la agrupación de todos los resultados posibles de un experimento se le llama espacio 

muestr•I. Este espacio se representa como un conjunto s. donde cada uno de sus elementos se 

llama un punto muestra! ó muestra y está asociado a uno y sólo un resultado posible del experimento. 

Cada elemento del conjunto S se conoce como un evento simple (o Indivisible): de tal manera que un 

evento simple es un subconjunto único de S. Y un evento compuesto (o divisible) es la unión de dos ó 

más eventos simples. De esta manera, cualquier evento simple 6 compuesto es un subconjunto de S. 

Por elemolo: al lanzar un dado se observará el número que aparece en la cara superior, por 

lo que el espacio muestra! (S) en este caso lo forman los números del 1 al 6. 

S= {1.2.3,4,5,6) 

Supongamos que A es el evento de que ocurra un número par. B un número impar y C un 

número primo: 

A{2.4,6}. 811,3.5). C{2.3,5) 

Por lo tanto: 

AUd'l- {2,3,•.5,6) es el evento del número, sea par O primo. 

BrtC • {3,5} es el evento de que el número sea Impar primo. 

Ce -= {1.•,6} es el evento de que el evento no sea primo. 

1•1 Un contunto - ww liet9 o colecCtón a. atJpMoa deflnKIOa; io. e~ eon ~ e6ernentoa o mlefTlbf'OS. 
OPERACION CON CON.JUNTOS 
seen be con¡untoa A y e 

L.11 un.on a. A 'I B - r9Pf..-nt. por AUB ... el con¡unto de 91ementoa que pertenecen• A ó • B. 
Le ~tOn de A y B .. ~ por Af"""IB ... el con¡unto de .-n.nt09 que pertenecen• A y B. 
El com~to de A rept".-nt.do por A*, - el con¡umo a. Mmentoa que no pert•necen •A. - oecir. A* , n tm d1t-ncm entr••I 
conJuntoun...,.raml Uy e1coniuntoA Upeenutz Seymour, "Teorlay ~deptOOll,blhd•d"'. pp. 1,2. 
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A y B son eventos mutuemente exclusivos: AnB•0; es decir. un número par y un número 

Impar no pueden ocurrir slmutt•ne•mente. 

Los espacios muestrates se cleslfican en continuo• y dlac,.toa según el tipo de elementos 

que lo fonnan. SI los elementos de un espacio muestra! pueden enumerarse, es decir, contarse. 

entonces es dlecf9to: y es continuo cuenda sus elementos no pueden enumerarse. 

2.2.2 PROBABILIDAD DE UN EVENTO 

•L• teorl• d• I• prob•billd•d •• un stst•m• m•t•m•tieo compu••to a. términos definidos • Indefinidos y 

a. un conjunto a. supoa1e1on•s r9'atlvos • -'loa; de todo ••to obt•nemo• concluaion•s lógicas. ••to •s. 

d•mo•tramoa teor.m•s"'P1 Es una disciplina abstracta que se utiliza como modelo para realizar 

conclusiones relativas a eventos que probablemente pueden ocurrir en una operación flslca real ó 

Imaginaria. 

Se puede definir a la probabilidad de una manera muy simple como un número de O a 1. que 

se le asigna a un fenómeno para Indicar su posibilidad de ocurrencia. Se considera pertinente 

cuantificar las probabilidades conforme a una escala numen ca de O a 1 (o de O a 100%). Entonces; 

"'L• probabH1dad de un •v•nlo •s igual• I• suma de l•s prob•billd•d•s de /os eventos Simples que lo componen. 

•• Clecir. se cumple con •I postulado de que P(S)""1"'.l:lJ La probabilidad de ocurrencia del espacio de 

eventos es uno. 

La definición de la probabilidad P(AJ de un evento simple A 1 está dada por las siguientes 

reglas: 

l. La probabilidad de un evento simple A se define como un numero no negativo: es decir, una 

probabilid.c::I no puede ser menor de o ni m•yor de 1 : 

OsP(A~S1 

11. L• probabilidlld de un esp.9cio de eventos (S) que ocurre es Igual a uno. para calcular esta. 

se utiliza la regla de I• suma de probabilidades, su función es la de Ir sumando todas las 

probabilidades de todos los eventos simples de un espacio de eventos que lo componen 

P(S)•1 ; P(A1) + P(A2) + ... + P.(An) • 1 

en donde S= A 1UA2U ... UA., 

lt1Ml:Jó9 Elmer B. ME19mentoa ca probabihded y eet.9dl•tlcaM. p. 2 
1ª1Raacon Oct•vio A .• •1ntroctucclón • .. teorl• de probeblhd_,.. •• p.41 
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111. Si los eventos A y e son mutuamente excluyentes, ambos eventos tienen igual 

probabilidad de ocunir. 

P(A O B) • P(A) + P(B) 

Le probabllldad de un evento vaclo 0 esta dada por P(CI) • O. 

Se puede usar la siguiente regla para calcular la probabilidad de un evento, que resulta de la 

regla de suma de probabilidades: 

Si n(A) es el numero de fonnas Igualmente probables en que puede suceder el evento A, 

entonces 

P(A)•n(A)/N 

En donde N es el total de formas en que puede suceder el espacio de eventos. 

Por etemolo: si se lanza un dado al aire, y si el dado no está cargado, todos los eventos 

simples tienen igual oportunidad de ocurrir. 

Sea el espacio de eventos 5={1.2.3,4.5,6) y N=S. 

SI todos los eventos simples tienen igual oportunidad de ocurrir entonces: 

P(1)=P(2)•P(3)•P(4)•P(5)=P(S)= 1/6 

P(S}•P(1)+P(2)+P(3}+P(4)+P(5)+P(6) 

P(S)=1/6+1/6+1/8+1/6+1/6+1/6= 616= 1 

2.2.3 PROBABILIDAD CONDICIONAL 

En todas y cada una de las probabilidades calculadas hasta ahora. el denominador que 

representa la parte esperada, ha sido el conjunto universal. Esto es debido a que el conjunto universal 

es el grupo m•s grande de elementos por los cuales existe un interés. 

•L.e probabillt:lad qu• •• calcula utilzando informeción ad1cional • I• que nos proporciona la SOia 

deacnpción de un •rpanmanto, •• .. ma PROBABILIDAD CONDICIONAL "'41 • En otras palabras, la 

probabilidad de un evento A es equ811a que se c.lcula con el anticipado conocimiento de llevar a cabo 

el expertmento correspondiente. Al referirse a una probabilidad condicional se dice sencillamente "la 

probebilldad de A dado que ocumo e· ó "probabilidad de A con la condición B". 

As(, la fonn• de almbotiz•r la probabilidad condicional de ocurrencia del evento A, dado que 

ocurrió el e. o dicho de otra manera, la probabilidad para el evento A bajo la condición de que ha 

tenido 6xlto el evento B; es la siguiente P(AI B) y se calcula por medio de la fórmula: 

1•1 Ra.cón oet.vto A .• op Cit., p.'30 
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P(A 1 Bl• n(Ar>B)/n(B) 

SI dividimos entre N el numerador y el denominador de la fórmula anterior se obtiene 

P(A 1 B)= [n(Ar>B)INJ I [n(B)/NJ 

en donde N es el total de maneras igualmente probables en que puede ocurrir el espacio de eventos 

al cual corresponden A y B. 

Dado que n(Ar.B)/N• P(Ar-.B) y n(B)/N= P(B), de acuerdo a la definición de probabilidad la 

fórmula queda en la siguiente forTna: 

P(A 1 B)s P(Ar-B)/P(B) si P(B) >O 

en donde P(Ar.B) y P(B) se encuenlran a partir del espacio muestra! original. 

u 

Figura 1. Representación de la probabilidad condicional de A dado B, 
mediante diagramas de Venn P(AI 8). 

LA REGLA QE MULTlpLICACION DE PROBABILIQApES se determina a partir de la ecuación 

P(A 1 B)= P(Ar>B)/P(B) 

despejando P(Ar.B) ======> P(A,-.,8)= P(A! B)·P(B) 

La fórTnula P(Ar.B)= P(B)"P(A 1 B) denota que la probabilidad de que ocurra la Intersección de 

A y B, es Igual a la probabilidad de que ocurra B por la probabilidad condicional de A dado B. 

Si A y B son Independientes entonces P(A 1 B)= P(A) por lo que P(Ar-.B)= P(B) x P(A 1 8)= 

P(Bl xP(A). 

De la ecuación P(B 1 A) • P(A/'""'18)/P(A) 

despejando P(Ar\8) •••==-=> P(Ar.8)= P(A) x P(B 1 A) 

por lo tanto, la probabilidad de la Intersección de A y B se puede calcular con alguna de las 2 

fórmulas siguientes: 

P(Ar-B)= P(A) x P(B 1 A) 

P(Ar-B)= P(B) x P(A 1 B) 
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Dos eventos A y e son independientes, si se cumple que 

P(Ar>B)s P(A) x P(B), 

es decir, si la probabllldad de 1a intersección de dos eventos es igual a1 producto de las probabilidades 

de C41da uno de ellos, entonces los dos eventos son independientes. el evento B puede ocurrir sln 

modificar la probabilidad de ocurrencia del evento A. por lo tanto, la probabilidad de que ocurra el 

evento A no depende de la ocurrencia del evento B. 

Por ti!emplo: la probabilidad de que un tren salga a tiempo es P(C)= 0.83; le probabilidad de 

que llegue a tiempo e su desuno es P(A)s 0.92; y la probabilidad de que salga y llegue a tiempo a su 

destino es P(D~)= o.78. 

encontrar. 

a) ProbabiUdad de que el tren llegue a tiempo, dado que salió a tiempo. 

P(A\ O)= P(Dr-.A)/P(D)= 0.78/0.83= 0.94 

b) Haya salido a tiempo, dado que llegó a tiempo. 

P(D\ A)= P(D..-.A)/P(A)= 0.78/0.92• 0.85 

2.2.4 REGLA DE BAYES 

Al matemétlco inglés Thomas eayes (1702-1761) se te atribuye una fónnula para el cálculo 

de probabilidades. Esta se conoce como el teor•ma de Bayes, que se publicó en 1763 después de 

que murió, y permite calcular la probabilidad de que cualquier evento (o efecto) que haya ocurrido sea 

el resultado de una causa. Se ha empleado en diagnósticos médicos por computador y es uno de los 

fundamentos de la teoria de ta decisión (problemas de tomar decisiones bajo la Incertidumbre). 

Se dice que dos o más eventos son mutuamente excluyentes si en caso de ocurrir uno, los 

otros no pueden ocurrir. Por ejemplo, los eventos de aprobar una asignatura son mutuamente 

excluyentes ya que atguien no puede aprobar y reprobar al mismo tiempo una asignatura. 

PBOBABJLlDAD A PRIORI O CLASICA Es aquella en ta que no es necesario realizar el 

experimento para calcular las probabilidades deseadas, lo único es utilizar previamente un 

razonamiento lógico. Teniendo ta siguiente definición: "'Si en un expenmento pu&den producirse N 

resuttedos 1gu•lmenle proD•bles y mutu•ment• excluyentes y s1 dentro de estos N resultados el evento E puede 

ocumr NE veC'9s, le prob•Dtl1d•d de/ evento E. que se escribe P{E). está deda por 
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Por eiemplo· si tiramos un dado, la probabilidad de obseivar que salga el 1 es 1/6. Y si 

tiramos una moneda al aire. la probabilidad de que caiga águila es de 1/2. 

PROBABILIDAD A POSTERIOR!. Consiste en información proveniente de la probabilidad a 

priori después de que se realizó el experimento. 

TEOftEMA DE BAYES 

·si A,, A 7 ...• An' son n eventos mutuamente excluyentes. cuya umón es e/ con;unto universal. S es un 

evento ert:Jttrano tal que P(SJ>O y P(S/Ak) y P(A) son conoe1dos para 1Sk Sn. entonces 

P(A,/BJ= [P(A,J P(B/A,))I[ P(A~)P(B/A.J)" 161 

2.3 VARIABLES ALEATORIAS 

2.3.1 CONCEPTO DE VARIABLE ALEATORIA 

Se le llama variable al conjunto de caracteristicas, de personas 6 cosas que presenlan 

diferentes valores cuando se observan, como el número de zurdos en una escuela, el sexo de los 

nlnos nacidos en un sanatorio, etc. Cuando las variables toman únicamente valores numéricos se les 

llama "'variables escalares'", y cuando sólo toman valores indicados por nombres 6 atributos se les 

llama '"variables nominales", es decir. aquéllas que no pueden tomar valores numéricos como: éxito o 

fracaso; cara 6 cruz; masculino 6 femenino, etc. 

S/ un espacio muestr•I contiene un nómero finito d• posibilidades o une ••cuene1a sin final con Igual 
numero d• 9/ementos que números enteros. se /e denomina ..,,.clo muearra/ diacrero. 

Si un espacio muestr•I cont,.ne un número mfinito d• posibütd•d•s iguales al número de puntos que se 
encuentran en un segmento áe linea, se /e denomina eapaclo mueatrwl continuo. f11 

Una ywrtabl• contlnyw es aquella que puede escoger algún valor dentro de un Intervalo de 

valores y se mide uniformemente, como las que se miden con una escala de peso, altura, distancia, 

temperatura 6 tiempo. Un ejemplo de variable continua es la estatura de una persone a través del 

tiempo. Una yarieble di•C!!M es aquella en donde los valores que puede escoger están separados 

uno de otro por una determinada cantidad. Una caracterlstica de 6sta es que presenta "'vaclos"' ó 

1• 1 W•VT'* Oan•I W .• "Eatadiat1ca en aptic.cionea • ... cienc .. • eocl.aleS y• .. educ.c~n-, p 34. 
tl'I lbidem p 59 
PJ W•tpole Ronald E.y Myers Raymond H. "Probabll~d y ntadíatlC9 p;9l'Wl lngan•roa-. p. 48 
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"'Interrupciones"' entre los valores que puede tomar. Y su conjunto de posibles resultados es contable. 

Una variable nominal es un ejemplo de variable discreta, mientras que una variable escalar puede ser 

continua ó discreta. Por lo tanto, se dice que las variables aleatorias continuas representan datos 

medidos y las variables aleatorias discretas representan datos que se cuentan. 

Una v•rlabl• •• ••••tori• cuando los valores que toma no se pueden predecir exactamente 

con anticipación al realizar un experimento. De esto, se puede dar la siguiente definición: 

·una v•n•bl• -'••tona •s una función que •socia un nüm•ro r•af 11 c•da elemento del •spac10 

mu•stral . .leJ Esto quiere decir que a cada elemento de S (espacio muestra!) le corresponde un número 

real único, esto es, el valor de x. 

Las variables aleatorias se representan con letras mayúsculas X, Y 6 z. Y su correspondiente 

letra minúscula x, y o z para representar algunos de sus valores. 

En el caso de que la variable aleatoria Y tenga 6 valores. éstos se representan como: Y,. y
2

• 

Y:s• Y •• Y" Y Y.· 

Por ejemplo· una variable aleatoria podrfa ser el número de caras que aparecen cuando se 

lanzan dos monedas. 

De donde tenemos: S= {CC. CT, TC, TT} C= cara T= cruz 

S= {(1,1).(1.0),(0,1).(0.0)) 

Entonces: 

X(1,1)=2, X(1,0)=1, X(0,1)=1 y X(0.0)=0 

2.3.2 DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBABILIDAD 

DISTRIBUCION QE PROBABILIDAD 

Una distribución de probabilidad se puede presentar mediante una tabla, fórmula ó gráfica. Se 

le llama diatrlbución de prob•bllidad de una variable aleatoria al procedimiento que sirva para 

encontrar P{X=X;) que es la probabilidad del evento correspondiente a que la variable aleatoria X 

tome cada uno de los posibles valores x. A la fórmula que se utiliza para deternilnar P(X=xJ se le 

conoce como la función de prob8bilid•d y se representa por f(x,). esto es, f(x1)= P(X-=x.>-

23 



l!LrMENTOS PAoe.a.BILISTICOS 'l!!N EL Rl!:CONOC ... ENTO DE PATRONl!S 

QISTR!BUCIQN QISCRETA 

Un• v•fi•ble •l••toria discreta escoge cada uno de sus valores con detenninada probabilidad, 

por lo que la dletrH>ucl6n de probabllid•d de la variable aleatoria discreta X es el conjunto de pares 

ordenados (x" f(x,)) si, para cada resultado posible x: 

1.-f(x,) 2: O 

l•n 
2.- !, (X¡)ª 1 

3.- P(X•x)• f(X) 

De lo •nterior se puede concluir lo siguiente: 

- Los elementos de la distribución de probabilidades llenen que ser mayores 6 Iguales que 

cero, esto es, f(x1)c P(x¡)-:2.0 para todos los valores X¡ que puede tomar la variable aleatoria X. 

- Ningún valor de P(x,) debe ser mayor a 1 ni menor de O: 

Os:P(x1)s1 

- •Por otra parte. puesto que una d1stnbución de probab1l1dedes es el con;unto de /as probabil1dsdes 

correspondJ•nt•s a todos Jos •lementos del espacio de eventos de la vaneo/e alaatona. se debe cumplir que /a 

sum• d• todas eses probab1/1dac:Jes, sea 1. ,.¡¡J Por lo que si una variable aleatoria X puede tomar n valores 

se tiene que 

l•n 
~ P(x.)= 1 
1•1 

En un espacio muestra! discreto se puede tabular una variable aleatoria X al enumerar en 

algún orden todos los puntos del espacio muestra! y relacionar con cada uno el valor correspondiente 

de X. 

~ En la tabla siguiente tenemos la densidad de probabllldades con los siguientes 

valores: En la primer columna (Xi) estén todos los valores que puede tomar ~: en la segunda P(x¡) 

estén tas probabilidades correspondientes a cada x,. 

191 Raacón Oct•vto A .• op. crt .• p 212. 
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"' P(><¡) 

2 1/36 

3 2136 

" 3/38 

5 '6/36 

e 5136 

'7 8/36 
. 
e· 5136 

9 4/36 

10 3136 

11 2136 

12 1/36 

1•12 
::¡: P(X¡)=1 
1•2 

En la figura 2 se muestra la gréfica de la distribución de probabilidad de la tabla anterior. se 

nota que cada probabilidad se representa con una linea gruesa que parte del valor correspondiente de 

la variable aleatoria. 

P(x) 

o .. g 10 ,, 12 

Figura 2. 
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2.3.3 DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE PROBABILIDAD 

Se tienen variables aleatorias continuas siempre que se trata con experimentos que consisten 

en medir cmntidactes, las cuales pueden tomar cualquier valor dentro de ciertos limites. Por ejemplo, 

el nivel de azúcar en la sangre, la duraclOn de la conversación telefónica, la distancia que camlnO una 

persona, etc. 

La variable aleatoria continua presenta una probabilidad de cero de escoger exactamente 

cualquiera de sus valores. Por lo tanto, representar su distribución de probabilidad de manera tabular 

es Imposible. La distribución de una probabilidad continua se representa gráficamente a trav6s de una 

curva suave. A pesar de que Ja distribución de probabilidad continua no se puede representar en 

forma tabular, se puede obtener una fórmula. Esta, seré función de los valores numéricos de la 

variable continua X y se representará a traves de f(x), que en este caso se conoce como "densidad de 

probabilidad o función de frecuencia de la distribución". Puede ser que f(x) tenga un numero finito de 

discontinuidades ya que X se define para un espacio muestra! continuo. Las gráficas de las funciones 

de densidad pueden ser de diferentes formas como se observa en la figura 3. Podemos ver que la 

función de densidad debe estar totalmente por encima del eje de las x's porque se emplearán áreas 

para representar probabilidades y dichas áreas son valores numéricos positivos. 

Figu,..3. 

En la figura 4 tenemos que .,. probebibdad de que X tome un v•lor entre • y b •s lflual al •re• 

•omb,.•d• b.P, le función a d9nsided b•jo las ebsci••• xce y x•b; ~/ c~culo integral •• li9n• que: 

p (e<X<b)• .f.b f(X)d1'.,. ¡10] 

La diferencial f(x)dx se denomina elemento de probabilidad de la distribución. 

llOI W•lpole Ronmld E .• op. cit., p.55. 
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r ~X 
b 

Figur• •· P (a<X<b). 

De lo anterior decimos que f(x) es la función de densidad de probabilidad de la variable 

aleatoria continua X, la cual esté definida sobre el conjunto de los números reales R, si: 

1 .• f(x) 2: O para toda xe R 

2.· J_: f(x)dx= 1 

3.· P(a<X<b) =f. f(x)dx 

2.3.• DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD ACUMULADAS 

La función de distribución de probabilidad acumulada de X. denotada por F(x) es ta 

probabilidad de que la variable aleatoria X tome datos menores o Iguales ax,. Asl, tenemos que 

F(x)= P(X:Sx1) 

Por lo tanto, si los elementos del espacio muestra! de la variable aleatoria X están ord•n•dos 

en fonn• crectente de v•lores, la probabilidad de que X tome un valor menor 6 igual que un número 

dado Xm es I• siguiente: 

l•m 
P(Xs;x,,,)= :!: P(x~ ,., 

donde: la 1 Indica la posición en orden creciente, que tiene cada valor que puede tomar X. 

Al conjunto de todas las P(Xsx.) se le llama distribución de probmbllld•de• •cumulad••· 

Para calcular la probabilidad acumulada hasta un elemento dado, tenemos que sumarie a la 

probabilidad de ocurrencia de ese elemento la probabilidad acumulada hasta et elemento Inmediato 

anterior, esto es: 
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se debe de satisfacer siempre la siguiente condición: 

O s P(Xsx,) s 1 

es decir. que ningún elemento es menor que cero y la probabilidad acumulada del mayor de los 

valores que puede asumir X es 1 ya que se suman todos los elementos de la distribución de 

probabilidades correspondiente. 

•t.• distribua6n •cumul•d• F(x) d• un• V•ri•ble ai••tori11 d1scret11 X con distribución de prob11billd8d f(x) 

esti6 d9d• por 

F(x)• P(XSX)c It.sx f(t) para -ce< " <:e . • 1111 

En la figura 5 se representa gráficamente una distribución acumulada discreta, la cual se 

obtiene dibujando los puntos (x.F(x)). 

F(x) 

Figur-. l. Distribución acumulada discreta. 

•l.• distnbución ecumul9'1• F(x) de une v•n•ble ele•tori• continua X. con funeión de densid•d f{x), esté 

dedapor 

F{x)• P{X::X)=/..:C f(t)dt p•r• -co < X < ~ .. 112
l 

En la figura 6 se representa gr*ficamente una distfibución acumulada continua. 

1" 1 lbldem p 51 
1171 lblciem p. 55 
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F(x) 

1.0 

-1 o 2 

Figure &. Distribución acumulada cont1n1;1a. 

z., DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DISCRETA 

A la agrupación de las probabllidades que corresponden a todos los elementos del espacio 

muestra! de una variable aleatoria discreta se le llama distribución de probabilidades, la cual también 

describe el comportamiento de la variable por medio de graneas. histogramas, en forma tabular 6 por 

medio de una fórmula. Frecuentemente las observaciones originadas por experimentos estad(stlcos 

poseen el mismo tipo de comportamiento. En consecuencia las variables aleatorias discretas 

relacionadas con estos experimentos pueden ser definidas por la misma distribución de probabilidad 

y. por lo tanto se pueden representar por medio de una sola fórmula. Por lo que sólo es necesario 

utilizar elgunas distribuciones de probabilidad para describir la gran mayoria de variables discretas 

aleatorias encontradas en la pr6ctica. 

2 .... 1 MEDIDAS ESTADISTICAS IMPORTANTES 

Un aspecto importante de la estadlstica es el anéllsis de resuttados de operaciones repetitivas 

con el fin de interpretartos a traves de las leyes de probabilidad. 

MEDIDAS DE TENQENCIA CENTRAL 

Una medida de tendencia central es un número que senata el centro de una serte de números 

e Implica el concepto de promedio. Las medidas de tendencia central más usuales son: la media 
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aritm6tlca y la mediana, entre otras, en donde interviene el t6""ino de muestra la cual es un 

subcOnjunto de una población. 

MEDIA AR!TMET!CA <MEQIAl 

La media se refiere a un promedio. Se calcula sumando todos los datos para los que se 

quiere la media y dividiendo el resultado entre el número total de datos que se sumaron. 

SI tenemos una variable aleatoria X y se le han tomado n medidas x 1, x 2 , ... , Xn· La media de 

las n medidas es: 

Media•µ • (x1+x2+ ... +Xn]/n 

quedando: 

Es común entre los estadlsticos llamar a este valor esperanza o expectativa matemática asl 

como valor esperado de la variable X, representándola también como E(X). 

por e!emplo: Un profesor quiere obtener el promedio de aprovechamiento general de un 

grupo de alumnos y toma una muestra aleatoria de 15 calificaciones, obteniéndose los siguientes 

datos: 8.5, 8.0, 9.5, 7.0, 6.8, 8.8, 9.1, 10, 7.7, 6.9, 5.9, 8.4, 9.3. 9.7, 8.7. Calcular la media. 

~ 

X= (8.5+8.0+9.5+7 .0+6.8+8.8+9.1+10+7. 7+6.9+5.9+8.4+9.3+9. 7+8.7)115 

X= e.28 

La mediana es el valor central de un grupo de datos ordenados en orden de magnitud. Si el 

número de datos es Impar. la mediana es igual al valor de la mitad. SI el número de datos es par. la 

mediana es Igual a la medie de los dos valores que quedan a la mitad. Quedando representada de la 

siguiente'º""ª: SI x,. X 2, •.. ,X,, conforman una muestra de tamano n, establecida en orden creciente 

de magnitud, la mediana es: 

{ 

Xcn~1 )12 si n es impar. 

x-
(Xn.12+X(l'\/2)+1112 si n es par. 

por crtemp!o· Los contenidos de nicotina en una muestra aleatoria de 8 cigarrillos de cierta 

marca, fueron de 3.5, 2.9, 3.4, 2.2. 2.6. 1.8. 3.1, 2.5 miligramos. Calcular la mediana. 
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Ordenando los valores se tiene 1.8 2.2 2.5 2.6 2.9 3.1 3.4 3.5 

por lo tanto, la mediana es la media de 2.6 y 2.9. Quedando, 

)(• (2.t5+2.9)/2 

x= 2.75 miligramos 

por elemplo· El número de computadoras que vende una tienda en 9 dias seleccionados al 

azar fueron de: 2. 1, 5, 5, 1, 3, "· 1, 2. Calcular la mediana. 

Ordenando los valores, se tiene 1 1 1 2 2 3 " 5 5 

por lo tanto, x= 2 

MEDIDAS QE VARIABILIPAP 

Una medida de tendencia central no da una descripción completa de un conjunto de datos; las 

medidas de variabilidad son medidas de la forma en que los valores Individuales se desvian del 

promedio. 

~ 

El rango de una muestra aleatoria X 1, x 2, •.• ><n es la dUerencia entre el valor máximo y el 

minlmo de un conjunto de datos, y se representa con la fórmula siguiente: 

X¡n)·Xc1) 

donde: 

Xtn> es el valor máximo observado de la muestra y Xco es el valor mlnimo. 

por elemplo: Los precios de una muestra aleatoria de 5 refrigeradores son: $1580.00, 

$2400.00, $5320.00, $3200.00, $34126.00. Calcular el rango. 

El rango para los cinco valores es 5320.00 • 1580.00 = $3740.00 

VARIANZA 

•L• v•n•nZ• el• un conjunto d• d•tos •• obtiene restando 11 cada uno de los vlMores et valor de /a media 

d• todos los valores, ei•v•ndo el cu•dr•do c•d• un• d• las dif•rene111s rasuttant•s. sum•ndo /as diferencies el 

cu.clrado y dlvrd1endo este total por el número d• valores menos 1. • 1131 Lo anterior se calcula con la 

siguiente fórmula: 

l',1W•yneW. D•niel, op. crt .• p.22. 

Varianza= a2 = & CX.-X>21tCn·1) ,., 
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SI tenemos una muestra aleatoria de tamano n la varianza se calcula con la siguiente fónnula 

m•s útil: 

n n 
Varianza•a2 • n!: (XJ2 ( !: X.)2 / n(n·1) 

1•1 1•1 

QESV!ACION ESTANQAR 

L.a desviación esta\ndar es la ralz cuadrada positiva de la varianza. Su fónnula es la siguiente: 

ó 

a • J (n f. X12..Q: XJ2 ] / n(n·1 ) . .. , .. , 
CO\IARIANZA 

Cuando en una población se tienen los valores X y Y en la que son variables aleatorias, se le 

llama distribución bivariante. La distribución bivariante es un caso especial de una distribución 

conjunta en la que hay sólo dos variables CX y Y). Una distribución conjunta es aquélla en la que dos o 

más variables varlan al mismo tiempo. 

Si X y Y son variables aleatorias que tienen distribución de probabilidad conjunta, la 

covartanza de X y Y denotada por a,,..,. 6 cov(X,Y) que es la covariabilidad entre las dos variables, se 
calcula con la siguiente fórmula: 

donde µ=media. 

"L• cov9n•nZ• ••r6 poait1v• cuando valor9S 91•v•dos d• X •• asocien con valores e/evedos de Y.y 

valor.• bejos ~X•• ••ot1•n • velo,.• bll)O• d• Y. Si los valor•• t'9/etrvem•nt• menores de X se relacionan con 

valor9s 919vados da Y y vicellfersa. entone.a /e cov•rianz• ser• negativa." ,, .. 1 Cuando X y Y son 

estadfstlcamente Independientes, la covarianza es igual a cero. 

2.4.2 DISTRll!IUCION DISCRETA UNIFORME 

L.• m6s ~mple de todas las distribuciones de probabilidad discretas es aqu611a en donde la 

variable •leatoria toma cada uno de los valores con igual probabilidad, distrlbuy6ndolos 

unlfonnemente y siendo constante en un Intervalo dado. Esta distribución de probabilidad se llama 

dlatrlbuci6n dlec,... unifonne. 
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•s; I• v•n-1>,. ei9•ton• X tom• Jos va/ores "t·"a-· ··""' con igual prob•bllidad. entonces la distribución 

d1sc,.t• unlform• ••t• Ciad• por 

f(x;k)s 1/k. x• "1·"z.···•xk .. ¡151 

La notación f(x;k) Indica que la distribución discreta uniforme depende del parémetro k. 

~Si se lanza un dado al aire. cada elemento del espacio muestra! 5={1,2,3,4,5,6} 

ocurre con probabilidad de 116. Como resultado se tiene la distribución uniforme 

f(x;e)= 1/6, x• 1, 2, 3, 4, s. 6 

la dlstrit>uclón gráfica del lanzamiento del dado se hace por medio de un histograma, formado por un 

conjunto de recténgulos de Igual altura como se Ilustra en la figura 7. 

3 8 

Figu ... 7. Histograma del lanzamiento de un dado. 

Las propiedades de esta distribución son: 

1••11bldem p.118. 

Media 
. 

µ·~ "tlk 
1•1 

. 
Varianza --> cr2 = ~ (x¡µ)2 J k ,., 
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2.•.3 DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y MUL TINOMIAL 

CISTRIBUC!ON BINOMIAL 

Considerando un experimento que consiste de pruebas repetidas e Independientes con dos 

posibles resuttados, de los cuales se puede producir Unlcamente uno de los dos; llamaremos a uno de 

los resultados 6xlto (6 favorable) s y al otro fracaso (6 desfavorable) f. Esto se comprueba al checar 

productos que salen de la linea de ensamble, en donde cada prueba o ensayo puede Indicar un 

anlculo defectuoso o uno sin defecto. Es Indistinto definir uno u otro resultado como éxito. 

Un experimento binomial es el que tiene las siguientes caracterlsticas: 

1.- El experimento está comp!Jesto de n pruebas 6 ensayos repetidos. 

2.- Cada ensayo proporciona un resultado que se puede clasificar como éxito 6 fracaso. 

3.- La probabilldad de 6xito, definida por p, se mantiene constante de una prueba a otra. 

•.- Los ensayos son Independientes. 

Las probabilidades de éxito (s) y fracaso (0 son: 

P(s)= p, P(f)= e¡. 

en donde: p+q=1 

entonces, sea p la probabilidad favorable, y asl que q=1-p es la probabilidad desfavorable (n-x). 

La distribución de probabilidad de la variable aleatoria binomial se llama distribución binomial 

y sus valores serán designados por b(x;n,p). Para determinar la probabilidad de x éxitos exactamente 

en n pruebas repetidas de un experimento binomial; se debe considerar en primer lugar la 

probabilidad de x éxitos y de n-x fracasos en un orden determinado. Dado que las pruebas son 

Independientes, se pueden multiplicar todas las probabilidades que corresponden a los distintos 

resultados. Cada éxito ocurre con una probabilidad p y cada fracaso con una probabllldad q•1-p. En 

consecuencia, la probabilidad para un determinado pedido es p-qn-•. se debe especificar ahora, el 

número total de puntos muestrales en el experimento que tiene x éxitos y n-x fracasos. Este valor es 

Igual al numero de particiones de n resultados en dos grupos, con x en un grupo y n-x en el otro, y 

esté dado por <"x>. como dichas particiones son mutuamente excluyentes, se realiza la suma de las 

probabilidades de todas las diferentes particiones para poder obtener la fónnula general o 

simplemente se multiplica p11qn-.: por (nx>· 

Si un enseyo binomial puede resulf•r en un ex1to con prob•billd•d p y en un treceso con probabl11ded q:1-
p. entonces la d1stnbución de probabH1dad de I• vanab/e a/e•tone binomial X. el número de 9xttos en n 
ens•yos mdepend1entes, es 
b(x;n,p)• f'xJ pXqrt~11• x• O, 1, 2 •... ,n 1161 

1••11b\dem p.121. 
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Se llama distribución binomial puesto que para x•O, 1, 2 .... , n corresponde a los términos 

sucesivos del desarrollo binomial. Esta, también se conoce como distribución de Bemoulll, y las 

pruebas independientes con dos resultados se llaman pruebas de Bemoulli. 

Las propiedades de esta distribución son: 

Media -> µ•np 

Varianza -> cr2 = npq 

Desviación estándar-> cr = ~ 

QISTRIBUCION MUL TINOMIAL 

Un experimento binomial se transforma en un experimento muttinomial si se estima que 

cada ensayo podrá tener más de dos posibles resultados. 

"'La d1stnbucl6n b1nom1B1 pu•d• general1%arse f¡,c11mente al caso d• n •nsayos repetidos e 

1ndepend1entes. donde ceda ensayo puede tener uno de vanos resu"•dos ... 1171 Generalmente si un ensayo 

dado lleva a cualquiera de los k resultados posibles: E 1. E 2 .... , Ek, en donde p 1, p 2 .... , pk son las 

probabilidades respectivas de obtener los valores mutuamente excluyentes. entonces la distribución 

multlnomial proporcionará la probabilidad de que E 1 ocurra x 1 veces, que E 2 suceda x 2 veces •... , y de 

que Ek ocurra xk veces, en n ensayos independientes. Asl, 

x 1 + x 2+ ... + xk= n 

Esta distribución de probabilidad se determinará mediante f(x1, x 2, ... , x 11; p 1. p2, ... , Pk· n). 

En general p 1 + p 2 + ... + pk = 1, por lo que eJ resultado de cada ensayo debe ser uno de los k 

resultados posibles. 

Dado que los ensayos son Independientes, cualquier orden que se dé y que produzca x 1 
resultados para E 1, x 2 para E 2 , .. ., Xtc para Ek• ocurrirá con probabilidades p 1X1 p2X2 .•. pkx ... 

El número tot.i de órdenes qu• produe9 reaultedos sem•J•ntes par• Jos n •nsayoa es igual al número de 
repenlr n ~rt/culos en k. grupos, con " 1 en •I pnmero; x 2 en •I segundo: .. ,; y xi< •n ., lt..-4S1mo. Esto se 
pu.O• reeliz•r •n 
. n 

( "1· "a-····"•' ., n!/x1! "2'-·-"•' 
formasl 11l 

La dlS1rtbucl6n mullinomial se obtiene al multiplicar la probabilidad para un orden especificado 

por el número total de particiones. Entonces la fónnula de la distribución muninomlal se representa de 

la siguiente forma: 
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donde 

e:L.eMe:NTOS PR08AIMUSTICOS e:N EL. Al!~l!NTO De: PATlll:ONl!S 

n 
f(x1.x2·····>Ctt; P1.P2.-· .. Pk• n)•(x1,X2•····XWP1X1 P2X2 ... pkx .. 

k 
l: X¡SO ,., 

k 
y !: p.=1. ,., 

Se le llama distribución binomial por el hecho de que Jos términos del desarrollo multlnomial 

de (p1•p2+ ... +pk)n corresponden a todos los posibles valores de f(x1 ,x2 .... .>ck; p 1 ,p2 .... ,P1c· n). 

~ Un dado se lanza 8 veces. La probabilidad de obtener los _lados S y 6 dos veces y 

cada uno de los otros una vez es 

f(2.2, 1,1,1, 1: 1/6,1/6,116.1/6, 116.1/6, 1/6, 1/6, 8)= 

• (8!/21 2! 11 11 11 11) (116)2 (116)2 (1/6) (1/6) (1/6) (116) i= 35/5832 - 0.006 

2.4.4 OISTRIBUCION DE POISSON 

Los expenmentos que dan como resultado valores numéricos de una variable aleatoria X, el 

número de resultados que ocurren durante un periodo de tiempo dado o en una región especificada, 

frecuentemente es llamado experimento de Poisson. Puede ser cualquier magnitud: un minuto. un 

dia, una semana, un mes, etc. 

S •"penmenro de P0tsson posee las siguientes propiedades 
1 .• S nümero de resultados que ocurren en un Cierto intervalo de tiempo 6 en una región especificada. 

•s independ1t1nte d•I nümaro que se ,,.ne •n cualqu1ar otro intervalo 
2 ~ La probabü1dad de qu• un sOlo resultado ocu"a durante un lapso muy corto ó en una pequena 

región. as proporaonal a /a magnitud del mtarvalo de ttempo o al tamal'lo de /a región. y no depende del 
nüm•ro el• ,..sulr•dos qu• s• produzcan fuera del mtervalo considerado 

3 .• La probabllid.O d9 qua ocu"• mlfis d• un reaunado en ese breva lapso ó d• qu• catg• •n una 
peque/fa región as d9spreciabfe. 11 91 

El proceso de Poisson consta de eventos independientes que ocurren aleatoriamente en el 

tiempo, Asl. la distribución de probabilidad de la variable •leatoria de Polsson X, que representa la 

cantidad de result•dos que se genermin en un r•ngo de tiempo dado 6 en una reglón especifica, es 

p(x;&J)• e-1-1 µ• / x1. x= O, 1, 2 •... , 

&J es el número promedio de resultados que ocurren en el Intervalo de tiempo dado 6 en la 

región especifica y e•2.71828 .... 

1' 91 lbld9m p.13" 

36 



EU!Mll!MTOS '""oa...BILISTICOS EN EL A:ECC>t.tOC-ENTO OE PATRONES 

Esta distribución Infinita se presenta en muchos fenómenos naturales, tales como et número 

de llamadas telefónicas por un minuto en un tablero de distribución, el número de errores por página 

en un texto muy grande, l•s emisiones de electrones de un ctltodo caliente, y el número de partículas 

emitidas por una sustancia radiactiva. 

En la figura 8 se muestra el diagrama de la secuencia aleatoria tipica de eventos con la 

distribución de Polsson. 

r 
1

,f~_t ~,~, ~"~' ~'~' ~'~1t_t...._ .. o t 

Figura a. Distribución de Poisson. 

Las propiedades de la distribución de Polsson son: 

Media 

Varianza 

-> µ""X 

-> a2=x 
Desviación estándar-> e = ..r;;:-

2.11 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUA 
Anterionnente se ha estudiado la fonna de actuar de la distribución binomial normalizada 

cuando se hace que aumente indefinidamente el nümero n. mientras que la probabilidad se mantiene 

constante, sin sufrir variaciones, y ae ha visto que la variación binomial discreta se convierte entonces 

en una distribucJOn limite continua: la distribución normal. También otras distribuciones limite resultan 

del tipo discreto. 

2.5.1 DISTRIBUCION NORMAL 

Oe todas las distribuciones continuas que se conocen, la distribución normal se considera una 

de las mé.s importantes y también se conoce como distribución de Gauss. Su gráfica es llamada 
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curva normal, tiene Ja fonna de campana como se muestra en la figura 9 la cual describe la 

distribución de muchos conjuntos de datos que ocurren, con mediaµ y varianza cr2. 

b 

Ffgur• 9. Distribución normal con media µ y varianza a 2 donde a=cr2y b=µ 

Una variable aleatoria continua X que tiene su distribución en fonna de campana. se le llama 

variable aleatoria normal y depende de Jos parámetros media µy desviación estándar a. 

La fórmula de Ja función de densidad de la variable aleatoria normal X, con media µ y 

varianza o-2. es 

f(x)= { 1/ a ~l e·(112ll<•·IJ)I., 1
2

• -::e< x <oc 

donde 1-1= ra media de la distribución 

a= la desviación tlpica de la distribución 

7t= la constante 3.14159 .. . 

e= la constante 2.71828 .. . 

Algunas caracterlsticas de importancia se mencionan a continuación: 

1 .- El érea total comprendida bajo la curva y por encima del eje horizontal es igual a 1 (unidad 

cuadrada). 

2.- .. L• 1nod•. •sel punto •n el •J• honzont• donde I• curve tlflne su m•x1mo. ocurre en xmµ" 1201 asl. la media. 

la mediana y Ja mOd• son todas iguales. 

3.- La curva es sim6trica respecto a un eje vertical que pasa por la media µ, es decir, el 50% del área 

está a la derecha de Ja mediana y el otro 50% se encuentra a la Izquierda. 

4.- La curva tiene sus puntos de. Inflexión en x=µ:o, es eóncava hacia abajo si µ~a< X <IJ+a y es 

cóncava hacia arriba en caso contrario. 

pe¡ lbld9m p 147. 
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5.- E.Jc\ste una d\stribuclón normal diferente para cada valor de µ y e , el valor de µ coloca la 

distribución en el eje horizont•I. L•s distribuciones que tienen diferentes valores en las medias se 

sltú•n en diferentes posiciones sobre el eje hortzontal, mientras més grande sea la desviación 

tiplca m•s plana y m6s extendida es la gréflca de distribución. 

6.- La curva de una distrtbución normal va desde -ce hasta +oc. 

2.5.2 APROXIMACION DE LA DISTRll!IUCION NORMAL A LA BINOMIAL 

La aproximación nonnal a la distribución binomial tiene una gran Importancia teórica·práctica 

y juega un papel importante en el desarrollo del teorema del limite central. 

La utilidad que tiene la distribución normal en estadistica se entiende mejor si se toma en 

cuenta el hecho de que esta distribución proporciona una aproximación de la distribución binomial. 

cuando n es grande y p y q no son muy pequenas (no está demasiado cercano a O ó 1), las 

distribuciones asociadas con una distribución binomial pueden aproximarse con una exactitud 

estimable por medio de las áreas correspondientes bajo la curva normal. 

"M•d1anre los meroaos d•I cttlculo. se puede demostrar formalmente que el ltree bejo Ja curva normar es 

igual e /e unidad. O.t:J1do • •are hecho. cualqu,.r area p•rc1af ba;o la curva se mrerpreta como una prot:Jat:Jlbdad .. 
(:I} 

L• curva de una distribución de probabilidad continua ó llamada también función de densidad, 

se traza de forme que el área bajo la curva delimitada por dos ordenadas x=x1 y x=x2 , es igual a la 

probabilidad de que le variable aleatoria X tome un valor entre x=x1 y x=x2 _ En la figura 1 O en la 

curva normal, el érea bajo la curva se muestra en ta reglón sombreada . 

., 
P(x1<X<x2) • fx, f(x)dx 

= ( 1/o..J"'2ñ) 1:: e-<112>l<•-1-1)tof dx 

Pll Made Etmer B .• op. ctt.., p.150. 
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Figura 10. P(x1 <X<x2) =área de ta reglón sombreada. 

Es importante tomar en cuenta que las frecuencias binomiales son funciones de variable 

discreta. mientras que tas frecuencias nomlales son funciones de variable continua, por esta razón es 

conveniente usar una correccl6n por continuidad, una regla práctica establece que la apro:illmaclón 

normal de la binomial es adecuada cuando np y n(1-p) son mayores que cinco. 

Para hacer uso de la aproximación normal, hacemos que µ=np, a = ~ np(1-p) y convertimos 

los valores de la variable original en valores de z para encontrar laS probabilidades que presenten 

Interés. 

~: La corrección de continuidad se muestra en la figura 11, donde n=20 y p=0.3. La 

probabllldad de X-=x es Igual al área del recténguto centrado en x. Por ejemplo, la probabilidad de x=B 

es Igual al área del recténgulo centrado en 8. Este rectángulo se extiende de 7.5 a 8.5, de acuerdo 

con I• t•bla, el •rea es Igual a 0.11 .. que se muestra en la figura 11a con el 6rea sombreada. 

SI usamos la •Proxlmacl6n nonnal de la binomial, tenemos en cuenta que para la binomial, 

P(X•x) es el •rea del rect6ngulo centrado en x. cuando realizamos la conversión de los valores de x 
en velores de z. I• corrección de continuidad consiste en sumar 0.5 a, y/o restar 0.5 de, x. según sea 

m6s conveniente. utlllzanao la corrección de conUnuldad y la aproximación nonnal para encontrar la 

probabilidad de que X asuma un v•lor comprendido entre X.ª7 .5 y xb•8.5. Convirtiendo a valores z, 

entonces 

n• 20, pa 0.3 '-'ª np • e. 

z.· 7.5-6/ (20)(0.3)(0.7)• 1.512.05• 0.73 

...,. 11.5-e/ (20)(0.3)(0.7)• 2.512.05• 1.22 

De •cuen:lo a tablas el valor buscado es 0.1215 que es aproximado a 0.114' y el 6rea b8jo la curva 

nonnal, conespondlente a P(7 .ss X sS.5) aparece sombreada en la figura 11 b. 
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0.15 
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o , 2 :s .. ~ e 7 a o 1C ,, 12 ,, ,,. 

P(X-=8) usando probabilidades 
binomiales 

Figura a, 

t~l ~"' 
o , 2 :s • :. e. 1 a o 'º ,, 12 ,3 , .. u 

P(7.5 =X= 8.5) usando aproximación 
normales 

Figura b. 

Figura 11. Aproximación normal de la binomial con n=20, pc0.3 y µ•nps 6, en la que se muestra 

P(X•8). 
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CAPITULO 3 

CLASIFICACION DE PATRONES MEDIANTE FUNCIONES 

LIKELIHOOD (DE VEROSIMILITUD) 

3.1 INTRODUCCION 

Este capitulo comienza con el estudio de la aproximación estadlstlca para el Reconocimiento 

de Patrones. Esta aproximación Involucra en su estimación las propiedades eS1adístlcas de l•s clases 

de patrones para realizar un diseno de clasificación, está basada en Información de la distribución 

adoptada de las caracterlsticas. El enfoque estadlstico se emplea en los casos en que los vectores de 

algunas clases presentan una dispersión significativa, con lo que es posible derivar una regla de 

clasificación que tendrá una baja probabilidad de cometer errores al clasificar un patrón. 

Se explica el teorema de Bayes y los dos tipos de clasificadqres estadísticos que se derivan 

de él: el clasificador estadistlco ... posterior! .. y el clasificador estadistico •a priori", que como se verá 

es denominado claalficedor .. Y••i•no. 

El desarrollo plinclpal en este capitulo es todo lo referente al clasificador Bayesiano ya que es 

la aproximación que se usa comúnmente. En el diseno de este clasificador es primordial la estimación 

cte las funciones de densidad de probabilidad (FOP) p(XIW.) que son conocidas como funciones de 

verosimilitud, puesto que para clasificar cualquier patrón dentro de alguna clase se basa en estas 

FDP. 

El cl•sificador Bayesiano empleado se aplica para patrones normales ya que son los más 

comunes en los casos pr•ct1cos. En este e.so las clases siguen una distribución nonnal 6 de Gauss 

donde se lndlc.n las medias (m) y las desviaciones estándar (Upicas) a, que determinan el 

comportamiento cte un• vari•ble •leatoria Gaussiana, esto es, su fdp para poder clasificar un objeto 

(patrón). 

Se dice, en general, que en el Reconocimiento de Patrones est•ctfstico, la distribución de 

probabilidad de las carecteristicas y el teorem• de B•yes, se usan para generar reglas de •signaclón 

ó decisión óptimas para que haya el mínimo de errores en la Clasificación. 
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3.2 INTRODUCCION GENERAL AL CLASIFICADOR BAYESIANO 
La función de un clasificador de patrones es encontrar una ~ecisión óptima para clasificar 

correctamente un patrón de entrada dado dentro de categorlas ó clases. 

El cl•alfic•dor .. Y••l•no a través de consideraciones estadisticas puede derivar una regla 

de clasificación Optima que produce Ja más baja probabilidad de cometer errores de clasificación, por 

lo que representa la medida Optima de funcionamiento. Esto quiere decir, que minimiza la pérdida 

total esperada con respecto a todas las decisiones. 

El clasificador Bayesiano se basa en el Teorem• de B•Y•• el cual puede expres.~e de la 

siguiente forma: 

donde: 

p(X 1 W,) p(VV,) 
p(l/V, 1 X) = -------

p(X) (3-1) 

p(W, J X) es la probabilidad condicional • posteriori de que dado un. vector de caracterlslicas X sea 

miembro de la clase W,. 

p(X 1 w,} es la probabilidad condicional de que dada una clase W, el valor de la variable aleatoria sea 

X. Es decir, es la función densidad de probabilidad (fdp) de Ja clase W, considerada como 

una variable aleatoria. 

Este término es llamado con frecuencia función likelihood (función de verosimilitud) de la 

claseW,. 

p(W,) es la probabllidad a priori de que exista un elemento de la clase W, es decir, ta probabilidad 

de ocurrencia de la clase W,. 

p(X) es la probabilidad a priori de que exista un patrón a clasificar con un vector de caracterlsticas 

igual a X (un vector numérico concreto). Este elemento es un factor de escala que puede 

eliminarse por no tener Información discriminante, ya que tiene el mismo valor para un 

conjunto de M clases, w,, W 2, ... , WM compitiendo por el vector X a clasificar. Esto significa 

que es Independiente de la pertenencia de X a una u otra clase ya que no depende de l. 

Por lo tanto la ecuación (3·1) queda de la siguiente forma: 

p(VV, IX) = P<XI W,) p(VVJ 
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CLASIFICACIQN ESTAQIST!CA A POSTERIOR! 

En la ecuación (3-2) se observa que el primer miembro proporciona la solución para encontrar 

a qué clase w,, W 2 , •••• WM pertenece un vector X dado. 

La clasificación seria de acuerdo a lo siguiente: 

XeW1 si 

"\fl:¡io.j, 

p(W, 1 X) > p(W, JX) 

i= 1.2 •... M. 

(3-3) 

Cuando el clasificador se basa en el primer miembro de la expresión (3·2) es llamado 

""claatficador ••tedlatlco a poateriori... Esto se debe a que se Intenta calcular ó estimar la 

probabilidad a posteriori de que X sea miembro de la clase W,. Para calcular las probabilidades de 

este clasificador es necesario un proceso de aprendizaje, debido a que en este caso, las 

caracterlstlcas estadfsticas de patrones en cada clase tales como: p(W,) y p{XIW,) son parcialmente 

conocidas; se disel'\a un sistema de reconocimiento de patrón que tiene la capacidad de estimar la 

Información desconocida durante su operación. Las decisiones son hechas en base a la información 

estimada. 

Cuando la Información estimada se aproxima gradualmente a la información real, entonces 

las decisiones basadas en la Información estimada se aproximarán eventualmente a la decisión 

óptima. 

En la siguiente figura se representa este tipo de clasificación. 

Figura 1. Estructura del clasificador estadlstico a posteriori. 

CLASIF!QACION ESTAQISTICA A PRIORI 

Cuando el clasificador se basa en el segundo miembro de la expresión (3-2) es llamado 

"clesificador eatadistico a priori.. debido a que se trata de la probabilidad a priori de que 
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cumpll6ndose la hipótesis de ser miembro de la clase w.. el patrón tenga el valor numérico X. Por lo 

que se tiene otra forma de cl•slficar un vector X de acuerdo a lo siguiente: 

si p(XIWJ pC>fl/J > p(XIW,) pC>fl/,) (3-4) 

'o'l,...j, ¡ ... 1.2 .... M. 

La principal dificultad para el diseno de este tipo de clasificador es la estimación estadistica 

de l•s funciones de densidad de probabilidad (FDP) de las clases p(X!W1), p(XjW2 ), .... PCXIWM) a 

partir de un conjunto de muestras o caracteristicas fisicas de las erases w,, w2 .... , WM que se 

consideran como variables alealorias. 

En la siguiente figura se representa este tipo de clasificación. 

~-p(-X/VV2-,--)-~----=_,,,,~'-, ----, ; .. _,_, --
""""''' D-
P<XM'.) 

Figura z. Estructura del clasificador estadistico a priori. 

Del tema de funciones de decisión visto en el capitulo 1 se observa que las expresiones (3-3) 

y (3-') son las Implementaciones de las funciones de decisión: 

d,(X) a:: p(XJ WJ p(WJ. 1E1.2 •...• M (3-5) 

en la cual un patrón X se asigna a la Clase W, si para ese patrón d, (X)> d¡ (X) para todo i,... J. 

Como los 2 clasificadores estadfstlcos vistos anteriormente están relacionados entre si por el 

teorema de Bayes se les puede llamar clasificadores bayeslanos. "No obstante. el reconoCfldor • 

post•nort (asl denominedo por diseflerse • pertir ae I• est1meci6n mediante •I aprenáizeje 6 entrenem1ento 

aupervisados de la fdp a postenori) se obtiene en la préct1ca como una tdp, que es una aprox1mac1ón lm•al • Is 

fdp ,...,,¡ p(Vv. PQ- 1'1 ; por otro lado. el reconocedor a priorí •tdenominado BSI por á1sel'lerse a pBrt1r de la 
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••timaci6n ••t•dl~tJC• d9 I• fdp • pnorl) •• obtiene •n I• prllctice como un• estimaaón msesgade d• I• fdp reel 

p(.)<lWJ" ro. Esto quiere decir, que lo que se obtiene en Ja préctica es una versión aproximada de Jos 

verdaderos reconocedores estadisticos. En el caso de los clasificadores a posteriorl ó que se basan 

en el aprendizaje, se dlsenan con hipótesis menos aproximadas a la realidad que en los clasificadores 

a priori en lo que se refiere a las distribuciones en probabilidad reales de las clases W1. W 2, ..•• WM. 

Debido a esto, • lo• clealfic:edorw• est.diatic:o• • priori •• • lo• que •• les denomina 

cl••lflc:adore• beY••l•noa, ya que en la practica tos clasificadores estadlsticos a posterlori son una 

aproximación menos verdadera al primer miembro del teorema de Bayes. 

El diseno de un Clasificador Bayesiano usando la ecuación (3·2) se puede observar en la 

figura 3. 

DE FUNCIONES 

OE DENSIDAD 

p(X/W,) 

p(W.) 

P<XJW1) PfXIV\l,)p(W,) 

p(W;) 

ocw-> 
p( X/W,.) 

P{ XNV,,. )p(W,,. ) 

~igur• 3. Clasificador Bayeslano. 

3.3 CLASIFICADOR BAYESIANO PARA PATRONES NORMALES 

Se les llama patrones normales a aquellos que se ajustan a los criterios dados par la 

desviación estándar (a) y la varianza (cs2). En este caso las funciones de densidad de probabilidad 

p(XJWJ son nonnales multivariables (Gausslanas) y son las que se dan en la m•yorla de los casos 

pr6cticos. 

Comenzaremos con el ceso m.ts sencillo de función de densidad de probabilidad univariable 

para una variable aleatoria X, esto es, cuando se trabaja con una sola caracterlstica discriminante se 

tiene la siguiente ecuación: 

J2J lbla.m p. liiM 
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1 
PCXIWJ = ---- exp [ - % (X-m, / o-, ) 2 J 

~. 

- m, es la medida ó valor esperado de X. 

- a, es Ja desviación estándar de la clase W,. 

(3-6) 

Cuando se tiene un vector de caracterlstlcas bidimensional, es decir, cuando se manejan dos 

caracteristlcas discriminantes X1, X2 la ecuación queda de la siguiente fonna: 

Donde: 

p(XJW.)-= ---- exp -1/2 l<X1 - m,,)2/o-2,, + CX.:: - m.:)~/o-2.:] 
21t 0"11 O"i;> 

- m,, y m,: son las medidas 6 valores esperados de x, y X.::. 

- o,, y o-,;o son sus desviaciones estándar. 

(3-7) 

En el último caso se considera un vector de caracteristicas n-dimensional con M clases de 

patrones, la función densidad de probabilidad queda de la siguiente forma: 

PCXIW.) e: e 1 -11:? {X-m•J •l'C• (A-m•J 1 1. 1.2 .... 

(2n)"'21Cfr.? 
(3-8) 

Donde: 

- n es la dimenslonalidad de los vectores patrón. 

- cada densidad es especificada por su vector medio 6 esperanza matemática (m,) y la 

matriz de covarianza (C.), definidas como sigue: 

m,~ E,{X) 

e,• E, { (X-mJ cx-m.>T > 
- c; 1 es la matriz inversa de la covarianza. 

- 1c,1 es el detenninante de la matriz de covarianza C,. 

Oe esta manera se obtiene: 

(3-9) 
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(3-10) 

~
x; : ;:;,J ( x, - m, x, - m, 

C 1 •E . . 

Xn -m,, 

[

(X, - m,¡2 (X, - m,) (X2 - m,) - - - (X, - m,¡ pe., - m.,)J 
CX2 - m:z) (X, - m,) CX:z - m:)2 - - - CX2 - m2) CXn - m,,) 

C,•E -- -- -- -- -- ---- -- -- -- -- --ex.. - m,,) (X, - m,) ex.. - mn) ex~ - m2) - - - (X,, - mn)~ 

C, es una matriz simétrica respecto a la diagonal principal. Los elementos de la diagonal 

principal que llamaremos C1e1c se denominan varianzas del k-éslmo elemento del vector patrón 

representadas como a.2 • E(X1 - m 1 )
2

• 1=1.2, ... , n. Los demás elementos fuera de la diagonal principal 

que llamaremos c 1 ... se denominan covarianzas de las variables X, y X.. y cuando X 1 y X.. son 

estadlsticamente independientes C'°' = O. Esto quiere decir que la"S matrices de covarianza son 

diagonales puras: 

C
(X, - m,¡2 

e,= 
o 

La función de decisión para la ciase W, de acuerdo a la ecuación (3-10) puede ser 

d,(X)•p(XIW.) p(VVJ. Debido a la forma exponencial en la ecuación (3-8) que es la función de decisión 

normal, es mejor trabajar con el logantmo natural de ésta; quedando de la siguiente manera: 

d,(X)= ln[p(XIW) p(W)) =In p(XIW) + In p(VV) (3-11) 

Sustituyendo la ecuación (3-8) en la ecuación (3-11) se obtiene: 

d,(X)z In p(W,) - n/2 In 2n - 112 In IC,I - 1/2 ((X-m.) T C;1 (X-m.)] 

1=1.2, ... , M 

(3-12) 

El término n/2 In 211 de la expresión (3-12) puede ser eliminado ya que no depende de 1, 

quedando la siguiente ecuación: 

d1(X)• In p{W¡) - 1/2 In IC1I -1/2 ((X~,)T CI, (X~.n 

i • 1,2, ••• , M 

(3-13) 

La ecuación (3-13) representa la función de decisión de Beyes para patrones normales y es 

una función de decisión hipercuadrética ya que no aparecen t6nninos mayores al 20. grado en ella. 
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Por lo tanto: 

Lo mejor que pu9d• hecer un Clestficedor d• Bayes p•r• petrones normales es colocar un• superlioe 
de dectaión gener.i de 20 orden entre cede per de cJeses de petrón. Si /es pob/aCJones d• petrones son 
cerectenzedas exectemenre med1ente densidades normales, no obstante, ntngunes otras superfiCJes 
produetrán m•J0'9S resulledos en un• bese tfPJc#IJJ 

- Si todas las matrices de covarianza son diferentes: e, =" C 2 =" ..••• '""' e"' y no contienen 

elementos nulos, •1as funciones d1scnmman1es son no lineales, ya que aparecen todas las combmaciones 

cuaclrát1cas poSlbles de les componentes del vector de carecterfst1cas"'4J: 

x,2, xl . ... x,,,.2, x,x2. x,x3 ..... xM., x,.. (3-14) 

- Si todas las matrices de covarianza son iguales: e, = C 2 = ..... = CM = C y no contienen 

elementos nulos, quiere decir que el vector de características (patrón) tiene un comportamiento 

estadlstico parecido en todas las clases. Por lo tanto se pueden eliminar los t6rminos Independientes 

de Indice 1 ya que no tienen un carácter discriminante. de esta manera. la ecuación (3-13) queda de la 

siguiente forma: 

d.{X)= In p(VV,) + xT e·, m, - 112 m,T c·1 m,. (3-15) 

I= 1.2 ..... M 

La ecuación (3-15) representa un conjunto de funciones de decisión lineales. 

Si además se tiene que c=i. siendo 1 la matriz identidad y p(W,)=1/M. donde 1=1 .2 ..... M 

queda una ecuación de la siguien1e forma: 

d,(X)= XT m,- 1/2 m,T m, (3-16) 

3.• ESTIMACION DEL VECTOR MEDIO Y MATRIZ DE COVARIANZA 
Une vez conSldereae I• neturelflz• estedlsttca de las Clases d• objetos • Clesff'icar y un• vez admJt1dt1 la 

hipótesis a. que Siguen dlstnbuCJones norm.-s ó de Geuss. el •specto práctico central y casi Umco para 
el dlsello del co"9spond•nt• reconocedor •utom"1co es /e obtenCJón de los dos pa,..ametros que 
determinen las funeton•s d1scnminentes. •s daCJ·r. /e matnz de covanenza y el vector medio l5J 

La estimación del vector medio 6 esperanza matemática de la clase se puede expresar de la 
siguiente manera: 

m • E{X) • 1/N !: X1 ... 

PI Tau .h..iliu• T. y Gonzalez R•f .. I c .• ·Penem R9e0gnttion Pnne1p6e5·. p. 121 
..,, MataVllll D•tlo. op. en. .• p. 118 
1•11blaem,p 121. 

49 

(3-17) 



donde: 
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N • número de elementos en la clase W,. 

X• muestra de la clase w,. 

Expresando de manera expUclta la ecuaciOn (3·17) se obtiene lo siguiente: 

~
m~ ~" + x,, + ...... + x,J 

maE ~2 •1/N X~,+~22• .. : ... +X~N 

mn x.,,. Xni •......• xnN 

La matriz de covarianza se expresa como: 
C= E{(X-m) (X-m)T) = E{X XT}- m mT 

Por lo que su estlmaciO~ será la siguiente: 

C• 1/N l: X1XJT .m mT 

"'' Donde la matriz de covarianza está dada por: 

e" e,, ...... c,.J 
C= C:21 C::.:2 ···: .. ~2N 

Cn, Cn:: ...•.. CnN 

3.S PARA.METROS DE RIESGO ASOCIADOS AL CLASIFICADOR 
llAYESIANO 

(3-18) 

(3-19) 

(3-20) 

Despu6s de haber visto el clasificador Bayesiano para patrones normales, veremos aqul la 

probabilidad de error relacionada a las clasificaciones de este reconocedor. En la figura 4 está 

representada la distribución de una caracterlstlca única, se puede observar que las poblaciones se 

traslapan. Esto quiere decir que algunos de los datos de w, caerán cerca de los de W2 y viceversa; 

por lo que algunas veces la decislOn del clasificador serla incorrecta ya que clasificarla a x como 

perteneciente a W 1 cuando en realidad pertenece a W 2 (suponiendo que es seleccionado w, si XsA y 

W2slX>A. 

so 
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Flgu,. 4. Representación gréflca de los errores que se pueden presentar en la 
claslflcacl6n de un objeto unidimensional entre dos clases w, y W 2• 

En la figura •. están representados los errores producidos en la claslflcaclón de un objeto al 

asociarlo a una de las dos clases w, 6 W 2 . Como los errores son éreas se pueden expresar como 

integrales: 

Por lo tanto la probabilidad total de una c1asif1cación errónea queda de la siguiente forma: 

PET = PCW2) JR, p(XIW2) dx + p(W,) f"': p(XIW1) dx 

PET = e, PCW1) + e2 P(W2) 

La Integral es minimizada cuando R, = {X\p(W,) p(XIW1) - p(W2) p(XIW2) > O}. Por lo que la 

regla de Bayes óptima asigna el objeto con vector caracterlstico X a la clase w, si: 

p(XIW,)/p(XIW,) > p(W,)Jp(W,) 

y de otro modo asigna X a W 2. 

(3·21) 

El ténTiino del lado izquierdo en la ecuación (3-21) es denominado con frecuencia like/Jhood 

ratio (razón de verosimilitud): 

l,,(X) • p(XJW,)/p(X¡W,) 

la cual es la razón de dos funciones de verosimilitud. 

SI 
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"El •rror mfmmo •s el cnt•rio óptimo mas a1mple que pu•de ser us•do con la regla de Bayes. Es posible 

eaignar pesos d• venas e/eses e /os venos tipos de errores y obt•n•r ,.glas de deCJsión ópt1m11s para 

situacion•• mas complejas ..(OJ 

Regresando a la ecuación (3-21), 6sta puede ser usada de la forma: log p(XIW1) - log p(XfW2) 

> log p(W2 ) - log p(W1), ya que los célculos son més fáciles. 

1• 1 Naclley Morton y Smltl'I Enck P., "Penem R-=ognlbon Eng1,...nng•. p. 349 
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CAPITULO 4 

CLASIFICADORES ENTRENABLES. UNA APROXIMACION 

DETERMINISTICA 

•.1 INTRODUCCION 
H•st• ahor• las aproximaciones para el diseno del clasificador de patrones han estado 

~dmis en c61culos directos, en el sentido que las fronteras de decisión generadas por esta 

•proxlmaci6n son derivadas de muestras de patrones, las cuales detennlnan los coeficientes de 

c61culo. 

Un ciaslflcador de patrones entrenable es un clasificador que puede perfeccionar su ejecución 

en respuesta a infonnación que recibe. 

En este capitulo se comienza con el estudio de clasificadores cuyas funciones de decisión son 

generadas de patrones entrenados por medio de algoritmos de •aprendizaje" Iterativos. La idea de 

llamar aprendizaje viene de los plimeros dlas del reconocimiento de patrones. cuando las primeras 

pruebas estuvieron hechas para tener un reconocimiento de programas desarrollado con lógica propia 

para aprender las clasificaciones de objetos sujetas a clenas caracterlsticas requeridas para llevar a 

cabo un reconocimiento. 

En el capitulo 1 un tipo de función de decisión fue especificado, el problema es la 

determinación de los coeficientes. Los algoritmos que se presentan en este capitulo son capaces de 

aprender la solución de coeficientes de los conjuntos entrenados, siempre que este conjunto de 

patrones entrenados sean separables por la funciones de decisión especificadas. 

SI se dan dos conjuntos de patrones correspondiendo respectivamente a l•s clases w, y W 2. 

se desea encontrar un vector de peso solución W con ta propiedad de que WTX > O para todos los 

patrones de w, y wTx <o para todos los patrones de W 2. SI los patrones de W 2 se multiplican por -1 

se obtiene la condición equivalente WTX >O para todos los patrones. N representa el número total de 

muestras de patrones aumentados en ambas ciases, se puede expresar el problema de encontrar un 

vector W. tal que el sistema de desigualdades 

donde 
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W • CV'J,, W2 •.•. , Wn. W"* 1)', y O es el vector cero. Si los patrones están bien distribuidos. X satisface 

ta condición de que cada submatriz (n+1) x (n+1) de X es de orden n+1. 

SI existiera una W que satisfaga la expreslOn ("4·1), las desigualdades serán consistentes; de 

otra manera son Inconsistentes. En la terminologla del reconocimiento de patrones se dice que las 

clases son separables o Inseparables, respectivamente. La expresiOn (4·1) asume que todos los 

patrones han sido multiplicados por ·1, y todos tos patrones han sido argumentados. 

Se puede tomar la aproximación estadlstlca o la aproximaciOn determinlstica para la soluclOn 

de la expresión C•·1). La aproximación determinlstica forma las bases para los algoritmos que se 

desarrollan en este capitulo, estos algoritmos son desarrollados sin hacer alguna suposiciOn 

referente a las propiedades estadlsticas de las clases de patrón. 

4.2 APROXIMACION MEDIANTE EL. PERCEPTRON 

En el aprendizaje, en los distintos modelos de redes neuronales se Incluyen las redes de 

propagación hacia atrés, las máquinas de Boltzmann y los perceptrones: de los cuales uno de los más 

utilizados es definido como algoritmo del perceptrón por ser uno de los primeros modelos de redes 

neuronales. Este algoritmo se originó de los primeros esfuerzos hechos sobre conceptos biológicos 

aplicados a máquinas electrónicas con fines de aprendizaje en animales y máquinas. 

A mediados de los anos cincuentas y principios de los sesentas una clase de máquinas 

construidas por Rosenblatt (1957) llamadas perceptrones, pareclan ofrecer un modelo natural y 

poderoso de aprendizaje de máquinas. Por esta época mucha gente especuló con la posibilidad de 

construir sistemas Inteligentes utilizando a los perceptrones como elementos constituyentes, a partir 

de bloques construidos con éstos. -un perceptrón imtts una neurona tomanc:lo una suma ponderada de sus 

•ntradas y envla •la salida un 1 ., la suma es más grande que algün valor umbral a1ustsble (si ocu"e c:Je otro 

modo d•vu91v• or.111 

El modelo basico de un perceptrón que es capaz de clasificar un patrón en una de dos clases 

se muestra en la figura 1. La máquina está compuesta de un arreglo S de unidades sensoriales, 

donde dichas unidades estén conectadas a un segundo arreglo A de unidades asociativas. En donde 

estas unidades dan como resultado una única salida si es que hay las suficientes unidades 

sensoriales activadas 
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se puede ver • estas unidades sensoriales como el significado por el cual la méqulna recibe 

estimulas de su medio •m~ente exterior, es decir, es el disposltlv~ de medición. L.as unidades 

asociativas son consideradas como la entrada a la maquina. 

Arreglo .. S .. 
Unidad•• 
••naoneles 

Arreglo .. A .. 
Unidades 
esoc1abvas 

Arreglo .. R .. 
Unidades de 
respuesta 

R 
Respuesta 

Figura 1. Modelo básico del Perceptrón. 

Entonces se puede ver que la respuesta de la méquina es proporcional a la suma de las 

respuestas del arreglo asociativo, entonces la respuesta de las unidades de respuesta está dada por. 

R-=~
1 

WX.=W1 X 

en donde: 

X. son las respuestas de la i-éslma unidad asociativa. 

W, es el peso correspondiente. 

Si R > O, el patrón visto por las unidades sensoriales pertenecerá a la clase w,, y si R < O 

entonces perteneceré a la ciase W'1· El modelo básico del perceptr6n es visto como una 

Implementación de funciones lineales. 



ELEMENTOS PlltoaAalLISTICOS eN EL RECOHOC-ENTO 01!! PATRONES 

Algunos perceptrones se pueden combinar para calcular funciones més complejas. como se 

ve en la figura 1, que se puede extender para el caso mutticlase, aumentando el número de unidades 

en el arreglo R (unidades de respuesta). 

4.2. 1 ALGORITMO DEL PERCEPTRON Y PRUEBA DE CONVERGENCIA 

El algoritmo de entrenamiento ó •prendizaje del perceptrón es un algoritmo de búsqueda que 

empieza en un estado inicial •leatorio y acaba encontrando un estado solución, es un esquema 

simple para la deterrnin•ción lter•tiva del vector de peso W. Consiste en Incrementar 6 disminuir el 

vector de peso W (6 de coeficientes) proporcionalmente a la muestra X que na producido una 

decisión Incorrecta. •EJ espeCJo c:J• búsquec:J• &1mplement• consiste en todas /as poSibles asignaC1on•s c:Je 

va/ores reales •los pesos del perceptrón y I• estrategia de búsqueda es un descenso por al grac:J1enre·. rzi 

El esquema denominado como algoritmo del perceptrón se declara como sigue: 

Teniendo dos conjuntos de patrones muestra que penenecen a las clases w, y w~ 

respectivamente, en donde W(1) representa el vector de peso Inicial pudiendo ser escogido 

arbitrariamente. Entonces en el k·éslmo paso de entrenamiento se tiene: 

•SI X(k) e W 1 y WT(k)X(k) s O, sustituir W(k) por 

W(k+1) • W(k) + cX(k) 

•SI X(k) e W 2 y WT(k)X(k) ~O, sustituir W(k) por 

W(k+1) = W(k) - cX(k) 

• De otra manera dejamos a W sin cambios 

W(k+1) • W(k) 

(4·2) 

(4-3) 

(4-4) 

En donde e es una constante de corrección, y es un factor vital en Ja velocidad y fiabilidad de 

la convergencia del algoritmo h•ci• la solución del problema; un coeficiente c grande hace que sea 

r6pido el aprendizaje pero puede llegar a desestabilizar la convergencia del algoritmo. 

•Ef algontmo del parceptrón es et•rament• un procedimiento de cast1go-recompens11. donde 111 

recompans• se da por I• eusenc/a de castigo, esto es, si se clasd'icó correct•ment• 91 vector de paso no 

c•mbie•.PJ De otro modo el castigo se da en fonna proporcional a X(k). 
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por tiemplo: Sea la dlstribuclOn biclase de la figura 2, en donde se pretende encontrar una 

solución del vector de peso. Como las dos clases de patrones son linealmente separables, el 

algoritmo tendré 6xlto: existen dos ciases y el objetivo seré aprender una función <!iserimlnante lineal 

(una recta, ya que existen dos caracterfsticas: X, y X2). 

X 

w, CJ 

w, 

Figura 2. Patrones correspondientes a dos clases. 

Antes de que se aplique el algoritmo, los patrones son aumentados. Las clases son w, 
:{(0,0,1)', (0, 1,1)') y W2: { (1,0,1)', (1,1,1)' ). 

donde ce 1 y W(1) -= O 

Ahora se va a aplicar el algoritmo del perceptrón, presentando los patrones en el siguiente 

orden: 

Primero es necesario lnlclallzar la función de decisión fd, to que es conocido como hlperplano 

de salida •L• velocidad y la fiebillded d9' ep,..ndiz•)• pued9n Negar • ••r muy d•pend,.ntes de 111 posieión iniettJI 

en ciertas dl•tribuaones de les claaes.f•l. 

El proceso de aprendizaje tenninaré cuando llegue a una fd que acierte en I• claslflcación de 

tOdas las muestras de entrenamiento. 
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T cx,'""1 
fd(X) • W ·X• (W, W2W3) :~ 

WT(1)X(1) • (0,0,0)[~] =O, 

w•(2)X(2) = (0,0,1)[~] = 1, 

W'(3)X(3) = (0,0,1)[~] = 1, 

w•(4)X(4) = <-1,0,0(~]= -1 • 

W(k+1) = W(k) ± cX(k) 

W(2) • W(1) + X(1) = [~] 

W(3)•W(2)= GJ 
W(4) • W(3) - X(3) ·[~ J 

W(S) = W(4) • [~] 

Hasta aqul se han agotado los datos de entrenamiento, pero como el clasificador aun no ha 

convergido a una solución, el proceso de aprendizaje de Ja maquina continuará haciendo la segunda 

Iteración. 

donde: X(S) = X(1): X(6) = X(2): X(7) = X(3): X(B) = X(4) 

WT(S)X(5) =o W(6) = W(S) + X(S) = [~'] 

W(7) = W(6) + X(6) = [~ J 
W(B) • W(7) + X(7) = (J] 

WT(S)X(8) & -2 WC"l • W(B) + X(B) = [g] 
Dado que ocurrieron dos errores en esta Iteración, los patrones se presentan nuevamente. 

w•cs>XC9>. o. w<10¡ • wce¡ • xcs¡ • C~J 
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W'(10)X(10) • 1 , W(11)•W(10)+X(10)= t~J 

W'(11)X(11) • -1, 

W'(12)X(12) • -2, W(13) • W(12) + X(12) = [~] 

Siguiendo el proceso cu•ndo t•lit se obtiene la solución correcta, se verifica fécllmente que en 

la siguiente Iteración todos los patrones son clasificados correctamente, entonces et vector solución 

es W • (-2, O, 1). 

La función de decisión correcta para la distribución de clases es fd(X) = -2X1 + 1, la cual, 

cuando el conjunto es igual a cero. se convierte en la ecuación de la frontera de decisión y es 

precisamente la recta X, s Y2 6 medlatriz del segmento que une tos centroides de ambas clases como 

se ve en la figura 3. 

fd(X)=-2X, +1 =O 

o----+---c:J----x, 

Ftgura ~. Frontera de decisión mediante entrenamiento. 

El algorttmo del perceptr6n se puede expresar multiplicando los patrones aumentados de una 

clase por ·1. A.si muttipliemndo •rt>itrariamente los patrones de W 2 por ·1, se puede escribir et 

algorttmo del perceptrón como sigue: 

{

W(k) 
W(k+1) • 

W(k) • cX(k) 

si WT(k)X(k) >o 

si WT(k)X(k) ~o 

en donde e es una corrección positiva aumentada. 
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p8UEWA De CONVE!!OENCfA 

La convergencia en el algoritmo ocurre cuando un vector de peso clasifica correctamente 

todos los patrones. 

x,, X 2, ... , XN representan un conjunto de patrones entrenados correspondientes a dos clases 

en donde los patrones de la clase W 2 se multiplican por -1, se garantiza que el perceptr6n encontrará 

un estado solución, aprendiendo a clasificar cualquier conjunto de entradas linealmente separables, 

es decir, si las clases de patrones son linealmente separables el algoritmo de aprendizaje de la 

ecuación C•-3) produce un vector de peso solución W-, con la propiedad: 

W-'TX,> O, i = 1, 2 .... , N 

Es posible generalizar la expresión Introduciendo un umbral no negativo T, tal que si las 

clases son linealmente separables. 

W*'TX. >T. i =1, 2 .... , N 

Así, el algoritmo de la ecuación ('95) es 

{

W(k) 
W(k+1) = 

W(k) + X.(k) 

Si W'T(k)X(k) > T 

Si WT(k)X.(k) s T 
(4-6) 

En donde W(1) es arbitran& y se asume que c = 1, es decir, si c toma cualquier otro valor 

podria ser absorbido en los vectores patrón como una constante nonnallzada. 

Si las clases son linealmente separables, el algoritmo de la ecuación (4-6) finalizará después 

de un numero finito de pasos, si dejamos fuera los valores de k los cuales corresponden a patrones 

clasificados correctamente, entonces readaptando la anotación Indicada, se puede expresar como: 

W(k+1) • W(k) + X.(k) (4-7) 

y W'(k)X.(k) ,;; T (4-8) 

La convergencia del algoritmo significa que, después algún valor k... Infinito indicado 

W(k..,) • W(k...+ 1) • W(k... + 2) = ... '""W(km+ n) 

Con las slmpliflcaciones anteriores, la prueba de convergencia es, de la ecuación <"-7) 

W(k+1) • W(1) + X.(1) + X.(2) • ... • X,(k) (4-9) 
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tomando el producto Interior de W- con ambos lados de la ecuación <•·9) se obtiene 

de la expresión c•-7), cada término x.mw·. j = 1 ..... k, es menor que T 

W 1 (k+1)W* 2: W 1 (1)W- + kT C•-11) 

Utilizando la desigualdad 1a1 2 1bD 2 2: (a'b)2
, resulta 

1W'<••1iw-1" 1w<••1¡ u' 1w·u' C-4-121 

donde nan 2 indica la magnitud de a cuadrada y la ecuación <•-12) se escribe como: 

ftW(k+1JI' ~ ( [W'(k+1)W-J') I 1w·u' (4·13) 

sustituyendo la expresión (4·11) en la (4·13) se tiene 

UW(k+1JU' ~((W'(1)W"+kTJ' )/ llWºU' (4-14) 

Una linea alternativa de razonamiento considerando IW(k+1)1 2 de la ecuación (4-7) 

1wo•1>n' =.nwmu' • 2w'ü>X.ü> • nx.mn' 
6 

uwo•11u= = - 1wmn' • 2w'mx.m • 1x.mu' 

Utilizando la expresión <•-7) y haciendo O= maxlX.O>B 2 resulta 

1Wü•1>D' - 1wo10'" 2T •a 

agregando estas desigualdades para j = 1, 2, ... , k resulta la desigualdad 

1Wü+1JD'" 1wc1>1' + (2T + Q)k 

(4-16) 

(4-17) 

Comparando las expresiones c•-1•) y C"-18). éstas establecen un conflicto de limites sobre 

IW(k+1)1 2 para k suficientemente grande. k no puede ser más grande que k.n. que es una solución a 

la ecuación. 

( [W'(1)W- + k,,,TJ 2 
} I IW-1') = 1w-1' + (2T + Q)k,,, 

en donde k.n es finito. esto Implica que el algoritmo del perceptrón converge en un número finito de 

pasos provisto de clases que son linealmente separables. 
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4.3 DERIVACION DE ALGORITMOS DE CLASIFICACION DEL PERCEPTRON 

Como ya se vló, el desarrollo del algoritmo del perceptrón ~sté basado en el concepto de 

Castigo-Recompensa. El algoritmo del perceptrón es sólo uno de una familia de e~uemas iterativos 

los cuales se pueden derivar fécilmente y es utilizado por el concepto del gradiente. 

•.3.1 LA TECNICA DEL GRADIENTE 

El esquema del gradiente suministra una herramienta que sirve para poder encontrar el 

mfntmo de una función. Del anélisis del vector, el gradiente de una función f(y) con respecto al vector 

Y • (y, , Yz ••••• Yn) se define como 

[
Cfli'yJ 
é.'f/l!y-. 

grad f(y) = [ df(y) ) / dy = ... • 
CflOyn, 

(4-20) 

De esta ecuación vemos que ·e1 gradiente da una función esc~Jar e/a un vector argumento es un 

vector y que cada componente da/ gradiente da el porcanta1e da cambio da la función en Is c:/1rección de ese 

componante~5l 

Una de las principales propiedades del vector gradiente es que sei\ala en el sentido del 

Incremento proporcional máximo de la función f cuando el argumento aumenta. Contrariamente el 

negativo del gradiente senala en el sentido del incremento proporcional máximo de f, en base a esta 

propiedad se pueden idear esquemas Iterativos para encontrar el mfnimo de una función, a 

continuación sólo se considerarán a las funciones con un mlnimo único. Si la función se escoge a fin 

de lograr el mlnimo valor cuando WTX. >O, en donde X, es la 1-ésima fila del NX(n + 1) de la matriz X 

del sistema de desigualdades dada en la expresión (4-1) entonces se encuentra el minimo de la 

función para todo 1, 1 • 1, 2, ... , N siendo equivalente para solucionar el sistema de desigualdad lineal. 

por e!emplo: Considerando la función criterio. 

J(V't/,X) • ( IWTXJ - WTX) (4-21) 

en donde f WTX 1 es el valor absoluto de WTX y el mlnimo de la función es J(W,X) = O y el 

resultado mfnlmo se da cuando WTX > O, excluyéndose el caso cuando W = O. 

Es decir, W(k) representa el valor de W en el k-ésimo paso, el algoritmo general de descenso 

por el gradiente se escribe como: 
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W(k+1) • W(k) • c{(aJ(W,X)J I OW}w.w¡1t) (4-22) 

donde W(k•1) es el nuevo valor de W. y c > O dictada la magnitud de la corrección, no se hacen 

correcciones en W cuando (al I i!VV) • O la cual es la condición para un minlmo. 

Le ecuación (4-22) se puede interpretar geométricamente con la ayuda de la figura 4 que a 

continuación se Ilustra. 

por lo tanto, 

.-ndoem•• -.J(W.1)m(IWl•W> 

W(k+1)•W(k)-c[aJ/CW]lw•wi1t1: pero aJ/OVV = -2 si W s O 

W(k+1)•W(k) + 2c 

•W(k) 

siW.sO 

siW>O 

•OsiW>O 

Figura 4. Ilustración geom8trica del algorttmo de descenso por el gradiente. 

De este simple caso escalar vemos que si (al I éNV) es negativo para el k-8simo paso, W se 

Incrementa en la direeción de el mlnimo de .J. Oe I• figura 4 el esquema descendente guiara 

eventualmente a una W positiva, y, consecuentemente. al valor minlmo de J. Esta figura es una 

representación de la ecuación (4-21) para el vector X• 1. 

Si las desigualdades son consistentes y una apropiada JftN,X) es seleccionada del algorttmo, 

resultara una solución. Oe otro modo, solo oscilara hasta que el procedimiento sea parado. 
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•.3.2 ALGORITMO DEL MINIMO ERROR CUADRATICO MEDIO Y PRUEBA 

DE CONVERGENCIA 

P•r• los reconocedores deterministas, las funciones 6 Indice funcional del error que suelen 

manejarse, son el módulo del error (.J, • lel) y el cuadrado del error .J2 -= e 2, utilizando la .J para 

representar la función. Aqul únicamente se considerará al segundo, ya que da lugar a algoritmos de 

aprendizaje muy simples. 

•Pare mmim/Zar (o en •I llmlf•. ehm1nar) el ª"ºr es obftg•dO pnm•r•m•nt• • obtener une ex,,,-.sión 

merem6t1ce d., error o. al menos ~nas pro1»9dades enal/t1ces que pos1blltten su m1n1mizeci6n".1e1 

El algoritmo del perceptrón y sus variaciones convergen cuando las clases bajo consideración 

son separadas por la superficie de decisión especificada. 

En la siguiente derivación se usará la fórmula dada en la expresión C"'-1). En lugar de 

expresar el problema para encontrar un vector W tal que Xw > O es satisfecho, se buscará para 

vectores W y b, tal que 

Xw = b (4·23) 

en donde los componentes de b • (b1 , b 2 •••• , b,.,, )' todos son positivos. Esto es, las dos fórmulas son 

mutuamente equivalentes. 

Considerando la función criterio 

.J(W,X,b) = 112 I: (WT'X.i • bJ2 = 112 IXw • bDZ (4-24) 
,., 

en donde IXw • bl es la magnitud del vector CX.w • b). 

~ función .J(W, X, b) logr• su mlnlmo velar cuando la ecuación ("-23) se satisface. De esta 

función depende W y b, no n•y r•zOn por la que ambas variables no puedan ser usadas en el 

procedimiento de minimización. El término CWTX, • bJ2 O IXw - bl 2 expresa el error cuadr6tlco entre 

las dos c.ntldedes en el ergumento. La suma de estos errores es proporcional a un promedio ó valor 

medio, el elgorttmo resuHante es llamado •lgortbno del mfnfmo enor CU8d1*tlco medio (LMSE). 
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En vista de que J será minimizado con respecto a W y b, la aproximación debe tomar 

necesariamente diferencias escasas de el algorttmo general de la ecuación <•·22). Los gradientes que 

se asocian con el problema son los que se listan a contlnuac16n. 

a.J J 1'll'V = X'(Xw • b) 

a.J I éJb = • <Xw • b) 

(4-25) 

(4-26) 

Como W no es restringido de ningún modo, se puede establecer eJ I ew = O y obtener 

w = cx·xr1 X'b s X-o (4-27) 

Donde x• se le llama el ln'llerso generalizado de X. Debido a que todos los componentes de b 

son obligados a ser positi'llos. Este vector se debe variar de tal manera que no se pueda quebrantar 

esta obligación. Esto se establece por: 

donde 

b(k + 1) = b(k) ... &b(k) 

{

2C (X..,(k) • b(k)]; 
5b, (k) = 

o 

si lXw(k) - b(k.)) > O 

SI {Xw(k) - b(k)l ~ O 
(4-29) 

En las ecuaciones (4-28). y (4-29). k expresa el indice iterativo 1, que es el Indice de los 

vectores componentes y c es un incremento de corrección positivo para ser determinado después. 

La ecuación (4-29) se puede escribir en forma de vector. es decir: 

5b(k) = c(X,.,(k) - b(k) + 1 X,.,(k) • b(k) 1J (4-30) 

donde 

\ Xw(k) - b(k) 1 es el valor absoluto de cada componente del vector [Xw(k) - b(k)]. De las 

ecuaciones (4-27) y {"4-28), obtenemos 

W(k.+1) = x•b(k+1) 

- x'(b(k) + 5b(k)J 

- x'b(k) + x'5b(k) 

• W(k) + x'5b(k) (4-31) 

Cejando 

e(k) = X,.,(k) - b(k) (4-32) 
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tenemos el siguiente algoritmo: 

W(1) • X'b(1), b(1) >O, pero de otra forma 

e(k) • Xw(k) - b(k) 

W(k•1) • W(k) • c:X"(e(k) • le(k)IJ 

b(k+1) • b(k) • c(e(k) • le(k)IJ 

En la ecuación <•·33), fe(k)I denota el vector cuyas componentes son el valor absoluto de 

e(k), W(k•1) también se puede calcular utilizando la relación W(k+1) = x•b(k+1). 

Cuando las desigualdades Xw >O tienen una solución. este algoritmo converge para O<cs-1. Si 

todos los componentes de e(k) dejan de ser positivos (pero no todos son cero), en cualquier paso de 

fa 11eraclón, t.'tsto indica que las clases no son separables. Por supuesto, que si e(k) ~ o. y b(k) es un 

vector positivo. Esta prueba de separabllldad es una importante caracterlstlca del algoritmo. 

Pl!UE•A DE CONVE!!GENCIA 

La convergencia del algoritmo LMSE se aplica cuando las clases son linealmente separables 

y la corrección se incrementa satisfaciendo 0<CS"1. La clave para demostrar la convergencia es para 

mostrar que el vector error e(k) = Xw(k) = b(k) >o Indicando una solución para la ecuación <•·23). 

Ce la ecuación (4'-33) tenemos 

. e(k) • Xw(k) - b(k) 

como W(k) z X-b(k), esta ecuación se puede escribir de la siguiente forma 

e(k) = (XX" - l)b(k) 

entonces 

e(k+1) • ()0(9 - l)b(k+1) 

usando la expresión b(k+1) • b(k) + c(e(k) + je(k)IJ producimos 

e(k+1) • 00<" - I){ b(k) + c(e(k) • ¡e(k)IJ l 

De todas estas ecu•ciones obtenemos 

le(k+1)1 2 = le(k)I' + 2ce'(k){XX"- l)(e(k) + le(k)IJ 

+ lccxx"- l)(e(k) • le(kllJI' 

La notaclOn en la ecuación (4'-37) se puede ver más claramente definiendo 

e•(k) • e(k) + le(k)I 
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tanto 

Entonces la ecuación llega a ser 

le(k+1JI' •e + 2ce'(k)(XX" - l)e•(k) +lc(XX" - l)e•(k) D' (-4-39) 

Estas ecuaciones se pueden simplificar, primero cxx•r (XX•) = ·xx- y W(k.) = x•)b(k) por lo 

x.x•e(k) = xx•((Xw(k)·b(k)J 

s XX"[ XX"b(k)-b(k)] 

=O 

XX- es sim6trica, e'(k)XX- • O la ecuación (4-39) llega a ser 

le(k+1>D' = le(k)l 2 
- 2ce'(k)e•(k) + lc<XX" - l)e•(kll' 

si e'(k)e•(k) = 1/2le(k)R 2 , tenemos 

le(k+1)D 2 = le(k>I' - c1e•(klD' + lc(XX" - l)e•(k>I' 

Como xx..• es simétrica y cxx•r (XX•) = xx•. el último término en la ecuación (4·41) se 

expresa en la siguiente forma 

lc<XX" - 1¡e•c•>1' = c'e•(k)( XX" - l)'(XX" - l)e"(k) 

= c 2 I e•ck>U =i - c:;!e•(k)XX..• e•(k) 

Sustituyendo esta relación en la ecuación (4-.C1) se produce la siguiente ecuación. 

le(k)I::? • le(k+1)0 2 = c(1 - c)le•(k)B 2 + c 2e•'(k)XX..• e•(k) (4-.C2) 

De estas ecuaciones se puede probar la convergencia en el caso separable. Primero, como 

XX- es semicteflnldo como positivo, se tiene que c 2e•'(k)XX• e•(k) ~ O. Por 10 tanto si O<cs1, el lado 

derecho de la ecuación (4-42) es mas grande que 6 igual a cero. Por consiguiente 

le<k>I'" le(k+1>i' ('4 .... 3) 

y la secuencia l•C1)f2
, 1•(2)1 2 , •••• es monótonamente decreciente. 

El algoritmo no será determinante en el caso separable hasta que e(k) llegue a ser O. Del 

teorema de estabilidad para sistemas discretos se sabe que: 
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Por consiguiente. estas pruebas de convergencia del algoritmo en el caso separable para k 

lnfintto muestra la convergencia para k finito, se puede ver que Xw(k) • b(k) + e(k). En donde bm,n 

denota el minlmo componente de b(1) y recalcando que b(k) nunca disminuirá, si e(k) converge para 

O para k Infinito, debe entrar a la hiperesfera Ue(1)U = b'"'" en k Infinito, a cualquier punto Xw(k)>O. 

Estos completan la prueba. 

La prueba dada arriba no Indica el numero exacto de pasos requeridos para la convergencia. 

Implementando el algoritmo, por consiguiente, es necesario comprobar el procedimiento para la 

ocurrencia de una solución. Una manera de hacerte es examinar Xw(k) y el vector error después de 

cada ltttraclón. 

SI Xw(k)>O ó e(k) llega a ser O, una solución ha sido obtenida. De otro modo, si e(k) no llega a 

ser positivo, las clases no serán linealmente separables y el algoritmo se termina. 

4.4 CLASIFICACION MUL TICATEGORIA 

Hay tres configuraciones multicJase que han sido consideradas; en el primer caso, cada una 

de las M clases de patrón es separa~le del resto o una Unica decisión superficial. Cada una de las M 

funciones de decisión requeridas para resolver el problema puede ser determinada con la ayuda de 

alguno de los algoritmos de entrenamiento que se trataron en este capitulo. Por ejemplo para 

determinar la función de decisión para la l-éslma clase de patrón simplemente se toman en cuenta las 

dos clases de problemas ro, y ni, , donde m, denota todas las clases excepto w, 

En el segundo caso. cada clase es separable de cada una de las otras clases. Aquí el 

problema es determinar M(M-1)/2 funciones de decisión. Estas funciones se pueden determinar 

aplicando cualquiera de los algoritmos presentados anteriormente para todo par de clases de patrones 

bajo consideración. 

En el tercer caso. se asume que existen M funciones de decisión con la propiedad de que 

xew,, entonces 

d,(X) > d,(X) para todo j '""' 1 

El algoritmo que puede ser usado para este caso es una generalización del algoritmo del 

perceptrón, y se describe como sigue. 
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ConaiO.r•ndo M eles es de patrón cv1, an.. ...• llVl.I se asume que, •n fil k-ésimo paso lt•rarivo durante ef 
ent,..namiento, un patrón X(#<) pertanea.nra • I• el••• w. es presantado • Ja mdiquma. L•s M funciones 
a. decial6n d1 [(1<)] • W¡T(l<)X(k). j• 1, 2, 3 •...• M. son ev.iuados. 
Entonces, al d,fX(kJJ > c:J1 {X(k)J 1 • 1, 2 ....• M; j • ¡m 

Los vectores de peso no son ajustados, es decir , 

W 1 (k+1) e W 1 (k), J=1, 2, ... , M 

De otro modo, para algún 

d,(X(•)} Sd.(X(•IJ 

Bajo esta condición los siguientes pesos ajustados son hechos: 

W,(k+1) = W,(k) • cX(k) 

W1(k+1) = W,(k) - cX(k) 

W 1(k+1) = W 1(k), j=1, 2, ..• , M; j• i. j.,.. 1 

donde ces una constante positiva. 

SI las clases son separables bajo el caso 3, se puede demostrar que este algoritmo converge 

en un número f'lnlto de iteraciones para vectores de peso inicialmente arbitrarlos W, (1): 1 = 1, 2, ••• , M. 

PI Tou Jullua T. y ~le:t R•l-1 c •• op. ctt., p. 181 
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CAPITULO 5 

·CLASIFICADORES ENTRENABLES. UNA APROXIMACION 

ESTADISTICA 

5.1 INTRODUCCION 

En contraste con el capitulo anterior en donde los algoritmos de claslficaclón de patrones se 

derivaron de aproximaciones deterministlcas, en este capitulo se emplear.tin aproximaciones 

estoci!lstlcas para la derivación de algoritmos de claslflcaeión de patrones estadisticos es decir, que 

todos los algoritmos der1vados son el resultado de consideraciones estadlstlcas. 

Los clasificadores disenados mediante esta aproximación, tienen la capacidad de estimar ta 

Información desconocida durante su operación. Las decisiones se toman en base a la información 

estimada. 

Si gradualmente la Información estimada se aproxima a ta Información real, entonces poco a 

poco se aproximara a la decisión óptima como si toda la infonnación requerida fuera conocida. El 

proceso en el cual adquiere infomlaci6n necesana para una decisión durante los sistemas de 

operación y que a la vez mejoran los sistemas de ejecución es generalmente llamado "aprendizaje 

supervisado•. 

La aproximación estocéstlca es usada para estimar sucesivamente (aprender) parémetros 

desconocidos en una forma dada de distribución de caracteristlcas de cada clase. La formulaciOn 

estadlstlca de los algoritmos de la clasificación de patrones se centran en la regla de clasificación de 

Bayes. Como se vl6 en el capitulo 3, las funciones de c.ieclsiOn de Bayes 

d, {X)m: p(X((I),) p(c.> 1), 1 = 1,2, ... , N (5·1) 

producen una baja probabilidad de enor al clasificar un patrón. Cuando es usada la e•presiOn 

p(X\w,)= p(X\wJ p(w,)/p(w,) 

la ecuación (5--1) se convierte en d. (X)& p(w,\X) p(X), de donde se elimina el término p(X) porque no 

depende de i, quedando lo siguiente: 

d, (X)= p((a),\X), 1 s: 1.2 .... , N (5-2) 
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donde p(w1IX) es la probabllid•d "'a postenon• de que dado un vector de caracterlstlcas X pertenezca a 

la clase<&>,. 

La estimación de las densidades p((l),IX) para la Implementación de las funciones de decisión 

de la ecuación (5-2) puede ser fonnulada en un esquema de aprendizaje iterativo. 

En general los pasos para el diseno de un clasificador estadlstlco mediante aprendizaje 6 

entrenamiento son los siguientes: 

1.- Aproximación de las funciones de densidad de probabilidad (fdp) a posterlori p((i),(X), 

1=1,2, ... , N de cada clase, a una función discriminante lineal: 

p(w,JX) = W,T X 

2 ... Como hay que entrenar al clasificador, debe existir un conjunto de muestras de pertenencia 

conocida. 

3.- Minimizar un indice de error de clasificación. 

4.- La aplicación de un algoritmo recursivo de aprendizaje con el fin de hacer mlnlmo el indice 

de error anterior. 

5.2 METODOS DE APROXIM.ACION ESTOCASTICA 

·Le aproximación estocástica es una técnica r11curs111s que ha sido desarrollada como una técnica de 

optimización para ambientes aleatonos. Esta 11prox1m11ci6n puede ser usada para estimaciones sucesivas de un 

p11rametro desconocido, cuenda debido a /a n11ture1eza estocástica del problema las med1c1ones están temendo 

ciertos errores ... 1,1 Esta técnica garantiza la convergencia del algoritmo, aunque los vectores no sean 

linealmente separables. 

En el capitulo 4 tratamos con funciones criterio determlnlstlcas y en la aproximación 

estocástica trataremos con funciones estadisticas que generalmente se llaman funcione• ,.gre•i6n. 

Se utilizarán los métodos de aproximación estocástica pare encontrar la ralz (root) de la función 

regresión. •s; este función regre&ón representa /11 d•nv•da de una función cnteno formulada correctamente. 

encontrar 111 relz de esta funoón denvads produce 111 mln1mo de 111 funC16n cnteno ... /2J Se pueden generar 

algoritmos de aprendizaje Iterativo seleccionando ciertos tipos de funciones criterio. 

1' 1 S•niu.r K Pal, •Fuzzy mathemat1ca1 approach to P9ftem recognit1on•, p 15 111 Tou .Ju\1us T. y GonzlllaZ R•f-1 c .. •p.nam Recognnton Pnnc1p1as·. p 218 
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S.2.1 EL ALGORITMO ROlllllNS-MONRO 

Siendo g(w} un• función de co que tiene una ralz sola (1) de modo que 

Q(c.>) - o 
g(w) >O para Cll > oo 

g(c.>) < o para w < co 

(S-3) 

(5-') 

(5·5) 

L8s condiciones (5-3) y (5-4) son asumidas con poca perdida de generalidad ya que la 

mayorla de las funciones con una ralz sola no utlsfaeen estas condiciones, pueden ser establecidas 

~ra muHlpllcar la función por ·1. SI h((t,)) representa el valor de ruido de la función regresión g(co) 

tenemos que g(c.o) - h(w) representa el error entre el valor verdadero y las observaciones de ruido 

aleatorio en un valor penicular de w. Lo anterior lo podemos ver en la siguiente figura: 

8foo).ft(oo) 

• 

!Figure t. Observaciones de ruido de una función regresión. 

Asumimos que: 

(a) U• variables aleatorias h(m) son Imparciales, esto es, 

E (h(0>)} • g(0>) (5-6) 

Lo anterior quiere decir que si hay numerosas observaciones h(m) para una detenninada w, el 

promedio de eNs observ•clones, dado por el valor esperado deberla aproximar g(w) en ese punto a 

medida que el t•mal'iio de la muestra se Incrementa. 
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(b) La varianza de las observaciones aleatorias h(c.>) desde g(oo) es finita para todos los 

valores de m: representando esta varianza mediante: 

a 2 (0>) • E {[g(0>) - h(0>)]') 

a 2 (w) < L, para toda w 

donde Les una constante positiva finita. 

(5-7) 

(5-8) 

Bajo estas condiciones, el algoritmo Robblns-Monro se puede emplear para estimar 

sucesivamente Ja ralz w de la funclOn g(oo). ªSi w(1) repr•s•nt• la e.st1m•etón miela/ arbltrena de w. y Q)(k) le 

•sttmaCl6n •n 91 .__.simo paso neratlvo . .i aJgontmo Robbms·Monro (R·M) actu.i1za la est1maaón de acuerdo a /a 

re1ae1ón 1 31 

ro(k+1) = co(k) • ª• h[oo(k)] (5-9) 

donde ª" es miembro de una secuencia de números positivos que satisface las siguientes 

condiciones: 

llm.,,_a..=0 (5-10) 

(5-11) 

(5-12) 

Una secuencia que satisface las condiciones anteriores es la secuencia armónica: 

(1/k}. (1, 112, 1/3, ... } 

Estas tres condiciones (S..1 o, 5-11 y S.12) aseguran que el algoritmo de la ecuación (5-9) 

converge a co en el sentido del medio cuadrado, representándose de la siguiente forma; 

lim .. _ (E ((co(k) • w)2 )} = O (5-13) 

La ecuación anterior Indica que como el número de Iteraciones se aproxima a Infinito, la 

varianza de las estimaciones O">(k) desde la ralz co se aproximará a cero, es decir, m(k) se aproximará 

a"'· 

PI lbldam, p. 220 
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El •lgoritmo R·M es extendible directamente al caso multidimensional. teniendo la notación 

del vector W • (w 1 , co:, ... , wn, <ll,.. 1)T, deseamos encontrar ta ralz de una función de regresión g(m) de 

las observaciones de ruido h(ea1). quedando la siguiente relación multfdimenslonal para actualizar la 

estimación: 

W(k+1) = W(k)- a.k h[W(k)). 

11.2.2 ACELERACION DE CONVERGENCIA 
Aunque el algor1tmo R-M converge hacia la rafz répidamente existen casos en que no es asi 

ya que k aumenta, los factores de corrección a.k tienen el efecto de disminuir la magnitud de tos 

ajustes con Iteraciones sucesivas. 

Et algoritmo R·M es por lo regular lento para converger. debido a que cualquier secuencia {a.¡J 

satisface las ecuaciones (5-10. 5-11 y 5-12), debe disminuir con el Incremento de k. 

Existe un método eficaz de acelerar la convergencia del algoritmo R-M. el cual consiste en 

conservar ak constante durante los pasos en que h{<ll{k)] permanece con el mismo signo. En la 

siguiente tabla se Ilustra este método para ak = 1 /k. 

k; 

Signo de h((a')(k)] 

normal 

a.1c acelerada 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

.+ 

1~ 1~ 1M 1~ 1ffi 1n 1re 1~ 1110 

1/2 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/6 

5.3 DERIVACION DE ALGORITMOS DE CLASIFICACION DE PATRONES 

En este tema se continuará con el mismo formato como en el capitulo anterior, en donde se 

derivaron los algoritmos deterrninlstlcos. En los subtemas siguientes se estableceré el método de 

apro)(imación estadlstica como una apro)(lmación general para la derivación de los algoritmos de 

clasificación de patrones estadlsticos. Se deriva un algoritmo parecido al algorttmo de la técnica de el 

gradiente de la ecuación <•·22) del capitulo 4, en donde serén comparados los dos algoritmos. 

También se derivaran los algoritmos estadlsticos de incremento-corrección y el mínimo error 

cuadrático medio. la derivación de Jos algoritmos estadlsticos por medio de métodos generales 
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desarrollados posteriormente, estarén limitados por algunas habilidades para especificar criterios de 

funciones significantes. 

5.3.1 ESTIMACION DE FUNCIONES POR METODOS DE APROXIMACION 

ESTOCASTICA 

En este tema aproximaremos la función de decisión de un vector aleatorio X de las muestras 

Xh X2 ••..• utilizando m6todos de aproximación . .. El especto c:J•ve en •' d1s•"º de los reconocedores 

.••t•dlsticos con •prend1ze~. ••trib• en pert1r de una expresión concreta p•ra las probebil1dades • postenorl p(w. 

/x) que s• van • esttm•r (ó ep,..nder) b•s•ndose en /es muestr•s de •ntrenemi•nto~•I . El tema principal de 

este capitulo es la estimación de patrones entrenados de las densidades p(w, /X) = p(X/oo, ). p(W,)/p(X) 

para la implementación de las funciones de decisión de Bayes d, (X) e p(w, IX), 1 = 1, 2, .... M clases. 

La aproximación que se tomará es para expandir estas funciones en un conjunto de funciones básicas 

conocidas de acuerdo a la relación 

(5-14) 

donde W, = (W,1, Wa • ...• W.n. W..n. 1)T es el vector de peso de la i·éslma clase de patrón, y cp(X) = 
(cp,(X), lJ>2{X), ••• , cp11(X), 1]' Y'Pt(XJ. I • 1 • ...• n} es un con1unto c:Je lunCtones independientes conoe1das de X 

poseyendo momentos erriba d•., ••x•g•S1mo momento, y la msrnz E(p(X)t.PT(XJJ es defimda pos1t111a El número 

n denote I• m•mona n•c•sitada p•r• elmacenar Is eprox1mación"15l Se van a considerar las 

aproximaciones lineales (funciones de densidad a posteriori), es decir: 

(5-15) 

en donde W, • (W.1. W 12 , ••• , Won, W.,.,... 1)T y X,.., (X.1, XQ, ... , X.n.1)T 

Para cada clase se define una clasificación aleatoria, una variable r;(X), con la siguiente 

propiedad; 

slXem, 
(5-16) 

otro 

Los valores O y 1 para (p(X)rpT(X)J se seleccionan arbitrariamente. 

1' 1 Mllrs'ol911 Osrlo, ·Reeoooc:1miento ese formaa y ......on •rtlficial"'. p 136 
1•1 Mendel M . .Jeny. •A prelude lo Neunil NetWorb: Aaaptattve •ncl L .. ming SY91ema•. p. 364 
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Aunque no se puede observar a P(o>,/X) durante el entrenamiento, aún asl, se pueden conocer 

los v•lores de r¡(X) durante la f•se de entren•miento. 

En el caipltulo anterior se desarrolló el criterio de funciones deterrhinfstlcas que se 

sustituyeron en el algorttmo de el gradiente para obtener algoritmos de clasificación. En esta sección 

se seguiré la misma aproximación, excepto que las funciones criterio, serán estadfstlcas y el 

algoritmo general es el algoritmo Robbins-Monro. Como una Introducción a esta aproximación, 

tomando en cuenta la función criterio .J(W, ,X) & E {lr,(X) - W, T (X) J. el mintmo de esta función es cero, 

y ocurre cu•ndo W,T(X)&r,(X), esto es, el mlnimo ocurre cuando el patrón X se clasificó correctamente, 

esto se da debido a que r,(X) es una variable de claslficaci6n que se conoce durante el entrenamiento. 

Por consiguiente. si W,T(X)•r,(X) para todos los patrones de el conjunto entrenado, w. es capaz de 

clasificar todos estos patrones correctamente. 

Asl, E {r,(X)} =E (p(w,/X)J. .J(W, .X). también se puede expresar como .J(W, .X)• E (lp(co, /X) -

W,T (X)I J. Esta expresión muestra que encontrar el mlnimo de .J(W, ,X) es equivalente a encontrar una 

aproximación promedio a P(<i1, /X). "En otras palabras. Is 11prox1rn11e1ón es tsl que el valor esperado de la 

diferencie entre la función p(w. IX) y su aprox1rnsc1ón es cero11111 

El principal interés es encontrar el mlnlmo de una función .J(W,X) que es el valor esperado de 

alguna otra función f(W,X), para esto. se encuentra la ralz de su derivada, así, 

.J(W,X) E {f(W,X)} (5-17) 

Aplicando la derivada parcial a .J(W,X) con respecto a W. se obtiene 

a.J(W,X) I NV = E {Cf(W,X) I NVJ (5-18) 

La rafz de a.J(W,X) I éNI/ se puede estimar ahora sucesivamente referenclando al algoritmo R-

Mcon 

(5-19) 

usando la ecuación: 

W(k+1) s W(k) • a.i.h(W(k)] 

se obtiene la ecuación: 

W(k+1) = W(k) - a...{et(W,X) I é'W)w•wt1<J (5-20) 

l•I Tou .Juliua T. y Gonz•111z R•f-1 c., cp en., p 228 
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en donde W(1) puede tomar cualquier valor. 

Comparando la ecuación (5-20) con el a1gorttmo general de el gradiente detennlnistlco que se 

obtuvo en la ecuación (C-22) de el capitulo •· se tiene la ecuación: 

W(k•1) • W(k) - c{Cf(W,X) I CVl/)w•wc .. i 

Claramente se ve que tiene varias diferencias con respecto a la ecuación (5-20), como son 

los Incrementos de corrección a 61 y e, en los términos de las derivadas parciales. La función criterio 

J(W,X) aparece directamente en el algoritmo detennlnistico, debido a que .J('tN,X) se observa 

directamente en el caso detenninistico pero no es observable en el caso estadlstico, el algorttmo de 

la ecuación (5-20) emplea la función f(W,X). Otra diferencia importante es que el algoritmo 

estadlstico buscará una aproximación para el clasificador de Bayes, mientras que la parte 

determinlstlca no tiene esa capacidad. El algoritmo estadistico convergerá a la aproximación sin 

hacer caso efe si las Clases son o no estrictamente separables, mientras que el algoritmo 

determinislico slmplemente oscila en situaciones no separables. Se garantiza la convergencia de el 

algoritmo estadlstico, pero tiene su gran desventaja, la lentitud con la que generalmente se alcanza 

esta convergencia. 

5.3.2 ALGORITMO INCREMENTO-CORRECCION 

Este algoritmo es parecido al algoritmo de el perceptrón que se puede derivar considerando la 

función criterio mencionada en el tema anterior. 

J(W,,X) E {lr,(X) • W,T (X)I J (5-21) 

donde 

slXero, 

otro 

Cuando los patrones son ciaslficados correctamente se logra el mlnimo de J(W.,X) con 

respecto a W1-

La derivada parcial de .J con respecto a W,. esta dada por 

aJ I i'MI, s E{-X sgn[r,(X) - w,T(X))) 

en donde 

sgn es la función signo 

sgnC~)= {: si 4' >O 

si 4' <0 
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Asi h(WJ • ·X sgn[r,(X) - w,T(X)J y sustituyendo en el algoritmo general de la ecuación (5·20) 

se genere la ecuación: 

W,(k+1) • W,(k) + a,X(k) sgn(r,[X(k)J • W((k)X(k) J (S-23) 

en donde W,(1} toma cualquier valor. Utilizando la definición de la función signo, la ecuación (5·23) se 
expresa de I• siguiente forma equivalente 

{

W, (k) + a,X(k) 
w. (k.+1)= 

W, (k) • a.11X(k) 

si w,T(l()X(k) < r,[X(k)J 

si w,T (l()X(k) :. r,[X(k)) 

Este algoritmo hace un •juste en el vector de peso en cada paso, en contraste con el 

algoritmo del perceptrón, en donde sólo se hace una corrección cuando el patrón se clasifica mal. El 

algoritmo de la ecuación (S.23) O (5-2•) deriva su nombre de el hecho que las correcciones son 

proporcionales al Incremento a.1e. 

El procedimiento Iterativo de la ecuación (5-23) ó (5·24) se dice que ha convergido para una 

solución libre de error cuando todos lo patrones entrenados de w,. i = 1 ,2, .. ., M, han sido clasificados 

con-ectamente. 

Cuando las clases consider•das no son las funciones de decisión especificadas, se asegura 

que la solución convergerá en el limite para et valor absoluto aproximado de p(oo,¡X), como se indicó 

por la función criterio en la ecuación (5-21 ). 

En el caso de dos clases, se puede evaluar directamente el vector de peso de la superficie de 

separación. Para este caso, la ecuación (S.23) se e•presa como 

W(k+1) • W(k) + a.X(k) sgn{r/X(k)J • W'(k)X(k) J (5·25) 

'En donde W(1) toma cu•lquler valor, cuando se utlllza la ecuación (S-25) se hace la 

suposición que W es el vector de peso de la ciase w" asl que r{X(k)) • 1 sl X(k) E co 1 y rtX(k)) -= O si 

X(k) e CD2• Ce la siguiente ecuación 

si p(w 1 \X) > 1/2, 

si p(w1IX) < 1/2, 

asigna X a oo, 

asigna X a w 2 
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Por lo tanto se tiene la regla de decisión: 

si p(w1IX) • WT X> 1/2, 

si p(w1IX) s WT X< 1/2, 

en donde WT X representa una aproximación a p(w,)X). 

asigna X a co, 
asigna X a w 2 (S-26) 

De la expresión (5--26) el algoritmo de dos clases ha convergido para una solución libre de 

error cu•ndo WT X> 1/2 para todos los patrones de w1 y WT X< 1/2 para todos los patrones de w 2. 

Esto también es válido en el caso de usar algoritmos multiclase para obtener dos funciones de 

decisión. d,(X) • w,T X y d:(X) = W 2T X. Entonces quiere decir que se puede obtener una sola funci6n 

de decisl6n definiendo d(X) = d 1(X) - d 2(X). 

por eiemplo Se va a plantear et aprendizaje de una sola función discriminante explicando el 

algoritmo de incremento-corrección, que se aplicó en esta sección para la estimación de la alternativa 

de las funciones de decisi6n d,(X) = p(co,JX). Se utilizaré una secuencia no alternada de las muestras 

de aprendizaje, es decir, se presentarán en primer lugar todas las muestras de c.1, y en seguida las de 

c.1 2, después las de w 1• y asl sucesivamente hasta obtener una soluci6n que clasifique correctamente 

todas las muestras de aprendizaje. 

'"": {(0,0,0,1)', (1,0,0,1)', (1.0,1,1)'. (1,1,0,1)') 

"": {(0,0,1,1)', (0,1,0,1)', (0,1,1,1)', (1,1,1,1)') 

W(2) D W(1) + a,X(1) sgn{rtX(1)] -W'(1)X(1) J 

En el siguiente paso, X(2) = (1,0,0,1)', a 2 • 1/2, y como X(2) E w,, r[X(2)) = 1. Por lo tanto, 

W(3) D W(2) + a2X(2) sgn{rtXC2)] - w' {2)X(2) J 

[n. 1~ OJ sgn{O} 

OJ- 1~ OJ= o:J 
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X(3) • (1.0,1,1)', a 3 • 113, y r(X(3)) s 1, asl que 

W(•) • W(3) + 113 X(3) sgn {1} 

r-r] . [:~]- r-1gJ L,,2 ,,3 ls/6 
contlnu•ndo de e-S1e modo y probando después de cada Iteración para ver si el nuevo vector de peso 

se d•slf1có correctamente, se encuentra que el algoritmo converge en k•15 produciendo el vector de 

peso 

G
0.233 J W• 0.239 
0.216 
0.619 

Para calcular la ecuación de la frontera de decisión se debe cumplir que WTX>0.5 6 

WTX<0.5. Así, la frontera está dada por W 7Xc0.5 ó wTx-o.s ... o. entonces la función definitiva tendrá 

la forma 

0.233X, - 0.239Xz- 0.216X3 + 0.119=0 

esta frontera de decisión se ilustra en la figura 2. 

x, 

.. 
Figu,. 2. Frontera de decisión determinada por el algoritmo Incremento-corrección. 
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S.3.3 ALGORITMO DEL MINIMO ERROR CUADRATICO MEDIO 

Se pueden definir vanos Indices del error, por ejemplo el Indice del error en módulo ó el 

indice del error cuactr.illllco. Puesto que se estén manejando variables aleatorias, tanto r, como la 

aproximación w,Tx de P(M1IX) son variables aleatorias. El criterio del mlnlmo error. cuadrAtlco medio 

(LMSE) ae emplea para derivar otros aJgort1mos entrenados. Considerando la función criterio 

J cw .. X) - 1/2 E ((r, (X) - w,TXJ'I (5-27) 

L• minimización de los Indices anteriores es slmllar a la minimización de los Indices de error 

que se manejaron en la hipótesis detennlnfS11ca. 

Tomando la derivada pmrclal de .J con respecto a W, se tiene: 

aJ/é!VI/, - E {-X[r, (X) - w,TXJ} (5-28) 

Como el argumento de E es constante para X(k). puede eliminarse del operador esperanza 

matemática, por lo tanto, la ecuación h(W,)= -Xfr1 (X) - w, TXJ se sustituye en el algoritmo general de 

la ecuación (5-20), obteniéndose la actualización de los coeficientes de las funciones discriminantes ó 

frontera de decisión, resultando la ecuación 

W,(k+1) e W,(k) + a .. X(k) {r; [X(k)] - W,T(k)X(k)} (5-29) 

donde W,(1) es arbitraria y r,[X(k)]=1 ó O, esta depende de si X(k) penenece ó no a la clase ro,, Este 

algorttmo t•mbl6n hace una corrección en W, en cada paso de la Iteración, y las magnitudes de la 

corrección son diferentes • las de el algoritmo derivado en el tema anterior por los factores (r; (X(k)] -

W,T(k)X(k) } . ·e IMgantmo LMSE converg. para una soluetón qu,, mm1m1za la acu•ctón (5-27) si las sigu10ntes 

condlcion•s •• ••t1sfec.n: 

1. a.. ..,,•f.cel•ecu•etón (5-17). 

2. E {XXJ y E (XX")2) debe •x1stir y ser deffmdo pos1t1vo. 

3. E {X p(w. JX)) y E (XX' X P(OA µ<}) a.be •x1st1r. -<71 

P•ra el caso de dos ci•ses I• ecuación (5-29) se expresa de la forma 

W(k+1) • W(k) + ·a,X(k} {r(X(k)J-WT(k)X(k)} (5-30) 

en donde W(1) es arbitrarla. 

m lbiclem. p. 233 
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Antes ele re•llur un ejemplo es conveniente hacer un comentario. En prtmer lugar, ·••tratad• 

un proceso de ap19ndiza}9 multielaae; •• a.clr. •• 9Ctuahzan simunaneam•nt• tod•s las funciones dtscnminanres 

w, . W2, ... , w,,, per• cada muestra de entrenam•nto. oi8/ 

Por alemplo· Utilizando el ejemplo del tema anterior, y aplicando el algoritmo LMSE. Tenemos que 

los patrones aumemados son: 

.,, :{(0,0,0,1)'. (1,0,0,1)', (1,0,1,1)', (1,1,0,1)'} 

.,, : {(0,0,1,1)', (0,1,0,1)', (0,1,1,1)', (1,1,1,1)'} 

La decisión del clasificador resutta ser. 

W(1) =O, a.11 •1/k y X(1)•{0,0,0,1)' 

y usando el algoritmo de la ecuación (S-17) se produce, 

W(2) • W(1) + a.,X(1) (1· W'(1)X(1)) 

En el siguiente paso, X(2) • (1,0,0,1)', a.2 s 1/2, y r(X(2)]-= 1. Por lo tanto. 

W(3) • W(2) + a.2X(2) (1· W'(2)X(2)] 

se verifica t•cumente que W(5)•W(•)•W(3). En el siguiente paso X(5)=(0,0,1,1)', a.~81/5, y 

X(5) E <a>2. rtx(5))•0. 

W(6) - W(S) + a..X(5) (0-- w'(s)X(5)) 

1•1 Maravall D•lo. op. ctt., p. 143. 



ELEMENTOS PllllC18A81USTtCOS l!N l!!L .. ECONOCMENTO De PATRONES 

y asi sucesiv•mente, et •lgorttmo LMSE convergeré en W-=19 que da lugar al vector de peso 

[

0.135] W= 0.238 
- 0.305 

0.721 

La función discriminante 6 frontera de decisión está dada por wT X - 0.5 =O 6 

0.135X1- 0.238X2 - 0.305X3 + 0.221 ""O 

Los patrones y su superficie de decisión se muestran en la figura 3. 

Figura 3. Frontera de decisión detenninada por el algoritmo LMSE. 
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r:~NTOS PllloaAall..ISTteos ~N E:I- RECONOCMENTO oe: PATRONes 

CAPITULO 6 

APLICACION 

e.1 DESCRIPCION DE LA APLICACION 

En el presente capftulo se representa por medio de un programa un ejemplo citado en forma 

general en el libro "Pettem Recognitlon Principies". en el cual se aplica la fónnula del clasificador 

bllyesleno que representa la función de decisión de Bayes para patrones normales vista en el capitulo 

3. Su propósito es clasificar un vector de entrada X compuesto de 3 elementos x,, X 2 y X 3 que 

representan una coordenada en el plano tridimensional en alguna de las dos clases existentes 

representada por w, y W 2 . 

Para poder clasificar una entrada se tienen que obtener las funciones de decisión de cada 

clase dadas mediante la fórmula del clasificador bayesiano: 

d,(X) z In p(W,) ·'Ya In ¡C,\ • % ( (X-m,)T c,·1 (X·m,)) i= 1.2 •.... M 

Los elementos de la fónnula anterior son: 

p(W,) •» Probabilidad de que el elemento pertenezca a la clase W, 

JC,I ,,,~ Determinante de la matriz de covarlanza 

X Vector d~ entrada 

m, Vector medio de la clase W, 

c;1 Matriz de covarlanza inversa 

T Representa la traspuesta de un vector ó una matriz 

El program• se re•llzó en Visual Baste y lleva por nombre CLASIFl.VSP. Funciona de la 

siguiente manera: primero se despliega una pantalla en la que el usuario debe Insertar el vector de 

entrad• X compueS1o por 3 car•cteres numéricos del O al 9, si no se introducen asf, se despliega un 

mensaje de en-or y se tiene que capturar nuev•mente la Información. Posterlonnente se Introduce el 

valor de prob•bllidad para la clase 1, ésta debe ser mayor que O y menor ó Igual que 99, enseguida 

se Introduce la probabilidad para la clase 2; tomando en cuenta que la suma de ambas deben ser 

menor ó Igual que 100, si no se cumplen estas condiciones se despliega un mensaje de erTOr y se 

deben Insertar los v•lores otra vez. 

El programa tiene almacenadas 4 muestras de cada clase que servirán para detenninar a qué 

clase pertenece el vector de entrada. Dichas muestras están representadas en un dibujo 

tridimensional que se localiza en la parte superior derecha de la pantalla. 



. , 

ELEMENTOS PRoaABIUSTICOS EN EL AECONOC ..... ENTO DE PATRONES 

Para que se empiecen a realizar los cálculos necesarios para obtener las funciones de 

decisión d,(X) y d 2(X) el usuario tiene que dar un click con el ratón en el botOn CLASIFICAR. 

Entonces se desplegarán los valores de d, y d: y aparecerá un letrero que Indica a qué clase 

pertenece el vector de entrada, dependiendo ésta del valor que sea mayor. esto es, si d, > d 2 se 

ser.atará por medio de un indicador (circulo relleno} y pertenecerá a la clase 1; si d 2 > d, se senalará 

por medio de un Indicador (circulo relleno) y pertenecerá a la clase 2. De acuerdo al resultado 

obtenido el usuario puede verificar en el dibujo trid1mens1onal si éste concuerda con la posición del 

vector de entrada. 

Si el usuario no sabe cómo utilizar el programa existe un botón llamado AYUDA en el que se 

despliega una ventana que contiene las Instrucciones de su funcionamiento, para salir de esta 

ventana se selecciona el botón llamado SALIR y automáticamente regresa a la ventana principal para 

que comience a capturar los valores. 

Para abandonar el programa se debe seleccionar el botón llamado SALIDA. 

A continuación se anexa el código fuente del programa, una Impresión de las ventanas en las 

que se capturan los valores y un ejemplo que contenga los resultados . 
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e.2 PROGRAMA FUENTE 

FRMCLASIFICADOR 

D1mWll( )Aslmcgcr 
Dim W 12( ) As lntcgcr 
Dun W 13( ) As lntc¡er 
Dim Wl4( ) As lntc¡,cr 
Dim W2 I( ) As lntcacr 
Di.m W22( ) As lntqcr 
Dtm \\'23( ) As lntc,cr 
Dun W24( ) As lntcgcr 
D1m XC ) As lntcgcr 

Pnvatc Sub A_Clumgc (lndcx As lmcgcr) 
P1cturcl .V1siblc •False 
P1cturc2. V1s1blc • Fals.: 
lf lndcx < 2 Thcn 

El~ 

A<lnde"' + 1) • •* 
A(lndcx + 1) SetFoc;us 

Picturcl .V1s1blc • Fulsc 
P1cturc2. Visible • False 
probl.SctFocus 

Endlf 
End Sub 

Pn\.'atc Sub A Chcl.. (lm.!c' As lntci_u:r) 
F°R.MCLASIFICADOR.Cls 
A(O) T cxt • ... 
A( 1 ).Tcxt • "" 
A(2).Tc>."t • "" 
probl .Tcxt • "" 
prob2.Tcxt • "" 

End Sub 

Pri'\'Otc Sub A_KeyPrcss (lnck:x As lntcger, KcyAscii As lntcgcr) 
FRMCLASIFJCADOR.Cls 

End Sub 

Privatc Sub Cf\.IDAYUDA_Click () 
FRMCLASIFJCADOR.H.Jde 
FRMAYUDA.Show 

End Sub 

Privatc Sub Cf\.i!X:LASIFJCA_Click () 
Cls 

D1m mO( ) As Doublc. mOO( } As Doublc 
Dll11 cu( ). cb( ). ce{ ). cd( ), edic{ ), ml( ), t:H ), cofcl( ), invcl( ), rcstal( ), prodl( ) 
D1m m:?< ), c2{ ), cofc2( ). uw1.:2( ), rcstu2( ), prod:!.{ ) 
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ELirMENTOS PR08ABtt.rsTICOS eN EL RECONOCIMIENTO OE PATRONES 

ReOun XC2). m0(2), m00(2) 
ReOi.m Wl 1(2), Wl2C2), Wl3(2), Wl4(2) 
RcDun W21(2). W22C2), W23(2), W24(2) 
RcDim ca(2.2). eb(2,.2), c;c;(2.2), ed(2.2), adie<2.2), m1C2.2). el(2,.2), eofeJ(2,.2), invcl(2,.2). rcstnl(2), prodl(2) 
ReOun 1112(2,2), c2(2.2), eofc2(2,.2), inva:(.2.2), rcsta2(2), prod2{2J 

Dim SW1lD As Double, mult As Doublc, detc 1 As Double, detc2 As DoubJc, del l As Doublc. dct2 As Doublc, 
suma 1 As Do u ble 

Dun slll1Ul.2 As Doublc. resl As Doublc, res2 As Doublc, pwJ As Doublc, pw2 As Double, di As Doublc. d2 As 
Double, p 1 As Doublc, p.2 As Doublc 

Corut N1 • 0.2S 
di -o 
dl •o 
pi - o 
p2 •0 

Wll(OJ•O 
WJJ(IJ• o 
WJIC.:!:)•0 
WJ2(0)• 1 
WJ2(1}•0 
Wl2(2)• 1 
Wl3(0)• J 
WJ3(J)•O 
Wl3C2)•0 
Wl4(0)• J 
WJ4(J)• 1 
Wl4(2)•0 

W21(0)• I 
W21(1)•1 
W2J(2)• J 
W22(0)• O 
W22(J)•O 
W22(2)• 1 
W23(0}• o 
W23(1)• 1 
W23(2)• 1 
W24(0)•0 
W24(1)• 1 
W24(2)• o 

"SE CARGAN LA.S 4 M\IE.STllAS DE LA CLASE l. 

•SE CARGAN LA.S -4 MCESTRAS DE LA CLASE 2. 

04.LMACENA.ll ENTRADAS DEL USUARIO 

Cls 
Dun prueba 
Far j •O To 2 

prueba - o 
prueba• A(j).Tc>et 
lflsNumcnc(prucba) Thcn 

X(j)• prueba 
El"' 

MssB<>x "'sólo se pennit.cn nWncros del O al 9 en el vector de entrada"' 
Endl.f 

Ncxtj 

pi• probl.Te"""t 
p2 • prob2.Tcx:t 
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ll!"U!ae:NTOS PROIU.lllL.ISTICOS EN EL. A:ll!"CONOCIMIENTO De: PATRONES 

lf(pl <•O Or pi > 99)0r (p2 <•O Or p2 > 99) Or (pl + p2 > 100) Then 
Msa.Box •1...as probabilidades que dió son incorrectas• 

El~ 

ºCALCULAR VECTOR MEDIO DE LA CLASE 1 

For1 • OTo2 
su:na •o 
sumu - V..'l l(J)+ Wl.:?(J)+ Wl3(J, + Wi4U) 
moU> •Ni• swno. 

Nextj 

ºCALCULAR VECTOR MEDIO DE LA CLASE 2 

Forj • 0To2 
suma• O 
suma• \\'21{j) + W22{j) + W23{j) + W.H(j) 
mUO(J) •Ni• swna 

NcxtJ 

'CALCULAR MATRIZ DE COVARJANZA DE LA CLASE 1 

ForJ •O To2 

Ncxlj 

For 1• O To2 
mult•O 

Ncx1 i 

muh • WI l(j) • Wl 1(1) 

ca(J, i)•Ni • mult 

Forj •O To2 

Ncx1j 

For i •O To 2 
mult•O 

Ncxti 

mult • Wl2(j) • Wl2Ci) 
cb(J,i)•Nt • mult 

For j •O To2 

Ncx1j 

Fori •O To2 
mul1•0 

Next i 

mull • Wl3(j) • W13(i) 
cc(J,i)•N1 • mult 

Forj •0To2 

Ncx"'tj 

For i •O To2 
mult•O 
mult • W14(j) • Wl4(i) 
cd(j,i)•Ni•mu11 
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l!Ll!llENTOS "'OBABILISTICOS EN 1!1. Al!CONOCIMll!!NTO 0E PATRONES 

Forj- 0To2 
Fori-DTo2 

adic(j, i) • ca(j. i) + cb(J, i) + cc(j. il + cd(j. i) 
Next i 

Nextj 

Forj-OTo2 
Fori•OTo2 

mlü, i)- mO(j) • mO(i) 
Ncxti 

Nextj 

For j- 0To2 
Fori•OTo2 

clü, i)- adic(j, i) • ml(j. i) 
Nexti 

Nextj 

ºCALCUl..AR MATRIZ DE COVARIANZA DE LA CLASE 2 

Forj - O To:? 

Nextj 

Fori•OTo:? 
mull•O 

Next1 

mull • \\'21(j) • W:?)(i) 
ca (j. i) • N1 • muh 

Forj- 0To2 

Nextj 

For i •O To:? 
mult•O 
mult • W2:?(j) • W:?2(i) 
cb (j, i) • N1 •-mull 

Forj -OTo2 

Nextj 

Fori • 0To2 
mult •o 

Nexti 

mult • W23(j) • W23{1) 
e.e (j. i) • N1 • mult 

FDt'j- O To:? 

Nextj 

For i• 0To2 
mult•O 

Ncxti 

mult • W24(j) • W24(i) 
cd.(j,i)• N1 • mult 

Forj •0To2 
For i - O To 2 

adic(J, 1) • c.o(j. i) + cb(j, i) + cc(J. i) + cd(J, i) 
N~-ii 

Nextj 
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For j • 0To2 
Fori•OTol 

ml(j, i) • mOO(j) • mOO{i) 
Nc:Kti 

Ncxtj 

Forj•OTo2 
Fori•OTol 

e2(j, i) • adie(j, i) - m2(j, i) 
Nc:Kti 

Ncl\."tj 

'CALCULAR EL DETERMINANTE DE LA CLASE 1 

dc1cl • (cl(O, O)• cl(l. 1) • cl(l, 2)) - (cl(O. O)• c1(1, 2) • cl{2, 1))- (clCO. 1) •el (1. O)• el (2, 2)) + (cl(O. 
1) • cl(l, 2) • c1(2, O))+ (cl(O, l) • cl(I, 0) • c1(2. 1 )) - (cl(O, 2) • cl(I, 1) • cl(l. 0)) 

ºCALCULAR EL DETERMINANTE DE LA CLASE 2 

dct.e2 - (c2(0, O)• cl(l, 1) • e2{2, 2)) • (c2<0. O)• c2(1, 2) • e2(2. 1))- (cl(O, 1) • c.J (1, 0) • c.2 (l, l))+ (c2(0, 
1) •c2(1,2) •c2(2, O))+(c2(0, 2)• cl(l,O) • c2(2, 1))- (c2(0,2) • c.2(1, 11• c2(2,0)) 

•CALCULAR MATRIZ DE COFA.CTORES DE LA CLASE J 

cofcl(O, O)• (cl(l, 1) • cl{2, 2)) - (cl(2. 1) • cl(l, 2)) 
cofcl(O, 1 >- - ((cl(J, O)• cl(2. 2)) • (c1(2, CI) • cl{l, 2))l 
cofcl(O, l) • Ccl(1, O)• cl{l, 1 )) • (c}(l, 0) • c:l( 1. 1)) 
cofcl(l, O)•· ((cl(O, 1) • cl{2, 2)) - lc1(2. 1) • cl(O, 2))) 
cofcl(l, 1) • (cl(O, O)• cl(l, 2)) • (c1(2, O)• cl(O. l)J 
cofcl(l, 2) • - ((cl{O, O)• cl(l, l ))- (cl(l, O)• cl(O, 1))) 
cofc1(2, O)• (cl(O, l) •el( l, 2))- (cl(l, 1) • chO. 2)) 
cofc1(2, l) • - ((cl(O, O)• cl(l, 2))- (el( l. O)• cHO, 2))) 
cofc1(2, 2) • (cl{O, O)• cl{l, 1)) • (cl(l, O) • cl(O, 1 )> 

ºCALCULAR MATRIZ DE COFACTORES DE LA CLASE 2 

cofe2(0, O)• (el( l, 1) • cl(l, 2)) • (cl(l, 1) • c.2( 1, 2)) 
cofcl(O, 1) • - ((el( 1, O)• cl(l, 2)) - Cc2C2, O)• c.2(1, 2))) 
cofc2(0, 2) • (c2(1, O)• c2(2, 1 )) - Ccl(l. 0) • c2( 1, 1)) 
cofcl(l. O)• - {(c2(0. 1) • c2{2, 2)) • (c2(2, 1) • c2(0, 2))) 
cofc2(1, l) • (c2(0, O)• cl(l, 2)) - (c2{2, 0) • Cl(O, 2)) 
cofc2(1. 2) • - ((c2(0, O)• cl(l, 1)) ~ (cl(l, 0) •el( O, 1 ))) 
cofc.2(.2, O)• (c.2(0. 1) • c2(l, .2)) ·(c2(1. l) • cl(0,2}) 
cofc.2(.2, 1) • - ((cl(O, 0) •el( t • .2)). (c2( l, 0) • cl{O, 2))) 
cofc.2(2,2)• (cl(0,0) • cl(l, 1))-(cl(t.O) • c2(0, 1)) 

dctl • t /detcl 
For j •O To .2 

ºCA.LC'UJ.AR MA TR.lZ INVERSA DE LA CLASE l 

For i •O To l 
im.·c10, i) • detl • cofclO. i) 

Ncxtj 
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•cA.LCULAJl MATRIZ INVERSA DE LA CLASE 2 

dct2 • 1 I dctc2 
FOTj • 0To2 

For i- 0To2 
invc2(j. i) • del.2 • cofc2(j. i) 

Ncxti 
Nc,.1.j 

ºCALCULAR FORMULA DEL CLASIFICADOR BA YESIANO PARA LA CLASE 1 

Fori•OTo2 
rcstal(i) • X(i) - mO(i) 

Nc,.'1i 

Forj • 0To2 
surnol •O 

Fori•OTo2 
sumol • sWlUll + (an\'CIO. il • rcslDl(i)) 

Ncxti 
prodl(j)• sumnl 

Ncxtj 

n:sl •O 
For 1 •O To 2 

roesl - rcsl + (rcsta1(1) • prod](i)) 
Nc,,a1 

pwt •pl 1100 
di• Log(p\\l)-(0.S • Log(dctcl))·(0.5 • rcsl) 
Pnnt: Pnnt: Pnnt • di• ... di 

'CALCULAR FORMULA DEL CLASIFICADOR BA 'YESJANO PARA LA CLASE 2 

For 1 •O To2 
rcsta2(i) • XCi)- mOOCi) 

Ncx'1 i 

For j •O To2 
surnal •O 

Fori- 0To2 
•wnn2 • swnal + (invc2(j. i) • rcsta2(i)) 

Ncxt i 
prod2(j) • sumu.2 

Ncxtj 

rcs2 •o 
FOTi •O To 2 

res2 - n:s2 + (rcsta.2(1} • prod.2(i)) 
NcKti 

pw2•p2/ 100 
~ • Log (pw2)- (0.5 • Log (dcti;;2)) • (0.5 • rcs2) 
Print: Print. Pnnr 
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•DESPLIEGA RESULTADOS DE CLA.SIFICACION 

Print: Prin1 
lfdl > d2 Thcn 

Pu:turel.Vis1blc •True 
Picturcl.CU'Clc • (15, 15). 6 
Print .. El patrón de enlllada pertenece a la clus.c 1 porque • 
Print.. Ja fW1c16n de dec1s1on d 1 >la función de dec1s1ón c0• 

El"' 
lfd.2 > dl Thcn 

P1cturc2. Visible• True 
P1c1urc2.Circlc • (15, 15), 6 
Print • El patrón de entrada pencnccc a la clase 2 porque• 
Pnnt .. la función de dec1s16n d2 > la f\uu::ión de decisión d 1 • 

End lf 
Endlf 
End Sub 

End lf 

Prh·atc Sub CJ\.IDSALIR_Clu:k( ) 
End 

End Sub 

Pn\·ate Sub Fonn_Loud ( ) 
FRMCLASIFJCADOR.Cls 

End Sub 

Pri\"ate Sub probl_Chun(Ze( ) 
• prob:!. - ... 

probl.SctFocus 
End Sub 

Pnvate Sub probl_Chck( ) 
FRMCLASIFICADOR.Cls 
PacturcJ. Visible• False 
Pu:turcl. V1s1ble • False 

End Sub 

Prwate Sub probl_KeyPress(KcyAscia As lntcger) 
FRMCLASlFICADOR.Cls 
Picturcl.V1s1ble •False 
P1cturcl. Visible• False 

EndSub 

Pnvate Sub prob2_Click( ) 
FRMCLASIFICADOR.Cls 
Picturc 1. V asible • False 
P1cturc2. Vtsiblc •False 

EndSub 
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Prívate Sub prob2_KcyPrcss(KeyAscü As lnte¡t.er) 
FRMCLASIFJCADOR.Cls 
Pictwel.Visible •False 
Picturc2 Visible • Fabe 

EndSub 

FRMAYUDA 

Private Sub C!lr'IDSALIDA_Clu:k( ) 
FRMA YUOA.H1dc 
FRMCLASIFICADOR.Sho\\ 

EndSub 

Pri\.·a'e Sub Form_Actintc:( ) 
Print · Pnnt: Pnnt 
Pnnt .. CLASIFICADOR BA YESIANo· 

End Sub 

Pnnt; Pnnt 
Pnnt• 
Pnnt• 
Pnnt .. 
Prmt • 
Pnnt • 
Pnnt• 
Pnnt: Print 

El programa clasifica a qué clase pcncnecc Wl vector de entrado X compuesto de 3 caracteres· 
nunléncos del O al 9, s1 no se teclea conectamentc se dcsphe(la un mensaje de error'.'> se tiene • 
que capturar nuc\"amen1c la infonnac1ón. Post.:nonncntc se deben 1ntroduc1r las proOOhiluJuJes pa.ra· 
Clld:l una de las dos clases ""-'1 ~ ""-·.:?.estas deben S<r nm'.'>·ori:s que O y menorc:s 6 1¡¡:u.aks qui: 9'ol :o. la· 
swnu de ambas debe ser menor o 1i¡1uul qu1: 100. s1 no se cumple lo a.ntcnor se dcsphe¡¡:a un mens.aJ..:· 
y se tcclcani.n otra vez • 

Pnnt • Para que el programa empiece a. rea.hz.ur los citkulos ncccS.11nos y dc1cnnmc u qué clase p.:nie-• 
Pnnt • ncce el vector die entradu.. el usuano debo= de opnmtr d bo1on llam.u.do CLASIFICA· 
Pnnt: Pnnt 
Pnnl • La clasificación obtenido se rcah..z.a mediante Ju formula del clasificador ba:o.cs1ano .. 
Print: Pnnt: Pnnt 
Pnnt.. di(X) •In p(Wi.) • v~ b1 ICil- !-2 [ CX-m1)' m\'ZCi (X-mi)), 1• l • .2, ... , M. 
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6.3 FORMATO DE PANTALLAS 

VECTOR DE ENTRADA X orn 
PROBABILIDAD CLASE 1 D 
PROBABILIDAD CLASE 2 D 

11 

ª' 

11.0.1{ ... 

(t,O.~ ,, 

11 

O 'WI 

[:crruflCAi] j -sALiDÁ-] 1---;-<~or-1 

PANTALLA PRINCIPAL 

9~ 



REWNTOS PR06A81.1Sn:os ENEL RECOUOCMENTOOE PAlRCHS 

CLASIFICADOR BAYESIANO 

El programa clasifica 1 qué el-pertenece un vector de entrad1 X compuesto de 3 carad«n 
numéricos del O al 9, ei no se teclea correctamente se despliega un mensaje de error y se tiene que 
capturar nuevmM!lte 11 información. Posteriormente se deben introducir las problbilidldes p1r1 cldl 
un de laa dos clllHS W1 y W2, éstas deben ser mayor que O y menores o igual que 99 y la suma de 
ambas debe ser menor óigualque 100; si no se cumple lo anterior se despliega un~y se 
teclearán otra vez. 

Par1 que el programa empiece a realizar los cálculos necesarios y determine 1 qué clase peri• 
nece el vector de entrada, el usuario debe oprimir el botón llamado CLASIFICAR. 

la clasificación obtenida se realiza mediante la fórmula del clasificadorblytsiano: 

di(X) = lnp(Wi) • 112 In ICil -112 [(X-mi)' invzCi (X-mi)), i=1,2, .... 

¡ .. :e slul'T 1 

PANTALLA DE AYUDA 
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6.4 EJEMPLO 

Aquf se muestr•n dos ejemplos de la ejecución del programa. En el primero se lnsenan los 

datos de tal fonna que el vector de entrada sea clasificado para la clase 1, y en el segundo caso los 

datos que se Introducen clasifican al vector de entrada para la clase 2. 

En las siguientes páginas se muestran las pantallas de la ejecución, la primera corresponde a 

la clase 1 y la segunda a la clase 2. 
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• cff•0.579441541t79136 
CÍ2a-3.4~6 

El patr6íl de entredí pertenice a la clase 1 porque 
la función decisión d1 > la función de decisión d2 

Xi 

VECTOR DE ENTRADA X [j][fil!j 

PROBABILIDAD CLASE 1 l§üj 

PROBABILIDAD CLASE 2 ~ 

¡ _,cw1f1CARJ 1 SALIDA l 

EJEMPLO PARA LA CLASE 1 
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d1• ·11.933140120182 

1 d2•0.U1105h1147327 

El pllr6n ele inhda pertenece a 11 clase 2 porque 
I• funcl6n dlclll6n d2 > 11 funci6n de decisión d1 

VECTOR DE ENTRADA X @](IIIJ 
PROBABILIDAD CLASE 1 1ªQ¡ 

PROBABILIDAD CLASE 2 ~ 

x; 

1 /C:l.As1t1C••.] 1. SALIDA ] 

EJEMPLO PARA lA CLASE 2 

9K 

Xi 

1 ··.· AYúDA~ 





EU!fltlll!'.NTOS pt111oa.&atL.tsTJCOS EN l!L. Al!CONOCIMENTO DE PATAONES 

CONCLUSIONES 

Con la lnvestlgaclOn re•llz•d• pudimos damos cuenta que el Reconocimiento de Patrones es 

una •rea relativamente nueva, ya que en las últimas décadas ha tenido un gran auge e Importantes 

avances dentro de la lnfomiática. 

El Reconocimiento de Patrones ha llegado a ser reconocido como un factor importante en el 

diseno de sistemas de infomiaci6n computarizados modernos, prueba de ello son las aplicaciones 

que se han realizado con 6xito en diferentes areas como: medicina (an&llsis de tejido celular, análisis 

de electrocardiogramas •ECG's"', etc.), reconocimiento de lenguajes. crtminologla (identificación de 

huellas digitales y fotografias. entre otras). robótica, etc. Por lo que dentro de poco tiempo las 

aplicaciones de este serén en &reas que no han sido consideradas aún. 

Los elementos probabillsticos son un factor importante que intervienen en et Reconocimiento 

de Patrones para disenar sistemas que clasifiquen con el mínimo de errores a un patrón de entrada 

dado, ya que en ciertas aplicaciones como la Identificación de huellas digitales de delincuentes 6 en 

Jos anélisis de tejidos celulares infectados por algún virus. se debe tener la mayor precisión y 

exactitud posible en los resultados puesto que, algún error significativo podría traer graves 

consecuencias, por ésto se deben practicar continuamente pruebas para comprobar la efectividad del 

sistema en estos casos. 
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