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Resumen. 

El objetivo del trabajo, es presentar una revisión de algunos resultados teóricos 
y proponer un dispositivo experimental para el problema del flujo alrededor 
de una esfera confinado en un cilindro. En la parte teórica, se plantean 
las ecuaciones de movimiento en la aproximación de números de Reynolds 
pequeños. A partir de ahí el problema se divide en dos partes: cuando el 
radio del cilindro es infinito y cuando es finito. 

En el prin1er caso, el flujo de Stokes, se describen un conjunto de métodos para 
resolver las ecuaciones de 1novirniento y se muestra que, con la aproximación 
de nútneros de Reynolds pequeños, la solución no es consistente en todo 
el dominio. En el segundo caso, el flujo confinado, se presenta un método 
aproximado para resolver el problema, conocido con el nombre de "método 
de reflexiones", desarrollado en base al trabajo de J. Happel y H. Brcnner 
para este problema. Se describe, cualitativamente, otro método de solución, 
propuesto por "\V. L. Haberrnan, y se cotnparan los resultados obtenidos con 
ambos n1étodos, los cuales, resultan consistentes en una región del espacio de 
parámetros asociados al sistema. 

En la. parte experimental se propone un dispositivo experimental para estu
diar el problema. En el trabajo sólo se presenta. el diseño de la parte mecánica 
del dispositivo, el cual, consiste en: un sistema para mover a la esfera, el sis
tema de iluminación y un sistema de adquisición de imágenes. 
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Capítulo 1 

Introducci6n. 

El estudio del mo,·irniento de un cuerpo dentro de un fluido ha sido un pro
blema de interés desde hace muchos años, desde los trabajos de Arquímedes 
sobre la flotación [l]. hasta investigaciones recientes sobre la fuerza de arrastre 
que se aplican sobre un cuerpo [2, 3, 4, 5, 6). Las primeras contribuciones im
portantes al estudio del movimiento de cuerpos en un medio resistivo se deben 
a Sil- l. Nev•ton, quien realizó estudios experimentales para determinar la re
sistencia al movimiento de cuerpos en un fluido: como el amortiguamiento 
del moYimiento de un péndulo, o la caída de una esfera dentro de un fluido 
[7]. 

La siguiente contribución importante al problema teórico se debe a Navier y 
Stokes que, basados en las leyes de la mecánica de Newt;on, encuentran una 
forma general de las ecuaciones para el movimiento de un fluido viscoso, que se 
conocen como ecuaciones de Navier-Sokes [l. 8]. Estas ecuaciones representan 
los principios de conservación con una fortna particular para las ecuaciones 
constitutivas. Estas ecuaciones son un sistema de ecuaciones diferenciales 
parciales, parabólicas, no lineales acoplado, por lo que son muy difíciles de 
resolver de forma completa. Es decir, dadas las condiciones iniciales y de 
frontera con frecuencia resulta imposible encontrar una solución exacta al 
sistema de ecuaciones. Los principios de conservación se traducen en tres 
ecuaciones diferenciales que corresponden a la conservación de la masa, del 
momento lineal y de la energía total del sistema. En el caso de un fluido 
isótropo, la conservación del momento angular implica la simetría del tensor 
de esfuerzos. Las ecuaciones constitutivas corresponden al modelo de cómo 
es la respuesta del material, en este caso un fluido, cuando hay esfuerzos 
externos, gradientes de temperatura y gradientes en la concentración, cuando 



se trata t-1<.• nna nu~zcla. En el caso e.Je las ecuaciones de ~a,·ier-Stokc>s. las 
ecuaciones constitutiYa.s corresponden al tensor <le esfuerzos para un fluido 
nrwt.onianio, la ley <lrl calor de Fouric>r y la ley e.Je Fkk para t~l transport<.• d<.> 
rnasa, rcsp<.•ct.i,·aruent<.!. Estas <•cttaciones tienen 1111 conjunto de p.<ira111etros 
asoc:iados con las proph•dac.lt.•s n1ec<inicas ')/ tl-nnicas drl ftnido, que> se~ conocen 
c-01110 co<'ticiC"nt.es de transportt•. 

Si sólo se consideran a<¡twllos sistC"111as c·n los cpu• la d<•nsidad t.h• n1asa. y la 
tl'lUperatUnl S(' n1anti<•nt·n constant<·s. <•l probletna Sf.' rc•dnct.? a resolv<'r las 
c•ettacio1u•s dt> cons<>rvacic)u dt• rna.sa. y c.lP 1uon1t.•nto junt.o con el h•nsor dt• 
<'SÍ11t•rzos para un Huido viscoso. Ad<'IltéÍS, la viscosidad del fluido dPpPtllh• c.lt• 
la. tc•1npcrat.nn1 y dt• la densidad, por lo t.anto. tatnhif!n se ptu•cle consid<"L·ar 
«nnstant.t•. !lay q1u• t.ornar PU cut•ntn que•, C'l qu<' la tc>tll}l(~rat.ura, la viscosidad 
y la fl<'11si<la<l !'i<'<Ul co11stanh·s PS 11na aproxi1nacic.ín, sin c•11tl>urgo, si1•111¡>rr s<• 
p1u•<IPU rncout.rar sist.t.•JIHts douclc• Jos ra1nhios rn Pst.as t.r<'S cnntidadt•s s<• p1u•clc• 
c·ousi<lt~nu· <lt.'sp1·ccial>l<·s. 

El prohlctua particular que se• plant<•a en el t.rahajo es 1•l fiujo clt• ttna csft•ra 
dt>nt.ro d1• un cilindro, donde la c.•sfl'ra se n1ucve a. lo largo dt>l t>jc del cilindro 
con V<'locidad const.ant.e y ••n t•l rl-gin1en estacionario. La i<lca es dar una 
visicín del prohlctna que sirva de hase para c.•l estudio cxpcrin1cntal y para 
otros estudios post«-•riorcs. Para. obtener la solnci<ín al problcn1a s<• requiere 
rt•solvcr Ja...,. c•c1uu:ioncs de• Na.vicr-St.okcs usando que la velocidad del fluido 
('ll la. frontera es la rnisrua. c¡i1e la vclodda<l con la <JHP se rnncve el scíliclo. 
El problcn1a planteado de cst.a tnancra es aún 1nuy difícil <le rcsolvc~r. debido 
a que el sistema de ecuaciones es no lineal, por lo que f!S necesario ha.c<>r 
a.lg:unas aproxirnaciones adicionales que permitan simplicar la-'-> ecuaciones de 
111ovirniento. Básicamente>, se prcsl"!nt.a una revisión de algunos resultados que 
se han obteniclo sohrc este prohlcma. 

Las ecuaciones dependen de la viscosidad cinemática (v), que se define corno 
la viscosidad cortant.e (11) entre la densidad del fluido (p), de los radios de 
la esfera. (a) y del cilindro (Ro) y de una velocidad característica (U), que 
puede ser la velocidad de la esfera, o del fluido en infinito, dependiendo de 
donde se elija el sistema dr. referencia. Se debe tener claro que una velocidad 
característica en el flujo sólo tiene sentido en el ca.so que el flujo sea esta
cionario. De este conjunto de parámetros se puP.den construir dos cantidades 
adimensionales independientes, a saber, el número de Reynolds Re(= Ua/v) 
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y /3 (=a/ Ro). A partir<lel valor de estos parámetros, en particular del número 
de Reynolds, st- pueden hacer aproximaciones adicionales para simplificar las 
ecuaciones de movimiento. Esto es, el número de Reynolds SP. puede inter
pretar como el cociente entre las fuerzas inerciales y las viscosa...-.;. Entonces~ 
si R~ es mucho menor que uno significa. que las fuerzas inerciales, a.. ... uciadas 
al término no lineal en las t-cuaciones dt~ Na.vier-St.okcs, son <lespreciaUles res
pecto a las fuerzas viscosas, con lo qu<" S(_• obtienr un sistcnta. de rnu\cinnes 
diferenciales lineales. Ln lint'a.lización de las ecuaciont~s <le Na.vic-r-St.ok<'s c-11 

t.t•rn1inos <lcl nún1<-ro de Rcynolds fue propnPst.a por Stokc·s <"11 1845~ por lo 
q11r estas rr.1u1cionc•s :-il..' coHoc.·cn con rl 11ornhn~ <lt" ~~t_•cuacinn<'s de St.nkc's"'. 

Usando rsta::s ecuac-iones linc>ali':f..adas, Stokt•s tratcí rl problrtll•l clt•l flujo qtu• 
pasa alrcclrclor de un cilindro infinit.o, qnt• a¡>art.•ut.aha st•r nuis srncillo qnc• 
<·l ca:->o de la t•sfrra, pu<•st.o qut• se purdt• rPdnrir a un Hnjo bi<linu•u:-;iona.l~ y 
Pncontrc) <tlll' rl prohlt·rua no tit•np solud{n1 qt1t• ajt1st.<• a. las dos «011dicio1u•s 
<h· frontrra: c•s d<·cir. si Sl' ajust.a rl ra1npo clP velocic.huh•s <•u la s11p1•rfici<• clcl 
cilindro la c:ondicicln 1•11 infinito no sP pued<• sat.isfar.t•r. Cua.n<lo t.n1tc'> 1:011 c•l 
problc•n1a clt• la c•sfc·ra enr.nnt.rc) una sol11«ich1 <tttc~ st- ajusta 1•11 ounhas frout.•·ra ...... 
(2ue t•l prohl<'nta <lrl cilindro, con couclirioru.•s a la front.rra, 110 achnit.a una. 
solucicl11 st• conoce co1no la pan.i.doja. ele St.okl'S (9). 

En 1889 \Vhiteht·acl, u:->anclo léL'"i t•cuac-ionrs dt• Na.virr-Stok1•s ccnnpl<•t.as para 
l'l prohlenta ele la csf!'ra y suponiendo un fluido isot.énnico c• incornprc:·ühle, 
propuso una solución a lo!i ca.1npos dt• vulocidacl y prc~sión corno una. .:·wrie de 
pnt.t•ncias dl'l nún1cro clC" Reynol<lt<;, que se supon<• es un parcín1ct.ro pertur
hativo. Al sustituir <'St<i forrna se oht.iene un conjunto de rcuaciones diferen
ciales, para cada orck•n dt•l nti111cro lle Ilcynolc.ls; el unlc•n cc.•ro currc8pondc 
a r<."solver las c.'cuacionl..•s ele Stokes. En ot.ra.s palabras, la. aproxin1acioneos a 
ordc.'n uno f'tl el nt"imero de Reynolds reprcsc•nt.a.n correcciones a la. solución 
encontrada por Stokcs. Whitchead intentó resolver el sistcn1a de ccuacioncs, 
a priiner orden en el n{unero de Reynolds, y encontró que no existe solución 
a.l probleni.a que ajuste la.s dos condici9ncs a la frontera simultáneamente, lo 
cual se conoce como paradoja de Whit.chead [9). 

Estas dos paradojas surgen a partir de qul.." la descripción del flujo, obtenida 
usando las c_ocuaciones de St.okcs, no es consistente en todo el dominio con la 
aproxin1ación d<' nú1neros de Reynolds pequeños. Esto es, aunque el nt."1mero 
de Reynolds sea n1uy pequeño, comparado con la unidad, siempre se puede 
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encontrar una distancia, medida desde el centro de la esfera (o del cilindro), 
en la que las fuerzas inerciales no son despreciables respecto a. las fuerzas 
viscosas. 

No es hasta 1910 que Oseen resuelve las paradojas de Stokes y de Whitehead 
haciendo notar la naturaleza singular del desarrollo en potencias del número 
de Reynolds. Estas dos paradojas tienen el mismo origen y aparecen debido 
a que la aproximación hecha por Stokes no es correcta en todo el dominio 
de solución. Esto es, si se hace un análisis del orden de las fuerzas inerciales 
y las viscosas resulta que el término no lineal no es despreciable lejos de la 
esfera ( o del cilindro), por lo que la solución de Stokes no es correcta en esa 
región. Además de que Oseen da la solución a las paradojas propone una 
nueva aproximación para el término no lineal en la región donde la solución 
de Stokes falla de manera que se pueda encontrar una solución compuesta al 
problema [9]. 

Por otro lado, la solución de St.okcs muestra que la perturbación debida a la 
esfera se extiende a grandes distancias de ella, por lo que la presencia de un 
cilindro modificará la distribución de velocidades [1]. En principio, el radio 
del cilindro se puede escojer de manera que sea menor que aquellas distancias 
donde la solución de Stokcs falla. Sin embargo, las modificaciones al flujo 
debidas a la presencia del cilindro pueden ser de carácter no lineal. Entonces, 
hay que estimar los términos despreciados y determinar cuando la solución es 
consistente con la aproximación e.le números de Reynolds pequeños. Además, 
en el ca.so general, en el que las condiciones de frontera tienen geon1ctrías 
diferentes, no se puede encontrar un sistema de coordenadas en el que las 
dos condiciones a la frontera. se satisfagan. Entonces, se busca un esqucu1a 
sistemático de iteraciones sucesivas en donde el problema con condiciones de 
frontera se pueda resolver a cualquier grado de aproximación. 

Para este fin en este trabajo se describe el método de reflexiones [10]. Éste 
consiste en proponer la solución al campo de velocidad y de presión como 
la superposición de campos que satisfacen las ecuaciones de Stokes por se
parado con ciertas condiciones a la frontera. La idea básica del método es 
imponer las condiciones de frontera de manera que al aumentar el orden de la 
aproximación la solución ajuste, aproximadamente, las condiciones de fron
tera originales. Matemáticamente no se ha podido demostrar que la solución 
obtenida de esta manera. converja. a la solución del problema original. En-
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tonces, hasta este momento, sólo es posible probar el método comparando 
con los resultados obtenidos con otros métodos de solución y resultados ex
perimentales, Jos cuales son muy limita.dos. 

Dentro de la parte experimental el objetivo del trabajo es hacer un estu
dio experimental del problema, con el fin de explorar el régimen de validez 
de los resultados que se pesentan en la parte teórica. En esta tesis sólo se 
presenta el diseño del experimento. Co1no ya se ha mencionado, dentro del 
modelo teórico se tienen dos parámetros esenciales, R~ y /3, que se suponen 
pequeños para que las aproximaciones hechas en la teoría sean válidas. En
tonces, desde el punto de vista práctico, es necesario saber para qué valores de 
estos parámetros la teoría se puede utilizar en la predición de los resultados 
obser,~ados. 

Aunque el problema ya ha sido estudiado en el laboratorio con anterioridad 
[21J, el estudio experimental de un sisten1a físico como éste es, en general, 
compHcado y susceptible a una gran cantidad de errores, por Jo que es im
portante Ja reproducibilidad <le Jos resultados y tener una idea de en qué 
condiciones de laboratorio las cantidades que se suponen despreciables, corno 
en el ca.so de Jos efectos de las tapas, los cambios en la temperatura del sistema 
y los cambios en la viscosidad y la densidad, son aproximaciones plausibles. 
Aden1ás, el dipositivo experin1cntal que se propone en este trabajo permite 
estudiar el movimiento del fluido a números e.le Reynolds 1ná.s grandes que Ja 
unidad. 

La estructura del trabajo es Ja siguiente. En el primer capítulo, se deducen 
las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido isotérmico y se formula el 
problema general, en la aproximación de ntimeros de Rcynolds pequeños, del 
ftujo lento de una esfera en un cilindro. A partir de ahí, el problema se 
divide en dos casos, cuando el radio del cilindro es infinito y cuando es finito; 
finalmente se plantea el problema experimental. 

En el segundo capítulo, se resuelven las ecuaciones de Stokes para el caso en 
el que el fluido es infinito usando varios métodos de solución. Al final se hace 
un análisis de por qué falla la solución de Stokes y se describen los métodos 
alternativos desarrollados hasta la fecha para mejorarla. 

En el tercer capítulo, se plantea el método de reflexiones y se calcula una 
corrección a el arrastre sobre la esfera, a primer orden en el parámetro 13. 
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debida a las paredes del cilindro y se mencionan los result.ados obtenidos 
por otros autores quienes utilizaron el misn10 método, pero llevado a una 
aproximación 1nayor~ asi co1no resultados obtenidos usando otro método de 
solución. 

En el cuarto capítulo, se describe el diseilo y la construcción del dispositivo 
experin1enta] qne se utilizará para estudiar el problema. Finalment.e, se dan 
]as conclusiones y las pcrspectivac; de est.e proyec:t.o. 
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Capítulo 2 

Ecuaciones de movimiento para un 
ft uido viscoso, isotérmico e 
incompresible. 

En el presente capítulo se deducen las ccuacionf~s para un fluido viscoso e 
isotér1nico. A partir de i-stéLc;: se plantea. el prohlen1a teórico y sus principalr•s 
situpliticacionc-s, que se resuelven en los capít.ulos posteriores; es dc.•r.ir, se• 
plantean de for1na general las aproximaciones básicas utilizadas en la teoría. 
Al final d•~l capítulo :ir plantea el problen1a cxperin1cntal y las ideas priuci
palcs. 

2.1 Conceptos básicos. 

El estudio del moviinicnto de Jos fluidos constituye la clin•irnica clr fluidos. Un 
fluido C'S un sistema físico que bajo la influencia de fuerzas tiende a dcfonnarse 
indefinidamente. Por ejemplo, un líquido en un campo gravitacional tiende 
a derramarse si no está contenido en un recipiente. 

Para el ánalisis de las ecuaciones de movimiento, en el marco teórico de la 
mecánica clásica, se supone que el fluido es un medio continuo. Es decir, 
desde este punto de vista no se hace referencia a que los fluidos, con10 toda 
la materia, están constituidos de átomos y moléculas, sino que todos los ele
mentos de volumen que se consideran son muy pequeños en comparación con 
el sistema total, pero a su vez, sus dimensiones características son mucho ma
yores que las distancias entre las moléculas que Jo co1nponen. A continuación 
Jos elementos de volumen corresponden a las "partículas" de fluido. 
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En gent>ral, las propiedades tt.;r111icas de un fluido son in1portantes para su des
cripción. ptt<"sto que los can1bios en la re1nperatura 111odifica11 Ja.s propit.'dades 
del fluido. Sin ~n1hargo. en este trabajo se supont.• quc." Ja tC'ntpiPrattu·a dt•l sis
t.en1a st- 1nantieue consrant<• (fluidos isorérn1it:os). Entouc<"s. las propit"dadrs 
dc-1 fluido qut• de¡u·ndt•u de Ja te1nperatura. con10 la densidad y la ,-iscosidad. 
se supo1u.·n t>sencialn1entr coustantes. Para este tipo de ffuidos. las eeuaciont·~ 
fundauu.•utales quiP Jos dt•scribeu expr<.-sau los prinripios d(>' cons<•rvación dt• 
111.asa. y <lr n1on1euto para uu C")entC"nto el<-' vohuut•n d<•J ffnido. Cuaudo ha~· 
varinrióu rn la trrnp..-rarura (l«•l sistt•1ua hay qur inrluir una rc.·uac·hln dl' ha
lant·c para. Ja cut•rg:ía. 

Dt•!""dc• l"I punto de· vista c)á...,;ico, p;tra conorc•r la t•vol11ritín ch• 1111 fluido rs 
ll<'«••sario c~o1uu..-t•r <"ic·rt.•L.,. ca.nt idadt•s físicas c¡u...- d(•teru1inan t•J t•stado t•o1n
pll•f.n drl sist.c~n1a. Eu PI c·a.so n1ás gt•ut.•ral. 6stas son l'I can1po d<? Vl'lori
d.rult•s 17(.r, y,=. t) y dos cant.idadrs tPr111odinán1icas, por Pj(•rnplo la prt•si6n 
P(.r.11 • .:, t) y Ja. drnsid.rul p(..r., y,.:, t); d~ulas dos variahl<'.s tt•rmodinii1nicéL"i y 
la rcua.rilín fuudauu•nt.al o las PCUaciones de eostado SP ptu•d<"!n l~ncont.rar t.oda .... 
las propiedades tt~rmicas drl sist.f•Jna fl. B. 11]. C11e1udo la trrnprra.t.ura. y la 
llt•11silla.d r.n c•I sist.c•Uul st• 111ant.i1•nrn aproxii11;ulan1rnt.f~ constant.rs rl prolilc•n1.r1 
se• l"l?duc<? a l•uc-ont.rar d carupo <Ir> vc•Joddacl y t•l dt! presic)n con10 f1111t:inru·s 
de! Ja.,. coordc![Uul•L.,; y dl'l lÍt"UlJ>O. 

Ül~fltro dt! Ja Jlll!CáUjCa. d<! Jos fftai<los t•XiStPll dos dt~sr.ripCÍOllCS f1111cfa1ncnt.ilJl'S, 
1.a. f!U)rria.ua. y la lagrangiana. La desc:ripdón PHIC:'riana tija una rngic")n rn rl 
espacio y t.01na Ja infor1nar.ii)n clr• las partículas que pa.....,au a través de tdla c~n 
rl t.rauscnrso dul tiempo. En l:an1bio, la lagrangiana. sig1w Ja. t.ra.yrctoria d<• 
hLo.,; partícul;Lo.,; d•~ ffui<lo d urant<• todo e) 111oviruicnto. 

Ahon1, se int.ro<luccn dos idnnti<la<l~s fundan1ent.alf!S q11P. pcrrnitcn cambiar 
de una descripción a ot.ra; la deriva<la cunvcct.iva o hidrodinámica. (regla <le 
Ja cadena) 

.!!__ "" E_ "" !!... + (•7. V') 
dt Dt éJt ' 

(2.1) 

donde 11(T,t) es el campo de velocidades de las partículas que pasan a. través 
de un v0Jun1en fijo Vo y V es el operador gradiente que act1ía ~obre variables 
eulerianas; y el teorema de transporte de Reynol<ls 

.!!__ j adF = j [(º;) + v · (oü)J dV. 
dt \'(t) \'(t) éJ 

(2.2) 
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donde a es un canipo escalar cualquiera, por ejemplo p, u¡~ (11]. 

Para la identidad (2.1) aplicada al campo escalar 0 1 la df"rivada total respect.o 
al tiempo se descompone en dos partes; una parcial respecto al t.iempo~ qu~ 
se refiere a los cambios de o en puntos fijos en el espacio y otro térn1ino qu(• 
toma en cuenta la variación de o en dos puntos separados una distancia rlr 
(8]. De forrna análoga, el teorcn1a de Reynolcls pcrniite ronoccr la cvolnci()n 
ele cantidades integrales <l<•l fluido a través drl tir1npo. 

2 .. 2 Principios de co11servación. 

2.2.1 Conservación de masn 

Si se to111a un vohuncn \ló. cu 1•l s .. 110 d<• 1111 fluido d<· vohtnwn l·,.. la rna.sa 
total <·urttrnida en 1~st<• (•stñ <la<la. J>Ol" f ptl\ ~. si1•11do fJ la cl1•11sidacl d1~l Huido, 
Cf\U! ('ll ~c·ru.•ral d<•p(•tulc cl<! las coonlt~ua.das :'-" la iutc•gnu:i<)u S<! n•aliza suhrP 
t.odo rl vohunen d«! coutrol \'(,. 

El priucipin d<• 1:01Hwrvación de lll!iL"'a. postula. 11111• la. v.arinc·i«·u1 tot.al de~ la. 111a .. "ia 

c·ontl'tlida <'11 <'l voh1n1cn \J"o. durante un ca1nhin 1~n ••l ti<"u1po. dt•hc• s••r c·••1·0. 
En otras palabra .. 'i, no hay creación ui a.niqnil:;u·i,)u de• UliL'>a dc•ut.ro dt!I tlnicln. 
Este~ c•nuuciado s1! J>U<'de ('scribir •~u la. funna 

di T pdV = n. 
't Vi1 

(2.3) 

Est.a c•cuación SP puede recsc·ribir usando la t'l:uacic)n (2.2), C"<>ll lo <¡tu• S<' 
obt:icn<· 

l.[~+ V· pi7] di-·= O; (2.4) 

corno la integración es independiente del volun1cn ele cont.rol V(,. <·nt.oncr.s el 
integrando debe ser ce-ro, por lo tanto 

~ + V · {pr7) = O. (2.5) 

Esta tiltima expresión se conoc<" corno la ecuación de continuidad. 
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Para el tratamiento de una gran cantidad de flujos de líquidos, la densidad se 
puede suponer constante en todo el volumen y durante todo el movimiento. 
A este tipo de fluidos se les conoce con10 incompresibles, puesto que no hay 
compresión ni dilatación observables. Hay que tomar en cuenta que esto es 
una. aproximación, que sólo es válida cuando la velocidad de propagación 
del sonido se puede considerar muy grande respecto a las velocidades carac
t.erísticas del flujo. Es decir, números de Mach pequeños (Af < 1), que se 
define corno M = U/ e, siendo e la velocidad de propagación del sonido dentro 
del fluido y U una velocidad característica del flujo. 

2.2.2 Conservación de momento. 

La dinámica de un fluido ésta determinada por la segunda ley de Newton, 
que para este caso torna la forma 

_dd J piidV = f pFdF + f TdS, 
t V V S 

(2.6) 

donde el término del lado izquierdo representa el flujo de momento y el lado 
derecho las fuerzas que actúan sobre el elemento de volumen V, cuya superfi
cie es S. Las fuerzas que actúan sobre un fluido son de dos tipos. Las fuerzas 
volumétricas o de cuerpo F, como la fuerza de gravedad y la centrífuga, y las 
fuerzas superficiales T, cuyos orígenes son principalmente moleculares. Las 
fuerzas volumétricas pi!' se refieren a fuerzas por unidad de volumen y las 
superficiales T, el vector de esfuerzos, a fuerzas por unidad de superficie. 

Las fuerzas superficiales dependen tanto de la superficie como de su orienta
ción y se clasifican como: aquellas que actúan en la dirección normal a cada 
punto de la superficie, como las fuerzas de presión, y las que actúan a lo 
largo de la dirección tangente a cada punto de la superficie, fuerzas cortantes 
y debidas a la viscosidad del fluido. 

Usualmente, las fuerzas superficiales se escriben como T = T · ñ, donde T es 
~l tensor de esfuerzos y ñ es un vector unitario normal a la superficie que 
apunta hacia fuera. La componente T¡¡ del tensor de esfuerzos representa 
la. componente i de la fuerza, por unidad de área, que actúa sobre el ele
mento de superficie cuya normal está en la dirección j. Sustituyendo en la 
ecuación (2.6) la expresión para el vector de esfuerzos, usando el teorema de 
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la divergencia y la ecuación (2.2) se obtiene que 

j [! (pü) +V · (püü) - pF - V· r] dV =O; 
V 

(2.7) 

como la integral debe anularse para cualquier volumen 1' ... .,. el integrando debe 
ser cero, por lo tanto 

:t (pü) +V· (pü17) = pF +V. r. (2.8) 

La expresión anterior expresada en componentes es 

a a ar;; 
8t (pu;)+ 8x¡ (pu;u¡) = pF; + 8x¡' (2 -9 ) 

donde se uso la convención de sun1a de Einstein. Al hacer las derivadas 
correspondientes y usar la ecuación (2.5) se obtiene 

p(~:• +u¡~;;) (2.10) 

que, en forma vectorial, toma la forma 

8i1 ( - ~) - F- ~ -p Ot + p U • V U = p + V • T. (2.11) 

Esta es la ecuación de movimiento del fluido en la representación euleriana. 

2.2.3 Conservación del momento angular. 

El principio de conservación del momento angular es muy importante en el 
tratamiento de los fluidos, ya que proporciona información sobre el tensor de 
esfuerzos que, en algunos casos, simplifica el problema. De forma análoga 
al principio de conservación de momento lineal, se hace un balance entre el 
flujo de momento angular por unidad de tiempo., en un volumen de control 
arbitrario, y las torcas que actúan sobre él. Las torcas se dividen en dos; las 
que son debidas a las fuerzas de cuerpo y las debidas a fuerzas superficiales. 
De esta manera el principio de conservación de momento angular se puede 
escribir como(l2, 13) 
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;}¡J (rx pü}dtr = J (rx pF) dV + J (rx (r. ñ))dS; 
V l.' S 

(2.12) 

usando el teorema de transport.e de Reynolds ecuación (2.2) y el teorema de 
la divergencia en la ecuación (2.12) se obtiene 

¡ [.! (r x pü) + v . (r x (pit) ü)] dV = / [r x pF + v . (r x r)] dV (2.13) 

donde T es un vector con origen en un sistema de coordenadas inercial. 
Reescribiendo la ecuación (2.13) en componentes y al pasar todo del lado 
izquierdo, se tiene la ecuación 

/ [E;;•x;:t (pu;)+ E;;•x; 8:, (pu;u1)] 

- / [EijkX¡pF; - EijltXia~, (TJI) - Er;.t-T;¡] dV =o. 
V 

(2.14) 

donde €¡jlt es el tensor de Levi-Civita. Esta ecuación se puede reescrihir 
usando las ecuaciones (2.5) y (2.11), con lo que se obtiene 

j EijlcTj;dV = 0, 
V 

(2.15) 

donde el integrando tiene que ser cero, ya que la integración es independiente 
del volumen de control. Por lo tanto 

(2.16) 

es decir, cuando el momento angular se conserva el tensor de esfuerzos es 
simétrico. Se sabe que un tensor cualquiera de segundo rango tiene nueve 
componentes independientes. En el ca.so de que dicho tensor sea simétrico sólo 
seis componentes son independientes. Este hecho es muy importante puesto 
que el tensor de esfuerzos, para un fluido en el cual el momento angular se 
conserva es siDJétrico y entonces, se reducen las incógnitas del problema. 

Debido a la simetría del tensor de esfuerzos se puede encontrar un sistema de 
coordenadas para el cual este ten.sor es diagonal, conocido como sistema de 
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ejes principales; las componentes de este nuevo t.ensor Tfi, T:h y Táa se conocen 
como esfuerzos principales. Desde este sistema. coordenado las componentes 
de la fuerza por unidad de área. que actúan sobre un elemento de superfi
cie, cuyo vector normal tiene componentes (n1,n2, n 3 ), son T{¡n1, r22 n 2 , r~3n3 , 
donde cada uno de éstos corresponde a un estado de tensión o de compresión, 
si son negativos. Otra propiedad importante del tensor de esfuerzos es que 
la traza es un invariante bajo una transformación de coordenadas, distinta al 
de ejes principales de T¡J, es decir, 

TÍ l + T22 + T~3 = T¡¡, (2.17) 
es el tnismo para cualquier sistema de referencia; esta propiedad sr. utiliza en 
la siguiente sección. 

2.3 El tensor de esfuerzos para un fluido viscoso. 

Para caracterizar un fluido en equilibrio 1necánico. se fija un elemento de 
fluido esférico de radio pequeño, de tal forn1a que el tensor T¡j es uniforme 
en toda su superficie. Se escoge el sistema coordenado tal que coincida local
mente con los ejes principales de Tij· Este tensor diagonal se puede escribir 
como la suma de dos tensores de la siguiente forma 

T = ( ~~;¡ ~~;; ~ ) + ( rh ~ ~T;; rh ~ ~T;¡ ~ ) • (2.18) 

0 0 ~T¡¡ Ü 0 T~3 - lT¡¡ 

El prin1er término es un tensor isót.ropo y la contribución a la. fuerza por 
unidad de área, ejercida sobre la superficie de la esfera con normal fi, es ~T¡¡fi. 
Entonces el fluido comprime (si el signo de T¡¡ es negativo) uniformemente a 
la esfera fluida y trata de cambiar su volumen que, corno el fl.uido está en 
reposo, la esfera tiende a contrarestar dicha compresión. El segundo término 
es un tensor anisótropo, que en vista de la expresión (2.17), tiene traza igual 
a cero; esto trae como resultado que en la dirección de un eje hay fuerzas de 
tensión, en otra dirección fuerzas de compresión y en la tercera, fuerzas de 
tensión o conl.presión, lo cual, deformará a la esfera. Corno el fl.uido está en 
reposo y el sistema no tiene ningún mecanismo que evite la deformación de la 
esfera. los esfuerzos principales deben ser iguales a ir¡¡; por lo tanto, para un 
fluido en reposo, el tensor de esfuerzos es isótropo en todo punto del fluido. 
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Como los fluidos en reposo están en estado de compresión se identifica cada 
co111ponente del tensor de esfuerzos con la p~esión hidrostá.tica, es decir, 

(2.19) 

donde '5¡; es la delta de Kroenecker y P = -!r1¡ es la presión [l}. Cuando 
el fluido se mueve y no hay efectos de viscosidad, fluido ideal, el tensor de 
esfuerzos debe ser de la forma dada en la expresión (2.19). Al substituir esta 
expresión en la ecuación de conservación de momento lineal, ecuación (2.11), 
se obtiene que 

ªª + (ü· V)ü = _.!.vP+ i'. at P 
(2.20) 

Esta ecuación fue obtenida. por L. Euler en 1755, y se conoce corno la ecuación 
de Euler. La. ecuación (2.20) representa un flujo de impulso completamente 
reversible que se debe al transporte mecánico de un elemento de fluido de un 
lugar a otro y a las fuerzas de presión que actúan sobre éste. 

Hasta este momento no se han tomado en cuenta los efectos debidos a la 
disipación de energía dentro del sistema, es decir, efectos de la viscosidad, 
debidos a una transferencia de impulso irreversible de puntos donde la ve
locidad es grande a puntos donde la velocidad es pequeña. Para tornar en 
cuenta este efecto se escribe el tensor de esfuerzos como la suma de dos partes; 
una debida a las fuerzas de presión y otra a los esfuerzos viscosos: 

(2.21) 

Las fuerzas de fricción internas en un fluido se presentan debido a que las 
velocidades de los distintos puntos que lo constituyen no son las mismas, 
es decir., es consecuencia de la existencia de velocidades relativas entre los 
distintos puntos del fluido. Esto conduce a que rf; depende de las derivadas 
del campo de velocidades del fluido. Si., además., se supone que los gradientes 
de velocidad son pequeños se puede suponer que la transferencia de impulso 
sólo depende de las primeras derivadas de ü. Con la misma aproximación se 
puede suponer que esta dependencia es lineal y, corno rf; debe anularse para 
lúl = cte, no hay términos independientes de 8u,/8x;. Hay que notar que 
cuando el fluido está en un estado de rotación uniforme se mueve como cuerpo 
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rígido, por lo tanto, no hay efectos de viscosidad y el tensor -r/i debe anularse .. 
De aquí que se quieren construir combinaciones lineales de 8u¡/8:r:j, de forma 
que, si se tiene un fluido en rotación uniforme con velocidad. i1 = ñ x r, siendo 
O la. velocidad angular y r el vector de posición medido desde el centro de 
giro, el tensor de esfuerzos viscoso se anule. Es fácil demostrar que las sumas 
simétricas 

au, + 8u; (2.22) 
8x; 8x¡' 

forman una combinación lineal que se a.nula en el caso en el que el fluido esté 
en estado de rotación uniforme. Por lo tanto, el tensor de rango dos más 
general que satisface las condiciones anteriores es 

, (ªu' 8u;) b8u1 r 
T¡j =a éJx; + éJX¡ + 8x1 u¡;, (2.23) 

donde los coeficientes a y b son independientes de la velocidad [8]. La ex
presión (2.23) se puede reescribir en términos de otros dos coeficientes, con 
lo que finalmente se tiene 

(2.24) 

Es importante notar que cuando i = j la expresión en el paréntesis se anula, 
es decir, estos términos son los correspondientes a los esfuerzos cortantes; son 
los elementos fuera de la diagonal de T .. Por lo tanto, TJ se identifica. como 
la viscosidad cortante. De forma análoga, el último térnüno del lado derecho 
corresponde a los elementos de la diagonal, que corresponden a esfuerzos 
normales. Por lo tanto, ( se identifica como la viscosidad volumétrica o de 
bulto. Sustituyendo esta última expresión en la relación (2.21) se obtiene 

( ª"' 8u; 2 ª"') au, 
T;; = -Pó;; + T/ 8x; + ax, - 3º•; OX¡ + ( {)x¡ Ó;;, (2.25) 

que es el tensor de esfuerzos para un fluido viscoso o también conocido como 
fluido newtoniano. 

En el caso general de un fluido newtoniano, los coeficientes de viscosidad no 
son constantes y pueden depender de la presión, la te1nperatura y en algunos 
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modelos recientes de Ja pos1c1on [I-IJ. Sin embargo, en muchos casos estos 
coeficientes no varían notablemente. por Jo que se pueden suponer constan
tes. Usando esta suposición se substituye Ja ecuación (2.25) en la ecuación 
de conservación de mo1nento (2.11) y se obtiene 

(2.26) 

que corresponde a Ja ecuación de inovimiento para un fluido viscoso. En el 
caso de fluidos incompresibles (V· ü =O) el último término se anula, y la 
ecuación toma la forma 

[ aü (- ~) -1 I~p T/~2--+ U• V U =--y +-V U, at P P 
(2.27) 

que se denomina de Navier-Stokes. Al cociente v = TJ/ p se le Jlarna viscosidad 
cinemática y a 7J Ja viscosidad dinámica. De la ecuación (2.27) es importante 
notar que la viscosidad, para un fluido incon1presible, queda determinada por 
un sólo coeficiente, es decir, v caracteriza al sistema. 

Para completar el problema es necesario imponer condiciones de frontera para 
la ecuación de movimiento. En este caso se utiliza Ja condición de adherencia, 
es decir, el campo de velocidades debe ser igual a la velocidad de la superficie 
sólida [l, 8, ll]. 

2.4 Plantearniento del problema. 

2.4.l. Ley de semejanza. 

En una gran variedad de casos en hidrodinámica es posible deducir ciertas 
propiedades físicas del sistema mediante argumentos dimensionales, corno el 
flujo alrededor de cuerpos con geometría conocida o flujos confinados y cuyo 
movimiento está restringido a una región finita del espacio, con geometría 
determinada (e.g., el flujo alrededor de una esfera o un elipsoide, el flujo en 
un tubo, etc). En estos casos se dice que los cuerpos son geométricamente 
semejantes, ya que se puede pasar de uno a otro con cambiar todas sus 
dimensiones en Ja misma proporción. 

Considérese un flujo estacionario que pasa alrededor de una esfera, el cual 
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puede estar confinado dentro de un cilindro. Entonces, la ecuación ( 2.27) 
muestra que v es el único parámetro que caracteriza al fluido. Además., como 
se mencionó en la sección anterior, el flujo depende de las condiciones de 
frontera del problema, como son su forma y su tamaño y de la velocidad con 
la que el objeto se mueve (en este caso la velocidad de la esfera). Por lo tanto, 
se tienen tres parámetros que caracterizan al sisteina, a saber- la viscosidad 
cinemática, una longitud característica (/) y la velocidad con la. que el cuerpo 
se mueve (U). Estos tres parámetros tienen las siguientes dimensiones: 

[v] = L 2 /t; [l] = L; [U] = L/t. (2.28) 

donde L se refiere a unidades de longitud y t de tiempo. 

Del teorema II (o de Buckingham) [15] se puede mostrar que sólo se puede 
hacer una magnitud adimensional independiente con estos parámetros, a 
saber Re = Ul/v, ya que cualquier otro se puede escribir en función de éste; 
a este parámetro se le conoce como el nún1ero de Reynolds. De este modo, 
se puede medir la velocidad y la posición en términos de nuevas variables 
adimensionalcs, a saber ü/U y T/l respectiva1nente. Por lo tanto., como el 
número de Reynolds es el único parámetro asociado al sistema, el campo de 
velocidades debe ser una función de la forma 

(2.29) 

De esta. relación es claro que para flujos con el mismo número de Reynolds la 
relación entre ü/U y T/l es la misma cuando las dimensiones características 
cambian en la misma proporción, por ejemplo en el caso mencionado anterior
mente, cambiar las dimensiones de la esfera (o del cilindro) y de la velocidad 
U en la misma proporción. Así, los flujos geométricamente semejantes con 
números de Reynolds iguales son semejantes. A este hecho se le denomina 
ley de semejanza y fue enunciada por O. Reynolds en 1883 [8]. 

De forma análoga a la distribución de velocidades, se pueden encontrar rela
ciones para la distribución de presiones y para la fuerza de arrastre (F), que 
tornan la forn1a 

p pu2 p (r/l, R.), (2.30) 
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F = pu 2
/

2 f (R.) , (2.31) 

]as cuales se det.enninan al expresar a la presión y a la fuerza como cantidades 
adimensionalcs [8]. 

2.4.2 El problema teórico. 

Se tiene un fluido con viscosidad v que está contenido dentro de un cilindro 
de longitud infinita y radio Ro. Dentro del cilindro hay una esfera de radio 
a(< R 0 ) justo en el eje del cilindro (ver la figura 2.1). Las condiciones de 
frontera son tales que la esfera está en reposo y el fluido se inuevc, junto con 
el cilindro, a una velocidad constante Ü. 

FIOURA 2.1: La esfera de radio a está fija al sistema de coordenadas, mientras que el 
cilindro de radio Ilo. junto con el fluido, se mueven con velocidad constante O. 

Entonces, se fija un sistcn1a. de coordenadas cartesianas ( x, y, z) de tal forma 
que las coordenadas del centro de la esfera son (O. O, O) y el eje del cilindro 
coincide con el eje z (ver la figura 2.1). Desde este sistema de referencia la 
superficie de la esfera está caracterizada por la relación 

ª2 = x2 + y2 + .::2, 

y la superficie del cilindro por 

Rg = x 2 + y 2 , para toda.::. 

(2.32) 

(2.33) 

Es importante notar que el problcn1a que se est.á planteando tiene simetría 
axial, es decir, el comportan1iento del fluido es el mismo para cualquier plano 

21 



perpendicular al plano zy que contenga al eje z. Para poder explotar esta 
simetría es conveniente trabajar en un sistema de coordenadas en donde una 
de las coordenadas independientes sea el ángulo azimutal, ~' de tal forma 
que las cantidades que hay que calcular no dependen de ésta y, por lo tanto, 
las ecuaciones a resolver se simplifiquen. 

Entonces, se trabaja con un sistema de coordenadas esféricas (r, 9, cp), puesto 
que de la simétria del problema se infiere que el campo de velocidades y Ja 
presión son de la forma ü(r,9) y P(r,O). En el caso de usar coordenadas 
cilíndricas (R, 9, z) los campos de velocidad y presión serían de la forma 
ü(R,.:) y P(R,:), respectivamente. La diferencia entre usar uno u otro 
sistema de coordenadas aparece en la forma de representar las fronteras, 
debido a que tienen simetrías diferentes. 

Para encontrar la solución al problema se tiene que resolver la ecuación de 
momento y la ecuación de continuidad, en el e-aso estacionario, con condi
ciones a Ja frontera de adherencia, es decir, 

u1. vJ;; 
V'· r7 

;¡ 
;¡ 

_::_'V'P+vv2 u, 
p 

o, 
Ó, sir= a, 

Ü, si Ro= rsinO, 

donde Jas dos últimas expresiones están en coordenadas esféricas. 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

Como la ecuación de morncnt.o es no lineal el problema es rnuy difícil de 
resolver, ya que los métodos matemáticos para ecuaciones diferenciales no 
lineales que se tienen a la fecha sóJo pueden resolver casos particulares~ es 
decir, son poco generales. Además~ las diferencias en Ja geometría de las 
fronteras complica aún más el problema. Esto se ve en Ja condición de frontera 
sobre el cilindro, donde se fija el valor de Ja velocidad para valores de r y O 
que satisfacen la relación Ro = r sin O. 

Para atacar el problema se buscan ciertas condiciones adicionales de tal forma 
que se pueda aproximar el problema original por uno más sencillo. En la 
mayoría de los casos se imponen condiciones en las que Ja ecuación de mo
mento se puede aproxitnar por una ecuación diferencial lineal que es, obvia
mente, más fácil de- resolver. 
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El tl.VO alrededor de una e•f'era. 

La primera simplificación del problema es suponer que el radio del cilindro es 
infinito, es decir, el problema consiste en un flujo uniforme que pasa alrededor 
de una esfera que está. en reposo respecto a un sistema de referencia fijo en 
el espacio. 

Ahora, en la. ecuación de momento el término (ü ·V) it representa la ace
leración del fluido, es decir, las fuerzas inerciales, y el término vV2 ü repre
senta a las fuer..tas debidas a la viscosidad. Para el primer ca.so, el término 
inercial es de orden u 2 /l y las fuerzas viscosas son del orden de vu/12 • Ha
ciendo el cociente entre estas dos cantidades se obtiene el número de Reynolds 
(Re= ul/v), entonces, la ecuación de momento se puede escribir como 

R. (ü". v•)1T' = -v•p• +v·•.¡¡-, (2.38) 

donde los asteriscos se refieren a que son cantidades adimensionales. Ahora, 
si el número de Reynolds es mucho menor que la unidad se puede despreciar 
el lado izquierdo. Por lo tanto, la ecuación en las variables dimensionales se 
reduce a 

(2.39) 

Esta ecuación, junto con la ecuación de continuidad (2.35) y las condiciones 
a. la frontera. constituyen el sistema de ecuaciones a resolver y se conocen 
corno ecuaciones de Stokes. Las condiciones de frontera están dadas por la 
expresión (2-36), cuando el sistema de coordenadas está fijo a la. esfera, y la 
condición {2.37) toma la forma 

i1 = Ü si r - oo, (2.40) 

donde O es la velocidad de la corriente principal, que se puede escoger en 
la dirección de z o de (-z), puesto que el flujo es simétrico respecto a este 
eje . Esta simetría se debe a que las ecuaciones de movimiento, en esta 
aproximación, son lineales por lo que la dependencia entre la distribución de 
velocidad y Ü es lineal. 

A pesar de que el problema es lineal, todavía representa un problema abierto 
en mecánica de fluidos, pues la solución al problema. no es consistente con 
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la aproximación dr números de Reynolds pequeños en regiones lejanas a la 
esfera, aunque cerca de la esfera da una buena aproximación al movimiento 
del fluido. Entonces~ el término no lineal en la ecuación de momento sf! 
aproxima por un t.érrnino lineal, distinto de cero, en la región en donde no 
es despreciable de manera que se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones 
diferenciales con condiciones a la frontera. Los detalles de esta aproximación y 
la inconsistencia con la aproximación del número de Reynolds prácticamente 
cero se discute en el siguiente capítulo. 

Corno ya se mencionó, conociendo el campo de velocidades y el de presiones, 
ya que en este ca.so la densidad se supone constante, todas las demás carac
terísticas del flujo se pueden encontrar de forma relativamente sencilla. Para 
los problemas de este tipo hay ciertas cantidades de particular interés. Éstas 
son: la fuerza de arrastre y las torcas ejercidas sobre la partícula. En este 
caso S<:- supone que la esfera no puede rotar y, por lo tanto, no hay torcas en 
el flujo. La fuerza de arrastre se calcula usando la siguiente expresión 

F = J T. fidS, 
s 

(2.41) 

donde T es el tensor de esfuerzos, ñ es un vector normal a la esfera, que 
apunta hacia fuera de ésta, y la integración se realiza sobre la superficie de 
la esfera. 

El problema confinado. 

Ahora, si el radio del cilindro es finito y se utiliza la aproximación de nún1eros 
de Reynolds pequeños, el sistema de ecuaciones que describe el movimiento 
del fluido está dado por las ecuaciones (2.34)-(2.37). 

Debido a la diferencia en las propiedades de simetría de las dos fronteras, a 
la fecha no se ha. podido encontrar una solución exacta a este problema, es 
decir, no se puede encontrar un sistema de coordenadas donde la solución se 
ajuste en la superficie del cilindro y de la esfera, simultáneamente [10]. 
Como en un flujo uniforme la perturbación debida a la esfera se extiende a 
grandes distancias de ésta, la existencia de una frontera externa (como en 
el caso de un cilindro cuyo eje es paralelo a la dirección del flujo) también 
perturba el campo de velocidades atín cuando el cilindro se encuentre a varios 
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radios de distancia de Ja esfera fl]. Entonces, para el flujo confinado en el 
cilindro, se busca escribir Ja solución como una serie de potencias de un 
parámetro pequeño, en este caso e] parámetro /3, donde las potencias de p 
mayores que cero corresponden a correcciones a Ja solución de Stokes debidas 
a.1 cilindro. En eJ siguiente capítulo se describe un método para encontrar Jas 
correciones en f1 a primer orden. Una vez obtenidos los campos de presión 
y velocidad, es deseable probar Ja consistencia de éstos con Ja aproximación 
de números de Reyno]ds pequeños. Esto es, hacer un análisis de) orden de 
magnitud de las fuerzas inerciales y de ]as viscosas para después compararlas 
y ver si efectivamente Jas primeras son despreciables respecto a las segundas, 
en todo el dominio de integración de las ecuaciones (2.34)-(2.37). 

2.4.3 El problema experimental. 

Hasta este momento sólo se tiene el planteamiento teórico del problema. El 
siguiente paso es plantear el problema desde el punto de vista experimental. 
En este trabajo, se hizo un diseño de un dispositivo para reproducir expe
rimentalmente el problema que se planteó en Ja teoría. En esta sección se 
describe el siRtema sin hacer referencia a Jos detalles del dispositivo. 

Se tiene un cilindro de radio Ro y longitud L, que está Heno con un fluido 
viscoso. Dentro del fluido se coloca una esfera de radio a cuyo centro coincide 
con el eje de] cilindro; en este caso eJ cuerpo se mueve mientras que el fluido 
está en reposo para distancias mayores que el radio de Ja esfera. La esfera 
está sujeta por un cable muy delgado de acero que pasa a través de su eje 
(ver figura 2.2); de esta manera está obligada a moverse a Jo largo del eje del 
cilindro y se evita que ésta rote. El que la esfera sea movida mediante el cable~ 
hace posible controlar su velocidad y que Jos efectos del campo gravitacional 
sean despreciables. 

Para establecer Ja conexión entre Ja teoría y el experimento se debe cuidar 
que las condiciones que se aplican en ambos casos sean las mismas, es decir, 
que el flujo sea a números de ReynoJds bajos, que Ja longitud del cilindro 
sea suficientemente grande respecto a su radio (de manera que los efectos de 
tapas se puedan despreciar) y que el fluido con el que se trabaje se pueda 
considerar incompresible. 

Para caracterizar al sistema se tienen cuatro parámetros a saber, eJ radio 
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FIOURA 2.2: Esquema del sistema. utilizado para. mover a la esfera a lo largo del eje del 
cilindro. 

del cilindro, el radio de la esfera, la velocidad de la esfera y la viscosidad 
cinemática del fluido. En este caso se utilizan dos parámetros adimensionales, 
el nlímcro de Reynolds y el cociente entre los radios de la esfera y el cilindro, 
es decir, 

Re = Ua y ¡3 = ~- (2.42) 
v Ro 

Entonces, el objetivo experimental es manipular estos parámetros de tal ma
nera que el número de Reynolds y /3 sean pequeños. Un valor pequeño para el 
número de Reynolds implica que las velocidades que toma la esfera deben ser 
pequeñas y que el fluido debe ser un líquido muy viscoso. De forma. a.ná.loga 
para /3, el radio de la esfera debe ser mucho menor que el radio del cilindro 
de manera que /3 sea mucho menor que la unidad. Desde el punto de vista 
experimental, el objetivo es variar los valores par los parámetros Re y fJ de tal 
forma que se entienda, de manera más cuantitativa, que valores son pequeños; 
es decir, se busca conocer la región del espacio de parámetros Re y /3 en la que 
la teoría describe el fenómeno que se está observando experimentalmente. 
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2.5 Resumen. 

En el presente capítulo se forn1ularon las ecuaciones de movimiento para 
un fluido ne"•toniano suponiendo que el movimiento de las partículas es un 
proceso isotérmico .• ..\.sí, los principios de conservación de la masa, la cantidad 
de movimiento y la energía se traducen en un sistema no lineal de ecuaciones 
diferenciales parciales parabólicas con condiciones iniciales y de frontera. A 
partir de éstas .. se formuló el problema general del flujo de una esfera en un 
cilindro en el regimen estacionario, suponiendo que el fluido es inco1npresible. 

Cuando las ecuaciones de movimiento se escriben en forma adimensional se 
encuentra que, si el número de Reynolds es pequeño, se puede despreciar al 
término no lineal en la ecuación de momento. Entonces, usando las ecuaciones 
linealizadas, se formuló el problema del flujo lento de una esfera en un cilindro. 

El problema aqui planteado no tiene aún una solución analítica, debido a 
que no se ha encontrado la solución que satisfaga todas las condiciones de 
frontera, por lo tanto se utiliza un método aproximado. Obviamente, el caso 
del flujo de una esfera en un cilindro se debe reducir al caso de la esfera en un 
fluido infinito cuando ¡3 - O. Por lo tanto, es conveniente resolver este últ:imo 
con el fin de entender el con1portamiento del sistema debido a la presencia de 
la esfera solamente, ya que la presencia del cilindro se puede considerar~ en 
primera aproximación, como una perturbación al flujo de Stokes, para valores 
muy pequeños del parámetro ¡3. Entonces, se formulan Jos dos casos, cuando 
el radio del cilindro es infinito y cuando es finito. 

Finalmente, se planteó el problema experimenta), <lande la motivación fun
damental es reproducir en el laboratorio el problema y obtener resultados 
que se puedan comparar con los obtenidos en la parte teórica. Además, el 
dispositivo experimental que se propone puede ser modificado para estudiar 
sistemas más complicados, por ejemplo, para valores del número de Reynolds 
grandes, el flujo cerca de las tapas, etc. 
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Capítulo 3 

El flujo de Stokes. 

En el presente capítulo, se presenta un conjunto de métodos para resolver 
las ecuaciones de Stokes para el caso del flujo alrededor de una esfera. en 
un fluido infinito. Las ideas básicas que se manejan para cada uno son las 
mismas, aunque se explotan de forma diferente. Estas ideas son: la simetría 
esférica del problema y la linealidad del sistema de ecuaciones que describen, 
en esta aproximación, el movimiento del fluido. Cada tipo de solución tiene su 
enfoque <le la información que se puede obtener de la simetría y la linealidad 
de las ecuaciones de movimiento, aunque al final el resultado es, obviamente, 
el mismo. 

En la parte final se hace un análisis de el orden de magnitud de las fuerzas 
inerciales y las viscosas, donde resulta que para distancias mayores al inverso 
del número de Reynolds lns fuerzas inerciales no son despreciables respecto 
a las fuerzas viscosas; es decir, hay una región donde la aproximación de 
Stokes falla. Por ello, se describen, de forn'la general, las siguientes mejoras 
al problema, en donde el término no lineal se aproxima por un término lineal 
distinto de cero en la región en donde la aproximación de Stokes falla. 

3.1 Soluciones a las ecuaciones de Stokes. 

El sistema de ecuaciones a resolver mediante distintos métodos es 
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con condiciones a la front.era, que se definen de acuerdo con el método uti
lizado. Como el proble1na tiene simetría axial. las coordenadas apropiadas 
del problema son las l"sféricas (ver la figura 3.1) .• ..\.sí~ el campo de velocidades 
es un vector de la forma ii =(u,., u11,0), donde las componentes u,. y us son 
funciones de r y 8. De 1nanera análoga se tiene para la presión P = P (r, 8). 

y 

FIGURA 3.1: Esquema del sistema de coordenadas utilizado en el problema. 

3 .. 1.1 Método de Landau. 

En este caso, las condiciones a la frontera representan una esfera que está 
en reposo dentro de un flujo estacionario, que se mueve con velocidad Ü en 
dirección del eje polar; el sistema <le coordenadas (ver la figura 3.1) se toma 
con origen en el centro de la esfera (8). El problema de una esfera moviéndose 
con velocidad Ü se obtiene haciendo una transformación galileana, es decir, 
el campo de velocidades en ese caso es V = it - Ü. 

Si se torna el rotacional de la ecuación (3.1) se tiene que 

V'2 (V' X Ü) = 0, {3.3) 

puesto que el término de la presión se anula, por ser el rotacional de un 
gradiente, y el orden de las derivadas en la velocidad se puede intercambiar. 
Ahora, lejos de la. esfera, el campo de velocidades debe ser Ü, por lo tanto., 
la solución debe tener la forma it = ü' + ü. donde i1' se anula para r -
ex>. Sustituyendo esta forn1a del campo de velocidades en la ecuación de 
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continuidad se tiene que V · i1' = O . Entonces, ü' se puede escribir como 
el rotacional de un vector arbitrario A, en otras palabras. ü' es un campo 
solenoidal. Por lo tanto, el campo de velocidades se puede escribir como 

ii=Vx.Á+Ü. (3.4) 

Como el vector 11 es polar, entonces Á es axial. Ademá..c;, Ü y 1~ son vectores 
polares, entonces su producto vectorial también es un vector axial. Un vector 
polar se define como aquel que es invariante bajo una reflexión de los ejes 
coordenados, en cambio, un vector axial cambia su sentido bajo esta misma 
transformacion (e.g., el producto vectorial entre dos vectores polares). Por 
la simetría del problema y el hecho que ü' se anula lejos de la esfera, Á sólo 
puede depender de la distancia. a ésta y de la. velocidad Ü. siendo que en 
el segundo caso la dependencia debe ser lineal debido a que la ecuación de 
momento es lineal. Por lo tanto Á debe tener la forn1a 

Á = g' (r) r x O, (3.5) 

donde fes un vector unitario en la. dirección de r y g' (r) = tVg (r)t- De esta 
expresión y de la ecuación (3.4) se obtiene que el campo de velocidades se 
puede escribir corno 

ii=V x (v9 x ü) +O. (3.6) 

Se introducen dos identidades que se usan más adelante. Si Ü es un vector 
constante, entonces 

V g X Ü = V x (gü) , (3.7) 

y 

V x V x Á =V (v. A) -V2.Á. (3.8) 

Entonces, si se calcula. el rotacional de i1 y se usan las identidades {3.7) y 
(3.8), la ecuación (3.3) toma la forma 

V 4 [vg (r) x ü) =o. (3.9) 
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Como Ü es un vector arbitrario constante y dist.into de cero, entonces 

v• [vg (r)] =O; (3.10) 

intercambiando el 01·den de las derivadas e integrando la ecuación una vez 
respecto a r se obtiene 

V 2 (V2g(r)} =cte. (3.11) 

Es fácil ver que la constante tiene que ser cero, puesto que t1' y sus derivadas 
se deben anular en el infinito. La expresión anterior contiene cuatro derivadas 
de g y la velocidad se expresa en función de las derivadas segundas. 

Desarrollando el primer Japlaciano en componentes esféricas, que sólo tiene 
derivadas respecto ar, por la forma funcional de g, se tiene Ja ecuación 

-!o :r (r2
:,.) V

2
g (r) = o. 

Integrando dos veces se obtiene 

V'2g (r) = 2c + B, 
r 

(3.12) 

(3.13) 

donde e y B son constantes y B debe ser cero, ya que i1.' es proporciona] a 
V 2 g (r) y debe anularse en infinito. Desarrollando el lap[aciano e integrando 
la ecuación (3.13} se obtiene 

d b' 
drg (r) =e+-;:>• (3.14) 

y, finalmente, después de una integración más, la solución para g (r) es 

g(r) = cr + ~ + d, 
r 

(3.15} 

donde se usó que b = -b'. 

Usando este resultado y la expresión (3.6), después de algunos cálculos, la 
solución a la ecuación (3.3) es 

(3.16) 
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donde Fes un vector unitario en la dirección del vector de posición r. 
Para determinar las constantes e y b, se utiJiza que Ja velocidad sobre la 
superficie de la esfera es cero y para distancias grandes debe ser constante. 
La constante d se puede hacer igual a cero sin perder generaJidad, puesto que, 
en vista de la expresión (3.6), la velocidad no depende de d. De la expresión 
(3.16) el campo de velocidades es igual a Ü para r - OC> • Haciendo r = a 
en Ja expresión (3.16) y Ü =O se obtiene la condición 

O - ~ (ü + r (ü. r)) +-}a (3r (ü. r) - ü) =o. (3.17) 

Esta ecuación se puede reescribir para obtener dos ecuaciones para los coefi
cientes a y b, es decir, 

( 1 - ~ - : 3 ) ü - (~ - !~) r (ü · r) =o, (3.18) 

donde claramente las expresiones entre paréntesis deben ser cero, por Jo tanto 

y 

e b 
1----=0 

a a 3 (3.19) 

=- - 3
b = o (3.20) 

a a 3 • 

Resolviendo el sistema anterior se obtiene fácilmente que e= 3a/4 y b = a 3 /4. 
Así, finalmente la solución para el campo de velocidades es 

- 3a ( - ( - )) a
3 

( ( - ) -) i1 = U - 4r U + r U · r + 4r 3 3r U · r - U , 

que en componentes esféricas toma la forma 

Ug 

[ 
3a a

3
] U cos fJ 1 - 2r + 2;3" , 

[ 
3a a

3
] -U sin fJ 1 - - - -- , 

4r 4rª 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 
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Aho1·a. de la ecuación (3.1). del can1po de velocidades y de la expresión (3.6) 
se calcula la distribución de presionE"s, es decir. 

(3.24) 

esta ecuación se puede reescribir usando la identidad vectorial (3.8) con lo 
que se obtiene 

(3.25) 

Como ir es un vector constante y '72 (V 2 g) =O la ecuación torna la forma 

V' P = 11v2 [v (Y'· (aO)) J. {3.26) 

intercambiando el gradiente con el laplaciano y puesto que Ü es un vector 
constante se tiene que 

v 2 [v. (9 ü)] = c.7 · v (V2g), 
y la ecuación 3.26 queda e-orno 

V' P = 11"7 [ü ·'V (v"9 ) J . 
Por lo tanto, el can1po de presiones está dado por 

P = r¡ [ü · v (v2 g)] +Po, 

donde Po es la presión lejos de la esfera. 

Usando que 

entonces, 

v2g (r) = 3a, 
2r 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

3a _ 
'V (v2g {r)) = -

2
r 2 r, (3.31) 

donde F es un vector unitario en la dirección del vector de posición, por lo 
tanto el campo de presiones es 
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3qa e- ) p = Po - 2r2 U . i' ' (3.32) 

Las ideas fundamentales de esta solución son utilizar las propiedades de 
simetría del problema y que la velocidad se puede escribir como el rotacional 
de un vectoi- potencial, de manera que la ecuación de momento se reduce a 
una ecuación diferencial ordinaria de quinto grado, que claramente, es más 
fácil de resolver que la ecuación original. 

3.1.2 Método de vorticidad. 

El siguiente n1étodo que se presenta se basa en resolver las ecuaciones de 
momento y continuidad utilizando la ecuación para la verticidad [l]. lntuiti
\·arnente la Yorticidad se puede entender haciendo el siguiente experimento: se 
tiene un recipiente lleno con un fluido, agua por ejemplo, y se coloca un objeto 
cilíndrico cuyo eje es perpendicular a la superficie libre del agua. Entonces si 
desplazamos el objeto en dirección paralela a la superficie libre aparecen dos 
remolinos cerca de las fronteras del objeto. Debido a la condición de adheren
cia en la frontera del cuerpo, se produce una diferencia entre la velocidad de 
un punto, digamos en la frontera del cuerpo, y uno que esté separado del 
prin1ero por una distancia dr. Esta diferencia en la velocidad produce en el 
fluido una tendencia a rotar. La vort.icidad es una medida de esta tendencia 
y está dada por W = V x ü. 

Con base en vorticidad la ecuación (3.3) queda 

v 2 w =o. 
Además, si se toma la divergencia de la ecuación (3.1) se tiene que 

V' · (V' P) = q'V · (V'2 ü) , 
que. utilizando la ecuación (3.2), se reduce a 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

Por lo tanto. el flujo lento alrededor de la esfera requiere resolver las ecua
ciones (3.33) y (3.35). Si se toma el sistema de referencia, con coordenadas 
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(1". lJ., -,;) .. tal que rl fiuido esté en reposo en el infinito. entonces las condiciones 
a la frontera son 

,; C. en r =u. (3.36) 

11 O y P - Po - O si r - '.X)• 

clone.le Po es la presión en infinito y a el radio <le la esfera. 

Si se hace el catnbio de variable P' = (P - Po)/1¡. la ecuación (3.35) no se 
alt.C"ra. Como el problen1a tiene siinetría axial y la ecuación (3.35) es lineal 
la p1·esió11 tiene que sPr <le la forma 

P' =e. rf (r). (3.37) 

Sustituyendo esta forina de la presión en la ecuación (3.35) se obtiene la 
c-cuación 

v-2 (C·r/(rl)=o, 
desarrollando el laplaciano se obtiene que 

ya que f sólo depende e.le r. 

..'!._ (r2df) - 2/ =O, 
dr dr 

(3.38) 

(3.39) 

Integrando dos veces la ecuación anterior. es fácil ver que la solución es de la 
forma 

f (r) = br + .;f:¡. (3.40) 

Usando esta expres1on y dado que P' - O si r - CX) es claro que b = O. 
entonces, la presión está dada por 

, P-Po Ü·r 
p = --'1-- = c--;:r-. (3.41) 

Usando argumentos semejantes a los expuestos., la vorticidad es un vector 
axial, por lo tanto. tiene que ser de la forma 
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W = Ü X fg (r); (3.42) 

ya que O y T son vectores polares. entonces, el producto vectorial entre ellos 
es un vector axial. Sustituyendo esta relación en la ecuación (3.33) se obtiene 

V'2 (O x rg(rl) =o 
Desarrollando el laplaciano se tiene que 

1 d 
-;::¡ clr 

cuya solución es de la forn1a 

( ,dg) 
r· clr - 2g = O, 

e' 
g (r) = ;=¡ + /J'r. 

(3.43) 

(3.44) 

(3 . .j5) 

Parn las con<liciones de frontera. la. velocidad debt• ser cC'ro lejos de la. esfera. 
entonces, la vorticidad tan1bién se anula en <-"Sa región. Con10 la magnitud de 
la vort.icidad es 1 w I= Ugsin8, se sigue que g (r) =O sir - oc; por lo tanto 
la constante b' = O y la vorticidad ton1a. la fonna 

- ,l.f X r 
.-..·=e~. (3.46) 

Usando la identidad (3.8) la ecuación de n10111cnto se pncdr. escribir como 

V'P' = 11(v (v. ü) -V' X (V' X t7)]. (3.47) 

Usando la ecuación de continuidad y que la vorticidacl es el rotacional del 
campo de velocidades se obtiene la ecuación 

'VP' =-V' X w, (3.48) 

sustituyendo las ecuaciones (3.41) y (3.46) en la ecuación anterior se encuen
tra una condición sobre las constantes e y¿~ es decir. 

( C·•"') (,Ox1"') V c-;a = -V x e~ : (3.49) 
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desarrollando el lado izquierdo de la t..•cuación anterior st.• obrieone que 

( e.,.,.) 'c-,-3 
cC { . . -} = -- :!cosHr+stnflfJ • ,.a 

y para rl la<lo der<'cho 

( ,e X 1"') 
' X e---;::¡---

c'C{? _ . -} = -.
1
- _cos8r+s1n88 • ,.. 

(3.50) 

(3.51) 

Pnt.onces, para qtu.• la Pctutción (3.-l9) se satisfaga PS necesario t.ttH.' e = e'. Para 
calcular el campo de ,.Plociclades debido a Psta distribuci<ln d<• vortici<lacl es 
convcnicnt.c usar la función de corrientt..•. 

Líneas de corriente. 

Cuando sC' t.icnP un flujo inconlprcsihle hiclin1ensional o t..•on sirnct.ría axial, 
la. ecuación ele continuidad se pucdr ver conto la dt-finición tle una funci<ln 
rscalar, donde las cotnpon<"ntes de la velocidad SC" obtienen calculando sus 
derivadas [1]. Es decir 17 = 17(uz.1111 ,0) 1 entoncrs la. <•cuación <le continuidad 
t.•n c-oordenaclas cartesianas rs 

Du + Dv =O. 
D.r Dy 

(3.52) 

por lo t.anto, la t.~xpresión ucly - vdx es una diferencial exacta, que es igual a 
rl~, entonces si 

y 

D>I! 
u= 8y (3.53) 

8'1! 
V = - D:r. ' (3.54) 

es claro que la ccuac1on (3.52) se satisface. De esta manera la función de 
corriente tlf = tlf (x, y, t) se define corno 

'1! - •Ito = J (udy - l'd.r). (3.55) 
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donde tl'o es una constante y la integral se tonta a lo largo de una línea 
arbitraria. Para el ca..o;;o de flujos con simetría axiaL en coordenadas esféricas 
11 = 11 (u,.., -r.19, O). el análisis anterior es similar. y rl campo de ,.-elocidadcs rstá 
dacio por 

1 8\J! 
u,.. = 7·2 sin O 89 · 

1 D\J! 
"º = - ,. siu n &-· 

(3.56) 

(3.57) 

l.ina fornu1 alternativa <l<! encontrar las cxprcsionPs a11t<"rio1·c.•s es usa.ndo qn<~ 
PI catupo ch~ vrlocida<l<~s se pu<'<lc expresar ron10 rl rotacional d..- u11 vector, 
<'S decir. si 

1Í= V X • ..r. (3.58) 

.4 = (o. n, ~) . 
r Slll u 

(3.59) 

qttt• t~s Vi-'ilido para todo can1po vectorial cuya div<.•rgencia es CPro se obtienPn 
las expresionrs (3.56) y (3.57). 

La ecuación para la función de corriente '11. 

Se sabe q11c W = V X 17, donde 

( 0 UsinO) 
O, ,e r2 • (3.60) 

y 

'V x t7(r,O) = [
1 a 1 au.] _ 
-- (ru9) - --- .p. 
r8r ,. ae (3.61) 

y .;; es el vector unitario en la dirección axial. Igualando las expresiones (3.60) 
y (3.61) se obtiene que 
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~ (ruo) _ éJu,. = cl:sinfJ 
Dr {)(} r · 

Finalmente. usando las expresiones (3.56) se obti~ne la ecuación 

0
2

'11 + sin8 .!!._ (-1_8'11) = _cUsin
2

8' 
ar• r• {)(J sin(} {)(} r 

para la función de corriente. 

(3.62) 

(3.63) 

Como la velocidad vale Ü en la superficie de la esfera, entonces, para r = a~ 
la función de corriente tiene las siguientes condiciones de frontera: 

8'11 v· . 2 9 8r = as1n (3.64) 

y 

~= = Ua
2

sinllcos8. (3.65) 

La solución particular de la ecuación (3.63) es proporcional a sin2 fJ, a.de1nás 
de que la condición a la frontera muestra que la dependencia en (} debe ser 
de esa. forma. Entonces se propone como solución 

'11=Uf(r)sin2 8, {3.66) 

con lo que la ecuac1on (3.63) se reduce a una ecuación diferencial para la 
coordenada radial, es decir. 

el' f 2/ e 
dr 2 - ~ = -;=-· (3.67) 

En el caso homogéneo, cuando la ecuación anterior es igual a cero, las solu
ciones son potencias de r, haciendo 

f (r) ex rº, (3.68) 

y sustituyendo en la ecuación se obtiene que la solución a la homogénea es 

J (r) = !:. + ."vfr2 • 
r 

{3.69) 
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Es fácil ver que f (r) = cr/2 PS una solución particular de la ecuación, por lo 
tanto 

1 L 
f (r) = 2cr + .~Ir2 + ;:• (3.70) 

es la solución de la ecuación (3.67). 

Lejos de la esfera el ca1npo de '\'eloci<lades se hace cero. entonces, de la 
ecuación (3.58) se ve que el vector potencial de ,·elocidades también debe 
ser cero en r - oo, por lo tanto 

- '11 Jc.TxrJf(r) 
.4=rsin8= r2 (3.71) 

se debe anular cuando r - oo, de donde se obtiene que f (r) debe satisfacer 
la condición 

f <;> - O, si 1· - o:::, (3.72) 
r 

con Jo cual se obtiene que ,\f = O. De las condiciones (3.64) y (3.65) se 
obtiene que e= ~a y L = -~a.3 • Por lo tanto la función de corrient~ es 

\11 = Ur sin 8 - - --2 2 (3a a3
) 

4r -4r3 ' 
(3.73) 

en la gráfica (3.2) se muestran las líneas de corriente, que como se puede ver, 
son simétricas respecto a un plano perpendicular a cJ. debido a la dependencia 
lineal de 17 con Ü. ~ 

FJCURA 3.2: Gráfica. de las líneas de corriente pa.ra el flujo alrededor de una. esfera-en 
un ftuido infinito [1). Se hace notar que en este caso la esfera se mueve con velocidad 
constante O y el Huido esta en repoeo en el infinito. 

De Ja función de corriente y las ecuaciones (3.56) y (3.57) se calculan las 
componentes de la velocidad dadas por 



"• 
Para t•l ran1po <lr pn•sionr~ 

_ (3" a
3 

) l.t:os8 2 ,.- 2 ,.:,. 

( 3u "ª) -Csin9 ,- + ~, . ..,,,. , .. 

3 <llJ(fT. i'} 
p = Pi.1 + 2 ,.:1 . 

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

Est.t• tnétudu dt• solución st• pucdr vc>r cotuo si el fluido fuera ¡wrtnrbado por 
una. fuente de vorticidad. debida a la presencia de la esfera y a las co1H.licionrs 
tlr adhcn•nria.. En la (_•cnación de vort.ici<lad s<• despr<"ció c>l t~rmino qul' da las 
vada.cio1u·s en t•l tiernpo el<" ~ que st• dt•bt•n al n1ovitniPnt.o <h~ la t•sft•ra, rsto 
:·m purch• hacer ya t¡1u.• corno <-'1 fluido es inc.0111prc!sible la rcspuc>st.a de t-st.c- en 
c11alqnie1· part<' dl•l clon1inio, drhiclo a la fuente ele- vort.icitlac.l, es inst.antánca. 
La dt•prndcncia t•n rl t-Í<"n1po dt•l <:atnpo ch• v«•locidatl<•!" sr pu<"dr ca.lc.·11lar 
hacicudo una. transfunnacit'in galilrana, con lo cual la clcpcn<lencia. t.e1nporal 
c~n r.l can1po dt:> vc~locidad«·s rc~sulta ser lineal, ya que la velocidad d(! la psfrra 
es c:uust.ant<". 

3.1.3 Método de sin1etria. 

En el siguiente método se ri·sur.lvt•n las ecuaciones (3.1) y (3.2) cou las condi
cione!':> a la frontera 

,-¡ 
,-¡ 

Ü en r -- ?O, 

Ó en 1· =u. 
Proponiendo que las soluciones son de la forma 

,¡ C-r(;;). 
p Po+ ~C -s (;), 

(3.77) 

(3.78) 

(3_79) 

(3.80) 



donde T (r/a) y S (r/a) son un tensor y un vector con simetría esférica. 
respectivamente [16). Esta suposición es válida debido a que las ecuaciones 
diferenciales son lineales y a Ja simetría del problema. 

El tensor con simetría esférica más general es 

- - (r) rr (r) T=lf - +-c-!I - • 
a r"2 u 

(3.81) 

donde I es el tensor identidad, y .. J vector rn;.is grn<•ral con e:it.a ntis1na 
propiedad es 

s = ,.,, (~). 
donde ;: = 1"":!'/r rs uu '\'cr.t.or nnit.ario i·adial a Ja t•sf,•ra. 
se tra.haja con r.antidaclf"s adin1cnsiunalc:-; dPfinidas por 

,..,. ,..,. 

" y 

,7 
,7 
u· 

Entonc<-•s Ja '~cuación de continuidad t.cnua la fornta 

V'. 'i' = ii. 

(3.82) 

Dr aquí t•u ad•·laut.<• 

(3.83) 

(3.84} 

(3.85) 

Usando la expresión (3.81), después de un poco de iilgeln-a. la crnar.ión ant.r
rior se reduce a 

d ., 
clr (/ + !/)+~!/=O. (3.86) 

De n1anera análoga~ SE" sustituye T <•n la ecuación dC" rnomcnt.o con lo que se 
obt.iene la ecuación 

(3.87) 

que, usando las ecuaciones (3.81) y (3.82). toma la forn1a 
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1 [d
2 

f + ~ df + 2g _ !!.] + rr [d29 + ~ r19 _ 6g _ dh + !!.] _ 0 dr2 r dr r2 r r2 dr2 r dr r2 dr r - ' (3.88) 

por Jo tanto 

y 

d2 ! + ~ df + 2g - !!. = o, 
dr2 rdr r:l r 

d2g + ~ dg - 6g - dh + !!. = o 
dr2 rdr r2 dr r · 

(3.89) 

(3.90) 

De éstas se elimina h/r, con Jo que se obtiene 

dh d2f d2g 2df 2dg 4g 
dr = dr2 + dr• + ;:- dr + ;:- dr - r• · (3 ·91 ) 

Derivando la ecuación (3.89) respecto a r, se despeja la derivada de lt y se 
sustituye en la ecuación (3.91), con lo que se obtiene una ecuación para f y 
g, es decir, 

r dª f + 2 d2 f - ~ df + 2g - d2g - O (3.92) 
dr3 dr2 r dr r2 dr2 - · 

De la ecuac1on (3.86) se calculan las derivadas de f en términos de las 
derivadas de g de manera que se obtiene una ecuación sólo para g, dada 
por 

3 d 3g 2d2g dg 
r drª + Sr dr·• - 2r dr - 6g = O; (3.93) 

esta ecuación se conoce como ecuación de Eulert que tiene corno soluciones 
potencias de r. Haciendo g = r" y sustituyendo en la ecuación diferencial se 
obtiene que la solución está dada por 

g (r) = Ar2 + !!!. + ~- (3.94) 
r r 

Usando la ecuación (3.86) y sustituyendo la expresión (3.94) se obtiene la 
ecuación diferencial para f dada por 
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df = _ 4 _4 r _ B + e. 
dr r2 r4 

cuya solución es 

2 B C f (r) = -2Ar + -;:- - 3;3 +D. 

Finalmente, usando la ecuación (3.91), h tiene la forma 

h (1") = -lOAr + 21;. 
r 

(3.95) 

(3.96) 

(3.97) 

Al usar ]as condiciones de frontera, si r --+ oo el campo de velocidades es 
constante e igual a U, que es un vector unitario en la dirección de Ü, por lo 
tanto 

T(r-oo)-l, 
=> f- 1 y g - o. 

Entonces de las expresiones (3.96) y (3.94) se tiene que A 
toman Ja forma 

f (r) 

g (r) 

~-.E..+1 
r 3r3 ' 
B C 
-;: + ;:J-

(3.98) 
(3.99) 

OyD=ly 

(3.100) 

(3.101) 

Ahora se ajustan las condiciones en la superficie de la esfera. Para las com
ponentes normales a Ja superficie de ésta se t:iene que 

[ur (r = l)] =O. 

Entonces, se calcula u,. usando la relación 

u. r· (V·T(r>), 
=> u.= (f (r) + g (r)) (V. r). 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 
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De la condición (3.102) 

con lo que se obtiene 

f (r = 1) + g (r = 1) =O. 

2 
2B+ 3c+1 =0. (3.105) 

Para las componentes tangenciales a la superficie se tiene que satisfacer la 
condición 

¡ ... (1· = l)] =o. 
Entonces, se calcula us usando la relación 

"• e.,,= e . (U. T) , 
=> ug = f (r) (U· ñp), 

(3.106) 

(3.107) 

(3.108) 

donde fJ es un vector unitario en la dirección de la coordenada 9; de la 
condición (3.106) 

con lo que se obtiene 

f (r = 1) =O, 

e 
B-3+1 =0. 

(3.109) 

(3.110) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.105) y (3.110) para los coeficientes 
se obtiene que B = -3/4 y C = 3/4. Usando las fórmulas (3.103) y (3.107) 
se calculan las componentes del campo de velocidades, es decir, 

( 1 - ~ + - 1 
) (V . r) , 

2r 2r3 

( 1 - ~ - -
1 

) (U . e) 
4r 4r3 ' 

y para el campo de presiones 

(3.111) 

(3.112) 
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P = Po - 3 .,i; (U. r) . 
2ar 

(3.113} 

Ahora si se escoge la dirección del vector [} antiparalelo al eje .z positivo 
(ver figura 3.1) y se escriben las componentes de Ja velocidad y el campo de 
presiones con dimensiones se obtiene 

Ug 

p 

( 
3a a

3
) - 1 - - + - UcosO, 

2r 2r3 

1 - - - -- UsinO. ( 
3a a

3
) 

4r 4r3 

R 
3 1/ªu· e o+ 2 r 2 cos . 

3.J.4 Método de singularidades. 

(3.114} 

(3.115} 

(3.116} 

En este método, la idea es construir la solución al problen1a del flujo que 
pasa alrededor de una esfera en base a tres soluciones de las ecuaciones de 
movimiento para cierto tipo de situaciones hipotéticas en el fluido [11]. 

Como las ecuaciones de continuidad y mon1ento, con la aproximación de 
números de Reynolds pequeños, son lineales, la solución se puede escribir 
corno la superposición de campos de velocidades y de presiones, es decir, 

y 

P=P1+P2+Pa 

donde cada término satisface las ecuaciones 

y 

V·Ü¡=O. 

(3.117) 

(3.118) 

(3.119} 

(3.120) 
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donde el subíndice i corre de uno hasta tres. 

La solución más sin1ple a las ecuaciones (3.119) y (3.120) es~ claran1ente. un 
flujo uniforn1~ con presión constante, es decir. 

ü 
cte, 

donde Ü es antiparalelo al eje z positivo (ver la figura 3.1). 

(3.121) 
(3.122) 

Ahora, si Ü2 ~s un flujo potencial se sabe que se puede escribir corno el 
gradiente de una función escalar, es decir, 

Ü2 ='V.,.. (3.123) 

Como i12 es un campo vectorial con divergencia cero se t.iene que 

'\"2oll =O. (3.124) 

Ahora, si se calcula el término viscoso resulta que 

(3.125) 

por lo tanto, de la ecuación (3.119), se obtiene que el campo de presiones es 
constante. 

Entonces, e) problema se reduce a resolver la ecuación (3.124) en coordenadas 
esféricas tomando en cuenta que el problema tiene simetría axial, es decir, 

2 a ( 2 ao11) i a ( . ª"') 
;=2"ar r 8r + r2sin988 sinfJ éJ(J =O, (3.126) 

esta ecuación se puede resolver usando separación de variables [1 7] con lo que 
se obtiene que Ja solución general está dada por 

"'(r, O) = E (A1r 1 + B1r-Cl+ll) P¡ (cos O), (3.127) 
l=O 

donde .F} (cos 8) son Jos polinomios de Legendre. Para este caso sólo se con
sidera e) término 
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4> (r, 9) = A co~ 9 . (3.128) 
r 

que se conoce como doblete (Doublet) [11]. Usando la ecuac1on (3.123) se 
obtiene que el campo de velocidades, para este caso~ tiene la. forma 

- _ A [cos 8T - sin 8iJ 3 cos or] 
U2 - r3 - __ r_3_ ' (3.129) 

donde r y iJ son vectores unitarios en la dirección de las coordenadas r y fJ 
respectivamente. Ahora, si i.: es el vector unitario en la dirección del eje = po
sitivo, que es paralelo al eje polar y se escribe como función de las coordenadas 
esféricas, el campo de '"elocidades se escribe como 

_ [ i.: 3=r] 
U2 = A ;::¡- - --;:-¡- • (3.130) 

con una pres1on constante. Está solución representa el flujo producido por 
una singularidad en el origen, la cuat no ejerce fuerza ni rnon1ento sobre el 
fluido por ser un flujo potencial. 

Hasta ahora, los can1pos de velocidades obtenidos corresponden a soluciones 
con presión constante, que, en la mayoría de los casos, no es cierto. Entonces, 
si se toma la divergencia de Ja ecuación de momento se obtiene 

"2 p r¡"V . (V'2t7) = 7/V'2 ('7 . ü) 

=> "V'P =O, 

(3.131} 

(3.132) 

entonces, hay que encontrar soluciones no triviales a la ecuación de Laplace 
para el campo de presiones. Desarrollando el laplaciano en coordenadas 
esféricas y tomando en cuenta la simetría del problema se obtiene la ecuación 

..!._~ (r• 8 p) + --1-~ (sin9 8 p) O 
r•ar ar rsin989 89 = . 

La solución general es de la forma 

P (r, 9) = f: (A1r 1 + B1r-<1+ 1>) P, (cos ll}, 
1=0 

(3.133} 

(3.134) 
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de esta solución sólo se retiene el térn1ino dipolar, es decir, 

P (r. 9) = 2c11f:;. (3.135) 

don<le se usó que = = r cos (J y la constante se elige de esa forma para simpli
fica1· los cálculos para el campo de velocidades .. 

Substituyendo ésta en la ecuación (3.119) se obtienen tres ecuaciones dife
renciales escalares .. a saber. 

V'2 u 
::x 

-6c7, (3.136) 

V 2 t.• 
zy 

-6c;s, (3.137) 

V 2 w c[~-6z·]. rª rS 
(3.138) 

siendo u, v y 11.1 las componentes de ü .. Para encontrar las soluciones particu
lares a estas tres ecuaciones se utilizan las siguientes identidades: 

n (n - 1) 
rn+2 

wv2 <1> + <1>v2 >1< + 2'i7<1> . 'i7w. 

(3.139) 

(3.140) 

donde r 2 = x 2 +y2 +z2 y ello,~ son funciones arbitrarias. Entonces, si el> = 1/r3 

y 11' = zx, es fácil verificar que 

v•<1> 
6 

(3.141) T5' 
'i7<1> 3 - {3.142) -;::¡-r, 

v•.¡. º· (3.143) 
'i7w zi + xk, (3.144) 

=> 'i7<1> . 'i7>1' -6~:, (3.145) 

donde el primer resultado se obtuvo usando la identidad (3.139). Al usar la 
identidad (3.140) y los resultados anteriores se obtiene la expresión 
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v2 ( ~:) = -6 ~:. (3.146) 

Por lo tanto, una solución particular a la ecuación (3.136) es 

(3.147) 

De forma análoga se resuelve la ecuación (3.137), es decir, se escoge+= l/r3 

y 'Ir = zy con lo que se obtiene que la solución particular a esta ecuación es 

::y 
v = cr3. (3.148) 

En vista de las soluciones obtenidas para las con1ponentes u y v de la veloci
dad, la solución para la componente w parecería tener la forma 

_2 

w-~, (3.149) 

entonces, si~= 1/r3 y >I' = ::2 , usando las identidades (3.139) y (3.140) se 
tiene que 

v2~ 
6 

(3.150) ;5' 

V~ 3 - (3.151) -;A"r, 
v2.¡. 2. (3.152) 

V>I' 2::Í.:, (3.153) 
.2 

=> V~·V>ll -6;5- (3.154) 

Sustituyendo los resultados anteriores en la identidad (3.140) se obtiene la 
expresión 

(3.155) 

Por lo tanto, una solución particular para la ecuación (3.138) es 
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-2 

u·=c~. (3.156) 

y las soluciones a las ecuaciones para las con1ponentes de la velocidad son 

u =:r I 
e r3 +u, (3.157) 

V e~~+ ti', (3.158) 

ll' 
.=2 I 

c,.3 +u•, (3.159) 

donde u', -u' y u·' son solución a la ecuación de Laplace, es decir, a las ecua
ciones homogéneas. Por lo tanto, la solución completa a Ja ecuación de mo
rnento es 

~:[xi+ y}+ zl·J + i7', 

~~r+ i7, 

2CTJ;,. 

(3.160) 

(3.161) 

(3.162) 

Como 173 debe satisfacer la ecuación de continuidad, entonces se debe escoger 
iP = (u', tl, w') tal que satisfaga las condiciones 

(3.163) 

y 

(3.164) 

Si se desarrolla el primer término del lado derecho de Ja ecuación (3.164) se 
obtiene 

cz 
r3 

~ ~~ + V' . t7' = o, 

(3.165) 

(3.166) 
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de donde es fácil demostrar que si 17' = e ( k/r) las ecuaciones (3.163) y 
(3.164) se satisfacen. 

Así, las soluciones a las ecuaciones (3.119) ~- (3.120). en el caso de aproxi
mación dipolar para Ja presión, son 

1Í3 e -=-r + -[- k] 
r2 r (3.167) 

p ? .: 
-CTJ-¡:i• (3.168) 

que corresponden al flujo producido por una singularidad en el origen y se 
conoce como Stokeslet. Este tipo de singularidad si ejerce fuerza sobre el 
fluido y es la única contribución distinta de cero a la fuerza de arrastre. 

Finalmente, en vista de las relaciones (3.117) y (3.118), la solución al flujo 
que pasa alrededor de una esfera, donde la corriente principal es un flujo 
uniforine antiparalelo al eje .:-, se puede obtener como la superposición de un 
ffujo uniforme, un Doublet y un Stokeslet, es decir. 

i1 -Uk +A [~ - 3 zr] 
r3 r4 

p Po+ 2cq-;s. 
+e ~r+-[ - k] 

r2 r 
(3.169) 

(3.170) 

·usanclo que u (r =a, fJ = O) es un punto de estancamiento, la velocidad debe 
anularse en r = a y (} = O, ~iendo a el radio de la esfera, entonces 

-Uk +A [ k - 3 r] +e [.!.r + ~] = O, 
aª a3 a a 

de donde los coeficientes de i.: y T deben hacerse cero, es decir, 

-U+ A+~ 
a3 a 

o, 
e 3A 
;; - -;;:¡- o, 

(3.171) 

{3.172) 

(3.173) 
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por Jo cauto .-l = c:a:1¡-1 y e = 3l.u/-4 .• .\sí, Ja soJución aJ flujo que> pasa 
aJre-dedor de una esfera de radio n rs 

ü -l' k - - - +3 k + -- .....,.. - 1 . r- a (ª2 ) - 3=a (ª2 ) 
4r r 2 4r2 r2 

(3.174) 

p 3r¡Ua:: 
Po+~;::¡· (3.I 75) 

Si se escribe el vector unitario k en función de ]as coordenadas esféricas y se 
hace e] cambio de variable 

::=rcos9~ (3.176) 

Jas expresiones anteriores tornan la fonna dada en ]as expresiones (3.114)
(3.116). 

Gracias a que ]as ecuaciones de n1omento y continuidad son lineales, e] prob]e
n1a se pue<le resolver escribiendo Ja solución para Jos ca1npos de velocidades y 
presiones con10 una superposición de campos que son solución a Jas ecuaciones 
de movimiento por separado, o en otras palabras, como la superposición de 
flujos producidos por ciertos mecanismos ideales. 

Es importante notar que todas ]as soluciones anteriores se pueden extender 
a una esfera que no es necesariamente sólida; ésta puede ser de algún otro 
fluido con densidad diferente. Los criterios para cada solución son esencial
mente los mismos, pero con diferentes condiciones de frontera, las cuales son, 
obviamente, más co1nplicadas. Por ejemplo, sobre la superficie de una gota 
esférica ]as velocidades tangenciaJes deben igualarse dentro y fuera de ésta, 
mientras que las componentes normales se deben anular en ambos medios. 
El hecho de tener una intercara fluida exige condiciones sobre el tensor de 
esfuezos, es decir, las componentes cortantes de la fuerza deben ser iguaJes 
en magnitud, mientras que las componentes normales son discontinuas en la 
superficie de la gota~ esta discontinuidad es proporciona] a Ja tensión super
ficial e inversamente proporcional a Jos radios principales de curvatura de Ja 
intercara. 

Entonces, para e] caso de una gota ]as condiciones a la frontera son 
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{17. ñ). 

{u X ñ) 0 - (Ü X fi)J 

i1 

Ju! < 
ñ X (ñ · 7'0 ) 

ñ · (7'0 - 7'.,) 

(Ü·ti)d=Oenr=a., 

O en r =a. 

Ü en r - OC'., 

oo en r - oo. r = O, 
ñ X (ñ · Td) en r =a, 
2u 
- en r =a., 
a 

(3.177) 
(3.178) 

(3.179) 
(3.180) 
(3.181) 

(3.182) 

donde a es el radio de la gota, u es el coeficiente de tensión superficial, Ü una 
velocidad constante, T el tensor de esfuerzos y los subíndices a y d se refieren a 
.. fuera•· y wdentro'' de la gota, respectivamente. Como las ecuaciones diferen
ciales son de segundo orden y, además, se tienen dos soluciones, una dentro 
y otra fuera de la esfera, las cinco primeras condiciones dan la información 
del ,-alor de los coeficientes indeterminados de la solución, mientras que la. 
sexta condición, determina la presión inicial dentro de Ja gota, Jo cual permite 
obtener información acerca del intervalo de velocidades permitido dentro de 
la aproximación de números de Reynolds pequeños. 

3.1.5 La fórmula de St:okes. 

Una vez obtenidos los campos de velocidad y de presión, se puede calcular la 
fuerza que el fluido ejerce sobre la esfera. La fuerza por unidad de área que 
actúa sobre un elemento de superficie es [8] 

P=T-ñ, (3.183) 

donde ñ es un vector unitario normal a la superficie de Ja esfera que apunta 
hacia fuera de ésta. Integrando p, sobre toda la superficie de la esfera, se 
obtiene la fuerza que el fluido ejerce sobre ésta, es decir, 

F =/T. ñdS. (3.184) 
s 

donde S representa la superficie de la esfera y el tensor de esfuerzos está 
calculado en r =a. 
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Claramente, la fuerza de arrastre es paralela a la velocidad de la corriente 
principal, entonces, si U es el vector unitario en la dirección de la velocidad 
lejos de la esfera, la magnitud del arrastre se puede calcular usando la fórmula 

F = j U - r · ñdS, (3.185) 
s 

usando que U = (- cos 8, sin 6) y ñ es un vector unitario en la dirección de 
r, la fórmula (3.185) toma la forma 

F = J ( -Trr cos (} + T,9 sin 8) dS, 
s 

(3.186) 

donde la integración se realiza sobre la superficie de la esfera de radio a. 

Las componentes Trr y Tr9 del tensor de esfuerzos en coordenadas esféricas 
están dadas por 

8u, 
-P+2TJ¡¡r• (3.187) 

Tr9 
T/ (.!_8u, + 8u9 _ u9), 

r88 8r r 

Entonces, usando las expresiones (3.114)-(3.116) y las expresiones anteriores, 
las componentes del tensor de esfuerzos sobre la superficie de la esfera son 

3T¡ 
(r,,)r=a -Po+ 

2
a U cos 9, (3.188) 

(r,9)r=a ~ T/;r sin 9, (3.189) 

sustituyendo en la integral (3.186) y haciendo el cálculo en coordenadas 
esféricas se obtiene que el arrastre sobre la esfera está. dado por 

F = 6-rn¡Ua. (3.190) 

Esta fórmula, que se conoce como fórmula o ley de Stokes, es el arrastre 
sobre una esfera de radio a que se mueve lentamente dentro de un fluido de 
viscosidad r¡ que, como se puede ver en la expresión {3.190), depende de la 
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primera potencia de la velocidad y de la dirnensión lineal del cuerpo; esta 
dependencia es igualmente válida para cuerpos con geometrías ligeramente 
diferentes, como en el caso de elipsoides de distintas excentricidades que se 
mueven lentamente. Sin embargo, cabe aclarar que para cuerpos de geon1etría 
arbitraria la dirección de la fuerza, en general, no coincide con la dirección 
de la velocidad. 

Usando la fórmula de Stokes se p11ede calcular la velocidad terminal de una 
esfera que se mueve dentro de un fluido por la acción de la gravedad. La 
ecuación de balance de fuerzas sobre un cuerpo que cae con velocidad cons
tante dentro de un Huido está dada por 

w+ii +ff =O, (3.191) 

donde li"· es el peso de la esfera, B es la fuerza de flotación y F el arrastre 
cuya magnitud está dada por la fórmula {3.190). Sustituyendo los valores 
de W, É y F para el caso de una esfera de radio a inntersa en un fluido con 
viscosidad T/ se obtiene la expresión 

- 4 3 67rr¡aU = 3 ,..a (¡; - p) g, (3.192) 

donde ¡; y p son las densidades de la esfera y el fluido, respectivamente, y ¡j 
es la aceleración de la gravedad. De esta ecuación se puede despejar Ü con 
lo que se obtiene 

u = ~ a2g ce: - 1) . 
9 V p 

(3.193) 

Si se multiplica la ecuación anterior por a/v se obtiene el número de Reynolds, 
es decir, 

2a
3

g (P ) Re= 9V2 p- 1 , (3.194) 

por lo tanto, esta última ecuación permite calcular el número de Reynolds 
correspondiente a una esfera de radio a y densidad p cayendo dentro de un 
fluido de viscosidad v. En el caso de una gota, se puede encontrar una relación 
totalmente equivalente; sin embargo, la ley de Stokes en ese caso resulta una 
cantidad menor que para el caso de un sólido. Esto se debe a que dentro de la. 



gota se genera un flujo de tal forma que los gradient.es de velocidad cerca de 
la superficie de la gota son menores que en el caso del sólido. Corno el tensor 
de esfuerzos viscoso depende de los gradientes de velocidad, los esfuerzos 
cortantes sobre la superficie de la gota son menores que en el caso del sólido. 
Por lo tanto, la energía disipada para el caso de la gota es menor que para el 
sólido. 

3.2 La solución de Stokes. 

Hasta este momento, la solución de Stokes parece ser una buena aproxin1ación 
al problema del flujo alrededor de una esfera en un fluido infinito. Sin em
bargo, en 1889 N. \.Vhitehead intenta resolver las ecuaciones para extender la 
solución a números de Reynolds rnayores. Es decir, partiendo del sistema de 
ecuaciones 

R, (U-· V) ir = -'VP" + v 2 it, 
V.;;- = O, 

(3.195) 
(3.196) 

donde ;¡• y p• son variables adin1ensionales, se propone una solución de Ja 
forma 

11 = ~ + t7jR#! + ·i12R~ + .. . 
P = P 0 + Pt R, + Pi R; + .. . 

donde Rt < 1, con las condiciones de frontera 

iI 
,7 

O en r =a, 

Ü en r - oo, 

siendo a el radio de la esfera y Ü un vector constante. 

(3.197) 
(3.198) 

(3.199) 
{3.200) 

Sustituyendo en las ecuaciones (3.195) y (3.196) se obtiene, en variables con 
dimensiones, para el orden cero 
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-VPo+.,V2ilo 
V. i1o 

ilo 
ilo 

o, 
o, 
Ó en r =a, 

Ü en r-+ CXJ, 

(3.201) 
(3.202) 
{3.203) 
(3.204) 

la aproximación de Stokes. Para Ja primera corrección, a orden uno en el 
número de Reynolds, el sistema de ecuaciones está dado por 

(ito ·V) üo 
V·ü1 

con condiciones a la frontera 

O en r =a, 
O en r-+ oo, 

{3.205) 
{3.206) 

{3.207) 
(3.208) 

Cuando Whitehead intenta resolver este problema encuentra que no existe 
solución que se ajuste a las dos condiciones de frontera, lo cual, se conoce 
como paradoja de Whitehead. No es hasta 1911 que Ossen da una solución a 
esta paradoja haciendo notar la naturaleza singular del problema lejos de la 
esfera. Esta conclusión se entiende examinando la magnitud relativa de los 
términos despreciados en Ja aproximación de Stokes. 

Lejos de la esfera, el término no lineal y el término correspondiente a las 
fuerzas viscosas se pueden estimar a partir de Ja expresión encontrada en el 
primer método, dada por 

- 3 Ü+ñ(Ü·ñ) 1 3Ü-3ñ(ü-ñ) 
u= -¡a r - :¡ª r3 + Ü; (3.209) 

usando que Ja velocidad. lejos de la esfera es Ü resulta que las fuerzas inerciales 
son de orden paU2/r2 , en tanto que Ja.s fuerzas viscosas son del orden de 
1JUa/r3. Entonces el cociente entre las fuerzas inerciales y las viscosas es 
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paU2/r2 
r¡Ua/rª = O(R.r). (3.210) 

Aunque el número de Reynolds sea muy pequeño, siempre es posible escoger 
una. distancia para la cual Rer es de orden uno y, entonces, el término no 
lineal no es despreciable respecto a las fuerzas viscosas. A esas distancias, el 
campo de velocidades dado por la expresión (3.209) es incorrecto. Esta falta 
de uniformidad de la solución es Ja fuente del comportamiento singular de la 
solución obtenida mediante la teoría de perturbaciones regulares. 

Además de que Oseen da una respuesta a la paradoja de Whitehead presenta 
una aproximación nueva a las ecuaciones de Navier-Stokes para este proble
ma, que es uniforme en la región lejana a la esfera. Ésta consiste en, dado 
que lejos de la esfera el término no lineal no es despreciable, aproximarlo 
por (ü. v) Ü, puesto que lejos de ]a esfera Ja velocidad es aproximadamente 

Ü. Entonces, se tiene para la velocidad a distancias grandes de la esfera, Ja 
ecuación diferencial lineal 

(ü · v) ü = -~VP + vV 2 ü, (3.211) 

que se conoce como ecuación de Oseen. 

Cuando se tienen este tipo de casos, donde la solución al problema aproxi
mado no es uniforme, Ja regla general para encontrar ~a solución, es identificar 
Jos términos despreciados en )as ecuaciones que producen las no uniformi
dades y retenerlos en las regiones donde éstas ocurren, después de haberlos 
simplificado lo más posible. Si la.s ecuaciones resultantes tienen una solución 
representan una aproxi1nación compuesta uniforme [9]. 

La aproximación de Oseen es una buena aproximación, que es uniforme, al 
ftujo tridimensional con números de Reynolds bajos. En 1911 Sir H. Lamb 
encontró una solución aproximada a la ecuación de Oseen (3.211), para el caso 
de la esfera, que es consistente con Ja aproximación de números de Reynolds 
pequeños [1], con ésta se obtiene que el arrastre es de Ja forma 

F = 6trr¡Ua (1 +~R.). (3.212) 

Cuando se hace el análisis de la magnitud relativa entre las fuerzas inerciales 
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y las viscosas en la solución a la ecuación de Oseen, se encuentra que ésta es 
consistente con la aprox.i1nación de números de Reynolds pequeños en todo 
el dominio. Sin embargo, se puede demostrar que, a segundo orden en el 
número de Reynolds, la solución a la ecuación de Oseen es incorrecta, es 
decir, la solución a la ecuación (3.211) en el ca.so de la esfera en un fluido 
infinito sólo es válida para números de Reynolds pequeños. 

La siguientes mejoras al problema consisten en dividir el dominio definido 
por las condiciones de frontera 

it 
it 

O en r =a, 
Ü en r __.. oo, 

(3.213) 
(3.214) 

en t.res regiones, en la región interior se resuelven las ecuaciones de Stokes y 
en la ext.erior se usa la aproximacion de Oseen. Después se hacen desarrollos 
asintóticos de la soluciones de Stokes y de Oseen alrededor de la región in
termedia, o de acoplamiento, para ajustar las dos soluciones en una frontera 
común entre las regiones interior y exterior, de manera que se obtenga una 
solución compuesta (9]. 

3.3 Resumen. 

Se presentan las soluciones a las ecuaciones de Stokes para los campos de 
velocidad y de presión ut.ilizando cuatro métodos de solución. Los resulta
dos así obtenidos muestran que la velocidad es proporcional a potencias del 
inverso de la distancia a la esfera. Esta dependencia muestra que la pertur
bación al flujo uniforme, debida a la esfera, es de largo alcance. Entonces, si 
se coloca el cilindro el flujo será perturbado. Por otro lado, se mostró que la 
aproximación de Stokes es incorrecta para distancias del orden del inverso del 
número de Reynolds, por ello, para el problema. confinad.o, se deben escoger 
números de Reyolds de manera que el fluido contenido entre la esfera y el 
cilindro pueda ser descrito con las ecuaciones de Stokes. Esto es, cuando se 
pueden despreciar las fuerzas inerciales respecto a las fuerzas viscosas. 

La solución al problema que se trató en este capítulo, parece, a primera 
vista, un problema con solución analítica, puesto que, como se mencionó 
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anterior1nente, la falta de uniformidad de la solución se presenta en la prin1era 
corrección. Sin embargo, este problema representa un ejemplo de mecánica 
de fluidos que admite una solucion analítica, aunque ésta no sea correcta en 
todo el dominio. En Ja busqueda de una solución hornogenea al problema, las 
ecuaciones que se obtienen son mucho más complicadas y, en la mayoría de 
los casos, no se conocen soluciones analíticas. Como consecuencia se tienen 
que utilizar métodos aproximados para resolver estas ecuaciones. 

A pesar de que con la solución de Stokes se obtiene un resultado aproximado 
para la fuerza de arrastre, es el punto de partida para muchos estudios en 
casos ligera.mente distintos, corno en el caso del flujo lento de una esfera en un 
cilindro [2, 3, 4, 10] o la sedimentación de partículas esféricas [10] dentro de 
un fluido. En el primer caso, la fórmula de Stokes es el arrastre sobre la esfera 
a orden cero en el parámetro /3; esto se mostrará en el siguiente capítulo. En 
el caso de la sedimentación de partículas en un Huido, en el límite en el cual 
las distancias entre las partículas sea infinita, la fuerza de arrastre sobre cada 
una se debe reducir a la fórmula de Stokes. No se debe olvidar que esto sólo 
es cierto en el caso de utilizar las ecuaciones Stokes. 
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Capítulo 4 

El flujo confinado. 

En este capítulo se describe el n1étodo de reflexiones para resolver las ecua
ciones de Stokes para el flujo lento de una esfera en un cilindro. Con la 
solución aproximada así obtenida, para el campo de velocidad y de presión, 
se calcula una primera corrección a. la ley de St.okcs debida a las paredes 
del cilindro. Como se verá más adelante, este método de solución resulta 
laborioso, por esto, sólo se calculó la primera corrección al arrastre para es
quematizarlo. Originalmente, el trabajo fue realizado por Happel y Brenner 
[10} para el caso en el que la esfera se mueve a un distancia b del eje del cilin
dro, que es un caso más general puesto que el cuerpo no se mueve sobre el eje 
del cilindro y por tanto el flujo no tiene simetría axia.L En el análisis que se 
presenta, se supuso que b =O por ser un probletna más fácil de atacar. Al final 
del capítulo se mencionan los resultados obtenidos con este método, mejo
rando las aproximaciones aquí expuestas, y los resultados obtenidos con otro 
método de solu~ión propuesto por Ha.berrnan en 1958 llO}. La comparación 
entre los resultados obtenidos con estos dos métodos muestra consistencia 
entre ellos para cierto intervalo de valores del parámetro {3 (=a/ R 0 ). El que 
los dos métodos sean consistentes entre sí sólo muestra que ambos pueden 
ser utilizados para resolver la escuacioncs de Stokes. 

4.1 El método de reftexiones. 

El problema consiste en resolver las ecuaciones de Stokes con condiciones a. 
la frontera, es decir, 
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,,v2 17 'V'P. (4.1) 
"\"°·Ü º· (4.2) 

lül O en r =a, (4.3) 

lül U en Ro= rsin/J. (4.4) 

A pesar de que el sisten1a de ecuaciones anterior es lineal, es un problema 
difícil de resolver debido a las condiciones sobre la frontera, ya que no se 
puede encontrar un sistema de coordenadas donde la solución se ajuste a 
las dos condiciones de frontera, simultáneamente. Entonces, si se trabaja 
en cierto sistema de coordenadas, ya sean esféricas o cilíndricas, hay dificul
tades para ajustar las condiciones sobre la esfera y sobre el cilindro. Para 
evitar los problemas con la simetría de las fronteras se trabaja con dos sis
temas de coordenadas; un sistema de coordenadas esféricas (r, 8, c.p) y uno de 
cilíndricas (R, c.p, z), cuyos orígenes coinciden con el centro de la esfera y el 
eje del cilindro, como se muestra en la figura 4.1. 

y 

FIGURA 4.1: Esquema de los sistemas de coordenadas utilizados para describir la. esfera. 
y el cilindro. 

El método de reflexiones [IOJ consiste en suponer que el campo de veloci
dades se puede escribir como la superposición de campos que satisfacen las 
ecuaciones (4.1) y (4.2) y las siguientes condiciones a la frontera 

.,-¡<OJ -i=U en todo el dominio, (4.5) 
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ü(ll 

ü<•> 

t¡{3) 

{ 
-ü<0 > en r = a 

O en z =±ex:> (es decir r - CXJ) 

{ 
-ül 11 en R = Ro } 

O en== ±oo ' 

{ 
-17<2> en r = a 

O en z = ±oo {es decir r - CICl) 
etc. 

de manera que el can1po de velocidades 17 torna la forma 

t7 = 1¡(0) + t!<I) + 17<2) + ij{:J) + ... , 

} , 

} , 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

( 4.10) 

La idea del n1étodo es que primero se tiene un flujo uniforme, que después 
se perturba por una esfera; el siguiente paso es resolver el problema para. el 
cilindro suponiendo que el flujo inicial es el flujo producido por la esfera y 
así sucesivamente. Entonces, cada término <le la serie corresponde ni campo 
de velocidades producido por alguna de las fronteras, donde el ftujo inicial 
corresponde al término anterior de la serie. De esta manera, cada término en 
el desarrollo, cal~ulado en la frontera, se va cancelando con el siguiente, de 
manera que, al final, se espera obtener la condición a. la frontera original. 

De la misma forn1a que se desarrolla el campo de velocidades, el campo de 
presiones y la fuerza de arrastre to1nan la siguiente forma 

p = p(O) + p(I) + p(2) + p(3) + ... , (4.11) 
ft = ft< 0 i + F(I> + ¡m1 + ff<3> + ... , 

en este caso., como e] flujo es axial, las torcas sobre la esfera son cero. 

Desde el punto de vista matemático no se ha podido demostrar que la ex
presión (4.10) converge a la solución del problema, es más, no se ha demostrado 
que la serie converja. Sin embargo, se pueden hacer mediciones experimen
tales de las cantidades anteriores y determinar el régimen de validez de este 
n1étodo, comparando los resultados teóricos y experimentales para el arrastre 
y el campo de velocidades. 
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4.1.1 La primera reflexión. 

En el caso del flujo uniforn1e, el tensor de esfuerzos viscoso es cero. ya que 
depende de priillera.s derivadas de la velocidad. Por lo tanto, los esfuerzos 
sobre la esfera sólo se deben a la presión hidrostática y es la misma sobre 
toda la superficie. EntoncPs, de la fórmula (3.184). se puede mostrar que la 
fuerza de arrastre en este caso es cero. es decir. 

J!'CO) =0. 

Para la prin1cra reflexión el sistema de ecuacionC"s es 

r¡V2 ,¡<.0 
V'.¡¡<•> 

con condiciones a la frontera 

vpC•l, 

º· 

.¡¡Cl) = { - _;¡(O} Pll r =(l. } 

O en :; = ±oo (es decir r - cx::i) ' 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

CJUC corresponde al flujo alrededor de una esfera que se mueve con velocidad 
Ü dentro de un fluido infinito en reposo. La dirección de la velocidad de la 
esfera, cuya magnitud es constante, es paralela al eje.:: (ver la figura 4.1). La 
solución de este problema se presentó en el capítulo anterior y está dada por 

p 

(
3 a 1 a

3
) 

UcosfJ ?- - -
2

3 ; _r r 

-Us1n8 -- + --. (3ª 1 a 3
) 

4 r 4 r 3 

P. 3 ucos(} 
0+2'7 ~· 

y la expresión para la fuerza de arrastre dada por 

f!'C•l = -6rr71aÜ. 

donde el vector Ü va en la dirección del eje z. 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 
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4.1.2 La •eguncla re8exión. 

La segunda reflexión consiste en resolver el sistema de ecuaciones 

con condiciones a la frontera 

vpC2l, 

O, 

·it<2 > = _.;¡(1> en R =Ro, 
,¿<2 > = O en :; - ±oo, 

que se resuelven en coordenadas cilíndricas R, ..p y=· 

( 4.20) 
(4.21) 

(4.22) 
(4.23} 

Primero. es necesario transformar el campo <lP vclocidadrs 11< 1> a coorde
nadas cilíndricas y calcularlas cu la superficie del cilindro. Corno se Vt'?rá más 
a<lclantc, la solución a.l sistema de ecuaciones anterior se puc-<le t->scribir en 
términos de derivadas <le armónicos cilíndricos arbitrarios que satisfacen Ja 
re nación de Laplace. Por lo tanto, hay que escribir la solución correspondiente 
a la primera reflexión, calc11lada en la suprrfici<" del cilindro. corno nna serie. 
<le a1·n1óuicos cilíndricos. Partiendo de la hipótesis <le que el paráinctro /3 es 
pcqueito se puede usar una aproxin1ación a la prirncra reflexión. rn la cual, 
sólo se rrti<.•ncn los términos proporcionales al inverso de la distancia al cen
tro de la rsfcra, ya que éstos dan las correcciones al arrastre en la primera y 
segunda potencias del pará1nctro ¡J. 

Entonces, se busca transformar los campos aproxi1na<los 

u~l) ~ Ucos8 (~~), 

u~•) ~ -U sin O(¡~). 
que se pueden reescribir en la forma 

~•> 3aU [ , (1) (z)] 17:'- = -
4
- 2r: ; - V ; , 

( 4.24} 

(4.25) 

(4.26} 
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donde iz es un vector unitario en dirección de :: (ver la figura ..J.l). De estn 
última relación se deben buscar transformaciones para Jas funciones escalares 
1/r y z/r. Para eJ prinu~r caso se utiliza Ja expresión [18] 

1 2 ~ 
- = (R2 + ;:2 ) = - j Ko (.>.R) cos(.>.z)d.>., 
r ,,. o 

(4.27) 

donde I~o (AR) es Ja función modificada de Bessel de segunda da.se, de orden 
cero; para el segundo caso, es fácil probar que 

zKo (.>.R) cos.>.: = ![I>o (.>.R) sin.>.::] - sin .>.z ! [I>o (.>.R)J. (4.28) 

Si se multiplica Ja ecuación (4.27) por z y se ut.iJiza la identidad (4.28) se 
obtiene 

::_ = ~ [Ko (.>.R) sin .>.z]~0 - ~ l !!. (Ko (.>.R)j sin (.>.z) d.>.. 
r ~ - rr

0 
vA 

(4.29) 

En esta expresión, el printer térruino del lado derecho se anula en los dos 
extremos, por lo tanto 

? ~ 

~ = _.::. j RKó (.>.R) sin(.>.z)d.>., 
r ,,. o 

(4.30) 

donde el apóstrofe se refiere a la derivada respecto a todo el argumento. 
Substituyendo las ecuaciones ( 4.27) y ( 4.28) en la (4.26) se obtiene la siguiente 
condición a Ja frontera (10) 

lR-
2
3 

aU f .>.RKo (.>.R) sin (.>.z) d.>.+ 
7r o 

+k-
2
3 

aU fl.>.RKó (.>.R) + 2Ko (.>.R)J cos (.>.z) d.>., (4.31) 
7r o 

donde in e Í.r son vectores unitarios en Ja dirección de R y z respectivamente, 
y se utilizó la ecuación modificada de Bessel 

R:J (.>.R) = - Kó (.>.R) + Ko (.>.R), 
.>.R 

(4.32) 
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para simplificar la expresión. 

La solución general al sistema de ecuaciones (4.20) y (4.21) se encuentra usan
do el método de separación de variables [10]. Si se torna la divergencia de la 
ecuación (4.20) y se usa la ecuación (4.21), el campo de presiones satisface una 
ecuación de Laplacc. Esta ecuación se resuelve por separación de variables y 
se substituye en la ecuación (4.20), con lo que se obtienen dos ecuaciones de 
Poisson para las componentes u~> y u~2> del campo de velocidades. 

Co1no los detalles del método [10] carecen de interés para los fines de este 
trabajo, sólo se da la solución a la ecuaciones (4.20) y (4.21), la cual, puede 
escribirse en términos de derivadas de armónicos cilíndricos~ es decir, 

it<2) 

p(2) 

donde los armónicos cilíndricos '11 y <I> están dados por [10) 

_.!. /~,¡, (..\) Io (..\R) sin (..\z) d..\, 
,,. o ..\ 

_.!. Jcf> (..\) Io (..\R) sin (..\z) d..\. 
71" o ..\ 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

donde Io (AR) es la función modificada de Bessel de orden cero. Como en la 
superficie del cilindro la condición de frontera exige que 

[,;!2>JR=Ru = - [,;!I)JR=Ro' (4.37) 

entonces, se debe calcular ü<2> en R = Ro con lo que se obtiene 

- iR 7 (1" (..\) Ió (..\Ro)+ 9 (..\) AR0 I:J (..\Ro)] sin (..\z) d..\ 
71" o 
k 00 -- J [1" (..\) Io (..\Ro)+ cf> (..\) ..\Roió (..\Ro)] cos (..\z) d..\ 
71" o 
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i.:¡"'° -- 9 (A) lo {ARo) cos (.>.z) dA, 
7r o 

(4.38) 

Cotnparando esta expresión con el negativo de la expres1on (4.31} se en
cuentran dos ecuaciones acopladas para los coeficientes </> (...'.\) y ,,P (..:\) cuyas 
soluciones son: 

4> (.>.) 

_ (l + >.Roló (ARo)) 4> 
lo (ARo) 

+~lo ~o) [ARoKÓ (ARo) + 2Ko (.>.Ro)], 

~aUKo (ARo) + _:! __ 1 __ . 
2 lo (>.Ro) 2 lo (ARo) 

aUló (>.Ro) 
ARoig (>.Ro) - 2/ó (ARo) Io (ARo) - ARoló2 (ARo). 

Estas ecuaciones se simplificaron usando las relaciones 

l;{ (ARo) = - Ió l~~o) + Io (ARo), 

y 

Kó (ARo) lo (ARo) - Ko (ARo) Ió (ARo) = - A~o · 

(4.39) 

(4.40) 

( 4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

La otra condición de frontera, 17' 2 > = O si ; - ±oo, se satisface puesto que 
ü< 1> = O cuando z - ±ex> y las velocidades están relacionadas por la ecuación 
(4.37). Entonces, la expresión 

;;<2 > (R, z) - iR f f.P (A) Ió (AR)+ 4> (A) ARI;{ (.>.R)] sin (Az) d).. 
7r o 

_?..:. f f.P (A) Io (.>.R) + 4> (.>.)>.Rió ()..R)] cos (.>.z) d).. 
7r o 

_?..:, f [4> (.>.) Io (.>.R)] cos (.>.z) d.>., (4.44) 
7r o 
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junto con las expresiones (4.34), (4.40) y (4.41) son Ja solución al sistema de 
ecuaciones (4.21) con condiciones a Ja frontera. 

En esta aproximación no hay correcciones al arrastre sobre Ja esfera puesto 
que la expresión (4.44) es regular en todo el dominio. Esto se ve claramente 
tomando en cuenta que, en esta aproximación, no se considera la presencia 
de la esfera, es decir, la expresión (4.44) describe un flujo hipotético en donde 
el volumen ocupado por el sóJido se substituye por un fluido. 

4.1.3 La tercera reflexión. 

Hasta este momento la fuerza de arrastre está determinada por Ja fórmula 
de Stokes, que se puede considerar como la corrección a orden cero en el 
parámetro /3. Para encontrar las correcciones al arrastre a primer orden en 
este parámetro es necesario usar Ja tercera reflexión ¡¡{3 ). Afortunadamente, 
no es necesario conocer Ja forn1a exacta de este campo de velocidad paca 
obtener dichas correcciones. 

La correción al arrastre asociada a la tercera reflexión .¡¡<3 ) se obtiene usando 
Ja ley de Faxen [10] que para este caso toma la fo•ma 

(4.45) 

Para preservar la consistencia con la aproximación de correcciones a prizner 
orden en f3 se desprecia el segundo término de esta expresión; entonces, usan
do Ja expresión (4.33) calculada en f ... ]

0
, siendo éste el centro de la esfera, y 

sustituyendo en la ecuación (4.45) se obtiene la expresión 

.F<3 > = -i,671 (;:J l[t/.> (A)+ <P (A)) d (ARo); ( 4.46) 

de las ecuaciones (4.40) y (4.41) y haciendo el cambio de vadable"' = ARo, 
Ja corrección a la fuerza de arrastre queda 

p(3) = -i,6'n¡aU (IJ) A, (4.47) 

donde 
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3/""( [Jó(a)]
2 1 2Ko(n)) 

A= -2,,. 
0 

¿;(o) lo (a) - (Jó (a)J' + lo (u) do, (4.48) 

es una constante, 

¿;(a)= . 2 a 2• 
a (Jo (o)) - 2lo (a) ló (a-) - a [ló (a)) 

(4.49) 

y ;J =a/Ro. 

La integral (4.48) se puede calcular utilizando métodos numéricos con lo que 
se obtiene A= 2.10444 [10]. La expresión (4.47) es la primera corrección a 
la fuerza de arrastre debida a las paredes del cilindro. Este término es una 
fuerza que va en la misma dirección que el arrastre para el caso en que el 
radio del cilindro es infinito. Entonces, entre más pequeño sea el parámetro 
/3 el arrastre sobre la esfera será menor. 

Bohlin, [19) citado por (10], usa una aproximación adicional a la primera 
reflexión y, siguiendo los mismos pasos anteriores, encuentra que el arrastre 
sobre la esfera es 

donde 

K1 1 = 1 - 2.1043,6 + 2.08877,63 
- 0.94813,65 

-1.372,66 + 3.87,68 
- 4.19,6 1º + ... ' 

(4.50) 

(4.51) 

que en el ca.so de {3 < 1 es, aproximadamente, igual al resultado (4.47). 

Haberman y Sayre [20), citados por (10), proponen una solución al campo 
de velocidades usando las líneas de corriente en coordenadas esféricas y 
cilíndricas. Se proponen desarrollos generales a la función de corriente que 
son solución a las ecuaciones de Stokes en coordenadas cilíndricas y esféricas. 
Ajustan la condición sobre las paredes del cilindro, es decir, se tiene la. solución 
al flujo dentro de nn cilindro, hacen la transformación de esta función de co
rriente a coordenadas esféricas y la comparan con la solución general para 
la función de corriente en estas mismas coordenadas, término a término, con 
lo que obtienen una relación entre los coeficientes de una y de otra. Con 
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la condición sobre la superficie de la esfera, se encuentran las condiciones 
sobre los coeficientes de la solución general en coordenadas esféricas. En
t.onces, s11stituyendo la primera relación entre los coeficientes en las expre
siones obtenidas con la condición de frontera sobre la esfera, obtienen un 
sistema de ecuaciones infinito para los coeficientes. Este sistema se ha re
suelto sistemáticamente tomando un núniero finito de ecuaciones, hasta que 
los valores de las constantes no varían mucho. Si sólo se retienen las dos 
primeras ecuaciones de este sistema infinito de ecuaciones algebraicas, se ob
tiene una buena aproximación al arrastre que está dada por la fórmula (4.50} 
con un ·valor para la constante l~ l dado por 

r 1 - 0.75857 (a/ Ro) 
'"1 = 1 - 2.1050 (a/ Ro)+ 2.0865 (a/ Ro) 3 + 0.72603 (a/ Ro)"· 

(4.52) 

Sin embargo, actualmente se usan métodos numéricos para resolver este sis
tema para un gran número de ecuaciones de forma tal que los coeficientes 
se aproxhnan a.sintóticamente a su valor; con cst.os métodos se obtiene una 
expresión para el arrastre que es válida para ¡3 > 0.6. En la siguiente tabla 
se muestra los valores de la constante de corrección l\-t para distintos valores 
<le í3 en la teoría de Haberman, usando soluciones númericas para los coefi
cientes y para la expresión (4.52), y lo reportado por Bohlin [10]. Entonces, 
en el intervalo O < ,:.3 < 0.6, la teoría de Habern1an [10) coincide bastante 
bien con los resultados encontrados por Bohlin, que es la región del espacio 
(R~, ¡J) donde se supone que la teoría es válida. 

,O= a/Ro I0:1 /\¡ I\1 
Haberman. Haberrnan. Bohlin 
numérica .ec(4.52) ec(4.51) 

o.o 1.000 1.000 1.000 
0.1 1.263 1.263 1.263 
0.2 1.680 1.680 1.680 
0.3 1.371 1.370 1.370 
0.4 3.596 3.582 3.588 
0.5 5.970 5.871 5.923 
0.6 11.135 10.591 11.057 
0.7 24.955 21.406 36.589 
0.8 73.555 48.985 -11.757 
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Hay que tomar en cuenta que todos estos valores corresponden a distintas 
aproximaciones al problema. Fidleris y \Vhitmore (21], miden el arrastre a 
partir de la velocidad terminal de esferas cayendo en un fluido contenido en 
un cilindro y dan valores de K 1 para valores del parámetro {J mayores que 
0.6, los cuales, están por debajo de los resultados presentados en la tabla 
(10] que al parecer se debe al efecto de tapas. Sin embargo, a la fecha, éste 
es el único trabajo experimental que se tiene, por lo que la información del 
problen1a. encontrada en la literatura es insuficiente. 

A pesar de que el método de reflexiones permite calcular correciones al a
rrastre, que se verifican, al menos, para una cierto intervalo del parán1ctro 
/J, comparado con otros métodos de solución, como en el ca.so de la teoría de 
Haberman, es un método muy tedioso. Cada vez que se aumenta el orden 
de la aproximación, calculando la siguiente reflexión, el trabajo se torna más 
largo y complicado. Esto se puede ver de la.s condiciones de frontera. A 
cada orden la condición sobre el campo de velocidades corresponde al valor 
de la velocidad a un orden menor calculada en la frontera correspondiente 
al orden que se está calculando. Entonces, esta velocidad toma una forma 
ca.da vez más complicada. Además, las soluciones para la velocidad en cada 
reflexión se encuentran en coordenadas esféricas o cilíndricas, dependiendo 
de si se ajusta sobre la esfera o sobre el cilindro. Entonces, para escribir el 
campo de velocidades dado por la ecuación (4.10) hay que expresar todos los 
términos en el 1nismo sistema de coordenadas. En cada caso, al aumentar el 
orden de aproximación, hay que transformar el término anterior a un sistema 
de coordenadas distinto para encontrar la condición a la frontera para. este 
orden, lo cuál, es más difícil a cada paso. 

4.2 Resumen. 

Se describe la solución a las ecuaciones de Stokes para el flujo lento de una 
esfera. en un cilindro usando el método de reflexiones. Los resultados que 
se pueden obtener a partir de este método, desarrollados por Bohlin, son 
consistentes con los resultados obtenidos con otro método, desarrollado por 
Ha.berman, en el intervalo O < fJ < 0.6. Esto quiere decir que este método 
es un camino plausible para atacar el problema, tomando en cuenta. que la 
aproximación de números de Reynolds pequeños que se utilizó es correcta. 
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Este resultado es interesante desde el punto de vista que., como se mencionó 
anteriormente, no se ha demostrado de forma rigurosa que la serie (4.10) 
converja a la solución., para cierto intervalo de valores de los parámetros 
asociados al problema; sin embargo, los resultados obtenidos por Haberman 
son congruentes con los obtenidos con el método de reflexiones por lo que 
parece ser un camino viable para resolver, aproximadamente, el problema 
aquí planteado. 

Se debe tener claro que., en la literatura hasta ahora consultada, sólo se tiene 
el trabajo de Fidleris y Whitmorc [21), por lo que la información <le carácter 
experimental es insuficiente para determinar el intervalo de va.lores de Re y fJ 
dOnd~e el método de reflexiones y la teoría de Haberrnan son útilies para la.."i 
aplicélciones prácticas. La importancia que tiene el estudio del problema en 
el laboratorio es la información que se puede obtener acerca de en qué casos 
el problema puede ser descrito utilizando las ecuaciones de Stokes, es decir, 
cuando se desprecia el término no lineal en la ecuación de momento. 

En este capítulo se resolvió el problema para la primera corrección al arrastre 
debida a las paredes del cilindro. Esto se debe a que la idea fue dar una 
descripción cualitativa de este método, ya que, claramente es un método 
bastante difícil, en el sentido de los cálculos que se deben desarrollar para 
cada reftexión. Sin en1bargo, la consistencia entre el método de reflexiones y 
la teoría de Haberman implica que el método es un carnina viable para resolver 
las ecuaciones de Stokes en casos en los que las condiciones de frontera no 
se pueden satisfacer simultáneamente, como en el caso de sedimentación de 
partículas esféricas en un fluido. 
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Capítulo 5 

Dispositivo experimental. 

En este capítulo se hace una descripción del diseño de un dispositivo experi
mental para estudiar el flujo alrededor de una esfera confinado en un cilindro 
y algunas pespectivas para su ejecución. En la parte final del capítulo se dan 
algunas conclusiones y las perspectivas futuras del trabajo. 

5.1 Motivación. 

En el análisis teórico del problema se encontraron expresiones aproximadas 
para las cantidades físicas que caracterizan el sistema. corno son el campo de 
velocidades y el arrastre. En el experimento, la distribución de velocidades y 
el arrastre se pueden medir con cierto grado de aproximación dependiendo de 
la incertidumbre asociada a los datos cxperirnentales. La información que se 
puede obtener del experimento es muy basta, puesto que el sistema responde 
de acuerdo a las condiciones dadas en el laboratorio. Esto es, el experimento 
tiene dos ventajas importantes: la primera y la más importante estriba en que 
las condiciones dadas son aquellas válidas para cada uno de los parámetros 
tales como la densidad, la temperatura, la viscosidad, etc., sin que haya de 
por medio ningún modelo para ellos. La segunda ventaja consiste en que la 
precisión de los resultados depende de la reproducibilidad de las condiciones 
con las que se ejecuta el experimento y de los métodos utilizados para obte
nerlos. Entonces, el estudio experimental de este problema proporciona una 
descripción completa del movimiento del fluido sin necesidad de supuestos 
corno la linealidad o no linealidad del sistema. 

En la parte experimental se tienen dos 1netas principales. La primera es des-
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cribir de forma completa el movimiento del fluido en términos de mediciones 
experimentales, de manera que se tenga una idea cuantitativa del compor
taniiento del fluido de acuerdo al valor de un conjunto finito de parámetros, 
en este caso Re y /J, que caracterizan al sistema. La segunda. meta es poder 
éomparar los resultados teóricos con los experimentales. En el capítulo an
terior se mostró la solución al flujo alrededor de una esfera confinada dentro 
de un cilindro utilizando dos métodos distintos que resultaron consistentes 
entre sí. Sin embargo, que estas teorías sean consistentes para ciertos valores 
del parámetro /3 no es suficiente para confirmar su validez. Esto es, la com
paración con los resultados experimentales busca encontrar el intervalo de 
valores que Re y /3 pueden tomar para que las ecuaciones de Navier-Stokes, 
con la aproximación de números de Reynolds pequeños, proporcionen una 
buena descripción del flujo. Desde el punto de vista práctico, es irnportante 
saber los límites de los valores de estos parámetros dentro de los cuales las 
teorías antes expuestas son válidas. Sólo así se pueden usar las expresiones 
para la fuerza de arrastre, encontradas por Bohlin y por Haberman [10], para 
calcular el arrastre sobre una esfera dentro del intervalo de va.lores de los 
parámetros Re y /J. 
El dispositivo experimental que se propone en esta tesis fue diseñado con el 
objetivo de determinar la forma de las líneas de corriente, la distribución de 
velocidad y la dependencia de la velocidad con respecto a los parámetros Rf'! 
y /3. Por el momento, el dispositivo propuesto no tienen ningún mecanismo 
específico que facilite la medición de la fuerza del arrastre. Sin embargo, 
esto no quiere decir que no se pueda medir, sino que es necesario idear los 
mecanismos para hacerlo partiendo del dispositivo que se tiene. 

Al principio de esta sección se mencionó que en el experimento no hay que 
calcular ninguna solución, simplemente hay que hacer las mediciones corres
pondientes. Lo que hay que notar es que esto no significa un trabajo sencillo, 
puesto que la ejecución del experimento requiere: su construcción, el diseño 
de cómo se adquieren los datos y, por último, de cómo procesarlos. Esta es 
una tarea compleja y laboriosa sin olvidar que las condiciones experimentales 
deben ser tales que los datos experimentales sean reproducibles. 
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5.2 Pla11tean1iento del problema experimental. 

Cotno Jo que se busca. PU prirucra instancia. es <'ncontrar C"l intcr,·alo de 
valores de los par<'í.metros asociados al proble1ua9 t•l experin1ento debe tener 
las mismas condicionr.s qut_• se> exigen <"U Ja teoría. PS decir~ que Ja esfera se 
1uucva. )C"ntarnentc a Ju largo <lc-1 c>je del cilindro y qtw ninguna fuerza externa 
act.tíc sobre ella. 

En el expcrimC"nto sr. tiene quc> buscar un rnrcanismo, que se describe rnás 
adelante, par.a. que Ja esfera se n1urva lcntanH:·nte, con una velocidad detcr
tninada, y sin que ésta gire. Estos rPquisitos !-ion necesarios put"st.o c¡Ut> de 
otra n1anera se sabe que en Ja vida reaL si se arroja una canica dentro de 
un recipiente ciJíndrico JJeno de algtín fluido, ésta se acelera debido a que la 
fu~za ele gravc>da<l, Ja fuerza de flotación y el arrastre que acttían sobre la 
canica, en g(?neraJ, no sum;in cero. Las primeréL~ dos fuerzas dependen de 
propiedades tanto de Ja canica como del fluido, por C"jcrnplo, las densidades 
y sus diámetros, y de la aceleración de la gravedad. En carnbio, el arrastn•. 
deJ>ende de las <lirncnsioncs de la canica, del cilindro y de la velocidad. Por 
lo tanto, Ja canica no auruenta de> velocidad indefinidan1entc. Ade111ás, el qt1P 

Ja canica caiga en línea rc>ct.a. sin desviarse o que no rote, puede depender 
<le las propiedades de la c.anica, corno su peso y su .acabado, puesto que una 
pt•rturbación <?U el flujo puede carnbia.r su dirección o inducir t.orcas visco.sas. 

Por otro lado, la longitud de Jos cilindros se debe escoger lo n1ás grande que 
sea. posible, dentro de la escala definida por los radios de la esfera y el cilindro. 
de rnanera que los cfect.os d~ tapas sean dcspreciahJcs. Este 1'iltirno aspecto 
es interesante desde el punto de vista que eJ expcrin1cnto ta1nbién puede e.lar 
inforinación de cuándo son despreciables. 

En la figura 5.1 se muestra Ja configuración del c>xperimento, sin el dispositivo 
dt:? adquisición de imágenes. Las dimensiones del sistema deben ser tales que 
L > R 0 , donde Les Ja longitud del cilindro y Ro su radio. La esfera de radio 
a se mueve a lo largo del eje del cilindro con una velocidad uniforme Ü. 

El cilindro se llena con algtín fluido trasparente que, de preferencia, sea muy 
viscoso ya que, para obtener números de Reynolds pequeños, es más fácil 
variar la velocidad de la esfera, para obtener números de Reynolds pequeños, 
que variar la viscosidad. Por úhiino. es deseable que eJ fluido contenga 
partículas de algún material reflejante. que floten o se hundan lo menos 
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FICVKA á. l: Esquema del dispositivo eXpPrimental. El cilindro se llena de un liquido 
viscrn¡o y la esfera. ge rnuevc a. lo largo cid eje c:ll'I cilin,Jro. 

posible, que funcionen corno trazadores para poder visualizar el can1po de 
,-,·Jocidades del flujo debido al rnovhniento de la esfera. 

La adquisición de las imágenes husca filmar a. la esfera durante toda la trayec
toria; la cámara de video rnanticnc "fija" a. la esfera en todo el recorrido. En 
las secciones posteriores se describe el disc>rlo del dispositivo para n1over la 
cán1ara ••junto" con la. esfera. Las i1nágcncs así obtenidas representan el flujo 
que pasa alrededor de una esfera que t!stá. en reposo en el origen cJt• coorde
nadas; como los dos sist.en1as de referencia, uno fijo a la céirnara y a. la esfera 
y el del laboratorio, son inerciales. la fuerza de arrastre es la misrna. La ilu
minación del sistema consiste en una hoja de luz paralela al eje del cilindro 
y que pase por éste, de n1anera que 1.a.s partículas rrftejantcs conteuida.s en 
este plano de luz trazcn, a través del t.ic1npo, t.raycctoria.s con las cuales se 
obtiene información acerca del campo de velocidades. 

En el caso del arrastre, se deben hacer algunas rno<lificacioncs al dispositivo 
experimental de manera que se pueda medir con facilidad. Hay que notar 
c¡ue, en vista del diseño para el dispositivo propuesto, será muy difícil medir 
la distribución de velocidad y el arrastre. sirnultáncamentc. En la siguiente 
sección se aclarará esto último. 
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5.3 Diseño y construcción del dispositivo experimental. 

5.3.1 El movimiento de la esfera dentro del cilindro. 

Conio ya se ha mencionado, el tnodelo <"Xperimental intenta establecer el 
movimiento de la esfera a velocidad constante, reduciendo al mínimo las 
fue1·za.s externas que no se han considerado en Jos modelos teórico. Entonces, 
se tiene un cilindro de longitud L tapado en los extremos. A cada tapa se Je 
hace un pequeño agujero en el centro que después se cubre con una tapa de 
material plástico. A través de estos tapones se hace pasar un cable delgado 
de algún material resistente de manera que el cable coincida con el eje del 
cilindro. Entre ]as tapas se coloca una esfera de radio a de tal forma que el 
cable pase por su centro; ver la figura 5.2. De esta manera se puede controlar 
el movimiento de la esfera tirando del hilo en alguna dirección. 

FIGURA 5.2: Sistema utilizado para mover a la esfera a. lo largo del eje del cilindro. Las 
manchas negras en las tap-as corresponden a dos tapones de plástico que son a.travesados 
con un cable de acero delgado. 

Los extremos del cable son sujetos a un sistema, que se describe más adelante, 
conectado a un motor que se controla mediante una computadora. El diseño 
se hizo de esta manera ya que el sistema puede tirar en las dos direcciones y 
como la esfera está sujeta al hilo se evitan las fuerzas que actúan sobre ella y 
se asegura que no rote. El motor 1 se puede hacer girar con velocidad angular 
constante con una buena precisión, de manera que el movimiento de la esfera 

1Marc. Electro--Crút Servo Product•, modelu Et9-3 y con un• velocidad m<i.x..ima de rotacióq de w ... - 3750 rpm. 
La comunieación entre el motor y 14 computadora ...., ha.ce m~te un so(twer cornerein.I (DMC-630) el"borAdo por 
la complUÜa GALIL. 
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es prácticamente a velocidad constante. 

Para el desarrollo del experimento se tienen tres cilindros de acrílico de 1.90 
de longitud, cuyos radios son: 0.035 ni, 0.047 111 y 0.072 Fn. Además, se cuenta 
con un conjunto de esferas de p]ástico con radios: 0.01 m, 0.012 111 y 0.017 
111. Poi- lo tanto,. se obtienen valores para P en el intervalo 0.13 :5 fJ :5 0.48. 
Claramente, el intervalo de valores que /1 puede tornar son n1uy limitados, por 
lo que es deseable aumentar el número de esferas y, de ser posible, de cilindros 
que se tienen a Ja fecha. La viscosidad y la velocidad de la esfera se deben 
escoger de manera que Ja cantidad v/U este en el intervalo a < v/U < L, 
donde L es la longitud de los cilindros y a los radios de las esferas. El 
cociente v/U es una Uledida de la longitud a la que se extiendf! la perturbación 
producida por el movimiento de la esfera, debido a los efectos viscosos; esta 
cantidad se conoce coRlo longitud de penetración [BJ. Clarament.c, entre más 
grande sea la viscosidad del fluido es más difícil mover a la esfera a través de 
él. Esto es, Ja fuerza que hay que hacer para que Ja esfera se mueva con cierta 
velocidad aumenta entre más viscoso sea el fluido. Entonces, si se utilizan 
fluidos n1uy viscosos, el cab]c que mueve el objeto a lo largo del cilindro se 
debe escoger muy resistente y poco elástico. 

5.3.2 Sisten'la de •dquisidón de imágenes. 

Co1no se mencionó anteriormente, la cámara de video se debe rnover junto 
con la esfera a la misma velocidad y en la misma dirección. Para este fin se 
diseñó un sistema que se encarga de mover la cá1nara. Este sistema consiste 
en una estructura formada por tres placa..~, Ja hase (B), la tapa (A) y una 
plataforma intermedia (C). La.s dos prin1eras tienen cuatro pequeños agujeros 
y dos baleros cada una. y Ja tercera tiene dos tuercas. En la figura (5.3) se 
muestra un esquema de las tres placas con sus componentes. 

Las placas (A) y (B) están sujetas por las cuatro barras de hierro, que se 
atornillan a través de los agujeros en las placas, como se muestra en la figura 
(5.4). Una vez que se co]ocan Jos tornillos (D) dentro de las tuercas de la 
placa (C). se colocan los extremos de éstos en Jos cuatro baleros dispuestos 
en las placas (A) y (B), ver la figura (5.4). 

La placa (B) tiene la forma de una caja como se muestra en Ja figura (5.5). 
En esta parte~ Jos extreUlos de Jos torniUos atraviesan Ja placa de lado a lado; 
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FIGURA 5.3: Esquema de las tres placas (A), (B) y (C). Las dos primf"ras tienen cuatro 
agujeros (J) para tornillos de 1/4 de pulgada y dos baleros (V) .~La tcrcf"ra placa. tiene dos 
tuercas (T) para. tornillos de 1 pulgada. El agujero en la. parte inferior de Ja. placa. (B) es 
para. el eje del motor. La disposición de los baleros y las tuerca..s es como se muestra en 
la figura.. 

FrouRA 5.4: El dispositivo para mover la cámara. Las placas (A), (B) y (C) son de 
aluminio. las barras (F) de hierro de 1 pulgada de diámetro y los tornillos (D) son de 
acero de 1 pulgada. de diámetro. 
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en el extremo derecho se coloca el n1otor cuyo eje también atraviesa la placa 
(ver Ja figura 5.5). En su interior se coloca un sistema de engranes, colocados 
en los ejes (G) y (K), que se utiliza para mover a los tornillos. La figura (5.6) 
se muestra el sistema de engranes utilizado para hacer girar a los tornillos; se 
usan cuatro engranes que se conectan con cadenas de plástico. Los engranes 
(a) conectan a Jos t:orniUos entre sí y los otros dos, (b} y (c), conectan uno 
de ellos con el motor. De esta manera, cuando el motor es encendido, Jos 
dos tornillos empiezan a girar y Ja placa intermedia sube, o baja, de acuerdo 
a la dirección de rotación del motor. La velocidad de rotación del rnotor se 
controla con una computadora. 

J. 
,;;::J 7 

m . /2) 
............... º 

1 

e 

F10URA 5.5: Esquema de Ja parte inferior de Ja placa (B). (G) representa 108 extremos 
de los tornillos y (K) el eje del motor. En éstos se colocan los engranes. 

FIGURA 5.6: Sistema para mover a loe. tornillos. Este sistema de engra.neg está. colocado 
en la placa (B), las Jetra.s representan a los engranes. 

Clara.mente, los engranes (a) deben ser iguales para que )os torniJJos giren con 
Ja misma velocidad, los engranes restantes pueden ser de cualquier tamaño. 
En Ja figura (5.7) se muestra un esquema del mecanismo completo donde se 
muestran las dimensiones del aparato. 
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FIGURA 5. 7: Sistema pa,-a mover la cámara. (A), (B) y (C) placas de aluminio, a= 0.30 
m 9 b = 0.60 m.f = 0.50 m,d = 0.20 m,e = 0.82 m,h = l.HS m. El diámetro de las barras 
y de los tornillos ffl de 1 pulgada; (E) motor. 

Las placas (A), (B) y (C} son de aluminio, los tornillos son de acero y 
las cuatro barras que sostienen el mecanismo son de hierro. El tamaño de 
los engranes puede ser cualquiera, ton1ando en cuenta que los engranes qne 
conectan a ]os tornilJos entre sí deben ser idénticos. 

El siguiente paso es acoplar el sistema de la figura (5.2) con el de la figura 
(5.7), es decir, se tiene que sincronizar el movimiento de la esfera con el de 
la cámara de tal forma que las imágenes obtenidas muestran a la esfera en 
ureposon. Así se requiere sujetar el cable que mueve a la esfera a la placa (C) 
de la figura (5.7, en donde se coloca la cámara, de manera que al moverse 
ésta la esfera se mueva con la misma velocidad y en la misma dirección. Esto 
se puede hacer con un sistema de poleas, corno el de Ja figura (5.8), el cahlr 
y la placa (C) no se pueden conectar directamente puesto que en ese caso la 
esfera se mueve en dirección opuesta a la cámara. 

En las fotografías (1-4) que se anexan se muestra el dispositivo construido. 
A la fecha todavía se tienen problemas de carácter técnico por lo cual el 
dispositivo aún no funciona corno se desea. Los tornillos que aparecen en la 
fotografía 3, que se encargan de mover a la placa intermedia, no están hechos 
con la. presición que el aparato requiere y por el1o esta placa oscila. Esto trae 
como consecuencia que la esfera no aparece en reposo en la imagen de video, 
sino que oscila en la dirección perpendicular a la dirección en la que se mueve 
la cámara. 
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FOTO 1: Se muestra a la esfera dentro del cilindro. La esfera. está. sujeta a 
un cable de acero que se utiliza. para moverla. 



FOTO 2: Sistema de engranes que se utiliza para mover a los tornillos. El 
sistema está en la parte de abajo de la base del mecauismo para mover a la 
cámara. 
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FOTO 3: Dipositivo completo. En la parte de adelaote está el cilindro y el 
sistema de poleas. en la parte de atras está. el mecanismo para mover a la 
cámara. 



FOTO 4: Se muestra. una sección del dispositiVo completo para esquematizar 
el sistcuia de adquisición de imágenes. 



FIGURA 5.8: Diseilo del sistema acoplado para movt•r la cámara junlo con la esfora.. El 
cables~ conecta mediante ocho poleas (P) a la placa (C) corno se muestra en la figura. 

Siatema de ilumin•ción para a. adquisición de imlÍlgenes. 

La iluminación consiste en una hoja de luz paralela al eje del cilindro; ést.a 
se genera con una fuente luminosa que se colima mediante una rejilla. En 
este caso se utiliza como fuente luminosa un proyector de transparencias y 
la rejilla consiste de una lámina. del tamaño de una transparencia, con una 
rendija tnuy delgada (ver la figura 5.9). El plano <le luz se proyecta sobre el 
cilindro de n1anera que es paralelo a su eje y pasa a través de él. Dependiendo 
del ancho de la rendija será el grosor de la hoja de luz obtenida. 

FIGURA 5.9: Slstcma. de iluminación. La. íuente (F) e:; colimada mediante In. rejilla. (R), 
después se hace pasar por una lente conv•.>Xa (L) y tinalmente es proyectada. sobre el 
c:ilindro. 

Para poder ver el comportamiento clcl fluido es necesario que éste contenga 
pequeñas partículas reflcjantes que funcionen de trazadores. Ha.sta el n10-
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mento sólo se han hecho algunas pruebas utilizando kalliroscope 2 y limadura 
de aluminio mezclados con glicerina pura y una dilución con agua en una 
proporción de 10:1. Los resultados obtenidos muestran, a primera vista, que 
las imágenes eran más claras cuando se utilizaba limadura. de aluminio; sin 
embargo., esto se puede deber a que la mezcla del fluido de prueba con el 
kalliroscope no era. homogénea. Por ello, es necesario hacer más pruebas 
utilizando una gama. más amplia. de fluidos de prueba.. 

Por otro la.do, es conveniente utilizar dos fuentes luminosas, ya que si sólo se 
ilumina. por un lado del cilindro hay una sombra debida a la esfera en donde 
no se puede visualizar a las partículas de aluminio (ver la figura 5.10). Esta. 
sombra hace que no se pueda obtener ninguna información de un lado de la 
esfera. 

FIGURA 5.10: Si sólo se utiliza. una íuente de luz la esfera. produce una. sombra. del lado 
opuesto a. la. fuente, en esta. región no es posible ver las partículas de aluminio. 

En el análisis experimental es importante obtener el campo de velocidades 
alrededor de tod':L la esfera, puesto que hay que determinar que tan simétrico 
es el flujo. Claramente, si la esfera se mueve exactamente por el eje del 
cilindro el flujo debe ser simétrico. Sin embargo, los cilindros de acn1.ico que 
se tienen no son perfectos. Por lo tanto, la esfera no se moverá exactamente 
a lo largo del eje del cilindro. Si el centro de la esfera se desvía mucho del 
eje del cilindro, el flujo es antisimétrico y la teoría antes expuesta. para este 
problema. no es aplicable. Se debe aclarar que es importante conocer que 
tanto varía el radio del cilindro, medido desde el cable de acero, a lo largo 
de su longitud o, en otras palabras, determinar que tan imperfectos son los 
cilindros que se tienen. Hasta este momento sólo se ha traba.ja.do en la parte 
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mecánica del dispoeitivo por lo que no se han realizado estos cálculos. 

5.4 El esperimento y las perspectivas. 

El siguiente paso es rnedir la fuerza de arrastre y obtener información acerca 
de las líneas de corriente y el campo de velocidades a partir de las imágenes 
de video. En esta sección se plantea cómo se puede obtener la información 
experhnental., la cual se divide en tres casos: medir la fuerza. de arrastre, 
determinar la velocidad de los trazadores en pequeñas regiones del espacio y 
sus trayectorias. 

La fuerza de arrastre se puede determinar de la siguiente manera: como ·ya 
se mencionó., la esfera se mueve con velocidad constante a través del fluido. 
Entonces, la fuerza de arrastre es igual en magnitud a la fuerza que se debe 
aplicar en el hilo. Es importante notar que, para que lo anterior sea cierto, 
el cable debe ser lo suficientemente rígido de manera que se pueda considerar 
inextensible. De la figura (5.8) se puede ver que el dipositivo descrito no es 
conveniente para medir el arrastre. Es decir, si se coloca algún mecanismo 
para medir la fuerza con la que la placa intermedia jala el cable el error en el 
arrastre sera muy grande ya que ésta también debe vencer a la fricción en las 
ocho poleas y en los tapones de plástico que están en las tapas del cilindro. 
Por lo tanto, para medir el arrastre hay que disminuir el número de polcas de 
manera. que la fricción disminuya., en la figura (5.11) se muestra un esquema 
del sistema para medir el arrastre. 

Si se aplica una fuerza conocida. en uno de los extremos del cable de forma que 
la esfera se acelere hasta obtener su velocidad terminal en la región intermedia 
del cilindro, entonces, el arrastre se puede medir haciendo un balence de las 
fuerzas que actúan sobre la esfera, es decir, 

Ta + F + P + B + /,, = O, (5.1) 

donde T11 es la fuerza aplicada en uno de los extremos del cable, F es el 
arrastre, P el peso., iJ la flotación y ¡-; las fuerzas de fricción distintas al 
arrastre; por ejemplo, la fricción en los tapones plásticos. Estas últimas se 
pueden estimar haciendo el experimento utilizando el esquema de la figura 
(5.11) con un fluido poco viscoso (aire} de manera. que el arrastre es pequeño 
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FIOUR.A 5.11: En el esquema se muestra una propuesta para el dispositivo para medir 
el arrastre. En el extremo superior se coloca un instrumento (un dinamómetro o colocar 
en un extremo del cable un cuerpo de masa conocida y dejarlo caer) con el que se pueda. 
medir la fuerza aplicada. T ... 

y, por lo tanto, se puede despejar/: de la ecuación 5.1, salvo el error asociado 
con F que no es estricta.nicnte cero. 

Para el caso de las velocidades y las trayectorias de las partículas reflejantcs, 
en la imagen de video, la esfera está en reposo y el flujo se muestra con 
pequeñas partículas brillantes que entran en un extremo de la pantalla y la 
recorren, para salir en el extremo opuesto de ésta. Las trayectorias de las 
partículas antes de entrar a la pantalla son prácticamente homogénea..5, es 
decir, todas en la misma dirección y, aproximadamente, con la misma veloci
dad. Después de entrar en el campo visual de la pantalla, las trayectorias 
ca.Dlbian la dirección y la velocidad conforme se acercan a la esfera. Este 
efecto es más pronunciado para aquellas partículas que se encuentran cerca 
del eje del cilindro (que en principio es paralelo a la dirección del flujo). 

La información contenida en estas imágenes de video se puede obtener usando 
dos descripciones del fluido; cada grabación se descompone en cierto número 
de cuadros y cada cuadro consiste de una fotografía del flujo en un instante 
dado~ En cada foto se tiene a la esfera. en el centro de la imagen, y a. un 
grupo de puntos brillantes; entonces, si se mide la posición de una partícula 
en un cuadro dado y la posición en el cuadro siguiente se puede calcular la 
velocidad con la que el punto se desplazó, ya que el tiempo entre cada cuadro 
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es conocido. De esta manera se puede calcular un promedio de la distribución 
de velocidades siguiendo el mismo procedimiento para muchos puntos. Cabe 
aclarar que este método es bastante laborioso puesto que en cada imagen 
habrá un gran número de puntos y será dificil identificarlos de un cuadro a 
otro. 

Otro mecanismo para encontrar un promedio del campo de velocidades es 
usar técnicas de fotografía. En este caso, la idea es sobre exponer la película 
fotosensible de manera que, en las imágenes obtenidas, la esfera esté rodeada 
de pequeños trazos hechos J>Or las partículas reflejantcs. Esta técnica consiste 
en usar tiempos de exposición tales que las partículas dejen un trazo "im
preso" en la película fotográfica, de manera. que a partir de su longitud y el 
tiempo de exposición utilizado se obtenga la velocidad con la que se niueven. 

La trayectoria de una partícula se puede seguir durante su permanencia en la 
imagen, que se puede interpretar como una línea de corriente, puesto que, en 
un instante dado el c&JJlpo de velocidades es igual que en un tiempo poste
rior. Para asegurar que el flujo es aproximadamente estacionario la longitud 
del cilindro se escogió de manera que, cuando la esfera haya efectuado la 
mitad del recorrido, la velocidad del fluido cerca de las tapas sea pequeña 
comparada con la velocidad de la esfera U. Para tener una idea de la dis
tancia, medida desde el centro de la esfera, a la que el campo de velocidades 
es aproximadamente cero se puede utilizar la solución de Stokes. En este 
caso, dada la longitud del cilindro, cuando la esfera se encuentra a la mitad 
del recorrido, el ca.mpo de velocidades cerca de las tapas es un 25% de la 
velocidad con la que se mueve la esfera. 

En el análisis experiUlental se busca estudiar el comportamiento del sistema 
como función de los parámetros Re y p. De manera que al final se puedan 
comparar los resultados experimentales con los obtenidos en la teoría y ver 
para que intervalo de valores de los parámetros los resultados teóricos son 
consistentes con los obtenidos en el experimento. Se debe aclarar que ésta 
no es la única finalidad del experimento, sino que se quiere hacer un estudio 
lo más completo posible del sistema. Esto es, es conveniente realizar los 
experimentos para una amplia gama de valores de los parámetros. 

Hasta este momento no se tienen resultados experimentales del problema. El 
experimento está aún en desarrollo y faltan algunas pruebas para tener una 
mejor idea de la calidad de las imágenes posibles de obtener con el disposi-
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tivo. La información contenida en las imágenes es difícil de analizar, sobre 
todo respecto al cálculo del campo de velocidades del flujo. Para poder ela
borar una buena estadística de los datos experimentales es necesario obtener 
un gran número de datos, por ello es conveniente producir, usando computa
doras,. programas para Ja adquisición y procesamiento de datos¡ esta última 
parte no se ha desarrollado. 
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Conclusiones y perspectivas. 

Dentro de la parte teórica es claro que las ecuaciones (3.1) y {3.2) que des
criben el movimiento en los dos casos antes expuestos, cuando el radio del 
cilindro es infinito y cuando es finito, son aproximaciones que sólo valen 
cuando Re < 1 y O < /3 < 0.6, por lo que la solución describe un número 
limitado de situaciones físicas. 

Cuando el radio del cilindro es infinito se encuentra que la aproximación de 
Stokes (Re - O) no es correcta en todo el dominio. Esto es, existe una 
distancia, medida desde el centro de la esfera, en donde la distribución de 
VC'locidad, dada por la expresión (3.209), es incorrecta. Por lo tanto, la 
solución de Stokes no es una solución uniforme en todo el dominio. 

En e\ siguiente paso, la aproxiDJación de Oseen para el problema de la es
fera~ el nuevo sistema de ecuaciones con condiciones de frontera. admite una 
solución que es consistente con la aproxin1ación de números de Reynolds 
pequeños en todo el donlinio. Sin embargo, del análisis del orden de mag
nitud relativa entre las fuerzas inerciales y las viscosas, usando la solución a 
la ecuación de Oseen (3.211), resulta que las correcciones a segundo orden 
en el número de Rcynolds son incorrectas. Entonces, con la. aproximación 
de Oseen no se puede extender el resultado para números de Reynolds más 
grandes, aunque si se puede calcular una. corrección a la ley de Stokes (3.190), 
con lo que se amplía el intervalo de valores que Re puede tomar para que el 
sistema pueda ser descrito con esta aproximación. Esto es, de la expresión 
(3.212) se puede ver que la aproximación va.le cuando la. cantidad ~Re< l. 

Cuando el radio de la esfera es finito y se utilizan las ecuaciones (3.1) y (3.2), 
no se ha podido encontrar una. solución que ajuste ambas fronteras. Por lo 
que se utilizó el método de reftexiones para encontrar la primera corrección 
a la ley de Stokes debida a las paredes del cilindro. Cuando se desarrolla 
el 1nétodo a aproximaciones mayores los resultados son consistentes con los 
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resultados obtenidos l.tsando otros métodos de solución, como en el caso de 
la teoría de Haberman. 

Al parecer, el método de reflexiones es un camino viable para atacar el pro
blema. en el sentido que se obtienen resultados consistentes con otras técnicas. 
Sin embargo, este método es bastante laborioso y se complica a cada paso, es 
decir, los cálculos que se deben hacer para mejorar la aproximación son más 
complejos que los anteriores. El problema con este método surge a partir de 
las condiciones de frontera, ya que al pasar de una aproximación a otra hay 
que cambiar el sistema de coordenadas, de esféricas a cilíndricas y viceversa. 

Cuando se planteó el problema del flujo alrededor de una esfera confinado 
en un cilindro, se utilizó la aproximación de Stokes, es decir, se desprecian 
las fuerzas inerciales. Ahora, de la solución al problema. de la esfera en un 
fluido infinito, expresión (3.209), se puede ver que para. distancias nl.enores 
que el inverso del número de Reynolds, pero mayores que el radio de la 
esfera, la distribución de velocidad no es unifonne, entonces, la presencia. del 
cilindro modifica el flujo. En esta tesis se reprodujo la solución al problema 

· partiendo del supuesto que las modificaciones al flujo son de carácter lineal. 
Para verificar la consistencia de la solución con la aproximación de números 
de Reynolds pequeños, se debe hacer un análisis de los términos despreciados 
en la ecuación de 1nomcnto a partir de la solución para la velocidad, dada 
por la expresión (4.10). 

Dentro de las perspectivas de la parte teórica está. el encontrar una expresión 
para el campo de velocidades. de manera que se pueda. hacer un análisis del 
orden de magnitud relativa entre las fuerzas inerciales y las viscosas. Hay que 
notar que, a orden cero, la solución no es uniforme, puesto que en ese caso 
se aproxima. el flujo dentro del cilindro por la solución de Stokes; que se sabe 
es incorrecta para distancias del orden del inverso del número de Reynolds. 
Entonces, para. distancias lejanas a la. esfera, sobre el eje del cilindro, la 
solución es incorrecta.. A órdenes má.s altos en la velocidad, el análisis de 
la consistencia de la. solución con la aproximación de números de Reynolds 
pequeños hecha. en el capítulo 2, obviamente, es distinta. Por lo tanto, la 
región de no uniformidad de la solución al problema. confinado es distinta. 

Por otro lado, se podría atacar el problema. utilizando otra. aproximación 
para las fuerzas inerciales, como la aproximación de Oseen, ya que como se 
mencionó anteriormente, a orden cero la solución no es homogénea. sobre el 
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eje del cilindro y lejos de la esfera. Una vez hecho el análisis para los demás 
términos calculados para la velocidad (en este caso hasta el término de tercer 
orden) se puede determinar cuál es la región donde la solución no es uniforme 
y, entonces, se pueda tener una idea de cómo aproximar las ecuaciones de 
movimiento para obtener una solución que sea uniforme en todo el dominio. 

En principio, se busca obtener resultados experimentales usando valores de 
los parámetros asociados al sisten1a iguales a los usados en las teorías antes 
expuestas. Sin embargo, el dispositivo experimental permitirá obtener infor
mación de variaciones del problema, por ejemplo, datos experimentales de la 
velocidad del fluido cerca de las tapas, o bien, para valores del número de 
Reynolds más grandes que la unidad. Además, el dispositivo experimental 
puede ser modificado al caso del ftujo asi1nétrico, es decir, la esfera no se 
mueve sobre el eje del cilindro, sino a una distancia b de éste. Es claro que 
el dispositivo experimental que se está construyendo permitirá hacer estu
dios experimentales variados del flujo de una esfera en un cilindro. Hay que 
tornar en cuenta que, entre más complicado sea el flujo que se produzca en 
el experimento, más complicado será el análisis cuantitativo de éste. 

En esta tesis sólo aparece el diseño y la construcción del dispositivo cxperi
n1ental puesto que se han presentado algunos problemas técnicos y el sistema 
no funciona correctamente. En todo experimento se presentan dificultades 
al pasar del diseño a la construcción; en este caso se tienen problemas para 
mantener a la esfera en reposo en el sistema de referencia de la cámara; en 
las imágenes obtenidas hasta ahora la esfera oscila en dirección perpendicu
lar al movimiento de la placa visto desde el sistema del laboratorio. Esto se 
<lebe a que los tornillos que se utilizaron para desplazar a la placa no estan 
hechos con la precisión que el sistema requiere. Básicamente este es el único 
problema que tiene el sistema dentro de la parte mecánica. 

Cuando la parte mecánica funcione correctamente el siguen te paso es capturar 
imágenes del sistema. Estas imágenes se pueden obtener usando una cámara 
fotografíca, o de video, que se coloca en la placa móvil del sistema de la 
figura (5.7). El tipo de imágenes que se desea obtener son de dos clases: 
fotografía fija, en donde la idea es obtener imágenes en donde aparezca la 
esfera rodeada de pequeños trazos, hechos por el reflejo de las partículas, y 
video de las partículas moviendose alrededor de la esfera. 

Para hacer las fotografías se pueden utilizar varias técnicas. Una es sobre 
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exponer el rollo fotográfico, si se utilizan tiempos de exposición lo suficiente
mente largos de manera que, en ese intervalo, las part.ículas que se mueven 
alrededor de la esfera pinten trazos. Algunas cámara.."i modernas permiten 
hacer varios disparos, con cierto intervalo de tiempo entre ellos, sin que el 
rollo fotográfico se desplace, es decir, se expone una sección del rollo varias 
veces. Este tipo de fotografías tambicn se pueden obtener usan.do fotografía 
estroboscópica. En el caso del video se filma todo el recorrido de la esfera a 
lo largo del cilindro. 

Cuando ya se han obtenido las imágenes que se desean hay que desarrollar un 
sitema automatizado para la adquisición de datos. El primer paso es, dadas 
las imágenes, determinar que tipo de información se puede extraer de éstas y 
cómo hacerlo. El siguiente paso es desarrollar un sistema automatizado para 
la adquisición y procesamiento de datos. 
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