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Resumen.

Elobjetivo del trabajo, es presentar una revisién de algunos resultados tedricos

y proponer un dispositivo experimental para el problema del flujo alrededor
de una esfera confinado en un cilindro. En la parte tedrica, se plantean
las ecuaciones de movimiento en la aproximacién de numeros de Reynolds

pequenios. A partir de ahi el problema se divide en dos partes: cuando el
radio del cilindro es infinito y cuando es finito.

En el primer caso, el flujo de Stokes, se describen un conjunto de métodos para
resolver las ecuaciones de movimiento y se muestra que, con la aproximacién
de mimeros de Reynolds pequefios, la solucién no es consistente en todo
el dominio. En el segundo caso, el flujo confinado, se presenta un método
aproximado para resolver el problema, conocido con ¢l nombre de “método
de reflexiones”, desarrollado en base al trabajo de J. Happel y H. Brenner
para este problema. Se describe, cualitativamente, otro método de solucién,
propuesto por W, L. Haberman, y se comparan los resultados obtenidos con

ambos métodos, los cuales, resultan consistentes en una regién del espacio de
pardametros asociados al sistema.

En la parte experimental se propone un dispositivo experimental para estu-
diar el problema. En el trabajo sélo se presenta el disefio de la parte mecdnica
del dispositivo, el cual, consiste en: un sistema para mover a la esfera, el sis-
tema de iluminacién y un sistema de adquisicién de imagenes.



Capitulo 1

Introduccién.

El estudio del movimijento de un cuerpo dentro de un fluido ha sido un pro-
blema de interés desde hace muchos afos, desde los trabajos de Arquimedes
sobre la flotacién (1], hasta investigaciones recientes sobre la fuerza de arrastre
que se aplican sobre un cuerpo {2, 3, 4, 5, 6]. Las primeras contribuciones im-
portantes al estudio del movimiento de cuerpos en un medio resistivo se deben
a Sir 1. Newton, quien realizé estudios experimentales para determinar la re-
sistencia al movimiento de cuerpos en un fluido: como el amortiguamiento
del movimiento de un péndulo, o la caida de una esfera dentro de un fluido
[7].

La siguiente contribucién importante al problema tedrico se debe a Navier y
Stokes que, basados en las leyes de la mecdanica de Newton, encuentran una
forma general de las ecuaciones para el movimiento de un fluido viscoso, que se
conocen como ecuaciones de Navier-Sokes [1, 8]. Estas ecuaciones representan
los principios de conservacién con una forma particular para las ecuaciones
constitutivas. Estas ecuaciones son un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, parabdlicas, no lineales acoplado, por lo que son muy dificiles de
resolver de forrmma completa. Es decir, dadas las condiciones iniciales y de
frontera con frecuencia resulta imposible encontrar una solucién exacta al
sistema de ecuaciones. Los principios de conservacién se traducen en tres
ecuaciones diferenciales que corresponden a la conservacién de la masa, del
momento lineal y de la energia total del sistemna. En el caso de un fluido
is6tropo, la conservacién del momento angular implica la simetria del tensor
de esfuerzos. Las ecuaciones constitutivas corresponden al modelo de cémo
es la respuesta del material, en este caso un fluido, cuando hay esfuerzos
externos, gradientes de temperatura y gradientes en la concentracién, cuando
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se trata de una mezcla. En el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes, las
ecuaciones constitutivas corresponden al tensor de esfuerzos para un fluido
newtonianio, la ley del calor de Fourier ¥ Ia ley de Fick para el transporte de
Estas ecuaciones tienen un conjunto de pdarametros
asociados con las propicdades mecdnicas ¥ térmicas del fluido, que se conocen
como coeficientes de transporte.

masa, respectivament

Si sélo se consideran aquellos sistemas en los que la densidad de masa ¥ la
temperatura se mantienen constantes, el problemna se reduce a resolver las
ccuaciones de conservacion de masa y de momento junto con el tensor de
esfuerzos para un fluido viscoso. Ademas, la viscosidad del uido depende de
la temperatura y de la densidad, por lo tanto, también se puede considerar
constante. Hay que tomar en cuenta que, el que la temperatura, la viscosidad
V la densidad sean constantes es una aproximacién, sin embargo, siemipre sce
pucden encontrar sistemas donde los cambios en estas tres cantidades se puede
considerar despreciables.

El problema particular que se plantea en el trabajo es ¢l Hujo de una esfera
dentro de un cilindro, donde la esfera se mueve a lo largo del eje del cilindro
con velocidad constante y en el régimen estacionario. La idea es dar una
vision el problema que sirva de base para el estudio experimental y para
otros estudios posteriores. Para obtener la solucién al problema se requicere
resolver las ccuaciones de Navier-Stokes usando gue la velocidad del fluido
en la frontera es la misma que la velocidad con la ¢que se muceve el sdlido.
El problema planteado de esta manera es ain muy dificil de resolver, debido
a que ¢l sistema de ccuaciones es no lineal, por lo que es necesario hacer
algunas aproximaciones adicionales que permitan simplicar las ecuaciones de
movimiento. Bdsicamente, se presenta una revision de algunos resultados que
s¢ han obtenido sobre este problema.

Las ecnaciones dependen de la viscosidad cinematica (v), que se define como
la viscosidad cortante (n) entre la densidad del fluido (p), de los radios de
la esfera (a) y del cilindro (f2) y de una velocidad caracteristica (U), que
puede ser la velocidad de la esfera, o del fluido en infinito, dependiendo de
donde se clija el sistema de referencia. Se debe tener claro que una velocidad
caracteristica en el flujo sélo tiene sentido en el caso que el flujo sea esta-
cionario. De este conjunto de pardmetros se pueden construir dos cantidades
adimensionales independientes, a saber, el niimero de Reynolds R, (= Ua/v)
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¥ 3 (= a/Rg). A partirdel valor de estos parametros, en particular del niimero
de Reynolds, se pueden hacer aproximaciones adicionales para simplificar las
ecuaciones de movimiento. Esto es, el mimero de Reynolds se puede inter-
pretar como el cociente entre las fuerzas inerciales y las viscosas. Entonces,
si R, es mucho menor que uno significa que las fuerzas inerciales, asociadas
al término no lineal en las ecuaciones de Navier-Stokes, son despreciables res-
pecto a las fuerzas viscosas, con lo gque se obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales. La linealizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes en
términos del nidmero de Reynolds fue propuesta por Stokes en 1845, por lo
que estas ccuaciones se conocen con el nombre de “ecuaciones de Stokes™.

Usando estas ccuaciones linealizadas, Stokes tratd el problema del flujo que
pasa alrededor de un cilindro infinito, que aparentaba ser mis sencillo que
¢l caso de 1a esfera, puesto que se puede reducir a0 un flujo bidimensional, y
encontrd que ¢l problema no ticne solucion que ajuste a las dos condiciones
de frontera: es decir, si se ajusta el eampo de velocidades en la superficie del
cilindro la condicién en infinito no sc¢ pucde sat
problema de la esfera encontré una solucidn «que

facer. Cuando tratd con ol
se ajusta en ambas fronteras.
Que ¢l problema del cilindro, con condiciones a 1a frontera, no admita una
solucion se conoce como la paradoja de Stokes [9].

En 1889 Whitchead, usando las ecuaciones de Navier-Stokes completas ps:
el problema de la esfera y suponiendo un fluido isotérmico ¢ incompresible,
propuso una solucién a los campos de velocidad y presidon como una serie de
potencias del namero de Reynolds, que se supone s un parimetro pertur-
bativo. Al sustituir esta forma sc¢ obtiene un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales, para cada orden del nimero de Reynolds; ¢l orden cero corresponde
a resolver las ecuaciones de Stokes. En otras palabras, la aproximaciones a
orden uno en el niimero de Reynolds representan correcciones a la solucién
encontrada por Stokes. Whitehead intento resolver el sistema de ecuaciones,
a primer orden en el nimero de Reynolds, y encontré que no existe solucién
al problema que ajuste las dos condiciones a la frontera simultdncamente, lo
cual se conoce como paradoja de Whitehead [9)].

Estas dos paradojas surgen a partir de que la descripcién del flujo, obtenida
usando las ecuaciones de Stokes, no es consistente en todo ¢l dominio con la
aproximacién de ntimeros de Reynolds pequenios. Esto es, aunque ¢l niimero
de Reynolds sea muy pequeno, comparado con la unidad, siempre se puede
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encontrar una distancia, medida desde el centro de la esfera (o del cilindro),
en la que las fuerzas inerciales no son despreciables respecto a las fuerzas
viscosas.

No es hasta 1910 que Oseen resuclve las paradojas de Stokes y de Whitehead
haciendo notar la naturaleza singular del desarrollo en potencias del nimero
de Reynolds. Estas dos paradojas tienen el mismo origen y aparecen debido
a que la aproximacién hecha por Stokes no es correcta en todo el dominio
de solucién. Esto es, si se hace un anadlisis del orden de las fuerzas inerciales
¥ las viscosas resulta que el término no lineal no es despreciable lejos de la
esfera ( o del cilindro), por lo que la solucién de Stokes no es correcta en esa
regién. Ademaids de que Oseen da la solucién a las paradojas propone una
nueva aproximacién para el término no lineal en la regién donde la solucién
de Stokes falla de manera que se pueda encontrar una solucién compuesta al
problema [9].

Por otro lado, la solucién de Stokes muestra que la perturbaciéon debida a la
esfera se extiende a grandes distancias de ella, por lo que la presencia de un
cilindro modificard la distribucién de velocidades [1]. En principio, el radio
del cilindro se puede escojer de manera que sea menor que aquellas distancias
donde la solucién de Stokes falla. Sin embargo, las modificaciones al flujo
debidas a la presencia del cilindro pueden ser de caracter no lineal. Entonces,
hay que estimar los términos despreciados y determinar cuando la solucién es
consistente con la aproximacion de nimeros de Reynolds pequefios. Ademas,
en el caso general, en el que las condiciones de frontera tienen geomectrias
diferentes, no se puede encontrar un sistema de coordenadas en el que las
dos condiciones a la frontera se satisfagan. Entonces, se busca un esquema
sistemadtico de iteraciones sucesivas en donde el problema con condiciones de
frontera se pueda resolver a cualquier grado de aproximacién.

Para este fin en este trabajo se describe el método de reflexiones [10]. Este
consiste en proponer la solucién al campo de velocidad y de presién como
la superposicién de campos que satisfacen las ecuaciones de Stokes por se-
parado con ciertas condiciones a la frontera. La idea bdsica del método es
imponer las condiciones de frontera de manera que al aumentar el orden de la
aproximacién la solucién ajuste, aproximadamente, las condiciones de fron-
tera originales. Matemadticamente no se ha podido demostrar que la solucién
obtenida de esta manera converja a la solucién del problema original. En-



tonces, hasta este momento, sélo es posible probar el método comparando
con los resultados obtenidos con otros métodos de solucién y resultados ex-

perimentales, los cuales son muy limitados.

Dentro de la parte experimental el objetivo del trabajo es hacer un estu-
dio experimental del problema, con el fin de explorar el régimen de validez
de los resultados que se pesentan en la parte tedrica. En esta tesis sélo se
presenta el disefio del experimento. Como ya se ha mencionado, dentro del
modelo tedrico se tienen dos parametros esenciales, R, y [, que se suponen
pequerios para que las aproximaciones hechas en la teoria sean vilidas. En-
tonces, desde el punto de vista prictico, es necesario saber para qué valores de
estos pardmetros la teoria se puede utilizar en la predicién de los resultados

observados.

Aunque e} problema ya ha sido estudiado en el laboratorio con anterioridad
{21], el estudio experimental de un sistema fisico como éste es, en general,
complicado y susceptible a una gran cantidad de errores, por lo que es im-
portante la reproducibilidad de los resultados y tener una idea de en qué
condiciones de laboratorio las cantidades que se suponen despreciables, como
en el caso de los efectos de las tapas, los cambios en la temperatura del sistema
y los cambios en la viscosidad y la densidad, son aproximaciones plausibles.
Ademas, el dipositivo experimental que se propone en este trabajo permite
estudiar el movimiento del fluido a niimeros de Reynolds mas grandes que la

unidad.
La estructura del trabajo es la siguiente. En el primer capitulo, se deducen

las ccuaciones de Navier-Stokes para un fluido isotérmico y se formula el
problema general, en la aproximacidn de ntimeros de Reynolds pequeiios, del
flujo lento de una esfera en un cilindro. A partir de ahi, el problema se
divide en dos casos, cuando el radio del cilindro es infinito y cuando es finito;
finalmente se plantea el problema experimental.

En el segundo capitulo, se resuelven las ecuaciones de Stokes para el caso en
el que el fluido es infinito usando varios métodos de solucién. Al final se hace
un andlisis de por qué falla la solucién de Stokes y se describen los métodos
alternativos desarrollados hasta la fecha para mejorarla.

En el tercer capitulo, se plantea el método de reflexiones y se calcula una
correccién a el arrastre sobre la esfera, a primer orden en el pariametro 3,



debida a las paredes del cilindro y se mencionan los resultados obtenidos
por otros autores quienes utilizaron el mismo método, pero llevado a una
aproximacién mayor, asi como resultados obtenidos usando otro método de
solucién.

En el cuarto capitulo, se describe el disefio y la construccién del dispositivo
experimental que se utilizard para estudiar el problema. Finalmente, se dan
las conclusiones y las perspectivas de este proyecto.




Capitulo 2

Ecuaciones de movimiento para un
fluido viscoso, isotérmico e
incompresible.

En ¢! presente capitulo se deducen las ecuaciones para un fluido viscoso e
isotérinico. A partir de éstas se plantea el problema teérico y sus principales
simmplificaciones, que se resuelven en los capitulos posteriores; es decir, sc
plantean de forma general las aproximaciones basicas utilizadas en la tcoria.
Al final del capitulo se plantea el problema experimental y las ideas princi-

pales.

2.1 Conceptos bidsicos.

El estudio del movimiento de los fluidos constituye la dindmica de fluidos. Un
fluido cs un sistema fisico que bajo la influencia de fuerzas tiende a deformarse
indefinidamente. Por cjemplo, un liquido en un campeo gravitacional tiende
a derramarse si no estid contenido en un recipiente.

Para el analisis de las ecuaciones de movimiento, en el marco teérico de la
mecdnica cldsica, se supone que el fluido es un medio continuo. Es decir,
desde este punto de vista no se hace referencia a que los fluidos, como toda
la materia, estidn constituidos de atomos y moléculas, sino que todos los ele-
mentos de volumen que se consideran son muy pequeiios en comparacién con
el sistema total, pero a su vez, sus dimensiones caracteristicas son mucho ma-
yores que las distancias entre las moléculas que lo componen. A continuacion
los elementos de volumen corresponden a las “particulas” de fluido.
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En general, las propiedades térmicas de un fluido son importantes para su des-
cripcidn. puesto que los cambios en la temperatura modifican las propiedades
del fluido. Sin embargo. en este trabajo se supone que Ja temperatura del sis-
tema se mantiene constante (ffuidos isotérmicos). Entonces. las propiedades
del fluido que dependen de la temperatura. como la densidad y Ia viscosidad.
se suponen esencialmente constantes. Para este tipo de fluidos. las ecuaciones
fundamentales que los describen expresan los principios de conservacion de
masa ¥y de momento para un clemento de volumen del fluido. Cuando hay
variacién en la temperarura del sistema hay que incluir una ecuacién de ba-
lance para la energia.

Desdde el punto de vista clasico, para conocer la evolucidon de un fluido es
wsario conocer ciertas cantidades fisicas que determninan el estado com-
En el caso mds general. éstas son ¢l campo de veloci-

nec

pleto del sistena,
diules @(.r,y,z.t) ¥y dos cantidades termodinamicas, por ejemplo la presion

e, y, =, t) y la densidad p(£,y, 2, ¢): dadas dos variables termodiniunicas y
1a cenacion fundamental o las ecuaciones de estado se pueden encontrar todas
las propicdades térmic del sistema [1. 8, 11]. Cuando la temperatura y la
densidad en ol sistema se manticnen aproximadamente constantes ¢l problema
sammpo de velocidad y el de presion como funciones

se reduce a encontrar ol
e las coordenadas y del ticmpo.

Dentro de la mecdnica de los fluidos existen dos descripciones fundamentales,

Lia culeriana y la lagrangiana. La descripeidn euleriana fija tina regién en el
espacio y tomna la informacion de las particulas que pasan a través de ella en
el transcurso del tiempo. En cambio, la lagrangiana sigue la trayectoria de
Ias particulas de fluido durante todo el movimiento.

Ahora, se introducen dos identidades fundamentales ¢ue periniten cambiar
cde nna descripeién a otra; la derivada convectiva o hidrodindmica (regla de

la cadena) o
d D
—_—= = i7i-V), 2.1
x=Di=a TV (=0
donde 7 (7, t) es el campo de velocidades de las particulas que pasan a través
de un volumen fijo V5 y ¥V es el operador gradiente que actiia sobre variables

eulerianas; y el teorema de transporte de Reynolds

d On
2L f oaav = [ 9N 4 v. (nﬁ')] av (2.2)
dt t'{) V'n/) a')



donde a es un campo escalar cualquiera, por ejemplo p, u;, [11].

Para la identidad (2.1) aplicada al campo escalar a, la derivada total respecto
al tiempo se descompone en dos partes; una parcial respecto al tiempo, que
se refiere a los cambios de a en puntos fijos en el espacio y otro término que
toma en cuenta la variacién de a en dos puntos separados una distancia dr
[8). De forma aniloga, el teorema de Reynolds permite conocer la evolucioén
de cantidades integrales del fluido a través del tiempo,

2.2 Principios de conservacion.

2.2.1 Conservacién de masa

Si se toma un volumen Vp, en el seno de un fluido de volunmen V| la masa
total contenida en éste estd dada por [ pdV7 | siendo p la densidad del finido,

que en general depende de las coordenadas v la integracion se realiza sobre
todo ¢l volumen de control V.

rincion total de Ly masa

El principio de conservacion de masa postula quie la va
contenida en el volumen Vp, durante un cambio en el tiempo, debe ser cero.
En otras palabras, no hay creacion ni aniquilacion de masi dentro del fHido.
Este enunciado se puede escribir en la forma

73
E‘{ pdV = 0. (2.3)
Esta ccuacién se puede reeseribir usando la ecuacién (2.2), con lo que se
obticene
/ [% +v.- pﬂ] dv = o; (2.4)
Vo

como la integracién es independiente del volumen de control V), cntonces cl
integrando debe ser cero, por lo tanto

3, -

a—f + ¥ - (pif) = 0. (2.5)
Esta 1tltima expresién se conoce como la ecuacién de continuidad.

12



Para el tratamiento de una gran cantidad de flujos de liquidos, la densidad se
puede suponer constante en todo el volumen y durante todo el movimiento.
A este tipo de fluidos se les conoce como incompresibles, puesto que no hay
compresién ni dilatacién observables. Hay que tomar en cuenta que esto es
una aproximacién, que sélo es vdlida cuando la velocidad de propagacidén
del sonido se puede considerar muy grande respecto a las velocidades carac-
teristicas del flujo. Es decir, nimeros de Mach pequetios (M < 1), que se
define como M = U/c, siendo ¢ la velocidad de propagacidn del sonido dentro
del fluido y U una velocidad caracteristica del flujo.

2.2.2 C i6n de t

La dindmica de un fluido ésta determinada por la segunda ley de Newton,
que para este caso toma la forma

Zztiz [ paav = [ pFav + [ Tas, (2.6)
v v K

donde ¢l término del lado izquierdo representa el flujo de momento y el lado
derecho las fuerzas que actiian sobre el elemento de volumen V, cuya superfi-
cie es S. Las fuerzas que actiian sobre un fluido son de dos tipos. Las fuerzas
volumétricas o de cuerpo F, como la fuerza de gravedad y la centrifuga, y las
fuerzas superficiales T, cuyos origenes son principalmente moleculares. Las
fuerzas volumétricas pF se refieren a fuerzas por unidad de volumen y las
superficiales T, el vector de esfuerzos, a fuerzas por unidad de superficie.

Las fuerzas superficiales dependen tanto de la superficie como de su orienta-
cién y se clasifican como: aquellas que actiian en la direccién normal a cada
punto de la superficie, como las fuerzas de presién, y las que actdan a lo
largo de la direccién tangente a cada punto de la superficie, fuerzas cortantes
y debidas a la viscosidad del fluido.

Usualmente, las fuerzas superficiales se escriben como T=7- #i, donde ¥ es
el tensor de esfuerzos y #i es un vector unitario normal a la superficie que
apunta hacia fuera. La componente 7i; del tensor de esfuerzos representa
la componente i de la fuerza, por unidad de irea, que actia sobre el ele-
mento de superficie cuya normal estd en la direccién j. Sustituyendo en la
ecuacién (2.6) la expresién para el vector de esfuerzos, usando el teorema de
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la divergencia y la ecuacion (2.2) se obtiene que

8 .
2 (o C - (piiE) — pF — V. F[dV =0; 2.
[z om0+ eam—p g (2.7)

como la integral debe anularse para cualquier volumen V", el integrando debe
ser cero, por lo tanto

a ., . g = =
>t (pit) + V - (pitti) = pF + V - F. (2.8)
La expresién anterior expresada en componentes es
c')r,,
(pu.) + 52 (pu-u,) = pF; + L Bz (2.9)

donde se uso la convencién de suma de Einstein. Al hacer las derivadas
correspondientes y usar la ecuacién (2.5) se obtiene

ot i ox 5

que, en forma vectorial, toma la forma

Ou; au.» _ . B1ij
( +u ) - oFi+ 58, (2.10)

pgt+p(u V)i =pF +V .7 (2.11)

Esta es la ecuacidén de movimiento del fluido en la representacién euleriana.

2.2.3 C ién del to angular.

El principio de conservacién del momento angular es muy importante en el
tratamiento de los fluidos, ya que proporciona informacién sobre el tensor de
esfuerzos que, en algunos casos, simplifica el problema. De forma andloga
al principio de conservacién de momento lineal, se hace un balance entre el
flujo de momento angular por unidad de tiempo, en un volumen de control
arbitrario, y las torcas que actian sobre él. Las torcas se dividen en dos; las
que son debidas a las fuerzas de cuerpo y las debidas a fuerzas superficiales.
De esta manera el principio de conservacién de momento angular se puede
escribir como[12, 13]
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dit‘[(?x pif) dV = lj (7= pF)av +5j(r->< (7 - 7)) dS; (2.12)

usando el tecorema de transporte de Reynolds ecuacién (2.2) y el teorema de
la divergencia en la ecuacién (2.12) se obtiene

V/[%(Fx piE) + V- (F x (pﬁ)i)]dV:J[Fx pﬁ+v.(r~xf—)] dV  (2.13)

donde 7 es un vector con origen en un sistema de coordenadas inercial.
Reescribiendo la ecuacién (2.13) en componentes y al pasar todo del lado
izquierdo, se tiene la ecuacién

/ [E-J*I'at (pu;) + €ijkTig (P“)ul)]
v
— f [ﬁ,kz.pF} — €ikTig— ('r,:) Eijkrji] dv = 0. (2.19)

donde €« es el tensor de Levi-Civita. Esta ecuacién se puede reescribir
usando las ecuaciones (2.5) y (2.11), con lo que se obtiene

[ eiseriidv =0, (2.15)
v

donde el integrando tiene que ser cero, ya que la integracién es independiente
del volumen de control. Por lo tanto

Ti; = T3 (2.16)
es decir, cuando el momento angular se conserva el tensor de esfuerzos es
simétrico. Se sabe que un tensor cualquiera de segundo rango tiene nueve
componentes independientes. En el caso de que dicho tensor sea simétrico sélo
seis componentes son independientes. Este hecho es muy importante puesto
que el tensor de esfuerzos, para un fluido en el cual el momento angular se
conserva es simétrico y entonces, se reducen las incégnitas del problema.

Debido a la simetria del tensor de esfuerzos se puede encontrar un sisterna de
coordenadas para el cual este tensor es diagonal, conocido como sistema de
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ejes principales; las componentes de este nuevo tensor 7{,, T4, ¥ 743 se conocen
como esfuerzos principales. Desde este sistema coordenado las componentes
de la fuerza por unidad de drea que actian sobre un elemento de superfi-
cie, cuyo vector normal tiene componentes (n, n2, n3), son 7§11, Tjona, T43Na,
donde cada uno de éstos corresponde a un estado de tensién o de compresién,
si son negativos. Otra propiedad importante del tensor de esfuerzos es que

la traza es un invariante bajo una transformacién de coordenadas, distinta al
de ejes principales de 75, es decir,

! ’ '
Ty, + Tog + T3z = Tiis
es el mismo para cualquier sistema de referencia;
la siguiente seccién.

(2.17)
esta propiedad se utiliza en

2.3 El tensor de esfuerzos para um fluido viscoso.

Para caracterizar un fluido en equilibrio mecdnico, se fija un elemento de
fluido esférico de radio pequeiio, de tal forma que el tensor 7;; es uniforme
en toda su superficie. Se escoge el sistema coordenado tal que coincida local-
mente con los ejes principales de 7;;. Este tensor diagonal se puede escribir
como la suma de dos tensores de la siguiente forma

iri O 0 Ty — 3T 0 [}
F=f 0 imni O |+ 0 The — i1 o . (2.18)
o 0 lm 0o 0 T4y — 3Tu

El primer término es un tensor isétropo y la contribucién a la fuerza por
unidad de drea, ejercida sobre la superficie de la esfera con normal 7, es :‘—,rﬁﬁ.
Entonces el fluido comprime (si el signo de 7;; es negativo) uniformemente a
la esfera fluida y trata de cambiar su volumen que, como el fluido estd en
reposo, la esfera tiende a contrarestar dicha compresién. El segundo término
es un tensor anisétropo, que en vista de la expresién (2.17), tiene traza igual
a cero; esto trae como resultado que en la direccién de un eje hay fuerzas de
tensién, en otra direccién fuerzas de compresién y en la tercera, fuerzas de
tensién o compresién, lo cual, deformarad a la esfera. Como el fluido esta en
reposo y el sistema no tiene ningin mecanismo que evite la deformacién de la
esfera, los esfuerzos principales deben ser iguales a %1’;;; por lo tanto, para un
fluido en reposo, el tensor de esfuerzos es isétropo en todo punto del fluido.
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Como los fluidos en reposo estan en estado de compresién se identifica cada
componente del tensor de esfuerzos con la presién hidrostitica, es decir,

Ti; = — P8, (2.19)
donde &;; es la delta de Kroenecker y P = —17;; es la presién [1]. Cuando
el fluido se mueve y no hay efectos de viscosidad, fluido ideal, el tensor de
esfuerzos debe ser de la forma dada en la expresién (2.19). Al substituir esta

expresién en la ecuacién de conservacién de momento lineal, ecuacién (2.11),
se obtiene que

%—': @ - Vya= —-:—)VP + F. (2.20)
Esta ecuacién fue obtenida por L. Euler en 1755, y se conoce como la ecuacién
de Euler. La ecuacién (2.20) representa un flujo de impulso completamente
reversible que se debe al transporte mecanico de un elemento de fluido de un
lugar a otro y a las fuerzas de presién que actian sobre éste.

Hasta este momento no se han tomado en cuenta los efectos debidos a la
disipacién de energia dentro del sistema, es decir, efectos de la viscosidad,
debidos a una transferencia de impulso irreversible de puntos donde la ve-
locidad es grande a puntos donde la velocidad es pequefia. Para tomar en
cuenta este efecto se escribe el tensor de esfuerzos como la suma de dos partes;
una debida a las fuerzas de presién y otra a los esfuerzos viscosos:

Ti; = —P&ij + 7;. (2.21)
Las fuerzas de friccién internas en un fluido se presentan debido a que las
velocidades de los distintos puntos que lo constituyen no son las mismas,
es decir, es consecuencia de la existencia de velocidades relativas entre los
distintos puntos del fluido. Esto conduce a que 7]; depende de las derivadas
del campo de velocidades del fluido. Si, ademas, se supone que los gradientes
de velocidad son pequeiios se puede suponer que la transferencia de impulso
sb6lo depende de las primeras derivadas de #. Con la misma aproximacién se
puede suponer que esta dependencia es lineal y, como 7{; debe anularse para
|} = cte, no hay términos independientes de du;/8rx;. Hay que notar que
cuando el fluido estd en un estado de rotacién uniforme se mueve como cuerpo
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rigido, por lo tanto, no hay efectos de viscosidad y el tensor 7/; debe anularse.
De aqui que se quieren construir combinaciones lineales de u;/8x;, de forma
que, si se tiene un fluido en | rotacién uniforme con velocidad @ = €2 x 7, siendo
€} la velocidad angular y 7 el vector de posicién medido desde el centro de

giro, el tensor de esfuerzos viscoso se anule. Es facil demostrar que las sumas
simétricas

g;‘; + 34, (2.22)
forman una combinacién lineal que se anula en el caso en el que el fluido esté
en estado de rotacién uniforme. Por lo tanto, el tensor de rango dos maés
general que satisface las condiciones anteriores es

Ou; , Ouj Ouy
! = U £ —8
7 a o, + ax") + baz,J"’ (2.23)
donde los coeficientes a y b son independientes de la velocidad [8]. La ex-

presién (2.23) se puede reescribir en términos de otros dos coeficientes, con
lo que finalmente se tiene

Ou; Ou; 2. Ou Su

"’ =" (3:1:; + 6::1 - 56"3_1:) + Caz: Ssj- (224
Es importante notar que cuando i = j la expresion en el paréntesis se anula,
es decir, estos términos son los correspondientes a los esfuerzos cortantes; son
los elementos fuera de la diagonal de ¥#. Por lo tanto, i se identifica como
la viscosidad cortante. De forma andloga, el dltimo término del lado derecho
corresponde a los elementos de la diagonal, que corresponden a esfuerzos
normales. Por lo tanto, { se identifica como la viscosidad volumétrica o de
bulto. Sustituyendo esta iiltima expresién en la relacién (2.21) se obtiene

_ Oy Ouj 2. Ou Sy
Tij = —Pd;; +n (81: + Da: 5-131) C 5-17 (2.25)

que es el tensor de esfuerzos para un fluido viscoso o tamblen conocido como
fluido newtoniano.

En el caso general de un fluido newtoniano, los coeficientes de viscosidad no
son constantes y pueden depender de la presién, la temperatura y en algunos
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modelos recientes de la posicién [14]. Sin embargo, en muchos casos estos
coeficientes no varian notablemente. por lo que se pucden suponer constan-

tes. Usando esta suposicién se substituye la ecuacién (2.25) en la ecuacién
de conservacién de momento (2.11) v se obtiene

(2.26)

p[g’:-;. (- v)ﬁ] = —~VP 4+ V37 + (<+ %rz) v(v-aq),

que corresponde a la ecuacién de movimiento para un fluido viscoso. En el
caso de fluidos incompresibles (V - # = 0) el iiltimo término se anula, y la
ecuacién toma la forma

[% +(@-9) ﬁ] = —%VP + %V%I, (2.27)
que se denomina de Navier-Stokes. Al cociente v = 73/p se le llama viscosidad
cinemidtica y a 7 la viscosidad dindmica. De la ecuacién (2.27) es importante
notar que la viscosidad, para un fluido incompresible, queda determinada por
un sdlo coeficiente, es decir, v caracteriza al sistema.

Para completar el problema es necesario imponer condiciones de frontera para
la ecuacién de movimiento. En este caso se utiliza la condicién de adherencia,
es decir, el campo de velocidades debe ser igual a la velocidad de la superficie

sélida {1, 8, 11].
2.4 Planteamiento del problema.

2.4.1 Ley de semejanza.
En una gran variedad de casos en hidrodinimica es posible deducir ciertas
propiedades fisicas del sistema mediante argumentos dimensionales, como el
flujo alrededor de cuerpos con geometria conocida o flujos confinados y cuyo
movimiento estd restringido a una regién finita del espacio, con geometria
determinada (e.g., el flujo alrededor de una esfera o un elipsoide, el flujo en
un tubo, etc). En estos casos se dice que los cuerpos son geométricamente
semejantes, ya que se puede pasar de uno a otro con cambiar todas sus
dimensiones en la misma proporcién.
Considérese un flujo estacionario que pasa alrededor de una esfera, el cual
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puede estar confinado dentro de un cilindro. Entonces, la ecuacién ( 2.27)
muestra que » es el iinico pardmetro que caracteriza al fluido. Ademas, como
se menciond en la seccién anterior, el flujo depende de las condiciones de
frontera del problema, como son su forma y su tamafo y de la velocidad con
la que el objeto se mueve (en este caso la velocidad de la esfera). Por lo tanto,
se tienen tres parimetros que caracterizan al sistema, a saber la viscosidad
cinemadtica, una longitud caracteristica (!) y la velocidad con la que el cuerpo
se mueve (V). Estos tres parimetros tienen las siguientes dimensiones:

[v] = L2%/t; ) =L; [Ul =L/t (2.28)
donde L se refiere a unidades de longitud y ¢ de tiempo.

Del teorema ITI (o de Buckingham) [15] se puede mostrar que sélo se puede
hacer una magnitud adimensional independiente con estos parimetros, a
saber R, = Ul/v, ya que cualquier otro se pucde escribir en funcién de éste;
a este parametro se le conoce como el nmimero de Reynolds. De este modo,
se puede medir la velocidad y la posicién en términos de nuevas variables
adimensionales, a saber @/U y 7/l respectivamente. Por lo tanto, como el
nimero de Reynolds es el iinico pardmetro asociado al sistema, el campo de
velocidades debe ser una funcién de la forma

5 = % (F/1, R.) - (2.29)
De esta relacién es claro que para flujos con el mismo niimero de Reynolds la
relacién entre @/U y 7/l es la misma cuando las dimensiones caracteristicas
cambian en la misma proporcién, por ejemplo en el caso mencionado anterior-
mente, cambiar las dimensiones de la esfera (o del cilindro) y de la velocidad
U en la misma proporcién. Asi, los flujos geométricamente semejantes con
nimeros de Reynolds iguales son semejantes. A este hecho se le denomina
ley de semejanza y fue enunciada por O. Reynolds en 1883 [8].

De forma aniloga a la distribucidén de velocidades, se pueden encontrar rela-
ciones para la distribucién de presiones y para la fuerza de arrastre (F), que
toman la forma

P = pu?p(7/l,R.), (2.30)
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F = pu®l’f(R.), (2.31)
las cuales se determinan al expresar a la presién y a la fuerza como cantidades
adimensionales [8].

2.4.2 El problema tedrico.

Se tienc un fluido con viscosidad v que estd contenido dentro de un cilindro
de longitud infinita y radio Rg. Dentro del cilindro hay una esfera de radio
a (< Rg) justo en el eje del cilindro (ver la figura 2.1). Las condiciones de
frontera son tales que la esfera esti en reposo y el fluido se mueve, junto con
el cilindro, a una velocidad constante .

FIGURA 2.1: La esfera de radio a estd fija al sistema de coordenadas, mientras que el
cilindro de radio Rg, junto con el fluido, se mueven con velocidad constante

Entonces, se fija un sistema de coordenadas cartesianas (z, y, z) de tal forma
que las coordenadas del centro de la esfera son (0,0,0) y el eje del cilindro
coincide con el eje = (ver la figura 2.1). Desde este sistema de referencia la
superficie de la esfera esti caracterizada por la relacién

a? = 2% + y? + 2%, (2.32)
y la superficie del cilindro por
R} = z? + y*, para toda z. (2.33)

Es importante notar que el problema que se estid planteando tiene simetria
axial, es decir, el comportamiento del fluido es el mismo para cualquier plano
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perpendicular al plano zy que contenga al eje z. Para poder explotar esta
simetria es conveniente trabajar en un sistema de coordenadas en donde una
de las coordenadas independientes sea el dngulo azimutal, o, de tal forma
que las cantidades que hay que calcular no dependen de ésta y, por lo tanto,
las ecuaciones a resolver se simplifiquen.

Entonces, se trabaja con un sistema de coordenadas esféricas (r, 8, >), puesto
que de la simétria del problema se infiere que el campo de velocidades y la
presién son de la forma @ (r,8) y P (r,0). En el caso de usar coordenadas
cilindricas (R, 4, z) los campos de velocidad y presién serian de la forma
#(R,:) y P(R,=), respectivamente. La diferencia entre usar uno u otro
sistema de coordenadas aparece en la forma de representar las fronteras,
debido a que tienen simetrias diferentes.

Para encontrar la solucién al problema se tiene que resolver la ecuacién de
momento ¥y la ecuacién de continuidad, en el caso estacionario, con condi-

ciones a la frontera de adherencia, es decir,

(T-V)d = _%vp+uv217, (2.34)
V-id = 0, (2.35)

# = 0, sir=a, (2.36)

# = U, si Ro =rsiné, (2.37)

donde las dos tiltimas expresiones estin en coordenadas esféricas.

Como la ecuacién de momento es no lineal el problema es muy dificil de
resolver, ya que los métodos matemaidticos para ecuaciones diferenciales no
lineales que se tienen a la fecha sdélo pueden resolver casos particulares, es
decir, son poco generales. Ademds, las diferencias en la geometria de las
fronteras complica atin mas el problema. Esto se ve en la condicién de frontera
sobre el cilindro, donde se fija el valor de la velocidad para valores de » y 8

que satisfacen la relacién Ry = rsiné.

Para atacar el problema se buscan ciertas condiciones adicionales de tal forma
que se pueda aproximar el problema original por uno mdis sencillo. En la
mayoria de los casos se imponen condiciones en las que la ecuacién de mo-
mento se puede aproximar por una ecuacién diferencial lineal que es, obvia-

mente, mas ficil de resolver.



El lujo alrededor de una esfera.

La primera simplificacién del problema es suponer que el radio del cilindro es
infinito, es decir, el problema consiste en un flujo uniforme que pasa alrededor
de una esfera que estid en reposo respecto a un sistema de referencia fijo en
el espacio.

Ahora, en la ecuacién de momento el término (i - V) @ representa la ace-
leracién del fluido, es decir, las fuerzas inerciales, y el término v'V?2i repre-
senta a las fuerzas debidas a la viscosidad. Para el primer caso, el término
inercial es de orden u?/l y las fuerzas viscosas son del orden de vu/I?. Ha-
ciendo el cociente entre estas dos cantidades se obtiene el niimero de Reynolds
(R. = ul/v), entonces, la ecuacién de momento se puede escribir como

R (& - V)i = - V' P* + V%, (2.38)
donde los asteriscos se refieren a que son cantidades adimensionales. Ahora,
si el mimero de Reynolds es mucho menor que la unidad se puede despreciar
el lado izquierdo. Por lo tanto, la ecuacidén en las variables dimensionales se
reduce a

VP — V3@ =0. (2.39)

Esta ecuacién, junto con la ecuacién de continuidad (2.35) y las condiciones
a la frontera constituyen el sistema de ecuaciones a resolver y se conocen
como ecuaciones de Stokes. Las condiciones de frontera estin dadas por la
expresién (2.36), cuando el sistema de coordenadas estd fijo a la esfera, y la
condicién (2.37) toma la forma

ii=Usir— oo, (2.40)
donde & es la velocidad de la corriente principal, que se puede escoger en
la direccién de z o de (-—~z), puesto que el flujo es simétrico respecto a este
eje . Esta simetria se debe a que las ecuaciones de movimiento, en esta
aproximacién, son lineales por lo que la dependencia entre la distribucién de
velocidad y U es lineal.

A pesar de que el problema es lineal, todavia representa. un problema abierto
en mecanica de fluidos, pues la solucién al problema no es consistente con
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la aproximacién de nimeros de Reynolds pequenos en regiones lejanas a la
esfera, aunque cerca de la esfera da una buena aproximacién al movimiento
del fluido. Entonces, el término no lineal en la ecuacién de momento se
aproxima por un término lineal, distinto de cero, en la regién en donde no
es despreciable de manera que se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones
diferenciales con condiciones a la frontera. Los detalles de esta aproximacién y

la inconsistencia con la aproximacion del nimero de Reynolds prdcticamente
cero se discute en el siguiente capitulo.

Como ya se menciond, conociendo el campo de velocidades y el de presiones,
ya que en este caso la densidad se supone constante, todas las demas carac-
teristicas del flujo se pueden encontrar de forma relativamente sencilla. Para
los problemas de este tipo hay ciertas cantidades de particular interés. Estas
son: la fuerza de arrastre y las torcas ejercidas sobre la particula. En este
caso se supone que la esfera no puede rotar y, por lo tanto, no hay torcas en
el flujo. La fuerza de arrastre se calcula usando la siguiente expresién

F = [7.7ds, (2.41)
S

donde 7 es el tensor de esfuerzos, 7fi es un vector normal a la esfera, que

apunta hacia fuera de ésta, y la integracién se realiza sobre la superficie de
la esfera.

El problema confinado.

Ahora, si el radio del cilindro es finito y se utiliza la aproximacién de nimeros
de Reynolds pequeriios, el sistema de ecuaciones que describe el movimiento
del fluido estd dado por las ecuaciones (2.34)-(2.37).

Debido a la diferencia en las propiedades de simetria de las dos fronteras, a
la fecha no se ha podido encontrar una solucién exacta a este problema, es
decir, no se puede encontrar un sistema de coordenadas donde la solucién se
ajuste en la superficie del cilindro y de la esfera, simultineamente [10].
Como en un flujo uniforme la perturbacién debida a la esfera se extiende a
grandes distancias de ésta, la existencia de una frontera externa (como en
el caso de un cilindro cuyo eje es paralelo a la direccién del flujo) también
perturba el campo de velocidades aiin cuando el cilindro se encuentre a varios
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radios de distancia de la esfera [1]. Entonces, para el flujo confinado en el
cilindro, se busca escribir la solucién como una serie de potencias de un
parametro pequeiio, en este caso el parametro 3, donde las potencias de G
mayores que cero corresponden a correcciones a la solucién de Stokes debidas
al cilindro. En el siguiente capitulo se describe un método para encontrar las
correciones en  a primer orden. Una vez obtenidos los campos de presién
¥ velocidad, es deseable probar la consistencia de éstos con la aproximacién
de niimeros de Reynolds pequeiios. Esto es, hacer un anaélisis del orden de
magnitud de las fuerzas inerciales y de las viscosas para después compararlas
¥ ver si efectivamente las primeras son despreciables respecto a las segundas,
en todo el dominio de integracién de las ecuaciones (2.34)-(2.37).

.4.3 El problema experimental.

Hasta este momento sélo se tiene el planteamiento tedrico del problema. El
siguiente paso es plantear el problema desde el punto de vista experimental.
En este trabajo, se hizo un disefio de un dispositivo para reproducir expe-
rimentalmente el problema que se planteé en la teoria. En esta seccidn se
describe el sistema sin hacer referencia a los detalles del dispositivo.

Se tiene un cilindro de radio fp y longitud L, que estd lleno con un fluido
viscoso. Dentro del fluido se coloca una esfera de radio a cuyo centro coincide
con el eje del cilindro; en este caso el cuerpo se mueve mientras que el fluido
estid en reposo para distancias mayores que el radio de la esfera. La esfera
estid sujeta por un cable muy delgado de acero que pasa a través de su eje
(ver figura 2.2); de esta mancra estd obligada a moverse a lo largo del eje del
cilindro y se evita que ésta rote. El que la esfera sea movida mediante el cable,
hace posible controlar su velocidad y que los efectos del campo gravitacional
sean despreciables.

Para establecer la conexién entre la teoria y el experimento se debe cuidar
que las condiciones que se aplican en ambos casos sean las mismas, es decir,
que el flujo sea a nimeros de Reynolds bajos, que la longitud del cilindro
sea suficientemente grande respecto a su radio (de manera que los efectos de
tapas se puedan despreciar) y que el fluido con el que se trabaje se pueda

considerar incompresible.
Para caracterizar al sistema se tienen cuatro parimetros a saber, el radio
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FIGURA 2.2: Esquema del sistema utilizado para mover a la esfera a lo largo del eje del
cilindro.

del cilindro, el radio de la esfera, la velocidad de la esfera y la viscosidad
cinemadtica del fluido. En este caso se utilizan dos parimetros adimensionales,

el mimero de Reynolds y el cociente entre los radios de la esfera y el cilindro,
es decir,

R, = ? 8= (2.42)
Entonces, el objetivo experimental es manipular estos parimetros de tal ma-
nera que el mimero de Reynolds y 8 sean pequeinos. Un valor pequenio para el
nimero de Reynolds implica que las velocidades que toma la esfera deben ser
pequenas y que el fluido debe ser un liquido muy viscoso. De forma andloga
para 3, el radio de la esfera debe ser mucho menor que el radio del cilindro
de manera que  sea mucho menor que la unidad. Desde el punto de vista
experimental, el objetivo es variar los valores par los parametros R. y G de tal
forma que se entienda, de manera mas cuantitativa, que valores son pequefios;
es decir, se busca conocer la regién del espacio de parametros R, y 8 en la que
la teoria describe el fenémeno que se esta observando experimentalmente.
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2.5 Resumen.

En el presente capitulo se formularon las ecuaciones de movimiento para
un fluido newtoniano suponiendo que el movimiento de las particulas es un
proceso isotérmico. Asi, los principios de conservacién de la masa, la cantidad
de movimiento y la energia se traducen en un sistema no lineal de ecuaciones
diferenciales parciales parabélicas con condiciones iniciales y de frontera. A
partir de éstas, se formulé el problema general del flujo de una esfera en un
cilindro en el regimen estacionario, suponiendo que el fluido es incompresible.
Cuando las ecuaciones de movimiento se escriben en forma adimensional se
encuentra que, si el nimero de Reynolds es pequeiio, se puede despreciar al
término no lineal en la ecuacién de momento. Entonces, usando las ecuaciones
linealizadas, se formulé el problema del flujo lento de una esfera en un cilindro.

El problema aqui planteado no tiene aiin una solucién analitica, debido a
que no se ha encontrado la solucién que satisfaga todas las condiciones de
frontera, por lo tanto se utiliza un método aproximado. Obviamente, el caso
del flujo de una esfera en un cilindro se debe reducir al caso de la esfera en un
fluido infinito cuando 3 — 0. Por lo tanto, es conveniente resolver este 1iltimo
con e} fin de entender el comportamiento del sistema debido a la presencia de
la esfera solamente, ya que la presencia del cilindro se puede considerar, en
primera aproximacién, como una perturbacidn al flujo de Stokes, para valores
muy pequeiios del parametro 3. Entonces, se formulan los dos casos, cuando
el radio del cilindro es infinito y cuando es finito.

Finalmente, se planted el problema experimental, donde la motivacién fun-
damental es reproducir en el laboratorio el problema y obtener resultados
que se puedan comparar con los obtenidos en la parte tedrica. Ademds, el
dispositivo experimental que se propone puede ser modificado para estudiar
sistemas mas complicados, por ejemplo, para valores del niimnero de Reynolds
grandes, el flujo cerca de las tapas, etc.
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Capitulo 3

El filujo de Stokes.

En el presente capitulo, se presenta un conjunto de métodos para resolver
las ecuaciones de Stokes para el caso del flujo alrededor de una esfera en
un fluido infinito. Las ideas bdsicas que se manejan para cada uno son las
mismas, aunque se explotan de forma diferente. Estas ideas son: la simetria
esférica ctel problema y la linealidad del sistema de ecuaciones que describen,
en esta aproximacioén, el movimiento del fluido. Cada tipo de solucién tiene su
enfoque de la informacién que se puede obtener de la simetria y la linealidad
de las ecuaciones de movimiento, aunque al final el resultado es, obviamente,
el mismo.

En la parte final se hace un analisis de el orden de magnitud de las fuerzas
inerciales y las viscosas, donde resulta que para distancias mayores al inverso
del niimero de Reynolds las fuerzas inerciales no son despreciables respecto
a las fuerzas viscosas; es decir, hay una regién donde la aproximacién de
Stokes falla. Por ello, se describen, de forma general, las siguientes mejoras
al problema, en donde el término no lineal se aproxima por un término lineal
distinto de cero en la regién en donde la aproximacién de Stokes falla.

3.1 Soluciones a las ecuaciones de Stokes.

El sistema de ecuaciones a resolver mediante distintos métodos es

Vi = VP, (3.1)
@ = 0, (3.2)



con condiciones a la frontera, que se definen de acuerdo con el método uti-
lizado. Como el problema tiene simetria axial. las coordenadas apropiadas
del problema son las esféricas (ver la figura 3.1). Asi, el campo de velocidades
es un vector de la forma # = (u,, 4p,0), donde las componentes u, y us son
funciones de r y €. De mnanera andloga se tiene para la presién P = P (r,8).

z

FiGURA 3.1: uema del sistema de coord das utilizado en el pr
P

3.1.1 Meétodo de Landau.

En ecste caso, las condiciones a la frontera representan una esfera que esti
en reposo dentro de un flujo estacionario, que se mueve con velocidad T en
direccién del eje polar; el sistema de coordenadas (ver la figura 3.1) se toma
con origen en el centro de la esfera [8]. El problema de una esfera moviéndose
con velocidad  se obticne haciendo una transformacién galileana, es decir,
el campo de velocidades en ese caso es U = il — U.

Si se toma el rotacional de la ecuacién (3.1) se tiene que

V(Y x i) =0, (3.3)
puesto que el término de la presién se anula, por ser el rotacional de un
gradiente, y el orden de las derivadas en la velocidad se puede intercambiar.
Ahora, lejos de la esfera, el campo de velocidades debe ser U, por lo tanto,
la solucién debe tener la forma @ = i’ + U, donde @ se anula para 7 —
oo. Sustituyendo esta forma del campo de velocidades en la ecuacién de
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continuidad se tiene que V - i’ = 0 . _Entonces, i’ se puede escribir como
el rotacional de un vector arbitrario A, en otras palabras, i@’ es un campo
solenoidal. Por lo tanto, el campo de velocidades se puede escribir como

G=Vx A+ U. (3.4)
Como ¢l vector i@ es polar, entonces A es axial. Ademas, U y ¥ son vectores
polares, entonces su producto vectorial también es un vector axial. Un vector
polar se define como aquel que es invariante bajo una rcflexién de los ejes
coordenados, en cambio, un vector axial cambia su sentido bajo esta misma
transformacion (e.g., el producto vectorial entre dos vectores polares). Por
la simetria del problema y el hecho que @' se anula lejos de la esfera, A sélo
puede depender de la distancia a ésta y de la velocidad U, siendo que en
el segundo caso la dependencia debe ser lineal debido a que la ecuacién de
momento es lineal. Por lo tanto A debe tener la forma

A=g@mF=xU, (3.5)
donde 7 es un vector unitario en la direccién de 7y g’ () = |Vg (r)]. De esta

expresién y de la ecuacién (3.4) se obtiene que el campo de velocidades se
puede escribir como

=V x (Vgx 0)+0. (3.6)

Se introducen dos identidades que se usan mads adelante. Si U es un vector
constante, entonces

Vgx U=V x (g(j) R (3.7)

VXsz_—_v(v-x)—vﬂA’. (3.8)

Entonces, si se calcula el rotacional de @ y se usan las identidades (3.7) y
(3.8), la ecuacién (3.3) toma la forma

vilvg(ry =< 0] =o. (3.9)
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Como U es un vector arbitrario constante y distinto de cero, entonces

Vi[¥g(r)] =0; (3.10)
intercambiando el orden de las derivadas e integrando la ecuacién una vez
respecto a r se obtiene

V2 (V32g(r)) = cte. (3.11)
Es facil ver que la constante tiene que ser cero, puesto que ¥’ y sus derivadas
se deben anular en el infinito. La expresién anterior contiene cuatro derivadas
de g y la velocidad se expresa en funcién de las derivadas segundas.
Desarrollando el primer laplaciano en componentes esféricas, que sélo tiene
derivadas respecto a r, por la forma funcional de g, se tiene la ecuacién

1Ld /(. d 2 -
S (r dr) 2 (r) = 0. (3.12)

Integrando dos veces se obtiene

2
vig(r =2+ B, (3.13)

donde ¢ y B son constantes y B debe ser cero, ya que @' es proporcional a
V2g () y debe anularse en infinito. Desarrollando el laplaciano e integrando
la ecuacién (3.13) se obtiene

’

d [
79(r)=c+ =, (3.14)

v, finalmente, después de una integracién mads, la solucién para g (r) es

b
g(r) = cr + b +d, (3.15)
donde se usé que b = —¥'.
Usando este resultado y la expresién (3.6), después de algunos cilculos, la
solucién a la ecuacién (3.3) es

1'[=U—§([7+

')

(¢- F)) + r% (a7 (0-7) -0), (3.16)
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donde 7 es un vector unitario en la direccién del vector de posicién 7.

Para determinar las constantes ¢ y b, se utiliza que la velocidad sobre la
superficie de la esfera es cero y para distancias grandes debe ser constante.
La constante d se puede hacer igual a cero sin perder generalidad, puesto que,
en vista de la expresién (3.6), la velocidad no depende de d. De la expresion
(3.16) el campo de velocidades es igual a & para r — oo . Haciendo » = a
en la expresién (3.16) y & = 0 se obtiene la condicién
L7—§(17'+?(17-F))+a%(3r*(6'-?)—(7)=6. (3.17)
Esta ecuacién se puede reescribir para obtener dos ecuaciones para los coefi-

cientes a y b, es decir,
c b\ ~ c 3bY _ /s .
(1—0——;3)0—(;—;7)r(u-r)_0, (3.18)
donde claramente las expresiones entre paréntesis deben ser cero, por lo tanto

c 2 (3.19)

(3.20)

Resolviendo el sistema anterior se obtiene ficilmente que ¢ = 3a/4 y & = a3/4.
Asi, finalmente la solucién para el campo de velocidades es

. - 3a = . L a® o -
u=U—Z:(U+r(U-r))+4-—,5(3r(L’or)—U), (3.21)
que en componentes esféricas toma la forma
— Ucoso|1 =34+ 2 (3.22)
u, = cos ~ 37 5,3 .
. 3a a’
usg = —Using [1 - m] . (3.23)
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Ahora, de la ecuacién (3.1), del campo de velocidades y de la expresién (3.6)
se calcula la distribucién de presiones, es decir.

TP =V = V[V x v x (g0)], (3.24)
esta ecuacién se puede reescribir usando la identidad vectorial (3.8) con lo

que se obtiene
VP =7v?[v (V- (s0)) ~v? (gﬁ)] R (3.25)

Como 7 es un vector constante y V? (V2g) = 0 la ecuacién toma la forma

VP =v? [v (v (gﬁ))] , (3.26)

intercambiando el gradiente con el laplaciano y puesto que U es un vector
constante se tiene que

vz [V . (gd‘)] =0-v (v3), (3.27)
¥y la ecuacién 3.26 queda como
VP =3V [0-v (v29)]. (3.28)
Por lo tanto, el campo de presiones esti dado por
P =3[0 v (v29)]+ Fo, (3.29)
donde F, es la presién lejos de la esfera.

Usando que

3a
Vig(r) = et (3.30)
entonces,
3a _
v (Vig(r) = —5a" (3.31)

donde F es un vector unitario en la direccién del vector de posicién, por lo
tanto el campo de presiones es
a3



P=P.,—Z%(U-f). (3.32)
Las ideas fundamentales de esta solucién son utilizar las propiedades de
simetria del problema y que la velocidad se puede escribir como el rotacional
de un vector potencial, de manera que la ecuacién de momento se reduce a
una ecuacién diferencial ordinaria de quinto grado, que claramente, es mads
facil de resolver que la ecuacidn original.

3.1.2 Meétodo de vorticidad.

El siguiente método que se presenta se basa en resolver las ecuaciones de
momento y continuidad utilizando la ecuacién para la vorticidad [1]. Intuiti-
-amente la vorticidad se puede entender haciendo el siguiente experimento: se
tiene un recipiente lleno con un fluido, agua por ejemplo, y se coloca un objeto
cilindrico cuyo eje es perpendicular a la superficie libre del agua. Entonces si
desplazamos el objeto en direccién paralela a la superficie libre aparecen dos
remolinos cerca de las fronteras del objeto. Debido a la condicién de adheren-
cia en la frontera del cuerpo, se produce una diferencia entre la velocidad de
un punto, digamos en la frontera del cuerpo, ¥ uno que esté separado del
primero por una distancia dr. Esta diferencia en la velocidad produce en el
fluido una tendencia a rotar. La vorticidad es una medida de esta tendencia
¥ esta dada por & = V x .

Con base en vorticidad la ecuacién (3.3) queda

VIS = 0. (3.33)

Ademds, si se toma la divergencia de la ecuacién (3.1) se tiene que

V- (VP) =1V (Vi), (3.34)
que, utilizando la ecuacién (3.2), se reduce a

ViP =0. (3.35)

Por lo tanto, el flujo lento alrededor de la esfera requiere resolver las ecua-
ciones (3.33) y (3.35). Si se toma el sistema de referencia, con coordenadas
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(r. 8.+), tal que el fluido esté en reposo en ¢l infinito. entonces las condiciones
a la frontera son

7P = . enr=a. (3.36)
i — Oy P—FPy—0sir— o,

donde P es la presién en infinito ¥ a el radio de la esfera.

Si se hace el cambio de variable P’ = (P — Fy)/y. la ccuacién (3.35) no se
altera. Como el problema tiene simetria axial y la ecuacién (3.35) es lineal
la presién tiene que ser de la forma

P =0 -Ff(r). (3.37)
Sustituyendo esta forma de la presién en la ecuacién (3.35) se obtiene la
ccuacién

2 (L‘-' SRf (1)) =0, (3.38)
desarrollando el laplaciano se obtienc que

d 2 df) _

o \"Gr) —2r=0 (3.39)

ya que f sélo depende de r.
Integrando dos veces la ecuacién anterior. es ficil ver que la solucidén es de la
forma

<
fr) =br+ . ; (3.40)
Usando esta expresién y dado que P’ — 0 si r — oo es claro que b = 0,

entonces, la presién estd dada por

- P_;”E—_-cbr;" (3.41)

P

Usando argumentos semejantes a los expuestos, la vorticidad es un vector
axial, por lo tanto. tiene que ser de la forma




TG =U xrfg(r): (3.42)
ya que U y ¥ son vectores polares, entonces, el producto vectorial entre ellos
es un vector axial. Sustituyendo esta relacidn en la ecuacién (3.33) se obtiene

o2 (17 x f‘_q(r)) =0 (3.43)
Desarrollando el laplaciano se tiene que
2"9) _ _ )
r‘ (lr dr =0, (3.44)
cuya solucién es de la forma
C’
g(r) = = + . (3.45)

Para las condiciones de frontera, la velocidad debe ser cero lejos de la esfera,
entonces, la vorticidad también se anula en esa regién. Como la magnitud de
la vorticidad es | w |= Ugsin 8, se sigue que g (r) = 0 si r — oc; por lo tanto
la constante ' = 0 y la vorticidad toma la forma

U x 7@

S=c -
'..5

(3.46)
Usando la identidad (3.8) la ecuacién de momento se puede escribir como

VP = [V (V-id) =V x (V x ). (3.47)

Usando la ecuacién de continuidad y que la vorticidad es el rotacional del
campo de velocidades se obtiene la ecuacién

VP = -V x J, (3.48)

sustituyendo las ecuaciones (3.41) ¥ (3.46) en la ecuacién anterior se encuen-
tra una condicién sobre las constantes c y ¢, es decir.

- (CUr.a ") - T x (c’ %) : (3.49)
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desarrollando el lado izquierdo de la ecuacidén anterior se obtiene que

= _i,.LT {2 cos 7 + sin Hé} . (3.50)

¥ para cl lado derecho

T x L {2 coso,=+sinoé}. (3.51)

entonces, para que la ecuacion (3.49) se satisfaga es necesario que ¢ = . Para
salcular el campo de velocidades debido a esta distribucién de vorticidad es
conveniente usar la funcién de corriente.

Lineas de corriente.

Cuando se tiene un flujo incompresible bidimensional o con simetria axial,
la ecuacién de continuidad se puede ver como la definiciéon de una funcidén
escalar, donde las componentes de la velocidad se obtienen calculando sus
derivadas [1). Es decir il = i (1. 1y, 0), entonces la ccuacién de continuidad
en coordenadas cartesianas es

du v

—— 4+ 77— =0, 3.52
dx Dy ( )

por lo tanto, la expresién udy — vdr es una diferencial exacta, que es igual a

d¥, entonces si

ov -
0w o= Ty {(3.53)
Y
v _Z_f. (3.54)

es claro que la ecuacidén (3.52) se satisface. De esta manera la funcién de
corriente ¥ = ¥ (x, y, t) se define como

T — W = [ (udy — vdr). (3.53)




donde Wo es una constante y la integral se toma a lo largo de una linea
arbitraria. Para el caso de flujos con simetria axial. en coordenadas esféricas
u = u (u,, ug,0). el andlisis anterior es similar. 3 ¢l campo de velocidades esta
dacto por

1 oY -
sin ¢ 86 ° (3.56)
v
1 ov =
= T TEme o (3:57)

Una forma alternativa de encontrar las expresiones anteriores es usando que
el campo de velocidades se puede expresar como ¢l rotacional de un vector,
es decir, si

7= x A (3.58)
.
- W -
A= (0, 0, m) . (3.59)

que es vilido para todo campo vectorial cuya divergencia es cero se obtienen
las expresiones (3.56) y (3.57).

La ecuacién para la funciéon de corriente W.

Se sabe que S = V x i7, donde

- U sin @
3 = (0,0,C—r§—) . (3.60)
1 a 10
T x 7(r,8) = [;E(rug) - a‘;’] 3. (3.61)

¥ 3 es el vector unitario en la direccién axial. Igualando las expresiones (3.60)
v (3.61) se obtiene que
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a ) Ou, _ L sin@
3 (rug) — G0 = - (3.62)
Finalmente, usando las expresiones (3.56) se obtiene la ecuacion
?¥  sinf I 1 cU sin? 8
Ir2 r? 98 \siné 89) =" r (3.63)

para la funcién de corriente.

Como la velocidad vale U en la superficie de la esfera, entonces, para r = a,
la funcién de corriente tiene las siguientes condiciones de frontera:

o .
B = Uasin?é (3.64)
Yy
or = Ua?sin¥cosé. (3.65)

2

La solucién particular de la ecuacién (3.63) es proporcional a sin? ¢, ademds
de que la condicién a la frontera muestra que la dependencia en € debe ser
de esa forma. Entonces se propone como solucién

& =Uf (r)sin?8, (3.66)
con lo que la ecuacién (3.63) se reduce a una ecuacién diferencial para la
coordenada radial, es decir,

Lef 2 _ ¢ (3.67)

dr2 r2 r’
En el caso homogéneo, cuando la ecuacién anterior es igual a cero, las solu-
ciones son potencias de 7, haciendo

f(r)=<r?, (3.68)
¥y sustituyendo en la ecuacidn se obtiene que la solucién a la homogénea es

f(y == + Mr2, (3.69)

39



Es ficil ver que f (r) = cr/2 es una solucién particular de la ecuacién, por lo

tanto
1
f(r)=gzer+ Afr? 4+ éi (3.70)
es la solucién de la ecuacién (3.67).
Lejos de la esfera el campo de velocidades se hace cero, entonces, de la
ecuacién (3.58) se ve que el vector potencial de velocidades también debe

ser cero en r — 00, por lo tanto
= w 7 x 7
1O <717 @.71)

A= —
rsiné r2
se debe anular cuando r — oo, de donde se obtiene que f () debe satisfacer

la condicién

f(r) . -

5= 0, sir - oc, (3.72)

con lo cual se obtiene que M = 0. De las condiciones (3.64) y (3.65) se
obtiene que ¢ = Ja ¥ L = —}a®. Por lo tanto la funcién de corriente es

3a a3

= Ur?sin?@ s m) , (3.73)

en la grdafica (3.2) se muestran las lineas de corriente, que como se puede ver,

son simétricas respecto a un plano perpendicular a U debido a la dependencia

=———

FIGURA 3.2: Grifica de las lineas de corriente para el flujo alrededor de una esfera~en
un fluido infinito [1). Se hace notar que en este caso la esfera se mueve con velocidad

constante & y el luido esta en reposo en el infinito.

lineal de % con U.

<<<<

De la funcién de corriente y las ecuaciones (3.56) y (3.57) se calculan las
componentes de la velocidad dadas por
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L (3.741)
ug (3.75)

Tara ¢l campo de presiones
(3.76)

Este método de solucion se puede ver como si el fluido fuera perturbado por
una fuente de vorticidad, debida a la presencia de la esfera y a las condiciones
e adherencia. En la ccnacidon de vorticidad se desprecié el término que da las
variaciones en el tiecmpo de O que se deben al movimiento de la esfera, esto
se puede hacer ya que como ¢l fluido es incompresible la respuesta de éste en
cualguier parte del dominio, debido a la fuente de vorticidad, es instantianca.
La dependencia en el tiempo del campo de velocidades se puede calcular
haciendo una transfortnacién galilcana, con lo cual la dependencia temporal
en el campo de velocidades resulta ser lineal, ya que la velocidad de la esfera
os constante.

3.1.3 Meétodo de simetria.
En el siguiente método se resuclven las ecuaciones (3.1) y (3.2) con las condi-

ciones a la frontera

ii = Uenr — 20, (3.77)
i = Oenr =a. (3.78)

Proponiendo que las soluciones son de la forma

7 = C"-T(E) ; (3.79)
P = R+1C.5 (;—) . (3.80)
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donde T (r/a) ¥ §(r/a) son un tensor y un vector con simetria esférica.
respectivamente [16]). Esta suposicion es vilida debido a que las ecuaciones
diferenciales son lineales 3 a la simetria del problema.

El tensor con simetria esférica mds general es

= = r Lial r
717 (2)+Za(2). ss1
sz 29 (o ( )
donde I es el tensor identidad, y ¢l vector mis general con esta misma

propiedad es
S =#h (:7) . (3.82)

donde 7 = 7/r es un vector unitario radial a la esfera. De aqui en adelante
se trabaja con cantidades adimensionales definidas por

P L (3.83)
I3
£

T — L'_’ (3.84)

Entonces la ecuacién de continuidad toma la forma

v.T=0. (3.85)

Usando la expresidn (3.81), después de un poco de dlgebra, la ecuacién ante-

rior se reduce a

(3.86)

d
—(f+u)+
dr
De manera aniloga. se sustituye 7° cn la ecuacién de momento con lo que se
obtiene la ecuacién
T - TS5 =40. (3.87)
que, usando las ecuaciones (3.81) y (3.82). toma la forma
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! dr? rdr " 77T ¥ 72 |dr? rdr r? dr r

= [d2 2 7 2
[11_f+2"f+—9 "]+" [ﬁ_,_:"_g_s_ﬂ_"_".,.ﬁ] —o0, (3.88)

por lo tanto

d*f  2df | 2g h
FT it =0 (3-89
v
d’g 2dg 6g dh h _
Tt rar T ar tr = (3-90)

De éstas se elimina & /r, con lo que se obtiene

dh  &2f  d2g 2df  2dg 4g
o FF v T rar Y rar T (3-91)

Derivando la ecuacién (3.89) respecto a r, se despeja la derivada de /& y se
sustituye en la ecuacién (3.91), con lo que se obtiene una ecuacién para f y

9, es decir,

df d’f 2df 29 d?g
Tt gE et T = (3.92)

De la ecuacidn (3.86) se calculan las derivadas de f en términos de las
derivadas de g de manera que se obtiene una ecuacién sélo para g, dada

por
o a2 d
rad—rg + 5252 — 2rd—‘r’ — 6g = 0; (3.93)

esta ecuacién se conoce como ecuacién de Euler, que tiene como soluciones

potencias de r. Haciendo g = 7" y sustituyendo en la ecuacién diferencial se
obtiene que la solucién estd dada por

B C

= Ar?4+ =+ 3. 3.94

g(r) L (3.94)

Usando la ecuacién (3.86) y sustituyendo la expresién (3.94) se obtiene la
ecuacién diferencial para f dada por
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dj B  C
Y _4ar-E,.E (3.95)
r r
cuya solucidon es
B C
f(r) =—2Ar% + T " 3a3+D (3.96)
Finalmente, usando la ecuacién (3.91), & tiene la forma

h(r) = —10Ar + Erg. (3.97)

Al usar las condiciones de frontera, si r — oc el campo de velocidades es
. 77 . . . .z 23
constante e igual a U, que es un vector unitario en la direccién de U, por lo

tanto

(3.98)

T(r—o0)—1,
(3.99)

= f—1yqg—0.

Entonces de las expresiones (3.96) y (3.94) se tieneque A =0y D=1y
toman la forma

B C
f(r) = g_ %_ri.g_], (3.100)
g(r) = - -+ 3 (3.101)

Ahora se ajustan las condiciones en la superficie de la esfera. Para las com-
ponentes normales a la superficie de ésta se tiene que

[u. (r =1)] = 0. . (3.102)
Entonces, se calcula u, usando la relacién

u, = 7-(U-T(r)), (3.103)

= u, = (r)+9(r)(O-7). (3.104)
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De la condicién {3.102)

Sr=l+gr=1=0.

con lo que se obtiene

2B 4+ §c +1=o0. (3.105)
Para las componentes tangenciales a la superficie se tiene que satisfacer la

condicién

[ue (»r = 1)] = 0. (3.106)
Entonces, se calcula up usando la relacién

ug = 9--17=0—~(l7~7'—), (3.107)
= ug = f(r)(U-np), (3.108)

donde 8 es un vector unitario en la direccién de la coordenada #; de la
condicién (3.106)

f(r=1)=0, (3.109)

con lo que se obtiene

B - —g— +1=0. (3.110)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.105) y (3.110) para los coeficientes
se obtiene que B = —3/4 y C = 3/4. Usando las férmulas (3.103) y (3.107)
se calculan las componentes del campo de velocidades, es decir,

v, = (1- 2r3) (T -9, (3.111)

o = (1—4r 4,_3) (T-9), (3.112)

¥y para el campo de presiones
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I > .
s (T -5). (3.113)

P=pF—

Ahora si se escoge la direccién del vector U7 antiparalelo al eje z positivo
(ver figura 3.1) y se escriben las componentes de la velocidad y el campo de

presiones con dimensiones se obtiene

3a a’
= - —_—— 5 r
u, (1 e -+ 573 L' cos @, (3.114)
3a a®
= __— - — 7 si
ug (1 o= 4'_3) Usin 8. (3.115)
_ 3na ..
P = P+ 5,2 Ucosé. (3.116)

3.1.4 Meétodo de singularidades.

En este método, la idea es construir la solucién al problema del flujo que
pasa alrededor de una esfera en base a tres soluciones de las ecuaciones de
movimiento para cierto tipo de situaciones hipotéticas en el fluido [11].
Como las ecuaciones de continuidad y momento, con la aproximacién de
mimeros de Reynolds pequenios, son lineales, la solucién se puede escribir
como la superposicién de campos de velocidades y de presiones, es decir,

U = i) + dp + Uy (3.117)
Yy
P=P +P+5 (3-118)
donde cada término satisface las ecuaciones
VP =nVi; (3.119)
y
¥ - i; = 0. (3.120)
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donde el subindice i/ corre de uno hasta tres.
La solucién mads simple a las ecuaciones (3.119) y (3.120) es, claramente, un

flujo uniforme con presién constante, es decir.

(3.121)
(3.122)

m = U,
P, = cte,

donde U es antiparalelo al eje = positivo (ver la figura 3.1).
Ahora, si @3 es un flujo potencial se sabe que se puede escribir como el

gradiente de una funcidén escalar, es decir,

il = V. (3.123)
Como iz es un campo vectorial con divergencia cero se tiene que
V24 = 0. (3.124)
Ahora, si se calcula el término viscoso resulta que
(3.125)

Vi = VI(VP) = V (V) =0,
por lo tanto, de la ecuacién (3.119), se obtiene que el campo de presiones es

constante.
Entonces, el problema se reduce a resolver la ecuacién (3.124) en coordenadas

»
esféricas tomando en cuenta que el problema tiene simetria axial, es decir

20P 1 @
a5 ( o) * e s s"‘eao) =0 (3.126)
esta ecuacidn se puede resolver usando separacién de variables [17] con lo que

se obtiene que la solucién general esta dada por

D (r,0) = ): (A’ + Bir—¢+1)) P (cos8), (3.127)

donde F; (cos #) son los polmomxos de Legendre. Para este caso sélo se con-

sidera el término
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cos @

®(r,8)=A T (3.128)

que se conoce como doblete (Doublet) [11]. Usando la ecuacién (3.123) se
obtiene que el campo de velocidades, para este caso, tiene la forma

9—_ . a -
- _A[cos 7 snn88_3cosar]’ (3.129)

iy =
3 3

donde 7 y 8 son vectores unitarios en la direccién de las coordenadas r y 8
respectivamente. Ahora, si &k es el vector unitario en la direccién del eje = po-
sitivo, que es paralelo al eje polar y se escribe como funcién de las coordenadas
esféricas, el campo de velocidades se escribe como

g = A [E - 3:F] . (3.130)

= por
con una presién constante. Estd solucién representa el flujo producido por
una singularidad en el origen, la cual, no ejerce fuerza ni momento sobre el
fluido por ser un flujo potencial.

Hasta ahora, los campos de velocidades obtenidos corresponden a soluciones
con presion constante, que, en la mayoria de los casos, no es cierto. Entonces,
si se toma la divergencia de la ecuacién de momento se obticne

VIP = 3V - (V2d) =nVI(V-a) (3.131)
= VP =0, (3.132)
entonces, hay que encontrar soluciones no triviales a la ecuacién de Laplace

para el campo de presiones. Desarrollando el laplaciano en coordenadas
esféricas y tomando en cuenta la simetria del problema se obtiene la ecuacién

13 20P 1 a s 0PN
r29r r or + rsin 8 96 (sxn o a6 ) =0 (3.133)
La solucién general es de la forma

P(r,8) = 3= (A + Byr=¢+1) B (cos 8) , (3.134)
=0
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de esta solucién sdlo se retiene el término dipolar, es decir,

P(r.6) = 2cqri. (3.135)
donde se usé que = = rcosf y la constante se elige de esa forma para simpli-

ficar los cdlculos para el campo de velocidades.

Substituyendo ésta en la ecuacién (3.119) se obtienen tres ecuaciones dife-
renciales escalares. a saber.

Vi = -—GC::_;, (3.136)

vy = —Gc—i—s, (3.137)
~2

Vi = C[,.%—G,.;s . (3.138)

- siendo u, v y w las componentes de ii. Para encontrar las soluciones particu-
lares a estas tres ecuaciones se utilizan las siguientes identidades:

1 n(n—1)
v (%) = 222 (3.139)
V(W) = ¥VP 4 OV 4-2VP . VT, (3.140)

donde r2 = 2+4y?+4-22 y ®, ¥ son funciones arbitrarias. Entonces, si ® = 1/r3
y ¥ = zx, es facil verificar que

vip = =1 (3.141)
Ve = —%F, (3.142)
vy = o0, (3.143)
¥ = zi+ zk, (3.144)
= Ve - V¥ = —ej—j, (3.145)

donde el primer resultado se obtuvo usando la identidad (3.139). Al usar la
identidad (3.140) y los resultados anteriores se obtiene la expresién
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2 (2x) _ 2z
v (T_J) = -6 (3.146)
Por lo tanto, una solucién particular a la ecuacién (3.136) es
u = e (3.147)

De forma andloga se resuelve la ecuacidn (3.137), es decir, se escoge @ = 1/r3
¥y ¥ = zy con lo que se obtiene que la solucién particular a esta ecuacioén es

Yy
v=cT3. (3.148)
En vista de las soluciones obtenidas para las componentes u y v de la veloci-
dad, la solucién para la componente w pareceria tener la forma
=2
w~ =, (3.149)

entonces, si ® = 1/r% y ¥ = =2, usando las identidades (3.139) y (3.140) se

tiene que
2 6
vie = —, (3.150)
5
3 .
Ve = —5F, (3.151)
Ve = 2. (3.152)
ve = 2:k, (3.153)
22 .
=>VEe.- V¥ = —6-. (3.154)

Sustituyendo los resultados anteriores en la identidad (3.140) se obtiene la

expresion
z2 2 22
(ﬁ) =3 6,._5' (3.155)

Por lo tanto, una solucién particular para la ecuacién (3.138) es
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= (3.156)

u = (3.157)
v = (3.158)
(3-159)

donde u',v' ¥ w’ son solucién a la ecuacién de Laplace, es decir, a las ecua-
ciones homogéneas. Por lo tanto, la solucién completa a la ecuacién de mo-

mento es

- cz = -~ 7.

i3 = -3 [:m +y7+ zk] + i, (3.160)
= Zr+w, (3.161)

P o= 20,,%_ (3.162)

Como ii3 debe satisfacer la ecuacidén de continuidad, entonces se debe escoger
& = (u',v',w') tal que satisfaga las condiciones

Vi =0, (3.163)
y
v. (§r) +V-T =0 (3.164)
Si se desarrolla el primer término del lado derecho de la ecuacién (3.164) se
obtiene
c< cz
v-(5%7) = & (3.165)
= j—;’+v-:7=o, (3.166)
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de donde es ficil demostrar que si ¥ = t:(l:‘/r) las ecuaciones (3.163) y
(3.164) se satisfacen.

Asi, las soluciones a las ecuaciones (3.119) y (3.120), en el caso de aproxi-
macién dipolar para la presién, son

" =,k -
ity = c[3r+7]. (3.167)
P = 2cr]ri. (3.168)

que corresponden al lujo producido por una singularidad en cl origen y se
conoce como Stokeslet. Este tipo de singularidad si ejerce fuerza sobre el
fluido y es la tinica contribucién distinta de cero a la fuerza de arrastre.
Finalmente, en vista de las relaciones (3.117) y (3.118), la solucién al flujo
que pasa alrededor de una esfera, donde la corriente principal es un flujo
uniforme antiparalelo al eje =, se puede obtener como la superposicién de un
fiujo uniforme, un Doublet y un Stokeslet, es decir.

- - k 3zF = . &

7 = —Uk+A[:5—- ] ] +c[;;r+;] - (3.169)

P = Pn+2cq-r%. (3.170)
Usando que u (r = a,8 = 0) es un punto de estancamiento, la velocidad debe

anularse en r = a y # == 0, siendo a el radio de la esfera, entonces

—Uk+a4 [iﬁ, - 3—2] +e [i;+ﬁ] —o, (3.171)
a a a a

de donde los coeficientes de & y 7 deben hacerse cero, es decir,

A c

U + St+o = o, (3.172)
c 34
S-=% = o (3.173)
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Asi, la solucién al flujo que pasa

por lo tanto A = Ua%/4 y ¢ = 3Uu/4.
alrededor de una esfera de radio n es

_ - a (a2 :  3za fa? .
& = =U [K - ir (;_—.‘,‘ +3) A+ 32 (73' — 1) r] N (3.174)
3nla = (3.175)

P = P+ 5z
Si se escribe el vector unitario £ en funcién de las coordenadas esféricas y se

hace el cambio de variable
s =rcos@. (3.176)

las expresiones anteriores toman la forma dada en las expresiones (3.114)-

(3.116).
Gracias a que las ectuiaciones de momento ¥ continuidad son lineales, el proble-

ma se puede resolver escribiendo la solucién para los campos de velocidades y
presiones como una superposicién de campos que son solucidn a las ecuaciones
de movimiento por separado, o en otras palabras, como la superposicidn de
flujos producidos por ciertos mecanismos ideales.

Es importante notar que todas las soluciones anteriores se pueden extender
a una esfera que no es necesariamente silida; ésta puede ser de algun otro
fluido con densidad diferente. Los criterios para cada solucién son esencial-
mente los mismos, pero con diferentes condiciones de frontera, las cuales son,
obviamente, mas complicadas. Por ejemplo, sobre la superficie de una gota
esférica las velocidades tangenciales deben igualarse dentro y fuera de ésta,
mientras que las componentes normales se deben anular en ambos medios.
El hecho de tener una intercara fluida exige condiciones sobre el tensor de
esfuezos, es decir, las componentes cortantes de la fuerza deben ser iguales
en magnitud, mientras que las componentes normales son discontinuas en la
superficie de la gota; esta discontinuidad es proporcional a la tensién super-
ficial e inversamente proporcional a los radios principales de curvatura de la

intercara.
Entonces, para el caso de una gota las condiciones a la frontera son
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(i-n), = (§-A)y=0enr =a, (3.177)

(Ex A)y—(Gxn)y = Oenr=a, (3.178)
& = [ enr— oo, (3.179)

ld] < ocoenr ~— oco.r =20, (3.180)

Ax(R-7) = nnXx(f-72) en r = a, (3.181)
Ae(fa—7) = Zenr=a, (3.182)

donde a es el radio de la gota, o es el coeficiente de tensién superficial, I una
velocidad constante, 7 el tensor de esfuerzos y los subindices a y d se refieren a
“fuera”™ y “dentro” de la gota, respectivamente. Como las ecuaciones diferen-
ciales son de segundo orden y, ademas, se tienen dos soluciones, una dentro
y otra fuera de la esfera, las cinco primeras condiciones dan la informacién
del valor de los coeficientes indeterminados de la solucién, mientras que la
sexta condicién, determina la presion inicial dentro de la gota, lo cual permite
obtener informacién acerca del intervalo de velocidades permitido dentro de
la aproximacién de mimeros de Reynolds pequefios.

3.1.5 La férmula de Stokes.

Una vez obtenidos los campos de velocidad ¥ de presién, se puede calcular la
fuerza que el fluido ejerce sobre la esfera. La fuerza por unidad de drea que
actiia sobre un elemento de superficie es [8]

F=7-.n, (3.183)

donde 72 es un vector unitario normal a la superficie de la esfera que apunta
hacia fuera de ésta. Integrando g, sobre toda la superficie de la esfera, se
obtiene la fuerza que el fluido ejerce sobre ésta, es decir,

F = fi- - 7dS, (3.184)
S

donde S representa la superficie de la esfera y el tensor de esfuerzos estid

calculado en r = a.
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Claramente, la fuerza de arrastre es paralela a la velocidad de la corriente
principal, entonces, si U es el vector unitario en la direccién de la velocidad
lejos de la esfera, la magnitud del arrastre se puede calcular usando la férmula

F=[U.7. ads, (3.185)
S

usando que U = (— cos#,sinf) y # es un vector unitario en la direccién de
7, la férmula (3.185) toma la forma

F = f (—Trr cOS 0 + 7,5 5in 8) dS, (3.186)
S

donde la integracién se realiza sobre la superficie de la esfera de radio a.

Las componentes 7., ¥ 79 del tensor de esfuerzos en coordenadas esféricas
estan dadas por

Su,
Top = —Pl-; 25 o (3.187)
— 1oUr  Cus  Us
™ = "\:Bs T T 7 ) :

Entonces, usando las expresiones (3.114)-(3.116) y las expresiones anteriores,
las componentes del tensor de esfuerzos sobre la superficie de la esfera son

Terdeea = —Po+ U coso, (3.188
2a
33U .
(7r8)yma = .2-”—a-smo, (3.189)

sustituyendo en la integral (3.186) y haciendo el cidlculo en coordenadas
esféricas se obtiene que el arrastre sobre la esfera estd dado por

F = 6nrnUa. (3.190)

Esta férmula, que se conoce como férmula o ley de Stokes, es el arrastre
sobre una esfera de radio a que se mueve lentamente dentro de un fluido de
viscosidad 77 que, como se puede ver en la expresién (3.190), depende de la
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Primera potencia de la velocidad y de la dimensidén lineal del cuerpo; esta
dependencia es igualmente vilida para cuerpos con geometrias ligeramente
diferentes, como en el caso de elipsoides de distintas excentricidades que se
mueven lentamente. Sin embargo, cabe aclarar que para cuerpos de geometria
arbitraria la direccién de la fuerza, en general, no coincide con la direccién
de la velocidad.

Usando la férmula de Stokes se puede calcular la velocidad terminal de una
esfera que se mueve dentro de un fluido por la accién de la gravedad. La
ecuacién de balance de fuerzas sobre un cuerpo que cae con velocidad cons-
tante dentro de un fluido estia dada por

W+ B+ F =0, (3.191)
donde IV es el peso de la esfera, B es la fuerza de flotacién y F el arrastre
cuya magnitud esti dada por la férmula (3.190). Sustituyendo los valores
de W, B y F para el caso de una esfera de radio a inmersa en un fluido con
viscosidad 1 se obtiene la expresién

6mnall = %wa:’ (P—p)d. (3.192)
donde 5 y p son las densidades de la esfera y el fluido, respectivamente, y §

es la aceleracion de la gravedad. De esta ecuacion se puede despejar U con
lo que se obtiene

_2d% (p
v=:22 (; - 1) . (3.193)

Sise multiplica la ecuacién anterior por a/v se obticne el nimero de Reynolds,
es decir,

2a39 (P )
— I {(F __ 3.194
R =503 1), ( )

por lo tanto, esta dltima ecuacién permite calcular ¢l nimero de Reynolds
correspondiente a una esfera de radio a y densidad p cayendo dentro de un
fluido de viscosidad . En el caso de una gota, se puede encontrar una relacién
totalmente equivalente; sin embargo, la ley de Stokes en ese caso resulta una -
cantidad menor que para el caso de un sélido. Esto se debe a que dentro de la
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gota se genera un flujo de tal forma que los gradientes de velocidad cerca de
la superficie de la gota son menores que en el caso del sélido. Como el tensor
de esfuerzos viscoso depende de los gradientes de velocidad, los esfuerzos
cortantes sobre la superficie de la gota son menores que en el caso del sélido.
Por lo tanto, la energia disipada para el caso de la gota es menor que para el

sélido.

3.2 La solucién de Stokes.

Hasta este momento, la solucién de Stokes parece ser una buena aproximacién
al problema del flujo alrededor de una esfera en un fluido infinito. Sin em-
bargo, en 1889 N. Whitehead intenta resolver las ecuaciones para extender la
solucién a ntimeros de Reynolds mayores. Es decir, partiendo del sistema de

ecuaciones
R (T - V)i* = —VP* 4 V27, (3.195)
v.id = 0, (3.196)
donde #* y P* son variables adimensionales, se propone una solucién de la
forma
7 = dy+ @R, + 3R+ ... (3.197)
P = FP;+P/R.+P;R2+... (3.198)

donde R, <& 1, con las condiciones de frontera

(3.199)
(3.200)

= O0Oenr =a,

N

= Uenr — oo,

siendo a el radio de la esfera y U un vector constante.
Sustituyendo en las ecuaciones (3.195) y (3.196) se obtiene, en variables con
dimensiones, para el orden cero
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-V +9V3i, = o0, (3.201)
V., = O, (3.202)

W = Oenr=a, (3.203)

ifp = U enr — oo, (3.204)

la aproximacién de Stokes. Para la primera correccién, a orden uno en el

nimero de Reynolds, el sistema de ecuaciones estd dado por

(o - V)io = —VP +17Via, (3.205)
v.id = 0, (3.206)

con condiciones a la frontera

W = Oenr =a, (3.207)
i = Oenr — oo, (3.208)

Cuando Whitehead intenta resolver este problema encuentra que no existe
solucién que se ajuste a las dos condiciones de frontera, lo cual, se conoce
como paradoja de Whitehead. No es hasta 1911 que Ossen da una solucién a
esta paradoja haciendo notar la naturaleza singular del problema lejos de la
esfera. Esta conclusién se entiende examinando la magnitud relativa de los
términos despreciados en la aproximacién de Stokes.

Lejos de la esfera, el término no lineal y el término correspondiente a las
fuerzas viscosas se pueden estimar a partir de la expresién encontrada en el
primer método, dada por

O+na(0-n G—-3a(0-7 _
Zg=—3a (@-2) _ Los (G-#) + 0, (3.209)

4 r 4 3
usando que la velocidad lejos de la esfera es U resulta que las fuerzas inerciales
son de orden palU/2/r?, en tanto que las fuerzas viscosas son del orden de

nUa/73. Entonces el cociente entre las fuerzas inerciales y las viscosas es
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2 /-2
’—;‘-’L—,‘L—//—:? = O(R.1). (3.210)
Aunque el niimero de Reynolds sea muy pequeiio, siempre es posible escoger
una distancia para la cual R.r es de orden uno y, entonces, el término no
lineal no es despreciable respecto a las fuerzas viscosas. A esas distancias, el
campo de velocidades dado por la expresién (3.209) es incorrecto. Esta falta
de uniformidad de la solucién es la fuente del comportamiento singular de la
solucién obtenida mediante la teoria de perturbaciones regulares.
Ademais de que Oseen da una respuesta a la paradoja de Whitehead presenta
una aproximacién nueva a las ecuaciones de Navier-Stokes para este proble-
ma, que es uniforme en la regién lejana a la esfera. Esta consiste en, dado
que lejos de la esfera el término no lineal no es despreciable, aproximarlo
por (U - V) i, puesto que lejos de la esfera la velocidad es aproximadamente

U. Entonces, se tiene para la velocidad a distancias grandes de la esfera, la

ecuacidn diferencial lineal
(O-v)a= —%VP+UV217, (3.211)

que se conoce como ecuacién de Oseen.
Cuando se tienen este tipo de casos, donde la solucién al problema aproxi-
mado no es uniforme, la regla general para encontrar l.a. solucién, es identificar
los términos despreciados en las ecuaciones que producen las no uniformi-
dades y retenerlos en las regiones donde éstas ocurren, después de haberlos
simplificado lo mas posible. Si las ecuaciones resultantes tienen una solucién
representan una aproximacién compuesta uniforme [9].
La aproximacién de Oseen es una buena aproximacién, que es uniforme, al
flujo tridimensional con nimeros de Reynolds bajos. En 1911 Sir H. Lamb
encontrd una solucién aproximada a la ecuacién de Oseen (3.211), para el caso
de la esfera, que es consistente con la aproximacién de nimeros de Reynolds
pequeiios {1], con ésta se obtiene que el arrastre es de la forma
3
F =6rnpUa (1 + §R‘ . (3.212)
Cuando se hace el andlisis de la magnitud relativa entre las fuerzas inerciales
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¥y las viscosas en la solucién a la ecuacién de Oseen, se encuentra que ésta es
consistente con la aproximacién de niimeros de Reynolds pequefios en todo
el dominio. Sin embargo, se puede demostrar que, a segundo orden en el
nimero de Reynolds, la solucién a la ecuacién de Oseen es incorrecta, es
decir, la solucién a la ecuacién (3.211) en el caso de la esfera en un fluido
infinito sélo es vilida para nimeros de Reynolds pequefios.

La siguientes mejoras al problema consisten en dividir el dominio definido
por las condiciones de frontera

Oenr=a, (3.213)
i = Uenr— oo, (3.214)

en tres regiones, en la region interior se resuelven las ecuaciones de Stokes y
en la exterior se usa la aproximacion de Oseen. Después se hacen desarrollos
asintéticos de la soluciones de Stokes y de Oseen alrededor de la regién in-
termedia, o de acoplamiento, para ajustar las dos soluciones en una frontera
comin entre las regiones interior y exterior, de manera que sc obtenga una
solucién compuesta [9].

3.3 Resumen.

Se presentan las soluciomnes a las ecuaciones de Stokes para los campos de
velocidad y de presién utilizando cuatro métodos de solucién. Los resulta-
dos asi obtenidos muestran que la velocidad es proporcional a potencias del
inverso de la distancia a la esfera. Esta dependencia muestra que la pertur-
bacién al flujo uniforme, debida a la esfera, es de largo alcance. Entonces, si
se coloca el cilindro el flujo serd perturbado. Por otro lado, se mostré que la
aproximacién de Stokes es incorrecta para distancias del orden del inverso del
numero de Reynolds, por ello, para el problema confinado, se deben escoger
nimeros de Reyolds de manera que el fluido contenido entre la esfera y el
cilindro pueda ser descrito con las ecuaciones de Stokes. Esto es, cuando se
pueden despreciar las fuerzas inerciales respecto a las fuerzas viscosas.

La solucién al problema que se traté en este capitulo, parece, a primera
vista, un problema con solucién analitica, puesto que, como se mencioné
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anteriormente, la falta de uniformidad de la solucidn se presenta en la primera
correccién. Sin embargo, este problema representa un ejemplo de mecanica
de fluidos que admite una solucion analitica, aunque ésta no sea correcta en
todo el dominio. En la busqueda de una solucién homogenea al problema, las
ecuaciones que se obtienen son mucho mas complicadas y, en la mayoria de
los casos, no se conocen soluciones analiticas. Como consecuencia se tienen
que utilizar métodos aproximados para resolver estas ecuaciones.

A pesar de que con la solucién de Stokes se obtiene un resultado aproximado
para la fuerza de arrastre, es el punto de partida para muchos estudios en
casos ligeramente distintos, como en el caso del flujo lento de una esfera en un
cilindro {2, 3, 4, 10] o la sedimentacién de particulas esféricas [10] dentro de
un fluido. En el primer caso, la férmula de Stokes es el arrastre sobre la esfera
a orden cero en el parimetro 3; esto se mostrara en el siguiente capitulo. En
el caso de la sedimentacién de particulas en un fluido, en el limite en el cual
las distancias entre las particulas sea infinita, la fuerza de arrastre sobre cada
una se debe reducir a la férmula de Stokes. No se debe olvidar que esto sélo
es cierto en el caso de utilizar las ecuaciones Stokes.
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Capitulo 4

El flujo confinado.

En este capitulo se describe el método de reflexiones para resolver las ecua-
ciones de Stokes para el flujo lento de una esfera en un cilindro. Con la
solucidén aproximada asi obtenida, para el campo de velocidad y de presidn,
se calcula una primera correccién a la ley de Stokes debida a las paredes
del cilindro. Como se veria mis adelante, este método de solucién resulta
laborioso, por esto, sélo se calculé la primera correccién al arrastre para es-
quematizarlo. Originalmente, el trabajo fuc realizado por Happel y Brenner
[10] para el caso en el que la esfera se mueve a un distancia b del eje del cilin-
dro, que es un caso mas general puesto que el cuerpo no se mueve sobre el eje
del cilindro y por tanto el flujo no tiene simetria axial. En el anailisis que se
presenta, se supuso que b = 0 por ser un problema mads ficil de atacar. Al final
del capitulo se mencionan los resultados obtenidos con este método, mejo-
rando las aproximaciones aqui expuestas, y los resultados obtenidos con otro
método de solucién propuesto por Haberman en 1958 [10]. La comparacién
entre los resultados obtenidos con estos dos métodos muestra consistencia
entre ellos para cierto intervalo de valores del parimetro 8 (= a/Rg). El que
los dos métodos sean consistentes entre si s6lo muestra que ambos pueden
ser utilizados para resolver la escuaciones de Stokes.

4.1 El método de reflexiones.

El problema consiste en resolver las ecuaciones de Stokes con condiciones a
la frontera, es decir,
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nvii = VP (4.1)
<. = o, (4.2)
|[Z] = Oen r =a, (4.3)
[#] = U en Rg = rsiné. (4.4)

A pesar de que el sistema de ecuaciones anterior es lineal, es un problema
dificil de resolver debido a las condiciones sobre la frontera, ya que no se
puede encontrar un sistema de coordenadas donde la solucién se ajuste a
las dos condiciones de frontera, simultineamente. Entonces, si se trabaja
en cierto sistema de coordenadas, ya sean esféricas o cilindricas, hay dificul-
tades para ajustar las condiciones sobre la esfera y sobre el cilindro. Para
evitar los problemas con la simetria de las fronteras se trabaja con dos sis-
temas de coordenadas; un sistema de coordenadas esféricas (7,0, ¢) y uno de
cilindricas (R, ¢, ), cuyos origenes coinciden con el centro de la esfera y el
eje del cilindro, como se muestra en la figura 4.1.

FIGURA 4.1: Esquema de los sistemas de coordenadas utilizados para describir la esfera
¥ el cilindro.

El método de reflexiones [10] consiste en suponer que el campo de veloci-
dades se puede escribir como la superposicién de campos que satisfacen las
ecuaciones (4.1) y (4.2) y las siguientes condiciones a la frontera

#® = —37.U en todo el dominio, (4.5)
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—iz(0) =
1) _ enr =a
“ - { en z = fo0 (es decir r — oo) } ’ (4.6)
— (D R = R,
() u'’’ en o -
“ - { Oen = =%oco }’ (+7)
—4i(2) =
~3) _ _ i enr=a
" - { 0 en 2 = *oo (es decir r — oo0) } ° (4.8)
etc. (4.9)

de manera que el campo de velocidades %7 toma la forma

@ =ad0® 4 a4 g g™ 4 (4.10)

La idea del método es que primero se tiene un flujo uniforme, que después
se perturba por una esfera; el siguiente paso es resolver el problema para el
cilindro suponiendo que el flujo inicial es el flujo producido por la esfera y
asi sucesivamente. Entonces, cada término de la serie corresponde al campo
de velocidades producido por alguna de las fronteras, donde el flujo inicial
corresponde al término anterior de la seric. De esta manera, cada término en
el desarrollo, calculado en la frontera, se va cancelando con el siguiente, de
manera que, al final, se espera obtener la condicién a la frontera original.

De la misma forma que se desarrolla ¢l campo de velocidades, el campo de
presiones y la fuerza de arrastre toman la siguiente forma

P = PO p)y pd 4 p® (4.11)
F = ﬁ(0)+F(l)+f(2) +ﬁ(3)+...,
en este caso, como el flujo es axial, las torcas sobre la esfera son cero.
Desde el punto de vista matematico no se ha podido demostrar que la ex-
presién (4.10) converge a la solucién del problema, es mds, no se ha demostrado
que la serie converja. Sin embargo, se pueden hacer mediciones experimen-
tales de las cantidades anteriores y determinar el régimen de validez de este
método, comparando los resultados tedricos y experimentales para el arrastre
¥y el campo de velocidades.
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4.1.1 La primera reflexién.

En el caso del flujo uniforme, el tensor de esfuerzos viscoso es cero. ya que
depende de primeras derivadas de la velocidad. Por lo tanto, los esfuerzos
sobre la esfera sélo se deben a la presion hidrostdtica y es la misma sobre
toda la superficie. Entonces, de la férmula (3.184), se puede mostrar que la

fuerza de arrastre en este caso es cero, es decir,

FO — g, (4.12)
Para la primera reflexién el sistema de ecuaciones es
o) = wpl) (4.13)
v.a@ = o, (4.14)
con condiciones a la frontera
i7(0) o —
= f _ —id en r=a 4.15
u { 0 en z = oo (es decir r — o0) J° (4.15)

que corresponde al flujo alrededor de una esfera que se mucve con velocidad
U dentro de un fluido infinito en reposo. La direccién de la velocidad de la
esfera, cuya magnitud es constante, es paralela al eje = (ver la figura 4.1). La
solucion de este problema se presenté en el capitulo anterior y estd dada por

3a 1a?
1 —_
ul!) = Ucosd (5: — Er_ﬂ) s (4.16)
. 3a 1a3
W) = —Usine (4-; + Zr-s) , (4.17)
3 0
P = P+ Envcji . (4.18)

¥ la expresiéon para la fuerza de arrastre dada por
FY = _6mnall. (4.19)

donde el vector U va en la direccién del eje z.
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4.1.2 La segunda reflexién.

La segunda reflexién consiste en resolver el sistema de ecuaciones

V2 = vp@, (4.20)
v -7 0, (4.21)

con condiciones a la frontera

W = —i" en R = Ry, (4.22)
@w? = Oen = — o0, (4.23)

que se resuelven en coordenadas cilindricas R, o2 y =.

Primero, es necesario transformar el campo de velocidades M o coorde-
nadas cilindricas y calcularlas en la superficie del cilindro. Como se verd més
adelante, la solucién al sistema de ecuaciones antcrior se puede escribir en
términos de derivadas de arménicos cilindricos arbitrarios que satisfacen la
ecuacién de Laplace. Por lo tanto, hay que escribir la solucién correspondiente
a la primera reflexiéon, calculada en la superficie del cilindro, como una serie.
de arménicos cilindricos. Partiendo de la hipétesis de que el pardmetro 3 es
pequeiio se puede usar una aproximacién a la primera reflexiéon. en la cual,
sé6lo se retienen los términos proporcionales al inverso de la distancia al cen-
tro de la esfera, ya que éstos dan las correcciones al arrastre en la primera y
segunda potencias del pardmetro 3.

Entonces, se busca transformar los campos aproximados

ul? o~ Ucos#® (g;) N (4.24)
ull —Usin(i(%g), (4.25)

que se pueden reescribir en la forma

0 =2 [, (1) - (3)].
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= (ver la figura 4.1). De esta

donde i, es un vector unitario en direccién de =
iiltima relacién se deben buscar transformaciones para las funciones escalares
1/r y z/r. Para el primer caso se utiliza la expresién [18}

(4.27)

1_ (R*+:%) = Efl\' (AR) cos(Az)dA
r < 3 o - M

donde Kp (AR) es la funcién modificada de Bessel de segunda clase, de orden
cero; para el segundo caso, es facil probar que

- 3 . R . .

zKo (AR)cos Az = 5[1\0 (AR)sinAz] — sin /\za-—/\[lxo (AR)]. (4.28)
Si se multiplica la ecuacién (4.27) por z y se utiliza la identidad (4.28) se
obtiene

= 2 Ko (AR) sin Azl — 2 [ 2 (Ko (AR)]sin (Az) dA (4.29)
= &Ko inAzlile — — [ 3% o z . .

En esta expresiéon, el primer término del lado derecho se anula en los dos

h R

extremos, por lo tanto
(4.30)

z- 37121(’ (AR) sin(Az)dA
r w4 o - ’
donde el apdstrofe se refiere a la derivada respecto a todo el argumento
Substituyendo las ecuaciones (4.27) y (4.28) en la (4.26) se obticne la siguiente

condicién a la frontera [10])

. 3aU ¢ . .
[EM prn, = zRETO/,\RA.,(,\R)sm(,\z)d,\-;-
oo
i3y /(,\121 (AR) + 2K (AR)] cos (Az) dA, (4.31)

2w
donde ip e i, son vectores unitarios en la direccién de R y = respectivamente,
¥ se utilizé la ecuacién modificada de Bessel
-
B OR) | (AR), (4.32)

rll
o (AR) = R
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para simplificar la expresién.

La solucién general al sistemna de ecuaciones (4.20) y (4.21) se encuentra usan-
do el método de separacién de variables [10]. Si se toma la divergencia de la
ecuacién (4.20) y se usa la ecuacién (4.21), el campo de presiones satisface una
ecuacién de Laplace. Esta ecuacidén se resuelve por separacién de variables y
se substituye en la ecuacién (4.20), con lo que se obtienen dos ecuaciones de
Poisson para las componentes u$2) y u{?) del campo de velocidades.

Como los detalles del método [10] carecen de interés para los fines de este
trabajo, sélo se da la solucién a la ecuaciones (4.20) y (4.21), la cual, puede
escribirse en términos de derivadas de arménicos cilindricos, es decir,

D = VW+R6—‘?’2(V¢)+IE?, (4.33)
2P
p@ _2,,_3:2‘ (4.34)

cdonde los armdénicos cilindricos ¥ y ® estin dados por [10}

v = —%zwf\/\)lo(,\R)sin(z\z)d,\, (4.35)
& — _%j‘bf\’\)lo (AR) sin (Az) dA. (4.36)

donde Jg (AR) es la funciéon modificada de Bessel de orden cero. Como en la

superficie del cilindro la condicién de frontera exige que

([Z2] kmp, = = [T 2, » (4.37)

entonces, se debe calcular @? en R = Ry con lo que se obtiene

~.)

(8] ncn, = =2 [0 £ (AR0) + & (3) AROIS (ARo)]sin (A2) A

—;’;1 T (A) Lo (ARo) + 6 (A) ARoTs (ARo)] cos (Az) dA
o
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%ofx¢ (A)Y Io (ARp) cos (Az)dA, (4.38)

Comparando esta expresién con el negativo de la expresién (4.31) se en-
cuentran dos ecuaciones acopladas para los coeficientes ¢ (A) y ¥ (A) cuyas
soluciones son:

ARy I}
vy = — (14 2R (4.39)
3 aU

[ARo A (ARg) + 2Ko0 (ARo)]. (4.40)

+

3 Ko (f\Ro) +3 1 R

2V T (ARe) T 270 (ARo)

) al I} (ARg) (4.41)
ARGIZ (ARp) — 215 (ARo) 1o (ARo) — ARoIEZ (ARp)’ ’

Estas ecuaciones se simplificaron usando las relaciones

é(A)

s (ARe) = —T62F0) 4 (R, (4.42)
ARy
y
1
K§ (ARp) Io (ARo) — Ao (ARg) Iy (ARp) = ~Rg (4.43)
La otra condicién de frontera, #(?) = 0siz— +o0, se satisface puesto que
@V = § cuando z — oo y las velocidades estan relacionadas por la ecuacién

(4.37). Entonces, la expresién

T (R,z) = — [ (A) I§ (AR) + & (A) ARIY (AR)] sin (Az) dA

av\'g

[% (M) Lo (AR) + & (A) ARTI (AR)] cos (Az) dA

o =”..,

°\.3 S~y

[¢ (A) Jo (AR)]cos (Az)dA, (4.44)
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junto con las expresiones (4.34), (4.40) y (4.41) son la solucién al sistema de
ecuaciones (4.21) con condiciones a la frontera.

En esta aproximacién no hay correcciones al arrastre sobre la esfera puesto
que la expresién (4.44) es regular en todo el dominio. Esto se ve claramente
tomando en cuenta que, en esta aproximacién, no se considera la presencia
de la esfera, es decir, la expresiéon (4.44) describe un flujo hipotético en donde
el volumen ocupado por el sélido se substituye por un fluido.

4.1.3 La tercera reflexién.

Hasta este momento la fuerza de arrastre esti determinada por la férmula
de Stokes, que se puede considerar como la correccién a orden cero en el
parametro 3. Para encontrar las correcciones al arrastre a primer orden en
este parametro es hecesario usar la tercera reflexién #(3). Afortunadamente,
no es necesario conocer la forma exacta de este campo de velocidad para
obtener dichas correcciones.
La correcidn al arrastre asociada a la tercera reflexién @® se obtienc usando
la ley de Faxen [10] que para este caso toma la forma
F® = 6rna [@®], + ma [vPD)] . (4.45)
Para preservar la consistencia con la aproximacién de correcciones a primer
orden en B se desprecia el segundo término de esta expresion; entonces, usan-
do la expresién (4.33) calculada en |[...],, siendo éste el centro de la esfera, y
sustituyendo en la ecuacion (4.45) se obtiene la expresién

oo
F® = —1.6n (5) [0 () + 6 (] d (AR ; (4.46)
2
de las ecuaciones (4.40) y (4.41) y haciendo el cambio de variable a = ARy,
la correccién a la fuerza de arrastre queda -
(4.47)

F®) = _} 6rnal (8) A,

donde
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A__37F FACY R 2K (o)
A=—5z} (s (a) [!u (a)] AT ) )da. (4.48)

es una constante,

[}

$(@) = T @l =25 (@) T (@) — a3 @

(4.49)

Yy 3= a/Ro.

La integral (4.48) se puede calcular utilizando métodos numeéricos con lo que
se obtiene A4 = 2.10444 [10]. La expresién (4.47) es la primera correccién a
la fuerza de arrastre debida a las paredes del cilindro. Este término es una
fuerza que va en la misma direccién que el arrastre para el caso en que el
radio del cilindro es infinito. Entonces, entre midis pequefio sea el parimetro
3 el arrastre sobre la esfera serd menor.

Bohlin, [19] citado por [10], usa una aproximacién adicional a la primera
reflexién y, siguiendo los mismos pasos anteriores, encuentra que el arrastre
sobre la esfera es

F = —i.6rnak,, (4.50)
donde
Ki' = 1— 210433 + 2.088775% — 0.948133°
—1.3728% + 3.8703% — 4.198'° + ..., (4.51)

que en el caso de 3 < 1 es, aproximadamente, igual al resultado (4.47).

Haberman y Sayre [20], citados por [10], proponen una solucién al campo
de velocidades usando las lineas de corriente en coordenadas esféricas y
cilindricas. Se proponen desarrollos generales a la funcién de corriente que
son solucién a las ecuaciones de Stokes en coordenadas cilindricas y esféricas.
Ajustan la condicién sobre las paredes del cilindro, es decir, se tiene la solucién
al flujo dentro de un cilindro, hacen la transformacién de esta funcién de co-
rriente a coordenadas esféricas y la comparan con la solucién general para
la funcién de corriente en estas mismas coordenadas, término a término, con
lo que obtienen una relacién entre los coeficientes de una y de otra. Con
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la condicién sobre la superficie de la esfera, se encuentran las condiciones
sobre los coeficientes de la solucién general en coordenadas esféricas. En-
tonces, sustituyendo la primera relacién entre los coeficientes en las expre-
siones obtenidas con la condicién de frontera sobre la esfera, obtienen un
sistema de ecuaciones infinito para los coeficientes. Este sistema se ha re-
suelto sistemdticamente tomando un nimero finito de ecuaciones, hasta que
los valores de las constantes no varian mucho. Si sélo se retienen las dos
primeras ecuaciones de este sistema infinito de ecuaciones algebraicas, se ob-
tiene una buena aproximacion al arrastre que esta dada por la férmula (4.50)
con un valor para la constante A'; dado por

- 1 — 0.75857 (a/Ro)
K, = 3 — 5 (4.52)
1 — 2.1050 (a/ Ro) + 2.0865 (a/Ro)" + 0.72603 (a/Ro)

Sin embargo, actualmente se usan métodos numéricos para resolver este sis-
tema para un gran numero de ecuaciones de forma tal que los coeficientes
se aproxXiman asintéticamente a su valor; con estos métodos se obtiene una
expresion para el arrastre que es vilida para 3 > 0.6. En la siguiente tabla
se muestra los valores de la constante de correccion i’ para distintos valores
de 3 en la teoria de Haberman, usando soluciones niimericas para los coefi-
cientes y para la expresién (4.52), y lo reportado por Bohlin [10]. Entonces,
en el intervalo 0 < 3 < 0.6, la teoria de Haberman [10] coincide bastante
bien con los resultados encontrados por Bohlin, que es la region del espacio
(R.,3) donde se supone que la teoria es valida.

B8=afRe I K, K,
Haberman. Haberman . Bohlin
numérica .ec(4.52) ec(4.51)

0.0 1.000 1.000 1.000

0.1 1.263 1.263 1.263

0.2 1.680 1.680 1.680

0.3 1.371 1.370 1.370

0.4 3.596 3.582 3.588

0.5 5.970 5.871 5.923

0.6 11.135 10.591 11.057

0.7 24.955 21.406 36.589

0.8 73.555 48.985 -11.757
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Hay que tomar en cuenta que todos estos valores corresponden a distintas
aproximaciones al problema. Fidleris y Whitmore [21], miden el arrastre a
partir de la velocidad terminal de esferas cayendo en un fluido contenido en
un cilindro y dan valores de K; para valores del pardmetro 8 mayores que
0.6, los cuales, estin por debajo de los resultados presentados en la tabla
[10] que al parecer se debe al efecto de tapas. Sin embargo, a la fecha, éste
es el inico trabajo experimental que se tiene, por lo que la informacién del
problema encontrada en la literatura es insuficiente.

A pesar de que el método de reflexiones permite calcular correciones al a-
rrastre, que se verifican, al menos, para una cierto intervalo del parametro
A, comparado con otros métodos de solucién, como en el caso de la teoria de
Haberman, es un método muy tedioso. Cada vez que se aumenta el orden
de la aproximacién, calculando la siguiente reflexidn, el trabajo se torna mais
largo y complicado. Esto se puede ver de las condiciones de frontera. A
cada orden la cendicién sobre el campo de velocidades corresponde al valor
de la velocidad a un orden menor calculada en la frontera correspondiente
al orden que se estid calculando. Entonces, esta velocidad toma una forma
cada vez mds complicada. Ademads, las soluciones para la velocidad en cada
reflexién se encuentran en coordenadas esféricas o cilindricas, dependiendo
de si se ajusta sobre la esfera o sobre el cilindro. Entonces, para escribir el
campo de velocidades dado por la ecuacion (4.10) hay que expresar todos los
términos en el mismo sistema de coordenadas. En cada caseo, al aumentar el
orden de aproximacidn, hay que transformar el término anterior a un sistema
de coordenadas distinto para encontrar la condicién a la frontera para este
orden, lo cuil, es mds dificil a cada paso.

4.2 Resumen.

Se describe la solucién a las ecuaciones de Stokes para el flujo lento de una
esfera en un cilindro usando el método de reflexiones. Los resultados que
se pueden obtener a partir de este método, desarrollados por Bohlin, son
consistentes con los resultados obtenidos con otro método, desarrollado por
Haberman, en el intervalo 0 < 8 < 0.6. Esto quiere decir que este método
es un camino plausible para atacar el problema, tomando en cuenta que la
aproximacién de nimeros de Reynolds pequefios que se utilizé es correcta.
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Este resultado es interesante desde el punto de vista que, como se mencioné
anteriormente, no se ha demostrado de forma rigurosa que la serie (4.10)
converja a la solucién, para cierto intervalo de valores de los parametros
asociados al problema; sin embargo, los resultados obtenidos por Haberman
son congruentes con los obtenidos con el método de reflexiones por lo que
parece ser un camino viable para resolver, aproximadamente, el problema
aqui planteado.

Se debe tener claro que, en la literatura hasta ahora consultada, sélo se tiene
el trabajo de Fidleris y Whitmore [21], por lo que la informacién de cardcter
experimental es insuficiente para determinar el intervalo de valoresde R, y 8
donde el método de reflexiones y la teoria de Haberman son itilies para las
aplicaciones pricticas. La importancia que tiene el estudio del problema en
el laboratorio es la informacién que se puede obtener acerca de en qué casos
el problema puede ser descrito utilizando las ecuaciones de Stokes, es decir,
cuando se desprecia el término no lineal en la ecuacién de momento.

En este capitulo se resolvié el problema para la primera correccién al arrastre
debida a las paredes del cilindro. Esto se debe a que la idea fue dar una
descripcidn cualitativa de este método, ya que, claramente es un método
bastante dificil, en el sentido de los cilculos que se deben desarrollar para
cada reflexiéon. Sin embargo, la consistencia entre el método de reflexiones y
la teoria de Haberman implica que el método es un camino viable para resolver
las ecuaciones de Stokes en casos en los que las condiciones de frontera no
se pueden satisfacer simultineamente, como en el caso de sedimentacién de
particulas esféricas en un fluido.
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Capitulo 5

Dispositivo experimental.

En este capitulo se hace una descripcién del disefio de un dispositivo experi-
mental para estudiar el flujo alrededor de una esfera confinado en un cilindro
y algunas pespectivas para su ejecucién. En la parte final del capitulo se dan
algunas conclusiones y las perspectivas futuras del trabajo.

5.1 Motivacidén.

En el andlisis tedrico del problema se encontraron expresiones aproximadas
para las cantidades fisicas que caracterizan el sistema, como son el campo de
velocidades y el arrastre. En el experimento, la distribucién de velocidades y
el arrastre se pueden medir con cierto grado de aproximacién dependiendo de
la incertidumbre asociada a los datos experimentales. La informacién que se
puede obtener del experimento es muy basta, puesto que el sistema responde
de acuerdo a las condiciones dadas en el laboratorio. Esto es, el experimento
tiene dos ventajas importantes: la primera y la mds importante estriba en que
las condiciones dadas son aquellas vilidas para cada uno de los parimetros
tales como la densidad, la temperatura, la viscosidad, etc., sin que haya de
por medio ningilin modelo para ellos. La segunda ventaja consiste en que la
precisién de los resultados depende de la reproducibilidad de las condiciones
con las que se ejecuta el experimento y de los métodos utilizados para obte-
nerlos. Entonces, el estudio experimental de este problema proporciona una
descripcién completa del movimiento del fluido sin necesidad de supuestos
como la linealidad o no linealidad del sistema.

En la parte experimental se tienen dos metas principales. La primera es des-
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cribir de forma completa el movimiento del fluido en términos de mediciones
experimentales, de manera que se tenga una idea cuantitativa del compor-
tamiento del fluido de acuerdo al valor de un conjunto finito de parimetros,
en este caso R. y 3, que caracterizan al sistema. La segunda meta es poder
comparar los resultados tedricos con los experimentales. En el capitulo an-
terior se mostré la solucién al flujo alrededor de una esfera confinada dentro
de un cilindro utilizando dos métodos distintos que resultaron consistentes
entre si. Sin embargo, que estas teorias sean consistentes para cicrtos valores
del parametro 3 no es suficiente para confirmar su validez. Esto es, la com-
paracién con los resultados experimentales busca encontrar el intervalo de
valores que R, y 8 pueden tomar para que las ecuaciones de Navier-Stokes,
con la aproximacién de nimeros de Reynolds pequefios, proporcionen una
buena descripcién del flujo. Desde el punto de vista practico, es importante
saber los limites de los valores de estos parimetros dentro de los cuales las
teorias antes expuestas son vilidas. Sélo asi se pueden usar las expresiones
para la fuerza de arrastre, encontradas por Bohlin y por Haberman [10], para
calcular el arrastre sobre una esfera dentro del intervalo de valores de los
parametros R, y G.

El dispositivo experimental que sec propone en esta tesis fue disefiado con el
objetivo de determinar la forma de las lineas de corriente, la distribucién de
velocidad y la dependencia de la velocidad con respecto a los parametros F,
¥y 3. Por el momento, el dispositivo propuesto no tienen ningiin mecanismo
especifico que facilite la medicién de la fuerza del arrastre. Sin embargo,
esto no quiere decir que no se pueda medir, sino que es necesario idear los
mecanismos para hacerlo partiendo del dispositivo que se tiene.

Al principio de esta seccién se mencioné que en el experimento no hay que
calcular ninguna solucién, simplemente hay que hacer las mediciones corres-
pondientes. Lo que hay que notar es que esto no significa un trabajo sencillo,
puesto que la ejecucidn del experimento requiere: su construccién, el diseno
de cémo se adquieren los datos y, por iiltimo, de cémo procesarlos. Esta es
una tarea compleja y laboriosa sin olvidar que las condiciones experimentales
deben ser tales que los datos experimentales sean reproducibles.
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5.2 Planteamiento del problema experimental.

Como lo que se busca. en primera instancia. es encontrar el intervalo de
valores de los parimetros asociados al problema, ¢l experimento debe tener
las mismas condiciones que se exigen en la teoria, es decir, que la esfera se
mueva lentamente a lo largo del eje del cilindro y que ninguna fuerza externa

actiie sobre ella.
En el experimento se tiene que buscar un mecanismo, que se describe mds

adelante, para que la esfera se mueva lentamente, con una velocidad deter-
minada, y sin que ésta gire. Estos requisitos son necesarios puesto que de
otra manera se sabe que en la vida real, si se arroja una canica dentro de
un recipiente cilindrico lleno de algin fluido, ésta se acelera debido a que la

fueza de gravedad, la fuerza de flotacidén y el arrastre que actiian sobre la
canica, en general, no suman cero. Las primeras dos fuerzas dependen de
propiedades tanto de la canica como del fluido, por ejemplo, las densidades

v sus didmetros, y de la aceleraciéon de la gravedad. En cambio, el arrastre,
depende de las dimensiones de la canica, del cilindro y de la velocidad. Por

lo tanto, la canica no aumenta de velocidad indefinidamente. Ademaiis, el que
no rote, puede depender

la canica caiga en linea recta, sin desviarse o que
de las propicedades de la canica, como su peso y su acabado, puesto que una
perturbacién en el flujo puede cambiar su direccidn o inducir torcas viscosas.
Por otro lado, la longitud de los cilindros se debe escoger lo mds grande que
sea posible, dentro de la escala definida por los radios de la esfera y el cilindro,
de manera que los efectos de tapas sean despreciables. Este iiltimo aspecto
es interesante desde el punto de vista que el experimento también puede dar
informacidén de cuindo son despreciables.

En la figura 5.1 se muestra la configuracién del experimento, sin el dispositivo
de adquisicién de imdgenes. Las dimensiones del sistema deben ser tales que
L > Ry, donde L es la longitud del cilindro y R su radio. La esfera dc_radio
a se mueve a lo largo del eje del cilindro con una velocidad uniforme U.

El cilindro se llena con algtin fluido trasparente que, de preferencia, sea muy
viscoso ya que, para obtener nimeros de Reynolds pequefios, es mds ficil
variar la velocidad de la esfera, para obtener niimeros de Reynolds pequerios,
Por 1iltimo. es deseable que el fluido contenga

que variar la viscosidad.
particulas de algiin material reflejante, que floten o se hundan lo menos
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FiGgura 5.1: Esquema del dispositivo experimental. El cilindro se llena de un liquido
q [ 1

viscoso ¥ la esfera se mueve a lo largo del eje del cilindro.

posible, que funcionen como trazadores para poder visualizar el campo de
velocidades del flujo debido al movimiento de la esfera.

La adquisicién de las imdgenes busca filmar a la esfera durante toda la trayec-
toria; la cAmara de video mantiene “fija” a la esfera en todo el recorrido. En
las secciones posteriores se describe el disenio del dispositivo para mover ia
cimara “junto” con la esfera. Las imagenes asi obtenidas representan el flujo
que pasa alrededor de una esfera que esti en reposo en el origen de coorde-
nadas; como los dos sistemas de referencia, uno fijo a la cimara y a la esfera
y el del laboratorio, son inerciales, la fuerza de arrastre es la misma. La ilu-
minacién del sisterna consiste en una hoja de luz paralela al eje del cilindro
y que pase por éste, (e manera que las particulas reflejantes contenidas en
este plano de luz trazen, a través del tiempo, trayectorias con las cuales se
obtienc informacidén acerca del campo de velocidades.

En el caso del arrastre, se deben hacer algunas modificaciones al dispositivo
experimental de manera que se pueda medir con facilidad. Hay que notar
que, en vista del disefio para el dispositivo propuesto, serda muy dificil medir
la distribucién de velocidad y el arrastre, simultaneamente. En la siguiente
seccién se aclarard esto tiltimo.
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ESTA TESIS NO DEBE
SALIR BE LA BiBLiOTECA

5.3 Diseiio y construccién del dispositivo experimental.
5.3.1 El movimiento de la esfera dentro del cilindro.

Como ya se ha mencionado, el modelo experimental intenta establecer el
movimiento de la esfera a velocidad constante, reduciendo al minimo las
fuerzas externas que no se han considerado en los modelos tedrico. Entonces,
se tiene un cilindro de longitud L tapado en los extremos. A cada tapa se le
hace un pequeio agujero en el centro que después se cubre con una tapa de
material pldstico. A través de estos tapones se hace pasar un cable delgado
de algiin material resistente de manera que el cable coincida con el eje del
cilindro. Entre las tapas se coloca una esfera de radio a de tal forma que el
cable pase por su centro; ver la figura 5.2. De e¢sta manera se puede controlar
el movimiento de la esfera tirando del hilo en alguna direccidn.

FIGURA 5.2: Sistema utilizado para mover a la esfera a lo largo del eje del cilindro. La.s
manchas negras en las tapas corresponden a dos tapones de plistico que son atr
con un cable de acero delgado.

Los extremos del cable son sujetos a un sistema, que se describe mas adelante,
conectado a un motor que se controla mediante una computadora. El diseiio
se hizo de esta manera ya que el sistema puede tirar en las dos direcciones y
como la esfera estad sujeta al hilo se evitan las fuerzas que actiian sobre ella y
se asegura que no rote. El motor® se puede hacer girar con velocidad angular

constante con una buena precisién, de manera que el movimiento de la esfera
locidad ma de de wm = 3750 rpm.
ial (DMc.s:m) elaborado por

"Marca Electro-Craft Scrvo Products, modelo E19-3 y con una
La comunicacién entre el motor ¥ la computadora se hace
la compaiia GALIL.

un softwer
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es priacticamente a velocidad constante.

Para el desarrollo del experimento se tienen tres cilindros de acrilico de 1.90
de longitud, cuyos radios son: 0.035 m, 0.047 m y 0.072 m. Ademas, se cuenta
con un conjunto de esferas de pldstico con radios: 0.01 m, 0.012 m y 0.017
m. Por lo tanto, se obtienen valores para 3 en el intervalo 0.13 < G < 0.48.
Claramente, el intervalo de valores que # puede tomar son muy limitados, por
lo que es descable aumentar el nidmero de esferas y, de ser posible, de cilindros
que se tienen a la fecha. La viscosidad y la velocidad de la esfera se deben
escoger de manera que la cantidad v /U este en el intervalo ¢ < v/U < L,
donde L es la longitud de los cilindros y a los radios de las esferas. EI
cociente v /U es una medida de la longitud a la que se extiende la perturbacién
producida por el movimiento de la esfera, debido a los efectos viscosos; esta
cantidad se conoce como longitud de penctracién [8]. Claramente, entre mas
grande sea la viscosidad del fluido es mas dificil mover a la esfera a través de
él. Esto es, la fuerza que hay que hacer para que la esfera se mueva con cierta
velocidad aumenta entre mas viscoso sea ¢l fluido. Entonces, si se utilizan
fluidos muy viscosos, el cable que mueve el objeto a lo largo del cilindro se

debe escoger muy resistente y poco eldstico.

5.3.2 Si a de adquisicién de i

Como se mencioné anteriormente, la cdmara de video se debe mover junto
con la esfera a la misma velocidad y en la misma direccién. Para cste fin sc
disend un sistema que se encarga de mover la cimara. Este sistema consiste
en una estructura formada por tres placas, la base (B), la tapa (A) y una
plataforma intermedia (C). Las dos primeras tienen cuatro pequeifios agujeros
y dos baleros cada una y la tercera tiene dos tuercas. En la figura (5.3) se
muestra un esquema de las tres placas con sus componentes.

Las placas (A) y (B) estdn sujetas por las cuatro barras de hierro, que se
atornillan a través de los agujeros en las placas, como se muestra en la figura
(5.4). Una vez que se colocan los tornillos (D) dentro de las tuercas de la
placa (C), se colocan los extremos de éstos en los cuatro baleros dispuestos
en las placas (A) y (B), ver la figura (5.4).

La placa (B) tiene la forma de una caja como se muestra en la figura (5.5).
En esta partc, los extremos de los tornillos atraviesan la placa de lado a lado;
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FIGURA 5.3: Esquema de las tres placas (A), (B) y (C). Las dos primeras tienen cuatro
agujeros (J) para tornillos de 1/4 de pulgada y dos baleros (V).*La tercera placa tiene dos
tuercas (T) para tornillos de 1 pulgada. El agujero en la parte inferior de la placa (B) es
para el eje del motor. La disposician de los baleros y las tuercas es como se muestra en

ia figura.

FIGURA 5.4: El dispositivo para mover la cimara. Las placas (A), (B) y (C) son de
aluminio, las barras (F) de hierro de 1 pulgada de didmetro y los tornillos (D) son de

acero de 1 pulgada de didimetro.
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en el extremo derecho se coloca el motor cuyo eje también atraviesa la placa
(ver la figura 5.5). En su interior se coloca un sistema de engranes, colocados
en los cjes (G) y (K), que se utiliza para mover a los tornillos. La figura (5.G)
se muestra el sistema de engranes utilizado para hacer girar a los tornillos; se
usan cuatro engranes que se conectan con cadenas de pldstico. Los engranes
(a) conectan a los tornillos entre si y los otros dos, (b) y (c¢), conectan uno
de ellos con el motor. De esta manera, cuando el motor es encendido, los
dos tornillos empiezan a girar y la placa intermedia sube, o baja, de acuerdo
a la direccién de rotacién del motor. La velocidad de rotacién del motor se
controla con una computadora.

FIGURA 5.5: Esquema de la parte inferior de la placa (B). (G) reprcsenta los extremos
de los tornillos y (K) el eje del motor. En éstos se colocan los engranes.

c

FIGURA 5.6: Sistema para mover a los tornillos. Este sistema de engranes estd colocado

en la placa (B), las letras representan a los engranes.
Claramente, los engranes (a) deben ser iguales para que los tornillos giren con
la misma velocidad, los engranes restantes pueden ser de cualquier tamaifio.
En la figura (5.7) se muestra un esquema del mecanismo completo donde se

muestran las dimensiones del aparato.
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FIGURA 5.7: Sistema para mover la cimara. {A), (B) y (C) placas de aluminio, s = 0.30
m,b=0.60m, f=0.50 m,d =0.20 m,e = 0.82 m,h = 1.85 m. El diametro de las barras
y de los tornillos es de 1 pulgada; (E) motor.

Las placas (A), (B) y (C) son de aluminio, los tornillos son de acero y
las cuatro barras que sostienen el mecanismo son de hierro. El tamano de
los engranes puede ser cualquiera, tomando en cuenta que los engranes que
conectan a los tornillos entre si deben ser idénticos.

El siguiente paso es acoplar el sistema de la figura (5.2) con el de la figura
(5.7), es decir, se tiene que sincronizar el movimiento de la esfera con el de
Ia cidmara de tal forma que las imdgenes obtenidas muestran a la esfera en
“reposo™. Asi se requiere sujetar el cable que mueve a la esfera a la placa (C)
de la figura (5.7, en donde se coloca la cdmara, de manera que al moverse
ésta la esfera se mueva con la misma velocidad y en la misma direccién. Esto
se puede hacer con un sistema de poleas, como el de la figura (5.8), el cable
y la placa (C) no se pueden conectar directamente puesto que en ese caso la
esfera se mueve en direccién opuesta a la ciAmara.

En las fotografias (1-4) que se anexan se muestra el dispositivo construido.
A la fecha todavia se tienen problemas de caricter técnico por lo cual el
dispositivo atin no funciona como se desea. Los tornillos que aparecen en la
fotografia 3, que se encargan de mover a la placa intermedia, no estian hechos
con la presicién que el aparato requiere y por ello esta placa oscila. Esto trae
como consecuencia que la esfera no aparece en reposo en la imagen de video,
sino que oscila en la direccién perpendicular a la direccién en la que se mueve
la camara.

83



FoTO 1: Se muestra a la esfera dentro del cilindro. La esfera estd sujeta a
un cable de acero que se utiliza para moverla.



FoTo 2: Sistemma de engranes que se utiliza para mover a los tornillos. El
sistema est4 en la parte de abajo de la base del mecanismo para maover a la
céraara.



Foro 3: Dipositivo completo. En la parte de adelante esti el cilindro y el
sistema de poleas, en la parte de atras esti el mecanismo para mover a la
camara.
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FIGURA 5.8: Diseiio del sistema acoplado para mover la camara junto con la esfera. El
cable se conecta mediante ocho poleax {P) a la placa (C) cuomo se muestra en la figura.

Si de il i i6n para la adquisicién de ims

La iluminacién consiste en una hoja de luz paralela al eje del cilindro; ésta
se genera con una fuente luminosa que se colima mediante una rejilla. En
este caso se utiliza como fuente luminosa un proyector de transparencias y
la rejilla consiste de una limina, del tamano de una transparencia, con una
rendija inuy delgada (ver la figura 5.9). El plano de luz se proyecta sobre cl
cilindro de manera que es paralelo a su eje y pasa a través de él. Dependiendo
del ancho de la rendija seri el grosor de la hoja de luz obtenida.

FIGURA 5.9: Sistema de iluminacién. La fuente (F) es colimada mediante la rejilla (R),
después se hace pasar por una lente convexa (L) y finalmente es proyectada sobre el
cilindro.

Para poder ver el comportamiento del fluido es necesario que éste contenga
pequeiias particulas reflejantes que funcionen de trazadores. Hasta el mo-
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mento sélo se han hecho algunas pruebas utilizando kalliroscope ? y limadura
de aluminio mezclados con glicerina pura y una dilucién con agua en una
proporcién de 10:1. Los resultados obtenidos muestran, a primera vista, que
las imagenes eran mdas claras cuando se utilizaba limadura de aluminio; sin
embargo, esto se puede deber a que la mezcla del fluido de prueba con el
kalliroscope no era homogénea. Por ello, es necesario hacer mas pruebas
utilizando una gama mds amplia de fluidos de prueba.

Por otro lado, es conveniente utilizar dos fuentes luminosas, ya que si sélo se
ilumina por un lado del cilindro hay una sombra debida a la esfera en donde
no se puede visualizar a las particulas de aluminio (ver la figura 5.10). Esta
sombra hace que no se pueda obtener ninguna informacién de un lado de la
esfera.

- C
c:‘

FIGURA 5.10: Si sdlo se utiliza una fuente de luz la esfera produce una sombra del lado
opuesto a la fuente, en esta regién no es posible ver las particulas de aluminio.

|

En el andlisis experimental es importante obtener el campo de velocidades
alrededor de toda la esfera, puesto que hay que determinar que tan simétrico
es el flujo. Claramente, si la esfera se mueve exactamente por el eje del
cilindro el flujo debe ser simétrico. Sin embargo, los cilindros de acrilico que
se tienen no son perfectos. Por lo tanto, la esfera no se moverd exactamente
a lo largo del eje del cilindro. Si el centro de la esfera se desvia mucho del
eje del cilindro, el flujo es antisimétrico y la teoria antes expuesta para este
problema no es aplicable. Se debe aclarar que es importante conocer que
tanto varia el radio del cilindro, medido desde el cable de acero, a lo largo
de su longitud o, en otras palabras, determinar que tan imperfectos son los
cilindros que se tienen. Hasta este momento sélo se ha trabajado en la parte

35, 3 ial de fias particulas j que se mezcla con un fluido para hacerlo més contrastante,
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mecanica del dispositivo por lo que no se han realizado estos calculos.

5.4 El experimento y las perspectivas.

El siguiente paso es medir la fuerza de arrastre y obtener informacién acerca
de las lineas de corriente y el campo de velocidades a partir de las imagenes
de video. En esta seccidn se plantea cémo se puede obtener la informacién
experimental, la cual se divide en tres casos: medir la fuerza de arrastre,
determinar la velocidad de los trazadores en pequeifias regiones del espacio y
sus trayectorias.

La fuerza de arrastre se puede determinar de la siguiente manera: como ya
se menciond, la esfera se mueve con velocidad constante a través del fluido.
Entonces, la fuerza de arrastre es igual en magnitud a la fuerza que se debe
aplicar en el hilo. Es importante notar que, para que lo anterior sea cierto,
el cable debe ser lo suficientemente rigido de manera que se pueda considerar
inextensible. De la figura (5.8) se puede ver que el dipositivo descrito no es
conveniente para medir el arrastre. Es decir, si se coloca algin mecanismo
para medir la fuerza con la que la placa intermedia jala el cable el error en el
arrastre sera muy grande ya que ésta también debe vencer a la friccién en las
ocho poleas y en los tapones de plastico que estin en las tapas del cilindro.
Por 1o tanto, para medir el arrastre hay que disminuir el nimero de poleas de
manera que la friccién disminuya, en la figura (5.11) se muestra un esquema
del sistema para medir el arrastre.

Si se aplica una fuerza conocida en uno de los extremos del cable de forma que
la esfera se acelere hasta obtener su velocidad terminal en la regién intermedia
del cilindro, entonces, el arrastre se puede medir haciendo un balence de las
fuerzas que actiian sobre la esfera, es decir,

T+ F+ P+ B+f. =0, (5.1)
donde T, es la fuerza aplicada en uno de los extremos del cable, F es el
arrastre, P el peso, B la flotacién y fc las fuerzas de friccién distintas al
arrastre; por ejemplo, la friccién en los tapones plisticos. Estas iiltimas se
pueden estimar haciendo el experimento utilizando el esquema de la figura
(5.11) con un fluido poco viscoso (aire) de rmanera que el arrastre es pequeiio
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FIGURA 5.11: En el esq se tra una prop a para el dispasitivo para medir
el arrastre. En el extremo superior se coloca un instr (un di ro o colocar
en un extremo del cable un cuerpo de masa conocida y dejarlo caer) con el que se pueda

medir la fuerza aplicada 7,.

¥y, por lo tanto, se puede despejar ﬁ de la ecuacién 5.1, salvo el error asociado
con F que no es estrictamente cero.

Para el caso de las velocidades y las trayectorias de las particulas reflejantes,
en la imagen de video, la esfera esti en reposo y el flujo se muestra con
pequeiias particulas brillantes que entran en un extremo de la pantalla y la
recorren, para salir en el extremo opuesto de ésta. Las trayectorias de las
particulas antes de entrar a la pantalla son practicamente homogéneas, es
decir, todas en la misma direccién y, aproximadamente, con la misma veloci-
dad. Después de entrar en el campo visual de la pantalla, las trayectorias
cambian la direccién y la velocidad conforme se acercan a la esfera. Este
efecto es mads pronunciado para aquellas particulas que se encuentran cerca
del eje del cilindro (que en principio es paralelo a la direccién del flujo).

La informacidén contenida en estas imagenes de video se puede obtener usando
dos descripciones del fluido; cada grabacién se descompone en cierto niimero
de cuadros y cada cuadro consiste de una fotografia del flujo en un instante
dado. En cada foto se tiene a la esfera, en el centro de la imagen, y a un
grupo de puntos brillantes; entonces, si se mide la posicién de una particula
en un cuadro dado y la posicién en el cuadro siguiente se puede calcular la
velocidad con la que el punto se desplazé, ya que el tiempo entre cada cuadro
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es conocido. De esta manera se puede calcular un promedio de la distribucién
de velocidades siguiendo el mismo procedimi para hos puntos. Cabe
aclarar que este método es bastante laborioso puesto que en cada imagen
habrd un gran nimero de puntos y sera dificil identificarlos de un cuadro a

otro.

Otro mecanismo para encontrar un promedio del campo de velocidades es
usar técnicas de fotografia. En este caso, la idea es sobre exponer la pelicula
fotosensible de manera que, en las imigenes obtenidas, la esfera esté rodeada
de pequeiios trazos hechos por las particulas reflejantes. Esta técnica consiste
en usar tiempos de exposicién tales que las particulas dejen un trazo “im-
preso” en la pelicula fotogrifica, de manera que a partir de su longitud y el
tiempo de exposicién utilizado se obtenga la velocidad con la que se mueven.

La trayectoria de una particula se puede seguir durante su permanencia en la
imagen, que se puede interpretar como una linea de corriente, puesto que, en
un instante dado el campo de velocidades es igual que en un tiempo poste-
rior. Para asegurar que el flujo es aproximadamente estacionario la longitud
del cilindro se escogié de manera que, cuando la esfera haya efectuado la
mitad del recorrido, la velocidad del fluido cerca de las tapas sea pequena
comparada con la velocidad de la esfera U. Para tener una idea de la dis-
tancia, medida desde el centro de la esfera, a la que el campo de velocidades
es aproximadamente cero se puede utilizar 1a solucién de Stokes. En este
caso, dada la longitud del cilindro, cuando la esfera se encuentra a la mitad
del recorrido, el campo de velocidades cerca de las tapas es un 25% de la
velocidad con la que se mueve la esfera.

En el andlisis experimental se busca estudiar el comportamiento del sistema
comeo funcién de los parimetros R, y #. De manera que al final se puedan
comparar los resultados experimentales con los obtenidos en la teoria y ver
para que intervalo de valores de los parimetros los resultados tedricos son
consistentes con los obtenidos en el experimento. Se debe aclarar que ésta
no es la inica finalidad del experimento, sino que se quiere hacer un estudio
lo mas completo posible del sistema. Esto es, es conveniente realizar los
experimentos para una amplia gama de valores de los parametros.

Hasta este mc to no se ti resultados experimentales del problema. El
experimento esti ain en desarrollo y faltan algunas pruebas para tener una
mejor idea de la calidad de las imdgenes posibles de obtener con el disposi-
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tivo. La informaciéon contenida en las imadgenes es dificil de analizar, sobre
todo respecto al cidlculo del campo de velocidades del flujo. Para poder ela-
borar una buena estadistica de los datos experimentales es necesario obtener
un gran nimero de datos, por ello es conveniente producir, usando computa-
doras, programas para la adquisicién y procesamiento de datos; esta iiltima
parte no se ha desarrollado.
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Conclusiones y perspectivas.

Dentro de la parte tedrica es claro que las ecuaciones (3.1) y (3.2) que des-
criben el movimiento en los dos casos antes expuestos, cuando el radio del
cilindro es infinito y cuando es finito, son aproximaciones que sélo valen

cuando R, €< 1 y 0 < 8 < 0.6, por lo que la solucién describe un nimero
limitado de situaciones fisicas.

Cuando el radio del cilindro es infinito se encuentra que la aproximacién de
Stokes (R, — O) no es correcta en todo el dominio. Esto es, existe una
distancia, medida desde el centro de la esfera, en donde la distribucién de
velocidad, dada por la expresién (3.209), es incorrecta. Por lo tanto, la
solucién de Stokes no es una solucién uniforme en todo el dominio.

En el siguiente paso, la aproximacién de Oseen para el problema de la es-
fera, el nuevo sistema de ecuaciones con condiciones de frontera admite una
solucién que es consistente con la aproximacién de nimeros de Reynolds
pequenios en todo el dominio. Sin embargo, del andlisis del orden de mag-
nitud relativa entre las fuerzas inerciales y las viscosas, usando la solucién a
la ecuacién de Oseen (3.211), resulta que las correcciones a segundo orden
en el nimero de Reynolds son incorrectas. Entonces, con la aproximacién
de Oseen no se puede extender el resultado para nimeros de Reynolds mas
grandes, aunque si se puede calcular una correccidén a la ley de Stokes (3.190),
con lo que se amplia el intervalo de valores que R. puede tomar para que el
sistema pueda ser descrito con esta aproximacion. Esto es, de la expresién
(3.212) se puede ver que la aproximacién vale cuando la cantidad } R, < 1.

Cuando el radio de la esfera es finito y se utilizan las ecuaciones (3.1) y (3.2),
no se ha podido encontrar una solucién que ajuste ambas fronteras. Por lo

que se utilizé el método de reflexiones para encontrar la primera correccién
a la ley de Stokes debida a las paredes del cilindro.

Cuando se desarrolla
el método a aproximaciones mayores los resultados son consistentes con los
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resultados obtenidos usando otros métodos de solucién, como en el caso de
la teoria de Haberman.

Al parecer, el método de reflexiones es un camino viable para atacar el pro-
blema en el sentido que se obtienen resultados consistentes con otras técnicas.
Sin embargo, este método es bastante laborioso y se complica a cada paso, es
decir, los cilculos que se deben hacer para mejorar la aproximacién son mads
complejos que los anteriores. El problema con este método surge a partir de
las condiciones de frontera, ya que al pasar de una aproximacién a otra hay
que cambiar el sistema de coordenadas, de esféricas a cilindricas y viceversa.

Cuando se planteé el problema del flujo alrededor de una esfera confinado
en un cilindro, se utilizé la aproximacién de Stokes, es decir, se desprecian
las fuerzas inerciales. Ahora, de la solucién al problema dc la esfera en un
fluido infinito, expresién (3.209), se puede ver que para distancias menores
que el inverso del nimero de Reynolds, pero mayores que el radio de la
esfera, la distribucidén de velocidad no es uniforme, entonces, la presencia del
cilindro modifica el flujo. En esta tesis se reprodujo la solucién al problema
" partiendo del supuesto que las modificaciones al flujo son de cardcter lineal.
Para verificar la consistencia de la solucién con la aproximacién de nimeros
de Reynolds pequenios, se debe hacer un anailisis de los términos despreciados

en la ecuacidén de momento a partir de la solucién para la velocidad, dada
por la expresién (4.10).

Dentro de las perspectivas de la parte tedrica estd el encontrar una expresién
para el campo de velocidades, de manera que se pueda hacer un andlisis del
orden de magnitud relativa entre las fuerzas inerciales y las viscosas. Hay que
notar que, a orden cero, la solucién no es uniforme, puesto que en ese caso
se aproxima el flujo dentro del cilindro por la solucién de Stokes; que se sabe
es incorrecta para distancias del orden del inverso del niimero de Reynolds.
Entonces, para distancias lejanas a la esfera, sobre el eje del cilindro, la
solucién es incorrecta. A dérdenes mas altos en la velocidad, el andlisis de
la consistencia de la solucién con la aproximacién de niimeros de Reynolds
pequeiios hecha en el capitulo 2, obviamente, es distinta. Por lo tanto, la
regién de no uniformidad de la solucién al problema confinado es distinta.

Por otro lado, se podria atacar el problema utilizando otra aproximacién
para las fucrzas inerciales, como la aproximacién de Oseen, ya que como se
mencioné anteriormente, a orden cero la solucién no es homogénea sobre el
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eje del cilindro y lejos de la esfera. Una vez hecho el anilisis para los demds
términos calculados para la velocidad (en este caso hasta el término de tercer
orden) se puede determinar cudl es la regién donde la solucién no es uniforme
¥, entonces, se pueda tener una idea de cémo aproximar las ecuaciones de
movimiento para obtener una solucién que sea uniforme en todo el dominio.

En principio, se busca obtener resultados experimentales usando valores de
los parimetros asociados al sistema iguales a los usados en las teorias antes
expuestas. Sin embargo, el dispositivo experimental permitird obtener infor-
macidén de variaciones del problema, por ejemplo, datos experimentales de la
velocidad del fluido cerca de las tapas, o bien, para valores del nimero de
Reynolds mds grandes que la unidad. Ademads, el dispositivo experimental
puede ser modificado al caso del flujo asimétrico, es decir, la esfera no se
mueve sobre el eje del cilindro, sino a una distancia b de éste. Es claro que
el dispositivo experimental que se estd construyendo permitird hacer estu-
dios experimentales variados del flujo de una esfera en un cilindro. Hay que
tomar en cuenta que, entre mas complicado sea el flujo que se produzca en
el experimento, mas complicado sera el andlisis cuantitativo de éste.

En esta tesis s6lo aparece ¢l disefio y la construccién del dispositivo experi-
mental puesto que se han presentado algunos problemas técnicos y el sistema
no funciona correctamente. En todo experimento se presentan dificultades
al pasar del disefio a la construccién; cn este caso se tienen problemas para
mantener a la esfera en reposo en el sistema de referencia de la cimara; en
las imidgenes obtenidas hasta ahora la esfera oscila en direccién perpendicu-
lar al movimiento de la placa visto desde el sistema del laboratorio. Esto se
debe a que los tornillos que se utilizaron para desplazar a la placa no estan
hechos con la precisién que el sistema requiere. Bdsicamente este es el dnico
problema que tiene el sistema dentro de la parte mecanica.

Cuando la parte mecdnica funcione correctamente el siguente paso es capturar
imagenes del sistema. Estas imdgenes se pueden obtener usando una cidmara
fotografica, o de video, que se coloca en la placa mévil del sistema de la
figura (5.7). EIl tipo de imigenes que se desea obtener son de dos clases:
fotografia fija, en donde la idea es obtener imdgenes en donde aparezca la
esfera rodeada de pequerios trazos, hechos por el reflejo de las particulas, y
video de las particulas moviendose alrededor de la esfera.

Para hacer las fotografias se pueden utilizar varias técnicas. Una es sobre
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exponer el rollo fotogrifico, si se utilizan tiempos de exposicién lo suficiente-
mente largos de manera que, en ese intervalo, las particulas que se mueven
alrededor de la esfera pinten trazos. Algunas cimaras modernas permiten
hacer varios disparos, con cierto intervalo de tiempo entre ellos, sin que el
rollo fotogrifico se desplace, es decir, se expone una seccién del rollo varias
veces. Este tipo de fotografias tambien se pueden obtener usando fotografia
estroboscépica. En el caso del video se filma todo el recorrido de la esfera a
lo largo del cilindro.

Cuando ya se han obtenido las imdgenes que se desean hay que desarrollar un
siterna automatizado para la adquisicién de datos. El primer paso e¢s, dadas
las imdgenes, determinar que tipo de informacién se puede extraer de éstas y
cémo hacerlo. El siguiente paso es desarrollar un sistema automatizado para
la adquisicién y procesamiento de datos.
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