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INTROOUCCION 

EJ punto principal de este traba10 es presentar la morodología y la teoría estadística 

utilizada para la descripción y el trato de un tipo especial de datos, los c-.ualcs son obtenídos a 

partir de observar ciertos fenómenos cíclicos y direcciones sobre un plano. A la largo de las 

siguientes páginas se mo!>irarán las diversas medidas descnptivas utilizadas en la Estadistica 

Circular, para conocer las principales caractcristicas do este tipo de datos, como la localización 

de su centro y su variabilidad. 

Las Direcc1011es 

Las direcciones pueden ser visua/izadaS en un espacio de cualquier dimensión. pero las 

situaciones co1idianas indican que se presentan visualmente en dos dimensiones. donde éstns 

pueden ser rcprescntmjas por puntos sobfe una circunlerencia 

En el presenlc trab.1jo las observaciones obtenidas a paítir de fenómenos cicficos y 

direcciones son lratadns por la Estadistica Circular. como punlos de dos dimensiones sobre un 

círculo, es decir, son con5ideradas observaciones circulares 

Las d1reccrorws son cstudim1as en diferentes ramas de la ciencia, por etemplo. en vi Brea 

de la bioJogiu las direccrones se obse1van y se analizan estadisl:camcnte. pues se estudia el 

comportamiento de los annnnles Pn ciertos eventos como: la navegación. la orientación y la 

migración. 

El análisis de los dalos circulares, también se utiliza para realizar diversas aplicaciones en 

áreas tales como la gcologia. la geografía, la metcorologia. la medicina. la astronomía, y la 

física 
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Generalmente, las observaciones circulares se representan gráf1camenle por vectores, 

pero cabe mencionar que s1 una observación circular es descrita por un e1e no dirigido, es decir 

que no exista la diferencia en1re el ángulo h (Oº< h - 180º) y el ángulo 180° + h entonces. se le 

conoce como dato "axial" 

Cuando se mide una observación circular se Je asocia un ángulo. el cual es medido en 

grados que van de 0° a 360º, o su cquivalenle en radranes, es decir de O a 2n Los ángulos 

miden las observaciones circulares. y es por ello que son llamados variables circulares 

Las variables circulares no se comportan como nUmeros reales. es por ello que son 

diferentes a las vanablcs lineales. de la JongiflJ{j, la p1esión. In temperatura o el voltage. Las 

variables circulares también se presentan en los rrtmos biológicos, pues éstos son eventos 

ciclicos que pueden representarse por medio de una rotación de 360º 

La manera de relacionar un evento ciclico con una vuclla completa de 21t radianes es muy 

sencilla, por ejemplo. a un periodo de 24 ho1n:s (un día) le corresponde una vuelta completa de 

360°, así, a una hora del dia le corresponde un ángulo de 15º ( 360º/24 ). y a un grado le 

corresponden cuatro rnrnutos del dia ( 360º/1440) 

De rn:mera sirrnl .. ff, St~ pueden comparar o!ros eventos ciclicos de divisiones de tiempo, 

como las scrnanéls o rns horris en una escala crrcular, es decir, cualquier periodo que 

corresponda a un evento cíclicu puede ser represcntndo por una rotación de 360º 

Cuando un evento ocurre repetidamente en el mismo instante de tiempo dentro de un 

periodo, se le ns1gnil un ángulo fase. La frecuencra diaiia o la frecuencia de estaciones 

presentan un patrón muy rcJacionndo con tas distribuciones circulares. par lo que no es 

sorprendente que en los métodos estadísticos utilizados para los ritrnos biológicos se empleen 

los ángulos. 

En este traba¡o se considera que fa longitud del tiempo es conocida; puede suceder que el 

período de tiempo sea desconocido, y entonces para su ana11sis se ul1llzan mClodos más 

sofisticados relacionados con senes de tiempo 
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La Estadística Circular 

Como el círculo es una curva cerrada ~e pueden anticipar ras diferencias cnrre la Teoría 

de la Estrtdística Lmea/ y la Teoría de Esladistica Circular. Por ejemplo, es necesaria la 

definición de runc1ones de distribución y de mornenlos trigonométricos que tomen en cuenta la 

natural periodicidad del circulo Ademas que la forma compacla del círculo permite un trato 

simple de la ley de las variables ah:wlorias. 

Olra dlfcrenc1a se cncuentrn en las estrucluras algebraicas entre el circulo y la linea, pues 

en el circulo únicarnc11!c se cucnla con una opernc1ón la sum;i módulo 2rc, mienlras que en la 

linea se lienen dos operaciones la suma y la mulliplicac1ón. además el álgebra que se emplea 

en los ángulos es diferente al iilgcbra que se maneja para cantidades lineales. Ademas la suma 

o la diferencia de los ángulo~ puede exceder el intervalo de (0ª, 360n) y se tiene que reducir el 

resultado a módulo 360º ( Capitulo f) 

Para medir Jos ilngulos en la E~.ladist1ca Cucular se requiere del concepto de la dirección 

cero, que es la d1recrAón a partir de la cual se comienzan a medir todos los ángulos. La 

representación dp !a cl1recc1ón cero es mb1trnna 

Puede ser que la dirección cero sea representada por el Nor1e. y la medición de los 

ángulos. se rcalize en el scnt1c10 que giran las manecillas del reloj A este ángulo se le conoce 

como el Azimut. Otra manera. es cuando la dirección cero es representada por el eje positivo de 

las abscisas. y la med1c1ón de los ángulos se rcah?a en sentido contrario a las manecillas del 

reloj. 

Como el valor de la dirección cero es arbitrario, resulta que todas las direcciones medidas 

a partir de ésta son arbitrarias respecto a la dirección cero. 
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f;I presente trabajo se divide en tres capitulos, ciertos conceptos matemáticos 

indispensables para el desarrollo de las medidas descriptivas en la Estadística Ctrcular son 

mostrados en el Primer Capítulo 

En el Segundo Capitulo, se presentan los métodos gráficos y las diversas medidas de 

localización, que fueron obtenidas a partir de las medidas de tendencia central Estas medidas 

de localización son aplicadas a las obscrvacmncs circulares para ver Ja disposición que tienen 

las observaciones de agrtipurse alrededor de algún v.alor nurnCnco 

El Capítulo Tercero provt:e la~ medulas de d1spers1ón ut1h.zadas por la Estadistica Circular, 

para oblener información vnllos;J sotJr e la vrn 1alnJ1déld de las ob~ervac1oncs alrededor de ciertos 

valores corno la dirección rned1a o l<l c11rer:c1ón cero El ApCnú1ce contiene las tablas necesarias 

para los ejemplos utihzados 
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ANTECEDENTES HISTORICOS 

Uno de Jos primeros análisis sobre datos circulares se realizó a principios del siglo XVIII. 

cuando en 1734, Daniel Bcrnoulli traló de encontrar una solución al problema de si la cercanía 

de las órbitas de 6 planetas era por casualidad o a qué se debia. También en 1767, el sacerdote 

John Mitchell estudíaba la separación angular entre las estrellas, e infiere que están físicamente 

unidas por una fuerza gravitacional 

A finales del siglo XVIII. se lienr. otro antecedente. e.n 1794 C.F.Gauss desarrolla la teoría 

de Jos errores, la cual fue rnali.zada para el análisis de medidas d1rcccmnalcs en Astronomía. y 

la desarrolló como una tcoria lineal. sin embmgo, en muchas apl1cac1oncs los datos 

direccionales no pueden ser representados por una teoría lineal, por CJCfTiplo, los dJtos sobre la 

orientación de los animales, los c1atos de inclrnación en geología. los dalos de fluciuación de 

padecimientos con respecto a las eslat:mncs del ario en medicina y los <1illos sobre la dirección 

del viento en la meteorologia 

Es pues, que el rnléres por dt.·~~arrPllílr nu-.todos útiles µara el an.:'1/fsrs de dalos 

direccionales, surgió a la par con el estudio de In eslé1dist1ca misma 

DespuCs parci 1802, Jotm PJayfwr. señala la ncce~1dad de am1l1lar por separado y de 

manera diferente los delos direccionales de los datos lmcales cornuncs. pues se da cuenta que 

la aritmética no funciona parn Jos fingtllos 

Florence Nrghtmnalc, enfermera de la Armmf<l Bnlflnic:a durante l<1 guerra de Crlmea, 

mostró por primera vez., en 1858. el diagrama de rosél para explicar gráficamente la eficacia de 

mejorar los 5erv1cios sanitanos durante la guerra Para el siglo XIX. Lord Rayleigh(1880). 

desarrolló una prueba estadística para la umfomiidad contra un modelo alfcmat1vo de una única 

dirección pretenda. Rayleigh, fue el pnmcro en estudiar fa d1str1buc1ón de la long1lud resultante 

de vectores en dos dimensiones, sin embargo los cstadist1cos no estuvieron de acuerdo con su 

solución. sino t1asta 1919. curmdo Rayleigh dió una solución exnc..1a al problema de uniformidad 

sobre la esfera. 
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Existen varias contnbuciones importantes al desarrollo de la Estadistica Circular. a través 

del trabajo de diversas personas como Schmidt(1917), von Mises(1918) que introdujo la función 

de distribución de probabilidad von Mises, sirntlar a la distribución Normal en Estadística Lineal. 

Krumbein(1939). aportó la idea de transformar los dalos de línea~ no dirigidas a datos de 

vectores Salvemlin1(1942). desarrolló lo que ahora se conoce como la vananza circular 

Las técnicas estadísticas nccesanas para el eslud10 de los datos circulélres surgieron 

relativamente hace algunos años, llevamlo a cabo desanollos an01ogos a los rcalizi-idos para los 

datos lineales. Sin ernhargo, el desarrollo histónco de la estadistlca c1rcul;:ir ha sido un tanto 

diferente, pues el verdadero progreso en la Estadistica Circular se presentó en los años 

cincuentas, cuando apareció RA.Fisher (1953), Gurnbe/, G.S.Watson y E.J Williams (1956), 

Batschelet, entre otros Actualmente, algunos de los autores mfls estudiados son Mardia y 

Fisher. 
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CAPITULO I 

CONCEPTOS MATEMATICOS. 

1. lntroducc1ón 

El síslcma coordenado que se ut1l1za para el análisis de las direccrones y de los eventos 
c1clicos no siempre es único. en ciertas ocasiones suele ser apropiado el usa de las 
coordenadas rectangulares pero por lo general. cuando se traba1a con ángulos las coordenadas 
polares resultan ser más ütiles. por ello, este capitulo presenta resultados importantes sobre el 
uso de los sistemas coordenados: el sistema car1es1ano y el sistema polar. Noie que al \Á!mbrar 
de un sistema coordenado a otro. se debe tener cuidado de apl•ccu correctamente las funciones 
tngonomélricas, las que también se tratarán en este capítulo 

En el desarrollo de la Estadistica Circular es necesario el rnancio del algebra vectonal, 
especialmente cuando se requiere cJcterrrnnar medias btvariadas. como el centro de masa. el 
cual es un conceplo indispensable para el estudio de las observaciones circulares 

En este capitulo también se lratan las rolac1ones. ya que en ra Estadistica Circular la 
dirección inicial, como por ejemplo el no1ie para el azimut es arbrtraria. siendo necesario que 
todas las cperac1ones sean 1nvarrantcs ba10 cualquier rotacrón alrededor del ongen. 

1. 1 Los Angulas 

Generalmente. las dirncciones son graf1cadas como puntos sobre la circunferencia de un 
círculo. Estos puntos lrenen que ser determrnados de forma única. para que con ello se puedan 
medir a las direcciones. 

La posición de un punto P puede ser delermrnada de manera Untca sobre el plano, por las 
coordenadas cartesianas (x,y) El sistema de coordenadas cartesianas. cuenta con un origt"n O y 
con dos ejes perpendiculares X y Y, que atraviesan el origen. Los nümeros reales se ven 
representados en ambos ejes. al lomar al origen como ~I cero. Dependiendo de lo que se 
necesite gráficar, las unidades de medida de los e1es pueden ser iguales o diferentes. Pero por 
el momento, se supone que ambos ejes lienen Ja mrsma unidad de medida 

En malemát1cas, la localización del punto P. tamb1en puede conocerse a través de su 
ángulo,~. En el origen O, el ángulo no esta definido, i1SÍ que cualquier punlo que co1ncrdü con el 
origen, no tendrá un ángulo definido. 

Sea P un punto diferente del ongen. y sea I una linea que pane del ongcn. y que 
originalmente coincide con el eje pos1t1vo X (ver fig 1 1 1) Se dice que el c1e pos1t1vo X tiene la 
dirección cero y se le llama el eje polar 

Si I es rotada en sentido contrario a las manecillas del refoJ. hasta que tocar el punto P por 
primera vez. se forma un angulo ( a la magnitud de ro1ac1ón se le llama ángulo) Este ángulo 
también será llamado el angulo polar de P Los ángulos pueden ser medidos en grados o en 
radianes. según sea el caso. 
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Cuando esta misma linea /es rotada de la manera antes mecionada. y loca por primera 
vez el eje positivo Y. el ángulo que forma es de 90ª S1 se contmua rotando la linea /hasta que 
toque el e¡e negnlrvo X, el e¡e nega11vo Y. y de nuevo el eje pos1t1vo X. entonces los ángulos 
formados serán de 180º. 270° y 360º respect1vamenle. Se puede continuar rotando a I de 
manera que se formen otros ángulos. 

Cuando se rota a / en sentido de /ac; manecillas del 1elOJ a partir de la dirección cero. 
entonces tiene sentido hablar dr los ángulos /ll'!)<llivos Es por esto que un ángulo puede tener 
un valor positivo o negativo 

Pero en realidad, en la medición de las direcciones no se esta interesado en sumar o restar 
rotaciones completas, lo que se necesita es asociar un ángulo a una d1recc1ón dada Esto 
requiere que se restnnga a los ángulos dentro de un inteivalo de longitud 360° o de 180° , puesto 
que ángulos como 630° o -900 determinan la misma dirección que el ángulo 270° Es decir. 
existen ángulos equiv<llentes, en este caso, los tres ángulos son equivalentes módulo 360° En 
la terminología matemática 630º o ~90º son <ingulos congruentes a 270º módulo 360°. 

630° = -90° = 270° (mod 360). 

y 
.( 

X 

fig.1.1.1 Coordenadas polares (r, -ti>. y coordenadas rectangulares (x, y), del punto P. 

En general, 

o = ~ (mod 360") (1.1.1) 

es decir, O y 4i difieren por un múltiplo de 360°. esto es que. 

(l = ~ ± (k) 360° con k cualquier entero (1.12) 

Otra manera de medir las direcciones, es a través del azimut. En astrología ·y en geografía, 
el ángulo utilizado para medir una dirección, cuando la dirección cero apunta al norte y ta 
rotación es realizada en sentido de las manecrflas del reloj, es llamado azimuth. 
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Para determinar lotalmente la posición del punlo P en el plano, se combinan el ángulo $ Y 
la dislancia tomada desde el ongen al punto P. es decir. r (ver fig.1.1.1 ). 

A r y~. se les conoce como las coordenadas polares de P En lo que se refiere al ongen 
su ángulo no esta definido y su d1stancra r. es igual a cero 

Algunas veces es necesano cümbiar la unidad de medida de los ángulos. para esto se 
requiere que el circulo a ullfizar sea un circulo un1tano. es decir, que la long1lud de su radio sea 
igual a 1. con centro en el ongen O (ver la fig. 1. 1 2) 

Ahora al punto m1cial y al punto final de la inlersecc1ón de / con el circulo unitario al 
momento de rotar1a se les llama A y 8 respectivamente Después se mide el angulo por medm 
de la longitud del arco de A a B. en radranes La circunferencia del circulo es 2nr, donde r es el 
radio de la c/fcunferencia; los 360" son equivalentes a 2n radianes o 6.28 radianes 

Se puede consultar la labia A del Apéndice para la conversión de grados u radianes. Un 
radián es una unidad angular que corresponde a un arco de un circulo de longitud igual a su 
radio, un radián es equivalenle a 57 grndos 17 mmutos, 44 8052 segundos. 

p 

360" ~ 57 29577951° 
2rr. 

y 

X 

fig.1.1.2 Circulo unilario y la medida de radianes para los ángulos. 

También se cuenta con otras unidades de medida para los ángulos, las cuales están 
relacionadas con períodos de tiempo. Cualquier periodo completo de tiempo se puede relacionar 
con un ángulo completo de 3600 o 2Tt radianes. Si el periodo de tiempo es un día o 24 horas, 
entonces un ángulo de 15º corresponde a una hora y un grado corresponde a cuatro minutos. 

Las dificuttades surgen cuando el período de 11empo consiste de un año, pues hay años 
con 365 o con 368 dias. Entonces. en el primer caso el mediodía del primero de marzo 
corresponde a 58. 7° y en el segundo caso corresponde a 59 5" 
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Si las lineas están dingidas. no hay ningUn problema para medir un ángulo, pero cuando 
no lo están, entonces se tienen dos ángtJ/os. •!• y 11. los cuales indican la misma dirección ya que 
son congruentes módulo 180°. es decir. 

•to± 180". 
11 ~ Q (mod 180º) 

El ángulo de una linea dmg1da toma valores que van de 0° a 3600 (de manera equivalente 
de ·180º a 160°}. En cambio el ángulo de una línea no dmg1da toma valores de 00 a 180° (o su 
equivalente de -90º a 90°) Ver la fig 1.1 .3. 

l 

X X 

fig.1.1.3 a) El ángulo~ de una linea recta dirigida con el eje X. con un rango de 0° a 360° . 
b) El ángulo 4i do una linea recta no dirigida con el eje X, su rango va de 0° a 1800. 

Algo muy importante es que no todos los angulas son variables circulares. Cuando los 
ángulos son medidos en un sector restringido desde un principio, éstos se comportan como 
variables lineales y se pueden lratar con los métodos de la estadistica lineal. 

Por ejemplo, en el caso de los animales que se encuentran en un lugar limitado por la 
mitad de un círculo, sus ángulos van de 0° a 180° (ver Brown 1962a.b). O en el estudio del 
plaelon por Margalef(1957) donde se loma Un1camente la pnmavera y el verano con respecto al 
año. La latitud de fa Tierra es también medida por ángulos y no por ello es una variable circular 
Sin embargo la longitud es circular. Por lo general, los ángulos que no exceden del período de 
360° (0 de 160° en el caso de rectas no dingidas) no se consideran variables circulares. 

En el caso de las distancias angulares. los ángulos pos1trvos y negativos no son 
distinguidos unos de los otros. Las distancias angulares no son variables circulares, más 
adelante se presentará una definición. 
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1.2 Los Vectores 

Los vectores se invenlaron en la Fis1ca para el estudio de conceptos lales como la fuerza y 
la velocidad, en donde no sólo la magn1lud. sino lilmbién la dirección 11nportaba. En la 
actualidad la utilización de los vectores se cla en el RJgebra y en la geometría. Siendo 
sumamente útiles en el análisis de las dJrccc1ones 

En la fig. 1.2.1 se dan dos puntos P y Q La linea d1ng1da que va de Q a P es llamada 
vector. se denota por Qp o por el vector v La base del vector es Q y la punta es P 

Si dos o más vectores tienen la rmsma dirección y la misma longitud. se consideran 

vectores iguales: OFl = OJ!>· 
0 

v =v. (l 
2 1

) 

Los vectores frecuentemente se ul1/1¿an para loc.a/izm puntos sobre el plano. La 
localización exacta de un vector con base en a. que comc1de con el ongen O y punta en P, es 
dada por las coordenadas cartesianas ()(,y) o por las coordenadas polares (r, J>) del punto P. 
(ver la fig. 1.2.2) 

(1 2.2) 

Las coordenadas cartesianas son presenladas de manera rrecuenle en forma de una 
matliz. La longiluU res llamada el valor absoluto de v y se denola por, 

r= /v/ (1.2.3) 

Un vector muy especial es el vector cero. 

donde /O/= O (1.2.4) 

Ningún ángulo polar puedo ser asociado al vector cero 

y 

o X 

tlg.1.2.1 Los vectores v y v', son iguales en su longitud y en su dirección, por lo que son 
considerados idénticos. 
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V 
p 

V 

X 

fig.1.2.2 Las coordenadas rectangulares y tas coordenadas polares de un vector. 

En el análisis de las direcciones siempre se utilizan vectores unitarios. es decir con 
longitud igual a 1. Los vectores unitarios dcte1minan puntos sobre la circunferencia del circulo 
unitario, y de manera inversa a cada punto del circulo urntano se le asocia un vector unitario 
(f19.1.2.3) Sean, 

dos vectores dados. A la suma de Jos dos vectores se le define de manera algebraica por. 

(1.2.5) 

o geométricamente como su aprecia en la fig.1.2.4. La base del vector v 2 coincide con la punta 
del vector v1. La suma es representada por un vector que une al ongen con la punta del vector 
v2 . Así pues los tres vectores forman un triángulo. 

y 

X 

ftg.1.2.3 Vedares unitarios. Las puntas están sobre la circunferencia del circulo unitario. 
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fig.1.2.4 La suma de dos vectores es similar a un tnángulo 

La ley de Ja conmutatividad para los vectores. es la siguiente : 

v 1+v2 =11 2+v 1 , (1.2.6) 
al vector suma de vanos vedares también se le conoce como el vector resultante. 

La ley de la asociRlividad se presenra de ra s·1gu1entc manera ; 

v 1+ (v2+ v:»;::; (v1+ v2) + v3 • (1.2.7) 
En este caso en lugar de formarse un triangulo, se forma un pollgóno, (ver fig.1.2.5) 
Los múh1plos de un vector se definen como 

(1.2.6) 

sl k es un nUmero posrtrvo, la dirección del vector no cambra. pero si k es negativo el nuevo 
vector apunta en dirección opuesta a la que tenia anteriormente (ver ftg. 1.2.6). 

Algo muy importante pnra la comprensión de la media de un con1unto de datos 
representados sobre la circunferencia de un círculo, es el conoc1miento del centro de masa. Un 
punto de masa, es el peso que se le asigna a cierta observación que se encuentra en la punta 
de un vector: y el centro de masa es el punlo de eqwltbno de las fuerzas o pesos de un conjunto 
de puntos de masa. 

Sean M 1 y M 2 dos puntos de ma5a. localizados en la punta de los vectores v1 y v2 • 

respectivamente (fig.1.2. 7). El centro de la masa C. de estos puntos tiende a caer sobre fa linea 
recta que une a los dos puntos de masa El vector cuya punla cae en C, está dado por la 
s.iguiente fórmula : 

V= _1_(M1 v, + Mi V:-) 

M 1+M2 

(1 2 9) 

El nuevo vector v, es llamado el vedar medio y es interpretado como una media aritmética 
del peso de las masas de los vectores v1 y v~ 

Similarmente el vedar medio de n puntos de masa M 1 , M2, . Mn está dado por : 

(1.2.10) 
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fig.1.2.5 La suma de tres vectores forma un pofigóno. 

/.J ~· 
o o 

fig. 1.2.6 Los múltiplos positivos y negativos de un vector. 

e_ --
-----

fig.1.2.7 El centro de fa masa o centro de gravedad de dos puntos de masa. El vector que 
apunta al centro de fa masa C, es conocido como el vector medio, 
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Ejemplo 1 2.1 

Sea un gramo (g) la unidad de masa. y un centímerro (cm) la unidad de longitud. Sean tres 
masas: M 1 == Sg, M 2 = 2g y M3 ::: 3g . además sus respect111as vectores son los siguientes: 

Y1 =Í.-~~~J ' Vz ;r~~:1 V3 {~~~~ 
entonces, 

l:M,v, =- M1 v1 + M2v2+M3v3 

= s[-~} 2UJ+ 3f :J 
=U~+[~.f.iJ 
:;[;~] {medido en cm g) 

• Y además fM1 :::- 10g . por lo tanlo. el centro de la masa, e es localizado en fa puma del 
vector: 

v = _1_{M1v1 + M 2v2 + M3v,3) 
~MI 

V= 1[·7]; f-0 7l 
10 1s L1.sJ 

El resultado se muestra en fa fig.1.2.8 

(medido en cm} 

fig.1.2.8 El centro de masa e de las tres masas dadas en el ejempla 1.2.1 
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1.3 Funciones Trigonométricas. 

Sea un sistema coordenado con igual unidad de medida en ambos ejes sobre un circulo 
unitario. Se introduce Ja línea i como se hizo antcmormente. Sean el CJe positivo X y la linea I 
los lados del ángulo .p La intersección de /con el círculo unitario, se denota por el punto P, el 
cual queda únicamente determinado por el ángulo o} Observe la fig 1.3_ 1. 

Defin1c1ón 1 3 1 

Sea P un punto con coordenadas polares (1. '1:'), y con coordenadas rectangulares (x. y), 
entonces el seno y coseno de 9 se definen de la s1guienle manera 

C05'?~ X, (1.3 1) 

x y y están duterrrnnados Urncamente por 4>. por tanto. las funcmnes de senQ y COS4i , son 
funciones de o.ti. Si el domrnio de <!i consiste de todos ros nUmeros reales. entonces x y y son 
funciones periódicas de 9, puesto que cualquier nueva rotación alrededor del circulo genera los 
mismos valores de x y de y Por lo que el periodo es de 360" 

y 

X 

fig.1.3.1 Definición de las funciones trigonométricas sem!i y coS4J, para un ángulo arbitrario 
.J>. con rango de -XJ a +xi. 

La representación lineal de las funciones sen;ti y cos..;,, se mueslra en la fig 1. 3.2. la tabla 
A del Apéndice presenta los valores del seno y del coseno para cada grado del intervalo 
(00,360"). 
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ftg.1.3.2 Gráficas del seno y del coseno de <f> 

Las siguientes relaciones se obtienen de la fig.1.3.1, y son muy útiles en relación con las 
distribuciones circulares: 

sen (-4>) = sen (360" -4>) =-sen·? 
cos H•) = cos (360" -~ > = cos.;. 

sen (180° - -ti ) = sen<:? 
cos (1 BO• - ~ ) = -co~ 

sen (180" +~)=-sen~ 
cos (180° + ip) =-ca~ 

También se citan las siguientes igualdades : 

sen (4' + '+')=sen~ cos1v + co5';fl sen1v 
sen (,P - lV) = senqi cos'+' - cosq, sen'+' 

cos (q, + '+') = cos.ti cos1v - sen<!i sen\V 
cos (4' - 1+1) = COS4> cos'+' + senq, sen'+' 

(1.3.2) 

(1.3.3) 

(1.3.4) 

(1.3.5) 

(1.3.6) 

(1.3.7) 

Existe una tercera función trigonométrica muy importante, la tangente, que se define por: 

tan~=~ 
co~ 
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Considerando que el periOdo del sencp y del cos.fl es de 360ª, la runción tan$ toma un 
período de únicamente 180°. Además como consecuencia de la ecuación (1.3.5). 

tan($ +180") = ~n Cr!i +180"> = -sen'i! = tan,z, 
CDS (.;i + 180") -cos..+i 

En la función tangente, el ángulo r:i no se determina Untcamente par la ecuación x = cos..p , 
o por y = sen4'. sino por ambas. Pues s1 sólo se torna a x = cos.p,, existen una infinidad de 
soluciones. Por ejemplo, si x =O 5, entonces <} 1= 60". ·~2= -60°, 't'3= 420•, 1i4 = -420°, .. , siendo 

éstas algunas de las soluciones de la ecuación cosq¡ = x. 

Por lo tanto cuando se deflnen las funciones inversas se debe tener en cuenta el intervalo 
en el cual puede caer el ángulo 

Si ip se incrementa de Oª a 180º, el cos..,ri decrece de 1 a -1. y ·l• puede ser detemirnado de 
manera única dentro de este intervalo. Entonces el ángulo<? esta J1m1tado por o··-4'<;180° Es asi 
que la función inversa de x = cosq, es la s1gu1ente· 

ó 
4' =are cos x 

4' = cos· 1 x {1.3 9) 

Similarmente, senip se ve mcremenlado de -1 a 1, si$ se mcremenla de -90ª a 90ª. Asi que 
la función inversa de y= sen,P es: 

ó 
4' =are sen y 

4> =sen •1 y (1 3.10) 

Además, u = tan4' puede tener solución do manera única, SI <? es limitada por un intervalo 
de ·90° a 9o•. La función inversa de u = tan~ es: 

ó 
ip =are tan u 

q..= tan ·1 u 
< -90°< <1> ,9oo¡ 

(1.3.11) 

Se observa que u puede tomar cualquier valor arbrtrano real, ya sea con u positivo o 
negativo. 

En la conversión de las coordenadas polares a coordenadas rectangulares. se aplican fas 
funciones trigonométricas. Si la distancia polar res distinta de 1, entonces las ecuaciones (1.3. 1) 
se modifican de la siguiente forma: 

x = r cos.¡. , y = r sen.; (1. 3 12) 

La conversión do las coordenadas rectangulares a coordenadas polares es simple. De Ja 
ecuación (1.3.2) se sigue que: 

x2 + y2 = r2 (cos~ + sen::,~) = r2 

r = (x2 + y2)112 

De la ecuación (1.3.12) se tiene. 

tan<t> = r senib = ~ = ~ 
rcosq, co~ x 
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Como se sabe de la ecuación (1.3.11), tan·1(y/x) toma valores entre fos-90° y los 90°, ésto 
produce que los ángulos polares únicamente se presenten en el primer y en el cuarto cuadrante, 
donde x > O. Cuando x < O, el punto (x,y) cae en el segundo y en el tercer cuadrante, y el 
ángulo 4> se encuentra entre los 90° y los 270°. Puesto que tan.p tiene un período de 180°, se 
tiene que añadir 180º a tan· 1(y/x). para que~ se oblenga siempre como un ángulo positivo. por 
tanto, 

(tan· 1 (y/x) 
4i =t1ao0 + tan-1(y/x) 

si x>O 
SI x<O 

Los casos excepcionales que se pueden presentar son los siguientes: 

i go• six:O y y>O, 
4i 270° si x = O y y<O, 

indeterminado. si x = O y = O 

Ejemplo 1.3.1 

(1.3.14) 

(1.3.15) 

El punto P con coordenadas (x, y)= (-6.32, -2.11) es tocalizado en el tercer cuadrante. De 
la ecuación (1.3.13) se tiene: 

r: {(-6 32¡2 +(-2.11¡2 J 112: 6.6 

Puesto que x < O. de la ecuación (1 3.14) se sigue que : 

.;: 160°+ tan- 1(y/x) 
Q= 180º+ tan- 1 (~2.111-6 32) 
.p = 180°+18.5° 
~: 196.5° 

El resultado se muestra en la fig.1.3.3 

y 

fig.1.3.3 Las coordenadas polares y las coordenadas rectangulares del ejemplo 1.3.1. 

Para un estudio profundo sobre las pcnodic1dadcs. las funciones de sen24i. sen34'. etc. y 
las funciones de cos2~. co~. etc. son requendas. S1 <ti se incrementa de 00 a 1800, entonces 24i 
se in~rementa de 0° a 360º. Y el sen2<;> y el cos24, pueden tomar todos los valores posibles 
entre -1 y 1, cuando 4> entre 0° a 1 800 , siendo el periodo de 1800. 
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Si 4i se incrementa de Oª a 120ª, 3.p se incrementa de 0° a 360° Y el sen34> y el cos3ob 
tiene un período de 120ª. En general se tienen las funcíones de sen(n.:>J y cos(n$J para cualquier 
número natural n. En la fíg.1 3 4 se muestran los diagramas de sen•:i , sen2.ti y sen3·:i . 

fig.1.3.4 Gráficas de las funciones sen.:.. sen2.;. y sen3Ji 

Algunas aproximaciones para los valores del ángulo 1¡1 cercanos a Oª, son las siguientes: 

sen1v =:: 1p 

COS1¡i =:: 1-}'jl 2: 

2(1-cos1¡1) :e 1¡1 :.> 

dónde el ángulo 'I' es medido en radianes. 

Ejemplo 1 .3.2 

(1.3.16) 
(1.3.17) 

(1.3.16) 

Dado '11 = 18ª, encuentre un valor aproximado para 2(1-cosip) == ,1,2 Para aplicar la fórmula 
(1.3.18), primero se tiene que expresar a 111 en radianes De la tabla A se tiene que: 

'i' ::; O 3142 radianes 

Aquí. 1¡12 ::; 0.0987 es un valor aproximado, pero el valor eJCacto es 2(1-cos•11)::; O 09791 . 
Las ecuaciones (1.3.16) y (1.3.18) se utilizan en el primer capitulo para consideraciones 
teóricas. 
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Distancia Angular 
Regularmente se tiene que determinar el ángulo entre dos direcciones. Las direcciones 

pueden ser representadas por líneas. / 1 y / 2. con un vértice común. Las líneas dividen al 
circulo unitano en dos arcos. Uno de ellos es de longitud mayor a 180º, y el otro es de longitud 
menor a 180°. Se selecciona al arco más pequeño. y se le llama distancia angular de dos 
direcciones. 

Sean di y 'I' ros ángulos polares c1e ¡ 1 y ¡ 2 , con respecto a una dirección cero arbitraria 

Se denotará a la distancia angular por 

De acuerdo a la defin1crón. 

(1 3.19) 

El cálculo de la drstanc1a angular no es tan simple La distancia angular no es Igual a hacer 
la sustracción 'i> - 111 , puesto que la diferencia puede tomar v;:1lores enlre los ·360° y 360° 

Tampoco el valor absolulo /1;" ·•11/ es una respuesta totalmente apropiada para la drsranc1a 
angular, ya que el valor absoluto puede exceder de los 180° . en este caso. lo que se debe hacer 
es sustraer de los 3600 el valor absoluto; y de estos dos resultados tornar el ángulo más 
pequeño. Por lo tanto, la solución correcta para fa d1s1ancra angular es : 

/4i.'l1/ = al más pequerio de ros dos angulas: 14' - 'i'I y 360º· f.ri • •l'I (1.320) 

Por medío de las ecuaciones (1.3.7) se obtiene que el cos(\./1-,¡>) = cos(o}-t¡i) , lo que elimina 
la asimetría en1re 'il y 'l'· Además en la ecuación (1.3.9) la función de arco-coseno toma valores 
únicamente de 0° a 1 BOº. Esto permite aceptar el sigurente resultado para defirnr la distancia 
angular: 

J.;i,1¡;I =are cos [cos(~\v)J (1 3.21) 

La siguiente función es una manera alternativa de medir la d1stanc1a entre dos direcciones 
con Bngulos polares \JI y 4' 

(1.3.22) 

Esta medida esla muy ligada con la varianza angular en la Estadistica Circular (ecuaciones 
(2.2.3.4) y (3.3.1)). Si •P = 'I'· entonces d(4i. o/)= o Cuando la diferencia de q,.-1¡• crece en valor 
absolulo, entonces la d(iji,1J1) se incrementa monótamente. El valor máXJmo es 2, y se da cuando 
9difiere de 'V por 160°. Así que, 

d(~.'!')= [ ! si l.P.111/ = D° 
si /.P.,.,/ = 90º 
si /q-,,1¡1/ = 180º 

(1.3.23) 

La distancia angular /t;>,1v/. y la medtda alternativa d(tfi.w) son muy utilizadas en la 
Estadíslica Circular. 
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Ejemplo 1 3.3 

Calculemos la distancia angular entre dos direcciones. a través de los distintos métodos 
presentados anterionnente. 

Dados los ángulos <f> = 5ª y 1¡1 = 270ª. medidos desde el az1muth. 

Al utilizar la ecuación (1.3 20). se tienen que 

y se elige al menor, 

1~ - •vi = 265" y 360"- 19 - •vi = 95" 

1$"1'1 = min( 1$ - •vi . 360"- I~ - 'l'I ) 
1$.'l'I = mm( 265º, 95") 
1$.'l'I = 95º 

entonces, la distancia angular es igual a 95° 

Para aplicar la ecuación (1.3.21), se hace lo siguiente: 

entonces, 
cos(~'I') = - 0.0871 , 

1$,,vl = are cos [cos(~'l'll 
1$.'l'I = are cos ( -0.0871] 
1$.'l'I = 95º 

Ambos resuhados coinciden. De manera alternativa para medir la distancia entre dos 
direcciones se puede aplicar la ecuación (1.3.22) • 

d(~.'I') = 1-COS($-'I') 
d(~ .... ) = 1- [- 0.08711 
d($.'l'l = 1.0871 
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1.4 Rotación del Plano 

Las coordenadas polares son muy üt1/es para mostrar como puntos sobre un plano pueden 
ser rotados alrededor del ongen (fig. 1.4 .1) 

Sea P un punto (x,y) con coordenadas polares, r y 4J . Si se rota el plano por un ángulo o. el 
punto P se mueve a un punto P' con coordenadas rectangulares (x', y'), y coordenadas polares 
( r. ~·) donde, $'=~+o 

Por la ecuación (1.3. 12) se obtiene que, 

es decir, 

x' ::; r cos.fi' 
y' = r sen~· 

x' ::; r cos (4' + o ) 
y• = r sen (~ + o ) 

ó por las ecuaciones (1.3.6) y (1.3.n. 

X: = r cosq. cosO - r seniti seno 
y'= r ca~ seno+ r sen4i cosO. 

Puesto que, x = r cos+ y y = r sen4'. se concluye que : 

x' = x coso - y seno 
y' = x seno + y coso (1.'4.1) 

Estas ecuaciones muestran como la rotación del plano alrededor del origen O, afecta las 
coordenadas rectangulares . 

p y 

P' 

X 

fig.1.4.1 Rotación del plano por un ángulo o con centro en el origen O. Por la rotación el 
ángulo + se incrementa por O 
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Para obtener la transformación inversa. esto es. la rotación por un ángulo -o, no se 
necesita resotver las ecuaciones (1 4 1) de nuevo, simplemente se puede remplazar a O por -O, 
a x por x', y por supuesto a y por y' Es asi que 

x = x' coso+ y' sen<J 
y= -x' senr1 + y' casi! (1 4.2) 

Es importante señalar los términos que permanecen invanantcs o constantes bajo una 
rotación del plano alrededor del ongen. Ciertamente, 

r::! :. x~+ y2 , 

es invanante, y por ello todas las funciones obtenidas a partir de r tambiCn lo son. Además, la 
diferencia entre dos ángulos. 4' - '~'· y todas las funciones de d1ferenc1a tamb1Cn permanecen 
invariantes. Esto implica que las dos medidas 14'.'til y d(9,1¡1) introducidas anteriormente, 
también son invariantes bajo rotación. 

Ejemplo 1 .4.1 

Si rota!Tios el plano un ángulo o= 160°, entonces cos.IJ = -1, y sen o= O. Y las ecuaciones 
(1.4. 1) se reducen a : 

Ejemplo 1.4.2 

x' = x cos180º - y sen180º 
y'= x scn180º + y cos180º 

x'=x(-1 )- y(O) 
y'= x(O)+y(-1) 

X= - X' , y::% - y' 

Sea y :;: mx + b , la ecuación de una linea con pendiente m y ordenada al origen b. La 
rotación de cierto ángulo O. alrededor del origen en sentido de las manecillas del reloj, deja lo 
siguiente: 

coSll =O scnu = 1 

De acuerdo a la ecuación (1.4.2) se obtiene lo s1gu1cnte 

entonces, 

x= x'{O)+y'(1) 
y = -x' ( 1 ) + y' ( O ) 

X= y' ' y= -x· 

Es asi que la ecuación de la linea se transforma de la s1gu1ente manera : 

-x' = my' + b. 
es decir, 

y' = (-1/m) x' - (b/m) 
Con (-1/m) como la nueva pendiente y (-b/m) fa ordenada al origen. 
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CAPITULO ll 

MEDIDAS DE LOCALIZACION 

2. Introducción 

En el presente capilu/o se tralan las d1st1ntas medidas de 1oca/izac1ón utilizadas en la 
descripción de los datos circutares. Las observaciones con /as que se desarrolla el estudio de la 
estadística descnptiva son angulas 'f!,, 4':· .9~ 

Las medidas de 1ocalización son de suma importancia en el análisis descriptivo de una 
muestra. pues ofrecen infonnación inicial sobre las principales caracieristicas de los datos, 
como, su localización sobre la circunferencia del circulo. hacia donde se agrupan. su media, etc. 

Las medidas de !oca/1zaCJón que se traran son las s1guien1es 
a) La dirección medra. 
b) La dirección mediana y. 
e) La moda de una muestra. 

2.1 Métodos Gráficos 

Es importante Ja representación gráfica de los datos. porque dan una idea del tipo de 
muestra, ya que se enfatizan algunas de sus principales caracieristicas. como por ejemplo, si la 
muestra viene de una distribución uniforme, unimodal. o de una distnbución multimodal, 
también permiten sugerir algUn modelo para los datos, por ejemplo, si la muestra desplegada 
parece venir de una dislnbución simétrica unimoctal se suguiere el modelo de Von Mises. 

Las observaciones angulares Jan representadas gráficamen!e de varias maneras por: 

a) gráficas de datos simples o de datos no agrupados. y 
b) gráficas de datos agrupados. 

a) Gráficas de Datos No Agrupados 

las gráficas de datos simples, presentan los datos reales de la muestra, sin ningún 
tratamiento, como Jo puede ser el agrupar los datos. 

Existen dos formas de obtener gráficas de datos no agrupados. una de ellas es representar 
a las observaciones como puntos sobre la circunferencia del círculo unitario. donde se asigna la 
misma masa a cada observación. 

Ejemplo 2.1.1 

Una rueda de ruleta es jugada en 9 ocasiones. en cada ocaslón se registra la dirección que 
toma la ruleta; se astgna a cada dirección un ángulo. Los ángulos que se obtienen son los 
s4guientes: 43°, 45º, 52-, 61°, 75•, aae, as•, 279°. 3570. Su representación en fa ng.2.1.1a 
muestra que la rueda parece tener una dirección preferente. 
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(_) 
fig.2.1.1a Gráfica circular de los datos de una ruleta del ejemplo 2.1.1 

ftg.2.1.1 b Diagrama de Rosa (sencillo) del e1emplo 2.1. 1. 

La otra forma de representar a los datos angulares es por medio de segmentos de linea, 
estos segmentos parten del origen O y continúan hasta tocar a la drcunferencia, a este tipo de 
diagrama se le conoce como diagrama de rosa (sencillo). La fig.2.1.1b muestra este tipo de 
representación para el ejemplo 2.1.1. 

Nótese que es más prádico dibujar un círculo unitario con centro en el origen O y marcar 
únicamente el punto donde los segmentC'!S de línea se intersectan con la circunferencia. A este 
tipo de representación se le llama diagrama de dispersión, como se muestra en la fig.2.1.2. 

ftg.2.1.2 Las direcciones en un plano son indicadas por las marcas en el circulo. 
a)EI ángulo a medido desde el azimut. b) El ángulo~ denota el ángulo (ángulo polar). 
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b) Gráficas de Datos Agrupados 

Las gráficas de datos agrupados son conocidas como histogramas Estos histogramas son 
muy útiles cuando se cuenta con un número muy grande de datos Para los datos circulares 
existen dos tipos de histogramas. el lineal y el circular 

Hislograma lineal 
EJ histograma lineal se construye considerando que los datos son lineales. y no angulares· 

se selecciona algún punto de partida, por e1emp10. 0° si los dalos corren en el rango de (0º, 
360°}; y se crean varios grupos de dalos, las barras del histograma deben ser rectangulares Y la 
longitud de cada barra es proporcional a la frecuencia relativa de cada grupo. Si las 
observaciones toman valores dentro del intervalo (0°, 180"), el histograma lineal puede ser 
realizado sin ninguna restricción en especial. Es interesante señalar que en los histogramas 
lineales se selecciona un punto de partida, y dependiendo de esta selección. la granea puede o 
no mostrar un patrón claramente, y no es fácil distrnguir que tipo de distribución puede ser. Este 
problema se ve solucionado al duplicar el histograma. esto es: a par1ir del Ul!1mo intervalo, 
repetir un ciclo completo del histograma. 

' 
Histograma circular 
Un histograma angular o ctrcular se obtiene al enr:illar ó envolver un histograma lineal 

sobre la circunferencia de un circulo. 

Como ya se mencionó, el tener un gran número de observaciones. hace necesario 
acomodar1as en varios grupos, siendo conveniente dibujar un histograma circular (ver la 
fig.2.1.3), en este tipo de gráficas se tiene que drv1dir al rango total de (Oª, 360'1) en un cierro 
número de ciases de inteivaJos, de acuerdo a los critenos para histogramas lineales. Para 
escoger los limites de cada clase y la longitud del in!ervalo se requiere de las mismas 
consideraciones, que se necesitan para la construcción de un histograma lineal; sin embargo, en 
el caso circular debe existir un Intervalo especial. como por ejemplo de 330° a JOe, para que 
contenga simultáneamente los ángulos de 35900 y Oº. Al igual que en un histograma lineal, las 
barras deben ser rectangulares para que representen adecuadamente las frecuencias de cada 
grupo. 
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Ejemplo 2.1 2 

Histograma circular. Aquí se mueslran los ángulos de desapariclón de 714 patos bntánicos 
locales, con el ángulo Oª como el norte (Matthew. 1961) fig 2 1 3 

Dirección Número de Aves 
limite infenor 

o•- 40 
200- 22 
40º- 20 
600- 9 
80°- 6 
100•- 3 
120·- 3 
140°- 1 
160°- 6 

Dirección 
limrte inferior 

180°-
2000-
220°-
2400-
260°-
2600-
300°-
3200-
340°-

Tofal 

24 

Nümero de Aves 

3 
11 
22 
24 
58 
136 
138 
143 
69 

714 



a) 

•40 

b) 

fig 2.1.3 a) Histograma lineal y, 
b) Histograma circular de los datos del ejemplo 2.1.2. 
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En la fig.2 1.4. se muestra una versión simplificada de un histograma circular. Se pueden 
conectar las lineas y rellenar el espacio encerrado por ellas, como se observa en la fig.2.1.5 
para tener otro punto de v1s1a de la dlstnbución 

1. 
_,.,,-~--N 

º .. 1~ 
~--1---

E 

0g 2.1.4 Histograma circular para un grupo de datos utillzados por Emlen(1967). El radio 
del circulo es igual al mayor número de observaciones en un cierto ángulo, es decir. a 79 
la mayor frecuencia de un grupo. 

fig. 2.1.5 Gráfica circular de datos agrupados. El mayor número de animales capturados en 
una trampa es representada en la figura por un radio igual a 47. 
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Diagrama de rosa 

Un caso especial de los histogramas circulares es el diagrama de rosa. que para el caso de 
datos agrupados. cada grupo se construye como un sector con a pi ce en el origen, con un radio 
proporcional a Ja frecuencia relativa de ese grupo, asi que el área del sector es proporcional a la 
frecuencia del grupo. La fig.2.1.6 presenta un diagrama de rosa para los datos del ejemplo 2.1.2. 
Los ángulos son medidos en dirección de las manecillas del reloj con 0° desde el azimuth 

fig. 2.1.6 Diagrama de Rosa para los datos del ejemplo 2.1.2. 

Se debe tener cuidado de seleccionar los intervalos correctos. pues de no ser así. el 
histograma puede ocuHar pequeñas, pero importantes características de ra distribución de los 
datos, como es el caso de la existencia de un grupo modal pequeño, o de algún punto distante. 
conocido como outlayer u observación discordante. que en su momento puede generar un 
especial interés. Por elfo es necesario crear un intervalo que contenga a los o• y a los 359° al 
mismo tiempo. 

Es muy importante, realizar siempre una gráfica de datos no agrupados, pues puede 
suceder que un histograma no muestre algún grupo que tenga una frecuencia muy pequeña en 
comparación con los otros grupos. Algunas veces a Jos histogramas circulares y al diagrama de 
rosa también se les desctibe como diagramas Polares. pues son obtenidos a lravés del angulo 4'· 
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2.2 La Dirección Media 

Sea una muestra de tres direcciones dada por los siguientes ángulos : 

1ao·O.,. 
21 • 

En fa gráfica se observa que la dirección media debería estar entre 0° y 50ª. Para 
encontrar a la dirección media o ángulo medío, se puede tratar de calcular ta media aritmética: 

1(4'1 + *'2 + 4>,);:: 160° 
3 

Por eJ resultado, uno se da cuenta que esta manera de obtener fa dirección media no es la 
correcta. 

Cuando se remplaza a 350° por su ángulo equivalente de ·10", se ob1iene una medía de 
400, que es un valor más coherente segün la gráfica. Sin embargo, en general, con más 
direcciones, no se sabe como manejar estos ángulos; y es debido a ésto que la media aritmética 
en los ángulos no funciona, por lo cual no puede ser aplicada diredamen1e en las direcciones 
angulares. 

Las medidas lineares utilizadas comúnmente. no son apropiadas para las distribuciones 
circulares, ya que dependen fuertemente de la dirección cero dada, y lo que se requiere es que 
las medidas de localización de una distibución circular no dependan de la dirección cero, es 
deelr, que sean invariantes bajo cualquier cambio en la dirección cero. 
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Ejemplo 2 .2 .1 

Dados cuatro ángulos 60º. 150°, 200ª y 310º. su media antmelica es de 180°. Al 
remplazar a 31 Oº por su eqwvalente de -SOº. el resultado será 90" , s1 ademas se remplaza a 
200º con -160º. la media antmélica se reduce a 0° Asi. en esle e1emplo. se muestra 
nuevamente que no hay forma de utilizar ra rned1a aritme11ca para el c<irculo de la d1recc1ón 
media o el promedia de angulas 

Una propiedad estadística para obtener la dirección mt.'dra se basa en un proced1m1ento un 
diferente. Pnmero. se considera un diagrama de disper.)1ón como en la fig.2 1 2 .. se pide que el 
circulo tenga un radio de longitud uno, es decir que sea un circulo umtario, ya que sólo interesan 
las direcciones y no la magnrtud A cada punto se le asigna un valor igual de masa. M, después 
se encuentra el cenlro de la masa. C, llamado también el centro de gravedad (fig.2 2.1) S1 este 
centro, _s_. es diferente del origen O, entonces la linea que une al origen con el centro de la 
masa, OC define una d1recc1ón. la cual se conoce como la dirección media de la muestra 

El centro de la masa, C, se puede determinar d~ dos rnanPras por 

a) álgebra vectonal . o 
b) funciones trigonomótncas. 
Ambas formas seriln vistas en las srguientes secciones de este capitulo 

2.2. 1 Centro de la masa aplicando álgebra vectona/ 

A cada punto sobre el círculo unitario se le f1Ja su localización en la circunferencia por 
medio de un vector unrtario. es decir, un vector de longitud uno. Sean e., e.z. , e,, los veclores 
unitarios, que representan las d1recciones angulares de la muestra 

Por construcción 1e1 1-=- 1 pnra loda i :::: 1, .. , n . y de acuerdo con la ecuación (1 2.10) 

d'el capitulo 1, el vector 

m ::::._1_(M1C1 +M.:oe1+ +Mnen), 

~M, 

indica el centro de fa masa. Se supone que a cada punto Je corresponde un valor igual de 
masa, es decir que M1 :::: M:o = ... = M~ = M. por ro que fM 1 :::: nM , entonces se tiene que: 

Por Jo tanto· 

m = M{e1 + e~+ + e~) 
nM 

m:::: 1íe1 +e~+ ... +e,,) 
n 

(2.2.1) 

I:e1, es el vector resultante, que dividido entre el nUmero de observaciones. genera el 
vector medio de la muestra, denotado por m. 
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I . 
I 

fig.2.2.1 Construcción del centro de gravedad, C. a) Las tres masas iguales son puestas 
como vértices de un triángulo, después se dibujan las medianas, la cuales son las lineas que 
unen al vértice con el punto medio del lado opuesto. Las tres medianas concurren en el centro 
de gravedad. b) Se tienen cuatro masas iguales. se encuentran los puntos medios de las lineas 
que los unen, y el centro de gravedad e es el punto medio de la línea que une a los dos puntos 
medios originales. 

fig.2.2.2 La suma de las vectores e1 rorma un polígono. El vector resultante es J:e,, que al 
dividirte entre el número de vectores unilarios n, forma el vector medio, llamado m. 

Sea R la longitud del vector resultante, ~e,. y sea r la longitud del vector medio. m, es 
decir. .a 

)m)=r 

Esto es. 
r = -11&.J 

r= Rln (2.2.2) 

En fa fig.2.2.2 se ilustra el procedimiento para una muestra de tamaño 4. 
El centro de masa C, cae sobre la circunferencia del círculo unitario, únicamenle en el 

caso excepcional, cuando todas fas masas caigan juntas en un mismo punto: de otra manera, el 
centro de la masa tiende a caer dentro def circulo un1tano. De la fig.2.2.2 se obseNa que: 

O:s:Rsn 
O:sr s1 
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2.2.2 Centro de masa aplicando funciones tngonomélricas 

Aqui se utiliza el sislema de coordenandas rectangulares (x,y) con ongen O. y los e1es X y 
Y. Sea$, uno de los ángulos observados y e. el correspondiente vector unilano (fig.2.2.3) 

Sean x, y Y, los componentes rectangulares del vector un1tano e . por definición de seno y 
coseno, se tiene 

Sean 
n 

De aquí se sigue que· 

X= 1( co~, + COS4J2 + .. + COS4:in) 

n 
Y= 1( sen,P1 + sen$l+ .. +sen~) 

n 

pues la longitud del círculo es 1 

Y= -1< y,+y:!+ .. +y,,> 
n 

= 1 l: cos.t-- . 
n 

= 1 f. sen.¡, 
n • 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

(2.2.7) 

Sea de nuevo R la longitud del vector resultante ~e1 , con componentes fx, y fy1, y r la 
longltud del vector medio m, con componentes X y y_ E~ decir. 

lml = r, 

Parlo que 
r = l C ~)2+ L~il2 111"2 

n2 n2 

r = ..1... [ ( i:x,>2 + ( l:y,¡2 J"" 

como, R = [ ( i:x,¡2 + ( l:y,)21112 

entonces, Ja longitud del vector medio queda de la siguiente manera: 

Es decir, 
r= R/n 

R = nr 

También se puede escribir. 

r = li ( ~COS4>1>2 + ( fsen$1)2 J 112 

n 
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y 

Un caso esoeoa1 (lr:i;rre C1J'lnt10 7= l"J. 7"' > 1 -;:.~)( tr, f.:1(110 r ""' O . ~n eo;te caso. ef vector 
meaio es 1quaf af vec::c.r r..8rn :;¡ nr, -;~ .-..-,..-,~.rtP,r;¡ ~d~ ·.1<;t"> ~l ·~P.r.tnr mOOiD ~c;tá l'.>ien d~finído Y 
es a traivós r=!ef ·.¡ectcr rne-r-110 r¡1.~ -;~ n =t r,t,t,:>:r-.~r , ::s '1ift!l",r;1l,r'\ m'o/lia (.4nt;,111ro ({l~iO) de lrt 
muestra. 

?ara~¡ :.a11::~1c. '!~ ·~ -:ir:~f'.;:;<s -~,•i"!i:'.t ~~ :¡~lír...:.f'l 4-; ~r.w=tr..tf')!1M (f 3 14} y (f 3.15) del 
cap1tuto !, y 'it:! -~cnen~ --;i.P. 

i -= [:irc:an<j,17'; ;¡ i:.--·: 
~'! :?C'" • 'ir>-::.Jri'Jt'1~ :J .;.-;, 

-JOº 
'j ;; ~¿::-0• 

~HlG'f?fCrTT1111<tt1(} 

(22.9) 

(2.2 10) 

"2:; 11) 

Como 'os ,,aiorns .1e ·a TIIJf!':->tr::¡ l ·,., ?~f;Jn -:111eto"i. a ;111r:fus:Jr:inné-; afP.stforla.-:. las 

estadisticas m. r. rf. ,l ·;e .m:<;v1.:in ·m 1or:D ·1P. r'l<:; ':J;:ir~m~trn~ c . .nrr~ .. or.of'1i~nte~ d~ I~ pnbteción 
arigmaf. ~o ..a debe :oner .~n :w~n'a 11 -riílm1"'-ntn .~.,,. .'1ff'rpr~tFtr ~~;¡:t:; ~-,~~rtf:c;fte;,~ 
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Ejemplo 2.2.2 

En una ciudad se registró durante vanos dias. el mayor número de accidentes de tránsito. 
Los instantes de tiempo en los que ocumeron el mayor número de los accidentes. son los 
siguientes: 

00.56h 
03:06 
04:52 
07:16 
08:08 
10:00 
11:24 

labla 2 2.'1 

12:08h 
13:28 
14:16 
16:20 
16:44 
17:04 
17:20 

17.24h 
18.08 
18.16 
18·56 
19·32 
20 52 
22 08 

Los 21 instantes de tiempo están distribuidos circulamenle a lo largo de las 24 horas del 
dfa. Las observaciones parecen estar agrupadas en las primeras horas de la tarde. Por lo tanto, 
es significativo preguntar por la hora alrededor de la cual ocurre el mayor número de accidentes, 
es decir la hora media para este problema. La hora media también es conocida como la hora 
pico o acrofase (fig.2.2.4). 

o• 

!<'.-' 
- <'·-.._~ 

,,. 

~ 
10 

"" 

~- / 

1 .. 
fig.2.2.4 Datos de la distribución de accidentes. El vector medio m determina Ja hora pico. 

En la tabla A del Apéndice, los instantes de tiempo son convertidos a medidas en grados, 
también se puede obtener el seno y coseno de estas medidas. Los valores obtenidos se 
muestran en la tabla 2.2.2. 
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tabla 2.2.2 
Instante de uemoo " coseno.¡. 

00:56h 14° +0.9703 
03:08 47° +0.6820 
04:52 73° +O 2924 
07:16 109° -O 3256 
08:08 122' -O 5299 
10:00 150° -0.8660 
11:24 171° -0.9877 
12:08 182' -0.9994 
13:28 202' -0.9272 
14:16 214° -0.8290 
16:20 245° -0.4226 
16:44 251° -0.3256 
17:04 256° -0.2419 
17:20 260° -0.1736 
17:24 261' -O 1564 
18:08 272<1 +0.0349 
18:16 274' -0.0698 
18:56 284° +O 2419 
19:32 293° +0.3907 
20:52 313º +0.6820 
2B8 332' +0.8829 
total -2.6776 

Por las ecuaciones (2.2. 7) y (2.2.6) se tiene que: 

il.= (-2.6776)/21 =-o. 1275 
y= (-6.4725)/21 = -0.3082 

r = (0.12752 + 0.30822) 1'2 = 0.3335 

seno.P 
+0.2419 
+0.7314 
+0.9563 
+0.9455 
+0.8480 
+0.5000 
+0.1564 
-0.0349 
-0.3746 
-O 5592 
-0.9063 
-0.9455 
-0.9703 
-0.9848 
-0.9877 
-0.9994 
-0.9976 
-0.9703 
-0.9205 
-0.7314 
-0.4695 
-6.4725 

Como X es menor que cero, por la ecuación {2.2 9) se tiene : 

q; = 180' + a retan -O 3082 = 24 7. 52' 
-0.1275 

Al convertlr1o a escala de tiempo, ;¡; = 16:30 h. es la hora alrededor de la cual ocurre el 
mayor número de accidentes en esa ciudad . 
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Ejemplo 2.2.3 

Dada una muestra de tamaño 1 O, con siete observaciones de 0°, y rres observaciones de 
180º (redondeadas). Se grafican los puntos como se muestra en la fig.2.2.5 Claramente el 
centro de la masa debe caer en el e¡e de las X. 

Se tiene que. 
cos Oº = 1, sen Oº = O, 
cos 180º = -1, sen 180° =O 

Parlo que. 

x =...1 {7(1) + 3(-1) J = 0.4 y= o 
10 

K 

fig.2.2.5 Una muestra ficticia demueslra que la media atitrnética no puede ser utilizada 
para obtener el ángulo medio. 

Como S( es mayor que cero, par la ecuación (2.2.9) se tiene 

~=arelan( 010.4) =o• y r= f(O 4)2 +O ¡112 = 0.4 

la longitud del vector medio y el ángulo medio son: r = 0.4 • q) =0° respectivamente. 
Si se hubiera tomado Ja media aritmética para estos ángulos. el resultado seria ilógico, 

pues, 
...1 [7(0") + 3(180")] = 54" para el ángulo medio 
10 
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2.2.3 Una propiedad de las medidas de locahzación 

Sean x 1 , .... x,, n observaciones sobre la linea. y sean x1 ', ... xn' las rmsmas observaciones 
cuando las distancias son medidas desde el ongen o·. en lugar del origen O a lo largo de eje X. 
Se tiene que la distancia entre los distintos orígenes t~s 00' =a 

Si L es una medida de localización sobre la linea entonces. 

(2 2.3.1) 

Esta propiedad implica que la posición de un punto. del cuo/ su coordenada x es 
L(x1 ...• Xn) permanece invanante baJO cualquier origen elegido Sumlarrnente. esto también se 
reqwcre en las medidas de localización para las muestra circulares. para que asi la posición de 
la dirección correspondiente a la dirección obteruda por una medida de localización circular no 
dependa de la elección de la dirección cero. 

Sean $,' .... , itin' los ángulos obtenidos de ~ 1 . . .;'n con respecto a una nueva dirección 

cero digamos OA. La dirección cero original era W. entonces se supone que el ángulo formado 
por fas dos direcciones cero es.( WOA = <x., y se tiene que: 

L(~ 1 '. ... , $n') = [ L( ~, ..... , 4',,) ·") mo<l 2~. (2.2.3 2) 
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2.2 4 Propiedades del Vector Medio. 

En esta sección se dt1n a conocer algunas analogias entre la estadistica lineal y la 
estadislica circular, ademas se presentan ciertos resultados útiles sobre el vector medio m, y sus 
coordenadas polares. r y ;¡; 

Sean Q1, ,:.2 . t•n ras observac1onc5 de una muestra circular, con -!) como su ángulo 
medio. De la ecuación (1 3 6) del capitulo 1 se obtiene que· 

sen(.;,
1 

- 'f>) = sen.¡,
1 
cosq -cos.}1 sen,P con i = 1 .... , n 

~sen(o.p1 - ~ = cosJ;¿sen'~• - sen.¡:ir.cos.{>1 

Al utilizar las ecuaciones (2.2 7) y (2 2.11 ). resulta que: 

gscn(.f>1 - fl) = (Vr)n9'- (Y/r)nX =O 

Es decir que, 

Esen(<I>;- ~•O (2.2.4.1) 
Los términos Positivos y negativos se cancelan unos con otros (fig.2.2.4.1). 

punto de la muestra 

o 
d1recc:ión cero 

fig.2.2.4.1 En Ja estadística circular, las desviaciones alrededor de la dirección media son 
medidas por sen(<?; - ~) y el cos(,¡,, - f). 

Para pequeñas desviaciones de ~1 ~. la ecuación (1.3.16) del capítulo 1 señala que: 

sen(o, - <;¡ ~ .p. - ~ con oiJ1 y 9 medidos en radíanes. 

De aquí la ecuación (2.2.4.1) es anéiloga a: 

f (x1 - X)= O 

en el análisis de la estadística lineal. 
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Ademas. fa ecuación (1.3.7) del capitulo 1, también señala que: 

cos (4'1 - qi) = cos.~, cos~ + sen.,fi, sen$ para i = 1,2, ... ,n . 

Sumando sobre y utilizando las ecuaciones (2.2. 7), (2.2.8), y (2.2.11) se tiene que: 

~ cos (4>, --$) = cos$ ~ cosq.1 + senif) f sen.;i, 

Es decir, 

= ( X/r ) nx + ( 91r ) ny 
= n <x2 + 92> 

= n r2 = nr 

~ cos (4~ -q.) = nr 

1 ~ cos ($¡ -{i) = r 
n 

Tomando a (1-r), se tiene que, 

1-1~COS($¡-~)=1-r 
n 

2( 1 -1 F C<Js (<I¡ ~) = 2(1-r) 
n 

2( !! - 1 ~ cos (<!\ -;¡) ) = 2(1-r) 
n n 

..Ll 2( f 1 - ~ cos(<j>¡ ~) JI = 2 (1-r) 
n 

Se reescribe la ecuación (2.2.4.3) de la siguiente forma: 

1 ~ 2( 1· COS(<j>¡ 4')) = 2 (1-r) 
n 

De acuerdo a la ecuación (1.3.18) del capítulo 1, se tiene que: 

2( 1- cos{<l¡4') J ~ (4>¡~2 

(2.2.4.3) 

(2.2.4.4) 

para pequeñas desviaciones de (4>¡ ~- De ahi que, la ecuación (2.2.4.4) se aproxime a: 

1 l':(<1>¡~2~ 2(1-r) 
n • 

En el análisis lineal estadístico, lo anterior es aniilogo a: 

- l: (x¡-X) 2 = s2 
n ~ 
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Existe una lercera analogia entre el análisis c1rcular y el análisis lineal, como se observa 
en la fórmula realizada por Jakob Ste1ner (1796-1863)· 

t. (Xl·U) ~-::. ~ (Xl·X) 2 + n(X'- u):' (2.2.4.7) 
' ' 

donde u es un número arb1!rano 
Una conclusión de ta fórmula es que el minimo de ~(x 1-u)2 se alcanza cuando u= X Esto 

es también anélogo a la fórmula de cstadist1ca circular siguiente 

}_; COS(o}
1 

- tti) = ~ COS(<,\ · $) CQ<j($-- '!') , (2.2.4.8) 

' ' 
que es v<ilida para un ángulo arb1trano 'I'· y alcanza su máximo si cos~ - 111) = 1 . lo que implica 
que 1v-= qi (mod 360") Este máximo es igual a nr de acuerdo con la ecuación (2.2.4 3). 

Para p1obar la ecuación (2.2 4 B) se divide a (.t>1-1¡1) en dos partes: 

't\ - 'V:=. C<t\ - f) + (~. 1v) . 

y se aplica la ecuación (1 3. 7) del capitulo 1 : 

cos <·h - q1) = cos( (4">1 - $) + a - 1¡1) J 

~ cos(<!>,- ~) cos(J;- •v) - sen(~,-~) sen(~-'!') 
entonces, 

f cos(q.1 - 1v) = ~ cos(lf>-1 - ~ cos{ q; - 1v) - f scn(1!.\ - ($) sen( if. · •¡i) 

los últimos términos desaparecen como consecuencia de la ecuación (2.2.4.1). Lo que 
completa la demostración; y se tiene que, 

~ cos(,P1 - t.¡1) = ~ cos(4>¡- 9> cos{~ - 1v) 

Al agrupar las analogías encontradas, se obtiene lo siguiente : 

Estadistjca lineal 

(x-x) 

f <x,-x> =o 
·cx,-X>2 

1 ~ (><¡-J!)2 = 52 

n 

sen(o}-
1
-;:;) 

f sen(~ - 'f.) = O 

2(1 - cos(.¡,,. ;¡;) [ 
1i211 - cos(<;i1 - 0] = 2(1-r) 

n 

Estas analogías ayudan regularmente a encontrar nuevas herramientas estadísticas para 
el estudio de Jas variables circulares. 
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2.2.5 La dirección media al cambiar la direc1ón cero 

Como el centro de ra masa se define independientemente de un sistema coordenado, el 
vector medio no depende de la dirección cero Lo que lleva a decir que si se rota la dirección 
cero en un ángulo 1~1. entonces los valores de la muestra son 

·;.', = •!·, - 'I' para¡= 1. 2. 

Similannente, Jo Lmico que se debe de hacer para Ja nueva dirección media es: 

pero se recuerda que la longilud del vector medio, r. permanece mvanante, ya que se obtuvo de 
manera que no dependa de la d1rocc16n cero 

Sea p
1 

el punto sobre la circunferencia del circulo unitario correspondiente al ángulo 4'¡. La 

dirección media es ~. definida por la d1recc1ón del resultante de los vectores unitarios e 1, 

ª2·····8n· 

Se sabe que las coordenadas cartesianas de p1• son (cos.:>1• sen$, ) con i = 1, ... , n. Y que el 
centro de gravedad de las observaciones es (X, y), donde 

(2 2.5.1) 

Ademas que, 
R = nr. (2 2.5.2) 

donde Res la longitud del vector resultante, y; es la solución de tas siguientes ecuaciones: 

ll: =r cas ,¡; 9 = r sen .¡; , con r = 1 (2.2.5.3) 

Ahora se mostrará que~ tiene las propiedades deseadas para una medida de localización. 
Sean iti1'. .... , 4'n' los ángulos obtenidos de $ 1.. ':'n cuando la dirección cero es rotada un 

ángulo a. de su posición original, teniéndose ahora una nueva dirección cero. Las coornenadas 
cartesianas del nuevo centro de gravedad ~·,y). son 

:(' = ..L~coS{i: , 9' = .L¿sen~,' 

Se liene que: 
para 1 = 1, .,n. (2.2.5.4) 

entonces, 
l!'=~cos(f-«), Y'= ~ sen(¡;i - •.r.) (2.2.5.5) 

y se reescribe de la siguiente manera· 

¡;·=~sen~· (2.2.5.6) 
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Y Ja dirección media queda: 

;¡;· • ( ·~ . ., ) mod 2n . s1 y solo s1 r = r (2 2.5 7) 

Si y solo s1 r = r , pues la longitud del vector medio r. es invanante bajo rotación, ya que 
se obluvo de manera que no dependa de la dirección cero elegida y satisface la ecuación 
(2.2.3.2). Ademéis, que en la ecuación (2.2 4 1) se demostró que, 

~ sen(iti,- ~=O 

Todo esto es muy importante, pues Ja d1rncción media, realmente satisface los 
requerimienlos para ser una medida de localización: que fa suma de fas desviaciones de los 
puntos alrededor de la media sean igual a cero, y que el vector medio sea invariante bajo 
rotación de la dirección cero. En fa sección dedicada a la vananza circular se mostrara como Ja 
dirección media minimiza a las medidas de d1spers1ón. 
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2.3 La Dirección Mediana 

La medida de locahzac1ón que con mayor frecuencia se utiliza en el análisis descriptivo, es 
la dirección media. En la sección anlenor se obtuvo el ángulo medio . .;>. de una muestra, por 
medio del vector medio. 

Algunas veces resulla simple ut1/r.zar otras medrdas de localtzac1ón. corno la dirección 
mediana. conocida también como el ángulo mediano 

Una manera para localizar el ángulo mediano de una muestra ya graficada, es la siguiente: 
Primero, se divide a la muestra circular por un diámetro, de tal manera que este corte a la mitad 
los puntos de la muestra, es decir, que de un lado de la linea este la m1lad de los puntos y del 
otro lado esté la mitad restante. Si la muestra es un1modal de tamaño n. con n impar, entonces 
el diámetro está definido de manera ünica; pero si n es par. entoccs el diéimetro pasa entre dos 
puntos de Ja muestra. El ángulo del diámetro medido sobre la parte donde esta concentrada la 
mayoria de los puntos de la muestra es llamado el ángulo mediano. denotado por l\.fo. 

Cualquier medida de localización media es muy práctica solarnen1e si los datos esléin 
concentrados alrededor de la media. Por ejemplo, si un grupa de ratones se encuentra activo 
entre las 21.00hr.; y las 22:30hrs, y después otra vez entre la 1 :20hr.; y las 2.40hr.; por la 
mañana. mientras que en las horas restantes el grupa permanece inactivo; la hora media de 
acUvK:Jad va a caer en un período de descanso. cnronces. la media no lendria un significado 
intui1ivo importante. 

Ejemplo 2.3 1 

Para identificar el ángulo mediano de los dalos del e1cmplo 2.2.2, se grafican los datos 
sobre el circulo (fig.2.3.1), se busca el diámetro como se explicó antenonnente, y se observa 
que pasa par el punto de las 17:20hrs. este diámetro divide en dos a la muestra de 21 puntos. 
Es así que el ángulo mediano es a las 17.201ir.; corno se observa en la siguiente gr<ifica. 

,,. 
f'rg. 2.3.1 Gráfica de la distribución de accidentes, la línea punteada indica la mediana y el 
vedar medio es denotado por m. 
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Ejemplo 2.3.2 

En un expenmenlo desarrollado por Merkel(1973) con aves chinas (excalfactoria 
chinensis). las aves son forzadas a pasar a través de un corredor que cambia su dirección con 
una desv1ac1ón de •.t. grados. A la sahda del corredor las aves tratan de compensar la desv1ac1ón 
y buscan regresar a la d1recc1ón ong1nal. El promedio del ángulo de compcnsac1ón es I\ , y es 
casi igual a !1. s1 1.l es igual a 1 s•. pero menor a ..... s1 11. es igual a 60° corno se ve en la fig.2 3 2. 

Para el anéllis1s del expenmento se c.a1cula el ángulo medio, que da corno rcsutlado j\;43°. 
Sin embargo, no es necesario efectuar tanlos cálculos para obtener una medida de localización, 
si se usa el ángulo mediano. Como el tamaño de la muestra es de 224, se cuentan 112 puntos 
de un lado y 112 para el otro lado, y se define un diámetro, con el que se encuentra rclp1damente 
que el ángulo mediano es igual a 47°. Aunque 47° difiere de los 43° encontrados para el angulo 
medio, el ángulo mediano sirve como una medida cercana al angulo medio en este caso, ya que 
las observaciones son unimodales. 

!-:-V v 

fig. 2.3.2 Gr<ifica del ejemplo 2.3.2. 

90° 

Notése que la dirección mediana es muy fácil de calcular y sirve principalmente para los 
casos cuando el arco formado por donde no hay datos es muy largo, es decir donde se puede 
identificar los dos finales de los datos 

La forma de calcular la dirección mediana. cuando los datos de la muestra se presentan 
agrupados, se explica en el siguiente ejemplo: 
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Ejemplo 2.3.3. 

Para encontrar la dirección mediana del e¡emp!o 2 1 2, se va a recurrir a la labia 2.3. La 
primera columna presenla el lim1re supenor de los mtervalos creados de long11ud 204 La 
segunda columna ofrece las frecuencias para cada intervalo. La terceía columna muestra las 
frecuencias acumuladas. En la cuarta columna se listan las frecuencias acumuladas de los 
ángulos por aba10 de ~1 ~180° , donde '>\ es el 1im1re superior del i~ós1mo mleTValo de clase. La 

quinta columna es fa frecuencia en «h -180" . .:ij se obtiene al restar1e a la tercera columna la 

cuarta. La mitad de la frecuencia total es 357. pues n := 714, s1 se observa la columna 5, 357 se 
encuentra entre las frecuencias que corresponden a los intervalos (120°.300'1) y (140"',320°). 
como el mayor número de las observaciones se encuentran donde están los grados mayores, 
entonces la dirección mediana esta en el intervalo de (300°.320º) en lugar de (120°,140ª). 
Puesto que hay 264 observaciones en el intervalo (120°,300°) y 399 observaciones en 
(140",320º), entonces la drrecciórl mediana es 

M0 = 300 + 357-26~ x 20: 313 8" 
399 -264 

Entonces la d1rccc1ón mediana es 1gua.I a 313 8°. mientras que la dirección medta de estos 
datos es 314.3°, la cual es pr:icttcarnente la misma. en esta caso 

tabla 2 3 
1 2 4 5 5 

limite frecuencia frecuencia !recuencta frecuencia intervalo 
supenor acumulada deba¡o en <"1 ·160°.~) 
-~ 'i-1~_!?¡~-ª~--1'-J 
20 40 40 
40 22 62 
60 20 82 
80 9 91 
100 6 97 
120 3 100 
140 3 103 
160 1 104 
180 6 110 o 110 (0,180) 
200 3 113 40 73 (20,200) 
220 11 124 62 62 (40,220) 
240 22 146 82 64 (60,240) 
260 24 170 91 79 (80.260) 
280 58 228 97 131 (100,280) 
300 136 364 100 264 (120.300) 
320 138 502 103 399 (140.320) 
340 143 645 104 541 (160,340) 
360 69 n-::714 110 604 (18Q 360) 

Para otros casos se procede de manera semejante siguiendo los lineamientos del ejemplo. 



2.4 La Moda 

La moda es el valor para el cual la frecuencia es rnilx1ma en una población dada. hay 
casos en donde existen vanos máximos, en esta situación la moda no es ümca. La moda se 
obtiene de la misma manera que en el caso lineal. de !al manera que la máx1ma concentración 
aparece en el centro de la dislnbuc1ón Para datos agrupados se calcula como· 

Donde, 

Moda= J + _fa---_L 1 _ ~h. 

2!0 - f. 1 - t., 
I • es el límite mrenor de la clase modal. 
f0 , es la frecuencia en clase modal. 
r_, . es la frecuencia de la clase anterior a la clase modal. 

r+, , es la frecuencia de la clase siguiente a la clase modal. 

h , la longitud del rntervalo de la clase modal 

Esta forma de obtener ra rno<1a fue propuesta por Mard1a(1972) 

Ejemplo 2.4.1 

(2 4 1) 

Para calcular la moda de los datos del e1emplo 2.1.2, se construye la siguiente tabla. 

limite superior frecuencia 
de las clases 

20° 40 
40° 22 
60° 20 
80° 9 
100° 6 
120° 3 
140° 3 
160° 1 
180º 6 
200° 3 
220° 11 
240° 22 
260° 24 
280° 58 
300° 136 
320° 138 
340º 143 
360° 69 

Al observar se ve que Ja clase modal se encuentra en el intervalo de 320ª a 340ª. y se 
obtienen los siguientes valores: I = 320, r0 = 143, r_ 1 = 138, r .. 1 = 69, h:::: 20 

Moda:::: 320 + 143 - 138 i: 20 = 321 26ª 

2(143)-138-69 

La moda de los datos del ejemplo 2.1.2, es 321 26°, y está en el intervalo (320ª, 340ª). 
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2.5 Muestras Multimodales 

En s1tuac1ones o apl1cac1ones. como las relacionadas con la biología. algunas veces las 
muestras resultan ser b1modales o hasta cuatnmodales, y con ello surge un pequeño problema 
para su aniihsis, ya que las estadisticas que se lrenen como el ángulo medio y el ángulo 
mediano únicamente 11enen significada intuitiva para muestras unimodales. 

En bmlogía. por e¡emplo, la razón por la que se presentara bimodalidad circular, es porque 
en algunos experimentos los animales tienen que escoger entre dos direcciones diferentes, las 
cuales son casi igualmente preferidas. En la figura 2 5.1 se muestra un ejemplo, donde los 
amfipedos son expuestos a dos luces de d1ferenle color. Algunos amfipedos prefieren un color y 
los restantes el otro. pero casi ninguno de erras sale de estos dos grupos. sucediendo así un 
ejemplo de bimodalidad. 

fig.2.5.1. Una muestra bimodal cuasada por la ulllización de dos luces de diferente color. 

Las muestras de este tipo, en estadística se piensan como una mezcla de distribuciones y 
se pueden interpretar como si se tomaran de una distribución generada por dos (o más) 
distribuciones unimodales encimadas. No existe un método estandar para convertir ese tipo de 
muestra en una muestra unimodal, si el ángulo de cada una de las dos modas es más o menos 
arbitrario. Cuando se presenta una muestra bimodal con dos modas idénticas o dos modas casi 
lolalmente opuestas, si existe un método especial para su tratamiento. el cual permite la 
aplicación de la mayoria de técnicas estadísticas. 

Una situación como la antenor, ocurre cuando se observa la posición de las lineas rectas 
no dirigidas o de los ejes no dingidos. Entonces no se puede hacer ninguna d1stinc1ón entre los 
dos puntos que están diametralmente opuestos. Al hacer un dragrama de dispersión de este tipo 
de rectas, se obtienen dos puntos para cada linea. y el dragrama toma la fonna de una figura 
simétrica de manera central (fig.2.5.2) y (fig.2.5.6a) Para un mejor entendimiento gráfico de la 
simetría central ver la fig.2.5.3. En ambos casos son datos sobre el eje 
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fig.2.5.2 Datos generados por líneas no dirigidas. 

ª+ 
""" N + 

• • • + •e 
fig.2.5.3 Figuras simétncas centralmente. 

Ejemplo 2.5.1 

fig.2.5.4 Orientación bimodal de libélulas. 
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Ejemplo 2.5.2 

Par lo general, argunas aves como las palomas, cuando regresan a casa lmtan de evadír 
tas grandes extensiones de agua. En un experimento vanas palomas f~eron puestas en libertad 
a mitad de un lago, y se observó que al partír, las palomas tendían a buscar la playa más 
cercana, ya fuera de un lado o del otro del lago. Por lo que volaron aproximadamente hacia 
ángulos contrarios a los ejes del lago, como se aprecia en la fig .2 5. 5. Una situación similar 
ocurre cuando las aves son sonadas a mitad de un valle, las aves siguen un sólo eje, ya sea rio 
arriba o río abajo, para ganar ahura. Para conocer más ejemplos sobre bimodalidaú se puede 
consutlar a Windsor (1971) 

fig.2.5.5 Oatos del ejemplo 2.5.2 
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Al analizar los dalos relacionados con los e1es no d1ng1dos. se reconoce que la posición de 
cualquier rotae1ón de la linea recia con respecio a la dirección cero puede ser fijada de manera 
Unlca, por un ángulo denrro del inle1Yalo (0º.180"}. Cabe recordar que los vectores utilizan un 
rango total de Cl° a 360-. Esto significa. que para los datos relacionados con los ejes no dirigidos, 
se pueden reducir lodos sus ángulos módulo 180º Ahora, para poder apfrcar todas las 
estadísticas circulares. es necesario relacionar el periodo de 180° con una vuella completa de 
360º, como se hizo al relacionar las 24 horas del dia con los 360º 

lo que se tiene que hacer es duplicar cada ángulo de la muestra b1modal, y después 
reducirlo a módulo 380°. Lo que se obtiene es una mueslra circular u11rmodal, a la que se le 
pueden apUcar los métodos cstadist1cos obtenidos anrenom1ente. Por e¡cmplo, se puede 
calcular el vector medio y denolar1o por rn:. el cual corrnsponde al sPgundo rnoinenlo 

trigonométnco de una drstnbución circular 

Sea m 2 el vector medio de esfP frpo de muestra modificada, y sean r2 y ~:2 las 

coordenadas polares de m2. Para obtener el ángulo de un e1e medio no d1ng1do de Ja muestra 
original, se necesita cancelar ef efeclo de duplic;:ir los .111gulos, es decir, realrzar lo siguiente· 

o ~J ~;12 + 1800 (2 5 1) 

Ambas rormúlas para $, defint'n el e1e medio. 
Las medidas de dispersión correspond1er11es a eS!e 11po de mueslras mullimodales se 

analizarán en el siguiente capítulo 

N 

" 

s 
fig.2.5.6 (a) distnbución simétrica central Para obtener (b) se duplicaron los ángulos. 
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Ejemplo 2.5.3 

En este experimento 13 palomas locales se liberaron en el val/e de Toggenburg, Suiza 
para volar de regreso a su hogar, en cond1c1ones subalp1nas Las aves no lomaron rápidamente 
la dirección a casa, prefirieron volar a lo largo de Jos ejes del valle (fig.2 5 7) Los puntos de 
desaparición de las aves. con Oº como el norte, son los siguientes· 20°, 135°, 145°. 165°. 170°. 
200°, 300°, 325º, 335º. 350°, 350º. 350º, 355º. Estos dalos rueron oblenidos por Wagner (1952) 

Por la topografía del valle, la muestra se torna b1modal. Asi que el vector medio m. 
dificrlmente daría información valiosa. Sin embargo, al duplicar los ángulos. los puntos de 
desaparición de /as aves automáticamente son agrupados alrededor de una sola dirección 

Por lo tanto, es mejor calcular el ntJevo vector medio m 2, donde i 2 y y2 son las entradas 
correspondientes del vector medio m 2. 

X2 : 1 ~ cos2~1 ::: 7.9684/13::: O 6130 

n 
)'2 ~ 1 ¿ sen2$¡ ~ (-5 2674)113 ~ -O 4052 

n 

tabla 2.5.1 

24>; COs.2$¡ sen2i}. 
---------·~ 

40° 0.7660 -O 6428 
270° 0.0000 

-1 ºººº 290° 0.3420 -0.9397 
330° 0.8680 -0.5000 
340° 0.9373 -0.3420 
40° 0.7660 +0.6428 
240º -0.5000 -0.8660 
290° 0.3420 -0.9397 
310° 0.6428 -0.7660 
340º 0.9397 -0.3420 
340° 0.9397 -o 3420 
340° o 9397 -0.3420 
350° 0.9848 -0.1736 

total 7.9684 -5 2674 

50 



Q 
/ 

l. 
. . . 

-~------

X 

fig.2.5. 7 (a) el metodo de duplicar los ángulos, aplicado sobre una muestra bimodal. 
Del ejemplo 2.5.3. {b) La muestra es transformada eá u:ilmodal. 

La longitud del vector medio es· 

r2 = ¡rn21 = ( o.6130 2+ 040522¡ 112 = o.7348 

Como K> O y porra ecuación (2.2.9) se tiene para el angulo medio 

;¡;2 = arctan (-0.4052/ 0.6130) " -33. ~· 

Este ángulo es congruente con 326.5° módulo 350º El resultado es mostrado en la 
fig.2.5.7. 

Para obtener el ángulo de un eje medio de ra mueslra original, se aplica Ja ecuación 
(2.5.1): 

;¡;, =;;;, /2 

;¡;, = -33.5° /2 = -16.8º 

Este ángulo medio es congruente con 343.2° módtJ/O 360° 
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Algunas veces se presentan muestras cuatrimodales, en las cuales las cuatro modas están 
separadas una de la otra por 90º. En experimentos donde se uitlizan diferentes colores de luz, la 
orientación de los animales tiende a tener este tipo de característica. 

Para transformar una muestra cuatnmodal a una urnmodal, y poder aplicar las tecnicas 
estadísticas, lo único que se tiene que hacer es cuadruplicar los ángulos observados y reducirlos 
a sus múttplos módulo 360° 

En general, si existen Z modas igualmente espaciadas (es decir, separadas una de la otra 
por un número igual de grados). se tiene que multiplicar a cada angulo 91 de la muestra, por el 
número de modas, es decir Z, y obtener de este modo una muestra modificada de la siguiente 
forma: 

y después reduc1r1os módulo 360°. Con esta nueva muestra modificada. se calcula el 
vector medio denotado por mz. Las cooruenadas polares de mz son la longitud del vector medio. 

r2 • y el ángulo medio, fz. Ahora para cancelar el efecto de haber multiplicado por las Z modas, y 
poder obtener el ángulo de un eje medio de fa muestra original, se realiza Jo siguiente: 

~, = 9, rz o $1 ·º9/Z + 180" 



CAPITULO 111 

MEDIDAS DE DISPERSION 



CAPITULO 111 

MEDIDAS DE DISPERSION 

3. Introducción 

Al obtener el angulo o la dirección media de una muestra tomada de una población 
unimodal se refleJa una d1recc1ón preferida, pero no se cuenta con suficiente informac1ón, como 
por ejemplo. si los valores de la muestra están agrupados realmente alrededor de la media o s1 
se encuentran muy dispersos. Al igual quo en la estadística lineal. también en la estadística 
circular se requiere de medidas de dispersión que nos contesten este tipo de preguntas Las 
medidas de dispersión en el análisis descnptivo de una muestra son tan 1mpar1antes como las 
medidas de localización. 

3.1 Medidas de Concentración 

En la fig.3. 1.1 se observa claramente lo que sucede con la concentración de los puntos de 
la muestra, se sabe que la longitud del vector medio r, se encuentra en el rango de O a 1 Un 
caso extremo se presenta cuando todas las observaciones caen en un mrsmo punto del círculo 
unitario, y la longrtud del vector medio res 1, presentándose así la máxima concentración de los 
puntos. 

Cuando los puntos de la mueslra se concentran en un arco no mayor a 20º. enlences el 
centro de masa se encuentra muy cerca de la circunferencia del circulo unitario. y por ello res 
casi 1. Entre menor concentración de los puntos alrededor de la dirección media. es menor el 
valor de r; es decir, si r = O significa que no existe ninguna concentración alrededor de alguna 
dirección_ 

Asi es que en muestras unimoda/es, la longitud del vector medio r. es utilizada como una 
medida de concentración. Se debe tener en cuenta que la longitud del vector medro está sujeta 
a nuctuaciones aleatorias y puede diferir un tanto del parámetro correspcndienle de fa 
población original. 

G C~ C:) 
fig.3.1.1 La longitud del vector medio decrece. si la concentración de los puntos en tomo 
de la dirección media disminuye _ 
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Ejemplo 3. 1.1 

En el ejemplo 2.2.2 se estudió la ocurrencia de los accidentes de tránsito, que están 
agrupados alrededor de la hora pico 16:30h, y muestran una baja concentración alrededor de ra 
dirección media, pues r = 0.3335. 

º" 

12h 

Como se aprecia la longilud del veciar medio. es muy pequeña r = 0.3335, mostrando una 
baja concentración alrededor de Ja dirección media. 

Ejemplo 3.1 2 

En biología la lrayectona por la cual un animal se mueve de un lugar a otro difícilmente es 
recta. Como regla, siempre existen desviaciones en la trayectoria, y esta situación nos lleva a 
preguntas como: ¿Qué hace desviar la trayectoria?, l.En qué grado está orientado un ser vivo? 
ó ¿Existe alguna forma numérica para medir Ja rectitud de una trayectoria? 

Una forma de resPonder estas preguntas, es romper la trayeciona en pequeñas secciones. 
las cuales están registradas en intervalos iguales de t1empa. Así la trayectoria es reducida a una 
sucesión de vectores v 1 ,v2 , ... ,vn como se aprecia en la fig 3.1 2a 

Las direcciones de estos vectores pueden ser graficadas como puntos en el circulo unitario 
y la long1lud del vector medio r, puede ser determinada. 

Sir es grande, cercana a 1, entonces e.xisle un alto grado de rectitud. Sin embargo. sir es 
casi O, enlences las desviacmnes son muy pronunciadas respecto a una línea recta. Asi pues. la 
longitud del vector medio r, es también utilizada como un indice de rectitud (Emlem y Demong, 
1976). 
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fig.3.1.2 Indice de rectitud, utilizado para medir que tanto un animal desvia su trayectoria 
de la línea recta 

La longitud del vector medio algunas veces no es tan rápida de calcular. sin embargo, es 
posible obtener un índice con valores numéricos similar a r 

Sea l5ti: un nuevo vector que representa la suma de v 1 +V-::_+ .. + vn, donde Pes el punto 

inicial de la trayectoria. y Q es el punto finar de ésta (fig 3. 1 .2b). 

Sea O fa distancia entre P y Q y sea Wla longitud actu<ll de la trayectona. entonces. 

d =DI W (3 1.2) 

es aproximadamente igual a r Esta mod1f1cación det índice de rectrtud fue propuesta por Feriin 
en 1973. 

Un valor de r > O o un valor de d > O, no prueba que la onentación es significativa en el 
sentido estadistico, pues aunque se tenga evidencia de que un animal es motivado por una 
dirección en especial, no existe la prueba estadística. es Por ésto que r y d son medidas 
descriptivas 
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3.2 Varianza Circular. 

3.2.1 Oefimc1ón. 

Sea P, el punto correspondiente al ángulo q.1 del circulo unitario con origen en O. y sea cL 

una dirección fija. Sea in1cialmente (l. = o. y P el punto correspondiente a este ángulo sobre el 
circulo unitario 

Una medida de dispersión circular entre los puntos P y P, . es el ángulo más pequeño de 
los dos ángulos que forman las rectas OP, y OP, al cual se le llamar., 

fig.3.2.1 Representación del angulo l! 1 • con OP=1. 

Se tiene que, 
r:, = min(~'1¡ , 2n - .}) = n - / n - ~ 1 (3.2.1) 

Puesto que 1-cos 1: 1 es una función monótona creciente de e 1, con e 1 de O a lt. (según 
la ecuación (1.3.22) del primer capitulo), se loma a : 

o 
D=.L¡.(1-cosr.: 1 ) (3.2.2) 

n 

como una medida de dispersión de los punlos P
1 

Usando las ecuaciones (3.2.1), {3.2.2) y después de haber cambiado el valor de la 
dirección cero, con la ayuda de la ecuación (2.2.5.4), se tiene a 

D=L~{1-cos(ot>¡-u.)} 
n 

como una medida de dispersión 
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3.2.2 Propiedad de Mm1mización. 

Esta medida de dtspers1ón O se mm1mrza cuando <L = if. 

~ sen(~1 • ,.1. )=O, cuando u.=$' 
Esta propiedad de minimización es similar ara varianza ordinaria. 

Sea sº el valor de O alrededor de~. esto es. 

Y sean. 

entonces. 

sº = 1 - 1.._ f cos({i1 - 9) 
n 

a = 1_ f CDS(~¡ - ~ ) 
n • 

r={a2+~]112 

b = !.. ~ sen($1 - w) 
n 

por la ecuación (2.2.4.1) se sabe que ~ sen(<;>, - q; ) = O • entonces 

r = ~ !&fil-P; :..U 

ahora. sustJtuyendo el valor de r en la ecuación (3.2.4), se tiene que, 

s0 = 1- r 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

a esta medida de dispersión s0 se le conoce como varianza circular, con r la longitud del vector 
medio. Puesto que res invanante bajo cambios en la dirección cero, s!J también lo es. 

Como anteriormente se definio, R es la longitud de Jos vectores resultantes, y 

R= nr (32.6) 

entonces sº también se expresa como: 

sº=1-R.1n (3.2.7) 

y se observa que, 
(3.2.8) 

Si las n direcciones observadas están cercanamente agrupadas alrededor de la dirección 
media f, entonces la longitud R será casi tan grande como n, así que sº sera cercana a O. En 

cambio si las direcciones están altamente dispersas entonces R será pequeña, y sª cercana a 1. 
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Ejemplo 3.2.1 

Calcular el ángulo medio qi y la varianza circular sO de Jos dalos del ejemplo 2.1.1 

tabla 3 2.1 
~¡~¡---1ifil!<P; 

43• - o. 7314 0.6820 
45• 0.7071 0.7071 
52" 0.6157 0.7880 
61º 0.4848 0.8746 
75• 0.2588 0.9659 
aa• 0.0349 o.9994 
aa• 0.0349 0.9994 
279° 0.1564 -0.9877 
357° 0.9986 -O 0523 

lota! 4 0226 4.9764 

Se tiene que n = 9, 

¡¡ = 4.0226 / 9 = 0.4470 
Por lo tanto, 

y= 4.9764 19 = 0.5529 

r = p¡2 + yz¡112 =O. 71 tO 

cos q; = "X.Ir= 0.6287 

sen~= ylr = 0.7776 

consecuentemente, f = 51.04°. y la varianza circular, sO = 1- O. 7110 = 0.2889. 

La fig.3.2.2 muestra qi y r, para estos datos. 

íig.3.2.2 la dirección media 1 y Ja longitud de Ja dirección media para los datos del ejemplo 
32.1. 
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3.2.3 La Propiedad de la Varianza Circular 

Cuando se llene una d1stribuc1ón circular poblac1onal, uno de tos parámetros de interés es 
la media de la población. Sea Po el angulo medio verdadero. entonces de la ecuación (3.2.3), se 

tiene que la dispersión alrededor de iio es 

0 0 = 1 - 1_ l:cos(,P.1 - Pv) 
n • 

O equivalentemente, 

D 0 == 1-C'/n, 

(32.9) 

(3.2.10) 

donde C' es la longitud de la resullante con ).lo como la dirección cero, entonces se tiene que 

OsD¡p2. 

Para el caso lineal se tiene, 

1~(X, - µ )2 = 1_~(X, - x ¡2 + (X- µ ¡2 con i = 1.2, ... ,n (3.2.11) 

n n 

así que la variación total alrededor de la media verdadera se descompone de la siguiente 
manera. 

n - e· = (n - RJ + ( R - e· J (32.11)' 

Con la ayuda de las ecuaciones (3.2 4) y (3 2.9), la ecuación anterior queda como: 

D0 = sO + 2(R/n)sen2 .L<> -~) 
2 

Pues, de la ecuación (3.2.11)' se tiene que, 

entonces. 

1 • C'¡n = (1 - R¡n> + (R/n - c·¡n) 

Da= sº + ,_c·¡n 

Da= sO + r - 1 f COS(!f>, - pcJ 
n 

Da= sO + r-1 gcos( (~,-• )+(i¡;- >'o)¡ 
n 

ahora, aplicando la ecuación (1.3.7) del primer capitulo se tiene, 

(3.2.12)' 

Da= sO + r- 110 f (cos(4>,- ~)cosa;- µoJ - sen(<i;- ~ Jsen(f- µoJJ 

Da= .P + r - 1/n I~ cos(~, - $ icos(i¡; - >'oll - 110 (~ sen(<i;- ~)sena;- l'Q)J 
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Por Ja ecuación (2.2.4.3) del segundo capítulo se sabe que. 

~ fQ.illid.J ~ r , 
n 

y además, en la ecuación (2.2.4.1) se tienen que, 

f sen(<?¡ - ~ ) = O. 

Entonces, 0 0 queda de la siguiente manera : 

Do= sO + r - r cos{ili • µo) 

o0 ; sº + r [1 -cos(q; - >'Q)) 

( 1/,) 0 0 ; <'t,) s0 • r~ 
2 

ahora, al utilizar la siguiente igualdad trigonomClrica· 

sen2 ("l,J ; ~\\') 

2 

se obtiene que la medida de dispersión 0 0 es igual a : 

La ecuación (3.2.12)' indica que la variación total alrededor de fa dirección media se 
descompone en dos partes; la primera represenla la desviación de fa muestra alrededor de la 
dirección media; la segunda parte, mide la desviación de l:i media de la muestra, alrededor de la 
verdadera dirección media. 
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3.2.4 Desviación Estándar. 

Los valores de sº se encuentran en el rango de O a 1. Para relacionar a ~ con la 
desviación est.:indar en la linea, se ulrhza el sigu1enle resu/lado para una distribución normal 
envuelta: 

1- sº = exp (-(112)n 2¡ 
Por fo tanto. se define a la desv1ac1ón estándar circular. rr0 como: 

(3.2.12) 

siendo ésta una lransformac1ón adecuada de sº. El rango de r.0 es de (O,r), siendo ésta una 

mec:Hda análoga al caso lineal de la desviación estándar. Note que la desviación estándar 
circular ,,-0 . diverge a '°· cuando r !rende a cero 

Para las valores pequeños de s0 • la ecuación (3 2 12) se rC'duce a: 

~0 = (2s°J' r2 (3.2.13) 
Este resultado es cons1~tenle con la desigualdad de lipa Tchebychcff (Mardia, 1972), 

deducida para 1: , cuando presenta valores pequeños 

Pr { ¡,:,/ .~ i. (.?s°J 1r.:} -~: ~ 

En la ecuaciones antenores (3 2. 12) y (3 2. 13) se ~upone que el rango de ii; es de (O, 2n:). 
Ahora, si el rango de ,S se presenta en el mler...-alo do (O, 2-:t!/), entonces se define a: 

(3.2.14) 

como Ja desv1ac1ón estándar circular, propuesta por Ma1d1a en 1972. Sin embargo, sO y R son 
más útiles para la renllzaclón ae 1nvc5f1gadones 

Ejemplo 3.2.2 

Calcular la desv1ac1ón estándar n0 para los dato!> del ejempro 2.1.1 

tabla 3 2 1 

43° 0.7314 o 6820 
45° 0.7071 o 7071 
52" o 6157 o 7880 
61° 0.4848 o 8746 
75° 0.2588 0.9659 
88" 0.0349 0.9994 
88º 0.0349 0.9994 
279° 0.1564 ·O 9877 
357° 0.9986 -O 0523 

!otar 4 0226 4 9764 

Se liene que n = 9, x = 4 0226 I 9 =O 4470 y= 4.9764 / 9 = 0.5529 
Por lo tanto, r = O. 711 o. ;;: = 51.04º , y la varianza circular SJ =1-0. 7110 = 0.2889, 

posterionnente la desviación cstilndar es rr0 = {-21oge{1. 0.2889)} 112 = 0.5441. 
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3.3 Varianza Angular y Desviación Angular. 

Existen diversas maneras de obtener medidas de dispersión, una de ellas se rea/Izó en la 
sección anterior con la obtención de la varianza circular. que fue es!ud1ada por Mard1a Ahora en 
esta sección se analizara una forma drferente de obtener la vananza de una muestra crrcular. a 
la que se llamará vananza angular. Ambas Ja vananza circular y la vananza angular parten de 
fa misma base y están muy relacionadas. aunque se definen oe rnanera diferente. 

·La longuud del vector rned10 r. que se defmio en el segundo capitulo como una medida de 
concentración. es tambrén. aunque indirectamcnre una medrda de d1spers1ón, ya que decrece de 
1 a o. conforme la dispersión de los punlos se incrementa. es por ello natural considerar a 1 - r 
como una medida de dispersión Sin embargo. se sugiere considerar a 2(1 - r) como una 
estadística más canvenrente para que sea una medida anélloga a la vananza en la estadís11ca 
lineal. Por lo tanto. se define a 

s2 = 2(1 - r). (3.3 1) 

como la varianza angular de una muestra c1rcular Esta canfrdad es asmtóticamente eqwvalenle 
a la varianza en estadística lineai (ver la ecuación(2 2 4 6)) 

Tomando la rarz cuadrada de la varianza angular. se obtiene una medida de d1spers1ón 
equivalente a !a desviación estándar en estadística lineal, 

s = (2(1 - r)j 112 (3.3 2) 

es la desviación media angular o simplemente la desviación angular de una muestra circular, fa 
cual es medida en radianes. Para obtener ra desviación angular en grados es necesario 
multiplicarla par el factor 1 BOºht. es decir. 

s(grados) =1§.9~[2(1 - r)J 1ª. (3.3.3) 

que es la desviación angular de una muestra crrcufar. en g,·ados 

Esta medida fue 1ntroduc1da por Batschelet en 1965. y desde entonces ha skio muy 
utilizada. En la fig.3 3.1 se observa el significado intuitrvo de la desviación media angular s, y 
para una construcción geométrica. vea ta fig 3 3 2 

Un procedim1ento visto en la sección antenor para obtener la desviación estándar es. 

en donde para valores de r cercanos a 1, la diferencia entre la desviación angular s y a 0 es muy 

pequeña, pero si la fongrtud del vector medio r tiende a cero. entonces n 0 diverge a :o, mientras 
que la desviación angular s permanece finita 

En la tabla 8 del Apéndice se mueslran d1stinios valores de la desviación angular s. según 
la longitud del vector medio r. y en la tabla O se mucslra lo inverso 
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fig.3.3.1 La desviación angular s, se incrementa cuando la longitud del vector medio 
decrece. 

fig.3.3.2 Una construcción de la desviación media angular s, a partir de r. la iongitud del 
vector medio. La prueba esta basada en el Teorema de Pitágoras aplicado a los triángulos 
BCOyABC. 

Se sabe que la longitud der vector medm depende del tamaño de ta muestra, 
consecuentemente tcxfas las medidas obtenidas a partir de r dependerán del tamaño de la 
muestra. Una muestra pequeña favorece a tener una varianza angular y una desviación angular 
pequellas. 

Para una muestra bimodal con modas separadas 180º. s.e aplica et método de duplicar los 
ángulos (sección 2.5). Para la muestra modificada se calcula la longitud del vector medio r2, y 
se utiliza la ecuación (3.3.3) para obtener la desviación medra angular. Como esta ha sido 
basada en r2. se le d'enora Por 52. Finalmenle para d'e1ar como estaba la muestra bimOdal. se 
cancela et efecto de duplicar los ángulos, dividiendo 5:i entre 2 Por lo que la desviación ángular 
queda: 

(3.3.4) 
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Ejemplo 3.3.1 

Para el ejemplo 2 2.2. se tiene que la lony1tud cJel vector medio es r = O 3335, en la tabla 
B del Apéndice se busca el \'alar correspondienle a la dP.c;viac1ón angular s 

para poder exprnsarJo de manera apropiada es necesario ulllizar la tabla A del Apéndíce que 
contiene la relación de las horas del c1ia con sus angulos correspondientes; se encuentra que el 
equivalente de s = 66° en horas es 

s = 4 24t1 

Es así que la hora pico t~s a las 16.30tl. con una desv1ac1ón angular media des:: 4.24h. 

En la siguiente figura se observa que 13 de las 21 observacJOnes (casi dos tercios de Ja 
muestra) caen en el intervalo 16.30h ± 4·24h. es decir en el intervalo de (12:06h. 20:54h). 

º' 

,,. 
fig.3.3.3 Gráfica de la distribución de accidentes de tránsito. El vector medio m, determina 
la hora pico y la desviación media angular s. es de 4.24 horas. 
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Ejemplo 3.3 2 

En el ejemplo 2 5.3 al dtJplicar los ángulos. la longitud del vector medio r2 = 0.7348. Asi 
que ~calculado en grados es igual a, 

s2 = 1B0° [2(1 • r)J 1r.: = 41 7° 

Utilizando la ecuación {3 3 4), se obtiene la desviación angular, s1 = 20.8°. 

Esta es una medida apropiada de dispersión, como se muestra en la fig.3.3.4. De las 13 
observaciones, 9 caen en el in1er1alo ± s1 , a partir de la dirección media. 

1 
1 
1 
\ 

X 

1 

fig.3.3.4-ª El metodo de duplicar los ángulos aplicado sobre una muestra bimodal, donde 
se observa la desviación angular s1. !! La muestra transfonnada en unimodal. 
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3.4 OesvJación Media Circular. 

Sea a una dirección fija. Si se considera a u. como la dirección cero. entonces el cingulo .. 
se convierte en 4'1' donde 

(3.4.1) 

Sea r., Ja desv1ac1ón de ti' como se eslabtcc1ó · 

(3.4.2) 

Esta medida por si misma puede ser lomada como una medida de distanoa circular. y 
consecuenlemenle puede definir a una medida de dispersión. Sea 

donde la suma va de 1 = 1 .... n (34.3) 

n 
una medida de dispersión 

A partir de esta medida de dispersión, se va a construir olra, con ayuda de los dos valores 
distintos que puede tomar r1 . 

Si 1:, = ~.· entonces. 

cfo= !.. ~.,· 
n • 

<to= 11"- rt+.1.~4'-,' 
n 

dcJ~7t-.L(~n-?q.,') 
n n 

Cfo:>t-1..f(>t-4>,') 
n 

Y si ~ =- 2-n:: - q,1• entonces, 

Lo que equtvale a: 

do: i_i:p,.-~;> 
n • 

do = µ + 1.. ~ ( " - ~· ) 
n n 

do=n+l..f(n~¡') 
n 

c:1o="-Lf 1rr-q,¡1 
n 

Y utilizando Ja íómula (3.4.1) se encuentra que, 

(3.4.4) 

do= n - L ~ lfn -1 ~ - « 11 , (3.4.5) 
n 

la cual es una medida de dispersión, similar a la desviación medía ordinaria y conocida como la 
desviación media circular alrededor de 1t , la cual se minimiza cuando n. = ;-. 
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3.5 Desviación Cuartil. 

Sea Mo la dirección mediana de n ObsefVaciones. Se define la primera y la tercera 

dirección cuartil como a 1• y 0 3° por los valores de las observaciones ("¡.J-Csimas a partir de la 

dirección mediana Mo en el sentido de las maneC1/las del reloJ y en sentido contrano de las 

manecillas del reloj respedívamente. Entonces se define a la desviación cuartil como /a longitud 
del arco que va de 0 1• a Q 3°que contiene a Me-

Ejemplo 3.5.1 

Calcularemos los cuartiles a,• y 0 3°, y la desviación cuart1l para los datos agrupados del 

ejemplo 2.1.2. 

tabla 3 5.1 
2 4 5 6 

limite frecuencia frecuencia frecuencia frecuencia intervalo 
superior acumulada debajo en (~,-180",4) 

-"' 9-i~q,.-18~~ 
20 40 40 
40 22 62 
60 20 82 
60 9 91 
100 6 97 
120 3 100 
140 3 103 
160 1 104 
180 6 110 o 110 (0,180) 
200 3 113 40 73 (20,200) 
220 11 124 62 62 (40,220) 
240 22 146 82 64 (60,240) 
260 24 170 91 79 (80,260) 
280 58 228 97 131 (100,280) 
300 136 364 100 264 (120,300) 
320 138 502 103 399 (140,320) 
340 143 645 104 541 (160,340) 
360 69 n=714 110 604 (180 360) 

Se tienen 714 observaciones, intervalos de longitud ~ual a 200 además, la mitad de la 
frecuencia total es 357, (.!'¡~ = 178.5 ; y la mediana es ~ = 313 a•. dentro del inteNak> 

(300" ,320"). 

Ahora, se utiliza la tabla 3.5.1, para obtener que el número de observaciones a partir de 
300" y hasta Mo es igual a: 

la mi1ad de la frecuencia torar ~Ja frecuencia ael intervalo (120",300'9) 
357 - 264 ~ 93, 
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De la misma tabla, se obtiene que el número de observaciones a partir de Mo y hasta 320-
es igual a: 

la frecuencia del intervalo (3000.320º) - las observacmnes a partir de 300'° anteriores a Mo 
138 - 93 = 45 

Asi pues, 0 1° es la 178.5 - 93 = as.sava observación debajo de McJ. y 136 es la frecuencia 
del ln1ervalo (2800,300") antenor al intervalo de la mediana. Por lo que la primera dirección 
cuartil, 0 1ª es: 

01ª:::: 3000 - 85.5 X 20° = 287.4ª 

136 

De manera similar. 0 3° es la 178 5 - 45 == 133.SIYVa observación arriba de Me. y 143 es la 
frecuencia del intervalo (3200,340°} posterior al intervalo de la mediana. por lo que la tercera 
dirección cuartil, a 3 • es: 

a,• =32D"+UMx20"=338.7" 
143 

entonces, la longrtud del arco que va de 0 1° a a3• que contiene a Mo, es: 

Por lo tanto, 51.3• es la desviación cuartif de este ejemplo de datos agrupados. 
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3.6 Rango Circular. 

El rango circular se define como la longitud del arco más pequeño que engloba a todos los 
puntos de la muestra. 

Sean 41!1>. .~rni las estadistrcas de orden para rti 1 ••.•• 4'n con (O<ifl,s 2n) con i = 1, ... ,n y 

además .P!iJ ::; tPri• 1, con i:: 1. . .n-1, se definen las estadísticas: 

Estas miden la longitud del arco entre puntos adyacentes. El rango circular está dado por 
w, con un recorrido de O a 2:i , 

w=2n-max{T1, .•. T,.J (3.6.1) 

Ejemplo 3.6.1 

Obtener el rnngo circular de los dalos del e1emplo 2.1.1 dfl capitulo dos. Sean fas 
siguientes observaciones, 

iti,,): 43º, 45º. s2°, e1•. 75Q, ea•. sa•. 219". 35P 
T11) : ~. 7°, 9°, 14°, 13º, 13°, 191º, 78°. 46º 

Entonces, 
max (í1 •... T.J = 191' 

w = 360° - 191°::; 169° 

El resuttado se observa en la fig.3.6.1Pues169° es la longitud del arco más pequefto que 
contlene a todas las observaciones y 191° es la longitud del arco más grande. 

fig.3.6.1 Gráfica circular de los dalos de una ruleta del ejemplo 2.1.1 
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3. 7 Corrección por Grupo. 

El agrupamiento de datos angulares ocurre cuando el circulo se subdivide en arcos de 
igual longitud y los puntos de la muestra en cada arco son contados Sea k el número de arcos, 
y í.. la longitud de cada arco dada por· 

;, = 2a /k (radianes) o = 360º/k (grados) (3 7.1) 

donde A es la longitud de la clase 

Sean $ 1 , 4i2 •...• <t>k los puntos medios de los k arcos medidos en grados angulares. y sean 

n 1• n2, .... nk las frecuencias de ros puntos de la muestra en el arco correspondiente. 

Sea n = n 1 + n2 + . + nk. el tamaiio de la muestra. De la ecuación (2.2. 7) se tiene que, 

(3.7 2) 

que son las componentes del vector medio rn. El cálculo de la longitud del vector medio, r, y del 
ángulo medio, q;- se realiza de manera usual. 

Para el ángulo medio f. no es necesano hacer ninguna corrección por grupo, en cambio 
para la longitud del vector medio r. si es necesaria, pues podría resultar sesgada S1 r no es 
corregida, entonces tiende a ser más pequeña. es por ello que para no tener problemas es 
necesario multiplicar a r por un factor de corrección. e >1 (en la tabla 3.7.1 so presentan 
algunos valores de e). Es así que el valor correcto de res, 

(37 3) 

en donde, si la longitud de la clase es medida en radianes. el factor de corrección es de tamaño 

c=_!_J...2:._, 
sen()J2) (3.74) 

este factor de corrección se utiliza para evrtar indeterminación y aumentar con ello la prec1s1ón. 
La prueba de la ecuación (3. 7.4) está basada en tres diferentes métodos expuestos en 
Greenwood(1959), Gilroy(1965) y Mardia(1972). 

La corrección por grupo afecta indirectamente a la desviación angular, s. Sea se el término 
que denota el valor corregido des, se concluye de la ecuación (3 3.2) que, 

(3.7.5) 

donde se es medido en radianes. Para obtenerfa en grados sólo basta multiplicar por 180ºhr. 



k 

4 
5 
6 
8 
9 
10 
12 
15 
18 
20 
24 
30 
36 
40 
45 

Factor de Corrección por Grupo 
tabla 3.7. 1 

;i. <grados> 

90 
72 
60 
45 
40 
36 
30 
24 
20 
18 
15 
12 
10 
9 
8 

c 

1.1107 
1.0690 
1 0472 
1.0262 
1.0206 
1.0166 
1.0115 
1.0073 
1.0051 
1.0041 
1.0029 
1.0018 
1.0013 
1.0010 
1.0008 

La corrección por grupo da muy buen resultado únicamente para muestras unimodales y 
distlbuciones regulares simétricas. Si el número de grupos excede de 12, la corrección tendrá un 
efed.o mfnlmo y puede ser eliminada. 

Ejemplo 3.7. 1 

Hill (1955) estudió la distribución de los nacimientos por hora de un hospital. Los datos de 
nacimientos de niños vivos son tos siguientes : 

tabla 3.7.2 

Intervalo Punto No. de Naci-
de tiempo Medio mientos vivos 

.¡, !!• ca~ n.co§.2! S{!:íl<~ º'~en~ 

medill noche-3itlTI. 1:30 22.5° 4064 +0.9239 +3755 +0.3827 +1555 
3am.-Oarn 4:30 67.5° 4627 +0.3827 +1771 +0.9239 +4275 
6om.-9om. 7:30 112.s• 4488 -0.3827 +1718 +0.9239 +4146 
9am--medl0 dla 10:30 151.s• 4351 -0.9239 +4020 +0.3827 +1665 
medio d~3pm. 13:30 202.5' 3262 -0.9239 -3014 -0.3827 -1248 

""""""""' 16:30 247.5• 3630 -0.3827 -1389 -0.9239 -3354 
~.-Gpm. 19:30 292.5° 3577 +0.3827 -1369 -0.3239 -3305 
Sgm.-fm9:!1 !l!i!Sitlt: i2"3Q ~37.~· 4;?25 +O 9239 -3903 -O 3!l27 -1e:1z 

to!al 3¡¡ '814 657 +6117 
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El vector medio calculado es: 

x = 657 132.224 = 0.0204 
V= 2111132,224 = o.oe57 

El valor sin corregir de res. r =:: 0.0688 

Como son 8 grupos, k = 6. y de la tabla 3. 7 .1 se obtiene et valor de corrección. 

~- = 2rr 18 = 0.7853 rachanes 

e= _JJ..2__ = (O 392D .= 1.0262 
sen()J2) sen(0.3927) 

Aplicando la ecuación (3. 7.3) : 

re= cr = (1.0262)( O 0688) = 0.0706 

Siempre el valor corregido es cerca de 3% mas grande que el no corregido. Aquí no se 
calcula el valor de s y se pero se hace notar que en este ejemplo en particular la corrección des 

es despreciable puesto que res muy cercano a cero y 1- r es practicamente 1 

Para el ángulo medio !p, se tiene. 

~ = arctan(Y IX) = arelan (3.2205) = 12.a• 

o, en escala de tiempo de acu€rdO a la tabla A del ApCndice. ~ = 4 51h~. siendo ésta Ja hora 
pico en la acrofasc de los nacimientos 

Ejemplo 3.7.2 

Koch (1967) observó unas moscas (dmsophila ~ubobscura) durante su período de 
actividad antes del amanecer. Formó doce sectores, la fig.3.7.1 muestra los datos. En lugar del 
número absoluto, se presentan los porcentajes: 

punto medio <P¡ : 20 50 80 11 O 140 170 200 230 260 290 320 350 (grados) 
frecuencia nj: 15 15 13 9 5 7 5 2 8 7 13 (por ciento) 

Para el cálculo del vector medio, los porcentajes son buenos como frecuencias absolutas. 
Aplicando la ecuación (3.7.2) se tiene que: 

:X=0.2740. y= 02359 

De manera usual se obtiene, 

r = ¡;¡2 +y2 >'"' = 0.3616 q; =ardan (y/X)= 40.7° 

73 



fll).3.7.1 Datos del ejemplo 3. 7.2. 

De la ecuación (3.7.1) se obtiene que, 

). = (360°/12) = 30• 

V de la tabla 3. 7, 1 el factor de corrección para k = t 2 es: 

e~ 1.0115 

Es asi que. 
re= cr = 0.3658 

Finalmente. fa desviación media angular se obtiene de la ecuación (3. 7 .5): 

•e= [2(1 - 0.3658)J 112 = 1.1262 (radianes) 
5c = 64.52" (grados). 
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3.8 Otras Medidas de Concentración. 

Para una muestra de tamaño grande es un tanto tedioso el cálculo de la longitud del vedar 
medio y la desviación angular. En este caso se prefiere uld1zar el ángulo mediano y los 
percentiles. Para esto. el angulo mediano es considerado el pcrcentil 50. Para determinar las 
frecuencias acumuladas. se puede aplicar el percentil 1 O y el percenttl 90. ó el percen11I 25 y el 
percenlil 75, dependiendo de nuestra elección de una mod1da de dispersión 

En la fig.3.8 1 se escoge fa longitud del arco del percent1I 25 al percent1I 75. como una 
medida de dispersión, en donde el cincuenta por ciento de los puntos de la muestra caen en 
este arco. 

Arco mas grande 
que no conheoe puntos 

Rango delamu~ra 

fig.3.8.1 El rango de una muestra circular es la longitud del arco más pequeño que 
contenga a lodos los puntos de la muestra. 

Un valor práctico puede ser el rango, que es la longitud del arco más pequeño que 
contenga a todos los puntos de la muestra, aunque el rango es una medida de dispersión muy 
cruda. Las medidas de dispersión presentadas anteriormente son significativas únicamente en el 
caso de que la muestra provenga de una distnbución unimodal. 

En los experimentos de regreso a casa de algunas aves, el problema no es sólo qué tanto 
fas direcciones de desaparición están concentradas alrededor de la dirección media, sino qué 
tan cercana esta la dirección media de la dirección de regreso a casa (homeward). 

Para obtener una medida conveniente para este tipo de comportamiento, se combina la 
medida de concentración, r, con el ángulo que se forma entro la dirección media y la dirección a 
casa (homeward). para ésto so supone que la dirección a casa (homeward) fonna un ángulo 0 0 

con el eje positivo X (fig.3.6.2). Se utiliza la longitud del vector medio r, y el ángulo medio$', 

v = r cos~ - 110) , (3 81) 

es el componente dol vector medio con respecto a la dirección a casa (homcward). Es así que v 
es conocido como el componente de dirección a casa (homeward) 

Si v = 1. entonces todos los animales se mueven en la dirección a casa (homeward) En 
caso contrario, si v es muy pequeño, entonces la mayoría de las direcciones medias se desvian 
de la dirección a casa (homeward), y existe una gran dispersión 
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Este componente algunas veces se vuelve negativo cuando tP - 110 excede los 90°. Asi 
pues, este componente también suve como medida del comportamiento de regreso a casa de 
algunos seres vtvos (Schidt-Koenrng, 1964). 

Como ya se mencionó la longitud del vector medio depende de/ tamaño de la muestra. 
por ello el componente de homeward v, también depende de este tamaño. Un tamaño de 
muestra pequeño favorece a un componenle homeward grande (v). es por ello que los 
componenles homeward calculados de muestras de distintos !amaños no pueden ser 
comparados. Una prueba para las diferencias de componentes v. fue propuesta por Wallraff 
(1979, apéndice A). 

fig.3.8.2 El componente homewartS v. es una medida de comportamiento de regreso a 
casa. 

Ejemplo 3.8.1 

En un experimento sobre el comportamiento de regreso a casa de las palomas. 8 de las 
aves escogieron las siguientes direcciones (fig.3.8.2): 

120•. 1400, 95•, 135•, 135°, 150°, 125º, 120º. 

Utilizando fas ecuaciones (2.2.7), {2.2.8) y (2.2.1 O) del capitulo dos se obtiene; 

r = 0.9636 . ~ =127.6° 

y el ángulo de la dirección a casa rué 00 = 1 os•. Después de la ecuación (3.8.1), el componente 
de la dirección a casa. homeward es : 

v = r cosr;; - Oo) 
v =O 9636 ccs(127.6 - 105) 
V = 0.8893 

La diferencia entre este valor y el más grart<.Je posible que es 1. se debe a que la 
dispersión medida por la longrtud del vector medio r, es menor que 1. y además el ángulo 
obtenido de la diferencia entre la dirección media y la dirección a casa (homeward). ;;¡ - 0

0
, no es 

muy pequeño, entonces la mayoría de las palomas no se desvian tanlo de la dirección a casa 
(homeward). 
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3.9 Momentos trigonométricos. 

3.9.1 Definiciones. 

En el capitulo anterior se vió que los momentos tnoonornétncos; 

X =_j_ feos~·. 9 =:!.~sen $1 

n t n l 

juegan un papel muy impor1ante en la definición de la dirección media y de Ja varianza para una 
muestra de datos angulares. Ahora se define. 

m,' =X+ 1 y. 
como el pnmer momento tngonom€trico. que tambi€n se puede esc¡:ibir de la s1gu1ente manera 

m 1 ' =re 1 ~ (3 9 1) 

Cuando se extiende esta noción piJra todos los momentos lrigonométricos. se puede 
definir al p-ésuno momento trigonométnco con respecto a la d1recc1ón cero, como: 

donde, 

n 
bP :::; ...l ~sen Pi>! 

n 
que también puede ser expresado como. 

(3.9.2) 

(3.93) 

(3.9 4) 

donde, rP es fa longrtud del vedar medio resullanle y m./ es su dirección. De las ecuaciones 
(3.9.3) y (3.9.4) se llene que. 

(3.9.5) 

Desde luego que. 
a 1=X. b 1=Y. r1=r, 

También se puede definir al p-ésimo momento trigonométrico con respecto a la dirección 
media .:¡;, como: 

donde, 
ap= 1 I:cos P(~, - ~) . lip = 1 ~sen P(9,- f) 

n 1 n.a. 
De las ecuaciones (3.9.5) y (3.9.7) se encuentra qlJe. 

Así pues. se obtienen resultados ütiles como los siguientes; 

Y se puede observar que, 
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(3.9.9) 

(3.9.10) 



3.10 Medidas de Sesgo y Kurtos1s 

Anteriormente. se ha ul1J1zado el pnmer momento trigonométrico para definir la dirección 
media y la varianza de una muestra de datos angulares También se ha aplicado el método de 
duplicar los ángulos cuando las muestras provienen de d1stribucmnes con dos modas opuestas, 
y se determinó el vector medio de ese lipa de muestra modificada, m 2, su longitud r2. y su 

ángulo medm $2 
Ahora las estadistrcas r2 y ~2 van a ser utilizadas para definir algunas medidas útiles de 

sesgo y de kurtosis para las distnbuclones circulares. Entonces. se sugiere que el segundo 
momenlo tngonométnco puede ser ut11tzado para la def1mción de ras medidas de sesgo y de 
kurtosis. 

En probabilidad, la rncd1da de sesgo se defme corno 

i'1 =E (x ·p)3 / c:r3 

porque para las drstnbucrones s1mCtncas sobre la linea. el tercer momento central, es el 
momento impar más pequeño que se hace cero. cuando Ja d1stnbuc1ón es simetrica; y es 
dividido por cr3. para de esa manera presentar a y 1 mvananle baJO cualquier carnbio de esca/a. 

Para las distnbuciones circulares s1métncas. 5e ln~ne que una medtda aprop.4ada para el 
sesgo es la siguiente 

(3 10 1) 

El denominador, (s°:):>.':' s1r..ic para cl1mmar posibles c>fectos de drsperstón Cuando sº = 1, 
se presenta una máxima dispersión, y entonces g 1º no tiene sentido. Esta medida es apropiada 
por las siguienles razones 

Si una distribución es simétrica respecto a O "" " . entonces es 1ambién simélnca respecto 

a O= v + 7t. Además. si la distribución es unimodal, la dtrccción mc,~ia. la mediana circular y la 
moda son tOdas igualas. Se trene que los momentos centrales para el seno son iguales a cero, 
es decir, en las distribuciones circulares el término 

así que, por analog1a al caso lineal, una función de D~ =O. puede ser tomada como una medida 
para el sesgo circular. 

De manera similar, el término qtie indica la kurtos1s. esto es. qué tan extendida esta la 
distribución de la muestra con respecto a su moda es. 

g," =[ r2 cos(m,"- 2i¡i¡ - (1- s0)4 ¡ t (s0)2 . (3.10.2) 

esta es una medida apropiada para Ja kurtos1s obtenrda par Mardia en 1972. 
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En las distnbuciones sirnélncas ummodales. el sesgo g 1n será cercano a cero. Se puede 
esperar que la kurlos1s, g2° sea cercana a cero para d1stnbucmnes unimodales. teniendo un pico 
normal. Si la kurlosis. g2n > O, la distribución puede ser descnta como reptokUrlica. mientras 

que si g/ < O. Ja dislnbuc1ón puede descnbtr-se corno plalykürtrca 

las medidas de sesgo y kurtos1s son sigrnfica!ivas Unicamente para d1stnbuciones 
unimodales. En muestras de tamaño mayor a 20. el sesgo y la kurtos1s pueden ocurrir como un 
efecto no real. causado por fluctuaciones areatonas Por esta razón. las medidas de rafes 
desviaciones de la normal pueden ser calculadas Unicamenle para muestras de gran tamaño 

Ejemplo 3. 1 o 1 

Calcular los dos pnrneros momentos lngonometncos, y las medidas de sesgo y de kurtos1s 
para los dalos del e1emplo 2. 1 2 

ta la 3 10.1 

_.<b:¡-ÍIT!~!Q...fl!.LIJ:l9.L_f 1 ~$ 1 __ f, CDS m 1 ~~ 1 __ { 1 ~o._1°! 1 _ 

1 ci• 40 o 9848 39 3920 o 1736 6 9440 
30° 22 0.8660 19.0520 o 5000 11.0000 
so• 20 o 6428 12.8560 o 7660 15 3200 
70° 9 0.3420 3 0780 o 9397 8 4573 
90° 6 o 0000 o 0000 1 ºººº 6 0000 
110• 3 -0.3420 -1.0260 09397 28191 
130° 3 -o 6428 -1. 9284 o 7660 2 2980 
1 so• 1 -o 8660 -o. 8660 o. so o o o sooo 
170° 6 -0.9843 -5.9088 o 1736 1.0416 
190° 3 -O 9648 -2.9544 -O 1736 -O 5208 
210° 11 -O 8660 -9.5260 -O 5000 -5 5000 
230° 22 -0.6428 -14.1416 10.7660 -16 8520 
250º 24 ·O 3420 -8.2080 -O 9397 -127.7992 
270° 58 0.0000 0.0000 -1 ºººº -58 0000 
290° 136 0.3420 46.5120 -O 9397 -127.7992 
310º 138 0.6428 88.7064 -O 7660 -105 7080 
330° 143 O 8860 123 8380 -O 5000 -71.5000 
350" 69 o 9848 67 9512 ,o 1736 -11 9784 

Totales 714 356 8264 -366 0312 

De fa tabla 3.10.1 se obtienen resultados ut1/f!s pura calcular el pnmer momento 
lrigonométnco con respecto a la dirección cero 

x = 356.8264 / 714 = 0.4998, y= -366 0312 / 714 = -0.5126 

consecuentemente. r==07159, ccsQ~o6981 senQ:::-07160, 

es así que, $=3143° sº=1-r==02841 

entonces, el primer momento tngonométrico respecto a la dirección cero es igual a ; 

m 1' = (0.4998) + (-0 5126), 
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tabla 10 2 

d>_. (!Iltsl)t2 1™n!2l 1 1~ 1~~ 1 __ r, cos 2~ 1~~ •--' 1 sen 2$ 1 _ 

10° 40 20 o 9397 37 5880 o 3420 13.6800 
30° 22 60 0.5000 11 ºººº o 8660 19 0520 
so• 20 100 -O 1736 -3.4720 o 9848 19 6960 
70° 9 140 -O 7660 -6 8940 0.6428 5.7852 
90° 6 180 -1.0000 -6.0000 0.0000 0.0000 
110° 3 220 -0.7660 -2.2980 -O 6428 -1.9284 
130º 3 260 -O 1736 -O 5208 -0.9848 -2.9544 
150° 1 300 0.5000 0.5000 -O 8660 -O 8660 
170° 6 340 0.9397 5 6382 -O 3420 -2 0520 
190º 3 20 0.9397 2 8191 0.3420 1.0260 
210º 11 60 0.5000 5 5000 0.8660 9.5260 
230° 22 100 -0.1736 -3.8192 0.9848 21 6656 
250° 24 140 -0.7660 -18 384 o 6428 15.4272 
270° 58 180 -1.0000 -58 000 0.0000 oºººº 
290° 136 220 -0.7660 -104.176 -O 6428 -87 4208 
310° 138 260 -0.1736 -23 9568 -O 9848 -135.9024 
330° 143 300 0.5000 71 5000 -0.8660 -123.8380 
350° 69 340 o 9397 64 8393 -O 3420 -23 5980 
Tolafes 714 -28 1362 -27? 7020 

Con ayuda do la tabla 3 10.2, se calcula el segundo momento lngonométrico respecto a la 
dirección cero, de fa siguienle forma 

a 2 = -28.1362 I 714 =-O 0394 b¿= -272.70201714 = -0.3819. 

al utilizar la ecuación (3 9.5). se oblrcne que 

r2 = 0.3840, cos m2° = -0.1026 . sen rn2• = -0.9945 , 
es asi que, 

y por lo tanto, m2' = -0.0394 +(·O 3819) 1, es el segundo momento trigonométrico con respecto 
a Ja direc.ción cero 

Ahora se calcula el segundo momento trigonométnco con respecto a la dirección media. 
De la ecuacJón (3.9 9) se obtrene que. 

a 2= co.3840J cos 1213.4º. 2(314.3"ll =o 3829 

52= (0.3840) sen (273.4° - 2(314.3°)) = 0.0289, 

entonces, el segundo momenlo tngonométnco con respecto a la dirección media es Igual a: 

m 2 = O 3829 + (O 0289) , 
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Finalmente, de las ecuaciones (3 10.1) y (3 10.2) se tiene que el sesgo es igual a; 
g,•= 00289/ (02841)312 

g,ª =o 19084, 

y la medida de kurtos1s es g2 =[O 3829 - (1- O 2841) 4
) f (0 2841)2 

92 = 1.4896. 
indicando que la distnbución es 1eptokUrt1ca y casi simétrica. Estos resultados son consistentes 

con lo que se aprecia en la figura 3.10.1 

a) 

b) 

flg 3.10.1 a) Histograma lineal y. 
b) Histograma circular de los datos del ejemplo 2.1.2. 
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CONCLUSIONES 

esperamos que con este traba¡o se cumpla el ob1et1vo de dar a conocer las distintas 

medidas de localización y de dispersión utilizadas para la descripción y el análisis de las 

observaciones circulares, todo ésto con el propósito de exponer una rama de fa Estadistica, que 

generalmente no es mostrada en la ense"anza de ros métodos estadísticos usuales. 

A través de este traba¡o nos hemos dado cuenta de que el empleo de la Estaaistica 

Circular es muy útil en los campos de la medicina y de los ntmos biológicos entre otros; y es de 

suma importancia que se conozca más sobre los métOdas y los resultados obtenidos en esta 

rama de la Estadistica. 

la Estadistica Circular es tan extensa como la Estadistica misma. y por esta razón. es 

necesarto que se genere mas información sobre el desarrollo de la Estadística Circular y sus 

aplicaciones en las diversas ramas de la ciencia, pues en ciertas a reas su empleo es importante 

para la realización de inferencias estadísticas sobre un conjunto de datos circulares. 
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Tab1a A 

A cont1nuactór'I, M presentan tres meQldas diferentes para comparar de maroera numérica tos .ihgulcs Grado-s con un rango de O" a """'· 
bemoos del dfa que van de laa O ro hrs a las 24 00 hrs. V por ultimo. radianes con un rango d• O a 211 (e-n pasos De 1• o 4 minutos) LOS ..,alares 

de seno. coa.eno v tangHlte cuentan con cuatro d1grtos 

T3t¡lj A 

qr~.02.~s~no lilC!~t!!!: ---Ji~"1t<:.l~r.roP9-...--!itl•artt ~1:cg: ~Sl:"ilt~ t1n!il~nlt 

o·oo o o +1 o JO l.00 '2)6 +.~1){)0 +Bf>M +.$11-' 

º·º"' .017J +.Ol7l +.9998 +.OIH JI 2.0-' J•ll 1 +SISO +8Jl! ..... ..,r,m1 

0.08 .OJJ.9 +.0).¡9 +9994 +.0349 J1 2.08 .BaJ +Jl'1) +.8480 +6249 

0:12 OJH +.052) +.9986 + OJ2J. ll 2:1! .'160 +.H~6 +Sl.!7 +.6.i!U 

0;16 .0698 +.0698 +.9976 +.0699 ,, 2:16 .J9J..l + . .H9l + 8!90 +67-IJ 

0:20 OIJ?J +.01172 +9962 +.087J " ' 'º .611)') + .. ~716 .. IH'n ·t- 700! 

0:2.& .!OJ7 +.IOJJ ..,..99-'l +.!OH " 2·lJ 6l1Ll +.H711 + llO?'l + 1.Y>S 

0.28 .1222 +.L!I) + 992S + 1ns " 1 l~ ¡:,.¡ ~ 11 +.60111 ...1-,7986 ..¡..7J)6 

0:)2 .!Hó f..1]9::'.. +.99{)) +.IJOJ " ' .l2 66J2 + 61.H + 7~.fü + 781) 

O:J6 .1 HI +.l.S64 +.9877 + 1J8J " 2.)6 6807 +6l'l) -.-.7771 ..... 80911 

10 0;40 .174S +.17J6 + 9848 +.11fD 'º 2;40 .6981 +.6J!8 l-.71'.>li/) ·'-11191 

11 0:-44 .1'120 +.1908 +.9816 +.1944 " 2.44 71.~6 -t-.t'iJ61 +.7S47 + 1169) 

" O:J8 .2094 +.2079 +.9781 +.2126 ,, 
'" 7ll0 +.6691 .... 1-111 ._ ')f}{}4 

ll O . .P .2H9 + 2250 +974..t +.2J09 " ' " .7SOJ +.till!IJ l-.7ll.& + 'IJ?l ,. O:S6 .H-ll +.2-llSI' +.910J +.!..19) " 2. 56 .7679 +69J7 +.719J +.96H 

" 1;00 .2618 +.2188 +.96.59 +.2679 ,, 
' 00 .78H + 7071 +.7071 +I 000 

16 1;04 .:?79) +.27.56 +.961) +.2867 " ]·04 11029 .... 719} +.6?47 +I OJI, 

" 1 ºª .2967 +.2924 +.9.56J +.JOS7 " l.Oil .11::01 +.711-' .f- M~O f-1 072 

" l:tZ )142 +.)QOQ +.9Jll +.l2H " .1 ll .11)711 +.7411 .f-.6f>?I +1.111 

" 1:16 JJl6 +.)2S6 +.9.&H +.JHl " J " .85S2 +.7H7 +.6Hil ~1 "º 
'º 1.20 .J491 +.HlO +.9}97 +.1640 JO .1 '° .11727 + 7660 +.64:!M +1.192 

11 1 :24 .J66S +.JJ8J +.9])6 +.)11)9 ll l " .8901 +.7171 +.62?1 +1.2JJ 

!2 1:28 .)1140 +.)746 +.9272 +.4040 " ).211 9076 +.7880 +.61.P +I 280 

" 1;32 .4014 +.)907 +.~nos +.424S " ).)2 .92.50 + 1'J86 + 60/8 +I )!7 

" 1:)6 .41!19 +.4067 +.91)$ +.HSZ " l l6 ?~2S + 8090 +.S87!1 + 1.)76 

" 1 'º .-4)6) +-"'226 +.906} +.-466} " )·40 .9J<J9 +.IH9! +.nJ6 +1.4211 ,. 1•44 .4'18 + 41!14 +.19118 +.olll.77 " ~ ·44 .9174 +.8290 +.SS92 +1411} 

27 1 :JB .4712 +.4S40 +.8910 +.S09J " }·4!1 .9943 +8JIJ7 ~ H·lf> +I 5-'0 

" l:H .4!187 +...i69S +.88:!9 +.ll17 " J: s~ 1 012 +.8.&llfl +.S:'.'>9 +11.00 

29 J;J6 .S061 +.48-'8 ±·1746 +.JJ4) ,. );.56 l.QJO +.un +.11$0 +1.66-' 

60 4:00 1.047 + 1660 +.Hl()O +1.7ll 90 6:00 J.571 +1.000 o 00 

61 <1:04 1.061 +8746 +4848 +l.80.& 91 6.04 1.188 +.Q998 - 0175 -57 29 ., 4;08 1.082 +.8829 +4691 +1.881 9l 6·08 1.606 +.9994 -0)49 -:!8.64 

6) 4:12 1.100 +.8910 + 4540 +l.96l " 6:12 l.62J + 9986 -.Ol?J -190a 

6• 4;16 1.117 +.11911!1 +.0!4 +2.050 " 6·16 1.641 -i-.9976 - 0691! -1.¡)f) 

6$ "1:20 l.IJ..i +.906) +.4226 +2.14S " 6 20 1658 +.99fi? -.0111"?. -1141 

•• 4: 24 1 1'2 +.91JS +.J067 +2.246 " t.. 24 167fi + 99.tJ -.T04S -9 Sl4 

67 4•211 1.169 +.9:'.0l +3907 ...... 2.JS6 97 6·28 169) + 9ns -.1219 -11 ¡~4 

61 4;JZ 1.1117 +9172 +.}7J6 +24H 98 6.3! J.710 +.990) - il9l -7 115 

69 4:)6 1.204 +.9)36 +.3'114 +2.60S ,. IJ·J6 J.7211 + 9877 -15b4 -6 )14 

70 .C:40 1222 +.9)97 +.J.420 +2.747 100 ''º 1.7.U +.91/.-111 -.1736 -S.671 

" .C:44 1.1W +94H .,-.1236 +2.90.C 101 ' " 1 "' +.91116 -.19011 -5 14~ ,, <l:•R l.2!i7 ....... 9511 ...... J090 +3-0711 102 ' .. 1.7110 +.'>17111 - !079 -4 705 

" 4:U 1.274 +956) ..._ H24 +J.271 IOJ ' ~2 1.7911 +.9144 -.2250 -4 ))1 

" .(·56 1.29:? +.961J ..... ::.756 +l 417 1 ~)· 6 " l.SIS +.970) -.241'1 -4011 

" •·oo l.J09 +.96H +BU +J.732 10, HlO 1 8)) +.9659 -.25118 -1.7):! 

76 .S.04 J.J:'.6 +.970) ...-2419 +<1.011 106 7 º' 1 1150 ...... !.161) -.27S6 -)4117 

" 1:08 1.)44 +.9744 + 12rn +4.J)] 107 7 º' 1 1168 +.956) -.29.24 -J271 

" l:12 1.)61 +.9781 +.2079 +<1.701 108 7.12 11185 +.!.!Sii -.)090 -)()711 

79 S:l6 1.)79 +.9816 ....... 1908 +J.14S 109 1 16 1.902 +.94Sl -.3216 -!.904 

'º 5::!0 1.)96 +.98411 +17)6 +S.671 110 7:20 1.920 +.9)97 -3420 -2.747 

81 .S·.:?..i 1.414 +.9877 +.1564 +6.314 111 1 " 1 9J7 + 9))6 - JS.'14 -2.MS 

ll 5:2P: 1431 +.990) +1192 +7.llJ 112 1·:11 19H -i-.9::'..7? - Ji46 -2 47l 

" ' " 1.449 +9921 +.1219 +8.1•4 113 1 12 1 972 +9W5 - )907 -2 H6 

" !'l:J6 1 466 +.<J9•5 +.l04S +'il.S/4 11< 1 " 1.9')0 ...1-.91 ll - 4067 -2 2-16 

" 5·40 14114 +9962 ..... osn +11.4] "' 7 .40 2 007 -'-.906) -4:!:'6 -2141 

!6 5·44 1.501 +99711 +.M9! +14 JO ri-s 744 2 021 + 8988 - 4)84 -2 orn 

" S·48 ISJll -r-.9H6 + V5~3 ..,.. J9 08 117 7·48 ::! 042 + 89!0 - 4,40 -1.'i6l .. l:S? 1 1)6 +9'il94 + OJ•9 +Ht.4 118 7·!-2 2 059 ~ 118::'..9 -A69l -1881 .. 5:,6 l.l5J +.9998 -- 0175 ...l-J7.!9 119 1 " 2 017 -'-.ili'46 -..:!148 -l.!104 
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O! A 
tangent" 

""""' l!tffiPO rtdllnfl HOQ coseno 11nge-n11 qradq.s t~cG!tM• """ 
coseno 

"º 1·00 2.094 .,._8660 - ~ººº -1.7J2 1 ~o 'º 00 
!618 + .. ~000 -!IMO - . .571.i 

l:?I 'o• 2.112 +ilP! - SI.SO -1.664 1_<1 10:04 2.6J .5 +.·lll..t8 - ll7o16 -.B-ll 
12? 8"{l8 21.:011 + S.S80 - ~299 _, 600 t.!12 I0·08 2.6.!ll + ... 69.5 - Sll29 -.SJJ7 
JU 11·1! 2.1.a7 -..83117 - ~J46 -1 . .S.SO '" 10: 12 2.670 +.J540 -8910 - -~º"-~ 
124 !:16 2\(,4 ... 11290 __ (j(J? -14!<) 13.¡: IO:l6 2.6!111 +.4)84 - 11988 - 41177 

1::5 11:20 2.11\2 +11192 - ~7)6 -1.428 1 ~ .s 10:20 2.70~ +.-1226 -906) -.JtHiJ 
1:fi 11·24 21Y9 + tlO'JO -:S78 -1.3'6 1 ~6 10:2.i 2.7;!} +.-1067 -9/H -.44.52 
127 11::11 2.:!17 +.1986 -6018 -1.JH '" 10:!11 2.740 +.}907 -.92Qj -.424.S 
1:1 11:)2 2.:;!J."4 .,¡_.711110 - l'd57 -1.280 "' IO:J! 2.7.HI +.3746 -.9272 -.4040 
129 8:16 2.2H +.7711 -629) -1.!JS '" 10:)6 2.77.S +.J.5114 -.9JJ6 - . .111)9 

DO 1·.so 2.'.!69 + 7660 -.6428 -1.192 160 10:40 2 79) +.J4:?0 -.9)97 -.160:0 
!JI 8:44 2.'.!86 +.7.'147 -6S61 _, 

"º 161 I0:44 .'.!.810 +.J2~6 -94.5.'I -.)44) 
IJ2 1:48 2.rn4 +.74)1 -6691 -1.111 162. /tl.48 2.1127 +.)090 -.'il.511 -.)249 

'" s·.s2 2.n.1 +7314 - 68?0 -1.072 '" /0:.52 :ut4J +.2924 -.9.'16J -.1057 

'" 1:56 l.J)9 + 719) -.6947 -1.0)6 ... 10 . .'16 2.86? +.27.56 -.961) - 2~67 

pj 9:00 l.l.56 +.7071 -.7071 -1.000 16, 11·00 2.880 +.:!588 -.96.59 - 2679 
1)6 9:04 ;?.)H ~ 6947 -.719) -.96.57 166 11 º' 2.897 +.2419 -.970) - .'.!491 

'" 9:08 2.)91 +.6820 -.?)14 -.9JH '" 11·(18 29/J +.ll.'10 -.9J..14 - 2JU9 
1)1 9:1l ?.•09 +.6691 -.74)1 -.9004 "' J 1: Ll 2.9.1:? +.2079 -.'Hll -.2126 

'" 9:/6 2.426 +.6561 -.7'·0 -.869) '" 11:16 l.950 .;-.1908 -.'lfU6 -.1944 

''º ,:20 2.44) + 6428 -.~660 -.8)91 170 11 :~O 2.961 +.1736 -9848 -.1763 

'" 9•24 2.•61 +.629) -.7771 -.8t198 '" 11·.24 l.~8S +.1564 - 9871 - U1!4 

"' 9:28 2.478 +6ll7 -.7880 -.781) 172 11:28 ) 002 +.1392 -.9901 -.140.5 

"' 9:Jl 2 . .196 +.6018 -.7916 -.7$36 "' JI :32 ).019 .J-.1219 -.992.!I -.1228 

'" 9:J6 l.Jll + . .'llP8 -.8090 -.726,. ,,. 11:)6 3 037 +.104.5 -.994.5 -.JO.SI 

"' 9:40 2.$ll + . .5736 - 8192 -.7002 '" 11:40 J.0,.4 +.0872 -9962 -087.5 

'" 9:4' l.!1-48 + . .S.'192 -.8290 -.6;4J 176 11:4' J 07:! +.0698 -.9976 -.0699 

'" 9:48 2.!166 + .. U46 -.81117 -.6494 '" 11:•8 J 089 +.0.'.52) -9986 -.U,24: 

"' 9:J2 2 . .S8l + . .'.5299 -84110 -.6249 '" 11:.'.5? J.107 +.0]49 -.9994 -0349 , .. 9:,6 l.601 +.5UO -.11.572 -.6009 179 11:.'16 3 l'.!4 +.017$ -.9998 -.0175 

"º 12:00 J.142 o _, o 210 14:00 3.66S -.5000 -.8660 +.HH 

'" 1?:04 3.IJ9 -.0175 -.9?98 +.017.5 211 14.04 J.681 -.3150 -.8J72 +.6009 

'" 1:!:011 l.176 -.OH9 -.9?94 +.0349 2 I~ 14:08 J.700 -.n99 -.8480 +.t:.249 

'" 12:1i l.19 .. -.0.5:!J -.9986 +0.524 21) 14•12 J.718 -.J•4.16 -.IJJ87 +.6494 ... 12:16 l.211 -.06J8 -.99?6 +.0699 '" 14:16 J.7l.5 -.lJ9l -.11290 +.f>'T..¡! 

"' 12:20 l . .229 -.0117"? -.?962 +.087$ "' 14:20 J.7.'12 -.'736 - 8192 +.700? ... 12:24 J.246 -.10·0 -99.U +.1051 "' 14:24 J.770 -.JB78 -.8090 +.7:!6J 

'" 12:?!1 l.264 -.1219 -.991$ +.1??8 "' 14:28 l.7117 -.6018 -.7986 +.75)6 

I" 12:32. J.281 -.1192 -.990) +.140$ "' 14:J2 3.80J -.61J7 -.78110 +.7111) .. 12:)6 l.299 -.1.564 -.9877 +.1584 ?19 14:)6 ).822 -.6291 -.7771 +.8098 

''º 12:40 l.316 -.1736 -.9!148 +.176) 220 14:40 3.840 -.6428 -.7660 +.11391 m 12:44 l.Jl4 -.1908 -.9816 +.19H 221 14:44 J.857 -.6J61 -.7'47 +.86?) 
12:411 l.HI -.?079 -.978/ +.2126 2:!2 1.1:411 J.87J -.6691 -.74)1 +.900-' 

'" 12:$:! l.)68 -.22.50 -.974 .. +.:!)09 22) ¡.¿;Jl J.89? -.6820 -.7314 +.9)2j 

"' 12:$6 ).]!6 -2419 -.970) +.?49) 224 14:$6 J.910 -.6941 -.719J +:9657 
JU IJ:OO l.40) -.:!JB8 -.96.59 +.2679 225 /J:OO 3.927 -.7071 -.7071 +1.000 
!06 ll:O'I l.42/ -.21S6 -.961) +.2!167 2:!6 /J:04 J.?44 -.7/9} -.6947 +1.016 

'" 1):08 J.438 -.2924 -.9.563 +.J0.57 227 /J:O! J 962 -.7)14 -.6820 +1.072 

"' 11:12 J.456 -.)090 -.9511 +.l:!49 2215 15:12 l.979 -.7411 -.6691 +1.111 

'" JJ: 16 3.47) -.J!.56 -.94JJ +.l44J 229 IJ:l6 l.997 -.1'41 -.65151 +1.IJO ,.. 13:20 3.491 -.H?O -...9)97 +.3640 "º IJ:!O 4.014 -.7660 -.64';?15 +1.192. 

'º' 13::!4 l.$08 -.J.584 -.9116 +.)8)9 "' IS:24 4.0J2 -.7771 -.6291 +1.2u 
:?02 13:2.'I ).J21'i -.J746 -.9272 + . .t0-10 l)l: IJ::!! <t.CM9 -.7880 -.61J7 +1.280 
201 /J:J? l.543 -.3907 -.9205 +.4?45 "' /J:}? 4.067 -.7986 -.6018 +LJ:!.7 

"'' ll:J6 3'60 -.4067 -.91JS +.4-'H 2H 15:16 .e.os• - 80VO -.$878 + l.J76 
:o.s 1):40 J.578 -42:!6 -.90,1;) +.466) !H IJ:40 4.102 -.8J9l: -.J7J6 +1.4~!1 
?06 11:44 Jj'JJ -.4Jll4 -.8'>118 +.41117 136 IJ.44 4.119 -.8290 -.H92 +l.4dl 
201 11:48 J61J -.4540 -.8910 +.509.S 2J7 15:4! <t.1)6 -.8)87 -.J4.i6 +l.540 
208 J);.5? ).630 -.4695 -.118'!9 + . .SJ/7 "' 15:5? 4.1'4 -.15480 -.5299 +1.600 
209 11 . .56 )648 -.4!148 -.11746 + . .5J4l "' IJ:.S6 4.171 -.1551? - . .SI.SO +1.664 
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T bl~.QIJ1l!:!~r2!:!.l------· - !!l!DAQ rit!i!lr!n """' """""' 1§!'.!g~f!:: ....--SZ!.!1@$---1~~1~~~ 
2-10 16:00 4.1119 - 86li0 - 5000 -t-1. 1 J ~ !70 "00 -l.7J! _, o "' ?-11 16:04 4.206 -87.Ui -Alf-.11! ·1-/.!!0-1 271 l.i.0...1 -1.HU -.99911 +.017S -S1!'1 
:?.a:? " 08 4.??4 -.:!!l!'>l -A6'H +111111 !1.? t.!.0'.j -'.1.H -.999.i .¡,,._!JJ-1'.I -!j ~...I 
:?.U 16.12 4.?.fl -.ISQIU -...a.'1..iO t-1 96) ?7J 111.12 .i 16S -99116 ...... OS?l -l<,IOll 
2-1-1 16.16 4.B'I -ll'nl!I -·OS...1 +? Ofü '" /S.16 4.711? -.9"176 +.ot.·;1 _,. 10 

?H lli;:?O 4.176 -.CJ06.l - . .&??6 +?.l·U US " 'º <800 -991'.! +.0117? -11-'l 
246 16·?4 4?9-1 -.91Jj -.4067 +.?.?-16 276 111.?-I 4!U7 -9')-15 + """ -9Sl-1 
2 .. 1 16.:?8 4.)11 - 9?0.f --.)907 +?H6 217 111:28 411H -.992j +.1?19 -H '" !-111 16:J! <1.l?ll -.9?1? - )7.¡6 +? . ..11j "' 111:)? ..i!!IJ? -990) +.119:? -7 llS 
2.&9 16:)6 4.)-16 - 9JJ6 -.lJH +?.60.S !79 " )6 .i:io9 - 91177 +.l.S6-I -6 . .11-1 

2JO 16:-10 4.l6J -.9)97 -.)4?0 +?.747 ?80 l!l:.JO 4 887 -911-18 +.17.16 -S.671 
.?JI 16: .... 4.lll -94H -.Jn6 +2.90.& 2111 " " ""' - 9:;"16 +.1903 -S.l.U 
.?S? 16:-HI 4.l9S -.9Jll -.J090 +J0711 ?!I! " " .J.9?2 -97"!11 + "!079 -4 701 
.?SJ 16·.1? ..... 16 -.9.'i6l -.?9?-' +l.271 ?llJ 11'·.1? "'IJ') _r¡7.¡4 +.??.H> -4.lJI 

'" 16:.16 4.4JJ -.96JJ -.?n6 +l-'117 ?114 111·'6 4'tl.'i7 -.'HUJ +:?419 -4011 

?SJ 17·00 .... ,. -.96J9 -.2SllS +J.7J? 2115 19 DO .i91.& - 96'9 -;-.2.~811 -J.7H 
:?56 17.04 .... 68 -.970) -.?·U9 +"·º'' ?!16 19 Q.¡ .¡9•J2 -9611 r.?n:6 _.;.-1H 
.?S7 17:08 ... OJ -.97·H -.??SO +4.Jll 2117 19 011 j')O'I - 9S6J ..i...?9?4 -J.?71 
?.SIJ 17:1? 4.SCJJ -.97!1 -.2019 +4.70S ?11~ 19:1? j 0?7 -9Jll JU'ilO -JU78 

'" 17:16 ... S?O -.9816 -.1908 +s.1.is ?119 19• /6 JOH -.9 .. Jj +.J?J6 -?.9tH 
,60 17;?0 4.SJS -.91148 -.17J6 +J.671 290 19<!0 j 061 -9)97 + H:O -?.747 
?61 17;?.J .i.sH -.9817 -.IJ6.J +6.JI" ?<.ti 19:?.l j 079 -- 91l6 +.JH4 -? 60S 
?6? 17:?11 .J.j7J -.9901 -.1)9? +7.1/J ?9? 19.?ll J 096 ·- 9?7? +.J146 -?.47S 
.?6J f7:l? 4 $90 -.99:?$ -.1?19 +B.144 ::•n /9·l? ' '" -.9!UJ +.1907 -2.H6 
?6-i 17:16 4.608 -.994S -.10.&.S +9.Sl4 ?9-1 19:16 $.IJI -.9JH +.4U'S7 -.L?-16 

?6S 17:40 4.62.S -.996.? -.oan f-11 4) 295 19 40 .S.149 --906J +A?.?.6 -?.14.S 
266 17:44 4.64) -.9976 -.06911 +14.lO 296 19:44 .S.166 -.8988 +AJH.i --?. oso 
.!67 17:48 4.660 -.99!& -OHJ +19.0S ?97 19."'8 .s. r 84 -.119/U +.4.S40 -1.961 , .. 17:.S.? 4.677 -.9994 -.0)49 -f-?864 29! 19 .S? J 201 -8!'1.?9 +.469j -1.UI 
::!.69 17:.S6 4.69j -.9998 -0175 +.57 29 .!99 19:l6 s ?19 -.117J6 +.48.¡d -1.80·' 

300 20:00 j.lJ6 -.RM,O +.-'1000 
_, 

7)?. JJO 2;.?:00 '760 -lOOO +.8660 -H74 

'" ?0:04 .S?!ll -.8.:112 + HSO -1.664 "' ;.?:?.O.. 5.771 -41i·HI +.ff7.¡6 -s<.n 
.10.! .?0:08 !1.171 - 8 .. 80 + . .129'>' -1.600 ll2 " 08 j:.794 - 4t.9.S t- H8?.9 --.5117 
.101 .?0:12 !1.2811 -.8)!17 + H46 -1.540 )JJ .!.?:12 5 8 J;.? -.4.140 ' ~910 -1f:'lj , ... ?0:16 .S.J06 -.!1290 +.l.!192 -1 ... 8) '" 21· 16 58'.:9 -.4J8-' +.89t!8 - .,,.¡77 

.10.S ?O:!O .:S.Jll - .. !1192 + .. S7l6 -1.4!8 .lJ.S ?:::o .S8.J7 - 4!26 +.906) -.4i") 
J06 20:!4 5.J-11 -.8090 +.S8?1 -1.)76 .1J6 :?2:!4 5 116.¡ -.4067 +.91)J --4H?. 

'º' ?0:21 J".3'8 -.7986 +.6018 -1.n.1 '" 2!:;.?8 5.llH;.? - )907 + 'l!O\ -..i:-1$ 
J08 !O:n j,)76 -.7880 +.6157 -1.280 ,,. !2:H j 8!.IY -.3146 +Y::!.72 -.JO.JO 

'º' 20:)6 j,J9) -.7771 +.6!9J -1.?J.S "' ?2:)6 .s 917 - ,_~84 + 9J36 -)11)9 

"º 20:40 .:S.41 I -.7660 +.6428 -1.192 "º 22•40 .S.9)4 -.l4?0 + 9)97 - J640 

"' 20:44 S.4;.?I -.1.541 +.6S61 -1.150 -'"' " " J9J2 -1.!56 +.9-lj_'I -.3"41 

'" ?0.41 .5.4-1.S -.74)1 +.6691 -1.111 )42 22·4$! S.96<J - .. 1090 + 9~ JI -.l"!.:9 
n1 ::!.O:s:!: S".46) -.?JI.& +68.!0 -1.071 ,,, .?;.? 52 J.9.'j(; - ~9.?4 + o,1361 ~fJ.57 

"' W:S6 J".•UIO -.719) +.69"7 -1.0)6 lH :.?;$6 6.00 .. - l7J6 ..,... 961} - :l\t.1 

"' 21:00 $.491 -.7071 +.7071 -1.000 J .. s :!):00 6 O! 1 - B88 + ?f.S9 -:'C.7? ,,. 21:04 .S . .515 - 6947 +.719) -.9651 .l.!6 ~J .04 6.0J9 - ?-119 T "170) -!49.l 

"' 21:ll8 5 . .SJJ -.68.?0 +.1)1.C -.9JH '" !J·08 6 OS6 - .?~JO + <,1;44 -.?J09 

"' 21:12 .S .• "150 - 6691 +.7.CJI -.90o4 ,,. ?J:J2 6.074 - :019 ...... 9781 -.?1!6 

'" 21;16 .S.5611 -.6$61 +.7547 -.869) )<9 n.16 6.091 -.!908 ..,.91'!:16 -· 19H 
l.:!O 21:.:!0 S.5115 -.6428 +.7660 -.8)91 "º 2J·:!Q 6.109 -.1736 + 9848 -.176) 
321 21:.?4 ~.60) -6.:?93 +.7771 -.8098 '" .:!l:!• 6.1?6 -.l.S64 ..i...9877 -.1584 
J12 11:?8 s 6?0 - 6157 +.711110 -.781) H:! 2l::!8 fi..14.C -.1192 + 990) -.140J 

"' 21:)? ~ 6)7 -.6018 +.7986 -.7Sl6 "' 
,, 

" 6.161 -.1.219 +.9925 -.1?!8 
J? .. :::!J:J6 S.6SS -.5171 + 8090 -.7265 '" :J:J6 6.178 -.104.5 T.9945 -.1051 
ns 21:40 .5.67?. -.5736 +.11192 -.700? '" " 'º 6.196 -.0872 +.991",? -0815 
}?6 21:44 J.690 - . .H9l ..i....11?90 -.67H ,,. ?J.44 6.!ll -0698 +.9976 -.0699 
l27 ?1:48 ~.707 -~446 +.8)117 -.6494 Jj] n . .is 62)1 -052] +.9986 -0.S!4 
l?8 21:51 5.7::!.J -.~199 + s.iso -.6?49 )~8 ?1·5:!. 6.!.J8 -.01-49 +.9994 -.0349 
J.?9 :::!I :~6 J.7.i? -.S/50 +.11.572 - 6009 JJ? ?3-56 6 . .:!66 - 017l +.9998 -0175 , .. ;?4·0Q 6:'1!) +I o 
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La longitud del vt"Ctor mecho (p, 

Tabla B 
6 r) es convertida en ta desviación angutar \l'f ó sen grados) y también. 

es convertida en el paramétro de concentrac10n (k 6 ... ·1 

_T~rn111_ s ______ . . ----------··· ----

-"· ~ ' 
.,. ~Ji: k Q .: : _____ »¡ .9.-'---~~t___.~:__,; 

·ºº 81.0l ·ººººº 'º S7JO l. J S9)! 

01 80.62 .u~uuo " S'l 7! 1 !Y !OS 

.u.? !10.21 .041)01 " S6 14 l.22lSO 

.0) 79.110 06U1Jl " 5.SSS l.2S672 

.04 79.]9 .01!006 " S4 96 1.29077 

.os 78.98 .100!) " S4.l6 1.)2.570 

.06 7!U6 .1:?:022 " SJ.7.5 l.JblS6 

.07 7d.14 .J.-OH " Sl.1-' LJ91!42' 

.os 77.72 J6USI " n H l 4l6H ... 77.JO . t!IU7J .S'J SI.di! J.47Hl 

.10 76.87 .20101 .F.O .51.:"?.5 1..51.SH 

.11 76 ... 4 .2"!1J-l bl so 60 l.H738 

.12 76.01 .2-1175 ., 4'J 'lS 1.60044 

.J) 7.S.SI! .2622) ., 49 29 l.MSU6 

·" 7.5.14 .2!12H .b4 4~ 62 1 69134 

.IS 74.70 .JOJH " 47.94 1.1194.5 

.16 74.26 .)2419 'Ó 47.?S 1 7895) 

·" 7J.ll? .)4503 .b1 46.SS l.IHl77 

.18 7).)7 .36.599 ., 45.84 1 896]7 

·" 7!.9) .)!1707 b'} 4.5.11 l.9SJS7 

·'º 72.47 .4082S .70 H.)8 201163 

.:?l n.o.? .42962 .71 4) 64 2.0761!.5 

• .?2 71..56 .·HIJO .n. 42.!!7 .?.14359 

·" 71.10 .47273 " 42.10 2.2142.5 

.?4 70.64 .49-15] H 41.J:? 2.28'JJU 

.2l 70.17 .516..i? .15 40 . .52 2.369)0 

.26 69.71 .S)ll63 .76 )9 69 2.4.5490 

·" 69.Zl .56097 .11 l!U6 2 . .54686 

.28 6!L7S .HHO .78 )8.00 2 6461] 

.?9 6:U7 .606:?5 .79 )7.1) 2.75382 

.30 67.79 .62:92:? .so )6 :!4 2.871:!9 

.JI 67.)0 .652:-12 ·" JS J! l.00020 

.n 66.82 .67H7 .11:! J4.H l.14262 

.JJ 66.32 .699Sd ·" )1 41 ).)0114 

·" 65.8) .7:'?JS6 .'4 )2.41 ) 47°JUI 

.JS 65.Jl .7 ... 783 .RS Jl.)! ).68041 

.)6 64.8:? .772.¿I ·" 10.n ).'#1072 
• .17 64.31 .79'30 ·" 29.2:? ·U770J 

·" 6) 80 .8'.!:?51 .SS 28.07 4 411876 

.39 6].28 .1141112 .'9 21l.87 4.8.5871 

.40 62.76 .87408 ·'º 25.6:2 .5.)047 

.41 62.24 .900..il .91 2-'.ll 5.8522 

.4:? 61.71 .92:7:'?0 .92 :?2.92 65)94 

.43 61.17 .954-10 .9' 21.44 7.42S7 

.H 60.64 .98:::.07 ... 19.85 8.6104 

·'' 60.09 1.0102:2 .9' 18.12 10.2716 
.46 59.54 1.0381!9 .06 16.20 12.7661 
.47 !iS.99 1.06310 ·" 14.04 16.9266 
.4' 511.41 l.09788 ·" 11.46 :?S.2522 ... 57.117 1.1211211 ·'' 8.10 .S0.2421 

1.00 0.00 "' 
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T11b1a e 
El paramétro de coneenlrac1ón (k ó "&) t>S con"9rtldo en la longr!ud del vecior meqio (¡i, ó r) y l!'n la det.v1ación 

angular (l"J ó sen grados) 

--------T"Q~------·--------
15.~JS 

. 
P, 1 "c.t.'i ___ !' q ~: ____ p, o r "!2 J 

.o .00000 8 :.oJ "º .80999 H.12 
,J .04994 71!:.98 ).J .111711 )4 .... , 

.2 .099JO 76.119 l.2 .11217' 14.0Z 
,J .148)4 74.78 J.J .11299J )J,.42 .. .19610 72.6S J.• .llH70 )2.8-t 

.s .242'0 70.J) J.5 .8-1110 )2.)0 .. .28716 68.41 J.6 .114616 )1.78 
,7 .JlOIS 66.JI ,, .11.5091 )1.29 
.1 .171011 64.26 J R .!llSJ7 J0.112 .. .40984 62.2S J.9 .!IS936 J0.17 

1.0 .44619 60.29 4.0 .861'2 29.9) 
l,l .48070 58.)9 ... .86726 29.'2 
1.2 .31278 56 . .S6 •.2 .87079 29.ll 
1.3 .34267 .S-t.80 4 J .11:7414 28.7S 
l.• ,J7042 5).11 4,4 .87732 211.)8 

l.S .J961) j 1.49 4,5 .1180)] 211.0J 
1.6 .61990 49.96 4 6 .!lll:Hn 17.69 
1.7 .64181 48.49 4.7 .1111.59) 27.J1 
1.1 .66204 47.11 4. .R118.U 27.0J 
1.0 .6806.J .SJ.79 ... .89101 26.7.J 

"º .69777 4.C.JJ 5.0 .S'.1))8 26.(6 
2.1 .71JSJ 4J.J7 5.1 .8'H6J 26.11 
2.2 .72110) 42.26 5.2 .89782 2.J.90 
2.3 .741)3 41.21 5.J .899?0 2.f.6( 
2.4 .73)67 40.22 5.4 .90190 2J.J3 
2.> .76$00 ]9.28 S.5 .90182 2.'LIJ 
2.6 .77.J4S JS.40 ,_. .90566 24.11'1 
2.7 .7!511 l7 . .'56 5.7 .9074) 24 61 
2.1 .79404 36.77 '·' .?091) 24.'1 
2.• .802)1 J6.0J '-9 .91078 24.20 

6.0 .91216 2).99 9.0 ,94269 19.40 6,J .91)89 2J.7! 9.1 .94)].C 19.U 6.2 .91JJ6 21 . .'57 9.2 .94)98 19.111 6.J .9167& 2J.l7 9 J .9441SO J9.07 •.. .911116 2J.l8 94 .94'21 11.97 

·~ .91949 22.99 9.5 .94UJ IS:.86 ... .92078 22.111 9 6 .946)9 18.76 6.7 .92202 22.61 9.7 .9•696 IS:.66 6.1 .92l2J 22.4J 98 .947'2 111.'6 ... .92440 22.28 9? .9480.S 18.47 
7.0 .92Hl 22.11 9-.1~6() l'.J1 7.J .9266J 11."n " 'J5N'J 17-1? 7.2 .92770 21.79 " 957Ja 11)7) 7.J .92!74 21.6) lJ 9'5<17J '""' 7.• .9297.J 214! " .96J60 l.S.46 
7,j .9J072 21.JJ " .9'i607 l-4.9J 7.6 .9116! 21.18 " . 96.t2J .... 7.7 .9l260 21 01 17 .970/J '"'' 7.8 .9)J.50 20.89 " 97UI ll.60 7.9 9J4JB 20.76 " ?1JJZ ll.24 

'·º .91.n• 20.62 "' 97.11)7 12.'i>O ... .9J607 20.49 
1.2 .9)6.!.! ZO.l"i 

:n 'H'J?S IU2 
!.J .91767 20.2) 

.. ..., nrn 5.1.t ... .9134.C 20.10 
i:'l .1L)~.t) J6J ,..,, 

9?'",00 2",,., 
1.5 ,9)919 19 93 /íf'Uf:J 000 ... .9J99J 19S6 
!.7 .9•0&4 19.H ... .941).t 19.62 
1.9 .9420~ U.JI 
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T11bJa O 
La desvrec1ón •nQullf (<"J o 1 en gradOI) es convertida en 11 longitud del vector medio (p1 ó r) V en el 

pu•mittro de eoneentrac.on (k o w;") 

T b]a 
...tl.l __ p

1
ór ?; ~o.:· "~) P¡ ~ r !i~ s:" 

o 1.00000 co 40 .75611 2.4:?l 
1 .9'i93J ., .74197 2.l?I 
2 ,999)9 " .7llll 2.n-1 
J .99i16J " ,71SJ8 2.1)] 

' .997,6 44 .7051] 2.046 

' .99619 " .69157 1.96) • ,99"12 46 .67771 l.U4 
7 ,99?5-I 47 .66H5 1.808 • .99025 •• .64908 1.7)5 • .98766 "· .. .6Hll 1.665 

'º .98417 l5.I 'º .61921 1.597 
11 .98157 21.) " .60185 1.5)2 
12 .97807 21.J " .5811:16 l.468 
ll .9"426 20.0 " .57216 1.407 

" .97015 17.0 ,. .SSJ'.81 l.]47 

" .9651) IS.O " .H927 J.~!! 
16 .96!01 ll.1 J6 .522)6 1 ::?JI 
17 .95598 '11.66 " . .SO.SIS T.176 

" .9rn6' 10,41 ,. .4876) 1.1:?1 ,. .\U502 9.31' .'9 .469112 1.01>8 

'º .9)908 8.49 60 . .UJ69 1.01.so 

" .9l28J 7.71 61 .4)326 .96J.a 

" .92628 7.07 ., .414$) .912J 

" .9J94l ci.50 6l .19549 .862) 

" .91227 6.00 •• .37614 .8128 

'~ .90.is1 5.H5 6> .l56SO .7618 
26 .89704 S.165 66 .JJ6S4 .71'2 

" .'.1!1897 4.81! 67 .11629 .M?I 
28 .llSJH 4.511 68 .29572 .6194 

" .117191 4.23] 6, .27.a86 .5719 
JO .86192 l.9!15 70 .2.5]68 .52 .. 6 
JI .8.5J6J l.761 " .23221 .4175 
ll .8"404 J.551 " .21041 .4)05 

" .83"14 J.172 " .IUB .l!IH 

" .82391 J.201 " .16596 .JJ66 

" .81142 l.048 " .14326 .23'H 
]6 .80261 2.90-1 76 .12026 .2422 
l7 .791.a9 2.771 77 .09696 .1948 

" .78007 2.6-17 " .07JlJ .1 .. 11 

" .76834 2.$)1 79 .0-19.a.a .0990 

'º .02522 .osos 

" .00010 .OOIS 
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Tabl.1 E 
Puntes de estvnaeión t» k 

Puntos de~ de k. n • fAmM\o O. ta ml.Mstta . r • )OnQttud clel vector med.o de la mu~r• 

Tabl~ E 

, - o'º (1 1 ~ o'° o:~ '''º OH º"" o" o'º 0.75 o.u º"" 0.\15 

.. - o o o o" ºº' o" 118 141 168 1.00 , ... ) 10 ...:w- 11.ll 
o u o (l !ló Olll 10< 1 =~ 1" 1.7-1 107 1.!11 .\ 10 .. 5-1 ... 
o o o .ll 0'9 090 1 10 IJ-0 U1 1.7!1 1.11 1.5'6 J.:!l ... 6!1 ... 
o u o !ll o,. º" llJ l.JJ 1 ~5 "I 115 1ti0 .l.12 "' .... 
o o" 061 O >O ºº' 116 13' I" lh:-1 111 111} .Ll6 -1.79 ... 

10 o 041 o" o 8) 1 00 118 117 1 ,9 ,,. 119 , .. JJ9 . " ''º " o u" º" º" 1 01 1 " "' 167 1.87 111 1t>I J41 ... 11'1 9 J9 

" o 1) o ~J o" o" 1 0) 1 10 "º 161 1.88 112 169 J.4 .. 41,11 ... 
" o }1 o !16 o 7) O!il 1 o.o 111 1'7 1" 1 " 

11.l 1.71 J . .16 "' 'l!>J 

" on o ~11 o 7 .. º" 1 º' 111 1'7 10) '"" 1:-t 1.n "' "' 'i.~~ 

" o o o o" o"' o" 090 10<> 111 141 l ... 191 115 1.1J 3-19 >00 .. , 
"' o o O JO º"' º" o,., 09) 1 09 1:c. 1" 1" 1 " 

1:1 l '.'6 J.SJ 'º' 9.1\I 

" o o 0.11 o,. o 01 o" º" 1.10 117 1•6 "' 1., 1.lO 1.,9 J,. !I 12 9 ~s 
JO o 011 0-11 o !16 o" 081 096 111 118 1" 1" ,,. 1.11 ;kO J .~s S.IS "' " o 0.27 º" o ~l (l 70 o 8.\ º" 1 " 119 "' 1.70 1.91 1.J? 111 '"" '" 9.99 

'º o 0.11 º" O ~I 0.70 o 8) º" 1 " l.1'i "' 1 ·o "' 1.JJ 181 .\ 61 !119 IOOl 

" º°' O.JJ ... o" 0.71 o"' º" l.JJ !..\() 1" 1.71 ... 2 .• 1.1 111 J 61 ~ :'O 1006 

"' o o" º" º'' 0.~9 º" o.u 0.91 Lll 1>0 IN 111 1.91 1.\-4 1!1) )61 5.11 10.08 
100 o 016 o~· o" o 61 07J 0.116 1.00 l.U u.1 uo J.7] 1.00 l.JS 1.11s ,., s.:6 10.18 

'"' O.JI 011 0.)9 O.lO 0.61 o" º" lo:J lll 1 .. 11 '" 1.71 1.00 1.16 1."6 :tM 5.11 10.11 

'°° o 19 0'9 º'° 0!11 o bl o" o" 1 00 lll 131 l.~1 '" 101 l.J<; .i.K6 ,., S18 10.1.1 
~ 0.20 0.10 º" o ~1 o" o" o" 1.01 1.16 l.U U2 U4 101 :?.Jl ~ S7 3.611 5.31 10.17 
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