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INTRODUCCION

El punto principal de este trabajo es presentar la metodologia y la teoria estadistica
utilizada para la descripcion y el trato de un tipo especial de datos, 10s cuales son obtenidos a
partir de observar ciertas fendmenos ciclicos y direcciones sabre un plano. A lo largo de las
siguientes paginas se mostraran las diversas medidas descriptivas utilizadas en fa Estadistica
Circutar, para conoacer ias principales caracteristicas de este tipo de datos, como {a localizacion

de su centro y su variabilidad.

Las Direcciones

Las direcciones pueden ser visualizadas en un espacio de cualquiec dimensién, pero las
siluaciones cotidianas indican que se presentan visualmente en dos dimensiones, donde ésias

pueden ser representadas por puntos sobre una circunterencia.

En el presente irabajo tas observaciones oblenidas a partic de fendomenos ciclicos y
direcciones son {ratadus por ta Estadistica Circular, como punios de dos dimensiones sobre un

circula, es decir, son consideradas observaciones circutares

Las direcciones son estudiadas en difecentes ramas de la ciencia, por ejempio, en el area
de ia biologia las direcciones se obsservan y se analizan estadisticamente, pues se estudia ef

comportamiento de {os ammales en ciertos evertos como: 1a navegacion, la orientacion y (a
migracion.

£l analisis de los datos circulares, también se uliliza para realizar diversas apticaciones en
areas tales como la geologia, la geografia, la meteorologia, 1a medicina, fa astronomia, y 1a

fisica



Generalmente, las observaciones circulares se representan graficamente por vectores,
pero cabe mencionar que si una observacion circular es descrita por un eje no dingido, es decir
que no exista la diferencia entre el angulo h ( 0°< h --180° } y el dnguio 180° + 1 entonces, se le

conoce como dalo "axial®.

Cuando se mide una observacion circular se le asocia un anguio, el cual es medido en
grados que van de 0° a 360° o su equivalente en radianes, es decir de 0 a 2r. Los angulos

miden las observaciones circulares, y es por ello que son lamados variables circulares

Las variables circulares no se comportan comao numeros reales, es por ello que son
diferentes a las variables lineales, de la jongitud, ta presion, ia temperatura o el voltage. Las
variables circulares también se presentan en los ritmos biologicos, pues éstos son eventos

ciclicos que pueden representarse por medio de una rotacion de 360°

La manera de relacionar un evento ciclico con una vuelta completa de 2x radianes es muy
sencilla, par ejernplio. a un periodo de 24 horas { un dia ) le corresponde una vuelta complela de
360°, asi, a una hora de! dia le corresponde un angulo de 15° ( 360°24 ). y a un grado le

corresponden cuatro minutos del dia { 360°/1440 )

De manera similar, se pueden comparar ofros eventos ciclicos de divisiones de tiempo,
como las semanas o las horas en una escala crcular, es decir, cualquier periodo que

corresponda a un evenlto ciclico puede ser representado por una rotacion de 360°

Cuando un cvento ocurre repetidamente en el mismo instante de tiempo dentio de un
periodo, se le asigna un angulo fase. La frecuencia diaia o fa frecuencia de estaciones
presentan un patron inuy relacionado con las distribuciones circulares, por 1o que no es
sorprendente que en los metodos estadisticos utilizados para los ritmos biolégicos se empleen

los angulos.

En este trabajo sc considera que la longitud del tiempo es conocida; puede suceder que el
periodo de tiempo sea desconocido, y entonces para su analisis se utilizan meétodos mas

sofisticados relacionados con series de tiempo



La Estadistica Circular

Como el circulo es una curva cerrada. se pueden anticipar las diferencias entre la Teoria
de la Esladistica Lineal y la Teoria de Estadistica Circular. Por ejemplo, es necesana la
definicion de funciones de distribucion y de momentos trigonométricos que fomen en cuenta la
natural periodicidad del circulo Ademas que la forma compacta del circulo permite un trato

simple de la Ley de las variables aleatorias.

Otra diferencia se encuentra en las estructuras algebraicas entre el circulo y ia linea, pues
en el circulo gnicamente se cuenta con una operacion. 1a suma modulo 2x, mieniras que en la
linea se lienen dos operaciones la suma y la multiplicacién, ademas el algebra que se emplea
en los dngulos es diferente al algebra que se maneja para cantidades lineales. Ademas la suma
o la diferencia de los angulos puede exceder el intervalo de (0°, 360%) y se tiene que reducir el

resultado a modulo 360° ( Capitulo 1)

Para medir los angulos en la Esladistica Circular se requiere del concepto de la direccion
cero, que es la direccién a partir de la cual se comienzan a medir todos los anguios. La

representacion de la diceccion cero es arbitrania

Puede ser que la dircccion cero sea representada por el Nofle, y la medicion de los
angulos, se realize en el sentido que giran las manecilias del reloj. A este angulo se le conoce
como el Azimut. Otra mancra, es cuando la direccion cero es representada por el eje positivo de

las abscisas. y la medicion de los angulos se realiza en sentido contrario a las manecillas del

reloj.

Como el valor de la direccion cero es arbitrario, resulta que todas las direcciones medidas

a partir de ésta son arbitrarias respecto a la direccién cero.




El presente trabajo se divide en tres capitulos, ciertos conceptos matematicos
indispensables para el desarrollo de las medidas descriptivas cn la Estadistica Circular son

mostrados en el Primer Capitulo.

En el Segundo Capitulo, se presentan fos métodos graficos y las diversas medidas de
localizacion, que fueron obtenidas a partir de las medidas de tendencia central. Estas medidas
de localizacién son aplicadas a las observaciones circulares para ver la disposicion que tienen

las observaciones de agruparse alrededor de algan valor numérico

El Capitulo Tercero provee las medidas de dispersion utilizadas por la Estadistica Circular,
para obtener informacion valiosa sobre la variabihdad de las obscrvaciones alrededor de ciertos
valores como la direccion media o la direccidn cero El Apéndice contiene las tablas necesarias

para los ejemplos utilizados




ANTECEDENTES HISTORICOS

Uno de los primeros andlisis sobre datos circulares se realizé a principios del siglo XWVill,
cuando en 1734, Daniel Bernoulli traté de encontrar una solucién al problema de si la cercania
de las orbitas de 8 planetas era por casualidad o a qué se debia. También en 1767, el sacerdote
John Mitchell estudiaba la separacion angular entre las estreltas, e infiere que estan fisicamente

unidas por una fuerza gravitacional.

A finales del sigto XVili. se tiene otro antecedente, en 1784 C.F.Gauss desarrolia ta teoria
de los emores, la cual fue realizada para et analisis de medidas direccionales en Astronamia, y
la desarrolld como una teoria lineal, sin embargo, en muchas aplicaciones los datos
direccionales no pueden ser representados por una teoria lincal, por ejemplo, fos datos sobre la
orientacion de los animales, los datos de inclinacion en geologia, los datos de fluctuacion de
padecimientos con respecto a 1as estaciones del ano en medicina y os datos sobre la direccion

del viento en la meteorologia

Es pues, que ¢l intéres por desarrollar metodos Gtiles para el analisis de dalos

direccionales, surgio a ia par con el estudio de la esladistica misima

Después para 1802, John Playfair, sedala la necesidad de analizar por separado y de
manera diferente los datos direccionales de los datos lineales comunes, pues se da cuenta que

la aritmética no funciona para los angulos

Florence Nightingale, enfermera de la Armada Britanica durante la guerra de Crimea,
mostro por primera vez, en 1858, el diagrama de rosa para explicar graficamente la eficacia de
mejorar l0s servicios sanitanos duranie la guerra. Para el siglo XiX, Lord Rayleigh{1880),
desarrolio una prueba estadistica para la uniformidad contra un modelo alternativo de una anica
direccion preferda. Rayleigh, fue el primero en estudiar {a distribucion de la longitud resuitante
de vectores en dos dimensiones, sin embargo los estadisticos no estuvieron de acuerdo con su
solucion, sino hasta 1919, cuando Rayleigh di0 una solucion exacta al problerna de uniformidad

sobre la esfera.



Existen varias contribuciones importantes al desarrolio de ta Estadistica Circular, a través
del trabajo de diversas personas como Schmidt(1917), von Mises(1918) que introdujo la funcion

de distribucian de probabilidad von Mises, similar a la distribucion Normal en Estadistica Lineal.

Krumbein(1939), aporté la idea de transtormar los datos de lineas no dirigidas a datos de

vectores. Salvemlini{1942), desarrolld lo que ahora se conoce como la varianza circular.

Las técnicas estadisticas necesanas para el estudio de los dalos circulares surgieron
relativamente hace algunos anos, levando a cabo desarrollos analogos a los realizados para los
datos lineafes. Sin embargo, el desarrollo histénco de la estadistica circular ha sido un tanto
diferente, pues el verdadero progreso en la Estadistica Circular se presentd cn los afios .
cincuentas, cuando aparecio R.A Fisher (1953), Gumbel, G.S.Watson y E.J Williams (1956),
Batschelet, entre otros. Actualmente, algunos de los autores mas estudiados son Mardia y
Fisher. ;
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. CAPITULO 1

CONCEPTOS MATEMATICOS.

1. Introduccién

El sistema coordenada que se utiliza para el andlisis de las direcciones y de las eventos
ciclicos no siempre es unico, en ciertas ocasiones suele ser apropiade el use de las
coordenadas rectangulares pero por lo general, cuando se trabaja con angulos las coordenadas
polares resultan ser mas Utiles, por ello, este capitulo presenta resultados importantes sobre el
uso de los sistemas coordenados: el sistema canesiano y el sistema poiar. Note que al cambiar
de un sistema coordenado a otro, se debe tener cuidado de aplicar correctamente las funciones
trigonomeétricas, las que también se trataran en este capitulo

En el desarrolio de {a Estadistica Circular es necesario el manecjo del algebra vectonal,
especialmente cuando se requicre determinar medias bivariadas, como el centro de masa. el
cual es un concepto indispensable para el estudio de las observaciones circulares

En este capitulo también se lratan las rotaciones, ya que en la Estadistica Circular la
direccién inicial, como por ejemplo el norte para el azimut es arbitraria, siendo necesario que
todas las cperaciones sean invariantes bajo cualquier rotacion alrededor del ongen.

1.1 Los Angulos.

Generalmente. fas direcciones son graficadas como puntos sobre la circunferencia de un
circulo. Estos puntos tienen que ser determmados de forma GOnica, para que con eilo se puedan
medir a las direcciones.

La posicion de un punto P puede ser determinada de manera unica sobre el plano, por las
coordenadas cartesianas (x,y). El sistema de coordenadas cartesianas, cuenta con un origen 0y
con dos ejes perpendiculares X y Y, que atraviesan el origen. Los numeros reales se ven
representados en ambos ejes, al tomar al origen como 21 cero. Dependiendo de lo que se
necesite graficar, ias unidades de medida de los ejes pueden ser iguales o diferentes. Pero por
el momento, se supone que ambos ejes tienen la misma unidad de medida.

En malematicas, la localizacion del punto P. también puede conocerse 4 través de su
angulo, $. En el origen 0, el angulo no esta definido, asi que cualquier punto que coincidy con el
origen, no tendra un angulo definido.

Sea P un punto diferente del ongen. y seas ¢/ una linea que parte del origen, y que
originalmente coincide con el eje positivo X {ver fig 1.1.1). Se dice que el eje positivo X tiene la
direccion cero y se le liama el eje polar.

Si 7 es rotada en sentido contrario a las manecillas del retoj, hasta que tocar el punto P por
primera vez, se forma un angulo ( a la magnitud de rotacién se le llama 3ngulo). Este angulo
también sera llamado el angulo polar de P. Los dngulos pueden ser medidos en grados o en
radianes, segtn sea el caso.



Cuando esta misma linea .~ es rotada de la manera antes mecionada. y toca por primera
vez el eje positivo Y, el angulo que forma es de 90°. Si se continua rotando la linea / hasta que
toque el eje negativo X, el eje negativo Y. y de nuevo el eje positivo X. entonces los angulos
formados seran de 180°, 270° y 360° respectivamente. Se puede contmnuar rotando a / de
manera que se formen otros angulos.

Cuando se rota a / en sentido de las manecillas del reloj a partif de {a direccion cero,
entonces tiene sentido hablar de los angulos negativos Es por esto que un angulo puede tener
un valor positivo o negativo

Pero en realidad, en la medicion de las direcciones no se esta interesado en sumar o restar
rotaciones completas, 10 que se necesita es asociar un anguio a una direccion dada. Esto
requiere que se frestringa a los angulos dentro de un intervalo de longitud 360° o de 180° , puesto
que angulos como 630° ¢ -90° determinan la misma direccién que el angulo 270° Es decir,
existen anguios equivalentes, en este caso, los tres angulos son equivalentes modulo 360° En
la terminologia matematica 630° o -90°® son angulos congruentes a 270° modulo 360°.

630° = -90° = 270° (mod 360).

X

fig.1.1.1 Coordenadas polares (r, ¢), y coordenadas rectangulares (x, y), del punto P.

En general,
0 = ¢ (mod 360°%) . {1.1.1)
esdecir, 0 y ¢ difieren por un maltipio de 360°. esto es que,
0 =4¢ % (k) 360° con k cuatquier entero (1.1.2)
Otra manera de medir las direcciones, es a lravés del azimut, En astrologia'y en geografia,

el dngulo utilizado para medir una direccion, cuando la direccion cero apunta al norte y la
rotacién es realizada en sentido de las manecilias del reloj, es lamado azimuth.



Para determinar lotaimente la pasicion del punto P en el plano, se combinan el anguio ¢ y
ta distancia tornada desde el origen al punto P, es decir, r (ver fig.1.1.1).

A ry ¢, se les conoce como las coordenadas polares de P. En lo que se refiere al origen
su angulo no esta definido y su distancia r, es igual a cero

Algunas veces es necesano cambiar la umdad de medida de los angulos. para esto se
requiere que el circulo a utilizar sea un circulo unitano, es decir, que la longitud de su radio sea
iguatl a 1, con centro en et origen O (ver la fig.1.1.2)

Ahora al punto inicial y al punto final de la interseccion de / con el circulo unitario al
momento de rotarla se les llama A y B respectivamente. Después se mide el anqulo por medio
de la longitud del arco de A a B, en radianes. La circunferencia del circulo es 2ar, donde 1 es el
radio de la circunferencia; los 360° son equivalentes a 2r radianes o 6.28 radianes.

Se puede consultar la tabla A del Apéndice para la conversion de grados a radianes. Un
radian es una unidad anguiar que corresponde a un arco de un circulo de longitud igual a su
radio, un radian es equivalente a 57 grados 17 minutos, 44 8062 segundas.

360° = 57 29577951°
2m.

Y

fig.1.1.2 Circulo unitario y la medida de radianes para los angulos.

También se cuenta con otras unidades de medida para los dngulos, las cuales estan
reiacionadas con periodos de tiempo. Cualquier periodo completo de tiempo se puede relacionar
con un angulo completo de 360° o 2r radianes. Si el periodo de tiempo es un dia o 24 horas,
entonces un dngulo de 15° corresponde a una hora y un grado corresponde a cuatro minutos.

Las dificultades surgen cuando el periodo de tiempo consiste de un afio, pues hay afos
con 365 o con 368 dias. Entonces, en el primer caso el mediodia del primero de marzo
comresponde a 58.7° y en el segundo caso corresponde a 59 5°



Si las lineas estan dirigidas. no hay ningun problema para medir un angulo, pero cuando
no lo estan, entonces se ticnen dos angulos. » y 0, los cuales indican la misma direcciéon ya que
son congruentes modulo 180°, es deci.

0oy £ 1800,
9 = ¢ (mod 180°)

£l angule de una linea dirigida toma valores que van de 0° a 360° (de manera equivalente

de -180° a 180°). En carnbio el angulo de una linea no dirtgida toma vaiores de 0° a 180° (o su
equivalente de -90° a 90°) Verla fig.1.1.3.

2 ¥ b v

fig.1.1.3 a) El angulo ¢ de una linea recta dirigida con el eje X, con un rango de 0° a 360" .
b) EI dngulo ¢ de una linea recta no dingida con el eje X, su rango va de 0° a 180°.

Algo muy importante es que no todos los angulos son variables circulares. Cuando los
éngulos son medidos en un sector restringido desde un principio, éstos se comportan como
variables lineales y se pueden lratar con los métodos de la estadistica lineal.

Por ejemplo, en el caso de los animales que se encuentran en un lugar limitado por la
mitad de un circulo, sus angulos van de 0° a 180° (ver Brown 1962a.b). O en el estudio del
placton por Margalef(1957) donde se toma tnicamente la primavera y el verano con respecto at
ailo. La latitud de 1a Tiemra es también medida por angulos y no por ello es una variable circular
Sin embargo !a longitud es circular. Por lo general, los dngulos que no exceden del periodo de
360° (o de 180° en el caso de rectas no dingidas) no se consideran variables circulares.

En el caso de las distancias angulares, los angulos positivos y negativos no son
distinguidos unos de los otros. Las distancias angulares no son varables circulares, mas
adelante se presentara una definicion.



1.2 Los Vectores

Los vectores se inventaron en la Fisica para el estudio de conceptos tales como la fuerza y
la velocidad, en donde no solo la magnitud. sino también la direccion imporaba. En la
actualidad la utilizacion de los vectores se da en el algebra y en la geometria. Siendo
sumamente 4tites en el analisis de Ias direcciones

En la fig.1.2.1 sejan dos puntos P y Q. La linea dingida que va de Q a P es llamada
vector, se denota por QP 0 por el vector v La base det vectores Q yla puntaes P

Si dos o mas vectores tienen la nisma direccion y la misma longitud, se consideran

ap=ap o v (121

Los vectores frecuentemente se ulilizan para localizar puntos sobre el plang. La
localizacion exacta de un vector con base en Q, que coincide con el ongen 0 y punta en P, es
dada por las coordenadas cartesianas (x.y) 0 por las coordenadas polares (r, ¢) del punto P.

(verlafig.1.2.2).

vectores iguales :

b -5}
OP=v=|yl(r &) (122)

Las coordenadas cartesianas son presentadas de manera frecuente en forrmma de una
matriz, La tongitud r es llamada el valor absoluto de v y se denota por,

r= v (1.2.3)
Un vector muy especial es el vector cero,
0
0={0F (0,0, donde (0] =0 {(1.2.4)
Ningdn angulo polar puede ser asociado al vector cero.
P
Y
v,
a +
P
v
g1t
o X

fig.1.2.1 Los vectores v y v', son iguales en su longitud y en su direccién, par lo que son
considerados idénticos.



fig.1.2.2 Las coordenadas rectangulares y las coordenadas polares de un vector.

En el analisis de las direcciones siempre se utiizan vectores unitarios, es decir con
tongitud igual a 1. Los vectores unitarios determinan puntos sobre la circunferencia del circulo
unitario, y de manera inversa a cada punto del circulo unitario se le asocia un vector unitano

(fig.1.2.3). Sean,
x4 X2
M R4l V2 S| Y2

dos vectores dados. A 1a suma de los dos vectores se le define de manera algebraica por:

Xy + Xy
VitvaS Y ty2 . (1.2.5)

0 geomnétricamente como se aprecia en la fig.1.2.4. La base del vector v, coincide con la punta
del vector v,. La suma es representada por un vector que une at origen con la punta del vector
vy. Asi pues los tres vectores forman un triangulo.

Y
P

v, [

vi

V’

fig.1.2.3 Vectores unitarios. Las puntas estan sobre la circunferencia del circuio unitario,



fig.1.2.4 La suma de dos vectores es similar a un triangulo

La ley de la conmutatividad para los vectores, es la siguiente :

Vit vy S vat vy, (1.2.8)
al vector suma de varios vectores también se le canoce como el vector resuitante.

La ley de la asociatividad se presenta de la siguiente manera |

Vet (Vo v3) = (vt Vo) + vy (127
En este caso en lugar de formarse un tiangulo, se torma un poligéno, (ver fig.1.2.5)
Los multipios de un vector se definen como

X
kv = k[yJ = [t;] . (1.2.8)

si k es un nimero positivo, la direccion del vector no cambra, pero si k es negativo el nuevo
vector apunta en direccion opuesta a la que tenia antentormente (ver fig. 1.2.6).

Algo muy importante para la comprensién de la media de un conjunto de datos
representados sobre la circunferencia de un circulo, es el conocimiento del centro de masa. Un
punto de masa, es el peso que se le asigna a cierta observacion que se encuentra en {a punta
de un vector; y el centro de masa es el punio de equilibno de las fuerzas o pesos de un conjunto

de puntos de masa.
Sean M, y M, dos puntos de masa,. localizados en la punta de los vectores v, y v,.

respectivamente (fig.1.2.7). El centro de la masa C, de estos puntos tiende a caer sobre Ia linea
recta que une a los dos puntos de masa. El vector cuya punta cae en C, esta dado por la
siguiente fémmula :
v=__1 _(Myv+Mv) (1.2.9)
M+ M,
El nuevo vector v, es llamado el veclor medio y es interpietado como una media aritmética
del peso de las masas de los vectores v, y vy

Similarmente el vectar medio de n puntos de masa M, M,, ... M, esta dado por :

vE__ 1 (Myvy + Mov+e o +M v ) (1.2.10)




Ma

Va2

Vyevarvy

M

fig.1.2.5 La suma de tres vectores forrna un poligono.

7

fig.1.2.8 Los multiplos positives y negativos de un vector.

fig.1.2.7 El centro de la masa o centro de gravedad de dos puntos de masa. El vector que
apunta al centro de fa masa C, es canocido como el vector rnedio.



Ejemplao 1.2.1
Sea un gramo (g) la unidad de masa. y un centimelro (cmy) la unidad de longitud. Sean tres
masas: M, = 5g. My;=2g y M3=3g. ademads sus iespectivas veciores sor los siguientes:

[-Zcm 3cm tem’]
vy=) Bemf . vy ={3emp . v -Tem)

entonces,
IMV = Myvy + Mavy+Mgvg

.2 3 .
=5 6+ 20 35+ 3}-7
R RERE
= 30+ +{-21
-7
=115 {medida en cm g).
3
Y ademas XM, = 10g ., por lo tanto, el centro de ia masa, C es localizada en {a punta del
4

vector :
v 1 (Mg ¥ Movy + Mavy)
TMi

v= 14-7{={-07] (medido encm)
1015 1.5

€l resultado se muestra en lafig.1.2.8

My
v Mz
c v,
AJ P
o
T om
Y3
My

fig.1.2.8 Elcentro de masa C de las tres rnasas dadas en e} ejemplo 1.2.1
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1.3 Funciones Trigonomeétncas.

Sea un sistema coordenado con igual unidad de medida en ambos ejes sobre un Circulo
unitario. Se introduce la linea / como se hizo anteriormente. Sean el eje positivo X y ia linea /
tos lados del angulo ¢ La interseccion de ¢ con el circulo unitario, se denota por el punto P, el
cual queda Unicamente determinado por el anguio ¢. Observe la fig 1.3.1.

Definicion 1.3.1.

Sea P un punto con coordenadas polares (1, ), y con coordenadas rectangulares (x, y),
entonces el seno y coseno de ¢ se definen de la siguiente manera -

cCoSd = X, sent =y , (1.3.1)

x y y estan determinados unicamente por ¢, por tanto, las funciones de seny y c0s$ , son
funciones de ¢. Si el dominio ce & consiste de todos [os numeros reales, entonces x y y san
funciones periddicas de ¢, puesto que cualquier nueva rotacion alrededor del circulo genera los
mismos valores de x y dey. Por lo que el periodo es de 360°

Yy d

x=cos¢

fig.1.3.1 Definicion de las funciones trigonométricas sené y cos$, para un angufo arbitrario
$, €On rango de - a +x.

La representacion fineal de las funciones send y coss, se muesira en la fig.1.3.2. La tabla
A del Apéndice presenta los valores del seno y del coseno para cada grado del intervalo
(0°,360°%).

11



y /cos¢ /senb

o° 60" 360° %

fig.1.3.2 Graficas del seno y del coseno de ¢ .

Las siguientes relaciones se obtienen de ia fig.1.3.1, y son muy utiles en relaciéon con 1as
distribuciones circulares:

sen?p + cosZp = 1 (1.3.2)

sen (-¢ ) = sen (360° - ) = -seny
€0s (-¢ ) = cos (360° -¢ ) = cosy {1.3.3)

sen (180°- ) = send
cos (180%-4) = -cos¢ (1.3.4)

sen (180°+ ¢) = -seng
cos (180° + ¢ ) = -cosd {1.3.5)

También se citan las siguientes igualdades :

sen (¢ + y) = seng COSy + COSY Semy
sen (4 - y) = seng CoSy - COSd Sany (1.3.6)

€oSs (¢ + y) = cosd COSy - send seny
cos (¢ - ) = cosé casy + send seny 1.3.7)
Existe una tercera funcidn trigonométrica muy importante, la tangente, que se define por :

tané = send (1.3.8)
cosdp

12



Considerando que el periodo del send y del cos¢ es de 360° Ia funcion tand toma un
periodo de Gnicamente 180°. Adernas como consecuencia de la ecuacion (1.3.5) .

tan (¢ +180°) = sen (b +180%) = -seng = tanv
cos (» +180°) -cosd

En la funcion tangente, el angulo 4 no se determina unicamente por la ecuacion x = cosd ,
o por y = send, sino por ambas. Pues si solo se toma a x = cosy, existen una infinidad de
soluciones. Por ejemplo, si x = 0.5, entonces ¢;= 60° &,= -60°, 4= 420° 4,= -420°.., siendo
éstas algunas de las soluciones de la ecuacion cosé = x.

Por lo tanto cuando se definen las funciones inversas se debe tener en cuenta el intervalo
en el cual puede caer el angulo
Si ¢ se incrementa de 0° a 180°, el cosq decrece de 1 a -1, y ) puede Ser determinado de
manera inica dentro de este intervalo. Entonces el angulo ¢ esta limitado por 0°:$<180° . Es asi
que [a funcion inversa de x = cos¢ es la siguiente:
$ = arc ¢cos x (-t<x <1, 0°: ¢ <1809
'] ¢ = cost x (1.3.9)
Similarmente, sené se ve incrementado de -1 a 1, si ¢ se incremenia de -90° a 90°. Asi que
la funcidn inversa de y = sen¢ es:
d=arcseny {(-1sy <1, -90° ¢ +90°%
& d=sen-ly (1.3.10)
Ademas, u = tand puede tener solucion de manera unica, si ¢ es limitada por un intervalo
de -90° a 90*. La funcién inversa de u = tané es:
¢=arctanu {-90°< $ <90%)

6 ¢=tan-y (1.3.11)

Se observa que u puede tornar cualquier valor arbitrario real, ya sea con u positivo o
negativo.

En la convelsjén de las coordenadas polares a coordenadas rectangulares. se aplican las
funciones trigonemétricas. Sila distancia polar r es distinta de 1, entonces las ecuaciones (1.3.1)
se maodifican de la siguiente forma:

X =rcosp, y = rsend (1.3.12)

La conversion de las coordenadas rectangulares a coordenadas polares es simple. De la
ecuacion (1.3.2) se sigue que:

x2 + y? = 12 (cos% + senTy) = (2
r= (2 +y)n2 (1.3.13)
De la ecuacion (1.3.12) se tiene,

tand =rsend = send = y
r cosd cos¢ X con x= 0.

13



Como se sabe de ia ecuacion (1.3.11), tan"'(y/x) toma valores entre los -80° y los 90°, ésto
produce que los angules polares Unicamente se presenten en el primer y en el cuarto cuadrante,
donde x > 0. Cuando x < 0, el punto (x,y) cae en el segundo y en el tercer cuadrante, y el
Angulo $ se encuentra entre jos 90° y los 270°. Puesto que tan¢ tiene un periodo de 180°, se
tiene que afadir 180° a tan-'(y/x). para Que $ se oblenga siempre como un angulo positivo, por
tanto,

tan-1(y/x) si x>0
$=$180° + tan"(y/x)  si x<0 (1.3.14)

Los casos excepcionales que se pueden preseantar son los siguientes:

90° six=0 y y>0,
¢ ={ 270° si x=0 y y<0, (1.3.15)
indeterminado, six=0 y y=0

Ejemplo 1.3.1

El punto P con coordenadas (x, y) = (-6.32, -2.11) es localizado en el tercer cuadrante. De
ia ecuacion (1.3.13) se tiene:

r={(-8.32)2 +(-2.11)2]'12=66
Puesto que x < 0, de ia ecuacién (1.3.14) se sigue que :

¢ = 180° + tan~'(y/x)

&= 180°+ tan"'(-2.11/-6.32)

$ = 180° + 18.5°

$=198.5°

El resuitado se muestra en la fig.1.3.3

D

Y T

X

£ig.1.3.3 Las coordenadas polares y las coordenadas rectangulares del ejemplio 1.3.1,

Para un estudio profundo sobre las periodicidades, las funciones de sen2, sen3¢, etc. y
las funciones de cos2$, cos34, etc. son requeridas. Si ¢ se incrementa de 0° a 180°, entonces 24
se incrementa de 0° a 360° Y el sen2¢ y el cos24 pueden tomar todos los valores posibles
entre -1 y 1, cuando ¢ entre 0° a 180°, siendo el periodo de 180°.
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Si ¢ se incrementa de 0® a 120°, 34 se incrementa de 0° a 360° Y el sen3¢ vy el cosdd
tiene un periodo de 120° En general se tienen las funciones de sen(nd) y cos(ng) para cualquier
nuamero natural n. En la fig.1.3 4 se muestran los diagramas de sena , sen2p y sendy .

1 sen ¢
¢
0 180"\/?60”
1 swn 2¢
/\ )
[ \/ao“ \/360°
11 =n3é
/\ /\ w
0l \/rzo" V240° \/360°

fig.1.3.4 Graficas de las funciones seng, sen2s y sen3d

Algunas aproximaciones para los valores del angulo « cercanos a 0°, son las siguientes:

seny = {1.3.16)
cosy = 1- 1y 2 (1.3.17
2(1-cosy) =y 2, (1.3.18)

ddnde el angulo w es medido en radianes.

Ejemplo 1.3.2

Dado w = 18°, encuentre un valor aproximado para 2(1-cosy) = w2 Para aplicar la férmula
{1.3.18), primero se tiene que expresar a y en radianes. De l1a tabia A se tiene que:

w = 03142 radianes

Aqui, w2 = 0.0987 es un valor aproximado, pero el valor exacto es 2(1-cosy) = 0.09781 ..

Las ecuaciones (1.3.16) y (1.3.18) se utilizan en el primer capitulo para consideraciones
tedricas.
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Distancia Angular )
Regularmente se liene que determinar el angulo entre dos direcciones. Las direcciones

pueden ser representadas por lineas, /  y / 5 CON un veértice comun. Las lineas dividen al
circulo unitario en dos arcos. Uno de ellos es de longitud mayor a 180° y el otro es de longitud
menor a 180°. Se selecciona al arco mas pequefio, y se le llama distancia angular de dos
direcciones.
Sean¢ y w los anguios polares de 7, y /5, con respecto a una direccidn cero arbitraria
Se denotara a la distancia gngular por :

(LA
De acuerdo a la definicion,
0° ¢ jap| <180° (1.3.19)

El calculo de la distancia angular no es tan simple La distancia angular no es igual a hacer
la sustraccion ¢ - w, puesto que (a diferencia puede tomar valores entre los -360° y 360°

Tampoco el valor absoluto |¢ ¢ es una respuesta totaimente apropiada para la distancia
angular, ya que el valor absoluto puede exceder de los 180° ; en este caso, lo que se debe hacer
es sustraer de los 360° el valor absoluto; y de estos dos resuttados tornar el angulo mas
pequeiio. Por lo tanto, la solucidn correcta para la distancia angular es :

[é,w] = al mas pequefio de los dos dngulos: |b -y y 360° fu - ] {(1.3.20)

Por medio de las ecuaciones (1.3.7) se obtiene que el cos{y-¢) = cos(é-y) , lo que elimina
la asimetria enire $ y y. Ademas en 1a ecuacion (1.3.9) la funcion de arco-coseno toma valores
inicamente de 0° a 180° Esto permite aceptar el siguiente resuftado para definir la distancia

angular :
|é2p} =arc cos [cos(é—w)) (13.21)

La siguiente funcion es una manera altemativa de medir la distancia entre dos direcciones
con angulos polares y y ¢

Ay = 1 - cos(d—y ) (1.3.22)

Esta medida esta muy ligada con la varianza anguiar en ia Estadistica Circular (ecuaciones
(22.3.4) y (3.3.1)). Si¢ =y, entonces d{¢, y) = 0. Cuando la diferencia de -y crece en valor
absoluto, entonces la d(.y) se incrementa monodtamente. El valor maximo es 2, y se da cuando
¢ difiere de y por 180°. Asi que,

[+ si gyl =0°
[ [CRMEY 1 si byl = 90° (1.3.23)
2 st Joapl = 180°

La distancia angular [¢.¢f, ¥y la medida altemativa d(¢.w) son muy utilizadas en ia
Estadistica Circular.
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Ejemplo 1.3.3

Calculemos la distancia angutar entre dos dirccciones. a través de los distinlos métodos
presentados anteriormente.

Dados los angulos ¢ = 5%y \w = 270°, medidos desde el azimuth.
Al utilizar |la ecuacién (1.3.20), se tienen que
Ié - w|=265° vy 360°- 19~ wf =95
y se elige al menor,
[éowl = min{ ¢ - wl. 3607 |- v}
[dowl = min{ 265°, 95°}
lo.wl = 95°
entonces, la distancia anguiar es igual a 95°.
Para aplicar 1a ecuacion (1.3.21), se hace lo siguiente :

cos(¢-y) = - 0.0871 ,
entonces,
l$awi = arc cos [cos(d-y)}
ié.wl = arc cos [ -0.0871]
e = 95°

Ambos resultados coinciden. De manera altermativa para medir la distancia entre dos
direcciones se puede aplicar la ecuacion (1.3.22) ,

dipy) = 1-cos(o-w)

d{d.y) = 1- [- 0.0871]
d(b.y) = 1.0871
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1.4 Rotacién del Ptano
Las coordenadas polares son muy Gtiles para mostrar como puntos sobre un plano pueden
ser rotados alrededor del origen (fig.1.4.1)

Sea P un punto (x.y) con coordenadas polares, ry ¢ . Si se rota el plano por un angulo 0, el
punto P se mueve a un punto P' con coordenadas rectangulares (x', y' ), y coordenadas polares

(r. ¢') donde, =g+
Por la ecuacion (1.3.12) se obtiene que,

x' =rcosd’
y' =rseng'
es decir,
X' =rcos(p+U)
y =rsen(b+0)
o por las ecuaciones (1.3.6} y (1.3.7),
x' =1 Cos¢ cosU - r send send
y' =1 Ccos$ send + r send cosv.

Puesto que, x =rcosé¢ y Y =rsend, Se concluye que :

x' = x cosl -y sen0
y' = x sen0 + y cos (1.4.1)

Estas ecuaciones muestran como la rotacién del plano alrededor del origen 0, afecta las
coordenadas rectangulares .

~

o X

fig.1.4.1 Rotacién del plano por un anguio O con centro en el origen 0. Por la rotacion el
angulo ¢ se incrementa par 0
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Para obtener la transformacién inversa, esto es, 1a rotacion por un angulo -, no se
necesita resotver las ecuaciones (1 4.1) de nuevo, simplemente se puede remplazar a ¢ por-0,
a x por x',y por supuesto @ y por y'. Es asi que .

x = X' cosb + y' sent
y = -x' seni} + y' costs (14.2)

Es importante sefalar los términos que permanecen invanantes o constantes bajo una
rotacién del ptano alrededor del origen. Ciertamente,

2= x4 y2 |
es invanante, y por ello todas las funciones obtenidas a partir de r también lo son. Ademas, la
diferencia entre dos angulos, ¢ - v, y todas las funciones de diferencia también permanecen
invariantes. Esto implica que las dos medidas [¢.p] ¥ d(dyp) introducidas anteriormente,
también son invanantes bajo rotacion.

Ejemplo 1.41

Si rotamos el plano un angulo 6 = 180°, entonces cosi) = -1, y sen 0 = 0. Y las ecuaciones
(1.4.1) se reducen a :

= x cos180° -y sen180°
y'= x sen180° + y cos180°

X'=x(-1)- y(0)
Y= x(0)+ry(-1)

x=-x . y=-y

Ejemplo 1.4.2

Sea y = mx + b, la ecuacién de una linea con pendiente m y ordenada al origen b. La
rotacion de cierto anguio 0, alrededor del origen en sentido de las manecillas del reloj, deja lo
siguiente :

cosh =0 . seno) =1

De acuerdo a la ecuacidn (1.4.2) se obtiene lo siguiente
x= sy (1
y=-xX(1)+y (0

entonces,
x

n
~,
-

i

'

X

Es asique la ecuacion de 1a linea se transforma de ia siguiente manera :

xX'=my'+ b,
es decir,
y' = (-t/m) x' - (b/m)
Con (-1/m) como la nueva pendiente y (-b/m) (a ordenada al origen.
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CAPITULO I1
MEDIDAS DE LOCALIZACION

2. Introduccién

En el presente capitulo se tratan ilas distintas medidas de localizacion utilizadas en la
descripcion de los datos circuldres. Las observaciones con las que se desarrolla el estudio de 1a
estadistica descriptiva son anguios ¢,, ¢,, ....¢,

Las medidas de {ocalizacién son de suma importancia en el analisis descriptivo de una
muestra. pues ofrecen informacion inicial sobre las principales caracteristicas de los datos,
como, su localizacién sobre Ia circunferencia de! circuio, hacia donde se agrupan, su media, etc.

Las medidas de localizacion que se tratan son las siguientes
a) La direccion media,

b) La direccion mediana y,

c) La moda de una muestra.

2.1 Métodos Graficos

Es importante la representacion grafica de los datos. porque dan una idea del tipo de
muestra, ya que se enfatizan algunas de sus principales caracteristicas, como por ejempio, si la
muestra viene de una distribucidn uniforrme, unimodal, o de una distribucién muitimodal,
también permiten sugerir algin modelo para ios datos, por ejemplo, si la muestra despiegada
parece venir de una distribucién simétrica unimodal se suguiere el modeio de Von Mises.

Las observaciones angulares son representadas graficamente de varias maneras por:

a) graficas de datos simples o de datos no agrupados, y
b) graficas de datos agrupados.

a) Graficas de Datos No Agrupados

Las graficas de datos simples, presentan los datos reales de la muestra, sin ningdn
tratamiento, como lo puede ser ei agrupar los datos.

Existen dos formas de obtener graficas de datos no agrupados, una de eilas es representar
a las observaciones como puntos sobie la circunferencia del circulo unitario, donde se asigna la
misma masa a cada observacién.

Ejempio 2.1.1

Una rueda de ruleta es jugada en 9 ocasiones, en cada ocasion se registra la direccion que
toma la ruleta; se asigna a cada direccién un angulo. Los angulos que se obtienen son los
siguientes: 43°, 45° 52, 81* 75° 88", 88° 279° 357°. Su representacion en la fig.2.1.1a
muestsa que la rueda parece tener una direccion preferente.
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fig.2.1.1a Grafica circular de los datos de una ruleta del ejemplo 2.1.1

I

fig.2.1.1b Diagrama de Rosa (sencillo) del ejemplo 2.1.1.

La otra forma de representar a los datos angulares es por medio de segmentos de linea,
estos segmentos parten del origen 0 y contintan hasta locar a la circunferencia, a este tipo de
diagrama se le conoce como diagrama de rosa (sencillo). La fig.2.1.1b muestra este tipo de
representacion para el ejemplo 2.1.1.

Notese que es mas practico dibujar un circuio unitario con centro en el origen 0 y marcar
unicamente ef punto donde los segmentos de linea se intersectan con la circunferencia. A este
tipo de representacién se le tlama diagrama de dispersion, como se muestra en la fig.2.1.2.

1WAy
PAN

fig.2.1.2 Las direcciones en un plano son indicadas por las marcas en el circulo.
a)El &ngulo a medido desde el azimut. b) E! dngulo ¢ denota el dngulo (dngulo polar).

10
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b) Graficas de Datos Agrupados

Las graficas de datos agrupados son conacidas como histogramas Estos histogramas son
muy dtiles cuando se cuenta con un niomero muy grande de datos. Para los datos circulares
existen dos tipos de histogramas: el lineal y el circular.

Histograma lineal
£/ histograma lineal se construye considerando que los datos son lineales, y no angulares:

se selecciona algun punto de partida, por ejemplo, 0° si los datos corren en el rango de (0°,
360°); y se crean varios grupos de dalos, las barras del histograma deben ser rectangulares y la
longitud de cada barra es proparcional a la frecuencia relativa de cada grupo. Si las
observaciones toman valores dentro del intervalo (0° 180%, el histograma lineal puede ser
realizado sin ninguna restriccion en especial. Es interesante sefalar que en los histogramas
lineales se selecciona un punto de partida, y dependiendo de esta seleccidn, ia gréfica puede 0
na mostrar un patrén claramente, y no es facil distinguir que tipo de distiibucion puede ser. Este
problema se ve solucionado al duplicar el histograma, esto es: a partir del ditimo intervalo,
repetir un ciclo completo del histograma.

150 1
—— ——1

S o o ol =gt = d 7 & o

T
Histograma circular
Un histograma angular o circular se obtiene al enrallar 6 envolver un histograma lineal

sobre la circunferencia de un circulo.

Como ya se mencion®, el tener un gran numero de observaciones, hace necesario
acomodaras en varios grupos, siendo conveniente dibujar un histograma circular (ver la
fig.2.1.3), en este tipo de graficas se tiene que dividir al rango total de (0°, 360% en un cieno
niumero de clases de intervalos, de acuerdo a los critenos para histogramas lineales. Para
escoger jos limites de cada clase y la longitud del intervaio se requiere de las mismas
consideraciones, que se necesitan para la construccion de un histograma lineal; sin embargo, en
el caso circular debe existir un intervalo especial, como por ejemplo de 330°® a 30°, para que
contenga simultaneamente los angulos de 358° y 0° Al igual que en un histograma lineal, las
barras deben ser rectangulares para que representen adecuadamente las frecuencias de cada

grupo.
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Ejemplo 2.1.2

Histograma circular. AQui se muestran los angulos de desaparicion de 714 patos bntanicos
locales, con el dngulo 0° como el norte (Matthew,1961) fig 2.1 3

Direccién  NUmero de Aves Direccion Nimero de Aves
limite inferior limite inferior
°- 40 180°- 3
20°- 22 200°- 11
40°- 20 220°- 22
60°- 8 240°- 24
80°- 6 260°- 58
100°- 3 280°- 136
120°- 3 300°- 138
140°- 1 320°- 143
160° 6 340°- 69
Total 714
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fig 2.1.3 a) Histograma lineal y,
b) Histograma circular de los datos del ejemplo 2.1.2.
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Enla fig.2.1.4. se muestra una versién simplificada de un histograma circular. Se pueden
conectar 1as lineas y rellenar el espacio encerrado por ellas, como se observa en la fig.2.1.5
para tener otro punio de vista de la distribucion

fig 2.1.4 Histograma circular para un grupo de datos utihzados por Emlen{1967). El radio
del circufo es iguat al mayor numero de observaciones en un cierto angulo, es decir, a 79
{a mayor frecuencia de un grupo.

e

P N\f\

ar

S
i

fig. 2.1.5 Gréfica circular de datos agrupados. El mayor ntimero de animales capturados en
una trampa es representada en |a figura por un radio igual a 47.
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Diagrama de rosa

Un caso especial de ios histogramas circulares es el diagrama de rosa, que para el caso de
datos agrupados, cada grupo se construye como un sector con apice en el origen, con un radio
proporcional a la frecuencia relativa de ese grupo, asi que el drea del sector es proporcional a la
frecuencia del grupo. La fig.2.1.6 presenta un diagrama de rosa para los datos del ejemplo 2.1.2.
Los dngulos son medidos en direccion de las manecillas del reloj con 0° desde el azimuth

H110

fig. 2.1.8 Diagrama de Rosa para los datos del ejemplo 2.1.2.

Se debe tener cuidado de seleccionar los intervalos correctos, pues de no ser asi, el
histograma puede ocultar pequeilas, pero importantes caracteristicas de la distribucion de los
datos, como es el caso de la existencia de un grupo modal pequefto, o de aigun punto distante,
conocido como outiayer u obsefvacion discordante, que en su momento puede generar un
especial interés. Por ello es necesaro crear un intervalo que contenga a los 0° y a los 359° al
mismo tiempo.

Es muy importante, realizar siempre una grafica de datos no agrupados, pues puede
suceder que un histograma no muestre aigin grupo que tenga una frecuencia muy pequefia en
comparacién con ios otros grupos. Aigunas veces a 10s histogramas circulares y al diagrama de
rosa también se les describe como diagramas polares, pues son obtenidos a través del angulo ¢.
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2.2 La Direccidn Media
Sea una muestra de tres direcciones dada por los siguientes dngulos :

@ = BO®, ¢2= 350°, ¢$1= 50°

90*

180°

270°

En la grdfica se observa que la direccidn media deberia estar entre 0° y 50° Para
encontrac a {a direccion media o0 Angulo medio, se puede tratar de cajcular ta media aritmética:

bt + b2 ¥ ) = 160°
3

Por ef resultado, uno se da cuenta que esta manera de obtener la direccion media no es la

corracta.

Cuando se remplaza a 350° por su angufo equivalente de -10°, se obliene una media de
40° que es un valor mis coherente segin la grafica. Sin embargo, en general, con mas
direcciones, no se sabe como manejar estos angulos; y es debido a ésto que ia media ariilmética
an los dnguios no funciona, por fo cual no puede ser aplicada directamente en las direcciones

angulares.

Las medidas lineales utilizadas comunmente, no son apropiadas para las distribucianes
circufares, ya gue dependen fuertemente de la direccidn cero dada, y 1o que Se requiere es gue
las medidas de localizacién de una distibucidn circular no dependan de la direccibn cero, es
decir, que sean invariantes bajo cualquier cambio en 1a direccion cero.
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Ejemplo 2.2.1

Dados cuatro angulos ' 60° 150° 200° y 310° su media antmética es de 180°. Al
remplazar a 310° por su equivalente de -50° el resultado serd 90° , si ademas se remplaza a
200° con -160° Ia media antmética se reduce a 0° Asi. en este ejemplo, se muestra
nuevamente que no hay forma de utilizar la media antmétca para el cdlcule de la direccion
media o el promedio de angulos

Una propiedad estadistica para obtener la direccion media se basa en un procedimiento un
diferente. Primero, se considera un diagrama de dispersion como en la fig.2.1.2., se pide que el
circulo tenga un radio de longitud uno, es decir que sea un circulo unitario, ya que sdlo interesan
las direcciones y no ia magnitud. A cada punto se le asigna un valor igual de masa, M, después
se encuentra el centro de la masa, C, llamado también el centro de gravedad (fig.2.2.1) Si este
centro, G, es diferente del origen O, entonces la linea que une al origen con el centro de ia
masa, OC define una direccion, 1a cual se conoce como la direccion media de la muestra

El centro de la masa, C, se puede determinar de dos maneras por

a) algebra vectonal, o
b) funciones trigonomeétricas.
Ambas formas seran vistas en las siguientes secciones de este capitulo

2.2.1 Centro de la masa aplicando algebra vectornial

A cada punto sobre el circuto unitario se le fija su localizacion en la circunferencia por
medio de un vector unitario, es decir, un vector de fongitud uno. Sean e:, ez, .., e. los veclores
unitarios, que representan las direcciones angulares de la muestra

Por construccion  Je {=1 paralodai=1, ... n; yde acuerdo con la ecuacion (1.2.10)
del capitulo |, el vector

m=1_(Mer +Mrez+  +Maen),
M
Pai]

indica el centro de la masa. Se supone que a cada punio le cofresponde un valor igual de

masa, es decirque M: =M:= =M. =M. porloque M =nM, entonces se tiene que:
v
m=Mer+ext . +e-)
nM
Por lo tanto:
m=1{et+ ex+ ..+ en) 2.2.1)
n

Ze, es el vector resultante, que dividido entre el nimero de observaciones, genera el
vector medio de ia muestra, denctado por m.
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fig.2.2.1 Construccion del centro de gravedad, C. a) Las tres masas iguales son puestas
como vértices de un triangulo, después se dibujan las medianas, la cuales son las iineas que
unen al vérice con el punto medio del lado opuesto. Las tres medianas concurren en el centro
de gravedad. b) Se tienen cuatro masas iguales, se encuentran los puntos medios de las lineas
que los unen, y el centro de gravedad C es el punto medio de la linea que une a los dos puntos

medios originales.

fig.2.2.2 La suma de los vectores e, forna un poligono, El vector resuitante es Ze., que al
dividirlo entre el nimero de vectores unitarios n, forma el vector medio, llamado m.

Sea R la longitud del vector resultante, ge,, y sea r la fongitud del vector medio, m, es
. 1
decir:

1%e1=R, mi=r
Esto es. *
r=|%el
n
r=R/n {2.2.2)

En la 1ig.2.2.2 se ilustra el procedimiento para una muestra de tamafio 4.

El centro de masa C, cae sobre ia circunferencia del circulo unitario, inicamente en el
caso excepcional, cuando todas {as masas caigan juntas en un mismo punto; de otra manera, ¢l
centro de la masa tiende a caer dentro del circulo unitario. De la fig.2.2.2 se¢ obsefva que:

O<R=zn (2.2.3)
Osr st (2.2.4)

30



2.2.2 Centro de masa aplicando funciones trigonomeétricas

Aqui se utiliza el sistema de coordenandas rectangulares (x.y) con origen 0. y los ejes X y
Y. Sea ¢ uno de los angulos observados y e, el correspondiente vector unitario (fig.2.2.3}

Sean x, y y, los componentes rectangulares del vector unitaro e . por definicién de seno y
coseno, sa tiene

X, = COS¢,, Y, =send, pues la longitud del circulo es 1 2.2.9)

Sean X = 1( xi4x2% . +Xn), ¥ = A(yr+ys+. +ya) (2.2.6)
n

A
n
De aqui se sigue que:

R = 1( COSP1 + COS2 +...+ COSn) = i%cosb
n

n
¥ = 1( send: + sengz+...+ senen) = 1 £ seny. 2.2.7)
n n *

Sea de nuevo R la longitud del vector resuitante %fe,, con componentes §x, y ﬁy,. yria
o " - - . 1 1
longitud del vector medio m, con componentes X y §. Es decir,

mi=r, |§e,l=R y r= (R +§ )R
Porlo que :
r=l (£x)2+ Ty 12
n? n?
r= 4 [(Ix)2+(Ly)? )R (2.2.8a)
n
como, R=[(Ex)2+ (£y,)2}]'2

entonces, la longitud del vector medio queda de )a siguiente manera:

r=R/n
Es decir, R=nr

También se puede escribir:

r=11(Ecosp)? + ( fseny))?] 12 (2.2.8b)
n
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Ejemplo 2.2.2

En una ciudad se registro durante varios dias, el mayor nimero de accidentes de transito.
Los instantes de tiempo en los que ocurrieron el mayor numero de los accidentes, son ios

siguientes:
tabla 2.2.1
00.56h 12:08h 17.24h
03.08 13:28 18.08
04:52 14:16 18:16
07:16 16:20 1856
08:08 16:44 19:32
10:00 17.04 20:52
11:24 17:20 22:08

Los 21 instantes de tiermmpo estan distribuidos circulamente a lo largo de las 24 horas del
dia. Las observaciones parecen estar agrupadas en las primeras horas de |a tarde. Por lo tanto,
es significativo preguntar por !a hora alrededor de la cual ocurre el mayor nomero de accidentes,
es decir la hora media para este problema. La hora media también es conocida como [a hora
pico o acrofase (fig.2.2.4).

et
TR

fig.2.2.4 Datos de la distribucion de accidentes. El vector medio m determina la hora pico.

En la tabla A del Apéndice, los instantes de tiempo son convertidos a medidas en grados,
también se puede obtener el seno y coseno de estas medidas. Los valores obtenidos se
muestran en la tabla 2.2.2.
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tabla 2.2.2

I iom) $ casenos senoe
00:56h 14° +0.9703 +0.2419
03:08 47° +0.6820 +0.7314
04:52 73° +0.2924 +0.9563
07:18 109°  .0.3258 +0.9455
08:08 122° -0.52989 +0.8480
10:00 150°  -0.8660 +0.5000
11:24 171°  .0.9877 +0.1564
12:08 182°  .0.9984 -0.0349
13:28 202°  -0.9272 -0.3746
14:18 214°  .0.8290 -0.5592
16:20 245°  .0.4226 -0.9063
168:44 251° -0.3256 -0.9455
17:04 256°  -0.2419 -0.9703
17:20 260°  .0.1738 -0.9848
17:24 281°  -0.1564 -0.9877
18.08 272°  +0.0349 -0.9984
18:16 274°  .0.0698 -0.9976
18:56 284°  +0.2419 -0.9703
19:32 293°  +0.3907 -0.9205
20:52 313°  +0.6820 -0.7314

: 332°  +0.8829 -0.4695
total -2.6776 -6.4725

Por las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.8) se tiene que:

%= (-2.6776)/21 = -0.1275
¥= (-6.4725)/21 = -0.2082

r = (0.12752 + 0.30822 ) '2 = 0.3335
Como X es menor que cero, por la ecuacion (2.2.9) se tiene :

§ =180° + arctan -0,3082 = 247.52°
-0.127%

Al convertio a escala de tiempo, § = 16:30 h, es la hora alrededor de la cual ocurre el
mayof nimero de accidentes en esa ciudad .
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Ejempl02.2.3

Dada una muestra de tamano 10, con siete observaciones de 0° y tres observaciones de
180° (redondeadas). Se grafican los puntos como se muestra en la 1ig.2.2.5. Claramente el
centro de 1a masa debe caer en el eje de las X.

Se tiene que:
cos 0°=1 sen 0° =0,
cos 180°=-1, sen180°=0

Por lo que,

R=1{7()+3(-1)]1=04 ,
10

fig.2.2.5 Una muestra ficticia demueslra que la media aritmética no puede ser utilizada
para obtener el angulo medio.

Como X es mayor que cero, por la ecuacion (2.2.9) se tiene
& = arctan( 0/0.4) = 0° y ={(04)2+0]|2=04

La longitud del vector medio y el angulo medio son: r= 0.4 ,§=0° respectivamente.
Si se hubiera tornado la media aritmética para estos angulos, el resuitado seria ilagico,

pues,
1 {7(0%) + 3(180%) = 54° para el &ngulo medio.
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2.2.3 Una propiedad de ias medidas de localizacion

Sean x,....x, n observaciones sobre la linea, y sean x,',....x,,' las mismas observaciones
cuando las distancias son medidas desde el origen 0', en lugar del origen 0 a lo largo de eje X.
Se tiene que Ia distancia entre |os distintos origenes es 00" = a

Si L es una medida de locatizacién sobre la linea entonces,
Lixe' oy ) = Lixy...xq ) - @ (2231

Esta propiedad implica que la posicion de un punto, del cual su coordenada x es
L(x,.....x,) permanece invariante bajo cualquier origen elegido. Similarmente, esto también se
requiere en las medidas de localizacion para las muestra circulares, para que asi {a posicion de
la direccion comrespondiente a la direccion obtenida por una medida de localizacién circular no
dependa de la eleccion de la direccion cero.

Sean ¢,'...., ¢, los dngulos obtenidos de ¢, . &, con respecto a una nueva direccion
cero digamos OA. La direccidn cero onginal era W, entonces se supone que el angulo formado
por las dos direcciones cero es < WOA = « , y se tiene que:

s 4 -« ] mod 2z (2.232)

Ly 80" ) = [ L,
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2.2.4 Propiedades del Vector Medio.
En esta seccion se dan a conocer algunas analogias entre la estadistica lineal y la
estadistica circular, ademas se presentan ciertos resuftados utiles sobre el vector medio m, y sus

coordenadas polares, ry §.
las observaciones de una muestra crrcular, con § como su angulo

Sean &y, 4y, by
medio. De la ecuacion (1.3 6) del capituio | se obtiene que:
sen(s - §) = send, cosd -cosd, send coni=1..,n
o

}A;sen(‘p.- §) = cosdr.send, - senPrcosy,
Al utilizar las ecuaciones (2.2 7) y (2.2.11), resuita que:
%senw,- §) = (/r)ny- (Fi)n% = 0
Es decir que,
}"sen@,- H=0 (2.24.1)

Los términos positivos y negativos se cancelan unos con ofros (fig.2.2.4.1).

punto de la muestra

direcceion media

direccién cero
fig.2.2.4.1 En la estadistica circular, las desviaciones alrededor de la direccion media son

medidas por sen($;- §) y el cos($,- §).
Para pequeias desviaciones de ¢, -§, la ecuacion (1.3.16) del capitulo ) sefiala que:

sen(d - ) = ¢;- § N con ¢, y § medidos en radianes.

De aqui la ecuacitn (2.2.4.1) es analoga a:
(2.2.4.2)
en el analisis de la estadistica fineal.
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Ademas, 1a ecuaciéon (1.3.7) del capitulo |, también seiiala que:
coS (¢, ) = cosd, cos) + send, send para i=12 ...n
Sumando sobre y utilizando las ecuaciones (2.2.7), (2.2.8), y (2.2.11) se tiene que:
gcos (¢, -§) = cosd '.i cosd, + send ?“: seng,

(Rr)ynx+ (§/c)ny
0R2+959)
I

nrl=nr
r

Es decir, Scos@py=nr . (2.2.4.3)
Scos (@B =r
4

1
n
r), se tiene que,

Tomando a (1-

1-1:&cos(¢,-¢.)=1-r
n
2(1-1Eoos (0B 1= 200
n
2[n-1%cos - 1= 210 ;
nn N

_:TIZK§1-§COS(¢5-$)II=2(1-|’) .
Se reescribe la ecuacion (2.2.4.3) de la siguiente forma: :

1"2‘ 2[ 1- cos(g; -9 ] = 2 (1-n) (2.2.4.4)
n

De acuerdo a la ecuacion (1.3.18) del capitulo ), se tiene que:

2{1-cos(h-P I = (&2 .

para pequefias desviaciones de ($; -3). De ahi que, 1a ecuacion (2.2.4.4) se aproxime a:

1 %(@-@) 24 2010 (2.2.4.5)

En el andlisis lineal estadistico, lo anterior es analogo a:
-

1 Z(xX)2=52 (2.2.4.6)

-
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Existe una tercera analogia entre el analisis circular y el analisis lineal, como se observa
en la formuia realizada por Jakob Steiner (1796-1863):

~

& xew 2= (%) 2+ iz w)? . (2.24.7)
N h

donde u es un numero arpitrario

Una conclusion de la formula es que el minimo de X(x-u)? se alcanza cuando u = R. Eslo
es lambién analogo a la férmuia de estadistica circular siguiente:

£ costg,- w) = T cos(y, - H cos( w) . (2.2.4.8)
IS E)

que es valida para un angulo arbitrario w, y alcanza su maximo si cos( - w) = 1, lo que implica
que w =3 (mod 360°). Este maximo es igual a nr de acuerdo con la ecuacion (2.2.4 3).

Para probar fa ecuacion (2.2 4.8B) se divide a (;-y) ©n dos partes :
S-wEd-D G-
y se aplica la ecuacion (1.3.7) del capitulo | :
COS (- w) = COS[ (4= D + G-y ]
= cos($, - §) cos(F - w) - sen(y,- §) sen(F- )
entonces,

£ coste- w) = £ costy, - ) cos(§- w) - Esents,- § se(F - w)

Los ultimos términos desaparecen como consecuencia de la ecuacién (2.2.4.1). Lo que
completa fa demostracién; y se tiene que,

% cos(d, - w) = ;":‘ cos{d; - $) cos(F - w)

Al agrupar las analogias encontradas, se obtiene lo siguiente :

Estadistica Lineat Estadistica Circular
'(x-i) . sen($,- 3)
L{xX)=0 Lsen(yp-7 =0
(x;-%)? 2[1 - cos(é,- 5 |
18y 2= 2 1£201 - coste,- D 1=201-0
n n

Estas analogias ayudan regularmente a encontrar nuevas herramientas estadisticas para
el estudio de las variables circulares.
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2.2.5 La direccién media al cambiar la direcidn cero

Como el centro de la masa se define independientemenle de un sistema coordenado, ei
vector medio no depende de la direccién cero Lo que lleva a decir que si se rota la direccion
cero en un angulo w, entonces los valores de la muestra son
AE parai=1,2...n
Similarmente, lo unico que se debe de hacer para la nueva direccion media es:
S-w.

pero se recuerda que la longitud del vector medio, r, permanece invariante, ya que se obtuvo de
manera que no dependa de la direccion cero

Sea p; el punto sobre la circunferencia del circulo unitario correspondiente al angulo ¢,. La
direccion media es $, definida por la direccion del resultante de los vectores unitarios e,
5.8,

Se sabe que las coordenadas cartesianas de p,, son (Cosd, send, ) coni= 1. n. Y que el
centro de gravedad de las observaciones es (X, §¥), donde

X= 1 Tcosh .Y = 3. Isend, 2.2.5.1)
n n
Ademas que,
r=(x2+ yY2 y R = or, (2252)

donde R es la longitud def vector resultante, y $ es la solucion de las siguientes ecuaciones:
R=rcosd ¢=rseny , conr=1 (2.2.5.3)

Ahora se rmostrard que § tiene las propiedades deseadas para una medida de localizacién.

Sean $,"....., ¢, 105 dngulos obtenidos de ¢,.... . 4, cuando la direccidén cero es rotada un
angulo « de su posicidn ariginal, teniéndose ahora una nueva direccion cero. {_as coordenadas
cartesianas del nuevo centro de gravedad (R'.¥" ), son

R'= jrcoss LY =1 Isens’
n n
Se liene que:
& = (b - =) mod 2n parai=1,..,n. (2.2.5.4)
entonces,
R=rcos@-a), ¥V=rsen@-uw) (2.2.5.5)

y se reascribe de la siguiente manera:

X=rcos§ , y=rseny (2.2.5.6)
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Y la direccion media queda:
F = (F-x)mod2n . si ysolosi r=r 2.257)

Siysolosi ' =r, pues la longitud del vector medio r, es invariante bajo rotacién, ya que
se obluvo de manera que no dependa de la direccion cero elegida y satisface la ecuacion
(2.2.3.2). Ademas, que en la ecuacion (2.2 4 1) se demostrd gque,

Eseng,-H=0

Todo esto es muy importante, pues la direccion media, realmente satisface los
requerimientos para ser una medida de localizacion: que la suma de las desviaciones de los
puntos alrededor de la media sean igual a cero, y que el vector medio sea invariante bajo
rotacién de la direccion cero. En la seccion dedicada a la vananza circular se mostrara como la
direccién media minimiza a las medidas de dispersion.
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2.3 La Direccidon Mediana

La medida de localizacion que con mayor frecuencia se utiliza en el analisis descriptivo, es
la direccion media. En la seccidn anterior se obtuvo el anguio medio. §. de una muestra, por
medio del vector medio.

Algunas veces resulta simple utilizar otras medidas de localizacion, como la direccion
mediana, conocida también como el angulo mediano

Una manera para locaiizar el angulo mediano de una muestra ya graficada, es la siguiente:
Primero, se divide a la muestra circular por un diametro, de tal manera que éste corte a la mitad
tos puntos de la muestra, es decir, que de un lado de la linea esté la mitad de los puntos y del
otro lado esté la mitad restante. Sila muestra es unimodal de tamadio n, con n impar, entonces
el didmetro estd definido de manera unica; pero si n es par, entoces el diametro pasa entre dos
punios de la muestra. E! angulo del didmetro medido sobre la parte donde esti concentrada la
mayoria de los puntos de la muestra es llamado el 4ngulo mediano, denotado por Mg,

Cualquier medida de localizacidn media es muy practica solamente si los datos estan
concentrados alrededor de la media. Por ejemplo, si un grupo de ratones se encuentra activo
entre las 21.00hrs y las 22:30hrs, y después otra vez entre Ia 1:20hrs y tas 2:40hrs por la
mafana, mientras que en las horas restantes el grupo permanece inactivo, la hora media de
actividad va a caer en un periodo de descanso. entonces, ta media no lendria un significado
intuitivo imporante.

Ejemplo 2.3.1

Para identificar el angulo mediano de los datos del ejemplo 2.2.2, se grafican los datos
sobre el circulo (fig.2.3.1), se busca el diametro como se explicd antenormente, y se observa
que pasa por el punto de las 17:20hrs, este diametro divide en dos a {a muestra de 21 puntos.
Es asi que el dngulo mediano es a las 17:20hrs. como se observa en la siguiente grafica.

125

fig- 2.3.1 Griéfica de la distribucién de accidentes, !a linea punteada indica la mediana y el
vector medio es denotado por m.
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Ejemplo 2.3.2

€n un experimento desarroilado por Merkel(1973) con aves chinas (excalfactoria
chinensis), las aves son forzadas a pasar a través de un cormedor que cambia su direccién con
una desviacion de «« grados. A la sahda del corredor las aves tratan de compensar la desviacidn
y buscan regresar a ia direccion onginai. El promedio del angulo de compensacion es |§ , y es
casi igual a . $1 12 es igual @ 15° pero menor a «, si« esigual a 60° como se ve en ta fig.2.3.2.

Para el analisis del expenmento se calcula et dngulo medio, que da como resultado |3=43°.
Sin embargo, no es necesario efectuar tantos calcutos para obtener una medida de localizacion,
si se usa el angulo mediano. Como el tamano de la muestra es de 224, se cuentan 112 puntos
de un lado y 112 para el otro lado, y se define un diametro, con el gue se encuentra rapidamente
que el angulo mediano es igual a 47°. Aunque 47° difiere de los 43° encontrados para el angulo
medio, el angulo mediano sirve como una medida cercana at angulo medio en este caso, ya que
las observaciones son unimodales.

270°

fig. 2.3.2 Grafica del ejemplo 2.3.2,

Notése que la direccion mediana es muy fdci} de calcular y sirve principalmente para los
casos cuando el arco formado por donde no hay datos es muy largo, es decir donde se puede
identificar los dos finales de los datos.

La forma de calcular fa direccién mediana, cuando los datos de la muestra se presentan
agrupados, se expiica en el siguiente ejemplo:
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A Ejempto 2.3.3.

Para encontrar la direccion mediana def ejemplo 2 1 2, se va a recumr a la tabla 2.3. La
primera columna presenta el limile supenor de los intervalos creados de longiud 20°. La
segunda columna ofrece las frecuencias para cada mtervalo. La tercera columna muestra las
frecuencias acumuladas. En la cuvara columna se listan tas frecuencias acumuladas de los
angulos por abajo de ¢, -180° , donde &, es e} limite superior del i-ésimo mtervalo de clase. La
quinta columnna es (a frecuencia en ($ -180° o) se oblene al restarie a la lercera columna la
cuarta. La mitad de ta frecuencia total es 357, pues n = 714, si se observa la colurmnna 5, 357 se
encuentra entre las frecuencias que cafresponden a los intervaios (120°,3007 y (140°,320%),
camo el mayar nimero de las observaciones se encuentran donde estan 10s grados mayores,
entonces la direccion mediana esta en el intervalo de (300°,320°) en lugar de (120°,140%.
Puesto que hay 2684 observaciones en el intervalo (120°300% y 399 observaciones en

(140°,320%), entances {a direccian mediana es

Mg = 300 + 357 -264 x 20 = 313 8°
399 -264

Entonces {a direccion mediana es igual a 313 8%, mientras que l1a direccidén media de estos
datos es 314.3° la cual es practicamente Ja misma, en este caso.

tabla 2.3
1 2 3 4 5 (5]
limite  frecuencia frecuencia frecuencia frecuencla  intervalo
acumuiada debajo en (4, -180°4)

supenor
& 4,:180° _ ($-180°,¢)

20 40 40 - - -

40 22 62 - - -

60 20 82 - - -

80 9 1 - - -

100 97 - - -

120 3 100 - - -

140 3 103 - - -

180 1 104 - . -

180 [ 110 3} 110 (0,180)

200 3 113 40 73 (20,200)

220 11 124 62 62 (40.220)

240 22 148 82 64 (60.240)

260 24 170 91 79 {80.260)

280 58 228 97 131 (100,280)

300 138 364 100 264 (120,300)

320 138 502 103 399 (140.320)

340 143 645 104 541 (160,340)

360 [+1:] =714 110 604 (180,360}

Para otros casas se procede de manera semejante siguiendo fos lineamientos del ejempio,




2.4 LaModa

La moda es el valor para el cual la frecuencia es maxima en una poblacién dada. hay
casos en donde existen varios maximos, en esta situacion 1a moda no es Unica. La moda se
obtiene de la misma manera que en el caso lineal. de tal manera que la maxima concentracion
aparece en el centro de la distribucion Para dalos agrupados se calcula como®

Moda=/ + _f,- f,_ ,.h, (24 1)
2-14 -1,
Donde,
I ., es el limite infenor de la clase modal.
5. es 1a frecuencia en clase modal.
f, . es la frecuencia de la clase anterior a la clase modal.
.y . es la frecuencia de la clase siguiente a la clase modal.
h, latongitud del intervalo de la clase modal

Esta forma de obtener la moda fue propuesta por Mardia{1972)

Ejempio 2.4.1
Para calcular la moda de los datos de! efemplo 2.1.2, se construye la siguiente tabla.

limite superior frecuencia
de las clases .
20°
40°
60°
80°
100°
120° 3
140° 3
160° 1
6
3

NN
POGN O

180°

200°

220° 11
240° 22
260° 24
280° 58
300° 136
320° 138
340° 143
360° 69

Al observar se ve que la clase modal se encuentra en ei intervalo de 320° a 340° y se
obtienen los siguientes valores: / = 320, fo= 143, ry =138, f.4 =869, h =20

Moda = 320 + 143 -138 ,20 =321 26°
2(143)-138-69

La moda de los datos del ejemplo 2.1.2, es 321.26°, y esta en el intervalo (320°, 340°).
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2.5 Muestras Multimodales

En situaciones o aplicaciones, como las relacionadas con !a biologia. algunas veces las
muestras resultan ser bimodales o hasta cuatrimodales, y con ello surge un pequefio problema
para su analisis, ya que las estadisticas que se lienen como el anguio medio y el angulo
mediano unicamente tienen significado intuitivo para muestras unimodales.

En biologia, por ejemplo, la razon por 1a que se presenta la bimodalidad circular, es porque
en algunos experimentos los animales tienen que escoger entre dos direcciones diferentes, las
cuales son casi igualmente preferidas. En la figura 2 5.1 se muestra un ejemplo, donde los
amfipedos son expuestos a dos luces de diferente color. Algunos amfipedos prefieren un color y
los restantes el otro, pero casi ninguno de ellos sale de estos dos grupos. sucediendo asi un
ejernplo de bimodalidad.

) mSad o XN e

fig.2.5.1. Una muestra bimoda! cuasada por la utitizacién de dos luces de diferente color.

Las muestras de este tipo, en estadistica se piensan como una mezcla de distribuciones y
se pueden interpretar como si se tomaran de una distribucion generada por dos (0 mas)
distribuciones unimodales encimadas. No existe un método estandar para convertir ese tipo de
muestra en una muestra unimodal, si el angulo de cada una de las dos modas es mas o0 menos
arbitrario. Cuando se presenta una muestra bimodal con dos modas idénticas o dos modas casi
totalmente opuestas, Si existe un método especial para su tratamiento, el cual permite la
aplicacién de la mayoria de técnicas estadisticas.

Una situacion como 1a anterior, ocurre cuando se observa la posicion de las lineas rectas
no dirigidas o de los ejes no dingidos. Entonces no se puede hacer ninguna distincién entre los
dos puntos que estan diametralmente opuestos. Al hacer un diagrama de dispersion de este lipo
de rectas, se obtienen dos puntos para cada linea, y el diagrama toma la forma de una figura
simétrica de manera central (fig.2.5.2) y (fig.2.5.6a) Para un mejor entendimiento grafico de la
simetria central ver la fig.2.5.3. En ambos casos son datos sobre el eje
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fig.2.5.3 Figuras simétricas centraimente.

Ejemplo 2.5.1

En 1972 Hisada estudio la orientacién de las libélulas con respecto al azimut. La mayoria
de las libélulas escogieron una direccion aproximada de £0° a la derecha o a la izquierda de los
rayos del sol. Eslo provocd que se generara una muestra bimodal, como se aprecia en la
fig.2.5.4.

ig.2.5.4 Orientacién bimodal de libélulas.
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Ejemplo 2.5.2

Par lo general, algunas aves cormo las palomas, cuando regresan a casa lratan de evadir
tas grandes extensiones de agua. En un experimento varas palomas fueron puestas en libestad
a mitad de un lago, y se observé que al partir, las palomas tendian a buscar ja playa mas
cercana, ya fuera de un lado o del otro del lago. Por 10 que volaron aproximadamente hacia
dngulos contrarios a los ejes del lago, como se aprecia en la fig.2.5.5. Una situacién similar
ocuime cuando las aves 50n soltadas a mitad de un valle, las aves siguen un solo eje, ya sea rio
arriba o rio abajo, para ganar sltura. Para conocer mas ejemplos sobre bimodalidad se puede

consultar a Windsor (1971) .

fig.2.5.5 Datos del ejemplo 2.5.2
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Al analizar los datos relacionados con los ejes no dirigidas, se reconoce que la posicion de
cualquier rotacion de la linea recta con respecio a la direccion cero puede ser fijada de manera
unica, por un dngulo dentro del intervalo (0°1807%. Cabe recordar que 10s vectores utilizan un
rango total de 0° a 360°. Esto significa, que para los datos relacionados con los ejes no dirigidos,
se pueden reducir lodos sus angulos modulo 180°.  Ahora, para poder aplicar todas las
estadisticas circulares, es necesario relacionar el periodo de 180° con una vuella completa de
380°, como se hizo al relacionar las 24 horas del dia con los 360°

Lo que se tiene que hacer es duplicar caga angulo de la muestra bimodal, y despues
reducirfo a modulo 360°. Lo que se obtiene e5 una mueslra circular unimodal, a la que se le
pueden aplicar los métodos estadisticos obtemdos anteriormente. Paor ejemplo, se puede
calcular el vector medio y denotarfo por m.. el cual comesponde al segundo rnomento
tngonométnco de una distnbucion circutlar

Sea m, el vector medio de este tipo de muestia modificada, y sean Hhy 52 las

coordenadas pofares de m,. Para obtener el &nguio de un eje medio no dingido de la muestfra
original, se necesita cancelar el efecto de duplicar los anguloes, es decir, realizar o siguiente:

F =512 o ¥, -2 + 180° @51

Ambas formuias para $, definen el eje medio.
tas medidas de dispersion comespondienies a este tipo de muestras multimodales se

analizaran en el siguiente capitulo

fig.2.5.6 (a) distribucidn simetrica central . Para obtener (b) se duplicaron los dngulos.
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Ejemplo 2.5.3

En este experimento 13 palomas locales se liberaron en el vaile de Toggenburg, Suiza
para volar de regreso a su hogar, en condiciones subalpinas. Las aves no tormaron rapidamente
la direccion a casa. prefirieron volar a lo largo de los ejes del vaile (fig.2.5.7) Los puntos de
desaparicién de las aves, con 0° como el norte, son los siguientes: 20°, 135° 145° 165°, 170°,
200°, 300°, 325°, 335°, 350°, 350°, 350° 355° Estos datos fueron obtenidos por Wagner (1952)

Por la topografia del valle, la muestra se torna bimodal. Asi que el vector medio m,
dificilmente daria informacion valiosa. Sin embargo, al duplicar los angulos, los puntos de
desaparicion de las aves automaticamente son agrupados alrededor de una sola direccion

Por lo tanto, es mejor calcular el nuevo vector medio in,, donde X, y ¥, son las entradas

correspondientes del vector medio ms.

2

T cos2y, =7.9684/13 = 06130

1

n

V2 = 1 5 sen2¢, =(-52674)/13 = -0.4052
n

tabia 2.5.1

24, cos2d, sen2,

40° 0.7660 -0.6428
270° 0.0000 -1.0000
290° 0.3420 -0.9387
330° 0.8660 -0.5000
340° 0.8373 -0.3420
40° 0.7660 +0.6428
240° -0.5000 -0.8660
290° 0.3420 -0.9397
310° 0.6428 -0.7660
340° 0.9397 -0.3420
340° 0.9397 -0.3420
340° 09397 -0.3420
350° 0.9848 -0.1736
totat 7.9684 -5.2674
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fig.2.5.7 (a) el método de duplicar los angulos, aplicado sobre una muestra bimodal.
Del ejemplo 2.5.3. (b) La muestra es transformada en unimodal.

La longitud del vector medio es:
ry = [yl = (05130 2+ 0.40522)12 = 0.7348
Como x> 0 y por la ecuacién (2.2.9) se tiene para el angulo medio
%, = arctan (-0.4052/ 0.6130) = -33.5°

Este angulo es congruente con 326.5° modulo 360° E!l resuitada es mostrado en la
fig.2.5.7.

Para obtener el angulo de un eje medio de la muestra original, se aplica [a ecuacién

(2.5.1):
hr =812
T, =-33.5°/2 = -16.8°

Este angulo medio es congruente con 343.2° madulo 360°.
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Algunas veces se presentan muestras cuatrimodales, en tas cuales las cuatro modas estan
separadas una de a otra por 90°. En experimentos donde se uitlizan diferentes colores de luz, la
orientacion de los animales tiende a tener este tipo de caracteristica.

Para transformar una muestra cuatrimodal a una unimodal, y poder aplicar las técnicas
estadisticas, lo unico que se tiene que hacer es cuadruplicar los angulos observados y reducirios
a sus mutiplos médulo 360°

En generat, si existen Z modas igualmente espaciadas (es decir, separadas una de [a otra
por un ndmero igual de grados), se tiene que multiplicar a cada angulo ¢, de la imuestra, por el
nimero de modas, es decir Z, y obtener de este modo una muestra modificada de la siguiente
forma:

Zdy Zdo . Zdp .

y después reducifos modulo 360°. Con esta nueva muestra modificada, se calcula el
vector medio denotado por m,. Las coordenadas polares de m, son la longitud del vector medio,

r,. ¥ el angulo medio, §,. Ahora para canceilar el efecto de haber multiplicado por las Z modas, y
poder obtener el Angulo de un eje medio de la muestra original, se realiza lo siguiente:

¥=5/2Z o 3, =32 + 180°
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CAPITULO I

MEDIDAS DE DISPERSION

3. Introduccion.

Al obtener el angulo o la direccion media de una muestra fomada de una poblacion
unimedal se refleja una direccion preferida, pero no se cuenta con suficiente informacion, como
por ejemplo, si los valores de la muestra estan agrupados reaimente alrededor de la media o si
se encuentran muy dispersos. Al igual que en la estadistica lineal, también en {a estadistica
circular se requiere de medidas de dispersion que nos contesten este tipo de preguntas. Las
medidas de dispersion en el analisis descniptivo de una muestra son tan importantes como fas
medidas de localizacion.

3.1 Medidas de Concentracidn

Enla fig.3.1.1 se observa claramente lo que sucede con la concentracion de los puntos de
la muestra, se sabe que la longitud del vector medio r, se encuentra en ¢l rango de 0 a 1. Un
caso extremo se presenta cuando todas [as observaciones caen en un mismo punto del circulo
unitario, y la longilud del vector medio r es 1, presentandose asi la maxima concentracion de los

puntos.

Cuando los puntos de la muesira se concentran en un arco no mayor a 20°, entonces el
centro de masa se encuentra muy cerca de la circunferencia def circulo unitario, y por ello r es
casi 1. Entre menor concentracion de los puntos alrededor de la direccion media, es menor el
vaior de r; es decir, si r = 0 significa que no existe ninguna concentracion alrededor de alguna
direccién.

Asi es que en muestras unimodales, la longitud del vector medio r, es ulilizada como una
medida de concentracion. Se debe tener en cuenta que la longitud del vector medio esta sujeta
a fluctuaciones aleatorias y puede diferir un tanto del parametro comrespondiente de la
poblacion original.

Sr=01 (’\'D
e

..

fig.3.1.1 La longitud del vector medio decrece. si la concentracién de los puntos en torno
de la direccién media disminuye .
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Ejemplo 3.1.1

En el ejemplo 2.2.2 se estudid la ocurrencia de los accidentes de transito, que estan
agrupados alrededor de la hora pico 16:30h, y muestran una baja concentracion alrededor de la
direccion media, pues r = 0.3335.

Oh

(1.}

oy

12h

Como se aprecia la longitud del! vector medio, es muy pequeiia r = 0.3335, mostrando una
baja concentracion alrededor de la direccion media.

Ejempio3.1.2

En biologia la trayectoria por la cual un animal se mueve de un lugar a otro dificilmente es
recta. Como regla, siempre existen desviaciones en la trayectoria, y esta Situaciéon nos ileva a
preguntas como: ¢Qué hace desviar la trayectoria?, ¢En qué grado esta orientado un ser vivo?
6 ¢ Existe alguna forma numérica para medir la rectitud de una trayectoria?

Una forma de responder estas preguntas, es romper la trayeclona en pequenas secciones,
{as cuaies estan registradas en intervalos iguales de tiempo. Asi la trayectora es reducida a una
sucesidn de vectores V4.V2,...,v, COMO se aprecia en la fig.3.1.2a.

Las direcciones de estos vectores pueden ser graficadas como puntos en el circulo unitario
y la longitud dei vector medio r, puede ser determinada.

Si r es grande, cercana a 1, entonces existe un alto grado de rectitud. Sin embargo, sir es
casi 0, entonces las desviaciones son muy pronunciadas respecto a una linea recta. Asi pues, la
fongitud de! vector medio r, es también utiizada como un indice de rectitud (Emiem y Demang,
1978).
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D=128m
W=140m

d=-D/W=0f19

'S
fig.3.1.2 Indice de rectitud, utilizado para medir que tanto un animal desvia su trayectoria
de la linea recta .
La longilud del vector medio algunas veces no es tan rapida de calcular. sin embargo, es
pasibte obtener un indice con valores numéricos simtar a r

Sea PQ un nuevo vector que representa la suma de v, + v, +.. + v, donde P es el punto
inicial de la trayectoria. y Q es el punto final de ésta (fig.3.1.2b).

Sea D la distancia entre P y Q. y sea W la longitud actual de la trayectoria, entonces,
d=D/W (3.1.2)

es aproximadamente igual a r. Esta modificacion del indice de rectitud fue propuesta por Ferlin
en 1973,

Un valor de r > 0 o un valor de d > 0, no prueba que la orientacion es significativa en el
sentido estadistico, pues aunque se tenga evidencia de que un animal es motivado por una
direccién en especial, no existe la prueba estadistica, es por éslo que r y d son medidas
descriptivas.
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3.2 varianza Circular.

3.2.1 Definicion.

Sea P, el punto correspondiente al angulo ¢ del circulo unitario con origenen 0, y sea «
una direccion fija. Sea inicialmente «« = 0, y P el punto comespondiente a este angulo sobre el
circulo umtario.

Una medida de dispersion circular entre los puntos P y P; . es el angulo mas pequefio de

los dos angulos que forman las rectas OP, y OP, al cual se le llamar, .

fig.3.2.1 Representacion del anguioe; , con OP=1.

Se tiene que,
(3.2.1)

€, =M, 2 -d) =a-n-

Puesto que 1-cos ¢, . es una funcién monotona creciente de ¢ ;, con ¢ de 0 a . (segin

ia ecuacian (1.3.22) del primer capitulo), se toma a :

(3.2.2)

a
D I(1-cose,)
1

=1
n
como una medida de dispersion de los puntos P,

Usando las ecuaciones (3.2.1), (3.2.2) y después de haber cambiado el valor de la
direccién cero, con la ayuda de ia ecuacion (2.2.5.4), se tiene a

D=1 'IL {1-cos(é,- w )} . (3.2.3)
n

como una medida de dispersion .
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3.2.2 Propiedad de Minimizacion.
Esta medida de dispersion D se minimiza cuando « = §.

i" sen(e, - w )= 0, cuando u=§
Esta propiedad de minimizacién es similar a la varianza ordinaria.

Sea 50 el valor de D alrededor de §, esto es,

n

0= 1-1 Lcos-3) (3.2.9)
n 1
Y sean , "
a=1 fcoss-3) . b=1 Lsenty-§)
nt n®
entonces,
r= [aZ+ b2
]

gt bl

por la ecuacién (2.2.4.1) se sabe que f sen(¢,- $) =0 , entonces
a

r="3cos(s - &)
1
n

ahora, sustituyendo el valor de r en i3 ecuacion (3.2.4), se liene que,
O=1.r (3.2.5)
a esta medida de dispersion s9 se le conoce como varianza circular, con r [a longitud del vector
medio. Puesto que r es invanante bajo cambios en la direccion cero, s@también o es.
Como anteriormente se definio, R es la longitud de los vectores resuitantes, y

R=nr , (3.2.6)
entonces s° también se expresa como:

sO=1-Rin (3.2.7)

y Se observa que,
0< 50 <1, (3.2.8)

Si las n direcciones observadas estan cercanamente agrupadas alrededor de la direccion
media § , entonces la Jongitud R sera casi tan grande como n, asi que s?sera cercana a 0. En

cambio si las direcciones estan altamente dispersas entonces R serd pequena, y sOcercanaa 1.
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Ejemnplo 3.2.1

Calcular el angulo medio 3 y la varianza circutar s° de los datos del ejempio 2.1.1

tabia 3.2.1 .

$j—_COSh;_____ send;
43° 0.7314 0.6820
45 0.7071 0.7071
52° 0.6157 0.7880
61° 0.4848 0.8746
75° 0.2588 0.9659
88° 0.0349 0.9994
88° 0.0349 0.9994
279° 0.1564 -0.9877
387° 0.9986 -0.0523
total _ 4.0226 4.9764

Setienequen=9,
X=40226/9=04470 Y =4.9764 79 = 0.5529
Por lo tanto,
F= (X2 +y912=0.7110

cos § = %/r= 0.6287
send = yr=07776
consecuentemente, § = 51.04°, y ia varianza circular, sO= 1-0.7110 = 0.2889.
La fig.3.2.2 muestra 3 y r, para estos datos.

Sos

gg.si.z.z La direccion media 3 y la longitud de la direccidn media para los datos det ejemplo



3.2.3 La Propiedad de la Varianza Circular

Cuando se fiene una distribucion circular poblacionat, uno de 1os parametros de interés es
1a media de la poblacion. Sea g et anguio medio verdadero, entonces de la ecuacién (3.2.3), se
tiene que la dispersion alrededor de jy es

Dp=1- 1 Scosie - ug) (329
n 1
O equivalentemente,
Dg=1-C'm, {3.2.10)

donde C' es la longitud de la resultante con ug como ta difeccion cero, entonces se tiene que
0=Dgs2 .
Para el caso lineal se tiene,

1!;(&- n)2= Li:(x,- R)2+@®-p)2  coni=1.2..0 3.2.11)

n n
asi que la variacidn total alrededor de !a media verdadera se descompone de la siguiente
manera.

n-C'=(n-R)+(R-C") 3.2.11)y

Con la ayuda de las ecuaciones (3.2.4) y (3.2.9), la ecuacion anterior queda como:

Dg = 80+ 2(R/n)sen? 1 (§ -g) 3.2.12)
2
Pues, de la ecuacion (3.2.11) se tiene que,

1-Cl=(1-Ry+ Ry -C1)
Do= sO +r-Cy
Dg= sO + r-1gcos(o‘- o)
n

entonces,
Dp= 9 +r-1fcos] (-3~ 1) |
n

ahora, aplicando la ecuacién (1.3.7) del primer capitulo se tiene,
A
Dp= sP+r-1, 3: fcos(é, - $1cos@ - uy) - sen(d; - §)sen(@ - ug)l

Do= 9+ r - 1o IZ coste,- § 1605(5 - 1g)] - V/n (£ sen(y, - § 5en@ - o))
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Por la ecuacion (2.2.4.3) del segundo capitulo se sabe que,

[ -
Leos(h, -y =r,
i

n

y ademas, en la ecuacion (2.2.4.1) se tienen que,
?sen(v},-ﬁz):&
Entonces, Dy Queda de la siguiente manera :

Dg= 59+ r-rcos(F - g
Dg= s + r[1-cos@ - np))
(3} Do= (M5} s@ +r{1 -cos (- .
2

ahora, al utilizar Ia siguiente igualdad trigonométlrica:

sen? (W) = (1~ cos w)
2

se obtiene que la medida de dispersion Dy es igual a :
D=5 +2rsen?[ )G - g ]

La ecuacién (3.2.12)' indica que la varacion total alrededor de fa direccion media se
descompone en dos partes; la primera representa la desviacién de la muestra alrededor de la
direccion media; la segunda parte, mide la desviacidn de |a media de la muestra, alrededor de !a
verdadera direccion media,
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3.2.4 Desviacion Estandar.

Los valores de sO se encuentran en el rango de 0 a 1. Para relacionar a s° con la
desviacidn estandar en la linea, se utihza el siguienle resultado para una distribucion nonmal

envuelta:
1- 50= exp {-(1/2)5 2}

Por lo tanto, se define a la desviacion estandar circular, e, como:
(3.2.12)

g = {-2l0g,(1-sH7 ,
El rango de «; es de (0,«), siendo ésta una

siendo ésta una transformacion adecuada de sO.
medida analoga al caso lineal de la desviacion estandar. Note que la desviacion estandar

circular g, diverge a ©, cuando r tiende a cero .
Para los valores pequefos de s, 1a ecuacién (3.2.12) se reduce a :
g = (25917 (3.2.13)
Este resultado es consistente con la desigualdad de tipo Tchebycheff (Mardia,1872),
deductda para « , cuando presenta valores pequefios
Prijsze(@s9™}) <1

En la ecuaciones antenores (3.2.12) y (3.2.13) se supone que el rango de ¢ es de (0, 2x).
Ahora, si el rango de § se presenta en el intervalo de (0, 27//), entonces se define a:

"o = [{-2l0g,(1 - sD} )1 v (3.2.14)

como la desviacion estandar circular, propuesta por Madia en 1972, Sin embargo, s° y R son
mas utiles para la realizacion de investigaciones

Ejemplo 3.2.2

Calcular la desviacion estandar ag para los datos del ejernplo 2.1.1

tabla 32 1
R COS¢ . Sens;
43° 0.7314 0.6820
45° Q.7071 0.7071

52° 06157 0.7880
61° 0.4848 08746
75° 0.2588 0.9659
88~ 0.0349 0.8994
88° 0.0349 0.9994

279° 0.1564 -0.9877
3572 0.9986 -0.0523
totat 4.0226 49764

Setieneque n=9, X =40226/9=04470 . ¥ =4.9764 /9 = 0.5529
Por lo tanto, r = 0.7110, & = 51.04° , y Jla varanza circular s% =1-0.7110 = 0.2889,

pasteriormente Ja desviacion estandar es ng = {-2loge(1 - 0.2889)} 12 = 0.5441.
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3.3 Varianza Angular y Desviacion Angular.

Existen diversas maneras de obtener medidas de dispersion, una de elias se realizé en la
seccion anterior con la obtencién de la varianza circular, que fue estudiada por Mardia Ahora en
esta seccion se analizard una forma diferente de obtener la vananza de una muestra circulac, a
la que se llamara varianza angular. Ambas la varianza circular y la vananza angular panen de
fa misma base y estan muy retacionadas, aunque se definen de manera diferente.

‘La longitud de! vector medio r. que se definio en el segundo capitulo como una medida de
concentracion, es también, aunque indirectamente una medida de dispersion, ya que decrece de
1 a 0, conforme la dispersion de los puntos se incrementa. es por ello natural considerara 1 - r
como una medida de dispersion. Sin embargo, se sugiefre considerar a 2(1 - r) como una
estadistica mas conveniente para que sea una medida anaioga a la vananza en la estadislica

lineal. Por lo tanto, se define a:

$2=2(1-1), (3.3.1)

como fa varianza angular de una muestra circular. Esta cantidad es asintoticamente equivalente
a ia varianza en estadistica lineail (ver la ecuacion{2 2 4 6))

Tomando la raiz cuadrada de la varianza angular, se obtiene una medida de dispersion
equivalente a la desviacion estandar en estadistica lineal,

s=[2(1-n)'? | (3.3.2)

es la desviacion media angular o simplernente la desviacion angular de una muestra circular, la
cual es medida en radianes. Para obtener la desviacion angular en grados es necesario

multiplicaria por el factor 180°x, es decir,
s(grados) =180%2(1 - 0)'2, (3.3.3)
kS
que es la desviacion angular de una muestra circular, en g-ados

Esta medida fue introducida por Batschelet en 1865, y desde entonces ha sido muy
utilizada. En la 1ig.3.3.1 se observa el significado intuitivo de la desviacion media angular s, y

para una construccion geomeétrica, vea la 1ig.3.3.2

Un procedimiento visto en la seccién antenor para obtener la desviacion estandar es,
g = (-2log, 1) .

en donde para valores de r cercanos a 1, 1a diferencia entre fa desviacion angulars y ag €5 muy
pequeiia, pero si la longitud del vector medio r tiende a cero. entonces ag diverge a », mientras
que fa desviacidn angular s permanece finita

En {a tabla B del Apendice se muestran distintos valores de la desviacion angular s, segan
la tongitud del vector medio r, y en [a tabla D se muestra lo inverso
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ig.3.3.1 La desviacién angular s, se incrementa cuando la longitud de! vector medio
decrece.

ig.3.3.2 Una construccién de la desviacién media angular s, a partir de r, la longitud del
vector medio. L.a prueba esta basada en el Teorema de Pitagoras aplicado a los tiangulos

BCO y ABC.
Se sabe que la tlongitud del vector medio depende dei tamaho de la muestra,

consecuentemenie todas las medidas obtenidas a partir de r dependeran del tamano de la
muestra. Una muestra pequeia favorece a lener una varianza angular y una desviacién angular

pequedas.

Para una muestra bimodat con modas separadas 180° se aplica el mélodo de duplicar los
dngulos (seccién 2.5). Para la muestra modificada se calcula la longitud del vector medio ry, ¥
se utiliza la ecuacién {3.3.3) para obtener la desviacidon media angular. Como ésta ha sido
basada en r,, se le denota por s,. Finalmente para dejar como estaba fa muestra bimodat, se
cancela et efecto de duplicar los angulos, dividiendo s, entre 2. Por lo que la desviacion dngular

queda :
Sy =502 (3.3.4)
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Ejemplo 3.3.1
Para el ejemplo 2 2.2, se tiene que 13 longitud del vector medio es r = 0.3335, en la tabla
B del Apéndice se busca el valar correspondiente a ia desviacion angular s -
§ = 66° |

para poder expresarlo de manera apropiada es necesario utilizar ia tabla A det Apéndice que
contiene ia relacion de las horas del dia con sus angulos correspondientes; se encuentra que el
equivalente de s = 66° en horas es

s = 4:24h
Es asi que la hora pico ¢s a las 16:30h, con una desviacidn angular media de s = 4:24h.
En la siguiente figura se observa que 13 de las 21 observaciones (casi dos tercios de la

muestra) caen en el intervalo 16:30h + 4:24h, es decir en el intervalo de (12:06h. 20:54h).
oh

‘/"‘r\r\

~

12K
fig.3.3.3 Grdfica de la distribucidén de accidentes de transito. El vector medio m, determina
{a hora pico y la desviacion media angular s, es de 4.24 horas.
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Ejemplo 3.3.2

En el ejemnplo 2.5.3 al duplicar los angulos, {a longitud del vector medio r, = 0.7348, As!
que s,calculado en grados es igual a,

5, = 180° (2(1 - n]'7 = 41.7°
n

Utilizando la ecuacion (3 3 4), se obtiene la desviacion angular, s; = 20.8°

Esta es una medida apropiada de dispersién, como se muestra en !a fig.3.3.4. De las 13
observaciones, 9 caen en el intervalo t s, . a partir de la direccién media.

fo

-

fig.3.3.4 a El método de duplicar los éngulos aplicado sobre una muestra bimodal, donde
se observa la desviacién angular s,. b La muestra transformada en unimodal.

o
.

N
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3.4 Desviacion Media Circular.

Sea a una direccion fija. Si se considera a « como la direccion cero, entonces el angulo ¢;
se convierte en ¢ donde

& = (§ - ) mod 22 (3.4.1)
Sea r, la desviacion de ¢, como se establecio :

e, = min($, 2n- ¢, )

(342
Esta medida por si misma puede ser lomada como una medida de distancia circular, y
consecuentemente puede definir a una medida de dispersion. Sea

d;=1.Zr , dondelasumavadei=1,...n (3.4.3)
n
una medida de dispersion

A partir de esta medida de dispersion, se va a construir otra, con ayuda de los dos valores
distintos que puede tomar ¢, .

Si &, = ¢ entonces,

Lo que equivale a: n
do“ﬂ'l_;‘? fr-)

(3.4.4)
n
Y utilizando la fomula (3.4.1) se encuentra que,
do=n-1 £ jtx-14-ull, 34.5
n

la cual es una medida de dispersion, similar a la desviacion media ordinaria y conocida como la
desviacién media circular alrededor de « , la cual se minimiza cuando a =
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3.5 Desviacion Cuartil.

Sea M, la direccién mediana de n observaciones. Se define la prdmera y la tercera
direccién cuartil como Q,® y Q4* por los valores de las observaciones (" )-ésimas a partir de la
direccion mediana My en el sentido de las manecillas del reloj y en sentido contrario de las
manecillas del reloj respactivamente. Entonces se define a la desviacion cuartil como la longitud
del arco que va de Q,° a Q5* que contiene a Mg,

Ejemplo 3.5.1
Calcularemos los cuartiies Q,® y Q4° y la desviacion cuanil para los datos agrupados del
ejempio 2.1.2.
tabla 351
1 2 3 4 5 6
limite  frecuencia frecuencia frecuencia frecuencia  intervalo
superior acumulada debajo en (¢,-180°4)
& $,:180°  (¢,-180%¢) .
20 40 40 - - -
40 22 62 - - -
€0 20 82 - - -
80 9 91 - - -
100 (] a7 - - -
120 3 100 - - -
140 3 103 - - -
160 1 104 - - -
180 6 110 [+] 110 {0,180)
200 3 113 40 73 (20,200)
220 11 124 82 62 (40,220)
240 22 146 82 64 (60,240)
260 24 170 91 79 {80,260)
280 58 228 87 131 (100,280)
300 138 364 100 264 (120,300}
320 138 502 103 399 (140,320)
M0 143 845 104 541 {160,340)
360 69 n=714 110 604 {180,360)

Se tienen 714 observaciones, intervalos de longitud igual a 20° ademas, [a mitad de la
frecuencia total es 357, (") = 178.5 . y la mediana es My = 313.8% dentro del intervalo

(300°,320°).
Ahora, se utiliza a tabla 3.5.1, para obtener que el nimero de cbservaciones a pardir de
300° y hasta Mg es igual a:

la mitad de la frecuencia total ~ la frecuencia del intervalo (120°,300%
357 - 264 = 93,
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De la misma tabla, se obtiene que el nimero de observaciones a partir de M, y hasta 320*
es igual a:
ia frecuencia del intervalo (300°.320°) - ias observaciones a partir de 300° anteriores a Mg
138- 93 =45

Asi pues, Q;° esla 178.5 - 93 = 85.53 gbservacion debajo de My, y 136 es la frecuencia
del imtervalo (280°,300% anterior al intervalo de la mediana. por lo que la primera direccidn
cuartil, Q,° es:

Q,° = 300°- 855 x 20° = 287.4°
136

De manera similar. Q;* esla 178.5 - 45 = 133.5™ observacion arriba de M, y 143 es la
frecuencia del intervalo (320°,340° posterior al intervaio de la mediana, par io que la tercera
direccion cuartil, Q3" es:

Q,* =320°+ 133.§x 20°=338.7°
143

entonces, la longitud del arco que va de Q,° a Q3° que contiene a M, , es:
Qy*- Q" =51.3°

Por lo tanto, 51.3° es la desviaci6n cuanlit de este ejemplo de datos agrupados.
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3.8 Rango Clrcular,
E! rango circular se define como la longitud del arco mds pequefio que engloba a todos los
puntos de la muestra.

Sean &,,. ... .4, las estadisticas de orden para ¢,. ... &, con (0<$,<2n) coni=1,..ny

ademas &, < ¢, coni=1...n-1, sedefinen las estadisticas:
T, 401, 1) i=1,..0-1;

Tp= 21 -bep) +i3y,)
Estas miden Ia longitud del arco entre puntos adyacentes. El rango circular esta dado por
w, con un recorrido de 0 a 2x,

w=2x-max (T,..T) (3.8.1)

Ejemplo 3.6.1
Obtener el rango circular de los datos del ejemplo 2.1.1 del capitulo dos. Sean las
siguientes observaciones,

&) : 43° 45°, 52° 81°, 75° 88", 88°, 279° 357°
Tqy 1 2% 7° 9° 14°, 13°,13°, 191°, 78°, 46°

Entonces,
max (T,...T) =191°

w = 360°- 191° = 169° .

El resultado se observa en la fig.3.6.1 Pues 169° es la longitud del arco més pequeiio que
contiene a todas las observaciones y 191° es la iongitud del arco més grande.

)

fig.3.6.1 Gréfica circular de los datos de una ruleta del ejemplo 2.1.1

TN

/
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3.7 Correccion por Grupo.

El agrupamiento de datos angulares ocurre cuando el circulo se subdivide en arcos de
igual fongitud y los puntos de la muestra en cada arco son contados. Sea k el namero de arcos,
y A lalongitud de cada arco dada por:

5 = 2a/k (radianes) o i = 360%k {grados) (3.7.1)
donde A es la longitud de la clase.

Sean ¢, , 47, ... ¢ 105 puntos medios de los k arcos medidos en grados angulares. y sean
ny. g Ny las frecuencias de los puntos de la muestra en el arco comespondiente.

Sea n= n,+ ny+ .. +n ellamaiio de 1a muestra. De la ecuacion (2.2.7) se tiene que,

X = 1(ny,COSd1 + NpCOSY: +.. 4 N, COSYx)
n

y = 1(nysengr + nysengs ..+ nisends) (3.7.2)
n

que son las companentes del vector medio m. El calculo de {a longitud del vector medio, r, y del
angulo medio, § se realiza de manera usual.

Para el angulo medio &, no es necesario hacer ninguna cofreccion por grupo, en cambio
para la longitud det vector medio r. si es necesaria, pues podria resultar sesgada. Si r no es
corregida, entonces tiende a ser mas pequefia, es por ello que para no tener problemas es
necesario muiltiplicar a r por un factor de comreccidon, c¢ >1 (en la tabla 3.7.1 se presentan
algunos valores de ¢). Es asi que el valor comecto de r es,

r. =cr . (3.7.3)

©
en donde, si la longitud de la clase es medida en radianes, el factor de correccion es de tamaiio:

c=_112
sen(/2) (3.7.4)

este factor de correccion se utiliza para evilar indeterminacion y aumentar con eilo la precision.
La prueba de !a ecuacion (3.7.4) estd basada en tres diferentes meétodos expuestos en
Greenwood(1959), Gilroy(1965) y Mamdia(1972).

La correccién por grupo afecta indirectamente a la desviacién anguiar, s. Sea s; el término
que denota el valor corregido de s, se concluye de la ecuacion (3.3.2) que,

se =201 -7 (3.7.5)

donde s_ es medido en radianes. Para obteneria en grados sdlo basta muftiplicar por 180%n .



Factor de Correccion por Grupa

tabla 3.7.1
K 2 {grados) c
4 90 1.1107
5 72 1.0690
6 60 1.0472
8 45 1.0262
9 40 1.0206
10 38 1.0168
12 30 1.0115
15 24 1.0073
18 20 1.0051
20 18 1.0041
24 15 1.0029
30 12 1.0018
: 38 10 1.0013
i 40 9 1.0010

' 45 8 1.0008

La comeccidn por grupo da muy buen resultado Unicamente para muestras unimodaies y
distibuciones regulares simétricas. Si el nirmero de grupos excede de 12, 1a correccion tendré un
efecto minimo y puede ser eliminada.

Ejemplo 3.7.1

Hilt {(1955) estudig la distribucién de los nacimientos por hora de un hospital. Los datos de
nacimientos de nifios vivos son los siguientes :

tabla 3.7.2
ntervaio Punto No. de Naci-
de tiempo Medio mientos vivos
b L coséd NCOSd __send  nsends

mectia noche-3am.  1:30 22.5° 4064 +0.9239 +37585 +0.3827 +1555
3am.-San 4:30 87.5° 4627 +0.3827 +1771 +0.9239 +4275
6am.-Gam. 7:30  112.5° 4488 -0.3827 +1718 +0.9238 +4146
Sam-medic dia 10:30 157.5* 4351 -0.9239 +4020 +0.3827 +1665
medic dia~3pm. 13:30 202.5° 3262 -0.9239 -3014 -0.3827 -1248
3pm.-Spm. 16:30 247.5* 3630 -0.3827 ~-1388 -0.9239 -3354
Gpm.-Spm. 19:30 292.5° 3577 +0.3827 -1369 -0.3239 -3305
Som -medlangche  22:30  337.5¢ 4225 +0.9239 -3903 -0,3827_  -1617 .

totat - 32,224 - 657 - +2117
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E! vector medio calculado es:

X =657 /32,224 = 0.0204
¥ =2117/32,224 = 0.0657
El valor sin corvegirde res, r = 0.0688

Como son 8 grupos, k = B, y de la tabla 3.7.1 se obtiene el valor de correccién,

A =2x/8=0.7853 radianes

c=_2/2 =_(03827) .=10262 f
sen(’/2) sen(0.3927)

Aplicando Ia ecuacién (3.7.3) :

r. = cr=(1.0262)( 0.0688) = 0.0706

Siempre el vator corregido es cerca de 3% mas grande que el no corregido. AQui no se

calcula el valor de s y s, pero se hace notar que en este ejemplo en particular la correccion de s
es despreciable puesto que r es muy cercano a cero y 1-r es practicamente 1.

Para el angulo medio §, se tiene.

= arctan(y / %) = arctan (3.220S5) = 72.8°

0, en escala de tiempo de acuerdo a la tabla A del Apéndice, $ = 4:51hrs., siendo ésta 1a hora
pico en la acrofase de los nacimientos.
Ejermnplo 3.7.2

Koch (1967) observé unas moscas (drosophila subobscura) durante su periodo de
actividad antes del amanecer. Formo doce sectores, la 1ig.3.7.1 muestra ios datos. En lugar del
namero absoluto, se presentan los porcentajes -

punto medio ¢, : 20 S0 80 110 140 170 200 230 260 290 320 350 (grados)
frecuencianj: 15 1513 9 5 7 5 1

2 8 7 13 (porciento)

Para el céiculo del vector medio, los porcentajes son buenos como frecuencias absolutas.
Aplicando la ecuacion (3.7.2) se tiene que:
x=0.2740

. ¥=02359
De manera usual se obtiene,

= (R +§2)1R = 03616 ,

3 = arctan (¥ /X ) = 40.7°
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ig.3.7.1 Datos del ejemplo 3.7.2 .

De la ecuacidn (3.7.1) se obliene que,
A = {360%12) = 30°
Y de Ja tabla 3.7.1 et factor de correcciGn para k = 12 es:

c=1.0t15

Es asi que,
e =cr=0.3658

Finalmente, 12 desviacidn media anguiar se obtiene de la ecuacion (3.7.5):

5. = {2(1 - D.3658)}1/2 = 1.1262 (radianes )
s, = 64.52°  (grados).

74



3.8 Otras Medidas de Cancentracién.

Para una muestra de tamano grande es un tanto tediosa el caiculo de a longitud del vector
medio y la desviacién angular. En este caso se prefiere ulihzar el angulo mediano y los
percentiles. Para esto, el angulo mediano es considerado el percentit 50. Para determinar las
frecuencias acumuladas. se puede aplicar el percentil 10 y el percentil 90. 6 el percentl 25 y el
percentil 75, dependiendo de nuestra eleccion de una medida de dispersion

€n la ig.3.8.1 se escoge la longitud del arco del percentil 25 al percentd 75, como una
medida de dispersion, en donde e} cincuenta por ciento de los puntos de la muestra caen en
este arco.

Arco mas grande
que no contrene puntos
de la mueslra

fig.3.8.1 El rango de una muestra circular es la longitud del arco mas pequefio que
contenga a todos los puntos de 1a muestra.

Un valor practico puede ser el rango, gque es la longilud del arco mas pequefio que
contenga a tedos los puntos de {a muestra, aunque el ranga es una medida de dispersion muy
cruda. Las medidas de dispersion presentadas anteriormente son significativas unicamente en e}
caso de que |a muestra provenga de una distnibucién unimodal.

En los experimentos de regreso a casa de algunas aves, el problema no es sélo qué tanto
1as direcciones de desaparicion estan concentradas alrededor de 1a direccion media, sino qué
tan cercana esta ia direccién media de la direccion de regreso a casa (homeward).

Para obtener una medida conveniente para este tipo de comportamiento, se combina la
medida de concentracion, r, con el angulo que se forma entre la direccidn media y la direccién a
casa (homeward), para ¢sto0 se supone que la direccidon a casa (homeward) forma un angulo O
con el eje positivo X (fig.3.8.2). Se utiliza ia longitud del vector medio r, y ei 4ngulo medio &,

v =rcos(d -0, , (38.1)

es el componente deol vector medio con respecto a la direccion a casa (homeward). Es asi que v
es conocido como el componente de direccion a casa (homeward)

Si v = 1, entonces todos los animales se mueven en la direccion a casa (homeward). En
caso contrario, si v es muy pequedo, entonces 1a mayoria de las direcciones medias se desvian
de la direccién a casa (homeward), y existe una gran dispersion



Este componente aigunas veces se vuelve negativo cuando § - 0, excede los 90° Asi
pues, este componente también sirve como medida del comportamiento de regreso a casa de
algunos seres vivos (Schidt-Koening, 1964).

Como ya se menciond la iongitud del vector medio depende del tamafo de la muestra,
por ello ei componente de homeward v, también depende de este tamaio. Un tamafo de
muestra pequeno favorece a un componente homeward grande (v), es por ello que los
componentes homeward caiculados de muestras de distintos tamafos no pueden ser
comparados. Una prueba para las diferencias de componentes v, fue propuesta por Wallraff

(1979, apéndice A).

fig.3.8.2 El componente homeward v, es una medida de comportamienio de regreso a
casa.

Ejemplo 3.8.1

En un experimento sobre el comportamiento de regreso a casa de las palomas, 8 de las
aves escogieron las siguientes diracciones ({ig.3.8.2):

120°, 140°, 95°, 135°%, 135°, 150°, 125°, 120° .
Utilizando las ecuaciones (2.2.7), (2.2.8) y (2.2.10) del capitulo dos se obtiene:
r=09638 , $=127.6°

y el dngulo de la direccion & casa fué i, = 105% Después de la ecuacion (3.8.1), el companente
de la direccion a casa, homeward es :
=rcos(@ - 05)

0.9836 cos(127.6 - 105)
=0.8893

v
v
v

La diferencia entre este valor y el mas grande posible que es 1, se debe a que la
dispersidén medida por ia longitud del vector medio r, es menor que 1, y ademas el angulo
obtenido de la diferencia entre la direccion media y la direccién a casa (homeward), § - 6,, no es
muy pequedio, entonces la mayoria de las palomas no se desvian tanlo de la direccién a casa
(homeward).
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3.9 Momentos trigonomeétricos.
3.9.1 Definiciones.
En el capitulo anterior se vio que 105 momentos trigonometrcos:

X=_1 fcos & g=1 ):‘scn -3
n 1 n Y
juegan un papet muy importante en la definicion de la direccion media y de |a varianza para una

muestra de datos angulares. Ahora se define,

my=xX+,y,
1
como el primer momento trigonomeétrico, que también se puede escribir de la siguiente manera:

my = re ¥ @e.1n

Cuando se extiende esta nocidn para todos los momentos lrigonométricos, se puede
definir al p-ésuno momento trigonométrico con respecto a la direccion cero, como:

my =aj+1bg, (3.9.2)
donde, R -
a,=1 3cos py; . br, = _1 Tsen pb, ) (3.9.3)
B T
n
que tambien puede ser expresado como.
My = et M (3.9.4)

donde, fp €5 la longitud del vector medio resultante y mp" es su direccion. De las ecuaciones

{3.9.3) y (3.9.4) se tiene que,
a, =r, cos mp° . up =1psen mn" (3.9.5)
Desde iuego que,
a,=xX, by=¥. n=r, me=F

También se puede definir al p-ésimo momento trigonométrico con respecto a la direccion
media §, como: _ _
mp=ag+ibg, (3.9.6)
donde,

~ 3 _ o
Fo=13cosp(4-5). By =1Tsenple-§) 9.7
nt nt
De las ecuaciones (3.9.5) y (3.9.7) se encuentra que,
my=rei (ma* -py (3.9.8)
Asi pues, se obtienen resultados utiles como los siguientes :

rp €05 (M® -pf) . By, = rysen (m° -pd) (3.9.9)

Y se puede observar que, Img <1 y (mp) =t (3.9.10)
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3.10 Medidas de Sesgo y Kurtosis

Anteriarmente, se ha ulilizado el primer momento trigonomeétrico para defimr la direccion
media y la varianza de una muestra de dalos anguiares. También se ha aplicado ei método de
duplicar los angulos cuando las muestras provienen de distribuciones con dos modas opuestas,
y se determind el vector medio de ese lipo de muestra modificada, m,, su lengitud ry. y su

angulo medio 3,
Ahora las estadisticas r, y 3, van a ser utilizadas para definir algunas medidas Utiles de

sesgo y de kurtosis para Ias distribuciones circutares. Entonces. se sugiere que el segundo
momenlo tngonométnco puede ser utiizado para !a definicion de tas medidas de sesgo y de
kurtosis.

En probabitidad. la medida de sesgo se define como
7y =E (x )37 a3

porque para las distribuciones simeétricas sobre la linea. el tercer momento central, es el
momento impar mas pequeio que se hace cero, cuando la distribucion es simétrica; y es
dividido por o3, para de esa manera presentar a y,. invanante bajo cualquier cambio de escala.

Para las distribuciones circulares simétricas, se tiene que una medida apropiada para el
5esgo es la siguiente:

§4° = 1y sen(my® - 28) 1 (s (3.10.1)

Ef denominador, (s%37 sive para eliminar posibles efectos de dispersion. Cuando s© = 1,
se presenta una maxima dispersion, y entonces g,° no tiene sentido. Esta medida es apropiada

por las siguientes razones :

Si una distribucion es simétrica respecto a € = v , entonces es también simélrica respecto

a 6 =v+nx. Ademas, sila distribucion es unimodal, la direccion media, la mediana circular y la
moda son todas iguales. Se tiene que jos momentos centrales para el seno son iguales a cero,
es decir, en las distribuciones circulares el téminao:

b, =rysen (mp" -p®) =0,

asi que, por analogia al caso hneal, una funcion de 53 =0, puede ser tomada como una medida
para el sesgo circular.

De‘ manera similar, el término que indica 1a kurtosis, esto es, qué tan extendida esta la
distribucion de la muestra con respecto a su moda es,

92° =[ 1 cos(my® - 2§) - (1- s /(92 . - (3.10.2)

esta es una medida apropiada para la kurtasis obtenida por Mardia en 1972 .
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€n las distnbuciones simétncas unimodales, el sesgo g,° sera cercano a cero. Se puede
esperar que 13 kurtosis, g,° sea cercana a cero para distribuciones unimodales. teniendo un pico
normal. Si la kurtosis, g, > 0, la distnbucion puede ser descrita como leptokartica. mientras
que si g,° < 0. !a distnbucién puede descnbirse como platykurtica

Las medidas de sesgo y kurtosis son significalivas unicamente para distribuciones
unimodales. En rmuestras de tamafo mayor a 20, el sesgo y la kurtosis pueden ocurrir comao un

efecto no real, causado por fluctuaciones aleatonas. Por esta razdn. las medidas de tales
desviaciones de la normal pueden ser calculadas unicamente para muestras de gran tamafo

Ejemplo 3.10.1
Calcular 10s dos primeros momentos trigonomeétncos, y las medidas de sesqo y de kurntosis
para los dalos del ejemplo 2.1.2

tabia 3.10.1

&, {medio punte) £, cosd,___f,cosd,___send, [/ send, .
10° 40 0.9848 39.3920 01736 6 9440
30° 22 0.8660 19.0520 0.5000 11.0000
50° 20 06428 12.8560 0 7660 15.3200
70° 9 0.3420 3.0780 0.9397 8.4573
90° 6 0.0000 0 0000 1 0000 6.0000
110° 3 -0.3420 -1.0260 0.9397 28191
130° 3 -0.6428 -1.9284 0 7660 2.2980
150° 1 -0.8660 -0.8660 0.5000 0.5000
170° 6 -0.9848 -5.9088 0.1736 1.0416
190° 3 -0 9848 -2.9544 -0 1736 -0 5208
210° 11 -0.8660 -9.5260 .0.5000 -5.5000
230° 22 -0.6428  -14.1416 10,7660 -16.8520
250° 24 0.3420 -8.2080 -0.9397 -127.7992
270° 58 0.0000 0.0000 -1.0000 -58.0000
290° 136 0.3420 46.5120 09397 -127.7992
310° 138 06428 88.7064 -0.7650 -105 7080
330° 143 08860  123.8380 -0.5000 -71.5000
asg® 89 0.9848 67.8512 -01736 -11 9784
Totales 714 356 §264 -366.0312

De Ja tabla 3.10.1 se obtienen resultados utles para calcular el primer rmornento
trigonométrico con respecto a la direccion cero.

X = 356.8264 /714 = 0.4998, ¥ =-3660312/714 = -0.5126

consecuentemente, r=07159, cosG=06981 .send =-07160,

es asi que, P=3143° y 59=1.r= 02841
entonces, el primer momento trigonométrico respecto a la direccion cero es igual a :
m," = (D.4998) + (-0.5126) «
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tabla 3 10.2

O (medioounte) £, 24, cos2d, _ f,cos2d,  sen2d, f,sen2¢
10° 40 20 09397 37.5880 0.3420 13.6800
30° 22 60 0.5000 11.0000 0.8660 19.0520
50° 20 100 -0.1736 -3.4720 0.9848 19.6960
70° 9 140 -0.7660 -6.8940 0.6428 5.7852
20° 6 180 -1.0000 -6.0000 0.0000 0.0000
110° 3 220 -0.7660 -2.2980 -0 6428 -1.9284
130° 3 260 -0.1736 -0.5208 -0.9848 -2.9544
150° 1 300 0.5000 0.5000 -0.8660 -0.8660
170° 6 340 0.9397 56382 -0.3420 -2.0520
190° 3 20 6.9397 2.8191 0.3420 1.0260
210° 11 60 0.5000 5.5000 0.8660 9.5260
230° 22 100 -0.1736 -3.8192 0.9848 21 6656
250° 24 140 -0.7680 -18.384 0.6428 15.4272
270° 58 180 -1.0000 -58.000 0.c000 0.0000
290° 136 220 -0.7660 -104.176 -0 6428 -87.4208
310° 138 260 -0.1736 -23.9568 -0.9848 -135.9024
330° 143 300 0.5000 71.5000 -0.8660 -123.8380
as0° 69 340 0.9397 64 8393 -0.3420 -23.5980
Totales 714 -28.1362 -272.7020

Con ayuda de la tabla 3.10.2, se calcula el segundo momento trigonométrico respecto a la
direccién cero, de ia siguiente forma .

a,=-28.1362/714 =.00394 -272.7020/ 714 = -0.3818 ,

al utilizar la ecuacion (3.9.5), se obticne que

r,=0.3840, cosm,®=-0.1026 . senmy®=.0.9945,

es asi que,
my® = 273.4°

y poriatanto, mjy' =-0.03594 + (-0.3819) ., es el segundo momento trigonométrico con respecto
a la direccion cero.

Ahora se calcula el segundo momento trigonomeétrico con respecto a la direccidon media.
De fa ecuacion (3.9.9) se obtiene que,

52= (0.3840) cos {273.4° - 2(314.3%)} = 0.3829
B,= (0.3840) sen {273.4° - 2(314.3%)) = 0.0289,
entonces, el segundo mamento trigonométnca con respecto a la direccidn media es igual a:

m, = 0.3829 + (0.0289)



Finatmente, de ias ecuaciones (3 10.1) y (3.10.2) se tiene que el sesgo es igual a :
g,°=002897 (0 2841)37
g,° = 0.19084,

y la medida de kurtosts es
g,° = (0.3828 - (1- 0.2841)%] /(0 2841)2

g,° = 1.4896.
indicando que fa distribucién es Jeptokurtica y casi simétnca. Est
con lo que se aprecia en la figura 3.10.1.

os resultados son consistentes

180
,,r—"‘

1004~
a)

o]

of L
18" iv o o 123

b)

fig 3.10.1 a) Histograma fineal y,
b) Histograma circular de los datos del ejempio 2.1.2.
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CONCLUSIONES

Esperamos que con este trabajo se cumpla el objetivo de dar a conocer las distintas
medidas de locailizacién y de dispersion utilizadas para la descripcion y el analisis de las
observaciones circulares, todo ésto con el propdsito de exponer una rama de la Estadistica, que
generaimente no es mostrada en la enseftanza de los métodos estadisticos usuales.

A través de este trabajo nos hemos dado cuenta de que el empleo de la Estadistica
Circular es muy util en los campos de ia medicina y de los ntmos bioldgicos entre otros; y es de
suma importancia que se conozca m4s sobre los métodas y los resultados obtenidos en esta

rama de la Estadistica.

La Estadistica Circular es tan extensa como la Estadistica misma, y por esta razon, es
necesario que se genere mMas informacion sobre el desarrollo de la Estadistica Circular y sus
aplicaciones en las diversas ramas de la ciencia, pues en ciertas areas Su empieo es impornante
para la realizacidn de inferencias estadisticas sobre un conjunto de datos circulares.
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Tabla A
rar de manera numérca fos dngulos  Grados con un rango de O° a 360°

A continuacion, se presentan tres medidas diferentes para compa g
tempboa del dia que van de las 000 hrs a las 24 QO hrs, y por uitimo, radianes con un rango de 0 a 2r (en pases de 170 4 minytes). Los valores

de senp, cosenay tangenta cuentan con cualrc digios

Tapia A
araggs _ liempo rgdanes, ETHaled £9seny lapgecte. rades  liempe radanes seno 1gngente
o 0:00 0 +1 0 10 2.00 $236  +.1000 +.5774
] 0:04 +.0175 +.9998 +.0175 3t .04 s<il 4 .5ts0 + 4609
2 0:08 +0349 +9994 +.0349 n 2.08 Ssas 45292 +.6249
3 0:12 +.0523 +.9986 + 3 2:12 $760 +.5446 46499
4 0:16 +.0658 +.9976 +. 34 2:16 3934 45592 + 6748
s 0:20 +.0872 49962 +. s 2:20 8107 4506 1002
& 0:24 +.1043 +.9945 +. 36 2:24 6283 +.3874 +.7265
7 0:28 +1217 9925 + 37 228 K358 46018 +.7536
8 0:32 k1392 +.9903 +. 18 2.3 6632 4 6187 + 7813
9 0:36 +.1564 +.9877 + 39 236 6807  + 6293 + 8098
10 <0 +.1736 + 9848 +. a0 2:40 6981  +.6413 + K191
11 44 +.1908 +.9816 +. 4l 244 7156 +.6361 + 3693
12 148 +.2079 +.9781 +. ar 2:48 71330 +.6691 9004
13 E) +.2250 49744 + 43 2:82 7508 +.6820 +.9328
14 :36 +.2419 +.9703 + 44 256 7679 +.6947 +.9637
13 1:00 +.23188 +.9639 +. a3 3 7884 47071 +1000
16 1:04 +.2758 +.9613 +.2867 46 3:04 8029 7193 +103%6
67 1:08 +.2924 49563 +.3057 a7 31.08 8203 +.70H4 £1072
18 1:12 +.30%0 +.9511 +.3249 a8 10 8378 £ .743L +1111
9 1:16 43443 49 3t 8352 +.7547 +1.150
20 120 +.1640 0 310 1727 +.7660 +1.192
21 124 +.3839 si 124 8901 +.2771 +1.233
kb 128 +.4040 52 3:28 9076  +.7880 +1.280
2 32 44243 53 n 9250 +.7986 +1.327
kY 136 +.4452 51 338 9325 +.80%0 +1.176
25 40 +.4663 53 3:40 9599 48192 +1.428
26 ‘44 +.4877 36 14g 9774 +.8290 +1.483
27 B +.3098 57 3 9948 4 8387 +1.540
28 :$2 +.5317 38 3:52 1012 +.8480 +1 400
29 ;36 + 5343 9 356 1.030 + 83572 + 16564
g(l) :: :Zé} 90 6: 1.571 14
: E 9y 6 1.588 +.9998
82 4 1.881 93 6: 1.606 +.9994
63 4: 100 1963 93 6: 1.623 +.9986
64 4 17 2.0%0 91 6: 1641 +.9976
63 4 34 2.145 95 6 1.658 +.9962 -
66 “ 52 2246 95 6 1.676 +.9945 o~
67 a 69 2356 97 6 1693 =
64 a: 87 2475 98 6: L0
69 4 04 2605 99 6 1728
20 4 22 2.147 100 6 1,245
71 4 23y 2.904 101 6 1.763
72 “ 57 3078 102 6 1,780
7 4 274 2 103 653 1758
74 a 291 3487 104 6. 1818
78 3: 309 +3.732 105 2 1833
76 R 326 +4.011 106 7 | 830
7 3: daa +4.311 167 ? 1 868
8 3: 361 +4.705 108 7. 583
79 3: 379 +5.145 109 7 1.902
50 5t 1196 +5.671 1o 7 1.920
81 3 Tala +6.314 tiy 7 1937
02 5: 1a31 +7.118 12 7:2 1.938
3 5 1439 +8.144 3 73 1972
L2 hH 1.466 +9.514 113 7 1990
gs s 1484 11.43 irs 7. z 007 -
26 3 1.501 430 115 7 :8‘;’, +§8§2
a7 5: 1518 508 " 7 2042 + §910
58 ER 1536 8.64 i 7 2039 -+ 8829
89 5 1.553 7.29 19 7 2077 4 BT46
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Yabia A {vont n)
ngente. grados _ tiempo  radignes  _seno _ coseno fangents

120 500 2. 5660 150

121 804 2 8472 12

122 408 2 51% 133

123 813 2 8387 133

12¢ £:16 2 £290 152

125 R:20 2. R192 155 708

126 R34 2 8090 %6 ¥

127 538 2 7986 137 -140

138 2:32 3 7880 158 20758

129 836 2. 771 t39 2775

130 B30 2 7660 160 2.793

131 844 2 7547 161 2810

132 2148 2 2an 182 2827

133 852 2. 7314 163 2848

134 838 2 7193 164 2862

125 2. +.7071 165 1.880

136 4 3 €947 166 2897

137 8 2. +.6820 X 2,918

138 12 +.6691 168 2912

139 e 2 +.6561 169 3950

140 0 2. 28 170 2.967

141 4 248 93 171 2985

142 s 24 57 172 3002

143 2 24 18 173 3.019

144 38 28 74 173 Jo7

145 9:40 2.8 36 s 3.054

146 9:44 23 92 126 J.072

147 9:48 2.5 46 177 3.089

148 9:52 2.8 99 178 1107

tag 9:36 2.6 30 179 3124

10 12:00 J.ra2 10 3.66%

L1 12:04 3139 201 3.68)

'td 12:08  3.176 m 3.700

I 12:12 3194 ) 3.7i8

84 12:06 3211 214 3738

3] 12:20 3229 15 3.752

I 12:124 33246 18 3770

a7 12:28 264 17 3787

n 12:3r 3281 18 3.808

11 12:36 3299 i 3.822

20 12:40 13t6 120 3.840 .

9 12:44 334 22t 3857 .

¥ 12:48 333 222 1.87s E

9) 12:52 3.368 23 3.892 B

94 12:36 3386 24 1910 .

(X} 13:00  ).403 25 1.927 +1.000
9% 1 Yaz1 25 1944 +1.016
134 i 3a3s 37 3962 +1.072
173 | 1456 ] 1979 +ratl
99 1 Y4 29 1997 +1.130
200 1 1431 30 4.014 +1.192
04 1 J.508 31 4032 +1.2)5
02 ! 1326 32 4043 +1.280
03 ! 3343 N 1067 +1.327
04 13: 3350 34 .084 +1.376
05 1: 3.578 13 102 +1.429
06 1 1398 16 119 +1.383
0?7 1: 3813 37 136 +1.540
08 13 3630 38 134 +1.600
09 13 Yeds 39 171 +1.664
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Tabia A C

guKon__Vempo  raddnes  sene  cosena  fangente | grados
. 70
- £.20.

radianes SANO coseng tongenta

o
“

S SS5S5T

7
7
7
7.
L8
3.
17
17
7

°

-]

[ETYI VYT

w
)
21913 b0y

[N
SR3sh IR

3 49744

23; +.9781

2 - 9Kl
10 2 + 9848
33 2 +.9877
H 3 +.9503
by 3 +.99238
M B +.9933
328 2 +.9962
3 33! +.9976
37 23 +.9986
38 33: +.9994
i 2 +.9998

24 “+1
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La tongRud del vector medio (p, ¢ 1) es convertda en la desviacidn anguiar (s 6 € en grados) y tambwén,

Tabla 8

de {kon"}

es en el p:

mer aos
.00 81.03
01 80.62
02 ¥0.21
03 79.80
04 79.39
.08 78.98
06 78.56
Q7 78.14
08 77.72
.09 77.20
a0 76.87
.t 76.44
a2 76.01
NE) 75.58
Bi ?5.14
5 74.70
.16 74.26
17 7).82
18 7337
.9 7293
20 72.47
21 72.02
22 71.56
.23 71.10
24 70.64
.25 70.17
.26 £9.71
.27 69.23
28 68.75
29 63.27
30 67.79
2 67.30
32 66.82
.33 €6.32
234 65.83
.35 65.33
.36 64.82
a7 64.31
.8 63.80
.39 63.28
0 62.76
e 62.24
42 61.71
A3 61.17
44 60.64
85 £60.09
A6 $9.54
47 58.99
A8 38.43
49 $7.87

NIV IVIWRyWN
P® W=k RECO = e
B ML 0Lt WC L L
oM LENID GSNne =2

———— 1 tdeats b

4.04

1.73943
178951
1.84177
189617
1.95357
201363
207685

Yy
N
G R
GG
cuv

Om™ oAk ia iy
©
o
@
o

0020
1262
o114
7901

047

NOMLA RALLE DLLEN RN NN

Tty DO L = 0OV da e
e «

]

~

3

8.6103

252522
50.2421
Lo
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Tabla C
ertido en la langdud det vector medio (p, 81) y en la desviacion

Ef de cor (kox%) es
anguiar (o ¢ s en grados)

Tabia &
Ko x" Y a6s *
° 00000 8101 3.0 80999 35.32
N 04994 7898 31 BI711 34RS
2 09950 7689 32 2375 3402
3 14834 7478 33 22993 3342
- 19610 7265 3a 83570 3234
5 24250 70.53 3.5 84110 32.30
6 28726 68.a1 36 184616 378
g 33018 66.31 37 25091 31.29
8 37108 6426 3 83537 082
K] 40984 62.23 39 85936 3037
0 44639 60.29 a0 86152 29.93
N 48070 58139 <1 86726 2952
\2 51278 36.56 a2 87079 2913
. 354267 34.80 4.3 K7414 28.75
K] 37042 EENT i 87132 2838
5 .39613 31.49 4.3 2803 28.03
s 61990 49.96 a6 ARIIN 2769
k4 64183 4849 7 88303 .37
8 166201 4711 as BRES3 2708
9 68065 4379 PR R9101 26.75
.0 69777 4453 5.0 32138 26.46
1] 71353 4337 EN] 89343 26.18
2 72803 4226 52 59732 25.90
3 74138 41.21 53 ‘89990 25.64
.4 (75367 4022 34 90190 2538
.5 .76300 19.28 5.5 .90382 2513
X 27345 g0 55 90366 2489
.7 18511 17.36 57 90741 2463
X} 79404 36.77 3z 90013 2443
X 80231 36.03 5o 91078 24.20
6.0 91216 23.99 9.0 94269 19.40
6.1 94339 91 94334 19.29
6.2 91316 2357 92 94398 19.1
63 91678 2337 93 94160 19,07
&4 91816 23008 94 .94521 18,97
6.5 91949 22.99 9.5 94581 18.86
6.6 92078 2281 9’5 94535 18,76
67 92202 2263 2.7 94696 66
6.8 92323 243 38 34732 1856
63 52330 2223 9.2 24805 1847
7.0 92553 20 " 94260 ] :
7.1 92653 2195 1 195349 73
72 92770 2175 12 93738 i573
73 92874 2163 13 96073 1606
74 92978 243 14 96360 1545
7.5 93072 21.3) is 96607 4.9
78 93168 2118 15 96323 i :
7.7 93250 2103 17 97011 400 H
78 ‘93350 2089 I 97181 13.60 :
:-9 93438 20.76 17 97332 1324
.0 93524 20.62 y r
st 91507 20145 2 T i
8.2 .93638 20.35 1mm 574 -
&3 93767 2023 Ha1 99308 38
8. 93844 2010 S0 7500 236
3.5 93919 1998 - 1.0
ss 91993 19.36
8y 94063 1272
ax 94i3a 19,62
(%] 94202 19.54
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Tabia O
La desviacién angutar (o O 8 en grados) es convertida en 1a jongitud del vector medio {p, 65}y en e

paramétro de concentracion (kd x°)

TatlaD
gl P& Y. aby P ot véx*
o 1.00000 =] 40 75631 41
[} 99933 <41 74397 2321
2 199939 42 .13133 2224
3 9986 a3 71838 2,133
Il 99755 44 70513 2,046
3 99619 45 69157 1.963
6 99452 46 67771 1834
7 99154 47 .66355 1808
[] .99028 43 649038 738
) 98756 43, 49 6343t 1.665
0 98477 35t 50 61923 1.597
] 98157 283 st 60135 1.5)2
2 7807 233 52 JSBEIG 1468
b] 97426 200 33 7216 1407
‘ 7015 17.0 34 35587 1.347
3 96573 150 35 33927 1.288
& 96101 BRI 56 52236 1231
7 95398 1166 57 50815 1176
8 5065 104t 58 .4876) 1121
9 94502 9.38 59 46982 1.068
0 931908 8.49 60 A5169 1.0150
1 93283 773 L1} 41326 9614
2 92628 7.07 62 41453 Si28
il 91943 §.50 6) 39349 882
4 91227 6.4 64 37614 8128
5 90431 5.588 65 33650 7618
6 89704 5.165 66 33634 7152
7 38897 4818 67 31629 667t
8 88059 4511 68 29571 6194
9 $719t 423 63 27436 3719
0 86292 19838 70 68 5246
1 45363 3761 71 23221 4715
2 83404 1387 72 21043 408
3 83414 1372 7 18835 3815
4 82391 3203 74 16596 L3166
35 81342 3.048 78 14326 2898
16 80261 2.904 78 12026 2422
37 79149 2.771 77 09696 L1948
38 78007 2.647 78 07318 L1471
i 76834 2.538 79 04944 0890
80 02522 .0508
B1 70 0015
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Tatia E

Puntas de estnacon de k.

1 = songitud del vector medio de la muestrs

n = tamano de la muesira ,

Punios de sstimacson de k.
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