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dntroduccion.

El interés para realizar esta Tesis nacié de mi experiencia como ayudante de profesar ¢n

ta materia de * Métodos Numéricos . Donde comprendi la importancia de los difcrent:s

métodos en su aplicaciéon para mecanizar y simplificar ciertos procedimientos de calculto.

Deduciendo que micntras mas mecanizado este un problema se podra llegar a un

algoritmo que a su vez se programe lacilitando las actividades de los Ingenicros.

Al principio describiné o que son los "Mdértodos Numéricos™; definiendo como tal a una
técnica con la que se puede resolver problemas ya sean simples o complejos, usando tun
solo operaciones aritméticas. Una de las principales caracteristicas en la mayoria de los
casos es lHevar acabo un numcero considerable de operaciones repetitivas, o que
comunmente se Conocc como iteraciones.

Esto hace algunas décadas daba una serie de problemas en tiempo y exaclitud de los
datos requeridos. pero con ¢l uso de las computadoras dichos problemas se han ido

aminorando.

Mediante la programacién podemos realizar una gran cantidad de iteraciones con

precision y exactitud, en un pequefio lapso de tiempo. Gracias a la capacidad y eficicncia de

las maquinas modernas.




Dado lo antetior se presentan algunos “Mdétodos Numdéricos® asi como su aplicacion i

problemas de Ingenieria Civil; mostrando como se resuelven, en NUestros liempos, con cuti

herramienta tan cficaz.

En ¢l primer capitulo s¢ expone el concepto de error y su forma de medicién en oy
"Métodos Numéricos™, obtemendo un parametro mas claio de su exactitud.
En el capiulo Il se muestran los metodos mas utiizados para la obtencion de raices

algebraicas o rascendentes.  Mostrando algunos problemas usuales en ta Ingemeria Croal,
[T

como lo son Proyecciones tuturas de poblacioncs. idraulicas ¢ Ingemenia Sismica;
cuales se resuectven utlizando los métodos ya vistos. Comparandolos entre st observain io

su rapidez para llegar al resultado final y su exactitud.

Los sistemas de ecuaciones algebraicas son muy uUtires en la Ingemiena Civil; dentio dc!

tercer capitulo se explican tres métodos de solucion de dichos sistemas anexando una scrw

de problemas de aplicacion.

En el capitulo cuarto se muestra Como ajustar ecuaciones tanto algebraicas como

trascendentes en forma de polinomios, para facilitar su manejo. En donde se incluye dos

ejemplos do aplicacion.

La interpolacion, derivacidon e integracidén numérica son {recuentes en el campo do la
Ingenieria, para optimizar datos de diferentes lipos de tablas, sobre todo cuando no se ticne
ia ecuacion original, generadoras de dichas tablas. En el quinto capitulo se incluyen algunos

métodos taciles de manejar para la Ingenieria Civil.




De esta manera se presenta un trabajo que pretende principaimente dar una
herramienta utit al alumno de Ingenieria. Para el plantcamiento de problemas

donde no existe una solucidn con ecuaciones ya dofinidas.



CAPITULO 1

CONCEPTO DE APROXIMACION

NUMERICA Y ERRORES.



Lapitulo |

~Concepto da Aproximacion Numdrica y Errores.”

Los Mdiodos Matemdticos para la resolucidn numérica de problemas pueden tencr
errores y las soluciones posibles pueden eostar atectadas por pardmetros diversos. Dando
como ejempio la velocidad del viento, la cual varia por diferentes motivos en el transcurso do
un dia, pero apesar de esto podemos encontrar una velocidad aproxinada diana. Tal voz

haciendo un promedio de las velocidades que se registren a diversas horas del dia. Todas

estas suposiciones del comportamiento del viento nos acarrea un “cror”.

Ahora bien los Mdétodos Numéricos proporcionan una aproximacion numérnca a la
n

solucion de un problema. Y los errores que Nos acarrean dichas aptoximaciones se puedeo

clasificar en:
- Errores inhorentos

- Errores por truncarmiento
- Errores por redondec

Eoores inhereates.
Son los propios de los datos como al leer en algiun aparato de medicidon, al transmitir, al

reproducir, por impresiones de los instrumentos o mas comunmente errores humanos.

Errores por truneamionto.
Estos errores son comunes en series de calculo ya que al utilizar numeros irracionales o

con funciones trigonomeétricas, las cuales tienen series infinitas de decimales, se tienen que
reducir a un numero finito de decimales, provocando un truncamiento.

Como ejemplo V2, sen x, etc.




Errores de redondao.
Estos se deben por la imposibilidad do manejir en operaciones cormo suma,
multiplicacion o division, todos los digitos reosultantes que mvolucran estas

operaciones.
Hasta este punto se ha visio 10s lipos de errores y sus causas pero podermaos

medir l1os errores en general mediante €l error absoluto o el error relativo
en valor absoluto entre una

El error absoluto se define como la diferencia
cantidad cualquicra x y una aproximacion a esta cantidad roprosentadd por x.

e = Ix-x |

E! error relativo se detine como el cociente, en valor absoluto, del error

absoluto entre x. gencralmente se exprosa ¢n por ciento.

e, = l(x-x,)/x | X 100

Ejemplo:
0.5 es 1(0.5)= 0.6667; Caicular el error

La funcién f(x})= 1/(2-x) en et punto x =
absoluto y el error relativo en que se incurre al tomar hasta el primer, segundo,

tercero O cuarto termino de la serie

Hx)= 2 (x-1)"

Solucion
a) Tomando en cuenta el primer termino

f(x)= X (x-1)" =(x-1)°

—o



en el punto  x= 0.5
1(0.5) = (0.5 -1)° =1

El error absolulo es:

x, =1 x =0.6667
e, = Ixx, |
e, = |0.6667 -1 |=0.3333

E1l error relativo es:
e = l(x-x,)/x [X 100
e, = 1(0.6667-1)/0.6667 | X 100 = 49.99 %

b) Tomando en cuenta el segundo termino

f(x) = X (x-1)" =(x-1)° + (x-1)’

1(0.5) = (0.5-1)° + (0.5-1)'=1-0.5= 0.5
El error absoluto es:
x=0.6667 x,=0.5
e = [x-x, |
e_= 10.6667-0.5 0.1667
€1 error relativo es
= [(x-%)x |X 100
e, = |(0.6667-0.5)/0.6667 |X 100 = 25.0037%

c) del mismo modo para 3 términos

10 = 3 (x-1) = (x-1)(x-1)""(x~1)*

—o



en ¢l punto x = 0.50
1(0.5) = (0.5-1)° +(0.5 -1)’ + (0.5-1)7
1#0.5) = 1-0.5+0.25=0.75
El error absoluto
x=0.6667 x,=0.75
e= lx-x, | e = 106667-0.75 |= 0.0833
El error relativo
e, = l(x-x)/x 1X 100 = 1{0.6667-0.75)/0.6667 | X 100
@, = 12.4944 <%

d) Por Gltimo para 4 téumnos

t

f(x) = X (x-1)" = (x-1)" +(x- 1) + (x-1) + (x-1)°

Para x=0.5
1(0.5) = (0.5-1)° +(0.5-1)" + (0.5-1)" + (0.5-1)"
#0.5) = 1- 0.5 + 0.25 - 0.1250 = 0.6250
El error absoluto es
x = 0.6667 x,=0.6250
e~ |0.6667-0.6250 |=0.0417
El error relativo es
e, = | (0.6667-0.6250)/0.6667 | X 100 = 6.2547%
Se concluye de este ejemplo que mMientras Mas 1&rminos tomemos de nuestra
formula, mayor sera la aproximacién de la verdadera funcion.  Pues atl cuarto
termino ya tenemos un error minimo del 6.25%. Y con genceral, como se vera en

los siguientes capitulos mientras Mmas iteraciones los resultados soran mas
precisos.



CAPITULO 1

RAICES DE ECUACIONES.



Capluto H

Rafces de Ecuaciones

Para oste capitulo es necesano explicar de manera breove los mgtodos a utilizar para la

resolucidon de algunos problemas comunes en Ingemieria.

2.1 Motodo Gralico.

Es ol mas simpie y poco exacto para obtener una raiz do alguna ecuacion ya qua

consiste en grahcar una funcion f(x) y obscrvar en donde cruza con ol ¢je x.

Ejemplo:

Sea la tuncion I{x) = 2x’ + 1 - @' encontrar alguna raiz aproximada
Solucion
Tabularemos la funcion

fUx)  x
-0.128 0.55
-0.102 0.60
-0.071 0.65
-0.034 0.70
0.008 0.75
0.054 .80

L RPN S VR
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Comprobando:

#0.74) = 2(0.74)’ + 1 - °'* = 0.0007 =0

Entonces comprobamos quo se aproxima

22 Mdtodos de Aproximaciones SUCeSIvas.

Estos métodos se caracterizan por que a partir de la primera aproximacién a la

solucién de una ecuacidén y mediante la aplicacion de alguna tormula de

recurrencia se obticne una aproximacion mejorada de la solucion.

2.21 _Meétodo de Bisecaon.
Este Método parte de un intervalo (x,,x.} en ¢l cual se encuentran las raices,

comprobando, que t(x,) y {(x,) tienen signos contrarios. Y el método consiste en
valuar esta funcion f{x) en un punto medio de intervalo escogido x,.x, ¢l cual se

itamara x,. St {(x.) y {(x,} tienen signos contrarios se reducira al intervalo de x, y x,,

y si no es asi Oseca que f(x,) y {(x,) tengan signos contrarios se reducira al
intervalo x., ¥ x,.

Eslte procedimicento se efectua hasta lograr un intervalo muy pequeno que nos

de una buena aproximacion a la raiz.

Ejemplo
Determinar la raiz real positiva de la siguiente ecuacion:

fix)=x-e"™

et kot b S s 1 K S e A e



Solucion.
Primero tabularemos la funcidn para encontrar una primera aproximacion.

f(x) x
-0.86 1.3
-0.64 1.4
-0.45 1.5
-0.27 1.6
-0.10 .7
0.06 1.8

0.21 1.9

En 1os puntos x=1.8 y x=1.7 tenemos un cambio de signo en la {(x). por tanto empezaremos
con
x=1.7 y x,=1.8
(signo -} (signo +)
Encontramos x,
%, =(1.8B + 1.7)/2=1.75
t(x,) = -0.021

Como es signo contrario de §(x,) cambiamos el intervalo asi:
x,=1.75 y %,=1.775
(signo -) (signo +)
x,=(1.775 + 1.75)2=1.753
f(x,) = 0.000

Como en elpunto x,, :H(x ) =0. Concluimos que la raiz es x=1.763




222 Método de punto tijo
Este método consiste en la aplicacidn de la formula, resultado del rearregio de una

ocuacion {(x) = O de tal forma que quode:
x=g(x)

Una vez hecho esto se procede a sustituir un valor inicial (x,) aproximado a ia raiz, para que
so cumpia.
x= g(x,)
En realidad no se cumple a la primera ya que el valor x, tan solo es un valor cercano a la
rafz, Entonces
X, & g(x,) o bien  x, = g(x,)
donde x, serd la nueva aproximacion de la raiz y sustituyendo x, en el segundo miembro de

la ecuacion tenemos:
x, = g(x,)

Procediendo reiterativamente tenemos la formula
x.= g(x,,)
n=123...

Ei unico inconveniente de este método es el criterio de convergencia; que nos indica si el

método se puede o no utilizar.

Este criterio se define como:

X



donde

g'(x,}= es la primera denvada en el punto de inicio
Ejemplo
Encontrar la raiz mas cercana a cero de la ecuacion  {(x)= x’+e "
Solucidn.

Primero tabutaremos los valores cercanos

f(x) x
125.007 5
15.707 2.5

1.00 o
-3.442 -2.5

23.4131 -5.0

Tenemos un cambio de signo de x=0 a x =-2.5
Entonces tomamos aproximadameaente x,= (0-2.8)/0= -1.25
Y transformamos la funcion a g{x)
x’+e*=0 x=*V -e’

g(x) = veet=-ett
Aplicando en criterio de convergencia
g'(x) =¢'""/3
g'{x,) = 0.5
| o.s08 |- 1

Converge por tanto podemos utilizar el método.
Comenzando:
gix,) =-1.57
o(x,) = -1.658




o9(x,) = -1.738
a(x,) =-1.785
g(x,) =-1.813
a(x,) = -1.830
9(x,) = -1.840
g(x,) = -1.847
g(x,) =-1.851
a(x,) =-1.853
gix,) =-1.855
glx,,) = -1.856
g(x,,) = -1.856
glx,,) =-1.857
g(x,,) = -1.857
g(x,) = -1.857

Como se repite deducimos que la raiz de x = -1.857 y lo comprobamos en la funcién original.

1(-1.857) = 0.001 = O

Como podemos observar el error es pequeno.

223 Método de Newton- Raphson.

Este método consiste en extender una tangente desde el punto { x.f(x) }. El punto

donde esta tangente cruza el eje x representa una aproximacién mejor a la raiz.




El método se pucede derivar geométricamente. Como en la siguiente tigura.

tixs ‘r

J

ixwetemite fin) /

7 tad

FIG.IL. 2

En esta tigura se extrapola una tangente a la tfuncion en of punto x, hasta ¢l eje x para
obtener una estimacién de la raiz en x__,.

De aqui se puede obtener f(x) =t(x.)) 7/ ( x-x,,)

Que se puede reordenar de tal manera que:
= X - f(x) 7 t(x)

X, .1

La cual se conoce como formula de Newton-Raphson. Al igual que el método de punto fijo

este método tiene un criterio de convergencia que debe cumplir:

ta




FOtog) t20)) 7(t )y 1 < 1
donde

t ‘(x,) = primera derivada do la funcién valuada en el punto de inicio.

f ={x,) = segunda derivada de la funcién valuada en el punto de inicio.

Ejemplo:
Encontrar 1a raiz mas cercana a cero de la funcién {(x) = cos x-x’
Solucién

Primero tabularemos la funcion { (x) :

f(x) x
-9.999 -3
-4.416 -2
-0.460 -1

1.000 o
-0.460 1
-4.416 2
-9.999 3

Como veremos la ecuacion es simétrica y tenemos 2 raices de signos contrarios.

Sacaremos la negativa que se encuentraentre x=0y x = -1

Para nuestro punto de inicio usaremos x, = (0-1)/2 = -0.50

Antes de aplicar el método se tienen que comprobar el criterio de convergencia.

{(%,) = cos x, - x,/ = 0.628
f(x,) = -sen x, - 2x, = 1.479




f{x,)" = - cos x, -2 = -2.878

1 e 106" ) 7 (1)) | < 1

| (1.628x(-2.878))/(1.479)" | < 1

{ -o826 | <« 1

Si converge.

Aplicando el método:
x, = -0.50

x, =%, -(1(x) ) /1'(x;)
%, = -0.5 - (cos(-0.5) - (-0.3)° ) 7 (-sen (-0.5)-2(-0.5) )

x, = -0.9242
x, = -0.8291
, = -0.8241
-0.8241
-0.8241

X
¢
[]

Como se repite se deduce que la raiz es -0.8241 y lo comprobaremos a continuacién:
£(-0.8241) = cos (-0.8241) - (-0.8241)"
1(-0.8241) = 0.000

Por 10 que concluimos que estd es la raiz.




2 3 Probi Aplicacic

A continuaciéon se plantcaran algunos problemas de Ingenieria Civil que se resolverin
por todos los métodos que se explicardn anteriormente.

231 Poblaciones

La poblacidén del area urbana declina en funcién del tiempo de acuerdo con
P)=P ™ +P
Mientras que la poblacidon suburbana crece de acucrdo a
PO =(P.L) /7 (O+( (P /P)-1))e™)

Donde P___. ku, P__.P__. P, y ks son parametros determinados de forma empirica.
Por lo que tomaremos.

P....= 40,000 hab.

P.... = 10,000 hab.
P_... = 12,000 hab.
P, = 2,000 hab.

II

x
o
[}

0.04 afo
0.06 afto

x
v
[

Determinese el tiempo y los valores cornespondientes de P,(t)‘ y P.(t) cuando las
poblaciones son iguales:



Solucion:

Como se nos dice que los valoros de P(1) y P (1) son iguales podemos

ecuaciones y sustituir las constantes.

P (1) = 40,000 ¢“*" + 10.000

P(1) = 12,000/ ( 1+( (12,000/2,000) -1 )c***)

P(1) = (24 x 10"} /(2,000 + 10,000 c“*™")
Como deben de ser iguales las poblaciones. P_(1) = P ()

Sustituimos ¢ igualamos a cero.

40,000e°*" - 24x10* / (2,000 + 10,000 ¢ “™ )+ 10,000 =0

Esta ecuacion es implicita. ya que no se puede despejar

A. 1 Utilizando ol metodo grafico.
Tabularemos 7(t) (hab) t(arios)

48.000 (o]
33.607 10
23,184 20
13.477 30
9,820 40
5,805 50
3,071 60
1,270 70
105 =10}
-642 90

- 1,120 100

igualar

Lis

18




w 4

@,
on Metodo Grafico

33,60M

23,184+

13,4174
2,820

5,805

3024
remd.
-

%3

Rou oproximodo
815

1T

en g

| ) i i 1 | 1 + ] | ‘ 0B
P EEEE R ENEEEEEIEX: ~—0 tenpo
{aros)

FIGR3



Como vemos la raiz sera aproximadamente t=81.5 anos
Y para comprobarlo sacaremos 1os valores de P (1) y P (1)
P (81.5) = 40,000°“**"'* + 10,000
P_(81.5) = 11,535.53 hab
P (81.5) = (24 X 10" ) / (2,000 + 10.000¢"""""")
P.(81.5) = 11,565.07 hab.

Cabce scnalar que para esté ciemplo en espeafizo ¢l rosultado por razones
obvias debe redondearse a un numero entero. Asi tencemos P, {(81.5)=11,565
bab.

Y con estos resultados veremos Que Crror encoMtriarnmos.
Error abscoluto.
Tomamos como x, = 11,563 y = 11.535

e,= 1 11.535-11,563 | =27.54

Error relativo.
e = |(11,535-11,563) / 11,535 | X 100 = 0.24%

A.2 Mdtodo do Biseccion.

40,000e““"- (24 X 10°)/ ( 2,000 +10,000e“" )+ 10,000 = O

Como el anterior mdétodo tabularemos la tuncidn.

1ty t
48000 [e]
33607.723 10

23184.595 20
15477.806 30

9820.437 40



En los puntos t = 90 y t = B0 tenemos cambio de signo, por 0 que seran Nuestros

puntos de inicio.

$805.228 50

3071.087 60
1264.382 70
104.757 80
- 692.0409 90
-1120.47 100

Aplicando el mdétodo.
t,=80 t, =90
signo (+) signo {-)
t. = (BO+90)/2 = 85
(1) =-310.086

t, = 80 1, =85

signo (+) signo (-)

1. = (BO+85)/2 = 82.5
1(1,) = -114.206

t,=80 t, =825
signo (+) signo (-)
1, = (80+82.5)/2 = 81.25
1t,) = -7.771

t, =80 t,=81.25
signo (+) signo (-)
t, = 80.625



) = 47.7102

t, =80.625 t,=8125
signo (+) signo(-)
t,= BO.9375
1(t,) = 19.7764

t, = 809375 t,=81.25
signo (+) signo (-)
t.=81.0038
Kt,) = 5.9546

1, =81.0938 1t =81.25
signo (+) signo (-)
1. =81.1719
f(1,) -0.922513

t, = 81.0938 L=81.1719
signo (+) signo (-)
t,=81.1329

1(1,) = 2.5065

t,=81.1329 t, =81.1719
signo (+) signo (-)
t.=81.1529
i(t.) = 0791225
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t,=81.1529 t,=81.1719
signo (+) signo (-)
1. =81.1624
i(t,) = -0.0878

t,=81.1529 t,=81.1641
signo (+) signo (-)
t.=81.1577
f(t,) = 0.3252

t, =81.1577 t, =81.1624
signo (+) signo (-)
t, = 81.16005

1) = 0.1143

1, =81.1601 1, =81.1624
signo (+) signo (-)
t.=81.16125
t(t,) = 0.0089

t,=81.1613 t, = 81.1624
signo (+) signo (-)
1, =81.16812
1) = 0.0176

t,=81.1612 1, = 81.1624




signo (+) signo (-)
t.=81.1618
#(t,) = -0.03507

t,=81.1612 t,=81.1618
signo (+) signo (-)
1.=81.1615

1) = -0.0087

t,=81.1612 t,=81.1615
signo (+) signo (-)
1.=81.1614

£(1.) = 0.0000

Entonces la raiz la tomamos como t=81.1614
Comprobando
P (B1.1614) = 40,0000°""" '*'* 4 10,000
P (81.1614) = 11,556.4747
P.(81.1614) = (24 x 10%) / (2,000+10,000e °*=*"'*')
P, (81.1614) = 11,556.4746 redondeando a enteros 11,556 hab

Sacando el error

Absoluto:

e = |11,556-11,556 | =0

Relativo:

e=| (11,556-11,556) / 11,556 |X 100 =0



A.3 Mdrodo do Punto Fijo.

40,000e°* - 24 X 10°/ (2.000+10.000e°™ ) + 10,000 = O
Primero checamos la convergencia encontrando primero g(t)
Despejando una t

40,000e°"™ = 24 X 10* / (2,000+10.000e"™) - 10,000

e = 24 x 10"/ (40,000 (2,000+10,0000°*")) - (10,000/40,000)

Aplicando logaritmos
-0.04t = 1/-0.04 Ln (600 / (2.000+10,000¢ “*) - 0.25 )

g{t) = t = 1/-0.04 Ln { 600/(2,000+10,000e°"™) - 0.25)

Derivando g(t)
g(t)' = 1/-0.04 X 1 / ({ 600 / (2,000+10.000e“"™) - 0.25 ) X (-600 {2,000+10,000¢0

ao=)? X 10,000 (-0.06)6°™)
a(t) = { (-9 X 10%(2.000+10,000e °'") ‘e“™) / ( 600/ (2,000+10.000c¢°™) - 0.25)

Del modo anterior usaremos t =85
{g(8s) I1= -0.3141
fges)l < 1
0.3141 < 1
converge
Aplicando el método:
t, =85

glt) = 79.7782
g(t,) = 81.7603
a(t,) = 80.9201




() = 81.2615
g(t,) = 81.1203
o) = 81.1783
gft,) = 81.1544
g(t,) = 81.1643
glt) = 81.1602
o) =81.1619
a(,) =81.1612
aft,) =81.1615
g@t,,) =81.1G614
g(t,)) =81.1614
g(t,,) =81.1614

Entonces tenemos que la raiz es t=81.1614

Comprobando
P_=(81.1614) = 11,556.4747
P,(81.1614) = 11,556.4746 redondeando 11,556 hab.

redondeando 11,556 hab.

Por tanto et error es ¢l mismo que el mdétodo anterior.

A.4 Método de Newton-Raphson.

f(1) = 40,000€°° - (24 x 10%) / (2,000+10,000¢°*") + 10,000 = 0O
Para comenzar comprobaremaos el criterio de convergencia.

£(t)* = -1600e " + (24 X 10°)(2,000+10,000e °**) °(10,000)(-0.06)e°*™)
(1)’ = -1600e°° - (1.44 X 10™e’*“) / ( ( 2,000+10,000e°*)")




()" = 640°™ - B64X10°@°™ / ((2,000+10.0000°°")) - 1.728X10%e ™ / ( (2.000 +

+10,0000°%)")

Usando t, = 85
f(t,) = -310.0856

1Y (1) = -74.0662
f* (1) = 3.30265
PR £y 7 ¢ty )

< 1

I o171 | < 1

Converge

Aplicando e! método

=t - 1) /(L)

t, = 85
t, = 80.8134 1,=81.1587
t,=81.1614 t,=81.1614

Como se repite laraizest = 81.1614

AResumen de Métodos Utilizados.
Q, No. iteraciones

Médtodo tiempo o, !,

Gréfico 815 0.2754 0.24% = -omeemmememee-
Biseccion 81.1614 0.0001 0% 17
Punto fijo 81.1614 0.0001 0% 12
81.1614 0.0001 0% 3

Newion-Raphson




232 __ Ingeniecia Sismica.
En Ingenicria Sismica podamos definir ol movimiconto de una estructura mediantc i
siguionte ecuacion de oscilacion amortiguada.

y(t) = 10e” cos w1

dondec
k = es el amortiguamiento = 0.5
w = frecucncia propia deo la estructura = 2

t = es el tiempo
y(t) = es el desplazamiento con respeclo al titempo

Si nosotros gqueremos encontrar el tiempo t para que la estiuctura se desplace 4

tendremos:
y(t)y =4
entonces:
4 =10e" cos wt
qQuedando:
4 = 10e°* cos 2t

f(t) = 10e °“cos2t- 4 =0

Ahora aplicaremos los Mdétodos Numeéricos para encontrar t




B.1 Método Grafico

Primero tabularemos 1(t):

rir) 4 e
5 o
804 4.3341
so-1- 1.7042
< 0.
-1.3156
3 0
-4.1957
2 o
t O~ ra oproaimo
. s I Il P Ak 1 L 5
o] o7 0k 05 o4 ob\Jds6 o7 ok ob v,
P
204
-3 01
-< o}
FIGIX.&

4

0.2
0.4
0.6
0.8

Como podemos ver en la grafica la raiz es aproximada t = 0.515

comprobando f(0.515) = -0.021
t=0.515

y(t) = 3.9795 =

Sacando el error
Absoiuto: e,= | 4-3.9795 | =0.021

Relativo: ©,= | (4-3.9795)/4 | X100=0.51%

4
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B.2 Meétodo de Biscceion

f(1) = 10e°“ cos21t-4 =0

Usando la tabulacion del método anterior tormando
signo(+) signo(-)
t,=0.4 t,=0.6
t. = 0.50
(1) = 0.2079

t,= 0.5 1,=06
signo (+) signo(-)
t.=0.55

#(1.) = -0.5536

., =0.5 t, = 0.55
signo(+) signo(-)
1. = 0.5250

f(t.) = -0.1730

t, =05 , = 0.5250
signo (+) signo (-)
t. =0.5125
(1) =0.0176

t, = 0.5125 t, = 0.5250
s8igno (+) signo(-)
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1, =0.5188
1) = -0.0777

t, =0.5125 t,=0.5188
signo (+) signo(-)
1. =0.5157

f(t,) = -0.0305

t,= 05125 t, =0.5152
signo (+) signo(-)
t,=0.5141

(1.} = -0.0065

t,=05125 t,=05141
signo (+) signo (-)
1. =05133
t(1.) = 0.0054
t, = 0.5133 t, = 0.5141
signo (+) signo(-)
.= 0.5137

(1) = -0.0007

t, = 0.5133 t, =0.5137
signo (+) signo (-)
.= 0.5135

#(t,) = 0.0023




t, = 0.5135 t, = 0.5137
signo (+) signo(-)
t.=0.5136
1(1.) = 0.0008

,=0.5136 t,=0.5137
signo(+) signo(-)
t,. = 0.5137

1(t,) = 0.0000 :

Por lo quo la raiz sera t = 0.5137 :
Comprobando
y(1) = 3.9993 :
Sacando el error i
Absoluto. e, = | 4-3.9993 | =0.0007
Relativo. ¢,= | (4-3.9993)/4 | X 100 =0.02% [

B.3_Metodo de Punto fio.

f(t) = t0e““Cos 2t-4=0

Primero sacaremos la convergencia. Despejamos alguna t
10e** Cos 2t-4 =0
Cos2t=2/(5e°")
2t=Cos'(2/(5e*"))
git)=t=1/2Cos'(2/(5e¢“"))




Sacamos la dorivada
guy = - (1/2) ( 2(0.5)0°*5 )7 ¥ (1 - 1276 &°*F)
)’ = - (V2)((172)0° ) / ( ¥ (1 (ar25)0"))
g(t) = - (174 ) e*™ 7 ( N (1 -({@r25)e"
Valuandola esta en el punto de inicio
t=0.50
g(0.5)' = -0.3741
lgosy | <1
1 -0.3741 | < 1
Converge
Entonces podemos utilizar el método
t,= 0.5
g(t,) = 0.5157
a(t) = 0.5133
o(t,) = 0.5137
g(1,) = 0.5136
a(t,) = 0.5136
o(1,) = 0.5137
a(t) = 0.5137

Como vemos el resultado es igual gue el método anterior por o que tenemos el mismo error.

B4 Método de Newton-Raphson.
f(t) = 10e**Cos2t -4 = 0
Primero checaremos el criterio de convergencia
f(t)" = 10e®" (-sen21)(2) + 10(-0.5)e*" cos 2t
(1)’ = -20sen21e”™ - 5 Cos2t + e
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(1)~ = -206°“Cos2(2) -20(-0.5)e” “Sen2t -5¢°*(-Sen2i)(2) -5(-0.5)0°" Cos 2t

()= = - 40Cos2te* '+ 10Sen2te - 10Sen2ie ™ + 2.5Cos2te

e

{(1)* = -37.5Cos2te

Valuando el criterioen t = 0.5

t(t) = 0.2074
(1) = -15.2107
Ht)" = -15.7795
[ty (=) 7 ¢ty ) l<t
| 00141 <
Converge.
Aplicando el método
t,=0.5
t, =1t - (1) / 1(L)")
t, = 0.5137
t, = 0.5137
t, = 0.5137

Como se repite la raiz es t = 0.5137. Es la misma que hemos visto con métodos anteriores.

Resumen de Mdtodos.
Meétodo tiempo e, e, No. de iteraciones
Gréfico 0.5150 0.021 0.51% [
Biseccion 0.5137 0.0007 0.02% 12

Punto fijo 0.5137 0.0007 0.02% 6
Newton-Raphson 0.5137 0.0007 0.02% 2




2.3.3 Hidrdulica de Canales.
En un canal rectangular constante con un area transversal A. Bajo condiciones
de flujo uniforme, se uene un tirante y,. Dicho canal conduce un gasto de 14.15
m?s y tiene una baso de 4.572 m, esta constituido con cemento pulido y ticnc una
pondiente de 0.0015.
Encontrar el tirante normal y, y determinar que tipo de régimen es el flujo. si se
sabe que el tirante critico se puede expresar con la formula.
y.=(Q /8% ™
Q = gasto ’
B = base
y. = tirante critico
y. = tirante normal
s=pondiente
Solucion.
Con los datos proporcionados podemos deducir que utilizando la formula de
Manning podemos resolver el problema.

Datos:
Q= 14.15m%s
B=4572m
n = 0.010 (cemento pulido)
s = 0.0015
y.=7?
Formula

Q=A{(Rh" s )n
A = area
n = coeficiente de rugosidad

Rh = radio hidrdulico = A/ P




S = pendicnte

P = perimetro

El Area puede definirse A =4572 (y.)
Sacamos el perimetro hidraulico P=4572+2y,
Rh = A/P = 4572y, /{4.572 + 2y,)
Susttuyendo en la ecuacion.
14.15 = 4572 y,_( 4.572y, /(3.572 + 2y.) )'(0.0015)""/ 0.010
0.79911 =y, ( $.572y, / (3.572 + 2y,) )™
071434 = y *(4.572y,/ {4.572 + 2y} )
3.2660 + 1.42868 y_ = 4.572y "
fly) = 4.572y " - 1.42868y,- 3.2660 = 0O

Con estla ecuacion podemos encontrar y .

€.1.1 Mctodo Gratico

Primero tabularemos

) fty)

o -3.266
0.2 -3.4699
0.4 -3.3748
0.6 -2.8483
0.8 -1.7918
1.0 -0.1227
1.2 2.2316

1.4 5.3368
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Como se puede ver la raiz aproximadamente es 1.05m

Encontrando el error sustituyendo en la ecuacién

14.15 = (4.572(1.05) ) ( 4.572(1.05) / 4.572 + 2(1.05) **(0.0015)*’/ 0.010

14.15 = 14.9291

Absoluto. e, = | 14.9291 - 14.15 |=0.7791

Relativo. e, =1 (14.9291 - 14.15)/14.15 | x 100 = 5.51%




C€.2 Mctodo de Biscccion.

f(y) = 4.572y ' - 1,.4287 y, - 3.2660 = 0

De la tabla tenemos el cambio de signo y utilizaremos.

Y., = 1.0 vy, =1.20
signo () signo (+)
Yo = 1.10

t{y..) = 0.9646

¥Y..= 1.0 Yor = 1.10

Y..=1.05
1(y.) = 0.3990

Yar = 1.0 y..=1.05
signo (-) signo( +)
Yo = 1.023

fly.) = 0.1327

Y =1.0 Y., = 1.025
signo (-) signo (+)
y..=1.0125

t(y..) = 0.0036

Yo =1.0 y., = 1.0125
signo (-) signo (+)
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y.. = 1.0063
(y..) = -0.0593

y.. = 1.0063 Yo = 1.0125
signo (-} signo (+)
Yo = 1.0094

f(y.) = -0.0279

y., = 1.0094 Y. = 1.0125
signo (-) signo (+)
Y..= 1.01096
fly.) = -0.0121

Y., = 1.01095 Y. = 1.0125
signo (-) signo (+)
Yo = 1.0117
Hy..) = -0.0045

Y= 1.0117 Y. =1.0125
signo(-) signo(+)
Y. = 1.0121

#(y...) = -0.0004

v = 1.0121 Y. =1.0125
signo (-) signo (+)
Yo=1.0123

#HY..) = 0.0016




. v.. = 1.0121 Y., =1.0123
signo (-) signo(+)
y..= 1.0122
f{y.) = 0.0006

y., = 1.0122 Y. =1.0123
signo (-) signo (+)
yo.= 1.0122
(y..) = 0.0006
Por lo que concluimos con y, = 1.0122

Sacando el error.
14.15 = (4.572(1.0122) ) ( (4.572(1.0122) 7/ 4.572 + 2(1.0122) )**(0.0015)"*/ 0.010

14.15 = 14.1513

Absoluto. €,= | 14.15- 14.1513 [ = 0.0013
Relativo. e, = | (14.1513 - 14.15)/ 14.1513 | X 100 = 0.009%

f(y,) = 4.572y " - 1.4287y_- 3.2660 = 0

Aplicando ol criterio de convergencia. Despejamos vy,

aly.) =y. = ( (1.4287y, + 3.2660) / 4.572 )*
gly.)' = (2/5) ((1.4287y, + 3.2660) / 4.572 )** (0.3125)
gly.)' = 0.1250 ( (1.4287y, + 3.2660) / 4.572 ) **




Enelpunioy,= 1.10
g(1.10) = 0.1208

latyy | <1
lo.12zo8 | <1
Converge.
Aplicando el Método.
¥, =1.10

gly..,) = 1.0228
gly.,) = 1.01345
gly.,) = 1.0123
gly..) = 1.0122
gly..) = 1.0121
glyw) = 1.0121
aly.,) = 1.0121

La raiz es entonces y.= 1.0121

Comprobando.
14.15 = ( 4.572(1.0121) ) ((4.572(1.0121) / (4.572 + 2(1.0121) ) (0.0015)** / 0.001

14.15 = 14.1492

Absoluto. e, = | 14.15-14.1492 | = 0.0008
Relativo. e,= ](14.15-14.1492)714.15 | X 100 = 0.0056%




.4 Mctodo do Newton:Raphson .

f(y.) = 4.572y ** - 1.4287y,_ - 3.2660 = 0

Aplicando el criterio de Convergencia.

Ky.)' = 11.43y " - 1.4287
(y.)” = 6.838y, ™"

Enelpuntoy,=1.10
1(1.1) = 0.96436
1'(1.1) = 9.3660
1°(1.1) = 5 888

FHy) Sy )= ) 7 (v ) f<1
| 0.0647 I<1
Converge.
Aplicando el método.
Vo= 1.10
Yor = Yoo - (1Y) /Uy )

Y. = 0.9970

y., = 1.0122

Ya=1.0121

Portanto la raiz es y, = 1.0121. Como es igual que el anterior tenemos los mismos errores.




Assumen de_los Métodos.

Metodo Y.
Grafico 1.05
Biseccion 1.0122
Punto fijo 1.0121?
Newton-Raphson 1.0121

Por ultimo para

formula :
y. = (Q° 7 (8’'g) )*

o,
0.7791
0.0013
0.0008

0.0008

o, No. de iteraciones
5.31%
0.009% 12
0.0056% 5
0.0056% 3

terminar ¢l problema sacamos et tirante critico.

Utitizando la

Donde g es la aceleracién de la gravedad 9.81 m/s’

y.={ 14.15/((4.572)°(9.81) )" =0.410m

Comoy, < y,=0410 < 1.0121 m el régimen es supercritico.

siguiente
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CAPITULO Il1

RESOLUCION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES ALGEBRAICAS

LINEALES




B, ry)

ion de Si: de Ect iones Alg

Muchos problemas en Ingeniefia Civil 5€ pueden expresar on términos de ecuaciones

algebraicas lineales. A causa de esta ¢l presente capitulo se dedicara a los métodos que s

utilizan para resolver sistemnas de este upo.

3.1 Sistemas de Ecugciones Alaebracas Linedfos.

Estos sistemnas se pucden expresar en forma geocral.
X, + ..+, X =

a,,%, +a,x, +a,,x
a,X, +a8,X +a,X,+..+3a . x =b,
a,xt +a,x, +a,;,x, +... +a,x, =b,

.+ ax, = b,

8,5, + BLX, + Q0,4

a,x, +ax, +ax, +..+a,.x =b,

donde:
a = coeficientes constantes.

b = terminos independientes
n = as el numero de ecuaciones.



io podemos expresar en forma matricial.

i Y también
; a, a, a,....d. x, b,
. a, a, A, a,,. x, b,
a,, a,, [ IRSRI a, x, b,
a, a, Ay a,, x, b,
Vector de Vector da

Matriz de coefiecientes
Incognitas torminos independivntos

Para estos sistemas tenemos las soluciones como el conjunto de valores x,, x., X,, X,,

que deben satisfacer simuitineamente a todas las ecuaciones.

En la solucidn de estos sistemas pueden presentarse tres casos:
- Una solucidon unica; por tanto el sistema es compatible y determinado.
- Mds de una solucidn; por tanto el sistema es compatible pero indcterminado.

- No haya solucién; el sistema es incompatible.

Se puede expresar como




A= matriz de coeficientes,
x = vector de incégnitas.

b = vector de términos independientes.

A2 Método Grdfico.
Este método es solo utilizable par sistemas de ecuaciones de 2 incégnitas y de

3 incognitas. Ya que uno de mas ecuaciones no se puede representar

grdficamente.
El método consiste en grdficar cada ecuacién y encontrar la interseccion de

estas ecuaciones, dicho punto sera la solucion del sistema.

Ejemplo:
Resolver graficamente el siguiento sistema.
2x,-4x, =8 7
x, + x, =1 2
Graticando la ecuacion 1.
suponiendo: x, =0
entonces : x,=-2
suponiendo: X, = 4
entonces: x,= 0
Graficando la ecuacién 2.
suponiendo: x, = 0
entonces: X, =1
suponiendo: x,= 1
entonces: x, =0
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ecugcion

TN,

-t -

O -

eevacion(D

FI1G. M.\

Del mismo modo para 3 ccuaciones simultdnecas cada ecuacion representa un plano en ¢l
sistema coordenado tridimensional. El punte donde se intersectan los 3 planos representa la
solucién. Pero como en este trabajo lo que se persigue es tacilitar la resolucién dc
ecuaciones simultdneas, el método gréatico para 3 ecuaciones, resuita demasiado tedioso y

poco preciso.




2.3 Mdtedo do Gauss-Jordan,

Es uno de los métodos mas utilos y sencillos. Consiste basicamente en obtener sistemas

equivalentes, a partir del sistoma original, utilizando operaciones clementales sobre los

renglones do la matriz.

Dichas operaciones son las siguientes.
a) Intervalo de un renglén por otro; reordenando las ecuaciones.

b) Multipticar todos los clementos de un renglén por un escalar diferente de "0°. Operacion

que equivale a multiplicar un ecuacién por una constante.

€) Sumar termino a termmo 2 renglones, que equivale a sumar 2 de las ecuaciones dcl

sistema.

El Método de Gauss-Jordan consiste en realizar todas estas opcracioncs,

sistermatizandolas, para obtener un sistema cquivalente en el cual la matriz del sistema s

convierta en la matriz identidad. A partir de este dltimo sistema se podrd obtencoer su solucion

directamente.

Pasos para la aplicacion del método.
1) Seleccionar un eiemento diferente de cero como pivote; este debe ser algun elemento do

la matriz de coeficientes.

2) Convertir en uno el elemento pivote Mmediante operaciones elementales de matrices.

3) Convertir en cero todos los clementos de la columna donde se encuentre el elemento
pivote.

4) Seleccionar un nuevo pivote, el cual no debe estar ni en el rengldn, ni en la columna

donde se encontraba el pivote o pivotes anteriores.

<8



5) Repetir los pasos anteriores hasta obtener una matriz de cocticientes tormada solamente

COoN uUNOs y Coros.

Ejemplo:
Resolver por el método de Gauss-Jordan jos siguientes sistemas de Ccuiciones.

2x, + 6x, - x, =-12 7
Sx,- x,+2x,= 29 2
-3x, - dx, + X, =S5 3
Para mayor comoadidad el sistoma o representamos,
7 2 6 -1 ¢ -12
2 5 -1 21 29
3 -3 -4 11 5

Empezaremos a aplicar el método.

Utilizaremos como pivote ¢l 2 de la ecuacién 7 y lo haremos 1 dividiendo la ecuacion etie

2.
7 1 3 -2 -6
2 S -1 2 1 29
3 3 -4 1 1 5

Para convertir en cero todos los elementos de la columna del pivote primero multiplicaremos

la ecuacion 1 por -5 y la sumamos a la ecuacion 2. Y queda.

1 1 3 -2 1 -6
2 0 -16 9/2 | 859
3 3 -4 1 i 5
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Ahora multiplicaremos la ecuacién 7 por 3 y lo sumaremos a la ecuacion 3.

7 1 3 -1/2 | -6
2 0 -16 9/2 1 59
3 o s -v2 | -13

Cambiaremos el pivote, para comodidad cambiaremos los renglones.

7 1 3 -172 t -6
2]0 5 -1/2 1 -13
3 j|jo-16 972 1 59

Tomamos como pivote el 5, y lo dividimos en 5 quedando.

7 1.3 -1/2 1 -6
2] 0 1 -1/10 1-13/5
3Lo-16 922 1 59J

La ecuacién 2 la multiplicamos por 16 y la sumamos a la 3.

11 3 -2 1 6 7
2] 0 1 -110 1-13/5
3lLo 0o 29 117.4 ]

Asi como tenemos el sistema o podemos resolver por sustitucion.
29x,= 17.4
x,=17.4/2.9=6
x, - {1/10) x, = - 13/5
x, - (1/10) (6 ) = -13/5
x, =-2
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x, - 3x, - (1/2)x, = -6
x, +(-2) - (1/2 }(6) = -6
x, =3

Comprobando en el sistema original.
2(3) + 6(-2) - (6) = -12

5(3) - (-2) + 2(6) = 29
-3(3) - 4(-2) + (6)= 3
-12=-12
29 =29
3=3
Correclo.
2.2 Metodo da Jacobi

Este es un metodo iterativo, y cuando converge, s¢ aproximara a la solucidn e¢n cada

iteracion. Este método suponc que en ol sistema:
Ax=b (7)
La matriz se sustituye por
A=D+R (2

Donde
D = es una maltriz diagonal, es decir, una matriz cuadrada cuyos elementos sobre la diagonal
principal son diferentes de cero.
R = es otra matriz que contiene ceros en su diagonal principal y los reslantes elementos de
A, en sus demas elementos.
Sustituyendo (2) en la expresién (7).
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{(D+R)x = b
Dx+Rx=0b
Dx=b-Rx

Multiplicando por la inversa de D.

x=D'b-d'Rx
Ecuacién que puede mancjarse como de recurrencia.
x™"=D'b-d'Rx" (3)
h=0,12._.

Esto significa que dado el sistema sc despeje x, de la ecuacion primera, x, de la segunoda, »,

de la tercera, etc.

Quedando.
x,™"=(ta, ) (b, -ax" a5 - . .. -a.x’)

X" = (1A, ) (b, - a,x" - a,x ~ ... - a,x")

*x"= (1) (0, -8, -a,%" - .- 8, X, ") “

h=0.1.2.
La anterior es la ecuacion 4.
Y se parte de una primera aproximacion.
x={bJsa,.b/a,.bja,.....bja_} " 5)
La dJnica restriccion que se ticne para la aplicacién del método es su criterio de

convergencia que debe cumplir.
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la, |>= Y laijj | i=12,..n

[ (6)

Quiere decir que los elementos de la diagonal principal de la matnz., en valor
absoluto, deben de ser mayores o0 iguales que ia suma de los demas clementos
del rengién.
Ejemplo:
Resolver por el método de Jacobi.
3x, +x, +x, =19 1
2%, + 3x, - x, =18 2
X, - X, +4x, =6 3
Solucion.
Primero se checa el cnterio de convergencia segun (6).
Ecuacion 1
3l = I 1+ 111
i3 | = t21
Converge.
Ecuacion 2.
la | =z 121+ 1-11
1al = 13l
Converge
Ecuacion 3
141 = 11l + 1-1]

la | = 21 Como converge aplicamos el método:




Aplicando (4)
%"= (U319 -%,"-x")
2,5 = (1/3) ( 18 - 2x," +x.)7)
1™ = (174 )( 6 - X" + x,)

Tenemos que encontrar el vector inicial segun (5)
x*=(bJa,, ,bJja,,.bsa,)
x®=(19/3,18/3 ,6/4)
x® = (6.3333, 6, 1.5)
x,'= (W/3)( 19 - x,°-x,° ) = 3.8333
x'=(1/3)(18-2x"+x") =2.2778
x'=(1/4)(6-x"+x,")=1.41667

Y de manera reilerativa

x,!=5.1018 x," = 4.9957
x,! = 3.9167 x,'* = 3.0057
x> =1.1111 %' = 1.0035
x? = 4.6574 x,'* = 3.9963
X, = 2.9692 x,' = 3.0046
x,* = 1.2037 x,'* = 1.0025
x,' = 4,9424 x,'* = 4.9976
x,' = 3.2963 x,'* = 3.0033
x'=1.0779 x,' = 1.0021

x,'=4.8753 x,'" = 4,.9982



x,* = 3.0644
x,* = 1.0885

x,* = 4.9467
X" =3.1126
x* = 1.04728

x, = 4.9467
| = 3.0498
x,’ = 1.0409

x

x,* = 4.9698

x,' = 3.0492
x," = 1.0258
x* = 4.975

x,” = 3.0287
x,"= 1.0199

x," = 4.9838
x," = 3.0233

x,'° = 1.0134

x," = 4.9877

x," = 3.0153
%' = 1.0099
X" = 4.9916
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x,'" =3.0115
x,"* = 1.0069

x," = 4.9939

X" =5
x,"’= 3.0079 x*=3
x,'* = 1.0050 x,* =1

Como vemos el método es muy largo; sin embargo llegamos a la solucién.

Comprobando.
Correcto. 3(5) + (3) + (1) = 19

2(5)+ 3(3)+ (1) =18
(5)-()+4(1)=6

19 =19
18 = 18
6=6,

Se comprueba que es el resultado.

3.5 Mdtodo de Gauss-Seidal.

Este método es idéntico al de Jacobi, la unica diferencia es que se llega mads rapido a la

solucion. Con la explicacién de una correccién en la serie de ecuaciones de (4).
Quedando:
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x"™" = (1/a,)(b, - a,x" -a.x"-

x,"" = (1/a,,)( b, - a,x,""" - a,,x,".

e maux")

ca,x")

on X

x " "=(1t/a_)b,-a, x"-a_ x """

C I N 7)

El criteno de convergencia de este maétodo es ¢l mismo que ¢l de Jacobi y su vector
inicial también.

Para probar su efocctividad resolveremos el mismo sistema del ejemplo anterior.
Ejemplo:

3x, + x, +x, =19

2x, +3x,-x, =18

X, - X, + 4%, = 6
Solucion.

Como vimos antenormente, el sistema converge.

Aplicando las ecuaciones ( 7} y encontrando los valores inciciales segun (5).

x,” = (6.3333. 6, 1.5)

x, = (1/3) (19 - x,7- x.,")
x,'= (173 )( 18 - 2x," +x,°)
x,'=(174) (6 - x," +x,")

x,' =3.8333 x,* = 4.9922
x,' = 3.9444 x," = 3.0078
x,' = 1.5278 .

x,* = 1.0039



x,’ = 4.5092
x,” = 3.503
x,! = 1.24885

x,’ = 4.7495
x> = 3.2498
x,>= 1.1251

2

x,* = 4.8750

x,*=3.125

x,* = 1.0624
x,* = 4.9375
x,* = 3.0624
x,* = 1.0313
x,*=4.9688

x,* = 3.0313
x,* = 1.0156

x,” = 4.9844
x,” = 5.0156
x,” = 1.0078

x,* = 4.9961
x,° = 3.0039
x," = 1.0019

x,'” = 4.9980
x,'" = 3.0019
x,' = 1.0010

x,'"" = 4.9990

x,'" = 3.0009
x,'" = 1.0004
x," = 5.000

x," = 3.0005
x," = 1.0002

x,”* = 5.0000
x,'” = 3.0002
x,"* = 1.0001

X' =500 =5
x," = 3.0001 = 3
x,' = 1.0000 =1

Damos por terminado las iteraciones. Como vemos la aplicacion del método de Gauss-

Seidel baja el numero de iteraciones casi la mitad y llegamos a el mismo resultado.




2.6 _Problemas de Aplicacion.
A continuacion se plantearan algunos problemas que pueden resolverse por medio de s

meaétodos anteriormente oxpuestos.

3.6.1_ ECstructuias.

Una armadura estaticarnente determinada se muestra en la figura siguiente.

FIG.X.2 Faaddd

3

-
- .-
PITLLE I

Vs

Determinar las reacciones horizontales y verticales y las fuerzas que actuan cn las barras.




Solucidén:
Separamos cada uno de los nudos.

Nudo 1
1OOCO kg

i)
'?!5{5 o LG

Fa 'y

La sumatoria de fuarzas verticales y horizontales deben de ser igual a cero.

¥ Fh =0
F.Cos30 - F,Cos60" = O
YFv=0

-1000 + F,Sen30” + F,Sen60” =0

Nudo 2
Fi
[al) > 3oty Fa
T FIG 1T 2 2
Ve ¥ Fh=0
H, - F,Cos30° + F, =0
X Fv=0
Vv, - F,Sen30” =0
Nudo 3
Fs
Fr e
v =ELG JL 2 3

(1]




¥ Fh=0

-F, + F,Sen60° =0
V,- F,Cos60“ =0

Arreglando las incognitas.

Resolviendo el nudo 1
0.86603F, - 0.50F, = O

0.50F, + 0.86603F, = 1000

A.1 Por el método de Gauss-Jordan.

Arreglando para mayor comodidad.

0.86603 -0.501 O© 1
0.50 0.86603 ! 1000 2

Tomando comeo pivote 0.86603 y dividiendo la ecuacion entre esto valor para hacerto 1.

1 -0.5774 1 O 1

0.50 0.86603 1 1000 2
Multiplicamos la ecuacién 1 X -0.50 y la sumamos a la 2.

1 -0.5774 | o] 1

[s) 1.1547 | 1000 2

Ahora ya podemos resolver el sistema
F, = 1000/1.1547 = 866.033kg.

F, - 0.5774(866.0033) = 0




F, = 500.0303 kg.

Sacando el error.

Ecuacioén 1
0.8683(500.0303) - 0.50(866.0033) = 0

0.0246 = 0

Ecuacion 2
0.5(500.0303) + 0.8660(866.0033 = 1000

999.9740 = 1000

Ecuacion 1
e, = 0.0246

Ecuacion 2.
e. = 0.0260

A.2 Por el Método de Jacobi.
Checamos la convergencia de (6).
i

Ecuacidn
lo.ses0!l = 0.5 |

0.8660 = 0.5

Converge.
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Ecuacion 2

lo.se60 | = 0.50
0.8660 = 0.50
Converge.

Sacamos cl voctor inicial (5)
x* = ( 0/0.8660, 1000/0.8660 )
x* = (0. 1154.734)

Usando las ecuacioncs de (4)
F1™" = 1/0.8660 ( 0+0.50 F3")
F3™" = 1/0.8660( 1000 - 0.50F1")

cuando h=0
F,' = 1/0.8660 (0.50F3") = 666.7053
F,' = 1/0.8660 (1000 - 0.50F1°) = 1154 7334

F!= 666.7058 F," = 500.047
F.J = 769.8005 F,’” = 866.0821
F,>=444.4576 F,' = 500.0474
F,*> = 769.8003 F,’™ = 866.0239
F,*=444.4575 F,"” = 500.0135
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F,* = 898.1191

F,*=518.5446
F,'=898.1192

F*=518.5346
F,* = 855.3438

F,’ = 493.8474
F,’ = 855.3440

F,* = 493.8476
F, = 869.603

F,* = 502.0803
F,' = 869.603

F,” = 502.0803
F,'"” = 864.8497

F," = 499.3359
F," = 864.8497

F,'” = 499.3359
F,” = 866.4342

F," = 500.2507

F,'* = 866.0234

F,” = 500.0135
F,™ = B66.0430

F,” = 500.0248
F,” = 866.0365

.F,” = 500.02106

F,’” = 866.0365

F,* = 500.02107
F,” = 866.0386

£, = 500.0223
F,* = 866.0386

F,”* = 500.0223
F,™ = 866.0379

F,™ = 500.0219
F,™ = 866.0379

F.” = 500.0219
F,” = 866.0382

F,™ = 500.0221



F,* = 865.906 F," = B66.0380

F” = 500.0220

F,'* = 499.9457
F," = 865.9061 F,” = 866.0380
= 499.9458 F,” = 500.0220
= 866.0821 F,” = 866.0381

£, = 500.0220
F,* = 866.0381

F,* = 500.0220
F,~ = 866.0381

Como se repite tenemos que la solucidon es
F, = 500.0220

F, = 866.0381

Sacando el error.

Ecuacioén 1
0.8660(500.0220) - 0.50(866.03810)= 0

0.0000 = O

Ecuacion 2
0.50(500.0220) + 0.8660(866.0381) = 1000

1000 = 1000




Ecuacién 1.
e =0

Ecuacion 2.
e, =0

A3 Por ef Mcétodo de Gauss-Seidol,

Usando las ecuaciones de (7)) .
1,%" = (1/0.8660 )( 0.5 1,")
1> = {1/0.8660) (1000 - 0.5 {,™")

x*=( 0 ., 1154.734)
F,' = ( 1/0.8660 ) ( 0.5 F,*)

Usando el vector inicial
F,'= 1/0.8660 (1000 - 0.5 F.")

F,” = 500.0474
= 866.0234

F," = 666.7055
F,’ = 769.8005

F,"” = 500.0135

F," = 444.4576
F,"” = 866.0430

F,'=898.1192

F," = 500.0248

F,’= 518.5446
F,'' = 866.0365

F,® = 855.3438
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F,' = 493.8474
F,' = 869.6031

F* = 502.0803
F,'= 864.8497

F,* = 499.3359
F,' = B66.4343

F,’ = 500.2507
F,” = 865.9060

F," = 499.9450
F," = 866.0821

F,"“ = 500.0211
F,"” = 866.0386

F,'* = 500.0223
F,'” = 866.0379

E

F,' = 500.0219

F,'* = 866.0381

ft

F,'™ = 500.0220

F,' = 866.0381

3

£
F,"™ = 866.0381

500.0220

Como se ve tenemos e! mismo resultado que el método de Jacobi

iteraciones.

Besumen de 108 MO0 anteriores.

No. de iteraciones

Meétodo
Gauss-Jordan

Jacobi

Gauss-Seidel

32

16

Solucion

F, = 500.0303
, = 866.0033

F, = 500.0220

F, = 866.0381

F, = 500.0220
', = 866.0381

0.0260
0.0260
o

0o 00

pero en menos

error absoluto




Para complementar el problema.

Para el nudo 2 tenemos:
Vv, - F, Sen30° =0

V, = 500.0220 Sen30° = 250.011
H,-F,Cos30°+F,=0
H, = (500.0220)C0s30° + F, =0
H, - 433.0318 + F, = 0
H, = 433.0318 - F,

Para el nudo 3.
-F, + F,Sen60" = 0

F, = 866.0381Sen 60°
F,=750.011 kg.
vV, = F,Cos60°
Vv, = 866.0381 Cos 60°
vV, = 433.01935 kg.

Regresando al nudo 2
H, = 433.0318 - F,

H, = -316.9682 kg

Y tinalmente queda:
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3.6.2 Constiuccion.
Un Ingeniero requiere 488 m' de arena, 5810 m” de grava tina y 5690 m” de grava gruecsa
para la construccion de un proyecto. Existen 3 bancos donde s¢ pucden obtener ostos

matenales; la composicion en cada banco es do

Banco Arenats Grava Fina<s Grava Gruesats

1 52 30 18
2 20 50 30
3 25 20 55

&Cuantos metros cubicos se deben tomar de cada banco para cumphr con las necesidades

del Ingenicro?

Solucion.
El banco 1 aportara una cantidad x, dc arena, grava fina y grava grucsa en dierentes
el banco 2 aporta una cantidad x, dc arena, grava fina y grava gruesa en

porcentajes,
diferentes porcentajes y del mismo modo el banco 3. Pero como sabemos que deben

cumplir con ciertos volumenes dados, 1o podemos expresar como el siguicnte sistomas:

0.52x, + 0.20x, +0.25x, = 4800




que correspondo a la cantidad de arona de tos 3 bancos.

0.30x, + 0.50x, + 0.20x, = 5810

que corresponde a la cantidad de grava fina de 1os 3 bancos.

Y por ultimo:

0.18x, + 0.30x, + 0.55x, = 5690

que corresponde a la cantidad de grava gruesa de los 3 bancos.Para mayor comodidad lo

representaremos.
0.52 0.20 025 | 4800 1
0.30 050 020 | 5810 2
0.18 030 055 | 5690 3

B.1 Resolviendo ef sistema por Gauss-Jordan.

Tomamos como pivote 0.52 de la ecuacién 1 y lo hacemos 1.

1 0.3846 04808 | 9230.7692 1
0.30 0.50 0.20 I 5810 2
0.18 0.30 0.55 1 5690 3

Multiplicando la ecuacion 1 X -0.30 y sumand_ola a la ecuacion 2.
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1 0.3846 0.4808 |1 9230.7692 1
0 0.3846 0.0557 | 3040.7692 2
0.18 0.30 0.55 1 5690 3

Multiphicando la ecuacion 1 x - 0.18 y sumandoia a la ecuacion 3.

[_1 0.3846 0.4808  9230.7692 1
O 0.3846 0.0558 1 3040.7692 2
L O 0.2308 04635 | 4028.4615 3

Cambiamos el pivote y usamos 0.3846 y lo hacemos 1.

[1 0.3846 0.4808 1 9230.7690 1
o 1 0.1451 | 7906.3162 2
0 0.2308 04635 1| 40284615 3

Multiplicando la ecuacidn 2 x - 0.2308 y sumando a la ecuacion 3.

1 0.3846 0.4808 | 9230.7642
1 0.1457 | 7906.3162
o 0.4311 | 2203.6837

[=]
N =

o]
[A]

Una vez en este sistema equivalente podemos reseolverio.

x, = 2203.6837 / 0.4300 = 5124.8459
x, + 0.1451 (5124.8459) = 7906.3162



x, = 7162.7011
x, + 0.3846(7162.7011) + 0.4808(5124.8459) = 9230,7692
x, = 4011.9684

Comprobando con el sistema origina.

Ecuacién 1.
0.82(4011.9684) + 0.20(7162.7011) + 0.25 (5124.8459) = 4800

4799.9753 = 4800

Ecuacion 2.
0.30(4011.9684) + 0.50(7162.7011) + 0.20(5124.8459) = 5810

5809.9103 = 5810

Ecuacién 3.
0.18(4011.9684) + 0.30(7162.7011) + 0.55(5124.8459) = 5690

5689.6299 = 5690

Encontrando el error.

Ecuacioén 1.
e, = 0.0247
Ecuacion 2.

e, = 0.0897




Ecuacion 3.
e, = 0.3700

B.2 Aesolviendo o sistema por of meiodo de Jacobi,

Antaes que nada tcnemos que checar el cnterio de convergencia de la formula

o 6.
En la ecuacién 1
los2 | = lo20 |+ lo2s]
los2 ] = loas/|
Converge
En la ecuacion 2.
los | = f o3o !l + | o201

0.50 = 0.50

Converge.

En la ecuacion 3.
foss | = loa !l + to3so |
0.55 =z 0.48

Converge.

Por tanto aplicando el método de (5 ) sacamos el vector inicial.

x°® = ( 4800/0.52 ., 5810/0.50 , 5690/0.53 )
x® = (9230.7692, 11620, 10345.4546)
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Usando las ecuaciones (4).
x,""" = (1/0.52)(4800 - 0.2x," - 0.25x%,")
x,™" = (1/0.50){58 10 - 0.3x," - 0.20x,")

x,™" = (1/0.55) (5690 - 0.18x,” - 0.30x,")

Para la Horacidn ha0 y toda fas siguientas (h=1.2,

x,' =-212.2378 x,* = 6315.4070
x,' = 1943 .3566 x," = 9705.9496
x,' = 986.2937 x, = 7471.6B79
x,’ = 8009.1447 = 1905.5541
x,7 = 11352.8252 x,° = 4842.0806
x,? = 9334.9014 x,’ = 2984.4397
* = 366.7493 x,'° = 5933.6037
= 3072.5526 x,'° = 9282.8916
x,*> = 1531.8298 x,'° = 7080.6838
x,*=7312.5616 x,'' = 2256.2514
x* = 10787.2185 x,'"” = 8930.18
%' = 8549.4897 x,'? = 6755.6463

x*=971.5074 x,'’ = 2548.1747




x' = 3812.6672
x,' = 2068.3152

x* = 6769.9765
x" = 10209.7695
* = 7947.8700

X
!

x,” = 1482.8435
x,” = 4378.8661
x,” = 25660.8607

x,'=4011.6284
X, =7162.7909
' = 5125.5817

x,'™ =4011.6277
X, = 7162.7903
%' = 5125.5811

x,"™ = 4011.6282
x,'" = 7162.7909
x,™ = 51255817

x,"* = 4011.6277
x,"* = 7162.7904

x,'*'=4011.6285
X, =7162.7913
x,"™ = 5125.5820

*'=4011.6274

x
]

x,"™ = 7162.7901
' = 5125.5809

X
W

x,"* = 4011.6281
%, = 7162.7909
x,'"™ = 5126.5816

x,'"" = 4011.6277
x,'" = 7162.7905
x," = 5125 5812

x,'" = 401 1.6281
x,"™ = 7162.7904
x™ = 5125.5816

x,'" = 4011.6277
x,'* = 7162.7905




x,'" = 51255812 x,'“ =5125.5812
x,'" =4011.6281
X, = 7162.7909
x,'" = 51255816

Como se repiten la solucién sera:
x, = (4011.6281 +4011.6277}/2

x, = 4011.6279
x, = (7162.7905 + 7162.7909) / 2
x, = 7162.7907
x, = (5125.5812 + 5125.5816)/ 2
x, =51255814

Comprobando del sistema original.

Ecuacion 1.
0.52(4011.6279) + 0.20(7162.7807) + 0.25(5125.5814) = 4800
4800 = 4800
e =0
Ecuacion 2
0.30(4011.6279) + 0.50(7162.7907) + 0.20(5125.5814) = S810
5810 = 5810
e, =0
Ecuacién 3
0.18(4011.6279) + 0.30(7 162.7907) + 0.53(5125.5814) = 5690
5690 = 5690
e,=0
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Nota: Al parecer este mdétodo es muy tedioso, y de hecho lo es, & no ser que se utilice un
programa de computadora. Por lo que os conveniente que si se va a utilizar | el método, nos
auxiliemos de un programa.

B.3 Resolviendo el sistema por et metedo de Gauss-Sardel.

Como sabemos este meétodo es una correccron del maetodo de Jacobi y por medio de las

ecuaciones (7)tencmos.

%" = (1/0.52 )( 4800-0.2x," - 0.25%," )
%" = (1/0.50 ){ 5810 - 0.30x,"" - 0.2x." )

- 0.30x,

x,"" = (1/0.55) ( 5690 - 0.18x,”

Como sabemos el vector inicial es el mismo que en el mctodo de Jacobi
x° = (9230.7692 , 11620 , 10345.4546)

Para la itaracion ha0 y 1oda lus siguentes (hs1,2,...)

Aplicandolo:

x,' = (1/0.52) (4800 - 0.20x,” - 0.25x,")

x,' = (1/0.50 )(S810 - 0.30x," - 0.20x,")

x,' = (1/0.55 )(5690 - 0.18x,' - 0.30x,")
x,' = 323.6687 x,* = 4011.6800
x,' = 7733.4911 x*=7162.7722




x,' = 6021.2587

x,' = 3361.5136
x,’ = 7194.5883
x,? = 5321.0019

x,* =3905.4459
x> = 7148.3312
x> = 5168.2186

x,* = 3996.6904
x,* = 7164.6983
x,' = 5134.8841

n

X! = 4010.2679
* = 7159.8856
X' =5127.6111

X
1

x," = 4011.7694
x*=7161.8939
x,* = 5126.0242

x' = 4011.7599
x,’ = 7166.7208
%’ = 5125.6780

x,"= 5125.6025

x,* = 4011.6447
=7162.7722
%" = 5125.5860

x," = 4011.6328
x,'° = 7162.7859
x," = 5125.5824

x,'' = 4011.6293
x,'' = 7162.7895
x,'' = 5125.5816

x,'" = 4011.6283
x,'" = 7162.7904
%'’ = 5125.5814

x,'> = 4011.6280
x,'* = 7162.7906
x,"” = 5125.5814

1l

x,'* = 4011.6279
x,'* = 7162.7907
x,'* = 5125.5814

7o




x'" = 4011.6279
x,' = 7162.7907
x," = 5125.5814

Como vemoes se repite por  lo que ya tenemos la soluciéon del sistema y debemos doe

obsecrvar gue el resuitado es et mismo que el del método de Jacobe.

Resumen de los metodos anteriores,
Mdtodo No. de nteraciones Solucion orror absoluto prorm.
Gauss-jordan R . x, = 4011.9684

x,=7162.7011 0.1615

x, = 5124.8439

Jacobi 160 x, = 4011.6279
x, = 7162.7907 o
x, = 5125.5814

Gauss-Seidel 15 x, = 4011.6279
x, = 7166.7907 o
x, = 5125.5814

Conclusion:

Como observamos el Método de Gauss-Seidel es aparentemente mejor;: sin embargo si
el sistema no esta arreglado de tal forma que converja, No podemos mas que utikzar el

método de Gauss-Jordan, que no es tan exacto, pero mas facil de aphicar.

ESTA TESIS MO
SALIR Tt LA BIBLIBIECA
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Ya para terminar el problema contestaromos la progunta que hicimos al iniciar.

& Cuantos metros cubicos so debe tomar de cada banco para cumplir con las

necesidades dol Ingenicro?

Respuesta: i
Del Banco 1 4011.6679 m* i
Del Banco 2 7162.7907 m®
Del Banco 3 5125.5814 m”
;
2.6.3 Dindmica.

En un plano inclinado se encuentran 3 bloques atados por una cuerda de peso
despreciable, y el plano tiene 45° respecto a la horizontal. El coeticiente de
friccidn entre el plano y la masa de 1 kg es de 0.25 y entre las masa 0.50 kg y
0.20 kg es de 0.375. Encontrar las fuerzas que actuan en el sistema y decir que

aceleracion tiene,
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Sotucion.

Apartir de los diagramas de cuerpo libre sacaremos las mncagnitas.

m, = 1 kg an,= 0.50 kg m, = 0.20 kg

©

. > - |
_»’/ o;“, L +°(,:’\
[ p ‘.\*‘*70 Qe %‘6"‘
D |
<Y
“ » A W
SISTEMA I SISTEMA 2 SISTEMA 3
FIG 11 49 FIG IOr a2 FIG TIL Q

w,=980X1=980N w,=9.80X050=4.90N w,=9.80X 002= 196N
Be9.8 N Cos45°=6.9296 N _R,=4.9 N C0s45“=3.4648 N R, = 1.96 N Cos45°=1.3859

Utilizando la segunda Ley de Newton.



F=ma
Y como estamos hablando de un sistema con la misma aceleracién podemos proponer las

siguientes ccuacionos:

Para la masa 1

R,-T,-F,=m,a 1
Para la masa 2

R,+T,-T,-F,=m,a 2 B
Para la masa 3 x

R,+T,-F,=m,a 3 B

Donde :

= Peso de la masa 1 en direccién de la inclinacion.

R, = Peso de la masa 2 en diteccién de la inclinacién. i
R, = Peso de la masa 3 en direccion de la inclinacion.
T, = Tensidén entre masa 1 y 2. ’
T, = Tensién entre masa 2y 3. s
m, = masa 1
m, = masa?2 :

m, = masa 3

a = aceleracion del sistema.

Sustituyendo los datos tenemos.

6.9296 -T, -1.7324 = 1a 1
34648+ T, -T, -1.2993= 0.50a 2
1.3859 + T, -05197 = 0.20a 3




Acomodando el sistema:

a+T,+ 0 =51972 1
0.50a- T, + T, = 2.1655 2
0.20a +0 - T, = 0.8662 3

C.1 Resolviendo o} sistema . por Gauss-Jordan.

Primero para mayot facihdad o €xpresaremos Comao sigue.

1 1 0 | 51972 1
050 -1 t | 2.1655 2
020 O -1 | 0.8662 3

Como el primer termino de la ecuacidén 1 es uno lo temaremos como pivote. Entonces

comenzaremos multiplicando la ecuacion 1 x-0.50 y sumatla ala 2.

1 1 0 | 51972 1
0o -1.5 1% I -0.4331 2
0.20 0 1 i o.8662 3

Ahora multiplicaremos la ecuacién 1 por -0.20 y la sumamos a la ecuacion 3.

1 1 0 | 51972
O -1.5 1 | -0.4331
0 -02-1 | -0.17324

W N a




Hacemos 1 el -1.50 para poderio tomar de pivote.

1 1 o 1 5.1972 1
o] 1 -0.6667 1| 0.2887 2
0 -0.20 -1 I -0.17324 3

Ahora multiplicaremos la ccuacion 2 por 0.20 y la sumamos a 3.

1 1 o I 51972 1
O 1 -0.66671 0.2887 2
O O -1.1333 ! -0.1183 3

Una vez con este sistema cquivalente podemos resolverlo.

T,=-0.1153/1.1333 = 0.1019
T, =-0.6667(0.1019) = 0.2887
T, = 0.3566
a+0.3566 +0=5.1972

a = 4.8406

Comprobando en la ecuaciones originales:

Ecuacién 1.

{4.8406) + (0.35666) + 0 = 5.1972
5.1972 = 5.1972
e=0
Ecuacion 2.
0.50(4.8406) - (0.35666) + (0.1019) = 2.1655
2.1656 = 2.1655
e, = 0.0001



Ecuacion 3.
0.20 (4.8406) + O - (0.1019) = 0.8662

0.8662 = 0.8660
e. = 0.0002

C.2 Resolviendo ¢l sistema pot gl_melodo de Jagobi.

Checamos el cnterio de convergencia de la formula (6).

Ecuacion 1
1l = 111+ 1ol

t = 1

Converge.

Ecuacion 2.
1l =z 111 + loso|

1 = 1.5
No Converge.
Ecuacion 3.
{-11 = lo2zo I + | ol
1 = 0.20
Converge.

Como converge 2 de 3 ecuaciones podemos aplicar el mdétodo.

Sacando el vector inicial de (5).




x° = (5.1972 /1, 2.1655/-1 , 0.8662/-1)
x® = (5.1972, -2.1655, -0.8662)

ttilizando las ecuaciones de (J).

a™"=5.1972-T1"
T1™" = -1(2.1655 - 0.5a" - T2")
T2 = -1(0.8662) - 0.20a" )

Para La Heracion h=0 y 10dd lus siguisntes (h-1.2,..):

a’=5.1972- T

T,°=-(2.1655 - 0.52" - T,°)

T,” = -(0.8662 - 0.20a")
a'=7.3627
T, =-0.4331
T,=0.17324

a’ = 4.8353
T,” = 0.3708
T," = 0.1060

a‘=5.6303 a“ = 4.8264

T = 1.68909 T,” =0.3582

T,’= 0.60634 T,? =0.1009

a,’ = 3.5062 a® = 4.8390
T =1.2559 T,” = 0.3486
T, =0.2599 T,” = 0.0991
a‘=3.9413 a*=4.8486

T, =-0.1525 T, =0.3531




T, =-0.16496

a*= 5.3492
T = -0.35985
T =-0.07794

a*=5.5571
T, =0.43145
T, =0.20374

a' = 4.7657
T, =0.8168
T, =0.2452
a* = 4.3804
T,” = 0.4G255
T,"=0.08694

a’= 4.7346
T '=0.1116
T," = 0.00988

a' = 5.0856
T,”=02117
T, = 0.0807

a' = 4.9855
T,” = 0.458

T =0.1016

a“=4.8441
T, = 0.3604
T,* = 0.1035

a™ = 4.8368
T, = 0.3601
T, =0.1026

a’’ = 4.8371
T

0.3555
T, =0.1012
a* =4.8417
T, = 0.3543
T,"=C.1012

a™ = 4.8429
T, = 0.3566
T, =0.1021

a™ = 4.8391
T, =0.3581
T,”=0.1024

a” =4.8391
T, =0.3572



T, =0.1519

a =4.7392
T, =0.4782
T, = 0.1309

a =4.7190
T,” = 0.3380
T,”=0.0816

a* = 4.8622
T, = 0.2756
T, =0.0776

a"= 4.9216
T,* = 0.3632
T, =0.1062

a™ = 4.840
T, = 0.4015
T,*=0.1181

a'’=4.7957
T.” = 0.3796

T, = 0.1046

a" = 4.8176

T,” =0.1019

a¥ =4.84
T,” = 0.3560
T,¥ =0.1017

a™ =4.8412
T,* = 0.3562
T, =0.1018

a™ =4.8410
T, = 0.3869
T

0.1020

a* = 4.8403
T,* = 0.3570
T,* = 0.1020

a™ = 4.8402
T,* = 0.3567
T,%=0.1019

a® = 4.8405
T,” = 0.3565

T,” =0.1018

a™ = 4.8407




T, =0.3370
T, = 0.0929

a' = 4.8602
T," = 0.3362
T,” =0.0973

a™ = 4.8610
T,*=0.3619
T,”=0.1058

a* = 4.8405
T, = 0.3566
T, =0.1019
a“= 4.8406
T, = 0.3567
T, =0.1019

a = 4.8405
T =0.3567
T,* =0.1019

a* = 4.8405
T = 0.3567
T,“ =0.1019

T, = 0.3566
T, =0.1019

a* = 4.8406
T,™ = 0.3568
T, =0.1019

= 0.3567
T, =0.1019

Como se repite decimos que esta es la solucion.



a = 4.8405 m/s’
T, =0.3567 N
T,=0.1019 N

Comprobando en la ecuacién original.
Ecuacién 1.
(4.8405) + 0.3567 + 0 = 5.1972
5.1972 = 5.1972
e =0
Ecuacion 2.
0.50(4.8405) - (0.3567) + 0.1019 = 2.1655
2.1655 = 2.1655
e.=0
Ecuacion 3.
0.20(4_8405) + 0 - (0.1019) = 0.8662
0.8662 = 0.8662
e, =0

Como anteriormente vimos tan solo se le hace una modificacién a la ecuacion anterior,

con (7).



a™" = 51972 -T,"

T, "= -(2.1655 -0.50a™" - T,")

T,”™" = -(0.8662 - 0.20a™"}

Para La teracidn h=0 y toda fas siguientes (h=t.2,..)

Quedando.
a*'=5.1972- T

T, =-(2.1655 - 0.50a" - T,")

T - (0.B662 - 0.20a")

Usando el vector inicial anterior.

x* = (5.1972, -2.1655 , -0.8662)

a' = 7.3627 a*=1.8392
T.'= 06497 T,” = 0.3548
T,' = 0.6063 T,” =0.1016
a’ = 4.5476 a' = 4.8424
T, =0.7146 T,” =0.3573

T, =0.04331 T,°=0.1023

a’= 4.4826 a" = 4.8399
T’ =0.1191 T, = 0.3567
T,' = 0.0303 T, =0.1018

a‘*= 5.078 a' = 4.8405




T, = 0.4039 T, = 0.3565

T, =0.1494 T, =0.1019
a*= 4.7933 a" = 4.8406
T.)'=0.3806 T,” = 0.3567
T,'= 0.0925 T,” =0.1019
a*= 4.8166 a' = 4.8405
TS =0.3353 T, = 0.3567
T,' = 0.0971 T, =0.1019
a’= 4.8619 a' = 4.8405
T, = 0.3626 T, = 0.3567
T, = 0.1062 T, = 0.1019

a*=4.8346

T," =0.3580

T, =0.1007

Como observamos el resultado es el mismo que en el anterior método, y por tanto el error
también.




Resumen do. los métodos anteriores.

Atitodo No. de rteraciones Sotucion error absoluto
Gauss-Jordan . ___ .. . _.._._ a=4.8405m/s’
T, = 0.3566 N [}

f
T,=0.1019N

Jacobi 44 a =4.8405 m/s”
T,=03567N [+]
T,=0.1019N

Gauss-Seidel 15 a =4.8405 m/s’
T,=0.3567 N e}
T.=0.1019N

Conclusién.
Observamos en este caso que la diferencia entre los meétodos es minima. logrando una

buena precision; sin embargo el namero de iteraciones marca la dderencia.
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CAPITULO IV

POLINOMIOS DE TAYLOR




Polinomios de Taylor.
De las funciones méas sencillas quo se pucden utilizar en el andlisis numeérico
son los polinomios, o funciones algebraicas. Este tipo de funciones no tiencn

muchas complicaciones para obtcner sus deorivadas ¢ integrales. O determinando
las raices de las funciones. En cste capitulo se vera como aproximar una

funcidn cualquiera a un polinomio. P{x).

Si tenemos una funcion {(x) que tiene derivadas continuas hasta de orden m en
1. se buscan un polinomio P(x) que coincida con f(x) y

un punto x = 0 siendom >

sus m primeras denvadas.
P(0) = 1(0)
P'(0) = 1(0)
P(0) = 1"(0)

P™(0) = (0)

Para obtener este resultado Taylor elaboro una serie de demostraciones que

llevaron a la expresién siguiente:

PO) = X (x"/kh (1°(0)) 1)

.~




Esto es solo si el punto valuado es x = 0. Pero si se gquiere generalizar a un punto x = a de tal
forma que;

P(a) = 1(a)

P(a) = t'(a)

P(a) = t*a)

P™(a) = M a)

Quedando la expresién do Taylor como:

P(x)= X ((x-a)/k)(f(a)) (2).

Ulamandose a esla ultima expresion: Polinomio do Taylor de Grado m generado por f(x) en

el punto a.
Y se puede expresar con la siguiente notacién:

Px)=T_[f(x;a) ]

Donde T se denomina operador de Taylor y significa que el polinomio de Taylor de m-ésimo
grado de la funcidn f(x) en el punto de entorno x = a es P(x).
Ejemplo:
Qbtener el polinomio de Taylor de 2do. grado y cuarto grado de la funcién
F(x) = e"

en el punto de entomo x =0




1) Para el polinomio de 2do. grado sacaromos 2 derivadas.

Valuando en x = 0

t(x) = o 1(0) = 1
f(x)=e 10y =1
() =c"  10) = 1

Utilizando la formuita (7).
P{x) = ( x*/0! ) {O) + ( x' /11 )}'(0) + ( x°/2! ) *(0)

P(x) =1+ x+ x"

2) Para el pohinomio de 4to. grado se necesitan 2 detivadas mas, pero ccmo vemos soin
iguales entonces aplicando de nucvo 1
P(x) = x°/0! (1“{Q)) + x'/1! (1'(0)) + x/2% ({7(0)) + x*/31 {1*(0)) + x*/4! {1=7(0))
P(x) =1 +x + (1/2)x" + (1/6)x* + {1/24)x*
Ahora para probar que tanto se asimilan los polinomios a la funcion original, tabularemos
con algunos valoros y encontraremaos su error.

P(x) (cuarto grado)

x (x) P(x)(2do grado)
0.0 1.0000 1.0000 1.0000
0.1 1.1052 1.1100 1.1052
0.2 1.2214 1.2400 1.2214
0.3 1.3449 1.3900 1.3498
0.4 1.4918 1.5600 1.4917
0.5 1.6487 1.7500 1.6484
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X f(x) P(x)(2do grado) P(x) (cuarto grado)

0.6 1.8221 1.9600 1.8214

0.7 2.0138 2.1900 2.0122

0.8 2.2255 2.4460 2.2229

0.9 2.45086 2.7100 2.4538

error absoluto error relativo  error absoluto  error relativo

2do. grado 2do. grado «to. grado 4to grado
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0048 0.4370 0.0000 0.0000
0.0186 1.5226 0.0000 0.0002
0.0401 2.6737 0.0000 0.0016
0.0682 4.5699 0.0001 0.0061
0.1013 6.1429 Q.0003 0.0172
0.1379 7.5671 0.0007 0.0394
0.1762 8.7522 0.0016 0.0786
0.2145 9.6303 0.0031 0.1411
0.2504 10.1804 0.0058 0.2344

Después de ver esta tabla podemos llegar a dos conclusiones importantes. la
primera es que mientras mas grande el grado de polinomio, encontraremos una
mayor aproximacion a la funcién original. y segundo, mientras ma.. nos alejemos

de! punto de enlorno, menos aproximacion lograremos.



4.2 Propicdades del operador do Taviorn

Algunas veces ©s mas facil obtener polinomios de Taylor apartir de Olros ya conociud s
aplicando las propicdades siguientes:

_9 2!Multiphicacion por un escalar.
Seca F(x) = Li{x)
Entonces
T IF(x:a)l=T_ [Lt(x:a)]

> (L@ /K (x-a) = L X (fa)k!)}x-a)

o po”

T.(L(x;a)l=LT, [1xa)}

Ejemplo
Sea e! polinomio de cuarto grado antenor encontrar un polinomio P(x), que equivalga a

f(x), = 2 €' en el punto de entomno x =0

Solucién

Como ya tenemos al polinomio de f (x) = e°
P(x) =1+ x+ (1/2)x" + (1/8) X* + (1/24) x*
Entonces aplicando la propiedad de multiplicacién por un escalar.

P(x)1 =2(1 +x + (1/2 )x" + {1/6) x > + (1/24) x*)
P(x)x = 2+ 2x + x* + (1/3) x>+ (1/12) x*




Comprobando con una tabulacién.

x f(x), P(x), o, 0,9
0.0 2.0000 2.0000 0.0000 0.000
0.1 2.2103 2.2103 0.0000 0.0000
0.2 24428 2.4428 0.0000 0.0000
0.3 2.6997 2.6997 0.0000 0.0016
0.4 2.9836 2.9635 0.0002 0.0061
0.5 3.2974 3.2969 0.0006 0.0716
0.6 3.6442 3.6428 0.0014 0.0394
0.7 4.0275 4.0243 0.0032 0.0786
08 4.a511 4.4448 0.0083 0.1411
09 4.9192 4.9077 0.0115 0.2344

Como vemos agui la funcion f(x), y el poinomio P(x}, sc aproximan.

4.2.2 Suma de funciones.
Si tenemos. Fx) = £,(x) + 1,(x)
Entonces:
T.=[F(xxa]l=T.,[1(xa)+ f(x:a)]
; (1. (@) + 1, (a))(x-a)" /x! = ; " (@a)(x-a)/kl + j_ (1.* (a))(x-a)" /k!
~o — -

T.=[tW(xia)+f(x:a)] =T [t(x:a)]+Tl(x:a)]




Ejemplo.

Encontrar el polinomio de Taylor de la funcion {(x), = e + e*

Sabiendo que el polinomio de Taylor de cuarto grado de g(x) = € es!:

Pg(x) = 1 - x + (1/2)x7 - (1/6) x* + (1/64) x*

Solucion.

Como ya tenemos el polinomio P(x) de 1(x} = e°, aplicamos las propicdades.

P(x), = ({1 +x + (1/2) X'+ (1/6) x* + (1/24) x*) + (1 - x + (1/2) x’ - (1/6) x' + (1/24)x")

Para comprobar tabularemos.

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

Hx)
2.000
2.010
2.0401
2.0907
2.1621
2.2553
2.3709
2.5103
2.6749
2.8662

P(x), = P(x) + IPg(x)

P(x), =2 +x" + (1/12) x*

P(x).
2.000
2.0100
2.0401
2.0907
2.1621
2.2582
2.3708
2.5100
2.6741
2.8647

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0003
0.0007
0.0015

o,
Q.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
©.0019
0.0012
0.0131
0.0275
0.0523
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Aqul podemos comprobar que la funcidn obtenida se aproxima a la original

Sea Fix) =f(cx)

donde:
c = constante

T.[F(x:a)]l= X {[f(ca) (x-a) '}/ k!

o

T.IF(x;a)]=1(ca)+cf(ca)(x-a)+ (c'1"(ca))(x-a)/2!+ ... + (c™f"(ca))(x-a)/m!

T.IF(x;a)]=t(ca)+f'(ca)(cx-ca) + t"(ca)(cx-ca)/2! + ... +t~(ca)(cx-ca)™/m! :

TUIF(x:a)]l=T_ [f(cx ca)]

Ejemplo:
Sabiendo que de la funcidn f(x) = Senx se tiene su polinomio

P(x) = x - (1/8)x* + (1/120)x* - (1/5040)x’

de séptimo grado en el punto de entorno x = 0, encontrar 1(x), = Sen 2x
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Solucién.
Aplicando la propiedad de Taylor de sustitucion.

P(x), = (2x) - (1/6)(2x)* + (1/120)(2x)" - (1/5040)(2x)"

P(x), = 2x - (4/3)x* + (4/15)x" - (8/315)x”

Para comprobar tabularemos.

x f(x), Pix), e, [ 9
0.0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.1 0.1987 0.1987 0.0000 0.0000
0.2 03894 0.3894 0.0000 0.0000
0.3 0.5646 0.5646 0.0000 0.0000
0.4 07174 0.7174 0.0000 0.0001
0.5 0.8415 0.8415 0.0000 0.0003
0.6 0.9320 0.9320 0.0000 0.0015
0.7 0.9854 0.9854 0.0001 0.0057
0.8 0.9996 0.9994 0.0002 0.0185
0.9 0.9738 0.9733 0.0005 0.0543

Como se ve la aproximacién es bastante bucna y se cumple la propiedad




4.2.4 Derivacion.

didxT_[f(x:a)]=d/dx X [f{(a)(x-a) I/k!

ddxTm[1(x:a)]l= ¥ (ddxt""(x) | . (x-a)™" )(k-1)!

d/ax T _(t(x:a)]l= ¥ (dxt(x) |, Hx-a))/k

d/dx T [t{x:a))=T,_,{dax(t(x:a))]

Ejempio.

Conociendo que la funcién {{x) = 1/(1+x) tiene su polinomio de grado 6 es

P(x)=1-%x43-x+x*«x*+x*

valuado en e! punto de entormno x=0. Encontrar el polinomio de grado 5 de la
funcién:

1(x)’ = -1 /(1+x)*

en el punto de entorno x =0
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Soluciétn.

Aplicando la propiedad de derivacion al polinomio existente derivando P(x).
P(x)' = -1 + 2x - 3x" + 4%’ - 5x* + 6x°

Volvemos a tabular para comprobar.

x f(x)" P(x) ea ercoe
0.0 -1.0000 -1.0000 0.0000 0.0000
0.1 -0.8264 -0.8264 0.0000 0.0000
0.2 -0.6944 -0.6941 0.0004 0.0523
0.3 -0.5917 -0.5879 0.0038 0.6415
0.4 -0.5102 -0.4906 0.0196 3.8502
0.5 -0.4444 -0.375 0.0694 15.625

Asi podemos comprobar que la propiedad se cumple,

4.2.5 Integracion.

JT.lf(x;a)x= X [ |ff(a){x-a)" /! dx

ITlf(x:a)ldx= X [ (*"x)dx L. (x-a)")/ (k+1)!

a1
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-t

JT_ (t(x:a)ldx= 2 [ 0 dxl, . (x-a)'/ Kk

—o

Tt xia)lax =T, [[10ca) dx]

Ejemplo.
Sea la tuncién. H(x) = 1/{1+x)

la cual se tiene su potlinomio de 6to. grado P(x) valuado en ¢l punto x = 0
P(x)=1-x+x - x*+x*-x*+x*

Encontrar ¢l polinomio de Jf(x)dx = {{x}, = Ln(1+x)

Solucidén:

Usando la propiedad de integracion:

I P(x) dx = x -x*/2 4+ 5/3 - X*/4 + x5 - x™6 + xX'/T + C

Donde:

C = es una constante.

En este caso no podemos comprobar por medio de tabulacion por tanto 10 que haremos s
sacar el polinomio de {{x), =Ln (1 + x) en el puntox =0




f(x},=Ln {1 +x)
10(x), = 1H{1+x)
t "(x), = -1/(1+x)’
1 =(x), = 2/(1+x)’
f "(x), = -6/(1+x)*
1 (%), = 24/(1+x)"
t(x), = - 120/(1+x)"

valuando x =0

t©)1 =0
£0)1 = -1
te(O)1 =2
t=(0)1 = -6

f~(0)1 =24
f*(0)1 =-120
f7(0)1 =720
P(x), = O + (1/1D)x + (-1/21)5¢ + (U3 + (-6/41)x" + (24/51)x* +(-120/6)x" + (720/71)x"
P(x), = x « X/2 4+ x*/3 - x* /a+x* /5 - x* 16+ x' 17T

Como vemos se comprueba

fP(x) dx = P(x),
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4.3 _Proplomas do aplicacion.
4.3.1 Planeacion.

A) El departamento de produccién de la compania ALFA ha determinado que el
pronostico de ventas de uno de sus productos en el mercado se compoita de

acuardo a la siguiente funcion.
t(r)= 10°Ln {(1/2)+t |

Donde
t(t) = esta dado en dolares.

t = es el tiempo en anos.

Determinar
a) Ei polinomio de grado 5t0. de la funcién, en el punto de entorno
a = 1/2 ano.

b) Las ventas para t = 9 meses, utilizando la funcién (1)

c) Las ventas para t = 9 meses, utihzando el polinomio de Taylor del inciso (a).

Solucion.
Utilizando la ecuacién (2).
P(x) = X [(x-a)" t"(a )] /!

o

[ d




Y utitizando la propicdad de multiplicacién con un escalar,

usaremos.
(1) = 10° g(t)
Entonces sacaremos el polinomio de g(t).

Primero.
gity=Ln |1/2+0¢ |

gi(t) = (12 + 1)
gr(t) = -1/ (1/2 + 1)’
ge(ty=2/(1/2+1)"
gr(t) = -6/(1/72 + 1)*
gty =24 /(1712 + )"

Vaiuando con t = 1/2

g(1/2)= 0
g(1/2) = 1
g (1/2) = -1
g (1/2) = 2
gu(1/2) = -6
g (1/2) = 24

para simplificar tan solo

Ahora sacando un polinomio Pg(t) en el punto de entorno 1/2, a partir de fa funcion g(t):

Pg(t) =(t~1/2)°(0) 70! + (t- 1/2)' (1) 7 11+ (1 - 1/2)°(-1) /2! + (t - 1/2)(2) /3! + (t - 1/2)*(-6) / U

+(t- 1/2)*(24) / 5¢

P =(1-1/2) - (1- 1/2)°/2 + (t-1/2)'/3 -(t- 1/2)' / 4

+ (- 1/2)°/5
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Utilizando la propiedad de multiplicacién por un escalar,

que se aproxima a 1(t):

P(1) = 10° Pg(t)

P() = 10"[(t-1/2) - (1 - 1/2)"/2 + (t- 1/2)* /3 - (t- 1/2)* /4 + (1 - 1/2)* /5]

b) Para encontrar las ventas ent = @ meses

Primeoro:
t = 9 moses x 1 ano/12 meses = 0.75 afios

En ia funcion.
1(0.75) = 10* Ln [1/2+0.75 |

1(0.75) = $ 223,143.5513

c) Para el polinomio.
P(0.75) = $223,177.5513
Como detalle adicional agregaremos el error en que se incurre.

e, = 33.532 e =0.015%

Podemos concluir que con un polinomio de 5to. grado se puede aproximar bastante bien una
funcidén, como la que se vio en el ejemplo, dando un parametro confiable en el caso de

quereria utilizar con otras operaciones como integracién o derivacion.

encontraremos ol polinomio 2{t)
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4.3.2 Hidraulica.
Dentro de un fluido una particula describe una trayectoria dada por la funcién.

1(t) = Sen (0.51) + Cos (0.51)

Obtener:

a) El polinomio de séptimo grado que represente a la tuncién f(t) en el entomo a = 0.

b) El polinomio de grado sexto que representa la velocidad de la particula.

Solucion.

. a) Para tacilitar ¢l problema dividiremos la funcién como sigue:
£ty = 1(1), + 1),
a.1) f(1), = Sen (0.51) y a su vez usando la propicdad de sustitucién.
(1), = g(0.5t)

y sacando el polinomio a g(t)
a(t) = Sent
g(t) = Cost
g(t)" = -Sent
g(t)” = -Cost
a(t)” = Sent

"o




Usando la ecuacién (7).

g(t)” = Cost
o(t)" = -Sent
g(t)™ = -Cost

Valuandoent =0

g(0)=0
g(o) =1
g(0)* =0
g(0)™ = -1
g(0)" =0
g(0) =0
g(0)" =0
g(0)”™ = -1

Pg(t) =t -(1/6)°+ (17120)t* - (1/5040)t"

Aplicando la propiedad de sustitucidn:

P(t)1 = Pg(0.51)

P(1)1 = (0.51) - (1/6)(0.51) + (1/120) (0.51)" - (1/5040}0.51)7
P(t) = 0.5t - (1/48)F + (1/3840)t* - (1/645120)t"

a.2) Do igual manera procedemos para f(t), = Cos (0.51)

f(1), = g(0.51)t

"



Sacando ¢l polinomio de git) en el punto t = O:

g(t) = Cost g(o) =1
g(t)' = -Sent g(0)=0
9(t)” = -Cost a(0)® = -1
g™ = Sent g(o)™" =0
g(t)” = Cost Qo) =1
a(n)” =-Sent g(0)y =0
g(t)” = -Cost g(o0)" = -1

g{t)”™ = Sent g(o)”
Y aplicando la fomdla (1) tememos el polinomio:
Pg(t) = 1-(0.5)t° + (1/2an’ - (/720"
Aplicando la propicdad de sustitucion.
P(1), = Pg(0.51)

P(1), = 1 - 0.5(0.51)" + (1/24}{0.51)* - (1/720) (0.51)°
P(1), = 1 - (1/8)U7 + (1/384)t° - (1/46080)1t"

a.3) Y por udltimo aplicando la propicdad de suma dc funciones.

1(t) = 1(1), + (1),
P(t) = P(t), + P(1),

e




’ + (1/384)t° + (1/3840)° - (1746080)°

Py =1+ (172t - (1/8)F - (17

Lo podemos comprobar tabulando la funcidén y el polinomio.

I3 ey P o, %
0.0 1.0000 1.0000 [ o
0.1 1.0487 1.0487 o] (o)
0.2 1.0948 1.0948 o o
0.3 1.1382 1.1382 o o ,
04 1.1787 1.1787 o o ;
0.5 1.2163 1.2163 [} o :
0.6 1.2509 1.2509 o o i
0.7 1.2823 1.2823 ] o i
0.8 1.3105 1.3105 [ [5}
0.9 1.3354 1.3354 o [

Como vemos es una muy buena aproximacion.
b) Para encontrar el polinomio que representa la velocidad, tan solo tenemos que derivar

{d/dt) P(t) ya que este polinomio nos representa el desplazamiento.

(1) = (1/2) - (1/4)t - (1/16)1° + (1/96)1> + (1/768)1* - (1/7680)t" - (1/92160)1*

Para comprobarlo derivaremos la funcion {(t) y tabularemos:
f(t)" = 0.5 Cos(0.5)t - 0.5 Sen (Q.51)
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1 (70 s o, e,
0.0 0.5000 0.5000 [o] o
0.1 0.47443 0.4744 0o o}
0.2 0.4476 0.4476 o e}
0.3 0.4197 0.4197 o 0.0001
0.4 0.3907 0.3907 o 0.0004
0.5 0.3608 0.3608 o 0.0012
0.6 0.3299 0.3299 o 0.0032
0.7 0.2982 0.2982 [0} 0.0077
o8 0.2658 0.2659 o 0.0171
0.9 0.2327 0.2328 0.0001 0.0353

En conclusién es factible representar cualquier ipo de funcion por medio de polinomios,

por lo tanto entre mds grande sca ef grado, mejor aproximacion tendremaos.




CAPITULO V

INTERPOLACION, DERIVACION

E INTEGRACION NUMERICA.



Capltulo V
Intorpolacion, Derivacion e Iintegracion Numerica.

En muchas ocasiones cuando tenemos una tabla de datos ¢s necesarno saber cuarrn o
vale un valor intermedio, qQue NO sCa Conocido. por este motvo muy frecucntementc b
utiliza la interpotacion, que nos permite encontiar valores No conocidos apdrtil de otros (i
estan defimdos en las tablas. O bion deting una ecudcikdn quu pase por los  pulio..
conocidos.

Por otra parte los problomas, con alqunas tunciones matematicas, bastante compley.:..,
tanto para su dervacion como ntegracion, se puedon soluciunar moediante algunos meétodon
Como el caso de algunas integrales que No tienen selucion como:

Je™ dx o Jevax

Esto se puede hacer gracias a que estas funciones s¢ pucden tabular, y mediante los

maétodos que veremos a continuacion la solucién es muy confiabic.

L.t intepalacidn.
La interpolacion consiste en encontrar el valor de la funcion f(x), de la cual solo se

conocen algunos puntos., para un valor x Que se cncuentre entre 2 valores consecutivos

conocidos.
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Al 1 Interpolacion de espacios iguales.

Cuando en nucstra tabla se puede aprociar que

x f(x)

x, Yo
X, =x+h Y. } tabla (a).
x, =x,+h Y,
x, =x;+h Y,

Estaremos hablando que h es igual a un incremento de una misma magnitud de punto &

punto. Aunque no necesariamente en {(x) este incremento sea proporcional.

.+

voFix)

>

FIG. X1
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Se tratara de valuar la funcion en un punto intermedio x,
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Sin embargo por conocer la funcién {(x) anicamente en 2 puntos. se puede unir medianite
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Evaluando la recta en ¢l punto y, se tendrd una buena aproximacion de 1(x,). La ecuacién d«=

la recta puede obtenerse mediante un polinomio de Newton que dico:

Y=Yo+ DAY + CAY + .. +C)A Y, + (5, NO) +...+ (%) )

Donde
A' = es la diferencia j hacia adelante de ia tabla.

( ') = @s una combinacion que se define como:

) = {( k(k-1)(k-2)...(k-j+1) )} 7 j!

Pero como queremos un polinomio de Newton de grado 1, por lo tantoj= 1

Aplicando
Yo=Yo+ (JAY, + () (0) + ... + () (0)
Y\ =¥, + kay, ).
Pero si k=(x,-%x)/h 3).

Sustituyendo en (2).
Yo = Yo+ (X - x) (Ayo) /h

que es un polinomio de 1er grado que se aproxima a f(x).
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Ejemplo.
Dada ia tabia siguiente encontrar x = 0.15

x  y=i(x) Ay Ay Ay A'y Ay

0.0 -0.12 0.0811
x=0.15 0.1 -Q0.0389 0.0485 -0.0326 0.0096 0.0024 o
0.2 00096 0.0255 :00230 0012 0.0024 o

0.3 03510 0.0145 -0.0110 0.0144 0.0024 fo]

0.4 0.0496 0.0179 0.0034 0.0168 0.0024
0.5 0.0675 0.0381 0.0202 0.0192
0.6 0.1056 0.0775 0.0394

0.7 0.1831
Como la quinta diferencia es cero significa que el polinomio es de cuarto grado y utilizando la

expresion (1).
Yo =¥+ COAY, + (L )AYY, + ()8, + CL)AYy,

Considerando x, = 0.1y y, = -0.0389

Ay, =0.012 A'y, = 0.0024

Ay, = 0.0485 Ay, = -0.023
y, = -0.0389 + (%)) 0.0485 + (*,) (-0.023) + (*, )(0.012) + (", )0.0024 @a).

El valor de k es igual a:

k= (x,-x)/h = (0.15-0.10)/ 0.10 = 0.50




y. = -0.0389 + 0.0485(0.5)+0.5(0.5-1)(-0.23)/21 + 0.5(0.5-1)(0.5- 2(0.012)/3! + 0.5(0.5-1)(0.5-
2)(0.5-3)(0.0024)/4!

y. =-0.0111
Por tanto 1{0.15) = -0.0111

Otra utilidad de este método de interpolacidn es que so puede aproximar a una ecuacioi.

haciendo que x, = x y sustitluyendo en (3).
k = (x-0.10)/0.10 = 10x - 1
y ahora en (a)
y.= -0.0389+( '™ ) 0.0485+("*" ,)(-0.023)+("~",)0.012+("> ,)0.0024

¥,=-0.039+(10x-1)0.0485+(10x-1)(10x-2)(-0.023)/21+( 10x-1)(10x-2)(10x-3)(0.012)/31+(10x-
1)(10x-2)(10x-3)( 10x-4)(0.0024)/4!

Simplificando:

V.= x4+ x-2x"+x-0.120

Como vemos la funcién efectivamente queda de cuarto grado y
comprobaremos si pasa por los puntos tabulando.
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l(x);zx‘+x‘-2>(4-x-0.120

x (x)
0.0 -0.12
Q.1 -0.0389
0.2 -0.0096
0.3 0.0351

Como son los mismos concluimos que s¢ aproxima bastante a la tabulacion.

5.1.2 interpolacion de espacios. variables.

En el caso de una funcion tabulada se presente como:

* Y =1Ux)
* Ya
x, =x,+ h, Y,
x, = x, +h, v,
. - habla (b).
x,=x_,+h, A

Por lo tanto
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hy = x, - x,
h=x,-x

h,, =x-x,

Ei polinomio de grado n que pasa por 1os N+1 puntos sera:

y= bx" + b,x"" + b,x""+... + b, x + b,

o bien como:

Y = a(x-x.) {(x-x,) (x-x,) ... {x-x) +
+a, (%-%) (x-3) (x-3) ... (x-x)) +

+&, (x-3,) {x-3x,) (X-%,} ... (x-x) + «@)

+a, (%) (xx,) (X} e (x-X.,)

Los coeficientes a,. a,. a,,

... a,. Se determinan de tal forma que el polinomio pase por
todos y cada uno de los puntos de la tabla y valuando en x = x,

Yo = 8,(%%,) (X=X} (%,-X,) ... (x,-%,)

Se despeja a,
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a, =y /(%) (Xx,) (%,7X5) ... (%,-X.))
valuando para x = x, se obtendra y,. por lo tanto:
Vo= a,(x-x) (x,-x) (x,-x,) ... (x,-x.)
Despejando a,
a, =y, /(X% (%) (x,-x)) . (x,-x))

Procediendo del mismo modo
a, =y, /((x,x) (%%, {X,-%,) ... (xn-x,,})

Y sustituyendo en la ecuacion (4).
Y=((2-2 (%2 )% ,) (= %,)) £k =X ) (X%, ) (6573,) - (X=X, ) . +

02 (-2, Y0 ,) (X)) /(X =2 ) (XX (X =%} (%, %) y, +
R(CSERIE S DICIE WANE S H) FIC RIS IE SN [C S NN IS NEFES

5).
(2=, J (X%, ) (3%, oo (X=X, DX (%=X, )(X,m X, ) (X2, )Y +
Esta ecuacién se conoce como Fomnula de Lagrange para interpolacion.

Pudiéndose expresar como:
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y=X [N Oex)/(x-x)] v,

o o
Ll

(5.1).

Ejemplo.
Dada la siguiente tabla, encontrar x=5 y obteneor un polinomio de 3er grado.

x 1(x)
s

17

397

o
: 2
i
3 41
7
B8 581

Utilizando la ecuacién (5).
y = ()= ({32,133, ) (%2 JX- 2 )W (X X ) (X7 X, ) (XK} (X" ,) ¥, +

‘ X33, (X 3HXX DX, KX, XX (%,7%,) Y +
X 6%, ) (- X, ) (XX HX-X D)k, X ) (%) (3,3, (%) ¥, +
XXX, )X, )X D0, 7X) (XX, ) (6, X, )0, %,) ¥, +
-3 (X-X,) (3 2,) (61,) V(X=X ) (3, X, ) (%, 2, )(%,7%,) ¥

Como x = § y sustituyendo valores.

y=1(5)=({5-2)(5-3)(5=7)(5=8))/(0-2)(0-3}(0-7)(0-8) S +
+{(5-0)(5-3)95-7)(5-8))/(2-0)(2-3)(2-7)(2-8) 7 +
+{(5-0)(5-2)(5-7)(5-8))/(3-0)(3-2)(3-7)(3-8) 41 +
+{{5-0)(5-2)(5-3)(5-8))/(7-ON7-2)(7-3)(7-8) 397 +
+((5-0)(5-2)(5-3)(5-7))/(8-0)(8-2)(8-3)(8-7) 581

y = {5) = 155
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Asi como en la interpolacién de Newton, aqui podernos obtener un polinomio,

mediante la sustitucidon de x, y tomando 4 datos:

y={1(x) =((x-2}(x-B)Xx-7))/(0-2)(-03}(0-7) S + ({x-0){x-3)(x-7))/(2-0)(2-3)}(2-7) 17 + ((x-
ONX-2)}(x-7))(3-0)(3-2)(3-7) 41 + ({(x-O)(x-2)(x-3))/(7-O7-2}(7-3) 397

Simpliticando nos queda;
f(x) =x"+x"+ 5
Para comprobar tabutamos
fHx)
5
17
41
155
397
587

PNG G N

Como son los mismos comprobamos que la ecuacion corresponde a la tabutacion

original.

> Derivacion A ca.

Los problemas comunes de derivacion numeérica consisten en obtener ¢l valor

de las derivadas de una funcion tabulada en algunos de sus puntos:

X = Xy X, Xy ey X,
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ET  CEreptre

T

Partiendo que 1a funcion tabulada debe ser con espaciamientos constantes, como en 1a taula
(a)y aproximando a un polinomio de grado j en la expresion de Newton. (ecuacién (1))
F(x) =y, s 03y + CON'y, + Cla'y, + o+ ()AY, (6)
donde su primer derivada
d/dx F(x) = didxly, + (DAY, + C)Ny, + CON'y, + o+ C)ay ]
Como et polinomio esta en funcion de k tenemos cambiamos la derivada con respecto a k
a/dx F(x) = didh [y_+(")Ay, +()a%y, +()A%, + .. +( )Ny, ) dr/dx (7)-
Como K=(x,-x)/h
La dh/dx = 1/h
Sustituyendo la expresién (7).
d/dx F(x)=(1/h)(/dK)y+KAy+(K(K-1))A%Y,/21+ ((h(h-1)(h-2))A'y /3! +..+(")AlY,]

Derivando:

/axF(x) = (1/M)[Ay,+(2k-1)A%Y/2+(3K'-6k+2) A% /6 + ...+d/dn (")AY, ]

Derivando nuevamente:

/0" F(x) =(1/h){DK)[AY+(2k-1)A%Y/2 +(3K-6k+2) 8%/6...+/An(") Ay, Jdh/cix
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como dk/dx = 1/h, 1a segunda derivada os:

d7dx’ F(x) = ( /)Ny, + (k- 1A%y, +...+d7dk’ (" )AY, ] 3).

Derivando la expresion ¢(8) y utibzando la expresion dk/dx = 1/h

d¥dx’ F(x) = (1704 y, + ...« a7k’ (C)Aay,]

Considerando un polinomio de Newton de primer grado sc obtiene apartir de la expresiial

8 que la primera derivada {(x) se pucde aproximar por:
idx Fix) = 1/h sy ] (10).
lo cual equivale a:
a/dx F{x) = 1/hlAy ) + @,
Sabiendo que Ay, = ¥, - ¥, Yy valuando la derivada para x = x, s¢ obtiene:
drdx F(x} 1, .., = (1/0) Cy+y,) + e

Para trabajar mejor:

Yo' = (1) (-y+y) + e,
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El coeficionto de la ordenada y, que corresponde con la ordenada del punto en el cual sc
realiza la derivacién, se la donomina pivote de ia formula. Y para idontificarlo en la tormula
se subraya dicho coeficiente.
Ejemplo:

Y, =My (-y -y)+eo

Considerando un polinomio de 2do grado, la expresion (8) se reduce a:

a/dx F(x) = (1/M)[Ay, + (2k-1)A’y /2] + e, (11).

donde:

AY, =Y.~ Yo y
Ay, =AY, - AY, =Y, V- YV, + Y, = V.- 2Y,+Y,

Y si por ejemplo, se desea obloner la primera derivada de F(x) en x = x, implica que h=1,
i

segun la tabla a; ya que x, = x, +(1)h; por lo que sustituyendo:

Wdx F(x) | L, = (M) [y~ y, +(2-1) (v, 2 y,+y )2 ] + e,

Simplificando:

y,'= 1/2n (-y0O + y2) + er

Como se vallio x = x, el pivote serd y,

Y = (1/(2h)(-y.+Q)y, +vy.) + o, (11.8).
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De igual manera podemos encontrar {ormulas de derivacion par F'(x,) y F'(x,)

con un poiinomio de segundo grado, sustituyendo h = O y h = 2 en la expresion

(71) quedando:
(12).

Yo' = (1/(2m)} (-3y, + 4y, - y,) + e,
(13).

¥, = (1{2Nn)) (y, - 4y, + Ay, ) + €,

Con un polinomio de tercer grado y siguiendo el mismao procedimiento, se

obtienen las siguientes férmulas para la primera y segunda denwvada.

¥’ = (1/(6h))(-11y, + 18y, -9y, +2y,) + €, (14).
y," = (1/(6h))(-2y, -3y, +6y. -y.} + ¢, (15).
¥, = (M/{6h)){y, -6y, +3x, +2y3) + e, (16).
¥, = (1/(6h))(-2y, + 9y,-18y, +11y,) + e, (12).
y para la segunda derivada.
Yo" = (1/h" N2y, -5y, +6y, -y, ) + e, (18).
y,"= (1/M") (y,-2y, +¥,-0y,} + e, (19).
¥ = (1) (Oy, +y,- 2y, +¥J) + e, (20).
217).

y,” = (1/0°) (-y, + 4y, - S5y, +2y,) + e,

Ademads de eslas formulas, se pueden desarrollar otras de orden superior a 3.

Ejempio:
Para la funcion definida en la siguiente tabla:
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x y =tanx

o o

T’e 0.1989
T/ 0.4142
/16 0.6682
Tva 1.00

Calcular:

a) La primera derivada en x = [1/8 utilizando las férmulas de derivacién de segundo y terver !
grado.

b) Comparar los resultados del inciso anterior con cl valor exacto de la derivada.

¢) La primera derivada cn x = [1/4 utilizando las férmulas de derivacién obtenidas de uan
polinomio de tercer grado.

Soluciéon:

a.1) Usando la ecuacion 11.a para encontrar la derivada:

¥y = (@) Cy, + Oy, +y, ) +e,
h=[1Ve

Yo = 0.1989

y, =0.4192

y, = 0.6682

v.'=1/(2(I'1/6)) (-0.1989 + 0X0.4142 + 0.6682) + e,
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a.2) usando la ecuacion (15).
y,'= (1/(6h))}(-2y, -3y, +6y, -y,) + e,
y,' = 1/6(11/16) (-2(0.1989)-3(0.4142) + 6(0.6682) - 1.00)) + e,
vy, =1.1619

b) Derivando la funcion y=tanx

y'=Scc’x
Y vajuando en x = I'l/18
y'=1.1716

Encontrando el error de la formula de polinomio de 2do grado.

e = I{x-x1)/x | X 100
x,=1.1951
e = [(1.1716 - 1.1951) / 1.1716 | X 100 = 2.06%

Y por uitimo de la tormufa deil polinomio de 3er grado

x=1.1716
x, = 1.1619
e = [(1.1716-1.1619)/1.1716 | X 100 = 0.83%
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Como podemos observar mientras mas grande es el grado del polinomio mayor es la

exactitud de la derivada.

¢) Utilizando la formula (17).

ys' = (1/(6h)(-2y, + 9y, - 18y, + 11y,) + @,

h=[l/16

¥, =0.1989
y, =0.4142
y2 = 0.6682

y3 =1.00
¥, = 1/(6(T1/16))(-2(0. 1989) + 9(0.4142) - 18(0.6682) + 11(1)) + @,

vy, = 1.9543

y comparandola con la original.

y ‘= Sec’x
Valuando x = [1/4
y'=2.00
e,= [x-x1)/x X 100
x=2.00
x, = 1.8543
e, = (2.00-0.9543)/2 | X 100 = 2.285 %
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5.3 _Integracion Numeric.
Para obtener un valor aproximado de la integral de f(x) en el intervalo de x, < x < X, 50
puede partir del polinomio de Newton (1)tat quc:
F(x) =y, + (L)Ay, + COAYy, + ()Y, ++ DAY,
Integrandola.

STEOAX = Ty (DAY, + CINY, + (A%, ++ (A dx

de la expresion

dh/dx = 1/n
dx = h dk
Y de la tabla (b) si:
X, =% +(Q)h entonces k =0

y si
X, =X, +nh ; entonces k= h

Sustituyendo:

oI F (%) dx = (y,+KAy, + K(k-1) Ay, /21 + K(k-1)(k-2) Ay,/3! +...+( )AY,) h dk
integrando

I E(x)dx = h(ky, + K Ay, /2+ (K6 -Kk°/8) X'y, + (K'/24 - K76 + h'/6)N°y, + ... |7+
Claydk

133




Sustituyendo limites.
T F(x)dx= h(hy, +07AY,/2+(h/6-h'/4)A% + (W24 -h/6+h7/6)A%, +...+ " (') Ay, Ok (22).
Considerando hasta la primera diferencia:

JTF(x)dx = hihy, + h’.Ay‘/Z] +e,
Y si integramos entre los 2 primeros valores de la tabla (b)), 6seca entie X, y X,.

J7F(x) dx = hly, + Ay/2] + e,
como: Ay, =Y,- Y,

Sustituyendo y simpliticando:

STFO) dx = (W2) [y, +y, 1+ e,

Esta expresion nos dejaria el drea bajo la curva de los puntos coordinados {(x..¥,) ¥ (%.¥,).

unidos por una recta definida por:
Y =Y, + kAy
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FIG.XZ.49

Al igual integrando x, y x, se¢ obtiene

STE)Ox = (h/2) ty, + y) + e,
Y sucesivamenie lcnemos

STF(x) dx = (h2)(y,., + ¥.) + €,
por lo que:

ST Fdx = S Fegdx + ST Flx)dx + + . " Fadx

o F(x) dx = (W2)(y+y )+ €, + (W2)(y,+y.) +C+. . +(W/2)(y.. +y) + €

Y simplificando

JTFdx =(hi2)y, +y. +2 Xy l+e, (23).
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Y esta formula es conocida como de [atogracion Trapocial.

uUtilizando un procedimiento similar con la ecuacion (20) considerando hasta la scgunda

diferencia tenemos:
W FOAx = (W3)(y,+y, 44 DO )+ 2X(TTTTN__ D+ e (24)

Expresién mejor conocida como de ntegracidn. de. Simpson 1/3. Y a diterencia de la
trapecial (23) es aplicable a valores pares de n.

Ahora considerando las terceras diferencias en la expresion (22) e integrando entre x, y X,

podemos obtener:
o F(x) dx =(3/8)h{y,+y.+2 X(

Cmmem )+ B XTI v e, (25)

Conocida como formula de infegracion de Simpson 3/8 y solo aplicable a valores multiplos

de 3.

Ejemplo:

Partiendo de la siguiente tabla
i X, y=F(x)
o 0.1 -15.00
1 02 -15.0002
2 0.3 -15.0020
3 0.4 -15.0084
4 0.5 -15.02588
5 0.6 -15.0641
6 0.7 -15.1356




a) oblener la integral de x, a x, con la regla trapezoidal.
b) Obtener la integral de x- a x, con Simpson 1/3.
c) Obtener la integral de x, a x, con Simpson 3/8.

d) Comparar los resultados con la integral original sabiendo que :

F(x) = x" - x’+0.28x" - 0.8x" - 15

Solucion:

a) Utilizando la formula ¢(23)

SJTEX)Ix =(h2)y, +y.+2 Xy l+e,

Dando valores a la formula:
¥.=-15
¥, = -15.0002
y, = -15.0020
y, = ~15.0084
Y. =-15.0258
¥, =-15.0641

osf?7 F(x) dx = 0.1/2[-15+(- 15. 1356)+2(-15.0002-15.0020-15.0084-15.0258-15.064 11+c,
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o’ F(x) dx = -9.01684J°

b) Utilizando la formula (24).

W F()X = (W3)(y 4y 44 DCTTTT L )+ 2 XTI+ e,

Sustituyendo valores

o FOX)dx=0.1/3[-15-15.1356+4(-15.0054-15.064 1)+2(- 15.0020- 15.0258) +e,

o’ F(x) dx = -9.0161 v’

¢) utilizando la formula (25).

- AT sl + @,

)+ 3 X

of " F(x) dx =(A/8)h[y +y.+2 2(

Sustituyendo:
© ST F(x)dx =3/8(0.1)(- 15-15.1356+2(-15.0084)+3(- 15.0002- 15.0020-15.0258-15.0641) + ¢,

.7 F(x) dx = -9.0161 u’

d) Integrando con la funcién: F(x) = x"-x'+0.2x"-0.8x" - 15

ol (x*-x"+0.2x*-0.8x"-15) dx
or

[x9 - x*/8 + 0.0286x” - 0.1333x" - 15x])




o.°" F(x) dx = -9.0160 u’

Sacando el error:

Para el inciso a)
x = -9.0160
x, = -9.016

e, = [(-9.0160+9.0168)-9.0160 !X 100 = 0.0089%

Para el inciso b) y ¢) son los mismos resultados.

= -9.0160
=-9.0161

x

e, = 1(-9.0160+9.0161)/-9.0160 X 100 = 0.0011%

Por tanto concluimos que ol erior es mas pequeio con la regla de Simpson /3, 3/8. Con

el unico inconveniente de no poderlo utilizar siempre.,

sehHaladas anteriormente.

restricciones  ya




5.4, Problemas do Aplicacidn.
5.4.1 Vias Tergsties

E£n la siguiente tabla se muestran jos valores de la velocidad de un tren que enfrena al

llegar a una estacion.

tseg) Vim/seg)
5 6.6328

10 4.7580

15 3.6741

20 3.6741

25 2.9164

30 1.8842

Calcutar:
a) La aceleracionent = 15yt = 20 seg.
b) La distancia recorrida det = Sa t = 30 seg.

¢) La velocidad en el tiempo t = 7.5 seg. Con la interpolacién de Lagrange.

Solucion:
a) Como la aceleraciéon es la derivada de la velocidad, utilizamos las férmulas de derivacién

de polinomios de segundo y tercer grado. Tenemos:
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a.1) Para los polinomios d¢ 2do. grado utilizando
Parat = 15 seg formula (12).

Yo' = (1/20)(-3y, +3y, -y} + e, (12).

h=s5
y, = 3.6741
y, = 2.9164
y,=2.3412

vy = (1/(2X5))(-3(3.6791)+4(2.9164)-(2.3412) + ¢,

Yy, =-0.1698 m/s’

Para t = 20 seg usamos la misma formula (712}

h=5
Y, =2.9164

y, =2.3412
y, = 1.8842 :

Yo'= (1/(2X5))(-3(2.91164)+4(2.3415) - 1.8842)) + ¢,
y.' = -0.12686 m/s*

a.2) Para las férmulas de polinomios de 3er grado.
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Para t = 15 formula (14).

¥ = (1/(6h))(-11¥,+18y,-9y,+2y,) + €, (14).
h=5
¥, = 3.6741
y, = 2.9164
y, =2.3412
y, = 1.8842

i
!

Yo' = (1/(6X5)) (-11(3.6741) + 18(2.9164) -9(2.3412+ 2(1.8840)) + e,

Yy, = -0.1741m/s”

Para t = 20 seg usaremos (16).

vy, = (1/{6h))(y,-6y, + 3y,+2y,) + e, R

h=5 .

Yo = 4.7590 i
y, = 3.6741 '
y, =2.9164 ;
y,=2.3412 i

y,' = (1/(6X5)) (4.7590 -6(3.6741)+3(2.9164)+2(2.3412) + e,

y, =-0.1285 m/s*
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Sacando ¢! error:

Como los resultados de las formulas de polinomios deo tercer grado son mas exactas Ias

tomaremos de referencia.

Para t =15 seg
x =-0.1741 m/s”
x, = -0.1698 m/s’
e,= 1(0.1741 +0.1648) 1 -0.1741 | X 100 = 2.5%
Para t =20 secg
x = -0.1285 m/s’
x, = -0.1269 m/s”
e = [(-0.1285 + 0.1269)/-0.1285 | X 100 = 1.25%
Para concluir las aceleraciones ent = 15seg . es a = -0.1741 m/s’
yen t=20seg;ecs a=-0.1285 m/s’
b) Para encontrar la distancia, tendremos Que integrardet=5a

t = 20 seg, entonces ordenamos.

i 1 v

o 5 6.6328
1 10 4.7540
2 15 3.6741
3 20 2.9164

Como el nimero de datos es muyltiplo de 3 podemaos ulilizar Simpson 3/8 y trapecial.
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b.1) Usando la tormula trapecial  (23).

SF) dx =(2)y, +y.+2 Xy ]+e,

h=5

y, = 6.6328
y, = 4.7590
y, = 3.6741
y, = 2.9164

JT F(x) dx = (5/2) { 6.6328 + 2.9164+2(4.7590 + 3.6741)) + e,

J™ F(x) dx == 66.0385 m

b.2) usando la formula de Simpson 3/8 (25).

a r—— e

W7 F(x) dx =(3/8)hy,+y,+2 ¥( e aa )+ 3 X ( TN} Y- )

J° F(x) dx = (3/(BX5)) [6.6328+2.9164 + 2(0) + 3(4.7590 + 3.6741)] + ¢,
J© F(x) dx = 65.3409 m

Sacando el error

Como vimos anteriormente el mas exacto es el de la regla de Simpson 3/8; por lo quc 1o

tomaremos como basc.




x =63 3409 m
x, = 66 0385 m
e, = |(65 3409-66 0385)/65 3409 | X 100 = 1.07%

<€) Utihzando ta formula de Lagronge (5.7).

y =X [0 (x-x) 7 (xex) ] w

Usando 4 datos de la tabla donde

x=75
X =5 yo = 6 6328
xy =10 y» = 4 7590
x2 = 15 y> = 36741
x3 = 20 ys= 29164

Y = ({7.5-1T017 5-15)(7 5-20))/(5-10)(5-15)(5-20) +
+((7 5-5)(7 5-15)(7 5-20))/(15-5)(15-10)(15-20) 3 6741 +
+((7.5-5)(7 5-100(7 5-15)}/(20-5)(20-10)(20-15) 2 9164

y = 5 5684 m/s
Entonces la velocidad.

=7.5seg V = 55684 mi/s
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4 i i anale:

Los datos recogidos de campo sobre el perfil de un rio son los siguentes:

Longitud transversal(m) Profundidad (m)
[} o]
2 18
4 20
6 40
8 40
10 60
12 4.0
14 3 40
16 3.60
18 2.80
20 o

Sabiendo que el fluyjo del rio en promedio tiene una velocidad de 3m/s ;i Encontrar el
gasto que se conduce por el rio?

Solucion.
Como se requiere el Gasto recurnmos a la formula
Q=Arv
Donde
Q = gasto.
V = velocidad.

Ay = es el area total
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Como vemos en la tabla toncemos profundidades y longitudes, podemos integrar de O a
20 metros y asi encontrar ¢l érea del canal.

Para trabajar mejor acomodaremos

i X, v,

[e] o o

1 2 1.8
2 4 2.0
a 6 4.0
4 8 4.0
5 10 6.0
6 12 4.0
7 14 3.4
8 16 3.6
9 18 2.8
10 20 o

Aqui podemos usar la regla de Simpson 1/3 y trapezoidal

b.1) Primero usaremos la regla trapezoidal (23).

ST Ex) dx =(h2)ly, +y.+2 Xy ]l+e,

of° F(x) dx = 2/2{0+0+2(1.8+42.0+4.0+4.0+6.0+4.0+3.4+3.6+2.8)) + €,

J° F(x) dx = 63.2 m”*



b.2) Utilizando el método do Simpson 1/3 (24)
ST FOOAX = (NB)(y 4y, +4 X w2 N ) v e,
J° F(x) dx = 2/3[0+0+4[1.8+4.0+6.0+3.4+2.8]+2(2+4+4+3.6)] + e,
f7 F(x) Ox = 66.1333 m’
Entonces A,= 66.1333m’
Como sabemos la regla de Simpson 1/3 es mas exacta que la regla trapeziodal. Con ¢s:0
podemos sacar el gasto.

Q = 3m/s (66.1333m’)

Q = 19834 mYs

Para encontrar el error con el resultado de la regla trapezoidal.
Q = 3Mv/s(63.2m’/s) = 18B9.6ms
Para el error:

er= |(198.4-189.6)/198.4 |X 100 = 4%




5.4.3 Vias Toresues.

Un vehiculo parte do Guadalajara a Zacatecas, y s@ obtuvo la siguiente tabla Jo

velocidades:

t(hrs) vet) (hmshrs)
0.0 9290

0.50 100

1.0 120

1.5 120

2.0 90

2.5 90

3.0 110

3.5 110

a) Obtener el kilometraje que obtuvo al tinalizar el viaje.
b) ;Qué aceleracion tenia ent = 2.0 hrs.?
c) ¢Qué velocidad llevaba en t = 1.60 hrs.?

Solucién:

a) Para encontrar el kilometraje sc puede integrar det = 0t = 3.5 hrs. Acomodandolos para
trabajar mejor: i X, y.
[e] o 90
1 0.5 100
2 1.0 100
3 1.5 120
4 2.0 Q0
S 25 90
6 3.0 110
7 3.5 110
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Para poder integrar esta tabla se puede hacer por medio de la regla trapezoidal y
combinando la regla se Simpson 1/3 y 3/8.

Usando la regla trapezoidal:

SdOF()ax =(h2)y,+y.+2 £ yl+e,

vt

h=0.5
¥, = 90
Yy, = 110
y, = 100
y, = 120
¥y, = 120
¥, =90
¥, =90
Y. =110
Yy, = 100

o** F(x) dx = (0.5/2)[90+1 10+2(100+120+120+90+90+110+110)] + e,

J* F(x) dx = 365 km

a.2) Integrando por la Regla de Simpson 1/3 y 3/8. Para esto tendremos que separar la
tabla:
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x y = F(x)

Simpson 3/ 8 x, o 90
x, 0.50 100

x, 1.00 120

Simpson 1/3  x, x, 1.50 120
x, 2.00 90

x, 25 90

x, 3.0 110

x, 3.5 110

Para la parte de Simpson 3/8 usamos la formula (25).
of*" Fix) dx =(3/8)hly,+y.+2 X( Tmnensead+ 3 E (T )] + o,
J'* F(x) =(3/8)(0.5)(90+120+2(0)+ 3(100+120)] + e,

J'* F(x) dx = 163.125 km

Para la parte de Simpson 1/3 usamos la formula (24).

o F(x)dx = (R/3)(y,+y,+4 (™" )+ 2 X( -+ e,
Wt E(x) dx =( 0.5/3)(120+110+4(90+110) + 2(90)] + e,
o/ F(x) dx = 201.667 km

En total el kilometraje tinat serd la suma de los resultados de Simpson 1/3 y 3/8.

' F(x) dx + , * F(x) dx = 163.125 km + 201.667 km




JSUF(x) dx = 364.792 km

Sacando el error.

Como el mas exacto es el de Simpson 1/3 y 3/8.
x = 364.792
x, = 365

e, = 1(364.792 - 365)/364.792 | X100 = 0.05%

b) Para la aceleracion debemos de derivar en el punto t = 2.0 hrs,

y podemos usar las
férmulas de polinomios de 2da.y 3er.orden.

b.1 Usando la formula (12).

Yo = 1/2h (-3y, 4y, -Y;) + e,
nh=
Yo =90
Y, =90
vy, =110

Yo = 1/2(0.5) (-3(90)+4(90)-110) + e,

Yo = -20 km/hrs?
b.2 usando la formula (15).

y.' = 1/6h (-2y, -3y, +6y, -y,) + €,
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h =05
¥, = 120
y, = 80

y,= 110
y,' = 1/6(0.5) (-2(120) -3(90) +6(90) - 110) + ¢,
Y, = -26.6667 km./hrs’

Sacando el error.

x = -26.6667

x, = -20

e, = |{-26.6667 + 20)/-26.6667 | X 100 = 25%
Entonces la aceleracidon ent = 2.0 hrs. a = -26.6667 km/hrs*

c) Usando la formula de Lagrange ¢(5.7).

y=2X LI (x-x)/(x-x)] v,
— o
B
Utilizando 4 datos:
x = 1.6 hrs
x,= 1.0 Yo = 120
x, = 1.50 v, = 120
x, =2.0 y,= 90
x,=2.5 y, = 90
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Aplicando la formula.

y @ (0%, ) (-2, ) (03,0 1 (g2, )%= 2, ) (Xg-2,) Yo +
(-3 H(%-3, ) (X%, (X =X )%, =2, H{X,-x,) Y, +
({2 ) (x=x J(x-%,) )/ (- %) (3,-%,}(%,-x,) v, +
(0020 (-3¢ )02, )06 3,) (G- %, ) (%7, ) 7, =

¥ = {(1.6-1.5)(1.6-2.0)(1.6-2.5))/(1.0-1.5)(1.0-2.0)(1.0-2.5) 120 +
+((1.6-1.0)(1.6-2.0)(1.6-2.5))}/(2.0-1.0)(2.0-1.50)(2.0-2.5) 90 +
+{(1.6-1.0)(1.6-1.5)(1.6-2.0))/(2.5-1.0)(2.5-1.50}(2.5-2.0) 90 =

y = 114.48 km/hrs.
Entonces la velocidad cuando t = 1. 6 hrs V = 114.48 km/hrs

5.4.4 Topogralia.

Durante un levantamiento de un predio se obtuvieron los siguientes datos de distancias

con respeacto a una esquina:

X, longitud norte(m)
X, (o]
x, 2
x, 4
x, 6

ancho este (m)
45
46
46.50
47.50
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-
fongitud norte(m) ancho este (m)

x
: x, 8 48.00
: x, 10 49.50
x, 12 53.50
i x, 14 56.00
‘ x, 16 57.00
i x, 18 56.00
H X0 20 55.00
3 Xoe 22 52.50
: X 24 47.00
X0 26 41.00
; X,. 28 38.00
;’ X 30 33.00
X,e az 28.00
x,, 34 20.00
X 3s 17.00
X, as 16.00
X 40 11.00
x,, a2z o

Obtener con estos datos ol area del predio.

Solucién:
Como el nimero de datos es multiplo de 3, 6 seca 21, podemos usar el método dc

Simpson 3/8 y trapecial. Usaremos primero el trapecial con la formula ¢(23).
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SOF) dx =(h2)y, +y.+2 X yl+e,

-t

h=2
Yo = 45 y .= 46
¥, =0 y,= 46.5
y, = 47.50
Y. = 48.00
Yy, = 49.5
Y. = 53.50
v, = 56.00
y. = 57.00
y. = 56.00
Y. = 53.00
Y., = 52.50
Y., = 47.00
Y. = 41.00
Y. = 38.00
= 33.00
= 28.00
= 20.00
Y. = 17.00
Y. = 16.00
Y= 11.00

of? F(x)dx=(2/2)[45+0+2(46.50+47.50+48.0+49.5+53.50+56.0+57.0+56.0+55.0+
52.5447.0+41.04+38.0+33.0+28.0+20.0+17.0+16.0+11.0)] + e,




J” F(x) dx = 1682 m”

Usando el meétodo de Simpson 3/8 con la tormula (25).
7 F(x) dx =(8)hly,+y.+2 X( U L I G A ) B X=X

S F(x)dx=(3/8)(2)[45+0+2(47.5+53.5+56.0+47.00+33.00+ 17.00)+3(46+36.5+48.
+49.5+56.0+57.0+55.0+52.5+41.0+38.0+28.0+20.0+16.0+11.0)] + ¢,

JY F(x) dx = 1684.875 m”

Sacando el error.
Como la regla de Simpson ¢s mas exacta que la trapecial.

x = 1684.875 m*
x, = 1682 m’

e, = 1{1684.875 - 1682)/1684.875) | X 100 = 0.17%




Conclusiones:

Como se pudo observar los diferentes métodos expuestos en todos los capitulos pueden
ser aplicados a muchisimos problemas de Ingenieria Civil, que claro no son los unicos, ya
que hay una amplia gama deo problemas que por su extensién y complejidad no podrian sar
tratados en un solo trabajo de investigacién, pero conforme los estudiantes de Ingeniesia
avanzan en su carrera pueden aplicar de mancra mas completa los conocimientos
adquiridos, asi podran ligar los conocimientos de las malterias bdsicas con otras mdads

complejas y de aplicacion, para dar soluciones mas rapidas y precisas.

Por lo que pienso que ¢l manejo de las materias bdsicas de nuestra carrera s muy
importante para el desarrollo de un mejor nivel de conocimientos en los alumnos; creo que
desde la primera hasta la Juftima materia del plan de estudios debe ser estudiada a
conciencia y sobre todo ser comprendida lo mejor posible; y si en un momento dado alguna
materia bdsica no fue estudiada y comprendida con claridad podria repercutir en las
siguientes y no solo esto, sino peor aun, repercutiria en el desarrollo protfesional del

Ingeniero.
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