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Introducción. 

El interés para realizar esta Tesis n.:1c1ó do mi oxpcnoncia como ayudante de prorcsor .... ·n 

Ja materia de • Mólodos Numéricos •. Donde comprendí la importancia de los drfcrcnl•!S 

mérodos en su aplicación p.ura mcc.urnzar y ~impllf1car ciertos proccd1micntos de calculo. 

Deduciendo quo m1onrras más mecanizado este un problcmn se podrá llegar a 

algoritmo quo a su voz so programe lc:ic1l1tando las actrv1d.:Jdos do los Ingenieros. 

Al princ1p10 doscribHó Jo que son los ·Métodos Numéricos .. ; dof1nicndo como lal a u11a 

técnica con la que so puede resolver problemas ya soan simples o complejos. usando tun 

solo operaciones aritméticas. Una de liis pnnc1pa/os características en Ja mayoria de Jos 

ca.sos os llevar acabo un nUmoro considerable de operaciones rep~t1trvas. lo que 

comünmento se conoce como 1toracionos. 

Esto hace algunas décadas daba una seno de problemas on tiempo y cxac11tud de Jos 

datos requeridos. poro con el uso do las computadoras dichos problemas se han ido 

aminorando. 

Med1anto la programación podemos realizar una gran cant1d • .1U do 1terac1ones con 

precisión y exactitud, en un poquono lapso de tiempo. Gracias a la capacidad y eficiencia do 

las máquinas modernas. 



D~do lo anterior se prcscnton algunos •Mótodos Numóncos" asi corno su aplicación l...11 

problemas de lngcnicria Civil; mostrando como so resuelven. en nuestros 11cmpos. con c~ld 

herramienta ran eficaz. 

En el primor capítulo Sú expone el concepto de crro1 y su tonna de rned1c1ón en h ·~· 

•Mótodos Numéricos·. obteniendo un parámetro más cl.:uo de su cxuct1tud. 

En el capllulo 11 su mut.:slran los n1Ctodos mu!> utiJ1¿ados para IJ obtención de rall:t..:~ 

algebraicas o trascendentes. Mostrando algunos problemas u:::;.uillcs en l.:i 1ngcn1c:riu Cr .1, 

como lo son Proyecciones futuras de poblaciones. h1draullcas e lngcn1c11n Sísmica; 1, •'.. 

cuales so resuelven utilizando los mótodos ya vistos. Cornparóndolo5 entr(..~ si observan• :..1 

su rapidez para llegar al resultado final y su exactitud. 

Los sistemas de ecuaciones algebraicas son muy Ülrlcs en la lngcrrn . ..>11..-i C1vrl. dent10 del 

tercer capitulo se explican tres mólodos de solución de dichos sistemas an.-!xando una sc·ru ... • 

de problemas de aplicación. 

En el capitulo cuarto se muestra como a1us1a1 ecuaciones tanto algebraicas corno 

trascendentes en forma de pollnom1os, para facilitar su manc10. En donde se incluye do .... 

ejemplos do aplicación. 

La interpolación, derivación e integración numérica son frecuentes en el campo de 1 .... 

lngenieria, para optimizar datos de diferentes lipes de tablas. sobre todo cuando no se tiene 

la ecuación original. generadoras de dichas tablas. En el quinto capitulo se incluyen alguno:.5 

métodos fáciles de manejar para la Ingeniería Civil. 



De esta manera so prosonta un trabajo que pretendo principatmenre dar una 

herramienta útil al atumno de lngcníoria. Para el plantoamíento de probtcmas 

donde no existe una solución con ecuaciones ya definidas. 



CAPITULO I 

CONCEPTO DE APROXIMACIÓN 

NUMÉRICA Y ERRORES. 



Capitulo/ 

•concepto de Aproximación Numérica y Errores . .. 

Los Mórodos Maromár1cos para la resolución numénca do problemas pueden temer 

errores y las soluciones posibles puodon osrar atecUidas por parámetros drvorsos. Dando 

como ejemplo la velocidad del vicnro, Ja cual varia por d1forontcs motivos en ol transcurso dL• 

un día. poro aposar do osro podemos encontrar una voloc1dad aproximada diana. T<ll ve/

haciendo un promedio do las velocidades que so rcgisrrcn a diversas horas del díiL Tod<.Js 

esras suposiciones del comportamiento del viento nos acarrea un •error"'. 

Ahora bien los Métodos Numóncos proporcionan una aproximación numórtca a la 

solución do un problema. Y los errores que nos acarrean dichas apro.ximac1oncs so pueden 

clasificar en: 

- Errores inhorontos 

- Errores por truncamionto 

- Errores por rodondeo 

Ermres iohau:mtos 

Son los propios de los datos como al loer en algún aparato de medición. al transmitir, al 

reproducir, por impresiones de los instrumentos o más comünmenre errores humanos. 

Eaams por fnlOcamiento. 

Estos orrores son comunes en serios de calculo ya que al utilizar números "racionales o 

con funciones trigonomótricas, las cuales tienen series infinitas de decimales. se tienen que 

reducir a un numero finito de decimales. provocando un truncamiento. 

Como ejemplo ..J 2, sen x, etc. 
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Euarcs dC rcdaru:tasL 

Estos se deben por la 1mpos1b1l1dad do manc/dr en opcrac1oncs corno suma. 

mulliplicac1ón o d1vis1ón. todos los dig11os rcsufranrcs que 1nvoluc1an estas 

oporac1onos. 

Hasta este punto se ha v1slo Jos tipos de errores y sus causiJs peoro podernos 

medir los errores en general rncd1antc el t..•rror .::ibsoluro o el e1tor relativo 

El error absoluto se define corno Ja d1tcrenc1d en vnlor .:-1bsolulo entre 

cantidad cualquiera x y una uproxm1ac1on a C!-.la cantidad rcprc.scnrad.:i por x 

e.= fx -X, j 

El error rc1a11vo se define como el coc1cntc, en valor absoluto. del orrot 

absoluto entre x. gcncrafn1cn1c su expresa en por c1enro. 

o,= Jcx-x,)/ x J x 100 

Ejemplo: 

La función f(x)= 11(2-x) en el punto x = 0.5 es 1(0.5)= 0.6667; Calculdr el error 

absoluto y el error relativo on que se incurre al tomar hasta el pnmcr. segundo. 

tercero o cuarto termino de la sc11c 

l(x) = ~ (x-1)" 

Solución 

a) Tomando en cuenta el primer termino 

f(x) = l: (x-1)' = (x-1) 0 



on of pun10 x= 0.5 

f(0.5) = (0.5 -1)° = 1 

El error absolulo os: 

x, = 1 X =0.6667 

e.= lx-x, 

e.= lo.6667 - 1 1= 0.3333 

El error relativo es: 

e,= ICx-x,)/x IX 100 

e,= l(0.6667-1)/0.6667 1 X 100 = 49.99 o/o 

b) Tomando en cuenla el segundo termino 

f(x) = ::\: (x-1 ¡• =(x-1 )º + (x-1 )' 

1(0.5) = (0.5-1) 0 + (0.5-1)' = 1 - 0.5 = 0.5 

El error absoluto es: 

X= 0.6667 x, = 0.5 

e.= lx-x1 1 

c.= I0.6667-0.5 l=0.1667 

El error relalivo es 

e,= l(x-x,)/x IX 100 

e,= l(0.6667-0.5)/0.6667 IX 100 = 25.0037% 

e) del mismo modo para 3 términos 

f(x) = i (x-l)"=(x-1r(x-1)'-cx-1¡• 



en el punto x = O.SO 

f(0.5) = (0.5-1) 0 +(0.5 -1)' + (0.5·1)' 

f(0.5) = 1 • 0.5 + 0.25 = 0.75 

El error absoluto 

X=0.6667 X,=0. 75 

c .. = lx-x, 1 c .. = lo 6667-0.75 I= 0.0633 

El error relativo 

c.= 1 (x·x,)/x 1 X 100 = 1(0.6667·0.75) I 0.6667 1 X 100 

e,= 12.4044 '!U 

d) Por último para 4 tórrn1nos 

f(x) = ~ (x-1r = (x-1)" +(x· 1)' + (x-1)~ + (x-1)'' 

Para x=0.5 

f(0.5) = (0.5-1 ) 0 +(0.5· 1 )' .. (0.5· 1 )' + (0.5-1 )' 

f(0.5) = 1- 0.5 + 0.25 - O. 1250 = 0.6250 

El error absoluto es 

X= 0.6667 X,=0.6250 

c.= 10.6667-0.6250 1 =0.041 7 

El error relativo es 

e,= 1 (0.6667-0.6250)/0.6667 1X100 = 6.2547% 

So concluye de este CJomplo que mientras mas tórminos tomemos do nucsrra 
formula. mayor será la aprox1rnac1ón de la verdadera función. Pues al cuarto 
termino ya tenemos un error mínimo del 6.25'!-"~. Y en general, como so vera en 
los siguientes capítulos mientras más 1tcrac1oncs los resultados serán más 
precisos. 
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CAPITULO 11 

RAÍCES DE ECUACIONES. 



Capítulo 11 

Rafees de Ecuaciones 

Para esto capitulo os necesario explicar de manera breve los rncrodos a utilizar pt.u-.a IJ 

resolución do algunos problcn1as comunes en Ingeniería 

ZJ__M_¡jtoJ:ta .. Gn.l/1co. 

Es el más simple y poco exacto para obrcncr un.:t raíz de alguna ecuación ya qu0 

cons1sro en gral1car una lunc1on l(x) y obscrvilr en donde cru.za con el CJC x. 

Ejemplo: 

Sea la función l(x) = 2x" + t - eº encontrar alguna raiz aproximada 

Solución 

Tabularemos la función 

l(x) 

-0.128 0.55 

-0.102 0.60 

-0.071 0.65 

-0.034 0.70 

0.008 0.75 

0.054 o.so 

2 

3 

4 

5 

6 

o 10. 

acr. -

........ .,,,. ... , __ 
' o, .. 

c..r-.~,o."'"·' ·~ 
' ' . 

O~J(_,~~+4"> 

lj_) ~ 

FIG. :II:.1 
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Comprobando: 

f(0.74) :a 2(0.74)~ + 1 - o<>•• - 0.0007 =o 

Entonces comprobamo5 quo se aproxima 

Eslos mélodos se caracterizan por que a partir do la primera aproximación a la 

solución de una ecuación y mediante la aplicación do alguna fó1mula do 

recurrencia se obhone una aproximación mo1orada do la solución. 

Esto Mótodo pattc de un 1ntorvalo (x,,x,.) en el cuül se encuentran las raíces. 

comprobando. que f(x,) y f(xJ tronco signos contrarios. Y el método consiste en 

valuar ostá función f(x) en un punto modio do intervalo escogido x,.x., el cual se 

llamara x..,. Sr f(x..J y f(x,) tienen signos contrarios so reducirá al intervalo do x, y x ... 

y si no es así ósea que f(x2 ) y f(x .. ) tengan signos contrarios se reducirá al 

intervalo x ... y x.,. 

Este procedim1onto se efectúa hasta lograr un intervalo muy pequeño que nos 

de una buena aproximación a la raiz. 

Ejemplo 

Determinar la raíz real positiva do Ja siguiente ecuación: 

f(x) = x - e ''l'aJ 
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Solución. 

Primero tobulorcmos ta función para encontrar una p11mera aproximación. 

f(x) 

-0.86 1.3 

-0.64 1.4 

-0.45 1.5 

-0.27 1.6 

-0.10 1.7 

0.06 1.B 

0.21 1.9 

En los puntos x=1.6 y x=1.7 1encmos un cambio de signo en la f(x). por tanto empczarcmo5 

con 

(signo-) (signo+) 

Encontramos x_ 

x_=(1.8 + 1.7)12= 1.75 

l(x_) = -0.021 

Como es signo contrario de f(xJ) cambiamos el intervalo así: 

x,=1.75 y x,.=1.775 

(signo·) (signo+) 

x_= (1.775.,. 1.75)12= 1.753 

f(x..) = 0.000 

Como en el punto x_ : f(x..J = o. Concluimos que la raíz es x=l.763 

'º 



2 22 Método de puoto fijo 

Este mótodo consisto en la apllcnción de la formula, rcsuUado del rcarroglo de un<:J 

ecuación f(x} =O de tal formQ quo quodo: 

x- g(x) 

Una vez hecho esto so procedo a sus1itu1r un valor inicial (x,.J aproximado a la raíz. para que 

so cumpla. 

X,,=9(X,,) 

En realidad no se cunlplc o la primera ya que el valor ~ tan solo es un valor cercano a la 

raíz. Entonces 

o bien x, = g(X.,) 

donde x, será la nueva aproximación do la raiz y susflluyondo x, en el segundo miembro do 

fa ecuación tonemos: 

><, = g(x,) 

Procediendo roiterativamcntc tonemos la formula 

x.= g(x.,) 

n = 1,2.3 •...... 

El único inconveniente do esto método os el criterio do convergencia; que nos índica si el 

método se puede o no u1ilizar. 

Este criterio se define como: 

1 g'(X,,) 1 < 1 
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donde 

g'(x,,)= es la primera do11voda en el punto do 1mc10 

E1umplo 

Encontrar la raíz mas cercana a cero de la ecuación l(x)= x"+c· 

Solución. 

Primero ta.bulurcmos los valores ccrcunos 

f(x) 

125.007 5 

15.707 2.5 

1.00 o 
-3.442 -2.5 

23.4131 -5 .o 

Tenemos un cambio de signo de x= O a X= -2.5 

Entonces tomarnos aprox1m<Jdnmcnto x,,= (0-2.5)10= -1.25 

Y transformamos la func1on d g(x) 

x~ +e·= o X=~·,/· -e· 

g{x) = '•./-e· = -e ,L.~ 

Aphc<Jndo en cntcrio de convcrgcnciOJ 

g'(x) = 6' • ·"13 

g'(x0 ) = 0.5 

J O. 506 1 < 1 

Converge por tanto Podemos utihza:r el método. 

Comenzando: 

g(~) = -1.57 

g(x,) = -1.658 
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g(x,) = -1.738 

g(x,) = -1.785 

g(x .. ) """-1.813 

g(x.J = -1.830 

g(x.J = -1.840 

g(x,) = -1.847 

g(x,.) = -1.851 

g(x,.) = -1.853 

g(x,.) = -1.855 

g(x.,) = - 1 .856 

g(x.,) = -1 .856 

g(x,.) = -1.857 

g(x,.) = -1.857 

g(x,.J = -1.857 

Como se repite deducimos que la raíz de x = -1.857 y lo comprobamos en la función originul. 

1(-1.857) = 0.001 = o 
Como podemos observar el error es pequeño. 

2 2 3 Método de Newton- Raphsoo 

Este método consiste en extender una tangente desde el punto { x,.f(xJ } . El punlo 

donde esta tangente cruza el eje x representa una aproximación mejor a la raíz_ 
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El método so puedo dorivar goomótricamcnto. Como on la siguiente figura. 

,, .. , 

o 

FIG. :U:. Z 

En esta figura so extrapola una tangente a la función en el punto x, hasta el e1e x pura 

obtener una estimación do la raíz en x .• ,. 

De aquí se puede obtener f'(x.) =f(x.J) / ( x.-x ... ) 

Que so puede reordenar de tal manera que: 

X, •• = X, - f(x.) I f'(x.) 

La cual se conoce como formula do Newton-Raphson. Al igual que el método de punto fijo 

este método tiene un crirorio de convorgcnc1a que debe cumplir: 
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1 ( l(x.J 1 "(><,.) ) / ( 1 '(><,.) )' 

donde 

f "(Xo) - primera derivada do la función valuada en el punto do inicio. 

f •(") =segunda derivada do la lunción valuada en el punto de inicio. 

Ejemplo: 

Encontrar ta raíz mas cercana a cero de la función f(x) = cos x-x" 

Solución 

Primero tabularemos la función f (x) : 

f(x) X 

-9.999 -3 

-4.416 -2 

-0.460 -1 

1.000 o 
-0.460 

-4.416 2 

-9.999 3 

Como veremos la ecuación es simétrica y tenemos 2 raíces de signos contrarios. 

Sacaremos la negativa que se encuentra entre x =O y x = -1 

Para nuestro punto de inicio usaremos X. = (0-1 )/2 = -0.50 

Antes de aplicar el método se tienen que comprobar el criterio de convergencia. 

!(><,.) = cos X., - x.,' = 0.628 

f(x,,)' =-son x,, - 2x., = 1.479 
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ApUcando el método: 

f(x,,)" = - cos X,, -2 = -2.878 

1 ( f(x.J I(><,,)" ) / ( l(x,,l' )' 

( 1.628x(-2.878)) I ( 1.479 )' 1 < 1 

1 - 0.826 1 

Si converge. 

><,,=-o.so 

X, = X,, -( l(x.J ) I l'(x0 ) 

x, = -0.S - (cos(-0.S) - (-0.3)') I (-sen (·O.S)-2(-0.5)) 

X,= -0.9242 

x .. = -0.8291 

x .. = -0.8241 

x. = -0.8241 

x.= -0.8241 

Como so repite se deduce que la raíz es -0.8241 y lo comprobaremos a continuación: 

f(-0.8241) = cos (-0.8241) - (-0.8241 )' 

f(-0.8241) = 0.000 

Por lo que concluimos que está es la raíz. 

16 
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2 .3 prqb(emas ele Aplicocjón 

A continuación so plnntoaran algunos problemas de lngcnioria Civil que se resolvcrün 

por todos los métodos que se oxplicarón anteriormente. 

2 31 poblgciones 

La población del arca urbana declina en !unción del tiempo do acuerdo con 

P.(l) =P.- e - +P._ 

Mientras que la población suburbana crece do acuerdo a 

P
0
(l)=(P_) I ((1+((P-/PJ-1 ))e"") 

Donde P -· ku, P -· P _. P .. y ks son parámetros determinados do forma empírica. 

Por lo que tomaremos. 

P _ = 40.000 hab. 

P _ = 10,000 hab. 

P_ = 12,000 hab. 

P.. = 2.000 hab. 

ko 0.04 año ' 

ks = 0.06 año ·• 

Determínese el tiempo y los valores correspondientes de P..(tf y P.(t) cuando las 

poblaciones son iguales: 

,. 



Solución: 

Como se nos drcc que los valores de P .. (t} y P.(t) son iguales podemos igualar l .. 1.; 

ecuaciones y sustituir las constantes. 

P,.(t) = 40,000 e"'"'•+ 10.000 

P.(t) = 12.000 / ( h( ( 12.000/2.000) - t )e"-) 

P.(t) = ( 24 X 10"') I ( 2.000 + 10,000 e"'-} 

Como deben de ser iguales las poblaciones. 

Sustituimos e 1gualomos a cero 

P.(I) = P.(1) 

40,000o.., ... - 24x 10• I (2,000 + 10,000 o .... , •• )+- 10,000 =O 

Esta ecuación es rmplicira. ya que no se puede dcspc1ar 

A. 1 Utilizando o! mótodo gr¿jfico. 

T,abutaremos t{I) (hab) t(Drios) 

48,000 o 
33.607 10 

23,184 20 

13.477 30 

9.820 40 

5.805 50 

3,071 60 

1,270 70 

105 80 

-642 90 

- 1,120 100 

---------·-----------~-- ----·· - ...... ·-··- --- -·---------
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Como vemos la raíz sera aprox1n1adamcntc t = 81.5 años 

Y para comprobarlo sacarcmo::> lo::> vulorcs de P.(I) y P_Ct) 

P .. (81.5) = 40.000"' ........ "'"' + 10.000 

P.(81.5) = 11.535.53 hab 

P.(81.5) = ( 24 X 10") / (2.000 + 10.000o"'"·•' "¡ 

PJ81.5) = 11.565.07 hab. 

Cabe señalar que para esté c¡crnplo en cspcc1l11:0 el rc!.ultado por razones 

obvias debe redondearse a un nUrncro entero Así tcnc.-nlos P. (81.5)= 11,565 

hab. 

Y con estos resultados veremos que error cncontr<..trnos. 

Error absoluto. 

Tomamos como x, = 1 1.5G3 y = 11 .535 

c.,= 1 11.535 - 11.563 1 = 27.54 

Error relativo. 

e. = J ( 11.535 - 11 .563 ) / 11.535 J X 100 = 0.24% 

A.2 Mótodo do Bisección. 

40,000eº-.·(24X 1o•)t(2.000+10.oooc"'._. )+ 10.ooO=O 

Como el anterior método tabularemos la función. 

f(t) 

48000 o 
33607.723 10 

23184.595 20 

15477.806 30 

9820.437 40 



5805.228 50 

3071.007 60 

1264.302 70 

104.757 00 

- 692.0409 90 

-1120.47 100 

En los puntos t ..... 90 y t = SO tenemos cambio de signo. por lo que serán nuestros 

puntos de inicio. Aplicando ol mótodo. 

t, = BO t,, = 90 

signo(+) signo(·) 

,_ = (00+90)12 = 85 

l(t_J = -310.086 

l, =80 l,=85 

signo(+) signo(-) 

,_ = (80+85)/2 = 92.5 

l(t_J = -114.206 

t, = 80 t, = 82.5 

signo(+) signo(-) 

·- = (80+82.5)12 = 81.25 

l(l_J ~ -7.771 

1, = 00 t, = 81.25 

signo(+) signo(-) 

•-= 80.625 
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1(1.J = 47.7102 

t, = 80.625 t., = 8 1 .25 

signo(+) signo(-) 

t..,= B0.9375 

1(1_) = 19.7764 

t, = 80.9375 t.,= B 1.25 

signo(+) signo(-) 

1_ = 81.0038 

1(1.J = 5.9546 

l,=81.0938 t,.=81.25 

signo(+) signo(-) 

• ... =81.1719 

1(1_) -0.022513 

1, = 81.0938 

signo(+) 

l.,= 81.1719 

signo(-) 

t ... =81.1329 

1(1.J = 2.5065 

t, = 81.1329 

signo(+) 

t_.=81.1719 

signo(-) 

t ... = 81.1529 

1(1.J = 0.791225 

----------------------
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t,-81.1529 t,,=81.1719 

signo(+) signo(-) 

t ... = 61.1624 

f(l.J = -0.0878 

t,=81.1529 

signo(+) 

'" = 81.1641 

signo(-) 

t_ = 81.1577 

f(l.J = 0.3252 

t,=81.1577 

signo(+) 

t,, = 81 1624 

signo(-) 

t_= 81 16005 

f(l.J = 0.1143 

t, = 81.1601 

signo(+) 

t, = 81 1624 

signo(-) 

t_ = 81.16125 

f(l.J = 0.0089 

t,=81.1613 

signo(+) 

t, = 81.1624 

signo(-) 

t_= 81.1612 

f(I_) = 0.0176 

t, = 81.1612 t,, = 81.1624 
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signo(-+-) 

l.=61.1616 

1(1..) = -0.03507 

t,-81.1612 

signo{+) 

l,,=81.1618 

signo(-) 

1_ = 61.1615 

1(1..) = -0.0067 

t, = 81.1612 

signo(+) 

t,, = 81.1615 

signo(-) 

•-= 81.1614 

1(1..) = 0.0000 

Entonces la raíz la tomamos como t = 81. 1614 

Comprobando 

P.,(81.1614) = 40,000o"''-....' ••••• + 10,000 

P.(81.1614) = 11.556.4747 

P 0 (81.1614)=(24x10º) / (2,000+10,000c ••-•"0 'º') 

P. (81.1614) = 11,556.4746 redondeando a cnleros 11,556 hab 

Sacando el error 

Absoluto: 

ª· = l 11,556 - 11,556 = o 

Relativo: 
e,= 1 ( 11,556 - 11,556) / 11,556 IX 100 =o 

24 



A.3 Método do Punto Fijo. 

40.000e'°- - 24 X 10• I (2.000+10,000e"...,} + 10,000 =O 

Primero chocamos la convorgcnc1a encontrando pnmcro g(t) 

Despejando una r 

40,000oº""" = 24 X 10• / (2,000+10,000c".__) - 10,000 

e'°aa = 24 x 10• / (40.000 (2.000+10,000o"""'J) - (10,000/40.000) 

Aplícando logarllmos 

-0.04r = 11-0.04 Ln (600 I (2.000+ 1 O,OOOc ..... , - 0.25 } 

g(t) = r = 1/-0.04 Ln ( 600/(2,000+10,000c"-¡ - 0.25) 

Derivando g(t} 

g(t)' = 1/-0.04 X 1 I ( 600 I (2.000+10.oooc"-¡ - 0.25) X (-600 (2,000+10.oooc· 

•-)•X 10,000 (-0.06)o"'-) 

g(r)' = ( (-9 X 10°)(2.000+10,000c°'"J 'e"'") I ( 600/ (2,000+TO.OOOc"~l - 0.25) 

Del modo anterior usaremos 

Aplicando ef método: 

r =85 

lg(85)' I= -0.3141 

lg(85) 1 < 

0.3141 

converge 

... =85 

g(!.J = 79.7782 

g(I,) = 81.7603 

g(I,) = 80.9201 
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Entonces tonemos quo Ja rníz es 

Comprobando 

g(r.J = 81.2615 

g(I.) = 8 l. 1203 

g(I,) = 81.1783 

g(•.> = 81 .1544 

g(I,) = 81 .1643 

g(I.) = 81 1602 

g(I.) = 81.1619 

g(I,) = 81.1612 

g(I,.) = 81.1615 

g(t,J) = B 1.1614 

9 cr.,¡ = 01.1614 

g(I,.) = 81 1614 

t = 81.1614 

P .. = (81.1614) = 11,556.4747 redondeando 11,556 hab. 

P.(81.1614) = 11,556.4746 redondeando 1 1,556 hab. 

Por ranro el error es el mismo quo ol mótodo anrcuor. 

A.4 Método de Ncwton-Raphson. 

f(I) = 40,000e""°"' - (24 X 10•) I (2,000+10,000e ... '"'') + 10,000 =o 

Para comenzar comprobaremos ol criterio do convcrgcnci.:J. 

f(t)' = -1sooe~~· + (24 X 10•)(2.000+10.oooeº~¡ '(10.000)(-0.0S)oº~¡ 

f(r)' = -1600e~-- - (1.44 X TO"'c"'.....,) I ( ( 2,000+1 O,OOOoº""")'') 
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f(t) .. = 640º .... - 864X10•0° .. I ((2.000+10.0000..._ .... ,,, - 1.728X10'~o º' ... I ( (2.000 + 

+10,0000••¡') 

Usando fuc:a-85 

1(1,,) = -310.0856 

1. (t,,) = -74.0662 

1 • (1,,) = 3.30265 

l ( 1(1.J 1(10 )" ) I ( 1 (l.)' )' 

I 0.1711 I < 

Converge 

Aplicando el mélodo 

'· = r..- 1(1,,) /l'(r.J 

l,,=85 

t, = 80.8134 

~=81.1614 

r1 =81.1S87 

r .. = 81.1614 

Como se repiee la raíz es t = 81. t614 

Aaauman de Mtitodoa UtiUzadQs. 

Método tiempo º· º· No. itoracionos 

Gráfico 81,5 0.2754 0.24º/u -------------
Bisección 81.1614 0.0001 0% 17 

Punto fijo 81.1614 0.0001 0% 12 

Newton-Raphson 81.1614 0.0001 0°/o 3 
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2..3..z__Jogcoreoria Sfsrn.ic_a. 

En lngcnicria Sism1ca podomos definir ol movímicnto do una cstruclura mediante l;.1 

siguiente ecuación de oscilación amortiguada. 

donde 

k = es el amorf1guam1cnto = 0.5 

w = frecuencia propia do la csrructura = 2 

t = es el tiempo 

y(t) = 100 .. cos W1 

y(t) = os el dcsplazarmcnro con rcspoclo al f1cmpo 

Si nosorros queremos cnconlrar ol tiempo t para que la csrructura se dosplacc 4 

tendremos: 

y(I) = 4 

onroncos: 

4 = 100 ... cos wt 

quedando: 

4 == lOoº .. cos 2t 

f(t) == 100 " .. cos2t - 4 =O 

Ahora aplicaremos Jos MótOd'os Numéricos para encontrar r 
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B 1 Método Gráfico 

Primero tabularemos f(t): 

tlTJ 
f(t} 

6 o 
4.3341 0.2 

1.7042 0.4 

-1.3156 0.6 
.>O-

-4.1957 0.6 
.? o 

I O- -

o 01 o 
-10 

-i?'0--

-3 O-_ 

-4 º-
FIG.ll:-4 

Como podemos ver en la gráfica la raíz es aproximada t = 0.515 

comprobando f(0.515) = -0.021 

1=0.515 

y(t) = 3.9795 4 

Sacando el error 

Absoluto: e.= 1 4 - 3.9795 1 = 0.021 

Relativo: e,= 1 (4-3.9795)/4 1 X 100=0.51% 
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f(I) = 100'° .. cos2 t -4 =O 

Usando la tabulación del método anterior tomando 

signo(+) signo(-) 

t, = 0.4 t,, = 0.6 

• ... =0.50 

f(IJ = 0.2079 

t,=0.5 

signo(+) 

t,,=0.6 

signo(-) 

'-= 0.55 

f(tJ = -0.5546 

t, = 0.5 t,, = 0.55 

signo(+) signo(-) 

•-= 0.5250 

f(tJ =-o. 1730 

1, =0.5 

signo(+) 

'~ = 0.5250 

signo(-) 

,_ = 0.5125 

f(t.J = o.o 1 76 

1, = 0.5125 

signo(+) 

t.,= 0.5250 

signo(-) 

---·------·---·-·-"··-----.. --------
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1_ = 0.5188 

l(IJ = -0.0777 

t, =0.5125 

signo(+) 

17 = 0.5188 

signo(-) 

r ... == 0.5157 

l(IJ = ·0.0305 

t, = 0.5125 

signo(+) 

t.,= 0.5152 

signo(-) 

t_=0.5141 

l(t_) = -0.0065 

t, = 0.5125 t.1= 0.5141 

signo(+) signo(-) 

t_ = 0.5133 

l(tJ = 0.0054 

1, =0.5133 

signo(+) 

•.1 = 0.5141 

signo(-) 

t_= 0.5137 

l(IJ = -0.0007 

ti= 0.5133 ~ = 0.5137 

signo(+) signo(-) 

t_=0.5135 

l(t_) = 0.0023 

:s, 



Por lo quo la raíz será t = 0.5137 

Comprobando 

y(I) = 3.9993 

Sacando el error 

t, •0.5135 

signo(+) 

t.,= 0.5137 

signo(-) 

,_ = 0.5136 

1(1..) = Q.0008 

t, = 0.5136 

signo(+) 

tJ = 0.5137 

signo(-) 

t,H = 0.5137 

1(1.J = º·ºººº 

Absoluto. e.,= 1 4 - 3.9993 1 = 0.0007 

Relativo. o,= 1 ( 4 - 3.9993 ) I 4 1 X 100 = 0.02o/ ... 

B 3 Método dfLE.u.nw..1.i.io.. 

f(t) = 10c"' .. Cos 2t • 4 =O 

Primero sacaremos la convergencia . Despejamos alguna t 

100"° .. Cos 2t - 4 =o 

Cos2t = 2 I ( 5 o"'"') 

21 = Cos' ( 2 / (5 e~")) 

g(I) = 1 = 1/2 Cos' ( 2 /(Se"") ) 
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Sacamos la dorivada 

g(I)' = - (1/2) ( 2(0.5)oº"/5) I ../fi--·(2/500")') 
g(I)' = - (1/2)((1/2)o0

" ) I ( ,/(1 ·:-(4/25)o')¡ 

g(1)' = - (114 ¡eº" t < ·rn-: (4i25Yo'.)l 

Valuándola esta en ol punto de inicio 

1=0.50 

Converge 

Entonces podemos utilizar ol método 

g(0.5)' = -0.3741 

1 g(0.5)' 1 < 1 

1 -0.3741 1 <: 1 

1,,=0.5 

g(l0 ) = 0.5157 

g(t,) = 0.5133 

g(t,) = 0.5137 

g(t,) = 0.5136 

g(I.) = 0.5136 

g(t.) = 0.5137 

g(I.) = 0.5137 

Como vemos el resultado es igual que el método anterior por lo que tenemos el mismo error. 

B 4 Método de Nr:wton-Aaohs.Qll.. 

f(t) = 100·'ª1Cos2t - 4 =o 

Primero checaremos et criterio de convergencia 

1(1)' = 1oe•• (-sen2t)(2) + 10(-0.5)e•• cos 2t 

1(1)' = -20scn2to"""' - 5 Cos2t + e"u' 
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f(t)" = -20oº"Cos21(2) -20(-0.5)e"'Scn21 -5oº"(-Scn21)(2) -5(·0.5)oº" Cos 21 

f(tr ¡;;¡ - 40Cos2to...,••+ 10Scn2to .. •'- 10Scn2tc'"" + 2.5Cos2to'' .. 

Valuando el criterio en t = 0.5 

f(t) = 0.2074 

Aplicando ol método 

f(t)'" = -37.5Cos2tc"'" 

f(t)" = -15.2107 

f(I)" = -15. 7795 

f ( f(I) f(I)") I ( f(I)" )' f< 1 

J 0.0141 I< 1 

Converge. 

l,,=0.5 

1, = 10 - ( f(l 0 ) I 1(1.,)') 

t, = 0.5137 

t,, = 0.5137 

• .. = 0.5137 

Como se repite la raíz es t = 0.5137. Es la misma que hemos visto con métodos anteriores. 

Mótodo 

Gráfico 

Bisección 

Punrofljo 

Newton-Raphson 

tiernpo 

0.5150 

0.5137 

0.5137 

0.5137 

º· 
0.021 

0.0007 

0.0007 

0.0007 

e, No. de tlcracioncs 

0.51o/u ------·------
0.02º/g 12 

0.02% 6 

0.02°/o 2 

-----····--·--------------
34 



2 3 3 Hidróulica...dCLCanaJc..s. 

En un canal reclangular conslan10 con un arca 1ransvorsal A. Bajo condiciones 

do flujo uniforme. se 11ono un 11ran10 Y .. · Dicho canal conduce un gasto de 14. 15 

mJl/s y tiene una baso de 4.572 m, esta constituido con cemento puhdo y tiene una 

pondienlo do 0.0015. 

Encontrar el tirante normal Y~ y dclcrminar que tipo de régimen es el fluJO. si se 

sabe que el 1iranto critico se puede expresar con lu formula. 

Solución. 

Y. = ( O' I B's) 

a =gasto 

B =base 

Y. = tirante critico 

Y .. = tirante normal 

s=pondicnte 

Con los dalos proporcionados podemos deducir que utilizando la formula de 

Manning podemos resolver el problema. 

Datos: 

Formula 

0= 14.15m:./s 

B = 4.572 m 

n = 0.010 (cemento pulido) 

s = 0.0015 

Y.=? 

O=A( Rh.,,...s~ )/n 

A=area 

n = coeficiente do rugosidad 

Ah = radio hidráulico = A I P 

----------------------· -· 
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El Arca puede dcfirnrso 

S = pendiente 

P = pcrimctro 

A= 4.572 (y,) 

Sacamos el pcrirnctro hidráulico P = 4.572 + 2 Y .. 

Ah= A/P = 4.572y., / (4.572 + 2y.,) 

Sustituyendo en In ecuación. 

14.15:..::. 4.5-/2 Y .. ( 4.572y,, I (4.572 + 2Y.) )'''(0.0015)'··· ¡ O .010 

0.70911 =Y .. ( --l.572y., / (4 572 + 2y,.) v·· 
O 71434 =Y ..... ·( 4.572yJ (4.572 + 2y,.)) 

3.2660 + 1.42868 y_= 4.572y .. '""' 

f(y~) = 4.572y.,'·~ · 1 42868y,. - 3.26GO =O 

Con esta ecuación podemos cncontrur Y .. · 

Primero tabularemos 

(y.) f{y.) 

o -3.266 

0.2 -3.46!)9 

0.4 -3.3748 

0.6 -2.8483 

0.8 -1.7918 

1.0 -0.1227 

1.2 2.2316 

1.4 5.3368 
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Como so puedo ver la raíz aproximadamente es 1.05 m 

Encontrando el error sustituyendo en la ecuación 

14.15 = ( 4.572(1.05)) ( 4.572(1.05) / 4.572 + 2(1.05) ~(0.0015)~/ 0.010 

14.15 = 14.9291 

Absoluto. e.= 1 14.9291 - 14.15 I= 0.7791 

Relativo. e.= 1 (14.9291 - 14.15) / 14.15 f x 100 = 5.51o/o 
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f(y,.) = 4.S72y., .. " - 1.4287 Y .. - 3.2660-. O 

De la tabla lcncmos ol cambio do signo y u1ilizarcmos. 

Y .. , = 1 .O y..., = 1 .20 

signo(-) signo(+) 

Y-= 1.10 

f(y_) = 0.9646 

Y.,= 1.0 yto.J' = 1.10 

y_= 1.05 

f(y_) = 0.3990 

Y.,= 1.0 Y • .z = 1.05 

signo(-) signo(..-) 

Y-= 1.023 

f(y_) = 0.1327 

Y .. ,= 1.0 Y..z = 1.025 

signo(-) signo(+) 

y_= 1.0125 

f(y_) = 0.0036 

Y.,= 1.0 

signo(-) 

Y~= 1.0125 

signo(+) 
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Y-= 1.0063 

f(y_l = -0.0593 

y_, - 1.0063 y..,,= 1.0125 

signo(·) signo(+) 

Y-= 1.0094 

f(y_l = -0.0279 

Y.,= 1.0094 y..,,= 1.0125 

signo(-) signo(+) 

Y-= 1.01096 

f(y_J = -0.0121 

Y.,= 1.01095 

signo(-) 

y~= 1.0125 

signo(+) 

Y-= 1.0117 

f(y_J = -0.0045 

Y.,= 1.0117 y..,,= 1.0125 

signo(-) signo(+) 

Y-= 1.0121 

l(y_J = -0.0004 

y.,1 = 1.0121 yftl = 1.0125 

signo (-) signo (+) 

Y-= 1.0123 

l(y_) = 0.0016 

----------------------····-·-. ·-·-···-·----·-· ····-··-·- ·--·----------
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Y ... - 1.0121 Y~=1.0123 

signo(-) signo(+) 

Y-= 1.0122 

l(y_) = 0.0006 

Y.,= 1.0122 

signo(-) 

Y~= 1.0123 

signo(+) 

Y-= 1.0122 

l(y_) = 0.0006 

Por Jo que concluimos con Y .. = 1.0122 

Sacando el error. 

14.15 = ( 4.572(1.0122)) ( (4.572(1.0122) / 4.572 + 2(1.0122) )m(0.0015) 0~/ 0.010 

14.15 = 14.1513 

Absoluto. e .. = 14.15-14.1513 1 =0.0013 

Relativo. e,= 1 (14.1513 - 14.15) I 14.1513 X 1 00 = 0.009º/o 

C 3 Método do punto fiio. 

f(y.) = 4.572y.~ - 1.42B7Y. - 3.2660 =O 

Aplicando el criterio de convergencia. Despejamos Y .. 

g(y.) =Y. = ( ( 1.42B7y. + 3.2660) / 4.572 )~ 

g(yJ' = (215) ( (1.42B7y_ + 3.2660) / 4.572 )~ (0.3125) 

g(y.)' = 0.1250 ( (1.42B7y. + 3.2660) / 4.572) •• 
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Aplicando el Método. 

La raíz es entonces 

Comprobando. 

Enelpuntoy .. = 1.10 

g(1.10)' = 0.1206 

1 g(y.)' 1 < 1 

Y.= 1.0121 

1 0.1206 < 1 

Converge. 

Y .. ,= 1.10 

g(y.,) = 1.0226 

g(y~) = 1.01345 

g(y.,) = 1.0123 

g(y_) = 1.0122 

g(y_) = 1.0121 

g(y..) = 1.0121 

g(y.,) = 1.0121 

14.15 = ( 4.572(1.0121) ) ( (4.572(1.0121) I (4.572 + 2(1.0121) )~ (0.0015)~ /0.001 

14.15 = 14.1492 

Absoluto. e. = 1 14. 15 - 14. 1492 1 = 0.0008 

Relativo. e,= 1(14.15-14.1492)/14.15 IX100=0.0056% 
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e 4 Método d~ton:.BlU>h.:i<>IL 

f(y_J = 4.572Y. V, . 1.4287y_ - 3.2660 = o 

Aplicando ol criterio de Convergencia. 

En el punto y.,= 1.10 

Aplicando el mé1odo. 

f(Y.J' = 11 .43Y." • 1.4287 

f(y.J" = 6.838y_ -· 

1(1.1) = 0.9646 

1"(1.1) = 9.3660 

f"( T. 1) = 5 888 

1 ( f(y.J f(y.)" ) / ( f(y.)' ¡' 1 < 1 

1 o.0647 I< 1 

Converge. 

y...,= 1.10 

Y., = Y~· ( f(y_J / l(y~J") 

Y.,= 0.9970 

Y..,,.= 1.0122 

y..,]= 1.0121 

Por tanto la raíz es Y .. = 1.0121. Como es igual que el anterior tenemos los mismos errores. 
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Aeaumen • loa MtUQdQa. 

Método Y. º· º· No. de iteracionos 

Gráfico 1.05 0.7791 S.31'Yo 

Bisección 1.0122 0.0013 O.QOg<>/o 12 

Punto fijo 1.0121 0.0008 0.0056°/o 5 

Newton·Aaphson 1.0121 0.0008 0.0056% 3 

Por último para terminar el problema sacamos ol tirante crítico. Utilizando la siguienlo 

formula: 

Y.= (0" / (B1g) )'Q Donde ges la aceleración do la gravedad 9.81 mis" 

Y.= ( 14.15 I ((4.572)'(9.81) )'~ = 0.410 m 

Como Y.< y.,= 0.410 < 1.0121 m el rógimen os supercrítico. 
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CAPITULO 111 

RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE 

ECUACIONES ALGEBRAICAS 

LINEALES 



Capltuto 111 

Re•olucldn ~ Slstanras da Ecuaciones Algebraicas LJneales. 

Muchos problemas c-n lngomcria Civil se pueden expresar en términos do ccuacíont>:s 

algebraicas lineales. A causa de esto el presenta capítulo se dedicara a los métodos que so 

utilizan para resolver sistemas do csrci tipo. 

Esros sistemas se pueden expresar en forma general. 

a,.x, + a,,,.x,, + a, .. x .. + ... + a,,,x .. = b, 

a,.x, + a,ux,, + ª""')(" + ... + a ... nx .. = b,, 

a .. ,x t + a..,,,x,,. + a"'",x~ + ... + a:.,x,, = b .. 

a,.,x, + a .. ,,x,, + .:l,...x .. + ... + a..,,x,. = b .. 

a .. ,x, + a_,x,, + a..,,x. .. + ... + a..,.x,. = b .. 

donde: 

a = coeficientes constantes. 

b = rerrninos independientes 

n = as el numero de ecuaciones. 



Y tamb1ón lo podemos expresar en forma matricial. 

o.. ª•.1 a, .......... a, .. 

a .. , ª""' a.._. ........ a_ 

a. 1 a_. a,... ..... ···ª-

U•lrlz de coeflecienl•• 

x, 

x, 

x, 

x,. 

Veclor de 

b, 

b, 

b, 

b_ 

Vector de 

lncognllas IOrmlnos independi•nlos 

Para estos sistemas tonemos las soluciones como el conJunlo de valore!> x,. x .... x~, x ...... x .. 

que deben satisfacer simuftánoamcntc a todas ras ecuaciones. 

En Ja solución de estos sistemas pueden presentarse tres casos: 

- Una solución única; por tanto el sistema es compal1ble y determinado. 

- Más de una solución; por tanto el sistema es compatible pero indeterminado. 

- No haya solución; el sistema es incompatible. 

Se puedo expresar como 

A X= b 
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A:= matriz de coeficientes. 

x = vector do incógnitas. 

b =vector de tórminos independientes. 

=1 2 M(>toda Gaifico 

Este método es solo utilizable par sislomas do ecuaciones do 2 incógnitas y de 

3 incógnitas. 

gráficamente. 

Ya que uno do más ecuaciones no se puede representar 

El método consiste en gráf1car cada ecuación y encontrar la intersección de 

estas ecuaciones. dicho punto será la solución del sistema. 

Ejemplo: 

Resolver gráficamente el siguiente sisloma. 

Graficando Ja ecuación 1. 

suponiendo: 

entonces: 

suponiendo: 

entonces: 

Graficando la ecuación 2. 

suponiendo: 

entonces: 

suponiendo: 

entonces: 

X,= 0 

x.,=-2 

X,= 4 

X,= o 

x, = o 
X,= 1 

X,= 1 

X,= o 

2x, - 4x, = 8 

x,+ ~ =1 2 

... 



_,e -

FIG.nt:.I 

Del mismo modo para 3 ecuaciones simulláncas cada ecuación representa un plano en c:I 

sistema coordenado tridimensional. El punto donde so intorsoctan los 3 planos representa r.:i 

solución. Pero como en esto trabajo lo que se persigue es fac1lltar la resolución de 

ecuaciones simultáneas, el método gráfico para 3 ecuaciones, resulta demasiado tedioso y 

poco preciso. 

--------···---··· -·· ..... -····- ....•.. ·-·- .. 
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3 3 Mátodo dp Gauss-Jordan 

Es uno de los métodos más Utllos y sencillos. Consisto básicamente en obtener sistemas 

oquivalentes, a par1ir dol sistema original. utilizando oporacionos elementales sobre IO!; 

renglones do Ja matraz. 

Dichas operaciones son las s1guicntos. 

a) Intervalo do un renglón por otro; reordenando las ccuac1onos. 

b) Multiplicar todos los elementos de un renglón por un escalar d1fcrontc de ""O"". Operación 

que equivale a multiplicar un ecuación por una constante. 

e) Sumar termino a termino 2 renglones. que equivale a su1n.su 2 de las ccuac1oncs dt:I 

sistema. 

El Método do Gauss-Jordan consiste en rcalrzar todas estas oporac1onc::~. 

sistemalizándolas. para obtener un sistema oqu1valonte en el cual la matriz del sistema 5~ 

convierta en la matriz identidad. A partir de esto Ultimo s1slcma se podrá obtener su solución 

directamente. 

Pasos para la aplicación del método. 

1) Seleccionar un elemento diferento de cero como pivoto: esto debo sor algún elemento do 

Ja matriz do coeficientes. 

2) Convortir en uno el elemento pivote mediante operaciones clomontalcs de matrices. 

3) Convertir en cero todos los elementos de la columna donde se encuentre el elemento 

pivote. 

4) Seleccionar un nuevo pivote, el cual no debo estar ni en ol renglón. ni en la columna 

donde so encontraba el pivote o pivotes anteriores. 
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5) Repetir- los pasos antc11orcs hasta obtener- una matriz de cocfic1cntcs formada solamcn~c 

con unos y ceros. 

Ejemplo: 

Resolver por ot mótodo de Gauss-Jord.:in los s1gu1cntcs sis.tema~ de ccuac1oncs. 

2x, + ax .. - x .. = -12 

Sx, - xJ + 2X_. = 29 2 

-3x, · 4x .. + x~ = 5 3 

Para mayor comodidad el s1stcrna lo roprcserH.::imos. 

Empezaremos a aplicar el mótodo. 

2 

3 

Utilizaremos como pivote el 2 de la ccuclc1ón 1 y lo haremos 1 d1vid1cndo la ecuación cnt113 

2. 

2 

3 [ : 3 -1/2 

-1 2 

-4 

-6 J 29 

5 

Para convertir en cero todos los elementos de la columna del pivote pnmcro multiplicaremos 

la ecuación 1 por -5 y la sumamos a la ecuación 2. Y queda. 

2 

3 

3 

-16 

-4 

-112 

9/2 
1 -6 J 
1 59 

1 5 
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Ahora multíplicaromos la ecuación 1 por 3 y lo sumaremos a la ecuación 3. 

1 [ 1 3 -112 1 -6 J 
2 o -16 912 1 59 

3 o 5 -1/2 1 -13 

Cambiaremos ol pivote, para comodidad cambiaremos los renglones. 

1 [ 1 3 - 112 1 -6 J 
2 o 5 -112 1 -13 

3 o -16 9/2 1 59 

Tomamos como pivote el 5, y lo d1vid1mos en 5 quedando. 

1 [ 1 3 -112 1 -6 ] 
2 o 1 -1/10 1 -1315 

3 o -16 912 1 59 

La ecuación 2 la multiplicamos por 16 y la sumamos a la 3. 

2 o 1 -1110 
'[13-112 

1-13/5 
1 6 ] 

3 o o 2.9 1 17.4 

As( como tenemos el sistema lo podemos resolver por sustitución. 

------------·--- ··--·----·--

29x .. =i 17.4 

x..= 17.4/2.9=6 

X~ - (1/10) )(,. = - 13/5 

X.. - (1/10) (6) = -13/5 

X,= -2 
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Comprobando en el sistema original. 

Correclo. 

x, - 3><a - (1/2)xJ = -6 

x, +(-2) - (112 )(6) = -6 

x, = 3 

2(3) + 6(-2) - (6) = -12 

5(3) - (-2) + 2(6) = 29 

-3(3) - 4(-2) + (6) = 3 

-12 = -12 

29 =29 

3=3 

Este es un método Jtcrat1vo. y cuando converge, so aproximara a la solución on ca<.Ja 

iteración. Esto mélodo supone quo en ol sistema: 

A><=b 1) 

La matriz so sustituyo por 

A= O+ A (2) 

Oondo 

O= es una matriz diagonal, os dcc1r, una matriz cuadrada cuyos olomcntos sobro la d1ago11...tf 

principal son d1forcntcs de coro. 

A = es otra matriz que cont1ono ceros en su diagonal principal y los restantes ofcmontos do 

A. en sus demás elementos. 

Sustituyendo (2) on Ja expresión (1 ). 

----------"-··-··------·- - . 
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Multiplicando por la inversa de D. 

X=D'b-d'Ax 

(D + R)x m b 

Dx+Ax=b 

Dx=b-Rx 

Ecuación que puedo manejarse corno de rccurrcncia. 

X , .... = D • b - d • A :x" (3) 

h =0.1,2 ... 

Esto significa que dado el sistema so despejo x, de la ecuación primera. x,, de la segunda, x~ 

de la tercera, etc. 

Quedando. 

x,""" 11 = ( 1/a" ) ( b, - a,,,x,." -a, .. ~ .. - ... - a, .. xn") 

X.-,/'""= ( 1/a,,,..) ( b,, - a,,,x," - a,,,.x_." - ... - aJ,,x.,") 

x.."'º"= (1/n_J(b., -a .. ,x," -a .... ~" - ... - a,.._,, x .. , ") (4) 

h = 0.1.2 ... 

La anterior es la ecuación 4. 

Y se parto de una primera aproximación. 

x = { b/a., . b/a,, . b/a~ ..... b,/a_ ) ' (5) 

La única restricción que se tiene para la aplicación del método es su criterio do 

convergencia que debo cumplir. 
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la. 1 >= l: la11 i = 1,2, .. n 

i ~ j (6) 

Quiere decir que los elementos de la dtngonnl principal do la matriz. en valor 

absoluto, deben de ser mayores o iguales que la suma de los demás elementos 

del renglón. 

Ejemplo: 

Resolver por el método de Jucob1. 

3x, + x ... + x. = 19 

2x, + 3x..- - x, = 18 2 

x, - x ... + 4xJ = 6 3 

Solución. 

Primero so checa el criterio de convcrgcnc1a scgUn (6). 

Ecuación 1 

13 1 " 11 1 + 11 1 
13 1 2 12 1 

Converge. 

Ecuación 2. 

13 1 " 12 1 + l -1 1 
1 3 1 " 13 1 

Converge 

Ecuación 3 

14 1 " 111 + 1-1 I 
14 " l 2 1 Como converge aplicamos el método: 
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Aplicando (4) 

x,•·"-(113)( 19-x;-x;) 

x/•••i = (113) ( 18 - 2x,"' +~·) 

x.-·· = (1/4 )( 6 - x,"' + x.,."') 

Tenemos que encontrar el vector inicial según (5) 

,,,:' = (b/a,,. b,la.,. b/a~) 

xº= ( 19/3, 16/3. 6/4) 

xº = (6.3333. 6, 1.5 ) 

x; = (1/3 )( 19 - x/-x,.º) = 3.8333 

x.,.' = (1/3 )( 16 - 2.oe,u + x~") = 2.2778 

x,,' = (1/4 )( 6- x," + x/') = 1.41667 

V do manera rcilcratlva 

x/=5.1018 

x/ = 3.0167 

x/ = 1.1111 

x,,,, = 4.6574 

x/ =2.9692 

X.,,
3 = 1.2037 

x/ = 4.9424 

x./ = 3.2963 

x.; = 1.0779 

x,• = 4.6753 

x,•• = 4.9957 

x/" =3.0057 

,., .. = 1.0035 

x,•• = 4.9963 

x.."· = 3.0046 

x,•• = 1.0025 

x,'"' = 4.9976 

x..··= 3.0033 

x,'º = 1.0021 

x,11 = 4.9982 

s ... 



x,• = 3.0644 

x.: = 1.0885 

x: = 4.0467 

x,· = 3.1126 

x,,,• = 1.04728 

x,' = 4.9467 

x/ = 3.0498 

x/ = 1.0409 

x,• = 4.9698 

x/ = 3.0492 

x,,," = 1.0258 

x,• = 4.975 

x,,• = 3.0287 

x"'• = 1.0199 

x,•u = 4.9838 

~·"= 3.0233 

x,'º = 1.0134 

x, 11 = 4.9877 

x," = 3.0153 

x," = 1.0099 

x," = 4.9916 

--------------~------·---·-····-·-----

x,," = 3.0023 

x_." = 1.0014 

x, .• = 4.9988 

x 4 '• = 3.0016 

x.'ª= 1.0010 

x,'"=4.9991 

x .... = 3.0011 

x,'" = 1.0007 

x,"'" = 4.9994 

x.,.··-' = 3.0008 

x:i""" = 1.0005 

x,"' = 4.9996 

x./' = 3.0006 

x .. "' = 1.0003 

x,u = 4.9997 

x":u = 3.0004 

x .. 4 "' = 1.0002 

x;":;o = 4.9998 

x/ .. = 3.0002 

x/" = 1.0002 

x,"'• = 4.9999 
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x:• = 3.0115 

x..'ª;i;::: 1.0069 

x, 1,=4.9939 

~,,= 3.0079 

X~u = 1.0050 

x," = 3.0002 

~;M = 1.000 

x."·= 5 

x," = 3 

Como vemos el método es muy largo; sin embargo llegamos a la solución. 

Comprobando. 

3 5 MéCQdo do Gauss-Seidol 

Correcto. 3(5) + (3) + (1) = 19 

2(5) + 3(3) + (1) = 18 

(5) - (3) + 4(1) = 6 

19= 19 

18 = 18 

6=6. 

Se comprueba que es el resultado. 

Este método es idéntico al de Jacobi. la única diferencia es que se llega más rápido a la 

solución. Con la explicación de una corrección en la serie de ecuaciones de (4). 

Quedando: 
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x,"'"'1 = ( 1/a.,)( b, - a,.,x/ - a,_.x_ .. " - ... - a,.,x.,") 

x 1-'
1 = ( 1/au)( b_. - a_.,x,'"·'• - a., .. x~"'- .. -a .... x .. ") 

x .. ~ .. ···=(1/a,_)(b.,-a,.,x,'"º"·a ... x .. '"''''- .. -a ...... ,,x.,,"'"'') (7) 

El criterio de convergencia de este mótodo es el mismo que el de Jacobi y su vector 

inicial tambiCn. 

Para probar su ctcctavidad 1csolvcrcmos el mismo sistema del CJCmplo anterior. 

Ejemplo: 

Solución. 

3x, + X_. + X_. = 1 !) 

2x, + 3x., - x_. = 18 

X, - XJ + 4X:_. .:.o 6 

Como vimos anteriormente. el sistema converge. 

Aplicando las ecuaciones ( 7) y encontrando los valores incic1alcs según (5). 

x,: = (6.3333. 6. 1 .5 )' 

x,' =3.8333 

~· = 3.9444 

x; = 1.5278 

x,' = (1/3) (19 - x/- x_.") 

x.,' = (1/3 )( 18 - 2x,' +x_,"') 

x_.' = (1/4) ( 6 - x,' + x.,') 

x,• = 4.9922 

x/ = 3.0078 

x.: = 1.0039 
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x/ =4.5092 

x," =3.503 

x/ = 1.2485 

x,:a = 4.7495 

x,' = 3.2498 

x"'"'= 1.1251 

x,• = 4.8750 

x,;· = 3.125 

x: = t.0624 

x,• = 4.9375 

x,/ = 3.0624 

x/=1.0313 

x,• = 4.9688 

x.,• = 3.0313 

x.,,• = l.0156 

x.' = 4.9844 

x.,' = 5.0156 

x,7 = 1.0078 

x,• = 4.9961 

x/= 3.0039 

x"'• = 1.0019 

x,'"' = 4.9980 

x/º = 3.0019 

x~'"= l.0010 

X,"= 4.9990 

x,, •• = 3.0009 

x~" = l.0004 

x,'" = 5.000 

x,u = 3.0005 

x.~'' = 1.0002 

x,"' = 5.0000 

x,,u = 3.0002 

~·:a= 1.0001 

x,•• = 5.00 = 5 

X, .. = 3.0001 = 3 

x"'•• = 1.0000 =1 

Damos por terminado las iteraciones. Como vemos la aplicación del método de Gau!>s~ 

Seidel baja el numero de iteraciones casi la mitad y llegamos a el mismo resultado. 



A cont1nui.tción se plantearan algunos problemas quo pueden resolverse por medio de I·)~ 

mótodos an1criormcn10 oxpucslos. 

3 6 1 EstruC\\Jlil.S. 

Una armadura cstát1carncntc detcrm1n.L1da se muestra en la figura s1guicnrc. 

FI G .:m:.z JO()'_}J.fl 

<1) J., 

FI 

Determinar las reacciones horizontales y verticales y las fuerzas que actUan en las barras. 
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Solución: 

Separamos cada uno de los nudos. 

Nudo 1 

La sumatoria do fuorzas venlcales y horizontales deben de se ... igual a cero. 

l: Fh =.O 

Nudo2 

Nudo3 

F~\._ --r/$ 

F,Cos30" • F 3 Cos60"' =o 

~Fv =0 

·1000 + F,Sen30" + F.,Sen60 .. =O 

F IG :1II 2 Z 

l: Fh =O 

H.l. F,cos30º +F.,= o 

l:, Fv =O 

V 1 • F,Sen30"' =O 
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Arrcgr.:indo las incógnitas. 

Resolviendo el nudo 1 

A. 1 Por el mé1odo de Gauss-Jordan. 

Arreglando paro mayor comodidad. 

~ Fh =0 

-FJ + F,.Scn60" = O 

V,. - F .. Cos60 .... =O 

0.86603F, - O.SOF, =O 

0.50F, + 0.86603F., = 1000 

[

0.86603 -o.so 1 o J 
0.50 0.86603 1 1000 2 

Tomando como pivote 0.86603 y dividiendo la ecuación entre esto valor para hacerlo 1. 

r , -0.5774 , º J 
lo.so o.86603 1 1000 2 

Multiplicamos la ecuación 1 X -0.50 y la sumamos a la 2. 

-0.5774 1 o J 
1.1547 11000 

Ahora ya podemos resolver el sistema 

2 

F, = 100011.1547 = 866.033kg. 

F, - 0.5774(866.0033) = O 
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Sacando el error. 

Ecuación 1 

Ecuación 2 

Ecuación 1 

Ecuación2. 

F, = 500.0303 kg. 

0.8663(500.0303) - 0.50(866.0033) = o 
0.0246 =o 

0.5(500.0303) + 0.8660(866.0033 = 1000 

999.9740 = 1000 

c.= 0.0246 

e.= 0.0260 

A ? por el Método de Jacobj 

Chocamos Ja convergencia de (6). 

Ecuación 1 

1 0.8660 1 "' 0.5 

0.8660 "' 0.5 

Converge. 
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Ecuación 2 

1 0.8660 1 " o.so 

0.8660 " o.so 
Convcrgo. 

Sacamos el vector inicial (SJ 

X .. = ( 0/0.8660. 1000/0.8660 )' 

X" = ( 0. 1154.734)' 

Usando las ecuaciones do (4) 

cuando h=O 

F1' .. "" = 1/0.8660 ( 0+0.50 F3 .. ) 

F3'""" = 1/0.8660( 1000 - O 50F1') 

F,' = 1/0.8660 (0.50F3'") = 666.70S3 

F"' = 1/0.8660 (1000- 0.50F1'"') = 1154.7344 

F,Z = 666.7058 

F"~ = 769.8005 

F,''=500.047 

F," = 866.0821 

F," = 444.4576 

F:a:a = 769.8003 

F, •• = 500.0474 

F:.'" = 866.0239 

F,• = 444.4575 F,'" = 500.013S 
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F,. = 518.5446 

Fa•= 898.1192 

F,6 = 518.5446 

F; = 855.3438 

F,' = 493.8474 

F~' = 855.3440 

F,• = 493.8476 

F;J• = 869.603 

F," = 502.0803 

F/ = 869.603 

F,"' = 502.0803 

F/º = 864.8497 

F," = 499.3359 

F;i," = 864.8497 

F' U' = 499.3359 

F,/ª = 866.4342 

F/• = 500.2507 

F:.'• = 866.0234 

F/Q = 500.0135 

F:.- = 866.0430 

F," = 500.0248 

F," = 866.0365 

.F,u = 500.02106 

F;Ju = 866.0365 

F," = 500.02107 

F;J..,. = 866.0386 

F,"• = 500.0223 

F ;J~· = 866.0386 

F,"• = 500.0223 

F/• = 866.0379 

F,- = 500.0219 

F 30

29 = 866.0379 

F,2
' = 500.0219 

F 30ª
7 = 866.0382 

F,- = 500.0221 

-



F," = 665.906 

F,'• = 499.9457 

F_;• = 865.9061 

F,'ª = 499.9458 

F.,'•= 866.0821 

F;~,. = 500.0220 

F.~= 666.0360 

F, ~ = 500.0220 

F ,,, .... , = 866.0381 

F, ... = 500.0220 

F_."'' = 866.0381 

F,.....,. = 500.0220 

F_.""'=866.0381 

Como se repito tenemos que la solución es 

Sacando el error. 

Ecuación 1 

Ecuación 2 

F, = 500.0220 

F,, = 866.0381 

0.6660(500.0220) - 0.50(866.03810)= o 

0.0000 =o 

0.50(500.0220) + 0.6660(866.0361) = 1000 

1000 = 1000 



Ecuación 1. 

ª·-o 

Ecuación 2. 

e .. -o 

A 3 por el Mótoda._,de__Q .. au.ss:Saidct. 

Usando fas ecuaciones de ( 7) -

t,-·1 = (1/0 .. 8660 )( 0 .. 5 '~ .. , 

'~-·1 = (t/0 .. 8660J (1000- 0 .. 51.- 11
) 

Usando el vector inicial ><"= (o. 1154.734) 

F,' = ( 1/0.8660) ( 0.5 F.º) 

F.'= 1/0.8660 (1000 - 0.5 F,') 

F,' = 666.7055 

F:a' = 769 .. 8005 

F .. = 444.4576 

F/ = 898.1192 

F,".:; 518.5446 

F/ = 855.3438 

F,ol = 500.0474 

F/ = 866.0234 

F,'º= 500.0135 

F" 'º = 866.0430 

F, 11 = 500.0248 

F."= 866.0365 
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F," = 493.8474 

Fa•= 869.6031 

F,• = 502.0803 

F~" = 864.8497 

F,• =- 499.3359 

F:t• = 866.4343 

F,' = 500.2507 

F:.' = 865.9060 

F," = 499.9450 

F/ = 866.0621 

F, ·~ = 500.0211 

Fa'"= 866.0386 

F," = 500.0223 

F .. 'ª=- 666.0379 

F," = 500.0219 

F," = 866.0381 

F, •• = 500.0220 

F," = 866.0381 

F," = 500.0220 

F," = 866.0381 

Como se ve tenemos el mismo rcsulrado quo el método de Jacobr pero en menos 

iteraciones. 

Aaaunwn dtt IOJI "'*1od.QA..Jlnterigraa 

Método 

Gauss-Jordan 

.Jacobl 

Gauss-Seidel 

No. de iteraciones 

------

32 

16 

Solución error absoluto 

F, = 500.0303 0.0260 

F:1 = 866.0033 0.0260 

F, = 500.0220 o 
F~ = 866.0381 o 
F, = 500.0220 o 
F .. = 866.0381 o 
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Para complementar el problema. 

Para el nudo 2 tonemos: 

Para el nudo 3. 

Regresando al nudo 2 

Y finalmente queda: 

v. - F, Scn30º =O 

V ir= 500.0220 Son30º = 250.011 

H,, - F, Cos30º + F,, =O 

H,,-= (500.0220)Cos30º + F,, =O 

H,, - 433.0318 + F, =O 

H, = 433.0318 - F,, 

-F.+ F,.Sen60 .. =O 

F• = 86G.0381Sen 60º 

F,, = 750.011 kg. 

V 31 = F,.Cos60" 

v~ = 866.0381 Cos 60º 

v.,.= 433.01935 kg. 

H.= 433.0318 - F. 

H, = -316.9682 kg 

se 



Un Ingeniero requiere 488 m' de arena. 581 O m' de grava tina y 5690 m •do grava gruesu 

para la construcción de un proyecto. Existen 3 twncos donde se pueden obtener oslos 

materiales; Ja compos1c1ón an cada banco es do : 

Banco 

2 

3 

Arana'}., 

52 

20 

25 

30 

50 

20 

Gravd Gruesa~·~ 

18 

30 

55 

¿Cuanlos metros cúbicos se deben tomar de cada banco para cumplir con las necesidades 

del tngemcro? 

Solución. 

El banco 1 aportara una cantidad x, de arena, grava find y grava gruesa en diferentes 

porcentajes, el banco 2 aporta una cantidad x" de arena, grava fina y grava gruesa en 

diforenlcs porcentajes y del mismo modo el banco 3. Pero como sabemos que deben 

cumplir con ciertos volUmenes dados, lo podemos expresar como el sigwcnrc sistema; 

0.52x, +O 20x¿ +0.25x~ = 4800 
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que corrospondo a la cantidad do arona do los 3 bancos. 

0.30x 1 + 0.50x .. + 0.20>':i, = 5810 

que correspondo a la cantidad do grava fina de los 3 bancos. 

Y por ultimo: 

o. 1 ax. + o.30x.J + 0.55~ = 5690 

que corresponde a la cantidad de grava gruesa de los 3 bancos.Para mayor comodidad lo 

representaremos. 

[

0.52 0.20 0.25 

0.30 0.50 0.20 

0.18 o 30 0.55 

1 4800] 
5810 

5690 

2 

3 

B 1 Bcsolyiendo ef sjstcma....JlQ.LGWJ..S~. 

Tomamos como pivoto 0.52 de la ecuación 1 y lo hacemos 1. 

[ 

1 0.3846 

0.30 0.50 

0.18 0.30 

0.4808 1 9230.76921 

0.20 1 5810 

0.55 1 5690 

2 

3 

Multiplicando la ecuación 1 X -0.30 y sumánd?la a la ecuación 2. 
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o 3846 o 4808 1 9230 769J 

0.3846 0.0557 1 3040 7692 

o 30 o 55 5690 

2 

3 

Mult1phcando la ccuac1on 1 x - 0.18 y sumándola a lu ccu.:ición 3. 

G 
ó.3846 0.4808 1 U230.7692J 

o 0.3846 0.0558 1 3040.7692 

o 0.2308 o 4635 1 4028.4615 

2 

3 

Cambiamos el pivote y usarnos 0.3846 y lo hacemos 1. 

~ 
0.3846 0.4800 1 9230.769~ 

o 1 0.1451 1 7906.3162 

o 0.2308 0.4635 1 4028.4615 

2 

3 

Multiplicando la ecuación 2 x - 0.2308 y sumando a la ecuación 3. 

[ 

1 0.3846 0.4808 1 9230.7642] 

o 1 0.1457 1 7906.3162 

o o 0.4311 1 2203.6837 

2 

3 

Una vez en esto sistema equivalente podemos resolver/o. 

X"= 2203.6837 I 0.4300 = 5124.8459 

X~+ 0.1451 (5124.8459) = 7906.3162 
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Xa- = 7162.7011 

x, + 0.3846(7162.7011) + 0.4808(5124.8459) = 9230. 7692 

x, = 4011.9684 

Comprobando con ol sistema origina. 

Ecuación 1. 

Ecuación 2. 

Ecuación 3. 

0.82(4011.9684). 0.20(7162.7011) + 0.25 (5124.8459) = 4800 

4799.9753 = 4800 

0.30(4011.9684) + 0.50(7162.7011) + 0.20(5124.8459) = 5810 

5809.9103 = 5810 

o. 18(4011.9684) + 0.30(7162.7011) + 0.55(5124.8459) = 5690 

5689.6299 = 5690 

Enconlrando el er.-or. 

Ecuación 1. 

e.= 0.0247 

Ecuación 2. 

e.= 0.0897 
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Ecuación 3. 

º· = 0.3700 

B 2 Aesolyjgnda..a.L..sJ:tlmlliL..QOC el mCtod~..lAc.o.b.L 

Antas que nada tenemos quo checar ol cntcno de convcrgcnc10J do la formula 

do6. 

En fa ecuación 1 

En la ecuación 2. 

En la ecuación 3. 

lo.52 1 " 10.20 1 • lo 25 1 

J 0.52 J "' 1 o 45 1 

Converge 

1 0.5 1 " 1 0.30 1 + 1 0.20 J 
0.50 ¿ o.so 

Converge. 

J 0.55 1 " 1 0.18 1 + /0.30 1 

0.55 ¿ 0.48 

Converge. 

Por tanro aplicando el mérodo de (S) sacamos el vector inicial. 

x• = ( 4800/0.52. 5810/0.50. 5690/0.53) 

x• = (9230.7692. 11a20. 10345.4546) 

---------------·-·---·---·-----.. ·----····· 
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Usando las ecuaciones (4). 

x,'"'011 = (1/0.52)(4800 - 0.2x,,"- 0.2Sx .. "') 

x/'º" = (1/0.50)(5810 · 0.3x,"' - 0.20x. .. "') 

x,~"• = ( 110.55) (5690 - o. 18x," - 0.3ox;) 

P•r• a. tteradón h•O v lada la.111 aigu1enl- (h ... 1 .2 •.. )· 

x,' = -212.2378 

~· = 1943 .3566 

x,,' = 986.2937 

x," = 8009.1447 

~il = 11352.8252 

~il = 9334.9014 

x, .. = 366.7493 

x./' = 3072 .5526 

~~ = 1531.8298 

x,' = 7312.5616 

x/ = 10787.2185 

x,; = 8549.4897 

x,• = 971.5074 

x,• = 6315.4070 

x/ = 9705.9496 

x .. • = 7471.6879 

x, .. = 1905.5541 

x/ = 4842.0806 

x. .... = 2984.4397 

x, 'º = 5933.6037 

x/º = 9282.8916 

x,'º = 7080.6838 

x,'' = 2256.2514 

Xz" = 8930.18 

~·1 = 6755.6463 
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x," = 3812.6672 

~· = 2068.3152 

x,• = 6769.9765 

x,·= 10209.7695 

x~• = 7947.8700 

x,7 = 1482.8435 

x/ = 4378.8661 

x.,,' = 2560.8607 

x,'u=4011.6284 

x,•u =7162.7909 

~u..-= 5125.5817 

X, IU =4011.6277 

x,•:i..t = 7162.7003 

x.,,·~ = 5125.5811 

x,' ... = 4011.6282 

x.,,' ... = 7162.7909 

x~· ... = 5125.5817 

x,' ... = 4011.6277 

~·" = 7162.7904 

x,""·'=4011.6285 

x,' .... = 7162.7913 

x ........ = 5125.5820 

X,'"' = 4011.6274 

x_.''"' = 7162.7001 

x ... '"' = 5125.5809 

x,··- = 4011.6281 

x,' ... = 7162.7009 

x ... '-=5125.5816 

x,'!.' = 4011.6277 

XJnr = 7162.7905 

X...IHf = 5125.5812 

x,' ... = 4011.6281 

x,' .... = 7162.7904 

x.~· ... = 5125.5816 

x,' .... = 4011.6277 

X_, IW = 7162.7905 



~· .. =5125.5812 x," ... = 5125.5812 

x,·- = 4011.6281 

x.,'..., ... 7162.7909 

~·..,=5125.5816 

Como se repiten la solución será: 

x, = (401'.6281 + 4011.6277) 12 

x,=4011.6279 

x,, = (7162.7905+7162.7909)12 

XJ:;: 7162.7907 

x~ = (5125.5812 + 5125.5816) I 2 

X~= 5125.5814 

Comprobando del sisroma original. 

Ecuacíón 1. 

Ecuación 2 

Ecuación 3 

0.52(4011.6279) + 0.20(7162.7907) + 0.25(5125.5814) = 4800 

4800 = 4800 

e .. = o 

0.30(4011.6279) + 0.50(7162.7907) + 0.20(5125.5814) = 5810 

5610 = 5810 

e,.=0 

0.18(4011.6279) + 0.30(7162.7907) + 0.53(5125.5814) = 5690 

5690 = 5690 

e,.=O 

·-· ·-···---...__.,.. 
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Nota: Al parecer esh.! mólodo es muy lcdioso, y de hecho lo es, a no ser que se utilice un 

programa de computadora. Por lo que os conveniente que si se va a ut1l1zar , el mótodo, nos 

aux11icmos de un programa. 

Como sabemos este mélodo es una coucccrón del mclodo de Jacobi y por medio de las 

ecuaciones (7) tenemos 

x,'"'" = ( 1/0.52 )( 4800-0.2x,." - 0.25x_.") 

x/"''" = (1/0.50 )( 5810 - 0.30x,·'··•• - 0.2x_.") 

x.J"''" = (1/0.55) ( 5690 - O 18x,'"'" - O 30x~·~·") 

Como sabemos el vector 1mc1al es el mismo que en el rnctodo de Jacobi 

x"' = (9230.7692, 11620, 10345.4546) 

Para la 1te1ac1on h_,.Q y todJ l..üo tio'9UM>nltt"' ¡ti .. 1.;;t ... ) 

Aplicándolo: 

x 1

1 = 323.6687 

~· = 7733.4911 

x/ = ( 1/0.52) (4800 - 0.20x/' - 0.25x,;') 

x,.' = (1/0.50 )(5810 - 0.30x,' - o.2ox .. ~) 

x; = (1/0.55 )(5690 - 0.18x,' - 0.30x,') 

x,• = 4011.6800 

x: = 7162.7722 

------------------•··---~--~·-~··••-•A•~.~·· 
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~· = 6021.2587 

x,' = 3361.5136 

x,' = 7194.5883 

~, = 5321.0019 

x,:a =3905.4459 

x,;r, = 7148.3312 

x .. :r. = 5168.2186 

x,• = 3996.6904 

x.,• = 7164.6983 

~· = 5134.8841 

x,• = 4010.2679 

x,• = 7159.8856 

~·=5127.6111 

x,• = 4011.7694 

x,• = 7161.8939 

~· = 5126.0242 

x,' = 4011.7599 

x/ = 7166.7208 

x/ = 5125.6780 

x.·= 5125.6025 

x.'* = 4011.6447 

x, .. = 7162.7722 

x.· = 5125.5860 

x,'º = 4011.6328 

x,'º = 7162.7859 

x .. '" = 5125.5824 

x, •• = 4011.6293 

x," = 7162.7895 

x,." = 5125.5816 

x,'~ = 4011.6283 

x.,''"° = 7162.7904 

x .. u = 5125.5814 

x,', = 4011.6280 

x,•:io = 7162.7906 

"3':11 = 5125.5814 

x,•• = 4011.6279 

x, 1
• = 7162.7907 

X:io'• = 5125.5814 
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x,'• = 4011.6279 

x/• = 7162.7907 

x~·· = 5125.5814 

Como vernos se repite por lo que ya tenemos la solución del sistema y debemos do 

observar que el rcsul1ado es el rn1smo que el del rnCtodo e.Je Jucob1. 

Re,.::iumen..._do tos_metodos.ilnteriores. 

Método No. do llurac1oncs 

Gauss-jordnn 

Jacobl 160 

Gauss-Seidel 15 

Conclusión: 

Soluc:1ó11 

x,:;,:; 4011.9684 

x.-= 7162.7011 

X~= 5124.843g 

X,= 4011.6279 

XJ = 7162.7907 

X~= 5125.581•1 

x, = 4011.6279 

XJ = 7166.7907 

X~= 5125.5814 

c..-.rror i.lbsoluto prom. 

0.1615 

o 

o 

Como observamos el Mótodo de Gauss-Se1dcl es aparentemente mCJOr; sin embargo s1 

el sistema no esta arreglado de lal forma que convcr¡a, no podernos más que ut1hzar el 

método de Gauss-Jordan, que no es tan exacto, pero mcis 1ác11 de aplicar. 

ESTA 
SAltR 

TESIS 
ti\. LA 

HO n!'.BE 
BISU!HECA 
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Ya para terminar el problema contostaromos la pregunta quo hicimos al iniciar. 

¿ Cuantos mclros cúbicos so debe tomar de cada banco para cumplir con las 

necesidades del Ingeniero? 

Respuesta: 

3 6 3 Dinámica. 

Del Banco 1 

Del Banco2 

Del Banco 3 

4011.6679 m:. 

7162.7907 m:. 

5125.5814 m:. 

En un plano Inclinado se encuentran 3 bloques atados por una cuerda do peso 

despreciable, y el plano tiene 45u respecto a la horizontal. El coeficiente de 

fricción entro el plano y la masa de 1 kg es de 0.25 y entre las masa O.SO kg y 

0.20 kg es de 0.375. Encontrar las fuerzas que actúan en el sistema y decir que 

aceleración tiene. 

so 



Solución. 

Apartir do Jos diagramas do cuerpo libre sacaremos las mcógnir.:is. 

'1'' 

•, -.- ... ~~·> 
-~-;, 

/,,<F";1 

w. 

SISTEMA 1 

JD.:= O.SO kg 

SISTEM42 

.WJ-= 9.80 X 1 = 9.80 N W 1 = 9.80 X O.SO= 4.90 N 

m, = 0.20 kg 

SISTEMA 3 

Be.9.8 N Cos45 .. =6.9296 N ..B.:=4.9 N Cos45"=3.4648 N 

'IV~= 9.80 X 0.02 = 1.96 N 

..B.,,= 1.96 N Cos45'-'=1.3859 

Utilizando Ja segunda Ley do Newton. 

BI 



F=ma 

V como estamos hablando do un sistema con la misma aceleración podemos proponor las 

siguientes ocuaclonos: 

Para la masa 1 

A, - T, - F, = m, a 

Para la masa 2 

R 1 + T, - T 1 - F 1 = m., a 2 

Para la masa 3 

Donde: 

A, = Peso de la masa 1 en duccc16n de la inclinación. 

R., = Peso de Ja masa 2 on dirección do la inclinación. 

R
31 

= Peso de la masa 3 en dirección do la inclinación. 

T, =Tensión entre masa 1 y 2. 

T,. =Tensión entre masa 2 y 3. 

m, =masa 1 

m.,. = masa2 

ma= masa 3 

a = aceleración del sistema. 

Sustituyendo los datos tenemos. 

6.9296 -T, - 1.7324 = la 

3.4648 + T 1 -T;i - 1.2993 = O.SO a 

- 0.5197 = 0.20 a 

2 

3 

3 
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Acomodando el sistema: 

n+T,+ O =5.1972 

0.50a - T, + T, = 2.1655 2 

0.20a +O - T, =-O 8662 3 

Prrmcro para mayor fücll1dad lo expresaremos como sigue. 

[ 

1 1 

0.50 -1 

0.20 o 

o 1 5 1972] 
t 1 2.16t>5 

-1 1 0.8662 

2 

3 

Como ol primer termino do la ecuación 1 os uno lo tomaremos como ,::1vorc. Entonces 

comenzaremos multiplicando la ecuación 1 x-0.50 y sumarla a la 2. 

[0
1 

-".5 ~ 
0.20 o -1 

1 5.1972J 
1 -0.4331 

1 0.8662 

2 

3 

Ahora multiplicaremos la ecuación 1 por -0.20 y la sumamos a la ecuación 3. 

2 

3 

--------------~-----···--------·~'·-~--~ ~·-·---"-----
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Hacemos 1 ol -1.50 para poderlo tomar do pivoto. 

[
: 

1

1 -0.:667 

o -0.20 -1 

1 5.1972J 
1 0.2867 

1 -0.17324 

2 

3 

Ahora multiplicaremos la ecuación 2 por 0.20 y la sumamos a 3. 

1 O I 5.HJ72J 
1 -0.6667 1 0.2867 

o -1.1333 1 -0.1153 

2 

3 

Una vez con este sistema equ1valcn10 podemos resolverlo. 

T, = -0.115311.1333 = 0.1019 

T, = -0.6667(0.1019) = 0.2667 

T, = 0.3566 

a+ 0.3566 +O= 5.1972 

a= 4.8406 

Comprobando en la ecuaciones originales: 

Ecuación 1. 

Ecuación 2. 

(4.6406) + (0.35666) +o= 5.1972 

5.1972 = 5.1972 

e.= O 

0.50(4.6406) - (0.35666) + (0.1019) = 2.1655 

2.1656 = 2.1655 

e .. = 0.0001 
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Ecuación3. 

0.20 (4.8406) +o - (0.1019) ~ 0.0662 

0.8662 ~ 0.0660 

o .. = 0.0002 

~!yicndo pi s1sh.:'ma.120r__c_LmélQdQ_t;1c:._Jil.CQ.bi.. 

Checamos ol criterio do convcrgonc1a de la formula (6). 

Ecuación 1 

1 1 I " 1 1 + 1 o 1 

Converge. 

Ecuación 2. 

11 1 "' 1 1 1 + lo.so 
2' 1.5 

No Converge. 

Ecuación 3. 

1 -1 1 ;;, lo.20 1 + 1 o 1 

"' 0.20 

Converge. 

Como converge 2 do 3 ecuaciones podemos aplicar el mérodo. 

Sacando el vector inicial de (S). 

----------- ·-·~·-· ···-··-·· ·--····-··-···"·-·"-··------·--·-··· 
BS 



)(" = (5.1972 / 1. 2.1655/-1 . 0.8662/-1) 

x• = (5.1972. -2. 1655. -0.8662) 

Utilizando las ecuaciones do (4). 

a'' .. '1 = 5.1972 - T1" 

TI'-"= -1(2.1655 - 0.5a" - T2") 

T2'-" = -1(0.8662) - 0.20a") 

Paira l.Ool 1te1a.::1ón h~ y 100 .. !.as a~uounl.,,. (11-1.2. ). 

a,º= 5.1972 - T/' 

T,º = -(2.1655 - 0.5a" - T/') 

T,° = -(0.8662 - 0.20a") 

a'= 7.3627 

T,' = -0.4331 

T,'=0.17324 

a"= 5.6303 

T,1 = 1.68909 

T/=0.60634 

a,/= 3.5062 

T,~= 1.2559 

T/ =0.2599 

a'= 3.9413 

T,'= -0.1525 

---------·---·------· ----··--·-----·--·-----·. 

a"= 4.8353 

T," = 0.3708 

T," =0.1060 

a .. '= 4.8264 

T,Z-1 = 0.3582 

T/"=0.1009 

an=4.8390 

T,1
:. = 0.3486 

T
1
n =0.0991 

a"= 4.6466 

T," =0.3531 
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T; = ·O. 16496 

a•= 5.3492 

T,' = -0.35985 

T: = ·0.07794 

a•= 5.5571 

T," =0.43145 

TJ• = 0.20374 

a~= 4.7657 

T,' = 0.8168 

T/ = 0.2452 

a•= 4.3804 

T,• = 0.46255 

T/ = 0.08694 

a .. = 4.7346 

T,"= 0.1116 

T,,•= 0.00988 

a'º= 5.0856 

T,'U=0.2117 

T 1 "' = 0.0807 

a"= 4.9855 

T, 11 = 0.458 

T/•= 0.1016 

a .... ,,,. 4.8441 

T,""•= 0.3604 

T/~ = 0.1035 

<l .... = 4.8368 

T/• = 0.3601 

T/" = 0.1026 

T,·' = 0.3555 

T
4

" = 0.1012 

.a··=4.8417 

T,.~ = 0.3543 

T_:" = C.1012 

a•"= 4.8420 

T," = 0.3566 

T/"=0.1021 

a.JO= 4.8391 

T/'' = 0.3581 

T,,""= 0.1024 

a,,= 4.8391 

T;" = 0.3572 
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T/'=0.1519 

a 11 = 4.7392 

T,'" = 0.4782 

T,.'",..0.1309 

a'"= 4.7190 

T,u=0.3380 

T,'' = 0.0816 

a•• =4.8622 

T,'"= 0.2756 

T.1'" = 0.0776 

a,.= 4.9216 

T,"' = 0.3632 

T,." = 0.1062 

a••= 4.840 

T,'• = 0.4015 

T,.'•=0.1181 

a"= 4.7957 

T,"'= 0.3796 

T,."=0.1046 

a••= 4.8176 

aw = 4.84 

T,u =0.3560 

T./"= 0.1017 

n·n = 4.8412 

T,..., =0.3562 

T/'" =0.1018 

a""=4.8410 

T,~ = 0.3869 

T,,-w=0.1020 

a;.•= 4.8403 

T,~= 0.3570 

T~~ = 0.1020 

a-= 4.8402 

T,,,,.= 0.3567 

T,. ... = 0.1019 

a'"= 4.8405 

T," = 0.3565 

T,"=0.1018 

ª ... = 4.8407 
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T,'" = 0.3370 

T"'•= 0.0929 

a''"• 4.8602 

T,"= 0.3362 

T,,'"= 0.0973 

a"°= 4.8610 

T,~=0.3619 

T,,20 = 0.1058 

a••= 4.8405 

T,•• = 0.3566 

T/' = 0.1019 

a .. ·= 4.8406 

T, .... = 0.3567 

T/" = 0.1019 

aº= 4.8405 

T," = 0.3567 

T,, ..... =0.1019 

a-= 4.8405 

T,- = 0.3567 

T/'"=0.1019 

T,-»:. 0.3566 

T ..... =.:.0.1019 

ª .... = 4.8406 

T,- = 0.3568 

T_. ... =0.1019 

a·•" = 4.8404 

T,•·•-= 0.3567 

T~•·• = 0.1019 

Como se repito decimos que esta es la solución. 
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a a 4.8405 misª 

T, s0.3567 N 

T.= 0.1019 N 

Comprobando en la ecuación original. 

Ecuación 1. 

Ecuación 2. 

Ecuación 3. 

(4.8405) + 0.3567 +o = 5. 1972 

5.1972 = 5.1972 

ª·=o 

0.50(4.6405) - (0.3567) + 0.1019 = 2.1655 

2.1655 = 2.1655 

c .. = o 

0.20(4.8405) +o - (0.1019) = 0.6662 

0.8662 = 0.8662 

º·=o 

C 3 Aesolvjoodp ppr el mólodg de Gauss-Scjdel 

Como anteriormente vimos tan solo se le hace una modificación a la ecuación anterior. 

con (7)'. 



a"'""= 5. 1972 • T," 

T, ..... , = -(2.1655 - O.SO a'"º''· T_,"J 

T/'"" = ·(0.8662 · O 20a'"'º'') 

Par~ i... 1l&UK:1ón haO y loda las atg1.10.ntus (h•l,2, .) 

Quedando. 

Usando el vcclor inicial anterior. 

a•= 5. 1972 - T," 

T,' = -(2. 1655 - 0.50a' - T,") 

T,' = - (O 8662 - O 20a') 

x" = ( 5. 1972. -2.1655 , -0.8662) 

a'= 7.3627 

T,' = 0.6497 

T,' = 0.6063 

a"= 4.5476 

T,' = 0.7146 

T/ = 0.04331 

ª:. = 4.4826 

T,:.=0.1191 

T/= 0.0303 

a•= 5.078 

a"= 4.8392 

T," = 0.3548 

T,,'" = 0.1016 

a"'= 4.8424 

T,'º = 0.3573 

T .. 'º= 0.1023 

a"= 4.8399 

T, 11 = 0.3567 

T," = 0.1018 

a'"= 4.8405 
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T,•-= 0.4039 

T:- 0.1494 

a•= 4.7933 

T,•= 0.3806 

T,.• ... 0.0925 

a•= 4.6166 

T,•= 0.3353 

Ta•= 0.0971 

a'= 4.8619 

T,' = 0.3626 

T,' = 0.1062 

a•=4.B346 

T," = 0.3580 

T," =0.1007 

T,u = 0.3565 

T.,"' =0.1019 

a''"= 4.8406 

T,"" =0.3567 

T,'"=0.1019 

a''"= 4.8405 

T/'" = 0.3567 

T,,'' = 0.1019 

a••= 4.8405 

T,'• = 0.3567 

Tz'• = 0.1019 

Como observamos el resultado es el mismo que en el anterior método, y por tanto el error 

también. 



Resumen.do Jos _mdtodos_antcrloros. 

M,:rodo 

Gauss-JordCJn 

Jacob1 

Gauss-Seidcl 

Conclusión. 

No do 1tcracionos 

44 

15 

Solución 

a= 4.8405 mis" 

T, = 0.3566N 

T_.=0.1019N 

a = 4.8405 mis'" 

T, = 0.3567 N 

T, = 0.1019 N 

a = 4.8405 mis·· 

T, = 0.3567 N 

T.=0.1019N 

error absoluto 

o 

o 

o 

Observamos en esrc caso que la d1fcrenc1a cnrrc los métodos es rnimma. logrando una 

buena precísión; sin embargo el numero de Hcrac1oncs marca la d1fcrcnc1a 
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CAPITULO IV 

POLINOMIOS DE TA YLOR 



Pollnon'lio• cN# Taylor. 

Oc las funciones más sencillas quo se pueden urihzar en el análisís numCrrco 

son Jos polinomios. o functonos algebraicas. Esto tipo de funciones no tienen 

muchas complicacionos para oblonor sus dorrvadas e inlogralos. O determinando 

las raíces do las funciones. En este capitulo so vera como aproximar una 

función cualquiera a un pohnom10. P(x). 

4 r Pnlinomios gcmqrados por "ºil tuoc16n .. 

Si tenemos una función f(x) que tiene derivadas cont1nu.:1s hasta de orden m en 

un punto x = O siendo m :;: t. so buscan un polinomio P(x) Que coincida con f(x) y 

sus m primeras donvadas. 

P(O) =f(O) 

P'(O) =f'(O) 

P"(O) =f"(O) 

Para oblener esto resullado Tayfor elaboro una serie de demostraciones que 

llevaron a la expresión siguiente: 

P(x) = l: (x" I kl) ( 1'(0) ) (1). 



Esto es solo si el punto valuado es x = O. Peros; se quiero generalizar a un punro x = a de tal 

forma que; 

P(a)= l(a) 

Pº(a)=fº(a) 

P"(a) = f"(a) 

Quedando la exprosión do Taylor como: 

P(x) = l; ( (x - a )" I k! ) ( t "(a) ) (2). 

Llamándose a esta umma expresión: Pollnomio do Taylor de Grado m gonorado por f(x) en 

el punloa. 

Y se puedo expresar con la siguiente notación: 

P(x) = T_ [ I (X; a) 

Donde T se denomina operador de Tayfor y signJf1ca quo el polinomio de Taylor de m·ésimo 

grado de la función f(x) en el punto do cnrorno x =a es P(x). 

Ejemplo: 

Obtener el polinomio de Taylor do 2do. grado y cuarto grado de la función 

F(x)= e" 

en el punto de entorno x = O 



1) Para el polinomio do 2do. grado sacaremos 2 derivadas. 

Valuando en x = O 

Urilizando Ja formula (1). 

f(1C) =e· 

f'(x) =e· 

f"(x) =e· 

1(0) = 1 

l'(O) = 1 

1"(0) ~ 1 

P{x) = ( x''/O!) f(O) + ( x'/1 ! )f'(O) + { x'/2!) f"(O) 

P(x} = 1 + x -. x.~ 

2) Para el pollnorn10 do 4to. grado se necesitan 2 dct1vadi1S rnas, pero cerno vemos son 

iguales entonces aplicando de nuevo 1 

P(x) = x"/0! (t~(OJ) + x'/1 ! (l'(O)) + x-·12 1 (19(0)) + x~/3! (f'"'(O)) + ><'"14! (f"'"(O)) 

P(x) = 1 + x + (1/2)x' + (1/6)x' + (l/24)x• 

Ahora para probar que tanto se osin1llan Jos poltnorn1os a la función ong1nar. tabuliuemos 

con algunos valores y encontraremos su error. 

X l(x) 

o.o 1.0000 

0.1 1.1052 

0.2 1.2214 

0.3 1.3449 

0.4 1.4918 

0.5 1.6487 

P(x){2do grado) 

1.0000 

1.1100 

1.2400 

1.3900 

1.5600 

1.7500 

P(x} (cuarro grado) 

1.0000 

1.1052 

1.2214 

1.3498 

1.4917 

1.6484 

·-
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X f(X) P{x)(2do grado) P(x) (cuarto grado) 

0.6 1.8221 t.9600 1.8214 

0.7 2.0138 2.1900 2.0122 

o.a 2.2255 2.4460 2.2229 

0.9 2.4506 2.7100 2.4538 

orror absoluto error ro/Jt1vo orror absoluto orror relativo 

2do. grado 2do. grado 4to. grado 4togrado 

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

0.0048 0.4370 0.0000 0.0000 

0.0186 1.5226 0.0000 0.0002 

0.0401 2.6737 0.0000 0.0016 

0.0682 4.5699 0.0001 0.0061 

0.1013 6.1429 0.0003 00172 

0.1379 7.5671 0.0007 0.0394 

0.1762 B.7522 0.0016 0.0786 

0.2145 9.6303 0.0031 0.1411 

0.2504 10.1804 0.0058 0.2344 

Después de ver esta tabla pOdemos llegar a dos conclusiones importantes. la 

primera es que mientras más grande el grado de polinomio, encontraremos una 

mayor aproximación a la función original. y segundo, mientras mt:. nos alejemos 

del punto de entorno, menos aproximación lograremos. 
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Algunas veces es mas fácil obtener pohnomios de Taylor apartir do otros ya conocu.k..:i 

aplicando las prop1cdndcs siguientes: 

~?l~ull1pllca.c1on por un csc_a1.ar. 

Sc.;i F(x) = Lf(x) 

Entonces 

T..,( F (x; a))= T_ ( L 1 ( x; .;i) J 

(L I" (a)/ k!) (x - a )" L ~ ( l"(a)/ k! )(x·ar 

T,. 1 U ( x; a))= L T_ 1 f(x;a) J 

Ejemplo 

Sea el polinomio de cu.'.lrlo grado antcnor encontrar un polinomio P(x), que equivalga n 

f(x), = 2 e" en el punto do entorno x = O 

Solución 

Como ya tenemos .'.ll polinomío do f (x) =e" 

P(x) = 1 + x + (1/2)X"' + (1/6) x" + (1/24) x' 

Entonces aplicando la propiedad do mulliplicación por un escalar. 

P(x)1=2(1 +X+ (1/2 )x' + (1/6) X>+ (1/24) x·) 

P(x)x = 2 + 2x + ~ + (1/3) x,..+ (1/12) x' 

---------·-----~----------·-··- ···-··· ··-. . ... ··-·····---·-··· ··-----···-· 
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Comprobando con una fabulación. 

f(x), P(x), º· O,'Jó 

o.o 2.0000 2.0000 0.0000 0.000 

0.1 2.2103 2.2103 0.0000 0.0000 

0.2 2.4428 2.4428 0.0000 0.0000 

0.3 2.6997 2.6997 0.0000 0.0016 

0.4 2.9836 2.9635 0.0002 0.0061 

0.5 3.2974 3.2969 0.0006 0.0716 

0.6 3.6442 3.6428 0.0014 0.0394 

0.7 4.0275 4.0243 0.0032 0.0786 

o.a 4.4511 4.4448 0.0063 0.1411 

0.9 4.9192 4.9077 0.0115 0.2344 

Como vemos aquí Ja función f(x), y el polinomio P(x), se aproximan. 

4 2 2 Suma de fqncjoogs 

Si tonemos. F(x) = f,(x) + f,(x) 

Entonces: 

T ~ = ( F(x);a ) = T ~ ( f,(x;a) + f,(x;a) J 

l: (f,'(a) + f,"(a))(x-a)" /Id .:!; (f,'(a))(x-a)' / kl ~ (f," (a))(x-a)' /Id 

T~ = 1.~~-~'._'.'_!:'.°.'0. x; a)) =T., ( f,( X; a))+ T.Jf,(x; a)) 
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Ejomplo. 

Encontrar el pollnom10 de Toylor de Ja función f(x),. =e·+ a· 

Sabiendo que el polinomio de Taylor de cuarto grado de g(x) =o· es: 

Pg(x) = 1 - x + (1/2)x1 
- (116) x .. + (1/64) x• 

Solución. 

Como ya tenemos el polinomio P(x) de f(x) =a·, aplicarnos las prop1edudcs. 

P(x),. = P(x) + Pg(x) 

P(x),,= ( 1 +x +(1/2) x 1 + (116) x .. + (1/24) x") +(1 - x+(1/2) x-' - (1/6) x'+ (1124)x•) 

P(x)., =. 2 + x" + (1/12) x' 

Para comprobar tabularemos. 

f(x) P(x), º· O, 

o.o 2.000 2.000 º·ºººº 0.0000 

0.1 2.010 2.0100 0.0000 0.0000 

0.2 2.0401 2.0401 0.0000 0.0000 

0.3 2.0907 2.0907 0.0000 0.0001 

0,4 2.1621 2.1621 0.0000 0.0005 

0.5 2.2553 2.2582 0.0000 0.0019 

0.6 2.3709 2.3708 0.0001 0.0012 

0.7 2.5103 2.5100 0.0003 0.0131 

o.a 2.6749 2.6741 0.0007 0.0275 

0.9 2.8662 2.8647 0.0015 0.0523 
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Aquf pactemos comprobar que la función obtenida se aproxima a Jo original. 

4 2 3 propiedad dq sustjtucjóo 

Sea F(x) = t ( e x ) 

don do: 

e = constante 

T_[F(x;a)J= :!: Jf"(ca) (x-a)"J/kl 

T_ [Fe X; a) J ~ f (ca)+ e f'(ca)(x-a) + (c'f"(ca))(x-a)'/2!+ -·- + (c"r(ca))(x-oi-1m1 

T_ [ F ( x ; a) J = f (ca)+ f'(ca)(cx-ca) + f"(ca)(cx-ca)'/21 + ... + r¡ca)(cx-ca)- /m! 

T,.IF(x;a)J=T- [f(cx;ca)j 

Ejemplo: 

Sabiendo que de la función f(x) = Senx se tiene su polinomio 

P(x) = x - (1/6)X" + (11120)><' - (1/5040Jx' 

de séptimo grado en el punto de entorno x = o. encontrar f(x)" = Sen 2x 
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Solucjón-

Aplicando la propiedad do Taylor do suslituctón. 

P(x), ; (2x) - (1/6)(2x)' + (1/120)(2x)' • (1/5040)(2x)' 

P(x)J = 2x - (4/3)x .. + (4/1S)x' - (8/315)x~ 

Para comprobar tabularemos. 

f(x), P(x) .. "· o.~;.. 

o.o 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

0.1 0.1987 0.1987 0.0000 0.0000 

0.2 o 3894 0.3894 00000 0.0000 

0.3 0.5646 0.5646 0.0000 o 0000 

0.4 0.7174 0.7174 0.0000 0.0001 

0.5 0.8415 0.8415 0.0000 0.0003 

0.6 0.9320 0.9320 0.0000 0.0015 

0.7 0.9854 0.9854 0.0001 0.0057 

o.a 0.9996 0.9994 0.0002 0.0185 

0.9 0.9738 0.9733 0.0005 0.0543 

Como se ve la aproximación es baslantc buena y so cumple la propiedad 
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4 3 4 Qedyacióo 

d/dxT_(l(x;a)]=dldx::;: (f'(a)(x-a)"(lkl 

d/dx Tm ( t ( x ; a ) ] = ::;: (d/dx t .. '(x) I _ (x-ar" )/(k-1 )1 

d/dx T_[ 1 ( x; a))= ::;: (d/dx l"(x) l._Hx-a)") / kl 

d/dx T_ ( t ( x: a))= T_, ( d/dx ( t ( x: a))) 

Ejemplo. 

Conociendo que la 1unción 1(x) = 1/(l+x) tiene su polinomio do grado 6 es 

valuado en el punto do entorno x=O. Encontrar el polinomio de grado 5 de la 

1unción: 

t(x)' = -1 /( 1 +x)' 

en et punto de entorno x = o 
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Solución. 

Aplicando la propiedad do derivación al polinomio existente derivando P(x). 

P(x)' = -1 + 2x - 3~ + 4x;a - sx• + ex• 

Volvemos a tabular para comprobar. 

X f(x)' P{x)' º" or:<> 

o.o -1.0000 -1.0000 0.0000 0.0000 

0.1 -0.8264 -0.8264 0.0000 º·ºººº 
0.2 -0.6944 -0.6941 0.0004 0.0523 

0.3 -0.5917 -0.5879 0.0038 0.6415 

0.4 -0.5102 -0.4906 0.0196 3.8502 

0.5 -0.4444 -0.375 0.0694 15.625 

Así podemos comprobar que la propiedad se cumple. 

4 2 5 lnregracjón. 

J T _ [ 1( x ; a )dx ~ ~ 1 (f"(a)(x-a)" 1 /kl dx 

JT.JI ( x: a) 1 dx = :f. [l"."(x)dx L (x-a) .. 0)/ (k+1)1 
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IT_(l(x;a))dx= L J l'(x)dxl._(x-a)"/k! 

_l_T. l.1(_x.'il)1 cjx = T ••• l_!l~_x;lll_~-

Ejemplo. 

Sea la función. f{X) = 1/(1-+-X) 

la cual se tiono su polinomio de 6to. grado P(x) valuado en ol punto x = O 

Encontrar ol polinomio do /1 (X) dx l(x), = Ln ( 1 + x ) 

Solución: 

Usando la propiedad de integración: 

J P(x) dx = x -x2/2 + X:-/3 - x•/4 + x•/5 - x•/6 + x'n + C 

Donde: 

C =es una constante. 

En este caso no podemos comprobar por medio de tabulación por tanto lo que haremos os 

sacar el polinomio de f(x), = Ln (1 + x) en el punto x =o 
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Valuando x =O 

t (x), = Ln (1 + x) 

l '(x), = 1/(1+x) 

t •(x), = -1/(1+x) 1 

f "'(x), = 21( 1 +x)' 

f "(x), = -6/( 1 +x)' 

t "'(x), = 24/(l+x)" 

r(x), = -120/( 1 +x)"' 

f (0)1 =o 

l '(0)1 =-1 

f "(0)1=2 

f "'(0)1 = -6 

1 "(0)1 = 24 

l '(0)1 = -120 

1 -cop = 720 

P(x), =o+ (1/1f)x + (-1/21)~ + (213!)x" + (-6/4!)x4 + (24/S!)x" +(-120/G!)x• + (720nl}x7 

P(x), = x - ><12 + x"/3 - X
4 /4+x" /5 - x• /6+ x' f7 

Como vemos se comprueba 

1 P{x) dx = P(x), 
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4 3 prob/QlTlªS w qplicac.ián.. 

4 3 1 plancgdóo. 

A) El departamento de prOducción de la compafHa ALFA ha determinado que el 

pronostico de ventas de uno do sus produclos en el mc,.-cado se comporta do 

acuerdo a la siguiente función. 

Don do 

f(I) =esta dado en dófa,.-cs. 

t =os el tiempo en años. 

De1e,.-mina,.-

f(!)= !O"Ln /(1/2)+! / 

a) El Polinomio de gnido Sto. de la función, en el punto do entorno 

a= 112 ano. 

b) Las ventas pa,.-a t = 9 meses, ulilizando la functón f(t) 

e) Las ventas para t = 9 meses, utilizando el polinomio de Taylor del inciso (a). 

Solución. 

Utilizando la ecuación (2). 

P(x) = ~ l(x-a)" t• (a )//Id 
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Y utilizando Ja propiedad de multiplicación con un escalar. para srmplif1car tan solo 

usaremos. 

f(I) = lO"g(I) 

Entonces sacaremos el polinomio de g(t). 

Primero. 

Valuando con t =z 1/2 

g(I) = Ln 1 1/2 + 1 1 

g'(I) = 1/( 112 + 1) 

g"(I) = ·11 (112 + I)' 

g'"(I) = 21(112+1)' 

g"(I) = -61( 112 > 1)" 

g"(I) = 24 / (1/2 + I)" 

g( 1/2) =o 

g'(l/2)=1 

g"(l/2) = -1 

g"'( 1/2) = 2 

g"(112) = -6 

g"(l/2) = 24 

Ahora sacando un polinomio Pg(t) en el punto de entorno 112. a partir de la función g(t): 

Pg(I) = (1 • 112)"(0) I 01 + (1 • 112)' ( 1) I 11 + (1 • 112)'(· l) / 2! + (1 - l/2) '(2) / 31 + (1 - 112)"(·6) / .f! 

+ (1 - 112)'(24) /SI 

.f'll{ll.-=-1!_~2) - (~~_112)'/ 2 + (1 -112)' / 3 -(1- 112.J" 14 

_+ (1 - 112)' I_~ 
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Utilizando la propiedad de multiplicación por un escalar, onconlraremos ol polinomio P(t) 

que se aproxima a f(t): 

P(I) = 1 o• Pg(I) 

~~1> = 10•((1 - 112> - c1 - 112>" 12 + c1 - 112>,., 3 _- c1 - ~12r ~ 4 + ~~ =--1~~1~~ 

b) Para encontrar las ventas on t = 9 moscs 

Primero: 

En la función. 

e) Para el polinomio. 

t = 9 moses x 1 año/12 meses= 0.75 años 

f(0.75) = 10° Ln f 1/2 + 0.75 f 

f(0.75) = $ 223.143.5513 

P(0.75) = $223,177.5513 

Como detalle adicional agregaremos el error en que se incurre. 

e.=33.532 e, = O.O 1 So/o 

Podemos concluir que con un polinomio de Sto. grado se puede aproximar basran1e bien una 

func;ón. como la que se vio en el ejemplo. dando un parametro confiable en el caso de 

quererla utilizar con otras operaciones como integración o derivación. 

-----------·------ .. 
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4 3 2 Hjdráylica.. 

Dentro do un fluido una partícula describo una trayectoria dada por la función. 

1(1) = Son (0.51) + Cos (0.51) 

Obtener: 

a) El polinomio de séptimo grado que represente a la función f(l) en el entorno a =O. 

b) El polinomio de grado sexto que representa la velocidad de la partícula. 

Solución. 

a) Para facilitar el problema dividiremos la función como sigue: 

1(1) =1(1), +l(t), 

a. 1) f(I), = Sen (0.St) y a su vez usando ta propiedad de sustitución. 

y sacando el polinomio a g(t) 

1(1), = g(0.51) 

g(I) = Senl 

g(I)'= Cost 

g(t)" = -Sent 

g(t)"' = -Cost 

g(t)" = Senl 
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Usando la ecuación (t). 

g(1)'-Cos1 

g(I)" = ·Sonl 

g(1¡- = ·Cosl 

Valuando en 1 = O 

g(O)=O 

g(O)'= 1 

g(O)"=O 

g(O)"'=·l 

g(O)" =O 

g(O)"=O 

g(O)" =O 

g(oJ-=·1 

Pg(I) = 1 -(1/6)1'+ (1/120)1' • (1/5040)1' 

Aplicando Ja propiedad de sustitución: 

P(l)l = Pg(0.51) 

P(1)1 = (0.51) • (1/6)(0.51)' + (1/120) (O.SI)'· (1/5040)(0.51)7 

P(I) = 0.51 • (1/48)1' + (1/3840)1' • (1/645120)1' 

a..2) De igual manera procedemos para f(t), = Cos (O.St) 

f(I), = g(0.51)1 
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S~cnndo el pohnom10 de g{I) en el pun10 t = O: 

g(I) = Cos1 g(O)= 1 

g(IJ' = -Scnl g(OJ'=O 

g(I)" = -Cosl g(0)"=-1 

g(f)"' = Scnl g(O)"' =O 

g(f)" = Cosl g(O)"= 1 

g{r)· ==-Scnt g(O)" =O 

gCrr· = -Cosr g(O)- ~ -1 

g(r)"· = Scnt g(O)'' =O 

Y aplicando la fornúla ( 1) lcmcrnos el polinom10: 

Pg(I) = 1 - (0.5)1' + ( 1/24)1' - (1n20¡1• 

Aplicando h.1 propiedad de sustitución. 

P(r), = Pg(0.5f) 

P(I), = 1 - 0.5(0.Sf)' + (1/24)(051)' - (1n20) (051)" 

P(I), = 1 - ( 118)1' + ( 11384)1' - (1 /46080)1° 

a.3) Y por último aplicando la propiedad de suma de funciones. 

f(t) =f(I), +f(I), 

P(I) = P(I), + P(IJ, 
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Lo podemos comprobar tabulando la función y el polinomio. 

f{t) P(t} "'· e,% 

o.o 1.0000 1.0000 o o 
0.1 1.0487 1.0487 o o 
0.2 1.0948 1.0948 o o 
0.3 1.1382 1.1382 o o 
0.4 1.1787 1.1787 o o 
0.5 1.2163 1.2163 o o 
0.6 1.2509 1.2509 o o 
0.7 1.2823 1.2823 o o 
o.e 1.3105 1.3105 o o 
0.9 1.3354 1.3354 o o 

Como vemos es una muy buena aproximación. 

b) Para encontrar el polinomio que representa Ja vcloddad, tan solo rcncmos que derivar 

(dldt) P(r} ya que este polinomio nos representa el desplazamienro. 

P'(I) = (1/2) - (114)1 - (1116)1' + (1196)1' + (11768)1• - (117680)1' - (1/92160)1ª 

Para comprobarlo derivaremos la función f(t) y tabula.remos: 

f(I)' = 0.5 Cos(0.5)t - 0.5 Sen (0.51) 
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f(t)' P(t) º· º· 
o.o 0.5000 0.5000 o o 
0.1 0.4744 0.4744 o o 
0.2 0.4476 0.4476 o o 
0.3 0.4197 0.4197 o 0.0001 

0.4 0.3907 0.3907 o 0.0004 

0.5 0.3608 0.360H o 0.0012 

0.6 0.3299 0.3299 o 0.0032 

0.7 0.2982 0.2982 o 0.0077 

o.a 0.2658 0.2659 o 0.0171 

0.9 0.2327 0.2328 0.0001 0.0353 

En conclusión es facl1ble rcprcscnrar cualquier tipo de func1on por medio de polinomios, 

por lo tanto entre más grande sea el grado, mc.1or aprox1m<Jc1ón tendremos. 
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CAPITULO V 

INTERPOLACIÓNJ DERIVACIÓN 

E INTEGRACIÓN NUMÉRICA. 



Sd!pítu{o V 

lnt11rpolación. Derivación o Integración Numorica. 

En muchas ocasiones cuando 1cnc1nos una tabla de d.:.ttos e~ nccc~arro sabor cuu11.I·> 

vale un valor 1ntouncd10, que no ::.ca conocu.Jo. por este rno11vo rnuy frecuentemente ~ • 

utiliza la interpolación. que nos pecrn1tL' encontr~r vulores no conocido~ apar11r de otros q•¡•-· 

ostán definidos en las tatJl.1s O b1t•n dcfirw una ccu ... .H.:.10n quL' p<.J5C por Jos pur11• 

conocidos. 

Por otra parte Jos problcrnas. con HIC1una::; tunc1on(:-s n1atvrn.·u1c<1s, ba!;lantc comp/cJ : 

tanlo para su dcriv.ac1on corno 1nlL'g1ac1ón. ::.e pueden !.Oluc1unar 1ncd1•1ntc Jlgunos métock1:. 

Como el caso de algunas mtcgr<..1/e5 que no tu.:.-ncn soluc1on corno 

fe··• dX 

Eslo se puede t1uccr gracws o que estas funciones se pueden tiJbulur. y mediante Jus 

métodos que veremos a contu1uac1ón lo:: solución es muy confiable. 

5 t lnwraqfíJ.J::.idIL 

La interpolación consiste en encontrar el valor do la función f(x). de la cu<..11 solo se 

conocen algunos punros. para un valor x que se cncucnlro entro 2 valores consccut1vo:.:. 

conocidos. 
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5 1 1 lorarpoladón de cspaci.Os_jguaJcs. 

Cuando en nuestra tabla so puede apreciar quo 

f(x) 

X,, Yo 

x, =X,,+ h Y, 1 tabla (a). 

X"= X,+ h y, 

.)(,=X"+ h y, 

Estaremos hablando que h os igual a un incremento de una misma magnitud de punt<.,¡ u 

punto. Aunque no nccosarramcntc en f(x) eslo incremento sea proporcíonal. 

y 

FIG. ::IZ'..I 

Se tratara de valuar la función en un punro inlermedio x •. 
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y 

.. , 
"' 

Y lo podemos rcprcscnrar. 

x .. =x.,+kh 

x, = x,.~h 

y-""'' 

-- ~· 

f(x} 

Yo 

Y.=? 

y, 

FIG. ::SZ:.2 

Sin embargo por conocer la función l(x) únicamente en 2 puntos. se puede unir modianlu 

una recta. como se muestra. 

FIG.:X.3 
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Evaluando la recta en el punro Y .. se rondrá una buona aproximación de t(x,,). La ecuación d•.J 

la recta puode obrenerso mcdianro un polinomio de Ncwron que dico: 

Y.= Yo+ ( .. ) i\y + C-... )l\1
Y11 + ··· +r,JI\' Y11 + { " .. , ){O) + ... + t.) 

Donde 

A 1 
.... es la diferencia j hacia adctanro de la tabla. 

( ") = es una combinación quo se define como: 

(") = {( k(k-l)(k-2) ... (k-j+I))) I j 1 

'') 

Pero como queremos un polinomio de Newton de grado 1. por lo tanto j = 1 

Aplicando 

Y.= y.+ (",)ay.+(",) (0) + ... + ()(O) 

Y.,= Yo+ káyo (2). 

Pero si k = (x. - ><,J/h (3)_ 

Susriruyendo on (2). 

Y. = Yo + (x,. • xJ (tiy.J I h 

que es un polinomio de 1er grado que se aproxjma a f(x). 
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Ejemplo. 

Dada fa tabla siguicnro encontr.:1r x = 0.15 

y=l(x) ,\y ,\'y A'y A"y ... "\•y 

o.o -0.12 0.0811 

x..=0.15 0.1 -'-'l.0389 O.CMBS -o 0326 00096 00024 o 

0.2 0.0096 0.0255 c0..0230 0.01.2 0.00.2!! o 

0.3 0.3510 0.0145 ·0.0110 0.0144 0.0024 o 
0.4 0.0496 0.0179 0.0034 0.0168 0.0024 

0.5 0.0675 0.0381 0.0202 0.0192 

0.6 0.1056 0.0775 0.0394 

0.7 0.1831 

Como la quinta d1forcncia es cero s1gnif1ca que el polinomio os de cuarto grado y utilizando Ja 

expresión (1). 

Considerando x... =O. 1 y Y .. = -0.0389 

i\y0 = 0.0485 

y,= -0.0369 + (',) 0.0485 + (',) (-0.023) + (', J(0.012) + (', )0.0024 (a). 

El valor de k os igual a: 

k = (x. - x,) I h = (0.15-0.10) I D.10 =O.SO 
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Y. a -0.0389 + 0.0485(0.5)+0.5(0.5-1)(-0.23)/21+0.5(0.5-1)(0.5- 2)(0.012)13! + 0.5(0.5·1)(0.5· 

2)(0.5-3)(0.0024)/41 

Y.=-0.0111 

Por tanto 1(0.15) = -0.0111 

Otra uUlidad de este método do interpolación os que so puedo aproximar a una ecuació.1, 

haciendo que x.. = x y sust11uyendo en (3). 

k = (x-0.10)/0.10 = 10x - 1 

y ahora en (•) 

Y.= -0.0389+( ·-' ,) 0.0485+('-' ,)(-0.023)+('- '.J0.012+('- '.)0.0024 

Y.=-0.039+( 1 Ox-1)0.0485+(1Ox-1)(1Ox-2)(-0.023)121+(1Ox-1)(1Ox-2)(1 Ox-3)(0.012)/31+(1 Ox-

1)(1Ox-2)(1Ox-3)(1 Ox-4 )(0.0024)/4! 

SimpHficando: 

Y.== x'+~-2~+x-0.120 

Conlo vemos la función efectivamento queda do cuano grado y 

comprobaremos si pasa por Jos puntos tabulando. 
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f(x) IQ" x• +X"' -2>< + x - 0.120 

!(~) 

o.o -0.12 

0.1 -0.0389 

0.2 -0.0096 

0.3 0.0351 

Como son los mismos concluimos que so aproxima basranro a Ja rabulación. 

En el caso de una función tabulada se presente como: 

Por lo tanto 

X 

x, =""+h., 

X;r = x, +h, 

x .. = x. 1 + h,.., 

Y= l(x) 

Yo 

Y, 

y, 

Y. 

)labfa (b}. 
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h,. 1 =X,. - X,.., 

El polinomio de grado n que pasa por los n+1 punros será: 

o bien como: 

y = a 0 (x-x,) (x-~) (x-x) ... (x-x .. ) + 

+a, (x-xJ (><·><,) (x-x,) ... (x-x.) + 

+a, (x-xJ (x·x,) (x-><,) ..• (x·x.) + (4) 

+a .. (x-x,) (x-x,) (x-x.,..) ••• (x-x,..,) 

Los coeficientes a 0 • a,. a,.. •... a ... Se determinan de tal forma que el polinomio pase por 

todos y cada uno de los puntos de la rabia y valuando en x = ><o 

Yo= a 0 (x,,-x,) (X,,·X,) (><,,-><,) ••• (x.,-x.) 

Se despeja a. 
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u,= Y. I ((x,.-x.) (x.,-x,) (x,.-x,) ... (x.,-x.)) 

valuando para x = x, so oblcndrá y,. por lo 1anto: 

Despejando a, 

a,= y, 1 ((x,-x,J (x,-x.) (x,·x~) ... (x,-x.,)) 

Procediendo del mismo modo 

a.,= Y .. 1 ((x.,-x,.,) (x .. -x.) (x .. -x .. ) ... (xn-x,.,,,)) 

Y susllluycndo en la ecuación (4). 

y=((x-x,)(x·x)(x-x,) .. (x-x.)) /(x,,-x,)(x"-x,)(x.,-x,) ... (x0 -x,.) Y.+ 

+((x-x,J(x-x..)(x-x~) .. (x·xJ) /(x,-~)(x,-x.,)(x,·JS) ... (x,·x .. ) y, + 

+((x-x..,)(x-x,){x-xJ .. (x-x.,)) /(x_.-xJ(x.,-x,)(x_.-x~)- .. (x,,·x,.) y,+ 

(5). 

((x-x,.)(x-x,)(x-x .. ) ... (x-x .. ,))/(x .. -x,,,)(x .. -x,){x,.-x,.) .. (x .. -x .. ,)y.,+ 

Esta ecuación se conoce como Eqanula de l a~Q para intcrpoluc1ón. 

Pudiéndose expresar como: 
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Ejemplo. 

( n (x·x,) I (x,-x,) ) y, 

.... ... 
(5.1) • 

Dada la siguiente tabla. encontrar x=5 y obtener un polinomio de 3er grado. 

l(x) 

o 5 

2 17 

3 41 

7 397 

8 581 

Utilizando fa ecuación (5). 

y= 1 (x)=((x-x,)(x-x,)(x-><J(x-x,))/(x,,-x,)(x,.-x,)(x,.-x,)(x,,-x.) y 0 + 

+((x->eu)()(·X,)(x·x.i)(x-x.))/{x,-x..,)(x,-x,)(x,-x,,)(x,-x.) y,+ 

+((x-x,)(x·x,)(x-x,)(x-x..J(x-x,))/(x,-x,.)(x,-x,)(X,·X,)(x-x,) y, + 

+((x-x,)(x-x,)(x-x,)(x-x,))/(x,-x,)(x,-x,)(x,-x,)(x,-x,) y,+ 

+((x-x_)(x-x,)(x-x,)(x-x,))/(x,-x,)(x,-x,)(x,-x,)(x,-xJ Y. 

Como x = 5 y sustituyendo valores. 

y=l(5)=((5-2)(5-3)(5=7)(5=8))/(0-2)(0·3)(0-7)(0-8) S + 

+((5-0)(5-3)95-7)(5-8))/(2-0)(2-3)(2-7)(2-8) 7 + 

+((5·0)(5-2)(5-7)(5-8))/(3-0)(3-2)(3-7)(3·8) 41 + 

+((5-0)(5-2)(5-3)(5-8))/(7-0)(7-2)(7-3)(7-8) 397 + 

+((5-0)(5-2)(5-3)(5-7))/(8-0)(8-2)(8-3)(8-7) 58 1 

y= 1(5) = 155 
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Así como en la inlcrpolación de Ncv.rton. aqui podemos obtener un polínom10, 

rnodianlc la sustitución do x, y tomando 4 di:Uos: 

y=f(x) =((x-2)(x-3)(x-7))/(0-2)(-03)(0-7) 5-+- ((x-O)(x-3)(x-7))/(2-0)(2-3)(2-7) 17 + ((x

O)(x-2)(x-7))/(3-0)(3-2)(3-7) 41 + ((x-O)(x-2)(x-3))/(7-0)(7-2)(7-3) 397 

Simpl1f1cando nos qucd.'.l; 

f(X) = X .. +X-' + 5 

Para comprobar labulamos 

l(x} 

o 5 

2 17 

3 41 

5 155 

7 397 

B 587 

Como son los mismos comprobamos que la ecuación correspondo a Ja tabulación 

original. 

5 2 Derivación Numárica. 

Los problemas comunes de derivación numónca consisten en obtener el valor 

de las derivadas de una función tabulada en algunos de sus puntos; 

X= Xg. X,, x.,, .. ., X., 
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Partiendo que la función tabulada debo sor con espaciamientos consrantes, como en la t¡úJlél 

(a) y aproximando a un polinomio de grado j en la expresión de Newton. (ecuación (1)) 

donde su primer deriviJd.:t. 

Como el pollnom10 esta en función de k tenemos cambiamos la derivada con respecto a k 

Como k = (x, - x,.) / h 

La dh/dx = 1 /h 

Sustituyendo la expresión (7). 

d/dx F(x);( 1/h)(d/dk)[y0+~y,+(k{k·1 ))f\'y,121+ ((h(h-1 )(h·2))f\'y.J3' + ... +(',)f\'y0 ) 

Derivando: 

d/dxF(x)" (1/h)(.\y0+(2k·1 )A'y,12+(3k'·6k+2) A'y,/6 + ... +d/dn (',)A'y0 ] 

Derivando nuevamente: 

d'/dx'F(x) :(1/h)(d/dk)(Ay0 +(2k·1)A'y.12 +(3k'-6k+2) A'y,/6 ... +d/dn(",)A'y.,]dh/dx 



como dkldx = 1/h, la segunda dcr1vada t.?S: 

Derivando la expresión (9) y uMu:ando la cKprcsión dk/dx = T/h 

d'ldx' F(x) -~ (llh')f,,'y,, +. • d'ld~· (",).\'yj 

Considerando un polmom10 de Ncwron do pf'imcr grado ::;e obUcno ap.:lrtir do Ja exprcsk·n 

8 que fa primera derivada f(x) se puede aproximar por: 

d/dx F(x) = 1/h f.\yj {10). 

to cual equivale a: 

d/dx F(x) = 1/hf.\yj +o, 

Sabiendo que L\y0 o=. y, - y., y valuando Ja derivado para x = x., se obt1Cnc: 

d/dx F(x) l ... 0 = (1/h) (-y0 +y,) +o, 

Para trabajar mejor: 

Y.'= (1/h) (-y.+y.) + D, 
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Et cooficionto do la ordenada y, quo correspondo con In ordenada dof punto en al cual ~e 

realiza la derivación, se lo denomina pivoto do la tormUla. Y para idontificarlo on la formúla 

se subraya dicho coeticionte. 

Ejemplo: 

Yu' = (1/h) (-Y, - y,)+ o, 

Considerando un polinomio de 2do grado. la expresión (B) se reduce a: 

d/dx F(x) = ( l/h)(,\y0 + (2k-1 ¡,-.'y,/2)-+- e, (11). 

donde: 

AYo =y,- Ya y 

Y si pcr ejemplo, se desea obtener la primera derivada de F{x) en x = x, implica que h=1, 

según la tabla a: ya quo x, = Xo +{1)h; por lo quo sustituyendo: 

d/dx F(x) / __ , = (1/h) [Y,- Y. +(2-1) (y,-2 y,-+-Y.Jl2)-+- e, 

Simplificando: 

y/= 1/2n (·yO + Y2) + or 

Como se valúo x = x, el pivote será y, 

y,'= (1/(2h))(-y.+«UJI,_+ y,)-+-º· (11.a). 
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De igual manera podemos encontrar fórmulas de donvac1ón par F'(~ y F'(x,.) 

con un polinomio de segundo grado. sustituyendo h = O y h = 2 en la expresión 

{11) quedando: 

y 0 ' = ( 1/(2h)) (-3y" + 4y, - y,) +o, 

y,'= (1/(2h)) (y0 - 4y, + 3Y.) +e, 

(12). 

(13). 

Con un pclinom10 de tcrcor grado y siguiendo el mismo proccd1m1onto, se 

obtienen las siguientes fórmulas para la primera y segunda dcuvada. 

Yo'= ( 1/(6h))(-.1..1.y'\I + 18y, -9y~ +2y_.) +e, 

y;= e 1/(6h))(-2y., -3YJ +6y.: -y,,.}+ e, 

y/= C 1/(6h))(y., -6y, +.Jy.c +2y3) +e, 

y,'= (1/(6h))(·2y0 + 9y,-1By, +llY.) +O, 

y para Ja segunda derivada. 

y.,•= (1/h")~ -sy, +Gy,. -y .. )+ e, 

y,·= (1/h") (y.,-~J. +y,. -Oy~) +e, 

Yz• = (1/h") (Oy0 +Y, - ~..e +y;a) +e, 

y»•= (1/h1
) (-y.,+ 4y, - 5y41 +~)+e, 

(14). 

(15). 

(16). 

(17). 

(18). 

(19). 

(20). 

(21). 

Además de eslas fórmulas, se pueden desarrollar otras de orden superior a 3. 

Ejemplo: 

Para Ja función deUnida en Ja siguiente tabla: 
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)C y.-:tanx 

o o 
nis 0.1989 

nis 0.4142 

n11s O.SS82 

n14 1.00 

Calcular: 

a) La primera derivada en x = ll/8 utilizando las fórmulas de derivación de segundo y tcn .. -cr 

grado. 

b) Comparar los resultados del inciso anterior con el valor exacto do la derivada. 

e) La primera derivada en x = 014 utilizando las fórmulas do derivación obtenidas do un 

polinomio de tercer grado. 

Solución: 

a. 1) Usando la ecuación 11 .a para encontrar la derivada: 

h =nis 

y 0 =0.19B9 

y,= 0.4192 

Ya a0.6682 

Y:= (1/(2h) (-y0 +~J.+ Y~)+ e, 

y,'=11(2(n/S)) (·0.1989 + OX0.4142 + O.SS82) +e, 

Y.J.' = 1 1951 
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a-2) usando l&J ecuación {15). 

y,'= (11(6h))(-2y. "3ll, +6y, -y,)+ e, 

y,' = 116(11116) (-2(0. 1989)-3(0.4 142) + 6(0.6682) - 1 .DO)) + e, 

y,'= 1.1619 

b) Derivando la función y=tanx 

y'=Scc"x 

Y valuando en X = nlf 8 

y'= 1.1716 

Encontrando el error do la formula de polinomio de 2do grado. 

c.= l(x-x1)/x 1 X 100 

x, = 1.1951 

e,= l{1.1716-1.1951)/1.1716IX 100=2.06% 

Y poi" úUimo de la formula del pohnomio de 3er grado 

x=T.1716 

x, = 1.1619 

e,= 1(1.1716-1.1619)/1.1716 1X100=0.83% 
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Como podemos observar mientras más grando es el grado del polinomio mayor es la 

exactilud de la derivada. 

e) Utilizando la formula (17). 

h = n115 

Yo= 0.1989 

Y, =0.4142 

y2 =0.6682 

y3 = 1.00 

y 3 • = ( 1/(6h)(-2y0 + 9y, - l8y1 + .1..1.Jl,,) +e, 

y;= 11¡5¡n116))(-2¡0.1909¡ + 9(0.4142)- 10(0.6682) + 11(1)) +e, 

v~· = 1.9543 

y comparándola con la original. 

y•= Sec"x 

Valuando x = 014 

y.= 2.00 

e,= tx-x1)/x IX 100 

X= 2.00 

x, = 1.9543 

e,= t2.00 - o.9543)/2 Jx 100 = 2.285 % 
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~lalD!J[iJC.ÍÓCLNUtnC'IÍCd. 

Pa,.n obtener un valor uprox1mado de la 1ntogral de f(x) en ol intervalo do ~ < x ..:::: x., ~o 

puedo partir del polinomio do Newton (1) tal que: 

Integrándola. 

de la expresión 

Y do Ja tabla (b) si: 

ysi 

Sustituyendo: 

dh/dx = 1/h 

dx = h dk 

X.= X.+ (0) h entonces k = o 

x. ="u+ nh entonces k = h 

..)"" F (x) dx = J• (y
0
+kAy

0
+k(k·1) .'\'yJ2! + k(k-1)(k·2) A'y.,'3! + ... +(",)A'y0 ) h dk 

Integrando 

..;- F(x)dx = h(ky
0 

+ k' ,\y
0 

12+ (k'/6 ·k'/4) ,\'y
0 

+ (k"/24 • k'/6 + h'/6)A'y0 + .... 1 "0 -• J" 
(",)A'y.dk 
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Sustituyendo limites. 

Considerando hasta la primera dllcrcncia: 

..J•n F(x)dx = h[hy0 + h'',\y,/2) +e, 

Y si integramos entro los 2 primeros valores de la tabla (b); ósea entre x., y x •. 

. J"" F(x) dx = h(y0 + "Y.121 + e, 

como: .._\yu =y,· YQ 

Sustituyendo y simplificando: 

.J·· F(x) dx = (h/2) (Y.+ y, ] +e, 

Esta expresión nos dejaría el área bajo la curva de los puntos coordinados (>eg,y0 ) y (x 1,y,), 

unidos por una recta definida por: 

Y= Yo+ k.J\y 
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y 

FIG.11:.4 

Al igual integrando x, y x~ se obtiene 

.J•• F(x)dx = (h/2) (y.+ y_)+ e, 

Y succsívamenlc cenemos 

• .J"" F(x) dx = (h/2)(y., + Y.l +o. 

por lo que: 

.J"" F(x)dx = • .J"' F(x)dx + .J"' F(x)dx + .......... + .. ,i"" F(x)dx 

•• J"" F(x) dx = (h/2)(y
0
+y,J+ e,+ (h/2)(y,+y,) +c,+ ... +(h/2)(y., + Y.l +e. 

Y simplificando 

.J- F(x) dx =( h/2)[y,, +Y .. + 2 ~ y, J + e, (23). 
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V esta formula es conocida como do lnWQroción Trapqcint. 

Utilizando un procedímiento similar con la ecuación (20) considerando hasta la segunda 

diferencia tenemos: 

J- F(x)dx = (h/3)(y
0
+y.+4 l:(--__ l+ 2 l:(--__ ll +O, (24). 

Expresión mejor conocida como de intqgwción de Simp~. Y a diferencia de IJ 

trapecial (23) es aplicable a valores pares den. 

Ahora considerando las terceras diferencias en la expresión (22) e integrando enue ~y x-" 

podemos obtener: 

J- F(x) dx =(3/8)h[y
0
+y.+2 l:( _____ ,)+ 3 ~ ¡----ll +e. (25). 

Conocida como formula de intggración de Simpsqn 318 y solo aplicable a valores múltiplos 

de3. 

Ejemplo: 

Partiendo de la siguiente tabla 

x. y,=F(xJ 

o 0.1 -15.00 

0.2 -15.0002 

2 0.3 -15.0020 

3 0.4 -15.0084 

4 0.5 -15.02588 

5 0.6 -15.0641 

6 0.7 -15.1356 
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a) obtener la integral de x., a x. con la regla trapezoidal. 

b) Obtener la mlcgral de x- ax. con Simpson 1/3. 

e) Obtener la inlogral de x,, a x. con S1mpson 318. 

d) Comparar los rcsuUndos con la integral original subiendo que : 

F(x) == x• - x' +0.2ax• - o.ax' - 15 

Solución: 

a) Utilizando la formula {23) 

.J- F(x) dx =( h/2)(y0 +Y.+ 2 :::: y,] +o, 

Dando valores a la formúla: 

Yo= -15 

y,= -15.0002 

y#=-15.0020 

Y~= -15.0084 

Y.= -15.0258 

y.,= -15.0641 

•.. r' F(x) dx = o.1/2[-15+(-15.1356)+2(-15.0002-15.0020-15.0084-15.0258-15.0641J +e, 
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0
,f' F(x) dx:; -9.0168ü' 

b) Utilizando la formula {24). 

Sustituyendo valores 

0
,r' F(x)dx=Q.1/3(-15-t5.1356+4(-15.0054-15.0641)+2(-15.0020-15.0258) +e • 

.,.,r·r F(x) dx = -9.0161 u~ 

e) utilizando Ja formula (25) . 

.J•" F(x) dx =(318)hfy .. +y,.+2 l:( ___ --.l)+ 3 ~e-----)) +e, 

Sustituyendo: 

u_r' F(x)dx =318(0.1)(-15-15.1356+2(-15.0084)+3(-15.0002-15.0020-15.0258-15.0641) +e. 

º'f'' F(x) dx.::::: -9.0161 u 1 

d) Integrando con la función: F(x) = x•-x 1+0.2x•-o.ex• - 15 

.,.,f'' (x•-x'+o.2x•-o.ax"-15) dx 

rx•19 - x•1a + 0.0286x' - o. 1333x• - 15x) 
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Sacando el erro,-: 

Para el inciso a) 

X= -9.0160 

X,= -9.016 

011'1' F(x) dx = ·9.0160 u" 

e,= f(-9.0160+9.0168)/-9.0160 IX 100 = 0.0089o/o 

Para el inciso b) y e) son los mismos resultados. 

X= -9.0160 

x, = -9.0161 

e,= f(-9.0160+9.0161)/-9.0160 /X 100 = 0.0011"!-:.. 

Por tanto concluimos QLlC el error es mas pcquciío con la regla de Simpson 1/3, 3/8. Con 

el Unico inconveniente de no poderlo ut1hzar siempre. sino con sus restricc1oncs Y"-' 

señaladas antcr1orrncnto. 
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5 4 Prpblomas do Aotk;oc.ión.. 

5 4 l Vins Terrestrps 

En la siguiente rabia so muesrran los valores de la velocidad do un tren que entrona ni 

llegar a una ostac;ón. 

t(seg) V(m/sog) 

5 6.6328 

10 4.7590 

15 3.6741 

20 3.6741 

25 2.9164 

30 1.8842 

Calcular. 

a) La aceleración on r = 15 y r = 20 seg. 

b) La distancia recorrida de t = 5 a t = 30 seg. 

e) La veJoc;dad en ol tiempo r = 7.5 seg. Con la inrerpolación de Lagrango. 

Solución: 

a) Como la aceleración es la derivada do la velocidad, utilizamos las fórmulas de derivacién 

de polinomios de segundo y tercer grado. Tenemos: 
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o. t) Para ros pohnom1os de 2do. grado utilizando 

Para t = 15 seg formula {12). 

h=S 

y
0

= 3.6741 

y,= 2.9164 

Y.,=2.3412 

y; = ( 112h)(-3Y. +4y, -y,) +e, (12). 

y;= (11(2XS))(-3(3.6791)+4(2.9164)-(2.3412) +e, 

Yu' .=.·O. 1698 mis" 

Para t = 20 seg usamos la misma formula (12). 

h=S 

y 0 =2.9164 

y,= 2.3412 

y~= 1.8842 

Yo'= (11(2XS))(-3(2.91164)+4(2.3415)- 1.8842)) +e, 

y 0 • = -0. 12686 mis" 

a.2) Para las fórmulas de polinomios de 3cr grado. 
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Para t = 15 formula (14). 

y.' - (1/(6h))(·J...1l<.+18y,-9y,+2y,) +e, 

h=S 

y 0 - 3.6741 

y 1 =2.9164 

y .. =2.3412 

y .. = 1.8842 

(~4). 

y.'= (1/(6XS)) (-11(3.6741) + 18(2.9164) -9(2.3412+ 2(1.8840)) +o, 

y,;= ·O. T74Tm/s• 

Para t = 20 seg usaremos (16). 

y;= (1/(6h))(yo~6y, + 3y.+2y..) +e. 

h=S 

y 0 = 4.7590 

Y, =3.6741 

y_.=2.9164 

Y~= 2.3412 

y,'= (1/(6XS)) (4.7590 -6(3.6741)+3(2.9164)+2(2.3412) +e. 

y,· = ·O. 1285 mis' 
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Sacando ol orror: 

Como Jos resultados do l<ls fórmul<ls do pohnomios do torcer grado son más exactas l.::1~ 

tomaremos de rcfcrcnc1a. 

Para t = 15 seg 

x = -0. 174 1 mis" 

x, = -O. 1698 mis" 

O,= J (-0.1741 +0.tG48}/-0.1741 J X 100=2.S'!'o 

Para t = 20 seg 

x =-o. 1285 mis~ 

x, = -0. 1269 m/s·· 

e,= IC·0.1285+0.1269)/-o.120:. I X 100= 1.25% 

Para concluir las accfcH1c1oncs en r = 15 seg; es a= -0.1741 mis .. 

y en I= 20 seg; es u = -0. 1285 mis .. 

b) Para cnconlrar la d1sranc1a. rondrcmos que integrar do r = 5 a 

t = 20 seg, entonces ordenamos. 

o 

2 

3 

ti V 

5 6.6328 

10 4.7540 

15 

20 

3.6741 

2.9164 

Como el número de datos es múUiplo de 3 podemos utilizar S1mpson 318 y rrapocial. 

--------------·-·----.. ----·------ ............ ·-· ·--·-··--· .. ·~------------·---·----
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b.1) Usando la 1ormula trapecial {23) . 

h=5 

y 0 = 6.6328 

y,= 4.7590 

Y.= 3.6741 

Y:a-2.9164 

• Jº" F(x) dx =( h/2)[y0 +Y.+ 2 l:: Y.)+ o, 

J'" F(x) dx = (512) ( 6.6328 + 2.9164+2(4.7590 + 3.6741)) +e, 

J~ F(x) dx '° 66.0385 m 

b.2) usando la 1ormula de Simpson 3/B (25). 

_J- F(x) dx =(3/8)h[y
0
+y.+2 ~(---__ ,>+ 3 ~ c-----ll +e. 

J'" F(x) dx = (3/(8X5)) (6.6328+2.9164 + 2(0) + 3(4.7590 + 3.6741)) +c. 

J,,., F(x) dx = 65.3409 m 

Sacando el error 

Como vimos anteriormente el más exacto es el do la regla de Simpson 318; por lo que lo 

tomaremos como baso. 
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x = 63 3409 m 

Xt = 66 0385 m 

e, = / (65 3409-66 0385)/65 3409 / X 100 = 1 07% 

e) Ut1l1zando la formula de Lagronge (5. '1). 

[ 11 (.X·X,) I (x,·x,) J Y• 

•"º , .. 
Usando 4 datos de la tabla donde 

x=75 

Xo = 5 

X1 = 10 

X2 = 15 

Yo= 6 6328 

y,= 4 7590 

y;¡= 3 6741 

X;i = 20 y;i= 2 9164 

y= ((7.5-10)(7 5-15)(7 5-20))/(5-10)(5-15)(5-20) + 

+((7 5-5)(7 5-15){7 5-20))/(15-5)(15-10)(15-20) 3 6741 + 

+((7.5-5)(7 5-10)(7 5-15))/(20-5)(20-10)(20-15) 2 9164 

y= 5 5684 mis 

Entonces la velocidad. 

t=7.5seg V= 5 5684 mis 
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5 4 2 Hjdráu!iea de Canales 

Los datos recogidos de campo sobre el perfil de un rlo son los s1gu1entes: 

Longitud transversal(m) Profundidad (m) 

o o 
2 1 8 

4 20 

6 40 

8 40 

10 60 

12 4.0 

14 3 40 

16 360 

18 280 

20 o 

Sabiendo que el fluJO del río en promedio tiene una velocidad de 3m/s ¿Encontrar el 

gasto que se conduce por el rio? 

Solución 

Como se requiere el Gasto recurnmos a la formula 

O=ATV 

Donde 

a =gasto. 

V = velocidad. 

AT = es el área total 
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Como vemos en la tabla loncmos profund1dudcs y long11udcs. podemos integrar de O a 

20 metros y iJSÍ cnconrrar el área del canal. 

Par.:. trOlbajar mejor acomodaremos 

o 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

X, 

o 
2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

Y, 

o 
1.8 

2.0 

4,0 

4.0 

6,0 

4.0 

3.4 

3.6 

2.8 

10 20 o 
Aquí podemos usar la regla de Simpson 1/3 y trapezoidal 

b. 1) Primero usaremos la regla lrapc.zoidal {23) . 

.J•• F(x) dx =( h/2)[y0 +Y. + 2 L Y.] +e, 

J1° F(x) dx = 212[0+0+2( 1.8+2.0+4.0+4.0+6.0+4.0+3.4+3.6+2.8)) +e, 

.;~ F(x) dx " 63,2 m' 
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b.2) UliUzando ol método do Simpson 1/3 (24) 

•• ;- F(x)dx = (h/3)(y.+y.+4 ~e----->+ 2 ~e---->1 +e, 

uf° F(x) dx = 2/3{0+0+4(1.8+4.0+6.0+3.4+2.8J+2(2+4+4+3.6)] +e. 

J~ F(x) dx = 66. 1333 m' 

Entonces A,= 66. 1 333m" 

Como sabemos la regid de S1mpson 1/3 es más exacta que la regla trapeziOdal. Con e::;.!.O 

podemos sacar el gasto. 

Q = 3m/S (66.1333m') 

a= 19834 m~/s 

Para encontrar el error con el resultado de la regla lrupczoidal. 

O= 3m/s(63.2m1/s) = 189.6m 31/s 

Para el error: 

er = l( 198.4-189.6)/198.4 IX 100 = 4% 

;¡¡~f'liii-n,.i> ... _. ,... ________ ., ______ _ 
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ft.A.3 y¡ns Tcu.a.strc..s .. 
Un vehículo parto do GuadalaJara a Zacalccas, y so obluvo la s1gu1cntc rabia de..: 

velocidades: 

t(hrs) V(I) (Am/hrs) 

o.o 90 

0.50 100 

1.0 120 

1.5 120 

2.0 90 

2.5 90 

3.0 110 

3.5 110 

a) Obtener el kilometraje que ob1uvo al finalizar el viaje_ 

b) ¿Quó aceleración rcnía en t = 2.0 hrs.? 

e) ¿Qué velocidad llevaba en t = 1.60 hrs.? 

Solución: 

a) Para encontrar el krlomotra1e se puede integrar de t = O 1 == 3.5 hrs. Acomodándolos para 

trabajar mejo,-: X. y: 

o o 90 

0.5 100 

2 1.0 100 

3 1.5 120 

4 2.0 90 

5 2.5 90 

6 3.0 "º 
7 3.5 110 
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Para poder Integrar esta tabla se puedo hacer Por modio de fa regla trapezoidal y 

combklando la regla se Simpson 113 y 318. 

Usando la regla trapezoidal: 

.J"" F(x) dx =( h/2)(y0 +Y.+ 2 l: Y.) +e, 

h=0.5 

Yo=90 

y,- 110 

y 1 """ 100 

Y~= 120 

Y.= 120 

y,=90 

v.=90 
y.= 110 

y,= 100 

.J"' F(x) dx a (0.512)(90+110+2(100+120+120+90+90+110+110)) +e, 

.)'-' F(•) dx " 365 km 

a..2) Integrando por la Regla de Simpson 1/3 y 318. Para esto tendremos que separar la 

tabla: 



y=F(x) 

Sirnpson 31 a X. o 90 

x, o.so 100 

X, 1.00 120 

Simpson 1/3 X. X, 1.50 120 

x, 2.00 90 

X, 2.s 90 

X, 3.0 110 

x. 3.5 110 

Para la parte de Simpson 310 usamos la formula {25). 

_J- F(x) dx =(3/B)h[y,+y.+2 ~1-----.>+ 3 l: (--->l +o, 

J' • F(x) =(318)(0.5)(90+120+2(0)+ 3(100+120)) +e. 

J" F(x) dx ~ 163.125 km 

Para la parto de Simpson 1/3 usamos la formula (24). 

_J- F(x)dx = (h/3)(y.+y.+4 l:( _____ ¡+ 2 l:( ___ -->1 +e, 

,J" F(x) dx =( 0.513)(120+110+4(00+110) + 2(90)) +e, 

,.J'"ª F(x) dx = 201.667 km 

En total el kilometraje final será la suma de los resultados de Simpson 1/3 y 318. 

Ju F(x) dx + , .r• F(x) dx = 163.125 km+ 201.667 km 
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J"F(><) d>< - 364.792 km 

Sacando el error. 

Como el más oxacto os el do Simpson 1/3 y 318. 

J( = 364.792 

)(,=365 

e,= 1(364.792 - 365)/364.792 1 X100 = 0.05% 

b) Para la aceleración debemos de derivar en el punto t - 2.0 hrs. y podemos usar las 

fórmulas de polinomios de 2do.y 3or.orden. 

b. 1 usando ta formula (12). 

h=5 

Yo =90 

y, =90 

y 11 = 110 

b.2 usando la formula (15). 

Y.'= 1/2h (-3Jt. +4y, -y,) +o, 

Y.'= 1/2(0.5) (-3(90)+4(90)-110) +e, 

Yo' = ·20 km/hrs;r 

y,'= 1/6h (-2y0 -;3l.', +6y, -yJ +o, 
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h = 0.5 

y 0 = 120 

y, - 90 

y,,= 90 

v~= 110 

Sacando el error. 

y,' g 1/6(0.5) (-2(120) -3(90) +6(90) - 110) +c. 

y, = -26.6607 km./hrsz 

)( = -26.6667 

x, = -20 

c.= 1(-26.6667 + 20)1-26.6667 IX 100 = 25% 

Entonces la acelorac1ón on 1 = 2.0 hrs. a = ·26.6667 km/hrs" 

e) Usando la formula de Lagrange (S. t). 

Y=~ 

Ulilizando 4 datos: 

x = 1.Ghrs 

x.= 1.0 

x, = 1.50 

X,= 2.0 

X,= 2.5 

[ 11 (x-x.) / (x.-x,) ] Y, -.... 

Yo= 120 

y,= 120 

y 3 =90 

y.,= 90 

·---------· ~ -------
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Aplicando la formula. 

y - ((x-x,)(x-x,)(x-x,))/(x,,-x,)(x,,-x,)(x,,-x,) y 0 + 

+((x-x,J(x-x,)(x-><,))/(x,-x,,)(x,-x,)(x,-><,) y, + 

+((x-x,J(x=x,)(x-x.,))/(x,-x.,)(x,-x,)(x,-><,) y,+ 

+((x-x..)(x-x,)(x-><,))/lx,-x.l(x,-x,)(x,-x,) Y,= 

y= ((1.6-1.5)(1.6-2.0)(1.6-2.5))/(1.0-1.5)(1.0-2.0)(1.0-2.5) 120 + 

+(( 1.6-1.0)( 1.6-2.0)( 1.6-2.5))/(2.0-1.0)(2.0-1 .50)(2.0-2.5) 90 + 

+(( 1.6-1.0)( 1.6-1.5)(1.6-2.0))/(2.5-1.0)(2.5-1.50)(2.5-2.0) 90 = 

y= 114.48 km/hrs. 

Entonces la velocidad cuando t = 1. 6 hrs V= 114.48 km/hrs 

5 4 4 Topografía 

Durante un levantamiento de un predio se obtuvieron los siguientes datos de distancias 

con respecto a una esquina: 

X, 

x, 

X, 

X, 

longitud norte{m) 

o 
2 

4 

6 

ancho este (m) 

45 

46 

46.50 

47.50 
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.-; longitud norte(m) ancho esto (rn) 

x, 8 48.00 

X, 10 49.50 

X. 12 53.50 

x, 14 56.00 

x,. 16 !:>7.00 

X,. 18 56.00 

x,
0 

20 55.00 

x,. 22 52.50 

x,-> 24 47.00 

x,..1 26 41.00 

x,. 22:.i 38.00 

x,.. 30 33.00 

~ 32 2aoo 

x,, 34 20.00 

x,. 36 17.00 

x,.. 38 16.00 

x.-u 40 11.00 

x,,, 42 o 

Obtener con estos datos el área del predio. 

Solución: 

Como el número de datos es múlliplo do 3. ó sea 21. podemos usar el método de 

Sfmpson 318 y trapecial. Usaremos primero el trapecial con la formula (23). 

--------------·-----·-----·-----········. 
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h=2 

Yo= 45 

.;- F(x) dx =< hl2)(y. + Y.+ 2 l: y, J +e, 

y. =46 

y,,= 46.5 

Y.1 = 47.50 

Y.= 48.00 

Y.= 49.5 

Y.= 53.50 

y,= 56.00 

Y.= 57.00 

Y.= 56.00 

y,.= 53.00 

y,,= 52.50 

y,,,= 47.00 

v.~= 41.00 

v .• = 38.oo 
v .• = 33.oo 

y,.= 28.00 

y,,= 20.00 

y,.= 17.00 

y,.= 16.00 

Y-= 11.00 

Ju F(x)dx=(212)[45+0+2(46.50+47.50+48.0+49.5+53.50+56.0+57.0+56.0+55.0+ 

52.5+47.0+41.0+38.0+33.0+28.0+20.0+17.0+16.0+11.0)] +e, 
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J" F(x) dx = 1682 m' 

Usando el mélodo de Simpson 3/8 con la formula (25) . 

• J"" F(x) dx =(318)h(y.,+y.+2 ~e-----.J+ 3 ~ c----)J + <>, 

J•2 F(x)dx=(318)(2)f 45+0+2( 4 7.5+53.5+56.0+4 7.00+33.00+ 17 .00)+3(46+46.5+-48. 

+49.5+56.0+57.0+55.0+52.5+41.0+38.0+26.0+20.0+16.0+11.0)J +e, 

Ju F(x) dx = 1684.875 m .. 

Sacando ol orror. 

Como la regla de Simpson es más exacla que la rrapecial. 

X= 1684.875 m" 

x, = 1682 m 1 

o,= 1(1684.875 • 1682)11684.875) IX 100 = 0.17% 
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Cpnch1sipno5· 

Como so pudo observar los diferentes mótodos expuestos en tOdos los capítulos pueden 

ser aplicados a muchisimos problemas de Ingeniarla Civil, que claro no son los únicos, ya 

que hay una amplia gama do problemas que por su extensión y complejidad no podrían !>Or 

tratados en un solo trabajo de investigación. pero conforme los estudiantes de lngenie1ia 

avanzan en su carrera pueden aplicar de manera más completa los conocimicnlo~ 

adquiridos, así Podrán ligar los conocimientos do las malerias básicas con otras m~.r. 

complejas y de aplicación, para dar soluciones más rápidas y precisas. 

Por lo que pienso que el manejo do las materias básicas de nuestra carrera es n1uy 

importanle para ol desarrollo de un mojar nivel do conocimientos en los alumnos; creo q•.Jc 

desde la primera hasta la úllima materia del plan de estudios debe sor estudiada a 

conciencia y sobre todo sor comprendida lo mejor posible; y si en un momento dado algun<-t. 

materia básica no fue estudiada y comprendida con claridad podría repercutir en las 

siguientes y no solo esto, sino peor aun. repercutiría en el desarrollo profesional del 

Ingeniero. 
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