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NOTACION

Antes de iniciar la lectura de la presente, se recomienda leer este apartado para fami-

liarizarse con la simbologia y notacidn que se hace uso en casi la totalidad del contenido.

En el extremo izquierdo se encuentra la simbologia y a la derecha el significado.

r.a Variable aleatoria:

iid(1.1.D.) Independientes e idénticamente distribuidos;

i.i.d.(1.1.D.)(p.0?) Independientes e idénticamente distribuidos con media u v varianza o2:
f.d.p. ’ Funcién de densidad de probabilidad:

Jy(e) Funcién de densidad de probabilidad de Y';

I4(x) Funcién Indicadora de X sobre el conjunto A:

XY Zo. Variable aleatoria. denotadas con mayiisculas:

f(i) Densidad estimada:

los diferentes modos de convergencia se denotaran como

Y Convergencia casi segura;
RS Convergencia en probabilidad:

== Convergencia en distribucidn;

Desde e] punto de vista Bayvesiano la siguiente es la notacidn:
fi Funcioén de densidad a priori:
L (e) Funcién de verosimilitud;

pie) Funcién de densidad posterior:

v

1 La matriz 4 rranspuesta.



PREFACIO

El problema de calcular ciertas integrales ha dado origen a numerosos métodos para su
evaluacién v una de las herramientas mas utilizadas en el Andlisis Numérico para aproxi-
marlas es la integracion Monte Carlo. Su aplicacién se realiza principalmente en el cilculo

de integrales con k dimensiones cuya solucién en forma analitica es dificil de obtener.

En la presente se hace referencia principalmente a el algoritmo de Muestreo Gibbs como
una alternativa para la obtencion de integrales dificiles junto con la integracién Monte Carlo.
presentando pruebas de convergencia e ilustrando su implementacién mediante ejemnplos

sencillos.

El algoritmo de Muestreo Gibbs es similar al algoritmo de Sustitucién Sucesiva, que
se describird en el primer Capitulo, y ambos se utilizan en la integracién Monte Carlo

desembocando’asi en una estimacion de la integral buscada.

Dentro del primer Capitulo se contempla el problema a resolver dando herramientas
matematicas necesarias para que el le_*ctor no experimentado se familiarice con los con-
ceptos, ademas se incluye la metodologia de la integracion Monte Carlo y se detallan los

algoritmos de Muestreo de Sustitucidn Sucesiva y Muestreo Gibbs, finalizando con una

breve introduccién sobre Inferencia Bayesiana.

El Capitulo 2 retoma la 1iltima parte del primer Capitulo; y aqui se discute una forma
de aproximar la esperanza de una funcién objetivo con respecto a la funcién de densidad
posterior. incluyendo algunos supuestos generales para la convergencia casi segura a la
verdadera esperanza. Se introduce el concepto de la densidad de Muestreo de Importancia.
cuya utilidad se ejemplificard ampliamente en el Capitulo 4. Para finalizar el Capitulo 2 se

presenta una seccion donde se aplican los resultados obtenidos originando asi la estimacion



por intervalo de la esperanza posterior de la funcién objetivo.

El Capitulo 3 se basa principalmente en la prueba de la convergencia del algoritmo de
Sustitucion Sucesiva (donde el Muestreo Gibbs es equivalente a el muestreo de Sustitucién
Sucesiva. bajo ciertas condiciones), introduciendo los conceptos y resultados preliminares

necesarios a lo largo de la demostracion.

El Capitulo 4 presenta un estudio de simulacién y una serie de graficas que ilustran
los métodos descritos en los Capitulos 1 a 3. En particular se ejemplifica el concepto
de densidad de Muestreo de Importancia, se hace una estimacién de la varianza para los
valores encontrados y se presentan diferentes formas que visualizan la convergencia asi como

algunas sugerencias.

En el Capitulo 5 se incluye un problema real procedente de un estudio sobre el creci-
miento de un grupo de ratas. La finalidad del andlisis es estimar las densidades posterio-
res marginales de los parametros poblacionales que describen dicho crecimiento. En este
Capitulo se resumen muchos de los conceptos discutidos anteriormente, principalmente de
Simulaciones. Ademas es de gran importancia porque aplica de manera practica el Muestreo

Gibbs detallando la metodologia de su aplicacién en forma breve.

Dentro de las conclusiones se discuten los resultados obtenidos y se presentan algunas

observaciones y sugerencias que aparecieron a lo largo del trabajo.

En la parte final se anexa un Apéndice con los listados codificados de los programas que
generaron las grificas y tablas de valores de los Capitulos 1,2,4 y 5 asi como los desarrollos
matematicos de acuerdo a la finalidad del programa. Todos se encuentran codificados en el
lenguaje de programacién S-PLUS 3.8 . La razén por la cual se hizo uso de este lenguaje

es su flexibilidad en su manejo y la presentacién de las graficas.

El método que se describird no resulta ser mds eficiente que lo desarrollados dentro
del Anadlisis Numérico. pero en el caso de dimensiones grandes presenta simplicidad ¥
facilidad de implementacién para los usuarios con conocimientos basicos de computacién y

experiencia dentro de la Estadistica.

Después de este breve bosquejo se hace una invitacion al lector a adentrarse en forma

detallada a las pruebas de convergencia v a los ejemplos practicos.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Las técnicas de integracion Monte Carlo tienen su fundamento en teoria asintética, por
tanto. se hace una introduccidn a los modos de convergencia a fin de justificar los resulta-
dos obtenidos posteriormente. El lector que se encuentre familiarizado con los conceptos
siguientes puede omitir su lectura y comenzar con la seccidon 1.2, a partir de la cual se

describe el objetivo principal de este trabajo; en caso contrario se recomienda leerla.

1.1 MODOS DE CONVERGENCIA

Con el objetivb de que el lector tenga una nocién de las herramientas matemadticas usa-
das para hacer inferencias basadas en aproximaciones para muestras grandes. se definen

conceptos basicos de convergencia. y también se incluven algunos ejemplos.

Sea {u,.n =1.2....} una sucesion de nimeros reales estrictamente positivos y sca
{N..n=1.2....} una sucesion de variables aleatorias todas definidas en el mismo espa-
cio de probabilidad

Definicién 1.1 (Convergencia en Probabilidad). Se dice que X, converge en probabilidad

a ccro. escrito como



[

si para cada = > 0
p”xni >z} —>0

cuando n — x.

Definicién 1.2 (Acotamiento en probabilidad). Se dice que la sucesion {X,} es acotada

en probabilidad. escrito como X, = Oy(1), si para cada ¢ > 0 eriste (<) € (0, =) tal que
pXal>6d(s) <«

para toda n.

Definicién 1.3 (Convergencia en Probabilidad y Orden en Probabilidad).

(a) X, converge en probabilidad a la variable aleatoria X, escrito como

si y solo si

(b) X, = oy(an) si y solo si a7'X, = o,(1).

(¢} Xn = Oylan) si y sdlo si a;'X,, = Op(1).

Proposicién 1.1 Si X, y Y..n = 1.2..... son variables alcatorias definidas sobre el

mismo espacio dc probabilidad y an > 0.b, > 0,n=1,2,..., entonces
{a) Si Xn = o0plun) y Yo = 0,(bn). se tienc que
XnYa = op{anbn),

X, + Y. = op(max(an, ba)),

X" = op(ay). para r>0;



(b) si Xn = oy(an) y Y, = Op(by). se tiene
XnYo = oplanbn).

Por otra parte

(c) el primer inciso permanece vdlido si oy es reemplazado por Op.
Demostracién. Ver Brockwell & Davis (1991, pdgs. 199,200) O

Ejemplo 1.1 Considere una serie infinita de lanzamientos independientes de una moneda.
Sea p la probabilidad de érito y sea X, la proporcion de sucesos eritosos en los primeros n
volados. Eutonces

X, 5 p.

Ejemplo 1.2 Sea {X,} una sucesidn de v.a. tales que E[(X,] =m yVar[X,] =02 >0
2

n

para toda n, donde 0 — 0 cuando n — 20.

Sea Z, = o' (X, — m) entonces Z, = O, (1).
Definicién 1.4 (Orden en Probabilidad para vectores aleatorios).

(a) Xn = op(a,) si ysolo si Xpj = op(an)j =1,..., k.
(b) Xu = Opla,) si ysolo si Xy, =Op(an).j=1....,k

{c} X, converge en probabilidad a el vector aleatorio X, escrito como
X, & X,
si y solo si X, — X = o,(1).

La convergencia en probabilidad de X, a X puede también caractcrizarse en términos
de la distancia euclidiana

k

X, —X|= [}: (Xnj — .\’,-)2]
1=1

Como puede verse en la siguiente Proposicidn.



Proposicion 1.2 X, — X = 0,(1) si y solo si )X, — X| = o,(1).
Demostracion. Ver Brockwell & Davis (1991, pag<. 200) O

Definicién 1.5 (Convergencia en Media r-é€sima, r > 0). La sucesidn de variables aleato-

rias {X,} se dice que converge en media r-€sima a X. escrito como
Xa 5 X,
si
EiX,-X|"—=0
cuando n — oc.
Definicién 1.6 (Convergencia en Distribucion). La sucesion {X,} de

k-vectores aleatorios con funciones de distribucion {Fx,(.)} se dice que converge en dis-

tribucidon si eriste un k-vector aleatorio X tal que
lim Fy.(s) = Fx(x) (1.1

para toda X € C. donde C es el conjunto de puntos de continuidad de la funcion de
distribucion Fx(.) de X. Si (1.1) se cumple puede decirse que X,, converge en distribucion

a X. Esta convergencia serd denotada por

X, =X

Fx" = Fx.

Proposicién 1.3 Si X, B X entonces

(a) Elexp(it'X,) —exp(it’X)] = 0 cuando n — oo para cada t € R*

Y



(b) X, — X.

Demostracién. Ver Brockwell & Davis (1991. pag. 205) O
Teorema 1.1.(Ley Débil de los Grandes Ndmeros). Si {X,} es una sucesidn de variables
aleatorias i.i.d. con una media finita u, entonces
X.5u
donde
X, =(X; + ...+ X,) /n. (1.2)
Demostracién. Ver Brockwell & Davis (1991, pags. 206, 207) O
Teorema 1.2 (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros). Si {X,} es una sucesién de variables
aleatorias i.id. y E[X;] = p,j = 1,....,n, entonces
P[llgnf,‘ = ;[] =1,
denotada por:
X. S
ngostracién. Ver Billingsley (1979, pag. 70) O
Ejemplo 1.3 Mediante un ejemplo simple se demuestra que la convergencia en probabili-
dad no implica la convergencia casi segura.
Sean las variables Z;; : QQ - R i =1.2.....j=1,...,7; con funcién de densidad
1 si Hewgi
Z,'_,‘ (LL‘) = ! ¢ .
0 en otro caso .

Se denota una nueva sucesion por

Xn(w) = Z;; (w)



con

n=l‘_l_;__ll+j_

Sea X (w) =0, w e [0.1].

Como

P(|Xa—X| 2] = P[X, 2 ¢]

X, toma sdlo valores 0 6 1.

Siz>1

entonces

si0l<s=s<1

Como

despejando i

entonces

PllXa— X|2¢]=Ple] =0

lim P[|X, — X|2¢<]=0,
n—

PllX, - X|>2:] = P[Xn2¢]
= P[X.=1]
= Plz;=1]
= -:- P
(¢ — 3 1 i 4 1)2
<z(z.) l)+3i+;=(z-;)’
i>Vv2n -1
» 4 1
PllX, - X|>2¢]l< ————210

v2n -1

cuando n — oc; de donde se sique que = > 0,

Ahora se demuestra que

"ll{?c P“.\’" - -\’I 2 5] =0.

Jim X, (w) # X(w).



=1

Para cada w € (0.1) y M € N existe n > M tal que X ,(w) =1, n es de la forma

i(i—1) .
n=——(‘) +J

donde 0< j<i+1 yM< i’;—‘l Se tiene que

J—1 J
L - <t
TS
Entonces
Xa(w) =1

y por lo tanto
Jim Xo(w) =1 # X(w).

- -
':'.
Proposicién 1.4 Sea X,,,n=1,2,....yY,;.J =1.2......n=1,2,..., k-variables aleatorias
tal que
fa) Y,, => Y, cuando n — oc para cada j = 1,2, ....

(6) ¥, =Y cuando j — >x. y

(c)
,—1.‘,‘}; ,.ll.”:l, supp(| X, — Y| >2)=0
para cada : > 0, entonces

X,=Y cuando n — .
Demostracién.Ver Brockwell & Davis (1991, pags. 207.20 8). O

Definicién 1.7 ('na sucesion de variables aleatorias {XN.} se dice que es asintdticamente

normal con "media” pu, y “desviacion estindar” o, si g, > 0 para n suficientemente grande

Y
oM (Xn — un) = 2.

donde Z ~ N(0,1).



La Definicién anterior puede escribirse como

N.oes AN (paal).

Observacién 1.1 $¢ X, es AN (pa.02) no es necesariamente el caso que u, = E[X,] o

que o2 = Var(\,).

Teorema 1.8 (Teorema del Limite Central). Si {Xp} ~ IID(u.0%) y X = (X) + ... + X)) /n.

entonces

X, es AN (,u.cr'z/n) .
Demostracién.Ver Brockwell & Davis (1991, pag. 210). O

Proposicién 1.5 Si X, es AN (u.02). donde 0, — 0 cuando n — oc. y si g es una

Juncion diferenciable en p. entonces
g(X,) es AN (g(;z) g (,u)z a':) .

Demostracién.Ver Brockwell & Davis (1991. pag. 210). O

Ejemplo 1.4 Suponga que {X,.} ~[.1.D.(n.0?) donde u#0 y0< o < . Si
N, =(X) +...+ X)) /n

entonces por el Teorema 1.3
X, es AN (;t.az/n) R

y por la Proposicion anterior,

T oes AN (p"./t"“'a'2/rz).

n

Definicién 1.8 La sucesion {X,} de k-vectores aleatorios es asintéticamente normal con

“vector de medias” p, y “matriz de covarianzas™ ¥, si



9
{a} Los elcmentos de la diagonal de ¥,, no son cero para una n suficientemente
grande.,
Y
(b) NX, es AN(Npn. N, A) para cada A € R* tal que N3, N > 0 para toda n

suficientemente grande.

La Definicién anterior puede escribirse como X, ~ AN (u..3,).

Proposicién 1.6 Suponga que X, es AN(u, 2 T) donde 32 €s una matriz simétrica no
negaliva y ¢, = 0 cuando n = oc. Si g(X) =(g(X)),...,8(X,.)) €s un mapeo de R* a R™
tal que g;(e) es continuamente diferenciable en una vecindad de p. y si DY D' tiene en

toda su diagonal ¢lementos no cero. donde D es la matriz ((dg./9x,) (n)] de m x k.entunces
g8(Xa) es AN (g(u).ED Y D).

Demostracidn.Ver Brockwell & Davis (1991, pags. 211,212). 4

Ejemplo 1.5 (El coeficiente de variacion muestral). Suponga que {X,} ~ 1ID (u.o?),

o >0,
EX}] = pa,
E[XY = ua
E[X?] = p?+0%
Yy

E[-\’n] = MM # 0
El cocficiente de variacion se define como Y, = S,/ X, con X, como se definid en (1.2) y
2 — \2
5: = n_l Z (.\’.’ —_ -\’n) .
=1

Es fdcil verificar que

:\_’n Hi
. es AN 7t Z
n'_l21=| '\3 Ha
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donde 3. es la malriz con componentes
Zi;z/"l+1_/‘i/‘./v fLop=1.2

Ahora se define ¥V, = g (T,,.n" o, \:") donde g(u.b) = a=~' (b~ a?)""*. Aplicando la

Proposicion 1.6, con
a a )
D = [a% (u). a—z (/t)] = [—;12/ (U/jf) . 1/(20-/,1)] .

se tiene que

Y. es AN (o/u,n7'DY D).

Teorema 1.4 Considere el vector aleatorio X = (X,. X,..... Xy). donde X tiene dimension
pi i = 1,2,..d. Suponga también que X tiene densidades marginales fx (r,), X, € 0O,.
i=1.2.....d. yla densidad conjunta el producto de espacios ® = @) x Q2 x --- x Oy como

dominio. Entonces las distribuciones condicionales completas determinan tnicamente la

distribucion conjunta fy(x).

Demostracién.Considere un vector arbitrario X7, XJ..... XJ en ©. La densidad con-
junta puede escribirse en términos de sus condicionales como

PO e vy x LN (X9 XO) F (X [N N0 X9) o f (X | Xy X))
e M X TN XS L N0 S (NS X Ve XO) S (X X Kt )

lo cual prueba el resultado. O

1.2 INTEGRACION MONTE CARLO

Las herramientas numéricas para evaluar integrales han tenido un gran desatrollo ya que

en muchos casos la evaluacion en forma directa presenta dificultades. Uno de los ejemplos

mas simples podria ser el cédlculo de la siguiente integral

196 2
/0 e~ dz. (1.3)



cuyo valor exacto es 28,/2x,

Con base en este tipo de problemas se han desarrollado diferentes métodos de inte-

gracion. una de ellos es el método Monte Carlo.

La integracion con el método Monte Carlo se apoya en la Ley Fuerte de los Grandes
Numeros (con\'ergen.cia en probabilidad y casi segura) y consiste en que la integral de una
funcidn puede expresarse como un valor esperado con respecto a una densidad de probabi-
lidad. lo cual sugiere una enfoque estadistico al problema de integracién. La esperanza es

estimada entonces como el promedio de los valores que toma la funcidn; esto se representa

como
Ah(;)d:: [ hf(;')f_.ydz (1.4)
- e[t

donde X)..X,......\, son v.a. i.i.d. con densidad fy.

De acuerdo a este método se puede hacer una estimacién del valor real de la integral

anterior (1.3) como sigue:
196 2 ~ -z Vv2r _
./0 e~ Tdr ‘/_.x‘ ](0,1_96)(.1‘)6 /2‘/2—7‘_(1'.1‘ (].O)
E[[(o,l.sm)(l') 27"]
. 1 & .
& ;{ZI(O.I.QS)(-\E)V?-”-

=0 .

donde X'}, Xa..... X}, son v.a. i.i.d. .V(0.1) y asi obtener la esperanza de la funcién original
aproximada. En la tabla 1.1 se presentan los valores aproximados de la integral (1.3) para

distintos tamafios de muestra.
Puede observarse que los valores estimados se aproximan al verdadero valor que es

095 /S5_.
ERL

S-PLUS v cuyo listado se encuentra en el apéndice bajo el nombre de "Introduc”.

los valores fueron gencrados bajo los comandos de simulacién del lenguaje

Otro ejemplo puede ser el cdlculo de la esperanza de una distribucién normal bivariada,

con parametros (4,Y.): donde la integral a evaluar tiene mds de una variable. Con los



Tamairio Estimacidén
10 1.2533141373155

100 | 1.27838042006131

1000 | 1.17059540-425268
10000 ; 1.18914445348495
15000 | 1.18630360810703
20000 | 1.19503502993033
30000 { 1.19073198472555
50000 | 1.18959564657438
70000 | 1.19283277794619
100000 | 1.19333052270358

Valores estimados de la integral (1.3), con diferentes tamafios de muestra,

TABLA 1.1:

bajo el método Monte Carlo de integracién

parametros anteriores el valor real de la esperanza puede calcularse como

E(XY)=cov(X.Y)+ E(X)E(Y) (1.6)
y estimada, (en caso de que sean desconocidos los parametros) por la integracién Monte
Carlo a través de

E(XY )~~Z X ¥

=1

donde (.X,.}7),/ = 1....,n.s0n v.a. iid. N (4, 20).
En la tabla 1.2 se presenta estimaciones de (1.6) para distintos tamairios de muestra de

una norinal bivariada con matriz de varianzas-covarianzas
1 .5
Z = _ (I .I)
501

v vector de medias

El valor real de F(XY) es 144.5 y puede verse que a medida que se incrementa el
tamano de muestra, el valor estimado tiene una mejor aproximacion. Estas estimaciones

fueron calculadas por generacidn de variables aleatorias bajo el lenguaje de programacién
S-PLUS cuyo ¢odigo tiene el nombre de "introduc™.

Una de las aplicaciones de este método es la posibilidad de calcular funciones de densidad

marginales, cuando la densidad conjunta es dificil de simular en forma directa pero es



Tamaiio

Estimacidn

i 10 [ 85503145801
o0 .

100G

LA .
ClE GO ISTToonT |

10000

TLAT8256451 752 |

15000

144.559766260599

20000

144.527972930245

30000

144.527972930245

50000

144.530863614139

13

TABLA 1.2: Valores estimados de E(XY) bajo el método de integracién Monte Carlo para

diferentes tamarnos de muestra.

posible generar de las densidades condicionales.

expresar como

fxyv (e, y) = fx (2ly) fr(v).

v obtener los valores Y ~ fy-(y) v X ~ fxp (r|y) de las densidades marginal y condicional.

Entonces los valores generados (.. }7) tienen distribucién conjunta fxy (r.y). Si X v ¥

son variables aleatorias discretas

PlX=rY=y =

(@) fxy (2ly)
Sfxy (. y).

Ahora. aplicando la integracién Monte Carlo:

fx (z)

[ fry(@udy

Sxy(z.y)
) fr(y)dy

[ Fxw (aly) frty)dy
E [fxw (z]y)]
Ea i—if,\'p-' (zlyi) .

i=1

PIY = y)P[X = 2|y =y]

Ahora la densidad conjunta sc¢ puede

(1.9)

(1.10)

La figura 1.1 presenta las densidades marginales estimadas para distintos tamafios de mues-

tra, basadas en la misma normal bivariada de la pagina anterior, y se comparan con la
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funcion de densidad verdadera (lineas continuas).
Puede verse que a medida que se incrementa el tiammafio de muestra, hay un nicjor
convergencia de la funcidn de densidad estimada hacia la verdadera. se tiene una mejor

aproximacién én base al nimero de elementos muestreados.

Los valores de la densidad estimada se obtuvieron mediante el lenguaje de progamacion

S-PL{'S cuyas instrucciones se encuentran en el listado "introduc”.

.Pero qué pasa cuando no se cuenta con un valor inicial para generar la muestra, esto
es. que sea imposible obtener valores de fy- para aplicarlos en la distribucién condicional?.
En este caso se da un valor inicial arbitrario Yy para obtener .X de fx. como consecuencia
la pareja (5. .X') no tiene distribucién conjunta fy y-. o en el caso general, cuando se cuenta
con distribuciones multivariadas en donde se dificulta la generacién de muestras de variables

aleatorias directamente de las densidades condicionales.

El método Monte (Carlo no especifica la forma de obtener los valores para el estimador de
la esperanza. Quando se cuenta con este inconveniente existen algoritmos que proporcionan
la facilidad de generar muestras de distribuciones multivariadas y asi aplicar la integracién
Monte Carlo en la estimacion del valor de una integral o de una funcién de distribucidén.

Estos algoritmos se describen en la siguiente seccién.

1.3 MUESTREO DE SUSTITUCION SUCESIVA

Siguiendo con el problema presentado en la seccién anterior, se procede a describir breve-
mente el Muestreo de Sustitucion Sucesiva (M.S.S.). basado en el descrito por Gelfand and
Smith (1990): comenzando con la notacién usada por Schervish and Bradley (1992) donde

el proceso de marginalizacion se denota por
Sxw (2ly) = /f,\'n'.z.w (xly. 2 w) fzpvy (zlw. y) vy (wly) daduwe.
Se suponen 2 variables aleatorias XX.} con densidades condicionales disponibles (donde

disponibles significa que pueden ser directa y eficientemente generados dados valores es-

pecificos de las variables condicionantes). denotadas como

Fxiv(zly)
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A

Srix(ylx).

que pueden generarse por algiin método obteniendo las marginales como sigue:

f,\'(l‘)=/Rf,\'|r(l‘|y)f)'(y)d!/ (1.11)
y

Frw)= [ fixtulofs(o)da, (1.12)
Si ahora se sustituye la ecuacién (1.12) en (1.11) resulta

Fe@) = [ Sxwtely) [ fxtyle) fx(e)dedy (1.13)
= [ h(XY) fxto)ds
R

donde

WYY = [ o (ely) frix(yla)dy.
El proceso anterior genera muestras de estas densidades marginales como sigue:

Teniendo un valor inicial X{® con densidad fy (ro). dado que fy|x estd disponible se

puede generar Y1) ~ fyx (y|lre): ¥ la densidad marginal es
Fitw) = [ Fax(ule)fxtro)da.
Ahora para completar un ciclo generar X! ~ fyy(r|yV). de donde
Feio) = [ fon @ fndy = [HXY) fx(zo)de,
Repitiendo este ciclo produce Y2 v X2 v eventualmente. después de i-iteraciones pueden
generarse m pares idénticamente distribuidos (.\'J". )'Jm) J=laam
A este esquema de generacion se le Hlama Muestreo de Sustitucién Sucesiva. Gelfand

and Smith (1990).

Si se terminan todas las repeticiones en la i-ésima iteracion, la densidad estimada de X

(o en forma andloga la de Y') es la aproximacién Monte Carlo de (1.11) dada por

m

S Fxw, (2l8?) (1.14)

1
m izl

fz(2) =
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Una generalizacidén para el caso de tres variables \X. Y. Z. suponiendo que las siguientes

distribuciones condicionales estin disponibles. esta dada por

Sxtr)= /;_Zf.\'.znf {x.zly) [y (y)dyd:

frw= [, vz yoelo) Jz (2) dzde

fz(2) = /\ | Jzxix (2ule) fx (2) drdy.

Tomando un valor arbitrario inicial para .X(@, el algoritmo basico es el siguiente

(a) generar (Z(O)'. )'”"") de fzyx (:,ylx(o))
(b) generar ()"‘”,.\"0") de fy,xiz (y,rlz(o")
(¢} ¥ finalmente generar (.\'“), Z“)) de fx zyv (1‘- :,y(l)) .

Un ciclo completo del algoritmo (i.e. para generar X(}) comenzando de X{®) requiere
de seis variables generadas: mas de dos como se vié para el caso de dos variables .X, Y.
Repitiendo i-veces el procedimiento. en forma similar a los tres incisos anteriores produce
el vector (.\"". ¥ Z‘"). v el proceso entero después de m-veces se obtienen los vectores
(.\'Jm. )';(').Zj(i)) WJ=lo.om.,

Cabe hacer notar que el M.5.5. no requiere de la especificacion de la densidad conjunta,
sino sélo de la disponibilidad de las densidades condicionales. ¥ por ejemplo, el generar
variables aleatorias con densidad fzyx requiere de fzyx vy fyix. donde las densidades

marginal y condicional reducida sean de facil evaluacidn.

En forma paralela. de acuerdo con la ecuacion (1.14). se puede estimar la densidad

marginal para .X', {(en forma analoga para Y. Z) como
P L () (i)
Sx ()= — 2 Ixwz (lej 2.
J=1

Para el caso de k-variables X...., Xk, el algoritmo de M.S.S. requiere de A{k — 1)

generaciones de variables aleatorias para completar un ciclo. Después de i-repeticiones

corriendo en paralelo m-veces (mik(k — 1) generaciones aleatorias) se obtienen los vectores
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aleatorios \m XY 5 = 1....,m, con el estimador de densidad para X, dado por la
ky ) oJ I

aproximacion Monte Carlo

fx.(z Zf\ HXe, 88} (I l{.r” tF }) (1.15)

m

El mayor problema para los usuarios del M.5.5. es decidir cuando "converge” el algo-
ritmo, esto es, cuantas itcraciones son necesarias para obtener una buena aproximacién al

muestreo de la densidad de interés.

1.4 MUESTREO DE GIBBS

El muestreo de Gibbs (Gibbs Sampler, Geman and Geman (1984)). es una técnica muy
parecida al ./[.5.S. para generacién de variables aleatorias de una densidad conjunta simu-
lando de las densidades condicionales completas, donde la densidad completa es la densidad
condicional de una variable dada todas las restantes. El Muestreo Gibbs se basa en algunas
propiedades elementales de las Cadenas de Markov suponiendo que las densidades condi-
cionales completas para cada variable estan disponibles o son de facil evaluacion . y ademas,
que determinen (modulo la constante de normalizacion) a la densidad conjunta. lo anterior

se puede verificar con el Teorema 1.4

El algoritmo bésico del Muestreo Gibbs con tamano de muestra fijo se da a continuacidn:

Algoritmo bédsico de Muestreo Gibbs

{Tamano de muestra fijo)

1. Generacidén de valores iniciales. Seleccionar un vector inicial X% = (.\;(O’, .\Lo’) .
X, € O,.enel espacio® =0 x--- x O. Sea t=0y j=1.

2. Muestreo de las Distribuciones Condicionales Completas.

(a) Muestrear .\““' de f(I(l,J)I.r(?J).....152"1.))

t4+1) +1 (1 t
(b) Muestrear . (‘2” de f(.z(;._,)]‘r(w)),:r(sz, ..... .r:k)_,)



() Muestrear | ’((zj,” de f (»I‘(k.J)IJ'::::). e rfztll)_,,) . para tener el vector X{*+1) =

St yeite ) St
AU W N
3. Iteracién para la convergencia del proceso de Muestreo. Sea (=t+1 y repetir

el paso 2 hasta que {=i, donde i es un nmimero especifico de iteraciones.

4. Repeticién del algoritmo m veces. Sea j=j+/ y repetir el paso 3 hasta que j=m,

donde m es el tamano de muestra para obtener A-tuplas independientes de

S () -{i) P o=
X = (X0 X)) = 1m (1.16)

después de i-iteraciones.

Estas variables aleatorias pueden ahora ser usadas para estimar integrales. como son
la densidad marginal de X por el método de integracién Monte Carlo similarmente a la

ecuacion (1.15):

m

- 1 .
f_\'(.l‘) = ;I—l; f.\':|{.\'(r.,).r¢s} (‘1-’] {‘r:r?,l)‘ r # "}) .

Bajo ciertas condiciones. se puede decir que el vector (1.16) converge en distribucidén a
una observacion aleatoria de fx,..x, cuando i — oc (ver Capitulo 3 donde se prueba la

convergencia).

El algoritnro anterior produce vectores aleatorios como en la ecuacién (1.16) con den-
sidad aproximada fy (r). Se nota que los vectores .\f )......\J(') . para cualquier X,.

provienen de una cadena de Markov con funcién de transicion de X} a X; dada por

- - -7 ’ ’ ’ N -
A (‘\J‘ -\J) = SX0 NG X, (full‘z, ‘‘‘‘‘‘ FA-,) FEVRE TSR (1"2_,"1'11'- Tageeeod k,) - 41.17)

SRR 5 TNT N ORI 9] F U TRRURN: Uy

Hasta este momento se ha contemplado un tamaifio de muestra fijo, pero existe otro
algoritmo que maneja ¢l tamaiio de muestra variable. Dicho algoritmo proporciona la
posibilidad de determinar después de cierto mimero de iteraciones, si el proceso se vuelve
estacionario o la influencia del valor inicial ha sido superada, y con esto decidir si debe

aumentarse el tamano de muestra o mantenerlo constante.
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Si se comienza con valores X9 generados por la densidad f(9 (X)), la densidad de X
puede obtenerse recursivamente nsando la transformecidn

SNy =T (X)) = / Ko’y f9 () do. (1.18)

Que en el caso de tener la verdadera densidad fy (). cumple con ser un punto fijo para la

transformacién 7. esto quiere decir que
(fx)=Sx.

Es dificil encontrarse que la integral (1.18) sea de fdcil evaluacion y entonces se aproxima

por medio de la integracion Monte Carlo.

Algoritmo de Muestreo Gibbs

(Tamaifio de Muestra Variable)

1. Generacién de valores tniciales. Obtener una muestra aleatoria de tamano my de

una aproximacion inicial a fx (r) denotada por f1© (r). Sea X 0 ( yvio \;?), e \17)) .

J=1..... myg, la muestra. Sea t=0y escoger el nuevo tamario de muestra m; para la

siguiente iteracidn.

Muestreo de la aproximacién a la verdadera fy. Usando la muestra aleatoria

..\’;').j = 1,....m,. la iteracién Gibbs idcal seria
Fix) = / Kz, 1) f (") dr',

la cual es aproximada, usando la funcion A (e.e) definida en (1.17). por

m,

f(l-f-l)(_\ =_____Z] (\,“ (f))

Generar \“’” (\“H) \(H” ...... \'LSH)) J=1... mi1 de FUHU (X)) . Cabe seialar
que un vector aleatorio .X' con distribucién f+1 (X') puede obtenerse generando primero
un mimero aleatorio R teniendo una distribucion discreta uniforme sobre los enteros
1.2.....m;. v entonces (condicional sobre X},”) usando las distribuciones condicionales como

en (1.17). para generar el vector X. Sca t=t+1 y el proximo tamaiio de muestra m;y;.
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Iteracién a la Convergencia del Proceso de Muestreo. Repetir el paso 2, hasta t=i

Soxg L x) =12 m,.

para formar la muestra final X}') = (X G N

Ambos algoritmos (Gibbs y Sustitucién Sucesiva) son equivalentes para el caso biva-
riado (kK = 2). Para el caso general Gibbs supone la disponibilidad de & distribuciones
condicionales completas (el conjunto minimo para determinar la densidad conjunta). en
tanto que el A.5.S. requiere de k(k-1) distribuciones condicionales. incluyendo las distribu-
ciones condicionales completas. Por tanto el 3.S.5. presenta una acelerada convergencia
(es mas eficiente). ya que muestrea de las distribuciones correctas cada vez. mientras que
el Muestreo de Gibbs muestrea iinicamente de las distribuciones condicionales completas.
Gelfand & Smith (1990). Debe notarse, sin embargo, que en la practica dificilmente se

cuenta con todas las distribuciones condicionales requeridas por el M.S.S.

Con base en estos algoritmos y el operador T de transicién definido en (1.18), en el
Capitulo 3 se deriva una demostracién basada en la demostracién hecha por Geweke (1989).

donde se prueba la convergencia del 3.S.S. y se discuten condiciones para la convergencia

débil y fuerte.

1.5 INFERENCIA BAYESIANA

Retomando y resumiendo la idea basica de la integracion Monte Carlo descrito en la seccién
1.2, se desea estimar e] valor de una integral cuya solucién numeérica es dificil de obtener

/ef(a)do (1.19)
Claramente (1.19) puede escribirse como
1) '
G_A”w)_'w(o)do (1.20)

donde A71(#) es una funcion de densidad de probabilidad sobre ©. En otras palabras (1.20)

f(9)
£ [_w (0)J

v a la densidad M8} se el conoce como la densidad de Muestreo de Importancia.

e

wn
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Entonces para una integral dada existe una infinidad de estimadores insesgados con
precisiones distintas. 'n aspecto que contempla la integracidn Monte Carlo es o] disefio de
técnicas de reduccién de varianza para dichos estimadores, una e las ciales ~o pefiere o la
eleccion de MI(8) y que generalmente requiere satisfacer las condiciones signientes: facil
de simular, forma similar a la funcién que se desea integrar, y colas mas pesadas que f(¥)
(el soporte de MI(0) debe incluir al de f(8) pues de otra forma la varianza del estimador

seria muy grande o infinita).

En la Estadistica, la integracién Monte Carlo tiene una importante aplicacién dentro
de la teoria Bayesiana. en donde es mds socorrido para el cdlculo de integrales de una
funcién con respecto a una funcién de densidad de probabilidad posterior, y a continuacion

se procede a hacer una breve introduccidn a la Inferencia Bayesiana.

En muchos de los casos existe una funcién de densidad de probabilidad fye (r]0) basada
en un vector de parametros § desconocido el cual especifica la densidad de probabilidad de
X. La inferencia Bayesiana procede de la funcion de verosimilitud asociada a fxe (.r{d).
(L (8)) que ahora depende de los pardmetros condicionantes, y de la funcién de densidad
a priori fo (0). La funcién de densidad posterior. que es la funcién de densidad de los
parametros desconocidos 8. es proporcional al producto de la funcién de verosimilitud y la
funcién de distribucidn a priori.

Aplicando el Teorema de Bayes, resulta lo siguiente:

Jory 1) = Lrolil8felD)
Sxio (x10) fo ()
[ fxe(x.0)d0
fxie (2]0) fo (0) '
I fxio (x]0) fo (0)d6

Entonces puede decirse que
Sfoix (Olx) x fxio (2]0) fo (8).
Sea
p(9) = fxje(x|0) fo (),

v .
c= [ fxio (10) fo (0) 0.



Entonces

[p(0)do _
" .
Cabe senalar que muchos de los problemas de inferencia Bayesiana se reducen a la

evaluacion del valor esperado de alguna funcién de interés g (8) con respecto a la funcién

de distribucion posterior; i.e.

_ Jg{6)pro)do
S FTO Y

La integral anterior puede estimarse por el método Monte Carlo si se escribe en forma

equivalente
(8)p(8}
_ f%.\ll(ﬂ)d()

= +(6)
[ RSN 1(0)d6

donde M/(0) es la funcion de densidad de Muestreo de Importancia. En otras palabras

Elg(8)] (1.21)

(1.21) se reduce a calcular
A 1(9)

-~ [ _p(d) :
E [.\11(0)]

£ 1)
Elg(9)] =

Si se genera una muestra ¢,.....0, de M/ () pueden estimarse por separado las inte-

grales de (1.2]) como

Cada una de las esperanzas anteriores convergen en forma casi segura a la integral (1.21)
de acuerdo con los resultados obtenidos en la primera seccién de modos de convergencia.

La precisént de g, depende tanto del tamafno de muestra. como de la densidad M T .
ademas de ser invariante a escalamientos de p y M /.

Ya que g, converge en forma casi segura a E[g{0)]. en el siguiente Capitulo, bajo

algunos supuestos mas adelante se demuestra que

Vi {g, — Elg(0)]} = ~ (0,0%)

donde &’ puede ser estimado consistentemente, Ademds se muestra cémo calcular el tamaiio

de muestra necesario para una longitud deseada del intervalo de confianza estimado para

9u-
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FIGURA 1.1: Densidad verdadera (linea continua) contra la densidad estimada por Monte
Carlo (linea punteada) con tamarfios de muestra, de izquierda a derecha y de abajo hacia

arriba 10, 100, 1000 y 10000 respectivamente.



Capitulo

INTEGRACION VIA MUESTREO
DE IMPORTANCIA

En este capitulo se discute una forma de aproximar el valor esperado de una funcién
g(0) respecto a una funcién de densidad posterior, como se describié en la seccién 1.5.

Adicionalmente, se presentan condiciones suficientes para convergencia de la aproximacion
a Elg(0)].

Se comienza con notacién y algunos supuestos generales,

El valor esperado de una funcién k& (8) cuando la densidad de 8 es proporcional a f()

se denota y define por

S h(0)] = [/f(a)do] /Ix(0)f(0)a’0

donde f(@) es el micleo de la densidad posterior y © su dominio.

SUPUESTO 1: El producto de la densidad a priori, fo(8), y de la funcién de verosimi-

litud, L(8), es proporcional a una f.d.p. propia definida sobre O©.

SUPUESTO 2: {0,}Z, es una sucesién de vectores aleatorios i.i.d., que tienen como

densidad comiin a la funcién de densidad de Muestreo de Importancia AMI(6).
SUPUESTO 3: El soporte de AfI(0) incluye a O.
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SUPUESTO 4: E [k (0)] es finita.

Los supuestos 2 y 3 son especificos para el método de integracién Monte Carlo con
Muestreo de Importancia. pero el tercer supuesto no siempre se cumple.

Bajo ciertas circunstancias es recomendable no trabajar con las constantes de normali-
zacion para M7 (0), y reexpresar §,,, ecuacién (1.22), en funcién de MI"(0) = -1 MI(0).
Denotando la funcién de peso como

p(0) : (2.1)

w(a) = m‘

entonces de la ecuacién (1.22) se deduce

__& R 2 90l ) (2.2)
gn = n = n se=
E: \ufia) >_;_—: w(0:)
Teorema 2.1 Bajo los 4 supuestos anteriores y denotando a E [g(0)] = G, entonces
Jn = Eg(0)) =7.
Demostracién.Como 8,, ..., 8§, son i.i.d. y utilizando la Ley Fuerte de los Grandes
Numeros (Teorema 1.2) se tiene que
- n 0, L) C. é 8)p(8)
nTl S, del) oy gy, (2] = fofﬁLu—,,fw, MI(0)d6
g(8)p(8)
= d%5gG—M1(0)do (2.3)
= d[,9(0)p(0)do
y adicionalmente
- , .9, 8 —
2k Tﬁ{o_(g_) =5 Ean [Tlalu(gﬁ] = df \1/(9) MI(0)do (2.4)
= «d.

Las convergencias (2.3 ¥ 2.4) pueden escribirse haciendo uso del Teorema 1.2 como

B % ey = 49 @ n0
i=1 '



converge con probabilidad 1, y

e
dim, n AT UA R

converge con probabilidad 1, su cociente cumple que

—1 <= gl6)p(6)
o 1 E MTEY_ dfyg (0) p(0)d0
n—x n_| Z ME[! (9!. Cd

converge con probabilidad 1, como el cociente de las integrales anteriores es igual a §,
(ecuacién 2.2), aplicando de nuevo el Teorema 1.2; g, converge a § con probabilidad 1,
escrito como:

XN dfs9(0) p(0)d8 = 7.

In cd
[m]

"Estos resultados proporcionan una aproximacion a g (8) que pudiera considerarse pobre
dado que nada puede decirse acerca de la velocidad de convergencia, que depende de la se-
leccién de Af71£0). De hecho, para algunas M T (0). 7, puede tener un mal comportamiento
(ver el Capitulo de Simulaciones grdficas 4.3,4.4 ¥ 1.5). Una posible solucién es encontrar

la distribucién de g, y tratar de minimizar su varianza.

Teorema 2.2 Si en adicién a los supuesios anteriores se tiene que

EJw@)] = ¢! fouw 0)p 0) do
= fe \11 (a)
y
E,[g(0)w(0)] = ¢ fog(8)*w(0)p(0)do
c! fG ‘a” (g) a0
son finitas, deﬁ'niendo
o? = d7VE;[(5(0) - Fa) w(0)]

c'd™" o (9(0) — 3,)’ w(0) p(0) dO,



[
-1

&;2] = iz [.‘/ on) “?/_nli 5"(01).. (2.5)
(T 0]
entonces
n'? (g, —g) = N (0.0%),
Yy

- C. 8.
nél % o2,

Demostracién.Si se define A (8) = g(0)w(0). se observa que
n= Y A ()

n=t 3w (0:)

Gn =

Por el Teorema 1.2 se tiene que:

nT' Y A(0) 3 Eag [A(0)] = /.4 (0) M1 (0)do
i=1
= d [g(6)p(0)dp
= cdE,[g(9))]
= C(f?].
y
n -
nT' 3w (0:) S E (w(0;)] = cd.
i=1
A continuacién y con base en el Teorema 1.3 (Teorema del Limite Central ) se demuestra
que

g, —g) = N (0.0’2) .

De acuerdo a la Definicién 1.8, sea

_ 172 YL, AG)— ERTI L, A(6:)] .
T,=n ( Ty w(0) - EnTP SR, w(8)) . (2.6)




N
7,

Ahora se demuestra que T, se distribuye asintéticamente Normal Bivariada con vector

de medias

¥ matriz de

Var(T,)

,,n=(g).

varianzas-covarianzas.

>

var

S cor [(F £ 400) (F L 0)
cor K@‘;Z‘I A (0.)> . (:‘?.;2‘1 w (0, ))]

var [ﬁ § w(l}.-)]

Comenzando por el cdlculo de las varianzas y la covarianza,

. n n
var [42 T

LA (0:)]

]

]

i

E R

var [A(0,))

var (A (0,)]
JIA(0) = cdg)* MT(0)do
FAGP MI(8)d0 + (cdg)? —2edg [ A(0) M (0)do

fg(6)

P (0) = M 1(0) dO + (cdg)’ —2¢dg [ 9 (0) =B

d-VATI(9)

dJg(0) w(0)p(0)do + (cdg)’ — 2cd®T [ g(8) p(0) dO
edfq(0) w ( ) B0 + (cdg)? — 262 d?G § g (8) M(ID

edy [g (0 ]
cd £, [y((l w (0)] (cd§)? ~ 2 (cdy)?
cdEy, [g(0)? w(0)]

var [(ﬁz Ly ow (6 ))J

1

Il

0)| + (cdg)® - ’c’cfsz[ {(6))

(cdg)?

Ly var [w(0;)]
var [w(6;))
S{w(0) —cd)? M1 (0)do
Jw (0 MI(0)dO + (cd)® — 2ed [ w (8) MI(0)dO
J BRI D + (cd)’ ~ 2ed [ EERINEL 4o
dfw(8)p(0)do + (ed)? — 2cd’g [ p(6) dO
cd [ 28y (0)dO + (cd) — 277 | B do
cdE, [w (0)] + (cd)? — 2(cd)?
cdE, [w (9)] — (cd)?,

M7 (0)do



por iltimo el cdlculo de la covarianza:

cov (\/32:"_),.4(9.)‘ \/7722';, u(a.w) = leor [T, A6 T, w(0))]

= 1y cor[i6,),w(6,)]
S48 — cdg] [w (6)) — cd] MI{8)dO
f[A<0)w(0)—ch(H)—<ﬂ§w(9)+(ca2§]311w)do
cdE[A(8))] — (cd)? G — (cd)* T+ (cd)* G
S[dA(8) — cd?g (0) — cd®G| p(0)dO + (cd)’ T
cdE [g(8) w(8)] — (cd)’F .

il

Se nota que las varianzas son positivas v no dependen del tamaiio de la muestra. veri-

ficando asi el primer inciso de la Definicion 1.8.

! . . .
Sea X un vector de escalares A’ = (A,.A;) para verificar el segundo inciso v ver la

normalidad asintética bivariada de T,. entonces A\ multiplica a la matriz (2.6) como sigue
A [ﬁ (n*‘ 2": A6;) - E[A (0.-)])]
i=1
+A2 [\/ﬁ (‘ > w6, ~ E[ww.)]ﬂ
i=1
= Vn ("_' i('\h"(ai) + /\211’(9-'))>

=1

VR (ME[4(0)] + ME [w(0,)]).

AT,

il

Cumpliendo lo siguiente

'\IAT—' = N (0.1),
donde "
82 = Var(T.)
= AT N
v

ANT. Vi {nTt T (AMA(8:) + Mw (0) — (M E[A(0;)) + AE [w (6:)])}
6n 6n e IR
Entonces, aplicando el Teorema 1.3 S

yn~Ax@J3;
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¥ como consecuencia

T" ~ “1.\'2 [( O ) .Z " .
0 “u
Se denota una nueva variable por
-1 n )= 3.3
_I_Tn _ n~t Y, A - ElA ((41)1 ~ AN 0 ’ iz
v TR w (0i) — E [w(8))] 0 n <

que cumple claramente con

= V0.1)

enténcos 1 1
vt~ axfo.da).
\/ﬁ’\ Ta~ AN 0.6

1 . 0 1
s (2) 1)

sobre la Proposicién 1.6 (pdg. 9) sea c2 = 1/n. verificando lo siguiente

1
2=~ 0 cuando n — <.
]

Puede decirse que el vector

v sea la transformacién
X, Xe + Efw(6)))
que es continuwamente diferenciable. aplicando la transformacion M al vector (1/y/n) T,

1 _onT YR AG) .
H (WT") T ontlyr_w(d)) (2.

v sea D la matriz de 1 x 2 como se describe en la Proposicién 1.6 igual a

D =

" ( Xy ) Xy +E[A6)]

queda como

(3]
~1
~—

(3H aH)
X1 AN/ X =0.X; =0
— ( 1 _ i -EfAs) )
= (-\'2+EIU(5‘I)]' (N2=Ela(9)))7

De acuerdo en la forma como se definié §,,, ecuacidén (2.2), se expresa como en la ecuacién
(2.7)
1 n~l 30 g(0i)w(8;)
. =H|—=T,) = =1 =3
I (ﬁ ) R T, w(0)
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y la Proposicidn 1.6 dice que

1 (ELAGY] 1 .
H <THTH> ~ AN (‘E—m =g, ”DZ"D) )

v

donde

DZ D' =D ( var [(A(6,))] cov[A(6)),w(6)] ) D

cov [A(8,).w(8,)] var [w(8,)]
_ (L ___?];> var[(-(6,))] cov [A(0;) ., w(6y)] L
- cd' cod cov [A(0¢) . w (61)] var [w(6,)] —57

1
= (é) (var [A(0))] — geov [A(01) .w (01)] . cov [A(0)) ,w (0,)] — Grar[w(0,)]) ( <d )

3
cd
2
= (é) (var [(A(0:1))] = Feor [ (01) . w (01)] = Feov [A (81) «w (81)] +FPvar [t (01)])
= (cd)™? (var [(A(0))] = 2gcor [4 (8:) .1 (01)] + (3)? var [ (0,)])

— (e)? cdE, [¢(01)" w(00)] ~ (¢edg)’ ~ 2GedE, [g(01) w (01)]
+2(cdg)® + FredE, [w(0))] — (edg)?

= (ed)”" (cd/ [9(0)* 10 (8) = g (0) w (0) + (@) w (0)] B(Tgldo)
= (et (d [ [9(0)* = 79 (0) + (9)°] w (0) p(0) d0)
4‘2(1"/[_:;(0) — g} w (9) p(8) do.

Il

Aplicando ¢l Teorema 1.3 v de acuerdo con la Definicién 1.7 se tiene
n' (g, —g) => N (0. 0’2) .

donde
o? = ¢ 2d~! /[g(o) —~3)% p(8) w(8) do.

Como o2 es desconocida y dificil de calcular en forma analitica se construye una variable
(ecuacidn 2.3) tal que
ng2 %3 o2,
Sea
L5 6;) —g.)> w(6:)?
na2 = n i=1 I[g ("1) gn] 5 ( l) (?..S)
[t w(on)

n
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%2:‘:[ [g(g,)2 ‘]n (0 ’+ ('/n):J (01]2
[Lxn, w(o]
L s~

L iEn g0 w0 27 g ) e (0 + @) L e 19)
[t w (0)]

Entonces cada una de las sumas tiene valores 8, independientes y por el Teorema 1.2 cada

elemento de (2.8) converge en forma casi segura a

J140)2= 233001437 [ (8)? M 140).4(9)
[_[u(o)\u(a)d(a)]

_ 4 f1a(0=-37uw(d)?p(8)d(8)

- (cd)?

c™2d" [ [g(0) — G p(0) w(0)do

= 0'2

]

I (9@ w(0))* 239 (6) w (8)* + (7w (0))*] M 1(0)d0

]

lo cual finaliza*la demostracidn.

(]
En la siguiente seccidén se estima el intervalo de confianza para E [¢(0)] utilizando las

herramientas demostradas anteriormente.

2.1 ESTIMACION POR INTERVALO DE LA ME-
DIA POSTERIOR DE UNA FUNCION

En esta seccién. se hace un breve calculo para la estimacidn de un intervalo de confianza
de la esperanza de la funcidn g(0) graficando para diferentes longitudes. los tamanos de

muestra respectivos que se necesitarfan.

Se sabe que

- (-8
ng? =¥ o2,

Una forma alternativa de expresar a n&? seria

~2 Z;‘: (g(ol) _En)zu’(ot’)? 1
ng? =n=x 9 (60 *,, AL - (2.9)
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De acuerdo al Teorema 1.2 se cumple lo siguiente
1 & s
— Z w(8,) % ed
nZo
v si se multiplica por (2.9) se tiene la siguiente expresion de la varianza

~2 Z.';u(g(gn) _§H)2u,(g‘)2 o3, 2
5% = S0, =X edo?.

Por el Teorema fJ
;/_'_’_‘-L;_;ﬂ_) 2, 7. (2.10)

Z ~ N(0.1). Con las definiciones de la seccion sobre modos de Convergencia

cdo? Vedo s
\/ = 1. 2.
a2 a - (2.11)

Si se multiplican las dos ecuaciones anteriores. (2.10 y 2.11), y si se altera la convergencia

donde

puede verse

en distribucidn por una constante, entonces

Vg, — §) . \/(:(Ia — \/cdn(;ﬁ" ~9) L, z
&

a g

donde Z ~ N(0,1). Dec esta forma se pueden calcular los intervalos de confianza.

Se desea encontrar un valor de a tal que

ri(Ga ~
» [-—a < ‘—/—C‘—'—’%L——g—) < aJ = 0.95.

Trabajando con la parte central se deduce el siguiente intervalo para la media

& o
ge (g,,—am . g,,+a\/c_d;),
donde. de acuerdo a valores en tabla de una distribucién normal estandar a = 1,96. En
cierto modo puede considerarse al segundo factor de la suma como una longitud. Basdndose
en esto surge una pregunta ;para que tamano de muestra se tiene la longitud deseada?.
Esta es una de las ventajas que asegura el Teorema 2.2 del Capitulo 2.
Haciendo unos pequeinos despejes se encuentra el tamano. Sea L la longitud propuesta
del intervalo. entonces -
g

L =2
*a\/cdn
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v por lo tanto

- 2
G
n=la———=] .
2% Lved
Asl para un tamano de muestra inicial se encuentra otro nuevo tamarino de acuerdo a
una longitud propuesta y asi sucesivamente hasta asegurar tener una buena aproximacidn
para la esperanza.
En la siguiente figura (figura 2.2) se grafican los tamartios de muestra estimados countra
la longitud de intervalo con un tamano de muestra inicial.
Las grdficas 2.2 fueron generadas con el programa llamado "mn” que se encuentra

codificado en ¢l Apéndice.



tamabs de muestra

lamabs de muesira
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FIGURA 2.2: Longitud del tamaiio estimado con diferentes tamaiios de muestra.
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Capitulo 3

CONVERGENCIA DEL
MUESTREO DE SUSTITUCION

SUCESIVA

Dentro de este capitulo se detalla una prueba general de convergencia desarrollada por
Schervish M. y Bradley (1992) para distribuciones arbitrarias continuas, la cual supone
que las distribuciones condicionales usadas en el algoritmos descritos en la introduccién
(pags. 17 y 19) son estrictamente positivas v que el kernel del operador de transicién es

doblemente integrable con respecto a una medida en particular.

Antes se introducen algunos conceptos basicos del espacio de Hilbert que seran utilizados

en el resto del capitulo.

3.1 EL ESPACIO DE HILBERT

Definicién 3.1 Un espacio vectorial V es un conjunto de objetos X, Y, Z, ... llamados vec-
tores, donde se definc a 0 el veclor cero y para cada vector X; eriste un vector negalivo

-Xi, cumpliendo los elementos de V los siguientes ariomas:

36



la adicion de los vectores se sujeta a las siguientes reglas:

(a) X +Y =Y + X (ley conmutativa);
(6) N + Y + Z)=(X +)Y+ Z (ley asociativa);
(c) X +0=X;

(d) X +(-X)=0:
sean A, u escalares, la mulliplicacidn de los vectores se sujela a las siguientes reglas:

(a) A(X +Y)=AX + A}
() (A4 )X =2X + pX:
(c) (Au)y X = X(pX):

(d) 1X = X.

Definicién 3.2 U'na estructura V" = (V. +.-,<>) €5 un espacio de producto interno si

1. (V,+.') es un espacio vectorial;

2 s id fmer d - de vectores V' suielos

2. <,> es una funcidn que asocia un nimero con cada par de vectores en V' sujetos a
las siguientes reglas:

para lodo X, Y. Z eV yAeR

(a) < X.Y >=<Y. X >
(b) < XN +VY. Z>5=<x<XZ2>4<Y.Z2>y< X, ¥Y+Z>5=<XVY>4+<X.Z>
(¢) < AN Y >=A< X, Y >

(d) < X, X > es un nimero real no negativo, y < X, X >=0 si y sdlo si X ¢s el

veclor cero en V.

e Y A A B W St e s At S e e . waL
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Un espacio de producto interno con la propiedad adicional de completez es llamado

espacio de Hilbert. Para definir completez es necesario ¢l concepto de una sucesion de
Cauchy.

Definicién 3.3 La norma de producto interior sobre V' es una funcién de V' a R definida

para cada X € V por
X = V< X. X >.
Teorema 3.1 La norma de produclo interior satisface lo siguiente:
para todo X, Y € VV y A€ R
(a) |X]| 20, y la igualdad se cumple si X =0,
(6) IAX] = [AHIX]]

() IIX + ¥IP+ 1X = Y| = 2|L.X] + 21y
Demostracién.Ver Cohen (19389, pag.16). O
Teorema 3.2 (La desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Para todo X,Y € V/
< XoY > < XYY

Demostracién. Ver Cohen (1989.pdg. 17). O

Definicién 3.4 U'na sucesidn {X,} en V" converge en norma a un vector ¥ € V si y sdlo
si

lim 1%, - vl =o.
Definicién 3.5 (Sucesion de Cauchy). Una sucesion {Xn,,n = 1,2,...} de elementos de

un espacio de producto interno se¢ dice que es una sucesion de Cauchy si

| Xn ~ Xl 0 cuando m,n — oo,
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i.e. si para cada € > 0 erisle un entero positivo N(z) tal que

Xn — Xl <& para toda m,.n > N(e).

Definicién 3.6 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert H es un espacio de producto
interior €l cual €s completo, i.e., un espacio de producto interno en el cual cada sucesion

de Cauchy {X,} converge en norma a algin elemento X € H.

Definicién 3.7 .{'n conjunto de vectores X, en un espacio de Hilbert H, donde a recorre
algin conjunto de indices A. se dice ortonormal st satisface las relaciones de oriogonalidad
<N, . Xy>=0paratodoa # 3.a € A3 € A ysiestd normalizado de modo que || X, || = 1

para toda a € A. En otras palabras {XN,} e¢s ortonormal si

1 st a=2
0 si a#p

< X,, .\',3 >=

Definicién 3.8 Una sucesion de {fu}o2, en €l espacio de Hilbert H, converge (o converge
fuertemente) a f si < fa— f.fo — f > converge a ccro. La sucesion converge débilmente a

[ sipara cadaw € H. < fo.u > converge a < fou >,

3.1.1 OPERADORES ADJUNTOS.

Definicién 3.9 Sea una coleccion v de subconjuntos de un conjunto X, se dice ser una

topologia X si v cumple las tres siguicnles propicdades:

1.0eryXer,

w

stVier,i=1.2,...,n, entonces ViNxN..NV, e

3. si {V,} s una coleccion arbitraria de miembros de T (finita,numerable o no numera-

ble),entonces U, Vo € T.
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Si 1 €s una topologia en X entonces es llamado un espacio topoldgico y los miembros

de T son lamados los conjuntos abiertos de X.

Definicién 3.10 Se denota como Ly (p.>.S)a la coleccion de todas las funciones com-

plejas medibles f sobre un campo 3= de subconjuntos de un espacio topoldgico S para las

que

/lf‘z(lll < ¢

Los elementos de Lz (u,3.5) se denominan funciones integrables Lebesgue (con res-

pecto a i ) o funciones sumables.
Definicién 3.11 Cualquier mapeo lincal T : H — H serd llamado un operador.

En particular / es el operador identidad, 0 es el operador cero ¥ Al es el operador

escalar.

Definicién 3.12 El adjunto de un operador U ¢s el operador U'" tal que para toda f.g € H,
< U(f).g >=< f,U"(g) > . Un operador U es auto-adjunto si ' = U*,. (operador

Hermitiano).

H. K. L denotan espacios de Hilbert.

Para abreviar se utiliza la siguiente notacién donde T es un operador y X € H

T(XN)=TX.
Teorema 3.3 . $iS: H - KN yT: H — K son mapeos lineales continuos y A un escalar;

1)(S+T)y =8"+T"
2) (AT)" = AT~
(TY|X)=(Y|TY) paratoda X € H Y € K
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4(T°) =T
)T =TT~} = |T|*
6) T°T = 0= T = 0.

Demostraciéon. Ver Berberian (1976, secc. 8, pag.132). O

Teorema 3.4 . Si T : H > K es un mapeo lineal continuo, eriste uno y sélo un mapeo

lineal continuo

"+ N - H

tal que
(T X[Y) = (X[TY)

para toda X € H,Y € K, se tiene que |[[T*|| = ||T||.
Demostracién.Ver Berberian (1976, secc. 8, pag.-131). O

Teorema 3.5 . SiT: H - K yS: N — L son mapeos lincales continuos, entonces

(ST)y =T-5".
Demostracién.\Ver Berberian (1976, secc.8. pag. 133). O

Definicién 3.13 . (Operadores Hilbert-Schmidt). Si el espacio de Hilbert es representado
como un espacio L(S. X, u). con medida posiliva u.entonces los operados Hilbert-Schmidt

son aquellos operadores k teniendo una representacion en la forma
(kD) ()= [ k() [ (@) (d). f & La(S.E.p).

donde :
L L1 0P ds) uidt) < oo.
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En algunas de las interpretaciones de la teoria de los operadores de Hilbert-Schmidt se
supone que €l kernel k ¢s Hermitiano simétrico de fal manera que €l correspondiente opera-
dor es auto-adjunto. A veces serd mejor traba;ar con un espacio definido en ol I ;-e~pacio

y pueden ser definidos los operadores como:

sea {N,.a € A} es un conjunto ortonormal completo en el espacio de Hilbert. 'n
operador lineal acotado T se dice ser un "operador Hilbert-Schmidt” si la cantidad ||T||

definida por la ccuacidn

71 = { I }/

a€d

es finita.

Definicién 3.14 U'n operador U es complctamenie continuo si cada conjunto acotado
B € H ¢s mapeado sucesivamenle a un conjunto compacto por U. (Esto es, cada sucesidn

en U (B) tienc una subsucesion convergente).

Teorema 3.6 Operadoradores complelamente continuos.

Si para cada = > 0 existe un operador completamente continuo A, tal que

A =AM << IfIl

para f € H entonces  operador A es completamente conlinuo,

Demostracién.Ver Akhiezer and Glazman (1961, seccién 28. pag. 27). O

Teorema 3.7 . (£l espectro de un operador completamente continuo auto-adjunio en R).

Cada operador no-cero completamente continuo auto-adjunto A liene una sucesion
de eigenvectores (finita o infinita) e,, ej.€a, ... pertenccienles a sus eigenvalores no-cero
Ay Az Agy el ,
(IM] 2 A2l 2 fAs] = ..)




tal que para cada vector f de la forma f = Ah la relacion de Parseval

NP = S0 f el
k

se cumple.

Demostracién. Ver Akhiezer and Glazman (1961, secc. 55, pag. 127).

Teorema 3.8 (Teorema especiral para espacios dimensionalmente finitos).

Si A es un operador Hermitiano en H, entonces exriste una basc ortonormal

By = {X,....,X,} para H con respecto a la matriz diagonal para A (todas las entradas no

diagonales iguales a cero)

A 0

0 A n

(a) A esta en la diagonal si y sdlo si es una cigenvalor de A:
(b) para toda k, i € S(4.A)

(c) para toda A € A . §(A.N) =span{xri|ri € Ba y A=A };

donde S(A M) ={r|lv el yAr=2Ar}. ysi S C H se dcfine el span de S como la

interscecidn de los siguientes conjuntos () {k|k es una subespacio en H con § C k}.

Demostracién.Ver Cohen (1959, pags. 73,76). O

3.2 PRUEBA DE LA CONVERGENCIA DEL M.S.S.

Sea ¥ = (¥1,...,¥,) un vector aleatorio. Para cadai=1,...,p, sea

SOx) = fepnrgn (£),
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que es. la densidad condicional dado Y; = r, para { # j de Y; en r; con respecto a una
medida A,. Para dos vectores Y y Y. definer. para rada 7 = 1....,p -1,

" p , Lo
v = (e i Y .+ ¥,). Por conveniencia . sea

-

YO = (Y] LY =Y,
Y = (¥)...)) = Y,

SNy = h ().
Sea pt la medida definida por

1
nA = [, 7 -

donde A? es el producto de las medidas Ay x...x \,. Sea f1 el espacio de Hilbert de funciones

que son doblemente integrables con respecto a una medida u.
H= {g :/lg|2d/l < oo} . (3.12)
El producto interno en H es

< fig>= /f(y)g(y)d/t(y)-

Nétese que fy € H ya que

/[fr ()7 :

Hly)

du(v) = [ fr (n)dr* ()

=] < o

v por tanto H no es vacio. También se nota que el producto interno depende de la densidad
fy ¥ no puede calcularse explicitamente si la funcién no es conocida. La razén por definir
asi el producto interno es que hace mas clara la demostracién y garantiza que fy- estd en

el espacio de Hilbert,

Se definc el operador T sobre H por T (f) = bsi

b) = [ K (") f (") du "),



donde

K (y'.y)

ﬁf(-') (y"")
=0
— f(O)(yl) i j‘” (y(l' ) R f(m(y)

Es claro que este operador proporciona la transicién de la funcién de densidad conjunta
para }" en una iteracion del M.S.S. a la densidad de la siguiente iteracién. Esto es, si f
es la densidad tonjunta (con respecto a \P) de las observaciones muestreadas a la iteracidn
i. entonces T(f) es la densidad conjunta a la iteracién 7 4+ 1. De aqui que sea cierto que

T(fy) = fy , ¥ puede verse que fy es una eigenfuncién de T con eigenvalor 1.

Se demuestra que N (y'-y)/fy (y') es una funcidn de densidad con respecto a A? como

funcion de y. de acuerdo al Teorema 1.4

%%%Mvw>=_ﬁhww”hwmmw ..... v (91 Whent) - o (3.13)
o S yen (e L Y1 gp ) dAT (y) (3.14)
/fm)’; ..... ¥y (y. [ ¥a. ...y;) Ce Sravia e (Ue L 1 Ypm1) AP (y)
= 1.
entonces
[ R dv ) = £ ). (3.15)

Lema 3.1 £l valor mds grande del eigenvalor del operador T es I.

Demostracién.Se supone que ¢ es un eigenvalor de T con eigenfuncién f. Entonces
T(f) = ef por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple que [||f (y)|[dA\? (y) < =

junto con el desarrollo de la ecuacion (3.13) se tiene

et [y ) = [IT () )l dx ()
/“/ l\'(y’-.r/)f(y’)du!y')}
[ [ KW ) )5 @)l dn (')
S5 @O A () e ()

Jus @y )

d\P (y)

[ VAN
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entonces

Lol far@larwrwys [ @iay )

de donde se sigue que | ¢ [< 1 5.

De acuerdo a la Definicién 3.13, el operador T es de tipo Hilbert-Schmidt si

_/f | K (' y) P duly') du(y) < oo.

En este caso el operador T es completamente continuo de acuerdo al Teorema 3.6, segiin
Akhiezer and Glazman (1961).

El adjunto de T es T, definido por 7" (f) = b si

bw) = [ K (ws) [ W) duy).

El siguiente Lema demuestra que ambos operadores son muy parecidos,

Lema 3.2 £l operador T* corresponde a una version del M.5.S. en la cual las coordenadas

estdn actualizadas en el orden opucsto.

Demostracién.Sea A" (y'.y) = I (y.y') .Para cualquier vector p-dimensional a. sea ay,
representa el vector (p-1)-dimensional. el cual es igual al vector a pero no tiene la i-ésima

coordenada . C'on esta notacion es posible escribir

Moo Sy (!/("))

K({yy) = —————&
T, o ()
o D) v (i 2 yse o i) Sy (y)
= fr ) - - ~
S (yz.....y,’,) I, (yl.yz.....yp) Sy (1o y2e i yp-1)

= NS W v (Ul IUQU;) Cee i Yooy (W W1 e pat)

P
= Hf(x) (ym)

i=0

Para vectores Y . Y, se define, para cada i = 2,...,p, Yjiy = (Yl’,.... Y, Y, ..., }P) .
Por conveniencia
Yoy = (Y,.aYp) =Y .
Yo=Y'.
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Se sigue de la igualdad anterior que

Mo fy (’ )
Iy M, (yu )\.)
. . (YT Y2eeen ]
AW g 'f)( el f))f)(yyl T )
(e Yo U6)
Srpea, (.'/1----~./p—1)
ey WU ) e Ny, (yp ,y{..--,y;_,)

.Iifm (y(.’)) _

el cual es precisamentc el kernel del operador de transicion (con respecto a y) parael M.S.S.

R-(y'.y) =

I
>
=
=

en el orden opuesto O,
Se demuestra en el siguiente Teorema que las iteraciones sucesivas de 1/.5.5. convergen
fuertemente a fy y que la tasa de convergencia es geométrica en el espacio normado de

Hilbert.

Teorema 3.9 ('on la notacidn anlerior y suponicndo que se cumple para el opcrador T
la propiedad de tipo Hilbert-Schmidt (Definicion 3.13) y para alguna p > 0 con respecto a
o x p. Eriste un mimero ¢ € [0.1) lal que. para cada densidad vo € H |, la sucesion de

SJunciones up, = T (tun-y) = T" (uo) paran = 1.2.... salisface
[fun = frll < lluoll ”
para toda n.

Demostracién. Sea " = T""T. que es, U el operador correspondiente a dos iteraciones
del M.5.5.. una hecha en orden inverso v la otra en el orden natural. De acuerdo al Teorema
3.5 (Berberian (1961)) {7 es auto-adjunto: también es completamente continuo porque 7°
es continuo. De acuerdo al Teorema 3.8 /f tiene una base ortonormal finita o infinita de

eigenfunciones. Es fdcil ver entonces que, para toda f

[rwavw = [T wdw @)



[rwiavwy= [T () () ax (9)

de lo cual se sigue que

[rwavw = [Uwavw). A
Se define el siguiente operador como
VN =Uf)= S <fr.f>
en particular

V) = CU) =< frifrfy >
= fr=F [Frav
= 0.

Entonces 17 es auto-adjunto y completamente continuo, y su norma es el valor absoluto
de su eigenvalor mads grande. Ademas. es el segundo valor mds grande de eigenvalores de
{". Entonces basta probar que [[17}l < 1. Sea r el eigenvalor mds grande de V' v V' (g) = rg.
Si r = 0 la demostracion es trivial. asi que se supone que r % 0 . Pero antes se demuestra
que
<Vi(g). fr >
< g V(hH)>

g

< g.fyr >

= 1
= 0.
Dado que g no es idénticamente 0. puede escribirse como la suma de sus partes negativa
¥ positiva. g = g* — ¢g~. definidos por los siguientes conjuntos

= {y: 9(y) >’0>}\.'

C = {yr9y) <0}.
Sea 0 = < fy,g > =< fy, g7 —g~ >=< fy,g+ > = <'f)f>;g‘ >, COIMO § NO €S Cero con
probabilidad uno y fy- > 0 entonces < fy.g* > >0y < fy,g~ > > 0 las medidas de B

v C son positivas (AP (B) > 0 v AP (C) > 0). Se muestra por contradiccién que |r| < 1,

suponiendo que |r| = 1 entonces

Vig) = Ulg)=U(s*—g°)
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Ue) - ()
gt — g~ st =1
g~ —g* sir=-—1"

Dado que & > 0 (el operador 3.15). se sigue que UV (¢g*)(y) > 0y U(g~)(y) > 0 para

toda y. De aqui que.

U(g™)(y)

+ <
9" ) {t'(g-)(m

_ U g™ (y)
g < { U (g%) (1)

sir=1
\_’ para y € B,
Str = -—
sir=1
~_ para y € C.
Slr=-—

Como consecuencia U (g* + g7 ) > gt + ¢~ para toda y. Como |g[ = g* + g~. esto quicre

decir que

C(lgh) > gl

por lo cual

Jraghar > [ lgida,
que contradice la propiedad 3.16. De aqui que [r| < 1 y también que el valor mds grande

del operador V7 tenga valor absoluto [r| < I y por tanto se concluye que {[V|| = || < 1.

SiW(fY=T(f)= fy < fyr.f > el operador W~ es facil ver que V" = W1’

() WA ()= h < fr f>)

I

= _T'[T(f) - <S>/ <HhTS)=-fr<lfr.f>>
= I'T(fi-H<h.[f> —fr/[T(f)(?/)—f)'(y)/f(d‘)d'\p(-l‘)] d\P(y)

= T =f < b > =fr [[ T @) = [ hi) [ 1o)av )]
= T =< i > =4 [[ T waw - [ 1wav]

I

= V().

U(f)=fH < h.f>=-hH(0)

De acuerdo al Teorema 3.3 (inciso 5). se verifica lo siguiente

i

I

Ivew
e



de donde

li

v irf¥

= c<1.

Si f es una densidad, entonces < fy.f >= 1y

rH-Jr
T~ Sy).

W)

il

St < fi-.g >= 0. entonces W (g) = I'(g) v < fy-. W (g) >= 0, de lo cual se sigue que para
toda n ,

W™(g)=T"(g).
Dado que

< fvif =Sy >= [ = frw)d¥ (1) =0

para cada densidad f. se sigue para toda »

W) = Wr(f-5)
= T"(f - fr)
= T(f)-Jr.
Asi que
llun = fell = T (uo) — fyll

IN

I luoli

e luoll

lo cual finaliza la demostracién. O.

El Teorema 3.9 sefiala que una sucesidn de funciones de densidad generada por las

iteraciones converge fuertemente a la distribucién de Y, fy-. y por tanto converge débilmente.

Corolario 3.1 Bajo las condiciones del Teorema 3.9. Sea Fy una distribucion absoluta-
mente continua con respecto a pu y se supone que dFo/du = ug € H. Sea F la distribucion

de Y. Sca Fy la distribucion muestreada al comenzar el AM.S.5. y F, la distribucidn después



de n iteraciones . Exriste un nimero c € [0.1) tal que. para cada conjunto A de Borel en
RP,
[ (A) = F (] < e Hluoll -

Demostracién.Sea u, = T (#,—,) cqmo en el Teorema 3.9 y sea c el nimero que
garantiza el acotamiento. Sea A el conjunto de Borel en R? y sea I4 su funcién indicadora.

Se define g = I, fy,

gl Mafel> =P yed
0 ygA
= F(A) <L
Se tiene que
F(4) = /Afr () dN* (y)

il

[ £ ) 1adx ()
{#v @) Lade ()

< fy,g >,

i

Fn(-“) = [\ “n(y)d’\p(y)
= [uaty) 1adN* ()
= [ @) Lin () dp(y)

< Uy.g > .

i

La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica

|Fn () — F )] < n.g > — < fy,g >]|
< s~ fr.g >|

llen = Sy Il

" fJuol|

IA 0

INA
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Existen varios trabajos que desarrollan estudios sobre la convergencia del M.S5.5. Al-
gunos de los mas importantes son el realizado por Tanner y Wong (1987), el trabajo presen-
tado por Chan (1993) sobre la ergodicidad geométrica del Muestreo Gibbs v tres criterios
de convergencia que postulan Zellner y Min (1995). los cuales son aplicables de acucerdo a

la investigacién que se realiza.



Capitulo 4

SIMULACIONES

Dentro de este capitulo se presentan ejemplos de simulaciones para ilustrar en forma grédfica
I p JEI]
la inferencia descrita en el Capitulo 2 y la convergencia del M.5.5.
Todas las graficas fueron generadas dentro del lenguaje de programacion S-Plus v los
listados de codificacion pueden encontrarse en el Apéndice.
Ahora. brevemente se retoman algunos problemas surgidos dentro del capitulo 2. Em-
pezando con cjemplificar, mediante el uso de tres diferentes densidades, el efecto de la

densidad de Muestreo de Importancia en la aproximacion de la integral

1.96
/ 124y, (4.17)

0
Aqui se retoma el problema de elegir la nrejor densidad de Muestreo de Importancia para

tener una buena aproximacion.

Ejemplo 4.1 FEn las tres primeras grdficas (figuras 4.3.4.4 y 4.9) pucden verse las fluctua-
ciones del valor ¢stimado al itcrarse varias veces con diferentes tamaiios de mucstra . Las
densidades usadas fucron, en orden respectivo: Erponencial con pardmetro 2, Ji-cuadrada
con & grados dc libertad y Normal estdndar: todas sc itcraron 100 veces con los siguientes
tamarnios de mucstra: 1000,3000,5000,7000,10000,150000. La forma en que se calculé la

estimacidn es similar a la de la ecuacion (1.3) para cada caso.
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Se nota que para igual tamaito de muestra existen diferencias en cada densidad. Puede
verse que la convergencia para la densidad Ji cuadrada es lenta comparada con las otras
dosi v a su vez, en lo que respecta a la densidad Normal y Exponencial. la segunda presenta
una convergeneia mas rapida. A esto se agrega la importancia del tamano de muestra. por
ejemplo, en el caso de la densidad Normal, se debe considerar un tamano de muestra mayor
comparado con el que se necesita para la densidad Exponencial, con el fin de tener valores

similares en precision.

Para ¢l caso de la solucién de la integral (4.17) se distingue en forma grafica que. compa-
rativamente, la densidad Exponencial es una buena densidad de Muestreo de Importancia

para estimarla.

Después del calculo de las estimaciones se procede a obtener las varianzas de éstas de
acuerdo a lo descrito en el Capitulo 2. suponiendo a la densidad Normal como la densidad de
Muestreo de Importancia adecuada. Esta suposicidn se hace para ejemplificar la posibilidad
de elegir una variedad de formas para las funciones "g” v "p” dando por resultado diferencias

en los valores calculados de las varianzas que se resumen en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 4.2 Se¢ quiere calcular €l valor esperado de una funcion de inlcrds con respecto
a una densidad posterior. El problema aparece en un caso concrelo donde se¢ multiplica y
divide por la densidad de Muestreo de I'mportancia para oblener la esperanza de la funcion
original. modificada por ulgunos valores mds de acucrdo al mctodo de integracion Montc
Carlo con una suma. Aqui debe identificarse cudl es la funcidn de inferes y cudl la densidad

posterior porque influye en la estimacidn de la varianza.
Si se estima el valor de la integral (4.17)

/:.QG exp (—-1"2/‘2) dr

2

con una densidad Normal con media p y varianza o* como la densidad de Muestreo de

Importancia. se caleula el valor estimado de la integral como sigue:

Caso 1. Stan

-2 ‘ -1 - 2
91) = Virlosan(a)e p(a) =expi -t, MIT(2)=exp{ == (E2£)7h (aas)



con

.[_Nl- VIrlig asy{r)expi—ri/2}dr

1.96 200V Ay =
o oexp(—rf2)dr = N

donde g, es

{ecuacion (2.1) ).

o también

Caso 2.S5¢an

oo VITlg 4 agi 1) expi=1® 2}

-0 “p(—tf—ul‘)
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Ce mre Sy el temu)? 207 pr
E[V?"l[o.l sep(rlfxp{—%:*-%(i-:‘)z)l

Elexp{-£+125207)]

exp{-{r—.)?/20%}4r

e s exp{oXe il Xymu 2
=V SNV LG e, (X Y expf - b H (22 2)
c.a. o
€ : 7 v 2 X
w1 5 [osnt- S btz n |

=1

n . -2 c
8 [Jz'wl(u.l.m;,t,\.-)vxp{~‘~‘; + 5(&%)2}]

n-1 i [e.\'p{—~%i + %(3};“)2}}

gn =

PR . €. BN LS W £l A S
u(-r)~m*°“p{*2+§( o )}

calculando la varianza como en la ecuacion (2.3)
ud - — 42 o =X2 -1, X, —
Sy — g e {2 (54 5 (Eee?) ]

G, = ;

e T
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9lx) = 2o auf )= pla) = e, _‘,,.(‘l_)”xp{:‘)l(’_;/_‘)*} (1.19)

Y G, de la siguiente forma

n . g 2
n=t 5 [2lasse X exp{=4" + § (54)%)]

n-? }5 [exp{-—;l'é.i +1 (‘\";“)2]
i=1 —_=

In =
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Y
pir) ¢~ Ni/2
w(r) = -V['zt-T"i"q: T
S (glNi) = 70 w(X,)?
5 = = 2 .
[il wX; )]

Siguiendo con lo anterior, se presentan a continuacidn dos graficas (figuras (1.6) y (4.7)) que
exhiben las varianzas de las estimaciones para los casos 1 y 2 anteriores, ambas confrontan
los valores estimados de la varianza (eje Y') contra el tamano de muestra (cje X). la primera

toma el caso 1 y la segunda el caso 2.

Notese quer los valores de la grifica 4,7 son mads pequenos comparados con los de la
grafica 1.6 ain partiendo de que son estimados con la misma densidad de Muesireo de

-

Importancia. pero con diferencias en la asignacion de las funciones "g” y "p”.

Otro ejemplo interesante surgioé con la suposicion de que la densidad Normal es una
buena densidad de Muestreo de Importancia para el caso de la aproximacién de la inte-
gral (4.17). No sdélo con considerarla una buena densidad de acuerdo a las estimaciones
obtenidas. proporciona informacion suficiente acerca de los valores que pudiesen tomar sus
parametros, con el fin de minimizar la varianza de las estimaciones y asegure una buena

aproximacion. Vease el siguiente ejemplo que describe lo anterior.

Ejemplo 4.3 1. El primer caso e€s con una densidad Normal cstdndar siguiendo ¢l

mismo desarrollo como en ccuacion, (1.5) con las funciones g, p,MI y w definidas

como;
g(x) = \/'2_”1(0,1.96)(1‘)~
plr) = e/
MI(r) = ¥/,
w(r) = 1,

con varianza estimada

i(\/ﬁz_ﬂf(o.n.ss)(-\'yf) - §n)z

5'2 =]

n2

contra;
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o

2. una densidad Normal no estdndar con media diferente de cero y varianza unitaria

detallindos: lo~ cidleulos para eslc caso:

se difinen las funciones g, p y MI como

g(x) = lo,y06)(r)V2m,
p(r) = exp{—1%/2}.
.‘1[(.1‘) = exp{._.(:éﬁ)i}‘

si se completa la ecuacion (1.3) de la siguiente forma

- 2
< o 95,(1)«:;\{—:2/2}«;-{—(—"—{—'——}
I "p{_s,_“!z}
up(_;r/z)"p{-ﬁ,ﬂi}

fj' 3 dr
T

dr

5 _p2
3B e T Ndr =

E{V 27101 95)(T)CXI){*II'+M7/3}J
Elexp{—zutni/2}]

Z V2rlig, 95)(.\'.)exp{—.\‘.;uﬂ:‘/?}

€3 =1
P

W
Z exp{—X,u+u?/2}

=1
= Gu:
con funcidn de peso y varianza igual a
w(r) = exp{—rpu+ u?/2},
S(atX =T (exp{~Niutu?/2})’
o==1

" 4 ¢
(Z "P{-«\'.u-i-u’/ﬂ)

=1

5 =

Las 2 grificas siguientes (1.8) muestran las estimaciones de las varianzas (ecuacién
1.3) para cada caso. Se puede observar que existen diferencias entre los valores estimados
siendo que provienen de la misma densidad de Muestreo de Importancia pero con diferente
parametro. demostrando asi que es importante encontrar una densidad de Muestreco de
Importancia adecuada y no solo esto. sino, que ademads los valores de los parametros de

dicha densidad con los cuales se tenga una mejor aproximacién.

Como una consecuencia de no elegir adecuadamente las funciones "¢” y "p" con el fin

de minimizar la varianza, se observa que el definir las dos funciones anteriores puede no
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ser lo mads conveniente de acucrdo a lo obtenido en el ejemplo 4.2, con fluctuaciones de
los valores estimados. A esto puede anexarse un nuevo tema de investigacion; en este caso
se podria sugerir tomar sélo una funcién H{r) en lugar de descomponerla y asi se calcula
el cociente H(r)/MI bajo el dominio de la funcién M /. tema que no pwlo continuarse
por el limite del tiempo. Pero no solo el encontrar graficamente una buena densidad de
Muestreo de Importancia asegura tener buenas aproximaciones, falta la especificacién de

los valores 6ptios que pudiesen tomar los parametros de dicha densidad, como se explica
cn el ejemplo +.3.

En el ejemplo siguiente se describen varias grédficas. En ellas se observa que la velocidad
de convergencia de la densidad estimada depende de tres variables: el tamaino de muestra,

el mimero de iteraciones y el valor inicial.

Ejemplo 4.4 Siguiendo €l desarrollo de la ecuacion (1.10) se calcula la densidad marginal
de una densidad normal bivariada generando valores de las densidades condicionadas y

despues se aplica la integracion Monte Carlo. La densidad normal bivariada ticne como
1 05

pardmelros el vector de medias siguiente y' = (12,12) y matriz de varianzas ¥ =
0.5 4

1. En las grdficas contenidas en la figura 4.9 se tienen las variaciones que presentan las
densidades estimadas al fijar el nimero de iteraciones y variar el tamario de muestra
Junto con el valor inicial. E!l primer renglon corresponde a un tamario de mucstra
pequerio con tres valores iniciales que parten del valor real de la media a valores
completamente alejados de ésta. En los siguientes renglones se incrementa el tamario
de muestra, también se nota que en el wltimo renglon. a pesar de tener un valor inicial
grande y un ndmero de ileraciones fijas, la aprorimacion es mejor debido al nimero

de elementos muesireados.

2. La siguientes 9 grdficas, figura 4.10. corresponden a un tamario de muesira fijo con-
tra variagiones en las iteraciones (renglones. de menor a mayor) y valores iniciales
(columnas, de menor a mayor). El primer rengldn corresponde a iteraciones con va-

lores que parten del eracto a uno muy alejado del valor real. Se nola de que al tener
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solo una ileracion se presenta una aprorimacion regular, y observando las siguientes
grdficas se vree que las aprorimaciones son mejorcs conforme aumenta el nimero de

ieraciones, aun para valores iniciales alejados del verdadero.

3. En lus grdficas de la figura §.11. se fija un valor inicial grande. variando ¢! niimero
de iteraciones (renglones) y lamanos de muestra (columnas). Puede distinguirse que
la densidad cstimada con valor inicial grande se aprorima a la verdadera densidad

conforme aumenta el nimero de iteraciones y el tamario de muesira.

Con las figuras anteriores se muestra que los valores obtenidos después de un proceso
iterativo convergen a la verdadera densidad, comprobando en forma grafica el resultado del
Capitulo 3.

Otra forma de ver la convergencia se basa en la propuesta por Geweke (1989) que
consiste en los cuartiles para poder monitorear la convergencia con diferentes tamarios de

muestra ¥ que se discute en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5 Siguicndo ¢l algoritmo de Muestreo Gibbs con tamaiio de muestra variable,
(pag. 19): al incrementar ¢l tamaiio de muestra, indica que en forma alealoria se oblengan
los datos que generardn a los nuevos dalos, hasta completar el nuevo tamario de muestra.
La grdfica {.12 presenta las estimaciones de los tres cuartiles de las densidades marginales
de una normal bivariada descrita como en el ejemplo {.{ pero con covarianza igual a 1,

con los tamanios dc muestra siguienies (100.500.5000.10000,15000). y por cada tamario 10

iteraciones.

El cje X corresponde al numero de iteraciones y el eje Y corresponde los valores de los

cuartiles estimados, los tamaiios de muestra varian de acuerdo al comportamiento asintético
de los cuartiles.
En el algoritmo para tamano de muestra variable. se observa que al generar la muestra

anterior que dard origen a la nueva muestra se pierde informacién que podria considerarse

como buena y en forma paralela podria tomar valores generadores "malos™, y en el peor de
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los casos hasta mas de una ocasion (por la forma aleatoria en que son escogidos). Una forma
alternativa de obtener el vector generador podria ser “pegar” los datos anteriores hasta
tener el nuevo tauano de muestra. Asi. los valores mis aproximados podrian considerarse
al menos una vez y no habria desperdicio de informaciéon. Vea la grafica 1.13 que describe

lo anterior tomando los mismos parametros de las grifica (1.12).

El graficar sélo los cuartiles no asegura que el proceso de muestrear haya alcanzado una
convergencia satisfactoria. porque los valores de los cuartiles estaran cerca a los reales pero
en caso de tener un tamano de muestra pequeno. los valores estimados de los cuantiles
extremos (por decir los deciles) tendran fluctuaciones mas grandes. Surge asi la idea de
monitorear la convergencia de algunos de los cuantiles extremos observando lo anterior en
el siguiente cjemplo haciendo uso del algoritmo de Muestreo Gibbs con tamaiio de muestra

variable.

Ejemplo 4.6 £En las siguientes grdfica (fig. 4.14) se verdn valores estimados de los cuan-

tiles (0.01.0.5.0.99) .y su estimacion despucs de cierto niimero de iteraciones.

Los siguientes son los parametros que utilizaron para la generacidén de las graficas de
dos cuantiles extremos ¥ la mediana de X e Y. vector de medias (12,12); var=(1.0.1); valor
inicial 0: cuantiles (0.01.0.5.0.99); tamano de muestra (100.500.5000,10000. 150000, y por

cada tamario 10 ileraciones.

Vedse la gréfica 4.14 que ilusira la convergencia de las densidades marginales estimadas
despues de 50 iteraciones. Conforme aumenta el tamaiio de muestra los cuantiles extremos
van convergiendo y el valor de la mediana se encuentra en un porceso estacionario. De
acuerdo a esto puede sugerirse la graficacion de los valores para cuantiles extremos para
monitorear su convergencia. en vez de los cuartiles solamente. Es intuitivamente claro que
cuando hayan convergido los extremos. los centrales ya lo habrdan hecho.De acuerdo a lo
anterior puede suponerse que para el tamafio de muestra en el que los extremos tengan un

buen comportamiento servird para estimar la verdadera densidad.

Y con esto finaliza la seccién de simulaciones. Se hace énfasis en que las gréficas anterio-
res fueron simuladas en el lenguaje de programacién S-Plus y los listados correspondientes

se encuentran en el Apéndice.
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FIGURA -1.3: Estimacidn de la integral (4.1) con diferentes tamaiios de muestra utilizando
a la distribucién Exponencial como la distribucién de Muestreo por Importancia.
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FIGURA 4.4: BEstimacién de la integral (4.1} con diferentes tamaiios de muestra utilizando
a la distribucién Ji cuadrada (8 g.l.) como distribucién de Muestreo por Importancia.
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FIGURA 4.6: Estimacién de la varianza para diferentes tamanos de muestra, con funciones
"g” v "p” asignadas en la forma del caso 1 (ejemplo 4.2).
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FIGURA 4.7: Estimacidn de la varianza para diferentes tamanos de muestra con funciones
"g” y "p” asignadas como se discute en el caso 2 del ejemplo 4.2.
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FIGURA 4.8: Grificas correspondientes a las estimaciones de la varianza cuando se supone
a la distribucién Normal como la distribucén de muestreo por importancia, pero. con dife-
rentes valores parametrales. La la. y 2a. grifica representan los casos 1 y 2 del ejemplo
4.3, rcspcctivamcnte.
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(renglones) y valores iniciales (columnas) manteniendo fijo el valor inicial.
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Capitulo 5

UN MODELO JERARQUICO.

5.1 INTRODUCCION

En este Capitulo se discute un problema de estimacién. para ejemplificar la técnica de

Muestreo Gibbs en un estudio realizado por Gelfand et al. (1990} cuyo objetivo es la
estimacion de las densidades marginales posteriores de los parametros poblacionales en un

grupo control de ratas.

Por conveniencia se hara uso de una notacién diferente a la que se habia llevado ante-
riormente: en los sucesivo las funciones de densidad de probabilidad seran denotadas por
corchetes cuadrados. por ejemplo: [X. Y] densidad conjunta. {X" |}"] densidad condicional.

[¥'] densidad marginal y el proceso de marginalizacién por integracion como
o Sy
(X]= [lxpop.
El siguiente Teorema serd utilizado mads adelante.
Teorema 5.1 Scan X; X,......X,, veclores aleatorios, entonces X; Xa. ...\, son mutuaul-
mente independientes si y solo si eristen funciones g, (X;).i = 1.....n, tales que la funcion
de densidad conjunta de (X X2, ..., X,) puede ser escrita como

(X0 X2, ooy Xo) = 60 (Xi) 92 (N2) cogn (Xn) -
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rata | X | X2 | N | N | Nesfrata | X | Xo | Nal X | X
1150 ) 199 | 246 | 253 | 320 16 | 160 | 207 | 248 | 288 | 324
DT 151199 ] 249 | 293 | 351 IT ¢ 142 1187 | 2341230 1 316
TR (2 23 3 aew [ IS (056 203§ 293 [ 283 [ 3
U155 ] 200 237 ) 272 | 297 19 ] 157 [ 212 [ 259 1307 | 336
51135 ] I8S | 230|280 | 323 20 1 152 1203 | 240 | 286 | 321
61159 210 | 252 {298 { 331 21 | 1511205 ] 253 | 298 | 334
T 141 {189 1 231 | 275 ) 305 220139 1190 | 225 [ 267 | 302
81 159|201 | 248 | 297 | 3338 23 1 146 [ 191 ¢ 229 [ 272 | 302
Q177 | 236 { 285 [ 340 | 376 20 157 {211 | 250 | 285 | 323
10 [ 130 0 182§ 220 | 260 | 206 25 132 7185 - 237 1286 | 331
11 1760 [2087] 261 [ 313 1352 26 [ 160 [ 207 [ 257 1303 [ 315
120 143 ) 188 | 220 ¢ 273 | 311 20 169 1216 1 2061 | 295 | 333
13 {154 1200 ( 241 § 289 § 325 281137 | 205 1 243 | 239 | 316
PL{DITY 3 221 1 270 | 326 ] 358 20 ¢ 137 (180§ 219 1 258 | 191
151163 | 216 | 242 | 281 | 312 30 1 153 {200 | 244 | 286 | 324
TABLA 5.3: Pesos de la pob. de ratas: grupo control donde z,, = 8,71 = 15, ri3 =

22,14 = 29,05 = 36 denotan dias: i = 1.....30.

L2

5.2 IMPLEMENTACIONDE UN MODELO JERAR-
QUICO

El siguiente problema es un estudio conducido por la compania CIBA-GEIGY sobre el
crecimiento de una poblacidn de ratas en donde se registraron los pesos de un grupo control

medidos durante cinco semanas. Los datos estdan disponibles en la tabla 5.3.
Para el periodo considerado se suponen curvas de crecimiento recto y también se supone
homocedasticidad normal en los errores. asi que
Yii~ N(ai + Jir;o0d). i=lokij=1..n;
donde
k — nimero total de ratas;
n;~ numero de mediciones de la i-ésima rata;

Yi;— peso de la i-ésima rata cuando la medida j-ésima fué tomada;

zi;j— edad en dias de la rata i en la medida j.
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(a1}

La estructura de la poblacion es modelada suponiendo independencia condicional

(V) s [() ] sk om

Un andlisis Bayesiano completo requiere de la especificacién de una densidad a priori

ara o2, 4. = (a.,3:)' vy .. Una inferencia tipica incluiria el cédlculo de las densidades
Py c) ) L P

marginales posteriores para los pardmetros poblacionales (ac, J.) ¥ la prediccidn del peso

de las ratas en forma individual.

Para la especificacién a priori. se supone independencia. tomando

e =7 02) = e [277] [0]
para tener una forma Normal-Wishart-Gamma Inversa :
] = N(n.C).
[ = wer™.p).
o7 = 16 (% 7“.;").

Reescribiendo el modelo para la i-ésima forma individual como

(¥ilo.o2) ~ N (Ni0..0210,,)

donde X; es el vector de dias de edad y 8, = (a;. )" el vector de parametros para la rata

2-ésima v definiendo

Y = (M. Y,
Ak
g = /\‘_lzo,‘,
. Ax—l .
n = Zn;. R . .- e
D; = ( -2 \"X +Zc“)_', (5.21)

= (k Z:‘+é"‘)-‘; (5.22)
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entonces el mufestreo Gibbs para # = (0;.....6:). 7" v 02 (un total de 66 parimetros) es
especificado con las densidades condicionales siguientes:

La funcidnu de densidad posterior para los valores de 8, se obtiene de la siguiente forma:

[0 l}", af. He. Z:l ] x [0. Y. af e Z—l]
donde la densidad conjunta puede obtenerse como

0.Y.0l pe 3] Vo2 ne 320 002 e 327
2 ‘ :
[)" IO.af] [0 ,crf. e z:l] [Uf, He. Z:l] s

1l

de donde
. -1 . -1
[0. Vel oD . ] x [)' ,002] [ l/l ]
ademas las observaciones en las ratas (Y;) son indcpon(liemes entre si (dado 0; y o2).
obteniendo la densidad conjunta como la multiplicacion de las densidades marginales. Por

otra parte. 0,.....0; supone independencia condicional: entonces lo anterior se reescribe

coinmo:

[o]y.otn. 3] =

o1, exp {—'; (¥ - X0 (o21.) 7 (v - .\'.o,-)} .

=
[
3

: xzcr’/? exp {—%(oi - ;lc)' Z:l (0; — ;1;)}
exp {— (202) 7 (¥ - Xi0) (05 = X0 } +
{—-w — ) 0 00— )}

como se tiene una multiplicacién de funciones g;(0;) y donde cada 8; es independiente (por

la independencia de las ratas) de acuerdo al Teorema 3.1. el producto define la densidad

Ez—

i

1
:’.‘

II:»'.~

conjunta para 8 y se calcula la f.d.p. para cada 8;.

[0.yiol e 3 ] c.\'p{—-;i;; (¥ = X;0;)" (Yi = X.0,) - %(0.- — ) YT (0 - /tc)}

e

¥ tan solo se trabaja con los valores bajo la funcién exponencial

oI (Y = Xibi)' (Vi — Xi00) + (0 — pe)' 3. (0i ~ pae) =



0 (o2 XX, + 3°71) 0, - 200 (072N + 30 ) + 0TVt T
g0, ~200 (a7 XY, + 7 ) + oY+t S e
= (0.-D (o0, + 37" ,,c))' D7 (00— D (a7 X1 + > 1))
donde D, se definié en la ecuacién (5.21), entonces
[0.,):.03.;1...Z:l]~ N ( ( A ¥ +Z ) )
Se continua con el cilculo de la densidades posteriores para u., 57! y o2 haciendo uso
de los Teoremas 1.4 v 3.1.

Densidad posterior de p..

[ﬂfl)'.a’f.O.Z:lJ x [0} o —l]
= [ ,00’ J[OO‘ I Z_l]
- b azma B 178 v
x [0,;1 Z_l (],

que es igual a

[;1‘.,)’.03.0.2:1] = ﬁ"-z l (\p{—; 0, — p.)! Z (6; —/lc)}
= 2
12=C|” 12 exp {——_1)— (jro =)' C™V (e — l])}
x ﬁt’:‘xl) {“l) (0, — IIE)IZ:’ (0; — /‘c)} *
i=1 =
exp {—% (e — ) C7" (pe — l/)}

trabajando con el exponente queda como
k
Z (0 — p.)' Z (0: — pe) + (pe =) C™ (e — ) =
-1 -1, = ! a&
= ul (l.- Z: +C'_') e — 2ut (ZL kO + C~ 7/) + Z‘_ S 62+ ptcy
i=l
k
= Ve =2V (}_—:L—l kG + C"]l]) + Z:] D01+ a'C 1y
i=1

= (/lc -V (Z:l kG + C"r)))' (et (llc -V (Zc_l &0 + C""r])) .



donde V" es como en la ecuacién (5.22). entonces
\ - - . o .
[ Va2 0.7 ~ N (VST R ) V).
Densidad posterior para 7' .

[T yotom] x [0 Viono.u)
[¥]0.02] [6]0 ue 3201 [o2 e )
[ofne. 271 [3201] -

Y

quedando de la siguiente manera
-1 [s 2 k —-1/2 1 ' —1
[Zc |)'~Uc~0'/lc] x H |27r ZI exp{—; (0, — ) Z (0; — ;lc)} *
=1 -
|Z_l t—( ) exp { —%lr(l za (ph’ Z—l)}

Atp-p-l

k
= |Z:‘l( 7 )Cx]){t;-a:u (Z 0; — 1) (0 — po) + ﬂR) Z:l} '
=1

entonces
3 -1
[Z:’ |> 03,0.#‘.} ~ W ((Z(o, — 1) (0, — pe)t +pl{) ke +p) .
=1

Finalmente la densidad posterior de o?. que se obtuvo asi

[a’f I)’. Z:l, 4. ;1c] x [z:l Y. 03. 8. [lc]
[)' !0.0’5] [0 Idf.;lc. Z:l] [af. fo. Z:l]
[)" !0.0‘3] [0"] .

R

trabajando con lo anterior

(o232 0] fI]2#0‘31,,_|—”2exp{—;)-()‘}—.\’;0.—)' (af],,,)—l(}'}—.’(.();)}
i=1 =

- - | RV -
= 'l;[l l'27rafl,.,[ 1z exp {—5;:?- ((Y.- - ‘\;«9;)‘()',- - Xi0:) +7°Tg)}



1 241
()
/2 1 £ - €y
2N (03) T -NP{'—;;; (Z()':"‘-\ioi) ()'i—-\'iol)+‘)oT§)}
e =1
1 B41
()

1 220 4
= (;-5) exp{ (Z(} — X0 (Y; — \'0)-{-‘707“0)}

entonces

k
[o2|y. 5 0] ~ G (—*,—71; (Z (¥; = X,00) (i — X,00) + m;-’)) :
- i=1

donde (7 significa una funcién de densidad Gamma Inversa.

Para el analisis de crecimiento anterior, la especificacién de los hiperparametros a priori

fue la siguiente

c'=0
7% =0
p=2,

Resumiendo lo anterior se tienen las siguientes densidades posteriores para cada uno de

los parametros
[o:[¥io?pe 357 ~ ( o XIYi + Y0 ) Dy (5.23)

oot 0. ~ N (v (ST R+ CY) V) (5.24)

' [Z:' hoo2ou] ~ 1w ((i‘(m — 1) (00 — ped +pR)—I .k+p) ; (5.25)

=1
2 -1 n +'7o l - - 2 .
[02 o]~ 16— Z() — X0 (Y = X.0) +072) ), (5.26)

y el orden en que se generaron los pardametros se describe a continuacion:

ESTA TESIS RS DI
<M BE LA BIBLIOTECA




1. generar o? de (5.26).
2. generar 7! de (5.25).
3. generar u. de (3.24),

generar é. de (5.23);

b

5. repetir los cuatro pasos anteriores siguiendo la estructura del algoritmo de Muestreo

Gibbs con tamano de muestra variable (1.4).

Para el caso de la primera iteracion los valores iniciales para 8; son los obtenidos después
de aplicar regresion lineal a cada vector de pesos de las ratas, paso 1, y el promedio de
éstos para el vector yu,. inicial. paso 2.

De acuerdo al trabajo desarrollado por Gelfand et. al (1990) monitorean el proceso
anterior observado griaficas Q-Q de muestras para a.. 3.,02 y los cigenvalores de .. con
un tamano de muestra 30 después de 35 ciclos (iteraciones). En este problema los valores
para a;..J; son,de menor interés.

Basandose en el resultado anterior. se presentan las gréficas 5.15 y 5.16 de los cuar-
tiles del vector p. tomadas en cada ciclo por cada tamafno de muestra, monitoreando su

convergencia.

Después se calculan las densidades marginales para a., 5. mediante las densidad poste-

rior de ., ecuacién (5.24).

(wel = / [ne

n
~ n! Z [/1,:

i=1

v.02.0, 57 o200

AU STRpN I i B
}'”c(f)’glfi‘zc(i)] -

I
—
=

=~
r.
-

donde [;:c\ Y.0d,. 0w Zf(f)] i = 1....n.que'se distribuye como se detalla en (5.24). Obte-

niendo [u.] pueden graficarse las densidades marginales de a. y 3. (grdaficas 5.17 y 5.13).

A continuacidn se procede a estimar los pesos para la rata i-ésima. Como los pesos son

funciones independientes entre ratas se obtendrian de la siguiente forma

i [ 0?] 0002] 4 (002)
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=3 Do e?,)

donde [}; Iol(}-)‘gg} =V (‘\'lgl“)_g;’m) . = l... n.y se obtiene [Y;] sobre el promedio de
toda la muestra generada por el proceso Gibbs. lLa figura 5.19 muestra una estimacién
promedio de los pesos esperados de la rata 23 después del proceso de estimacién de los

parametros poblacionales.

El programa que generd lo anterior {graficas 5.13.5.16.5.17,5.18 y 5.19) se encuentra
en la seccidn del Apéndice bajo el nombre de "ratas™. Cabe mencionar que debido a la
manejo excesivo del lenguaje la simulacién resulté ser muy lenta ¥y aunque el lenguaje ©.5-
Plus™ es muy eficiente se hicieron algunas interfaces con FORTRAN para generar datos con
las densidades Wishart y Normal Multivariada. Después de todo exi:ten ciertas lineas que
pudiesen haber agilizado la simulacion, pero la razén para la cual fué hecho el programa
"ratas” es el proporcionar un ejemplo de aplicacion del Muestreo Gibbs y no una alternativa

de calculo para el usuario conmuin.
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CONCLUSIONES

Resultado de encontrarse con integrales de dificil solucién. el Andlisis Numérico ha desarro-
llado una teoria extensa basada en métodos numéricos para resolverlas, surgiendo sofisti-
cadas herramientas computacionales. Muchos de estos métodos. sin embrargo, resultan ser

inadecuados (lentos) al encontrarse con integrales de grandes dimensiones.

A lo largo de la presente se toma como tema principal la aportaciéon de la integraciin
Moute Carlo junto con los algoritmos muestreo por Sustitucién Sucesiva v Gibbs. a los
métodos numéricos para aproximar integrales. El algoritmo de muestreo Gibbs tiene su
mayor aplicaciéon. dentro de la Estadistica, en la obtencidn aproximada de las densidades
posteriores necesarias para hacer inferencias Bayesianas. Dicho algoritmo puede ser imple-
mentado fdcilmente y ha sido extensamente probado en diversas situaciones, presentando

gran versatilidad. La teoria que lo sustenta es relativamente simple: cadenas de Markov e

integracion Monte Carlo.

El algoritmo de Muestreo Gibbs es similar al algoritmo M.5.5. descrito en el primer
Capitulo. cuyas relaciones se discutieron al final de la seccion 1.4. ¥ se basa en la simulacidn
de una cadena de Markov con funcidn de transicién A (ecuacidon (1.17)) existiendo dos
modalidades: tamario de muestra fijo y variable (pdgs. 17 y 19). En este iiltimo caso.
dado que la obtencidn de la solucién de la integral de la funcion de transicion es dificil.
se hace uso de la integracion Monte Carlo para aproximarla por medio de suinas. De esta
forma se procede a estimar la integral de A'. En relacion a la integracién por Muestreo de
Importancia en el Capitulo 2 se presentan condiciones suficientes para la convergencia de la
integral (Geweke. 1989). encontrando cierta ambigliedad en la tercera porque supone que
el soporte de la densidad de Muestreo de Importancia se encuentra definida la densidad

posterior {(afirmacidn que debe verificarse). En caso contrario se debe especificar para

37



g(@)p(6) =0, 0¢&,

equivalemtemente introducir la funcién indicadora

1 st 0€0O
le@=134 o 0¢0 "

va que puede darse el caso en que p (@) no esté definida bajo el soporte de la densidad
MI(6). De ahi la importancia de la seleccién adecuada de M 7(0) que aproxime en forma
mas precisa al valor exacto de la integral.

Geweke (1989) postula condiciones adicionales que debe cumplir M/ /(0) para minimizar
la varianza encontrada en la ecuacion (2.5), pero en la practica es dificil encontrar alguna
densidad M 7(0) que las cumpla. (ver Geweke (19%9) pdgs. 1321-1323).Esto se ejemplifica
con las graficas 1.3.4.1 v 1.5 dentro del Capitulo de Simulaciones las cuales tratan de apro-
ximar el valor real de la integral ((1.17). C'on base en dichas grédficas se intuye que una buena
densidad M (0} es la Exponencial, Para ejemplificar las diferencias en la estimacidn de la
varianza. de acuerdo al trabajo de Geweke (1989). se supone a la densidad Normal como la
densidad de Muestreo de Importancia (ejemplos 4.2 v 4.3). Como ya se habia mencionado.
las funciones "g” v "p” pudiesen scr asignadas de diferentes formas encontrando variaciones
en los resultados (ver graficas 1.6,1.7 y 1.8). Lo anterior sugiere un tema de investigacion
al suponer el uso de una funcién H (8) en lugar de la descomposicion g (8) p(8) v de este
modo calcular la esperanza del cociente H (0) /M1 (8) bajo el dominio de M/ (6): trabajo
en el cual no se hizo una profunda investfgaciéu debido al Iimite de tiempo y tan sélo se

sciiala como una alternativa para nuevos proyectos de investigacion.

Después de haber encontrado una buena densidad de Muestreo de Importancia. existe
el inconveniente de la asignacion de los valores que pucdiesen tomar sus parametros. va
que. de acuerdo a la discusién presentada en el ejercicio 1.3. existen diferencias grificas en
la estimacion de la varianza.

U'na demostracion formal de la convergencia del proceso iterativo se detalla en el
Capitulo 3 haciendo uso de conceptos sobre el espacio de Hilbert y sus operadores. Aqui

se sugiere comprobar la condicién dada por la. integral (3.12) para la densidad Normal. va

que esta presenta un comportamiento asintético bajo el proceso iterativo (ver ejemplo 4.4)



$9

v en caso contrario hacer mas flexibles los supuestos generales para la demostracion de la
convergencia o=l NLS.S.

Exi-ten varios trabajos sobre la converzencia rlel 1lgoritmo de Muestreo Gibbs, algunos
de los cuales s& mencionan al finalizar el Capitulo 3. (‘abe hacer notar que existe cierta
similitud entre los presentados por Tanner & Wong (1957} v el de Chan (1993). Este ultimo
supone algunos conocimmientos sobre procesos ergddicos. El trabajo desarrollado por Zellner
& Min (1993} resulta atractivo debido a que presentan tres criterios de convergencia que
son aplicables de acuerdo al tipo de investigacion en que se quiera utilizar el Muestreo

Gibbs. v estan disenados para los investigadores cuyo campo de trabajo es mas aplicado.

Siguiendo con la convergencia puede verse que esta depende de tres factores: el mimero
de iteraciones . el tamario de muestra y el valor inicial. (ver ejemplo 4.4). Lo anterior puede
resumirse en una sola idea, propuesta por Tanner & Wong (1937), y que consiste en graficar
los cuartiles de las muestras generadas vs. el nimero de iteraciones. A través de éstas
graficas puede verificarse el comportamiento asintdtico ¥ como se menciond. esta forma de
monitorear la convergencia revela informacidn sobre la fluctuacion debida al valor inicial. el
incrtemento del tamano de muestra y el incremento del nimero de iteraciones. Después de
haber eliminado el efecto del valor inicial con un determinado tamaiio de muestra. producto
de varias iteraciones. se cuenta con la facilidad de incrementar en forma abrupta el tamaro
de muestra v, o las iteraciones: de esta manera se puede estar "jugando” con la muestra ¥
las iteraciones hasta tener una "convergencia” aceptable para el investigador. (ver grafica
4.12). Como se discutid anteriormente (ejemplo 4.5, Capitulo ) se pierde informacidn
“buena” al no tomarla en cuenta para generar los nuevos valores. Para este caso se anexa
una nueva forma de obtener valores nuevos a partir de pegar los valores viejos hasta tener el

nuevo tamarno de muestra, (ver grafica 4.13). obteniendo asi una convergencia mas rdapida.

Bajo la idea de Tanner & Wong (1987) se puede sugerir no sélo el monitoreo de los
cuartiles. sino también de algunos de los cuantiles extremos, por ejemplo los deciles (0.1.0.9).
v estudiar su comportamiento. Suponiendo que cuando éstos tengan una convergencia
aceptable. los cuartiles también la tendran . en ese caso los valores obtenidos al final del

proceso pueden suponerse cercanos a la verdadera densidad posterior que se desea estimar.
(ver grafica 1.14).

En el dltimo Capitulo se presenta el trabajo realizado sobre la implementacién de un
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modelo jerirquico. ('on esto se pretende itlustrar las ventajas del muestreo Gibhbs en un
estudio real. Debido al excesivo uso del lenguaje S-PLUS en la codificacion de dicho pro-
grama sc¢ hicieron interfaces con FORTRAN para agilizar la simulacidn, ain asi. existen
lineas en el codigo que pudiesen ser reemplazadas para acelerar el proceso; lineas que no
se modificacon porque el objetivo principal del programa es el de presentar una aplicacién
del muestreo de Gibbs. Por tanto las graficas de los cuartiles para los parametros presen-
tan oscilaciones. pero en forma intuitiva se encuentran estacionados cerca del valor real.
(graficas 5.15 v 3.16). Las densidades posteriores marginales estimadas presentan una alta
concentracion en el valor de su media v las estimaciones de los pesos para la rata 25 son

aceptables.

Para finalizar se senala la gran utilidad que presenta el Muestreo Gibbs como un método

numeérico que ofrece grandes ventajas debido a su facil implementacion.

Se hace una recomendacion para las personas interesadas en la codificacién de un pro-
grama que implemente el algoritmo de Muestreo Gibbs. es que trate de codificarlo en algin
lenguaje de programacion (¢ o FORTRAN) debido a la velocidad que estos proporcionan.

o
Ademads que se disponga de suficiente memoria RAM (mds de 8 megas preferentemente),
1 p
que se imprima en pantalla el nimero de iteracion en que se encuentra el proceso para

controlar el estado del cilculo v detectar posibles "loops™ infinitos.



APENDICE

Los siguientes son los listados de los programas utilizados en el Capitulo 1 A 3. codifi-

cados dentro del lenguaje S-PLUS para Windows.

Este programa gener6 los datos de las tablas 1.1 v 1.2, y la grdfica 1.1, que se encuentran
en el Capitulo 1.

Programa "introduc” .

#Este programa calcula el valor estimado de la esperanza de XY donde (X,Y) tiene densidad
normal bivariada, con la integracién Monte Carlo ademds calcula la densidad marginal de X en

base a valores obtenidos con la distribucién condicionada a VY.
suma <- numeric(0)
aux <- numeric(0)
espE <- numeric(0) #esperanza estimada
espR <- numeric(0) #esperanza real
pl <-2
pren <- numeric(0)

# la siguiente funcidn genera valores de una distribucién normal multivariada con vector de

medias " men"” y matriz de varianzas “van".

gnm <- function( n=1, p=1, men=rep(0,p), van=diag(rep(1,p)) )
{
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y <- matrix( rnorm(n*p). nrow=n, ncol=p )
ra <- chol( van )

y <-y %°% ra + matrix ( rep(men,n), nrow=n, ncol=p, byrow=T) )

Y

}

HEHHHHSHHFHFMENU PRINCIPAL ####AHAHAHSHS

menul <- ¢(” INTRODUCIR PARAMETROS",

" INTRODUCIR LOS TAMANOS DE MUESTRA",

" ESTIMACION Y VALOR REAL DE LA ESPERANZA DE XY",

" GRAFICA DE LA DENSIDAD MARGINAL DE X",

" SALIR",),

HERRAAR RS A BHARL R BB F R FLF R B RS RR R HERR R SRR I FHRARAH
repeat

resp <- menu{menul)

ERHAARAHBH FHF R R RS F RN R AR R AR AR HH AR A A
if (resp == 1)

{

cat ("Vector de Medias ")

menl <- scan{n=2)

menl <- matrix(menl,ncol=pl,nrow=1)

cat (“teclea la matriz de var-cov ( (1,1).(1,2).(2,1).(2,2) \n" )

vanl <- scan(n=4)

vanl <- matrix(vanl,ncol=p1,byrow=T)

vxdy <- sqrt ( vanl{1,1} - van1{2,1]*vanl1[2,1] / vanl{2,2] )



cl <- vanl[2 1] vanl[22]
tl <- menl[l] -menl[2}*cl
vest <- numeric(0)

}
bbb bk ot bk ok bk ok kot Rook bk bbbk kb bk ik kb ok ok ook ok

Sidbiak i ik Ak ok ok ik ok ki ik kb ki o o ok ik ab kb ok i ik ok kot
if (resp==2)

{

cat ("numero de simulaciones deseadas ")

tam <- as.numeric(readline())

cat ("tamafios de muestra para las " ,tam,” simulaciones \n")

nl <- scan(n=tam)

}
Eikcabiab okik kot ko ok i ik o ko ok b Sk ot b b ok ok ik bbb kb bbbt b

HEHEBHA BB YH LR AH A HARIERRARA BB BRARRRRRRAS Y
if (resp==3)

{

mesp <- menl[1,1]*men1[1,2)

#Densidad Verdadera para X

qe <- sqrt(vanl|1,1])

px <- seq (.01,.99,length=200)

qx <- qnorm (px,menl(1,1],qe)

dy <- dnorm (gqx,men1[1,1],qe)

for (i in 1l:length(nl))
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#generacién de los datos con la normal bivariada
aa <- gnm(nlfi],pl,menl,vanl)

#estimacion de la esperanza del producto de las variables
mpt <-1

for (j in 1:pl) mpt <- aa[,j]*mpt

espE <- c(espE,sum(mpt)/nlfi])

#densidades estimadas para X dado Y

pren <- rep(0,length=200)

for (k in seq.(nl[i]) )

pren <- pren + dnorm(gx,rl+cl*aalk,2],vxdy)
pren <- pren/nlfi]

vest <- cbind(vest,pren)

espR <- vanl[l,2]+mesp

,espR,"\n")

cat ("tamafo estimacién \n")

cat ("el valor real es ”

for (k in 1l:length(nl)) cat(nl[k]),” ".espE[k],”\n" )

}

RAHHAA SRS R R LA SR SRR LS B PR
T T P P g ST
if (resp==4)

{

#Graficacién de la densidad marginal de X dado Y
for (i in 1:length(nl))

plot (gx,dy.lty=1,ylim=range(vest[,i].dy),type="1",

T
HEEBBRBHHS

xlab="", ylab=""}
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lines(qx,vest[.i].lty=2)
# dens. real (lineas continuas) y densidad estimada (lineas punteadas)

bb <- readline()

}

bbb bk o ki o ok i okt ko ok ok ok ook ki ko ok otk ko ok b ot
if (resp==5) break

}
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Los tres simiientes listados generan muestras con distribuciones exponencial, ji-cuadrada
y Normal Estandar: para verificar cudl es una buena Densidad de Muestreo de Importancia,
como se senala en el Capitulo 2 .

La manera en que se calculé fue la siguiente:

queremos estimar el valor de la integral
1.96
/0 exp{——rz/'Z} dr

y desarrollando para cada caso se tiene que :

Exponencial
f_";; Serliog 7""”"“"{‘-"’/2}4:

~ .2
_/‘_x cxp{—i‘—}d:

o TPl geyt ) e =52 /2} \r)d
_ j; AT exp(—\r}dr

- f"; t—l——}-'p =iz exp{~\r)dr

Jd % exp {—2?/2}dr =

0 TexpioAEy
E Rt .,6)1.\'“-;{—;2/2}
T RT—IXT

= s
FEy

L VI st X0 exp{ =52 12}

WZ:I BTICIEN]

=

o, exp{~X21/2
EpIR B

donde cada .X; ~ exp(.\), con las funciones g,p y M- definidas como

glr)y = \/Q_Tl'-[(o.l.sim(l‘),
pe) = exp(=2%2). y
MI*(r) = exp(—Ar)

Programa que simuld la gréafica 4.3 dentro del Capitulo 4.

Programa "expon”.




#Este programa calcula iteraciones para una distribucién exponencial
tmues < - c,(1000.3000,5000,7000.10000..15000)
iter <- 100
param <- 2
muestra <- numaric(0)
valor <- numeric(0)
cte <- sqrt(2*pi) * (.95/2) #valor real de la integral a estimar
maxmin <- numeric{0)
for (i in 1:length(tmues))
{
n <- tmues]i]
m2 <- numeric(0)
for (j in seq(iter))
{
x <- rexp{n,param)
y <- x[x>0 & x<1.96)
nume <- sqrt(2*pi) * exp( -.5 (y*y) + (param*y) )
deno <- exp( -.5 (x*x) + (param*x) )
resul <- sum(nume) / ( 2*sum(deno)*)
m2 <- ¢(m2,resul)
}
maxmin <- rbind( maxmin,range(m2) )
valor <- c{valor,m2)

muestra <- ¢(muestra,rep(n,iter))



2 <- max(abs(valor-cte))
}
plot(muestra,valor. xlim=range(tmues),
ylim=range(cte4z,z-cte),
xlab="tamafio de muestra”, ylab=".estimaciones", main ="Dist. Exponencial”)
lines ( c(tmues{1l],tmuesflength(tmues)]) , c(cte,cte))
lines (tmues, smooth (maxmin{,1]) )

lines (tmues, smooth (maxmin[,2]) ).
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Ji-cuadrada con k grados de libertad .

f‘_l;; \/‘.'71|; 1o x:‘)r-\’y{—::,-.’}i:

196 . [ 279 S
R exp {—a?/2} da e
f:g VIxlg 1 e, :ru:{:x‘/z} exp(~:,’.’.)r§_'d.!‘

— expi—z/2izs

2 [ —21:‘—'—9-““-.—/:;:?-'4:
expi—s/ijz 3!
VL tXyexp{ -x¥;2
o[ e i)
= expi-a /a3t
25[ elp\—.\'7/4’!
ervpi=x/2x 37!

l‘i VIR 5o i N eap{ =X 2}
n
=1

-1
exp(- X, /J}.\'}

1 TP
2 erp{-X2/2)
D)

-1
=1 up(-.\',/z).x"i

Q

= Yn-
donde cada X; ~ \?(&), con funciones g.p y M /" definidas como:

g(r) = V2rlig,s6(r).

.1'2
exp -5/ Y

MIY(r) = exp (—-f;-) il

p(r)

Programa que simuld la grafica «1.-{ dentro del Capitulo 4.

Programa ”ji-cuad”

#Este programa genera una muestra para con una distribucién Ji-cuadrada con 8 grados de

libertad
k<-8 # grados de libertad
repe <- 100 #nlimero de repeticiones para cada nimero de muestra
tm <- ¢(1000,3000,5000,7000,10000,15000)

#tm es el vector que contiene los tamafios de muestra a calcular
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A<-k/2
valer <- pumeric(0)
muestra <- numeric(0)
maxmin <- numeric(0)
cte <- sqrt(2*pi)*(.95/2) #valor real de la integral
for (iin l:length(tm))
{
n <- tmfi]
m2 <- numeric(0)
for (j in seq(repe) )
{
x <- rchisq(n, k)
y <- x[x<1.96] #porque solo tiene valores positivos
if ( length(y) > 0)
{
nume <- sqrt(2*pi) * exp( -.5*y*(y-1) )} / ( y**(A-1) )
deno <- exp( -.5*x*(x-1) )} / ( x**(A-1) )
resul <- sum(nume) / (2¥sum(deno))
m2 <- c(ma.resul)
}
else
cat("No hay observaciones disponibles ...\n")

}

muestra <- c(muestra,rep(n,iter))
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valor <- ¢(valor,m2)

maxmin <- rtbind(maxmin,range(m2))

}

z <- max( abs(valor-cte2) )

plot(muestra,valor, xlim=range(tm),
ylim=range(cte+z, cte-z),
xlab="tamafio de muestra”, ylab="estimaciones”,
main="Dist. Ji-cuadrada”)

lines( c(tm[1] , tm{length(tm)] ), ¢( cte2,cte2 ) )

lines( tm, smooth(maxmin[,1]) )

lines( tm, smooth(maxmin[,2]) ).



Normal estdandar

~ .
1.96 , 2 S VTl s rexp{-a2/2}ir
o exp{-2?/2}dz = = T expt—s2ix

= [ V2=l 9niriexp {—x?/2}dr
E [V271(0,14ms)(.\')J
Iy \/'-5;/(0.1.95)(-\’- )

2

donde cada+.X; ~ N(0.1). con funciones g.p y M /" definidas como

glr) = \/27140.1.9-3)(1')-
plr) = exp{-z?/2}. y
MIt(r) = e.\'p{—.rz/?_}.

Programna que simulé la grafica 4.5 dentro del Capitulo 4.

Programa “normal”.

#Este programa calcula iteraciones para una distribucidn normal estindar
iter <- 100 -

tmues <- ¢ (1000,3000,5000,7000,10000,15000)

muestra <- numeric(0)

valor <- numeric(0)

cte <- (sqrt(2*pi)) * (.95/2) #valor real de la integral

ymax <- numeric{0)

ymin <- numeric(0)

for (i in l:length(tmues))
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{
n <- tmuesli]
tmin <- cte
tmax <- cte
for (j in seq(iter))
{
x <- rnorm(n,0,1)
y <- x[x>0 & x<1.96)
z <- length(y)
resul <- (sqrt(2*pi)) *(1/n) * 2z
muestra <- c(muestra,n)
valor <- c(valor,resul)
if ( tmax < resul } tmax <- resul
if ( tmin > resul ) tmin <- resul
}
ymin <- c(ymin,tmin)
ymax <- ¢(ymax,tmax)
}
z <- max(abs(valor - cte))
plot ( muestra , valor,
xlab="tamanos de muestra”, ylab="aproximaciones” ,
xlim=range(muestra,0) , ylim=range(valor,z+cte,cte-z),
main="Normal"})

lines ( c(tmues[1] , tmues[length(tmues)]) ,c(cte,cte))
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lines (tmues. smooth (ymin} )

lines (tmues, smooth (ymax) ).
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Dentro del Capitulo 2 mediante calculos algebraicos se encuentran los valores estiin.a-
dos de las variunzas de las aproximaciones. a continuaciéon. A corntinuacidn se presentan
cuatro ejemplos de su estimacion para distintas desciciones de las funciones "g” v "p”. Los
programas utilizan como densidad de Muestreo de Importancia la densidad Normal va que

esta proporciona una mejor aproximacion de la integral (1.3).
Este primer programa utiliza las funciones (4.13).

Programa que simuld la grifica 4.6 dentro del Capitulo de Simulaciones.

Programa ”varianzal”

#Calcula las varianzas para aproximarnos para obtener una media de precisién del error en

la integral (1.3) verifica las diferencias de tomar las funciones "g" y "p” en forma diferente
tmues <- ¢ (2000,4000,6000,8000,10000)
iter < — < — 100
vartot < — numeric(Q)
media < — 4
v — 4
muestra< — numeric(0)
valor < — numeric(0)
for (i in 1:length(tmues))
{
n < — tmues]i]
for (j in seq(iter))
{
x < — rnorm(n,media,sqrt(v))

y < — x[x>0 & x<1.96]
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if (length(y) > 0)
( .
nume < — sqrt(2*pi) * exp(.5*(-(y*y) + ((y-media)**2)/v) )
deno < — exp(.5*%(-(x*x) + ({x-media)**2}/v) }
gnbarra < — sum(nume) / sum(deno)
valor < — c(valor,gnbarra)
yl < — x*(x>0 & x<1.96)
y2 < — sqrt(2*pi*v) * yl - gnbarra
w < — exp(0.5%( -(x"2) + ((x-media)“2)/v )}
var < = sum( (y2°2)*(w)"2 ) / ( (sum(w))"2 )

vartot < — c(vartot, var)

}

muestra < — c(muestra,rep(n,iter))

}

plot{muestra, vartot, xlab="tamafio de muestra”,
ylab="estimacién”, main="Varianzas" )

lines (muestra,smooth(vartot)).
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Este programa utiliza las funciones g,p y M/I" (1,19 para el sequndo caso.

Programa que simuld la grafica 4.7 dentro dei Capitulo de Simulaciones.

"

Programa ”varianza2”

#Calcula las varianzas con un dens. normal no estandar tomando las funciones "g” y "p

distintas a el pgm. anterior
tmues < — ¢ (2000,4000,6000,8000,10000)
iter < — 100
vartot < — numeric(0)
media < — 4
v — 4
muestra< — numeric(0)
for (i in l:length{tmues))
{
n < — tmuesfi]
for (j in seq(iter))
{
x < — rnorm(n,media,sqrt(v}))
y < — x[x>0 & x<1.96]
if (length(y) > 0)
{
nume < — 2 * exp( .5%( -(y*y) + ((y-media}**2)/v) )

deno < — exp(-.5%(( x-(x-media)**2)/v))



}

gnbarra < — sum(nume) / sum(deno)
muestra -2 — ¢(muestra,n)

valor << — c(valor,gnbarra)

if {tmax < gnbarra) tmax < — gnbarra

if (tmin > gnbarra) tmin < — gnbarra

yl < — x*(x>0 & x<1.96)

y2 < = 2"‘y1*exp(-.5*(y1*(l—yl)))-. gnbarra
w < — exp(-0.5 *(-x+((x-media)~2)/v))

var < — sum( (y2°2) * (w)"2 ) / (sum(w))"2

vartot < — c(vartot, var)

ymax < — c(ymax,tmax)

ymin < — c¢(ymin,tmin)

}

z < — max (abs(valor-cte))

plot (muestra,vartot, xlab="", ylab=

"o

, main="varianzas")

lines (muestra,smooth(vartot) )



109

Este progranas utiliza las funciones de los casos 1 v 2 del ejemplo 4.3 y simuld la grifica
4.8 dentro dei Capltule de Stmulaciones.

Programa “conjunta”

##Este pgm. utiliza una normal estdndar vs. una normal con media diferente de cero
tomando en forma distintas las funciones "g"” y "p", presenta las graficas de las estimaciones

de las varianzas.
tmues < — c (2000,4000,6000,8000,10000)
iter < — 100
media < — 4 Ftvectores para almacenar la informacién
vartotl< — numeric(0)
vartot2< — numeric(0)
muestra< — numeric(0)
valorl < — numeric(0)
valor2 < — numeric(0)
cte < — sqrt(2%pi) * 0.95/2 #valor real de la integral
ylmax < — numeric(0)
ylmin < — numeric(0)
y2max < — numeric(0)
y2min < — numeric(0)
for (i in 1l:length(tmues))
{
n < — tmuesfi)

for (j in seq(iter))



tlmin < — cte

tlmax < — cte

t2max < — cte

t2min < — cte

x1 < — rnorm(n,0,1)

yl < — x1{x1>0 & x1<1.96}

x2 < — rnorm{n,media,1)

y2 < — x2[x2>0 & x2<1.96)

if (length(yl) & length(y2) >0)

{

#primer caso (normal estindar)
21 < — length (y1)
glbarra < — sqrt(2*pi) * (1/n) * 21
valorl < — c(valorl,glbarra)
if (tlmax < glbarra) tlmax < — glbarra
if (t1min > glbarra) tlmin < — glbarra
Il < — x1¥(x1>0 & x1<1.96)
€2 < — sqrt(2*pi) * I1 - glbarra
varl < — sum( (e272)) / (n "2)
vartotl < — c(vartotl, varl)
#segundo caso (normal med=4)

22 < — exp (-y2*media + (mediax * 2)/2)

g2barra < — sqrt(2*pi) * (1/n) * sum(z2)



valor2 < — c{valor2,g2barra)

if (t2max > g2barra) t2max < — g2barra

if (t2min > g2barra) t2min < — g2barra

12 < — x2*%(x2>0 & x2<1.96)

n2 < — sqrt(2*pi) * 12 - g2barra

w2 < — exp(-12*media + (media®2) / 2)

var2 < — sum ( (n2°2) * (w2°2) ) / (sum (w2) )"2

muestra < — c¢(muestra,n)

}

ylmax < — ¢(ylmax,timax)
ylmin < — c(ylmin,tlmin)
y2max < — c{y2max,t2max)
y2min < — ¢(y2min,t2min)

}

z1 < — max (abs(valorl-cte))
22 < — max (abs(valor2-cte))
par (mfrow=c(2,2))

plot (muestra , vartotl, xlab="", ylab="", main="varianzas ler. caso”)

plot (muestra ,valorl, xlab="", ylab="", main="aproximaciones ler. caso”,

xlim=range(muestra), ylim=range(valorl,cte—zl, cte-z1 ) )
lines ( ¢ (tmues[l], tmuesflength(tmues)] } , c (cte,cte) )
plot (muestra,vartot2, xlab="", ylab="", main="varianzas 2do. caso”)

plot (muestra,valor2, xlab="", ylab="", main="aproximaciones 2do. caso”,
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xlim=range(muestra), ylim=range(valor2,cte+22, cte-z2 ) )

lines ( ¢ (tmues|l], tmuesflength(tmues)] ) , c (cte,cte) )



113

Convergencia de Distribuciones Estimadas.

Fl siguiente listado caleuli la distribucion estimada de X dado Y. Para diferentes
tamanous de tnuestra, iteraciones v valores iniciales. presentandos tres grificas dentro del

Capitulo 4 en donde se mantiene fijo uno de los valores anteriores v variables los demas.

Programa que simuld las graficas 4.9,4.10 v -1.11 dentro del Capitulo de Simulaciones.

Programa gibbs”

#Este programa calcula la dist. marginal de X a partir de la dist. condicional de X dado
Y, graficindolas para cada valor fijo y los demds variables (valor inicial,nimero de iteraciones y

tamafio de muestra).
#valores que permanecen constantes
mm < - ¢(12,12)
w < — ¢(1,.5,4)
sel < — sqrt { w[l] - wi2]*w[2] / w{3] )
se2 < — sqrt ( w[3] - w[2]*w[2] / wv[1] )
cl < — w[2]/wv[3]
2 < — w[2]/wv[1]
rl < — mm[1] -mm[2]*cl
2 < — mm(2] -mm[1]*c2

# Densidad Verdadera para X

qe < — sqrt{vv[1])
px < — seq (.01,.99 length=200)
gx < — gqnorm (px,mm[l].qe)

dy < — dnorm (gx,mm][1],qe)

par (mfrow=c(3,3)) #abro modo gréfico



totiter < — ¢(1,5,10) #vector de iteraciones
tammue < — ¢(5,15,30) #vector de tamaios
valini < — ¢(150000) #vector de valores inciales
for (iter in totiter)

{

for ( tam in tammue )
{
for ( yini in valini )
{
I T S S S g
y < — yini
muestra < — numeric(0)
for (k in 1:tam)
{
for (I in l:iter)
{
x < — rnorm (1,11 + y*cl,sel)
y < — rnorm (1,12 + x*c2,se2)
}
muestra < — rbind(muestra,c(x,y))
}
pren < — rep(0.length=200)
for (i in seq(tam) )

{

14



pren < — pren + dnorm(qx,rl4+cl*muestrali,2].sel)
}
pren < — pren / tam
plot (qx.dy.lty=1ylim=range(pren,dy),type="1",
xlab="", ylab="") lines(gx,pren,lty=2)
HHRBRHBHAHHARRRHBRRBR AR R HR RS R S R HH AR
}



Tamaiio de muestra variable generado en forma aleatoria.

El siguiente es el listado para generar iteraciones con tamano de muestra variables en
dos casos (en forma aleatoria y no aleatoria), v para el caso de monitorear cuantiles que no

sean los centrales; teniendo la opcién de cambiar o anadirde acuerdo al meni de opciones.

En el caso en que la nueva muestra no se haya obtenido de la anterior en forma aleatoria
solo cambian algunas lineas. que dentro del programa son senaladas. Si se desea calcular
diferentes cuantiles se teclea la opcion 3 modificando los cuartiles por (0.01,0.5.0.99).

Programa que simuld la grafica 4.12 para el caso de los cuartiles centrales v la grafica

4.14 dentro del Capitulo 4.

Programa “tamvar”

#Este programa calcula los cuartiles estimados de la dist., grafica los valores para que el
usuario puede calcular el tamafio de muestra de acuerdo a la grafica correspondiente. Trabaja
bajo el concepto de tamafio de muestra varia.ble, calculando los valores aleatoriamente conforme
a los obtenidos anteriormente, teniendo la opcién también de graficar cuantiles diferentes a los

centrales.

me < — numeric(0)

va < — numeric(0)

totiter < —~ 0

cuant < — numeric(0)

ini < — numeric(0)

muestra < — numeric(0)

cuantil < —¢(.25,.5..75) #cuartiles iniciales

HHHHH MENU PRINCIPAL # #4444

menul < — ¢("1 INTRODUCIR PARAMETROS",
"2 INTRODUCIR VALOR INICIAL",
"3 INTRODUCIR CUANTILES”,



"4 INTRODUCIR TAMANO DE MUESTRA E ITERACIONES",

"5 GRAFICA DE CUARTILES".
"6 MARGINALES",
"7 SALIR")
HHHH BB GHBH R AR TR HHARAHH#S
repeat
-
resp < — menu(menul)
BUEERERS | BB RS RS
if (resp == 1)
{
cat ("teclea el vector de medias (m1,m2)\n")
me < — scan(n=2)
dpo < — "n" #bandera para matrices definidas positivas
while (dpo f="s" )
{
cat (“teclea la matriz de var-cov ( (1.,1),(2,1).(2,2) )\n")
va < — scan(n=3)

if ( va[l]*va[3]-va[2]*va[2] <=0

dpo < -~ "n"
else
dpo < — "s”

}

## pardmetros constantes para la dist. condicionada
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sel < — sqrt ( va[l] - va[2]*wv[2] / va[3] )
se2 < — sq;t ( va[3] - va[2]*va[2] / va[1] )
cl < — vaf2]/val3]

€2 < — val2]/vall]

r1 < — mefl] -me[2]*cl

r2 < — me[2] -me[1]*c2

}

#AH#H#A 1111111 #4H##

At H A 2222222 FHHAH

if (resp == 2)

{

cat ("valor inicial para Y :") # pide el valor inicial
ini < — as.numeric(readline())

}

B 2222222 H#AH#HEHH
##F# A 3333333 #A#AH#H

if (resp == 3)
{

if (totiter ==0)
{

cat ("no. de cuantiles \n ")
cc < — as.numeric(readline())
cat ("cuantiles \n")

xy < — scan {n=cc)
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cat ("quieres agregar(a), modificar(m) los cuantiles ?")
tp < — readline()
if (rp == "a"
{
cuantil < — c(cuantil,xy)
cuantil < — sort(cuantil) #ordena los cuantiles
}
if (rp =="m")
cuantil < — sort(xy)
cat ("los cuantiles son " cuantil)

}

else
cat ("\nuna' vez corrido el programa no puedes alterar los cuartiles\n") }
HAHHHH 3333333 HAARHHAHHHH

HAEHFHAHH 4444444 ##A3HH#AH#H#

if (resp == 4)

{

if (length(me)==0 || length(ini)==0) #tverifica que estén los pardmetros adicionales

{

cat ("no has introducido los pardmetros iniciales”)

else

cat ("tamafio de muestra *)
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52 < — as.numeric(readline())
cat ("no. iteraciones ")
iter < — as.numeric(readline())
if (totiter == 0)
{
tam < — s2
y < — rep(ini,times=tam)
}
#+# Aqui es donde se agrega un "else” con nuevas instrucciones para la muestra
no aleatoria ##
totiter < — totiter + iter
pp < — ceiling(s2*cuantil) #cuantiles
for (i in 1:iter)
{

x < — rnorm (s2,r1+y[ceiling(tam*runif(tam,0,1))} * cl,sel)#genera X de los valores

aleatorios, linea: que se modifica
y < — rnorm (s2,r2+x*c2,se2)
cuant < — rbind(cuant, c( sort(x)[pp] , sort(y)[pp] )) #pega por renglones los cuantiles

tam < — s2

}

}

HA A HHAG4448 FR S FHH
##ffhfhHE 5555555555555 Akt H A H3



if (resp == 5)

{

if (length(cuant) == 0)
{

cat (" necesitas teclear la opcion 4”)

}

else

xx < — seq(totiter)

tc < — length(cuantil)

plot(xx,cuant[,1],type="1" ylim=range(cuant[,1:tc}),
xlab="iteraciones"”, ylab="cuartiles"”,
main="cuartiles para X")

for (j in seq(tc)) lines (xx,cuant{j])

aa < — readline()

plot(xx,cuant[,tc+1],type="1" ,ylim=range(cuant{,(tc+1):(2*tc)]).
x.labzz"Tteraciones", ylab="cuartiles”,
main="cuartiles para Y")

" for (jin (te4+1):(2%tc))  lines (xx,cuant[j])
cat ("\nMUESTRA TOTAL ",tam)
cat ("\nITERACIONES TOTALES " totiter, "\n")

it af 3o A # 5555555555555 it #AtHH# ##3



### 66666666666666 ## # #HH

if (resp ==6)

{

if (length(x)== 0)

cat ("no has tecleado la opcion 4")

else

{

# Densidades Verdaderas para Xy Y

px < — seq (.01,.99,length=300)

gqx < — gnorm (px,me[1],sqrt(va[1]})

dx < — dnorm (qx,me[1],sqrt(va[l]))

qy < — q.norm (px.me[2].sqrt(va[3])) °

dy < — dnorm (qy.me[2],sqrt(va[3]))

# Densidades estimadas para Xy Y

xdy < — rep(0.length=300)

ydx < — rep(0,length=300)

for (i in 1:300)

{

xdyfi] < — mean ( dnorm(qgx[i].r1-+cl*y,sel) )
ydx[i] < — mean ( dnorm(qy[i}.r2+¢2*x,se2) ) }
plot (qx,dx,lty=1.ylim=range(xdy.dx),type="1",
xlab="", ylab="",
main="densidad verdadera y estimada para X")

lines(gx,xdy,lty=2)

1]



aa < — readline()
plot (qy.dy.lty=1ylim=range(ydx.dy),type="1",
xlab="", ylab="",
main="densidad verdadera y estimada para Y")
lines{qy,ydx,lty=2)
}
}
H# #4471 666606666660 7 # # #H#HH#H#
if (resp==7) break
}.
Lineas para la muestra no aleatoria
else
{
mxc < — numeric(0)
aux < — (s2/tam)
for (h in L:trunc(aux)) mxc < — ¢{mxc,y)

mxec < — c(mxc, y[l:(aux-trunc(aux))]) # pega los valores hast tener el nvo. tam. de

muestra
y < — mxc
v la linea que se modifica en la generacion de la muestra aleatoria queda como

X < — rnorm (s2, rl+y*cl, sel)
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Estimacion del tamaiio de muestra.

Ahora el listado del Capitulo 2. donde se calcula el tamano de muestra que se necesitaria

para una longitud dada.

Los calculos yva han sido desarrollados anteriormente y solo anexo la codificacién del

programa.

Programa que simuld las grdficas de la figura 2.2,

Programa "mn”

#Este programa calcula el tamafio de muestra necesaria para acercarnos al verdadero valor

de la integral (1.3). utilizando una dist. normal estindar.
cat ("teclea el tamano de muestra ")
n < — as.numeric(readline())
X < — rnorm(n,0,1)
y < — x[x>0 & x<1.96)
z < - length(y)
gnbarra < — (sqrt(2*pi)) * (z/n)
yl < — rep(l,length=n)
yl < — y1*(x>0 & x<1.96)
y2 < — sqrt(2*pi) * yl - gnbarra
vari < — sum(y2*y2) / n
long < — seq (0.001,1.length=100) * abs(gnbarra)
a< — 2%*1.96 * sqrt(vari)
b < — long * sqrt(2*pi)
muestra < — (a/b)*(a/b)

plot(long,muestra,



xlab="longitudes del intervalo para g estimada”,
ylab="tamafios de muestra™)
cat ("valor estimado ", gnbarra,

“\n la varianza " ,vari/n, "\n").

e 13



El “siguiente listado estd basado en el capitulo que presenta un modelo jerarquico como
egjemplo ilustrativo del Muestreo Gibbs para el calculo de densidades posteriores de los
pardmetros poblacionales. Dos de las funciones no se encuentran (las que generan valores
con f.d.p. Gama v Wishart) por ser codificadas en FORTRAN. Se realizé una interface

para agilizar el proceso Gibbs.
Programa que simulé las grdficas 3.15.5.16.5.17.5.18 y 5.19.
RATAS
#Programa basado en el ejemplo de las Ratas hecho por CYBA-GEIGY verificando el peso
de éstas durante 5 semanas datos de las ratas
#matriz de edades en dias de las ratas
dias < — matrix(c(rep(1,length=5),8,15,22,29,36), ncol=5,byrow=T )
#pesos de las ratas por renglones para cada una de ellas
peso < — matrix( ¢( 151, 199, 246, 283, 320,
145,199,249,293,354, 147,214,263,312,328, 155,200,237,272,297,
135,188,230,280,323, 159,210,252,298,331, 141,189,231,275,305,
159,201,248,297,338, 177,236,285,340,376, 134,182,220,260,296,
160,208,261,313,352, 143,188,220,273,314, 154,200,244,289,325,
171,221,270,326,358, 163,216,242,281,312, 160,207,248,288,324,
142,187,234,280,316, 156,203,243,283,317, 157,212,259,307,336,
152,203,246,286,321, 154,205,253,298,334, 139,190,225,267,302,
146,191,229,272,302, 157,211,250,285,323, 132,185,237,286,331,
160;207,257,303,345, 169,216,261,295,333, 157,205,248,289,316,
137,180,219,258,291, 153,200,244,286,324,),nrow=5,byrow=F)

#pardmetros R, rho, C, nu



R < — matrix(¢(100,0,0,0.1),ncol=2,byrow=T)

rho < — 2

#matriz de parimetros theta obtenidos de la regresidn

theta < — matrix( ¢(107.1714, 6.0286,

87.08571, 7.31429, 108.2286, 6.5714, 120.3143, 5.0857, 84.11429, 6.68571,
114.2286, 6.1714, 98.08571, 5.91429, 105.9143, 6.4857, 125.0286, 7.1714,
92.05714, 5.74286, 105.1143, 6.9857, 93.4, 6.1, 106.9429, 6.1571, 118.6571,
6.8429, 128.7143, 5.1857, 116.8571, 5.8429, 93.2, 6.3, 114.0571,

5.7429, 111.8286, 6.4714, 109.2857, 6.0143, 106.4286, 6.4714, 97.94286,
5.75714, 104.4857, 5.6143, 117.6, 5.8, 77.37143, 7.12857, 107.9429, 6.6571,
126.8857, 5.8143, 116.6571, 5.7429, 95.68571, 5.51429, 106.8857, 6.1143 ),
ncol=30,byrow=F )

#ndmero de mediciones

ni<—5

#nimero total de ratas

k< —30

#nimero total de observaciones

n<—ni*k

##tArreglos multidimensionales que guardan los valores generados obtenidos de las itera-

ciones
#theta < — array (c(0),c(30,2,tam))

thetabarra < — array ( c(0),c(2.tam))

##FUNCIONES QUE GENERAN LAS DISTRIBUCIONES A UTILIZAR ###

##primero se carga la subrutina que contiene a las f.d.p. siguientes



load.code < — function(name)

{

if ( lexists("carga” frame=0) )

{

dyn.load(name) #, size=3000000)
assign("carga”,1,frame=0) #Session object
cat("Subrutina Cargada en Memoria...\n\n")

load.code("c:\lizbeth\aa\NUE1.0bj")

IX < — 100
IY < - 200
1Z < — 300

###H#F.D.P. GAMMA INVERSA ####

aa < — .Fortran ("GAM" resp=as.double(numeric(00)), as.double(oov), as.integer (c(0)) )
DIGamma < — function(alfa=1,beta=1)

{

return (beta/rgamma(l,alfa))

}

HEHHF.D.P. GAMMA INVERSA ## 4%

B AABHAHFDP WISHART #tstplssi=

Ord < -2

aa < — .Fottran( "GW?", Resp=as.double(numeric(Ord*Ord)),
as.double(numeric(Ord*Ord)), as.integer(Ord),
as.integer(Ord*Ord), as.integer(numeric(1)), as.integer(c(0)) )

#funcién para generar matrices con dist. WISHART



GWishart < — function(sigma Ord=1 .Glib=1)

#Mresp matriz de respuesta

#sigma matriz de entrada

#0rd orden de la matriz

#Tam el cuadrado de Ord

#Glib grados de libertad

{

aa < — .Fortran{ "GW?", Resp=as.double(numeric{Ord*Ord)),
as.double(numeric(Ord*Ord)), as.integer(Ord),
as.integer(Ord*Ord), as.integer(numeric(1)), as.integer(c(0)) )
return { matrix (aa$Resp, nrow=01d,byrow=T )}

}

HEFHHHH#H#F D P WISHART FRE2F44#4
H#H#H##F.D-P. NORMAL MULTIVARIADA ###H##

Dim < — 2

aa < — .Fortran{ "GNM", resp=as.double(numeric(Dim)),
as.double(numeric(Dim)), as.double(Dim*Dim},
as.integer(Dim), as.integer(Dim*Dim). as.integer(c(0)) )
#funcién para generar matrices con dist. Normal Multivariada
GNM < — function( med , sigma, Dim=1)

{

#med vector de medias

#sigma matriz de varianzas

#Dim dimensién de la distribucién
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aa < — .Fortran{ "GNM", resp=as.double(numeric(Dim)),

as.double(med), as.double(sigma),

as.integer(Dim), as.integer(Dim*Dim), as.integer(c(1)) )

return (aa$resp)

}

####SIMULACION DE DIST. CONDICIONADAS DE alfa Y beta ####

#Este programa calcula los cuartiles estimados de la dist., grafica los valores, el usuario
puede monitorear el tamao de muestra grificamente y de acuerdo a esto calcular el tamafio
de muestra necesaria. Trabaja bajo el concepto de tamafio de muestra variable, calculando los
valores aleatoriamente conforme a los obtenidos anteriormente, teniendo la opcidn también de

graficar cuantiles diferentes a los centrales.
totiter < — 0
cuant < — numeric(0)
muestra < — numeric(0)
cuantil < — ¢(.25,.5,.75)
HHHFEAAFMENU PRINCIPAL ## 7444 #
menul < — c("INTRODUCIR CUANTILES",
"INTRODUCIR TAMANO DE MUESTRA E ITERACIONES (generacién de datos)"”,
"GRAFICA DE CUANTILES”,
"GRAFICA DE DENSIDADES MARGINALES PARA ALFA'Y BETA",
"PREDICCION PARA LA RATA i-ESIMA”,
"SALIR")
HAH A #H AR IR A

repeat
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resp < — menu(menul)

R T

if {(resp == 1)
{

if (totiter ==0)
{

cat ("no. de cuantiles \n")

cc < — as.numeric(readline())

cat ("cuantiles \n")

Xy < — scan (n=cc)

cat ("quieres agregar(a), modificar(m) los cuantiles 7")
rp < — readline()

if (rp == "a") { cuantil < — c(cuantil,xy)

cuantil < — sort(cuantil) }

if (rp == "m") cuantil < — sort(xy)

cat ("los cuantiles son " ,cuantil)

}

else cat ("\nuna vez corrido el programa no puedes alterar los cuantiles\n")
}

HH#ERFARA L FFF AR

Fiakiatiakiakiakickiat A ok btk ok ik ok o

if (resp == 2)

{

ul < — numeric(0)



u2 < — numeric(0)

cat ("tamafio de muestra ")

s2 < — as.numeric(readline())

cat ("no. iteraciones ")

iter < — as.numeric(readline())

aux < — 600

if (totiter == 0) tam < — s2
#inicializo los primeros parametros
thetabarra < — array ( c¢( mean(theta[l,]),mean(thetaf2,]) ). ¢(2,aux))
theta < — array ( t(theta),c(30,2,aux) )
mu < — thetabarra

totiter < — totiter + iter

pp < — ceiling(s2*cuantil)

sigma < — numeric(aux)

SIGMA < — array (¢(0).c(2,2,aux))
for (i in l:iter)

{

for (j in 1:52)

{

j1 < — ceiling( tam*runif(1,0,1) )
sumal < — 0

#qw < — t(peso) - theta[,.j1]%*%
#sumal < — sum(diag(qw%*%t(qw))

suma2 < — matrix(c(0),ncol=2,nrow=2)



for {} in 1:k)

{

qw < — t(pesol.1]) - theta]l, j1]%0* odias
sumal < — sumal + (qw%*%t(qw))

gx < — thetafl,.j1] - mu[,j1]

suma2 < — suma2 + ( gx %*%t(qx))

}

sigma[j] < — DIGamma( n/2, (sumal)/2 )
SIGMA[, .j] < — GWishart(suma?2 + rho*R , 2, k+rho)
#tvariables auxiliares para calcular el vector MU
V < — solve( k* SIGMA[,.j] )

V[1,2) < — V[2.1]

V2 < — V%*%(k*SIGMAL.j])

V3 < — V2 %*%thetabarral,j1}

mul.j] < — GNM(V3V,2)

ul < — rbind(ul,e(V3[1,1},V3[2,1]))

u2 < — rbind(u2,¢(V[1.1],V[2,2}})

}

#creo los valores de theta

a2 < — dias%*%¢t(dias)

for (m in 1:52)

{

a3 < — 1/sigma({m)

Di < — solve(a3*a2 + SIGMA[,,m})
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Di[1,2) < — Di[2.1)

a4 < — SIGMA[,,m}%*%mu[.m}

for (n in 1:k)

{

ti < — a3*dias%%peso[.n]+a4

theta[n,.m] < — GNM(Di%%ti,Di,2)

}

thetabarra[,m] < — c(mean(theta],1,m]),mean(theta{,2,m]))

}

cuant < — rbind(cuant, ¢( sort(mu{1,1:s2])[pp] . sort(muf2,1:52])[pp] ))

tam < — s2

}

}

HEHH AR 2 SRS HRH S
HEHBRSHH I HFHRARERHRF
if (resp == 3)

{

if (length(cuant) == 0)

cat ("neceditas teclear la opcion 2")
else

{

xx < — seq(totiter)

tc < — length(cuantil)

plot(xx,cuant[,1], type="1" ,ylim=range(cuant[,1:tc]), xlab="iteraciones”,



ylab=="cuantiles", main="cuantiles para ALFA")
for (j in seq(tc)) lines (xx,cuant[,j})
dev.print(postscript, "CALFA eps")

aa < — readline()

plot(xx,cuant|,tc+1], type="1" ylim=range(cuant],(tc+1):(2*tc)]), xlab="iteraciones”,
ylab="cuantiles”, main="cuantiles para BETA")
for (j in (tc+1):(2*tc)) lines (xx,cuant[,j})
dev.print(postscript, "CBETA.eps”)

cat ("\nTOTAL " tam)

cat ("\nTOTALES " totiter, "\n")

}

}

HHRFRHFAH I HEHHHFHAHE
HHEFRAAF RS A #E R AR

if (resp ==4)

#Gréfica de las densidades marginales estimadas de ALFA y BETA obtenidas a partir de
la densidad de MU ya que presentd una comparable convergencia, el desarrollo matemaético se
encuentra descrito en el capitulo del ejemplo de las ratas, se sugiere leerlo antes de comenzar a

descifrar el presente pgm.
# x representa ALFA y y representa a BETA

{
pres < — 300

px < — seq*(0.01,0.99 length=pres)

dx < — rep(0,length=pres)



dy <
minl
maxl
min2
max2
for (i
{

al <
a2 <
bl <

b2 <

— rep(0.length=pres)

< — 1023

< =0

< — 1023

< -0

in 1:s2)

— min(qnorm(px,ulfi,1].sqrt(u2fi.1])))
— max(gnorm(px,ulfi.1},sqrt(u2[i,1])))
— min{gqnorm(px,ul(i,2],sqrt(u2[i,2])))
— max(gnorm(px,ul(i,2].sqrt(u2[i.2])))

if ( minl > al ) minl < — al

if ( max1l < a2 ) maxl < — a2

if (min2 > bl ) min2 < — bl

if ( max2 < b2 ) max2 < — b2

}

qx <

qy <
for (i

dx <

dy <

dx <

— seq(minl,maxl length=pres)
— seq{min2,max2,length=pres)

in 1:s2)

~ dx + dnorm(gx,ul[i,1],sqrt{u2[i,1}))

— dy + dnorm(qy,ul[i,2],sqrt(u2[i,2]))

— dx/s2
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dy < — dy/s2

plot(gx,dx, xlab="ALFA", ylab="", main="Densidad estimada para ALFA", type="1")
dev.print(postscript, “ALFA . eps”)

aa < — readline()

plot(qy.dy, xlab="BETA", ylab="", main="Densidad estimada para BETA", type="1")
dev.print(postscript, "BETA.eps”)

HAdAHRAY S FRAFREAHAA

HAH AR D HAARHER SRS

if (resp == 5)

#en esta opcidn se grafica el peso estimado de la rata que el usuario elige
cat ("elige el nimero de la rata que deseas estime sus pesos (1,..,30)")

cc < — as.numeric(readline())

Pest < — rep(0.,length=ni)

for (i in 1:52)

Pest < — Pest + rnorm(5,theta[cc,.i]%*%dias,sqrt(sigmali]))

Pest < — Pest/s2

plot(dias[2,].peso[,cc], xlab="edad en dias (=) peso estimado (*) peso real”,
main=""Peso estimado”, ylab=""Peso estimado”)

lines(dias[2,]),Pest,lty=2)

dev.print(pdstscript, " Pest.eps”)

#HHBHRIH S SRR RS

HHHARSHHS O FHFHH A

if (resp == 6) break

HHBHHHHH O BHFHHHHSHAH
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