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NOTACION 

Antes de iniciar la lectura de la presente. se recomienda leer este apartado para fami­

liarizarse con la simbología y notación que se hace uso en casi la totalidad del contenido. 

En el extremo izquierdo se encuentra la simbología y a la derecha el significado. 

i.i.d.(1.1.D.) 

i.i.d.( I .! .D.) (JI. a 2 ) 

f.d.p. 

fy(•) 

/4 (.r) 
X.LZ ... 

](•) 

\'ariable aleatoria: 

Independientes e idénticamente distribuidos; 

Independientes e idéntican1ente distribuidos con media JI y varianza a 2: 

Función de densidad de probabilidad: 

Función de densidad de probabilidad de Y; 

Función Indicadora de X sobre el conjunto A: 

\ºariable aleatoria. denotadas con mayúsculas: 

Densidad estimada: 

los diferentes modos de convergencia se denotarán como 

04" Convergencia casi segura; 

4 Convergencia en probabilidad; 

==> Convergencia en distribución; 

Desde el punto de vista Bayesiano la siguiente es la notación: 

f,; Fu!lción de densidad a priori: 

L !•) Función de wrosimilitud; 

p 1 •) Ftmrión de densidad posterior: 

. l' La 111e.triz .-\ 1 ran;;puestó. 
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PREFACIO 

El problema de calcular ciertas integrales ha dado origen a numerosos métodos para su 

evaluación y una de las herramientas más utilizadas en el Análisis Numérico para aproxi­

marlas es la integración Monte Cario. Su aplicación se realiza principalmente en el cálculo 

de integrales con k dimensiones cuya solución en forma analítica es difícil de obtener. 

En la presente se hace referencia principalmente a el algoritmo de :\iuestreo Gibbs como 

una alternativa para la obtención de integrales difíciles junto con la integración :\fonte Cario. 

presentando pruebas de convergencia e ilustrando su implementación mediante ejemplos 

sencillos. 

El algoritmo de Muestreo Gibbs es similar al algoritmo de Sustitución Sucesiva, que 

se describirá en el primer Capítulo, y ambos se utilizan en la integración ~1onte Cario 

desembocando' así en una estimación de la integral buscada. 

Dentro del primer Capítulo se contempla el problema a resolver dando herramientas 

matemáticas necesarias para que el lector no experimentado se familiarice con los con­

ceptos, además se incluye la metodología de la integración Monte Cario y se detallan los 

algoritmos de Muestreo de Sustitución Sucesiva y Muestreo Gibbs, finalizando con una 

breve introducción sobre Inferencia Bayesiana. 

El Capítulo 2 retoma la última parte del primer Capítulo; y aquí se discute una forma 

de aproximar la esperanza de una función objetivo con respecto a la función de densidad 

posterior. incluyendo algunos supuestos generales para la convergencia casi segura a la 

v~·rdadera e.•peranza. Se introduce el concepto de la densidad de Muestreo de Importancia. 

cuya utilidad s'.' ejemplificará ampliamente en el Capítulo 4. Para finalizar el Capítulo 2 ~e 

p1 eseata <111;, sección donde se aplican lo> resultados obtenidos originando así la estimación 

iii 



por intervalo de la esperanza posterior de la func-ión objetivo. 

El Capítulo 3 se basa principalmente en la prueba de la c-onvergencia del algoritmo de 

Sustituc-ión Sucesi\'a (donde el !\luestreo Gibbs es equivalente a el muestreo de Sustitución 

Sucesi\'a. bajo cit"rtas condiciones), introduciendo los conceptos y resultados preliminares 

necesarios a lo largo de la demostración. 

El C'apít ulo 4 prt"senta un estudio de simulación y una serie de gráficas que ilustran 

los métodos descritos en los Capítulos 1 a 3. En particular se ejemplifica el concepto 

de densidad de .'.\1uestreo de Importancia, se hace una estimación de la varianza para los 

\'alores encontrados y se presentan diferentes formas que \'isualizan la convergencia asf como 

algunas sugerencias. 

En el Capítulo 5 se incluye un problema real procedente de un estudio sobre el creci­

miento de un grupo de ratas. La finalidad del análisis es estimar las densidades posterio­

res marginales de los parámetros poblacionales que describen dicho crecimiento. En este 

Capítulo se resumen muchos de los conceptos discutidos anteriormente. principalmente de 

Simulaciones. Además es de gran importancia porque aplica de manera práctica el .'.\luestreo 

Gibbs detallando la metodología de su aplicación en forma breve. 

Dentro de las conclusiones se discuten los resultados obtenidos y se presentan algunas 

observaciones y sugerencias que aparecieron a lo largo del trabajo. 

En la parte final se anexa un Apéndice con los listados codificados de los programas que 

generaron las gráficas y tablas de valores de los Capítulos 1,2,4 y 5 así corno los desarrollos 

matemáticos de acuerdo a la finalidad del progran1a. Todos se encuentran codificados en el 

lenguaje de programación S-PL US 3.3. La razón por la cual se hizo uso de este lenguaje 

es su flexibilidad en su manejo y la presentación de las gráficas. 

El método que se describirá no resulta ser más eficiente que lo desarrollados dentro 

del Análisis l\"umérico. pero en el caso de dimensiones grandes presenta simplicidad y 

facilidad de implementación para los usuarios con conocimientos básicos de computación y 

experiencia dentro de la Estadística. 

Después de este breve bosquejo se hace una invitación al lector a adentrarse en forma 

detallada a las pruebas de convergencia y a los ejemplos prácticos. 
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Capítulo 1 

INTRODUCCION 

Las técnicas de integración :'\!onte Cario tienen su fundamento en teoría asintótica, por 

tanto. se hace una introducción a los modos de con\'ergencia a fin de justificar los resulta­

dos obtenidos posteriormente. El lector que se encuentre familiarizado con los conceptos 

siguientes puede omitir su lectura y comenzar con la sección 1.2, a partir de la cual se 

describe el objetivo principal de este trabajo; en caso contrario se recomienda leerla. 

1.1 MODOS DE CONVERGENCIA 

Con el objetivb de que el lector tenga una noción de las herramientas matemáticas usa­

das para hacer inferencias basadas en aproximaciones para muestras grandes. se definen 

co11ceplos bá~icos de con\'ergcncia. y también se incluyen algunus ejemplos. 

Sea {un.11 =l. 2 . ... } una sucesión de números reales estrictamente positi\'os y sea 

{.\"r,. n =l. 2 . ... } una sucesión de \'ariables aleatorias todas definidas en el mismo espa­

cio de probabilidad 

Definición 1.1 (Conl'ergrncia en Pmbabilidad). Se dice qul Xn converge en probabilidad 

a nro. escrito como 

o 



., 

,<i para cada :: > O 

cuando 11 ~ :x:. 

Definición 1.2 (Acotamiento en probabilidad). Se dice que la sucesión {X,.} es acotada 

en probabilidad. esaito como X,. = Op( l ). si para cada :: > O existe 6 (::) E (O, x) tal que 

p(IX .. I > 6 kl) <:: 

para toda 11. 

Definición 1.3 (Corn·ergrncia en Probabilidad y Orden en Probabilidad). 

(a) X,. conl'erge en probabilidad a la t'ariable aleatoria X, escrito como 

si y sólo si 

x .. - X= Op(l). 

(b} x .. = Op(a,.) ,<i y sólo si a~ 1 X,. = Op(l). 

(c/ X,.= Op(a .. ) si y sólo si a~ 1 X,. = Op(l). 

Proposición 1.1 Si X,. y } ·, .. 11 = l. :2 •...• so11 l'ariables aleatorias dlfinidas sobn el 

mi,,1110 t.•pacio de probabilidad y a .. >O. b,. > 0, 11 = l, :2 •.•.• e11tonccs 

(a) Si X: .. = op(u,..) y};.= op(b,.). se tiene que 

y 

para r >O; 
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Por ofra parte 

(c} el p1·imer inciso pfl"manece l'álido si Op es reempla::ado por Op. 

Demostración. \ºer Brockwell & Davis ( 1991, págs. 199,200) O 

Ejemplo 1.1 C'o11sidu-e una stl"ÍE i11fi11ita de lan::amicntos i11dependien/es de una moneda. 

Sea p la probabilidad de é.rito y sea X" la proporción de sucesos e.xitosos e11 los primeros n 

t•olado.,;. E11/011ets 

x .. .!'.+p. 

Ejemplo 1.2 Sea {X .. } una sua,•ió11 de l'.a. tales que E[X ... ] = m y \/ar[X ... ] =u~> O 

para toda 11. donde u?, ~ O cuando n ~ oo. 

Srn z ... = u;;- 1 (X .. - m) rnlonces z ... = OP ( l). 

Definición 1.4 (Ordu1 c11 Probabilidad para l'cclorcs aleatorios). 

(el X,. co11t·U'!Jf en probabilidad a el t·rclor alrntorio X. escrito como 

X,. -'.+X. 

si y sólo si X,. - X = op( l ) . 

La convergencia en probabilidad de X ... a X puede también caracterizarse en términos 

de la distancia euclidiana 

Como puede verse en la siguiente Proposición. 



Proposición 1.2 x .. - X = Op( 1) si y sólo si ¡x .. - x¡ = Vp( 1 ). 

Demostración. \·er BrockwPll ,r.,, Davis ( 19~11, páu'. :!UO) o 

Definición 1.5 (Co11t'fl'!}e11cia en .\/uha r-ésima, r > 0). La s11cesión de l'ariabif..; aleato­

rias {X .. } se dice que cLJ1werge en media r-ésima a .\'. escr·ito como 

si 

E IX .. - XI' -+ O 

cuando n -+ oo. 

Definición 1.6 (Co11l'erger1cia rn Distribució11). La sucesión {X .. } de 

l.·-l'ecions aleatorios co11 f1111cio11es de distribución {Fx .. (.)} se dice que conl'erge eri dis­

t1·ibució11 si e.risle un l.·-t·ecto1· alrntor'io X tal que 

Ji.,n:!, Fx.(.r) = Fx(.r) ( 1.1) 

para toda X E C. donde C es el conjunto de puntos de continuidad de la función de 

distribución Fx(.) de X. Si ( /.1) se cumple puede decirse que X .. corwergc en dislribució11 

a X. E.<ta cont·crgc11cia será denotada por 

X.,==> X 

o 

Fx .. ==> Fx. 

Proposición 1.3 Si X .. -4 X c11tonccs 

(a} E[exp(it'X .. )-exp(it'X)]-t O cuando 11 -t =para cada t E Rk 

y 



,5 

(b) X,..==? X. 

Demostración. Ver Brockwell & Davis ( 1991. pág. 205) O 

Teorema 1.1 .(Ley DÉbil de los Grcrndu Súmtros). Si {Xn} es 1111a sucesión de 1.•a1·iables 

aleatorias i.i.d. con una media finita µ, rnto11ces 

do11de 

Xn = (X1 + ... + Xn) /n. (1.2) 

Demostración. \'er Brockwell & Davis ( 1991, págs. 206, 207) O 

Teorema 1.2 (Ley Fuerte de los Grandes Súmeros}. Si {Xn} es una suces-ión de variables 

alrntorias i.i.d. y E (Xj] = µ,j = 1, ... , 11, entonces 

de11otada poi·: 

X n Set 11. 

D~mostración. \'er Billingsley ( 1919, pág. i'O) O 

Ejemplo 1.3 .\lu/ianle u11 ejemplo simph se demuestra que la co11l'ergencia en probabili­

dad 1w implica la co11t·crgencia caú segura. 

Srnn las t·a1·iables Z,i : !1 -t R .i = l. 2 . ...• j = l. ... , i; con función de densidad 

zij (te)= { o 
si ~ <w<4 - . 
en otro caso 

Se denota una 1wn•a sucesión por 

Xn (w) = Z;; (w) 



con 
i(i - 1) . 

11=~+). 

Sea X (11') =O, w E (0.1]. 

Como 

P [IXn - XI 2:: e] = P [X n 2:: e] 

X,. toma sólo valores O ó 1. 

Si::> 1 

P [IXn - XI 2:: e]= P [et>]= o 

entonces 

lim P[IX .. - XI 2:: e]= O, 
n-t-x 

si O <e :5 1 

P[IXn -XI 2:: e] P[Xn 2:: e] 

P[Xn = l] 

P [Z,i = l] 

Como 

dEspEja11do i 

e11to11cEs 

! 
; j :5 i. 

i ( i - 1) 3 . 1 ( i + l )2 

n < ~+21 +2 = --2--, 

.. i > ffn - l. 

P [IX .. - XI 2:: e] < ~ _ 
1 

-t O 

cuando 11 -t oc; de dondE se sigue que :: > O, 

,E!i,;, P [IX,, - XI 2'. e]= O. 

Ahora se dcmu._estr-a que 

Ji.~ Xn(w) ":/: X(w). 

6 



Para cada u· E (O. 1) y .\/ E ;".; existe n > .\[ tal que X,.( te} = 1, 11 es de la forma 

i(i - 1) . 
n = 2 ..;. J 

donde o-:; j < i + 1 y.\! < o!•;I! Se time que 

Entonces 

X .. (w) = 1 

y por lo tan/o 

~-·-
Ji.rn, X,.(w) = 1 ,¡, X(w). 

;".!"" 

Proposición 1.4 Sea X ... n = 1, 2 ..... y Y ,.1 .j = l. 2 ..... : n = 1, 2, ... , k-variabfrs aleatorias 

tal que 

(a) Y,, 1 = Y 1 cuando n -+ :x; para cada j = l, 2, .... 

(b} Y 1 =Y cuando j-+ :x:. y 

(e} 

_lim lim supp(jX,. - Ynjl >¿)=O 
J_,.O.: n-tx. 

para cada ¿ > O. uitonccs 

X,. ~ Y cuando n -+ :x:;. 

Demostración. \'cr Brockwell & Davis (1991. págs. 201.20 8). O 

Definición l.i C11a suctsión dt rnriablts alcalo1·ins {.\'~} .<e dia que es asi11/óticame11/e 

normal con "mulia" ¡i,. y "dt·sl'iación estándar" a,. si a,. > O paran suficierztemoite gra11de 

y 

a;; 1 (Xn - µ .. ) ~ Z. 

donde Z ~ .V(O. 1 ). 
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La Dt>tiuición <illt <>rior puede escribirse corno 

Observación 1.1 Si X,. t.s :\.\'(¡1.,.l'.T;.) 110 rs 11tctsariame11te fl caso qut ¡1,. = E[X,.] o 

que a~=\ ºar( X,.). 

Teorema 1.3 (Twruna dd Limite Ce11tra/). Si{X,.} ~ IID(p.al) y X,.= (X1 + ... + X,.)/n. 

e- nlonct"~ 

Demostración.\ºer Brockwell & Davis (1991. pág. 210). O 

Proposición 1.5 S1 X,. es .-\.\"(¡1.a;,). do11dt a,. ~ O cua11do n ~ oc. y si ges una 

Junció11 difucnciable en p. rn/011ce.> 

( 
I 2 2) g (X,.) f ,< .-\ .\" g ( ¡1) . g ( /l) O" n • 

Demostración. \ºer Brockwell ,\: Üa\·is ( 1991. pág. 210). O 

Ejemplo 1.4 .'iupo11ga que{.\,.} - I.l.D.(µ.a 2
) do11de /l f: O y O< a 2 < :x:. Si 

x .. = (.\1 + ... + x .. ) /11 

c11/011cts por el Teo1·tma J.;] 

y poi· la Propo::ició11 a11ftrior, 

Definición 1.8 La sucesión {X,.} de k-t'ectores alrntorios es asi11tóticame11te normal con 
00

t•tclor dc medias"' /ln y ··matri:: de cot'aria11::as"' Ln si 
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(a) Lo., elu1101to., df la diagonal de E .. 110 son cero para una 11 .-;uftciu1tn11n1te 

gl'tlll(". 

y 

(b) A1X,. es AN(,\'p 0 • • \'E.,\) para cada A E Rk tal que ,\'E .. ,\ > O pam toda 11 

suficientemente grande. 

La Definición anterior puede escribirse como X., - AS (Jln. En). 

Proposición Í.6 Suponga que X .. es AS (¡1, e~ El donde E ts una malri= .sim(trirn 110 

11cgatirn y e,. -> O cuando n -> oc. Si g(X) == (g(X 1 ), ••• , g(X,. ))' fS un mapw dt Rk a R"' 

tal que 9;(•) es co11ti11uamrnle d1ferrnciablt en una l'ecindad de ¡1. y si DE D' tie11e en 

toda su diagonal dtmu1tos 110 aro. do11de D f.S la matri= ((ug./Dr 1 ) (¡1)] de 111 x ~·.t11lu11cc:1 

Demostración.\·._,r Brockwcll &: Davis (1991. págs. :211,:21:2). O 

Ejemplo 1.5 (El coeficirnte de l'ariación muestra/). Suponga que {X.} - IID(J1.CT2 ), 

CT > Ü, 

y 

E[X,~] 

E(X~] 

E[X,~] 

Jl.¡, 

E(X.] = ¡1 1 f:. O 

El coeficiente de t•ariació11 se define como}~= S'.,/X n con Xn como se definió fil (J.:!) y 

~2 - ¡ ~ ( ' -,- ) 2 ~n == Jl L..J .\: i - .\: n • 

i=l 

Es fácil l'Et'ificar que 
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dondr L es la 111a/1·i:: co11 compone111f's 

l. J = l. 2. 

Ahora M rhj/,1, L, = g (X,.. n- 1 ¿:;'.:, xl) dond' g(u. b) = a- 1 (b- al)
112

• Aplica11do la 

Pmposició11 1. ó'. con 

[
f)g fJg ] 

D = 8.r (µ) • oy (¡1) 

se lie11e que 

Teorema 1.4 C'o11,<idu·e d eeclor a/ea/01·io X = (X1. X 2 • •••• X.¡). do11de X; tiene dimt11sió11 

p,. i = 1, 2, ... d. Suponga también que X tiene drnsidadES marginahs fx,(.r, ). x. E e,. 
Í = J, 2 ... ., d. y la densidad co11ju11ia f:! producto de espacios 0 = f>1 X f>2 X • • • X f>d COlllO 

dominio. E11tonn:; las di.slribucio11es co11dicio11alcs comphtas dcto·mi12a11 ú11ica111c11lt la 

di.slribucicin conjunta fx(.r). 

Demostración.Considere un vector arbitrario X?. X~ ..... XJ en 0. La densidad con­

junta puede escribirse en términos de sus condicionales como 

lo cual prueba el resultado. O 

1.2 INTEGRACION MONTE CARLO 

Las herramic•11to~ 11u11H:·ricas para evaluar integrales han tenido un gran desarrollo ya que 

en muchos casrn; la e\·aluación en forma directa presenta dificultades. Uno de los ejemplos 

más simples podría ser el cálculo de la siguiente integral 

( 1.3) 
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cuyo \nlor exacto es 0·¡5~. 

Con !,.,se <'11 t'ste tipo de problemas se han desarrollP.do dift>rentes métodüs d<· inte­

graciciu. 1111<> dt• ellos es el método ;\lonte Cario. 

La integración con el método i\Ionte Cario se apoya en la Ley Fuerte de los Grandes 

Números (convergencia en probabilidad y casi segura) y consiste en que la integral de una 

función puede expresarse como un valor esperado con respecto a una densidad de probabi­

lidad. lo cual sugiere una enfoque estadistico al problema de integración. La esperanza es 

estimada entonces como el promedio de los valores que toma la función; esto se representa 

como 

r h (.r) d.r = r hf(.r) fxd.r 
lx lx x 

=E [h (X)] 
f x 

u. 1 ..¡;.... h (X;) 
~_L.. __ _ 

Tl i=O ÍX 

donde X1. X 2• ••• , Xn son v .a. i .i .el. con densidad fx. 

( 1.4) 

De acuerdo a este método se puede hacer una estimación del valor real de la integral 

anterior ( 1.:3) como sigue: 

11.96 " t'-Td.r 
o 

( 1.5) 

donde X 1 • X 2 ••••• Xn son v.a. i.i.d. ,V(O. l) y así obtener la esperanza de la función original 

aproximada. En la tabla l.! se presentan los valores aproximados de la integral ( 1.:3) para 

distintos tamafios de muestra. 

Puede observarse que los valores estimados se aproximan al \·erdadero valor que es 

º·t ,/2::-: los \·alares fueron generados bajo los comandos de simulación del lenguaje 

S-PL CS y cuyo listado se encuentra en el apéndice bajo el nombre de ~ Introduc". 

Otro ejemplo puede ser el cálculo de la esperanza de una distribución normal bivariada, 

con parámetros (p, L:l: donde la integral a evaluar tiene más de una variable. Con los 
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Tan1aiío Estimación 
10 l.253314 l:J7:3 ¡ 5.5 

100 1.2:-83~0-1:.!00til 8 l --
1000 1.1 ;-0,59,5.10.12.5268 

10000 l. l SH l-144.5:34S495 
15000 J .JS630:36081070:3 
20000 1.19503502993033 
30000 Ll9073198472555 
.50000 1.189.59564657 438 
70000 l.1928.3:277794619 

100000 1.19333052270358 

TABLA 1.1: \'alares estimadas de la integral ( 1.3 ), con diferentes tamaños de muestra. 
bajo el método Monte Cario de integración 

parámetros anteriores el \·alar real de la esperanza puede calcularse como 

E(XV) = coi·(X. Y)+ E(X) E(Y) ( 1.6) 

y estimada, (en caso de que sean desconocidos los parámetros) por la integración ~fonte 

Cario a tra\'és de 

E(.\T):::::: .!_ :tx;l·;. 
1l i=I 

donde (X,.} i), i = 1 .... , n. son v.a. i.i.d . .Y2 (¡1, L:). 

En la tabla 1.2 se presenta estimaciones de ( 1.6) para distintos tamaños de muestra de 

una normal bi\·ariada con matriz de \'arianzas-covarianzas 

2:=( .1.5) 
.. 5 

( 1.7) 

y vector de medias 

µ 1 =(12.12) ( 1.8) 

El rnlor real de E (XY) es 144 .. 5 y puede verse que a medida que se incrementa el 

tamaño de muestra. el valor estimado tiene una mejor aproximación. Estas estimaciones 

fueron calculadas por generación de variables aleatorias bajo el lenguaje de programación 

S-PLFS cuyo c;ódigo tiene el nombre de '"introduc". 

Cna de las aplicaciones de este método es la posibilidad de calcular funciones de densidad 

marginales. cuando la densidad conjunta es difícil de simular en forma directa pero es 
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15000 144.559766260599 
20000 144 .. 52797293024.5 
30000 144.527972930245 
.50000 144.530863614139 

TABLA 1.2: Valores estimados de E(XY) bajo el método de integración :\!onte Cario para 
diferentes tamarios de muestra. 

posible generar de las densidades condicionales. Ahora la densidad conjunta se puede 

expresar como 

f.1:.1· (.r,y) = fxw (.r/y)fy(y), ( 1.9) 

y obtener los valores}'~ /¡-(y) y X~ fx¡y (.r/y) de las densidades marginal y condicional. 

Entonces los \·alares generados (X.}··¡ tienen distribución conjunta fx. 1· (.r. y). Si X y }­

son variables aleatorias discretas 

P [X= .r. Y= y] P [}'=y) P [X = .r/}' =y) 

h(y)fxw (.r/y) 

fx.d.r,y). 

Ahora. aplicando la integración .\Ionte Cario: 

fx(.r) j fx.d.r,y)dy 

J fX.1' (.r,y)f"( )d 
fy(y) 1 y y 

J f xw (.r/y) fy(y)dy 

E [!xw (.r/y)] 

o .•• 1 ~f ( 1 ) 
F - L.. XW .r Yi • 

n i=I 

( 1.10) 

La figura 1.1 presenta las densidades marginales estimadas para distintos tamarios de mues­

tra, basadas en la misma normal bivariada de la página anterior, y se comparan con la 
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función de densidad \"Prdadera (líneas continuas l. 

Puede vt-rse que a medida quP se incrementa ,.¡ t¡,:n<uio de muestra, ha~ uri n.r-jor 

conn'rgencia de la función de densidad t•stimada hacia la verdadera. sP tiene una mC'jor 

aproximación <'n basC' al número de elementos muestreados. 

Los valores de la densidad estimada se obtuvieron mediante el lenguaje de progamación 

S-PL l ºS cuyas instrucciones se encuentran en el listado "introduc". 

;.Pero qué pasa cuando no se cuenta con un valor inicial para generar la muestra. esto 

es. que sea imposible obtPner valores de !1· para aplicarlos en la distribución condicional"?. 

En este caso se da un valor inicial arbitrario }'(:1 para obtener X de f x. como consecuencia 

la pareja (} 0. X) no tit>ne distribución conjunta fx.l" o en el ca5o general. cuando se cuenta 

con distribuciones multivariadas en donde se dificulta la generación de muestras de variables 

aleatorias directamente de las densidades condicionales. 

El método :\Ionte Cario 110 especifica la forma de obtener los valores para el estimador de 

la espnanza. Cuando se cut.•nta con este inconveniente existen algoritmos que proporcionan 

la facilidad de generiH muestras de distribuciones multivariadas y así aplicar la integració11 

:\!ontt.' Cario en la estimación del valor de una integral o de una función de distribución. 

Estos algoritmos se descril)('n en la siguiente sección. 

1.3 MUESTREO DE SUSTITUCION SUCESIVA 

Siguiendo con el problema presentado en la sección anterior, se procede a describir breve­

mente el .ll11Fstno de S11 ... ti/11ció11 S11ct:sfra (.\!.S.S.). basado en el descrito por Gelfand and 

Smith (1990): comenzando con la notación usada por Schervish an<l 13radley (1992) donde 

el proceso de margiualización se denota por 

fx¡1· ( .. rly) = j fx11-.z.11· (.i·ly. ::. w) fz¡w.1· (::Jw. y) Íll'W (wJy) d::dzc. 

Se suponen 2 variables aleatorias X.}" con densidades condicionales disponibles (donde 

disponibles significa que pueden ser directa y eficientemente generados dados valores es­

pecíficos de las variables condicionantes). denotadas como 



fnx(yj.r), 

que pueden generarse por algún método obteniendo las marginales como sigue: 

fx(.r) = /,Jx11·(;:jy)f¡-(y)dy 

y 

f¡-(y) = /,J1·1x(yj.r)fx(.r)d.z'. 

Si ahora se sustituye la ecuación (1.12) en (1.11) r<'stdta 

donde 

fx(.r) in fx11·(.rJy) in fi1x(yJ.z·)fx(.z·)d.z·dy 

in h (X.}") fx(.r)d.r 

h (X.}')= k fx11·(.rjy)fi1x(Yl.z·)dy. 

El proceso anterior genera muestras de estas densidades marginales como sigue: 

15 

( 1.11) 

( 1.12) 

{1.l:J) 

Teniendo un valor inicial .\·(o¡ con densidad fx (.r 0 ). dado que fn,..; está disponible se 

puede generar Y< 1> - fnx (yl.ro): y la densidad marginal es 

f¡-, (y) = j fri:d yj.z· )fx (.ro)d.r. 

:\hora para completar un ciclo generar.\"(!) - fxw(.rJy(ll), de donde 

!x, (.1·) = j !xn·(.z·jy)f¡-,(y)dy = j h (X.}") fx(.ro)d.r. 

Repitit•rJClo este ciclo produce} ·¡i¡ y _\"11) • y eventualmente, después de i-iteraciones pueden 

generarse m pares idi·nticamente distribuidos (x~·l.} ~1 ' 1 ) . j = 1 ..... m . 

. ·\ este esquema de generación se le llama :\Iuestreo de Sustitución Sucesirn. Gelfancl 

ancl Smith ( 1990). 

Si se terminan todas las repeticiones en la i-ésima iteración, la densidad estimada de X 

(o en forma análoga la ele }··¡ es la aproximación :\[ante Cario de ( 1.11) dacia por 

1 "' ( (")) f;(x)=-I:;fxw, .rjy/ · 
m j=I 

(l.14) 



16 

l"na generalización para ,..J caso de tres variables X.}·. Z. s11po11it>ndo <¡ne las siguientes 

distribucioues condicionales estiÍn dispouihlf's. está dad.t flCJr 

h (.r) = r fx.zw (.r . .;/y)f¡ (y).iyd= 
Íl',Z 

fy(y)= r fi.x¡z(y,.r/.;)fz(.:)d.;J.r 
lx.z 

fz(::)= r fz.nx(.:,yj.r)fx(.r)d.rdy. 
Íx.Y 

Tomando un valor arbitrario inicial para _y(oJ, el algoritmo básico es el siguiente 

(a) generar (zcoJ'. }"!0 l') de fzy¡x (.:,yj.rC0 l) 
(b) generar (l··(JJ,X! 0 l') de fl',X/Z (y,x/zC0l') 

(c) y finalmente generar (x<n, zPl) de fX,Z/I' (x, .;jyC 1l). 

l"n ciclo completo del algoritmo (i.e. para generar X(l) comenzando de .\'Cºl) requiere 

de seis rnriables generadas: más de dos como se vió para el caso de dos variables X. V. 

Repitiendo i-veces el procedimiento. en forma similar a los tres incisos anteriores produce 

el \'ector (x«J, }""(o), ziil), y el proceso entero después de Tll-\'eces se obtienen Jos \"t'CtOl'l'S 

(x;•i.>~"l.zJ'l) ,j = l. ... m. 

Cabe hacer notar que el JI.SS. no requiere de la especificación de la densidad conjunta, 

sino sólo de la disponibilidad de las densidades condicionales. y por ejemplo, el generar 

,·ariables aleatorias con densidad fz.»1x requiere ele fz¡y,x y fnx· donde las densidades 

marginal y condicional reducida sean de fácil evaluación. 

En forma parnlela. de acuerdo con la ecuación (1.14). se puede estimar la densidad 

marginal para X. (en forma análoga para Y. Z) como 

- l "' CJ (") fx (•·) = - 2.':Jxw.z (:r/y/ ,z/). 
m j=I 

Para el caso de k-rnriables .\1 .... , Xk. el algoritmo de ,\/.S.S. requiere de k(J., - J) 

generaciones de variables aleatorias para completar un ciclo. Después de i-repeticiones 

corriendo en paralelo m-veces (mi/,:(!.: - 1) generaciones aleatorias) se obtienen los vectores 
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aleatorios (xt' ..... xtl) .j 
aproximación '.\lonte Cario 

1 .... , m, con el estimador de densiclad para X, dado por la 

- 1 ni ( { (•) . } fx.(.r,)=-L:J.v.¡p.:,,.t#•} .r,¡ .r 11 .t=r<> ). 
111 J=l 

(1.15) 

El mayor problema para los usuarios del i\/.S.S. es decidir cuándo "converge" el algo­

ritmo. esto es. cuántas it<'raciones son necesarias para obtener una buena aproximación al 

muestreo de la densidad de interés. 

1.4 MUESTREO DE GIBBS 

El muestreo de Gibbs ( Gibbs S11111pler. Cernan arnl Geman ( 198-l)). es una técnica muy 

parecida al .\/.S.S. para generación Je variables ak•atorias de una densidad conjunta simu­

lando de las densidades condicional<'s completas. donde la densidad completa es la densidad 

couclicional de una variable dada tocias las restantes. El '.\luestreo Gibbs se basa en algunas 

propiedades el.-nwntales ele las Cadenas de ~larkov suponiendo que las densidades condi­

cionales completas para cada \·aria ble están disponibles o son de fácil evaluación. y además. 

que determinf'n (módulo la constante de normalización) a la densidad conjunta. lo anterior 

Sf' puede verificar con el Tc:-orema 1.-1. 

El algoritmo básico del \luestreo Gibbs con tamario de muestra fijo se da a continuación: 

Algoritmo básico de l\Iuestreo Gibbs 

( Tanrnlio de muestra fijo) 

l. Generación de valores iniciales. Seleccionar un \"eCtor inicial x< 0 l 

X; E e,. en el espacio e= 01 X ••• X ek. Sea 1=0 y j=l. 

2. Muestreo de las Distribuciones Condicionales Completas. 

() 'J \-(1+1) J f( j (1) (1)) a " uestrcar. (l.J) te .r(l,j) .r 12.il' .. · · .r(k.j) 

(b) '! \-(1+1) d f ( 1 (1+1) (1) (1) ) " uestrear . 12.Jl e .r(l,j) .r(l,j) , x 13 ,j¡- .••• .r¡k.J) 
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( \ 1 , .,. . \·(l+l)U f( 1 ·(1+1) (1+1)) ... t 1, \'.'(l+I)_ e) . 111-111 .11 . ik.1 ¡ t>. .r 14._1 l'1 (Lll ..... .r(k-1.J) • pa1a ener e \ector. -

\ ....... \"'"'' \'''~'!) 
( . 11 ; .. ' .. ' ....•. 1 k 1 . 

3. lteració11 para la convergencia del proceso de l\1uestreo. Sea l=l+l y r<'petir 

el paso 2 hasta que l=i. dondt> i t>s un mímero <'specífico de itt>raciones. 

4. Repetición del algoritn10 111 veces. Sea)=)+! y rt'petir el paso :3 hasta que j=m. 

donde 111 es el tamaiio de muestra para obtener k-tuplas independientes de 

v(•) ( \·(•) ,.·(i) ) . 1 ·"; = . (!.;)' .... ·"¡k,;) .j = .... 17! ( 1.16) 

después de i-iteraciones. 

Estas \·ariables aleatorias pueden ahora ser usadas para estimar integrales. como son 

la densidad marginal de X por el método de integración :\lonte Cario similarmente a la 

ecuación (l. 1.5): 

Bajo ciertas condiciom•s. se puede decir que el vector ( 1.16) converge en distribución a 

una observación aleatoria de fx, ..... x, cuando i-; x (ver Capítulo 3 donde se prueba la 

convergencia). 

El algoritnto anterior produce vectores aleatorios como en la ecuación ( 1.16) con den­

sidad aproximada fx (i·). Se nota que los vectores xJ'l ..... xJ•> . para cualquier X 1 • 

prO\·ienen de una cadena de :\larkov con función de transición ele x; a xj dada por 

(.r1 1 l.r;r ..... r~1 ) f.r,,¡x,,.x;, ..... x~, (.r2jl.r1j·.r~1 •••••• 1·~1 ) • H.I 1) 

· · · fx.1 ¡x,, ..... x._,_, (.rk;l.z·1;, · · · · :z·k-1.;) · 

Hasta este momento se ha contemplado un tamaiio ele muestra fijo. pero existe otro 

algoritmo que maneja el tamaiio de muestra variable. Dicho algoritmo pro¡~orciona la 

posibilidad ele determinar después de cierto ntimero ele iteraciones, si el proceso se n1elve 

estacionario o la influencia del valor inicial ha siclo superada, y con esto decidir si debe 

aumentarse el tamaiio de muestra o mantenerlo constante. 
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Si se comi(·nza co11 valurt>~ X'º) p,<'nerados por la d .. n,idad J'º> (X), la densidad dt> _\"(•) 

pued•• ohtt>tlt'r'-'' renrrsi\'amcnt<' '1sando la t ransfunn; .. ·i<.•'.• 

¡l. lS) 

Que en el ca~o df' te1wr la nc>rdadera densidad .fx (.r). cumpll' con ser u11 punto fijo para la 

transformación T. esto quiere decir que 

T(fx)=fx. 

Es difícil encontrarse que la integral ( 1.18) sea de fácil ernluación y entonces se aproxima 

por medio de la integración ~fonte Cario. 

Algoritmo de Muestreo Gibbs 

(Tamai1o de Muestra Variable) 

! . Generación de valores iniciales. Obtener una muestra aleatoria de tamatio mu dt> 
• .. . .. 1 f ( ) d 1 f-(0) ( ) S \·(O) (\·(O) \·(O) \·tU)) una aproxnnac1on m1c1a a x .r enotac a por .r . ea . 

1 
= . 11 .. 21 , .•••• ,

1 
• 

j = l. .... 111 0 , la muestra. Sea 1=0 y escoger el nue\'O tama1io de muestra 111 1 para la 

siguiente iteración. 

l\luestreo de la aproxim.ación a la verdadera /x. Usando la muestra aleatoria 

. X~'',j = l. .... m,. la iteración Gibbs ideal sería 

¡(r+tl(X) = j l\(:i-,.r')J''l(.r')d.r'. 

la cua1 es aproximada, usando la función /\" ( •. •) definida en ( 1.17). por 

( ' \.,,.,.,, ( \·(t+t) \·(l+I) \·( 1+1>) · 1 d f-(l+IJ ( \") ('abe se1·1ala1· .enerar . J = . 11 •• 11 •••••• ki • J = ..... m;+r e . . 

que un n•ctor aleatorio X con distribución /< 1+1
> (X) puede obtenerse generando primero 

un mimero aleatorio R tl'niendo una distribución discreta uniforme sobre los enteros 

1.2 ..... m;. y entonces (condicional sobre x~>¡ usando las distribuciones condicionales como 

en (1.17). para ge11erar el \'ector X. Sea l=l+l y el próximo tamatio de muestra m;+i· 
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Iteración a la Convergencia del Proceso de Muestreo. Repetir el paso 2, hasta t=i 
r 1 fi 1 v(i) _ ( v(i) vUl v(i)) · _ l ? para1onnar amuestra na ·"-j - ·"ij•·"' 2¡.·····"ki .J- ,_, ... ,m1. 

Ambos algoritmos (Gibbs y Sustitución Sucesiva) son equivalentes para el caso biva­

riado (/.: = 2). Para el caso general Gibbs supone la disponibilidad de k distribuciones 

condicionales c;ompletas (el conjunto mínimo para determinar la densidad conjunta). en 

tanto que el .\!.S.S. requiere de J.:(k-1) distribuciones condicionales. incluyendo las distribu­

ciones condicionales completas. Por tanto el .H.S.S. presenta una acelerada convergencia 

(es más eficiente). ya que muestrea de las distribuciones correctas cada vez. mientras que 

el Muestreo de Gibbs muestrea únicamente de las distribuciones condicionales completas. 

Gelfand & Smith (1990). Debe notarse, sin embargo, que en la práctica difícilmente se 

cuenta con todas las distribuciones condicionales requeridas por el M.S.S. 

Con base en estos algoritmos y el operador T de transición definido en (1.18). en el 

Capítulo 3 se deriva una demostración basada en la demostración hecha por Geweke (1989). 

donde se prueba la convergencia del J.f.S.S. y se discuten condiciones para la convergencia 

débil y fuerte. 

1.5 INFERENCIA BAYESIANA 

Retomando y resumiendo la idea básica de la integración Monte Cario descrito en la sección 

1.2, se desea estimar el valor de una integral cuya solución numérica es difícil de obtener 

fe J (B) d9 (1.19) 

Clara.mente (1.19) puede escribirse como 

(I.20) 

donde l1f J ( B) es una función de densidad de probabilidad sobre e. En otras palabras ( I.20) 

es 

E [.\~i~~)] 
y a la densidad .\/ 118¡ se el conoce como la den~idad de Muestreo de Importancia. 
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Entonces para una integral dacia existe una infinidad clt> estimador('s insesgados cnn 

pr<'cisiorws distintas. lºn a,-¡wctu que contempla la integración :\lont·· Cario es <'l disPi10 de 

técnicas dt> n·ducción d·· \·aria•1;:.i ¡1ara diclius "'t irnadon•,, una'"': .... c:.al•··" rdi1·:··· ;, l;1 

dección de .\/ 1(0) y que ge1l<'ralme11te rec¡uierf' s,1ti,foct>r las condicio111·s 'igni.·11'<'" f,;,·il 

de simular. forma similar a la función que se desea integrar, y colas más pesadas que f ( IJ) 

(el soporte de.\/ !(O) dc·be incluir al de f (O) pues de otra forma la \"arianza del estimador 

seria muy grande o infinita). 

En la Esta~listica, la integración :\Ionte Cario tiene una importante aplicación d<•ntro 

de la teoría 13ayesiana. en donde es más socorrido para el cálculo de integrales de una 

función con respecto a una función de densidad de probabilidad posterior, y a continuación 

se procede a han·r una bre\·e introducción a la Inferencia Bayesiana. 

En muchos de los casos existe una función de densidad de probabilidad fx¡e (.rlO) basada 

en un vector de parámetros O desconocido el cual especifica la densidad de probabilidad de 

X. La inferencia Bayesiana procede de la función de verosimilitud asociada a fx¡e ¡J·iO). 

( L (O)) que ahora dep<'n<le de los parámetros condicionantes, y de la función de densidad 

a priori fe (O). La función de densidad posterior. que es la función de densidad de los 

parámetros desconocidos O. es proporcional al producto de la función de verosimilitud y la 

función de distribución a priori . 

. ·\plicando <?! Teorema de 13ayes. resulta lo siguiente: 

fe¡x (01.r) 
fx¡e (.rlO) fe (O) 

fx (.r) 

fx¡e (.z·IO)fe (O) 

J Is.e (.r. O) dO 

ÍX¡e (.rlO) fe (O) 

J fx¡e (.rJO) fe (O) do· 

Entonces puede decirse que 

fe¡x (01.r) ::x fx¡e (J·IO)fe (0). 

Sea 

p(O) =fx¡e(.rJO)fe(O), 

y 

e= j fx¡e (xlO) fe (O) dO. 
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Entonces 
fp(O)dO =l. 

c 

Cabe st'Iialar que muchos de los problemas de infere11c;a Bayesiaua :;e reducen .1 la 

e\'aluación del \'alor esperado de alguna función de intt'rés g (O) con resp<'cto a la función 

de distribución posterior: i.e. 

[ J 
- f g (o) I' (o) "º 

E g (O) - f P (O) e/O . 

La integral anterior puede estimarse por el método .\lonte Carlo si se escribe en forma 

equi\'alente 
f g(B)p(O) .\! J(O)dO 

E[g(O)]- _._\1_,,,11~0¡ ___ _ 

- J,,jj~~¡.\lf(O)dO 
( 1.21) 

donde .\/ 1 (O) c-s la función de d<'nsidad de .\lt1est r<'O de Importancia. En otras palabras 

( 1.21) se reduce a calcular 
E[~j 

E [ (O)]== " .\fl!Bl 
g E [10__] 

.\//(O) 

Sí sP gPnPra una muestra 01 ..... 0,, dP .\11(0) puedeu estimarse por s<'parado las inte­

grales dt> ( 1.21 ¡ como t g(y, )p(y,) 

E [g (O)] F •=I .11/(y,) = 9r.· t p(y,) 

i= 1 .ll/(y,) 

( 1.22) 

Cada uua de las esperanzas anteriores con\'ergen en forma casi segura a la integral (1.21) 

de acuerdo con los n'sultados obtenidos en la primera sección de modos de con\'ergencia. 

La precisórl de g,. dependl' tanto del tamaño de muestra. como de la densidad .\/ 1 . 

además dP ~er Í11\·a1·iante a escalamientos de p y .\! 1. 

Ya que g,, con\'el'g<" en forma casi segura a E fg (O)]. en el sigui<"nte Capítulo, bajo 

alguno:; ,:upuestos más adelante se demul'stra que 

donde a 1 puede ser estimado consistentemente. Además se muestra cómo calcular el tamaño 

de muestra necesario para una longitud deseada del inten·alo de confianza estimado para 

g,.. 
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FIGURA 1.1: Densidad verdadera (línea continua) contra la densidad estimada por Monte 
Cario (línea punteada) con tamaños de muestra, de izquierda a derecha y de abajo hacia 
arriba 10, 100, 1000 y 10000 rfspectivamente. 



Capítulo 2 

INTEGRACION VIA MUESTREO 

DE IMPORTANCIA 

En este capítulo se discute una forma de aproximar el valor esperado de una función 

g (O) respecto a una función de densidad posterior, como se describió en la sección 1.5. 

Adicionalmente, se presentan condiciones suficientes para convergencia de la aproximación 

aEfg(O)]. 

Se comienza con notación y algunos supuestos generales. 

El valor esperado de una función h (O) cuando la densidad de O es proporcional a f(O) 

se denota y define por 

E¡ [h(O)j = [! f(O)d0]-
1 fe h(O)f(O)dO. 

donde f(O) es el mícleo de la densidad posterior y 0 su dominio. 

SUPUESTO 1: El producto de la densidad a priori, fe( O), y de la función de verosimi­

litud, L(O), es proporcional a una f.d.p. propia definida sobre <?: 

SUPUESTO 2: {Q,}~ 1 es una sucesión de vectores aleatorios i.i.d., que tienen como 

densidad común a la función de densidad de Mu es treo de Importancia AJ I( O). 

SUPUESTO 3: El soporte de M 1(0) incluye a 0. 

24 
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SlJPl"ESTO 4: E (h (0)) es finita. 

Los supuesros 2 y 3 son específicos para el método de integración Monte Cario con 

l\Juestreo de Importancia. pero el tercer supuesto no siempre se cumple. 

Bajo cierta' circunstancias es recomendable no trabajar con las constantes de normali­

zación para.\! l (O), y reexpresar 9n' ecuación (1.22), en función de .\J !"(O) = d- 1 M l (O). 

Denotando la función de peso como 

p(O) 
w(O) := MJ•(O)' 

entonces de la ecuación ( 1.22) se deduce 

t~ 
- i=I .\//•(O,) 

g,.= t~ 
i=I .\f /•(8,) 

f:: g(O;)w(O;) 
i=l 

f:: w(O;) 
i=l 

Teorema 2.1 Bajo los 4 supuestos anteriores y denotando a E [g (O))= g, entonces 

9n ~ E(g(O)] =g. 

(2.1) 

(2.2) 

Demostración.Como 0 1 , ••• , On son i.i.d. y utilizando la Ley Fuerte de los Grandes 

Números (Teorema 1.2) se tiene que 

-1 '<"""? 3(8,)p(B,) ~E [~] 
11 L..a=I .\//'(B.) .\ti M/ 0 (8) 

y adicionalme11tc 

-1 "'" ~ c .•. E (_&U_J 
11 L..i=I .\//'(8,) ---+ '.\// M/•(8¡) 

Jo ~gm:: .\11 (O) do 

c1f• ::~~=:º> .\J J (O) dO 

df8 g(O)p(O)d0, 

d J .S~~~¡ .\11 (O) dO 

cd. 

(2.3) 

(2.4) 

Las convergencias (2.3 y 2A) pueden escribirse haciendo uso del Teorema 1.2 como 

lim 11- 1 t g (O;) p(O;) = d [ (O) (O)dO 
n-+eo i=I A-f J• (O;) Jo g p 
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converge con probabilidad 1, y 

. -1 ~ p(O,) 
11111 n ~ --- = cd 

.,_,= •=t ,\J /·(O, l 

converge con probabilidad 1, su cociente cumple que 

-1~~ 
n ¡;;-1 M/'(8,) _ df8 g(O)p(O)d0 

lim n - d 
n->:x> -1 ........ ~ e 

n i;;-1 M /'(8.) 

converge con probabilidad 1, como el cociente de las integrales anteriores es igual a g,. 

(ecuación 2.2). aplicando de nuevo el Teorema 1.2; g., con\'erge a g con probabilidad 1, 

escrito como: 

_ c ... df9g(O)p(O)dO 
g,. ~ cd = g. 

o 

·Estos resultados proporcionan una aproximación a g (O) que pudiera considerarse pobre 

dado que nada puede decirse acerca de la velocidad de convergencia, qÚe depende de la se­

lección de Af l tO). De hecho, para algunas.\// (O). g., puede tener un mal comportamiento 

(ver el Capítulo de Simulaciones gráficas 4.3,-1..t y ~ .. 5). Una posible solución es encontrar 

la distribución de g,. y tratar de minimizar su varianza. 

Teoren1a 2.2 Si en adición a los supuestos anteriol'Cs se tiene que 

y 

son finitas, definiendo 

Ep [w(O)] c- 1 fe 1c(O) p (O) dO 

- 1 J. ...1'J!.L_ do e e .111•¡a¡ 

c- 1 feg(0) 2 w(O)p(O)d0 
-1 ~ e fe ,\I/•(O) dO 

u 2 _ d- 1 E¡;((g(O)-g,.}1w(O)] 

c- 1d- 1 fe (g (O) - 9 .. )2 w (O) p (O) dO, 
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y 

(2.5) 

entonces 

y 

y 

que 

112 (- -¡ \' (o i) n Yn - 9 = · ·O' • 

Demostración.Si se define A (O)= g(0)1c(O), se observa que 

11-
1 L:i'... 1 A (O;) 

?in= l )º n- L:i'=• u• (O; 

Por el Teorema 1.2 se tiene que: 

" 
n- 1 1>-1 (O;) =4· E.\11 [.-1 (Oi)] j..t(O).\ll(O)dO 

d j g(O)p(O)dO 

cdEp [g (O)] 

i=l 

cdg. 

n 

11- 1 L w (O;)~ E [w (O;))= cd. 
i=l 

A continuación y con base en el Teorema I.:3 (Teorema del Límite Central) se demuestra 

n•/2 (9 .. - 9) =.V (o.a2). 

De acuerdo a la Definición 1.8, sea 

~-n . 
_ 1¡2 ( n- 1 L:i=i A (O;) - E [11-

1 ¿:~ 1 A (O;)] ) 

11- 1 L:i'.: 1 w (O¡) - E [n- 1 L:i':, 1 w (O;)]· 
(2.6) 
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.-\hora se dc•muestra que T,. se distribuye asintóticamente Normal Bi\'ariada con vector 

dt• medias 

y matriz de varianzas-covarianzas. 

Var(T,.) ...-L., 

== ( 1·<11' P..~ A (O, 1] 
COl' [(4,ti··\(0,)) · (4,t

1
1c(0,))] 

cot• [(4,t1.[4 ~,)~ · (4,t]1 w (o,¡)] ) . 
l'ar '7- L u· (O;) 

r=J 

Comenzando por el cálculo de las \'arianzas y la covarianza, 

y 

~¿:;°= 1 1·ar[..t(O,)] 

1·ar[.·\ (01)] 
f [A (O) - cdgj 2 .\! I (O) dO 

f A (0) 2 .\! I (O) dO + (cdg) 2 - 2cdg JA (O) .\f I (O) dO 

J g (O !1 
u· (0) ,¡-(l~}¡ 01 .\JI (O) c!O + (crf!d - 2cdg f g (O) u-fl:~(o¡ .\JI (O) dO 

d J g (0) 2 
ti' (O) p(O) dO + (cdrd - 2c<f1g f g (0) p(O) dO 

cd f g (0.1 2 
t1· (O) '' 1,~ 1 dO + (cdg) 2 

- 2c2d 2g f g (O) P~l dO 

cdE,. [9 ( 0) 2 
u· (O) J + (cdg) 1 

- 2c2cl1yE [g (O)] 

cdEP [g ( 0)
1 

te (O) J + (cd!J) 2 
- 2 (cd.g) 1 

[ 2 J 2 cdEp g (O) w (O) - (cdg) 

~ L~=I uar [w (O¡ lJ 
i·ar [w(B1 )) 

f [ w (O) - cd)2 .\! J (O) dO 

f zt• (0) 2 :lf I (O) dO + (cd) 2 
- 2cd f zc (O).\! I (O) dO 

f u·(B)p(O).\l l(B) dO + ( /)2 _ ·J d f PC<'1.111101 dO 
d-',111(8) ce -C d-•.11110¡ 

d fu• (O)p(O) dO + (cd) 2 
- 2ccl1g f p(O) dO 

cd f !!!J/lp (O) dO + ( cc/)2 
- 2c2 d2g f P~l dO 

cdEp [w (O)]+ (cd) 2 
- 2 (cd) 2 

cdEp [w (O)J - (cd) 2
, 



por tiltimo el cálculo de la covarianza: 

COl' (.¡;¡¿:;• '-~(8,) .¡;¡¿:;:_, ~tel,l) 
n ' n 

~cot· :¿:;;,1 .-\\01 .1,2:;'.,, 1 w (O,)] 

~ I:::;,1 COl' [A 1 o,). w (O,)] 

f [.-\\O¡) - cdg] [w (0 1 ) - cd] .\//(O)dO 
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J [A (0) u· (O) - cdA (11) - cdgu· (11) + (cd) 2 9] .\//(O) dO 

cdE(.-\(11¡)] - (cd) 2 g- (cd) 2 g+ (cd) 2 g 
J [dA (11) - ccl2g (O) - ccl2g] p(O) dl1 + (cd) 2 g 

cdE [g (O) 1c(O)] - (cd) 2 g. 

Se nota que las varianzas son po~it ¡,·as y no dependen del tamaiio de la muestra. ,·eri­

ficando así el primer inciso de la Definición 1.8. 

Sea ,\ un vector de escalares ,\' = 1. ,\ 1 • ,\~ )1 para verificar el segundo inciso y H'r la 

normalidad asintótica bivariada de T.,. entonces ,\ multiplica a la matriz (2.6) como sigue 

,\'Tn = ,\1 [ ,/ñ (11-1 t..-\ (O;) - E [A (O;)J)] 

+,\2 [ ,/ñ (12-1 t. u· (O¡) - E [w (11,)J)] 

fa (11-1 t.(.\1...\ (11;) + ..\2w (11;))) 

-,/ñ Pi E [A (Oi)] + ..\2E [w (Oi)]). 

Cumpliendo lo siguiente 

donde 

y 

.\'T~ -
--- ==> .\ (O. 1), 

br. 

6~ \'ar(Tn) 

·'L"..\' 

..\'Tn • vn {11-1 L~'... 1 (.\¡.-\ (O¡) + A21t· (O¡)) - (.\1 E [A (O¡)] + ..\2E [u· (O¡)])} 
-g;;-= 6n 

Entonces, aplicando el Teorema 1.3 

.\'Tn--. .-\.\"(o. 6~), 



y como consecuencia 

T,. ~ ASi [ ( ~ ) . 2: .. ] · 
Se denota una nueva variable por 

_l_T. - ( 11-
1 L~=l A (O¡) - E [A (ti¡): ) - 4 y [(o) .!. L ] 

fo " - 11- 1 L:~=l w(O¡)- E[w(ll1JJ .. 
2 

O 'n " 

que cumple claramente con 

entonces 

Pu<>de decirsr que el vector 

1 >.'T. 
;¡;i n \º O -¡~~-t.!) 
b,. y ll 

~,\'T .. ~ AS [o. _!_é~] . 
vn 11 

sobre la Proposición 1.6 (pág. 9) sea e~= 1/11. verificando lo siguiente. 

y sea la transformación 

c 1 == _!_ ~ O cuando 11 -t =· 
n ll 

X1 +E [A (Oi)J 
X2+E[w(O¡)J 

:30 

quP es cont irmamente diferencia ble. aplicando la transformación H al vector ( 1/ yíl) 1:, 
·queda como 

H (-¡-T.) = n-1 I:~1 .-1 (0¡) 
fo n n-1 I:~:=t u· (O,) 

(2./) 

y sc>a D la matriz de 1 x 2 como se describe en la Proposición 1.6 igual a 

D ( 
-9H ·3fl) 
.::,.\'1 • :3fS2 X:=ü.X2=0 

( 
1 _ .\'1-E[Af8¡)) ) 

.Y2+E(u(ci1)]º 1.\'2-E(,¡!11)J)2 

( .!.. - .i.) c:dº i:d . 

De acuerdo en la forma como se definió Yn• ecuación (2.2). se expresa como en la ecuación 

(2.i) 

( 
l ) 11-

1 I:i=1 g(O¡)w(O¡). 
Yn =JI =nT" = ' V" n- 1 L~t w(O¡) 
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y la Proposición 1.6 dice que 

donde 

( 
1 ) , (E[A(O¡}) _ 1 ~ ') 

fl --r.':T" "' A.\ E ( (O )) = g. -D L.. D , 
V 11 • lL' l ll n 

D' = D ( var[(A(0 1 ))j cou[A(Oi),w(O¡)J) D' 
co1•(A(0 1 ).u·(01 )] l'a1'[1L'(0 1 J) 

( 
1 g) ( l'QI' [(..t (O,))] COI' [A (O,). ll' (O,)] ) 

cd'-cd cot'[A(01 ).w(Oi)] 1·ar[w(O¡)J ( _:\) 
cd 

C~J ( i•ar [.-1 (O¡)) - yco1· [A (0 1 ). ll' (O¡)). cm· [A (O¡), lL' (O¡)] - gl'al' [w (O¡)j) ( ~~\ ) 

c:J 2 

(l'ar [(A (0 1 ) )] - gcu1· [:1 (O¡). ll' (O¡)J - gcov [A (01 ), w (01 )) + g 2 uar [1c (O¡)J) 

( cd)- 2 
( l'QI' [(A (O¡) )j - '2gco1· [.-1 (O¡}. 1c(O, )] + on'1 

VQI' [w (o, Jl) 
_ 1 ( cdE" [g (0¡)

1
11• (O¡)] - (cc/g)

2 
- 2gcdEp (g (O¡) w (0 1 )) ) 

(cd) , . . 
+2 (cd!J¡- + g 1cdEP [w (O¡) J - (cdg) 1 

-2( j[ 2 2 ]p(O)) (cd) cd g(O) 1L'(O)-gg(0)11·(0)+(g) w(O) -c-dO 

(cd)- 2 (d j [9(0) 2 -gg(O) + (9)1
] w(O)p(O)do) 

c 2 c1- 1 j [g (O) - g] 2 w (O) p(O) dO. 

Aplicando ul Teorema 1.3 y de acuerdo con la Definición l. 7 se tiene 

n112 (9,. -g) =>.V (o,a2). 
donde 

a 2 = c- 1c1- 1 j [g (O) - g) 2 p(O) w (O) dO. 

Como a 2 es desconocida y difícil de calcular en forma analítica se construye una variable 

(ecuación 2.5) tal que 

Sea 

~ 2::1': 1 (g (O;) - 9n] 2 w (0;) 2 

(~ r:r=1 w(O;)J2 
(2.8) 
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~ L:;'.,, 1 [Y (0,) 2 
- 2g.,g(O, 1 + Lfi,, )2

] 11· (O, )2 

[ ! "''._ ll' (O l] 1 
'• L...-i-1 

Entonces cada una de las sumas tiene valores O, independientes y por el Teorema 1.2 cada 

elemento de (2.8) converge en forma casi segura a 

J (<g (O) 1c (0)) 2 
- 2gg (O) 1c (0) 2 + (yw (0)) 2

} .ll l(O)dO 
¡¡,,ce1 1 -29g(<IJ+7i'luce¡ 1 .\f ICOJd(OJ 

(Ju (B).lf/(O)d(o)j' 

d f(g(O)-J) 1 u(0) 1 p(O)d(O) 

(dJ' 

c- 2d- 1 J(g (O) - 9¡2 p (0) 11• (O) dO 

ª2 

lo cual finaliza·la demostración. 

o 

En la siguiente sección se estima el intervalo de confianza para E [g(O)] utilizando las 

herramientas demostradas anteriormente. 

2.1 ESTIMACION POR INTERVALO DE LA ME-

DIA POSTERIOR DE UNA FUNCION 

En esta sección. se hace un breve cálculo para la estimación de un interrnlo de confianza 

de la esperanza de la función g(O) graficando para diferentes longitudes. los tama1ios de 

muestra respecti\·os que se necesitarían. 

Se sabe' que 

lºna forma alternatirn de expresar a na~ sería 

-2 :L:~0 (g(O,) -g,.)2w(0;) 2 1 
nan=n* ""(O) *n"n O) 

L.Ji=O tu i ñ "-'i=O w( • 
(2.9) 



De acuerdo al Teorema 1.2 se cumple lo siguiPnte 

l " 
-)11·(B,) :.:..~·rd 
1l ~ 

y si se multiplica por (2.9) se tiene la siguiente expresión de la \·ariam~a 

Por el Teorema Í.3. 

a 
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(2.10) 

<lond0 

puede verse 

Z ~.\"(O. 1 ). Con las definiciones de la sección sobre modos de Convergencia 

( :2. l l) 

Si se multiplican las dos ecuaciones anteriores. (:2.10 y :2.11). y si se altera la convergencia 

en distribución por una constante, entonces 

Ña 
*--- = (j 

../CdiJ( 9n - g) D z - ~. a 

donde Z ~.\'(O, 1). De esta forma se pueden calcular los inten·alos de confianza. 

Se desea encontrar un valor de a tal que 

[ 
vcdn(g., g) J 

p -a < a - < a = 0.9.j, 

Trabajando con la parte central se deduce el siguiente intervalo para la media 

g E (y,. - a :-.-d . 9, +a ~/ ) , 
v can vean 

donde. de acuerdo a \'alores en tabla de una distribución normal estándar a = 1.96. En 

cierto modo puede considerarse al segundo factor de la suma como una longitud. Basándose 

en esto surge una pregunta ¿,para que tama11o de muestra se tiene Ja longitud deseada?. 

Esta es una de las n•ntajas que asegura el Teorema :2.:2 del Capítulo 2. 

Haciendo unos pequeüos despejes se encuentra el tamaño. Sea L la longitud propuesta 

del intervalo. entonces 

L =·)*ª~ - ../Cdn 



3-1 

y por lo tanto 

11 

Así para u11 tamaiio de• muestra inicial se encuentra otro nuevo tamaiio de acuerdo a 

una longitud propuesta y a;;Í sucesivamente hasta asegurar tener una buena aproximación 

para la esperanza. 

En la siguiente figura (figura 2.2) se grafican los tamatios de muestra estimados coutra 

la longitud de intervalo con un tamatio de muestra inicial. 

Las gráficas 2.2 fueron g<'neradas con el programa llamado "mn .. que se encuentra 

codificado en c•J Apéndice. 
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Capítulo 3 

CONVERGENCIA DEL 

MUESTREO DE SUSTITUCION 

SUCESIVA 

Dentrn de este capítulo se detalla una prueba general de convergencia desarrollada por 

Scl~er\'ish :\!. y Bradley ( 199:2) para distribuciones arbitrarias continuas, la cual supone 

que las distribuciones condicionales usadas en el algoritmos descritos en la introducción 

(págs. 1 i y 19) son estrictamente positi\'as y que el kernel del operador de transición es 

doblemente integrable con respecto a una medida en particular. 

Antes se introducen algunos conceptos bá;;ico:; del espacio de Hilbert que serán utilizados 

en el resto del capítulo. 

3.1 EL ESPACIO DE HILBERT 

Definición 3.1 Un espacio l'CCtorial V ES un conjunto de objetos X, Y, Z, ... llamados vec­

tores, donde se. define a Q el L'tclor cero y para cada L'cctor X; e.riste un vector negativo 

-.\"¡, cumpliendo los elementos de V los siguirnlt;s a.riomas: 



la adició11 dt los 1•tclorcs SE .rnjF/a a las siguientes rrglas: 

¡a) X-+-)"=)" -t- X (/1.11 rrmm11tali1•a): 

(b} X+\)" -t- L) =(X+ }"l -t- /.(ley asocialit•a): 

(c} X+ Q =X; 

(d} X+(-X)=Q: 
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srnn ,\, ¡1 csccila1·cs, la 11111/liplicació11 de los i·eclores se sujda a las siguientes reglas: 

(a} ,\(X+ Y)= .\.Y+,\}": 

(b} (,\ -t' JI) X =,\X+ ¡1X: 

(c} (,\¡1) X = .\ (¡iX); 

(d} IX= X. 

Definición 3.2 {'na rslruclura 1 · = (V.+.-.<>) es 1111 espacio de producto inler110 si 

J. (V.+.·) es 1111 espacio 1•eclo1·ial: 

2. <, > es una fu11ció11 que asocia 1111 111ímem co11 cada pa1· de 1·rcto1'Cs en \/sujetos a 

las sig11ie11lcs l'íglas: 

para todd X, Y. Z E V y,\ E R 

(a}< X.}">=< Y.X> 

(b} < X + Y. Z >=< X. Z > + < }·-, Z > y < X,}'+ Z >=< X. Y > + < X. Z > 

(c} < ,\X. Y >= ,\ < X, Y > 

(d} < X, X > es 1111 mímero real no negaiit•o, y < X, X >= O si y sólo si X es el 

vect 01· cero en V. 



Un espacio de producto interno con la propiedad adicional de completez es llamado 

espacio d,• lli/ln rl. Para d<'linir completez es n<'cesario PI co11n•p10 de una s11cesión de 

C'auchy. 

Definición 3.3 La norma de producto interior sobn \.' es una función de V a R definida 

pam cada X E \/ por 

llXll =V< X. X>. 

Teorema 3.1 La norma de producto i11ffrio1· sati;;face lo siguiente: 

para todo X, y· E \. y..\ E R 

(a} llXll ~O, y la igualdad se cumple si X= O, 

(b} ll..\Xll = l..\l llXll: 

(c} llX + Yll 2 + llX - Y¡¡·i = 2 llXll + 2111'!1. 

Demostración.Ver Co!J('n (1989, p<Íg.16). O 

Teoren1a 3.2 (La drsigua/dad de Cauchy-Sclnca1·=J. 

Pam todo X, Y E \! 

I< X. y >I::; llXll llYll· 

Demostración. Ver Cohen ( 1989.pág. 1 i). O 

Definición 3.4 L'na sucesión {Xn} en \ · com·c1'!}c en norma a un l'eclor Y E \l si y sólo 

si 

.E!1~ llXn - Yll =o. 

Definición 3.5 (Sucesión de Cauchy). L'na sucesión {Xn, n = l. 2, ... } de elementos de 

1rn espacio de produclo in/f1'110 sr dice que es una sucesión de Cauchy si 

llXn-Xmll-tO cuando m,n-too, 
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i.e. si para cada f > O e.riste u11 entao positil'o .\'(;;) tal que 

llXn - X,,.11 <;; para toda 111, 11 > N(f). 

Definición 3.6 (Espacio de Hilbel'i). Un espacio de Hilbert H es un espacio de producto 

i11te1·ior el cual rs co111plrlo. i.e .. u11 espacio de producto interno en el cual cada suasión 

,¡, Caurhy {X,.) co11t·c1'f}f c11 norma a alg1í11 clcme11lo X E H. 

Definición 3. i . { ·n co11)1111lo de 1·fflores X., fil 1111 espacio de Hilbe1·t H. do11de a rcco1Te 

algún conjunto de f11dicrs A. se dice or/011onnal si satisface las relacio1u,< de 01·to9011alidad 

< X.,. X.3 > = O pa m todo a i .3. a E ..! . .J E ..! y si es/<Í normali::ado de modo que llX0 IJ = 1 

para toda a E.-\. En otras palabms {X,,) es ortononnal si 

< X,, • X,¡ > = { ~ SI Q = ¡3 

SI Q i ¡3 

Definición 3.8 l'na suct.sión de {fn)~ 1 en el espacio de Hilber·t H, co11t'ffge (o com·er'f}e 

f1urte111rnlE) a f .<i < fn - f. fn - J > corJL'fl'!Jf a cero. La sucesión COlll'ET'ge dibilmenle a 

J si para cada •11 E H. < fn· 11 > co11t'C1'9E a < f. u >. 

3.1.1 OPERADORES ADJUNTOS. 

Definición 3.9 Srn una cohcción T de s11bconju11los de 1111 conjunto X. se dice su una 

topología X si T cumple las ll'es si911icnlfs pmpicdades: 

l.0ETy.\ET 

J. si Vi E T, i = 1. 2, ... , 7l, entonces Vi n 112 n ... n Vn E r, 

3. si{\·'.,} ro una colección arbitra1·ia d.e miembros de T (finita.numerable o no numera­

ble),enlo11ces U0 V0 E T. 
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Si r es 111u¡ 10¡1.,logi'a t 11 X u1tonces es llamado 1tr1 espacio topológico y los miembros 

tif T -'Oll l/11111ado.• /,,,, collJlillfo., abiu·tos dr .\. 

Definición 3.10 St drno/a como L 2 (JI. L::. S)a la colección de /odas las funciones com­

plejas medibles J sobn 1m campo L:: dt subconjuntos dt un espacio lopológico S para las 

que 

J /!1 2 
dp < :x:. 

Los elementos de L 2 (¡1, ¿, S) sc> dc>uominan funciones integrables Lc>besgue (con res­

pecto a JI ) o funciones sumables. 

Definición 3.11 Cualquia mapw lineal T: 11-+ H se1·á llamado un operador. 

En particular 1 c>s el opc>rador identidad, O es el operador cc>ro y .\/ es el opc>rador 

escalar. 

Definición 3.12 El adj1111/o de 1111 operador{° es el opcradorl .. la/ que para /oda J.g E/!, 

< U(f),g >=< J,C"(g) >. C11 operador e ES a1do-adju11/o si e= u· .. (operador 

Hermifiano}. 

H. H. L dc>notan espacios de Hilbert. 

Para abre\';ar se utiliza la siguiente notación donde Tes tú1 operador y X E H 

T(X) = TX. 

Teorema 3.3 . Si S: JI -+ /\' y T: H -+ H son mapeos /i11wles co11fi11uos y..\ un escalar. 

1; ¡s + rr = s· + r 

2) (..\T)" = ..\ªT" 

3) (T·}·"jX) = (YITX) para toda X E H,Y E K 



4) (T")" = T 

sJ 11rr11=11rr·:1 = JiTl!J 

6) T"T =O.= T =O. 

Demostración. Ver Berberian ( 1976, secc. 8, pág.132). O 
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Teoren1a 3.4 . Si T : H --+ I\' es 1111 mapco lima/ co11ti11uo, e.riste u110 y sólo u11 mapeo 

linEal co11tiri110 

la/ que 

(T XIY) = (XITT) 

para toda X EH, Y E/\·, se tiene que JIT"JI = l/Tll · 

Dernostración.\·er Berberian (19i6, secc. 8, pág. ·1:31). O 

Teore1na 3.5 . Si T /{ --+ A. y S : 11· --+ L so11 mapeos linrnhs co11ti11uos, e11lonas 

(ST)" = r·s·. 

Demostración. \"er 13erberian ( l 9i6, secc.8. pág. 1 :33). O 

Definición 3.13 . (Op' mdol"fs llilbET"i-Schmidl). Si d espacio df Hilbffl es represrntado 

como un fspacio L 2 (S'. '5:.. ¡1 ). co11 medida posilit·a ¡1,rnlonces los operados Hilbal-S'chmidt 

so11 aquellos operadores k /cniuulo una rep1·esentació11 en la forma 

(l.:f)(s) = fsk(s.t)J(t)¡l(dt). f E L 2 (S,'5:..µ). 

donde 

fsfs1k(s,t)l
2

µ(ds)µ(dt) < oo. 



42 

En algunas de las i11t,rprdaciorns df la tto,-,"c1 <h los opuador·c.< de llilbcrl-Schmidt .>f 

supone quf d l.:rrnd 1.- fS lf<T111itiarw ,,jrr¡(/nco df la/ 111<111'1·a q111 d rorTc8pondiu1te OJlfl'll­

dor e8 auto-adj1111to. A t•eccs ·"-"" 111•Jor tmba,;ar ,-011 1111 t>'pacio dt}inido t 11 rl L,-f.-¡uu w 

y puedu1 ser definidos los optrador·t::- como: 

srn {.\".o E A} es un conjunto orlonormal compltto en el espacio de Hi/bert. l'n 

optrador lineal acotado T se dice ser un "operado1· Hilbert-Schmidt" si la cantidad JITll 
definida por la cc11ación 

1/2 

llTll = { 2:: ITX"l 2 
} 

oE.4. 

es finita. 

Definición 3.14 l'n operador C es completamente continuo si cada conjunto acotado 

H ~ H es maprndo succsil'amente a un conjunto compacto por U. (Esto es, cada suCEsión 

01 (' (8) tiellf una s11bs11cesió11 corit'Cl!Jflllf). 

Teoren1a 3.6 Operndomdons completamente continuos. 

Si para ca,(a E> O c.riste un operador completamente continuo .4< tal que 

ll(A - . ..\,)11 ::SE llfll 

para J é 11 t11fonccs el opfrndo1· .-\ es complttamente continuo. 

Demostración. \'er .-\khiezer and Glazman ( 1961. sección 28. pág. 2i). D 

Teorema 3. 7 . (El espectro de un operador completamente continuo auto-adjunto en R). 

Cada operador no-cero comp/tlame11te continuo auto-adjunto A tiene una succsión 

de eignwector~s (finita o infinita) e¡, e2. e3, ... pertenecientes a sus eigenvalons 110-cero 

..\1, ..\2, ..\3, ..• 
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tal que parn cada t't cfor f tfr la forma f = Ah la relación de Parset•al 

11/11 2 
= I:i(f.ekl! 2 

k 

se cumplE. 

Demostración.Ver :\.khiezer and Glazman {!961. secc. 55, pág. 127). 

Teorema 3.8 (Trnrfma espectral parn espacios dimr11.sio11alme11/c fi11itos). 

Si .4 rs 1111 optrador He1·111itia110 rn /J, entonces r.rislc una base 01·to11ormal 

B,1 = {X1 ... .,Xn} pam H con l'fspccto a la mat1·i: diagonal para A (todas las u1tmdas no 

diagonales iguales a cero) 

.4 = ( "· o ) 

o ,\,. 
y 

(a} ,\k t.<l<l 01 la diagonal .<i y sólo si ts una cigu1l'Cllol' de .4: 

(b} para toda k, .l'k E 5(.4.,\); 

(c} para toda,\ E A . S (A.,\)= spa11 {.rk l·rk E BA y,\= ,\k}; 

do11dt S (A.,\) = {.r ¡.r E /J y .-1.r = ,\.r}. y si S ~ H se dcfi11t el spa11 de S como la 

in1Ersccció11 de los sig11it11tcs co11j1111tos n {1• I'• fS llllCI subtspacio rn H con s ~ /.:}. 

Demostración. Ver Cohen ( 19:39. págs. /.5, 76). D 

3.2 PRUEBA DE LA CONVERGENCIA DEL M.S.S. 

Sea Y = (Vi, ... ,}·~) un vector aleatorio. Para cada i = l, .. .,p, sea 

J(i) {.r) = h,¡{l'",,r;t1} {.r) 1 



que es. la densidad condicional dado }·~ = .r, para i =! j de }·¡ en .r, con respecto a una 

medida .\,. Para dos vectorPs } · y l ''. Jpfüwn para rada i = 1 ... ., p - 1. 

yli'l = (.i¡1 ... , y¡, Y:+I' .. , y~). Por con\'eniencia . S1'a 

}·10•¡ = (}"•'· .... }~)=Y', 

}'(p') = p· ..... }'~) = }", 

y 

¡101 (y)= Íl' (y). 

Sea JI la medida definida por 

¡1(:-\) =J.. frJ(y/'\P(y), 

donde ,\Pes el producto de las medidas .\ 1 x ... x ,\P. Sea Ji el espacio de Hilbert de funciones 

que son doblemente integrables con respecto a una medida ¡i. 

(3.12) 

El producto interno en Ji es 

< f.g >= J f(y)g(y)d¡l(y). 

i\ótese que fy E H ya que 

J 2 1 J [f¡· (y)] Ji- (y)dp (y)= J¡- (y)d.V (y) 

= 1 < = 

y por tanto H no es \'aCÍo. También se nota que el producto interno depende de la de11sidad 

f¡· y no puede calcularse explícitamente si la función no es conocida. La razón por definir 

así el producto interno es que hace más clara la demostración y garantiza que f¡· está en 

el Pspacio de Hilbert. 

Se define el operador T sobre H por T (.f) = b si 

b(y)= j K(y 1.y)f(y1 )dp(y1
), 



..j.) 

donde 

1\ (y',y) 

j(OJ (y'). jllJ (y(!') ..... f(PI (yj 

!>-(y') !1·,w; ..... 1;: (Y1 1 y~ .... , y~) ..... h,¡Y, .... ,Y,_, (Yp 1 y¡, ... , Yv-il. 

Es claro que este operador proporciona la transición de la función de densidad conjunta 

para } · en una iteración del .\/.S.S. a la densidad de la siguiente iteración. Esto es, si f 
es la densidad t·onjunta (con respC'cto a .\I') de las obsen·aciones muestreadas a la iteración 

i. entoncC's T(f) C'S la den;.idad conjunta a la iteración i + l. OC' aquí que sea cierto quC' 

T(f1·) = Ji· , y puede \·erse que / 1· es una eigenfunción de T con eigenvalor l. 

Se demu<'stra que ¡,·(y'.y)/f¡· (y') es una función de densidad con respecto a ,\P como 

función de y. dt> acuerdo al Teorema 1.-1 

J /\'(y'. y) d.\ 1' (1¡) 
Ji- (y') . 

entonces 

j 1!1 (y'))-
1 h (y') fi-.w; ... 1; (!11 1 y;. ···Y~)···· (:3.1:3) 

·· · Ílj.l\'1 ••••• lj.- 1 (!/p j !/l• ··•Yp-¡) d,\P (y) (3.l·l) 

j fi-.w; .... 1;: (!11 1 y; .... y~) · ··· · h,.w •..... i-._, (!/p 1 Yt···•Yp-iJd>..P (y) 

1 • 

J f\(y'.y)c/,\P(y) = fl'(y'). (3. !.:>) 

Lema 3.1 El i·alor má.s grandt dd f igrnrnlor dd optrador T es J. 

Den1ostración.S" supone que e es un eigen,·alor <le T con eigenfunción f. Entonces 

T(f) = e f por la desigualdad de C'auchy-Schwarz se cumple que J llJ (y lll d,\P (y) < oc 

junto con el desarrollo de la ecuación (3.1:3) se tiene 

c J J llf (y)ll d,\P (y)= J l!T(/) (y)jj d,\P (y) 

J ilf /\'(y'.!/) f (y') c/¡1 i y')ll c/,\P (y) 

::; J J A'(y'.y)d.V'(y)llf(y'JlldJL(y') 

J 11! (y'Jll Ji- (y') CÍJL (y') 

J llf (y'lll d,\P (y') 



entonces 

1c1 j :IJ (!1)JI <f).P (y)~/ 11.f (.v')JI d,\P (y') 

de donde se sigue que 1 e IS 1 C. 

De acuerdo a la Definición 3.13, el operador Tes de tipo Hilbert-Schmidt si 

J J l J\ (y',y) 12 d¡l(y') dp (y) < OO. 
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En este caso d operador Tes completamente continuo de acuerdo al Teorema :3.6, segtin 

.-\khiezer and Glazman ( 1961 ). 

El adjunto de Tes r·, definido por r· (/) = b si 

b(y) = J Í\. (y,¡/) f (y') dp (y'). 

El siguiente Lema demuestra que ambos o¡wrndorl's son muy parecidos. 

Lerna 3.2 El opt radar· T" co1Ttspondc a una t'< l'sión del .\/.S.S. e 11 la cual las coordc nadas 

f,,/á11 acluali:adas fil d or·dui opuu;/o. 

Demostración.Sea A"• (y'. y) = Í\. (y. y') .Para cualquier vector p-dimensional a. sea ª\• 
representa el vector (p-1 )-dimensional. el cual es igual al vector a pero no tiene la i-ésima 

coordenada . Con esta notación es posible escribir 

n;·=O /¡- (y!•'l) 
n;=I .fi\. (v~:'>) 

I f¡ (Y1. !/~· .... !/~) fd.111. !/2· y; ... ., y~) f¡· (y) 
f¡· (y ) ... ---'----'---

/¡\ 1 (y~ .... ·!!~) fi\, (Y1. y~ ..... Y~) .fi.-,p (Y1 • Yi ..... !/p- i) 

Ji- ( u'l !ri !l'í ..... 1-.~ (u1 Ju; ..... Y~) · ... · Íl'plY• ..... 1;._, (yp IY1 . .... !/p-1) 
p 

rr.ri·l v·l) 
1=0 

Para vectores Y . }-''. se define, para cada i = 2, ... , p, }'(¡•¡ 

Por conveniencia 

}'(1•) =(}'¡, .. .,}·~)=y' 

l'(o•¡ =Y' . 



Se sigue dt' la igualdad anterior que 

/\'" (y'.y) 
n;=O fr (Y¡.')) 

n;=I fi\, (Yt.')J 
fl- (y') f¡-(y) · f¡-(y;.y2. ····Yp) 

Ji;,. ... \·°p (y2, .. ., Yp) f1·1 .Y,. .... t¡. (Y1, y3, .. ., Yp) 

f¡.-(y; . .. ., Y~-1· Yp) 

... Ji·.- ..... \~-· (y~ ..... y~-1) 
fr (y') fi-, 1l"z .... .l",, (Y1 l.112 • .... Yp) · ... · fi-,,11·1'. •••• \·~-• (YP /y; ... ., Y~-1) 
fu(•) (vt,.,). 
i=O 

-ti 

el cual es precisamente el kernel del operador de transición (con respecto a JI) para el .\!.S.S. 

en el orden 0puesto D. 

Se demuestra en el siguiente Teorema que las iteraciones sucesi\'as de .\!.S.S. convergen 

fuertemente a f¡· y que la tasa de convergencia es geométrica en el espacio normado de 

Hilbert. 

Teore111a 3.9 Con la notación a11terio1· y suponiendo qut se cumple para el operador T 

la propitdad de tipo ffilbert-Schmidt (Defi11ició11 J.J:J) y para algunaµ >O con res¡JCcto a 

JI x JI. E:ristr u11 n1í111f ro c E [O. l) tal que. para cada drnsidad 11 0 E H , la sucesión dr 

J1111cio11c< !In = T ( lln-I) == T" ( llo) para 11 == 1. 2 .... .<ati.<faCE 

·- .:.. .. 
l!un - Ji.-JI :'S lluoll c'' 

para toda 11. 

Demostración. Sea C == T"T. que es: C el operador correspondiente a dos iteraciones 

del .\/.S.S .. una hecha en orden inverso y la otra en el orden natural. De acuerdo al Teorema 

:J .. ') ( 13erberian ( HlGJ)) F es auto-adjunto: también es completamente continuo porque T 

es continuo. De acuerdo al Teorema 3.8 JJ tiene una base ortonormal finita o infinita de 

eigenfunciones. Es fácil ver entonces que. para toda f 

J f (y)d>.P(y) = J T(f) (y)d>.P(y) 



J f(y)d,\P(y)= JJ'"(f)(y)d,\P(y) 

de lo cual se sigue que 

J f(y)d,\P(y) = J l'(y)c/.\P(y). 

Se define el siguiente operador como 

en particular 

V(f) = U(f)- fy < Jy,f >, 

V (f¡-) e Ud - < !Y .Jy !Y > 
f¡· - fv J fyd,\P (y) 

o. 
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(:l. lli) 

Entonces Fes auto-adjunto y completanwntecontinuo. y su norma es el ,·alar absoluto 

de su eigenrnlor más grande. Además. es el segundo valor más grande de eigenvalores de 

l ". Entonces basta probar que 1/1 ·:¡ < 1. Sea r el eigenvalor más grande de V y V (g) = r·g. 

Si ,. =O la demostración es tri,·ial. así que se supone que r /=O . Pero antes se demuestra 

que 

< g.f¡· > ~ < V(g),f>- > 
~ < g, V (f¡-) > 
o. 

Dado que g no es idénticamente O. puede escribirse como la suma de sus partes negati\'a 

y positi\'a, g = g+ - g-. definidos por los siguientes conjuntos 

B {y: g(y) >O}, 

C {y: g(y) < O}. 

Sea O=< f¡·,g > =< f!',g+ - g- >=< fi,,g+ >..:.. < f¡r;g- >,como g no es cero con 

probabilidad uno y f1·· > O entonces < f¡'. g+ > > O y < /!', g- > > O las medidas de B 

y C son positivas (.V (B) > O y ..\P (C) > O). Se muestra por contradicción que /rl < 1, 

suponiendo que /rl = 1 entonces 
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,,; ,. = -1 

Dado que J.:> O (el operador 3.1-5). se sigue que li (g+) (y) > O y U (g-) (y) > O para 

toda y. De aquí que. 

8i ,. = l 

sir= -1 

c<i,. = l 

8i,. = -] 

para y E B, 

parn y E C. 

Como consecuencia U (g+ + g-) > g+ +gr para toda y. Como /g/ = g+ + g-. esto quiere 

decir que 

C(/g/) > /g/ • 

por lo cual 

j l° (/g/)d)..1' > j /g/d)..P, 

que contradice la propiedad :3.16. De aquí que /r/ < l y también que el rnlor más grande 

del operador i· tenga valor absoluto /r/ < l y por tanto se concluye que IJF/I = /r/ < l. 

Si Ir (f) = T (f) - /¡- < /¡-. f > el operador IV" IV es fácil ver que V = IV" 11' 

11--w (f) ¡¡·· (T(f) - /i· < fi-.f >) 

r· (T(f) - /i < /¡-./>]-Ji.-< Ji-,T(f) -h <Ji.-,/>> 
0

T"T(f) - fi- < /¡-.f >-Ji· j [T(f) (y)-fy(y) j f(.T)d,\P(.r)] d,\P(y) 

T"T U J - fi- < fi-. f > -/¡- [j T (f) (y)d,\P(y)- j f¡.-(y) j f(.r)d,\P(.r)d,\P(y)] 

T"T (/1 - /¡- <Ji-. .r > -h [j T (f) (y)d,\P - If(y)d>..P] 

l . (f) - f i < ¡,. . f > - .fd o) 

V(f). 

De acuerdo al Teorema 3.:3 (inciso 5). se verifica lo siguiente 

11v11· 111v·w11 
111v11 2 



de donde 

!111 ";! jrj ~ 

c < l. 

Si fes una densidad, entonces < f>.·, f >= 1 y 

W(f) T(f) -fy 

T(f-fy). 
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Si < J1.·, g > = O. entonces 11 · (g) = T (g) y < f¡·. 11" (g) > = O, de lo cual se sigue que para 

toda n , 

11'" (g) = T" (g). 

Dado que 

< fy, f - h >= J (f(y) - fy(y)) d).P (y)= o 

para cada densidad f. se sigue para toda "' 

IV"(/) 

Así que 

11'" (f - h) 

T" (f- !1·) 

T" (f) - fy. 

1111,,-fyll llT"(uo)-hll 

:S llll'll" lluoll 
c" lluoll 

lo cual finaliza la demostración. D. 

El Teorema :3.9 sc•1iala que una sucesión de funciones de densidad generada por las 

iteracio1ws com·erge fuertemente a la distribución de Y, !1··, y por tai!to converge délJilmente. 

Corolario 3.1 Bajo las condicio11es del Te:orema 3.9. Sea Fo una distribución absolula­

mu1lc continua co11 respecto a ¡t y se supone que dFo/dµ = u 0 E H. Sea F la distribución 

dE } ... Sea F0 la dislribució11 muestreada al comen=ar el ,\f.S.S. y Fn la dislrib11ció11 después 
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de n iteraciones . E.riste un númrl"o e E [O. 1) tal quf. para n1da cn11j1111tn A <Ít Bol"tl 01 

IF., (A) - F(.·1)1:5e"1111011 · 

Demostración.Sea Un = T ( lln- l) cqmo en el Teorema 3.9 y sea e el número que 

garantiza el acotamiento. Sea A el conjunto de Borel en RP y sea 1.4 su función indicadora. 

Se define g = f.4/y, 

Se tiene que 

F(.4.) 

Fn (.-\) 

~ / .. i/1· ll = llfi-11 
{ 

2 2 

F (.-\)::::; l. 

L J¡· (y) d,\P (y) 

J f¡· (y) J..J,d).P (y) 

f f¡· (y)2 l.4d¡1(y) 

< f¡-,g >, 

L !In (y)cf,\P (y) 

Ju,. (y) /..1d,\P (y) 

j f¡·(y)/Aun(Y)d¡i(y) 

< u,..g >. 

y E.-\ 

y it A 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica 

IFn (.-\) - F(.-\)I 

º· 

1< 11,.,g > - < Ji-,g >I 
1< un - fi·.g >I 

'.S ll11n - fi-11 llYll 
:S e" lluoll 
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Existen \'arios trabajos quP desarrollan estudio' sobre la convergencia del .\!.S.S. :\.1-

gunos de los más important<"s son el realizado por Tanner y \\"ong ( 1981), el trabajo prest'!l­

t ado por Clian ( HJ~l:l) sobre la ergodicidad geométrica del :\! u0str<'O Gibbs y t n·s crit.,rio' 

de con\'ergencia qu<' postulan Zellner y ;\fin ( 1995 ). los cuales son aplicables de acu<•rdu a 

la investigación que se realiza. 



Capítulo 4 

SIMULACIONES 

Dentro de este capítulo se presentan ejemplos de simulaciones para ilustrar en forma gráfica 

la inferencia descrita en el Capítulo 2 y la con\'ergencia del .\!.S.S. 

Todas las gráficas fueron ge1lt'radas dentro del lenguaje de programación S-Plus y los 

listados de codificación pueden encontrarse l'll el Apéndice. 

:\hora. bre\·emente se retoman algunos problemas surgidos dentro del capítulo 2. Em­

pezando con ejemplificar, mediante el uso de tres diferentes densidades, el efecto dl' la 

densidad de .\Iu<>streo de Importancia en la aproximación de la integral 

11 .96 -r' /ld 
e :r. 

o 
(-l.17) 

Aquí se retoma el problema de elegir la nrejor densidad de .:\!uestreo de Importancia para 

tener una buí·na aproximación. 

Ejemplo 4.1 E11 las !re.- prilluras gráficas (figuras 4-3.4,.f y .f.5) pucdrn vel'sc las jluc/ua-

ciollt$ dtl miar c.,fi111ado al itcra1·se !'arias t•cccs co11 di/u'(l1fcs tama1ios de muestra . Las 

densidades usada.< /111 ron, en orden rcsptcfÍt'o: Erpo1101cial co11 parámetro :2. Ji-cuadrada 

co11 8 grados de libertad y .\'ormal estándar: todas se iteraron 100 t•cces co11 los siguiu1lcs 

tama1ios de muestra: 1000,3000,5000,7000,10000,1.50000. La forma en que se calculó la 

estimación es similar a la de la ecuación ( 1 . .5) para cada caso. 



Se nota que para igual tama1io dt• muestra existen diferencias en cada densidad. PuC'de 

vt>rse q1w la conn~rgencia para }¡¡ drnsidad .Ji cuadrada <'S lenta comparada co11 las otra~ 

du>: y a ,u v,•z. e11 lo que r··~pecta a Li d"nsidad ::\ormal y Expone11cial. la ,;1•gu11da prest·11ta 

una con\·prg1·11~ia más rápida. A cstú se ag.rega la i111portancia del tainai10 de n1ucst ra. por 

ejemplo, e11 PI caso de la densidad Normal, se debe considerar un tama1io de muestra mayor 

comparado con el que se necesita para la densidad Exponencial. con el fin de tener valores 

si mi lares en prt>cisión. 

Para (•I caso de la solución Je la intt•gral (4.17) se distingue en forma gráfica quC'. compa­

ra! i\·amentC', la densidad ExponC'ncial es una buena densidad de :\luest reo de lmport ancia 

para C'Stimarla. 

Después dC'I cálculo dC' las C'stimaciones se procede a obtener las varianzas de éstas d1• 

acuerdo a lo dPscrito en el Capítulo '2. suponiendo a la rlensidad :\arma! como la densidad de 

:\lu<•strC'o de Importancia adecuada. Esta suposición se hace para ejemplificar la posibilidad 

de ell·gir una \·ariedad de formas para las funciones "g" y "p" dando por resultado diferC'ncias 

('11 los valores calculados clC' }as varianzas (\llC' se l"C'SUil1f'n en }os siguientes dos C'jemp}os. 

Ejen1plo 4.2 St quifn calcular el t•alor cspErado dE una función df i11lcrc'.s con ff-"Pfflo 

a una 1hn.-idad poslu·ior-. El problema apcu·cce 01 1111 caso concnlo donde se mu/liplica y 

dit'idf por· In drnsidad df .\fucslrco df lmpol'lancia pam obtener la csprra11::a df la J11ncion 

original. modificada por algunos t'alor·Es más de ac1u r·do al mr'lodo de inlcgrnció11 .\lonlr 

Cario con una suma .. ·lqu{ debe identificarse cuál es la función dt in!Cl"és y cu<ÍI la densidad 

poslf rior po1·q11E influye u1 la estimación de la t•arian::a. 

Si sc t.>lima d t'alor· df la integral (4.17) 

rl.96 

Jo exp ( -.r2 /2) d.r 

con una densidad Normal con media JI y t•arian::a u 2 como la densidad de ;\luestreo de 

Importancia .. ,e calcula r/ rn/or estimado de la intcgrnl como sigue: 

Caso 1. Sw11 

g(.r) = v':h°l¡o,1.9GJ(.r). p(x) = exp {-;2}, M J" (.r) = exp { ~¡ ( x ~ ¡i) 2 } (4.18) 



con 

fcJ ·96 exp ( -.r 2 /'2) d.1· 

dondf 9,, ts 

y 

~· 

J~~ up;~7!_:,:{:;<T:z) r.~p{-(.r-µ) 2 /'Ja2 }dr -

E vr;1¡0.1961(.r)~xp{-4+t<7l 1 } 

E exp{-4-+1(~)2} 

r1-1 t \/":f;¡(a.1 ~c,(X,)exp{-~+fC~J2} 
¡~J 

n-1 t cxp{-:++!(~)2} 
1=1 

p(.r) .r 2 1 (·r - ¡1) 2 
11'(.r):: :: C'Xp{- ·_J + :-

2 
-~- } 

.\JJ•(.r) ~ 

(ecuació11 (:2.1) ). calcula11do la 1·al"ia11::a como rn la ecuación (2.-5) 

" .- - 2 . {·) (-.1"1 
-1 X,-µ 2)} ,; (g(.\,) - g,,) i'Xp - --¡-'- + T(-"-) 

[" {-1"' ('" )2}]2 '~ t?Xp T + ~I . ,a-u 

o lambiin 

Caso 2.Srnn 

g(.r):: '2J(O.l.9<3)(.r)tr(l-r)i!. p(.z•) = E-r/2 • _\f f" (.1·) = CXj) { ~} ( J': ") !} 
Y Yn de la siguirnlc forma 
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( -!. 19) 



y 

11·(.l'l 
l'Í J') 

.\1 J • 

f -.\'1/l 

t=f(~...:.~)~· 

[E w(X,)]
2 

1=1 
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Siguiendo con lo anterior. se presentan a continuación dos gráficas (figuras ( ·1.6) y (-l. i)) que 

exhiben las \"arianzas de las estimaciones para los casos l y 2 anteriores. ambas confrontan 

los \'alares estimados de la \·arianza (t.•jr• Y) contra el tamaiio de muestra (cjc> X). la pri11wra 

toma el caso 1 y la segunda el caso 2. 

i\ótf'se que• los \'alores de la gnifica ·l,i son 11uís pequt·lios comparados con lo- de la 

gráfica -1.G atín part ienelo de que ~on estimados con la misma densidad de '.\!11e>t reo de 

Importancia. pero con diferencias en la asignación ele las funciorws "g" y "p''. 

Otro t>jemplo interesante s11rgió con la suposición dt• que la densidad :\ormal es una 

buena dc>nsiclad de '.\luestreo de Importancia para el caso de la aproximación dt• la inte­

gral (-1.li). :'\o sólo con considerarla una buena densidad ele acuerdo a las t•stimaci()!Jl'S 

obtenidas. proporciona información suficient<' acPrca ele los \"alores que pudiesl'!l tomar ,-11s 

parámetros. con el fin de minimizar la \'aria11za ele las estimaciones y asegure una IJll<'na 

aproximació11. Veáse el siguient<' ejemplo que describe lo anterior. 

Ejemplo 4.3 J. El p1·i111(r caso es ron 1111a densidad 1\"ormal (Sfá11dar sigui( ndo d 

mismo dtcsan·ol/o como u1 cc11ació11, ( 1.5) con las f1111cioncs g. p,.\11 y 11' definidas 

como: 

con t•arian=n estimada 

contra; 

g(.r) 

p(.1·) 

.l//"(.1·) 

w( .r) 

v'27r l¡o,r.96)( .r ). 

{._,., /2' 

e-.-• /2' 

1, 
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:2. una drn..;i1J.id Sonnal no ud1índar con 11udia diffrcn/e de cero y varian:::a unitaria 

ddalldndn.-. ¡,,,, cdlc11/n . .; pam t .•lt raso: 

Sf d1fhu 11 !11$ funrio11ls g, p y .\// co1110 

g(.r J 

p(.r) 

.\! /(.r) 

/(O, l.9h)( .r) .,!:?1r, 

exp {-.r2 /2}, 

exp { - (r-;µ)'} , 

si se completa la ECtrnción ( J .. J) de la sigui< nlt forma 

Cx 
{ 

2 } { ,,_,.,, 
l¡o.1 96)(.i)up -.1' /2 <'"I' --,--

E ..,j'T;/10.1 96){r)t="xp -r11+µi /l 
E exp{-rµ·ht 2 /l 

t vfl;I10.1 76¡(.\".)t>xp{-X.11+11 1/2} 
1:1 

t '-"xp{-XiJ1+11 2 /2} 
•=I 

9n• 

con función df pfso y rnrian::a igual a 

tc(.r) exp {-.r¡t + ¡1
2 /2}, 

f:(g(X,)-ii,,J'( exp{ -X,µ+µ 2 /2} )
2 

l::::!!l 

(t. exp{-X,µ+µ> /2}) 

d.i· 

Las 2 gráficas siguientes ( -LS) muestran las estimaciones de las varianzas (ecuación 

1..'i) para cada caso. Se puede observar que existen diferencias entre los valores estimados 

siendo que provienen de la misma densidad de .\lueslreo de Importancia pero con diferente 

parámetro. demostrando así que es importante encontrar una densidad de .\luestreo de 

l111porla11cia adPcuada y no sólo Pslo. sino, que además los valores de los parámPtros de 

dicha dP11sidad con lo; cualPs se tenga una mejor aproximación. 

Como una consecuencia de no elegir adecuadamente las funciones "g" y "p" con el fin 

de minimizar la varianza, se observa que el definir las dos funciones anteriores puede no 
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ser lo más con\'Plli<'ntf' de ac11Prdo a lo obt .. nido en el ejt•mplo 'l.2, con fluctuac:io1ws df' 

los valorC's estimados. :\ l'sto ptwdt• anexarse un Illl<'\'O tenia de investigación; en t'>I<' c:a''' 

se podría sugt•rir tomar sólo una función H(.r) en lug11r d,• <lesc:omponerla y así se ndc:u!a 

el cociente 11(.r)/.\/ l bajo el dominio de la función .\!l. tema que no pu.Jo continuar><' 

por el limite del t icmpo. Pero no solo el encontrar gráficamente una buena densidad de 

:\f ucst reo de Importancia asegura tener buenas aproximaciones, falta la especificación de 

los \'alon•s óptimos qtw pudic•sc>n tomar los parámetros de dicha densidad, como se explica 

en el ejemplo -~.:l. 

En t•I ejt>mplo sigui<'nlt' se dt'scriben rnrias gráficas. En ellas se obser\'a que la \'eloc:idad 

df' com·<'rg<·ncia d<• la densidad estimada depende de tres \'aria bles: el tan1aiio de muestra, 

d mimf'ro d<' iteraciont's y el \·alor inicial. 

Ejemplo 4.4 Sig11itndo El de:sa,.,·ollo de la ecuación (J.10) se calcula la densidad 111a1yinal 

de una du1sidad normal bil'ariada geiurando 1·alo1·ts dE las densidades condicionadas y 

dcspu(.s ,.;e aplica la inlcgración .\lo11/e Cario. La de11,•idad normal bit-a riada t(irne co~~'.;) 

parámf!ros el NCtor de medias siguiente p' = ( 12, l '.!) y matri: de t'arian:as ¿ = -l 
0.5 

J. En las gráfims contenidas e11 la figura .f.9 se tiu1rn las t•ariaciones que presfl1ia11 las 

densidades estimadas al fijar el número de ilfl'acioncs y t•ariar el tama1io de mucsil'a 

junio con el l'alor inicial. El primer ro1glón corrEsponde a un lama1io de muestra 

pEquuio co11 lre8 ralorts iniciales que parlc11 del ealor real de la media a !'olores 

completamrnle alejados dE ésta. En los siguienff-< ro1glones se incrementa el tama1io 

dE mufslra. tambiin 8E nota que en El último rEngló11. a pEsar de lcner un valor inicial 

grand( y u11 número de iteraciones fijas. la apro.ri111ació11 es mejor debido al n1Ímfro 

dE donen/os muestreados. 

:!. La siguientes 9 gráficas, figura .{.JO. co1.,.espondEn a un la111a1io de muestra fijo con­

tra l'ariariones e11 las ilcraciones (re11glo11Es. dE mEnor a mayor) y valores iniciales 

(columnas, de menor a mayor}. El primer renglón corresponde a iteracio11es con t•a­

lores que parlen del e.rucio a uno muy alejado del t•alor real. Se nota de que al tener 
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.,ófo 1111a 
0

iftrllció11 ,;r pn.,111/11 1111a a¡J1"orimllció11 ng11lar. y ob.<uTando la.< .<ig11in1/t.• 

grrijfr,1.,"" ,.,, r¡w la.- t1p1·ori111llcioncs so11 mtjnr·,.- conformt a11111fl1la ti 111ímu·o d, 

i/11·111·10111.-. <llin para 1·a/on,; iniciafrs altjados del t"Erdadt:ro . 

. J. E11 las gráficas dt la jlg11rn .{.11. Sl fija u11 1•alor i11icilll gra11dt. t•m·iando el 111Ímero 

de i/fl"acioncs (ro1glo1us) y lamario,, dt 1111lfslrn (colum11as). Puede dú;/inguirse que 

la dfl1sidad es/imada con rnlor inicial gr11111fr M apl"D.rima a la t'c1·dadua dtnsidad 

co11fon111 lllllllfllla d 111Ímrro dr iltrncionrs y el lama1io dF muu;frn. 

Con las figuras antC'riorC's '" muestra que los \'alor<'s obtenidos después de un proceso 

iterati\'o con\'crgen a la \'erdadera densidad. comproba11do t'n forma gráfica el resultado del 

C'apít ulo :3. 

Otra forma de \'er la con\·erg1•11cia se basa en la propuesta por Geweke (1989) que 

consiste Pll los c11artilPs para poder rnonitorear la COIJ\"Prgencia con difen•ntes tamaiios de 

muestra y qut> '"discute en el siguiente ejemplo. 

Ejen1plo 4.5 .'-)i911ic11do rl algoritmo ,fr .\lucslrw Gibbs con tama1io dt 11111t,,fra t•ariablt. 

(pág. 19): al incrc111r11/a1· el lllma1io de 1111ustra. indica q1u fil forma alrnto1·ill sr oblc11g1111 

los dalo.'< q11t guu rará11 a lo.'< 111ut·os dalos, has/a complcla1' El 1111tt•o tama1io de 11111c.<lra. 

La grájlca f.!:! prc.<t nla las csli111acio11es dt lo.< trc.< cuarlilc.< de la.< dc11.<idadrn 111argi11alcs 

dt 1111a normal bi1·a1·iada descrita como fil el ejemplo .{ . .{ pero con col'aria11=a igual a 1. 

con lo.< lama1io8 de mucstm sig11irnlcs (100 .. 500.5000.10000,15000). y por cada lama1io /(} 

itr racionf.,. 

El eje X corresponde al número de iteraciones y el eje Y corresponde los valores de los 

cuart iles estimados, los t amaiios de mues! ra \'arían de acuerdo al comportamiento asintótico 

de los cuartiles. 

En el algoritmo para tarna1io de muestra variable. se observa que al generar la muestra 

anterior que dará origen a la nueva muestra se pierde información que podría considerarse 

como buena y en forma paralela podría tomar valores generadores ~malos~, y en el peor de 
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los caso:; hasta más dt• 1ma ocasióu (por ia forma aleatoria <'n que ;;on escogidos). Vna forma 

alt<'rnati,·a dP obtt•1wr <'I \"ector gf'1wr;,dor pudrí" "'r ''p1·g;n··· los datos antt•riores hasta 

truer t"l Lllt'\ u 1.tJll.tÚü de 1nt!l'St ra . .-\sí. lo~ \·cdon' ..... 111;i~ aproxin1ado=' podrían considerarse 

al mt•nc» uua n·z y no bai>rÍil d"'l"'rdicio 1.!<• i11forrnacit)11. V1•a la gr<ifir"a .J. [;J c¡up describe 

lo anterior tomando los mismos parámetros dt.• las gr<ifica (·1.12). 

El graficar sólo los cuarti!C's no asegura que el proceso de muestrf'ar haya alcanzado una 

con,·erg<'ncia satisfactoria. porque los ,·alores de los cuartilf's estarán cerca a los reales pero 

en caso d" tent•r un tam,.,110 <k mtwstra ¡wque1io. los valores <'slimados de los cuantil<'s 

extremo' (por decir los deciks) tt>udnín fluctuaciones más grandes. Surge así la idea de 

monitorear la con"'·rgencia ck alguno, de los cuantiles ext r<'mos obst•n·ando lo ant<'rior eu 

el siguiente ejemplo haciendo uso del algoritmo ele l\luestreo Gibbs con tamalio ele muestra 

\·aria ble. 

Ejemplo 4.6 En las sig11itnlts gráfica (fig . .f.1.{) .<E 1·c1·án ealo1·cs fslimados rh los c11a11-

tihs (0.01.0.5.0.99) .y su estimación dc.•p11{s dt cit rlo nlÍmcro rÍf ihracioncs. 

Los siguientes son los paránwtros que utilizaron para la generación de las gráficas de 

dos cuantiles extremos y la mediana de X e 'I'. \·ector de medias (l:J.l:J}; t·a1·=(l.O.J); 1·a/01· 

inicrnl O: c11r111/i/, ... (0.01.0 . .5.0.99): tamniio de /Tllf(Sfra (100.500 . .5000.10000.150000. y pnr 

cada lamario 10 itu·acion~s. 

\'eáse la gráfica 4.1-1 que ilusl rala convergencia de las densidades marginales estimadas 

despues de 50 iteraciones. Conforme aumenta el tamai'io de muestra los cuantiles extremos 

van com·ergiendo y el valor de la mediana se encuentra en un porceso estacionario. De 

acuerdo a esto puede sugerirse la graficación ele los valores para cuantiles extremos para 

monitorear su convergencia. en vez de los cuartiles solamente. Es intuitivamente claro que 

cuando hayan convergido los extremos. los centrales ya lo habrán hecho.De acuerdo a lo 

anterior puede suponerse que para el tama1io de muestra en el que los extremos tengan un 

buen comportamiento servirá para estimar la verc.ladera densidad. 

Y con esto finaliza la sección ele simulaciones. Se hace énfasis en que las gráficas anterio­

res fueron simuladas en el lenguaje de programación S-Plus y los listados correspondientes 

se encuentran en el Apéndice. 
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Distribucion Exponencial 
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FIGURA -1.3: Estimación de la integral (4.1) con diferentes tamruios de muestra utilizando 
a la distribución Exponencial como la distribución de Muestreo por Importancia. 



Distribucion Ji-cuadrada 
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FIGURA 4.4: Estimación de la integral (4.1) con diferentes tamaños de muestra utilizando 
a la distribución Ji cuadrada (8 g.l.) como distribución de Muestreo por Importancia. 
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Distribucion Normal 
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FIGCRA .J .. j: Estimación de la Integral (4.1) con diferentes tamaños de muestra utilizando 
a la distribución :\'arma] (estándar) como distribucón de l\Juestreo por Importancia. 
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varianzas 
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F!Gl.'RA 4.6: Estimación de la varianza para diferentes tamaños de muestra, con funciones 
"g" y "p .. asignadas en la forma del caso 1 (ejemplo -t.2). 
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varianzas 
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FIGVRA 4. i: Estimación de la varianza para. diferentes tamaños de muestra con funciones 
"g" y "p"' asignadas como se discute en el caso 2 del ejemplo 4.2. 
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varianzas 1 er. caso 
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FIGCRA ·1.8: Gráficas correspondientes a las estimaciones de la varianza cuando se supone 
a la distribución Normal como la distribucón de muestreo por importancia, p~ro. con dife­
rc11tes valores parametrales. La la. y '2a. gráfica representan los casos 1 y 2 del ejemplo 
4.:3, respectivamente. 
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FIGUHA 4.9: OC'nsidad C'stimacla (línea puntC'ada) con Yariacion en el tama1io de muestra 
(rC'nglonC's, menor a mayor) y con diferentes valores iniciales (columnas, menor a mayor) 
teniendo un mímero de iteraciones fijo 
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FIGUHA -1.10: Estimación de la densidad estimada (línea punteada) con variac1on en el 
nümero de iteraciones (renglones. menor a mayor) y el valor inicial (columnas. menor a 
mayor) manteniendo fijo el tanuuio de muestra. 



69 

10 11 t2 13 14 10 11 12 13 14 10 11 12 13 14 

'º 11 t2 13 14 10 1f 12 t3 14 10 11 12 13 14 

M 

¡~¡ 
M 

l~I o o 

;; ;; 

10 11 12 13 14 10 11 12 13 ,. 10 11 12 13 14 

FIGURA -l.11: Densidad estimada {línea punteada) con diferentes tamai1os de muestra 
(renglones) y valores iniciales (columnas) manteniendo fijo el valor inicial. 
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cuartiles para X 

"' ~ 
~ 

ª "' ;: 

10 20 30 40 50 

1terac1ones 

cuartiles para Y 

"1 
~ 

i 
"1 
;: 

10 20 30 40 50 

1teraoones 

FIGURA 4.12: Comportamienlo asintótico de los cuartiles estimados siguiendo el algoritmo 
de ~[uestreo Gibbs con tamailo variable. 
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FIGURA -1.13: Comportamiento asintótico de los cuartiles bajo el algoritmo sugerido que 
"pega" los valores. 



72 

FIGURA 4.1,l: Comportamiento asintótico de cuantiles extremos después de .50 iteraciones 
bajo el algoritmo de i\lueslreo Gibbs con tamaño de muestra variable. 



Capítulo 5 

UN MODELO JERARQUICO. 

5.1 INTRODUCCION 

En estP Capítulo SC' discute un problPma de estimación. para ejemplificar la técnica de 

:\Iuestreo Gibbs e11 un estudio r<'alizado por Gelfand et al. (1990) cuyo objeti,·o es la 

estimación de las d<'nsidades marginall'S posteriores de los parámetros poblacionales en 1.111 

grupo control de ratas. 

Por co1n·•·11iencia se• hará uso de una notación diferente a la que se había !Je,·ado ante­

riorment P: <'11 los sucesivo las funciones de densidad de probabilidad serán denot adao; por 

rnrchetPs cuadrados. por Pjemplo: [X. Y] densidad conjunta. [X IY] densidad condicional. 

[Y] <l<'nsi<lad marginal y d proceso <l<' marginalización por integración como 

[X]= j[Xi}ºj[}"]. 

El siguil'ute Teorema será utilizado más adelante. 

Teoren1a 5.1 Srn11 X1.X 1 • .••• Xn t•fclons alrntorio-<. fllfonns Xi.X2 • ..... \·,.. .;011 mufuuf­

mcnfe i11drpn1diwfrs si y sólo si e.risfen Ju11cio11es g, (X;). i = l ..... 11, tales que la función 

de densidad co11j1111ta de (Xr..\""2 , ••• , .\',,) puede ser esc1·ita como 
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rata 1 Xit X,2 Xr:i X¡.¡ X1'1 rata X11 X11 X.J 

1 

l 1 J.')! 19!1 246 :21<3 :320 16 lfiO 207 2-lS 
•) 1 ! !."> 199 2-19 2!J:3 :J.'j 1 17 1-12 187 2:!-~ 

/:¡ 117 211 ' ·2c3 :!12 :32~ IS J .ili 1 ·20:3 2.1:1 ·.___ ____ ._ -· 
297 l.)/ l 1 J:"i5 20ú :2:r1 ·)-·) l!I 212 1 :.!-5!} _,_ 

1 

.s 135 !SS 230 280 :323 :20 152 20:3 2-lti 
6 159 :no 2.52 "298 3:31 21 l 'J-1 20.'") 2.5;3 

7 1-l l 189 2:31 27.j ;3!).j o)•) 1 :39 190 1 :?:?.j 

s J.jg '..?DI 2-18 :!~)7 :3:l8 2:i 1-IG 191 i 229 

9 177 :!:Hi :?~.:') :!to :!7G 2·1 1 :)7 211 1 2.'JO 

JO 1:1.1 1~2 220 1 :!lit) 2'1(i '2.~ 1 :32 IS'i 2:.li 
11 HiO 208 2GI n-iTfST :.!l·i 160 201 i 2.=¡;-. . . .')_ 

12 1 1:3 18~ 220 2;-:3 ;!J 1 '2;- 1 (i\I 1 :21 (i : 2li 1 
1 ;3 J .j-J 200 :2-11 :.!~!J :!2:) :!S 1.57 20.j ' 2-18 

1 

l·I 171 221 270 :32tl :ns 2!l 1 ;31 ISO 21<1 

15 1 (;:3 216 2·12 2SI :312 :rn 1 :j:3 200 i 2-J-l 

T:\BL:\ .5.:3: Pc•sos de• la pob. df' ratas: grupo control donde .r, 1 

2:2, .r,~ == 29 .. r,; == :36 clPnotan días: i == 1 ..... :JO. 

7-1 

X¡.¡ x.s 
288 32-1 
280 =im 283 :11;-

:úti 1 :307 
286 321 
298 :J:J.1 
2(i7 :302 
272 :302 
28.j :32:3 

286 :J:31 
;30;¡ :3-l'í 
2!J.j :J:l:l 
289 :316 
218 191 
286 :32.1 

S, .r, 2 1-5 . .r,3 

5.2 IMPLEMENTACION DE UN MODELO JERAR-

QUICO 

El siguient<:' probl<'ma <:'s un <:'studio conducido por la companía C'IBA-GEIGY sobre el 

crecimiento de una población de ratas f'll donde se registraron los pesos de un grupo control 

medidos durante cinco semanas. Los datos están disponibles en la tabla .s.:3. 

Para el periodo considerado se suponen cun·as de crecimiento recto y también se supone 

homocedasticidad normal en los errores. así que 

}·¡j - X(a, + .3,.rij.u~). i == 1. ... 1.·:j == l .... 11 1 ; 

donde 

k - número total de ratas; 

11;- mímero de mediciones de la i-ésima rata; 

l"ii- peso de la i-ésima rata cuando la medidaj-ésima fué tomada; 

Xij- edad en días de la rata i en la medida j. 
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La estructura ele la población r> modelarla suponiendo independf'ncia condicional 

i = ] .... k. (5.20) 

Un análisis Bayesiano completo requiere J,, la especificación de una densidad a priori 

para u~./lc = (oc,;:Jc)' y L:c- l'na inferencia típica incluiría el cálculo de las densidadl's 

marginales posteriores para los parámetros poblacionales (ac • .3,.) y la predicción del peso 

de las ratas en forma individual. 

Para la especificación a priori. se supone inde¡)(•!Jlkncia. tomando 

para tener una forma :\ormal-\\'i>hart-Gnmma ln\'ersa: 

[lle] .\" (1¡. C'). 

[I::IJ 11" ((¡iRJ-1 .p)' 

[un /G·("¡o /oTd) 
1 2. 2 . 

Reescribiendo el modelo para la i-ésima forma indi\·idual como 

(Vi Jo,. u;);._.\· (x,o,.u¡ln,) 

donde X; es el \'ector de días de edad y O, =(a; . .3,) 1 el \'ector de parámetros para la rata 

i-ésima y definiendo 

o (01 • ••• Ok). 

}" ( }'1 •.... }·¡,¡' 
k 

8 ,,-1 ¿o;, 
i=l 

k 

11 = En¡. 
i=J 

(5.21) 

(5.22) 



76 

entonces el mu·estrf'o Gibbs para O= (0 1 • .... Ok). L:::- 1 y o.2 (un total de 6G panímetros) e' 

especificado con las dPnsirlades condic·iu11a.IP,; sip;uie11t"'' 

donde la densidad conjunta puede obtenerse como 

de donde 

además las obsen-aciones en las ratas o·;) son inde¡wndientes entre sí (dado o, y o}). 

obt<'11iendo la densidad conjunta como la multiplicación de las densidades marginales. Por 

otra parlt'. 0 1 ••••• n, supone indep<'ndencia condicional: entonces lo anterior se reescribe 

como: 

k • 2 - l / 2 { 1 .• . t 2 - 1 .- • } fIJ2;;-oJ.,,J exp -2(},-.\ 08,) (aJ.,,) (},-.\,O¡)* 
1=1 

k - 1 /2 { 1 t -1 } }1 J2;;- :L.J exp -2 (00 - /le) Le (O, - p,-) 

k rr . { (·) 2)-1(}·· \'O)'(}·· \'O} . exp - -ºe i - .. i i 1 - .. 1 1) * 
i=I 

k 1 }1 {-2 (0, - PcJ' ¿;1 
(01 -11.)}: 

como se tiene una multiplicación de funciones g,(Oo) y donde cada 01 es independiente (por 

la indepencl<'llcia de las ratas) de acuerdo al Teorema .j. J. el producto define la densidad 

conjunta para O y se calcula la f.d.p. para cada 00• 

y tan solo se trabaja con los valores bajo la función exponencial 
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donde D, Sl' definió en la ccuació11 (.''i.21), entoncC>s 

Se cont imia con el c;iiculo de la d<'nsidadcs po>teriorcs para /le• L:.;- 1 y cr; haciendo uso 

de los Tl•orc·mas J •. J y .~.l. 

Densidad po>tt>rior dP JI,·. 

que es igual a 

[J1,-jLO",:.o.¿;1J :x [o.La,~. 11, .. ¿_~ 1 ] 

[}·¡o.a,:.11c·L~ 1 ] [o,0"¡,¡1c·L: 1
J 

[}· ¡o.an [o/a}.11,.¿;1] [O";.Jle·Z.::1J 

:x [o /11, .. ¿_~ 1 ] ¡,,_J. 

[JI<"/}". a;. O. ¿;1 
J IT /2:0 Z.:J- 112 

exp { -& (O, - Jlc)
1 z.=;1 

(O¡ - /le)} * 
1=1 

/2::-c¡- 112 cxp { -~ (11 .. - 1¡)
1 c- 1 (11.- - 17)} 

k 1 
:x TI exp {-2 (O, - p,)

1 Z.:;1 
(O; - /le)}* 

exp {-~(/le - 17)
1 c- 1 (/le - 1¡)} 

trabajando con el cxpo11ente quC>cla como 

k 

L (O; - JI,.)' ¿;1 
(O; - /le)+ (/te - 17)

1 c- 1 (/le - 17) = 
t=l 

k 

"~ (1.· z.::1 +c-1) /le - 2p~ (Z.:;1 (li + c-1,,) + z.=;1 Lo¡+ i1'c-1,, 
i=l 

k 

p~\ ·11c - 21<.1·- 1 
\/ (L:; 1 !.·O+ c- 1

,1) + z.=: 1 ¿o;z+11
1c- 1

11 
i=l 



donclt• 1 ·es como en la ecuación (.).:!:!). t•ntonccs 

Densidad posterior para ~;:- 1 
• 

[L:; 1 jY,u;,o,11c] c.: [:L;,1,}'.u;,o.µc] 

quedando dc la siguiente manera 

entonces 

[ }· ¡o. u;j [O ¡u;. µe, I::1 
J [u;. ¡1 .. L:1 

J 

x [o 111, .. L: 1 
J [L; 1

]. 

Finalmente la densidad posterior de u;. que ~e obtuvo así 

[u;ILI:: 1.0.¡1c] :x [I:; 1.Lu;.B.11c] 

trabajando con lo anterior 

[}·jo.u;] [o Ju;.f'c·I:; 1
] [u;.¡1, .. L; 1

] 

x [Y ¡o.u;] [uf]. 

[u: IL ¿;1
. 0. ¡1c] :x IT 12;;a; 1,., ¡-t/l exp {-~ (}i - X;O¡)' ( u~l,.,f 1 (}'¡ - X,0¡)} 

i=l 

78 
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entonces 

donde G/ significa una función de densidad Gamma lnn•rsa. 

Para el aná]isis de crecimiento anterior, la c>specificación de los hiperparámetros .ªpriori 

fue la siguic>ntc> 

c-1 =O. 

"io =O. 

p = 2. 

R = ( 100 O ) . 
o 0.1 

Resumiendo lo anterior se tienen las siguientes densidades posteriores para cada uno de 

los parámetros 

[o;¡};. a.2.11"" I:;; 1 
J - .\" ~ D; ( a;2.\"f Vi+¿;• 11c). D;): 

[Pe ¡Y. a.2. o. E:1 
J - .\" (v (E; 1 

kO + c-111). v): 

[I:;; 1 IL a.2. 0. ¡1,. J - 11· ((t. (O; - ¡1,.) (O, -11c)
1 + pR )-l. k + p) ; 

(.5.24) 

(.5.25) 

[a; IY. ¿;•.o, /le l ~ /G ('
1 ~ "io' & (to·; - x,o, )1 

(Vi - X,0¡) + "¡oTJ))' (.5.2G) 

y ~l o~den en que se> generaron los parámetros se describe a co11Linuación: 

Ttm 
• lA 

11 mr 
lllUDTECl 



so 

l. generar a} de (.'i.26). 

2. generar ¿:; 1 de (.5.2."i). 

3. generar I': ele (.'J.2-1), 

4. generar O, de (5.23); 

5. repetir los cuatro pasos anteriores siguiendo la estructura del algoritmo de Muestreo 

Gibbs con tama1io de muestra \'ariable ( 1.-1). 

~ara el caso de la prinwra iteración los rnlores iniciales para O; son los obtenidos después 

de aplicar regresión lineal a cada \'ector de pesos de las ratas, paso l, y el promedio de 

éstos para el \'ector JI,· inicial. paw 2. 

De acuerdo al trabajo desarrollado por Gelfand et. al (1990) monitorean el p1oceso 

anterior ob~en·ado gníficas Q-Q de !11\lestras para º<·a, .. a} y los eigenvalores de Le· con 

un tama1io de mul'stra .50 después de ;35 ciclos (iteraciones). En f'ste problema los \'alores 

para o;. 3, son.de n]('nor intert;s. 

Basándose c•n el resultado anterior. se presentan las gráficas .'i.l."i y 5.lG de los cuar­

tiles df'I \'Pctor JI, tomadas en cada ciclo por cada tama1io de muestra, monitoreando su 

con\'ergencia. 

Después se calculan las densidades marginales para ºe• f3c mediante las densidad poste­

rior de• JI,-. ecuación (.j.2.J ). 

[Jl,·l j [11c jY. a:. 0, ¿;1 ][}··.a;, 0, ¿;1
] 

n- 1 tr [11c l}··,a;¡;¡•OcwL::C'.i] 
[Jlc] 

donde [Pe jY.a~CiJ•O(i)·L~l,J .i =l. ... 11, que se distribuye como se detalla en (5.24). Obte­

niendo [pe) pueden graficarse las densidades marginales de ac y 3c (gráficas .5.1 T y .5.18). 

A continuación se procede a estimar los pesos para la rata i-ésima. Como los pesos son 

funciones independientes entre ratas se obtendrían de la siguiente forma 
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= t [}; /ü.¡,,,0}(1)] 
J=l 

= [}j] 

donde'[}; /o,(;¡, a.:) =_V (X,O,u¡.a,?(,¡). i = l. ... , 11. y se obtirne [}·;]sobre el promedio de 

toda la muestra generada por el proce~o Gibbs. La figura 5.19 muestra una estimación 

promedio de l"s pesos esperados de la ra¡a 2.'i después del proceso de estimación el(• los 

parámetros poblacionales. 

El programa qu<' g<·neró lo anterior (gráficas .5. J .5.5. l G.5. l T,.'\.18 y .j. 19) S<' cncuent ra 

en la sección del :\pPndice bajo el nombre de "'ratas"". Cabe mencionar que dPbido a la 

manejo excesi\'o del lenguaje la simulación rC"sultó ser muy lenta y aunquP el knguajc• ·· S­

P/11s~ es muy diciC'nlP se hiciC"ron algunas interfan•s con FORTR:\:\' para g<'llerar datos con 

la~ densidad<'s \\'ishart y :\'ormal \lulti\'ariada. Despu¿.s de todo exi.:ten ciertas línc•as <¡ll<' 

pudiesen haber agilizado la simulación, pero la razón para la cual fué hecho el programa 

"ratas" es el proporcionar un ejc•mplo dC' nplicacicin del \luestreo Gibbs y no una alternati\'a 

de calculo para el usuario comtín. 
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cuartiles estimados para ALFA 
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FIGURA .5.15: Cuartiles estimados para Alfa 
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cuartiles estimados para BETA 
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FIGURA 5.16: Cuartiles estimados para Beta 
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Densidad estimada para ALFA 
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FIGURA .j.lí: Densidad marginal posterior estimada para :\!fa 
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FIGURA 5.18: Densidad marginal posterior estimada para Beta 
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FIGURA 5.19: Peso promedio estimada de la rata 2-5 despúes del proceso Gibbs. 
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CONCLUSIONES 

lfrsultado dP 1·11nrntrars<' con int<•grales de dificil solución. el Análisis :\umérico ha desarro­

llado una ti•oria 1•xtcnsa basada en mrtodos numéricos para resoh·erlas, surgiendo sofist i­

cadas h<'rra1ni1'ntas computacionales. '.\luchas de estos métodos. sin embrargo, resultan :'t>r 

inadecuados (lentos) al encontrarse con integrales de grandes dimensiones . 

. -\ lo largo el(' la pres<'ntP se toma como tema principal la aportación de la integración 

'.\lontP Cario junto con los algoritmos muestreo por Sustitución Sucesiva y Gibbs. a los 

métodos 11unH;ricos para aproximar integrales. El algoritmo de muestreo Gibbs tiene ~u 

mayor aplicación. dentro de la Estadistica. en la obtención aproximada de las densidadt's 

posteriores nec'<.'sarias para hacer inferenci?s Bayesianas. Dicho algorit 1110 puede ser imp!e­

nwntado f;ícilmente y ha sido extensamente probado en di\'ersas sit uacioncs. presenta1:do 

gran n•rsal ilida<l. La ll'oria que lo sustenta es relati\'amcnte simple: cadenas de '.\larko\' e 

integración '.\[011te Cario. 

El algoritmo de '.\luestreo Gibbs es similar al algoritmo .\/.S.S. descrito en el primer 

Capitulo. cuyas relaciones se discutieron al final de la sección ! ..J. y se basa en la simulación 

de una cadena de '.\larko\' con función de tran,ición ¡\· (ecuación ( 1.11)) existiendo c!o• 

modalidades: tamaño de muestra fijo y variable' (págs. 11 y 19). En este ültimo ca,oo. 

dado que la obtención de la solución de la integral de la función <le transición es difícil. 

se hace uso de la integración '.\[ontP Cario para aproximarla por medio de sumas. De esta 

forma se procede a estimar la iutegral de 1\. En relación a la integración por ;\[uestreo de 

Importancia en el C'apit ulo :2 se presentan ~ondiciones suficientes para la convergencia de la 

integral ( Geweke. 1989). encontrando cierta ambigüedad en la tercera porque supone que 

el soporte de la densidad de '.\luestreo de Importancia se encuentra definida la densidad 

posterior (afirmación que debe ,·erificarse). En caso contrario ~e debe especificar para 

81 



g(O)p(O)=O, Otf.0; 

equivalenHemente introducir la función indicadora 

la (O)= { ~ si O E 0 

si O 'l. 0 

SS 

ya que puede darse el caso en que p (O) no esté definida bajo el soporte de la densidad 

,\//(0). D., ahí la importancia de la selt,cción adecuada de _\//(O) que aproxime en forma 

más precisa al \·alor exacto de la integral. 

Gewekc• ( l 9'39) post 11la condiciont:'s adic;ionales que debe cumplir.\/ 1( O) para minimizar 

la varianza t:'ncontrada <'n la C'cuación (2.5). pero en la práctica es difícil encontrar alguna 

densidad .\ll(O) c¡ut:> las rnmpla. (\·er Geweke (l9S9) págs. 1:321-1:32:3).Esto se C'jemplifica 

con las gráficas ~.:J .. J.-1 y-!..') dentro del Capítulo d" Simulaciones las cuales tratan de apro­

ximar el ,·alar real dt· la integral ( -1.17 ). Con base e11 dichas gráficas se intuye que una buena 

dC'nsidad .\/ 1(0) es la Exponencial. Para Pjt'lllplifirnr las diferencias en la estimación de la 

\'arianza. de acut•rdo al tralrnjo de Gewf'ke ( J!lS!l). se supone a la dPnsidad .\'ormal como la 

densidad de :\luC'streo de Importancia (ej<'mplos ~.2 y ~.3). Como ya se había mencionado. 

las funcion<'s .. g .. y .. p .. pudiesen ser asignadas de diferentes formas encontrando \·ariaciones 

en los resulta dos ( ,·er gr<ificas -1.6,-1. 'i y .J .8). Lo anterior sugiere un tema de im·est igación 

al suponC'r el uso rk una función /J (O) en lugar de la descomposición g (O) p (O) y de este 

modo calcular .Ja <'speranza del cociente H (O)/.\// (O) bajo el dominio de J/ l (O): trabajo 

en el cual no se hizo una profunda investigación debido al límite de tiempo y tan sólo se 

sc1iala corno una altt:'rnati\·a para nue\'os proyectos de in\'estigación. 

D<'s¡H1t;s dP haber encontrado una buena densidad de :-.Iuestreo de Importancia. existe 

el inco11\·<'11ie11tt' de la asignación de los ,·alores que puediesen tomar sus parámetros. ya 

que. de anwrdo a la discusión presentada en el ejercicio -1.3. existen diferencias gráficas en 

la estimación de la \'arianza. 

l'na dPmostración formal de la con\'ergencia del proceso iterati\'o se detalla en el 

Capítulo :J haciendo uso de conceptos sobre el espacio de Hilbert y sus operadores. Aquí 

se sugiere comprobar Ja condición dada por la. integral (3.12) para la densidad .\"ormal. ya 

que esta presenta un comportamiento asintótico bajo el proceso iterativo (ver ejemplo 4.-t) 
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y en ca5o conrrar:u hacer más Aexible< lo~ su¡.H1t>slo' gt-'llt'rales para la d•'mostración de la 

C'On\·rr):?:Pllc'!ét ,>I ~\1.~.S. 

Exi-ter: \·;;:·•o- ¡ra!,aj .. s 'ubre la conver;~eth·ia del -dgoritmo de .\luestreo Gibbs. algunos 

<:le lo~ cuali>s -;e mendouan al finalizar el .Capítulo :J. Cabe hacer notar que existe cierta 

similituú <'litre· Jo,; pr<'sentados por Tanner & \\'ong 1 !9S;') y el de C'han ( 199:3). Este último 

supone algunos conocimientos sobre procesos ergódicos. El trabajo desarrollado por Zellner 

& .\fin ( 199.S 1 re,,ulta atractivo debido a que presentan tres criterios de com·ergencia que 

son aplicables de acuerdo al tipo de investigación en que se quiera utilizar el .\luestreo 

Gibbs. y están di;eitados para los investigadores cuyo campo dt' trabajo es más aplicado. 

Siguiendo con Ja convergencia puede verse que esta depende de tres factores: el nümero 

de iteraciones . el tamaño demuestra y el rnlor inicial. (ver ejemplo -t.-1 ). Lo anterior puede 

resumirse en una 5ola idea, propuesta por Tanner & \Vong ( 1987), y que consiste en graficar 

los cuartiles de las muestras generadas ,.s. el número de iteraciones. :\ través de éstas 

gráficas puede verificarse el comportamiento asintótico y como se mencionó. esta forma de 

monitorear la cum·ergencia revela iriformai;ión sobre la fluctuación debida al valor inicial. el 

incremento del tamaño de muestra y t,I incremento del número de iteraciones. Después de 

haber eliminado el efecto del valor inicial con un determinado tamario de muestra. producto 

de varias iteraciones. se cuenta con la facilidad de incrementar en forma abrupta el tamaño 

de muestra y, 1) las iteraciones: de esta manera se puede estar ''jugando" con la muestra y 

las iteraciones hasta tener una "com·ergencia" aceptable para el investigador. (ver grafica 

-t.l:!). C'omo se discutió anteriormente (ejemplo -1 .. 5. Capítulo -1) se pierde información 

-buena" al no tomarla en cuenta para generar los nuevos \·alares. Para este caso se anexa 

una nueva forma de obtener valores nuevos a partir de pegar los valores viejos hasta tener el 

nue,·o tamaiio de muestra. (\·er gráfica 4.13). obteniendo así una convergencia más rápida. 

Bajo la idea de Tanner & \\'ong ( 1987) se puede sugerir no sólo el monitoreo de lo~ 

cuart iles. sino t•ambién de algunos de los cu?-ntiles extremos, por ejemplo los deciles (0.1.0.9 ). 

y estudiar su comportamiento. Suponiendo que cuando éstos tengan una convergencia 

aceptable. los cuartiles también la tendrán • en ese caso los valores obtenidos al final del 

proceso pUt'den suponerse cercanos a la verdadera dt•nsidad posterior que se desea estimar. 

(ver gráfica -l.l-1 ). 

En el último Capítulo se presenta el trabajo realizado sobre la implementación de un 

•4 :·• • .;. .. :- ~ . .\ 
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modt>lo j<>rárquico. Con f•sto st.• prewnde ilustrar las ,·enlajas del muestreo Gibbs en un 

est udiu n•al. D<>bido al exet'~ivo uso del lenguaje S-Pl l"S en la codificación dt> dicho pro­

grama se hiCÍL'ron i111L>rfaces con FORTIL'\:\' para agilizar la simulación, aún asi. exi5ten 

lineas en el codigo qur> pudiesen ser reemplazadas para acelerar el proceso: lineas que no 

se rnodificacon porque el objetivo principal del programa es el de presentar una aplicación 

del muestreo de Gibbs. Por tanto las gráficas de los cuartiles para los parámetros presen­

tan oscilaciones. pero en forma intuith·a se encuentran estacionados cerca del valor real. 

(gráficas .5.15 y .5.16). Las densidades posteriores marginales estimadas presentan una alta 

concentración ~n el valor de su media y las estirnacio1ws de los pesos para la rata 2.') son 

aceptables. 

Para finalizar se st'iiala la gran utilidad que prest>nta el '.\luestreo Gibbs como un método 

numérico que ofrece grandes ventaja;; debido a su ÍiÍcil implementación. 

Se hace una n:.'comendación para las personas interf'sadas eu la codificación de un pro­

grama que implemente el algoritmo de :\lucstreo Giblis. es que trate de codificarlo en algún 

lenguaje de programación ( C' o FOHTR.-\:\) <lf'biclo a la ,-eloci<lad que estos proporcionan. 

Además qut" se disponga dt" suficiente memoria R . .\:\! (más de 8 megas preferentemente), 

que se imprima en pantalla el mímero de iteración en que se encuentra el proceso para 

controlar el estado del cálculo y detectar posibles .. loops .. infinitos. 



APENDICE 

Los siguientt>s son los listados d<> los programas utilizados en el Capítulo 1 :\ :3. codifi­

cados dentro del lenguaje S-PL es para \\'indo\\'S. 

Este programa generó los datos de' las tablas 1.1 y 1.2. y la gráfica l. l. que se encuentran 

en el Capítulo l. 

Programa "introduc". 

#Este programa calcula el valor estimado de la esperanza de XY donde (X.Y) tiene densidad 

normal bivariada, con la integración Monte Cario además calcula la densidad marginal de X en 

base a valores obtenidos con la distribución condicionada a Y. 

suma <- numeric(O) 

aux <- nulT!.eric(O) 

espE <- numeric(O) #esperanza estimada 

espR <- numeric(O) #esperanza real 

pl <- 2 

pren <- numeric(O) 

# la siguiente función genera valores de una distribución normal multivariada con vector de 

medias "men" y matriz de varianzas "van". 

gnm <- function( n=l, p=l, men=rep(O,p), van=diag(rep(l,p))) 

{ 
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y<- matrix( rnorni(n~p). nrow=n. ncol=p) 

ra <- chal( van ) 

y<- y%%' ra + matrix ( rep(men,n), nrow=n. ncol=p, byrow=T)) 

y 

##########MENU PRINCIPAL############# 

menul <- e(" INTRODUCIR PARAMETROS", 

" INTRODUCIR LOS TAMAÑOS DE MUESTRA", 

" ESTIMACION Y VALOR REAL DE LA ESPERANZA DE XY", 

" GRAFICA DE LA DENSIDAD MARGINAL DE X", 
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" SALIR'',). 

################################################ 

repeat 

resp <- menu(menul) 

###################1##################### 

íf (resp == 1) 

{ 

cat ("Vector de Medías ") 

menl <- scan(n=2) 

menl <- matrix(menl,ncol=pl,nrow=l) 

cat ("teclea la matriz de var-cov ( (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) \n" ) 

vanl <- scan(n=4) 

vanl <- matrix(vanl,ncol=pl,byrow=T) 

vxdy <- sqrt ( vanl(l,l) - vanl(2,l]*vanl(2,l) / vanl(2,2] ) 



el <- vanl[2.1J vanl[2.2) 

rl <- menl[l) -rnenl[2J*c1 

vest <- numeric(O) 

} 

###################!##################### 

###################2##################### 

if (resp==2) 

{ 

cat ("numero de simulaciones deseadas ") 

tam <- as.numeric(readline()) 

cat ("tamaños de muestra para las" ,tam," simulaciones \n") 

nl <- scan(n=tam) 

} 

###################2##################### 

###################3##################### 

if (resp==3) 

{ 

mesp <- menl[l,lJ*menl[l,2) 

#Densidad Verdadera para X 

qe <- sqrt(vanl[l,l]) 

px <- seq (.01,.99,length=200) 

qx <- qnorm (px,menl[l,l),qe) 

dy <- dnorm (qx,menl[l,l],qe) 

for (i in l:length(nl)) 
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#generacióA de los datos con la normal .bivariada 

aa <· gnm(nl[i],pl.menl,vanl) 

#estimación de la esperanza del producto de las variables 

mpt <· 1 

far (j in l:pl) mpt <· aa[.j]*mpt 

espE <· c(espE,sum(mpt)/nl[i]) 

#densidades estimadas para X dado Y 

pren <· rep{O,length=200) 

far (k in se~{nl[i])) 

pren <· pren + dnorm(qx,rl+cl*aa[k,2],vxdy) 

pren <· pren/nl[i] 

vest <· cbind(vest,pren) 

espR <· vanl[l,2]+mesp 

cat ("el valor real es ",espR," \n") 

cat ("tamaño estimación \n") 

far (k in l:length(nl)) cat(nl[k]." ",espE[k],"\n" ) 

} 

###################3##################### 

#############d#####4##################### 

if (resp==4) 

{ 

#Graficación de la densidad marginal de X dado Y 

far (i in l:length(nl)) 

plot ( qx,dy,lty=l,ylim=range(vest[.i],dy),type=" I", xlab="", ylab="") 
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lines( qx, vest[.i] .lty=2) 

# dens. reJI (líneas continuas) y densidad estimada (líneas punteadas) 

bb <- readline() 

} 

###################4##################### 

if (resp==5) break 

} 
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Lu..; t r •. , ,iu_11i1·.•nt ··~ li't a dos ge11t ·ran 111 uest ra~ co11 di,1 ribuc-io1ws expo1wncia.l. ji-cuadrada 

y :\ormal [,tánd.u: para v1·rifi,.ar L'lliÍI e~ un.i lntt'll<1 Ü<'nsidad de Muestr<'o dt> Importancia, 

como se seúala en el C'apít ido 2 . 

La manera en que se calculó fue la siguiente: 

queremos estimar el valor de la integral 

y desarrollando para c;,da caso se tiene qu
0

e : 

Exponencial 

donde cada.\';~ exp(.\), con las funciones g,p y.\!/" definidas como 

g(.r) ..f'h l(o.1.9tl')(.r ), 

p(.r) exp (-.r2 /2) . y 

M l"(.r) cxp (-,\.r) 

Programa que simuló la gráfica 4.3 dentro del Capitulo 4. 

Programa "expon". 



#Este programa calcula iteraciones para una distribución exponencial 

tmues <- c,(1000.3000,5000.7000,10000.'15000) 

iter <- 100 

param <- 2 

muestra <- num~ic(O) 

valor <- numeric(O) 

cte <- sqrt(2*pi) * (.95/2) #valor real de la integral a estimar 

maxmin <- numeric(O) 

for (i in l:length(tmues)) 

{ 

n <- tmues[i) 

m2 <- numeric(O) 

for (j in seq(iter)) 

{ 

x <- rexp(n,param) 

y <- x(x>O & x<l.96) 

nume <- sqrt(2*pi) * exp( -.5 (y*y) + (param*y) ) 

deno <- exp( -.5 (x*x) + (param*x) ) 

resul <- ~um(nume) / ( 2*sum(deno)·) 

m2 <- c(m2,resul) 

} 

maxmin <- rbind( maxmin,range(m2) ) 

valor <- c(valor,m2) 

muestra <- c(muestra,rep(n,iter)) 
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z <· max(abs(valor-cte)) 

plot(muestra,valor. xlim=range(tmues), 

ylim=range( cte+z,z-cte ), 

xlab="tamaño de muestra", ylab=".estimaciones", main =" Dist. Exponencial") 

lines ( c(tmues[l]. tmues[length(tmues)]) , e( cte,cte)) 

lines (tmues, smooth (maxmin[.1)) ) 

lines (tmues, smooth (maxmin[.2)) ). 
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Ji-cuadrada con k grados de libertad . 

2 E ~•p1-x2;1} 

~•Pt-X/21.\" §-i 
!. ~ ..rr;;110 1 :;.; 1iX,iu.p -x 2 .i 

n ~ -1 
1=1 u.p<-X, /J).\" 

?in. 

donde cada.\"¡ - \ 2 (.l·), con funciones g.p y .\IJ• definidas como: 

g(.r) ~110.J.%)(.r). 

p(.r) exp (- ~i). y 

.\11" ( .r) exp ( -~) .r~- 1 
• 

Programa que simuló la gráfica ·l.·I der¡tro del Capitulo ·L 

Progran1a "ji-cuad" 

#Este programa genera una muestra para con una distribución Ji-cuadrada con 8 grados de 

libertad 

k <- 8 # grados de libertad 

repe <- 100 #número de repeticiones para cada número de muestra 

tm <- c(l000,3000,5000,7000,10000,15000) 

#tm es el vector que contiene los tamaños de muestra a calcular 



A <· k ' 2 

valor <- numeric(O) 

muestr;; <- numeric(O) 

maxmin <- numeric(O) 

cte <- sqrt(2*pi)*(,95/2) #valor real de la integral 

for ( i in l:length(tm) ) 

{ 

n <- tm[i] 

m2 <- numeric(O) 

for (j in seq(repe) ) 

{ 

x <- rchisq(n, k) 

y <- x[x<L96) #porque solo tiene valores positivos 

if ( length(y) > O ) 

{ 

nume <- sqrt(2*pi) * exp( -,S*y*(y-1) ) / ( y**(A-1) ) 

deno <- exp( -.S*x*(x-1) ) / ( x**(A-1) ) 

resul <- sum(nume) / (2*sum(deno)) 

m2 <-· c(m2,resul) 

} 

else 

cat(" No hay observaciones disponibles ... \n") 

} 

muestra<- c(rnuestra,rep(n,iter)) 
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valor <· c(valor,m2) 

maxmin <· rbind(maxmin,range(m2)) 

} 

z <· max( abs(valor-cte2) ) 

plot(muestra,valor, xlim=range(tm), 

ylim=range(cte+z. cte-z), 

xlab="tamaño de muestra", ylab=" estimaciones", 

main=" Dist. Ji-cuadrada") 

fines( c(tm{lj • tm[length(tm)J ) , e( cte2,cte2 ) ) 

lines( tm, smooth(maxmin(,1]) ) 

lines( tm, smooth(maxmin{.2J) ). 
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Norn1al estándar 

¡¿·00 exp { -.r2 /2} d.r 
J:...~ .Jf;lrJ.I ~~ (: J l"XP{ -r2 /2 }·:'.r 

J..:_'~ exp{ -::. ,· 2 • i.r 

J::';,., ./2i /(o.1g.s1' .i· l exp { -.r2 /2} d.r 

E [$I(o.1!l<l)(X)j 

~ I::~o "/:.&" /(0.1 96)( X,), 

donde cada• X; ~ .\"(O. l ). con funcione,s g. p y .\/ /" definidas como 

g(.r) 

p(.r) 

.\/ /*(.r) 

~/(O.l.&o;)(.r). 

. { 2¡·>} exp -.r - . 

• { 1 ··)} exp-.r¡-. 

y 

Programa que simuló la gráfica -t .. 'i dentro del Capítulo -t. 

Progran1a "norn1al". 

#Este programa calcula iteraciones para una distribución normal estándar 

iter <- 100 • 

tmues <- c (1000,3000,5000,7000,10000,15000) 

muestra <- numeric(O) 

valor <- numeric(O) 

cte <- (sqrt{2*pi)) * {.95/2) #valor real de la integral 

ymax <· numeric(O) 

ymin <- numeric(O) 

for (i in l:length(tmues)) 
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n <- tmues[i) 

tmm <- cte 

tmax <- cte 

for (j in seq(iter)) 

{ 

} 

x <- rnorm(n.0,1) 

y <- x(x>O & x<l.96] 

z <- length(y) 

resul <- (sqrt(2*pi)) * (1/n) * z 

muestra<- c(muestra,n) 

valor <- c(valor,resul) 

if ( tmax < resul ) tmax <- resul 

if ( tmin > resul ) tmin <- resul 

ymin <- c(ymin,tmin) 

ymax <- c(ymax,tmax) 

} 

z <- max(abs(valor - cte)) 

plot ( muestra , valor, 

xlab=" tamaños de muestra", ylab=" aproximaciones" 

xlim=range( muestra ,O) , ylim =ra nge( valor,z+cte,cte-z), 

main=" Normal") 

lines ( c(tmues[l) , tmues(length(tmues)]) ,c(cte,cte)) 
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lines (tmues. smooth (ymin) ) 

lines (tmues. smooth (ymax) ). 
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10.5 

Dentro del Capítulo 2 nwdianl•' cálculos algclirai,·o:' ~e <"ncuenlran los valores e-ti11:a­

dos de las varianzas de las aproximaciones. a continuación. A cor:ti1mación >e pre;Pnt<1n 

cuatro ejemplos de su estimación para distintas df'>cicio1ws de las funcion<"s ttg- y -p-, Los 

programas utilizan como densidad d<' :\luestreo de Importancia la densidad :\'ormal ya que 

esta proporciona una mejor aproximación de la int<'gral ( 1.3). 

Estt' primer programa utiliza las funciones (-1.lS). 

Programa c¡ue simuló la gráfica -1.6 dentro del Capitulo de Simulaciones. 

Progra1na "varianza!" 

#Calcula las varianzas para aproximarnos para obtener una media de precisión del error en 

la integral (1.3) verifica las diferencias de tomar las funciones "g" y "p" en forma diferente 

tmues <- c (2000,4000,6000,8000,10000) 

iter < - < - 100 

vartot < - numeric(O) 

media < - 4 

V< - 4 

muestra< - numeric(O) 

valor < - numeric(O) 

fer (i in l:length(tmues)) 

{ 

n < - tmues(i) 

fer (j in seq(iter)) 

{ 

x < - rnorm(n,media,sqrt(v)) 

y < - x(x>O &. x<l.96) 



if (length(y) > O) 

{ 

nume < - sqrt(2*pi) * exp(.5*(-(y*y) + ((y·media)**2)/v) ) 

deno < - exp(.5*(-(x*x) + ((x-media)**2)/v) ) 

gnbarra < - sum(nume) / sum(deno) 

} 

} 

valor < - c(valor,gnbarra) 

yl < - x*(x>O & x<l.96) 

y2 < - sqrt(2*pi*v) * yl - gnbarra 

w < - exp(0.5*( -(x~2) + ((x-mediaV2)/v ) ) 

var < -=- sum( (yr2)*(wr2 ) / ( (sum(w))~2 ) 

vartot < - c(vartot, var) 

muestra< - c(muestra,rep(n,iter)) 

} 

plot(muestra, vartot, xlab="tamaño de muestra", 

ylab=" estimación". main="Varianzas" 

lines (muestra,smooth(vartot)). 
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Este programa utiliza las funciones g,p y .\/ /" t -!. i ~, pa~a el ~undo caso. 

Programa que simuló la gráfica 4. 7 dentro de: Ca pi'. ulo de Simulaciones. 

Progra1na "varianza2" 

#Calcula las varianzas con un dens. normal no estándar tomando las funciones "g" y "p" 

distintas a el pgm. anterior 

tmues < - c (2000.4000,6000,8000,10000) 

iter < - 100 

vartot < - numeric(O) 

media < - 4 

v<-4 

muestra< ~ numeric(O) 

for (i in l:length(tmues)) 

{ 

n < - tmues(i] 

for (j in seq(iter)) 

{ 

x < - rnorm(n,media,sqrt(v)) 

y < - x[x>O & x<l.96] 

if (length(y) > O) 

{ 

nume < - 2 * exp( .5*( -(y*y) + ((y-media)**2)/v) ) 

deno < - exp(-.5*(( x-(x-media )**2)/v)) 



} 

} 

gnbarra < - sum(nume) / sum(deno) 

muestra< - c(muestrJ,n) 

valor< - c(valor,gnbarra) 

if (tmax < gnbarra) tmax < - gnbarra 

if (tmin > gnbarra) tmin < - gnbarra 

yl < - x*(x>O & x<l.96) 

y2 < ~ 2*yl*exp(-.5*(yl *(1-yl)))- gnbarra 

w < - exp(-0.5 *(-x+((x-mediar2)/v)) 

var < - sum( (yr2) * (wr2 ) / (sum(w))A2 

vartot < - c(vartot, var) 

ymax < - c(ymax,tmax) 

ymin < - c(ymin,tmin) 

} 

z < - max (abs(valor-cte)) 

plot (muestra,vartot, xlab="", ylab="", main="varianzas") 

lines (muestra.smooth(vartot) ) 
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Este p:·<>!!r•<111<i 111 iliz<t Ja, fu11cio11es de !os casos 1 y :2 del ejemplo -1.3 y simuló J;, gr<ifica 

-1.S d<'11lro dt·i (';.,pÍl ulu dt• Simulaciones. 

Prograrna "conjunta" 

#Este pgm. utiliza una normal estándar vs. una normal con media diferente de cero 

tomando en forma distintas las funciones "g" y "p", presenta las graficas de las estimaciones 

de las varianzas. 

tmues < - c (2000,4000,6000,8000, 10000) 

iter < - 100 

media < - 4 #vectores para almacenar Ja información 

vartotl< - numeric(O) 

vartot2< - numeric(O) 

muestra< - numeric(O) 

valorl < - numeric(O) 

valor2 < - numeric(O) 

cte < - sqrt(2*pi) * 0.95/2 #valor real de la integral 

ylmax < - numeric(O) 

ylmin < - ,numeric(O) 

y2max < - numeric(O) 

y2min < - numeric(O) 

for (i in l:length(tmues)) 

{ 

n < - tmues[i] 

for (j in seq(iter)) 



{ 

tlmin < - cte 

tlmax < - cte 

t2max < - cte 

t2min < - cte 

xl < - rnorm(n,0,1) 

yl < - xl[xl>O & xl<l.96] 

x2 < - rnorm(n,media,l) 

y2 < - x2[x2>0 & x2<1.96] 

if (length(yl) & length(y2) >0) 

{ 

#primer caso (normal estándar) 

zl < - length (yl) 

glbarra < - sqrt(2*pi) * (1/n) * zl 

valorl < - c(valorl,glbarra) 

if (tlmax < glbarra) tlmax < - glbarra 

if (tlmin > glbarra) tlmin < - glbarra 

11 < - xl*(xl>O & xl<l.96) 

e2 < - sqrt(2*pi) * 11 - glbarra 

varl < - sum( (er2)) / (n A2) 

vartotl < - c(vartotl, varl) 

#segundo caso (normal med=4) 

z2 < - exp (-y2*media + (mediH * 2)/2) 

g2barra < - sqrt(2*pi) * (1/n) * sum(z2) 

110 



} 

} 

valor2 < - c(valor2,g2barra) 

if (t2max > g2barra) t2max < - g2barra 

if (t2min > g2barra) t2min < - g2barra 

12 < - x2*(x2>0 & x2<1.96) 

n2 < - sqrt(2*pi) * 12 - g2barra 

w2 < - exp(-12*media + (mediaA2) / 2) 

var2 < - sum ( (nr2) * (wr2) ) / (sum (w2) )A2 

muestra < - c(rnuestra,n) 

ylmax < - c(ylmax,tlmax) 

ylmin < - c(ylmin,tlmin) 

y2max < - c(y2max,t2max) 

y2min < - c(y2min,t2min) 

zl < - max (abs(valorl-cte)) 

z2 < - max (abs(valor2-cte)) 

par (mfrow=c(2,2)) 

plot (muestra, vartotl, xlab="", ylab="", main="varianzas ler. caso") 

plot (muestra ,valorl, xlab="". ylab="", main=·· aproximaciones ler. caso", 

xlim=range(muestra), ylim=range(valorl.cte-,-zl, cte-zl ) ) 

lines ( c (tmues[l), tmues[length(tmues)J). e (cte,cte)) 

plot (muestra,vartot2, xlab="", ylab="". main="varianzas 2do. caso") 

plot (muestra,valor2, xlab="", ylab="", main="aproximaciones 2do. caso", 
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xlim=range(muestra), ylim=range(valor2,cte+z2, cte-z2) ) 

lines ( e (tmues(l], tmues[length(tmues))) , e (cte,cte)) 
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Convergencia de Distribuciones Esti111adas. 

El sig11it•IJtc li,1 c1du cakul;, la di,t rilottci(iu '"ti111;,.ia .!1• .\' dado }'. Para diferentes 

ta111ariu:; de r11Ht·'tra. itera··ion1•s y ,·,dor<·~ inici<tll'-.. JHf ... l .. Iltandu:-- tn•s gníficas drntro del 

Capítulo -1 en donde' SP mantiene fijo 11110 de los \'alores anteriores y variables los d<"más. 

Programa que simuló las gráficas -t.9,-l.10 y -t.11 dentro del Capitulo de Simulaciones. 

Progran1a "gibbs" 

#Este programa calcula la dist. marginal de X a partir de la dist. condicional de X dado 

Y, graficándolas para cada valor fijo y los demás variables (valor inicial.número de iteraciones y 

tamaño de muestra). 

#valores que permanecen constantes 

mm < - c(,12,12) 

vv < - c(l,.5,4) 

sel < - sqrt ( vv[l] - vv[2)*vv[2) / vv[3] ) 

se2 < - sqrt ( vv[3] - vv[2J*vv[2) / vv[l] ) 

el < - vv[2)/vv[3] 

c2 < - vv[2)/vv[l) 

rl < - mm[l) -mm[2]*cl 

r2 < - mm[2) -mm[l]*c2 

# Densidad Verdadera para X 

qe < - sqrt(vv[l]) 

px < - seq (.Ol,.99,length=200) 

qx < - qnorm (px,mm[l].qe) 

dy < - dnorm (qx,mm[l),qe) 

par (mfrow=c(3,3)) #abro modo gráfico 



totiter < - c(l,5,10} #vector de iteraciones 

tammue < - c(5,15,30} #vector de tamaños 

valini < - c(150000) #vector de valores inciales 

for (iter in totiter} 

{ 

for ( tam i~ tammue ) 

{ 

for ( yini in valini ) 

{ 

########################################### 

y< - yini 

muestra < - numeric(O} 

for (k in l:tam) 

{ 

for (1 in l:iter} 

{ 

x < - rnorn:i (1,rl + y*cl,sel} 

y < - rnorm (1,r2 + x*c2,se2) 

} 

muestra< - rbind(rnuestra,c(x,y)} 

} 

pren < - rep(O,length=200} 

for (i in seq(tarn) ) 

{ 
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11.5 

pren < - pren + dnorm(qx,rl.+cl*muestra[i.2].sel) 

} 

pren < - pren / tam 

plot (qx,dy,lty=l,ylim=range(pren,dy),type="I", 

xlab="", ylab="") lines(qx,pren,lty=2) 

############################################# 

} 

} 

}. 
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Tamaiio de muestra variable generado en forn1a aleatoria. 

El siguiente es el listado para generar it1•racio1ws con tamaüo de mut•stra variables e11 

dos ca.sos (<>n forma akatoria y no aleatoria), y para el caso de monitorear cuautiles que no 

sean los centrales; teniendo la opción de c~mbiar o aiiadirde acuerdo al menú de opciones. 

En el caso en que la nueva muestra no se haya obt,•nido de la anterior en forma aleatoria 

solo cambian algunas líneas. qu<' dentro del programa ,on se1ialadas. Si se desea calcular 

diferentes cuantiles se lec lea la opción :J modificando los cuart iles por (0.01,0 . .'i.0.99). 

Programa que simuló la gráfica -1.1 :2 para el caso de los cuartiles centrales y la gráfica 

.J.14 dentro del Capítulo -l. 

Progran1a "ta1nvar" 

#Este programa calcula los cuartiles estimados de la dist., grafica los valores para que el 

usuario puede calcular el tamaño de muestra de acuerdo a la grafica correspondiente. Trabaja 

bajo el concepto de tamaño de muestra varia?Ie, calculando los valores aleatoriamente conforme 

a los obtenidos anteriormente. teniendo la opción también de graficar cuantiles diferentes a los 

centrales. 

me < - numeric(O) 

va < - numeric(O) 

totiter < - O 

cuant < - numeric(O) 

ini < - numeric(O) 

muestra < - numeric(O) 

cuantil < -· c(.25,.5,.75) #cuartiles inici,ales 

##### MENU PRINCIPAL ###### 

menul < - c(" 1 INTRODUCIR PARAMETROS", 

"2 INTRODUCIR VALOR INICIAL", 

"3 INTRODUCIR CUANTILES", 



"4 INTRODUCIR TAMAÑO DE MUESTRA E ITERACIONES", 

"5 GRAFICA DE CUARTILES". 

'6 MARGINALES". 

"7 SALIR") 

#################################3 

repeat 

resp < - menu(menul) 

#######1######## 

if (resp == 1) 

{ 

cat ("teclea el vector de medias (ml,m2)\n") 

me < - scan(n=2) 

dpo < - "n" #bandera para matrices definidas positivas 

while (dpo r= "s" 

{ 

cat ("teclea la matriz de var-cov ( (1,1),(2,1),(2,2) )\n") 

va< - scan(n=3) 

if ( va[l]*va[3]-va[2]*va[2] <=O) 

dpo<-"n" 

else 

dpo < - "s" 

} 

## parámetros constantes para la dist. condicionada 
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sel < - sqrt ( va(l] - va(2)*vv(2) / va(3) ) 

se2 < - sqrt ( va[3) - va[2) .. va(2) / va[l} ) 

el < - va[2)íva(3] 

c2 < - va[2]/va[l) 

rl < - me[l) -me(2)*cl 

r2 < - me[2) -me(l)*c2 

} 

##### 1111111 ##### 

##### 2222222 ##### 

if {resp == 2) 

cat ("valor inicial para Y :") # pide el valor inicial 

ini < - as.numeric(readline()) 

} 

###### 2222222 ###### 

##### 3333333 ##### 

if (resp == 3) 

if (totiter ==0) 

{ 

cat ("no. de cuantiles \n ") 

ce < - as.numeric(readline()) 

cat (" cuantiles \n") 

xy < - sean {n=cc) 
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} 

cat ("quieres agregar(a), modificar(m) los cuantiles ?") 

rp < - readline() 

if (rp =="a") 

{ 

cuantil < - c(cuantil,xy) 

cuantil < - sort(cuantil) #ordena los cuantiles 

} 

if {rp == "m") 

cuantil < - sort(xy) 

cat ("los cuantiles son ",cuantil) 

else 

cat (" \nuna' vez corrido el programa no puedes alterar los cuartiles\n") } 

###### 3333333 ########### 

####### 4444444 ######## 

if (resp == 4) 

{ 

if (length(me)==O 1/ length(ini)==O) #verifica que estén los parámetros adicionales 

{ 

cat ("no has introducido los parámetros iniciales") 

} 

else 

{ 

cat ("tamaño de muestra") 
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s2 < - as.numeric(readline()) 

cat ("no. iteraciones ") 

iter < - as.n u rneric( readline()) 

if (totiter == O) 

{ 

tam < - s2 

y < - rep(ini,times=tam) 

} 

## Aquí es donde se agrega un "else" con nuevas instrucciones para la muestra 

no aleatoria ## 

totiter < - totiter + iter 

pp < - ceiling(s2*cuantil) #cuantiles 

for (i in l:iter) 

{ 
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x < - rnorm (s2,rl+y[ceiling(tarn*runif(tam,0,1))) * cl,sel)#genera X de los valores 

aleatorios, línea· que se modifica 

} 

} 

} 

y < - rnorm (s2,r2+x*c2,se2) 

cuant < - rbind(cuant, c( sort(x)[pp), sort(y)[pp) )) #pega por renglones los cuantiles 

tam < - s2 

##########4444444 ########## 

###### 5555555555555 #######3 



if (resp == 5) 

{ 

if (length(cuant) ==O) 

{ 

cat ("necesitas teclear la opcion 4") 

} 

else 

{ 

xx < - seq(totiter) 

te < - length( cuantil) 

plot(xx,cuant(,1 J, type=" I" ,ylim=range( cu a nt(,1 :te]), 

xlab="iteraciones", ylab=" cuartiles", 

main=" cuartiles para X") 

for (j in seq(tc)) lines (xx,cuant(,j)) 

aa < - readline() 

plot(xx,cuant(, tc+l J, type=" I" ,ylim=range( cu a nt[.( tc+l) :(2*tc)J ), 

xlal:i="iteraciones", ylab=" cuartil,es", 

main=" cuartiles para Y") 

·· for (j in (tc+l):(2*tc)) lines (xx,cuant(,j)) 

} 

} 

cat ("\nMUESTRA TOTAL" ,tam) 

cat ("\nlTERACIONES TOTALES" ,totiter, "\n") 

####### 5555555555555 #########3 
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#### 66666666666666 ###### 

if (resp ==6) 

if (length(x)== O) 

cat ("no has tecleado la opcion 4") 

el se 

# Densidades Verdaderas para X y Y 

px < - seq (.Ol,.99,Jength=300) 

qx < - qnorm (px,me(lJ,sqrt(va(l])) 

dx < - dnorm ( qx,me[l) .sqrt(va(l])) 

qy < - q'norm (px,me[2),sqrt(va(3))) · 

dy < - dnorm (qy,me[2),sqrt(va(3])) 

# Densidades estimadas para X y Y 

xdy < - rep(O.length=300) 

ydx < - rep(O.length=300) 

for (i in 1:300) 

{ 

xdy(i] < - me.:>n ( dnorm(qx[i),rl+cl *y.sel)) 

ydx(iJ < - mean ( dnorm(qy[i),r2+c;:2*x,se2) ) } 

plot ( qx,dx,lty=l.ylim=range(xdy.dx). type=" I". 

xlab="". ylab="". 

main="· densidad verdadera y estimada para X") 

lines( qx,xdy,lty=2) 
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} 

aa < - readline() 

plot (qy.dy.lty=l.ylim=range(ydx,dy),type="I", 

xlab="", ylab='"', 

main=" densidad verdadera y estimada para Y") 

lines( qy,ydx,lty=2) 

} 

######## 666666666666 ######## 

if (resp==7) break 

}. 

Líneas para la muestra no aleatoria 

else 

{ 

mxc < - numeric(O) 

aux < - (s2/tam) 

for (hin l:trunc(aux)) mxc < - c(mxc,y) 
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mxc < - c(mxc, y(l:(aux-trunc(aux)))) # pega los valores hast tener el nvo. tam. de 

muestra 

y< - mxc 

} 

y la línea que se modifica en la generación ele la muestra aleatoria queda como 

x < - rnorm (s2, rl+y*cl, sel) 
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Estimación dPI tamaiio dt' mu<'stra. 

;\hor<> t•l listado del C'apit nlo 2. dl)nd<' St' calcula 1•1 tama1io de muestra que se necesitaría 

para una ]011~it 11cl dad<>. 

Los cálculos ya han sido desarrollados anteriormente y solo anexo la codificación del 

programa. 

Programa que simuló las gráficas de la figura 2.2. 

Progra111a "nin" 

#Este programa calcula el tamaño de muestra necesaria para acercarnos al verdadero valor 

de la integral (1.3) .. utilizando una dist. normal estándar. 

cat ("teclea el tamaño de muestra ") 

_n < - as.numeric(readline()) 

x < - rnorm(n,0,1) 

y < - x(x>O & x<l.96] 

z < - length(y) 

gnbarra < - (sqrt(2*pi)) * (z/n) 

yl < - rep(l,length=n) 

yl < - yl *(x>O & x<l.96) 

y2 < - sqrt(2*pi) * yl - gnbarra 

vari < - sum(y2*y2) / n 

long < - seq (0.001,1,length=lOO) * abs(gnbarra) 

a < - 2 * 1.96 * sqrt(vari) 

b < - long * sqrt(2*pi) 

muestra< - (a/b)*(a/b) 

plot(long,muestra, 



xlab="longitudes del intervalo para g estimada", 

ylab="tamaños de muestra") 

cat ("valor estimado", gnbarra, 

"\n la varianza" ,vari/n, "\n"). 

12.5 
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El -ig:ui<'lli<· li,tado ,.,t¿{ ha.~ad<> en el capítulo que presenta un modelo jerárquico como 

ejt·mplo ilustrr1tin> dt>I \!ue,treo Gibbs para el cálculo de densidades posteriores de los 

parámetros poblacionales. Dos Je las funciones no se encuentran (las que generan valores 

con f.d.p. Gama y Wishart) por ser codificadas en FORTRAN. Se realizó una interface 

para agilizar el proceso Gibbs. 

Programa que simuló las gráficas 5.J.5 .. 'U6 .. 'J.I i,.5.IS y 5.19. 

RATAS 

#Programa basado en el ejemplo de las Ratas hecho por CYBA-GEIGY verificando el peso 

de éstas durante 5 semanas datos de las ratas 

#matriz de edades en días de las ratas 

dias < - matrix(c(rep(l,length=5),8,15.22,29.36). ncol=5,byrow=T) 

#pesos de las ratas por renglones para cada una de ellas 

peso< - matrix( c( 151, 199, 246, 283, 320, 

145,199 ,249 ,293,354, 14 7 ,214,263,312 ,328, 155,200,237 ,272,297, 

135.188,230,280,323, 159,210,252 ,298,331, 141, 189,231,275,305, 

159,201,248,297,338, 177,236,285,340,376, 134,182,220,260,296, 

160,208,261,313,352, 143, 188,220,273,314, 154,200,244,289,325' 

171,221,270,326,358, 163,216,242,281,312, 160,207 ,248,288,324. 

142,187,234,280,316, 156,203,243,283.317, 157 ,212,259,307 ,336. 

152,203,246,286,321, 154 ,205,253,298,334, 139,190,225,267 ,302, 

146, 191,229,272,302, 157 ,211,250,285,323, 132, 185,237 ,286,331, 

160;207,257,303,345, 169,216,261,295,333, 15 7 ,205,248,289,316, 

137, 180,219,258,291, 153,200,244,286,324,) ,nrow=5,byrow=F) 

#parámetros R. rho, C , nu 



R < - matrix( c(lOO.O,O.O.l),ncol=2, byrow= T) 

rho < - 2 

#matriz de parámetros theta obtenidos de la regresión 

theta < - matrix( c(107.1714, 6.0286, 

87.08571, 7.31429, 108.2286. 6.5714, 120.3143, 5.0857, 84.11429, 6.68571, 

114.2286, 6.1714, 98.08571, 5.91429, 105.9143, 6.4857, 125.0286, 7.1714, 

92.05714, 5.74286, 105.1143, 6.9857, 93.4, 6.1, 106.9429, 6.1571, 118.6571, 

6.8429, 128.7143, 5.1857, 116.8571, 5.8429, 93.2, 6.3, 114.0571, 

5.7429, 111.8286, 6.4714, 109.2857, 6.0143, 106.4286, 6.4714, 97.94286, 

5.75714. 1oii.4857, 5.6143, 117.6, 5.8, 77.37143, 7.12857, 107.9429. 6.6571. 

126.8857, 5.8143, 116.6571. 5.7429, 95.68571, 5.51429, 106.8857, 6.1143 ). 

ncol=30,byrow=F ) 

#número de mediciones 

ni< - 5 

#número total de ratas 

k < - 30 

#número total de observaciones 

n < - ni* k 

##Arreglos multidimensionales que guardan los valores generados obtenidos de las itera­

ciones 

#theta < - array (c(O),c(30,2,tam)) 

thetabarra < - array ( c(O),c(2,tam)) 

##FUNCIONES QUE GENERAN LAS DISTRIBUCIONES A UTILIZAR### 

##primero se carga Ja subrutina que contiene a las f.d.p. siguientes 



load.cede< - function(name) 

{ 

if ( !exists(" carga" ,frame=O) ) 

{ 

dyn.load(name) #. size=3000000) 

assign("carga" ,l,frame=O) #Session object 

cat("Subrutina Cargada en Memoria ... \n\n") 

load .cede(" c: \lizbeth \aa \ N U El.obj") 

IX < - 100 

IY < - 200 

IZ < - 300 

####F.D.P. GAMMA INVERSA #### 
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aa < - .Fortran ("GAM" ,resp=as.double(numeric(oo)), as.double(oo), as.integer (c(O))) 

DIGamma < - function(alfa=l,beta=l) 

return (beta/rgamma(l,alfa)) 

} 

####F.D.P. GAMMA INVERSA#### 

########F.D.P. WISHART #######7= 

Ord < - 2 

aa < - .Foltran( "GW", Resp=as.double(numeric(Ord*Ord)), 

as.double( numeric( Ord*Ord)), as.integer( Ord ), 

as.integer(Ord*Ord), as.integer(numeric(l)). as.integer(c(O))) 

#función para generar matrices con dist. WISHART 



GWishart < - function(sigma Ord=l .Glib==l ) 

#Mresp matriz de respuesta 

#sigma matriz de entrada 

#Ord orden de la matriz 

#Tam el cuadrado de Ord 

#Glib grados de libertad 

{ 

aa < - .Fortran( "GW", Resp=as.double(numeric(Ord*Ord)), 

as.dou ble( numeric( Ord*Ord)), as.integer( Ord), 

as.integer( Ord*Ord), as.integer( numeric( 1) ). as. integer( c(O)) ) 

return ( matrix (aa$Resp, nrow=Ord,byrow==T)) 

} 

########F.D.P. WISHART ######## 

####F.O·.P. NORMAL MULTIVARIADA ###### 

Dim < - 2 

aa < - .Fortran( "GNM", resp=as.double(numeric(Dim)), 

as.double(numeric( Dim)), as.double(Dim*Dim ), 

as.integer(Dim), as.integer(Dim*Dim). as.integer(c(O})) 

#función para generar matrices con dist. Normal Multivariada 

GNM < - function( med, sigma, Dim=l) 

{ 

#med vector de medias 

#sigma matriz de varianzas 

#Dim dimensión de la distribución 

129 



aa < - .Fortran( "GNM", resp=as.double(numeric(Dim)). 

as.do u ble( med ). as.dou ble( sigma). 

as.integer(Dim), as.integer(Dim*Dim), as.integer(c(l)) ) 

return (aa$resp) 

} 

####SIMULACION DE DIST. CONDICIONADAS DE alfa Y beta#### 
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#Este programa calcula los cuartiles estimados de la dist., grafica los valores, el usuario 

puede monitore.ar el tamao de muestra gráficamente y de acuerdo a esto calcular el tamaño 

de muestra necesaria. Trabaj.i bajo el concepto de tamaño de muestra variable, calculando los 

valores aleatoriamente conforme a los obtenidos anteriormente, teniendo la opción también de 

graficar cuantiles diferentes a los centrales. 

totiter < - O 

cuant < - numeric(O) 

muestra < - numeric(O) 

cuantil < - c(.25,.5,.75) 

######MENU PRINCIPAL ####### 

menul < - c(" INTRODUCIR CUANTILES". 

"INTRODUCIR TAMAÑO DE MUESTRA E ITERACIONES (generación de datos)", 

"GRAFICA DE CUANTILES". 

"GRAFICA DE DENSIDADES MARGINALES PARA ALFA Y BETA", 

"PREDICCION PARA LA RATA i-ESIMA". 

"SALIR") 

###################### 

repeat 



resp < - ~nu(menul) 

########l#~#d##### 

if (resp == 1) 

{ 

if (totiter ==0) 

{ 

cat ("no. de cuantiles \n") 

ce< - as.numeric(readline()) 

cat (" cuantiles \n") 

xy < - sean (n=cc) 

cat ("quieres agregar(a), modificar(m) los cuantiles ?") 

rp < - readline() 

if (rp =="a") { cuantil < - c(cuantil.xy) 

cuantil < - sort(cuantil) } 

if (rp == "m") cuantil < - sort(xy) 

cat ("los cuantiles son ",cuantil) 

} 

else cat ("\nuna vez corrido el programa no puedes alterar los cuantiles\n") 

########1######### 

########2######### 

if (resp == 2) 

{ 

ul < - numeric(O) 
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u2 < - numeric{O) 

cat ("tamaño de muestra") 

s2 < - as.numeric(readline()) 

cat ("no. iteraciones ") 

iter < - as.numeric(readline{)) 

aux < - 600 

if (totiter ==O) tam < - s2 

#inicializo los primeros parámetros 

thetabarra < - array ( c( mean(theta(l,]),mean{theta[2,]) ), c(2,aux)) 

theta < - array ( t(theta),c(30,2,aux) ) 

mu < - thetabarra 

totiter < - totiter + iter 

pp < - ceiling(s2*cuantil) 

sigma < - numeric(aux) 

SIGMA < - array (c(O),c(2,2,aux)) 

for (i in l:iter) 

{ 

for (j in 1 :s2) 

jl < - ceiling( tam*runif(l,0,1) ) 

sumal < - O 

#qw < - t(peso) - theta[.,j1]%*% 

#sumal < - sum(diag(qw%*%t(qw)) 

suma2 < - matrix(c(O),ncol=2,nrow=2) 
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for (1 in l:k) 

qw < - t(peso(,1]) - theta(l .. jl]~o*ºodias 

sumal < - sumal + (qw%*%t(qw)) 

qx < - theta[l .. jl) - rnu(,jl] 

suma2 < - suma2 + ( qx %*%t(qx)) 

} 

sigrnaUJ < - DIGarnma( n/2, (sumal)/2) 

SIGMA[ .. j) < - GWishart(suma2 + rho*R , 2 , k+rho) 

#variables auxiliares para calcular el vector MU 

V < - salve( k* SIGMA( .. j) ) 

V(l.2] < - V(2,l] 

V2 < - V%*%(k*SIGMA( .. j]) 

V3 < - V2 %*%thetabarra(.jl) 

mu(,j] < - GNM(V3,V,2) 

ul < - rbind(ul,c(V3(1.1],V3[2,l))) 

u2 < - rbind(u2,c(V(l.1].V(2,2))) 

} 

#creo los valores de theta 

a2 < - dias%*%t(dias) 

for (m in l:s2} 

{ 

a3 < - 1/sigma[m) 

Di < - solv'e(a3*a2 + SIGMA{ .. m]) 



Di[l,2) < - Di[2,l) 

a4 < - SIGMA[,,m]%*%mu[.m] 

for (n in l:k) 

{ 

ti < - a3*dias%%peso[,n]+a4 

theta[n .. m] < - GNM(Di%%ti,Di,2) 

thetabarra(.m) < - c(rnean(theta[.l,rn]),rnean{theta[,2,m])) 

} 

cuant < - rbind(cuant, e( sort(mu[l,l:s2])[pp], sort(rnu(2,l:s2])[pp] )) 

tarn < - s2 

} 

} 

########2######### 

########3######### 

if (resp == 3) 

{ 

if (length(cuant) ==O) 

cat (" nece!litas teclear la opcion 2") 

else 

{ 

xx < - seq(totiter) 

te < - length( cuantil) 

plot(xx,cuant[,1), type="I" ,ylirn=range(cuant(,l:tc]), xlab="iteraciones", 
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ylab=" cuantiles", main=" cuantiles para ALFA") 

for (j in seq(tc)) lines (xx,cuant[,j)) 

dev.print(postscript, "CALFA.eps") 

aa < - readline() 

plot(xx,cua nt(, te+ l], type=" I" ,yli m=r a nge( cu a nt(,( tc+l ):(2*tc)J), xlab=" iteraciones", 

ylab="cuantiles", main="cuantiles para BETA") 

for (j in (tc-,-1):(2*tc)) lines (xx,cuant[.j)) 

dev.print(postscript, "CBETA.eps") 

cat ("\nTOTAL ",tam) 

cat ("\nTOTALES ",totiter, "\n") 

} 

########3######### 

########4######### 

if (resp == 4 ) 

#Gráfica de las densidades marginales estimadas de ALFA y BETA obtenidas a partir de 

la densidad de MU ya que presentó una comparable convergencia, el desarrollo matemático se 

encuentra descrito en el capítulo del ejemplo de las ratas, se sugiere leerlo antes de comenzar a 

descifrar el presente pgm. 

# x representa ALFA y y representa a BETA 

{ 

pres< - 300 

px < - seq·(0.01,0.99,length=pres) 

dx < - rep(O,length=pres) 



dy < - rep(O.length=pres) 

minl < - 1023 

maxl <. - O 

min2 < - 1023 

max2 < - O 

for (i in l:s2) 

{ 

al < - min(qnorm(px,ul[i,l),sqrt(u2[i.1]))) 

a2 < - max(qnorm(px,ul[i,l),sqrt(u2[i,l]))) 

bl < - min(qnorm(px,ul[i,2),sqrt(u2[i,2]))) 

b2 < - max(qnorm(px,ul[i,2),sqrt(u2[i,2]))) 

if ( minl >al ) minl < - al 

if ( maxl < a2 ) maxl < - a2 

if ( min2 > bl ) min2 < - bl 

if ( max2 < b2 ) max2 < - b2 

} 

qx < - seq(minl,maxl,length=pres) 

qy < - seq(min2,max2,length=pres) 

for (i in l:s2) 

{ 

dx < - dx + dnorm(qx,ul[i,1),sqrt(u2[i,l])) 

dy < - dy + dnorm(qy,ul[i,2),sqrt(u2[i,2])) 

} 

dx < - dx/s2 



dy < - dy/s2 

plot( qx,dx, xlab=" ALFA", ylab="", main=" Densidad estimada para ALFA", type=" I") 

dev.print(p~stscript, "ALFA.eps") 

aa < - readline() 

plot( qy,dy, xlab=" BETA", ylab="", main=" Densidad estimada para BETA", type=" I") 

dev.print(postscript, "BETA.eps") 

########4######### 

########5######### 

if (resp == 5) 

#en esta opción se grafica el peso estimado de la rata que el usuario elige 

cat ("elige el número de la rata que deseas estime sus pesos (1,..,30)") 

ce < - as.numeric(readline()) 

Pest < - rep(O,length=ni) 

for (i in l:s2) 

Pest < - Pest + rnorm(5,theta[cc,,i]%*%dias,sqrt(sigma[i])) 

Pest < - Pest/s2 

plot( dias[2,] ,peso[.cc], xlab=" edad en dias (-) peso estimado (*) peso real", 

main=" Peso estimado", yla b=" Peso estimado") 

lines( dias[2 ,] , Pest, lty=2) 

dev. print( pcistscript, "Pest .eps") 

########5######### 

########6######### 

if (resp == 6) break 

########6######### 
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