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Optimización de Portafolios de Inversión: 

una Herramienta Computacional. 

(Teoría Moderna de Portafolios) 

Objetivo 

Analizar las bases de la teoría moderna de portafolios de inversión, 
en particular, un modelo para la selección de portafolios, con el fin de 
elaborar material teórico al respecto así como proponer una herramienta 
computacional integral mexicana para este problema. 

Hipótesis 

Un modelo construido bajo Jas bases de la teoría moderna de 
portafolios de inversión es útil como apoyo en Ja toma de decisiones en 
problemas de inversiones. 
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Introducción General 

La Economia es un tema de gran amplitud y. en consecuencia. de 
gran complejidad. En particular. la Economia mexicana es punto de 
anó.lisis y controversias debido a que los resultados de los modelos 
económicos aplicados n.o han sido del todo satisfactorios. Estos modelos 
implementados se han enfrentado con el problema de la complejidad del 
contexto en el que se ':en in.n1crsos. Existen una gran cantidad de 
variables a considerar, dctcrministicus v aleatorias. las cuales no es 
posible considerar en su totalidad dentro de un simple modelo. Asimismo. 
los factores políticos y soci.:ilcs. entre otros, inOuycn en el contexto. de tal 
forma que en muchos casos, se pierde el control del medio ambiente y el 
modelo pierde eficiencia. 

No obstante. la Teoria de Sistenu-1s nos enseri.u a enfocar este 
problema global corno un conjunto de part.cs interrclucion«-iclas, c.:s decir, la 
complejidad del sistema llamado Economia puede ser atacado .analizando 
cada uno de sus con1.ponentcs. De esta forma, con ayuda de expertos en 
la materia podemos obtener información de este gran todo para identificar 
sus elementos y asi, poder abordarlos mediante un estudio que 
desembocara en el planteamiento de soluciones, primero particulares y 
posteriormente globales. 

Asimismo, ademas de esta labor interdisciplinaria. scr:i irnportante 
el estudio de las contribuciones tecnológicas y cientific<-.1s que se estCn 
desarrollando en las distintas ramas del saber humano. En este caso, las 
metodologias matcmátic<.1s en el planteamiento y resolución de problemas, 
así como las crecientes técnicas computacionales. pueden ser de gran 
ayuda en este cometido. 

Así pues, el presente trabajo es t.1n intento de contribuir en este 
ané.lisis de la Economía mexicana, tornando una pequeña part.e: la teoria 
1nodema de portafolios, y aplicando tecnicas rnatemüticas y 
computacionales que sirvan de apoyo. 
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Ln parte tramda es la de Portafolios de Inversión que. como se verá 
un poco más a detalle. consiste L'n un presupuesto a invertir y en las 
diferentes alternativas de inversión. El problema, entonces, radien en 
elegir la n1ejor alternativa de inversión, obviamente haciendo uso de 
métodos proporcionados por ramas de la Ciencia y no sola1nentc de la 
intuición. 

Se hu prctc-ndiUo L1bordar el tenia seriedad, formulando 
planteamiento::-; teóricos y 1ust111c.ando cada una de las afirmaciones. La 
primera parte, especificamcnll.'. .:tludc a las bascs sobre las que se formula 
In Tcoria tv1odcrnu de Portninlios de Inversión. La segunda, describe una 
herramienta computocional. es decir, un programa que sirve como 
herramienta pura aplicar esta teoria en casos practicas en un tiempo 
notablemente inferior. 

Desde tni cons1dcrac1on. la primero parte puede servir como base 
para un curso de Analisis de Decisiones o para la materia de Analisis de 
Inversiones 11 ya que formula un planteamiento inatcmUtico para la 
obtención de datos cuvo análisis nos a\.'Udaró. a seleccionar la(s) mejor(es) 
alternativa(s) de inver~ión de un ~rupo de estas. Para llegar a este 1nodelo 
matemático se conjugan conocimientos que aportan materias tales como: 
Probabilidad, Estadistica, calculo. Optimización y Algebra Lineal, entre 
otros. 

En la parte segunda. se describe tanto la estructura como el 
funcionamiento de un programa que conceptualiza el n1odt.·lo matemó.tico 
con los discutidos caminos de solución del ni.ismo. Se pretendió, 
asimismo, utilizar tC-cn1cas de vanguardia en materia de Análisis, Discii.o e 
hnplementación de Sistemas así cuino de Estructuras de Datos. Así, esta 
parte finaliza con la descripción de un caso real que fue analizado bajo 
esta teoria y utilizando la herramienta crenda para tales menesteres. Cabe 
mencionar que los resultados arrojados fueron interesantes y esto 
contribuyó en mucho a la difusión de Csta herramienta. 

Esperando que los estudiantes de la corrcra de !\1aternñ.ticas 
Aplicadas y Computación se enriquezcan en conocimientos y, asimismo, 
encuentren motivación t.•n este trabajo de que lns .. abstracciones" en las 
que vivimos durante largos y pesados meses tienen aplicación. escribo este 
trabajo deseando no sólo sirva para aumentar el número de volúni.enes en 
x biblioteca. 
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Parte 1 

Optimización de Portafolios de Inversión 

(Teoria Moderna de Portafolios) 

Objetivo 

Sentar las bases de la Teoría Moderna de los Portafolios de Inversión 
y analizar un modelo para Ja selección de portafolios óptimos. 

'"El iibtsm" "'' ""s 1z.mstll ••• 

Es 1111is lidLi el 1t_'f1M dc.".!l'ttui1Jd,1Jt ... 



CAPITULO PRIMERO 

INTRODUCCIÓN A LOS PORTAFOLIOS DE 
INVERSIÓN 
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L Introducción. a los Portafolios de Inversión 

1.1 Introducción 

Todos alguna vez nos hemos enfrentado a una situación t;'"n la cual 
contemos con un determinado presupuesto n invertir y con alternativas de 
inversión, por ejemplo el uguinaldo, cierto ahorro con 1..•l que contemos. o 
en un ámbito mas ambicioso, el presupuesto que se desttna a ciertos 
organismos gubernamentales o las rC'servas de lu nución. En cualquiera 
de los casos, se podria plantear el objetivo de aumcnr.ar nuestro capital al 
final de cierto periodo, lo cual es posible a traves de una. inversión 
adecuada. Las alternativas de inversión pueden ejemplificarse con la 
compra de CETES, divisas {USO). acciones. etc. De esta fnrrna. l..i decisión 
final de nuestra inversión pt.lede ser 1..·I resultado de una serie de 
corazonadas o de un.u planeac1ún deliberada. 

En consecuencia de lo unterior y considerando la irnportancia que 
esto tiene, se han desurrolludo lL"oria.s dL" selccciün. de alternativas, lo cual 
es conocido como la Tcoria Moderna de Portafolios de Inversión. 

Podremos entender un Port:af"olio de Inversión como un 
presupuesto a invertir y al conjunto de alternativas en las que puede ser 
invertido con el propósito de in.crc1ncntar nuestro capital. El presente 
trabajo es entonces contribuir al entendimiento de esta importante teoria y 
difundirla brindando, ademas. una herramienta sencilla de apoyo para 
tales casos. 
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L Introducción a los Portafolios de In.versión 

1.2 Características de los Portafolios de Inversión 

En un problema de decisión bajo certidumbre es posible asociar a 
cada alternativa de inversión un rendimiento esperado, cosa que bajo 
incertidumbre no es tan Lnmediato. En este Ultimo caso, a cada 
alternativa se le puede asociar un conjunto de rendimientos con cierta 
probabilidad de ocurrencia cada uno. Los eventos constituidos por los 
rendimientos posibles y sus probabilidades de ncurn:nc1Q conforman una 
función de frecuencias asociada a c.:idu altcrnatn:u - ..,,. en secuela al 
portafolio Est.:i fL1nc1ón llamada t~rnbil:n -distribución de 
rendimientos. 

La distrtbuc1on de rendimientos tiene at1·ibutos que:.· !u cD.ractcrizan, 
de entre los c:unlt"s surgen de inmediato dos que sirven de mucho en el 
análisis de Ja selección óptima: una rnedida de tendencia ccntrL.l.l llamada 
rendimiento esperado y una medida de dispersión o de riesgo alrededor de 
la media llamada desviación estO.ndar. 

De esta forma. al observar un Portafolio en RU totalidad tendremos 
tantas distribuciones de rendimientos como allcrnath:as. Si bien. se 
puede pensar en obtener un rendimiento esperado por cada alternativa 
mediante un simple promedio, es importante destacar que el riesgo no se 
obtendrá asi. 

Evento 
l 

2 
3 

Rendimient:o 
12 
9 
6 

To..1.l>la l. l 

Probabilidad 
1/3 
1/3 
1 /3 

En la tabla 1.1 se representa un ejemplo de distribución de 
rendimientos asociados a cierta alternativa en un portafolio de inversión. 
Observemos que esta alternativa puede arrojar un rendimiento de 12 
unidades con probabilidad de 1/3, un rendimiento de g con probabilidad 
1/3 y un rendimiento de 6 con igual probabilidad. Generalmente las 
cantidades de los rendimientos indican porcentajes de g.:inancias. 

Usualmente no se delincan todos los posibles resultados para cada 
alternativa, es decir, no se describe de esta manera la distribución de 

-1 
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rendimientos ya que sena una labor rnuv Llrdu.;;l v cornpJej<.1 l"n q,enc..~raJ. 

l\rlás aün, si se elaboraran tablas de distribución de rendrmrentos cumo Ja 
1.1 para todus l<:.1s alternatn:as en LUl portafi::JJio se podna acarrear un ~ran 
número de errores que repercutiría t;'?l un analisis erro neo. En \:ez de esto 
es preferible reprcsent.:.1r los pus1bles resultado~ en 1erm1nos de .d,!!unus 
medidas descnpth•ns. En general. se: considernn kts dos antes 
mencionadas: unu para medir el \·nJor promedio y otn:1 para medir la 
dispersión alrededor d<: ~·ste. 

1.2.1 Rendimiento esperado 

Sea P un portafolio con n altcrnarivas de inversión. Sea R .. el 
rendimiento probable en el evento j de l.::i alternat1vu de 1nvers1ón 1 yµ., la 
probabilidad de ocurrencia del evento j en la alternativa L El rendimiento 
esperado de Ja i-ésima alternativa de in\:crsión del portafolio P estil dado 
por 

Ec R,) = R, = tp,,R,, t=l.::! •..• 11 

en donde m es el nUmcro de eventos en las alternativas de in\•ersión. 

Dado que eJ rendimiento espero.do es un \'alor esperado podremos 
generalizar las propiedades de Cste último al primero. No obstante, cabe 
mencionar una que particularmente nos será de utilidad. 

Proposición 

Sea Rl\J el rendimiento asociado a Ja alternativa k dado que ocurrió el 
evento j. entonces 

E<R,, + R:,> = R; + ¡.¡; 

Además del rendimiento esperado será ütil contar con una medida 
que describa en cuánto difieren las observaciones del promedio. 
Intuitivamente, esta medida se puede derivar de las diferencias R,, - R.. De 
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esta forma, recordando la definición de varianza podemos tornar esta 
misma para nuestro análisis. 

1.2.2 Varianza de las rendirnientas 

Sea P un portafolio de inversión con n alternuth#as. Sea R!J el 
rendimiento probable del evento j en la alternativa i y p 9 su probabilidad 
asociada de ocurrencia. La varianza de los rendimientos de la i-ésima 
alternativa de inversión está. dada por 

1"tR,) =a/= :fp,,(R - li;l~ i-1.2 .... 11 

en donde m es el número de eventos en las alternativas y N., es el 
rendimiento esperado de la i-ésirna alternativa de inversion 1 • 

Una vez que un inversionista cuenta con el rendimiento esperado y 
con Ja varianza de los rendimientos. entonces puede \'islumbrnr la posible 
elección. Supongamos dos alternativas 1 y 2. Contarnos con R,, a/. 'R;_, 
o}. Si la varianza es constante entonces podemos elegir la alternativa de 
mayor rendimiento esperado. En cambio. si el rendimiento permanece 
constante, entonces seria conveniente elegir la alternativa de tnenor 
varianza. Más aún. si no existen pre::->encias constantes hay que 
considerar más elementos. Uno de csros puede ser el considerar las 
contribuciones de los elementos a la varianza de lü c1ltcrnativa, esto es, 
detectar aquel rendimiento que mús contribuya a lu cantidud de la 
varianza. Recordemos que la varianza se compone de h.1 suma <le 
diferencias en donde cada rendimiento participa en l<.t suma. De.: Jo 
anterior, es claro entonces que habrú su1nandos que ni.ús contribuyan a la 
varianza de la altcrnali\•a. 

1 Es importante mencionar que en vez de contemplar el producto por P•1 es posible utilizar 
el factor (m-1)·1 de acuerdo a las propiedades de este estimador. 
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1.3 Combinación de alternativas de inversión 

Hasta este punto parece sencilla la selección de alternutivus en un 
portafolio bajo riesgo; esto, considerando de formo individual cada 
alternativa -su rendirniento esperado y su riesgo o dispersión- Sin 
embargo. la tcoria de la selección en portafolios se fo1·mula plantcam1entn~ 
más complejos. Es posible que un inversionista desee invertir su 
presupuesto en varias alternativas a la vez y no en sólo unu. Esto <-lmpli<:i 
aú.n más el ámbito de las alternativas en las que puede invertir. 

En las siguientes líneas se ejemplificarán algunas situaciones en las 
que se combinan altcrn.Ettivns en el nnúlisis de selección. Se v1slumbrarUn, 
asimismo. los efectos notables que tiene la vo1rianZ~1. de la combinación. de 
alternativas. 

Sea un portafolio con 5 alternativas de inversión. Los datos de las 
o.lternativas se muestran en kl siguk·ntc tnbla. 

Rendimientos..! 
Condición Opción Opción Opción Opción 

del l 2 3 5 
mercado 

Lluvia Opción 
4 

Buena 15 16 1 16 Abundante 16 
Promedio 9 10 10 10 Normal 10 

---~~!_a ______ ;L----~------L't _____ :l: _____ E_J;.f~!!~-----"!. __ _ 
R, 9 to 10 10 10 

a, 4.9 4.9 7.35 4.9 4.9 

Tabla l . ..! 

1.3.1 Condiciones opuestas del mercado 

Tornemos las alternativas 2 y· 3. Observamos que ambas adquieren 
su rendimiento más alto y mñ.s bajo en condiciones opuestas del mercado. 
Supongamos que invertimos $0.60 y $0.40 en estas opciones 

.! Los rendimientos est.án dados en porcentojes ~· son igualmente probables, es decir, con 
probabilidad l / 3. 
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respectivamente. EJ capital obtenicio al final del periodo se ilustru en Ja 
tabla siguiente 

Condicion del 
mercado 

Buena 
Normal 
Mala 

Alternativa 2 

$1.16 
1.10 
l.04 

Altcrnaü1,ra 3 

$1.01 
l.10 
1.19 

Tabla 1.J 

Combinación de Ja 
opción 2 (60°/u) y la 

o ción 3 401Yo 

$1.10 
1.10 
1.10 

Podemos observar que eJ riesgo de la combinación de alternativas se 
redujo a cero y. a.den1as. es notable que difiere drastico.mente del riesgo de 
cada alternath:a individuul. Este resultado es nbsolutamcnte general y no 
solaniente aplicable a este ejemplo. Cuando dos alternativas tienen sus 
más altos y má.s bajos rendimientos en condiciones opuestas, el 
inversionista siempre puede encontrar una combinación de estas 
alternativas que produzca el nlismo rendimiento bajo cualquier condición 
del mercado. Este ejemplo ilustra la importancia de considerar 
combinaciones de alternati\·as en vez de considerar cada una como un 
ente particular, a.si como se muestra en la tabla 1.3 la diferencia en la 
distribución de rendimientos entre combinaciones de alternativas y las 
alternativas por si mismas. 

1.3.2 Condiciones independientes de las alternativas 

Consideremos las alternativas 2 v ..J-. La alternativa 4 Uene 3 
posibles resultados dependiendo de In - cantidad de lluvia. la cual es 
independiente de las condiciones del mercado. es decir. Jos rendimientos 
de las opciones 2 y 4 son independientes entre si. Si deseamos invertir 
$0.50 en cada opción podemos generar Jos posibles resultados 

Condiciones Opción 2 
del mercado 

Buenas $ 0.58 
Normales 0.55 

Malas 0.52 
Tablas 1.4 

B 

Lluvia Opción 4 

Abundante $ 0.58 
Normal 0.55 
Escasa 0.52 
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Si hay lluvia abundante, entonces los posibles resultados seriun $1.16, 
$1.13 ó $1.10. Si la lluvia es normal, entonces tendria1nos Sl.13, Sl.lü ó 
$1.07, y finalmente, si la lluvia t..•s escasa tcndriamos $ 1. 1 O, $1 .07 ó $1.04. 
En resumen, tenemos un total de 9 posibles resultados que. ordenados de 
mayor a menor son 

$1. 16, $J. 13, $J. 13, s J. 10, s l. 1 º· s l. 1 o, $1.07 $ 1.07 ó $1.0-1 
N =Sl.l 

Si comparamos esto con el resultado de invertir S 1.00 en la altcrnnt.iva 2 
observamos que ambas tien<:-n media igual, pero Ja probabilidad de 
ocurrencia de cada e .. ·cnto disminuye L"n la combinac1ón de opciones de 
1/3 a 1/9. Asi, la dispersión en la combinación de alternativas es menor. 

Una vez mas se demuestra que las características de un portafolio 
son diferentes de las características de cada alternativa que lo compone. 
Cuando los rendimientos de las alternativas son independientes entonces 
un portafolio de tales alternativas puede tener menor dispersión. que cada 
alternativa. 

1.3.3 Características iguales del portafolio a las 
características de las alternativas individua/es que lo componen 

Consideremos un.a in..-ersión en las alternativas 2 v 5. Si invertimos 
$0.50 en cada alternativa al final del periodo obtendría~os $1.16, $1.10 ó 
$1.04, valores que también obtendríamos de invertir S 1.00 en cualquiera 
de las alternativas 2 ó 5. De esta forma, las características del portafolio 
fueron iguales que las de cada alternativa. La combinación de alternativas 
no cambió el riesgo de la inversión. 

Hemos analizado tres situaciones con el objeto de mostrar que, 
generalmente, resulto apropiado seleccionar combinaciones de 
alternativas, lo cual traerá consigo la disminución de la dispersión o del 
riesgo de la inversión. A esta selección de las combinaciones se le llama 
diversificación de nuestro presupuesto. 
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II. Caracteristicas de los portafolios en. general 

2.1 El rendimiento esperado de un portafolio 

Sea P un portafolio con n alternall\'as de inversión. Sea ..,\·, Ja 
cantidad deJ presupuesto que va a ser invertida en la i-ésima alternativa 
de inversión. EJ rendimiento espcn.1do del portafolio de inversión es R,.. y 

está dado por 

en donde fi": es el rendimiento e~pcrado en la i-Csima alternati.va. 

Demostración.-

Sea P un portafolio con n alternativas de inversión, X, la cantidad 
invertida en la i-ésima altemativa y RIJ el rendimiento de la alternatiua i 
dada que ocurn'ó el euento j. Entonces, para un j dado podemos ca/cu.lar 
el rendimiento del ponafolio 

Si aplicarnos valor esperado obtenemos 

( 
" 1 " " " 

R,. = E(R,.,) =E ¿.\',R,.) =LE< .1·,R.,) =L.\', El R,,) =L.\', R: 
·-· ' ·-· •• 1 ,., 

Cabe mencionar qur: X es un vector unidimensional que puede 
almacenar unidades de capital determinadas (pesos, libras, miles, 
millones, etc.). o bien, en fracciones del presupuesto a in\•crtir en cada 
alternativa de inversión. 

Por otro lado. podemos comentar que el rendimiento esperado de un 
portafolio es un promedio ponderado del rendimiento en las alternativas 
individuales. 
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II. Carac'teris'ticas de los portafolios en general 

2.2 La varianza de un portafolio de inversión 

2.2.1 Covarianza entre dos alternativas de inversión 

Sea P un portafolio de inversión con n alternativas. Sean R, y R 1 las 
variables aleatorias asociadas a los rendimientos de la i-esima y la j-ésima 
alternativa de inversión. respectivamente. La covarianza entre R, y R.1 es a,, 
y esta dada por 

en donde R. ~ E( R, ) y l["", ~ E( R. ) . 

Cabe mencionar que u,, se convierte en la varianza cuando i-j. 

2.2.2 Matriz de covarianzas de un portafolio de inversión 

Sea P un portafolio de inversión con n alternativas. La matriz de 
covarianzas asociada a P es Q y el ij-ésimo componente de n está. dado por 
cr,,. 

Es importante observar que n tambiCn contiene las varianzas de las 
alternativas de inversión. Asimismo. menester subravar las 
propiedades de n. En primera instancia. es sini.Ctrica. Es obvio que 
a,, = a-

1
,. En segundo. es positiva definida. Esta afirmación será de gran 

importancia en razonamientos posteriores pero es un tanto mas compleja 
de demostrar y dado que su dcmostrnción no es propósito de esta Tesis se 
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sugiere consultar, en caso de que se desee, el libro del Dr. Pra\.\'da de 
Metodos y Modelos de Investigación de Operaciones. 

2.2.3 La varianza de un portafolio de inversión 

Sea P un portafolio de inversión con n alternativas. Sea !: . .:!: la matriz 
de covarianzas asociada a P v X el vector cuvo i-ésimo elemento X, es la 
cantidad del presupuesto a i~vertir en la i-ésima alternativa de inversión. 
La varianza asociada a P esta dada por 

a-f. = x'n.x 

Ra.zonarnient:o. · 

Consideremos 2 alternativas en el portafolio P. 
calculenios la varianza asociada a P 

uf. = E[(R,. - R,. l'] =E[{ x, R,, + X,R,, -(x, R, +X, 'R,)}' J 
= E[(x,(R,, -R,)+ x,(R,, - R,)l'] 

Dado el evento j, 

= E[x,'(R,, - R.)'+ 2x,x,(R,, - R,)(R,, - R,)+ xt(R,, - R,)'] 

= Xf E[(R,, - R,)' J + 2X,X, E[( R,, - R,)( R,, - R, )]+ XJE[(R,, - R,)'] 

De acuerdo a la definición de varianza y couarian:z:a podemos afirmar 

Dado qu.e a-1:! = o-21 podemos escribir 

u;.= ±±x,x,u,, 
, .. ¡ , •• 

Ahora, supongamos 3 alternativas de inversión 

uf.= E[(R1, -R,.)'] = E[{x,R,, + X,R,, + X,,R,, -(x,R, + X,R, + X,R,J}'] 
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= E[¡x,(R,, -R.)+ x,(R,, -R,)+ .\".(R,, - H.)i '] 

= E[.Y~(R,, - R,)' + Xi(ll,, - ll,)' + .\º,'(11,, - R,)' + 

:?X,X,(R,, - R,)(R,, - R,) + :?X,X,( 11,, - R,°)( R,, - R,) + 

:?X,X,(R,, - ll,)(R,, - R,)] 
aJ. = .\·1!a11 +.\ºJa::::+ .\·~cr" .... :..Y,.\-~a1 ~ +:..\·1.\",aD +:..\·~.\-~a;:, 

= ±±x.x,o-,, 
••I l''I 

Probemos el caso n 

u;. = E[(R,. - R;:")'j = E[{ X, 11,, - x,11,, + .. +.\º,,R,,, -(X, R.+ x, R,+ .. +X,, R,,l}'] 

= E[{:t x.(R., - R.l}'] = Elr :t:t X,X,(R,, - R.)(R., - R.J] 3 

... , , .. ¡ •-1 

Probemos el caso n + 1 

uf.= E[(R,. - R,.)'] = E[\x,11,, + X,11,,+ .. +X,,.,R,,.,, -(X,R, +X, R,+ .. +X,,., R,,.,)}'] 

= E[{'f x,(R,, - R,)}'] = E['f f X,X, (R,, - R,)(R., - R.)] ·-· ·-· ...... 

3 Por propiedades de las sumas se pl1ede demostrar que (i: X,)~ = :t :t.\'",.\'" 1 ..... . ... , ... 
14 
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2.3 Correlación entre dos alternativas de Inversión 

Sea P un portafolio de inversión con n alternativas. El coeficiente de 
correlación entre las alternativas i ~· j es J'., y está dado por 

J-',, = <T,rr, 

en donde cr,, es la covarianza entre las alternativas i y j, o:, y cr, son las 

desviaciones estándar de lus alternativas i y j. 

El coeficiente de correlación tiene las mismas propiedades de la 
covarianza, pero sus posibles valores tluctüan en el rango - l S p :=:::;: 1. 
Asimismo, estos posibles valores nos brindan información acerca de la 
relación existente entre las alternativas que se traten, por ejemplo. 

p,, =O implica que las alternativas i y j son independientes, es decir, no 

hay relación. 
p,

1 
>O implica que los rendimientos ele una alternativa tienen la misma 

tendencia y son directamente proporcionales. 
p,

1 
<O implica que los rendimientos de las alternativas tienen 

tendencias opuestas ~· son inversamente proporcionales. 

Son más las observaciones que pueden hacerse con respecto al 
coeficiente de correlación. sin embargo. para fines del presente trabajo sólo 
se mencionan algunas. 

Cabe mencionar que es posible generar la matriz de correlaciones y 
se forma de la misma manera que la 1natriz de covarianzas sólo varían los 
elementos (en la primera se almacenan correlaciones y en la segunda 
covarianzas). 
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III. Delineando porta.folios eficientes 

3.1 Análisis de la combinación de dos alternativas bajo 
riesgo 

El rendimiento esperado de un portnfolio de dos alternativas de 
inversión A y B está dado por 

R,. = _\:., /?; + Xn R 11 (3.A) 

en donde XA y Xü son las fracciones4 del presupuesto u invc""rtir en las 
alternativas A y B respectivamente, ~ y R,, son los rendimientos 
esperados de las alternativas A y B respectivamente. 

La desviación estándar del rendimiento del portafolio estri. dada por 

Debido a que P.in = u. 111 {u 1rr11 )-
1

• entonces podemos escribir 

(3.B) 

Con las ecuaciones (3.A) y {3.B) se intentará establecer una relación 
entre ambas medidas que serñ interpretada geometricamente en un plano 
bidimensional R 1.u". 

Sin embargo, otro elemento importante a considerar es que nuestro 
presupuesto de inversión sera invertido en su totalidad, es decir, 

.\· 1 + .\·11 = 1 

De esta forma, las ecuaciones (3.A) y (3.B) pueden ser escritas como 

R,. = .\· 1 R, + 1 l - X 1 )R.,, (3.1) 

(3.2) 

4 X puede contener cantidades, sin embargo para este análisis consideraremos que X 
contiene fracciones del presupuesto a 1nverur. 
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Para ilustrar las implicaciones que tiene la correlación entre lus 
alternativas sobre el rendimiento y el riesgo de un portafolio tn.1taremos un 
ejemplo especifico. En t.•st.e se conoce para cada altcrnutiva el rendimiento 
esperado y la desviación estándar. lo cual en la mayoría de los casos de 
inversión constituye la parte cuantificable sobre la que p<:lrtc un análisis 
de inversiones. No obstante. recordemos nuestras incógnitas, las cuales 
son las fracciones del presupuesto que scrún invcrt_tdns en cada 
alternativa, y que asimismo implicarán un rendimiento esperado del 
portafolio y un riesgo de esta inversión, es decir. una desviación estándar 
asociada. 

3.1.1 Planteamiento de un ejemplo especifico 

Se tiene un presupuesto u invertir y dos alternat.ivas de inversión. 
Después de un estudio preliminar se pudo cuantificar para cada 
alternativa su rendimiento esperado y su desviación estandar, los cuales 
se muest.ran en la siguiente t.abla 

Comercial Mexicana (C) 
Samborns (S\ 

Rendimiento Esperado Desviación Estandar 
14°/o 6 
8% 3 

3.1.2 Relación entre fas alternativas 

3.1.2. 1 Caso 1. Correlación perfecta positiva (p=1) 

Si el coeficiente de correlación entre dos alternativas es 1. entonces 
el rendimiento esperado del portafolio puede escribirse en función de su 
desviación estándar, y esta relación es de la forma 

- llR,-R,,·) r_ R,-R;; ·i 
!?.,. == --- cr,. ~\ R 11 ----o-,. 

C'T 1 - CTu ·' \... <T 1 - G'n 
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la cual puede ser representada geométricamente como una lincu recta en 
el espacio bidimensional R,..cr/>. 

Demostración..· 

Tornando p=I en la ecuación (3.2) tenemos 

cr,. = .,,¡X~cr~ +ll- .\· 1 ):rr1~ .... ,l.\' 
1
(1- X 1 )a 1cr11 

= \1 { .\· 10' 1 + ( 1 - X 1 }rru : . 

= .\· 10"1 +(1-.\·.,)0'/I 

De esta fonna tenemos 

R,. = .\· 1 R; +(1-X 1 )R 11 

a 1• = .X ,cd- ~ + ( 1 - .\· , }a,, 

De (3.22) podernos escribir 

a 1• = .\'". 10-. 1 + a 11 - .\·_,a11 = (cr 1 - cr11 ).\· .i + cr11 

~ .\· .• = :~; = ::: 
Sustituyendo (3.221) en (3.11) 

R,: =(cr,. =cr")R. +(1-[ª'· ="'"])R,, cr 1 cr11 cr, cr1, 

R"";cr,. - ¡¡-;cr,, + R,, R 1,CT1• - 7i';,cr11 

cr ~ - cr11 CT 1 - CT"u 

Ejernplo específico 

19 
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Supongamos que res= 1 c:n nuestro eJemplo de inversión. Aplicando 

la proposición anterior obtendríamos la relación entre Rr y rr1• 

cuya representación geometrica esta dada por 

2 3 

RiCSQO de P 

Gráfica 3.1 Relación entre el rendimiento esperado y la des,'lación estándar cuando p-1 

3. 1.2.2 Caso 2. Correlación perfecta negativa (p=-1) 

Si el coeficiente de correlación entre dos alternativas es -1, entonces 
el riesgo asociado a este portafolio se obtiene mediante una de las 
expresiones 

ó 

tomando aquella que arroje un valor cr,. ~O. Además. se obtiene un riesgo 
igual a O mediante una adecuada diversificación, tomando 

\" = --'!..!!___ 
• 1 CT11 +O' l 

Demostración.-
Tornando (p=-1) en (3.2) tenernos 

cr,. = .J .\"~1 cr.~ + ( 1 - .\" 1 )~ CT,~ - ~-\·, C l - .Y 1 )P,11ª.1ª11 

ó a
1
• = ,.-[--.\-.-. ,-cr-,-+-(-1---_-\.-,-)-cr-,-, ]~' (3.3) 
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Por definición de desviación t>scánclar rr1 , ;;;:: O. entonces sólo se cornarei 

aquella expresión de (3.3) que arroje 1a1 l'alor ª!' ::'.!O. Adetncls, es claro 
que una de las expresiones es -1 veces la otra, es decir, los valores que 
arrojen te11drcin t11isrno ualor nbsoltao pero signos contrarios, rnie1uras que 
uno es positivo el otro serci negcaivo. No obstante, puede darse el caso en 
el que ambas o.dquieran el l'nlor ele O. Para este caso se tendrd 

X ,u, -(1-.\" ,)o-,.~-_\" ,a, -(1- .\·,)a,. 

:=-:?.\" ,rr 1 -:!(1 - .\·, )rru =O 
.\"Acr ~ - cr,, + .\- io-,, =o 
( cr t + c:ru ).\· f = ª11 

.\" 1 = --""-"-
cr ... + crH 

(3.4) 

Lo anterior nos ilustra que si en nuestro portafolio de 2 alternativas se 
tiene p,.11r:-I entonces se podrá obtener riesgo O cuando XA adquiere el 
valor dado por (3.4). Esto nos obliga a diversificar nuestro portafolio, ya 
que O<XA < 1. Recordemos que u.1 +cr11>a11. por lo cual el coeficiente puede 
tornar cualquier valor en el intervalo (0, 1). De esta forma se tendró. XA>O y 
Xs>O. 

Corolario 

Un portafolio de 2 ;.1lternativas cuyo coeficiente de correlación es -1 
siempre tiene menor riesgo que aquel que tiene coeficiente de correlación 
l. siempre y cuando las fracciones de inversión en cadn alternativa tomen 
algún valor en el intervalo (O. l ). 

Razona.miento.-

Si observamos las exµresio11es (.3.22) y (3.3) asociadas a la desviación 
estándar de un portafolio de 2 alternativas cuando p.iu=I y pw=-1 
respectivarnenre, podremos notar que siempre se cumplird que el n"esgo en 
el segundo será rnenorque el del pn·mero cuando O<X~,<l. 
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III. Delineando portafolios eficientes 

Ejeniplo específico 

En nuestro ejemplo especifico supongamos que pcs--1, las 
expresiones para el rendimiento esperado del portafolio y su desviación 
estándar quedarían 

R 1• =8+6 .. .\"c 

cr,. = 6X,. -3(1- X, ) ó 

Graficando para cierras valores de Xc obtendríamos 

Xc R,. cr,. 
o 8 3 

0.2 9.2 1.2 
0.4 10.4 0.6 
0.6 11.6 2.4 
0.8 12.8 4.2 
1.0 14 6 

14 ~ 

12 ----- e 
... 10 L_-----------
-1: ------. 

i ;; 6 
s 

.!! 

Rie•go deP 

Grliflc:a 3.2 Relacion t!ntre el rendimiento esperado y la desviacton estandar cuando p--1 

Cabe notar que Xc=3/(3+6)=1/3, Xs=2/3 implica un portafolio con 
riesgo O. 
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III. Delineando porta.folios eficientes 

3.2 Determinando las fracciones óptimas a invertir 

El probJema central de nuestro análisis consiste en determinar las 
fracciones de nuestro presupuesto que seró.n invertidas en cada 
alternativa de inversión tales qLte ininimiccn el riesgo de tu inversión. 
Primero se analizara el presente caso. de un portafolio de 2 alternativas y 
después se generalizara para l.!l caso de n <:llternath:as de inversión. 

Proposición 

Sea P un portafolio de 2 altcrno.tivas A y B. Sean l"TA y CTB las 
desviaciones estándar asociadas a estas alternativas respectivamente y PAB 

el coeficiente de correlación entre estas. Las fracciones a invertir en las 
alternativas A y B son XA y Xn y están dadas por 

.\"11 = 1- .\· ~ (3.5) 

Demostración.-

La desviación estándar para un portafolio de :2 alternatiuas de inuersión 
está dada por 

Aplicando las técnicas del cálculo para encontrar el valor de XA que 
optimice rrp 

..!... [ \" ' ' ( ) • • ( ) 1--!-... • .u.,+ 1- .\·, -cr,~ + :!.\· 1 1- .\·, P111cr,u11 -

(2.\·.1 u.~ - :?(1 - .\· ,)rr,~ + :?.p. 111 0: 1 cr 11 - .+.\' 1 P.-' 11cr.,0"11] 

1 ::?.\·,u; - :!cr; +::?.\·,u,; + ::?p 111 cr ,cr" -.+.\." 1P. 111 CT ,u., 
2 
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III. Delineando portafolios eficien"t.es 

Igualando a cero y resoluiendo para X" 

~-Y 1 0-.~ - ::!o-f, +::!.\·,a,~ + ::?p 11,CT ,a,, - 4 .\" 11:;1 111 a 1 0-11 = O 

(o-.~+ crf, - :!o- •ª11P111 ).\" ~ = 17/, - CT •ª11P "' 

\" _ o-~ -a,a,.P,11 
• ·' - CT.~ +a,~ - :!a 10'11P.ru 

Dado que XA+Xa-1 .=. Xa= 1-XA 

De (3.5) se pueden obtener XA y Xa para el portafolio de 2 
alternativas A y B para distintos valores de PAB· 

Ejemplo específico 

Supongamos que en nuestro ejemplo pcs=O. Obteniendo los valores 
para R; y a,. tendriamos 

R,.=8+6.Yc 

a 1• = ~-y-(ia/" +(l - X, ): a.~ = ~ X,~.6: - (1- .\"C"): 3:! 

=~36X,'+9(1-2X, +X,')=..j36X,' +9-18X, ~9X,'. 
= .J-+s.\·,.: - 1 s.\·, _,.. q 

cuya rcpresento.ción gcomCtrica la encontramos en los puntos de una 
parübola 

Xc R •. u,. 

o B 3 
0.2 9.2 2.68 
0.4 10.4 3 
0.6 11.6 3.79 
0.8 12.B 4.84 
LO 14 6 

24 



III. Delineando portafolios eficientes 

( ------e 
s 

e 
RJo•oo do P 

Grlifica 3.3 Relación entre el rendimiento tc>sperado y la desvtac1on estandar cuando .,-o 

Podemos ver que para distintos valores de Xc y Xs existirán 
característicos del portafolio lf; y <T1•• Hay combinaciones de Xc y Xs que 

implican una a-1• menor que en otras combinaciones. La gráfica R 1.u1• nos 

brinda gran ayuda para detectar el momento en el que crp es mínimo y R 1, 

es máximo, o bien, en donde se equilibra crp y R, .. 

Utilizando (3.5) podemos constatar el resultado obtenido 
numéricamente para Xc=0.2. el cual implicó crp mínima 

Hasta aquí mediante un análisis de un portafolio de 2 alternativas se 
han intentado ilustrar elementos de importancia en la teoría de la 
selección. 

La forma en la que se diversifique el presupuesto de inversión implicara 
ciertos valores de los caracteristicos de los portafolios crr y R 1• • Esto es, 

cada combinación X1, X.?, ..• Xn implicará valores R 1• y crr asociados al 
portafolio. 
Existe aquella combinación tal que implica una crp mínima. 
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III. Delineando portafolios eficientes 

Es posible graficar valores de R,. y crr en el plano N,.rr,. y al lugar 
geométrico se le denomina curva de posibilidades del portafolio. 

En los apartados posteriores se intenta generalizar un tnodelo 
matemático tal que, contemplando los elementos mencionados, nos ayude 
a obtener aquella combinación X 1 , X 2 , •• , X 11 que minimice el riesgo de 
inversión. o bien. que nos u:;.,LJde a generar la curva de posibilidades del 
portafolio para que el inversionista evalúe y eliga posteriormente el punto 
(a, .. R 1.) que desee y cubra sus propósitos. 
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III. Delineando portafolios efic:ien'tes 

3.3 La frontera eficiente 

En teoría, es posible gruficar en el espacio bidimensional R;íT,. aquel 

cunjunto de puntos (rr, .. "'ii'";) asociados n un portafolio de inversión sin 
importar el número de alternativas que contenga. Como ya sabemos. estos 
puntos son generados dependiendo de las caractcristicas de las 
alternativas del portafolio, de las individuales o de las combinaciones entre 
éstas. No obstante. resultaria infinito el número de puntos si nuestro 
anñlisis contemplara todas las posibilidades. 

Supongamos un diagrama asociado a un portafolio 

i ! ~· 
Rie•go de P 

Gráfica 3.4 Posibilidades ent.re el rendimiento esperado y el riesgo para vanos portafolios 

Un inversionista preferiria el rendimiento más alto y el menor riesgo. 
así, debemos encontrar el conjunto de puntos tales que 

ofrezcan un rendimiento mayor con el menor riesgo. 
ofrezcan un bajo riesgo por el mismo rendimiento. 

De esta forma, se reduciría el número de puntos a considerar. 
Analizando la grñfica (3.4), seria preferible el punto B al A ya que ofrece un 
rendimiento mas alto con un riesgo casi igual. Asimismo, es preferible el 
punto C al A debido a que ofrece mt:"nor riesgo a un mismo rendimiento. 
Podemos notar que, de acuerdo a la grafica {3.4), ningún punto domina 
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III. Delineando portafolios eficientes 

sobre los puntos C y B. si consideramos el riesgo y el 1·cndim1cnto asociado 
a cada punto. Intuitivamente diremos que un conjunto eficiente de puntos 
no incluiran puntos interiores. De esta forma, un invcnHon1sta ante tal 
situación no podrá eliminar de sus consideraciones los puntos C y B ya 
que ambos portan el minimo riese.o v el m.:lximo rcndinüento esperado del 
portafolio. Asi. el conjunto cúc1ent~ consiste de la cun:a entre el punto 
global de minima v.:irianza y el punto de m<.:Lxini.o rPndüniento esperado. 
Este conjunto de puntos es llan"ladu la frontera eficiente. 

Al ver la gr<.ifica (3.4) que ejemplifica esto podcmos notar que la 
frontera eficiente esta asociada con una función cóncava. Esto puedt! ser 
generalizado. 

Proposición 

La frontera eficiente es una función cóncava en el espacio 
bidimensional R 1.c:r1., y se extiende desde el punto de minima varianza al 
punto de máximo rendimiento. 

El problema de los portafolios es, entonces, encontrar t.odos los 
puntos de la frontera eficiente. 
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III. Delineando porta.folios eficientes 

3.4 Una técnica para calcular la frontera eficiente 

Recordemos que un conjunto eficiente es determinado mediante la 
minimización del riesgo asociado a un portafolio de inversión. Si fijamos 
un valor para el rendimiento esperado del portafolio, entonces podremos 
minimizar el riesgo y asi obtener un punto en Ju frontera eficiente. 
Entonces, podremos variar el rendimiento esperado sobre un rango 
definido para obtener la frontera eficiente. De esta forma, la frontera 
eficiente se obtiene resolviendo el siguiente problema de progrumación 
cuadrática 

Minimizar: 

sujeta a: X'(I)~ 1 

.\"
1 R= R 1 • 

• \' ~ (.º 

(A) 

en donde X es el vector en donde su i-C-simo componente Xi es la fracción 
del presupuesto a invertir en la i-Csima alternativa, !l es la matriz de 
correlaciones entre las alternativas, R es el vector en donde Ri es el 
rendimiento esperado de la i-esima alternativa, N,. es el rendimiento 
esperado del portafolio, \1) es un vector de componentes uno y e es un 
vector con componentes constantes. 

Es posible cambiur la restricción X 1 
( 1) = 1 y considerar X 1 

( 1) = L). lo 
cual nos representa que las fracciones n invertir pueden asumir valores 
negativos y ademéis mayores de 1. Esto es, en aquella alternativa que nos 
presente una cantidad negativa a invertir debemos de pedir prestado e 
invertirlo en otra, la que tendró. un valor mayor al de la unidad. De esta 
manera un modelo alternativo seria 

Minimizar: a}.= X 1 U\' 

sujeta a: X'(l)=O 

... \~'"R = R 1• 

4\' 2:c 

(B) 
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III. Delineando porta.folios eficientes 

Parte 2 

Método de Optimización Elegido 

Objetivo 

Proponer soluciones al modelo de selección de portafolios para 
posteriormente programarlos en un lenguaje de computadora. 
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CAPITULO CUARTO 

SOLUCIONES AL MODELO PARA 
ENCONTRAR LA FRONTERA EFICIENTE 
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.lV. Solución al modelo para encontrar ta frontera eficient:e 

4.1 Solución al modelo sin restricciones de desigualdad 

Sea P un portafolio de inversión con n alternativas. X es el vector en 
donde su i-ésimo componente X, es la fracción del prt~supuest.o a invertir 
en la i.-esi.ma alternativa, tl es la matriz de correlaciones entre las 
alternativas. R es el vector en donde R, es el rendin'lienlo L'spcrado de lu 
i-ésima alternativa, R,: es el rendimiento esperado del portafolio y (l) es un 
vector de componentes uno. Sea el siguiente programa c.:uadrUtico 

Minimizar: 

sujeta a: X'(I) = 1 
~Y'.R = R

1
, 

Entonces9 la solución a este problema está dada por 

en donde R' es el vector de de n renglones y 2 columnas cuyos 
componentes son R·., = l y R·,:! = Rf para i=l,2, ..• n; ~· es el vector de 2 

renglones y 1 columna cuyos componentes son R,. 1 = \ y R,". 1 = R;: . 

Demostración,.-

Considerando el problema cuadró.tico y au.xilió.ndonos de los 
multiplicadores de Lagrange podetnosfonnar la siguiente expresión 

L(x.;" .A-,)= X' ax - J.,(X' (\) - l)- ;~(.\"' R - R,.) 

Encontrem.os el valor óptimo de L aplicando derivadas parciales 

,cL(X.;" . ..<.,) 
t..:\" 

'.!GX-J.,(1)- J~R =O 
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IV. Solución al modelo para encontrar la.frontera eficiente 

a.(.\".-'··.-<.,) . , ( ) 
'~1 = -.\ 1 ~ 1 =u 

a.(X.2,.A.,) ., -
r~ = -.\ R -r R,. =O 

El anterior sistema de ecuaciones puede ser escrito como 

Q.\· + ;.,(!)+ A.,R =O 

X'(I)= 1 

X 1 R = R 1• 

(o) (o) ;_, = 1 1 
(1) Rl[X] ["ol 
(o) (o)_ ..<., l¡¡;:-J 

Por propiedades de las matrices podemos establecer 

¿~ ~ <~ >]- ' [ ~ ] 
(o) (o) ¡¡;:-

Sean A un vector de 2 renglones y l columna cuyos componentes son ;.; 
y A; , R. el vector de n renglones y 2 columnas cuyos componentes son 

R·,, = l y R·.:i. = R, para i= 1.2 •.. ,n: R,. · es el vector de 2 renglones y 1 

colurnna cuyos componentes son 7f;. 1 = l y ¡¡;·:i. = R;:, entonces 

[X] [ Q R ]-'[ n J [E ). = R'' (o) R,: = G 
Fi[ o l 
11J ¡¡;: J 

para vectores E,F,G y H hasta el momento desconocidos 

De acuerdo al producto de matrices, el valor de X, entonces, está dado por 

(4.A) 

Lo anterior es cierto si 

33 



IV. Solución al modelo para encontrar la.frontera eficiente 

[~ R.IE 
::o) G 

F] [ I (c
1
J)] 

11 = (O) 

D.E+RG = / (1) 
!"lF+ R 11 =(O) (2) 
R.'E.=(0) (3) 

R.' F = 1 (4) 

Podemos encontrar el valor de F tomando las ecuaciones (2) y (4). De (2} 
tenemos 

F=-n- 1R.II (si existe la inuersa) 

sustituyendo en la ecuación (4) 

R·'(-n-'R.H) = / 

Fl=-~R·rn- 1 R·r• 

= 
F = n- 1 R.{R·rn- 1R·}-1 

Aplicando esta última expresión en (4.A) podernos establecer que 
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IV. Solución al modelo para encon.~rar la frontera. eficien:te 

4.2 Solución al modelo con restricciones de desigualdad 

Sea P un portafolio de inversión con n alternativas. X es el vector en 
donde su i-c!simo componente X, es la fracción del presupuesto a invertir 
en la i-ésima alternativa, n ~s la tnatriz de correlaciones entre las 
alternativas, R es el vector en donde R, es el rendimiento esperado de la 
i-ésima alternativa. R,. es el rendimiento esperado del portafolio, (1) es un 
vector unitario y C t:s un vector columna definido en el campo de los 
escalares. Sea el siguiente programa cuudrá.tico 

Minimizar: 

sujeta a: X'(I)= 1 
.\.rR = R

1 
• 

. \·:=::e 

Entonces. el resolver el problema anterior es equivalente a resolver el 
siguiente problema 

Minimizar: .,;'(}") = l"(I)' 

sujeta a: ~O.Y ..t.R + H - ll-' - 1· =O 
.\ºR'" +s = R 1• 

X(I)' +t = 1 
.\º-IV= C 

i=l,2 •..• n 

en donde .:; es una función real de variable vectorial; ;~. ri. s y t: son 
escalares; Y, H, 't' y W son vectores de n renglones. 

El problema anterior se puede resolver utilizando el mCtodo simple.X: 
agregando el criterio: 
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;_no enc.ra a la base si s>O. Sólo cnt.rará si s=O. 
s no entra a la base si i. >O. Sólo entrnra si i. =O. 
los puntos anteriores se aplican para y, t. '"'•· 

Demostración.. -

Planteando el problema cuadrático en fonna algebraica . 

.:\linimi.zar: cr,~(.\·, . . \": •... X,,)= f i: X,o-,, .\" 1 

,., ·-· 
sujeta a: h(X,.X, •..• X.,) = i:R,X, -R,. =o 

k(x,.x, .... x .. ) = t,x. -1 =o 

m,(X,)=<·, -X, so 

Planteando el Lagrangeano asociado 

L(X . .oi.t¡.\l",.\l", •..• \I".,) = ut(.\")+ J.h(X)+ t¡k(X)+ t. V',m,(X,) 

.. " ( .. ) ( " ) " =;t:L:,x,u.,X,+). LR,x,-R";: +11 ;t:x,-1 +L:,\l",(c,-X,) 
1 .. 1 ••I 1•1 ¡•I 1•1 

Planteamos las condiciones de Khun-Tucker en el Lagrangeano anterior 

a) Si .,,,.X,>O, entonces <--:L ( .\" · ;_ · '7 • "' 1 • 'I' ~ • ·· · r¡.1.,) = O 
("':.\"' 

:?t
1 

a,,.\" 1 + J.R, + ,,_ rp, =o 

b) Sí X,=O, entonces r~L (.\· • Á. • '7 • 'P 1 • 1// ~ • • • - "'") ~ o 
•'X, 

.::!~ cr11 ,Y
1 

+ ,,,-:R, + q- rp,;;;:: O ... 
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IV. Solución al modelo para. encontrar la.frontera eficien:te 

e) Si A.>O, entonces h(X)=O 

fR,X, -R,. =0 ,., 

d) Si A.-0, entonces /r(X) s O 

fR,X,-R,.so ,., 

e) Si q>O, entonces k(X)=O 

fx,-1=0 ,., 

.fl Si q-=0, entonces k( ... Y-) s: O 

fx,-1so ,., 

g) Si l¡/i >O, entonces m,(X,)=O {c:zJ,2, .. ,n 

e,--\',= O 

h) Si 'Pi -o, entonces m,( .. x,)so i-1,2, .. ,n 

Prirnera restricción. A la condición b) agregamos una variable superflua 
_v, ;;::; o para obtener 

:?fa,,_\: / +AR,+ IJ - 1/-', - y,= O i-1,2, .. ,n ,., 

Segunda restricción. A la condicicin d) agregarnos una variable superflua 
s ;;::; O para obtener 

~R1 .Y' 1 +s=R1• (4.1) ,., 
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T ~rcera restricción. Obseruando e) y d) se puede afinnar que 

..!l.i: R.X, -/4) =O ,_, 

tomando (4.1) afirmamos que 

.),.s=O 

Cuarta restricción. A la condiciónj) le agregamos una variable superflua t. 

Quinta restricción.. Obseruando e) y f) se puede afinnar que 

( :tx, -1) =O '7l ,.1 

tomando (4.2) afirmamos que 

qt = o 

(4.2) 

Sexta restricción. A la condición h) le agregamos una variable superflua 
UJ¡. 

e, - ~\", +·u•, =O i=l,2, .. ,n 

(4.3) 

Séptim.a restricción. Observando g) y h) afirmamos que 

'l',(c, -X,)=0 i=l,2, .. ,n 

tomando (4.3) afirmamos 

11' ,ll", = o 

Finalrnente. por complem.entariedad podemos proponer un programa 
lineal equivalente al cuadrático original. 

38 



IV. Solución al modelo para encontrar lafron'tera: eficient.e 

J\.finirnizar: .;u·1 ·Y~ .... y .. J = i: Y . 

sujeta a: .., ~ cr \" + .;. R + 17 - ,,, - ,. = o -'7:-: ,,. 1 • ' 'f' • ' 

~R,.\· 1 +s=R,. 

t.·\',+t=I 

.\#, - u•,=,·, i-1.2, . .,tl. 

4,. =o. 17r = o , ,,, , H • = o i= 1~2, .. ,11 

Tomando H corno el vector de n renglones cuyos co111ponentes son r¡i, I/' el 
vector de n renglones cuyos componentes son l//r. W el vector de n 
renglones cuyos componentes son LV1. entonces el programa lineal queda 

Minimizar: ,;'(J") = l'(I)' 

sujeta a: :!!l.\" + .;..R "'f- J--1 - lf' - )" = O 

.YRr +s ~ R,. 

X(l)' +r = 1 

X-W=C 

i-1.2 •.. ,fl. 

El cual es un programa lineal con 2n+2 restricciones lineales y n+2 
restricciones de holgura complementaria. 
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Parte 3 

Herramienta Computacional 

Objetivo 

Proponer una herramienta computacional mexicana que resuelva el 
modelo de selección de portafolios para distintos casos. 

40 
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CAPITULO QUINTO 

UNA HERRAMIENTA COMPUTACIONAL 
PARA CALCULAR LA FRONTERA EFICIENTE 
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V. Un.a. herrcunienta. para calcular la fron'Cercz. eficien.'te 

5.1 Introducción 

La Investigación de Operaciones nos ha formado el principio de 
considerar a las comput.ndoras sólo como útiles herrarnientas que pueden 
hacer complicados trabajos {operaciones. por ejemplo) en un mínimo 
tiempo y con gran precisión. 

Lo anterior es claro de constatar hov en dia. Basta con recurrir al 
ejemplo de una calculadora que obtiene c~n gran precisión y velocidad la 
raíz cuadrada de ··cualquier númL'ro" que se int.roduzcu. De manera 
análoga, serian muchos los ejemplos que pueden citarse al respecto. 

Entonces, siguiendo este principio' inculcado y dc::;puCs de haber 
analizado un modelo rnatcmaucu para la :selección de portafolios de 
inversión, estamos en condiciones de tomar conciencia de la necesidad de 
la computadora para nplicar este modelo y así, facilitar las labores 
operacionales en su resolución. 

Cabe recordar, ademéis, que las soluciones al modelo planteado 
implican operaciones (las cuales pueden llegar a ser tediosas) que 
consumirian valioso tiempo. 

De esta forma, en el presente capitulo se muestra una descripción de 
la herramienta elaborada, la cual es operada ya en una importante 
institución financiera. 
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5.2 Plataforma computacional 

Para la elaboración del programa en computadora se tomó en cuenta 
el tipo de computadoras en las que iba u ser ejecutado. i\.si, se extrajo la 
siguiente información: 

Procesador Pentium con 16 ~lb en memoria RAM. 
Sistema Operativo \Vindows L.)5. 
Monitor Sú.pcr VGA configurado a 640 por 480 pixeles. 
500 Mb de espacio en disco duro. 
Acceso a una red Novell v 4.:.21 y a otros equipos con el protocolo de 
comunicaciones TCP/IP. 

Adcmó.s, la Gerencia de Informática de la institución financiera que 
opera el sistema hu establcc1do un estúndar en cuanto al soft\vare que 
debe ser utilizado pura el desarrollo de cada un.o de sus sistemas. 

La arquitectura Clientc-Sen:idor es la vigente. Se acccsa remotamente 
a Bases de Datos de varios servidores. 
Para el desarrollo de cada programa Cliente se ha elegido el Power 
Builder. Paquete orientado a la programación oricnLada n obir"'tr-· 
eventos. rico en gama de funciones y es abierto en el sent ... 
puede interactuar con libn.:rias dinúni.icns {funciones almaccn~•:. '~. 

archivos con extensión DLL) y con una amplia gama de mancjact0res de 
bases de datos. 
Las funciones externas se deben de programas en lenguaje C y se 
deben de almacenar en librcrias dinúmicas (DLL's). 

De esta forma, !.:::1s pantallas y ricmas objetos que incluye el sistema 
(sin olvidar el código o.1sociado n cada evento) fueron desarrollados en 
Po\ver Builder parn Windo,.,,·s '-'5. Los procesos rnatcni.úticos involucrados 
tales corno producto de mu trices, inversión de matrices, mC-todo sirnp1ex y 
otros, fueron desarrollados en lenguaje C y ahnaccnados en una librcria 
dinámica (DLL), cuyas funciones son invocadas desde Pov.:er Builder. 

En resumen, el programa fue desarrollado en Po\\'Cr Buildcr versión 
5.0 para Windo\ ... ·s 95, y las subrutinas 1natemUticas utilizadas en lenguaje 
C, las cuales están contenidas en un archivo DLL (Dynamic Link Librar)·). 
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5.3 Descripción del funcionamiento del sistema 

El sistema se compone de 5 partes principales: 

Captura de paré.metros. 
Proceso de solución. 
Visualización de resultados. 
Ana.lisis de resultados. 
Utilidades. 

5.3.1 Captura de parámetros 

Para que la herramienta pueda ejecutar su proceso de solución es 
necesario introducir los siguientes datos: 

Rango de rendimientos esperados del portafolio. 
Instrumentos de in'\•ersión (alternativas} 
Matriz de covarianzas entre los instrumentos. 
Vector de rendimientos esperados de cada instrumento. 
Restricciones asociadas a cada fracción del presupuesto a invertir. 

5. 3. 1.1 Rango de rendimientos esperados del portafolio 

Recordemos que el modelo propuesto va a encontrar el vector de 
cantidades (o fracciones) u invertir X tales que minimicen el riesgo de la 
inversión. Este vector X tiene un /4 asociado. Entonces, si 

deliberadamente variamos el rango de R 1, encontraremos vectores X para 

cada "'R;.. Así, sera necesario alimentar al programa con el rango de R 1• 

que se espera obtener en nuest..ra inversión. 

5.3.1.2 Instrumentos de inversión (alternativas) 

En esta parte le indicamos al programa el nú.mero de instrumentos 
de inversión o alternativas a considerar para el aná.lisis. La institución 
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financiera que solicitó la herramienta acordó que el universo de 
instrumentos de inversión "por defuult" fuesen divisas. 

5.3. 1 .3 Matriz de covarianzas 

Hay que alimentar aJ programa con la matriz de covarianzas, las 
cuales deberán ser calculudas pn_•,;1amcnte por el economista (usuario 
final) en base u diversas metodologías con las que ellos ya cuentan. Sin 
entrar en detalle puedo mencionar que una de estas metodolo~ias se basa 
en datos históricos y estimación bayesi<:H1a. No obstante, es importante 
mencionar que los datos en los que se basan son los rendimientos 
esperados de los instrun1cntos de inversión. Unu vez con estas 
estimaciones es fáctl obtener la ino:uriz de covarianzas. En la parte 1 de 
esta tesis se definieron ecuO'.Jcioncs que pueden ser utilizadas para calcular 
los valores de esta matriz. 

5.3.1.4 Vector de rendimientos esperados de cada instrurn,;;nto 
de inversión 

Al igual que en el apartado anterior. se pueden tornar en 
consideración los datos históricos de los rendimientos asociados a cada 
instrumento de inversión para realizar una estimación de los mismos. 

Estos datos también son necesarios para el modelo de selección de 
portafolios. 

5.3.1.5 Restricciones asociadas a cada fracción del presupuesto 
a invertir 

Es lógico pensar que el inversionista puede establecer restricciones 
en cuanto a las cantidades de su presupuesto a invertir. Ademas. 
recordando el modelo a utilizar. una de las soluciones está dada 
considerando estas restricciones. 
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5.3.2 Proceso de solución 

En la pnrte segunda ck• esta te~is se propusieron dos n1aneras de 
resolver el modelo ma.ternótico propuesto de ~elección de portafolios. La 
primera no contempla restricciones de desigualdad para las fracciones del 
presupuesto a invertir 

El segundo proceso de solución involucra la aplicación del merado 
simplex n1odificado a un problema complemenr.ario al cu,1drii.t:ico original 

Minimizar: 

sujeta a: 

.;'( ¡·) = ¡· (¡), 

: !l.\· ... ;. R + 11 - 'I' - >. = O 
.\.R' +s = R,. 

X(I)' +t ~ 1 
.\· - 11· = (. 

i=l,2, .. ,n 

El programa computacional procesa ambos casos de acuerdo al 
deseo del usuario, es decir, el usuario elige el metodo de solución a elegir. 
Si elige no tomar en cuenta las alternativas de inversión, entonces el 
programa utiliza la librcriu din.J.mica MATEMAT.DLL (elaborada por el que 
escribe) paro efectuar las operaciones necesarias. En caso de que se 
decida considerar las restricciones de desigualdad entonces se utiliza la 
librería dinámica SOLVER.DLL elaborada por IVticrosoft Excel. 

5.3.3 Visualización de resultados 

El propósito es upreciar la frontera eficiente nsociada a nuestra 
situación. Se obtiene una gráfica bidimensional R,.ar sobre la cual se 
aprecia un conjunto de puntos que depende del rango introducido para 
R,. . Para cada punto se puede obtener información referente al portafolio 
asociado: 

El rendimiento esperado del portafolio. 
El riesgo .asociado al portafolio (desviación estándar o varianza}. 
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Las cantidades o fracciones a invertir para cada alternntivn. 

La grcl.fica presentada tiene la facilidad de ser sensible al mousc, 
decir, para cada "'click" derecho del mouse en determinado punto se 
desplegara la información asociada a ese portafolio. 

5.3.4 Análisis de resultados 

Es posible también modificar en la pantalla de resultados datos 
como el rango de rendimientos del portafolio R,. y las restricciones a las 
que se sujetan las fracciones a invertir. Obviamente, se podran recalcular 
los datos en este caso. 

Otra utilidad más para efectuar el aná.lisis de resultados son las 
siguientes: 

Visualización de intervalos de confianza del riesgo obtenido. 
Anexar un portafolio. 
Contribuciones a la varianza. 

5.3.4.1 Visualización de los intervalos de confianza 

Con el objeto de apreciar el grado de confianza que tienen nuestras 
estimaciones se incluye la visualización de los intervalos de confianza para 
la varianza del portafolio seleccionado. Esto se efectúa. con ayuda de la 
distribución normal estñndar con los coeficientes de confianza más 
usuales: 90o/u, 95°/o y 98'~~ •. 

5.3.4.2 Anexar un portafolio 

Esta parte resulta extremadamente útil para fines comparativos. 
Consiste en introducir fracciones a invertir en cada alternativa tales que 
no se encuentren en la frontera eficiente. Generalmente sirve para 
apreciar el grado en que se aleja de la frontera eficiente un portafolio que 
va a ser utilizado en una inversión, o bien, un portafolio utilizado 
anteriormente. 
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5.3.4.3 Contribuciones a Ja varianza 

Recordemos que la varü.l.nza del portafolio se compone de una suma. 
Entre los sumandos se encontrara el producto de la varianza para l.:i 
i-ésima alternativa. con la fracción u invertir en esta nlismu. Los ciernas 
sumandos se componen del producto de las covariunzas con el 
componente diversificación. Recurramos al ejemplo del portafolio de 2 
alternativas. cuya varianza está dada por 

entonces. la contribución al riesgo del portafolio de la. él.lternutiva está. 
dada por el primer sumando. la de la diversificac.:ión está dada por el 
segundo sumando y la de la alternativa 2 está dada por el tercero. 

5.3.5 Utilidades 

Como todo programa. éste incluye utilidades tales como: 

Guardar datos capturados. 
Guardar datos procesados. 
Ver datos en pantalla de captura. 
Ver datos en pantalla de resultados. 
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5.4 Descripción de la ejecución del sistema 

A continuación se ilustrará. la manera t'n la que se ejecuta el sistema 
tornando un ejemplo sencillo de 2 alternativas de inversión. La naturaleza 
de los datos no se discutirá. por el momento reservando esta parte al 
siguiente capitulo. 

5.4.1 Políticas 

Dos políticas de importantes de programación que fueron 
consideradas son la de evitar en cuanto mas se pudiese la navegación en 
numerosas opciones de menús y la de presentación en una sola pantalla 
de las opciones posibles a realizar en la determinada operación, llámese 
captura de datos o visualización de resultados. 

La navegación en nun1crosus opciones de mt:nús ha comenzado a ser 
sustituida en sistemas recientes con muy buena aceptación por parte de 
los usuarios. Pongamos por ejemplo a \Vindo'\\"S 95 y su manera de 
accesar a los progran1as usí como a las barras de herramientas en los 
paquetes de Microsoft Office que han empezado u sustituir de manera 
eficiente u las barras de menús. 

Asimismo, la presentación en una sola pantalla de las opciones 
posibles a realizar en la dctcrn1innda operación le da lu facilidad al usuario 
de apreciar en totalidad la información que requiere y las opciones 
disponibles sin necesidad de cerrar x ventana para abrir y. 

Cabe mencionar que la.s anteriores políticas fueron tomadas de 
materias tales como Interacción hornbre-rnó.quina e Interacción con el 
usuario, la cuales no se incluyen en la carrera de tvlatcmil.ticas Aplicadas y 
Computación. 
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Wji 1 *• ,fM5o:Y i . /!%2nr:ti -1.T"IXJ 

· .. ~" 
fl..1enu prtnc1pal 

En el menú. principal se aprecian sólo dos opciones. 

,., .. , "'· r2 

iP:~];-: 
!Di·:-.- ·: .. ,, .. 
1&1 -::-:-·: ..... 
·~~=::.: 
i•-:=·. Cjj;,; __ _ 

~"f:§,-

_);,.(xi 

:_.:.·· -: 

\.'cnt~l.na de captura 
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WVUtttt 1 ·2·H·nttlffl·W2ftiP· tft lttEW· 

' --' 

En las \'entanns di· ~";1ptur~1 :'-' de rcsultad"s s1· apret.:ia que 1•11 una 
sola pantalla se pueden L'jt•cutar las opciones di:spon1bles. 
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5.4.2 Pantalla principal 

-IR!xl 

Menú principal 

Como se puede apreciar. la pantalla principal consiste en un menú 
con tan sólo t.res opciones: salir, paramet.ros {capt.ura) y resultados. 
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5.4.3 Captura de parámetros 

- °"i".-~: 
;_J~~--: 

1 ·-· • 

:UJ..!:::::.::.. ¡ 

i!:f:L .. ~ 

-1-1-x! 

~.:l)"~::':.·E ~- C•. . ~ 
~---=---.·~----:~-.-.. -. --.-----. ---.-.-. --:'"""."~=--.-.-. --.------

\.'••ntann c.h• c~iptura 

Las opriones que nns brinda. cstO':l ventana son: Importar Datos, 
Almacenar Datos. Rendin11entns Globales, Instrutnentos, !Vlatriz de 
Covarianzas. Rendi1nicntos E~pcrados. Restricciones, Visualizar Datos y 
Regresar al menú. Los nornbrcs de las opciones. fueron t1jactos de acuerdo 
al Subgercntc de lu oficina ele la instttución financiera que emplea la 
herramienta. 

5.4.3.1 Importar Datos 

: ........... . 
9'-~.,..,,. r·~·-· 
--- ;--------~ 

·-1 
Ventnna de 1n1portnr cintos 
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La parte de importar datos nos lc:e duros ele un .irchivo que contiene 
información asociada a un probk·mu de portafolios. El archivo obviamente 
dt:be de tener cierto formato para que sea acept....ldo por t_•l programa. Es 
importante mencionar c¡uc si ya se ha trabajado untes con estos <l;,_.i_tos ~·ya 
fueron procesados. ento11ct!s tambiCn scr.:in leidos lc1s resultados anteriores 
para hrindarlc f.:icdictad al usuario, en su momento. de elegir a proct..·sar 
nuevamente la infur·mación t> Lle trabajar con los r·esultddos detect..tdos. 

5.4.3.2 Rendimientos Globales 

-1!51!xl 

Rango de Rendirrnentos 

. ,•' ... ~-...-::~:<·. ~:"!" . '"f:;.J.~· ·:. • - - \~ • .• ~. ·: • . 

1!i~i ';~':'..?,~'!·,~~==· .. ~-----~--~--· 

'----~~~1~_~_,·_· ~·--~-·_1 ~-"_¡ ! ·-·:_:--::: ~~:iof~~~¡· . 
1 __J p ........ . 

L---~. 

En esta ventan.a es introducido el rango de rendimientos esperados 
del port:afolio. Se pide el litnitc inferior del intervalo. el limite superior y el 
nú.mero de puntos en el intervalo - lo cual nos indica el numero de 
portafolios a obtener-. 
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5.4.3.3 Instrumentos 

1 .. --- --

~;_ i 
1 
[ __ 

~ .::.;:-:S~----:._--~~-?--::-·-:-:---:-:--=-··-::--- :.-~:r-::-·--~~--:>:-:..--::-:---'-:-
\'t•nt•1tl<I de <.-apn1ra de 1nsrrum•·ntos 

Aqui se introducen IDs instrumentos de inversión u las alternati\·as. 
Se cuenta con un universo de instrumentos (el cuul es f{lciJ de modificar ya 
que es tomado de un drchivo de in1cializuc1ón - e.\..-censlón. 11'{/ -) de los 
cuales se pueden seJ(·ccionar aquellos que se cunsicferaró.n. 

5.4.3.4 Matriz de covarianzas 

..c.1~, __J __ , 

fC]·.--... .J 
__J =·· ·:· ::·1 
__J·--., 

;_i,:;;;.:-,'- . 

._-7; ---- ·-;------

Vt•ntana de c;1ptu1·a de l.i r11atr1z de ro\·.tnanzas 

55 



V. Una herramienta para calcular la frontera eficient;e 

En esta ventana se;.~ cupt_unu1 lns vlen,cntos de lu tnatriz de 
covarianzas entre cu.da instrumentcJ de inversión. 

5.4.3.5 Rendimientos Esperados 

En esta ventana se capturan \us n.-ndnntL'ntos esperados de cada 
instrumento de invt:Ts1Un. 

5.4.3.6 Restricciones 

:f~ 
j ~-·1 
_]~1 
_J =-
t::'.il =--=~ 
~-~-;;~ 

~~~ 

1 l 
[!El : ~ 

\/c•rHana de captura de rest_r1cc1ones 
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Aqui son introducidas l-.1s restricciones .:1sociadas <1 las fracciones 
del presupuesto a invertir en cada L1no de los instrumentos de inversión. 
Se presentan en forn1d de inten:ulos: el limtte inferior y el superior para 
cada una de las fracciones. 

5.4.3.7 Ver Datos 

'!'ff· !;,E!!.!~~!;!J!:T2fHF SG?ff ''tetfi 

..... , •• v-.-•i:--•"'." ~ .i-; 

En esta ventana son ;:1preciados en su CCHlJUnto los datos capturados 
con los que se efectuará el análisis de portafolios. 

5.4.3.8 Almacenar Datos 

Una vez que ya han sido capturado los datos entonces es posible 
almacenarlos en un archivo para su posterior uso. La ventana asociada 
es similar a la de importar datos. 
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5.4.4 Resultados 

Ya con datos cargados t:s h:_1bilit;1da Id tipcH·111 t.k·l rnenú. llamada 
Resultados. la cual al ser acuvada detPct.1 en pnn1er.i 111.stunt:Hl si se estan 
trabajando datos procesados .. ,r1tenorrnente 1·u~--n~ rcsult;..tdn'-> ya estaban 
almacenados. 

Resultados El 
Se han deiectado resultado& 
,oosea utillta.rlos? 

lXt•sult.tcl<>--. ¡,¡ 111u·1·.1 ¡>n·1.•.u1:1.1 

En caso de que el usuano hubil_'se l.'iegido proct·sur nueva1ncnte los 
datos entonces se pn ... --sentar~i l.1 lJpctún de procesar las restricciones de 
desigualdad para las fnu:c1ones ;1 111.vl.'rtlr. Corno <interiormente se 
comentó. esto se traduce tTI t·I proceso de so!Ltt·1ún. 

Una vez definido !u illltl..'no1· se dl.'spk·l!;nni l.1 ventana de resultados 
con la gráfica sensible al 1nouse '". 1.1 inforn-iac1ún referente al rendimiento 
asociado al portafolio selecc1un..id~> ast con-in a su riesgo implicado. 
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Nótcns(' c¡UL' st· en la partL' :nfcnnr clL' la pantalla se brindan 
opciones co1nu: :\l111;.1CL'nar Resultados. f.¿cnd1n-11cntos Globales. 
Restricciones. l~t·calculi.-1.r-. Scnsibilidnd. Ver Datos:---· Regresar al menú. 
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5.4.4. 1 Almacenar Resultados 

t@.t .ii!i,I 

U"'">l>,.d•'"""'""' 
Guoldorcun>011p0-

Si el usuario desea almacenar los resultados para su post.criar uso 
entonces lo puede hacer mediante esta opción. 

5.4.4.2 Rendimientos Globales 

i 
1. 

CT] __ lfü H~- :tl ___ [5] __ [~] 
:\tod1fic.1ndn rt"11ditn1t•111os »lnh.li{•s ,.n la v.·ntan;, <!{• rrsultndos 
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Cuando l·l usu¿_1no ... icsea 1nod1ficar «l r;1ngo de rendimientos 
esperados del portafolio lo pth.:de h=-1<..'LT con est~l npc1ón. lo cual implicara 
que se habilite el botnn dl' 1·(·calcul;1r. 

5.4.4.3 Restricciones 

,, ¿+ 

Si el usuario dcsc;1 rnod1fic;n· l.1s restricciones nsociadas a las 
fracciones del presupuesto ..t invl_·n1r (•n cada alternativa lo puede hacer 
con esta opción, lo cual in"1plic.1r..:1 tamb1C.:·n que se habilite el botón de 
recalcular. 

5.4.4.4 Recalcular 

Habiendo modificado el usuario ya seu el rango de rendimientos 
esperados del portafolio, o bien. las restricciones asociadas a las fracciones 
del presupuesto a invertir en cada alternativa, entonces se podriln 
recalcular los datos resultantes regenerando asimismo la gráfica. asociada 
a la frontera eficiente. Para el re-proceso de solución st: podrá optar por 
considerar las restricciones de desigu:..tJdad untes mencionadas. 
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5.4.4.5 Sensibilidad 

~i 
LJ 

Este botón nos despk·~ar;:·1 tres opciones a ele(?;ir: Intervalos de 
confianza. Anexar un Pf)n~itoli() n Con~nbuc1ont•s a la vananza. 

d~,~~ 
-------'------------

C~l [~J __ _ 
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Si elige Intervalos de Confianza el usuano pudra .iprec1ar los 
intervalos de confianza pan .. i. vi nesµ,u ubTPn:du dl'l po1-tafoilo (:011 sus 
diferentes coeficientes ch.· confianza: t10•·" 'l:=i.', {) '-lri" 

: ~·. ·. ·• >~-~~ .--.-· 

Si entonces elige Anexar un portafolio p<ldra o..:ap1ur~1r fracc1on.es a 
invertir en cada instrun1cnto de 1nvers1•Hl. De 1·st.1 furn1a se calculara ..,.1 
rendimiento asoci.n.l1J .1 este por·t~1fnl1<1 .1~1 c11n1u ">l ncst.:,o. par:1 i··L 
regenerar la gn..lfica en ld Vl·ntana de n•sultadus liustrando el port ...... f,ii . ..:. 
anexado. Asi se podrún n·alizar 1..·nrnparac1on1•s 1·n cuanto ól lo ópttmo y a 
lo introducido. 

L 
11 • 

1 -

.\nex.lnclu un purtatultn 



~--1l~Tj_ 
1 ~ 1 LG- .;i"-~ \ .--J L ·Ei 1 ~ 
..-..-.-.---~- ---~---··------ -------- ------

ll1.1\\t .L T<"~~<"ll<'f",¡d,1 '<>!l 1•] llll!'''' p<H"t.ll<>ilO 

Finahncntc, !-'.l eliL',v Contribuciones a la varianza L"ntonces podrá 
apreciar las contnbuc1unt•s de l·;ida 1ns1n.11ne11to ,d nc!">t.!,O SL'leccionado del 
porta.folio de invers1011 .is1 t'()!11() L1 cc1ntnhuc1nn de la divers1ficación5. 

5 para recordnr el conc-Ppto de contr1buc1nnc~ .1 ia ,;annnzn rt.·fenrsi• <-1 págn1ns ant:eriores. 
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5.4.4.6 Ver Datos 

Est<.l npc1011 nus pt-rnlire .1pn_·ci;ir· en su conjunlu ins datos que 
generan los re~ulL.1d ... 1s. 

*i-'dt'f2 .. i· fü1t-'·T2·tt· ,+1ztt2fH!. _ !5'1xl 

----~¿ 
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CAPITULO SEXTO 

CASO PRÁCTICO 
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VI. Ca.so práctico 

6.1 Descripción de un problema particular 

La institución financiera, que tiene determinado capital invert1do en 
divisas. se propuso analizar su prnxirna inversión manipulando las divisas 
con las que contaba. Estas divisas son: dólares lUSD). libras esterlinas 
(GPB). francos (FRF'). mat-cos alemanes (OEM) y yenes (.JPY). La política 
primordial de la oficina de inversiones en esta !->it.uaciOn consistia en 
utilizar únicamente lo que tenia in"·ert1do sin autnentar su pn..·sL1pucsto 
tomando de ot.ros fondos. Esto cs. puede vender ciertas di,:isas pura 
comprar otras, lo que se traduciria en valores negativos y posiuvos de las 
fracciones del presupuesto a invertir. L)bviumentc. Pl ubje11vo obtener 
ganancias después de efectu;,_1da Id 1n•.·crs1ún. 

Es claro que al pcns;,_ir en divisas tambiL·n se puede asociar la 
volatilidad de las mismas en un cierto periodo de ticn1po. Para cjernplificar 
esto el caso del dólar nos sirve para ilustrar que existe una variación en 
cuanto a su tipo de cambio a través del tiempo, es decir, el dólar de hoy en 
dia no tiene el mismo tipo de can1bio del de hace seis meses. De esta 
forma, los economistas de In institución procedieron a realizar 
estimaciones basadas en datos hist.óricos en cuanto a los rendimientos 
esperados de las divisas y a la matriz de covurianzas asociada a las 
mismas. 

Asi, basados en las tasas anuales se obtuvo la siguiente información 

DEM 
DEM O l"n 
JPY 0.0014 
GBP 0.0001 
FRF 0.0012 
USD () 

Instrumento Rendimiento 
Esnerado 

LSlJ 1 37"" 
DE!\1 1 /;:,",. 
.JPY l.;:,J·',, 
CiBP l 82",.. 
FRF l 42",, 

!,1bla L-,. J 

JPY GBP 
0.0014 !l.0001 
o 2" .• u 0001 

O O<lOl O.Q",. 

ii.nOl.3 o 0002 

1 

Tnbhl u.2 !\1ntnz de covananzns. 
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11 (l0J3 1 o 
() 0002 o 
0.1"., 1 o 

n () 



VI. Caso práctico 

La tabla 6.1 nos 1nucstra los rendimientos esperados de los 
instrumentos de inversíón y la tabla b.2 k1 rnatriz de covnrianzas t-~ntre los 
mismos. No entraremos en detalle en cuanto a In naturaleza de esta 
información sino sólo rnen.cion.an.•mos que la divisa USD fue el numerario. 
que en los tCrrninos que utilizan los <>conornistas t:n cuestión significa que 
fue el tipo de c-nn1bio base". Asirn1srno, las técnicas de estimac1on 
utilizadas por los mis1nos fu<:run: pura los ren.ditnientos esperados 

Históricamente. 
lmplicitos en d mercado de opciones (risk reversa!). 
Pronósticos de buncos. 
Estimación Bo.1yesian.a. 

y para la matriz de covannnzas 

Históricos (Risk Metrics). 
Implícitos en el mercado de opciones (risk reversal). 
Pronósticos de bancos. 
Estimación Bayesiana. 

Para utilizar la herramienta computacional se difinió el siguiente 
rango de rendimientos: 

R;":[2,6] 

con 4 potafolios a obtener sobre este rango. 

En cuanto a las restricciones, éstas se definieron como sigue: 

- !OS USDS 10 
-IOSGBPSIO 
-IOS FRFs 10 
-10:5 DE.\/:;; 10 
-:os;./P}'s;:?,O 

Con los datos necesarios para el ané.lisis se procedió a emplear la 
herramienta computacional. 

6 El tipo de cambio no fue considerado con respecto al peso mexicano. 
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VI. Caso práctico 

6.2 Utilización de la herramienta computacional 

6.2.1 Captura de datos 

A continuación se ilu~trarú la captura de los <iato~ delinicios en la 
descripción del problema para posteriormente n"Iostrar los resullados 
obtenidos 

6.2. 1. 1 Rend1m1entos esperados del portafolio. 

Wj#fr, 1.A¡ .. m. ::·tif ·ffi7fttd,· ?ff21 1 1 · -'~ 

Rango d@ Rendimtentos 

··~ 

C'.-iptt1ra (l<'l 1·0\Tll.!U tic 11•11d11n1t•n1us g1obalt"s 
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6.2.1.2 Instrumentos de inversión 

'!_, ,.,~ .... ~ . .!.'' ~=- ·.... i 2 . )F fr j 

3'..;;.·-·1 
_¡-.-·-¡ 

. _cJ..:::.:. '. 

lill -- 1 

...d .. =.:! 
_J = ........ l. 

=-1-.:.::-::-j 

VI. Caso prri.ctico 

HC-

t_ __ 
.::.:.J:'..;+"..b •.. ¡.,...;¡ . . . ... 1 
':-"";».· '-----'----'---------------' 
~-~----------·--

6.2.1.3 Matriz de covananzas 

*10·5 r *• =·Z:l· r * :r *e ' _1,...RJ 
~-·_, .. _...... .. ..-~·· 

,.. .......... ¡;;¡;¡~··c·~·~c~;¡:¡;¡;a;ett;·::¡:;::i .... Cll .... llfl 

___...!...-----, 
_J,·--. 1 
,_J-=1 
f,éJ =-' .· 
--' ·_J 

--- -------- ---------------------------~--

L'.apttlra lle la n1atr1z lll' c-ovnnanzas 
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6.2.1 .4 Rendimientos esperados de los instrumentos 

¡_J..::::=- i 
_J --1 

. ...:.J =i :.·:=· 
:s~~r ___ _J 

:J;:.:-:7.:-,¡ 
~.---,-~ 

4/"f 1 0?" r2 _l<"?!><l 

6.2.1.5 Restricciones asociadas a las fracciones a invertir 

"!' \-:.:!.!• .... :s. t j t' 1, lltj• 

¡~ ----
,_J--: 

_J . ..::=:. 
_J 

_J e::: 
_J =· .. 
ci----
..:-1·:::~'1 

i 
L __ ~ 

, .... ~ 1 

=----------------· --
Captur.t ue \,1.s n•stn~·ctun~·g asuc1ad.1s .t l.ts trL1cc1ulll'S a in.ve¡:-ur 
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VL Caso práctico 

6.2. 1.6 Visualización de datos 

Apreciando en su totalidad los datos introducidos tenemos 

w¿;¡ .. " 1 ·rt1ffí?®@·ffi2;tfH,jfitf·2' ¡ . ,s.'. _ 1,.c:::lxl 

*At'A 

'- ¡---~.;~;.--;.-;",u""'~--, 1 00031"""""" o o 

. j 11m .. ,.--.,.....,-~ 

·-:.:::.-·· ~ 
OU:l.-u:Jb O!'.:UlolQ&UI O 

0001tl•!>< UOOJl"él'Jt-~ 

~.-;;;;;;;;;;--: 

1

1 iw.- i 
,~ . 
uso 

~ ~ -.. _-_·_· _. -_-_-_-__ _ 
Cabe mencionar que también se contempla la restricción de que las 

partes a invertir (suma de X1) debe ser igual a cero. 
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vr. Ca.so práctico 

6.3 Análisis de resultados 

6.3.1 Ventana de resultados 

Con Jos datos capturados se procedió a obtener los resultados 
considerando las restricciones de desigualdad. con lo cual se generó la 
gráfica de la frontera eficiente 

Resultados: punto l seleccionado 
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ri5 '!1 ':'"'111@.ttV-t· 

¡/ 
11 
!I 
:¡ 
i¡ 
'I 
!I 

n . 
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+lftr 2 tt:tt. _ f.-;i!xl 

____ 3 

¡1 ______ _ 

¡O[] l_1W·· ":ci-___ ¿ __ J_ ~~¡ l_l_ ::?Jh 1 ™ 
~..,,.-·----------

f~esulatdos: punto 2 sel~cc1onado 

R~suJatdos: punto 3 scle-ccionado 
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VI. Caso práctico 

..----· ---- ---- - -- ·-----~ 
!!.~ 

i -------·-- ----·-- ---

11 
tl 
¡L 
fl ~~ 1 ·w- d __J 1 ·;:;~ 1 1 EJ- 1 ~ 
~.<%--- --~- ·--- ------------------~ -- - -- . ------------------

Resulatdos: punto 4 seleccionado .. 

En la gráfica podemos apreciar cuatro puntos donde cada uno tiene 
información referente al rendimiento esperado del portafolio, las 
cantidades que se deben invert.ir en cada alternativa para obtener ese 
rendimiento y el riesgo asociado a la inversión. Cada ventana nos muestra 
información referente a la selección cada punto. La tabla 6.3 nos presenta 
los resultados obtenidos. 

Rr a,. DEM FRF GPB ..rpy USD 
2 0.64 0.62 0.07 3.87 0.14 -4.7 

3.33 1.07 1.03 0.12 6.45 0.23 -7.84 
4.67 1.50 1.44 0.17 9.04 0.33 -10.97 

6 2.05 3.59 0.44 10 0.82 -14.85 
Tabla 6.3 

El modelo implementado a los datos suministrados nos arrojó 
portafolios con el mínimo riesgo de inversión. 
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VI. Caso práctico 

6.3.2 Interpretación de resultados 

Podemos extraer las siguientes observaciones de la tabla de 
resultados: 

Como era de esperar, ent.rc mó.s altns sean las fracciones a invertir 
mayor sera el riesgo involucrado pero tan"lbit:n mn.yor el 
rendimiento esperado del portafolio de inversiones. 
Los valores negativos en las di'\•isas USO nos indican lns cantidades a 
vender de esa divisa para invertir en las otrns. 
El vender USD lo podemos justificar en los rendimientos esperados de 
las otras divisas. los cuales <;.·ro.n mayores que los del instn.trnento USD. 
La divisa en lo. que rnñs debemos de invertir es la de libras esterlinas 
{GPB)~ seguida por los m:.:trcos ukmanes lDEM). los yenes f.JPY) y los 
francos (FRFl. Las cantidades ya se ilustraron. 
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VI. Caso práctico 

6.3.3 Análisis de los intervalos de confianza 

Paru con1prub;ir l.1 CC)flfÍ<1ll7-<J dl' la l'Sti1nac1ón dt• Jos n·ncli1n1cntos 

esperados del pon.:1folio se pn>n_·dio <I L1t1liz<.1r de·! Untnn de st·11s1l>ihdad la 
opciún de intcn:aL)s de.: t·ont"i;1nz;1. 

wy.1 t'f.7·r.;:zz:t .f·tf,1·Vfít,ff$ .n 

n • .,.,..,,.,.._1o•11•••d•1 
-~'. 

- tJ )( 

¡ln1•n.et.d<1Co'1flaou•---- __ ! 

! "---...... F! 
. __ J 

3>..--:.111 
, ,._. 047 

EiJ ~;~:.__! --=·'~==-·::H--=_J~·~"--'-· i [ ··:;~ J ~/ 
RO.~---~-- --- -- ------- - ---- - --

3_¡51Jxl 

Podemos apreciar con un cncfic1entc de cnnfianz~1 del 1.,.JU"í, qur:.• el 
port.:lfnlio que.: nos ar:-o.1a un n·ndiinicnto 1•sper.:_1dn de ,-J tendr<.·1 un riesgo 
~saciado contenido en el intc.:rvalu !2.t-,~1.u .. '17j. 
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VI. Ca<io práctico 

6.3.4 Contribuciones a la varianza 

Resultó impurtanle tnn1ar en l'Uenta l.1 c1>n1nbuc11->n .d riesgo de 
cada inversión en 1.is div1sds. Por t•llo se uuhzn 1·~u1 ()pc1ún del bolón de 
sensibilidad. 

'!:. ~ ._.: •• ' CT c7 
_ 1...,1.xr 

·-'.'.-

~.~-----

~:\v-_J- · · , .- -_J-~, ·. ,, .. _J- 1 1 ::;- 1 
.s~L-~-----~~~-'-' . - .J ~~-:L! 

Co11lnbuc1ones .11 n•·~L'.tJ ,¡,.' .1d.1 111:--.trLn111·11t<> p.ir.1 ,.¡ iHH ~•l<>lt" •·on n·ridunit•nto 2. 

Contribuciones <.11 n~·sgo dt• c,1d.i 111stru1nr-nto p.11·;1 ,.¡ ¡H11·1;1fol1<.1 con n~ncunucnto ti. 
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VI. Caso práctico 

Las contribuciones a lu varianza pueden di\;idirse entre la. varianza 
del portafolio con el objeto de obtener unidades en porcentajes de 
contribución de cada divisa. 

Nótese que las inversiones en los instrumentos DEM y GPB aportan 
mayor contribución al riesgo del portafolio. 
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VL Caso práctico 

6.3.5 Análisis de un portafolio definido por el inversionista 

Los economistas intentaron comparar un portafolio propuesto por 
ellos para apreciar su rendimiento esperado y su riesgo asociado. Este 
portafolio consiste de las siguientes cantidades a invertir 

DEM FRF GPB JPY USD 
·10 .JO 10 -10 20 

"*· :t*· H r5-:1 r p 

Incluyendo un portafolio definido por el usuario 

Así, el sistema nos arrojó el siguiente resultado 

r· 
íl 
" ¡; 
ü 

~ .. cir_:_"'--::t]_ 
Grá.fica regenerada con el nuevo portafolio 
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VI. Caso práctico 

Podemos apreciar la distancia entrC" L'l portafolio de la frontera 
eficiente .. -\.simismo, arrojó un rendimtc.•nto ni.ucho 1nenur >. un ne~:H,~1.> más 
alto. 

En cuanto a las Cl>rl.trtbuc101H·s .i Lt •·:l1·1anza nutcltnos que ius 
inversiones en frnncos, ni.arL·os :·· >"t.·nes :irr-c>¡:lr11n L.1 ma....-t>r vnntnbución ill 
riesgo dt.•l portafolio . 

. r-··· 
l-··. 
i 
! -.--·--- . ~--t.~: .. l 

:b~~:'·:*·- _j 

Contrtbuc1011es ni nes1~0 (!e !ns i11v•·1o.;HJ1H·s t•n lns 111s1run11•ntos 

Por su parte. los tnten·nius !ic.- L·ontl<-ln:~a pa1-~l ei ri<."sgo del nuevo 
portafolio coadyuvaron <-1 derinu· el r<1n!...!q L'll t·l que lluctua el t.•stirnador, el 
cual fue [-9.32,13.3~1-

lntcr..·<i!Os d•~ ("Otlf1anzil para •·l nlh"\'n portafnl10 
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VI. Caso práctico 

6.3.6 Decisiones tornadas 

La utilización de la teoria nioderna de los por~afolios de ínversión 
aplicando. además, una herramienta computacional sirvió a Ja oficina de 
inversiones de la institución financiera en cuestión pura reflexionar en 
cuanto a las operaciones de inversión que dcbian hacer para obtener un 
mejor rendimiento al nicnor riesgo. Si bien, no se aplica estrictamente la 
inversión propuesta por el sistema {debido a otras vuriablcs a considerar 
asi como a otras politicas de inversión) esto h:s contribuye de tnanera 
notable en la toma de este tipo de decisiones que son tan irnportnnt:es. 
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Conclusiones 

El ámbito de inversiones es de vical importancia para todo tipo de 
organismo, lo cual se puede apreciar fácilmente en tiempos modernos. De 
acuerdo a esto, uno de los principales problemas a los que se enfrenta un 
inversionista es el referente a la carencia de métodos cientificos que les 
ayude a elegir la mejor alternativa de inversión. Surge entonces la 
necesidad de impulsar el estudio en este campo de In. Economía. 

Dado lo anterior, una importante afirmación que todo 
inversionista debe aLLXiliarse de métodos v tecnicas derivadas de un 
estudio científico para la toma de decisiones.~ 

Así, se procedió al desarrollo de una herramienta que, basada en la 
teoria de selección de portafolios, buscu coad)~var al inversionista en su 
objetivo: elegir la mejor alternativa de inversión pura incrementar su 
presupuesto. 

De esta forma, mediante este trabajo se ha podido constatar la 
aplicación de las rvtarcmD..ticas en el pluntcarnicnto abstracto de 
situaciones reules y el uso de la computación como herramienta que 
reduce tiempo y esfuerzo, objetivo de la carrera de I'vlntcmUticas Aplicadas 
y Computación. 

Como se ha mencionado. se tomaron las bases de la tcoria moderna 
de Portafolios y se elaboró material teórico al respecto. No obstante de lo 
breve de la teoría tratada. se pretendió que este rnatcnul tuviese un grado 
de formalidad aceptable justii1cando cada ulirmación presentada para ir 
plasmando paulatinamente ~· de manera lógica las bases necesarias para 
el entendimiento de un modelo establecido para la selección óptima de 
alternativas de inversión. Una vez planteado el n1odelo fueron discutidos 
dos métodos de solución alternativos al mismo. Posteriormente, se 
presentó un programa de cómputo que rcunla la aplicación del modelo con 
sus métodos de solución. Finalmente. se aplicó la herramienta 
computacional diseñada a un caso práctico de prueba, con lo cual se pudo 
verificar que la utilización del sistema diseúado resulta de gran apoyo en la 
toma de decisiones en los problemas de inversiones para estos casos. 

83 



Cabe señalar que el programa curnputacional presentado le presenta 
al inversionista información refert.•tHc al nesq.o de sus posible~ inversiones 
para que con esto pueda hacer con1p .. 1rac1ones y seleccione la alternativa 
final. 

Con lo anterior es posible afirmar, entonces. que tanto el objetivo 
como la hipótesis de la presente tcsi:;. se han cumplido. 

De manera genero.\, se puede concluir que un 1nodelo tnatcrnó.tico 
construido baJo las correspondict•tes bases teóricas puede ser de gran 
utilidad en la toma de decisionc..·s de car.:ietcr t1nanciern, en este caso en 
decisiones de inversiones. 

Asi1nismo, la prngnunación en computo.dora de un ni.odelo que 
consurniria tiempo y esfue1-zo resulta imprcsc1nd1ble y de µ,:rnn ayuda para 
estos fines. 

Se presentó un caso aplicado al modelo propuesto y haciendo uso de 
la computadora se obtuvieron. rcst..1ltados que confirman lo anterior. La 
selección de alternativas basad<ot solamente en ··corazonadas" puede ser 
complementada. entonces, por un anáhsis científico. 

De esta forma. se puede afirrn<.u- que..' la tom<.1 de decisiones debe 
incluir bases cienuficas y tecnolUgicas ~·no tncramente intuitivas. 

Ademas. cabe mencionar que pudo percibir el caracter 
interdisciplinario de ln. licenciatura en Matem<iticas Aplicadas y 
Computación. ya que un úrnbito coni.o el de inversiones pudo ser abordado 
con los bases que se adquieren. 

Finalmente, la Ec:onomia ~1cx1ca.na puede ser n-1ejorada si se le 
aborda con el enfoque de sistemas. ch'sglosundo cuela una de sl.1s partes 
para analizar cudu unn y clabornr propuestas particulares. las cuales 
juntas sin duda n1cjon.1rún. los resultados hasta ahora obtenidos. Asi. 
debería ser compromiso de todo p1·ofesional el participar en este análisis 
para construir un MCxico ni.ejor. 
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