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AaúldDI-· 

AMi#~ynri 
caulú:> F•tlfDrito: 

Aaúl_.-_. 

Lll prinlcn,. mi mlldn: bioA.igica: porque me diJ el 31Cr, el lugar. el 
motivo para .:rsuir; e11 n:· todo Jo que 1ne rodell,. Jo que tengo y Ja que ~Y. 
lbr dbl nu:: he csforzlldo en lodo Jo que lu4go,, IJ#,l'a rrtribuk en una 
pequeñll ~ todo lo que IUI inwrtido en mi en todo$ /o$ .rntidos; atoy 
concienle de que nunca l/eg•rrf a ¡.wga.r/e ni 111 ~nlé3im• parte de Jo que 
debiera. ¿Con qué podri'a ~•r/c mi v.it:IA? 

La .r,gund&.· por hllbt:nne cuidMlo todo e.Re tiempo, por e.RAr 
.sicm~ unid/U y • ¡rt.Mr de Aú> y de lodos .rguir ahí junto • mi; 
compartiendo .n1 vida conm.(go; hllciendo día con dúl que me sic.nbl 
cr11npkt .. que me sienbl kliz 1111 .r.ramig~y ~ A."JJa: Mnnamu. 

lbr haberme cJJ.do su .apoya y Íf» Áninlos par11 .-guir cn:x:kndo,, y 
por h~ Funcianado como p#dre$ cada uno de dlo:r,. cuando ku nece:tite 
cumobúa. 

lbrque nuncA Id ilnportó .!11° t:stAJ. de buena4. si cstaJ. de m11llls; 
n.e Jl(gue.n qucrkndo igual. ...• y yo• dios. 

ANque cMdll uno de e/ku ~ne 111 ~ correcta pM"a hM:erme 
M!nlir bien,. en con~ y rt:Hz. por dccirrm=: JMAldibll ¡¿qué me ~Ute 
hoy dt?I, /~ no!,, ¡Qué ondA conrMilrr:I,. ,¡...,, .)t:»tel, ¡¿Qué hay de 
~ JM~I. ¡Ay matlldal, etc .• y e-*' una de a1A$ ~ tuvielun 611 
ekcto pn:tebo y cMla uno de dku me di¡jó ll(go único y nUo; algo nuef!P y 
dikn:ntr:,. pero que en todo el mundo 3C conoce como .. amblad"-

Fbr NlUMf/Arme tanto tiempo,, por haberme •h:ndido m<íc'r de ¡,., 
que merezco, por pn!OCU~ por miy considt:rarmc como de ÚI familia 11 
~de .-:r un p1:rfa:to cxtrllño. 

lbr su compmñia. su risa, su Alnistad,, el t:Star pn::31enle en Jos 
peiolY!S y en Jos mt;Jorcs monu:ntOJ de mi vida univr:rsila.rill; porque! me 
c:ns:ñó a creer, a pcnMr y a vc.'r 1.MS eus&r,, de manera difcrrnle y a mc.jorar 
un poco mi carlllctcr,, a disfrular de lod4$ J.as pequeñas y grande!$ a..u.t.'\. por 
todo Jo Uuk.lcriptibk .... ;porque: ",;empre habrá mh .. 

lbrque 3in su ayuda e.no no hubiera alauizado ni Ja décim.a i:-rte 
de Jo que c:.s .a.hor.a. por haberme dado Ja mano CUMndo nMlic más a,_rr:ri"ó,, 
por .!lel" mi am~o tui tocWs los ,sentidos de lo que ello implica. 

lbr brindArme .!IU .epoyo,, por h.ebt:r tr:nido siempre UnA .t10nrisa 
ptlU7ll mi~ lulCit!ndo que 1A csta.nci.a cn el lrabt(io 1Üt:3/lt! an1t:na y porque 
nunca me dt:¡¡iur:m .!101.a, .a.Jsuno sianprr: c.st.ai- por Alú. 

En cualqw'er.s de mi's múltipla cvr:ntua.lidMdc.:t,, &(guno de ellos,, 
tc:nfa una u olrll ..,Jución. 
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-fntrocíucció11 

El presente trabajo parte de Ja necesidad imperante de divulgar y aplicar tecnología d.: 

punta desde las auJa,_.¡ universitarias y no esper-..tr hasta llegar al campo de trabajo como 

sucede la mayoría de las veces; nosotros como estudiantes de ingcnicría:o específicamente de 

computación:o no pcx:lcmos ni debemos cspcr.ir a llegar a ese punto, por ello, este trabajo 

pretende en cierta medida, apor1ar )as bases en el conocimiento de una Teoría utilizada como 

tccnologia de punta en otros paises y que tiene mucha relación con nosotros como futuros 

profesionistas, debemos conocerla y aprender su aplicación. 

La inquietud que se tuvo para desarrollar este trabajo fue debido por una parte~ a 

experiencias personales en cuanto a que como estudiante me dí cuenta de que es muy 1..-scasa 

la bibliograffa para temas nuevos y las que podemos Ucgar a acccsar se encuentran en otro 

idioma lo cual implica un cieno grado de dificultad en cuanto al manejo de concc..ptos y 

tecnicismos; por otra parte y comentando con mi asesor surgió la tentativa de apcirtar algo 

nuevo y con vistas a aplicaciones prticticas7 en este caso tenemos a la Teoría de rercolación 

que nos presenta una panorámica general en cuanto su conceptuali7..ación 7 utilización y 

aplicaciones mas simples. 

Con ello se pretende sembrar una semilla de avidez por ahondar más en el tema y 

explorar las diversas alternativas que ofrece en todos los can1pos del conocimiento humano 

de manera que vemos ante nosotros la oportunidad de interactuar con profosionistas de 

diferentes áreas para producir nuevas y mejores alternativas de solución a problemas. 



lntruducción 

Asl pues este es el objetivo de la tésis: El aportar una fuente de información clara y 

mencilla para obtener nuevas tésis acerca de cada rama del conocimiento. !IC pretende s.: 
considere ésta tésis como una modesta contribución para llenar la carencia de información 
acerca de fenómenos criticos. cuyo estudio será de gran utilidad para los estudiantes de 
ingenieria tanto en las materias implicadas en este trabajo, como en la vida profesional. 

Por otra parte considero que es preciso mencionar algunas de las dificultades 
encontradas al momento de elaborar el presente trabajo, ya que el mismo lector 9C dará 
cuenta de que por ejemplo, el aparato matemático utilizado es dificil de explicar para un 
estudiante de ingenieria que solo es usuario de laa matemáticas y no productor de las mismas; 
la explicación y demostración de las fórmulas a las que se hace referencia en capltulos 
subsecuentes, son buen tema para una tésis de matemáticas y esto .!IC aleja en mucho al 
objetivo que aquf se persigue. 

Regresando a la bibliografúa que como ya !IC mencionó, es escasa y en idiomas 
extranjeros; citaremos también que hay alJpanas partes de este trat.jo donde se localizarán 
traducciones literales debido a la complejidad de conceptos y algunas otras que fueron 
llevadas en la medida de lo posible, al lenguaje llano para su mejor comprensión. 

Siguiendo con las dificultades, mencionaremos que fue preciso el comprobar los 
resultados preaentados en uno de (os libros que se tomaron para consulta y al llevarlos al 
ámbito de la computadora, resultó ser una tarea bastante dificil que a final de cuentas pudo 

ser superada gracias a la paciencia que tuvo mi asesor al explicar cada uno de los concepto5 y 

fórmulas utilizadas para llevarlos al lenguaje de la máquina aunque primeramente se haya 
tenido que ir a pie. 

El tema que se desarrolla en cate trabajo, la Teoría de Percolación, tiene sus inicios 
empiricos en las primeras ascntaciones humanas, ya que nuestro género se ha visto rodeado 
de fenómenos criticos desde tiempos inmemoriales, podemos hablar primeramente del fuego 
originado por tormentas eléctricas y del cual se aprendió a manejarlo y posteriormente a 
"fabricarlo" si la expresión es válida, pasando por las enfermedades infecciosas, hasta llegar a 
los origenes formales de ésta Teoría con la introducción de los primeros estudios de los físicos 

ü 



lntroduccMJn . 

S.R. Broádbent y J.M. Hammcrsley quienes al enfrentarse a un fenómeno critico en el aí\O de 

1957. comenzaron a estudiar la razón por la cual las ma.9Caras antig¡U utilizadas en las minas 
dejaban de filtrar apropiadamente. causando la muerte de los mineros que se encontraban a 
grandes profundidades en los tiros. sin el contacto con aire respirable. 

Esiloa flsicos denominaron al movimiento del gas de las minas a través de los poros del 
carbón como un "laberinto", dicho movimiento es un proc:eso nuevo en ese entonces y ahora, 

mismo que difiere considerablemente del fenómeno de difusión ffsica ya bien conocido 
en e• época, el cual consi.te de la difusión de calor entre dos cuerpos (como ejemplo más 

ancillo). que necesita del contacto de dichos cuerpos para que la difusión ocurra. a 
diferencia del fenómeno que atendemos ahora que necesita de la vías o "caminos" que 

permitirán la infiltración de un .-gente externo Oláme:1e sangre, fuego, electricidad, cte.), 
9Dbre un aamtrato <Uámeae éste venas, superficie. conductor, etc.). 

Tencmoa entonces que ésta tcoria estudia precisamente las relaciones que existen 
entre un gran número de elementos que constituyen un sistema a mcxlelar. 

Asi también veremos que necesitamos de varias di1eipliruu y condiciones que 
manifieste el problema, para la correcta aplicación de esta teoría, además de algunas otras 
hcttamicntas como el estudio de procesos llamados de gclación, mismos que podemos ver 
concretamente en la industria de alimentos, en la medicina, cte. y en algunas otras ramas del 

conocimiento humano. 

Finalmente diremos que con éste trabajo se pretende entonces dar al lector la base 
para ahondar en futuras y diversas aplicaciones que ofrece la naturaleza y el conocimiento 
humano, para que de esta forma los estudiantes de ingeniería, tengan una más amplia cultura 

en la utilización de tccnologia de punta para su aplicación concreta en su actividad 

profesional. 



Mayeo nórico 



:Marco 
efeórico 

Desde que la humanidad tuvo conciencia, la naturaleza "le ha planteado"' una 
serie de problemas entre los cuales se destacan aquellos que no son posibles de controlar,, 

digamos una finalidad catastrófica o un aprovechamiento de su potencial, para con ello, 

propon:ionar comodidad al hábitat humano. De esta naturaleza 90n los llamados 
fenómenos criticas. 

t.ste tipo dc fenómeno, se caracteriza principalmente por tener la capacidad de 

llegar a un punto, en el cual sus propiedades como sistema cambian abnaptamcnte y cabe 

la posibilidad de que salga de control y con ello causar efectos no deseados. 

Es importante observar Ja fisica de los fenómenos críticos, ya que ésta poace rasgos 

comunes: Al accrcar9C al llamado punto critico que es precisamente el momento en el 

cual un sistema dado puede salir de sus condiciones normales, éste se dividirá en bloques 

de propiedades· diferentes (ffsicamente hablando) y las dimensiones de dichos bloques 

crecerán hasta desarrollal"9C de manera incontrolable. creando asl una reacción en cadena 

dando lugar a condiciones impredecibles y peligrosas. 

Se tienen varias configuraciones de modelos rgún la naturaleza misma de los 

fenómenos en cuestión. de modo que la configuración de algunos fenómenos varia 

caóticamcnte en función del tiempo y del movimiento térmico, en otros permanece 

congelada pero cambia en la transición de una muestra a otra al someterlas al análisis 



estadístico. A.si pu.es, cuando se hace frente a un fenómeno del tipo critico, !IC desea saber 

en qué momento pod.rla hacerse presente una reacción en cadrna, cuál será el punto en el 

cual sus propiedades podrian cambiar bruscamente hasta convertirse en un problema 

dificil de controlar. 

Ea posible que un fenómeno de este tipo al alcanzar dimensiones criticas, no 

presente el momento de propagación de nas acciones o consecuencias, es decir que puede 

compxtarse como un fenómeno que no ca.e dentro de la categoría crítica, pudiendo 

confundirnos al tratar de analizarlo y con ello podriamos analizarlo erróneamente con 

metodologias no de acorde con el problema en cuestión. 

En respuesta: a estos problema~ se desarrolló la llamada "Teoría de Fercolación"', 

ésta tiene sua orígenes en el afto de 1957 cuando S.R.. Broadbent y J.M. Hammersley sc 

encontraron ante un fenómeno del tipo critico: "La saturación de las máscaras antigás 

util.izadaa en las mi.nas, y más propiamente, la saturación de tos poros del carbón que 

funcionan como f'tltros en las má9caras."" 

1111EI movintiento del gas por el "laberinto" (poros del carbón) es un proce90 de 

nuevo tipo que difiere considerablemente del fenómeno de difusión física."' 

Broadbent y Hammersley le llamaron a este fenómeno de 54lturación: "Procc5'0 de 

Fcrcolación" y su teoría se denomina con el mismo nombre, a este respecto debemos 

mencionar que la palabra pcrcolación significa infiltración. 

La Teoria de Percolación estudia en si las relaciones existentes entre un gran 

número de elementos que constituyen al sistema o mcxlclo a analizar, sus acciones, 

reacciones y consecuencias además de su tendencia de comportamiento. 

Existe una condición para su exitosa aplicación: Se sugiere que debe existir un 

enlace entre cada uno de los elementos del fenómeno en estudio con carácter aleatorio, el 

cual deberá establecerse mediante un serio prcscedimiento determinado, como por 

ejemplo, un generador de números aleatorios con propiedades especificas y que se adecue 

a las condiciones del problema en cuestión. 
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Tenemos un primer trabajo que introdujo el concepto de percolación y fue el 

desarrollado por nory y Stockmayer hace ya varios aftos, al estudiar los procesos llamados 

de gelación. El término percolación, fue sugerido como ya mencionamos anteriormente 

por Broadbcnt y Hammersley en J 957, esto fue cuando estudiaban la .disp.!'rsión de fluidos 

en medios aleatorios, además de esto introdujeron los conceptos de geometría y 

probabilidad que veremos más lldelante. 

Los problemas que pueden ser tratados mediante la Tcorfa de rercolación, se 

engloban en la categoria de Jos fenómenos críticos, ya que los elementos que conforman 

su estructura se encuentran enlazados cercanamente al punto llamado: "umbral de 

pcrcolación" y poseen una geometría igual para cada uno de ellos; dicha geometría puede 

ser establecida o denotada si 5e pone atención a la estructura del fc:nómeno pero en 

pequefta eX"ala, la cual SIC determina por los enlaces y las propiedades de los elementos, 

tomando en cuenta sólo a los enlaces de grandes bloques tomados en esa pequefta escala; 

de este modo la geometría que describe las dimensiones del problema toma un carácter 

universal, al igual que las variables físicas utilizadas para describir el comportamiento del 

problema, las cuales, además de tener propiedades universales dependen de la estructura 

de los grandes racimos (concentración de vías de flujo y bloqueo en el fenómeno). 

Para describir ampliamente lo que ha sido la Teoría de Pcrcolación, se necesitan 

varios conceptos además del de fenómeno crítico, se tienen que describir otros cuantos 

como son: variable aleatoria, vfas de percolación, dimensión del modelo, valor crítico, 

indice critico, umbral de pcrcolación, coeficiente de reproducción, número de 

coordinación, racimo infinito, radio de correlación, índice del radio de correlación, zona 

crítica, Teoría de las Transiciones en Fase, hipótesis de .semejanza, entre otros. 

Además de estos conceptos se necesitarán las herramientas de probabilidad, 

estadística y matemáticas, que se consideren pertinentes para ayudarnos a seguir el 
comportamiento de las variables involucradas en el fenómeno critico de nuestro 

particular interé•, tales como Ja media y Ja desviación en estadística, las distribuciones de 

probabilidad, las ecuaciones diferenciales, etc. 

3 



Cuando se desarrolló la Teoría de las Transiciones en Fase en los aftos siguientes .. 
tuvo un impacto muy especial particularmente el método de desarrollo en series de Domb 

y la Tcoria de Grupos de Renormalización de Wibon, Fi.cher y Kadanoff; la cual estimuló 
sobre manera a las investigaciones acerca de los aspectos de transición, geometría y 

percolación. 

A.1.ediante dichas herramientas, es posible regir o estandarizar el patrón de 

comportamiento de un sistema, siguiéndolo en las pequcftas variaciones que presenten las 

variables de control que lo deacriben. Se aÍlrma lo anterior en base a los resultados 
obtenidos en el estudio de la probabilidad y estadística, pues se sabe que en un 

experimento se pueden realizar varios intentos para obtener un resultado especifico y 

entre más grande sea el número de estos intentos, el resultado obtenido dejará de ser 
eventual y pasará a acr regular;. es decir, la diferencia entre cada resultado será cada vez 

menor. 

Al llevar a cabo la simulación de un experimento cualquiera con la ayuda de la 

computadora, p>ciemos aislar el valor de la variable de interés, para que de este modo, 
tengamos cercado el "momento" que deseamos obtener. Es posible predecir una reacción 
en base a \In valor obtenido mediante ensayos repetidos que tiendan a infinito ya que ha 

sido demostrado por varios autores, que este valor tenderá a ser único. 

Para todo problema o fenómeno en estudio es preciso establecer un modelo del 

mismo,. con .el objeto de establecer su comportamiento a manera de que podamos 

""manipularlo" si es que cabe éste término, y estudiarlo simulándolo. En ocasiones se 

encontrará con que 11e habla de la "dimensión del modelo", e introductoriamente podemos 
decir que éste aspecto no está ligado al aspecto fisico como se pensaría al momento de leer 

este apartado,. sino que la dimensión de la que se habla se refiere al número de variables 
dependientes e independientes que están involucradas en la descripción del modelo y 

precisamente ellas son quienes darán el orden o la dimensión del mismo. 

Siguiendo con este aspecto pxlemos decir que la Teoría de Percolación no actúa 

90la,. sino con otras muchas áreas de conocimiento, por ejemplo tiene una intima relación 
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con Jos fractales pues a1 decir que un evento en d modelo está en el umbral de 

percolación, es porque ha llegado a un punto critico en el cual, las propiedades del 

sistema que ya se conocfan pueden cambiar radicalmente y es precisamente esa tram1ición 

de un estado normal a uno crítico to que le da al fenómeno un estado intermedio, una 

clase de dimensión fraccionat: Algunos autores concluyen que los objetos de la 

naturaleza pueden ser cuantitativamente clasificados por un sólo número: la dimensión 

fractal, denotada como df 

Esta dimensión de la cual se habla en términos de fractales toma su definición del 

modelo al cual se este aplicando, es <k:cir por ejemplo en una figura de una concentración 

critica, pueden observane racimo!i infinitos los cuales pres...~ntan agujeros de varios 

tamaftos de manera semejante al tapete de Sicrpinski (mismo que veremos más adelante) y 

tenemos que esta estructura es muy semejante a si mismo en toda su longitud por lo cual, 

puede ser interpretado como un fractal. 

De esto se desprende que la dimensión fractal d¡· se describa como el promedio de 

la masa del racimo contenido en una esfera de radio "'r" donde "r" es un escalar. 

Por otro lado, tenemos que en los fractales 9C manejan las probabilidades que se 

tienen para que un evento ocurra (en el caso de los fractales probabilfsticos), y se 
concluye a través de varios experimentos que al tomar en cuenta las probabilidades de un 

evento, es decir sus partes proporcionales, se determina que son iguales. También ~ 

habla de el OLA (difussion limited aggrcgation), más adelante se vera que es similar al 

umbral de percolación re; además se establece una analogfa de parámetros para 

cstnacturas aleatorias, por ello es que 9C toman modelos geométricos -sin factores de 

Boltzmann- como suficientes para englobar las caracterfsticas estadísticas y mecánicas de 

un sistema real. 

•Podemos decir que Ja dimensión fractal es un estado intermedio9 es la transición. 
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Si es posible entender la fisica esencial de un modelo extremadamente ,grande., 

entonces podemos decir que entendemos la física esencial de los materiales complejos que 

caen dentro de la claw universal descrita por un modelo del tipo critico. 

Los conceptos de fractales que introdujo Mandelbrot, aportaron nuevas 

herramientas que en conj&anto con el desarrollo de medios computacionales apropiados, 

contribuyeron en ,gnan parte a la comprensión de la actual Tcoria de Percolación. 
Tenemos por ejemplo, desde el concepto mismo de fractal y el origen de su nombre, que 

viene de la palabra latina "fractus" que significa "roto" o "quebrado", es decir algo que se 

rompe en trozos similares al original, hasta la publicación de su libro "La Geometria 

Fractal de la Naturaleza" en 1985 y muchas •Portaciones más. 

Hasbl este punto vemos más claramente la relación existente entre la Teorfa de 

Percolación, la fisica, la aeometria del Desorden y los fractales, todos converx;en en los 

miamoe puntos que se deben tomar en cuenta para controlar un fenómeno critico. 

Lo que se pretende 1og,rar mediante la Teoria de Percolación aplicada a un 

fenónleno en particular, ca determinar el momento (en términos numéricos), en el cual el 

fenómeno puede propagane, extenderse, salirse de control, etc., para que en base a ello, 11e 

tenga la posibilidad de aislar o permitir la reacción en cadena logrando asf un beneficio 

para la sociedad. 

Por ejemplo en el control de incendios forestales, seria de mucha utilidad el poder 

detener la extensión del fuego para no llegar hasta dimensiones catastróficas,. si 

conocemos las VÍa5 de flujo o caminos por donde puede extenderse, y las tratamos como 
una red o malla e interceptamos los puntos que conforman la vfa de flujo (vía de 

percolación) por la cual se expandirá el fuego, habremos logrado una eficaz aplicación 

del la Teoria. 

Otra aplicación de los problemas de percolación seria la propagación de un vinis 
ya sea en una red de computadoras o en seres vivos; con la ayuda de Ja Teoría de 

Percolación seria posible predecir las "vías de contagio" y asf podemos evitar 1~ 
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pwopegación del vinu, aplicando una mctodologia estadistica para cercar los puntos de 

-l>le contagio. 

De esta forma podemos listar varios problemas que tendrian solución 
9Dlllet~ndal&-. a la Teoria de percolación, y todo con el objeto de controlar e inclusive 

prevenir MK"e.,. catutróficos en una amplia gama de fenómenos de todo tipo, siempre y 

cuando clant que ~stoa m:an su.ccptiblcs de .cr trat-"'» bajo los lincam.icnto.i1 que dispone 
e-Tcorla.. 
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capítu{o 
1 

CONCEl'TOS Y AUXILIAllES BASICOS 

l. l lnlroducción. 

En el pre9Cnte capitulo .e introducir4 al lector en el manejo del vocabulario 
ftC(:C:MrÍO para cotn.preruler en términos m4s amplios, la Teoria de Fcrcolación, y de esa 
forma instnairlo para la com.pre:nsión de los capítulos subalecucntcs. 

Anteriormente me dieron a conocer los conceptos que serán usuales tanto en éste 

capitulo como en los siguientes, por ello sc mostrarán aqui las convenciones, terminología 
y actar.ciones necesarias en cuanto al manejo de cada uno de los conceptos para algún 
ca.o en particular, siexün mea conveniente. 

Ademú de esto, 1e dará una breve introducción a las herramientas estadisticas y de 
probabilidad, con el objeto de explicar toda la ayuda que puede brindar la Teoría de 
Percolación con la intervención de estas hen-amientas, que antes sólo se dedicaban a sus 
funciones matemáticas pero sin alguna aplicación tan interesante como la que se nos 
pre.ente ahora. 

Al concluir el presente capitulo se espera haber aportado tas herramientas 
suÍlcicntes para tener la capacidad de obtener una visión más amplia de lo que es la 



Introducción 

llamada Teoria de Percolación, y de como podríamos aplicarla a un fenómeno que reúna 
los requisitos que ella exige, para de este modo utilizarla como una herramienta por 
demás útil que sale de la indole de las ya conocidas, en la solución de problemas. 

Lo anterior nos conduce a un nivel superior en cuanto a técnicas utilizadas en la 

solución de problemas, ya que países como Rusia ta utilizan como una metodología 

específica concreta y eficaz para la solución de problemas que salen de la indole de lo 

común y cotidiano, aunque algunos de los fenómenos críticos caen dentro de lo cotidiano 

pero no ac les cataloga como critico, simplemente pasa desapercibido y no se: le trata en la 
justa perspectiva. 
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t.2. Coru:eptos 

- Vl&t' de J"el'CO/ación: Se refieren a los racimos finitos e infinitos ubicados en el 
modelo a escala de un fenómeno critico, las vías de pcrcolación no son otra cosa que los 
"caminos"' por los cuales el fenómeno puede propagarse de manera finita o infinita. 

- V11nitblc 4/t:.11toria discreta: Recibe este nombre aquella variable de la cual 

pueden conocerse los valores que adquiere, ademób de la frecuencia con que puede tomar 
c..ta valor. Una re•ricción importante acerca de este tipo de variable,. es que no puede 

•berw, aún dentro ele lom márgenes que impone un problema de carácter matemático, 
qu~ valor en especif"ico habrá de adquirir en en momento o caso dado. 

FAo viene de que -.bemos que es imposible predecir de primera cuenta, cuál es el 
nú111en> que VAlllOS a obtener, al realizar un experimento cualquiera, pero podemos 
pt'OIMMl:icar la ,,..0.-bilidad de obtener un número determinado. 

La definición que dan R.E. Walpole y R.H. Myers acerca de la variable aleatoria es 

la siguiente: Una variable aleatoria es una función que asocia un número real a cada 
elemento del espacio muestra!. Este espacio muestra], lo entendemos como un conjunto 
donde me encuentran todos los resultados posibles de un experimento estadistico que se ha 

llevado a cabo. 

- Eh:cuenci• relativa: Al realizar un número determinado de experimentos 
denotado como Q. ac establece una relación Qn I Q, dicha relación se denomina como 

frecuencia ~lativa de aparición de un valor dado de la variable aleatoria. 

- Pit:Jbabilidlld del valor de la variable aleatoria: Cuando el total _de experimentos 

realizados no es muy grande, la relación den~minada frecuencia relativa~ prescrita 

oscilaciones o variaciones, ahora;. cuando !M! aumenta el número de experimentos, estas 

oscilaciones son cada vez menores. t-:1 Hmitc hacia el que tiende la frecucnda relativa d&.~ 



Cona:ptos 

aparición de un valor cualquiera de la variable aleatoria, es el denominado probabilidad 

del valor de la variable aleatoria. 

- Valornrediodela variable aleatoria: Se!' utilizan las frecuencias relativas para en 

un deteminado momento, calcular el valor promcdi" de aparición de un resultado en 

pet1icular y este valor promedio, es una propiedad que sc da a concxer en un gran 

número de experimentos realizados los cuales han sido llevados a cabo bajo condiciones 

idénticas, ae denota como: 

Como un adicional podemos c:lccir que si aumentamos el número de experimentos 

Q, como se mencionó arriba; la variable que describe el valor medio de la variable 

aleatoria i"Q tiende a cierto valor el cual no depende de Q, pero es función de las 

condiciones en las cuales se n:aliz.aron los experimentos. 

Ahora, el valor medio presenta desviaciones que ocurren obligatoriamente tanto 

hacia uno como otro lado y por término medio se compensan rccfprocamente. Por lo 

tanto seria conveniente establecer la distribución a utilizar en cuanto se realicen los 

experimentos necesarios, con el fin de establecer el adecuado enfoque del resultado 

obtenido en el análisis estadístico de los datos. 

La varianza se denota como: 
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- Llesviación cuadrática media:· Es quien caracteriza Ja desviación típica sobre I~ 

variables correspondientes a cada intento de Jos experimentos realizados y ae denota 

eotno: 

6(N) = ,/6'(N) 

- Ph:Jl:wbl1idad: La probabilidad de un evcnlo cualquiera x, es Ja suma de los pesos 

de lodos Jos puntos n1uestrales en r; Por definición, Q 1 + Q2 + .. . +Q. = Q. entonces la 

def'mición de probabilidad se deduce como: 

P(.r1)+P(.r2)+ ... +P(.ri.)= 1 

y los valores de cada probabilidad por separado, en un evento dado, siempre oscila entre 
cero y la unidad. 

En cuanto a la probabilidad sabemos que tiene ciertas propiedades y teoremas Jos 
cuales podemos describir como sigue: 

La suma de las probabilidades de los acontecimientos que forman un sistema 
completo es igual a Ja unidad. 

Las probabilidades obtenidas al realizar un experimento cierto número de veces, 
pueden ser sumadas siempre y cuando Jos eventos que describen sean mutuamente 
excluyentes dos a dos; en cambio cuando se trata de eventos independientes es decir; que 

no tienen algo en común, se puede utilizar la regla de Ja multiplicación de las 
probabilidades y con ello podemos obtener por ejemplo, Ja "probabilidad de que surjan 
simultáneamente varios acontecimientos en un experimento cualquiera." 

- Variable aleatoria continua: Este tipo de variable, también puede adquirir un 

valor cualquiera pero sólo en cierto segmento correspondiente al eje real numérico, dicho 

aegmento corresponde a un intervalo cualquiera. La probabilidad de oblcner 
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cierto valor, presenta variaciones al igual que la variable aleatoria discreta, expuesta 

anteriormente. Para ello, debemos introducir una nueva herramienta que es Ja función de 

diatribución de la variable aleatoria conHnua. 

- Funcidn de diStribución de la variable alc.atori• continu•: Si Jos puntos AJ y B 1 
ac encuentran dentro del intervalo (~B), además si A1 < 81, entonces la. probabilidad de 

que el valor de la. variable aleatoria se encuentre cn·el intervalo descrito por AJ S y:!:" B¡ 

es igual a la superficie que ~ encuentra dentro del limite de gráficación de la fuución 
J{y), dado por las perpendiculares que se levantan en At y B ¡, tal como se ve en la fig. 1. l; 

de modo que su probabilidad se define como sigue: 

P(A,.B,) = f f(y)dy . •. 
y Ja superficie que ae deaea conocer es precisamente igual a 1. 

P(A,B) = ! f(y)dy = l 

lo cual, 5e denomina condición de normalización de la función de distribución. 

A Ao Do B y 

l{g. J. J. Thlpccio curvilinco 
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Concf!ptos 

Con respecto a la figura, al considerar la probabilidad que de el valor de la 

variable aleatoria que se desea obtener, dentro de la superficie sombreada, es 

directamente proporcional a la anchura de la misma, por lo tanto tendríamos que 

introducir aqui la notación que describe d valor medio y la varianza. de la variable 

alcatori.a continua. 

- Vlllorrnedia: 

donde ll es el valor medio de la variable aleatoria a. 

- Di.stribución Uniforme: Una variable aleatoria continua puede tener todos los 

valores desde cero a uno con igual probabilidad y puede no tener otros, es decir que tiene 

igual probabilidad de adoptar cualquier valor dentro del intervalo (0, 1), y la funciónf(yJ 

no depende de y dentro de ese intervalo y fuera de él puede ser igual a cero, lo cual nos 

lleva a presentar la gráfica anterior com.o vemos en la fig. t .Z. 

o y 

Jig. 1.2 Transforrnlfleión dd trapecio curYl"Uneo en rcctártgulo. 
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Tenemos que su valor dent"ro de este último se puede encontrar a partir de la 
condición de normalización que ya vimos atrás. Para este caso A=O. B=l, y el trapecio 
cu1viUneo de la fig. t. t se transforma en un rectángulo cuya superficie constituye fo • I. , 

donde fo es el valor de la función dentro del intervalo, mientras que la anchura de éste es 
igual a t. Tenemos que de la condición de normalización sc deduce que fo · 1 = 1, es 
c:lecir, fo = l.;. y tenemos que: 

f(y)={I cuando o,;;yst, 
O cuando y>lcy<O 

- Umbral de ~reo/ación: Se define como una variable aleatoria discreta, pues 
todos los valores que pueda tomar serán enteros al multiplicarlos por el número total de 

elementos considerados en el universo de estudio. Considerando un problema de nudos 
bloqueados y no bloqueados en una malla alámbrica como se verá en otro capitulo, 
tenemos que al considerar un gran número de nudos denotados como N, tendremos muy 
poca diferencia en cuanto al valor de la concentración de nudos bloqueados contra los no 
bloqueados al paso de corriente, por lo que los valores que tome esta variable aleatoria 
dentro de un intervalo ha.nin que el cálculo del umbral de percolación sea muy exacto. 
En si ea el momento en el cual, el sistema se encuentra a punto de cambiar sus 
propiedades, es decir; que con cieno valor de la variable Xi:, como la denota A. Efros, o Pe 
COft1o lo hacen A. Bundc y S. Havlin; el sistema tendrá un ,grado de entropía· mayor, que 
en sus condiciones iniciales. 

Por lo anterior, se considera que un sistema cualquiera puede entrar en 
percolación, cuando la variable de control sobrepasa este limite y tenemos entonces que 
ésta es la variable mas impor1ante en cuanto a problemas de percolación, ya que al 
calcular el valor de ésta con la mayor exactitud posible, se puede establecer el momento 
exacto en que el fenómeno critico 9C saldrá de control y el objetivo de todo esto es 
preci•mcnte, conocer el valor del umbral de percolación para evitar o desencadenar una 
reacción en el sistema descablc o no. 

La entropía define la función de estado de un sist('ma.. es la medida del desorden Je un sistema.. 
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Los umbrales de percolación, se de9Cribcn en términos de la función de 

distribución Cauuiana: 

y me -a. que cuando N_00, el umbral de perc:olación después de ser una variable 

aleatoria, se transforma en una magnitud cierta. 

- GIVpo de CoonliNJCión: En el campo de la cristalografia (el estudio de los 
cri.talcs) es muy utilizado para denominar las propiedades de los elementos en cuestión y 

simplemente es el número de objetos inmediatos por los cuales puede fluir la reacción del 
aútema.. Los camino9 a .eguir que un flujo tiene como medio, son fonnados por un 
número de objeto. o individuos, elementos propiamente dicho, al número que conforman 

eltol elementos • le llama de esta manera. Para reticuloS de un gran número de 

dimensiones, es determinado por la fórmula siguiente: 

Z=2d 

donde: 
d, es la dimensión del espacio. 

- RACimo infinito: Cuando se habla de problemas reticulares, la idea de racimo 
infinito surge cuando la concentración de nudos no bloqueados es un poco mayor a la 
concentración del umbral de percolación, por ello existe un racimo infinito. En si, es una 

especie de cadenas infinitas de nudos que se entrelazan y se obtienen conjuntos de lineas 
quebradas que x cnizan una con otra. Gráficamente un racimo infinito contiene 

agujeros de todos los tanuú\os semejantes al tapete de Sicrpinski; esta estructura es 
semajante a si misma en toda su longitud por lo que puede ser interpretada como un 

fractal. 

Retículo provlene de ta palabra la11n1:1. rt!IJculunr que sigruficia red. 
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De fonna aún más comprensible, debemos entender un racimo infinito cuando en 
un sistema analizado, existen vfas de flujo <pcrcolación), por Jas cuales se puede dispersar 

el CacM generado en el sistema.~ J.S 

200000011100222220101000001110 

002201001000022200111011000100 

022220000000222020000000001J11 

O 0100100002220002222(K)(X')Ol IO 

201000202020222222200001100 

IOO .. f0<>00.2~2022220220200011110 

0020022000010100222oodlll ... ,.. .......... ~ 

202201200021020211102220001102 

- llAdio de oorn:l•ción: Esta definición también se relaciona con los problemas 
reticulares, en especial tenemos que en una malla (red), el radio de correlación es una 
dimensión lineal y se define como una caracteristica propia de ésta malla, Ja cual a su vez, 

ac denomina cé/u/11 y se denota por "R", ésta per1cncce al racimo infinito. 

El radio crecerá indefinidamente al acercarse al umbral de pcrcolación y Ja 
expresión que lo describe es la siguiente: 

donde: 

R=--'-J.r - .r.1· 

l. es la longitud según el orden de magnitud, equivalente al periodo del retículo, y 
v, es el índice del rádio de correlación (el primer indice critico). 
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Conceptos 

Una propiedad importante de los fenómenos críticos es precisamente, la existencia 
de un radio de correlación que se reduce al infinito, también tiene sentido cuando se 
presenta la situación de que la variable que de9Cribe las vias de percolación, denotada por 
r, es menor que el umbral de percolación Xc, es decir (.r < xc ). En esta zona, el radio de 

correlación deacribe Ja "di.nrcnsión 111bi111a de los l'llCl"rnos finitm•; digamos, si las vias de 
percolación tienden al umbral, del lado de los valores menores (.r < Xc ). es cuando se 

reduce al inf"anito el radio de correlación, según la ley exponencial. 

Lo anterior sólo es indicativo de que al acercarse los racimos finitos al umbral de 
percolación, aumentan ilimitadamente sus dimensiones, esto implica entonces que al tener 
z ..... re se juntan en un racimo infinito. 

- Coeficiente de repn>ducción: Es un número denQtado por q.r según A. Efros, el 

cual de.cribe la continuidad del proce90 de difusión en el modelo, o en otras palabras es el 

factor de ramificaciones de filtración; siempre y cuando su valor sea mayor que la unidad. 
De aqu' ae deduce que la concentración critica para xc puede obtenerse de Ja condición 

qrc = 1,. es decir; re - J /q. 

- Dimensión del nrodc/o: Este término, como se podría pensar inicialmente no 
corresponde a la de9Cripción del espacio físico que ocupa el fenómeno en cuestión o su 

modelo deacriptivo, sino al número de variables utilizadas para la descripción del mismo. 
Cada problema en particular será objeto de un análisis semejante pero las ecuaciones y 

más espec,ficamente, el número de variables que se utilizan para representarlo 
matemáticamente, varía de acuerdo al orden de complejidad que requiera 
repreacntación. Por lo tanto un modelo que necesite de seis variables para que sea 
clc:9Crito completamente, se dice que tiene dimensión seis; c5to es: d = 6. 

- Dimensión fractal: La geometrla clásica (Euclidiana), trata con formas regulares 
que tienen una dimensión al igual que otras que ocupan el espacio, otras formas tienen 

una dimensión intermedia entre la linea que las describe y su área, una clase de 
dimensión fraccional, un estado intermedio. A partir de lo anterior, podemos decir que la 
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dimensión fractal es un componente escalar exponencial que gobierna el radio de acción 

o eacalamicnto del evento o fenómeno en cuestión. 

La dimensión fractal df se describe como el promedio de Ja ma~ dd racimo 

contenido en una esfera de radio "'r .. (donde "r .. es un escalar).y ~ representa como: 

El simple: hecho de usar la dimensión fractal df no es suficiente para lograr la 

descripción de los objetos fractales. A. Bunde y S. l-lavlin introducen un nuevo concepto 

que es el OLA (difussion limitcd aggrcgation), el cual tiene mucha relación con la 
percolación y estos autores han encontrado en sus experimentos que el valor de df para 

percolaci6n y OLA es de 2.5 cuando d = .J. y son diferentes uno de otro. Además podemos 
agregar que al introducir una nueva dimensión fractal d,,.1,,, que 9C utiliza para describir 

Ja tortuosidad del fractal, es decir• la razón de sub·ramificaciones existentes por ramas 
principales. En el aspecto útil que representa la dimensión dfi nos encontramos con que es 

el proporcionar una caracterización cuantitativa acerca de una forma fractal. 
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l.3. Dírrumsío-s Fr11ct11les 

Para una completa cle.:ripci6n del modelo en cuestión, es necesario introducir 
diferentes dimensiones fractales, y para explicar mejor esto necesitamos comenzar a 
ejemplif~ 

En un problema bo9qucjado por De Gennes llamado "aint in labirint", la hormiga 

en el laberinto, se llamaba al número de lugares visitados como "masa", denotada con: 
(M), la cual .e e:1Cala con et tiempo, es decir; tendremos una masa diferente en cada 

instante. La hormiga al caminar, cubre una distancia, es decir, una región fractal del 
laberinto, de modo que la primera masa se escala con la dimensión fractal df, la segunda 

condw. 

Por 1~ tanto el número de lugares visitados que se e1ealan con el tiempo, como un 

"radio" de el.o. dimensiones fractales está dado por: 

y se denomina: "dinrensión lntrfnsccan. Por otro lado la cantidad df/ dw fue introducida 

por Alexander y Orbach, se denota comúnmente con las siglas (AO),. a este rc~pccto ellos 

tienen su propia definición de dimensión fractal y la describen como: 

La utilidad de dw, es la caracterización de la difusión que tienen aspectos aleatorios 

en movimiento, sobre un sustrato fractal. Es decir un (AO). 

Tabularon la d9 para fractales de pcrcolación sobre una una red Euclidiana de 

dimensión d y notaron que mientras df y dw cambian rápidamente con d (por debajo del 

valor de = 6)1 sin embargo se nota que quien no cambia de esta forma es ds. Por lo 

anterior, llegan a la conclusión de que para la pcrcolación se tiene lo siguiente: 

1 Bundc y Havlin. denominan a d~ como otra dimensión crítica. 



ds= 413. [2 sds 6) 

Al desarmllar otnu investigaciones,. Lcyvraz y Sta.nlcy encontraron condiciones 

bajo las cuales la conjetura anterior de AO, raya en lo estricto; dicha~ condicionc.s fueron 

demostradas sólo para d ~ 6,. después de ello se rcali7.aron prueba~ más concretas de las 
cuales 9C concluye que ds es en un 196 - 296 más pcqucí\a que 4/3. 

Se encontró que en todos los casos, excepto OLA, dmin tiene un incremento de 

carácter monótono con valores de d por arriba de la dilncnsión critica de y tenemos: 

dm;n=2 [d "' de) 

Por lo anterior llegan a la conclusión de que los fr-4Ctales tienen diferentes valores 
de df. dw. de. etc; pero todos tienen d111in = 2. Esta dimensión fractal se aplica a los 

fenómenos físicos que ae propagan de un lugar a otro sin acudir a otros silios previ'arncnlt: 
para llegar a su último destino, es decir, confrontando las dos dimensiones fractales dw y 

d,,,¡,,, tenemos que el primero describe la propagación de caminos aleatorios en los cuales 

se acepta el paso por un mismo lugar fractal más de una vez, mientras que dmin describe 

el orden de caminos que se "autocvitan", y no se puede pasar por ahi más de una vez como 

regla general. 

Otra de las dimensiones fractales intrínsecas es la llamada dimensión fisica o 
expandida, ésta se denota como di.' y se define como sigue: 

M(t)- r4f 
donde: 

r - r (1) correspondiente a un radio de giración. 

t = t es la nata mínima entre la nucva locación de un punto cualquiera y el origen 

del mismo para explicar la relación con las otras dimensiones fractales se tiene que: 

[ i.' << rdmí11] 

con: 
d~edf/dmi11 
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Una dimensión fractal más es la denotada por~. que describe la conraguración ~ 

un camino o nata cuyo crecimiento critico es un modelo que nunca se intcrsccta a si 
mismo. 

Pasemos ahora a de.tcribir a la dimensión fractal que es una de las más utilizadas e 

importantes en la dc9Cripción de la mecánica de los fenómenos criticas, también me conoce 

como dimensión gráf"'aca que corno mencionábamos anteriormente, no es suficiente para 
caracterizar el planteamiento de una red de percolación. 

La utililización de esta dimensión implica por ejemplo, una comparación de f"mgura.s 

de difusión limitada y agregada (OLA). Veamos dos gráficas que representan redes de 

percolación como vemos en la f"ag. 1.4. 

A L 
:_j 

B 

LJ 

J{g • .1.4 llede.s de ~id11 (izquierda.· conc:cnlración critica, den::!C/1•: .ava.ncr: 
de un '4SCl'I~ a.Jt:atorio~ 

Las dos redes que presentamos son muy diferentes y son cicUcas y todas de gran 

c9Cala porque no le agregaron repeticiones. En d=.3, las estructuras superiores retienen 
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Dirru:nsione$ .Fhlctd.I~ 

caractcristicas diferentes, pero sus dimensiones fractales son cercanaml!'ntc iguales a 

d f as 2.S. Por lo anterior al considerar una estructura del tipo fractal, consideraremos la 

nata mú corta que es la llamada distancia quimica t, que ya mencionamos antcrionncnle. 

La dimensión fractal df se describe como el promedio de la ma.sa del racimo 

contenido en una esfera de radio a.r" (donde "r" es un e-'Calar).como lo describe la 

expresión.: 

M(r)-r4 f 

Se tiene que en fractales aleatorios M(r), representa un promedio sobre muchas 

formas diferentes de rejillas aobrc varios centnu de esferas o nudos en una rejilla infinita. 

Al rededor del umbral de pcrcolación, la zona media de las rejillas finitas en el 

sistema es descrita por la longitud de cottelación l:;. Para el umbral de pc:rcolación, l; es 

aolo el tamafto lineal de los agujeros en la rejita infinita y a partir de que ~ es finito sobre el 

umbral, la rejilla infinita puede ser semejante sólo en longitud a proporciones mas cortas 

que!;. 

Es posible interpretar l;(p) como la longitud típica y puede ser referido como un 

fractal; cuando se tienen proJXlrcioncs más grandes que l;. la estructura no es similar y se le 

puede llamar homogénea. El cruzamiento del comportamiento fractal en pequeñas 

proporciones corresponde con un comportamiento homogéneo, para proporciones de 

comportamiento homogéneo a escalas grandes le corresponde una rejilla compuesta por el 

tapete de Sierpinski con celdas unitarias de tamai\o l;. tal y como vemos en la fig. t .Sb 
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.FJg. /.S.. "J)lpete de Sierpinsb: 

Jtg. l.5b. Mll.l.fA compuestA por cC/ulJU del 1 .. pete de Sierpin.slci de tamaño,:. 
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1.:J.1. Subsistemas Fnactales 

Una red de percolación esta compuesta de varias subestructuras fractales que 90n 

igualmente la aplicacion de una diferencia de voltaje entre dos lugares opuestos de una red 
metálica de percolación, la medula de la red consiste en toc:los los sitios que conduzcan la 

coniente eléctrica, conto veremos en las propiedades de las dimensiones fractales más 

adelante. 

F.alas partes de la red que no conducen corriente y son conectadas a la columna 

vertebral por un solo lugar. Las conexiones sin interrupción son obviamente las que 

conducen el total de la corriente y cuando hay un cot1c en un punto clave, la corriente se 
detendrá. 

Entonces' la su.b-estJUctura de la red será el pcrimetro externo, es el esqueleto y la 

columna vertebral y consiste de varios sitios de la red que son adyacentes a sitios vaciOCL En 

contraste, el primer total aolo incluye los agujeros de Ja red y el perímetro externo es un 
modelo impot'tante para interfaces fractales aleatorias. 

Al esqueleto .e le define como la unión de todas las rutas más cortas de un sitio dado 

para todos los sitios a una distancia quimica t. La columna vertebral elástica es la unión de 

todas rutas más cortas entre dos lugares y tenemos que la mayoria de las masas de la red esta 
concentrada en los extremos. 

Si quisieramos obtener el valor de la dimensión fractal de la columna vertebral, 

tendriamos que hacer varias simulaciones numéricas y el resultado que presentan algunos 

autores es de 1 S/8; y esto es solo la dimensión gráfica dr de la columna verlebral siendo 

menor que la de percolación. En contraste v es la misma para la culumna verlebral y para 

la red de percolación, indicando la imporlancia del indice v: 

Vt!ase Propiedades de las Dimensiones Fractales 
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1.4. .Fonnación de fractales y multifractales 

En la actualidad es posible aprcdar cstn.1cturas del tipo fractal y clasificarlas como 

tales ya que éstas se caracterizan por tener formación de ramificaciones a partir de una 

· raiz y por tener una estnactura totalmente definida. A continuación se mostrará cómo, 

mediante probabilidad se puede llegar a determinar el crecimiento de una estructura 
fractal. 

Se parte de la probabilidad de cncontr • .u un camino aleatorio a una distancia ~ a un 

tiempo t,. y nos damos cuenta de que esta expresión forma un Gaussiano: 

P(l.1) = P(O.l)exp-1' /4DI 

ahora, el momento de densidad de probabilidad N Cr,.f'J, puede ser escrita como una 

inte,gral de convolución, de la siguiente manera: 

P'(r.I) = ! <l>(rll)P'(l.l)dl. 

donde Clt(r 1 /) es la probabilidad de encontrar dos lugares acparddos a una distancia 
química"/" y una distancia Euclidiana "rº. Como una nota importante, diremos que los 
fractales lineales aleatorios,. tienen una probabilidad P ( I • 1) es la misma para cada 

confuguración. 

Se tiene que la densidad de probabilidad es: 

<l>(r 1 I) = <l>(O 1 I) exp( - r2 / 4 D /) 

si substituimos, se obtiene una relación general de tipo escalar como la que sigue: 

(P<(r.1))-(P(rq" .1)) 



Fonnacion de Fractaks y AluJtifraclalt:S 

Utilizando el método de pasos dcsccndien_tcs es posible evaluar Ja integral para 

q - J como sigue: 

(P(r,t)) ( r )'' 
In (P(O,t)) - - R(t) 

donde R(t) es el desplazamiento e_ficáz de un flujo en un espacio .r, a una escala de razón: 

(P•)- (r«'), r(q)-q', y y= 1/3,(q,O). 

Si se tuviera q < O, entonces (PQ) diverge exponencialmente con I, y y(q) no es 

lineal en q, lo que nos da.ria que los momentos poseen caracteristicas multifractales. 

Posterior a esto sería necesario calcular la función de distribución para 1t, 

dcfln..iendo en primer Jugar N(los P) como el número de Jugares que corresponden a 
valores de P que están entre el log P y log P + dlog P. Para esto se usaría Ja identidad: 

(P•) = l P 9 N(log,,P)dlog,,P 

si cambiamos las variables de ta P, .liC obtendría Jo siguiente: 

Nlog (P/P0 ) - [log (P / P 0 )J-« exp( -b .J P 0 a P(O,t), 
(log(P P0 )) 

con a= d/4 +1/2 y P= 112. 

Lo que se deduce de Jo anterior es que la otmplitud de la distribución logarítmica 

conlleva al conocimiento del aspecto multifractal de los "momentos" originados para la 
convolución de dos distribuciones estrechas en el espac_io : con 4><r 1 t• ) y pq (l , /). 
Mediante la distribución •<r f t ) es más estrecha en i, el resultado de la distribución para 

P(r.t), es Jogaritmicamcnle ancho, desde las escalas logarítmicas : con r. 
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Los resultados que se obtuvieron se pueden gcncrali7.ar para otros fractales lineales 

como el camino que se auto-evita u otras cstn.tcturas de mayor complejidad como los 

racimos de percolación, como el que vemos en la fig. 1.6. 
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I.5. Indices Criticas 

Anteriormente sc ha dicho que la percolación puede ser tratada como una 

transición de fase y se caracteriza por las propiedades geométricas de los racimo• cercanos 
a Pe o Xc como lo llama A. Efros, es decir el umbral de percolación, el punto de transición. 

Lo más importante es la probabilidad (en un Jugar o enlace que pertenezca a un 
racimo infinito) de que el evento tienda a infinito denotada como P""', si tenemos que 
p<pc, es indicativo de que 9610 cxist.:n racimos finitos, es decir vías de infiltración o 

pcrcolación que no cruzan por todo el fenómeno; y entonce.s tendriamos que .P'XJ = O. 
Cuando p > Pe,, se tendría Ja probabilidad de infinito dependiendo de una variable de 

control y se incrementaría con p mediante la ley exponencial. 

Entonces p, deacribe el orden en los sistemas de percolación y puede idcntificar!IC 

como el '~tn:J de onk.n". Por el aspecto de los racimos finitos, su tamaño alrededor 
de Pe• sc caracteriza por la amplitud de correlación l;. Esta es igual al radio de 

correlación R, (como seftala A. Efros), es la distancia media entre dos Jugares del mismo 
racimo finito. Cuando p se aproxima a Pe, se incrementa l;. como sigue: 

y se tendrá el mismo exponente alrededor del umbral y el número medio de lugares 

(masa) de un racimo finito también diverge como vemos en esta relación: 

también para esta expresión se tiene el mismo exponente alrededor de Pe· Para obtener 

ambos aspectos l; y ~ sobre el promedio de lodos los racimos finitos que se requieren en 

una red fueron necesarios dichos índices críticos. 



/11,/icc.<1 <."'rit1Lu't 

En analogía ahor.1 c;on las cantidades P ..:J y Sen sistemas ma~néticos, se encuentra 

la magnetización m y la susceptibilidad r como podemos ver en la fig.1.7. 

En concreto, los exponentes P. V y y. describen el comportamiento critico de 

cantidades Upicas asociadas con la transición de pcrcola..:ión, por ello se dc=nominan 

exponentes o indices críticos. Como una car.tcteristica de ellos podemos decir que tienen 

un carácter universal y no dependen de detalles estructurales de una matla llámese ésta 

cuadrada o tringular, tampoco del tipO de pcri..:olación que se trate <lu~arcs, limites ._.., 

continua), y sólo dependen de la dimensión dd problema. 

A lo anterior podemos darle el carácter de propiedades universales además de ser 

una caractcristica general de las transiciones de fase, en las cuales los parámetros de 

orden (probabl1idadcs) se desvanecen continuamente haciá el punto critico. 

Para caracterizar las trancisioncs de pcrcolación no sólo se cuenta con los 

exponentes anteriores; el tamaño de la distribución de los racimos de pcrcolación, son 

descritos por algunos otros exponentes como a, "t, y a. Pero existen relaciones entre éstos 

exponentes, y todos ellos pueden obtenerse conociendo sólo dos de ellos. 
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Pcrcolaci6n d=2 d=3 d;;,6 
Parámc-tro de ,,rd~n P i:r1 :P 5/3ª 0.-117 1< 

Amplitud Je correlación l;:v .fi/3ª o.oo3b J/:z<" 
Tamafto del racimo principal 

43/18ª 
0.875 

1< s,,. o.ooa6 

1.795 
o.oo5b 

•• .. -netismo d-2 d-3 d;;,6 

Panmetro de orden 1n:p 118 0.32 1/2 

Amplitud de corttlación ~:v 1 0.65 J/2 

su---..bilidad r:v 7/4 1.2.fi 1 

n.bá l. J. V~ e.xact~ y l&s mejon:s estimaciones p11r11 cxponarleJ cnlicos en 
~ión y mlf,gnctismo con: a:=C"XAC'fo .. b=simuhlcidn nunr~~ c=e.NJICIA. 

lnd.k:'e3 Critico.~ 

Los exponentes mencionados en esta parle, describen las propiedades físicas 

a.ociadas con la transición; también muestran las leyes exponenciales conocidas a partir 
de la cercanía al punto critico Pe• éste se caracteriza o describe en si mismo por su 

exponente crítico. 

A partir de que sabemos que la ocupación de los lugares en un racimo es un 
proce90 aleatorio con probabilidad P, podemos escribir la siguiente relación: 

:;<r>=2p' 

que es la expresión que denota el número promedio de lugares sobre el mismo racimo a 

una distanciar de un lugar ocupado y arbitrario. En principio, dos lugares .separados por 

una distancia r, deben de cumplir para pertenecer al mismo racimo, que todos los r - 1 

lugares entre esa distancia que los separa, deberán estar ocupados. 

El factor 2 viene al caso ya que el Jugar que deseamos puede estar a la derecha o 

izquierda de un punto cualquiera de referencia. Y tenemos a.qui de nuevo el concepto de 

radio.de correlación, a este respecto; sabemos que está definido como la distancia media. 

entre 2 lugares ubicados sobre el mismo racimo tal y como sigue: 

¡;' = ~ .. __!_:t:E_ 
(1- p)' (p, - p)' 
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con esta expresión podemos encontrar que v = t en una dimensión. 

También podemos expresar la relación de correlación ( ( r ) cercana al punto 

critico Pe• mediante una exponencial: 

/11f(r)-rll; 

donde la amplitud ele correlación representa el radio de dccomposición progresiva de la 

función de correlación. Como un siguiente paso, se: considera a la masa media del racima 

infinito. 

S = 1 + t,1'(r) 

Donde el 1 rcpreacnta el lugar de origen y sc: asume que dicho lugar ~ encuentra 

ocupado, denotando esto como se ve a continuación: 

de lo cual ac puede deducir que y = 1 para una dimensión. 

La Teoría de Percolación adoptó la idea de la universalidad de los índices criticos y 

de la Tcoria de las ·rransicioncs en Fase de Segundo Géncro9 a ella pertenecen por ejemplo, 

la transición del metal de superconductor, al estado normal. 

En la proximidad al punto de transición de fase de segundo género9 al igual que 

cerca del umbral de pcrcolación, se forman zonas de gran tamaft.o que se distinguen entre 

si p>r sus propiedades; la diferencia consiste en que los limites de esas zonas "no están 

congeladas", como en la Teoría de I'crcolación, sino que cambian en función del tiempo 

gracias al movimiento térmico. El tamaño de las referidas zonas también se conoce como 

radio de correlación que ya lo hemos mencionado arriba. 
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fndic~ Criti~ 

De la Teoria de las Transiciones en fase también surge la "hipótesis de 1{1 

semejanza", la cual consiste en que al acercarse al umbral de percolación, la geometría de 

gran eacala del sistema 3C transforma de modo semejante, con la particularidad de que 

todas las dimensiones lineales aumentan proporcionalmente al radio de correlación. 

En cuanto a aemcjanza 3IC encuentra una estrecha relación con los fractales ya que 

es sabido que éstos poseen como propiedad la "autosemejanza'"¡, esto es, que cualquier 

par1e de la curva (salvo por la escala> es idéntica a la curva entera. 

Las ideas de semejanza, introducidas por primera vez por los físicos soviéticos A.Z. 

Patashinski y V.L Pokrovslci; así como el fisico norteamericano L. Kadanoff, constituyen la 

base de la actual Teoria de las Tr.1.nsiciones de fase y de la Teoría de Percolación. 

Al cotnenzar la descripción conceptual de la pcrcolación, coincidimos en hacer 

una analogia con el aspecto fractal de los fenómenos, p:iir lo tanto llegamos al punto de 

considerar a la percolación como una transición, la cual se denomina de F.uc gco111étrica. 
Esta transición p:>SCe la canacteristica de que el tamafto de los racimos cercanos al punto 

critico 90lt semejantes geométricamente, de ahi que puedan ser manejados con cierto 

grado de facilidad. 

En detalle, 9C considera un "lugar de pcrr::olación'" al lugar de una malla por 

ejemplo, que ha sido ocupado aleatoriamente. Cuando se crean enlaces entre los lugares 

«Xupados y éstos a su vez también son ocupados aleatoriamente, se habla entonces de un 

"enlace de percolación". Entonces dos enlaces ocupados pertenecen a un mismo racimo 

si están conectados por una "rula'" de enlaces ocupados. La concentración crítica de 

enJaces separa una fase de racimos finitos, de enlaces de fase de r.icimos infinitos; ésto se 

podrá ver claramente cuando se explique Ja percolación en mallas. 
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1.6. Propiedades de las Di1ne11sio11es Fractales 

En cuanto a Jo.s aspectos estructurales tc11emos a Ja dimensión fractal como ya 
vimos denotada por df , se sabe primeramente por Stanley, que Ja estructura de los 

racimos de pcrcoJación puede ser descrita mediante un concepto fractal, considcr-.tndo 

primeramente un nacimo infinito en Ja concentración critica de Pe· como vemos en Ja 

siguiente fig. l .8. 

rodemos ver que Jos racimos infinitos contienen hoyos de todos Jos tamaños 

similares al tapete de Sicrpinski. f:J r--..a.cimo es un tanto similar en toc:Lls las longitudes 

escalares, es decir; es tan grande como Ja unidad y tan pequeño como el tamaflo de una 
malla y puede ser visto como un fractal. La dimensión fr..a.ctaJ t!f" describe cómo, en 

promedio, la masa M del racimo dcnlro de una esfera de radio res escalable y en fractales 

aleatorios M(r) representa un promedio sobre muchas y diferentes configuraciones de 



racimos o su equivalente, sobre muchos y diferentes centros de esferas que están sobre el 

mismo racimo infinito: 

M(r)-rdf 

Alrededor de lo que se conoce como punto critico, el espacio medio de los racimos 
finitos en el sistema son descritos por un espacio de correlación l;. En el punto critico, 

esta amplitud diverge y los hueco~ se presentan en el racimo infinito a lo largo de toda la 

escala. 

Sobre el punto critico, también representa el tamai\o lineal de los huecos en el 
racimo infinito; entonces el espacio de correlación es finito sobre el punto critico y los 

racimos infinitos puedes rr autoscmejantes sólo en espacios escalares tan pequei\os como 
el espacio de conclación 1;. 

Se podría interpretar !;(p) como un espacio tfpico sobre el cual los racimos son 

autoaemejantes y pueden ser interpretados como un fractal. Para espacios escalares más 
grandes que e!;, la estnactura no es a.utO!llCmejante y puede ser interpretada como una 

estnactura que sólo es homogénea y no fractal. 

El 90brccn1ce para el comportamiento fractal a pequcfta escala hacia un 

comportamiento homogéneo a gran escala es mejor ilustrado mediante un arreglo tipo 
malla puesto por el modelo de Sicrpinski con unidades celulares de tamafto J;,~ la vemos en 

1a 118. 1.9 

~ lil 

~ 

-
·-!;-

L(g. I.9. llfA114 compuesta por caulas de /amaño.; rrapcl~ de Sierpinslci). 
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Si tuviéramos un espacio escalar más pequeño que ¿;, veriamos una e~1ructura 

fractal; sobre espacios escalares más grandes que ¿;, tendríamos un sistema homogéneo 

que 9IC compone de muchas células de tamafto ¿;. Matemáticamente esto es: 

,\,/(r) - • .,, {r J.1 r << i: 

r•. r>>l;. 

La figura 1 .1 O muestra esquemáticamente Ja gráfica de .\.l(r) sobre el umbral de 

percolación. Para r << ¿;,la pendiente es df mientras que para r>>~, la pendiente es d. 

log~ log r 

Se puede relacionar la dimensión fractal df de los racimos de percolación a Jos 

exponentes p y v. La probabilidad de que un Jugar arbitrario dentro de un circulo de 

radio r más pequefto que !;,, per1enczca al racimo infinito, es el radio entre el número de 

lugares sobre el racimo infinito y el total de lugares: 

r< i; 

Esta ecuación es correcta para r = al; .. donde a es una constante arbitraria más 

pequeña que la unidad. Substituyendo r = al; en la expresión anterior, tenemos: 
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Ambos lados son potencias de p - Pe· Si se sustituyen todas las anteriores en ésta 

última expresión obtenemos: 

df= d- (¡3 lvJ 

Por lo tanto, la dimensión fractal del racimo infinito en el punto critico no es un 

nuevo exponente independiente, ya que depende de P y v, que son exponentes 

universales, entonces df también es universal. 

Entonces tenemos que mientras la dimensión fractal df describe cómo la masa de 

los racimos se escala con la distancia "Euclidiana" r, la dimensión gráfica "<, también 

concw:ida como dimensión química o topológica; describe el escalamiento de la masa con 

la distancia quún.ica L. 

Para medir la dimensión dfi un lugar arbitrario es cscog,ido de entre el racimo y 

uno determina el número M(r) de todos los lugares a una distancia r de cada sitio 

escogido. Para medir ~ en un lugar arbitrario, se escoje éste de entre un racimo y uno 

determina el número M<O de entre todos los lugares a los que están conectados estos, 

mediante una ruta de longitud tan corta o igual a r.. A.si también para M{r), el promedio 

tiene que ser desarrollado por M<t> después de muchas rcali7.aciones de un experimento y 

en una malla "Euclidiana" regular, tanto dt como dfcoinciden con el espacio Euclidiano 

de dimensión d. 

Al hacer la combinación de M(r) - r df y la ecuación anterior, se obtiene una 

expresión que relaciona la distancia química t entre dos lugares y la distancia Euclidiana r 

entre ellos de la manera siguiente: 

r-:dVdfs:v 
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La expresión anterior puede escribirse como : - r clmin. 

donde: 

cbrtin == L/v que es la dimensión fractal de la ruta mínima entre dos Jugares, ésta puede ser 

útil para distinguir entre difcrcnlcs estructuras fractales que posean una dimensión 

fractal similar. de hecho ésta es su utilidad. 

Para que quede más claro, si tuviéramos una dimensión d = J. los racimos de OLA 

y los de percolación tendrían aproximadamente el valor de la dimensión fractal df= 2.S 

pero tienen düercnte valor de V: V = 1 , para OLA y V =: O. 75 para pcrcolación. 

Como una nota importante podemos decir que no ha sido encontrada alguna 

ftlación entre la dimensión gráfica cJt y Jos exponentes criticos. Los valores de ésta 

dimensión y v son conocidos únicamente por métodos aproximados, digamos generadores 

de números aleatorios y éste es un punto rnás a favor de Ja utilización de éste método 

auxiliar de la simulación. 

Pasando ahora a las estructuras fractales (físicas), como las mallas que 

mencionamos en repetidas ocasiones, tenemos a los perímetros extemos y totales en una 

malla, de ellos podemos decir que si tenemos bloqueados los nudos de Uno en uno hasta 

quedar bloqueados completamente, la corriente en la malla es cero; tal y como se muestra 

en la f"igura. 

Pcrimctro externo 
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El perímetro externo son otras cstructur."".ts de Jos racimos que también son 

denominados cascos, son el esqueleto o espina c1a~1ica de la estructura; los cascos son Jos 

lugare• adyacentes a los sitios vaciós y están conectados con vi.as infinitas de lugares 

vaciós. El perímetro total también incluye ... ~ toma en cuenta los hoyos o huecos que se 

encuentren en el racimo. Ahora, el esqueleto lllC define como la unión de la totalidad de 

IUfas más cortas desde un sitio dado hasta todos los lugan."s a una distancia quimicot 1, ha 

espina elástica es la unión de las rutas más cortas entre dos lu~ares. 

Interpretando en las mal1as. las dimensiones fractales tendríamos en estructuras 

como ésta, a la dimensión do del armazón; esta dimensión por ejemplo, es más pcqucfta 

que dfdc los racimos en otras estucturas. El valor numérico de esta dimensión tambiCn se 

obtiene por mecanismos aleatorios, y el valor que se tiene es da = 13/8. También la 

dimensión til del armazón, es nub pcquefta que la de pcrcolación. En contraposición con 

esto, encontramos que v es la misma para ambos casos: los racimos del armazón y los de 

percolaclón aon iguales en valor, lo cual nos lleva nuevamente a concluir que este indice 

ca universal. 

Los cascos en el racimo cuando se tiene d=2,, denotan a la dimensión d11=7/4, este 

valor fue encontrado por Sapoval, Rosso y Couyet y fue probado más riguroS&mente por 

Saleur y Diplantier. 

S9 



1.7.1. ~y FllqJPB li""6lales 

Ya que loa aspectos de pcrcolación 90n fáciles de interpretar en una malla con 
efectos de ubicación fisica del fenómeno, tomemos de nuevo y para ejemplificar una malla 
cuadrada. Cada lugar (llámc!IC nudo, cnace, amarre, etc.), representa un individ\ao que 
puede .er "inft:Jctadd' Con una probabilidad P y a su vez también cada individuo puede ser 
inmune a la infección con su cottespondiente probabilidad (l -P>. 

Para un tiempo inicial I = O, el individuo que !IC localiza exactamente en el centro 

de la malla (denominado semilla), es infectado. Puede decine ahora que en una 
correspondiente unidad de tiemJX1, ese lugar infectado, puede infectar a todos los lugares 
no inmunizados que estén cerca de él. 

Para una megunda unidad de tiempo, éste lugar infectado infectará a su vez a todos 
los denub lupres vecinos no inmunizados y asi sucesivamente; de este modo al haber 
tran.currido un tiempo 1. todos los lugares no inmunizados en la celda quimica t-ésima 

alrededor de la acmilla.,. estarán infectados.· 

La longitud máxima t de la ruta ~ coña entre los lugares infectados y la semilla 

es t e 1, y el proceso de infección aleatoria de los individuos es exactamente la misma que 

la ocupación aleatoria de lugares en sitios de percolación como ya se ha discutido 
previamente, pero en vez de generar muchos racimos sobre una malla, solamente se 
formanán racimos independientes para cada semilla. 

Cerca del punto critico, sólo se generan racimos finitos y la enfermedad ya no 
sigue extendiéndose después de un número finito de pasos. Sobre el punto critico Pe• 

existe una probabilidad finita de que la epidemia continúe por siempre; y de acuerdo con 
lo anterior, hacia Pe el número medio de individuos infectados en un tiempo I es 
determinado por la dimensión gráfica dt como sigue: 

M(I)- 1••. t >>l. 



El radio de expansión de la epidemia se relaciona con M(t) por d¡; 

Sobre el punto crítico, para R >> é;, dt = df = 2 y la extensión de la 

epidemia 9C caracteri7..a por la velocidad "v•· del frente de la epidemia, por definición 
v Ei dRJdt - t dt ''f-1. l.)c la expresión anterior se desprende que d / < ".J·, que v > O 

hacia Pe, y mayor que cero sobre el punto critico. 

Para obtener la dependencia de \.' SC"bre p - pe. se tiene R(t) puede escribirse como 

sig,uc: 
R(t) - 1'•''' f(t I «) 

donde t~, es la escala de ticmp::J car.tcteristko en el proceso. t:ntonccs a partir de que el 

radio o amplitud de correlación es la única característica de lon~itud que ~ tiene, es 
posible a.saciar t~, con el tiempo necesario para generar un racimo de tamat'\o ~- rara r 

< ~.el racimo es auto-!lt!'mejantc, y se obtiene de la fórmula de arriba f~ - é;d6df. Para t 

<< /~. Se tiene R(t) es proporcional a t dt ldf y fes constante. Fara t >> t~, el sistema 

es homogéneo y R(t) es lineal en t. Para satisfacer esta relación es necesario que el lado 

derecho de la expresión también sea lineal en t, lo cual lleva a que 
f(l/t~)-(tlt~)'-4•'"' y R(t)-1~"· 1"r 1 1-l;_ 1 -".1'"•1 .. Por consiguiente la velocidad 

de expansión de la enfermedad también se describe mediante un cx¡:x:»ncnte critico. 

A partir de d = O el exponente ( l/v - l )ves mucho más pcqucfto que uno, aparece 
una velocidad relativamente prolongada justo sobre Pe, y la transición extensiva hacia P~ 

es abrupta en vez de llana. 
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Aplicaciones de 111 Tr:iarla de Pt:rco/ación 

1.7.Z. ~Cinética 

Continuanc:to con las aplicaciones de la Teoría de Percolación, llegamos a ésta que a 

pesar de tener un nombre tan in.significativo para un lector común, pero que encierra 

uno de los principios que es la transformación de bloques pequen.os en grandes bloques 

(hablando de un sistema divido en tales), tal y como ocurre en los productos gelatinosos 

como la gelatina vegetal comestible, el yoghurt y algunos cosméticos. 

Los procesos de gclación de.criben la transición de una solución que sólo contiene 

moléculas pcquef\as a un estado en gel donde se forma un gran número de moléculas del 

tamafto del sistema. A esta transición se le ha denominado tnuisición sólido-gel y se 

separa en dos fases con diferentes propiedades físicas. Por ejemplo, el grado de viscosidad 

diverge cuando la transición se apróxima a su estado sólido. La gelación aparece en 

sistenuu biológicos y juega un papel muy importante en la cromatografia7 en la 

fabricación de pegamentos y cosméticos, y en la tccnologia de aliment09 como !IC 

mencionaba. 

Para este proceso, fue sugerido un modelo de gelación cinética por A1ancville y 
Scze, quienes lo relacionan al problema de percolación; en el modelo se considera por 

ejemplo: una malla cuadrada con lugares ocupados aleatoriamente por monómcros con 

probabilidad P y con moléculas solubles con probabilidad (1-P). Cada monómero tiene 

cierta "funciona/id/Id' f cuyo estado muestra cuántos de sus limites pueden activarse 

<f-. 1.2.3,4 en la malla cuadrada). después. una pequeña concentración de reactivos, 

representan a los clectontcs insaturados, que están presentes en los monómeros de manera 

aleatoria. 

Et papel de estos reactivos es precisamente activar las uniones entre los monómeros 

mediante un proceso aleatorio de caminos o rutas. Un reactivo escogido al azar intenta 

brincar aleatoriamente al sitio vecino más cercano. Si este lugar es un monómcro con una 

función como f ~ 1, el salto tie1tc éxito, la funcionalidad se recuce mediante t, y la unión 

entre ambos monórncros se activa. Si el sitio en cuestión es un monómero con una 

funciónf = O 6 una molécula soluble, el salto es rehusado. En ambos casos el tiempo se 
incrementa por 1/N;(t). donde N¡(f) es el número de reactivos presente en un tic:mpio t. 
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Aplicaciones de kl n-ori;:, de.• ll::rcolacidn 

Si dos reactivos están cercanos al mismo monómero, lo aniquilan. De acuerdo con 

esto, la concentración de reactivos decrementa con el tiempo t, pero en general no 

. alcanzan a llegar a cero ya que los reactivos rodeados por monómcros con funcionalidad 

en cero son atrapados. 

La concentración p(t) de límites ocupados se incrementa con el tiempo t. Existe una 
concentración critica Pe en la cual Ja expansión de racimos existe para el primer tiempo 

y entonces es formado el gel y como en Ja pcrcolación normal, el compor1amicnto critico 

de esta transición geométrica está descrita por los comp.,ncnles v y P. 

Al realizar la simulación con el método de Monte Cario v y P son los mi."imos para 
percolación normal, esto implica que la dimensión fractal cif también permanece sin 

cambio; en contraste, la dimensión fractal del esqueleto dc1 gel hacia Pe es da= 2.22 en d 

.- 3 y difiere considerablemente del valor encontrado en percolación ordinaria. 

La invasión de la percolación fue introducida como un patrón parit describir los 

procesos dinámicos de saturación de modelos. 

El ejemplo i.uis común y sencillo para este tipo de pcrcolación lo encontramos en el 

subsuelo, precisamente en los yacimientos de petróleo que se consideraban extintos, con 

no mucha probabilidad de explotar aún más en los de muy dificil acceso tal y como es el 

ca.so del ejemplo: En un yacimiento pctrolifcro ya no era posible el extraer este preciado 

combustible de la manera acostumbrada (utilizando bombas), al querer aplicar 

alternativas estas resultaban en daf\o a la capa del ~-ubsuelo pues .!IC tenían que hacer 

grandes excavaciones y resultaban demasiado costosas. 

·La alternativa que ofrece la percolación para extraer ese petróleo es el saturar el 

modelo, en otras palabras; se propone infiltrar a~a para que se saturen los poros de la 



Ap/icaciont=3 ck JA TcoriA de Pcn:olAción 

roca; como el petróleo y el agua son fluidos incomprimiblcs y además el petróleo es 

desplazado por el agua cuando ésta invade a la roca, el petróleo tenderá a salir sino a la 

supcrficc, si a un lugar rnás accesible para las bombas. 

Pa.9Cmos a ver el modelo como tal: Los poros medianos pueden considerarse como 

una red de túneles los cuales están· conectados por vías de flujo angostas, la velocidad del 

flujo se mantiene constante y es muy lenta para ese grado de viscosidad que puede 

compararse al grado de fuc.;_a de la capita.ridad. 

Para la estructuración matemática del modelo, volvemos a las mallas de tamai\o 

digamos L x L, la cual representará al petróleo. El agua sera considerada como un invasor 

quien es inicialmente colocado a lo largo de uno de los lados de la malla. 

Para describir las diferentes resistencias de las vías o túneles por los cuales invadirá 

el agua, se asigna a cada Jugar de Ja malla un número aleatorio entre cero y uno. La 

invasión del agua sigue la ruta que pre9Cnte menor resistencia. 

Para cada lapso de tiempo, el lugar que representa el perímetro será ocupado por 
el agua, entonces el petróleo será desplazado. 

Por otra parte, •bemos que el aceite y el agua no se mezclan entonces puede darse 
el ca.K> de que el petróleo quede rcdcado por el agua y quedar atrapado en algunas 

regiones del medio poroso. 

Entonces si mediante el proceso de Monte Cario .se genera una presilla, el invasor 

no puede entrar más a esa. l"l!g:ión. Fig:. 1. 12 

Veamos la ejemplificación gráfica que nos muestra esta figura, tenemos que el 

invasor queda aislado completamente. 

Tal y como se puede apreciar en la siguietc gráfica que mostramos, 

cottcspondie~te a la fig. 1. 12 
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F..nunciando ahora a la dimensión fractal de los racimos ~ agua se encontró que 
numéricamente tiene el valor de df .,. 1.82. En otro tipo de: experimentos tales <:'omo la 

invasión lenta del glicerol en el aire por una red de: conductos de aire cot1 d =- 2, 
desarmllada por Lcnormand y Zarconc muestra que c!f" = 1.8. en un buen acercamiento 

con resultados numéricos. F.ste valor de la dimensión fractal clf sugiere que el modelo de 

la invasión de la pcrcolación está en una cla9C universal y diferente de la pcrcolación 

regular. Apoyando esta conclusión que viene de recientes resultados numéricos tenemos 
que para la dimensión qufmica el valor es de~= 1.40 ± 0.07 (ó v = lldmi11 =: O. 77). Este 
valor es significativamente pcqucfto para at que el de pcrcolación. 

1.7.4.~dütfPt* 

Los modelos correspondientes a este tipo de percolación pueden ser vistos como Jos 

que se dieron a conocer anteriormente para Jos fuegos forcstaJc5 bajo influencia de un 

fuerte viento que sople en una dirección. Considerando una unión de pcrcolación sobre 

una malla cuadrada de concentración p, y asignando una dirección a cada lazo o unión 
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pero a cada punto de unión vertical estará en la dirección de las x positivas y los puntos de 
unión vertical estarán en la dirección de ta.. .. y positiva. rig. 1. 1 3 

Jir. 1.1.!I. ~Dirisidllé!n u1111,,.,,U.~""°'dumbraldte~idrn. 
A11nq11e ex.i!llJe Ullll ruta en/Ir llu ~ .Aqlferior e inkrior. Ja corrientte no 
puodttf ~ lbtr con6'guienle. d um,,,,_, t:lt: ~idn '2 lftlÚ ,aNnde que 
p.en.,,_.----

A. Bunde y S. Havlin ilustran e .. e tipo de percolación de manera semejante a A. 

Efl'09. pues en la malla que ejemplifican • asumen que cada unión de la malla es un 
conductor en el cual la corriente eléctrica se transmite 90lo a lo largo de las direcciones de 
las Occhu tal y como se muestra en la f"13Ura. Ahi existe una concentración critica pe que 

separa a la faac no conductora de la que si conduce. La concentración critica es tan 
grande como la que existe para la pcrcolación ordinaria (como se muestra en la figura 
1. 7. y el valor para Pe en una malla triangular es de aproximadamente igual a 0.4 79,. y 

para una malla cuadrada éste valor es de aproximadamente: 0.644 70 t. 

La cstuctura de los racimos es ahora más fuer1c y tiene dos longitudes de 

correlac:ión como caracteristica que son: ~ y ~11 ,que son la longitud perpendicular y 

paralela correspondientemente a la dirección principal, siendo esta la dirección x-y. Esta 
in.IOtropia es dual para el hecho de que Jos racimos hacia Pe 90n semi-afines, parecidos a 

los objetos autosemcjantes. 
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ApliCACÍOne$ de ÚI TcoriA de °Ft:n::olación 

El comportamiento critico para ambu longituclcs de correlación está descrito por: 

l¡i-1Pc-P1-"i 

y - la longitud pualela: 

con "..1.# v11 , y ambos 90ft diferentes del exponente v. Utilizando la tcoria eacalar podemos 

obtener la aiguienle rel.ción: 

y+ 2'S = (d- J)tli + "11 

e- expresión e• una generalización de <A-2P + y. Substituyendo el campo medio de 
eo111.ponentes y= P = "J.= v 11 = J, en la expresión anterior nos da la dimensión critica 4::
= 5 para la pen:olación di~ La mejor eotinulción pera el ex-nte critico ha venido 
u.....,_ con 55 Wrm.i.noe en el ~todo de las .eries de exs-nsión, danc:b los siguientes 
valore• ...... d = 2, "11 = 1.7334 ± 0.001, "i = 1.0972 ± 0.0006, y y = 2.2772 ± 
0.0003, aagirieOndo 1- vator..s nocionales v 11 = 26/15, "i = 79/72, y y = 41/48. 

Tambw-n p y oho9 exponentes e.aáticos difieren de Jos de pel'C'olación ordinaria. 

2.7.s. El Arbol de C.yley (IUll tk &tire) 

Este es un método de :10lución para probleana.s de percolación y tiene la ventaja de 

que contempla a la concentración critica como menor que uno y el régimen relativo a Pe 

puede acr estudilldo ampliamente. 

El árbol de Cayley es una estructura de nudos externos que 90n como sigue: 

Se comienza en un lugar central con Z número de ramas (de longitud 1), el final de 

cada rama es otro lugar y obtenemos Z lugares que constituyen la primera cubierta del 
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árbol de Cayley. Desde cada Jugar,, Z-1 nuevas ramas salen gcncrundo Z(Z-1) Jugares en la 

aegunda cubierta. 

El proceso es continuo como se muestra c11 Ja íag. J .14 que e9qucmaliza la red de 
Belhe en UIUI ejemplo común (la disper~ión de rumores), y un árbol de C..yley infinito con 

dos ramas emanando de cada lugar es generado a continuación . Para Z=2, el árbol reduce 

la aldena en una dimensión; no hay ciclos en el sistema, desde cualquiera de los dos Jugares 
90n conectado por únicamente una ruta. 

La distancia Euclidiana "r:.,. no fue medida aqui ya que la red comienza describiendo 

90Jamente por la distancia qufmica l entre do5 sitios, por ejemplo la distancia qufmica entre 

el lugar central y el lugar sobre Ja t-ésima cubierta que es exactamente t. 

La t-ésima cubierta del árbol consiste de Z(Z-1)1- 1 lugares,. incremenlánclosc: 

exponenciaJmenle con l. En u ... dimensión *'d*' de red Euclidiana,, con *'d"' finito, el 

número de lugares a una distancia 1,, ae incrementa de la forma l"- 1 • La dependencia 

exponencial puede ser considerada como una ley de comportamiento con un exponente 
infinito; a partir de Ja propiedad univenal,, na-=>tros podemos esperar que los ex,ponentes 

criticos derivados de la percolación del árbol de Cayley sean los mismos para la percolación,, 

sobre cll&lquier red de dimensión infinita. 

Más aún como 9C mostró en la tabla comparativa el valor de las dimensiones 

fractales, tenemos que Ja dimensión critica superior para la pcrcolación es dc=6 y los 

exponentes criticas son los mismos para tedas las dimensiones con d ~ 6. 

Veamos la ejemplificación de la red de Bcthc en el caso de la propagación de 

namores: 

AJ hacer circular un n..mor,, cada persona se lo cuenta a 3 personas las que a su vez 

ae Jo contarán a 3 personas más y para contarlo le loma 20 minutos, entonces tenemos que: 
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En las "décimas manos"', recibirán infamación 59 049 personas y todo ello en tan 
solo 3 horas 20 minutos. 

Simplificando el problema sopongamos que: 

- El núftlero de personas a las que cada individuo le transmitirá la información, es el 
mismo. 

-Cada persona oblien la información de solo una pehona. 

Por lo anterior. el modelo del problema ttpresenta un árbol que e ramifica 

infinitamente - todos lados: 

Jk. l.I4. Arboldt: C9ykyo Red~ Bt:lhe,. 1nodelo de /JI pro~ación de~ muestra 

un IÚ'flo/ de IWlnilicllc.,ne3 infinillU. 

Este modelo es conocido como red de Bcthe en honor al fisieo Hans A. Bcthe y como 

vemos,-cada uno de los cfrculos puede Kr considerado como la base de su árbol. 

En el modelo se representa a las personas que propagan el rumor como círculos 

claros y a las personas que no lo propasan como círculos obsc11ros, tal y como ac ve en la 

fig 1.15. 
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Ap/icaciont!3 d~ Ja T<!Orla de Perco/ación 

o 
o 

• • 
cO 

• 
lfg. 1.15. lled de llcthe con q=~Y, de ~rsonas que propasan un run1or {cirrulc 

c/Mro y pr:!r.IOnJU que no lo propll(_f{IUl {cin.-ulo obscun:J). El ntimcro de 

líneJU sah"t:ntcs de cada cfrcu/o puede ~ arbitrario (pero idéntico ¡wra 

kKk:u /o.$ nudo.$). 

Se supone que el sistema tiene una cantidad infinita de circuJos, entonces se palntea 

si Ja propagación del rumor morirá después de un número finito de transmisiones partiendo 

de que el na.mor inicia en el punto A, o si el mismo alcanzará una distancia infinita a partir 

de A, y en el sistema infinito 9C pondrá al alcance de un número infinito de personas. 

Y tenemos que esto depende de la cantidad relativa de drculos claros y obscuros y de 

las configuraciones que aparecen en los alrededores del nudo. 

t:n realidad se trata del problema de los nudos de la Teoría de percolación, pero 

enunciado con arreglo a la red de Bcthe. 

Entonces el problema a resolver es qué probabilidad P(X), habría de que Jos n.&rnores 

transmitidos a una persona elegida al azar se pongan al alcance de un nú.mcro infinito de 

personas, y bueno en primera instancia tendremos que esta probabilidad es igual a cero si 

consideramos valores pequef\os de x, pero diferenciara de cero si tomarnos cierto valor 

crftico de x, que seria X"'"'Xc 
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J.7.6. Solución al problema de las nudos de la Red de Bethe. 

Si tenemos la probabilidad de que los n.1mores lleguen a un nümcro infinito de 

peraonas como P(X), y a Q(x) como la probabilidad de que los n.1mores No lleguen a un 

número infinito de penonas, Cq) como la cantidad: de rumores transmitidos por una pcrmona 
y W(x) como la probabilidad de que: todos los q canales se internampen en cualquier etapa. 

Ordenando elementos tendriamos una expresión como la siguiente: 

Q(r) = 1 - P(r) 

ya que lo que va a examinarac forma un sistema completo de acontecimientos. 

Tenemos también que la propagación de rumores puede internampine por dos 

cau-. ilncompatibles: 

- La persona elegida al azar es de la categoría de los que no transmiten el n.1mor. 

-La persona escog.ida es de la categoria que si transmite el n.1mor (q) a Jos demas, y 

todos los canales procedentes de esa gente se interrumpirán en distintas etapas (W")~ por lo 
que tcndriamos ahora la siguiente expresión. 

Q=l-r+w• 

Al analizar a W ·,, el rcsuh.ulo que describe es Ja consecuencia de la realización 

simultánea de dos acontecimientos: 

1. - La persona elegida al azar resulta ser de los que transmiten el namor (su 

probabilidad es igual ax). 

2. - Todos Jos q canales que parten de Jos conocidos de la persona elegida al azar se 

interrumpen en cualquier etapa,, W(x). 
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Obviamente estos acontecimientos son independientes, por lo que: 

W'=.rW(x) 
uique 

Q= 1-r+rW(r) 

De manera que la prob.bilidad de que todos los q canales se interrumpan es igual al 

producto de las probabilidades de que se intenumpa cada uno de los q canales por separado 

(y debemos recoedar que cada árbol es independiente de los demás, es decir; que no exiAen 

circulo. com.une•. lo que e• Upico de la red de Bethe. 

Tenemos entonces que: 

W(r) = [Q(r)Jº 

.. lllituyendo la anlerior en la ele arriba "" ol>Ciene: 

Q= 1-r+r(Q(r)J• 

Y esta ecuación es válidai sólo para el httervalo de .r de IO. l J. 

Podemos ecribir esta ecuación a través de P(x)= 1-Q(.r): 

[l-P(r))9 r+ P(r)- r =o 

Cuandoq=I: 

Six=I• P(I)= l. 

Ea decir si todos los circulas 90n claros, el rumor se extenderá hasta el infinito. 

CUandoq=2: 

Existen dos 90fucioncs que tienen sentido ffsico: 
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P(x)=O Cuandox=I0,1/2) 

P(x)=2-1/x Cuando x=(l /2, 11 

El umbral de percolación en este ca.o es igual a l /2. 

Una llOlución aMJos,a existe con todo q> 1, sin embargo el umbral de pcrcolación re, 

depende ele q. En un ca.o general es posible hallar r. y el _.,ro ele P(r) cuando .r es 

próxilllo ª"",suponiendo de antemano que P(x)<< 1, lo cual sielllP"-" eaju.ao en el entorno 

del umbral ele percolación. 

fónnula del binomio y tomando los términos de mayor peso, obtenemos: 

q(_q- 1) ,,p2 = ql'r-P 
2 

Suponiendo P diferente a O, dividimos ambos miembroe de la igualdad entre P y 

encontranMJ9 que: 

p = 2(r-t/q) 
x(q-1) 

Cuando q=2, la expresión se reduce a cero con x= 1 /q. Oc ahi, resulta que tenemos 

la expresión: Zc = 11 q . 

La solución tiene sentido cuando q>l, x>l/q y solamente para valores de x muy 

próximos a 1/q. Por ello en el denominador de la expresión P = 2 <.r - I / q) , se puede 
x(q-1) 

poner x= 1 /q. Def"mitivamcnte tenemos: 

p = 2q(.r-l /q) 
(q-1) 

Esta función describe a P(.r) cerca del umbral de percolación. 
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:1.7.6.:1. E:icaminando los resultados: 

Cuando q= 1, la red de Bcthe se convicr1c en una cadena lineal de nudos, por Jo que 

Una cantidad muy pequei\a de nudos negros intcrnampe la pcrcolación de los nudos 

blancos, es decir inevitablemente la propagacion de los namores me evita. 

Veámoslo en la gráfica de la fig. t .16 

E 

D Va no se transmite el rumor. 

e 

B 

A 

Inicia el n.1mor. 

Puede resultar interesante compara el valor oblenido de Xc con los resultados de los 

problemas reticulares en los espacios de gran número de dimensiones. El cálculo 

aproximado del umbral de percolación del problema de los nudos de la malla metálica,. se 

efectúa para los llamados hiperretfculos (o hiperredes). Son retículos del mismo tipo que el 

cuadrado y el cubo sencillo, pero en un espacio de gran número de dimensiones. El 
número de coordinación z (número de nudos inmediatos) es z=2d, donde d es la dimensión 

del espacio. 

Los cálculos del Umbral de pcrcolación se realizaban cuando d=4,5,6., fue 

demostrado que los resultados se describen bien por la fórmula: 

54 
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Con los valoses de d, en gran escala puede dcspreciar9r el 9rgtanclo termino entre 

¡-.dntcais, con lo que nos queda: 

1 
"y=;=t 

Pero s-ra la red de Bethe q=z-1, pues en cada nudo de esta ~ entra un enlace y q 
eni.ceaMJencle~l. 

De aqui ae deduce que el umbral de percolación en la red de Bclhc (re = 1 / q) es 

igual que en la hiperred de gran número de dimensiones. Por lo tanto, la red de Bethe 

corre.pol'lde coo un e..-cio de dimensiones infinitas. 

La red de Bethe es el único sistema para el cual se ha conK,guido hallar con precisión 

el upccto ele P(x), cerca del umbral ele percolación. 
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capítulo 
2 

GENERADORES DE NUMEROS ALEATORIOS PARA ORDENADOR. 

(M~tados tk n11nreración aleatoria) 

z. r Introducción 

En el presente capitulo se describen diferentes métodos por Jos cuales podemos 

obtener un número cualquiera denominado aleatorio, éste término es debido al proce90 

en sf, que implica la obtención del mismo; para ello deberemos utilizar algunas 

herramientas que 9C de9Cribirán a lo largo del capitulo asJ como reglas y definiciones 

apegadas a métodos particulares. 

De esto se desprenderán analogías entre uno y otro método para que sea posible 

disccmir entre cual de ellos escoger al mOOclar un caso de pcrcolación. Como 

veremos más adelante, el más famoso de ellos, es el de Montecarlo, por su sencillez y 

versatilidad al manejar problemas de la índole que nos interesa en este trabajo pero a 

manera de referencia histórica y como ejemplificación en uno de Jos casos que se 

abordan en este trabajo. 

Se verá también que un generador de números aleatorios es utilizado de manera 

similar en los experimentos denominados análogos, los cuales se ejemplifican 



Introducción 

al resolver un problema de percolación mediante rejillas y nudos bloqueados1 ya que 

como vimos ac debla hacer un11 operación recurrente al utilizar el ,generador y de este 
modo obtener el nodo que se bloquearla inmediatamente después del ya bloqueado, 

este procellO solo 11e describe: a manera de ejemplificación. 

En este capitulo me describe:n varios tipos de generadores que pueden 

implementarse en la computadora con la ayuda de algún lenguaje de programación ya 

sea Pascal o lenguaje C. Describimos también la importancia que tiene para efectos de 

implementación, el periodo que tenga el generador que vayamos a usar, además 

ejemplificamos el por qué de la importancia también de la acmilla de inicio y de 

eacoger de manera práctica a los multiplicadores utilizados asi como el uso del tipo de 
variable a utilizar en el lenguaje que se trabaje, esto para no tener problemas 
acortamiento de periodo por tnancamiento o redondeo y para evitar deslx>rdamicnto 

del genendor. 

Un aspecto importante que también ac aborda en este capitulo es la selección de 

la semilla de inicio, su impot1ancia radica en que es la parte que da vida al generador y 

de ella depende el buen deaempei\o y los resultados obtenidos en las sucesiones, las 

cuales a f"tnal de cuentas determinan el resultado de la simulación completa. 

Veremos algunos aspectos que deben considerarse para e!llXJSer una semilla 

adecuada para nuestro generador en particular, y a pesar de que las mismas 

consideraciones nos dicen en sus apar1ados el por qué debemos o no escoger una 

semilla con caracterfsticas par1icularcs, nos harán dudar acerca de las propiedades 

aleatorias de nuestro generador, pero el mismo lector x dará cuenta al revisar la 

construcción de los generadores, que es indispensable mencionar estas caracterfsticas 

para escoger la semilla. 

Concluiremos mencionando algunos mitos en cuanto a la construcción de 

generadores de aleatorios para asi dar paso al siguiente capitulo que también nos habla 

de algunos otros aspectos de la generación de números aleatorios. 

1 Problema de nudos bloqueados y pa50 de corriente por una malla.~ capitulo l. 
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2.2.J. Selección fk la semilla de inicio 

Una .. 9Cmilla" es aquel número que se. utiliza para dar inicio a la corrida de un 

generador de aleatorios, es uno de los aspectos más importantes en la generación de 

aleatorios ya que si tenemos una mala semilla y además de todo un generador con malas 

propiedades, podría afectarnos en el resultado de la simulación completa, por lo que 

debemos elegir apropiadamente la semilla de inicio en la generación. 

Podemos tener cualquier valor de semilla si tenemos por ejemplo un generador de 

periodo completo que requiera de solo una variable aleatoria, pero si en nuestro proceso 

de simulación requerimos más de una variable aleatoria (como es el caso de las 

simulaciones de multi-sucesión1
), la semilla debe escogerse con mucho más cuidado. 

Casi todas las simulaciones son multi-succsión y par .. escoger la semilla que inicie nuestro 

generador debemos considerar los siguientes puntos: 

a) No debemos utilizar cero aunque veremos que es factible para generadores 

congn..entes lineales o LCG 's, pues podriamos hacer que un LCG multiplicativo 

o un generador de Tausworthcz se vayan siempre a cero. 

b) Debemos evitar Jos valores pares aunque a veces resulten !ter tan buenos como 

los valores nones, en si cuando tenemos generadores de periodo completo, 

puede servirnos cualquier semiJla diferente de cero. En cambio, si tenemos un 

generador que no sea de periodo completo, digamos un LCG multiplicativo con 

un módulo~"'= 2k, la semilla debiera ser impar. 

• Entendamos simulación multi~sucesión como aquella que necesita de más de una variable 
:lcatoria para llevar~ a caOO. 

Generadores ak11tonos que se verán nuis adelante. 



En lo posible debemos tratar de evitar de usar los generadores que necesilan de 

demasiadas condiciones para escoger el valor de la semilla de inicio, o aquellos en los que 

la longitud de su p:riodo dependen dircctamenle del valor de la semilla. 

e) Tratar de evitar el subdividir las sucesiones. Es usar una sola sucesión de 

valores para las variables a utilizar es un error muy común. En una simulación 

necesitamos paúmetros de comparación y varias corridas de nuestro generador 

de aleatorios, para que de ese modo lengamos un.a confiabilidad en los 

n:sultados aún mayor. 

d) Utilizar sucesiones que no se traslapen. Eslo es, no usar sucesiones repetilivas 

cosa que conseguimos al cambiar la semilla de inicio en la segunda corrida, por 

una nueva. 

Debemos obtener resultados independientes en las primeras corridas de nuesto 

generador y las mismas condiciones del problema nos irán delineando 1-.. converxcncias 

en laa que 9C concluya despues de generar las corridas en la simulación. 

e) Reutilizar la 9Cmilla en caso de simulaciones que necesiten de réplicas. Esto es, 

cuando nuestra simulación requiera de ser demoslrada más de una vez para 

casos de demostración. 

Es conveniente no reiniciali7.ar la semilla en generadores que .serán utilizados en 

simulaciones de una sola vez, o en aquellos en los que se requiere de que el resultado 

aiemprc aea el mismo, es decir;. demostraciones recurrentes. 

O No utilizar semillas alcalorias. Algunos analislas utilizan valores aleatorios 

para las semillas, tales como Ja fecha del dia de hoy por ejemplo, lo cual puede 

causar algunos problemas tales como que la simulación no puede reproducirse 

y además, no se garantiza que las sucesiones múltiples no se traslapen. 

En general, no debemos utili7..ar números aleatorios sucesivos que se obtuvieron de 

un generador como una semilla de inicio. 
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2.3. Números Pseudoaleatorios 

2.3.l. Montecarlo: - ~todo ""'"lue "ntiguo, 111in popul11r. 

Loll origene• de este famo90 método matemático, se remontan al siglo pasado en la 
ciudad de Atontercarlo, situada en el principado de A1ónaco y es precisamente en esta 

ciudad en donde 9C popularizó uno de tos juegos de a7..ar más famosos hasta nuestros días: 

la ruleta. Esta ciudad se ganó la fama de capital mundial de este juego y en honor a ella 

e nombró asi a este método ele generación numérica aleatoria. 

El nombre es una generalización que se le ha dado al procedimiento matcntatico 

que ae lleva a cabo al utilizar un generador de números aleatorios como punto principal, 

hoy en día se conocen diferentes lenguajes de programación con los cuales es posible 

desarrollar un generador de númeto5 aleatorios. El programa estándar genera números 

aleatorios con una distribución uniforme entre cero y la unidad, de modo que los valores 

que toma la variable aleatoria infinita para un programa de este tipo aparecen con igual 

probabilidad dentro del intervalo (0,1). 

El programa puede ser del tipo recurrente que es lo más común para fines de 

experimentación, lo que significa que puede ser utilizado muchas veces consecutivas y la 
probabilidad de ocunencia para cada número es la misma, dicho número puede ser de 

una cantidad • de cifras después del punto dependiendo de la clase de ordenador en que 

.., programe. 

Pueden darse algunos casos en los que únicamente sea posible utilizar este método 

debido al grado de complejidad del modelo en cuestión, digamos un estudio del 

comportamiento de una enfermedad viral en humanos o animales, el comportamiento de 

un gMS que como sabemos se constituye por un número muy grande de partículas, es 

entonces que necesitamos de una computadora para simular las propiedades del gas. 

El tamafto del modelo o propiamente de las partículas que intervendrían en la 

simulación, dependería de la memoria de la máquina en la cual se simularía. 

60 



El por qué de lo anterior es sencillo de explicar: en memoria se llevarán a cal:x;' 

todas las transacciones matemáticas necesarias en la simulación. 

Ademú de que por principio de cuentas, en memoria deben guardane todas y 
cada una de las coorderuodas de laa ¡p9rtfculaa y la simulación del componamic:nto del sas 

conailtim en elegir una de 1aa perUculaa que me desplazará a una di.tancia aleatoria de 

modo que laa coordenadas conespondicntes a esa partfcula cambiarán en la memoria. 

Este seria el principio de un proccmo iterativo que cubriría a cada una de las partfculas 

involucndaa en la Rmulación. 

Deapués para lograr la •animación.,. de las partfculas tendriamos que recurrir a las 

henwmient- de la ffsica tales como: energfa potencial (en cuanto a la interacción de las 

P91'Hculas), lo cual dependeria a su vez de la disposición reciproca, es c:iec'ir; a la p>aición 

en el plano con respecto a cada una de ellas, por ende ésta tendria que calculane en cada 

dezplazamiento. Ahora. de acuerdo a la c:nc:rgla potencial, tc:ndrfamos las probabilidlodc:s 

de cleaplazamiento hacia una y otra dUtancia y dirección, de tal modo ya estaríamos 

aimulanck> por completo al sistema, ya tcndríam09 "'vida"' y movimiento. 

2.3.2. Algoritmo• JNartll t1unten1ci6t1 ale1atorlR 

El algoritmo necesario en la generación de números aleatorios es un procedimiento 

recurrente que bbicamcnte necesita un número inicial, éste ac denomina aemi/Ja en el 

argot matemático. Tenemos que mediante ciertos ~esos u operaciones subwecuentes, el 

número que inicia la secuencia, se convertirá en uno nuevo, de manera que tendríamos 

unx1 igual a una función'"!, multiplicada por el númeroanterioroX(h tal y como vemos: 

donde fl! corresponde a la sucesión de operaciones7 misma que lleva el proceso que 

transformará al número x 0 en el .siguiente es decir X 1 , es esta función la que encierra el 

algoritmo de generación de aleatorios, entonces al tener el segundo número nos servirá de 
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baac para generar el siguiente que correspondería. a x 2 según el mismo criterio. 

Debemos declarar que la función ~ se estructura para que los números generados 

cumplan con las desigualdades deseadas, por ejemplo: O s Yn S 1. 

Después de haber c~ado el generador seria recomendable verificar que los 
resultados son correctos, cosa que podemos hacer con facilidad,, en principio de cuentas, 

la .. cesión no puede ser infinita ya que la computadora opera solamente con número5 

qu.e contienen una determinada cantidad de cifras (también llam111das órdenes). 

Hablando de cuántos númC'ros podemos obtener con este procedimiento podemos 

decir que es limitado ya que existen 102 números de dos cifras y 10" den cifras; debido a 

esto el número subeecuente, se repetirá o coincidini con el anterior y asi .sucesivamente. 

Por lo tanto, tenemos una sucesión periódica inminente al utilizar las fórmulas anteriores. 

De aqui la denominación de pseudoaleatoriedad y su periodo de sucesión se 

denomina como L; y en cuanto al cálculo del periodo de la sucesión, lo determinamos 

partiendo .de la cantidad de cifras decimales escogidos para generar el número. 

2.3.3. M~todo del Centro del Cuadrado 

Este métfXlo fue creado en 1946 p:>r John Von Ncumann y prácticamente es el 

primero de su tipo. El método permite generar números aleatorios sin importar Ja 

cantidad de cifras que se deseen utilizar, dependiendo claro de ta capacidad de la 

máquina en ta que estemos trabajando. Asf por ejemplo si se desea un número de cuatro 

cifras, se elige primeramente al número de inicio x 0 después elevándolo al cuadrado se 

obtendrla un número de ocho cifras del cual tomaríamos tas centrales, lo cual nos darla el 

segundo número para elevarlo al cuadrado, esto es: 
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SiJCo= 9635 

96352' = 92~25 

"' = 8332 

83322 = 69~24 
"2 = 4222; etc. 

Aunque podemo. tener el caso de que un número tenga ceros como cifras 

centralea, lo cual implica que las cifras "" reduzcan y al elevarlo al cuadrado debemos 
obtener un número ele ocho cifras (para esle caso), por lo cual debelllOS agregar ceros a la 
derecha ele e.te número para obtener el sipicnte de cuatro: 

"~ = 392J:ml:!.65 

1'3 = 598 

"~ = 00fil!Z§()4 

JC4 = 3576, etc. 

Entonces para obtener n números aleatorios en el intewvalo de cero a uno con una 

dilltribueión uniforme, ac obtienen mediante la fórmula x,. = ntur1,.t 10", donde la letra n = 
O, 1,2,9,.. .• , y los res&altados obtenidos K"rian: 

Xo = 0.9635, XJ = 0.8332, JC2 = 0.4222; cte. 

Habiendo llegado al final de la descripción de este método, tomaremos las 
referencias que le quitan méritos al mismo. Algunos de los números iniciales implican en 

este métft:Xlo la generación o unificación de un ciclo, reduciendo el periodo a cuatro, lo 

cual como se aprecia, no tiene mayor utilidad.. 

Otro de los aspectos negativos de éste método es que tenemos números que al 

elevarlos al cuadrado, se reproducirán a si mismos, tales como el cero y algunas otras 
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At~sioncs de números simple y 5encilJamentc se reducen a cero. 

Z.4. Gnteradores Congruentts Lineoll!s 

~e es uno de los mejores métodos. sino el mejor en la generación de números 

aleatorioll y Al procedimiento es relativamente .wncillo: 

Los principios de este método en particular ~ remontan • 1951. cu•ndo O.H. 

Leh.mer. de.9C'Ubrió muy buenas propiedades aleatorias al manipular los residuos de 
potenciaa: S11ccsivas de un número; lo que obtenía era un n·Csimo número eJ la secuencia 

dado por la división que .9C hace de Ja n-ésima potencia de un entero cualquiera 

dcnomlluldo a. mediante otro entero llamado "' y tomando su residuo. de la siguiente 

forma: 

x,,=d"mod,,. 

y una expresión equivalente que se utiliza para calcular x,, y después Xn.J es: 

.x,, = ax,,.1 mod "' 

AJ parámetro ax le denomina multiplicador y a m módulo. Como nota histórica 

podemos mencionar que entre lo:s experimentos de Lehmcr se encuentra muy en 
particular e.e en el que designó valores para a y m. siendo estos: 23 y J oa + t • 
respectivamente; estos valores fueron de muy fácil implementación para la computadora 

ENIAC. que e~ una máquina que manejaba oc:ho dígitos decimales y de las primeras de su 

<!poca. 

Hoy en dia. podemos ver que los actuales generadores de números aleatorios. son 

una simple generalización de Ja propuesta de Lchmer y tiene la siguiente forma: 

x,, = ax,,.1 + b mod m 
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Tenemos en esta expresión, que x,. corresponde a Jos números enteros entre O y "'":' 

1, y o y 6, man constantes no negativas. 

Describiendo el procedimiento para su utilización diremos que primeramente 

deben clegi.ne cuatro números positiv<MI enteros que aerán utilizados como factor, 

desplazamiento, módulo y prianer número de la sucesión. 

La fónnula que determina la sucesión de números es la siguiente: 

x,,. 1 = <AX',. + c)rnod "' 

donde lt, es el factor; n, el indice con los valores desde O, 1-2~-·· Cuando encontremos el 

aúnbolo (b mcid •), nos indicará que debe hacene una operación de la cual hay que tomar 

el reaiduo de la di.vUión c:lel número 6 por "'· De esto resulta evidente que la expresión: 

(6 ~ •) < •, lo cual implica que los números que confonnan la aacesión X,, satisfacen 

ladelliguald.dX11 <M. 

E igualmente i:-ra obtener Jos números con distribución uniforme dentro del 

intervalo ele cero a la unidad, ae obtienen mediante la siguiente fórmula: 

y,.= Xn. n=0.1.2, ... 
m 

Cabe aci\alar que debemos escoger los cuatro nilmeros iniciales con sumo cuidado 

además de quo la sucesión debe ser periódica, y el periodo no puede ni debe superar el 

tamafto de 111. 

Los números que conforman a la sucesión Xn son enteros y cumplen con la 

desigualdad Xn < "';el periodomáximo posible que podemos obtener es lógicamente L=m, 

y como nota final debemos mencionar que si no pensamos seriamente en los números de 

inicio para este generador, lo que obtendremos serán sucesiones de corto periodo y para 
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ciertos fines como los de experimentación sin miras a simuli&Ción, no .!ioC'rioan de mucha 

utilidad. 

En el caso de que b Ka difercnh: de cero, el periodo máximo"'• se obtiene si y solo 

•i me cumple lo siguiente: 

1) los enteros ,., y b son primos relativamente, lo cual quiere decir que no 

tienen olro factor en común mas que el numero 1; 

i1) cada uno de los numero primos que sea factor de mes también factor de a-/; 

iil) el factor a-1 es múltiplo de 4, y el entero"' es también mU.ltiplo de 4. 

Debe recordal"9C que estas condiciont.~s l'iC satisfacen para "' ..... 2k, a = 4c + I, y si b 

es impar. A.qui, tenemos que c. b. y Ir son enteros positivos. 

De lo anterior se desprende que se le llame generador de periodo completo a un 

generador que logra utilizar su máximo periodo posible. Esto no garanti7.a que Ka un 

buen generador ya que existen algunos otros generadores con un menor autocorrclacion 

entre sus números sucesivos y 110n preferidos por ello. P'or ejemplo, tos dos siguientes 

generadores, tienen el mismo periodo completo,. mus el primero tiene u.n valor de 

correlación de 0.25 entre el "n-/ número y el""' donde el )llCgundo, tiene una correlación 

de menos de 2-111. 

"n - (23-1 .... l)"n-1 ... J mod z35 

X'n -= (218 -'- /Jrn./ -t- I mod ~35 

2.5. Geru!rodores congruentes ltneoles multipltcotivos. 

Estos generadores tienen ta forma: 

x,, = ar"_ 1 mod m 
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Tenemos que en términos de tiempo de proceso. son más eficientes los 

generadores consru.entcs lineales que los mixtos y para tener mayor eficiencia, podemos 

tener conto ya e habla mencionado a m, como una polencÜI de 2 11 para que la operación 

módulo ea trivial. 

De e.to e concluye que tenemos dos tipos de generadores congruentes lincalc.s 

multiplicativos, uno que corresponde a 111 = 2• y el que tiene a 111 ilf:: 2•. 

- Primeramente describiremos el correspondiente al ,generador eoft31'Uente · lineal 

multiplicativo con 111 = 2• : 

Estos generadores no tienen un periodo completo ya que el periodo máximo 

posible para un LCG con el módulo igual a 2 a la potencia k, Ilesa a solo un cuarto del 

periodo com.pleto, esto es: 2•-2 • Es posible lograr alcanzar este pcrioic:k. si el 

multiplicando a, es de la forma &i ± 3 y la semilla inicial es un entero impar. 

Si consideramos el siguiente generador multiplicativo del tipo LCG,. ciertos ............ , 
al usar una semilla de .r0 = 1., se obtiene la secuencia siguiente: 5,. 25, 29, 1 7, 21, 9, 1 3,. 

1, 5r... Com:o vemos., el periodo es de 8, que es solo v .. , del periodo máximo posible que 

c:adc S2. 

Si cambiamos la semilla de 1 a 2, es decir; x 0 = 2. la secuencia es 10,18,.26,.2,10,. 

Tenemos que en este caso, el periodo es de solamente 4. 

Entonces vemos que al escoger una semilla impar tiene cierto grado de impor1ancia 

pues nos afecta gravemente en la longitud del periodo de nuestro generador. 
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Veamos ahora el caao de que el multiplicando no sea de la forma 8J ± 3,. si tenemos 

el CA90 de e.ae generador: 

Si usamos la memilla r 0 = l. obtendremos la Kcucncia: 7, 17, 23,. 1, 7 ,.... Tenemos 

de nueva cuenta que el periodo es de 4, por lo qui: concluimos que las condiciones que 

expusimos más arriba, 90n necesarias para lograr et mUimo periodo. 

Debemos mencionar que aunque ct máximo periodo posible para un LCG 

multiplicativo con la "'= 2• es :IOlo 1/4 de lo má.ximo posible, el periodo resultante puede 

no ser tan corto para otras aplicaciones, en algunos casos, puede n:sultar mejor el utilizar 

un generador multipliC9tivo que uno mixto. 

Paemos ahora a los generadores LCG multiplicativos con "' '$. 2". 

Esta puede Kr una 90luci6n al problema. de los generadores de un corto periodo,. 

digamos usando el módulo ,,., que es un número primo y para este ca90 y al escoger 

apropiadamente al multiplicador a, es posible obtener un periodo de "' - 1 , el cual C!'i casi 

igual al máximo periodo posible m. Debemos darnos cuenta de: que a diferencia de un 

LCG mixto, r,.,. se obtiene de un LCC multiplicativo y nunca pucJe ser cero ~i m c!'i un 

número primo. 

Los valores de x,. caen entre 1 y m - 1 , y cualquier 14CG multiplicativo con un 

periodo de m - 1. es un generador denominado "de periodo comple!lo"". 

Podemos demostrar ademas que: un generador LCG multiplicativo, puede Kr de 

periodo completo si y solo si el multiplicador a, es una raíz primitiva del módulo m. 

Tenemos que por definición, a puede ser una raíz primitiva de m si y solo si a" mod m ~ 1 

para n = 1,2, ... ,m - 2. 
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Gencrado~s de nUmcn:u •lc.storios p11ra on.lenadon:!t. 

Consideremos el siguiente ejemplo para un LCG multiplicativo: 

x,. = Jx,._1 mod 31 

Comencemos con una. .1emilla de x 0 = l. la secuencia que obtenemos es: 1, 3, 9, 27, 

19,26, 16, 17, 20. 29, 25, 13, 8, 24, 10. 30, 28, 22. 4, 12, 5, 15, 14, 11, 2, 6, 18, 23, 7, 

21, 1, ... Aqu.i, el periodo es de 30, de manera que este ·es un generador de periodo 

completo. 

Si u.aramos un multiplicador de a = 3. obtendriamos la secuencia: 1, 5,, 25, 1,. 

Tenemos que el periodo es solamente 3, lo cual es muy pobre para cualquier propósito. 

Analizando al multipllcador utilizado anteriormente, es decir el 3, vemos que es 

una rafz primitiva de 31 a par1ir del valor positivo más pcquefto para n para el cual SIC 

tiene: 3" mod 31=1 es 1t = 30 

V también tenernos que 5, no es rafz primitiva de 31 a pariir de: 

S 3 mod 31=12Smod 31=1 

Un dato más que nos seria útil es el saber algunas otras rafees primitivas de 31 que 

90n: 11, 12, 13, 17, 21, 22,y 24. 

Es importante que mencionemos las precauciones que debemos tener al 

implementar algún LCC, la más imp:trtante de ellas es garantizar las propiedades de 

nuestro generador al calcular las sucesiones exactas y sin errores de redondeo, lo que 

intptica que al calcular los números subsecuentes del generador, debemos usar aritmética 

entera sin desbordamiento en el ordenador, ya que depende del lenguaje de programación 

que estemos usando el como vamos a definir nu&:stras variables, éstas deben ser enteras 

para quien corresponda 91erJo, 

Cuando se utilizaban lenguajes tales como el BASIC, se tenían problemas en el 

generador en cuanto a su periodo, es decir que se obtenían periodos cortos debido a la 
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Gc.•nt:rlldon:s de ntitnt:rus Mlc.lllorio.s p14ra onlt:naWrc.s. 

utilización de números reales, y cuando al calcular se truncaban los rcsultador por el 

redondeo, era esto lo que causaba que los periodos se redujeran de manera considerable. 

otro de los problemas con los que nos podemos enfrentar al implementar este tipo 

de generadores es cuando al utilizar el producto arn-I , nos excedamos del la capacidad de 

la nuiquina al utilizar el mayor entero que el sistema pueda alojar con lo que causarfamos 

un dcllbordanticnto. 

En respuesta a esta dificultad, surgió en 1979 por conducto de Schrangc una 

aolución basada en una identidad: 

a:rmodm = g(r) +mh(x) 

donde: 

g(r) = a(x mod q) - r(x div q) 

y: 

lt(r) = (r div q) - (ar div m) 

Tenemos con las expresiones anteriores que q = m diva, r = "' mod a. La 

operación de A div Bes equivalente a dividir A entre B pero truncando el resultado. Esto 

puede ser demostrado para toda x en el rango de 1, 2, ... , m-1, y las expresiones 

involucradas en el cálculo de g(x) son menores que m-/. 

También en el caso de si r < q, h(x) es O ó 1, y puede ser inferida de g(x),· h(x) es 1 

si y 90lo si g(x) es negativa. Por lo que la operación ax podrfa causar desbordamiento, y 

sería preciso no llevarla a cabo. 

El siguiente ejemplo ilustra de mejor manera cómo se implementan estos 

conceptos:3 

3 D programa que utiliza este gC'nerador se muestra en el Apéndice de este trabajo. 
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oensuc.-o: 

x,. = 16,807 X'n-1 mod 2.147,483.647 

En este e.aso las variables impticac:L&s ticm:n los siguientes valores: 

•= 16,807 

m = 2,t47,4K~,647 
q = m diva= 2,147,483 1647 div 16,807 = 12,773 

r = m moda= 2,147,483,647 mod 16,807 = 2,836 

Lo único restante es implementarlo en la máquina y verificar lo~ resultados. 

2.6. C-radotts 1111 Tauswortlte 

Este tipo de generadores reciben el nombre de su creador. Tausworthe quien los 
propuso primeramente en el afto de 1965 y tomaron auge debido a su. demanda en 

aplicaciones criptográficas, ya que en dichas aplicaciones .!JIC requiere de g.cner.1dorc:s de 

bastante longitud, a partir de esa época por ejemplo, en que se demandaban de 64 bytes 

(512 bits), y vemos ahora que pueden requerir~ de mayor longitud para codificar un 

mensaje. 

La utilización para codificar mensajes es un tanto sencilla y la describiremos en 

forma general: Se producen números gr.andcl'i utilizando una 1'1!'cucncia aleatoria de 

nUmeros grandes utilizando una .jCCuencia aleatoria de Jigitos binarios (O ó 1 ), y se divide 

la secuencia en cadenas de la longitud que se desee, de esta forma el mensaje queda entre 

cadenas aleatorias de ceros y unos por lo que permanece encriptado. Este fue el método 

utilizado por Tausworthe. Los generadores de este: lipi) presentan la forma: 
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donde c1 y 61 son variables binarias con valores de O y 1 y el E9 es el operador or

exclu.sivo. Eate generador utiliza los últimos q bits de la secuencia. f"or ello, es llamada 

•aecuencia autattegresiva de orden q.,., o en notación lo encontt11mos como un AR(q); el 

cual puede tener un periodo máximo de 2q - 1 . 

Podemos utili7.ar una variable denotada como D que es un operador ~ retardo tal 

como: Db(.11) = b(n + 1), por lo que podríamos escribir la ecuación 26.8 como: 

ode la forma: 

D" -c
9
_,09 -t -c9 _2D9- 2 - ... -c0 = Omod2 

Tenemos en esta expresión que la sustracción aritmética es equivalente a la 
adición, por lo que la ecuación anterior es equivalente a: 

La parte polinomial en la parte derecha de la ecuación es llamada polinomio 

caractcristico y es por regla escrito usando una x en tusar de la D, en Ja fonna.: 

Ahora pasando al periodo de un generador de Tauswor1he diremos que depende de 

las caracteristicas polinomiales directamente; el periodo es el entero positivo " más 

pequen.o para el cual r" - 1 , es divisible por la característica polinomial; de manera que 

el máximo periodo posible con un polinomio de orden q es 2 9 -1 y los polinomios que 

dan este periodo son llamado!!t ·~polinomios primitivo!I". 
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Tenemos aqui un ejemplo de generación de nlimcros aleatorios utilizando un 
polinomio primitivo. 

Considerando al polinomio: x7+xl+l 

Dcsarrollarem~ primeramente utilizando D en lugar de x para obtener la fórmula 

ele: gencracion .-ra la S1CCucncia de bits. 

D 7 b(n)+D3b(n)+b(n)=O mod 2 

o también: 

n= O, 1, 2, 

también podemos utili7.ar el operador or-exclusivo reemplazando la suma del ..ad 2,. y 

obtendriamos: 

n = 0,1,2, ... 

o también: 

b,..7 = b,.+4 E9b,.. n=0,1,2,. .. 

Si sustituimos n-7 por n, tenemos: 

n= 7,8.9,. .. 

Si comenzamos con b 0 = b¡ = ... = h6 = 1. tenemos la siguiente secuencia de bits: 

b, = b 3 (J)b0 =l(J)1 =o 

6-=b•(J)bi=l(J)l=O 
b9 =bo(J)bz =l(J)l=O 

b¡o = bo e b3 = 1(j)1 = o 
bu =b,(J)b4=O(J)l=1 
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Si mostraramos un diagral'lla a bloques de las iteraciones que tiene este generador 

lllOlltrariamos lo siguiente: 

Salida. 

411:. Z. / ~ de bl inrp/t:mentACiOn de un gr::neralor de .ie.toriol IUll.ndo d 

polinomiodebl~ r 5 +x3 +l. 

La secuencia cotnpleta que se obtiene es la siguiente: 

1111111 0000111 0111100 1011001 0010000 0010001 0011000 10111021 

0110110 0000110 0110101 0011100 1111011 0100001 0101011 1110100 

1010001 1011 100 0111111 1000011 1000000. 

Los primeros 7 bits ~sponden a la semilla y la secuencia comienza a repetirse 

90lo después de 127 bits, además vemos que tiene un periodo de 127 o lo que es lo mismo 

2 7 -1, bits. 

2.7. Generadores di números di Fibo-cci e:ictl!ndidos 

El investigador A1arsaglia hizo que este tipo de generador pasara algunas pruebas 

estadísticas y recomienda su implementación utilizan® localidades para almacenamiento 

de números. Durante la inicialfaación de la corrida, estas locaciones deben llenarse con 

17 enteros, no todos deben ser pares, y también utilizan dos punteros para 17 y 5 

respectivamente. Más adelante, se describirá este proceso. 

Una secuencia de números de Fibonacci se denota por {x,.} y se generan a partir 

de una relación como ésta: 
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Es posible generar números aleatorios de Fibonacci al realizar la siguiente 

modificación a la expresión que Jos genera: 

r,, = .r,,_1 + .r,,_2 mod "' 

Este tipo de generador lo c.c;tamo.c; mencionando a manera de referencia histórica y 

debemos hacer notar que aunque podemos generar números alca.torios de fib..,nacci con la 

expresión anterior, C:sta no tiene buenas propiedades dt: aleatoriedad, tiene una 

correlación serial muy panicular por lo que solamente exponemos aqui a1,s.unas líneas 

que describen su generación: 

x:= L[i] + L[JJ, 
L[1]:=x; 

i:=i-1~ 1Fi=OntENi:=l7; 

j:= j-1; 1F j =O TI-IEN):= 17; 

Reharnx; 

La operación de suma que se reali7.a en la primera Unea es equivalente a realizar la 

operación mod 2 11 en una máquina que opera con k-número de bits con 2 

complementos aritméticos. En cuanto al periodo del generador tenemos que es de 

2• (217 -1)., para le 8, 16, S2, estos periodos equivalen a decir: 

1.6 x 107 • 4.3 )<' 109 y 2.8 x 1014 • respectivamente. 

considerable. 

Lo cual es de un la.mat'o bastante 

2.B. G1mer11dores tk números aleatorios combinados 

Podemos obtener un generador de mayor calidad al utilizar ICcnicas combin .• .uia.s 

de producción de aleatorios, éstas técnicas podemos dcscribirl.ts en general como sigue: 
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• ~..,. núnteros aleatorias que fueron obtenidos por dos o más generado.res. 
Es posible combinar los números generados antcriorn1entc por algún otro 

generador que hayamos creado anteriormente, cuando las dos o más secuencias 

de números tienen periodos de diferente longitud. y fueron combinados 

mediante diferentes algoritmos obtenemos entonces un incremento en las 

propiedades aleatorias y también en la longitud del periodo. 

Un ejemplo de lo anterior que fue sugerido por L·Ecuyer en 1988, el cual consiste 

en cornbinar los siguiente• dos generadores: 

"" = 40<l14JC.,_1 mod 2,147.483,563 
y., = 40692y.,_1 mod 2.147,483,399 

Al com.binarlos obtendriamos una expresión parecida a esto: 

w., =(JC., -y.,)mod 2,147,483,562 

Tenemos entonces un generador cuyo periodo ahora es de 2.3 x 1018 y que ya no 

tiene el problema de que todos los puntos generados caigan en un rango pcquefto. 

• Númel'Ol!I aleaton"os utilizando el operador or-cxclusivo, obtenidas por dos o 

mlls generadores. En esta técnica además de utilizar los números que .!IC 

obtuvieron,. también reemplazamos la operación de adición por la de or

exclusivo. En 1984 fue demostrado por Santha y Vazirani que utilizando esta 

operación en los gencradon!s de números aleatorios es benéfico para generar 

una Kcuencia con mayores propiedades de aleatoriedad. 

• Shufl1ing o Mezclar . En esta técnica se utiliza una secuencia tan solo para 

funcionar como un indice que nos da la relación de cuales nümeros deberán ser 

devueltos corno product1."t de la generación; es decir se hace un recuento y 

posteriormente se decide en base a un prcx=edimiento al azar, cuál de los 
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númeroe primeramente generados deben ser cntrepdoa como secuenci-.

reM1llado. En 1964 fue propuesta una técnica desarroll.da por Managlia y 

Bny, la cual 11e ~ .,_,º algoritmo M. 

El procedimiento que"" utiliza parte de un arreglo de 100 lugares, loe cuales.., 

llenan "°" númeroe aleatorioe que fueron re .. ltackt de una aecucnda ••. Para generar 

un aleatorio.• genera uno nuevo denominado y,, que debe de e.tar entre O y M-1 y 

de~• lle ucalan para obtener un Indice que 11e denota como: I = 1 + IOOy. I •. 

Ahora. el valor del i-ésimo elemento del arreglo se regresa como el siguiente 

número aleatorio. de.spué• se genera un nuevo valor de •. y se al111ACena en la i-éai111a 

localiclac:L Tcnemo. entonces un aenerador con bueNU propiedades de distribución. 

aleatoria pero el único problema que presenta es que despué• de varia itencionea. 

d.iffcilmente e9Caparelll09 de obtener una .911bsecuencia que ya tengamos lo ~ ya 

implementado en una simulación poclria no aer aceptable. 

Al cotnenzar a adentrantos en investigación y simulación. tenemos contacto con la 

generación de números aleatorios, por lo que al ser novatos en el medio podemos creer 

aJgu.nos puntos que a simple vista son factibles pero que al ahondar en ellos y sobR: todo 
con la ayuda de gente madura en el manejo de estos temas, nos damos cuenta de que son 

falacias simplemente. A continuación mencionaremos algunos puntos que forman parte 

de e•os mitos que se creen acerca de los sencradores de números aleatorios: 

• Sabemos por lo anteriormente e.crito, que los generadores de aleatorios 

necesitan de una expresión que los describa, la cual nos es útil para su 

implementación en la computadora mas ello no implica que dicha expresión 

det. aer muy complicada para aportar los mejores resultados de aleatorios 

quepodamos generar con alguna otra expresión mas sencilla. 
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En otra. .,.i.~ si utilizamos una secuencia de operacione5 que no no.. permitan 

Mber o que ea diRcil adivinar el número que seguiÑ en la sucesión re-.ltante. no es 

__,.._nte garantia de que la -cesión de núme.- ..,_liante pueda puar una 

prueba e.aadútica para verificar la uniformidad e independencia de ta. ... cesione•; e• 

mejor utilizar openciolw• .sencillas y que sea fácil el analizar ..,. propiect.des aleatorias. 

• Pode- pe.,.... que pan un genendor, el -r una 80la de las pruei.. 
e~ ea: .. raciente pillra dar por bueno un generador de aleatorios. pero 

COlllO verelll09 en el 9iguiente capitulo. si un aenerador pm.aa una pn1ebe. no 

prantiu. que pee la misma prueba si utilizamos una semilla de inicio 

dilen:nte, ni tampoco que pesará todo las prue"- una w:z que haya .,.- la .,.._ ... 
Una 911eie86ft de núnteroe progresivoe por ejemplo. ea muy factible de que pue una 

prueba Chi~. nuaa en primera instancia 'stoa, no serian números aleatorios cien 

por ciento. y como mencÍOllaftlOe arriba, el pu.ar una prueba no garantiza pasar las 

aiguieneie.. ni talnpxo el que inventemos un generador nos garantiza que nos 

poopA;iot....,. una -.:e8i6n totalmente.aleatoria. 

• Padel809 pe,._,. que un número aleatorio ya por el hecho de recibir esta 
denom.inación, es totalmente impredecible y de hecho es a.si. Pero en el ca90 de 

genc~a de números sneudo-aJeatorios taJes como un LCG,. podemos 

cakular con facilidad los vaJores para a, e y m; por lo que podemos predecir Ja 

ac1.1encia que obtendremos hacia adelante y hacia atrás de la sucesión sin 

esperar a que tengamos a]gún en-or. En el ca.o de generadores utilizados para 

criptogramas podemos confiar en Ja aleatoriedad de lasucesión, claro después de 

haberle apüc.do las corTCspondientes pruebu: est.dfsticas. 

• Por lo que corrc5pi0nde a las semillas, creemos que algunas pueden ser mejores 

que otras y de hecho esto puede ser cierto en algunos ,generadores. Pensemos 

en un ejemplo: 
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FJ generador que cle:.:ribe la aiguiente expresión trat.ja muy bien pra todas Lu 
•m.illaa que •quisieran intentar, mas si intentamos inicializarlo con x0=37,91 J., el 

pnetwdar noe dan cotno reaaltado e.ee mismo número por siempre y en general 

debo- evitar e"'e tipo ele generadoreo: 

..... = (9806•·-· + 1) mod (217 -1) 

• Se puede penaar que la implementación exacta no es tan importante. Debemos 
considerar que la longitud clel periodo y las propiedades de aleatoriedad ele un 

generador me garantizan en su. exactitud 9Dlamente si la ex~sión que deacribe 
al generador está implementada correctamente, es decir; sin problemas de 

truncamiento por redondeo o desbordamiento de la variable que nos da la 

-.cesión. 

Recordemoe que al hablar de la implementación en la computadora, debemos 
manejar cierto tipo de variable para evitar el desbordamiento y truncamiento por 

redondeo, debemos de vigilar cuándo es necesario utilizar enteros, enteros dobles, etc., 

.-gún nue.troe propios requerimientos y las posibilidades de nuestra computadora. 
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capítu{o 
3 

PltUEBAS ESTADÍSTICAS PARA GENERADORES DE 

NÚMEROS ALEATORIOS 

(La aleatoriedad de 11n generador) 

9.1 Introducc;ón 

En este capítulo veremos como probar cstadíslicarncntc a nuestros generadores de 

números aleatorios y la razón para ello es que, como p~ramador de la simulación de 

modelos, ncccsitamo.¡ cst.tr complcl;:uncnlc sc.•guros de que nuestro generador resultará 

funcional pam los propó!'oilos para Jos que fue disdiado. 

La simulación di..•l modelo a analí7.ar debe garanti~~r confiabilidad primeramente, 

para que nosotros al verificar los resultados no tengamos. duda alguna en cuanh ..... a su 

interpretación, y los resultados obtenidos. 

rodemos verificar la aleatoriedad de nuestro ,generador de números aleatorios 

mediante varias pruebas estadísticas, aunque la primer prueba y m;\s sencilla quizá, es el 

graficar y observar el histograma de di.stribución de frecuencias~ lo cual nos ayuda a 

detectar errores en la implementación de aJ~oritmos recursivos~ esto nos puede .ihorrar 

.:.uch."'s ensayos en la simulación misntos que podemos cn...:onlro.tr no satisfactorios a 



aünple vi.ea o también puede da.-: el ca.o de que consickttmos a nuestra aimuLlción todo 
U114taito,. U 111.irar antea que e ... mom completanwnte equivoc.adoa. 

F.. prDlihle utilizar todu y cada una de las pruebas que se de9CnDen a continuación, 

.... cabe nwncionar que á nue9tro generador va paaando las pnaebu, no nos indica que 

•• conclici0o1 •ficiente .,... ciar el •- - lbueno, ...._ a llegara a fallar ....,_ele ... _._.,debe-e- conciente• de que el .,ene.....,.. e• de ...... calidild y 

el--toda laapruebu,tampocoprantizaque ""ªbueno. 

Si al elftplear una amilla diferente, el pnendor que ya habla.,.- una pnaeba 

.....,.. la f.U., veremooentonces que el - una pnaeba no..,..nti..o la COIÜ18bilidild del 
aenel'IM:lor a utilizar. 

cabe 111enciollar que las pruebM que e dem::ribidn a continuación, pueden mer 

uti!-. - .,..-.. lu varimciones ...._~e• de<:ir que una -z habiendo obtenido 
b reS11ltadoo de la oimulaciiin, - e• pooible coner pnaebu a ... v...;.ble• de la 
-...ul.ación q..e preenten c:IUilribuciones no uniformes, lo cual es una .,.., más a cubrir 

en aaanto a ..._ulación por C!Olllputaciora ae ref"aere. 

Se menciooum ....,....,. ejemploo con vistao • iluotrar la deocripcián de la pnaeba, 

eólllo e n:.1iza y la interpretación de loa resultado!I: para diK"ernir entre un buen y un 

tnal pne.....,.. de numeración aleatoria. 

81 



Eola ea la,.._._ - -ún.,.... ddernünar lli .._•to. que e ol>lienen..., una 
llÍlllu¡.,ión -•-n lu e"F'ft'ilicaoione. de una diotribución ..,.... é- pnaeba es general 
_.1o cual ea ...,.;ble utilizaia en ~ier ripo de diotribución. 

Ademú de er utilizada para proi>olr la aleatoriedad de .._ nú,_,,_ en el -ro 

de ....,.,... que lu aaceaionea - independi.enrea y que re._,. una di.rribución 
e.pecif"-, ~n.., utiliza - e-trar ,,..._ión dentro de b propim genenclorea. 

a primer - • -ir es graf"acar el hi.rograma de los dato. ol>lenidoe ...... 
.,._..,,,,,_ laa frecuencias y com-laa con laa que e ol>luvieron de la función de 

de......,.. -"""'- Aá ,,.,.. ejemplo si rene..- un húrograma con .t ce!Ma y .
YIU'iabla cle-..daa con 11¡, b¡; que fueron _,,, ..... y ae tiene un valor e-- para la 

l...aima ceL:la entoncie• la prue._ a realizane conai9tirúa en calcular lo siguiente. 

D =±(O, _,,)2 ,.. ., 
Al ver e-. expresión. nos damos cuenta de que D tiene wrua distribución Chi

Cuadnlda con .t - 1 .......,. de libertad. 

Si dueaanoe. obtener un calculo exacto D debe ser cero,. pero debido a condiciones 

de aleatoriedad podria er diferente de cero. 

~moe un ejemplo para observar la aplicación de esta pnaeN: 

Si utilizamoa el generador .rN = (125.rN-I + l)mod(2 12 ) con una ""milla .r0 = I; e 

iteraftl09 mil vece~ obtenemos números que al graficarlos en un histograma usando 10 
celdas a intervalos de 0.J. entre O y J. Ahona tomando el nivel de significancia a= O.JO, 



¿Se c.taria aeguro de que los números son independientes e idénticamente 

clülrilluidoa, y que tienen una distribución uniforme?, es decir, me tendria 110 U(O,I) (que ---•-> . 
........,..- b _,._..en una tabla: 

<ot-IV8doa-e!l!!:ndoe)2 ....... ~oa _..... . e-ndo9 

t tuu too.o 0.000 

2 96 too.o O.too 

s 98 too.o 0.040 

4 85 too.o 2.250 

5 t05 too.o 0.250 

6 9S too.o 0.490 

7 97 too.o 0.090 

8 125 too.o 6.250 

9 t07 too.o 0.490 

to 94 too.o 0.560 

T.,... tOOO tOOO.O 10.380 

Valft09 al uú.lUia: Si loe nú.meroe aleatorios e.tuviesen 110 U(O, 1 ), cada una de las 

10 ceL:Lu debieran tener 1000/10 o 100 observaciones aproximadamente, con el gnido 

ele b1'ertad. COl"ft:apondiente vemos que -tisfacen la condición de .er independientes 

i&:litnticamente di.tribuido. e unifonftes. 

- prueba f'unciona mejor cuando el lamafto de las celdas .an e~ de 

manera que ... probabilidades esperadas sean iguales, es decir; un histograma con 

tamaftos diferentes en sus celdas es más fácil de usar que un histograma de celdas iguales. 
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En enticlo alricto la pnaebo Chi-CWldrmda esta di.,ftada para distribuciones 

disretaa y para mlldhaa ele gran tamafto únicamente y a-ra dülribucione• continuas esta 

--CllmloU--~ióft. 

r- lli-ln ~ de llignif-.Cancia ., apliQm mio ,.¡ el número de 

-~ - üdinilo <• .... ..,) . e- mue- fini._ el nivel de aanirlcancia ca un 
.....,.. __ _ 

En .,..ücuJar ,.¡ la mucotra ca tan _.. ... que ......... de laa celdas 

oontiencn mena. ele 5 obervecione• entonces algunaa celc:lu vecina a: combinan para 

--.,., .... .._a1--c~-1V-ioftca. 
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- -la ftCibe - _....., -- a loa-~ A.N. ~y N.V. 
Slllinlov quiene• fuen>n -· creadores y la venión mú reciente ele e- pnaela elata ele 

19SS - .-rionnenee en 1959 fue ~ _. S..U- y a.,., .... ele -
......,.., vieja- muy efectiva. 

-. pnaeba al Qpial que la chi-.,......._ .¡..,., s-ra w:rificar lli una 111uelltra ele ,. 

de -rvacionu pertenece a aJauna diotribución continua eopecifica y e.U m-. en la 
diferencia entre lo _..,,..., IDA<Funcián de ~ión Acu111ui-> denotada ClOlftO 

F 0 (.s) y la FDA e-rada elenotada como F.(.s), que en general debe •r ....,nor. 

ta. -- x+ y x- - utilizan .... denotar ... duviacione• -
olwrvadaa localizad•• ~ y bajo la IDA esperada, en una mue.era de tamafto n tal y 

como lo dem:riben laa cxpre8iones que • naucSlfran a continuación: 

IC = J,. m!"' [F,,(.s) - F,,(.s)) 

IC = J,. ~ [F,,(.s)-F,,(.s)) 

Tenemoe que el ámbolo K+ se utiliza s-ra medir la desviación máxima cuando la 

FDA _........,e.U 80bre la FDA e.perada, y el slmbolo x-, se utiliza .-ra lo opuesto, es 

decir; .-.. -"ir la desviación máxima cuando la IDA -llVada esta bajo la FDA 

eaperada; entonce• ai toe valores pmra K+ y K-, 80l'l menores a Xrt--a;...J 11 entonces bu 

-llV&Cione• provienen de una dütribución eopeclfica con nivel de si,gnificancia a . 

Un error que ae comete comunmente al encontrar el estadístico de x-, es que se 

calada la máxima de l";,(.r1 )- F0 (r1 ); lo cual es incorrecto ya que F 0(r) consiste de un 

agmcnto horizontal en F 0 (.r:¡) en el intervalo [.x'¡.X¡+iJ, y Ja diferencia máxima ocurre 



s-wciamente ante• de •i+t • cic-.o • mue.ara en la figum S. t. 

Tenemoe entonce• CfllC F.<•i+I) - Fo(•1 ) ea la diferencia correcta para UMne en el 

-..JadelC-. 

r 
•-'-1 z.-•K...i¡_,._, • .___,,.,,_ ••. IVA 

~a:1ntrwM#VA ~ 

Para que loe númeroa aleatorioa prc.enten una distribución unüorme entre O y t. 

la FDA -- ea F,,(r) = r, y ai r es mayor que .J - 1 un Intervalo de otras 

ol:l.ervacione• de una mue.ara de n obaervmciones,. entonces la IDA e• de F 0 (r) = .J / n. 

Por lo anterior s-ra probar si una muestm de n números aleatorio. pertenece a una 

cli..ltrihución unifonne. tene...,.,. primeramente que colocar las obaervacionea en orden 

creciente.el cual debe •r pw M1pueato de la fonna: {x1,r2 , ... r,.} 7 con r,_1 s r, entonces 

tene1110re K+ y x- • calcularian de la siguiente forma: 
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Al obtener Jo. reaaltados de Jos c•llculos podemos determinar si las observaciones 

tienen una dUtri'bución uniforme. Un ejemplo para ilustrar esta pru.eb. acria como el 

..... ie-: 

T-..do la 11emilla .r0 = IS, en el genenoclor: 

"• = :Ja-11_ 1 mod 31 

to.re•ltadoequeobtenemos90ft: 14. tl.2.6. Ul9 2S.7,21, 1.S,9,27, 19,26, 

16,17~20,29,25, IS,8.24.10.30,28,22,4, 12.s, JS. 

Los números nonnalizados que se obtienen al dividir la secuencia entre S 1 son: 

0.45161, 0.55484, 0.06452, 0.19555, 0.58065, 0.74194, 0.22581, 0.67742, 

0.05226, 0.09677, 0.29052, 0.87097, 0.61290, 0.83871, 0.51613, 0.54839, 0.64916, 

0.95548, 0.80645, 0.41935, 0.25806, o. 77419, 0.32258, 0.96774, 0.90323, o. 70968, 

0.12903, 0.38710, 0.16129, 0.48387. 

Al haicer COlll...,-.CÍonc• de e91a prueba con la chi-cwwlrada tenemos: 

- La prueba de K-S, esta discftada especificamente para mue.aras pequeftas y 

di91n1'ucione• de clatoe contfnuas. 

- La prueba chi-cuac:tr.da está d.iacftada en cambio para muestras ,grandes y 

clütnl>uciana ele •-dillCretaa. 

- La pruet. K-S esta buada en la diferencia entre la distribución acumulada de 

frccuenciaa e-rada y la observ8da. 

- LA chi-cuadrada e9tá b9sada en la diferencia entre lo observado y la probabilidad 

hipotética. 

La prueba IC-S, utiliza cada observación en la muestra sin ningún agrupamiento de 

datos. mientras que la ch.i-cuadracla requiere que las observaciones sean agrupadas en un 
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pequefto número de celdas. 

-En e.ee •ntido. una prueba de K-S utiliza mejor lo9 datoe y e.aa ea· una 
obmerv8ICÍÓll muy a favor ele esla pnaeba, ademú esta pnaCba Jll"OP>n=iona exactamente 
tc>do9 i- .,....__ que ., eoperan en una diotribución conocida. 

Eote ea un nWtodo clirec:to pera probar la dependencia de <loe variables aleatorias y 

ail'Ye también para verif"acar si la covarianza que describen, es diferente de cero. Si esto se 

verif"tea entonces la prueba nos indica que efectivamente, W variable• aJ11t dependientes. 

Si qudWl'lllll09 verificar lo anterior de manera inversa, ya M re9Ulta ar cierto de 

hecho, a la covarianza ftallta mer diferente ele cero, las variables que estemos probando 

pueden .er aún con e90 dependientes. 

De--elde....-ollode lapnu:ba: 

Al tener una aecuencia de númeroe aleatorios, es posible calcular la covarianza 

enb'e e.- números que remullan ser valores que denotariamos con k. para este caso que a 

encuentren entre r,. y r,.+lr a eslo ac Je Dama autocovarianza. ~n retardo k. 

Denotando lo anterior como R1i la expresión para calcularlo es: 

1 "-"( •)( i) R1r =--~ U 1 -- U 1+1r --n-k ,_, 2 

se tiene que para n grande. Ja autocovarianza R1i , se distribuye normalmente con 

media cero y una varianza de l/[144(n-A:)]; entonces el intervalo de confianza al 

100(1- a)".4 es como sigue: 
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R,, ~ZJ-o/2 /(12Jn-k) 

Si el intervalo anterior no incluye al cero, entonces se c.oncluye que la secuencia 

tiene una correlación significativa. Esto se aplica siempre que le ~ 1. 

l'llra k=O, el valor que oe calcula para .Roea la varianza ele la -ceaión y ae espe .. 

que .... 1112.-..unal/DU(O.J). 

3.5. Prueba lk dos niveks 

FAta ai una prueba aunque emp(rica, funcional á la u.tilizamoa en una s-rte del 

ciclo 11ttlunente1 e.to es mi el tan\afto de la mue.ara ea muy pequefto ya que si qui.aii'ramos 

aplicarla en et ciclo completo del generwdor esto ya no es posible. 

De manera •mejantc, loe resultados que obtenemos de una prueba g,lobll, no 
pueden mer aplicadoa locabnente y puede haber Kgmentoe de la aecuencia en los que no 11C · 

considera que existan números completamente aleatorios. 

FA-. prueba con.si.te en realizar lo que muchos invewtipdores hacen s-ra poner a 
pnaebm sus aaceciones aleatorias aún cuando ya pasaron todas las pruebas estadísticas que 

ae proponen para aceptar una sucesión aleatoria como buena; esta pnacba .9C realiza 

primeramente tomando una prueba Chi-Cuadrada de n muestraa ele tamafto k cada una y 

luego u-.a una prueba igualmente Chi-Cuadrada que 9IC u.. 90brc los resultados 

obtenidos ele la primera, a coto se le llama una prueba de Chi-Cuadt-ada ,.,¡,..., Chi

Cuadnda.. 

De numera similar, también puede usanc una pnacba de K-S sobre K-S; este 

proceso ~ utiliza para encontrar alsún segmento de la sucesión que no sea aleatorio o 

alguna otra irregularidad en las sucesiones. 
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Lu prue ... anteriol"ea ftOll ayudan a verificar que los númeroe obtenidos ae 

encuentren clUtribuickJe: en una mola dimensión aunque el concepto de unifonnidad puede 

--a.t-diawnm.-ea, lo cual ea precU.-nte lo - decribe - pruebL 

FJe111plifkando elude el inicio, supona.alll09 que. ae tiene un número n,. que 

pedenece a una aucaiión la cual emta uniformemente dütribuida entre O y 1, de.spué• al 

tener 2 númcroe re.alea de~ como s 1 y 1 , que también ae encuentran entre O y 1 pero 

• 1111111e,. que .>'a > Jra , la probabilidad de que el número n,. caiga en el intervalo 

(.sa • .J'a) , es Pft'Ci.Mmente Ya - sa. lo cual ae expre• de la siguiente forma: 

P(r1 Slf., <y1) = y 1 -r1 

Emto ae conoce como la propiedad de diatribución unidimensional de n,.. 

Se tiene enk>nce• que la dillfrl°bllción bidimensional, es una generalización de la 
propiedad anterior pero en dos dimensiones, lo que requiere que los ~s de valores 

M1cesivc:. ele n,._1 y n,. •tiñagan la siguiente condición. 

Eato es para todos los .r1.y19 s 2 ,y2 en (O.O, con y, > x,. I = 1.2 Pero debemos 

recordar que una auccsión k:-distribuida es siempre una k:-1 distribuida, aunque lo 

invel'90 no .ea cierto ya que una sucesión de aleatorios que sea uniforme en una 
dimensión menor, puede que no lo .ea en una dimensión mayor. De esto ae desprende 

que es mayormente preferible un generador que proporcione sucesiones más uniformes 

en dimensiones mayores que uno que no lo haga. 

Existen doa formas para probar una distribución .t. 

La prueba secuencial y la prueba espectral. 



Ante• ele contenzar ea recomendable que ac verifique si es que la .sucesión es 

unifonne e11. doe di.menaiones lo cual podemos verlo al graficar pe,K• ele números que se 
tnalapen en la ecuencia "1llftD los puntoe en un espmcio bidúnenaional. Esto se ilustra 

-jar oan el ejemplo .¡g..iente: 

•"+JC+I 

VelllOe que COl"l'eaponde a un polinonúo primitivo y la ecue~ia n:sultantc tiene 

un periodo de 2 15 - 1 . Se generanJll mil númen:Je aleatorioe de 1 S bits con este 
pnenodor y .,.-ru1o de i.. propi..-les definidas por Tauswotthe se .. ¡,., que i.. 

-.ioneo tienen una diotribución Ir - Ir por UTIÑ de Í 1/ f tl, e-es, Ir = 1 . 

Dicho de otra f~ lol número. e.un diatribuidos unifonncmcnte en una 

dimensión, aunque de ewllqu.ier forma, en dos dimensiones la distribución será uniforme 

tambitn. 

En la .¡g..iente fiaura, oc mueotra la gnif"llCA de la oucesión de pares tnulo....- en 
cloe dúnenaionea; como ae puede apreciar la sr'fica es muy regular. 

lf63.ZCl"lllDcltldelo'9~~de .t.~ qUl!.r obtiene con un 
~de TJllUSWOl"'IMdeáfi::rrm• x 15 +JC+I 

91 



:t.7. PfweN -~I 

- _.,."" utiliza pera probar la uniformidild en ..,_ dimenñonea o más ele ._ 
ouceaioftea otilcniMa en un.,.._.....,.. de nú....,._ aleatorioa. 

---IUÍone8 e divide el e_.,ioen- O y l,en- .t-2 celclude ._. ....._ 
"""° • muemtra en la f"tg. 9.3. Dadoe n númeroe aleatorios entre O y 1, podelll09 c:ontar 

*- loeftl.1 pare•- no"" traalapen (l<1,J<2).("""4 ). ... y contar loe puntoe que e.en en 

cada una ele._ celclu .t-2 e iclealmcnte podemos e..,..rar n I (2.t-2 ) puntoe en cada celda. 

.... 
-.;¡T·;:r;·1··¡:r;:¡ ---:t---rr---- ----·----1 
;it-~t ... -~;1~.~+:.~¡ 
--'!·+----f----1~--+--~i .-.=··· .. :; ··= •. , ----t-... ·t-.--, .. ----r----......... •.•: .. -

%--'--'- r.. - en d<M - ~ d1' -
~ ~ RJ1nO (r,.,r,..1) que ~ 
u.nilbnnemenll: en IOd&t JM~del CVMlrado. 

~· podelllOI aplicar una prueba Chi-Cluldnoda i-ra encontrar la eleaviación 
de los puntoe reales contra loe esperados; loe ,gr.dos de libertad en e- caao aon de 

K 2 - 1 y podemoe extender esta pnaeba a varia.s dimensiones utilizando valon:• que no me 

traalapen. 

·-
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- tip> ele_.,. - Mlceoionea ele ntáme.- aleatorioa fue propuesta en 1967 

_. Conveyou y Mcl'hcraon y determina cómo la cleruidad ele las le - .. ceoionea 

(s1.sz •.••• sa), .,..-..11enar un hipe...,_io ele cliawnaión le. Se ha.,._..,..., que laa 

auc>eaionea k, _.,nientea ele un LCG, caen dentro ele un nú,_ro finito ele hipe.,,.._ ........... 
Digamos. al gn.ficar pares aacesiva. de númel'09 como puntoe de un cs.,.cio 

~n.aional, oblendrelftOll que todoa b puntoa caenln en un número finito ele lineu. 
Ahora, ....,. trea dimensiones, laa tripletas caerán también en un número ele planos. 
V-el aisuiente ejemplo que lo cleocribe: 

A i:-ñir del aiguiente genenodor: 

x,. =3.s,._1 modll 

Tene"""' que la f"sg. 3.4 mueotra la graficaeión ele pares ele puntos que ae aobre 
ponen y que fueron obtenicb del LCG. se mue.tra que todos los puntos caen entre linea9 
recta.a lo cual no es una mera coincidencia sino que por definición los números sucesivos 
que ae obtuvieron del LCG eotán linealmente relacionados ya que ele la expresión que 
clPcn"'be al generador ee desprenden 3 ecuaciones de rectas como las siguientes: 

x,. =lx,. -1 
x,. = l.s,._, -31 
x,. = 3.r,._, - 62 

o también la aiguiente expresión: 

"• =lx,._1 -ltk. le= 0,1.2 
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•• -
De .lllAnel'a similar para tl'es dimensiones, los puntos para e8e generador ceerian 

en 5 .,.._..._por: 
k=0,1, .... ,4 

FAla ecuación -= obtuvo al aftadir esta ecuación a la anterior: 

k=0,1,2 

De donde vemoe que k + k 1 deberán corresponder a un entero entre O y 4. 

En el afta de 1968 Manaslia mostró que las sucesiones k que se obtienen de un 

LCG aten a lo más en hiperplanos paralelos como (kt,,.)11•, donde "'= 2 32 , menor que 

2959 hiperplanoe que contendrán 9 puntos,. menor que 566 hiperplanos que contendrán 

4 puntoa, y menor que 41 hiperplanos que contendrán 10 puntos. Lo cual muestra una 

claven~ en loe LCG 'L 

COlllO conc:lusión tenemos que una prueba espectral determina la distancia 

mmüma exúlente entre hiperplanos adyacentes. La distancia más larp obtenida equivale 

a un mal generador y ..-ra los generadores con un periodo corto se tiene que la distancia 

puede detenn.inar la numcl'llCión completa. 
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capitulo 4 

Pen:olaciótt ett SwÍ>st-rat.os Fract.afes 



capítu{o 
4 

PERCOLACION EN SUBSTRATOS FRACTALES 
(transpa~. diftaidn, con4uctirndad) 

4.1 lntroduccMHI 

El clesplaz.amiento que prc•nta un fenómeno puede .er vUlo fácihnente si e• 
ana~ en ténninoe de fractales,· y hablando coloquialmente, diremos que la nata que 

.;g,.e el desplaumiento del fenómeno en un substrato fnctal que ...., ...... de Kr aleatorio 
puede aeguir un patrón definido, de modo que es posible establecer mediante 

prol.bilidad y con un cierto grado de veracidad, cu.U será la ruta a seguir del fenómeno o 
la nata mú corta probable entre el punto de inicio y algún punto que fijemos en el 
e..,ecio. 

FJ. motivo por el cual se toman en cuenta a las redes metálicas para deacribir el 
procemo de percolación ea porque un vector de desplazamiento en un substrato de esta 

""'1l1'alcza tiene laa alternativaa de trayectoria que pre9Cnta el perfmetro de catla 
miembro de la malla,. ara esta de forma cuadrada, triangular o poligonal; el motivo por el 

que e toman estas formaa geom.étricas es por la sencillez que presentan al modelar 

matenWticamente laa nata. o trayectorias que sisue un flujo de corriente en una 
ámul.ción, o una epidemia en un caso real. 



Ea entonces dadas las condiciones geom~tricas que presenta un sustrato fractal 

como e.tos y dada. también las facilidades que nos proporciona la geometría pmra 

atablecer un aNllisi.a de desplazamiento, que podemom ofrecer esta alternativa para 

pneralizar llu reglaa ele C0111pooümienlo de algún fenómeno en cueotión. 

Ahora en cuanto a loe 1'9Cilnoe de percolación e ref"aere, verelllOe cónlo la longitud 

ele -lacidn ea la única que tiene propiedmclea e.Uticaa, por lo cual el transp>rle en los 
~ ele percol8ción .., reduce a la oimple relación con llu leyes e-'ares; también 

"'6lno ea - el tnn..,.wte en -perconductores y emiconductorea hijo el punto critico Pe 

pueden ele manera •ncilla er mode~ con un generador de nümeros aleatorios, 

minlulando un camino aleatorio. 

Se dúcutinl 111 di.liuión en su ..... tos en diferentes aputado. ya que en la 

pe~ oomo ya hemoe vi.ea, e tienen l'llC'il'll09 f"lllitos e infinito.¡ é81a ca una parte 

muy importante ya que veremos mediante expresiones matemáticas, cómo es que se 

~- to. -ntea aleatorios y cómo ae extienden las vías de úúdtración o percolación, 
aá 111.iamo se verá la relación que tienen los exponentes de difuaión con los de 

c:onductividad. 

Al finalizar el pre.ente capitulo ae pretende haber proporcionado las herramientas 

.uficientea para lograr hacer el análisis geométrico a un problema de percolación 

cualquiera de ee lllC:d> contn"bufr con este pequefto trabajo para que se continue con este 

tipo de inve•ig.M:iones acerca de los fenómenos criticas para que de eme modo tengamos 

mejor conocimiento ele clloa. 
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..._ hablar de ~..-. debe....- decir primeramente que la conductancia 

total de un -- metáli<>o"" define como I;(p,L)•p-• - una mezcla aleatoria de 

ooúlante/c:ondudor ele taJnafto Ltl y ooncc:nt...,ión p ele .,.,....,._. ~ la 

.,.,.,.,..nbw:ión A'llica ele Pe . 

~ longitucle. e..,.._..• tan ......... como la amplitud de ~!ación ~. el 

.a.tema ea homogéneo y ... ecuaciones a-(p-p.:Y' y p - o-• L~-• • • mantienen, mientras 

que - loagituclea eecalarc:3 ...U -uellaa quc: ~. loa nci-.,.. fnctalc:s y p - i<. "" 
mantiene. Y tenemae nuevamente que mientraa ~ mea la única longitud emcalar aquJ, ad. 

posible agnoper ..,..,._ regímenes mediante el eacalamiento utilizado - explorar la 
región fnctal en el rmcüno: 

l:(p, L)- r.:< F(L/~) 

dDndc: F(z) - zº - ,. << 1 Mtiá- tririalmc:nte a p - Lº,. Para cumplir con a-(p-p.'16 

Y P - a-• L!'_.1 • ae requiere que F(~) - ~¡¡ ..... .s >> l y la relación: 

l; =2-d+µ/v 

entre b exponentes. 

la identidad anterior puede ""r utiliuda - determinar ¡.L a partir de las 

medicionea de la conductividmd total como una función de L cercana al punto critico Pe· 



En loe llilte_. de percoLoción es nece-ria una expn!Gón que - sea de utilidad 
para calcular el clesplazanüento que tendrá el agente aleatorio dentro del sistema, por 

- y al -- ele lliáe- de percolación, abe- que un -nte .-Jeatorio puede 

............ 9-cia cu.Jquier punto del •--. entonc:e• - olleener la razón ele 
de~to se .,....;de..., - Jo. ""minOll pc'9ibles que pueda tomar el -nte que se 
encuen- <lútribuiclo ....,. ,...._ b .-m.o. <:OllductoreL 

Fara obtener lo anteriac", promediam<» - todos Jo. cami..- alealorios que 

conúencen *""'e racimos de tam.afto .s, cntoncea obtendremos el desplazamiento 

ClladÑtioD nwdio CICa(t)) - - los lugarea donde se encuentren los racimos. Este 

.,._,.._ será ..,fati-.,te flllcil cuando se realiza ha<:ia p.,. donde el tamallo de la 

clPitn"'bu~ión de loe ncilnoa n,.(p) e• de.tcrita por la ecuación exponencial siguiente: 

Tene- que el radio promedio de todo .-imo de • lugares denotado como Rs, se 

relaciolUI prec-.nente con e.te índice s, mediante la expreaión s-R" •. 

A medic:la que el agente aleatorio viaja a una distancia cualquiera, ésta es tan 

pequell.a como R,. y la difusión es irresular como: <r2s(IO-t2/dw) Para grandes 

unicladea de tiempo, y a partir de que el agente aleatorio no puede escapar del racimo de 

tamafto s, tenelll08 que ('2• (t)) es delimitado mediante K .. por lo cual pcx:lemos expresar 

lo ai,g1aiente: 

ai 12 t1w < R:. 
si 1 2 ., > R;. 



A partir de (r'a(t)) obtenemos el desplazamiento cuadrático medio (r2(1)) 

...-nediandD ...bn: todos los racimos: 

De acuerdo con la exPftsión anterior, existe para cada arreglo de tiempo 1, un 

.....,•lvl'Uftiento de tamallo S.s(t) - ~ - PfJ'dw: Eoto e• psra .. < S.s(I), (r,.2(1) - R,.2, 

mientru que para .. > S,.C:t), (r,.2(1) - 12/dw y con la expre8i6n anterior podemos ellCribir 

é-como: 

(r2 (1>)- ·~I) r-r # + f .. •-r,2 ... 
_, -•.<t> 

El primer término en esta expresión es proporcional a (S.(1)r-'·2
.,. y el segundo 

~rmino es proporcional a (S.(t)]'-' 12 ...,. Partiendo de que S.(t) _ ,_.•,ambo.o términos 

valen lo ~yoblene-

Can exponente d'w = 2/((<V dw }(2 - r + 2 <V)). Ahora utilizando la relación 

e9CAlar ~= l+d/dr y d, =d-P/v entonces encontramos que: 

F.. notorio que d:,, > d,. a partir de que b recimos finitos reducen la velocidad de 

movilización del agente aleatorio. La probabilidad de estar en el origen puede calcularse 

de la nt.isma forma, comenzando con la expresión para los racimos finitos de • racimos y 

deMn"Ollando el promedio sobre todos los racimos. 
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Debido a la Pft""""ia de racimos inf"mil<>11, la probabilidad (P(0.1>} tiende a ser· 

COIUllanlc cuando• COl'Uideran tiempos prolongadoa; entonces el tiempo que empleado en 

ello ea: 

(P(0.1>)-(P(O.GD>)-1"""' 2 

d; =2d/d • . 

r- _ • .....,. oblenidoe en Pe pueden generaliza- pera p >p •. de manera 

•-jalde a la expnoión (r2 (1>) = 12 ~. f(1/1,> donde ac: asume que (r2(1)) puede eacribinc 

.......,._, 

cbKlc ~(.r)-rº para .r << J y ~(.r)-r'-2 .,._ para x >> J. La primera ft'lación 

triviabnente • Ja segunda relación da 

D'-l"",-(r2(1>)/1-1,•.__,_(p-p.)~. de acuerdo con el resultado pera la 

conductividad, o-{p-p.Y'. 

Otra nota importante que no puede quedar fuera es que de acuerdo a la 

derivación, d'w representa el exponente que caracteriza el segundo momento de 1a 

función ele dUlribución. Otros momentos tales como (r" (1)} - t"'.,"w(."> pueden calculane 

ele la naimna íonna; inclusive ya resultaría más fácil verificar que: 
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l>e aqui 108 diferentes momentos que 110n caracteri7.ados por exponentes diferentes 

d•.. Y e.to e• en contrallle a la difusión en loe racimos infinitos de percolación donde dw 

no depende del ...-nto ooauidendo. 

Pan iniciar e- llO<:Ción .., c:oouidera """'° ejemplo de-..tivo el tomar una 

mezcla aleatoria de dos conductores, uno de eno. denolllÚuldO como A(con una 

concentración de conductibilidlld p) y el abo denominado BCcon una concentración de 1-

p) y C'Oft. indice• de cond\&ctibilidad: a .. y ª• además de que asumimo9 qye tienen una 

rel.Kión 0 4>>a.. Pana de.cribir el proce80 de difusión, debemos imaginar un agente 

aleatorio que brinca de lupr en lugar - buTeraa de potencial. 

En A la frecuencia del salto es fA·- a., y en B la frecuencia del salto ea fA .- º•· 
En el ca.o de que el agente aleatorio alcance to. linderos existentes entre A y B, no . 

abandonar6 llimplemente a A para ir a B pero ello .., reOeja en la probd>ilidlld - fA l(fA + 

./'a), y Jo p>demoa ver en la fig. 4.S. 

J 
-- --

'flr-4.3' Elquenude-depotend.tll~-un-.con.SO.UplMde cond-
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En el Umitc/4 -1, Ji,-0 y el agente aleatorio sc refleja con una probabilidad de 1 y 

el modelo reduce la mezcla aleatoria de conductor/aislante. Para el limite 

J,, -+ ao. fa = I; el mode:lo cleacribe una me~la aleatoria de aaperconductor. 

5ollre el pualo critico Peo el c:lc ele .-.ductivid8cl ea Íllfiftilo; ~ Pe e.u.e 

--ate ne:~ ele -pe~ivid8d ranita por ende, la conductividad ea finita. 

cuando • apl'UDma a , el lalllafto de los racimos de •percon.ductiviclad ae incrementa y 

la-ivicladcli--= 

el cual define el exponente .s. 

En el modelo de d.ifumión, un agente aleatorio puede vUitar cualquier sitio en un 

l'llCÚftO 911.perconductor en el cual comelt7.Ó a d.iseminane antes de q11e pudiera dejar el 

ftlCiJno por aJsú.n 9itio cercano al perfmetro del racimo. En el limite f.,. -. ac existe una 

•Mlida• por aai clecirlo, e.te lugar puede aer e900gido aleatoriamente, lo que implica que 

el -nle *8'-'o ., podria acercar al perimetn> del ncimo cuando éac cercano a este 
Ulftile. 

Se obeerva que el agente "'trata .. de e9C&par de este racimo pero debido a la 

catructura fl'8Cf.al del racimo en el que se encuentra, sus intentos fallan continuamente 

debido a que la mayorla de los lugares perimetrales en el racimo se encuentran 

cubiertoe: e91e podria dejar el racimo temporalmente pero si lo abandona por la región 

cubierta, se tropezani con el mismo racimo. A partir de aqui se espera una meseta en 

(rª (1)) a una e9C&la ele tiemp;> IMjo alguno ele los cruces de tiempo encontrados en: 

t,.-'Pc-P>-.·. 

La altura de la meseta se determina mediante el radio cuadrático medio de los 

racimos. éste se e9C&la a razón de R2-<p,:-p>-2v+p, tenemos entonces que en ,...:.,Jn el 
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agente aleatorio puede escapar completamente del racimo saliendo por un lugar 

.cle.:ubierto del emq,ucleto que conforma el fractal, por ello se determina a '• mediante la 

--fnc:tal de ... -perfic:iea cle9Cubiertas. 

Tenemoe que d:tre '•me requiere que mea ..-:umplida la aiguicnte ~laM:iótt: 

De equl en adelante tenelft09 a '• COlllO el tiempo eacalar caracteristico, y podemos 

.... nür que los ~gimene• de tiempo. prolongados y breves se conectan o comunican 

-.liante la relac:ión: 

T(t I (p, - p)") 

Ahora para utisf8Cer la ecuación 01-(pc - p)-s. p<pc; me requiere de que 

T(r}-1"- conatante para x>>/. Para dc.cribir correctamente la me.teta en cortos pcriodoe 

ele tiempo.• requiere que 7{r)-.r-J parar<</, lo que detennina a z':1 

z•- -s + 2v-/J 

El exp>nente de cnace en una mezcla 911perconductora te obtiene del exponente de 

cruce en. mczcW alcatoria8 de conductor/aislante al intercambiar los exponentes de 

~ I& y -s. Ahora usando los argumentos ele dualidad puede ...-rane que I& - s 

en dlJll c:limen.Aonea. 

1 Nótes- la analogia formal entre el cruce al tiempo 'li. en un conductor/aislante aleatorio y el cruce al 

tiempo 'x aqul ee tendría que ~~· puede ter eacrito como: I~ - lp-p,¡-14
-

2
"+-P. 
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En el caao de que ambas conductividades aA-fA y os-fs Kan infinitas y diferente~ 

de cero podemo. ver tanto ambos tipos de comportamiento anormal y ambos cruc:cs de 

tie111po, pnwUtoe por el hecho de que 1~>1.r Podemos viS11alizar estos conceptos en la 

fqs. 4.4. 

t . 

%'*·'*· Cu.r6D del ~.ienlD cuadnllico nlOdio de Mn ~-~en ____ __.,,,_,_,.p "'4i<' PeYt~> .. 

Cmuiderando que fa= 1 y fA.>>fs· El agente aleatorio no alcanza la supeñacie del 

r.cinlo A Íllltantúleunente, primeramente explora el interior del racimo fractal y 

<'OllÜenza - -yecto en (r")- f,ctVdºw bajo t¡;-f..c~-. Para ~<l<t,.=f~z·.v, el agente 

aleatorio explora la superficie !racial del racimo hasta que encuentra un lugar sin cubrir. & 

z Para t>>ta: K tiene difuaión normal. 
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Como Yerelll09 en e.aa acción, el cákulo de 109 exponente• dinámicos ae complica 
debido a la complejidad de los rwcimoe de percolación en los cuales se pre.entan este tipo 

ele ex-ntea,, coto ea clebido a que S- 1'8Cimoe ya preaentan ramüocacionea. a.
ce""""-, y tenniftacione• colgante• en todaa la lonsitude• e_.....,s. Debido a ello, loe 

valorea eatimadoe - un exponente dinámico debe er calcut.do mediante métodos 
nu!IKrico. balea como el ele Atonte Cario, el de enumeración exacta, o la ticnica de 
tl'lllufercncia de matricea y para laa aproximacione• analiticaa .,.. 11 ... tes laa m=ries de 

expuuiión. 

Hablando nuevamente de conductivid.ad,. la rea.tencia a la conductividad: entre 
aJsún lugar aobrc I011 racimoe infinito. de percolación hacia el punto critico,. ae deacribe 
por la reaiatencia de la eatnactun conedllda a e- 1........, .. Eato ae debe a que por ejemplo 
un hozo de esqueleto e• tan a6lo una parte del racimo en el cual la corriente e.U 
fluyendo. El eaqueleto puede coruiderane como una cadena que está formada por 

burbujas conectadas mediante limites en linea gruesa. Fig 4.5. Un limite superior para 
la ...m.tencia puede obtenerae al ••unir que el efecto que tenpn S- nudos o loops, puede 
ser eliminados y cada burbuja es remplazada mediante una sola nata cor1a. Un limite 
inferior, puede obtenene al asumir que la resistencia de las burbujas en el esqueleto 
puede ser elúninada. Ahora, la razón para esto es que al cortar loe lazos de unión, se 
incrementa la resilllencia, y tomando la resistencia de la burbuja c:omo si fuera cero, la 

resistencia decrec.e. Por lo anterior podemos ver que los valores derivados para ' y el,,,, 

c:uando .,_ i.- cerndoe o la burbujaa abandonadas puedan aervir como limites 
aapel"iore9 o inleriorea ~vamente. 

Ahora veamos el eaquelcto existente entre burbujas y lazos en la íag. 4.5 para tener 
una idea rnú amplia de lo anterior. 



.. 4.$ aor-- .. .,,. -""" .. ~ .__ ..... ,,,,,....y 
.lfmilcs ar Jo. cua.b .r ~ 111 ~ en1n: A y IL ~ ~ 
4' .... KVrli+' l'll!plallellian ltJu l"ldullllÚ~cnlreA y a• lo.,,,,,., de --...... 

F.n un rmcilno con menoa nudos, eJtUtc .,lo una nata de lon.gitud t entre clos 

luprea, y la reai.ltencia p cx.Utente entre esos lugares. es proporcional a la clislancia 

q1IÚlliCa t e.U.Cnte en- elb. A .,.nir de la dúotancia qulmica t.., e-1a con la di9tancia 

Euclidiana r <>OOnO r - ¡V obtene- lo siguiente: 

p-rª• •r"'-

donde d- ea la dimensión &.ctal de la nita mínima. Aqui el exponente estático V 

deocribe laa propiedmdea diMmicaa de los lazos cerrados cuando pueden ""r abandonados 

por el -nte aleatorio. 

Suponiendo que la burbuja preKntcn resistencia cero, tendríamos que la 

resúiencia total es proporcional al número de lfmites rojos (criticos), n,_, - r'• entre 

ambos ladol del modelo y tendríamos: 

Entonces ._ límite• .,.... ¡; """' 

p-r1 .. 

1 - 1 -si:s-=: 
V V 
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El limite inferior me asume con una conlltante forzada a aer diferente de cero 
eolamente a lo lago de la nata más corta. El límite 9Uperior .e asumid como elúti.co, 

80lamente en ta. ram&8 ~ladas; mientras otroe limite• 90I\ rfgic:lo9. f"tg. 4.6 

Loa limites superior e inferior en la última ecuación s vuelven idénticos en 

cli.mensioncs como ~tita: d ~ 6 , donde lazoa cerrados pueden ter abandonados y la relación 

" = V = 1 / 2, nos da: i; = 2,d. = 6,d, = 4 / 3, y finalmente µ. = 4. 

Por lo anterior sabemo-. que ambos limites pueden ser estimados a partir de: los 

eJ1:ponentes que conocemos como v, V dt y d.f 
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4.6.1. Oifíuión en rllCimCA.9 infinitos. Lo primero que debemos observar en un 

..,ente aleatorio que e.e: involucnldo en una Gmulación. es .. comportamiento a tarxo 
plazo en relación a .. daplazallliento cuadrático medio 90bre los racimos de percolación 

y oblend.remm la cancterútica principal acerca de la difusión que de.cribe; misma que se 

denota mediante la COIUtante D. ésta se relaciona también con la otra constante de 

difusión. D • de todo el mislemu de percolación. Por encima de pe, la conductividad de un 

aúitema de percolación 9e incrementa como o - (p- p.,)"• ecuación que habiamos visto 

anteriormente. aai que debido a la ecuación de Einstein a = e
2

n D • la constante· de 
1r.r 

Haciendo referencia al de desplazamiento cuadrático medio que se tcndria aqui 

CD.,, diremoa que puede obtenene promediando sobre lodos los posibles puntos iniciales 

que tcndrta una puticu.la dentn> de un si.slema de percolación, y cabe aclarar que 
aolamente Ja. puticulas se encuentren o que inicien su desplazamiento dentro de un 

racimo infinito pueden viajar desde un lado del si~ema hasta el otro extremo para 

obtener asi su COll9tante de desplazamiento medio D '. Asi mismo. las parifculas que 

inicien sobre el racimo infinito no podrán abandonar el racimo, y de ese modo no 

contribuyen pera D". De lo anterior se desprende que entonces Dº se relaciona a D 

mediante la expresión. 

D'=DP. 

lo cual implica que: 



De manera que el desplazamiento cuadrático medio lo tendríamos definido c;omo 

aigue al .,.,.,.binar (r'(r)}-,,.,... y D-(p-p,)•-• -¡;-<•-•>": 

.....,., 
si' <<le,. 

ai' >>'c.· 

Que deacribe la e-=ala de tiempo que el agente aleatorio necesita 90bre el 

~ • ..,.explorar el r"gimen fractal en el racimo. Ahora como !; - (p- p,)-• es la 

única longitud e.calar aquf, entonces I~ es la única eacala de tiempo relevante, y ea ...,Rble 

unir ......._ acalu de tiempo, el r"gimen Ia-xo y el corto mediante una función eaicalar 

definida""""' f(t/t,)- Por lo que lo anterior""" quedaria expre- en unm- de la 

función como oigue: 

Para utisfKer la expresión anterior a cal• última a requiere por principio de 

cuentas que f(J<)- ,.• pwrn• << y f(J<) - ,.•-• • _..."' >> l- Al relacionar las 

expresione• anteriore• entre si, noa dan una expresión para D, además de relacionar a dw 

y•, c:OlllO 8Íglle: 

dw=2+µ-p 
V 

y c:ontparando la ecuación. d., = d, -d + 2 + ¡¡ = d f + ~ con la •nterior, vemos que 

podelll09 expresar .t exponente jl como µ. 

¡¡ = µ/ ... 
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4. '?.l. ~ lobl/: He~ de notar que la ecuación con la que inicia este 

aputado e• Ylllida 86lo - conductOft!• homogéneos donde Ja denúd8d del material 
........._ - -te. En-.. cuando - h'ab9ja - .__..... __ frmctaleo, Ja 

..,....._.. _ p1-cional a L~_. y"" aproxima a cero cuando L_.. Eoto viene del hecho 

de que en el .utema pueden eJÚlltir hoyos del tunafto del ili..tema en su totalidad. es decir; 

cuando • incrementa el valor de L, también ac incrementa el tamafto de to. huecoa en 

una malla, lo que ., interpreta como decremento de Ja condudividad por toda Ja malla, 
______ .. _ 

Debido al concepto de aulollemejanza. el indice a da:rcce en toda e9Cala, 

remi~ndola a la ley ex-ncial como sigue: 

- define al exponente ji. Tomando en cuenta la --ecuación de este •.,.nado ... 
C01110 a la ecuación anterior, tenemos que la resistencia. total ae comporta como me denota 

a continuación: 

p-Lº 

donde ahora el valor e = 2 -d + ¡¡ es mayor que 2-d para conductores homogéneos. 

4. 7.2. Dilú8idn: cuando sobre el sustrato fractal se presentan huecos, cuellos de 

botella y tenninaciones colgantes, el movimiento del agente aleatorio es lento adenub de 

que si eslos entes se preaentan en conjuntos similares a longitudes escalares igualmente 

aemejantes, la velcm;idad del agente aleatorio se verá reducida en esas mismas longitudes 

e salare•. 



La ecuación que def'"ane la ley de Ficlc· ya no seria válida en este caao y en lugar de 

ella ee tend.rta el desplaz.amiento cuadrático medio descrito por la R.guienle ecuación. 

(r2(1>}- ,·Ju. 

donde e91e exponente denotado como dw ea el •exponente de cli.flUi6n"' o •ctitneJUión 
flw:tal del camino -.-•; cabe mencionar que oiempre ea _,,.,.. que 2. Ahora 

lolllando b últimoa exponente• localizadoe podemos decir que ..,...... pueden 

...,....,_ - la ea&8CÍáll ele Ein-in para la difuaión: 

e•11 
o=--D 1r.r 

.e- rea-iona la .-.dudividlld o del aialema con la -te ele clifullión 

D=lhll,_(r 0 (1>)t2dt ele un camino aleatorio; en cuanto a e y 11 denotan cup y 

clenaidmd ele ... palti<:u ... móviles reapectivamentc. 

• l.a ley de Fick: fue citada como: (r2(t))=oz1. 
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4.B. Mallas ordinarias (tra11sporte) 

4.S. J, Resisle11c.la tol,1/: Al considerar una red metálica de tamafto Ld con 

unas barras metálicas colocadas en los extremos uortc y sur con una diferencia de 

potencial entre ellas, tal y como se ve en la fig. 4.2; podemos ver la ruta que sigue la 

corriente de utt lado a otro de la malla rcpn:scnlada por las flechas. 

V 

J~~- 4.2 llc:J 1t1ctálic.s 'k t.:a1t1111;.,, V que: at:i ~111n.• J,:,..: lwrn1.~ 'le ntcla/ ele: 
1an1a1io /JI·' con una clifen.•nc:ia de 1rotc11c1:.,¡ V. 

Si se v11rfa el lamafto lineal L del sistema, tendremos una variación de Ja 

resistencia total p, a razón de: 

donde: 

cr- Lº es una constanlc, que es la conductibilidad del metal. Se tiene que a 

partir de que a no depende de /4,, la ecuación anterior implica que la rcsistcncia total 

de Ja red depende de su tamatlo lineal L mediante la ley exponencial o - L 2 "" B L'f. Ja 

cual define el exponente de resistencia l; , que vale 2 -d. 



.... 2.. Dtjíaidrt: 

El proa!80 ele clifusión, es comúnmente moclelado por una simple nata aleatoria, 

en la aa9I a un tiempo ~. avanza un .,._, de longitud a, hacia un lugar vecino 

...._..,, 8Dh-e una ....U. ele dimensión d. Para ello.., ... ...., qve el agente aleatorio 

comienza - avance a un tie ... po I - O de .... el origen ele la ....U.. 

De~• ele I - en el lie ... po, la pooi<:ión actual del a.aente alealorio .., 

cleocn"be - un vector r(I) = aÍ:.r. como .., ve en la f"ig. S.S donde •, denota el . ... 
~unitario•- en la diftcción del brinco en el ,.. é.U..O las-> ele tie ... po . 

... .. . 
.,, ... 
r(I ~, ....... ...._ 

........ ...._ 
• .,1 l 

Jtw. J.,, vn ~ .io.Jorio en un11 rqillll ~ La COIUllUlle de 111 n:jillll a 
a=I, que C6 i61M1 •U '°'f&itud del Miio ~por el~~ 

La dútancia promedio del agente aleatorio que ha viajado después de t lapl!DS de 

tie ... po e• ~ta - la rafz cuadrada media de desplazamiento: (r
2 <1»", donde la 

expresión entre ~ntesia, el promedio; está sobre todo el camino aleatorio 

c:onfigunwlo oobre la ....ua. 
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'T'nu1sporte en maUu ordin•rüu 

V de la ex.presión. anterior obtenemos lo siguiente: 

A .,.nir de que lo9 ..ttos oon hechos hacia diferentes puntas, tenemos que r y r' 

noeoünCOft'elacionadoey tenemos que {e, ·e,.)= 11~. y., obtiene la ley de difusión de 

Fic:k , la c:ual .., expno• como sigue: 

(r'(t)) =a't 

HemOll de notar que la expresión •ntcrior no tiene relación alguna con la 

c:lilftenAón d de la rejilla. En general cuando un agente aleatorio tiene una 

pobabiliclad de catar en un lugar de (r'(t))-2dDt. donde Des la a:JIUllUl/le do -· 
También es p<Mible obtener el deoplazamiento cwodritico medio de la densidad 

de prolMbilidad P(r.I) la cual es la probabilidad de encontrar al agente aleatorio 

de9P1é• de t ta,_,. de tiempo, en un lugar situado a una distancia r de su. punto de 

inicio mediante la expreoión: 

(r'(t)) - Jarr' P<r.t). 

De manera un JXlCO más sencilla. también es posible determinar la densidad de 

probabilidad si utiliza.ramos una cadena lineal en la cual un agente aleatorio sólo 

puede brincar en doa ~cciones; éstas 9Crian: derecha o izquierda y estos eventos 

tienen una probabilidad de ocurrencia equivalente a p ~ J/2. Por motivos de 

simplicidad"" asume que el valor de a= J. 
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Después de I lapsos de tiempo, el agente aleatorio ha brincado 111 veces a la 

derecha y I _,,. veces a la izquierda, entonces su posición actual esU en: 

"'= --<1-... ) = 2 ... -1. 

La prolMbiljcled de que e91o ocurra ae describe: mediante una distribución 

binomial: 

Si e tienen grandes valores de t. "' y (t - ,,,). el coeficiente binomial puede 

expresane mediante la fónnula de Stirling: 11(2,.,) ''(1/e)', etc. Para la distancia real r 

que el agente aleatorio • ha movido desde su punto de inicio, tenemos que es mucho 

nWa pequefta que el número de veces en que • movió a la derecha o a la izquierda, las 

expreaione9 re.ultantes pueden ex.-.ndinc en térm.inos de x/t << 1, y finalmente 

oblenemoe: 

P("' 1) = __ • __ ,-•ª121 
• (21<1)" . 

Elta expresión forma de nueva cuenta un Gaussiano con un ancho t, el cual es 

idéntico a (.r'(t)). Partiendo de que P(r,I) representa una probabilidad, como sigue 

aqui j "1t.P(Jr.t) = 11 entonces ésta se satisface con la ecuación anterior. 

En el nub ,general de los casos en que se tenga una rejilla hipercúbica de 

dimensión d, la densidad de probabilidad viene siendo simplemente: 
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donde:(,.'(t)) = 2Dt, y la probabilidad P(0.1) de que el agente aleatorio esté en el 

origen de-ea de 11a.,..,.c1e tiempo es proporcional a (,. 2 (1))-• 2
• 

Aá pues concluimos con la exposición de las herramientas básicas utilizadas -·•-Y_..... aJau-de los ....... -obtenidoe-los in,,..otigadorea que 
a lo ia._ del~ han venido deurrollando mú y máa e_ir..,_ioneo, utilidades y 

......,. todo ex~ ..... laa ventajas que pueden obtene...., al tratar a un fenómeno 
critico en la debida f-, ,... lograr avanzar t..cia la apli<:ación de éstas nuevas 

Nc:fticaa en nuelllra oociedad, para beneficio de la..,;-. 
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.,,, ~ = c::::::5 .. ---------

COttelMSioHes 



~ro ~ftle que uoled, pociente ~ - lleaó....., el final de este ....._jo, 
encuentre que entre b .,.,._....,.que -1 .e introducen,.....,- lftuchoe - -ltoo 
4cade la introducción. ...._ el último capitulo; puea exiaten aún varias ....,... de 

conocinl.iento que ca ncceMrio cs.plon.r pua futuras inve.ti.gacione• en el campo de los fe-- e~ ._ que pueden re-ltar fnact«e.- al cleun'Ollar algu- otroa 
tnbajcM de Waia que ahonden ...U en atguna de e .... ......,.., utilizando clan> la herramienta 

que -' oe in......._,.........., un enfoque que va deade loll fnlctalea y el caos , haata las 
•~ pr6cticaa- la predicción de 8- ...._que aeria ele lllucha utilld.14 en 

nuellnl ciuclad, ut - apliaocionc:s mtdicaa o de la insdustria de -minist.- energéticos 
y alimeaticia. 

'EKUlen tantea ramaa dre conocimiento humano. que '"' 8IDlo trab.jo de Usi.s no podria 
cubrir loll diferentc:a _..,. que se desprenden al lll>lo mencionar el concepto de 

l'ercolación, - lo CIUll .., e-ra haber cubierto el objetivo de éste tnabtjo, que fue el 
pl'Ceentar una l'NJlde ... fuente de información útil en invcsl:igacioncs futuras pna cualquier 
-clel.-uniento. 

Hoy en ctia como antafto, los estudiantes de ingenieria en eo1nputación.,. debemos 

manit'c91f&r nucvu aportaciones y actualizarnos dia con dfa en el manejo de nuevas 
heft'&lfticntaa y tecnologjas que van avanzando a ritmos crecientes, ..,.... cuyo caso se 

prementa este tra'bajo com.o un eslabón más en la cadena de investigación pan matemáticos, 



ingeniel'Ola. fúicoe,, gcólogoe,, cte., para llegar a .e:r uno 4e to. pabes que utilizan las mejores 

~ - producir y tnnsformar S- recu...,. de nuellro pala,. pan benef"icio de ........ 
Oha "'-wv""idn im_...,te, ..., - en IM c:anena de ÍJl&Cnict'fa, no • t.- un 

ftlUdio .-..., ....,.,..,. ele loe fe-- <:rltiQM y - hatler de.....u.do e- fnboVo, 
-- que - e- .ui.4oe de eU.., ámplemente - b he- trahldo en .. ju
... ~ por lo c...i. no • ha explollldo e- mina de c:onm:ilnicnto, tan útil - &o. 
fu.._ .....,.lialüllu. _•ria julllo el - • incluyera el e-.lia de fe.-no <:rlti<:oe no 
mio-.....,.. materia-. a- como un taller o~ donde .., prepare al alumno 
en elle 6Nbito, - que aá _.aplicar ... .,.,._,¡mien- en el ....... profesional en la c...i..-.......... . 
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#inc:lude <ol<lio.h> 
#U..:lude <11cllib.h> 
#ük:lude <füne.h> 
#inc:lude ~.h> 

maia(Vlllid)( 

in~Q.ntm:O, i, randnu111; 

while(counl < 20) ( 

} 

randnum = random(20) + t; 
for(i•O; i<count; i++) ( rrandnum == -lill break; 

if(i>=count) 
( 

) 

s:qlaJUntl = ranclnu•; 
count++; 

ElllC programa • pracnta como módulo. pues debe inliCrtanw: en un programa de aplicación para 
9Dlud6n de prol:llcmaa de percot.c1ón. siempre y cuando haya sido adaptado al modelo matcmético del 
problema Pot ende. 4!slc ctcmplCI c..°" ""61o demostrativo 



.. ice 

Móotn.oDeGENaAClóNDeAU47Vlt/0$l.JSANDOLASIVNCIONESllANDOAllZEYltANOOM 
N~-"""""'aDVDlADCJ6CONUN~~ 

#iael ... <-.h> 
#iaelude <llldio.h> 
#iae ...... <llcllib.h> 

--(~{ 

ESlc propama er: pn:9Cnta COQIO módulo. pues debe tn-;;-nar---;;;;;-un programa de aphcac10~; p~· 
8ClluQ6a de prublemu de pcrool.llCión. siempre 3' cuando b.a)·a si® adaptado al modcl,, matcmá11co del 
problanm. Por ende. d9tc ejemplo es 9610 dcmostrati"o 



Para el generador que de~ribe Ja ecuación: 

#include <otdlib.h> 
#inc:lude <•dio.h> 
#iaclucle <conio.h> 

main(voidl{ 
clrcrO; 
diviaO; 
} 

divisO( 
int xa,.num_in1,itcra,i; 

div_t x; 

:r,. = s ... ,._
1 

+ 1 mod 16 

printf("Número ele iteraciones dcmeadas: "); 
K:anf(''%d" ,aitena); 

for(i= t ;i<=itera;i++) { 

printf("\n \nlntroduzca la srmilla de inicio: "); 
mcaní("96d.",Anum_i.ni);, 

.xa=S•(nuftLin,i)+ 1; 
x = div(xa,16); 

printf("'l!d".xal; 
printf(" modulo 16 = 91&d\n \n".x.rem); 

} 
rctunt O; 

} 

A 11dÑ:e 

Este programa liC presenta c~mo modulo. pues debe inscttaTSC en un pTogr.una de aplicación paTa 
.alucióa de problemas de percolación. siempre y cuando haya sido adaptado al modelo matcmátic;o del 
problema. Por ende. t!stc ejemplo es sólo dcmostrati,·o. 
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