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PRESENTACIÓN. 

El presente trabajo tiene el propósito de ser un material de apoyo para el docente 

del nivel medio; se hace énfasis en la inducción de resultados. y se espera que constituya 

un material con el que pueda enseftar inducción en matemáticas. para que el alumno 

posteriormente empiece a usar la inducción matemática. Además. este trabajo tiene la 

finalidad de que el alumno conozca algunas conjeturas; se pregunte como surgieron y 

busque respuestas que bien podrian salir de sus propias manos. En los problemas no se 

tienen de antemano Jos resultados. En primer lugar. el profesor ilustrará al alumno 

mediante ejemplos de cómo resolver un problema dándole importancia ajas fases como 

el ver. describir y el escribir; mejorando cada vez las ideas y escribiendo 

representaciones simbólicas. De tal manera que el alumno sienta que puede .. hacer'" 

matemáticas en el aula al esquematizar o dibujar para hacer cálculos. Además, se hará 

énfasis con elementos de Ja resolución de problemas. como la intuición, las heurísticas, 

estrategias y métodos. por mencionar algunos. Otro propósito del presente escrito es 

que el profesor disponga de ejemplos. para que el alumno pueda enfrentarse a 

situaciones que requieran enumerar. objetos o cosas de los cuales obtenga sus registros 

en corto tiempo; también se persigue que el alumno desarrolle conceptos de conjetura. 

esquema. inducción. generalización y se inicie en el aprendizaje de demostraciones 

empíricas y demostraciones por inducción matemática. 



l. Motivos 

Preparar al alumno para que aprehenda conceptos demostrativos y obtenga mejores 

"pruebas... Al mismo tiempo que éste acepte y lea correctamente ••pruebas" mostradas en 

el salón de clase. Que las pruebas sean convincentes y no una receta que a la larga no se 

sabe cómo vino o para qué sirve. Además que el estudiante muestre perseverancia, 

paciencia y tolerancia ante la 11Qbigüedad de una problema a demostrar. Por otro lado, uno 

se preguntarla ¿Cuál es la matem,tica que se ensena y cúl es la matemática que se puede 

enseftar? Así como ¿Cuál es la matem,tica que se aprende y cúl es la que se aplica? La 

preocupación es que el estudiante valore la prueba para que vaya madurando ideas y le 

despierte naturalmente un pensamiento flexible e independiente. Existen textos con 

demostraciones que son reproducidas en el salón clases donde. estudiante apenas las 

entiende y mucho menos percibe su estructura. A veces, los alumnos quieren que se les 

explique por qué no pueden hacer demostraciones, si entienden todo Jo que se les 

"muestra". ¿ Es una demostración o un truco, cuando se tiene que recurrir a agregar un 

cero o multiplicar por uno en una afirmación matemática? ¿Cómo se fundamenta éste 

hecho? Tal vez no se de respuesta. Pero si, se puede ver un razonamiento para tal 

procedimiento, en esta etapa es muy dificil dar una explicación formal, pero se tiene en 

cuenta que los estudiantes tienen menos influencias negativas, por lo que se pueden 

eliminar algunos bloqueos que les impidan desarrollar esquemas de razonamiento o hacer 

florecer Ja intuición para aprender matemáticas. 
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J. Co•eephl•llzacloaes 

La intención es que el estudiante use estrategias, comprenda, y resuelva 

problemas matemáticos. Tatnbién el proceso de usar heuristicas al solucionar problemas 

vaya f"onnando un pensamiento matemático. Para lograr que el alumno tenga una mejor 

comprensión de las matemáticas lo mejor es que haga matemáticas; ofreciéndole 

herramientas para su elaboración. Su acercamiento deberá ser intuitivo, se ayudará al 

alumno dándole tareas implícitas y explícitas que le permitan impulsar la intuición. El 

maestro buscará modalidades para que el alumno aprenda heurísticas, sistemas de 

procedimientos, y sepa como comunicarlos. Es por esto, que damos algunas 

conceptualizaciones de RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS para auxiliar en este propósito. 
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1.1. El 1110fklo di! '°'Y• 

PoJya des111TOJJa cuatro puntos para ser aplicados en Ja resolución de un problema [12]. 

t. Compre•der el problema. 

2. Elabo ... r u• plan. 

3. Ejecueló• del pi••· 

4. Vlsló• retrospectiva. 

En ténninos pnerales les JJama heuristicas. 

La primera seflaJa que debe comprender el problema. ¿Qué es Jo que hay que 

encontrar?, ¿Cuáles son Jos datos?, ¿Cuál es Ja incógnita?. Lue¡io concebir un plan: en 

el que hay que pensar si antes ya se había resuelto uno similar. o si se puede plantear en 

otra f"orma. También si se podría resolver por partes. por casos particulares. o por algún 

resultado cercano al problema. Así mismo si existe algún algoritmo o patrón. Se 

preguntará si se han empleado todos Jos datos necesarios; todo esto es para que nos JJeve 

a encontrar una ecuación, hacer una tabla, un diagrama o un dibujo que conduzca a 

prever la solución de una manera estimativa. La ejecución del plan; en la ejecución Jos 

pasos deberán ser comprobados. implementando estrategias. haciendo operaciones 

computacionales. La visión retrospectiva; es que se verifique el resultado en el problema 

original. En ésta etapa el resultado deberá ser interpretado con respecto al problema 

original. Ver si tiene sentido el resultado encontrado. Determinar si hay una forma o 

método para encontrar la solución y si es posible generalizar el resultado. 

4 



11.2. El MOiie/o de MIUler 

MUller [ 11] da un punto de vista para resolver los problemas proporcionando 

elementos para el trabajo heurístico que divide en dos categorías: los procedimientos 

heurísticos y los medios auxiliares. El esquema siguiente da una visión panorámica 

sobre los diferentes tipos de procedimientos heurísticos. 

"SISTEMA DE PROCEDIMIENTOS HEUIÚSTICOS'" 

Ordenados: 
prosramas heurísticos 

Procedimientos 
heurfsticos 

Principios 
Heurísticos 

Restas 
Heurfsticas 

Estratesias 
Heurfsticas 

s 

jocnerales { 
1 Especiales '{ 

f Generales { 
1 Especiales I{ 

{ 

Principio de: 
•analogía 
•reducción 
• recursión 

Principio de: 
•movilidad 
•extremo 
• modelación 

Se refieren a 
todo tipo de problemas 

Se refieren a detenninadas 
clases de problemas. 

• Trabajo hacía adelante o 
• Trabajo hacia atrás 
• Análisis creciente 
• Esquema de DESCARTES 
• Método de Jos lugares 

geométricos 

¡ 
¡ 

¡ 
.~ 
í 
l 
t 



De los medios auxiliares heurísticos son de importancia especial los siguientes. 

• Fiauras inConnativas 

•Las tablas 

• Compendios de diferentes estructuras 

• Los llamados ••grafos de solución .. 

El prp«rtllfUI llcwfstlco «§ncml 

Se pueden fonnar sistemas de procedimientos heurísticos, ordenados y no 

ordenados de interés especial para la p/qnilicación y dirección de los procesos de 
.G 

resolución de ejercicios. Los sistemas ordenados, son llamados proJp=amas heurísticos. 

Es posible fonnular un provama heurístico eenera/ , que abarca el proceso total de 

resolución de ejercicios y que contiene todos los demás programas como subprogramas 

o en forma de casos especiales. Además de que constituye el sopone teórico para el 

trabajo concreto con ejercicios de los dif"erentes tipos. En panicular. es importante hacer 

resaltar la fase parcial de "'Búsqueda de la idea de solución ... Esta fase es de considerarse 

la fase central del proceso de resolución de aquellos ejercicios para los cuales el alumno 

no conoce un procedimiento de carácter algorítmico. En este punto cada profesor de 

matemáticas tiene que hacer muchos esfuerzos para que el alumno aprenda a utilizar las 

""herramientas heurísticas". 
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EL PROGRAMA HEURISTICO GENERAL PARA LA RESOLUCION DE EJERCICIOS 

~ 
BUsqueda del pmbl~ o "'°'i-ión 

Fase de orientación i-t------------=- Planteamiento del ejercicio 

L....----------'------------ Comprensión del ejercicio 

Fase de elaboración o 

f"ase del trabajo en el 
ejercicio 

Análisis y precisión 

i-------------B11sq11etle de le id- de sol11ción 
- Reflexión sobre Jos métodos 
- Elaboración de un plan de solución 

Fase de realización ~r------------- Realización del plan de solución 

Reproducción de Ja solución 

Comprobación de la solución 

._F_a_s_e_d_e_e_v_al_u_a_c_•_·ó_n_J~~~::::==========-Determinación del número de las soluciones 

Subordinación de Ja solución en el sistema ya 
existente. 

7 

Memorización de la .. ganancia .. de inrormación 
metodológica. 

Consideraciones perspectivas. 



La fase ••aa9•ed#a 8 I• Id- M sol•cló11" se descompone en dos partes que 

hemos desipado en el esquema con .. Reflexión sobre los métodos" y .. Elaboración de 

un plan de solución". En la primera parte, "Reflexión sobre los métodos••, se trata de 

aplicar resJas o principios heurísticos A,B,C y D del diagrama siguiente, donde el orden 

de su aplicación no es de importancia. Independiente de que se pueda utilizar con éxito 

los procedimientos heurísticos A - D o no, hay que buscar sistemáticamente 

procedimientos relacionados y medios de solución, adecuados mediante las estrategias 

heurísticas. Como se ha visto, la aplicación de las estrategias heurísticas conducen 

directamente al plan de solución. 

(El ......... tllasw Npl"eMm .. - ... .._. .. prMld'nfralft ......_ ...... ra.a-•t• ......... , 

LA FASE PARCIAL "•nqued• de 111 ide• de so/Melón" 

A 

Determinar al 
lipo del 

ejercicio para 
poder aplicar 

reaJas heurísticas 
especiales. 

B e D 

Aplicar el 
principio de 

analogía 
(o sea una de 
dos fonnas) 

Aplicar el 
principio de 
reducción 

Aplicar principios 
heurísticos especiales 

(o sea una de sus 
diferentes fonnas) 

Buscar sistemáticamente relaciones y medios de resolución 
utilizando las estrater¡r;jas heurísticas y medios auxiliares 

heurísticos. 

Elabon1eióa del plan de solución f 
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11.3. El -4do de SelliJellfeltl 

Schtkmf'eld retoma y seftala que las categorías de Polya (comprensión del 

problema • concepción de un plan, ejecución del plan, visión retrospectiva), son 

dimensiones demasiado especificas. De acuerdo a él en cada una de estas ideas se 

amplian las reglas descomponiéndolas en mis niveles. Por ejemplo: el proceso de 

demostrar requiere de una observación critica constante y una valoración de pasos 

procedimentales ••para los matemiticos, una demostración es una cadena coherente de 

argumentación donde una o mis conclusiones sean deducidas de acuerdo con ciertas 

reglas de deducción bien definidas" (Sch~nfeld.1988). Citado en [ 19). 

Schtkmf'eld (1985) en [19), usa el término problema como una tarea que es 

dificil para el individuo que esta tratando de resolverla. Además de ser un impase 

intelectual y no un nivel operacional. Mientras para alguien que conoce el resultado o 

algoritmo referente a resolver dicha tarea. deja de ser tarea. Si ya tenemos caminos o 

algoritmos conocidos para resolver la tarea, entonces lo que se resuelve son ejercicios y 

no problemas. Asimismo, de que el problema es elaborado en base a un pensamiento 

critico, que lo que se le presenta al individuo es algo a lo que no puede dar respuesta 

inmediata. 
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Menciona Sch6enfeld (1989) en (19]. que las principales metas en el aprendizaje de las 

matemáticas son : 

1. La identificación de conexiones y el entendimiento del significado de las estructuras 

matemáticas. 

2. La especulación y conjeturas de ideas en la solución de un problema. 

3. El encuentro de la solución de un problema; no es el final del trabajo o empresa 

matemática 

4. Las discusiones de las soluciones o resultados esperados. 

S. Las discusiones de las estrategias y subestrategias asociadas y métodos de solución 

de un problema. 

6. La conceptualización y escritura de argumentos, así como la lectura de ellos. 

7. La reflexión de las técnicas en las Cases de resolución de un problema. 

a) El análisis 

b) Exploración 

c) Verificación 

d) Generalización 

Estas técnicas que se mencionan en el último apartado se describen en seguida: 

JO 
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J.3.1 . TÉ~NICAS HEUJÚSTICAS DE USO FRECUENTE (19] 

1) Trazar un d .. snma, si es posible 

2) ElUlmlaar casos particulares: 

a) Elegir valores espec:iales que sirvan para ejemplificar el problema 

y "adquirir mano". 

b) Examinar casos limites, para explotar la gama de posibilidades. 

c) Asignar a los parámetros enteros que puedan figurar la secuencia 

de valores o. 1. 2 ... y buscar una pauta inductiva. 

3) Probar a simpllflcar el problema: 

a) Sacando partido de posibles simetrías, ó 

b) Mediante razonamiento sin perdida de generalidad 

(indicando los cambios de escala) 

Esploraclón 

1) ElUlminar problema• nenelaln equivalentes 

a) Por sustitución de las condiciones por otras equivalente. 

b) Por recombinación de los elementos del problema de distintos modos. 

c) Introduciendo elementos auxiliares. 

d) Replanteando el problema mediante: 

di. Cambio de perspectiva o notación 

d2. Considerando el razonamiento por contradicción o el contrarrecíproco 

d3. Suponiendo que se dispone de una solución determinada. cuales serian sus 

propiedades. 
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2) E:aa•l•ar problema• Hsera•-te •odllleadot1: 

a) Elegir subobjetivos (satisfacción parcial de las condiciones). 

b) Relajar una condición y tratar de volver a imponerla. 

e) De8componer el problema en casos y emtudiar caso por caso. 

3) E:aamlaar proble•a• ampllam-te •odlfk:adot1: 

a) Construir problemas análogos con menos variables. 

b) Mantener fijas todas las variables menos una, para determinar 

qué efectos tiene esa variable. 

e) Tratar de sacar partido de problemas afines que tengan parecida 

el. Forma c2. Datos c3. Conclusiones 

Recuerde: aJ manejar problemas afines, se debería sacar partido tanto del 

RESULTADO como del MÉTODO DE RESOLUCIÓN. 

Verlfteael6n de la soluel6n obtenida 

1) ¿Verlftc:a, la soluel6n obtenida, lo• criterio• npecíftco• •l•ulentn?: 

a) ¿Utiliza todos los datos pertinentes? 

b) ¿Está acorde con predicciones o estimaciones razonables? 

e) ¿Resiste a ensayos de simetria,. análisis dimensional o cambio de escala? 

Generalización 

1) ¿Verlftea, la •oluelón, lo• criterio• •eneraln •laulentn ?: 

a) ¿Es posible obtener la misma solución por otro método? 

b) ¿Puede quedar concretada la solución en casos particulares? 

e) ¿Es posible reducir la solución a resultados conocidos? 

d) ¿Es posible utilizar la solución para generar aJgo conocido ? 

12 



D.3.l.l 8-q•eJo E11q•-lltlco de la• ntratesla• para la llnol•cl6a de Probl-•• (20) Prob--
Entandimiento de i.. mflrmación 

Sinlplillcs el problema 

~ión del problema 

Voo de fi>nnulacionn 
.-.O a Principios y 

Soluc:ión E11quemálic:a. 

Eje<:ución puo por paso 

Verific:ación local. 

Soluc:ión Tentath·a. 

VERIFICACIÓN 

Pruebo Espccifioas 

Pruebo Gencrmles. 
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11.4. CATEGOIÚAS QUE INFLUYEN EN EL PROCESO DE 

RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS fl9) 

L- LOS llECl!llSOS. 

IL- LOS MÉTODOS HEUR/STICOS. 

llL- ESTIUTEGIAS METACO<INITIVAS. 

lv.- SISTEMA DE CREENCIAS. 
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0.4.1 CATEGOIÚAS QUE INFLUYEN EN EL PROCESO DE 

RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS (19) 

Son un inventario de lo que la persona conoce y las fonnas como 

conoce. 

a) Conocimiento infonnal e intuitivo del dominio o del problema a 

resolver. Ideas que los alumnos tienen acerca del uso de 

conceptos en el mundo real. 

b) Hechos y def"miciones. Un inventario de recursos no solamente 

incluye los conocimientos. hechos y definiciones básicas sino 

también. la fonna en que éste conocimiento es recordado o 

accesado por el estudiante al resolver un problema. 

c) Procedimientos rutinarios. Se identifican técnicas no 

algorítmicas que se utilizan para resolver ciertos tipos de 

problemas. 

d) Conocimientos acerca del discurso del dominio. La percepción 

que el estudiante tenga acerca de las reglas al resolver un 

problema detennina, la dirección y los recursos que utiliza en 

el proceso de solución. Así, un estudiante puede pensar que no 

existe conexión entre las construcciones geométricas y las 

demostraciones. La fonna que el estudiante entienda el ténnino 

variable influirá en la fonna de usar este concepto en 

determinado problema. 

e) Errores consistentes y recursos débiles. Cuando un estudiante 

comete un gran número de errores en procedimientos simples. 

se puede pensar que es el resultado de un mal aprendizaje. 

IS 



¡¿_ L- ,,..__ 11-rúlic-: Son estrategias generales que pueden ser útiles en el proceso de 

entendimiento para av.nzar o resolver un problema. Polya identifica 

un conjunto de heuristicas que son comúnmente usadas al trabajar 

problemas matemjticos, las cuales se pueden usar de diversas 

Cormas. 

A continuación se mencionan algunas: 

a) Explotar analogias. 

b) Introducir elementos auxiliares en el problema inicial o trabajar 

c:on otros problemas auxiliares. 

c) Descomponer o combinar algunos elementos del problema. 

d) Dib¡tjar figuras. 

c) Variar el problema. 

iii.- E•frW#Wias ~ot1ftidW1S1: La evaluación o monitoreo del progreso durante Ja resolución de 

problemas. Estar consciente de las propias capacidades y 

limitaciones, son aspectos también importantes en la resolución de 

problemas. 

a) El conocimiento del sujeto acerca de su propio proceso. La 

descripción de su propio proceso de pensar. 

b) El control y la autorregulación. Qué tan bien es capaz de seguir 

Jo que hace el sujeto cuando resuelve algún problema. Qué tan 

bien se ~usta al proceso (ejecuciones) tomando en cuenta las 

observaciones que se presenten durante ese proceso. Ajustarse 

al proceso, es decir, tomar decisiones importantes. Usar, revisar 

y/o abandonar planes en base a la evaluación. Las acciones que 

involucran un control incluyen: 
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b 1. Tener claridad acerca de lo que el problema trata 

(Case de entendimiento). 

b2. Considerar varias Cormas de resolver el problema 

(Case de diseilo). 

b3. Monitorear el proceso y decidir cuando abandonar 

algún camino que no esté produciendo resultados 

(Case de implantación). 

b4. Revisar el proceso de solución y evaluar la solución 

obtenida (visión retrospectiva). 

c) Creencias e intuiciones. Cómo uno identifica o relaciona las 

ideas que se tienen acerca de las matemáticas y la resolución de 

problemas. 

lt•.- Slste"'• de c-e11cüu: La concepción que el individuo tenga acerca de las matemáticas y lo 

que uno piense acerca de esta disciplina. determina como selecciona 

determinada dirección o método para resolver un problema. Algunos 

tipos de creencias que muestran los estudiantes son: 

a) Las pruebas formales o justificaciones matemáticas no son 

necesarias. al menos que explícitamente se requieran. 

b) Los problemas matemáticos se resuelven en 10 minutos o 

menos, si uno entiende el contenido. 

c) Sólo los genios son capaces de descubrir, crear y entender 

matemáticas. 

d) Las matemáticas Cormales y las demostraciones no tienen nada 

que ver con el desarrollo o el descubrimiento de las ideas 

matemáticas. 

Sch6enCeld ( 1992) [ 19], afirma que las creencias mostradas por los estudiantes acerca de 

las matemáticas provienen del tipo de instrucción que reciben en el salón de clases. 
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11.4.2 La lnstruccl6n 

Un aspecto imponente en la instrucción matemática es la identificación de diversas 

fases que describen acciones imponentes en el proceso de aprendizaje del estudiante [ 19). 

Por ejemplo. se puede identificar 

I11kildlrlolte: Con una fase de familiarización donde el estudiante conoce aspectos 

generales del dominio en estudio y un vocabulario de trabajo. 

U1111 -.•114taf11Se.· Incluye actividades donde el maestro guia a los estudiantes con 

situaciones o problemas que le ayuden a explorar una red de relaciones 

que se forman en el irea en estudio. 

E11 •1111 tercer11f11Se: El estudiante intenta verbalizar explícitunente las relaciones que ha 

observado en la fase guia y asi aprender eficientemente el lenguaje 

técnico del dominio. 

Fl1116btu!111e: 

Se identifica cuando el estudiante aprende a resolver problemas 

que involucran varios pasos o métodos de solución. Estos sirven de 

vehículo para que el estudiante encuentre su propio camino en la 

red de relaciones vinculadas al proceso de solución. 

Existe la fase de integración donde el estudiante construye una 

estructura de lo que ha aprendido del úea en estudio y donde se 

identifica una red de relaciones nuevas que pueden moverse o aplicarse 

a otros dominios. 
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El papel del instructor en el salón de clases incluye : 

i. Ayudar a los estudiantes a que acepten los retos de resolver 

problemas. Hay que tener en cuenta que un problema es un problema 

hasta que el estudiante muestra algún interés por resolverlo. 

ii. Construir una atmósfera que le de confianza al estudiante para atacar 

problemas no rutinarios y no sentirse mal al enfrentar alguna 

dificultad durante el proceso de solución. 

iii. Permitir y motivar a los estudiantes para que seleccionen e 

implementen sus propios caminos de solución y proporcionarles 

ayuda cuand() esta sea necesaria. 

Además: a) Los conceptos deberán ser claros, b) En la formalización los pasos deberán 

ser explicados, siendo estos los más imponantes en el desarrollo, evitando los que sean 

obvios, c) El lenguaje claro y preciso y que pueda apoyarse en los resultados empíricos y 

conduzcan a una generalización, d) Modelizar para enseftar como se aprende, como 

funcionan y como se estructuran las matemáticas, e) Desarrollar destrezas para hacer trazos. 

dibujos, que le permita al estudiante construir o encadenar ideas para completar una 

demostración de las conjeturas que se le vayan presentando. 
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Polya (13] menciona que la instnJcción debe darse a base de trabajo intuitivo para 

resolver problemas en el salón de clase. Agrega que la creación, demostración, prueba o 

invento viene de pensar, adivinar. conectar ideas razonables o por razonamiento plausible. 

Sigue opinando que: ""El resultado del trabajo creador del matemático es el razonamiento 

demostrativo, una prueba, pero la prueba se descubre por razonamiento plausible, es decir, 

por intuición". Y continua "Si esto es asf, y yo lo creo. habrá un lugar para la intuición en la 

enseilan:a de las matemáticas" 

La educación debe preparamos para la invención, o al menos, para el gusto hacia ella. 

En todo caso, la educación no debe suprimir los gérmenes inventivos en el estudiante. Un 

estudiante, algo interesado en el problema discutido en clase. espera un cieno tipo de 

solución. Si el estudiante es inteligente, prevé la solución hasta cieno punto: el resultado 

puede aparecer de esta o de la otra manera y hay oponunidades de obtenerlo por tal y tal 

procedimiento. El profesor intentará darse cuenta de lo que los estudiantes esperan. intentará 

descubrirlo, apuntará hacia lo que razonablemente esperan. Si el estudiante es menos 

inteligente y, sobre todo. si está aburrido es probable que dé intuiciones aturdidas e 

irresponsables. El maestro debe mostrar entonces que la intuición en el ámbito matemático 

debe ser razonable. responsable. respetable. Mi consejo a los profesores de matemáticas de 

todos los grados puede resumirse en esta exclamación !Ensellemos int11yendo¡ 
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No he dicho que desdeftemos las pruebas. Por el· contrario. debemos enseftar ambas 

cosas; probar e intuir. ambas clases de razonamiento: demostrativo y plausible. Termina 

diciendo: .. Más valiÓso que cualquier hecho o truco matemático. teorema o técnica, es para el 

estudiante aprender dos cosas: 

hl111no: Disttnauir una demostración válida de un intento válido. una 

prueba de una Intuición. 

S•••llo: Dlsttnauir una intuición más razonable de otra menos razonable. 

Hay ca- especiales en que es más importante enseftar a intuir 

que a probar ... 

Gagné [ 1] opina que los hechos se aprenden a relacionar significativamente con 

generalizaciones más amplias, hay que hacer pensar a los estudiantes en lugar de ensei\ar a 

~; en donde se considera que el poder del pensamiento fomentado como objetivo 

educativo, es un objetivo menor que el .ensei\ar la materia de estudio. por propio derecho. 

En la resolución de problemas se hace énfasis en mantener el interés del alumno 

intentando visualizár y entrar en contexto del problema. logrando con ello concentrar al 

estudiante mientras se muestran imágenes que le evoquen a cada momento el corazón del 

problema mediante la manipulación. familiaridad y recursión con la ayuda de un 

razonamiento inductivo. 
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Para algunas generali~iones que se hacen en problemas mostrados en clase y que no 

se pueden resolver prontamente por los alumnos; que contestan ••si se cómo ....2. pero no se 

cómo ? hacerlo••, se pueden utilizar elementos de visualización, que resultan suficientes para 

resolver un problema con mostrar un ejemplo sencillo para ir aclararando la solución. 

Bandura [ 1) también opina que: el aprendizaje por observación se basa sobre todo en 

dos sistemas de representación (imágenes y sistemas verbales) y muchos componamientos se 

fijan a través de imágenes. La imaginación visual tiene un papel destacado en el aprendizaje 

por observación en especial cuando : 

a) Los estudiantes carecen de habilidades verbales. o 

b) Cuando n~ hay un repenorio verbal claro con relación al acto. 

Bnmer [l] divide la instrucción en tres clases básicas: 

a) Experiencia directa o contingente (lo que llama el .. aprender haciendo''). 

b) Aprendizaje por observación y. 

c) El empleo de sistemas simbólicos. 
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111. La Generallzacl6n. Vlauallzacl6n e lntulcl6n. 

La generalización extiende la utilización de hechos particulares a hechos 

similares. Es tmnbién cuando en los problemas se aplica continuamente casos 

particulares, que dan lugar a que se presenten toda una gama de características 

propias a un concepto que se ha aplicado de forma similar a un objeto o 

situación. El proceso de generalizar está ligado a la reflexión al tratar de extender 

un resultado; buscando analogías, relaciones no casuales entre el objeto y la 

propiedad que se le atribuye. La abstracción juega un papel importante en la 

clasificación de los objetos o situaciones; que en detalle se han extraido de un 

grupo de objetos o situaciones que se emplea para responder en forma similar a 

una clase entera de objetos o situaciones. En la formación de un concepto que se 

aplica con una hipótesis que se pone a prueba a un número de miembros o 

supuestos miembros de esa clase, y se van formando esquemas subyacentes en el 

objeto o situación a través de una intuición, que ha llegado posiblemente por 

visualizar, imaginar, describir, e inducir mediante un razonamiento plausible, que 

han invitado a tomar en cuenta las regularidades, proponiendo conjeturas que son 

razonablemente aceptadas y que podríamos probar entonces hemos efectuado un 

proceso de generalización. 
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111.2 ú "'-•llllzAu:l611. 

En la génesis de la demostración la visualización fue un elemento 

primordial en las representaciones geométricas para poder seguir un razonamiento. 

Sin la visualización hubiera sido muy dificil imaginar como se podria construir o 

tener elementos auxiliares para terminar una demostración. Para que la 

demostración sea ensdlada en el bachillerato con efectividad. se tiene que tomar 

en cuenta las dificultades históricas, el nivel de abstracción, formalización, 

axiomatización, deducción, inducción. e instrucción. 

Se considera un factor . auxiliar el que se pueda "mostrar" alguna 

característica del ente estudiado para que enseguida se simbolice o verbalice. Se 

espera que por medio de experiencias concretas y manipulaciones se tienda un 

"puente" para lograr razonamientos inductivos. no afirmando que con estos 

elementos visuales se logre razonar lógicamente en el sentido estricto. Pero si sean 

elementos de naturaleza heurística. que fomenten la intuición. 

111 • .3 La l11t•lcló11: 

La inspiración que se logra en pocos instantes. como un relámpago de 

lucidez. que se capta al margen de la inteligencia. y que unos pocos llegan a tener. 

Lo llamamos también al conocimiento inmediato de un objeto, lo que implica su 
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visión. Se dice de la facultad de comprender las cosas al primer golpe de vista. o 

dllrse cuenta de ellos aun cuando no son evidentes para todos. 

Para Descanes, la intuición, resulta ser el conocimiento inmediato de una 

verdad. Y se opone al razonamiento discursivo, el intuir se def"me 

cnciclopédicamente como percibir una idea o verdad instantÍIDeamcnte, como si se 

tuviera a la vista. (6] Asi como también: 

1) Intuitivo es opuesto a riguroso. 

2) Intuitivo significa visual. 

3) Intuitivo significa plausible, o convincente aun sin demostración. 

••Intuitivamente plausible" significa que es una conjetura razonable, es decir, 

candidata a demostración. 

4) Intuitivo significa incompleto. La forma de reconocer por indicios la 

existencia de una laguna lógica es declarar que se trata de un razonamiento 

intuitivo. 

~) Intuitivo significa inspirado en un modelo fisico. o en algunos ejemplos 

importantes. En esta acepción, intuitivo significa casi lo mismo que 

heurístico. 

6) Intuitivo significa holistico integrador, entendido como contrario a detallado. 

Estamos razonando "intuitivamente" cuando pensarnos en una teoria 

matemitica en su conjunto, cuando vemos que un determinado enunciado 
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debe ser cierto en vista de como encajaría con todo cuanto ya sabemos al 

respecto. Para ser rigurosos debemos justificar deductivamente a una 

conclusión nuestra. por medio de una cadena de razonaniientos en los que 

cada paso es supuesto conocido, y el último resultado es el esperado. 

La noción de la intuición cambia de una acepción a otra. de la 

interpretación que tenga un profesor y otro. La importancia que se desarrolle y se 

explique la intuición es que contribuirá a una mejor comprensión de la teoría 

matemática.¿Se ensefta intuitivamente en el bachillerato? ó ¿Según los programas. 

no se ensefta formalmente porque no se tienen las bases?. Y si se ensefta 

intuitivamente no se cumple con enseftar con formalidad. Se propone que se debe 

enseftar a desarrollar el pensamiento intuitivo para que aflore el pensamiento 

deductivo. 

Fishbein (7) da dos clasificaciones para las intuiciones: primarias y secundarias 

Intuiciones primarias: 

Son aquellas intuiciones que existen antes e independientes de cualquier 

instrucción sistemática e intencional. Aquellas que se derivan de la experiencia 

del individuo en su vida diaria. 

Intuiciones secundarlas: Son aquellas intuiciones por intervención de un 

aprendi:uije (debido a una educación científica) en la escuela. Muchas son 

inconscientes como las intuiciones primarias relacionadas con los mismos 

conceptos. 
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El problema en educación no consiste en eliminar las representaciones e 

interpretaciones intuitivas. Desde nuestro punto de vista, esto seria imposible. y 

desde Juego no deseable. El problema en educación consiste en desarroJJar la 

capacidad del alumno de analizar y mantener bajo control sus concepciones 

intuitivas, y de construir nuevas intuiciones consistentes con Jos requerimientos 

Connales científicos. 
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JV.J MATERIALES PARA LA EDUCACIÓN MEDIA 

Opinamos que el maestro debe fomentar la asociación de números y 

cosas. Crear situaciones en las cuales el · alumno necesite representar 

sráficamente los números. Al mismo tiempo se pida a los estudiantes que 

inventen formas de representar gráficamente los números. Se explique de 

manera intuitiva la aplicación de los axiomas de los números naturales, mediante 

representaciones gráficas. Que se utilicen formas arbitrarias por cada estudiante, 

para representar los números y el número de cosas a los que se asocian esos 

números. 

En la concepción del estudiante. Moreno et al [ 1 O], opinan que la 

experiencia del estudiante. su punto de partida. es una red de infonnación, de 

imágenes, de relaciones, anticipaciones e inferencias alrededor de una idea. A 

este complejo cognoscitivo se le llama su .. concepción". De lo cual el trabajo del 

estudiante consiste entonces, en extraer de tal concepción relaciones y patrones: 

un conjunto coordinado de acciones y esquemas que conducen al conocimiento 

viable, a los conceptos y a la generación de algoritmos. El proceso de 

construcción de significados es gradual. pues el concepto queda, por así decirlo • 

.. atrapado" en una red de significaciones. 
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Los autores infieren que a lo largo del proceso constructivo -que es pennanente

el estudiante encuentra situaciones que cuestionan el "estado" actual de su 

conocimiento. Y le conducen a un proceso de reorganización que con frecuencia 

obliga al estudiante a rechazar, por inviable, mucho de lo que ya babia 

construido. Durante el proceso de construcción de significados, el estudiante se 

ve reforzado a recurrir a nociones más primitivas que expliquen la situación que 

estudia. Hay que mencionar que el estudiante no esta consciente de ir buscando 

patrones o esquemas. Sino que esta tratando de encontrar el sentido de aquello a 

lo que se ve enfrentado. Es por esto que debemos ayudar a construir referentes, 

para conceptos matemiticos con herramientas que desarrollen mejor su 

entendimiento. 

Presentamos algunos ejemplos que bien se podrian desarrollar en el nivel básico. 

Propósito: las propiedades que se cumplen de los números enteros. 

Observemos los siguientes dibujos de puntos que representan la 

multiplicación de 8 x 5. 

8x5 ó 5x8 

5x8=40 

8x5=40 
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Veamos ahora la representación de S x 3 

Sx3 ó 

S x3 = 15 

3x5 

3 X 5 = 15 

Este ejemplo se podría mostrar 
con variantes. 

Calculemos S x 3 + S x 8 = mediante la presentación de puntos 
arreglados en Conna rectángular o 
cuadrada se_puede efectuar esta 
operación 

s 

3 (3 X 5) 

+ 

(8 x 5) 

8 = (3 + 8) X s = s X 11 = SS 

En esta reunión vemos que se cumple la factorización . 
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Otro ejemplo es mostrar la operación distributiva: 

¡-·····~-~-~~.::.~~ ···~···1"···~········· 

·¡ 4 
.. : 

4 X (2 + 3 ) = 4 X 5 =20 4 X 2 + 4 X 3 = 8 + 12 = 20 

Luego hacer preguntas como: 

1.- ¿Se cumple Ja propiedad conmutativa de la multiplicación? 

2.- ¿Se cumpl~ la propiedad distributiva? 

3.- ¿Se cumple la propiedad conmutativa de la suma? 

4.- ¿Se cumple la propiedad asociativa de la suma? 

5.- ¿Se cumple la propiedad asociativa de la multiplicación? 

6.- ¿Existen los neutros, multiplicativo y aditivo, respectivamente.? 
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En problemas aritméticos se pueden utilizar elementos iconicos como el 

reeurso de usar .. cuadritos .. y .. rect8nsulitos .. con valores en base decimal 

Por ejemplo: 

El problema ea que el nillo tiene que luicer la diferencia de 403 y 1.56. 

Problema 403-156= o 

ººººººº 
ºººººººººº 000 

000 
DDDOOOBBB 

0008B8o 
000 

DO OOOB BB o 
o 

~m 

El nillo repe9C11ta el 403 con los 
blocks y acribe el problema en 
forma vertical. 

El nifto lo reqrupa 
inlercambilllldo un block de a 100 
p.>r diez de diez y reaistro el 

reaarupmnicnto en súnboJos. 

El nifto intercambia Wl 
block de 10 por diez 
blocks de a uno, y 
re11i111tra el intercambio 

El nifto retira 6 blocks de 
una unidad y S de a diez 
y 1 de cieu. cuenta los 
blocks que le quedan y 
resistra la respuesta 

Solución de un problema de sustracción utilizando blocks de base to ( 9). 

33 



:,·.' 

Empleamos el mismo pn>cedimiento ....,. saber el valor de Q pua el •isuientc ejemplo 

•••• • • • • 
•••• 
• • • • ._ ____ _ -[fil· o -@=== -~· o . o . .. . . o 

• ••• 

••• 
• • • 
• • • 
• • • 

•Compruebe el rcsuldo pintando los pwuos en sustitución de "O" y ratifique las igualdades. 

• Tnte de iepnoliCDlar los esquemas utilizando sfmbolos algebraicos para obtener el nosultado. 

Con operaciones pno-algcbraicas como las siguientes: 

Consideramos la •i8Uiellle sucesión de esquemas de operaciones pre-algebraicas que los niftos 
pucdlln noaoh·er. 

• • • ,, • , ' 
• •• • • •• o • • :•! • • :-! • 1 1 -~- 1 ,_ - - - 1 ,_ - - -• ••• • ••• ~·- ~-·-~' ~·- ~-·- ~· 

•¿Cuál es el valor de Ü? 
•¿En sfmbolos se podria nopnoscntar el primer esquema? 

• lmplicitamcntc se hace uao de la cancelación 

- ,, 
1 1 

1 
1 
1 

• • 
•• ·- -- -1 ------

, ' '•o 1 1 
1 
1 

,_ - - --- - - - -' 
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IV.2.1 

La inducción en las matemáticas 
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En la antigüedad se tenía ••una colección de recetas útiles•• para resolver y 

justificar la solución de algunos problemas que se tenían bien conocidos en el Antiguo 

Oriente, con un gran listado de problemas algunos con soluciones prácticas y concretas 

(1 300 a. C). La matemática se desarrolló mediante conceptos abstractos basados en el 

material empírico. Se considera a Tales de Mileto el precursor de las nuevas 

matemáticas con fundamentos y justificaciones para las demostraciones. 

La gran aportación de Euclides a las matemáticas consistió en revisar y 

reorganizar la geometría introduciendo en ella el estudio sistemático y axiomático. 

Simplificando y agregando otras ideas de sus predecesores, estableciendo teoremas y 

proposiciones con pruebas. Encontramos en esta época Jos primeros principios de teoría 

de números. Los números enteros se dividen en pares e impares, números primos y 

compuestos, los números cuadrados son reconocidos como ia suma de números impares 

consecutivos, y los números triangulares como la suma de números enteros 

consecutivos. La matemática nace . cuando ya no es aceptada como verdadera la 

demostración empírica. Anaxágoras de Klazomene (500-428) inicia a la matemática 

como ciencia. El método deductivo se encuentra sistematizado en el trabajo de 

Hipócrates de Chíos sobre la cuadratura de las Lúnulas (440 a. C.). Asi también, 

mediante secciones infinitesimales. Demócrito calculó el volumen de la pirámide y del 

cono, sin poder demostrarlo exactamente. 
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Con la filosofia de los Eleáticos se crearon los axiomas. Al principio la 

demosttación de la seometria era sólo ritual y esta evolucionó a través del método de 

demosttación que va a permitir llesar a la verdad dejando de lado a los sentimientos 

pues se oponen a la razón (22]. 

, El descubrimiento de mapitudes inconmensurables, hace que se produzca un 

cambio en el pensamiento matemático de la época. A partir del sislo VI. a.c. demostrar 

y convencer coinciden. En donde el sustentador, con.el apoyo de los principios básicos 

admitidos, axiomas, postulados y proposiciones utilizaba todos los recursos a su alcance 

para "convencer " a sus colesas sobre las bondades de los resultados. La demostración 

de que ,/2 es irracional es calificada como la "primera demostración matemática 

mediante el uso del razonamiento deductivo". 

Alsunos problemas muy famosos como son la duplicación del área de un 

cuadrado, el teorema de Pitágoras, probablemente fueron probados inicialmente 

••visualizando". El estudio de los números siempre ha sido una inquietud de la 

humanidad. pero los números han sido dificiles de entender cuando se han asociado a 

las masnitudes inconmensurables desde los griegos, que tenían para lo infinito una 

aversión intelectual, una imposibilidad de imaginarlo, o una desconfianza para 

nombrarlo explícitamente. Nunca un griego hubiese dicho ni entendido que hay una 

infinidad de números primos; aunque una de las más elegantes demostraciones del texto 

de Euclides sea este teorema. El enunciado que da Euclides al teorema es; 

"Hay más números primos que en cualquier conjunto de números primos" <Litwo ix. Prop. 20¡ 
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De ésta manera el ilúmito está latente en el "cualquier". 

Hay un tipo de proposiciones. en cuya demostración se entreteje la f"mitud con la 

infinidad•. de modo que no se puede hallar ningún ejemplo particular de lo que se 

af"anna. Un ejemplo de esto, tul claro como ingenioso lo desarrolla Bertrand Russell en 

su libro ••Los problemas de la Filosofla .. , (14]: "Sea un caso como el que sigue: sabemos 

que dos números cualesquiera pueden ser multiplicados el uno por el otro, y dar un 

tercero denominado producto. Sabemos que todos los pares de enteros cuyo producto es 

inferior a 100 han sido efectivamente multiplicados entre sí. y el valor del producto 

inscrito es una tabla de multiplicar. Pero sabemos que el número de números enteros es 

inf"tnito, y que sólo un número f"mito de pares de números enteros ha sido y seri pensado 

por el hombre. De donde sigue que hay pares de números enteros que no han sido ni 

serin jamis pensados por el ser humano y que todos se componen de números enteros 

cuyo producto es mayor que 100. Asi llegamos a esta proposición: "todo producto de 

dos enteros, que no han sido, ni serin jamas pensados por el hombre, es superior a 100 

es una proposición cuya verdad es innegable y no obstante, por la naturaleza misma del 

caso, no podremos jamis dar un ejemplo de ella; puesto que dos números que podamos 

pensar son excluidos por los términos de la proposición". 

·Fonnabnente El principio de inducción consiste en lo siguiente: Se establ~e primeramente un teorema paran= t; se 

demuestra luego que si este es cieno para n también es cieno para n + t. y de aqui se concluye que es cieno para todos tos 

nWncros enteros. 
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La posibilidad del infinito actual en contraparte del infinito potencial es uno de 

los problemas mis antiguos y dificultosos de la Metafisica de todos los tiempos. Se liga 

a las célebres paradojas de Zenón de Elea. a las grandes controversias medievales. y 

llega a Kant y a nuestro siglo. sin obtener una conclusión decisiva para los filósofos. 

El análisis matemitico clisico trata del infinito (y de los infinitésimos). como 

algo a lo que se va a llegar. que ha de aparecer. esto es. un inf"mito potencial. Otra 

variedad del concepto de inf'"mito actual aparece, por ejemplo. cuando consideramos a la 

totalidad misma de números enteros I, 2. 3, 4 •... como una entidad en sí. 

El concepto de inf"mito actual fue introducido en la Matemática por obra del 

creador de la Teoría de conjuntos, George Cantor (184S-1918). Nuestra familiar 

operación de contar los elementos de un conjunto, que es la base de la Aritmética, fue 

elaborada de nuevo por Cantor, para conseguir adaptarla a los conjuntos infinitos. en los 

que hasta entonces el lenguaje usual de la Aritmética f'"tnita hacía aparecer circunstancias 

de apariencia paradójica. Algunos autores llaman paradoja de Galileo a la siguiente 

consideración: A cada número entero se le puede hacer corresponder su doble: al 3 el 6; 

al Sel 10; etc .• y viceversa. Hay. pues. tantos números enteros como pares, y no el 

doble, como parece natural. 

Otra pseudo-paradoja muy conocida resulta el cortar un ángulo por dos 

segmentos AD y CD. Haciendo corresponder en ambos los puntos alineados con el 

vértice, resulta claro que el segmento AB tiene tantos puntos como el CD; y más 

generalmente. dos segmentos de longitudes cualesquiera tienen "el mismo número de 

puntos". "si se permite esta expresión". 
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Otros ejemplos son: La paradoja de la dicotomía se refiere a un viajero que tiene 

que recorrer una cierta distancia. Primero debe recorrer la mitad de la distancia. después 

la mitad del resto. después la mitad de lo que le queda por andar. y así sucesivamente . 

Está claro que siempre deberá andar la mitad de la distancia que le falte por recorrer. Por 

tanto el viajero nunca llegaría a su punto de destino. 
¡ 

1 
l 

Si representamos la distancia por un segmento lineal de una unidad de longitud, 

l 
l 

la dicotomía presentaría la siguiente situación. 

¡ 
1 

1/8 J/16 ¡ 

" 

Los números no indican las coordenadas de los puntos sino que son indicación de 

la distancia que le queda por recorrer. Como usted aprecia en el dibujo, la distancia 

restante. es siempre l/2n después de recorrer n panes. Aunque 112. 1/4, 1/8 ....• 112n, 

.... tiene límite o. a este limite sólo podemos llegar si se han corrido un número infinito 

de partes de la distancia. Y el ejemplo de Aquiles y la Tortuga. 
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AQUILES Y LA TORTUGA 

Aquiles es conocido por su rapidez y la tonuga por su lentitud. Como deciden hacer una 

carrera. se le da una ventaja a la tonuga. Zenón argumenta que Aquiles primeramente debe 

alcanzar el punto donde la tonuga inicia la carrera. Entonces, la tortuga se ha distanciado de ese 

punto. En ese momento la situación es la misma que al principio de la carrera. La tortuga tiene 

ventaja sobre Aquiles. Este debe otra vez alcanzar el punto donde se encontraba la tonuga ( el 

punto es donde se encontraba la tortuga cuando Aquiles alcanzó la ventaja inicial de la tortuga). 

Pero cuando Aquiles llega al punto, la tonuga ya se ha movido. Estariamos en la misma 

situación del principio de la carrera. Y así sucesivamente. Aquiles no alcanzaría, y mucho menos 

pasaría. a la tortuga; luego ésta debe ganar la carrera. 

Si se admite entender lo que quiere decir que hay tantos números enteros como números 

pares, es natural preguntarse: 

• ¿Hay tantos números racionales como números enteros? 

• ¿Hay tantos números reales como números racionales? y análogamente, 

• ¿Hay más puntos en una recta que en un segmento? 

• ¿Hay más puntos en un cuadrado que en una recta? 

Multitud de cuestiones como éstas pueden plantearse, pero no en la forma vaga que 

hasta ahora tienen las frases "tantos como" y "más que". Para precisar el sentido de la cuestión 

y darle respuesta concreta, Cantor ideó la teoría de los números transfinitos, que es una 

generalización de la idea de número cardinal, lo que quiere decir, una original ampliación de la 

operación de "contar", como se ensefta en la escuela, los elementos de un conjunto ordinario . 

... 
r 
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IV.3 Alaunos principios para la lnduccl6n 

En los principios de la inducción esta la visión de la regularidad., la configuración. 

el proceso de enumerar. de relacionar; que son parte de las fases de generalización. 

Se considera que los procesos de generalización admiten 

1. La visión. la diferencia. la relación y la asociación numérica. 

2. La exposición verbal. 

3. La expresión escrita. de manera más precisa y concisa en lo posible. 

El ver. 

En esta fase se toma un modelo el que pennite observar la situación en una forma 

distinta; no viendo el modelo de forma como toma la imagen una cámara fotográfica. si 

no que haya habido algún cambio en el ''observador". es decir. que le permite hacer una 

evocación. mostrar alguna característica que pennita mencionarla posteriormente. Más 

bien. se tiene que mirar. distinguiendo lo que le pertenece. en cada ejemplo. y lo que es 

común. siguiendo esa característica. 

Hay que hacer una reflexión sobre la actividad que se realiza y buscar una 

relación de asociación. 



El describir 

Es lo que el alumno obseava y que expresa con precisión, la propiedad que se ha 

obtenido al generalizar por escrito. En esta fase el escribir la regularidad y tener 

organizados los datos observados, le facilitará el describir en fonna simbólica el modelo 

tratado. 

El escribir 

La simbolización de la característica del modelo, no importando el ejemplo que se 

de, de éste, es una fase superior. Donde se encuentran implicitos una serie de elementos 

sobre la misma simbolización. Entre estos están los registros, significado. el acercamiento 

a la noción de variable, el aprendizaje y uso del lenguaje algebraico. 

Greeno(l983) [IS), opina que los esquemas se pueden elaborar alrededor de un 

problema. Da tres componentes principales del esquema que se tienen que efectuar. 

• La primera es la representación de los estados en el problema. 

• La segunda es la representación de las relaciones de éstos estados. 

• La tercera son los procedimientos que capacitan para la generación y modificación de 

éstos estados. 

A continuación se muestran algunos ejemplos para que se apliquen estas sugerencias. 
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IV.4 Esquemas 

Detenninar la figura y el número que continua: 

D 

D 

D 

D 

D 

D 

D 

D 

Eb 

n o o 

rn 
~ 

¿Cuál es la figura? 

§n ? 

~ 
? 

~ 
? 

? 

rn, ? 

? 

? 

? 

¿Cuál es la figura? 

3 6 ? 

1 3 ? 

1 3 ? 

1 3 .s ? 

1 3 ? 

1 3 ? 

1 4 9 ? 

1 4 9 ? 



; 

l 
~ 
~ 

1 
t 
' ! 
' f 
l ¡ 
' ; 
r, 
! 

! 
¡ 
! 

o o 

o EB 

o 

1 

~ 
~ 

, , n, 
m 

J 9 

? 1 4 9 

? 4 16 

? 4 16 

? 2 6 12 

? 2 4 16 

? 1 8 16 



IV.S Cálculo de alsunas prosresiones por medio de 

Construcciones seometrieas (Visualización) 

IV.S.l Calcular la suma de los primeros números naturales 

Una idea que se pue.de usar para encontrar el 

resultado de la suma de los primeros números 

naturales. es reuniendo bloques apilados que 

formen una escalera. luego invenir otra escalera 

del mismo tamai\o que forme un rectángulo de 

altura igual al número de sumandos. 

Área del rectángulo 
2 x3 es 

dos veces el área sombreada 

2 

2 

1 

2 

1 +2 3 

r1~ ¡ ... 
l--3 ---t 
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Ahora hagamos la suma de l +2+3 para dibujar una escalera, 
duplicando la escalera e invirtiéndola ¿ Las dos escaleras tienen la misma área ? 

n 

-
¿ Con ellas podemos construir un rectángulo ? Claro que sí 

-
Así en general. asignando un valor. tenemos dos escaleras con...!!.. niveles y 

1. 2. 3. -J •.•.• n bloques en cada nivel. respectivamente. 

n+l 

47 

Donden 
representa el 
número de 
bloques en cada 
nivel. 

Nótese que n 
también 
representa el nivel 
al que se refiere 
posicionalmente, 
respectivamente 



' l 
f, 

i 
!· 
¡ 
¡ 
j 

l 
Í' 

! ¡ 
¡ 
í 

En esta úJtima ti¡¡ura. ¿Cuántos bloques en cada nivel podemos observar? 

Donde a se denotó como un numerador de los sumandos y. a la vez. el valor del mismo. 

¿Cuál es el área total? 

En símbolos podemos representar cada número de bloques en cada nivel Nº de bloques 

s-1+ 2 + 3 + 4 + ••• + (n - 2) + (n - 1) + n (primera escalera) 

s- a+ (n - 1) + (n - 2) + (n - 3) + ••• + 3 + 2 + (segunda escalera) 

• ! i .. .. 
(cada nivel del rectángulo tiene n + 1 bloques) 

2•- (a + 1)+(2 + (a - l)J+ + 12 + (n - l)J+ (1 + n) ¿Cuántos sumandos se tienen? 

( n niveles) 

2S=(n+l)+(2+n- 1)+(3+n-2)+ ... + (n-2+3)+(n-1 +2)+ (n+I) 

¿Cuál es el valor de cada sumando? 

¿Cuál es el valor de esta suma? 2S= 

¿Cuál es el número de bloques en las dos escaleras ? Por lo tanto S = ---------
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3 

IV.5.2 Suma de números impares consecutjvos 

Antes veamos la suma 

1+2+3+4+5+6+7+8 ... + que se ordene del modo siguiente. 

Primero debemos fijar el último valor; sea este valor, indeterminado, designado por "n". 

¿Para que sirve esta designación" 

¿Hay alguna forma que pueda describir a todos los números naturales, como los 
anteriores? 

La suma se puede escribir como: si n es par 

i) (1+3+5+7+9+ ... + (n-1)+(2+4+6+8+10+ ... + n)= 

Sin es impar 

ii) (1 +3+5+7+9 ... + n) + (2+4+6+8+ 10 ... +n-I)= 

Para el caso i), n es par; tomemos la primera suma de números impares 

1+3+5+7+9 ... +n-1= Utilizando de nuevo los bloques 

1+3 
·1+3=4 

• • ~ 2 

§ s 2 
2 

3 

1+3+5=9 

1 • 
g + 3 

5 3 3x3 

+ 
5 3 
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~ 
} 
¡ 
1 ¡ 
¡ 
f ¡ 
i 
! 

1 

1 
1 
j 

1 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

• 
• 

Podemos ver que la suma sucesiva de impares es un cuadrado 

En la "suma" de bloques, por un número impar sucesivo se completa un cuadrado. 

3 5 7 9 11 13 
1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 = 

1=1 

1+3=4 

1+3+5=9 

1+3+5 + 7 = 16 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 

1 = ¡> 

1+3 = 2 2 

1+3 + 5 = 3 2 

1+3 + 5 + 7 =42 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 5 2 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 1 1 + ... + n - 1 = ? ¿El resultado es un número cuadrado? 

¿El resultado también es un cuadrado sucesivo en la suma? 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 ... + (n - 1) = 

• · Cuál es el cuadrado ? • 
• ¿ Cuál es el lugar del número n - 1? • 
• ;. CuáJ es eJ número de sumandos ? • 
• ;. Cuál es el término izeneral ? • 
• ;. CuáJ es el último término ? • 

Ahora hagamos una suma de estos números que resultan ser impares, 
mediante una variable distinta. 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 ... + ( 2m-1) =? 

· Se ouede ex1>1icar 1>or aué ( 2m-1) - (n - 1) ? • 
'.Oué reoresenta el número (2m-J_l? • 

• ;.Podría elaborar una tabla. que relacione la suma • 
1 + 3 + 5 + 7 + 9 + ... + < 2m-1) - ? 
v los valores 1 , 4 .9 •...• m 2

• 1 .2 .3 •...• m? 

• i. Cuál es la suma de los números impares consecutivos? • 
so 



IV.S.3 Cali;ule la suma de los números de pares 

2+4+6+ ... +n= Si n es par. n = ___ _ 

la suma se escribe 2+4+6+ ... +2m= 

*¿Por qué escribimos al final de la suma 2m en lugar de n ?. 

* ¿ Cómo se podría representar cualquier valor de la progresión mediante símbolos? 

Empecemos por casos particulares, para calcular ésta suma, con los bloques se 

deberán formar· rectángulos 1 x 2. luego 2 x 3, cada vez que agreguemos su 

número progresivo de bloques, se formará un nuevo rectángulo. (Vcase i) de IV.S.2) 

A continuación veamos las figuras y la tabla. 

Sumas Sumandos Resultado 

2 1 2 

6 
2+4 2 6 

2+4+6 3 12 

2+4+6+8 4 20 

2+4+6+8+10 s 30 

8 2+4+6+8+ ... +2m m ? 

2 + 4 + 6 + 8 + 10= 30 
10 

;:._ •••• SI 



3 
' ' 
1 
¡ 

m+I 

1 2 3 .. 5 

2 .. 6 8 10 

·-~i -~~ ,~z: 

::,~ ·,~ :11 
.:·~ 

.:::--'.1 ~~ J1~ 1 --... ~ .. -~ ... 

\.·:•.\' 

.F;(~ ~~: :K~~~:· ~~~: ~.;); 

m 

.~;.,. 

:i'~ 
¡:,~',' 

:''.f'. 
·,,:::. 
::i' 

m (m-1) 

2(m-I) 2m 

2 

3 

4 

s 

Nº de sumandos 

Nºsumado 

¿Cuál es el área del rectángulo? 

¿Cuánto mide su base? 

¿Cuánto mide su altura? 

m+l 

¿Tiene alguna relación el número de sumandos y el resultado de esa suma? 

2 + 4 + ... + 2m = m (m + 1) ( n=2m) en términos de n, 

se escribe como 2 + 4 + 6 + ... + n = ¿Cuál es el resultado ? 

• sumando i) y ii) de IV.5.2 calcule 1 +2+3+ ... +n= 

• Calcule la suma de los primeros números impares consecutivos y 

la suma de los primeros números pares consecutivos. 

Tomqndo en c1'enra el caso ii) y que provienen de una suma de números consecurivos 

Evite la ambigüedad y observe el ejemplo anterior .. 

• Combinando los resultados ca/cu/e la suma 1+2+.3+ ... +n= 
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IV.S.4 Calcular la suma de los cuadrados de los primeros n números naturales 

12 + 22 + ... + n2 = 

Representamos estos números cuadrados asociándolos al mismo número de 
bloques que se tienen en la suma 

Sumas No. de sumas Resultado de la 
¡2 D 1 suma 

E8 1 
¡2 + 22 D §3ª 

2 

E8 
s 

12 + 22 + 32 
D 3 

14 
¿Aparece algún patrón?, Veamos que pasa si aumentamos otro cuadrado 

Construyamos figuras que nos permitan , encontrar un patrón o una pista. 

¡2 
D D • 

22 o E8 ~ 
32 1íl1 §3ª ~ 
42 

1 ~ 1 e • 
1 11 ... 

¿Son equivalentes las figuras? 

Sat>emos que los números cuadrados también resultan de 

sumar los primeros números impares naturales. 
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Si esto es así. hagamos pirámides. usando el valor en cada sumando, donde cada 

nivel en la pirámide es generado por el número cuadrado asociado. 

D ............ , 

J· r 
o , ............................... _¡._ ................... ..-+-~~---=····=···:-::-: .... :-::-: .... :'.".".'. .... = .... ::::: .... ~ 

2 

~~ 1 1 1 1 1 1 

s 
7 

Acomodemos los bloques. tomando sólo el bloque superior de cada 

pirámide, para formar una pila; luego sigamos con el siguiente nivel inferior. que 

tienen 3 bloques cada pirámide, para formar otra pila; asf descendiendo 

sucesivamente. 

• EE3 
Vamos a calcular la suma 12 + 2 2 + 32 + 4 2 = 

Completemos junto con la pirámide hasta formar un rectángulo, usando solo 

cuadrados. es decir, en el primer nivel lo que hacemos es agregar un cuadrado en 

cada lado, para completar hacia arriba, sigue agregar dos cuadrados de 2 x 2, 

enseguida con dos cuadrados de 3x 3. por último dos cuadrados de 4x4, veamos el 

arreglo como quedo en la siguiente hoja. 
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Nºde Cuadrado Lado del Nivel Nº de bloques 

cuadrados Cuadrado. centrales 

2 4' 4 

2 J' 3 2 

2 2' 2 s 3 

2 •' 10 7 

¿ Cuál es la medida de la base ? ¿ Cuál es la medida de la altura ? 

¿ Cuál es la dimensión del rectángulo? ¿Existe alguna relación con la dimensión de los 

cuadrados agregados y la dimensión del rectángulo? ¿Cuál es el resultado de la suma? 

Usando el mismo procedimiento calcule 

Ahora calculemos la suma de 

Si lo hacemos para casos particulares • iremos obteniendo algunos valores 

que pondremos en una tabla para tener organizados los datos. 

Muestra Bloques de No.de niveles ~on esa mues1ra 

tamaflo No. de sumas bloques inic:iando supcriormenlc 

• 1 n n De 1 an 
3 n-1 3 (n-1) Den+I a 2n-1 
s n-2 S (n-2) De2n a Jn-3 
7 n-3 7 (n-3) De 3n-2 a 4n-6 

. 

·- ... - 2n-1 1 2n-1 n(n+J)/2 

SS 



• 
• 
• 
• 
• 
• 

Véase en la parte central si hay infonnación que pueda ser obtenida de investigar las sumas 
acumuladas resultantes, para conse¡¡uir las numensciones finales. Lue¡¡o, construyamos con 
todos estos bloques una pirámide y aare¡¡uemos los cuadrados como Jo hicimos anteriormente 

D + 1 + a- 2n+ 1 

1 

r n 
n2 

(n-1) (n-1)2 n(n+l) 

2 

1 22 

1 I 
•' I 1 

2 

¿Cuántos niveles de J unidad hay? • 
¿Cuántos niveles hay de 3 unidades? • 
¿Cuántos niveles hay de 5 unidades? • 
¿Cuál es la base? y • 
¿Cuál es la altura? • 
¿Cuál es el área? • 

• ¿Cuantos bloques agregamos? • 
. 

¿ Cual es la suma de los cuadrados de los pnmeros n numeras naturales . 

12 + 22 + ... + n2 -
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IV.S.S Calcular 13 +23 +J3 + ... +n3 = 

Hagamos algunos casos particulares, con la misma idea de ''visualizar" 

13 = 1 

13+23 = Q 

13 +23 +33 = 36 

Nos preguntamos: 

o 
·~1 
;~¡ 
123456 

• ¿ La suma de cubos es un número cuadrado? 

¿Cuánto mide la longitud de un lado? 

¿Qué fonna tiene la figura? 

• .¿La suma de cubos de números consecutivos es un número cuadrado? 

• .¿La suma de los cubos de los primeros números consecutivos 

es un número cuadrado? 

• Estas preguntas empiezan muy generales. hasta ser más especificas finalmente para 

"atrapar" lo más caracteristico del problema. 

¿Podría dibujar una figura que represente la suma de los 4 primeros números cubos? 

¿También para primeros 5 números cubos? Calculemos la suma para estos S números. 

13 +23 +33 +43 +53 = 100+ 12.S =225= 152 

13 + 23 + 33 + 43 + 53 = (1 + 2 + 3 + 4 + 5)2 = 152 

¿La suma de los cubos de los primeros números consecutivos es el cuadrado de la suma 

de los primeros números consecutivos que finalizan en el número de sumandos ? 
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Elaboremos una figura más general para determinar esta suma 

1 3 

2 

3 

n 

-----1 +2 +3 + ... +n= 

Calcule el área del rectángulo y efectúe la suma 13 + 2 3 + 33 + ... + n 3 
= 

( 
n(n

2
+ 1) )2 

Por lo tanto 13 + 2 3 + 3 3 + ... + n 3 = 

• ¿Cómo se obtuvo este resultado? 

• ¿La figura sirvió para hacer algún cálculo? 

SS 

• 
• 
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IV.S.6 

Esta suma es la suma de cuadrados de una sucesión muy famosa; la sucesión de 

°Fibonacci. que empieza en la unidad; en los dos primeros términos. y a partir de ahi 

cada término siguiente es la suma de los dos anteriores. 

Usemos valores que den la posición y el número de ese representante. 

Sucesión de Fibonacci Calculo de algunos valores mediante un símbolo 

l F1 - 1 F1 

1 F2 - 1 F2-F1 

1+1=2 F3 = 2 FJ -F, + F2 

1+2-3 F 4 -3 F .. =F3+F2 

2+3 -s F,- S F, -F,+ FJ 

3+5=8 F 6 -8 F6-F5+F4 

s + 8 = 13 F7= 13 F7-F6+F5 

8+13=21 Fa- ? 

• M•tem6tko ltalla•o Leo••rdo de PIU(l l '75-l:UO) •6• coaocldo coa el 
80breao•bre de Fiboaaccl (ftllu• llo••ccl • lllJo da llo••ccl) 

La suma 12 + 12 + 2 2 + 3 2 + 52 + ... + ... = también se puede 

escribir como: F 1
2
+Fl +F3

2 
+F..2 + ... = -------

Nótese que la suma cada vez se hace más grande, por lo que 

recurrimos a terminar en algún número finito que designamos por .. n .. 
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Fi=l 

Fi=22 

12 12 

fft 

T 
82 1 

--
Para saber que número sisue. se tiene que fijar en la sucesión 

de Fibonacci • en donde. siempre hay que sumar los dos números 

anteriores y Juego elevar al cu.drado. 

12 + 2 2 + ~ +32 + 5 2 + 8 2 = 8(13) 

suslituyendo sus simbolos correspondientes, obtenemos 

F1 2 + F22 + F32 + F . .2 + F.,2 + F62 = F6(F5 + F6) 
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Usando este "'alor ·•n .. tenninemos en F
0 

' . 
32 2- 1 

,, T 
Fn2 Fn 

Fn•I 

-Fn - 1 (Por definición F 0 .1 + F 0 = Fn-1) 

F .... 1 +Fn 

La figura se va formando al agregar un cuadrado generado por un número de 

Fibonacci sucesivamente las dimensiones se pueden calcular si decidimos 

terminar en en un valor F "· 

Calcule el valor Fn -

Calcular la suma 1 • + 1. + ... + F'' "' 

¿Cuál .:sel área del rectángulo formado por los cuadrados sucesivos de la serie de Fibonacci.? 

1:? + 1:? + ... + F 2 
n = ó 12 + 12 + ... + F; = Fn(Fn+t) 

¿Por qué el último resultado es correcto? 
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IV.5.7 Calcular La swna 1 +..J..+ l.± L.± ... 
2 4 8 

¿Se puede Qllcular usando el siguiente modelo geométrico? 

~ x6~ 
X 

1 

2 3 

1 + 1 + ..L T 4 

)2 
1 + ..L + .L 

2 22 

4 5 

+ 1 + ..!....+ 
8 16 

+ ..L + ...L+ 
2' 2' 

En I• fisura se puede ver. que después de la unidad se •arcaa la mitad. la mitad de la mitad anterior. 
asi succsivam ente. 

No. de••• a•d•• .......... R•••ltad• •• ~·•••cia de 2 

1 

2 

3 

4 

5 

n 

1 1 

3/2 ~
2

,-1!11 

714 ~ 
2u·11 

1518 iii:tr 
31116 ~:,-J. 

2n·I ? (2• .. 1) /2(•-I) 

Las rracciones en slmbolos. tambil!n se pueden expresar en potencias de 2 .. Se observa que 
éstos números son menores que uno. ¿Si las potencias aumentan. las cantidades aumentan o 
dism inuycn? ¿Se observa alaún patrón; a) en la fisura. b) en la serie de números? 

e) en las potencias? d) en las sumas? ¿Cu61 es el resultado de 1 + 1 + 1 + 1 + •.. ? 

2 .. 1 

¿Podrla intuir a que valor se acerca la suma? 
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Otra variante de la suma l + .!. + .!.+···= 
2 4 

Es la que propone Orton ( 1980) citada en (9), construyendo escaleras con escalones 

de tarnai\o la mitad de la mitad y así sucesivamente como se muestra a continuación. 

···························· 
· ...... ; ...... .;. ...... ; 

~--··············· 

l l l+-+-= 
2 4 

r······r······E 

1 1 1 
1- • -f 

• Si este procedimiento es repetido indet"'anídamente, 

¿Cuál es el resultado f"mal? 

• ¿Qué tantas veces tendrán que ser colocados escalones 
extras. antes de que se alcance éste .. el resultado"? 

• ¿ Cuál es el área de la escalera final? 

l l l 
•+2+4+¡+ ... + ... = 
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IV.5.8 

t, = 1. 

CalcularlaSW1'BCIOl'l!leC..-Í-Wde1'1Lml:rostriángulares t 1 + '2 + ... +t¡.= 

Les rúneros figl.8'8dcs; los CUllles se ~ debido a su 
estructwa de W11p¡sición, ~ fonms ~- Alg\n]S de 
estos rúneros son los triárwulan:s. 

• 

ti=3, 

. . . 
3 

t3=6, 

. . . . . 
6 

t4= 10, ...• t¡.= ? 

~ es el últinm S\.S1'Brldo? 

Calcular~ t1+'2+ ... + __ = 

(Ccn al~ indice) 

10 06--.. ~~-1 
3[llJ 1 = i 

1234~ 
61111111 10~~ 

6+3+1+12 +22 +J2 =24 

1 +3-+ó=6*4-(l2+22+.J2) 

1 +3+6=24-(l2+22+J2) 

10 .... 1 .... , .... 1-1 .... ,,....,, ......... , ...--, .... l .... , \-::$ rr+ ~y~ 
12 22 J2 42 

o El3 
~ J2 
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1 +3+6=24-n(2n+l)(n+l). n=3 
6 

1 +3+6=24-(~ 
6 

=24-JH....=24-14= !O 
6 

1+3-+ó+10= 104'5-(12+22 +J2 +42) 
= 104'5 -(~). n =4 

6 

=S0-30=20 



f 
.: 
;_ Mediante el dibujo. calcuraremos 

la suma de los números triangulares. 
Para seguir estos pasos. calcule el área del 
rectangulo. luego 12 + 2 2 + ... + n2 • sustituya. luego 
f'actorice. haga la resta y por último el producto. 

n(n+l} 

~,,¡ 
--r 

II· j 1 
n2 

42 32 

.-f-t 2 r3 r 4 -f t-- n---f 

Para un número n que finaliza la suma; se escribe 

t1 +t2+ ... +t.. =n(n+ 1)2-(J2+22+ .. +n2) 
2 

n(n + 1)2 - n(n + IX2n + 1) 
-2- 6 

IÚll.±..J) [ (n+ 1) - (2n + 1 )] 
2 3 

n(n + l) [ 3n + 3 - 2n-1] = n(n+l) ( n+2) 
2 3 2 3 

n(n+ 1) (n+2) 
6 

Por lo tanto t 1 + t2 + ... + t.. = n(n+ 1) (n+2} 
6 
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IV . .5.9 Calcule la suma (1 X 1000) + (2 X 999) + (3 X 998) + ... + (999 X 2) + (1000 X 1) 

Observe que A es la suma de los nÚl1leros en el siguiente triángulo: 

1000 
999 999 
998 998 

Agrande el triángulo a un rectángulo: 

IOOOx 1001 = 
IOOOx 1000= 
1000 X 999 = 
1000 X 998 = 

1001 
1000 
999 
998 

1001 
1000 
999 
998 

998 

1 ... 1 

1001 
1000 
999 
998 

1001 
1000 

3 

1001 
1000 

3 

2 2 

IOOOxl= l 

mil columnas 

Llune B a la suma de lo apea.to. Entonces 

A+ B = 1000 (1 + 2 + ... + 1001) = IQOO X 1001 X 1002 
2 

• Tomado de Prablcmaa para la 5• OlimpiMa de Marcmálic:u. Alfan> P .• l. et al. Pauocinado por SEP. 
UNAM. UAM. ITAM. llE. CDC de Mor, UAE.M. CONACYT (1992) 
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Pero B = (1001) + (1001 + 1000) + (1001 + 1000 + 999) + ... + (1001 + 1000 + ... +2] 

B = (1 + 1000) + ((2 + l)+ (3 X 999)) + ((3 + 2 + 1) + (3 X 998)) + ... 

... + ((1000 + 999 + ... + 2 + 1) + (1000 X 1)) 

B = (1+(2 + 1) + (3 + 2 + 1) + ... + (1000 + 999 + ... + 2 + 1)) + ... 
... + ((1 X 1000) + (2 X 999) + ... + (1000 X 1)) 

B=A+A=2A. 

Así 3A =A+ B = 1000 x 1001 x 1002 
2 

Por tanto 

JA= 1000 x 1001 x 1002 
2 

A= 1003 002 000 = 167,167,000. 
6 

• Observe que se pueden tomar los números triángulares en cada columna • es decir. 

que es suficiente calcular t1000 + ._ + ... +t2 + t1 = (vea IV.5.B) 

• Calcule t1000 + '- + ... +t2 + t1 = t1 + t2+ ... + ._ + t1000 = ----------

Para con-. que B - 2A. ..... las suma poco a poco y a-.-.licc tomando de variu mancru el 
anq¡lo.(,,_ IV.6. 7) . Apimc1e el trián¡palo aumentando una columna mú en lupr de un renalón· 
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IV.6. (Álgebra) Cálculo de alsunas prqreslon-

En el proceso de generalización emergen con mucha naturalidad las variables, 

pues al intentar hallar el término general de una sucesión de figuras o de una serie de 

números es una forma de comenzar con una variable, la variable independiente es 

aquella que da el lugar de orden a cada término y en los casos particulares se 

permiten asociar propiedades comunes que pueden conducir a denotar la expresión o 

término general. La generalización contribuye al aprendizaje del concepto de 

variable, también las situaciones en donde se ve la variación, en que el estudiante 

debe tomar decisiones para hacer variaciones, y halle un valor adecuado o variable 

adecuada las cuales son benéficas para desarrollar el aprendizaje de variable. 

A través de un problema particular que toma parte la variable, se puede 

generar una tabla para hacer variaciones, en donde se puede observar y analizar 

patrones que ·nos llevan a usar una variable, un valor que represente a todos los 

elementos, que permite se pueda trabajar con todos ellos a la vez. 

"La gran variedad en la forma en que se presentan las situaciones que se 

pretende generalizar, así como la mayor o menor complejidad de las relaciones 

implicadas, permiten tratar la generalización desde muy pronto. El trabajo temprano 

con actividades encaminadas a expresar lo general, utilizando distintas vías, favorece 

en gran medida el proceso posterior de simbolización y manipulación de expresiones 

simbólicas,. [4]. 
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IV.6.1 La suma de números naturales consecutivos es igual al 

producto del ténnino central y el número de ténninos, si es impar. 

Este planteamiento es más elaborado pues se tienen experiencias empiricas que 

suponen son ciertas, pues se sabe como obtener el resultado 

Iniciemos probando para algunos valores 

:¡, 
+ 2 + 3 2·3 

3 términos ¡ 
1+2+3+4+S= 

S términos 

6 

:¡, 
3·S =IS 

T 
Vemos que el último ténnino nos permite contar 

el número de ténninos (swnandos). 

:¡, 
1+2+3+4+S+6+7 4·7 28 

¿En general será cierto el resultado? 

1+2+3+4+ ... +n-1 + n = 

El número de sumandos es un número impar, 

por lo que el valor central es sólo un valor. 

¿Qué lugar ocupa el valor central? 

69 

¿ Cuál es el resultado? 

1 ¿ Cuál es el valor central? 



Como son n números. donde es impar. así que n-1 y n+ 1 son pares. 
n..:...l. es par y n..±_l también es par 

2 2 

sea .J,~---- i es un valor cualquiera 

1+2+ .... + + ...... +n-l+n= 

¿ i Es un valor cualquiera entre 1 y n ? ¿ i puede ser n ? 

n es el último valor según la serie que hayamos escogido. 

Continuemos 

1 + 2 + + + ... +n-l+n= en esta progresión representemos más 

valores 

+ 2 + 3 + ... + (i-1) + + i+I .... +n-1 +n 

¿Cuál es el No. de términos? ¿Cuál es el No. de términos? 

Nº total de términos o-impar 

Si quitamos un término 1 tendremos n-1 términos que es un número par de 

términos de la totalidad 

¿Cuántos términos tenemos antes de i ó después de i? 

Puede ser cualquier valor entre 1 y n. 

Si dividimos n-1 en dos partes. habrá n-1 términos en una parte y 
en la otra n-1 términos. 2 

2 
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1 
l 

1 ¡ 

1 ¡ 

1 ¡ 
l 
! 
¡ 

¿Un valor i no está en ninguna de las partes divididas. este valor completan ténninos? 

Así que ya que puede tomar cualquier valor central de la serie. 

Ahora solo nos falta multiplicar por la suma de ténninos es decir i•n 

Observemos que antes de i hay n.:..l términos. Por lo que suponemos que ..n:l 
2 2 

esta antes de i. Lo que queremos es saber cual es el valor de i antes 

y después de n-1 consecutivamente. 

Este valor es ....!!....::... + 1 = ..n..=-.L + ..Z.. = (n - 1 > + 2 
2 2 2 2 

...n..=...l + 1 
2 

n - 1 + 2 = n + C-1 + 2l = n + 1 
2 2 2 

Por lo tanto 1 + 2 + 3 + 4 + .... + n 
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(n+ n n 
2 

n<n+ 1l. 
2 



IV.6.2 Calculu la suma 12 + 2 2 + ... + n 2 = 

Pua hacer ésta suma. primero desurollemos el binomio cubo (n + 1)3 

(n + 1)3 n 3 + 3n2 + 3n + 1 de donde se obtiene 

(n+l)3 
- n 3 = 3n2 + 3n + 1 al restar en cada miembro n3 

En general a través de esta identidad se tiene 

(n+ 1) 3 + 3n2 +3n + 1 + n 3 y sí se sustituye n por (n:l) 

n 3 = (n-1) 2 + 3(n-l) + 1+ (n-1) 3 ¿Qué resulta. si la n se sustituye por~? 

Se completa la diferencia de cubos consecutivos en el ureglo siguiente 

(n+l) 3 -n3 =3n2 +3n+ 1 

n 3 
- (n-1) 3 = 3(n-1) 2 + 3(n - 1) + 

(n-1) 3 
- (n-2) 3 = 3(n-2) 2 + 3(n-2) + 

= 3 (22 ) + 3(2) + 1 

2 3 
- t3 = 3 (1 2

) + 3(1) + 1 
-------------------------(n + 1) 3 - t3 

Sumando estas igualdades miembro a miembro 

y factorizando (n + 1) 3 
- t3 = 3 (1 2 + 2 2 + ... + n 2

) + 3(1 + 2 + ... + n) + (l+ ... +1) 

Algunos resultados de los puéntesis del lado derecho, se tienen de resultados anteriores. 

Por lo tanto (n + 1) 3 
- t3 = 3(12 + 2 2 + ... + n 2

) + 3n (D:tl) + n 
2 

Luego despejando 12 + 2 2 + ... + n 2 = [(n + 1) 3 
- t3 - 3n<n..±...l) - n]/3 

2 
= (2 Cn + ll 3 - 2 - 3n(n + ll - 2n]/3 

2 
¿Podría explicu los últimos pasos, = [2(n + 1)

3 
- 3n (n + 1)- 2n - 2)/6 

pua obtener el resultado de la swna; 

( + 1)(2 + 1) = (n + l) [2(n + 1)2 -3n -2]/6 
12 + 22 + .... + n2 = n n n ? 6 . 

'-------------------------------~ = n (n + n (2n + ll 
6 
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IV.6.3 Calcular la suma t3 + 2 3 + ... + n 3 = 

La suma t3+23+ ... +n3 =se resuelve anüogamente o como la suma anterior, 

usando el binomio (n+l)4, que desarrollado es 

y se obtiene al restar n 4 en ambos miembros. 

(n+l) 4 

(n+l) 4 
- n 4 = 4n3+6n2+4n+ 1, 

repitieatdo el procedimiento que se hizo en la suma anterior, se calcula que 

+4(1+2+ ... +n) + (l+ ... +l) 

(n+l) 4 -1 = 4(t3+23 + ... +n3
) + 6 ( n (n+ll (2n+ll) + 4 ( DÚl±.ll) + n 

6 2 
Para llevar a este resultados se tuvo que hacer las diferencias 

(n+l) 4 
- n 4

, n 4 -(n-1) 4
, ••• , 3 4 -24

, 2 4 -14
, luego la suma de todas ellas. 

Simplificando el lado derecho, con resultados anteriores, se tiene 

Factorizando 

n(n+l) 

Despejando t3+23+ ... +n3 

se obtiene 

y reordenando 

factorizado (n+l) 

fac::torizado 2 

distribución de n 

factorizando (n+l) 

desarrollando (n+l) 2 

Simplificando 

Por lo tanto 

(n+l) 4 -1 = 4 (13+23 
••• +n3

) + n <n+ll (2n+l) + 2nCn+ll +n 

(n+l) 4 -1=4 (13+23 + ... +n3
) + n(n+l) (2n+l+2) + n 

13+23 + ... + n 3 = ((n+l) 4 -l- n(n+l) (2n+l+2)-n] I 4 

13+23 + ... + n 3 = [(n+l) 4
- n(n+l) (2n+l+2)-(n+l)] I 4 

13+23 + ... + n 3 =(n+l)[(n+l) 3
- n (2n+l+2)-l] I 4 

13+23 + ... + n 3 = (n+l) ((n+l) 3
- n ( 2(n+l)+l)-l] I 4 

13+23 + ... + n3 = (n+l) [(n+l) 3
- 2n (n+l) -n-1) I 4 

13+23+ ... + n 3 = (n+l) [(n+l) 3
- 2n (n+l) - (n+l)] I 4 

= (n+l) 2 e (n+l) 2-2n-l] / 4 

= (n+ 1) 2 e n 2 + 2n + 1 - 2n - 1 1 / 4 

13+23+ ... + n 3 = Cn+ll 2n 2 

4 



IV.6.4 Calcular la swna 2 3 +43 +63+ ... +(2 n) 3 = 

En la swna se puede factorizar por 

Porque 

Así que 

• ¿ Qué se hizo en éste paso? 

ya se calculó en antes en ·IV.6.3 

• ¿ Puede notar la diferencia de números? 

2n2 (n+l) 2 

Por lo tanto 2 3 + 4 3 + ... + (2n) 3 = 2n2(n+l) 2= 2( n(n+I)) 2 

• ¿ Podría calcular la swna de los números cubos impares ? 



IV6.5 Calcular la suma I3 + 3 3 + ... + (2n - 1) 3 = __ 

Esta suma se calcula de la diferencia de los resultados de los dos números 

anteriores. sin perdida de generalidad se considera que la suma esta fonnada por 

un número par de sumandos. donde el último término es par ó el antepenúltimo. 

luego. reordenando los cubos pares e impares y despejando t3+33 + ... + (2n -1) 3 

de la igualdad siguiente: 

13+23 + ... +(2n) 3 = t3+33 + ... + (2n -1) 3 + (23 +43 + ... +(2n) 3 

se obtiene t3+33 + ... + (2n -1) 3 = (t3+23 + ... (2n) 3
) - (23+43 + ... +(2n) 3

) 

por resultados conocidos podemos expresar la suma como sigue 

t3+3 3+ ... + (2n -1) 3 = (2n í2n+l))2 
- 2n2 (n+l) 2 

2 
factorizando n 2 y simplificando 

t3+33 + ... + (2n-1) 3 = n 2 (2n+l) 2 
- 2n 2 (n+l) 2 = n 2 

( (2n+l) 2 -2(n+l) 2
) 

t3+33 + ... + (2n -1) 3 = n 2 ((2n+l) 2 -2n2 -4n-2) = n 2 (4n2 + 4n+l-2n2
- 4n-2) 

Por lo tanto 13+33+ ... + (2n -1) 3 = n 2 (2n2-l) 

• Compruebe que sumando los cubos de números impares y pares es igual al 

resultado que se obtuvo en IV.6.3. 
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IV 6.6. Cah:ular la suma consecutiva de los 

números triangulares t1 + t2 + ... + tn = 

Primero sumaremos parejas de números 

triangulares consecutivos como sigue 

t1 + t2 = 1 + 3 = 4 = 2 2 

b +ti= 6 + 10 = 16 = 42 

ts + '6 = 1 s + 21 = 36 = 6 2 

I +I = (11-1)11+11(.11+ 1) = 11, 
11-1 " 2 2 

Luego por medio de un arreglo probaremos que 

efectivamente tn-i + tn = n2 

Por definición tn-I = 1 + 2 + 3 + ... + (n-1) y 

tn = 1 + 2 + 3 + ... + (n-1) + n 

Si conmutamos los términos que componen a tn-1 y lueso 

sumamos t " - t (n - 1) + (n - 2 ) + (n -
tn + 2 + 

... 
T T 
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3)+ ... + 1 

3 + .. +(n- l)+n 
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t,,..1 + t,. = n + n + n + ... + n + n = n.n = n2 

n-1 

n 

Por lo tanto tn-• + t,, = n2 

Ya hemos avanzado en la suma de t1 + t2+ ... + tn = 

• ¿ Hay alguna cosa para que esta generalización no sea cierta ? 

Pensemos en esta pregunta y sigamos explorando. 

t1 + t2 + ... + t,, = 

Para que los podamos agrupar en pareja debe ser un 

número par de ténninos. 

Así t1 + t2 + ... t,, = 2 2 + 42 + ... + n2 

Por lo que n es un número par que escribimos n =---

Ya hemos calcul.SO la suma de los números cWldrados consecutivos. pero 

estos son números cuadrados pares consecutivos. 
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Factorizando 2 2 

22 + 42 + ... + n2 = 22 (1 + 22 + 32 + 42 + ... + m2) 

Por un cálculo anterior. precisando en IV. 5.4. se obtiene 

2 2 + 4 2 +·. -+n 2 = 22( (nr + l)~2'" + l)) y sustituyendo 

el valor de m al despejar en n; resulta que 

y cancelando 2 2 

Por lo tanto 2 2 + 4 2 + ... +n2 = n(n + t)(n + 2) 
6 

Sólo hemos probado la suma de un número par de números triangulares consecutivos, 

por eso la generalización no resulta ser cierta. sino en un caso. El otto caso es que lo 

probemos para la suma de un número impar de números triangulares consecutivos. 

Tenemos que calcular la suma de t1 + t2 ... + tn-1 

donde n = 2m, es decir n es par 
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Sin pérdida de generalidad bien podemos tomar la suma hasta t,..1 

Veamos los sipientes arreglos 

• ¿ Podria c::alc::ular la suma (t..+ tn+1)? 

ESTA TESfS 
SAi.Ji IE i.A 

119 .. 
iialU-1'1CI 

t¡+t,+···t •• ¡ =t,+(t,+t,) + + (t.+t •• il= 1+(3+6) + +(t.+t •• ,) 

t, + t,+· ··+t •• , = (t1 + r,) + (t, + t 4 )+· ··+(t._, + r.)+ '··• = (1+3) + (6 + 10)+·. ·+(t._, + r.)+ '··• 

Tomemos el arreglo. donde 

11 + t 2 +· ··+t •• , = (1 + 3) + (6 + 10)+· ··+(t._, +t.}+ t •• , 

Por el resultado anterior 

n(n + l)(n + 2) 
(1+3)+(6+10)+···+(1_, +1.)+1 •• , = 6 +1 .. , 

Así sustituyendo t..+1 su valor definido y por IV.6.1. 

tenemos que 

n(n+l)(n+2) :\ 
(1+3)+(6+10)+···+(1._ 1 +1.)+1 •• 1 = 

6 
+(1+2+-··+(n+l)1 

n(n+l)(n+2) (n+l)(n+2) )( ) 
(1+3)+(6+10)+-··+(1._ 1 +1.)+101 = 

6 
+ 

2 
= (n+l)(n+2 ~+t 

I' + t, .. ·+1 •• , = (n + l}(n + 2)( •; ') = -'-(n_+_1.:.;)(,_n_:_2--')(""n_+_3-"") 

(n + l)((n + 1) + l)((n + 1) + 2) • 
Por lo tanto t, + 12 +· ··+t •• , = 6 

• Observese que la fólDlula resultó ser la misma sin importar si se toma un número par 

ó impar de sumandos. 
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IV. 6.7 Calcule la suma (1x1000) + (2 x 999) + (3 x 998)+ ... + (999x2} + (1000 xi) 

(Ver IV.5.9) 

La suma se puede arreglar de la sipiente f"onna 

1000 
999 
998 

1 

999 
998 998 

) ... ) 

Por lo que se ve que la suma se puede escribir como: 

Rcn&lón Valor de la swna de números en ne renglón 
1 1000 (1) IOOO (1) 
2 1000 (2) - 2 2 (1) t1•2 1000 (2) 
3 1000 (3) -6 3 (2) 1,•2 1000 (3) .. 1000 (4) - 12 .. (3) 13•2 

o 
2 
6 

12 

999 1000 (999) - 998 (999) 998(999) 
1000 1000 (1000) - 999 (1000) 999(1000) 

a-•2 
........ 2 

1000 ( 999) 
1000 (1000) 

998( 999) 
999(1000) 

(1000)(1+2+3+ ... +1000) - (2+4+6+ ... +999(1000)) 

Por lo tanto la suma resulta 

(1 " 1000) + (2" 999) + ... + (1000" 1) = (1000) (1 + 2 + 3 + ... + 1000) - (2 + 4 + 6 + 12 + ... + 999(1000)) 

Sustituyendo (1 + 2 + 3 + ... + 1000) = 1000 0000 y 
2 

Factorizando 2 

(1 X 1000) + (2 X 999) + ... + (1000 X 1) = 0000) CIOOOXJOO)) - 2(1 + 2 + 3 +6 + ... + 999 (500)} 
2 
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Observe el último paréntesis; los números son números triangulares. 

El último número es t_,= 999(10Q0l = 999 (500) Entonces 
2 

(1 X 1000) + (2 X 999) + (3 X 998) + ... + (999 X 2) + (1000 X 1) = ~2 -2(t¡ + t2 + ... + t_,) 
2 

(1 x 1000) + (2 x 999) + (3 x 998) + ... + (999 x 2) + (1000 x 1) = UOQ0)2 OOOll -2 C999) OOOQ) 0001) 

Factorizando (1000) (1001) 

2 6 

= (1000) (1001) (1000 - 999 J 
2 3 

= (1000) (1001) [500 - 333] 

= (1000) (1001)(167) = 167,167,000 

Por lo tanto (1 X 1000) + (2 X 999) + (3 X 998) + ... + (999 X 2) + (1000 X 1) = )67, )67,000 

•¿Lo puede generalizar, resolviendo la suma (1 x n) + (2 x (n-1) + ... + (nxl) =? 
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V. Ejercicios para Razonaml-to Inductivo 

1. Esc::riba el euano número de la serie 

a) I, 1, I, 
1 

f) I, 22, 3, k) 1, 3, 9, 

b) 1, 2, •• 
1 1 

&) l, 2 2· 3 2· -- 1) 3 + 4, 13 -t 4, 23 + 4,_ 

e) I, 3, 27, h) 2, 4, 6, m) 7, 17, 27, 

d) 6, 12, 20, __ 1 1 
i) I, 2 2' 33, n) 3, 7, 11, 

e) I, 4, 9,, ___ _ j) I, 3, 5, h) 2, 7, 12, 

• Salvo un incoo, no haaa repetic:iones en lu 11erics de númel'os. 

2. Mediante una variable exprese el ténnino general de la serie. 

a) I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ... __ 

b)2, 4, 6, ••··· 

e) 3, 6, 9, 12, 

d) 1, 3, 5, 7, 

e) I, 4, 9, 16, 25, 

f) l .•. 27, 64, ... 

8) 1, l, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 

h) ¿Cuál es el ténnino aeneral en las series de 1? ----------------

i) ¿ Podriajustifiear su respuesta? Deseriba. ---------'---------

82 



3. Encuentre los cinco primeros ténninos en las sucesiones, las cuales, se representan por el 

enésimo ténnino siguiente: 

a)2n 

b) 5 n + 1 

c)4n+3 

d)n2 

e) 2n - 1 

f)2n + 1 

s> 2 (n-1) 

h) (n + 1) 

4. Exprese el término seneraJ y el último por medio de simbolos. 

•) 1 +2 +3 + ... + 

b)2 +4+6+ ... + 

c)~ +42 +62 + ... + 

d) 13 + 3 3 + 5 3 + ... + --- = 

e) 12 + 2 2 + 3 2 + ... + ___ = 

f) 12 + 12 + 2 2 + .52 + 8 2 + 132 + 212 + .... + --

¿ Son isuaJes los ténninos encontrados? 

.5. Complete la tabla silJUiente 

n n+I n -1 n (n-1) n(n+I) 

.5 6 

10 11 

12 11 

20 

200 200 (199) 

400 

900 

93 

n(n+2) n"' 

k) 5°+ 2 

i) 10° -1 

m) 2º-1 

n"'+I 

1 

l 

1 
¡ 



6. La prasresión siguiente ¿Se puede generalizar? 

Ox9+1=1 

lx9+2=11 

12 X 9+ 3 = 111 

123 X 9 +4 = 1111 

7. Calcule las sumas que se pre~mn a continuación. 

Después del inciso d) escriba el último tennino y efectúe la suma. 

a) 1 + 2 + 3 + ... + 100 = 

b) 1 + 2 + 3 + 4+ ... +500 = 

c) 1+3 + 5 + +99= 

d}l+3+5 + ... + 499= 

e) 1 + 2 + 3 +... + ___ = 

d)2 +4+6 + ... + ___ = 

f) 22 + 42 + 62+. ··--- = 

8) t3 + 33 + 53 + ... + __ . -

h) 12 +22 + 3 2 + ... + ___ = 

i) 12 + 12 + 2 2 + 5 2 + s2 + 132 + 212 + .... + ---



--- ---- ·- ------·-----·----~-,.., ·-·------~···'"-----~·· ~-- ... , _ ...... - ·-.~--,... ....... --~ 

8. Calcule más números que sipn con el patrón de las igualdades. 

1 u m IV 

1 =l l 1 (-1)º 

1-4 = -(1+2) -3 2 (-1)1 

1-4+9 =1+2+3 6 3 (-1)2 

1 -4 +9- 16 =-(1 +2+3+4) 

9. La progresión siguiente 

1 1 3 

3 s B .., 3 

2 7 3 3 

7 9 1 1 64 4 3 

1 3 1 s 1 7 1 9 

¿Se puede generalizar? 
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JO. ¿La prosresión siguiente se puede extender a más números,escribiendo más números? 

Observe los renglones para saber tienen alguna relación. 

1 

1=21-1 

1+2=22-1 

11 

1 

2 

3 

111 

1 

3 

7 

11. La progresión de números obtenidos de la suma en cada renglón, como en el problema 

anterior, ¿ También se puede generalizar ? 

1 11 

1 1 1 1 1 

1+8 9 3"' 1+2 3 

1+8 +27 36 6"' 1 +2 +3 6 

1 +8 +27+64 100 ur 1+2+3+4 JO 

1 + 8 + 27 + 64 + 12S 22S IS"' J + 2 +3 +4 +S J.5 
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':-';·;";'h - ... ,, ,,.._. • .. , .. ~.------·~-----· 

12. Calcule más números que sigan c:on el patrón de las igualdades. 

1 11 111 

=0+1 3 

2 + 3 + 4 = 13 + 2 3 1+2 3 4 2 

5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 2 3 + 3 3 2+3 5 9 3 

10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15 +16= 3 3 + 4 3 3+4 7 16 4 

13. ¿Los coeficientes del triángulo de Pascal • se pueden obtener al observar los siguientes 

números aneglad~s en columnas y en renglones? 

1 1 1 2' 1 
2 2 21 1-1 

1 1 
3 4 z. 1-2+1 

4 8 z 1-3-3-1 
1 2 1 
. 

1 3· 3 1 

.·. . . · ..... 1 1 4 

14. Encuentre el número que falta y escriba el término general de cada serie. 
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14. Encuentre el número que f'alta y escriba el ténnino general de cada serie. 

.. 2 5 11 14 17 

b. 2 4 6 8 12 

c. 2 7 12 17 22 12 

d. 3 1 4 2 5 6 

e. 1 4 9 25 49 64 

f' .. 2 4 8 16 64 128 

8· o 2 6 14 30 62 254 

h. 5 9 16 29 54 200 

Explique el procedimiento pua obtener los números f'altantes. 

15. Encuentre el pattón numérico en los siguientes isuaJdades; 

Escriba también el número que falta: 

lx2x3x4+1 o 52 2S 

2x3x4x5+1 =llxll2 6 112 121 

3x4x X 6 + 1 = 19 X 19 3 8 l~ 361 

4x5x6x_ + 1 = 4 2~ 

x6x7x8+1= 5 ll (29+_)2 _ 

16. Escriba por lo menos. dos lineas más. observando el pattón numérico. 

lx8+1=9 

12 X 8 + 2 = 98 

123 X 8 + 3 = 987 
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17. Vea las sumas de números consecutivos con el arreglo siguiente y estime si se pueden 

escribir más igualdades con el mismo pattón. 

1+2=3 

4+5+6=7+8 

9 + 10 + 11 +12 = 13 + 14 + 15 

18. Escribe la quinta y séptima linea sin escribir la cuarta y quinta linea. 

Ox9+8=8 

9x9+7=88 

98x9+6=888 

19. Observe Ja suma de Jos cuadrados de dos números consecutivos. 

Escriba que encuentta como pattón numérico. 

12 + 2 2 = 1 + 4 = 5 

-r + 32 = 4 + 9 = 13 

3 2 + 4 2 = 9 + 16 = 25 

4 2 +52 = 16+25 =41 

5 2 + 6 2 = 25 + 36 = 61 

20. Efectué la siguiente suma. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
F+F+F+~+~+F+~+~+~+~+"2"'"= 
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21. Observe la suma de los números en cada una de las igualdades. Escriba el patrón 

nwnérico escribiendo el décimo renglón en cada una de ellas, respectivamente. 

22. 

23. 

12 o + 1 = 1 = 12 

l+ 2 +l 22 1 + 3 =4 =22 

1 +2+ 3+2+1 32 3 + 6 =9 = 32 

1 +2 +3 + 4 + 3 + 2 + 1 42 6 + 10 = 16=42 

Calcule el enésimo ténnino y el resultado de la serie de diferencias. 

1 

2 

3 

2 
3 

2 
3 

2 
9 

2 
9 

4 
27 

2 
3 

(~)3 

Complete el siguiente cuadrado mjgico, tal que la suma en cada, renglón y diagonal es 

la misma (La suma es 1.5 ) 
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24. Observe las isualdades sipientes y escriba dos renslones sucesivos más. 

1 

2 

4 

8 

1 

(1) + 1 

( 1+2) +l 

( 1+2 +4) +l 

¿Hay algún patrón en estos números? 

25. Escriba el noveno renslón consecutivo derivado de las isualdades. 

13+ 2 3 

13 +23 + 33 

13 + 23 + 33 + 43 

I2 
(l+ 2)2 

( 1+2 + 3)2 

( 1+2 + 3 +4)2 

¿ Podría escribir una generalización para esta igualdades ? 

26. Observe el siguiente mreslo de números y analice si hay o no pautas para continuar 

fonnando columnas y renslones. 

3 5 7 9 11 

4 7 10 13 16 

5 9 13 17 21 

6 11 16 21 26 

7 13 14 25 31 

8 15 22 29 36 
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27. Pua cada una de )as siJP1ientes sucesiones de figuras y puntos; detennine un posible 

patrón y explique como Ja figura siauiente va de acuerdo a él. 

a) 

b) o cB::i dH3::i 

c) ~ ~ <"S7'SZ>-

d) 

~; 

F. • • ~: • • • • • • • • ~~ 
1 3 6 

• • . .. • • • 
• • 

e) 2 6 9 

• • 
• . • • 

• • . • 
f) 2 4 12 

• • • . . . . . . 
• • • 

g) s 12 
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28. Calc:ular la suma de los primeros n números naturales, siendo n par 

¿Cuál es el resultado de Ja swna. si n es impar? 

¿Es válida Ja fónnula si Ja progresión no inic:ia en Jos primeros valores? 

29. ¿Si p es primo entonc:es p divide a Ja suma 1 + 2 + ... + (p - 1). p • 2.? 

Efec:túe la suma y c:ompruebe la afinnac:ión. 

Si a,b,c EZ a / b (a divide a b), si 3 e 31 (existe e: tal que) b = c(a) 

30. Por dos puntos se puede dibujar una rec:ta. Si c:onsideramos n puntos 

¿ Cuátas lineas rec:tas se pueden dibujar ? 

31. Un reloj se atrasa una c:antidad distinta de tiempo en c:ada hora. no obstante se puede 

saber c:uanto se atrasa, si se sabe la hora en que empezó a func:ionar, esto es de 

ac:uerdo a las anotac:iones que se hic:ieron periódic:amente, se enc:ontró que en Ja 

primera hora se atrasó medio minuto, un c:uano de minuto, un oc:tavo de minuto, y así 

suc:esivamente. 

• ¿ Cuútos minutos se atrasará .en JO horas? 

• ¿ Cuútos minutos se atrasará en 24 horas? 

• ¿ Cuútos minutos se atrasará en 48 horas? 

• ¿ Cuútos minutos se atrasará en 72 horas? 

• ¿ Cuintos minutos se atrasará en una semana? 

• Si este reloj se atrasará en una hora un minuto, 30 segundos en Ja segunda hora, en la 

terc:era hora V. de minuto, en la c:uarta hora 118 de minuto, y así suc:esivamente. 

• ¿ Cuútos minutos se atrasará en 120 horas? 

• ¿ Cuintos minutos se atrasará en un mes? 
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32. Los sr••- de trlp de Seua 

La leyenda nos cuenta que el brahm6n Sessa. visir del rajá Check-Rama. fue 

el inventor de juesos del ajedrez. Su sobenno quedó tari maravillado que quiso 

manifestar su apadecimiento al ingeniero ministro con una recompensa excepcional. 

Al rogarle fijara él mismo su recompensa. Sessa pidió entonces un grano de trigo por 

la primera casilla del tablero de ajedrez. dos por la segunda. cuatro por la tercera. y 

asf sucesivmnente doblando siempre el número de granos hasta la casilla última que 

es el número 64. Según dice la leyenda. el rey ordenó que se diera satisfacción 

inmediata a un petición al parece tan modesta. Sin embarso. una vez realizados los 

cálculos conespondientes. quedó demostrado que todos los graneros del vasta 

imperio persa eran insuficientes para satisfacer la petición del brahmán. ¿Cómo se 

puede calcular el número de granos solicitados por el hombre que babia inventado al 

jueso del ajedrez?. 
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33. Supongamos una tonup viajando por wi camino a wia veloc:idad de 1 

kilómetro por hora. Al final de la primera hora. ha recorrido 1 kilómetro: al final de la 

siguiente media hora ha vi~ado 1 +1/2 kilómetros: al final del siguiente cuarto de 

hora, 1 +%kilómetros y asf sucesivamente. Sin que se detenp. ¿Al f"mal de 2 horas 

que distancia habri recorrido? 

34. Consttuyunos una máquina eléctrica que hace mover Wl puntero a lo largo de 

una barra. En la primera mitad de la unidad de tiempo. supongamos Y:. segundo. 

recorre la mitad de la barra. Entonces ·el pwitero se para y se recarga la máquina 

durante el mismo tiempo que ha estado en movimiento, es decir, Y:. segundo. Cuando 

se pone de nuevo en movimiento recorre ~ de la longitud de la barra en '-4 de 

segundo. Entonces se debe parar durante ~ de segundo para recargar antes de 

continuar. Posteriormente se mueve 1/8 de la longitud de la barra en 1/8 de segundo y 

para 1/8 de segundo para recargar, y asf sucesivunente. ¿Cuándo llegará el puntero al 

otto extremo de la barra? 
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v. Conjeturas 

Masan, Bunon y SbK:ey ( 1982) [ 9] seftalan que es muy imponante darse cuenta 

que la mayoria de conjeturas resultan ser f'alsas y en muchos casos las falsas son las más 

valiosas. Aconsejan que el trabajo matemático sea más adecuado. El hacer una 

generalización es hacer conjeturas. donde se tienen que hacer preguntas. valga la 

redundancia. que encaminen a hallar el resultado que muestre que la generalización es 

verdadera o refutar la idea. Antes se tiene que observar el modelo que fue elaborado para 

que de él se extraiga una ley. analogía o patrón. Masan et al (1982). proponen tres pasos 

para desarrollar la habilidad de encontrar conjeturas lo más posible plausibles: 

l. Tome de la costumbre de tratar las afirmaciones como conjeturas. Esto C8!11biará 

su perspectiva de la matemática como algo en lo que todo es cieno o f"also, a 

una matemática como disciplina en la que todo consiste en modificar y verificar 

hasta que se haya encontrado una justificación convincente. 

2. Tome la costumbre de comprobar las conjeturas tratando de refutarlas. tanto por 

lo menos como de buscar una justificación. 

3. Tome la costumbre de analizar críticamente (pero también positivamente) los 

razonamientos de otra persona. Esto reforzará su conciencia de la necesidad de 

COMPROBAR. porque resulta muy fácil pasar por alto los errores de una 

argumentación, especialmente si es suya propia. 
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V.1 (Conjetura) • Se puede -acular ~? 

El cilculo de ~ en decimales no se obtiene de inmediato. Pero si se 

puede dar 111111 solución geométrica trivial. El método consiste en construir un 

tri6ngulo rectángulo con catetos wütarios. A partir de esta construcción. por 

medio de medición. se pueden estimar más raíces colocando un cateto de medida 

una wlidad, de tal manera que la hipotenusa de uno sea la hipotenusa del 

siguiente y cada una sea el valor consecutivo de raíces cuadradas, a partir de ~, 

basta donde se quiera. (se fonnará una espiral arquimediana). 
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V.2 Encontrar la •uma de 109 prlmer09 númer09 enter09 

con11eeutlv-. 

(números ttiángulares) 

T 1 =_o 

o o 

000 

0000 

Conjetura: 

V.3 (a+ b)2 -

ü 
b 

~ T 
a+b 

.: •·l! 

a b 1 
J--- a+b-----1 

Observe la sisuiente 
figura: 

2T1 =o. 1(2) 

2T2 =o •• 2(3) 
oo• 

2T3= o••• 3(4) 
oo•• 

ooo• 

2T4 = o ••• •, 4(S) 
oo••• 
ooo•• 

0000• 

2Tn = n(n + 1). 

Tn=l+2+3+ ... +n= __ _ 

Calculando el área de los cuadrados. 

los rectángulos y sumando . 

Conjetura: Cuadrado de una suma (a+b) = a 2 + 2ab +b2 
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IV. 4 (a-b)z -

b(a-b) b 2 

T 
(a-b» b(•-b> •-b 

.__ __ ..______, J_ 

~~ 
J-- a Conjetura: Cuadrado de una diferencia (a-b)2= 

V. 5 (a + b)(a - b) -

Consttu e base a + b y altura a - b avase el rectin01 ••od 

1 b 

T 
a-b 

J_ 

i . 
' 

• i b 

T 
a-b 

1 
1 a+b 

Conjetura: (a+ b) (a - b) = a2 
- b 2 
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Si .. recortarnos .. y recomodarnos 
en la siguiente forma. 

observamos que el área del 
rectángulo es 1 a 2 - b2 1 

4- - - -

V.6 a (b +e)-

Tl-----r.:l 
1~ 

f---- b + e ---f 

' ' : ; 
.-;--

- - - ..! l 

Conjetura 

a (b+c) = ab + ac 

100 



v. 7 ... b<(• + b)2 

• b 

b 

-T 
• •-+b 

bl 
b • f.- •+b 

v.a (X+l)X-

(modelo geometrrico de la expresión algebraica) (X + l) X 

A1 =X2 =X: X 

A2=X= l·X 

A3=X=X·l 

A.a=l·I 

(X+ l)X = Ao = A1 + A2 = X 2 +X 
X X 

xD 

.o 

l l .... _ __, 
Conjetura: (X + 1) X = X 2 + X 

X 

IOI 

1 

1 
1 
¡ 
¡ 

1 

1 
! 
l 
~ 

~ 
3 
X 
~1 



V.9 La auna• de 5 número. consecutivo• 

cu•leaqulera - un múltiplo de 5. 

5K = K + K + K + K + K 

k 
K- 1 

K 

K+ 1 

~------... --... ··~···-¡··········¡ 
' K+2 ._ _______ ...._ _ _._ ___ .J. .......... ! 

Cortjetura: (K-2)+(K-l)+(K)+(K+l)+(K+2)=5K 
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VII. Dificultades para las apllcaclones del razonamiento Inductivo y la vlsuallzllclón 

La prueba visual no es satisfac;:toria. no obstante. nos pennite retener la idea que 

tenemos que demostrar. Existe la nec::esidad de probar su verac::idad fonnalmente. que 

motivan en busc::ar el resultado c::orrec::to por medio de deduc::c::iones. Mientras la intuic::ión se 

va desarrollando • través de fonnar imágenes de los c;:onc;:eptos apropiados que dan una 

primera aproximac::ión. La representac::ión nos infonna globalmente. pero no c::uenta por 

c::ompleto la validez de afinnación. 

Al estar generalizando. en los que intervienen medios auxiliares. c;:omo la 

visualizac::ión y el razonamiento induc;:tivo se tendrá que tener atenc;:ión en los proc::edimientos 

y selecc::iones que se usan. reuniendo las c;:arac::teristic::as esenc::iales para que despienen el 

desarrollo del c::onc::epto. si son. demasiado espcc;:ific;:os la generalizac;:ión resultará errónea. En 

el modelo geométric;:o es demasiado laborioso. se trabajará c::on él mientras se nos fac::ilite. 

pero si resultara complicado hará que se abandone ese c;:amino. se menc::ionará 

adic::ionalmente que solo se trabaja c;:on valores enteros sin soluc::iones negativas y no tiene 

sentido las igualdades c;:on cero. 

En las series infinitas se dan c;:asos c::omo el que se presenta a c;:ontinuac::ión. 

~-· 
S=1+2+4+ ... + ... 

s = 1+2(1+2 + 4 + 8 + ... + ) 1 + 2S de donde 

s = • 1 Que resulta una contradic::c::ión 
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La• rea1-es delimitadas por rectas y punt-

Se exmnina ahora el método inductivo en donde se puede utilizar para resolver el problema 
siguiente: ¿cuál es el número máximo de resiones que se pueden delimitar dentro de 
una circunferencia uniendo mediante las lineas rectas posibles puntos situados sobre esa 
circunferencia? (Véase la figura). 

o 1 PUNTO: 1 REGION 0 2 PUNTOS: 2 REGIONES 

©. 
3 PUNTOS: 4 REGIONES 4 PUNTOS: 8 REGIONES 

S PUNTOS: 18 REGIONES 6 PUNTOS: 31 REGIONES 
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,, ,, 

El número de regiones cs .. asoc;iado con el número de puntos. 
Si la rcsuJaridad es cierta. se intuye que se obtendrán 16 regiones 
al poner 5 puntos en la circunferencia. 

Verifiquemos esta hipótesis: 

5 puntos: 16 regiones (véanse las fisuras anteriores). 

Hemos generalizado por medio de observar c:asos particulares. 
En la siguiente tabla se puede apreciar algunos valores encontrados. 

Puntos Regiones Notación en base 2 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 

1 2º 

} 2 2• 
4 22 Verificación empírica 
8 23 
16 24 

32 25 } 64 26 Supuesto intuitivo 
128 27 

Para dar una prueba formal, se debería demostrar este patrón 
encontrado por la intuición. 

Antes tracemos el dibujo para el caso de 6 puntos; 

6 puntos: 31 regiones 

(véanse al principio las figuras). 
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Nos encontramos con una gran sorpresa: se ha perdido una región y no 

se la puede encontrar por pane alguna. Indaguemos ahora lo que ocurre con 7 

puntos. La sorpresa no es menor al observar que hallamos 57 regiones en lugar 

de las 64 que esperábamos. Nos hemos aJTCbatado. pues. al suponer que 

existía una ley, al escribir 32, y luego 64, como continuación de 1, 2. 4, 8, 16. 

nos hemos sentido influenciados por la resuJaridad de esta serie. Pero no 

hemos tenido en cuenta el .. fenómeno"" estudiado. No nos hemos interesado 

por lo que ocurre. geométricamente hablando. cuando se allade un punto y se 

le une a los demás puntos existentes. 

Este ejemplo muestra que las conclusiones extraidas de un 

r~namiento por inducción pueden no ser correctas. En la prueba empírica se 

pueden comprender algunos hechos que son observados que se basan en 

analogías y que se verifica en nuevos casos particulares. aunque estos nunca 

producirán la ceneza de validez formal. 
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VID. Ejemplos de apllcaclones 

ÁREA BA.JO LA GRÁFICA DE UNA PARÁBOLA 

El mea bajo la parábola y = x 2 entre los valores de X = o y X = 1. 

Se trata del mea mercada con líneas diasonales. 

o 

Para c:alcular esta área usaremos el lhunado método de integración. 
de lo que se trata es de aproximar el lirea bajo 1 a 
parábola por la suma de las áreas de rec:tilngulos inscritos. Para ello, partimos el 
intervalo (O, J] en n partes iguales calcularnos las área de los rectángulos. 

o 1 2 3 4 5 6 
-6- -6- 6'"""" -6- -6- 1 = -6-
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con base en esas n partes iguales de rectánsulos inscritos. 

Se calcula para el caso panicular cuando n = 6. 

~ · c~r +~ • c~r +~. {¡)' +~ • c~r +~ • c~r = 

= ...!... • [1 +2 2 +32 +4 2 +s2 ]= ~ 
6 3 216 

En el caso general con n arbitario, la suma de las mas de los rectánsuJos inscritos es: 

n 

1 ( 2 ') = ;;> 1 +2 +-··+(n -1) 

En la suma del cuadrados se demuestra que: 

1 + 2 '+-··+(n - I)' = (n -1XnX2n -1) 
6 

Por lo tanto, la suma de las áreas de los rectángulos inscritos es: 

(n - 1)<n>{2n - 1) 

6n' 

2n 3 -3n 2 +n 

6n' 

1 1 1 
=---+--

3 2n 6n' 

A medida que n aumenta, los dos últimos sumandos de esta expresión se hacen 

pequeftos, de manera que podremos decir que cuando n tiende a .. infinito" esta expresión 

tiende a .!. . (Notación de integral r' :r 2dx = ! ) 
3 Jo 3 

Se ha calculado el área bajo la parábola y = x 2 

en el intervalo [ O, I ] es igual a un 
3 
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1 
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2. Intereses y anualidades (Z4) 

¿ Qué capital se fonnari al cabo de 10 aftos. dando abonos 

anuales de SI 000.00 y aplicando una tasa del 8% anual ? 

Con los datos numéricos vamos a aplicar en la 

fónnula general obteniendo: 

e= 1000(t.08)[1.º
810 

-
1

] 
0.08 

para encontrar el valor de (l.08)10 vunos a calcular por pasos 

se recurre a los logaritmos y se encuentra: 

(1.08) 10 = 2.1.58925 

por tanto: 

C = l.08..J 2 ·
158925

-l] = 15645.49 ¡_ 0.08 

Si se calculara por medio de las tablas o calculadora científica con de logaritmos seria 

así: 

y = (1.08)10
0 sea: log(y) = lO(logl .08) 

y puesto que dan como valor de log 1.08 = 0.033424. 

el logaritmo de (y ) será: 

log (y) = 0.33424 y por tanto, y = 2.15898; 

por lo que si a este valor, de acuerdo con la fónnula. se le resta la unidad nos dará uno 

aproximado al anterior, o sea: 1. 15898. 

Por tanto, el monto fonnado es: 

Y la suma de abonos entregada: 

Lo cual da para suma de intereses: 
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Con Jos elementos de cálculo seftalados se resuelven problemas de constitución 

de capitales a interés compuesto. Esta operación se lleva a cabo depositando abonos 

anuales dunnte el número de dos en que se convensa que va a ser Ja operación; los 

abonos se depositan al principio de cada do. Por tanto. 

El primer depósito produce intereses durante (n) dos. 

El sesundo durante (n-1) aftos. 

(JOaí\os) 

[ 9 aí\os) 

[ 8 aí\os] El tercero durante (n - 2) ailos. 

Y asj sucesivamente. Ahora bien. llamando al abono anual (A). tendremos: 

EJ primer abono será de 

El sesundo de 

El tercero de 

El último de 

A(l + i)º; [$ 2 JS8.92]'f'rin-i.t-

A( 1 + i)0
"

1
; [$ J 999.00) 

A(J + i)0
º
2

' [$ 1 850.93] "-3•-=""°=-1--

A(I + i); 

décimo ailo 
{s J oso.ooJ -__._

S J S 64S.49 

y. el monto constituido será Ja suma de todos los abonos más Jos intereses devengados; 

así pues: C = capital constituido 

C =A((I + i) + (I+ i)2 + (J + i)3 + ··· + (1 + i)1º] = JS64S.49 

teniendo en cuenta que el sesundo miembro de Ja igualdad resulto de sacar como factor 

común a (A); pero se observa que Ja suma de las cantidades que multiplican a (A) es 

una progresión geométrica de (n) ténninos. cuyo primer ténnino es ( J + i) y la razón es 

también ( J + í). Entonces el sesundo es el producto de (A) por la suma de Jos términos 

de la progresión y resultará 

C = A(I + ;{ (J + 1· - I ]= 1000(1.08{ (l.O~~;- I ]= 1S645.49 
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CONCLUSIÓN 

Se plantea que el crabajo matemático requiere de diversos aspectos como la 

motivación, elaboración de modelos, desarrollo de habilidades y destrezas en el 

estudiante, hacer antiisis y trasferencia del conocimiento en ellos, para que puedan 

resolver problemas y sean capaces de transmitir lo aprendido con mayor claridad. Otro 

aspecto en que Jopen hacer sus primeras demostraciones que puedan ser empíricas o 

demostraciones por lo menos aceptables para emprender una demostración formal. En Jos 

ejemplos presentados que tienen una carga visual del contenido, asf como los análisis de 

procedimientos en la inducción en matemiticas con números enteros y alsunas fracciones 

con progresiones y series para hacer generalizaciones que le permitan al estudiante 

conocer algunos resultados para usar y resolver problemas. 

En el aspecto de la demostración formal es empezar a validar los resultados la cual 

definen Jos especialistas a la Demostración en Matemáticas como una argumentación 

deductiva en base a leyes de inferencia. y en Ja que partiendo de proposiciones generales 

de ésta (aceptados como verdaderas) se infiere, mediante este proceso, una proposición 

distinta. La demostración está interesada "no simplemente con la presentación t"ormal 

de argumentos. sino con la propia actividad del estudiante para llegar a la convicción, 

para hacer verificación, y para comunicar convicciones acerca de los resultados a otros" 

(Bell. 1978, p.48). En la última década o más. ha habido un creciente cambio de énfasis 

de la enseftanza de la fonna de la prueba para alentar o fomentar el proceso • incluyendo 

las etapas tempranas de ensamble de información especialización, generalización. y para 
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hacer y probar conjeturas. Mason. Burton y Stancey ( 1982) desarrollaron una propuesta 

para resolver problemas en la cual los estudiantes construyen la confianza a través de 

crecientes niveles de convicción en una conjetura que han fonnado: 

• Convencerse a él mismo 

• Convencer a un anfüio 

• Convencer a un enemigo 

La primera de éstas requiere que el estudiante seilale una conjetura en una manera 

que le parezca a él que es verdad. la segunda requiere que sea articulada en una manera la 

cual puede ser transmitida significativamente a algún otro; y la tercera requiere que el 

argumento sea aclarado y organizado en una manera que satisfará al más significativo de 

los críticos. No obstante. esta secuencia de eventos para o tennina en lo que muchos 

matemáticos profesionales dan a entender por prueba la deducción lógica de teorema 

desde definiciones de conceptos cuidadosamente fonnulados[9]. 

Hanna [8] dice que una prueba que se usa en el salón de clases deberá ser bien 

estructurada. y casi cualquier prueba puede ser previsiblemente reestructurada para 

hacerla más enseilable. Incluso las pruebas difieren enormemente en su poder de 

explicación inherente. En artículo previos (Hanna 1989; 1990) señaló que es útil distinguir 

entre las pruebas que prueban y las pruebas que explican. 
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Una prueba que prueba.muestra que un teorema es verdad. Una prueba que explica 

dice lo que está bien. pero la evidencia que presenta se deriva desde el propio f"enómeno 

(Steiner, 1978). Esta distinción ha sido expresada en dif"erentes maneras por muchos otros 

y data desde el siglo XVIII dada por el matemático Clairaut (Barbio, 1988). 

Se da repetidamente el ejemplo más natural para observar hacia dif"erentes maneras 

de probar que la suma los primeros enteros o positivos. S(n). es igual a n(n + 1)/2. Como 

se sabe. éste teorema puede ser probado Cácilmente por inducción matemática. Tal prueba 

tiene poco valor exoiicatorio, sin embargo. Demuestra que el teorema es verdad. pero no 

le da al estudiante indicio de por qué es verdad. 

Una prueba que explica. por otro lado, puede mostrar por qué el teorema es verdad 

basándose por sí mismo en la simetría de dos representaciones de esa suma, de la 

siguiente manera: 

Otras pruebas explicativas de éste teorema se pueden basar en la representación 

geométrica de los primeros enteros o por un triángulo isósceles derecho o por un área en 

founa de escalera. 

Se ha visto que incluso los matemáticos más experimentados prefieren una prueba 

que explique. Para los prof"esores lo más importante es tomar todo el tiempo para 

investigar aquellas pruebas las cuales promueven mejor la comprensión. Tal prueba es 

mucho más probable que proporcione no sólo ••ese conocimiento'". sino también .. por qué 

el conocimiento". Argumenta Hanna [8] que no hay garantía de que cada teorema que nos 

gustaría usar tendrá una prueba que explique. Pero permita reservarnos pruebas por 

inducción matemática. a otras pruebas las cuales son no-explicatorias. para aquellas 
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situaciones limitadas en las cuales simplemente no podemos encontrar una prueba .. que 

nos baaa mis prudentes ... 

Continúa explicando, que mostrando una prueba buena, sin embargo, no sólo debe 

ser correcta y explicatoria, sino que también debe tomar en cuenta, especialmente en su 

nivel de detalle, el contexto del salón de clases y la experiencia de los estudiantes. El 

propósito es buscar la comprensión y enfatizar algunos puntos expensas de otros, e incluso 

puede ser apropiado dejar a alguien independiente cuando eso se puede hacer sin pérdida 

de inteiJrldad. ••La idea básica del principio-guia es que los problemas son interpretados 

dentro de una estructura de relaciones esquemáticas que tienen asociados procedimientos 

que permiten operar sobre la estructura" [IS]. Se han colocado ideas relacionadas 

convincentemente por Blum y Kirsch ( 1991) en su artículo para "hacer matemáticas en un 

nivel preformal'', así como también por Wittmann y Müller (1988) para apoyar el 

concepto del Ulllaltlichanschaulicher Beweis, en el cual la demostración hace uso del 

significado de los términos empleados en lugar de apoyarse en métodos abstractos. 

También hay que tomar en cuenta la parte de lógica que está inmersa en las 

pruebas, como el Modus Tollens entre los métodos, las proposiciones del tipo Pn y Pn +I 

para la inducción matemática. Se enfatiza nuevamente que los estudiantes recurran a la 

visualización o a pruebas empíricas para poder validar resultados y poco a poco vean la 

autoridad de presentar una prueba Hanna [8] opina que uno de los propósitos 

1 
relacionados con la demostración "es aumentar su papel en el salón de clases encontrando 

r 
maneras más efectivas para usarla como vehículo para promover la comprensión en 

matemáticas". 
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El autor de este trabajo propone que haya pruebas en el salón de clases que 

pudieran ser empíricas o semiempiricas que se llamaran .. pruebas débiles.. para la 

fonnación inicial del estudiante. 

Como temas para investigar se proponen: 

1.- Hacer distinción entre paradojas y contradicciones. 

2.- Contradicciones y contraejemplos. 

3.- Contraejemplos y generalizaciones. 

4.- Conjeturas y Pruebas (Directa e Indirecta) 

5.- Métodos Analiticos y Sintéticos. 

6.- Verificación y Validación. 

7.- La existencia, no existencia y unicidad. 

8.- La inducción y la deducción 
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