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INTRODUCCION

La teoria de foliaciones, aunque nacida en el Ambito de los sistemas dinamicos,
resulta ya dificil catalogarla dentro de un idrea especifica de las matematicas.

Ya sea por requerir el uso de herramientas diversas para resolver sus problemas,
o por el simple pretexto de utilizar las matematicas mads ricas, bellas y novedosas,
las foliaciones han aglutinado dreas como la geometria diferencial, la geometria
¥ topologia algebrdicas, los sistemas dinamicos y la teoria de singularidades, por

mencionar algunas, dando como resultado una fuente de matematicas de la mejor
calidad.

En esta tesis estudiaremos algunos temas relativos a la geometria de foliaciones
sobre variedades diferenciables reales. Una foliacién § sobre una variedad diferen-
ciable M es, a grandes rasgos, su descomposicién en variedades inmersas de una
dimensién fija llamadas hojas o variedades integrales. Sin embargo se pueden pre-
sentar conjuntos donde dicha descomposicién no se da, o donde las hojas tienen
alguna propiedad especial, por ejemplo la presencia de una hoja compacta. Estos
conjuntos singulares son el objeto de estudio de la teoria de foliaciones. Se busca,
por ejemplo, entender el comportamiento de las hojas cercanas a una singularidad
y obtener informacién con la cual poder aspirar a removerla.

El problema que trataremos aqui es el siguiente: ;Bajo que condiciones una
variedad diferenciable acepta una foliacién sin singularidades? Localmente, la res-
puesta la da el Teorema de Frobenius, al que podemos considerar como una gene-
ralizacién del teorema de existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales.

El principal objetivo de esta tesis es dar una respuesta a la pregunta formulada
arriba pero desde el punto de vista global. Para ello nos basaremos en el trabajo de
Raoul Bott realizado al inicio de los afios '70. Con éste resultado, conocido como

el Teoremna de anulamiento de Bott, se da una obstruccién topolégica en M para
aceptar alguna foliacién no singular.

El desarrollo de herramienta geométrica y algebrdica necesaria para la demostra-
cién del teorema, la desarrollaremos a 1o largo de toda la tesis. En el capitulo i,
daremos los fundamentos de la teoria de formas diferenciales. El capitulo II se
enfoca al desarrollo de la teoria de gavillas y se prueba el teorema de de Rham
usando cohomologia de gavillas. Este teorema nos da la pauta para poder usar la
cohomologia de de Rham y pretender obtener informacién topolégica de la variedad
(lo cual es fundamental, pues eso precisamente es el objetivo final de esta tesis).

Probar el teorema de de Rham usando gavillas pareciera ser innecesario para
nuestros requerimientos, sin embargo, ya que el estudio de foliaciones singulares
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i . INTRODUCCION

demanda el uso de gavillas, se les ha incluido como parte sustancial de esta tesis,
con la presepectiva de seguir estudiando en esa direccién.

El capitulo III se enfoca hacia una introduccién geométrica a la teoria de folia-
ciones y el IV es una traduccién de éstas ideas a un terreno méds abstracto: el de
haces vectoriales integrables, en el cual el teorema de Bott tiene sentido. Aqui se
usardn clases caracteristicas en la cchomologia de de Rham, contrufdas en base al
haz normal a J. La integrabilidad del haz tangente a F se traduce en el anulamiento
de las clases de Pontryagin del haz normal, a partir del doble de la codimensién de
1a foliacién.

Agradecimientos.

Este trabajo es el resultado de la formacién y ayuda que me brindaron varias
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CAPIiTULO 1

FORMAS DIFERENCIALES

En este capitulo introduciremos las nociones basicas de formas diferenciales,
herramienta que se utilizard en el resto de la tesis. Desarrollaremos dicha teoria para
€l caso de variedades diferenciales de clase C* (en general supondremos r = oo)
Las referencias para esta parte son: [Wal, [Ma] y [Sp]

1. Algebra Tensorial
Consideremos V3, ...,V espacios vectoriales sobre R. A partir de ellos podemos
construir varios objetos relativos al dlgebra lineal:

1.1 Ejemplo. El producto de p espacios vectoriales Vi

x --- % V, es un espacio
vectorial con las operaciones de suma y producto por escalar definidos entrada a
entrada.

.2 Ejemplo. Dado V, el conjunto V" de las funciones lineales V — R con las
operaciones usuales entre funciones es un espacio vectorial

1.3 Definicién. Sean A, B son mdédulos sobre un dominio entero XK y sea

F(A x B) el médulo libre generado por A x B. Se define el producto tensorial
de A y B como el cociente:

F(Ax B
A®B._—-———'((Ax8))
donde J(A x B) C F(A x B) es el ideal generado por elementos de la forma
(a, b + b3) — (a,b1) — (a,b2)
(@1 + az,b) — (a1, ) — (a2,b)
(Aa,b) — A(a,b)
(a, Ab) — A(a,b) Ae K

Si F(A x B) - A ® B es la aplicacién cociente, cada pareja (a,d) define una clase
a® b := n(a,b) en el producto tensorial.

Si V‘, Vz aorn eapacm vectoriales sobre R, su producto tensorial V" @ V" es
posible i 10 con el

io de las aplicaciones bilineales (V3 x V2) — R,
gracias a la propiedad é al del producto ial (ver [La}).
Similarmente, producto tenaorial de p espumos vecwnalen VI"®---®Vy podemos
id ificarlo con el io de las funci P
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2 CAPITULO I. FORMAS DIFERENCIALES
1.4 Proposicién. Sidim V; = n; < 0o, entonces dim @” V;* = ninz ---np.

Prueba. {Ma], TIL.1, p.124

Para nosotros seri necesario considerar solamente el caso V; = V,i = 1,... ,p.
A los elementos de ®” V* los lamaremos funciones p-lineales o p-tensores en V.

1.5 Definicion. Si f es un p tensor y g es un g¢-tensor se define su producto
tensorial f ® g, que es un p + g tensor dado por:

f@g(vr, .. ,up,wir,... ,wq) = f(vn,...,vp)g(wr,... ,wq)

para toda p-ada (v1,... ,vp), ¥ toda g-ada (w,, ... ,wg).
Las siguientes propiedades se heredan del producto en R:

A/ +ufz)@g9=A @9)+u(fa@g)
S @ (Ag1 + pg2) = AMf @ q1) +u(f ® g2)
(fegh=FfR(gDh)

Notemos que en general ® no es conmutativo.

1.6 Definicién. Definimos ®° V" = R. La suma directa a2 ®P Ve junto
con el producto ® es una R-aAlgebra graduada llamada digebra tensorial asociada
avVv®.

1.7 Proposicién. Sea {e),... ,e,} base de V y {¢*,...,¢"} la base dual, en-
tonces B={¢p" @ ---@¢ |je=1,...,n; k=1,...,p} es base de @ V'*.

Prueba. Como la cardinalidad de B es igual a dim @P V", basta verificar la
independencia lineal:

» aj,,,___j,dﬁ‘ & .-+ @ ¢¥r = 0, en particular 0 = Sleg, .. ,8,) =
coleccién de indices é1,... ,ip. O

2. Algebra Exterior

2.1 Definicién. Consideremos S, el grupo de permutaciénes de p elementos.
Una permutacién o € &, puede actuar en los elementos f € @ V'~ intercambiando
el orden de las entradas de (vi,...,vp):

of(vi,.-. ,vp) = f(Vo(1)s - 1 Vo(p)
Se dird que

J es simétricasiof = f.
J es antisimétrica o alternantesi of =&,f para toda o € S,
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{ +I~si o es par
Eoa = . .
~1 si o es impar
recordar que o es par (impar) si es producto de un nimero par (impar) de trans-
posiciones, entonces f es alternante si y sélo si

f(wn, ...

SViy e 3 Ujyeee 2 Up) = —F(V1,00. 4 U500 ¥4, ... ,Vp)
Se verifica inmediatamente que la suma de das funciones alternantes es alternante.

El producto por escalar de una funcién alternante es alternante y forman un sub-
espacio vectorial de @F V~.

2.2 Definicién. En @” V* definimos el operador lineal A,:

ANy =5 3 eoof

€6,

llamado alternador. Observemos que si 7 € 6,, entonces -rA,,(]) = e, Ap(f), €8
decir, el operador A, hace alternante a cualquier f € @* Vv~

2.3 Definicién. El espacio vectorial de las funciones p-lineales alternantes lo
denotaremos APV*. Si f e @° V"~ y g € @° V* definimos

.
fAg=Ap(fo@a)e NV

denominado producto ezterior o producto ‘wedge’. La suma directa /\'ENV'

junto con el producto A es una R-ilgebra graduada no conmutativa denominada
digebra exterior asociada a V*.

Observemos que las propiedades (1.5) se isf automati para el
producto A.
2.4 Observacién. Si ¢1,... , @, son k funciones lineales y (v;,... ,usx) € V1 x
«-- x Vi, se tiene la siguiente identidad:
¢1§01§ ¢1EU23 oo n{uk)
1 |P2(v1) @2(v2) ... a(wa)
(D A--~A¢.)(u1,...,ug)=—' . : A .
Pp(v1) Pplva) ... olva)

El cédlculo se encuentra en [Ma], II1.2.
2.5 Observacién. Si ¢, ¥ son funciones lineales, entonces

DAYy =—pAQ
GdAG =0
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lo que se verifica inmediatamente utilizando (2.4).

2.6 Observacién. Sig¢g; € V", (i=1,...,p), entonces

ayPrA---App = ﬂtz,eesad’a(n@"'@‘ba(p)

b) o) A Adoipy =EcP1 A Ndp

) Sigi,...,Pp,¥1,...,¥q € V* entonces
(@DIA--Adp) AW A AYg) = ()PP A - AP AN (1 A - A dyp)

Prueba. (a) y (b) se verifican directamente usando (2.4) y las propiedades de los
determinantes, (c) se sigue de los anteriores.

2.7 Observacién. Como B = {¢'" @ --- @ ¢/» | jp = 1,...,n} genera a
@R’ V" y A°V* es subespacio de ®” V* es claro que B es un conjunto generador,
sin embargo debldo a la anticonmutatividad de A hay clementos en B que son
1 P Por ejemplo, en AV*,
PP AP AG = ' A3 AP
o bien S*APAPI=0Ag =0
Para evitar esto, se toman elementos de B en orden estrictamente creciente. Por
ejemplo, si dim V*° = 4, una base para /\’V' seria:
{'ADP AL B ADPAGY; AP A DY ¢ AD® A )
2.8 Proposicién. Si {¢',... ,¢"} es base de V=, entonces
E={er=¢"A---A@" |1<ii<:--<ip <n}

es base de A’V*, y ademds dim APV* = (})

Prueba. Veremos que £ genera:

Ses f una funcién alternante. En particular f € @V~
f = iy fire i@ @ --- @ @ donde fi,,.. ., = fley,...,€,) y como f

es alternante, fi_(,,.....éc(py = o Sir....,ip- Si ademas tomamos en cuenta (2.6.a) y
aplicamos A,(f) = f se llega a que

J= Z: fir ip @ Ao - A B

1o iy
Eesli \! independiente:

Sea 32, i, Airee ip @ Ao - A ¢ = 0. Aplicando (2.6.a) tenemos

¥ (1.7) garantiza que

1
Ady oo bp o Z EpdirM @--- @I =0
Py

$10ee obp

Como ¢ ®---@¢» ,1 < i < -- - < ip £ n, son linealmente independientes entonces
A,

La manpera de contruir £ es tomar elementos de B que no se repxt,an en cada
secuencia ¢j, es decir, se toman combi iones de p el os
de n, de esta forma |E] = (:) ]

>s de un total
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d 24, tivor

2.9 Corolario. E! producto A es un producto grad:
fAag=(-1rgase Nve
para cualesquicra f € APV, ge NV~
Prueba. De (2.6) se sigue que ¢r A ¢y = (—1)P2¢; A dr.
ar, by tales que, f =3 arpry g =3 bsds y

arby(¢r A ds) = (—1)"bsar(bs A &r)

Como £ es base existen

sumando sobre 7, J obtenemos

S arbser Ads) =(— 1)"25.101((0.1/\4’1) Do

2.10 Observacién. Sea T": V — IV transformacién lineal entre espacios vec-
toriales. Se induce la transformacién T7°: W* — V= tal que f:> foT € V" que se
extiende a nivel de las Algebras exteriores:

Arw_ Apv_
g +—T"g
2.11 Definicién. Sea T : V — W lineal y g una funcién p-lineal en APW*,
entonces T""g es una funcién p-lineal en APV *:
Tg(vy,...,vp) = g(Tvi,... ,Tvp)

T*g es conocida como el "puliback” de g hacia APV ~.

8. Formas Diferenciales

A i ién d os algunas nociones sobre variedades diferenciales con el
fin de establecer la notacién que utilizaremos en adelante.

Congsideremos una vm-iedad diferenciable Af de dimensién n y sea 2 un atias

o sist de ccor das 1 ] de M. Si (U ¢) es una carta en 2 ¢
(Z1,... +Zn)- Las funciones x;: U — R, son 1
de ¢. Las coordenadas de g € M relativas a (U, ¢) son (a:; (@y-e- ,z,.(q)) € R".

Una funcién f definida en un abierto V de M se dird que es diferenciable en
€ V si existe una carta (U,¢) € A y una vecindad W de g tal que g € W C

q
UnV # @, donde la funcién
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foop lip(W) - R
es diferenciable en ¢(g) € R™. El conjunto de funciones diferenciables definidas en
V se denotard por C°°(V).

En términos de una carta (U, ¢}, se define la derivada de f en g
Df(q) = D(f o™ ) (&(D)

¥ las derivadas parciales de f son entonces:

df . _ Ofog~h)
5L (0 = 2522 s

donde (u;,... ,u,) son las coordenadas usuales en R™. Se prueba que la derivada
de f es independiente de la carta en torno a g que se elija.

M tiene asociado en cada punto ¢ su eapacio tangente T,M . Dada una carta
(U, @) podemos considerar a T,,M como el espacio vectorial generado por los oper-
adores lineales:

{&. 2}
Bx, g’ -

que actian sobre el conjunto de las funciones C°® definidas en torno a ¢ € M

Se prueba que {3%?";}:;1 son linealmente independientes y forman una base para

T, M.

La diferencial de f en g es una aplicacién lineal en (T,M)* que se define:
(@f)e(v) =v(f) v ET,M

Al aplicar (df), al elemento bisico £;|, € T,M, obtenemos (df)q (£:],) = #L(a).
En particular para la funcién coordenada z;,

), (|,) = Etar =5

por lo que {(d.'n)q, ey (d::,.)q} es la base dual de {'é’z_,,q}:;x' es decir, es base de
(ToL)~.

El espacio vectorial AP(T,M )" se define como en (2.3} y todos los resultados de
§2 son vilidos para este caso. Es de particular importancia la siguiente

3.2 Proposicién. Si {(dz1),,-..,(dz,)_.) es la base de (T:MM)", entonces

B={dz; =dzi A --Adzy, |1 < i1 <--- <ip<n)

es base de AP(T3M)*, cuya dimensidn es (})
Prueba. Se sigue directamente de (2.8)
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3.3 Definicién. A (Z:M)" representa la suma directa de los espacios vectori-
ales:

R, (ToM)", N (M), N @M,

¥ tenemos una R-dlgebra graduada en cada punto z € Af llamada digebra exzterior
asociada a p € M.

3.4 Definicién. La unién ajena
INTar = | | N@=m)
zeM

es el haz vectorial cotangente de ovrden p sobre M.

Si p = 1 tendremos el haz cotangente TAM =. En el capitulo IV formalizaremos
la definicién de haz vectorial, donde veremos que un haz vectorial tiene estructura
de variedad diferenciable. Bajo esta consideracidén, tiene sentido hacer la siguiente

3.5 Definicién. Una forma diferencial de orden p o p-forma de clase C"
definida en un abierto U € M es una aplicacién

w:U— | A@:n)"
zeU
x —r wr =w(x) € /\’(Tghl)‘
de clase C7, es decir, una p-forma es la asignacién de una funcién p-lineal 7. A1 x

c«+x TeyM — R acada punto £ € U. El conjunto de las p-formas en U se denotard
por QP(U). En adelante trataremos solo el caso sugve (r = oo).

3.8 Definicién. Sean w, 8 dos p-forrnasen U C M y k € R, sc define:

(w +8) =w, + 6z
(kw) = k{z)ws

para todo punto x € U y con ello QP(U) ticne estructura de R-espacio vectorial.

Si f € C°(U) podemos definir el producto
Jfw = f(z)w=

para todo punto z € U. Con ello, () es un C=(U)-médulo.
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3.7 Definicié Simil. ,Biw € NPU) v 6 € QI(U), definimos su pro-
ducto exterior

FORMAS DIFERENCIALES

(WAB) =wzNO2 para todo punto x € U

S.l Oblerv-cién. Sean w!, w? p-formas y §',
800 ©C 1

6? g-formas. Las siguientes
de los resultados de la seccién anterior:
WA= (—1)P9 Nw
wAw=0
(W H+w)AG=w A+ P A
WA +03)=wA +wnd?

@ Observacién. Una p-forma w, puede escribirse en términos de coordenadas
locales como una combinacién lineal

w = za,dz:,

para algunas funciones suaves as = ay,,... i, ¥ para algunos dx; € B.

Prueba. Como NIP(U) es C°(U)-médulo y {dzs(z)}s es base de AP (T M)~ para

todo *x € U, entonces ws; = >_a;{z)drs(z). De (3.6) y (3.7) se concluye que
w=3ardz;. O

3.10 Proposicién. Sean w',... ,w” I1-formas y Xi,...,X, € X(U) campos
vectoriales definidos ens U, ent

@ A ALK @) Xpla)) = o det W (X @)

Prueba. Como X 1(z),... , Xp(z) € T2M y (W A AwP)x € N(T-M)* el
resultado (2.4) se aplica. O

Se obtiene el siguiente

3.11 Corolario. Siw =

> asdxsr y Xi,...,X, son campos vectoriales en-
tonces,

WXayooo  Xp) = 25 3 ar et ldzr (X,)]
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Fl operador derivada exterior.

En (3.1) se definié (df)a, la diferencial de f en z, y se le concibié como un

elemento en (T=M)". Alter e se p interpretar la diferencial como un
operador

=) = 0P -Lal(w)
J — dfs z €U

de esta manera (df). es la imagen de f bajo el operador d que acabamos de definir.
Es ficil verificar la igualdad:

& = 2 2L| azy
donde {dz;(z),... ,dza(z)} es 1a base de (T>M)".
De (3.9) podemos deducir el siguiente

3.12 Corolario. Si f € C=(U), su diferencial es la 1-forma:
"
2]
@ =3 Gl
i=1
donde -g-.L,: U —» R es la funcién tal gue p — DB‘-H» para todo pe U.

3.13 Definicién. Sea w =3 asdzs una p-forma. La derivada exterior de w
es la (p + 1)-forma:
dw =" das Adzs
donde day = 3.7, gfd.z, i=1,...,n.
Es posible definir dw sin usar coordenadas locales. Ver {Ma], 111.4, p.140.
3.14 Proposicién.
1) La derivada exterior es una antiderivacidn:
d{w +0) = dw + df (linealidad en la suma)
d(wAd) =dw A0+ (—1)Pw Adb (35 w es p-forma)
2) Se le la dicion de icl

para toda p-forma:
dod(w) =0

Prueba. El inciso (1) es un cilculo directo. La propiedad (2) se desp de €l
hecho que localmente w estd descrita por funciones suaves.
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4. Integracion en variedades diferenciales

La integracion de formas tiene sentido sélo para aquellas cuyo orden sea igual a
la dimensién de la variedad. Esta resulta una verdadera restriccién, sin embargo
puede salvarse. Para ello es necesario definir la integracién de formas sobre cadenas.
Para ello serd necesario hablar un poco de homologia. En el Apéndice 1 trataremos
una manera alternativa de integrar formas de orden maximo sobre variedades, sin
usar cadenas.

El ‘pullback’ de formas.

Si tenemos una p-forma definida dentro de la imagen de una aplicacidén diferen-
ciable entre variedades, se puede definir una p-forma en la imagen inversa.

Sea ¢ : M — N aplicacién diferenciable y . : T:Af — TyN, w(z) = y, el
morfismo entre los espacios tangentes correspondientes. Si @ : (Ty V)= — (T A)"
es el morfismo inducido en los duales, entonces si w, € ATy N)*, =su pullback
w wa € ATz M)~ queda descrito explicitamente por (2.11):

Pwz(viy .o, Up) = wy(wa(v1), -0 e (Vp))
Viy--. ,Up € TzA.

4.1 Observacién. " es un morfismo de dlgebras:
1) " (w+8)x = p wz + "4,
2) e (WAB)z = p wz A 8

Prueba. Se sigue directamente de las definiciones.

4.2 Definicién. Sea A3V diferenciable. Si V € N es un abierto contenido
en la imdgen de ¢ y w es una p-forma definida en V', se define o"w como el pullback
de w hacia M:

T —r o w,

4"w es una p-forma definida en @~ (V). Nétese que si f € C°°(V) entonces p~ f =
Sfop.

4.3 Proposicién. Con la notacicn de (4.2), st w € (V') y o w es su pullback,
entonces
d(p w) = " (dw)

es decir, el operador derivada exterior y el pullback conmutan.

Prueba. Se prueba primero que si f € C*(V), d(¢x"f) = " (df). Al expresar w
en términos de coordenadas locales, el resultado es inmediato.
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4.4 Corolario. Siw = 3 ardx;, su pullback queda descrito por
e w =3 (a1 o p)p"(dzr)
Prueba. Es inmediata

Howmologia singular.

Comenzaremos con algunas definiciones basicas en las que no profundizaremos
demasiado.

Sea A, el p-simplejo estandard en R®. Sea U C M abierto.
singular en U es una aplicacién continuao: A, — U.
Combinaciones lineales formales finitas de p-simplejos singulares en U

S ko ki € R
i

son llamadas p-cadenas y forman un R-espacio vectorial, al que denotaremos
Sp(U, R).

Un p-simplejo

Para cada p-simplejo singular o estd definida su frontera 8o, que se define
como la suma alternada de sus caras o?:

p—1

80 = 2(—1)-'0‘

donde o es la imagen bajo o de la i-ésima cara de A, y por lo tnnto es una’
(p — 1)-cadena. Se verifica también que
B o0b0 =0
para cualquier p-simplejo singularen U.
Podemos extender 3 a las cadenas linealemente y considerarlo como un operador

Sp(U,R) & S,(U, ®)

4.5 Definicién. Tenemos los siguicntes subespacios de S,(U, R):
Los cicloa: Zy(U,R) =ker{Sp(U, R) > s,_x(u,m))
Las frontevas: Bp(U,R) = im {Sps1 (U, R) 2 S,(U,R)}

Dado que 82 = 0 entonces B, (U, R) € Z,(U,R) y se puede formar el cociente

Hp(U,R) = Zp(U,R)/ By (U, R)
que se llama p-ésimo espacio vectorial de homologfa de U. Si en lugar de
tomar R tomamos, por ejemplo Z tendremos Hy(U,Z) y sera el p-ésimo grupo de
homologia con coeficientes enteros. Si U = M entonces podremos hablar de la
homologfa de la variedad, que resulta ser un invariante topolégico, es decir,

M — N es un homeomorfismo, entonces HP(AM,R) = HP(IN,R) es un isomor-
fismo.
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Integracion sobre cadenas.

Un p-simplejo singular o no es mas que ‘un elemento p-dxmensxonal sobre M.
Si w es una p-forma cuyo soporte esta contenido en o0{AQ,) C U entonces podemos
aspirar a tener una integral de w ‘sobre o’. Para ello debemos asumir que o es una

aplicacién
o:Ap »UCM

que se de difer iabl en una vecindad de A,. El espacio vectorial de
las p-cadenas formadas con tales simplejos lo denotareinos como Sy(U, R)>°.

4.6 Definicidén. Sea w € NIP(U) con soporte compacto y sea o un p-simplejo
singular en S,(U,R)°°. Se define la integral de w en o en términos del pullback:

Le=fo e

Sic= 2‘ kioq € Sp(U, R)> es una cadena, se define la integral de w sobre C:
. w = k, / o
oo =30k [, et

Ahora ilustraremos con un ejemplo la manera de calcular la integral de una
p-forma sobre una n-variedad diferenciable n > p:
Sea w unn 3-forma con soporte compacto sobre una n-variedad, n > 3 y por
i licid. que dicho soporte estd contenido en el dommio de una carta
local (U, ). S >s que local w = fdz; AdrsAdzs. Sea o € S3(U,R)>
un simplejo singular. Entonces,
o (w) = (foo)d(xy co)Ad(zs oco)Ad(xs 00)

y como x; = ‘ o ¢, definendo a; = mowoo obbenemos una funcién Az =% R
¥ pod lar su difer ial la en términos de las
coordenad. i (z,y,z) de R®. Como (f o a)da, Adajz A das es una 3-forma

con soporte compacto en Ags del tipo Fdz A dy A dz, obtenemos

/w=/ FdzAdyAndz
- as

que es una integral que se calcula de manera usual. Para formas cuyo soporte
no esté contenido en una carta local, es necesario ‘partirla’ con particiones de la
unidad. El desarrollo de estas técnicas lo podemos encontrar en el apéndice A.
A i cié iaremos un teorema de integracién de formas, al que puede
considerarse como el teorema fundamenta! del cilculo sobre variedades diferenciales.
4.7 Tearema (Stokes). Seaw wna p—1 forma con soporte compactoenU C M
y sea C € Sp(U,R)™ una p-cadena. Entonces,

Joto= foo

Prueba. La demostracién podemos encontrarla por ejemplo en [Sp].




CAPITULO 11

COHOMOLOGIA EN VARIEDADES DIFERENCIABLES

Para resolver problemas en geometria y topologia es con i su 1
en un contexto algebraico. Para ello se han inventado la homotopia, la homologia
¥ la cohomologia utilizando herramientas diversas: en términos de cadenas singu-
lares se construyen las versiénes clasicas de homologia y cohomologia de un espacio

topolégico. Usando formas diferenciales se obtiene la cohomologia de de Rham de
una variedad diferenciable.

‘Tanto la cohomologia singular como la de de Rham nos proporcionan informacién
valiosa de la variedad, pero jqué relacién hay entre los datos arro,lados por unay
otra? La respuesta es que la informacién dada por b i 4

es "eq : el
teorema de de Rham establece el isomorfismo entre ambas teorias de cohomologia.

En este trabajo haremos el planteamiento de la cohomologia de variedades uti-
hzando gavlllas y demost.rtu'emos el teorema de de Rham traducido a este contexto.
Las refer principales para este capitulo son: [Wa) [Go] y [We].

1. Cohomologia

En esta seccién se lntroducu-é. 1a idea de comyle;on de cocadenas (que lla-
maremos si 1 e i

o N ia para la contruccién de
los g-ésimos médulos de oohomologfa, que se uuhzuén 1as secciones siguientes.

1.1 Definicién. Un complejo C* = @B, , C* es una i6n de K-mdédul
K un anillo (R 6 Z), relacionados por morfismos d¥:

» Co9-t 2 oe 4, a1 e

tales que Im d°—! C Ker d para todo g € Z.

Se dird que C* es ezacta si Im d°—! = Ker d?. A los morfismos d° se les llama
g-ésivno operador cofrontera.

El kernel de d¥ se denota por Z9(C") y a sus elementos se les llama cociclos. A
la imagen de d9-! se le denota por BY(C") y sus elementos son las cofronteras.

Dado que B?(C®) € Z9(C") se deduce que d? o &~ = Q0 y podemos realizar el
cociente de ambos médulos:

ZC) _ yee-
Becn — HED
llamado el g-éai 6dulo de h logft

Typeset by AaS-TEX
13
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H9(C*) es un K-mddulo cuyos elernentos son clases de equivalencia dadas por

la siguiente relacién: dos cociclos wy ~ w2 <> Wy — w2 € BY(C*), es decir, las clases
son cociclos que difieren por una cofrontera.

1.2 Ej )! La h logy

P de de Rham. Sca E- = @B"Z" QP(Af). En
E* esté definido el operador derivada exterior:

d: QF7! — QF
gue cumple la condicién de cociclo, es decir, BP(E") € ZP(£"). En este caso, los
p-cociclos son las p-formas cerradaas, esto es, las que dw = 0; y las p-cofronteras
son las p-formas ezactas, aquellas que dé == w para alguna (p — 1)-forma 8, y se
tiene que toda forma exacta es cerrada. Planteamos el complejo de de Rham:

C™(M) = 0°(M) —> QY (M) —> Q* (M) ~—> - -
que tiene asociada la cohomologfa de de Rham
HZ (M) := HI(Q"(M)) 0 <g< dimM
Los elementos de HE z(M) son clases de equivalencia de p-formas cerradas dadas
por la relacién: w1 ~ wy & 3 0 € NP~ 1(M) tal que df = w, ~ wy, es decir, cuya
diferencia es exacta.

El caso m#s sencillo es calcular la ¢-cohomologia a M = R!:
a) Sig=0:

Como las 0-formas son funciones diferenciables en R! tenemos que f es cerrada

si df = O esto es, si f es constante, entonces Z9(R!) = R. Como la cohomologia de
de Rham no existen O-formas exactas,

HO (R = Z°(R') =R
b) Sig=1:

Si w = 3 fdr es l-forma, dw = 3_ glzvda: A dr = 0, es decir, toda 1l-forma es
cerrada y Z1(R!) = Q!(R!'). Ahora bien, si § = [ w, ¢l teorema fundamental del
célculo asegura que df = w con lo que B! (R!') = Q'(R!) y se tiene

H) (R')=0
c)Sig>1:

Si w es g-forma en R' se deduce de las propiedades del producto ‘A’ que w = 0,
por 1o que HE.(R') = 0.

El lema de Poincaré, que demostraremos mas adelante, garantiza que

HYR™) = HI(R) para todo g

En el Apéndice 2 damos una manera de calcular la cohomologia de variedades mas
complicadas.
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1.3 Definicién. Un de d

de morfismos de médulos C? 2%
correspondiente, es decir,

8 C= —» D" consiste de una coleccién
D7 que conmutan con el operacdor cofrontera

s D! D9 y pa+i P
i | ) feri|
e ca-? > C9 y Catl

conmuta cuadro a cuadro.

Si D* — E~ es un mapeo de cocadenas, la composicién
C*—— D" — E*
es un mapeo de cocadenas.

1.4 Proposiciéon. Todo mapeo de cocadenas C* — D* induce un morfismo
entre g-cohomologias H(C")— HI(D").

Con ello, un cuadrado tativo de

L

de cocadenas

—
B —

9— 0

induce un cuadrado conmutativo

HY(C*) —— H(D")

! l

HY(C") ——— HY(D")

Prueba. Es facil ver que f;: C? — D7 manda cociclos en cociclos y cofronteras
en cofronteras. El morfismo inducido en cohomologia es

a+ BY(C*) —> fqla) + BI(D")

1.5 Definicién. Una composicién de mapeos de cocadenas:

(4] (o » D E- o
se le llama sucesién exacta corta si
o » C? De E? 0

es exacta para todo g € Z.
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2.8 Definicién. Un diagrama conmutativo de mapeos de cocadena:

[¢] c* — D~ — E* > 0
1 1 1
o c* — D~ — E° o

se llamarid morfismo de sucesiones exactas cortas.

1.7 Proposicidn. Toda sucesion exacta corta (1.5) ind una
larga de g-cohomologias:

(&) - — HI"YE") L5 HY(C") — HY(D") — HY(E") -5 H*YC™) — ---
Por cada morfisrmo de i cortas tas (1.6), se tiene un diagrama con-
mutativo

HV(E-) 4@ ., H+(C)

@ 1 !

HY(E~) —F, gor1(E+)

Prueba. La demostracién podemos encontrarla en [Wa] Reproduciremos la
parte (a) ya que su construccién la learemos mais 1 , cuando introduz-
camos la sucesién de Mayer-Vietoris, en el Apéndice 2.

Procederemos a definir el morfismo d°. Consideremos el siguiente diagrama:

) Cce+2 s> Da+2 E2 3, 0
:]’ 3 .4]' eT
0 Pol o o De+1 3 Ea+1 o
a. a
T 2 ] N 7
o > C9 » D9 — E° 1]

Como a es suprayectiva, entonces para cualquier cociclo o € E9 existe & € DY tal
que a(d) = o. Como el cuadro 1 conmuta, entonces G’ od(5) = eca(F) = e(o) =0,
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por lo tanto d(&) € Ker §' = Im 3. Entonces debe existir & € C?*+! tal que
B(&) = d(T). Como el cuadro 3 conmuta v o c(7) = d o 8(G) = d?(5) = 0. Pero ¢

es inyectiva, luego Ker v = 0, ¢(5) = 0 y se tiene que & € Z¢+1(C*).
Definimos el morfismo d*:
HY(E®) —» H"1(C")
o+ BY(E") — & + B Y(C")
y con ello la exactitud de (a) se verifica ficilmente.

1.8 Lema. Sea 0 -2 A’ -5 4 5 a7 4

0 una sucesidn exacta corta de K-
mddulos. Sea B un K-mddulo.

Si A" 6 B es libre de torsion®, la sucesion
028, 4o 24 4o B =24 A" eB 24 0
es exacta.

Prueba. Puede encontrarse en [Spa).

1.9 Definicién. Sean C* L2 D* dos mapeos de cocadenas

ees » Co-1 a1 de_, ety Gerr,
P, l/.-/n.lf.‘/’{.ul!.ﬁ
.. pe-1 Be-1 Se , pat1 _Sexa, |
Se dice que f,g son A topi si exi morfismos kg: C9 — D! tales que

fo— 9¢ =84_10kq + k41 o dg.

1.10 Proposicién. Si C‘ 19, D~ son dos p de d. h tépicos,
entonces los morfismos i idos en coh logfe
HY(CY) L2 HY(D*y y  HY(C) £ HY(D")
coinciden.

Prueba. Basta demostrar que si g = 0 entonces f. coincide con la aplicacién cero
HI(C") 5 HY(D")

Consideremos el diagrama de (1.9) con g = 0, reescribiendo d; = d y 6, = &,
para g € Z. Tomemos una clase o € HY(C") y un representante s en dicha clase.
Como s es un cociclo, entonces fq(s) es un cociclo en D?. Como fy(a) = doky(s) +
k,_l o d(a) So k,(s) se mgue que fi(a) es una cofrontera. Se verifica que esto

de la del repr e en o. Por lo tanto [fo(s)] =0 €
H"(D') y se concluye que f, =z. 0O

1Un K-médulo M em libre de torsién si para k& € K, v € M, el producto kv = O implica que
k=06v=0.
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1.11 Teorema (Lema de Poincaré). Sea M una variedad diferenciable, en-
tonces
HE (M) = HE (M x R)

Prueba. Definimos aplicaciones M = M x R, i (x) = (z,¢) € M xR, = € M,
€ = {0, 1}, que son homotépicas en el sentido usual. Si M x R 5> M es la proyeccién
sobre el primer factor, la composicién 7 o i, = idas y su diferencial es el morfismo
identidad a nivel de formas diferenciales, conmuta con el operador derivada exterior
¥ por lo tanto tenemos un mapeo de cocadenas

(woiy)e (wois).

Q°(Af) 1=2%)=, Q*(Af) el cual induce HZ (M) T2 g3 (A1)

que en ambos casos es la identidad.
Resta verificar que (i, o 7). es la identidad en N2*(Af x R).

Observernos que si {drs} es una base de Q(U), U € M y t € R, entonces
{=*(dzr)} U {dt} es base de N9+1(U = R). En general, si U = M y w es una forma
en M podemos suponer que cualquier ¢-forma en M x R se puede representar en
términos del pullback 7* como:

’

w* (W) A Sz, t)de para alguna w € N9"1(M)
(W) - f(z,t) para alguna w € Q9(M)
Definimos los morfismos he: 29(M x R) — 29— !(M x R) como sigue:

ho(m*(w) - f(z,t)) =0
he(n™ (W) A f(x,t)dt) = 7" (w) - g
donde g = [f§ f(z,u)du. La homotopia buscada sers (—1)9~'(d o hg — hgs1 o d):
Por un lado se tiene,
do he(m™(w) A f(z,t)dt) = d(w*(w)g)

= dn*(w)g + (1) 1n"(w) A f(z,t)dt

¥ por otro lado

hes1 o d(m® (w) A f(x,)dt) = hgyr(dn”(w) A f(z, t)dt

+ (1) w7 (w) Adf(x,t) A dt)
= hes1(dr” (w) A f(z, t)dt) = dn(w) - g

y de ambas se concluye que (—1)?=3(d o hy - hgt1 o d) = ida.(mxr) € induce la
identidad en H3.(M xR). 0O
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1.12 Proposicién. Si Af y N son variedades dif rfas 2

Hon(N) &= HZp (M)

Prueba.
Sea g: M — N diferenciable. Se induce un morfismo g*: H ,(N) — HJ ,(M):

El pullback g* : °(N) — QP(M) es un morfismo de espacios vectoriales que
conmuta con el operador derivada exterior (ver 1.4.3). Entonces g° manda for-
mas cerradas en cerradas y exactas en exactas e induce un morfismo de complejos
Q*(N) — O°(M) y un morfismo a nivel cohomologia.

Como g es difeomorfismo, la inversa g—! induce (g~ 1)* que es la inversa de g* y
(g~ 1)* o g* = id induce la identidad en cohomologia. O

1.13 Corolario. Sea M una variedad diferenciable y sea w una p-formna cermda
definida en algun abierto U < M. Parag todo x € U existe una vecindad V' tal gue
w es exacta en la restriccidn wiv.

Prueba. Sea x € M y elijamos una carta local (U, ¢) en torno a z. Expresemos
w en términos de dicha carta. Podemos encontrar V C U una vecindad de =
difeomorfa a un disco D C ¢(U). Entonces HE (V) = HE,(D) = 0y por lo tanto
la restriccién wlv es exactaen V. O

2. Gavillas

En esta seccién daremos los fundamentos de la teoria de gavillas y consta de tres
partes: en la primera se dan las definiciones y propiedades basicas de gavillas de
mddulos sobre un dominio entero K. En la segunda daremos la contruccién del
espace étalé pues a partir de él se contruyen las gavillas que se utilizan con més
frecuencia. En la iiltima parte introduciremos las gavillas suaves, las cuales son
féicil encontrarlas en variedades diferenciales. Utilizaremos resoluciones suaves de
gavillas para plantear teorfas de cohomologia en la siguiente seccién.

En lo sucesivo asumiremos que A es una variedad diferenciable y paracompacta.
Trabajaremos con gavillas de médulos sobre un dominio entero XK. En nuestro caso
bastard considerar K = R ’

A) Gavillas de mddulos.
2.1 Definicién. Una pregavilla de mddulos sobre M es un funtor contrava-
riante
Top(M) — Todx
U — Sy

donde los objetos en Top(A) son abiertos de A y los morfismos son las inclusiones
¥y Mlodx es la categoria de médulos sobre K:
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1) 8 =0.
2) V < U induce Sy + 8y (llamado reastriccidn y denotado p¥).
3) Sy - Sy es la identidad.
4) W —» V — U inducen p} o pt = pi, .

Una pregavilla la denotaremos como 8§ = {8y,p¥}.

2.1 Definicién. Una gavilla es una pregavilla que satisface lo siguiente:
Para cada abierto U C M y para cada descomposicién de U en abiertos:
U= 1) va,
acA
(G1) Dudos f,g € Sy
po. S =pY_ g paratoda a € A implica f=g.
(G2) Para cualquier fo € Sy,,
PUEnu,fa = PU2ny, fo implica que existe f € Sy tal que g f = fa.

2.3 Ejemplo. Asignando a cada abierto U C M el conjunto de funciones dife-
renciables definidas en U:

U — €= (U)

junto con las restricciones usuales de funciones, se tiene una pregavilla de R-espacios
vectoriales. Ademas se satisface (G1) y (G2):

SeaU =J,Ua. SifeC>>U0)y flv, =0 para toda a, entonces f = 0.

Sean fo y fp definidas en Ua y en Ug respect.Jvament,e. Si falvanv, = folvanu,
podemos definir una funcién global

f(u) = fa(u) siue U,

cumpliéndose que f € C°(U) ¥ flu. = fao-. A esta gavilla se le llama gavilla de
Junciones diferenciales y la denotamos €33

2.4 Ejempl Similar , las asignaciones
U — QP(U) v U — X(U)

son gavillas de R-espacios vectoriales, lamadas gavilla de p-formas y gavilla de
camnpos vectoriales sobre M. Las que denotaremos respectivamente 2P y X.
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2.5 Definicién. Sean 8 = {8y, pl}, & = {8,,,p' Y} gavillas. Un morfismo de
gavillas es una coleccién de morfismos {y, }

wu:Su — Sy
tales que s
PYopy =pvogl sivCcuUu
Un morfismo de gavillas es inyectivo (suprayectivo), si cada . es inyectivo (supra-
yectivo).
2.6 Ejemplo. E! operador derivada exterior es un morfismo de gavillas

ar 3, qr+2

El limite directo de una pregavilla.

Sea & una pregavilla de mdédulos sobre M. Tomemos un punto m en M y
consideremos todos los abiertos U tales que m € U y formemos la unién ajena de
los modulos Sy asociados a dichos abiertos:

L] 8v=s5
mev
En 8;, decimos que:
1 € 8u ¥y g € 8v son equivalentes si y sélo si flw = glw

para alguna W C U N V vecindad de m.

2.7 Definicién. Al conjunto clases de equivalencia en 8;,, se le denomina tallo
sobre m y se donota por 8,,. La proyeccién h_x_n’ Sy — 8» manda f a su clase
fon ¥ se le conoce como fmite directo de 8y en m.

B) El espacio €talé.
2.8 Definicién. Un en;.uu:io étalé de K wnddulos es una terna
F LM
donde
1) & y M son espacios topoldgicos
2) w es un homeomorfismo local (11 do fr proyeccién)
3) Para cada x € M, m~1(z) ;= F, es un K-médulo (llamado fibra sobre z)
4) Las operaciones en F, son continuas respecto a la toplologia de F.
Nosotros trabajaremos con espacios étalés sobre una variedad diferenciable AM.
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ESPACIO’ éTALé, JUNTO CON SU PREGAVILLA DE SECCIONES

2.9 Ejemplo. Sea X = M x K con la topologia producto y 7: M x K —~» M
la proyeccién sobre M. De esta forma cada punto x € M tiene asociada una copia
de K: :

K= {z} x K
¥ podemos identificar a K, con K.

2.10 Definicién. Una seccidn del espacio étalé F es una aplicacién continua
UcM-S Ftal que moa = 1. El conjunto de las secciones de F definidas en
un abierto U tiene estructura de K-mdédulo y lo denotaremos I'(U,F) 6 TI'(Fiu).
Definiendo la restriccién de secciones como la restriccién de funciones continuas, se
puede contruir una pregavilla de mdédulos I'(F) lamada pregavilla de secciones
de F.

2.11 Proposicién-Definicién. Toda gavilla 5 tiene asociado un espacio étalé
Um$ que se le llama lmite directo o espacio étalé de gérmenes:

Um 8 = Usm

meM

cuyoa' fibras son los tallos sobre yn, y cuya proyeccidn esw: S -— M, talque £, — m.
Prueba. Se definen las operaciones en lim § heredindolas de la gavilla original:
Sean f,,, &n € 5,n ¥ sean f € Sy, g € Sy representantes de cada clase. Entonces

existe una vecindad de m, W C U NV, donde las restricciones flw, glw € Sw son
operables. Definimos la suma y producto por k € K:

(v) fn + 8m = Lm P(flw + glw)
kfn = lim P(kflw)

Se verifica ficilmente que esta definicién no depende de los representantes elejidos.
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Para darle una topologia a lim 8. Tomemos f € Sy y su limite directo f,, en un
punto p € U. Definimos los abiertos Oy como el conjunto de clases que define f en
8y, es decir, Oy = {f, | p € U}. La familia de abijertos

{Oy €| f€ 8vy, UcC M}
forma una base para la topologia de lim 8, lo cual se verifica ficilmente.

Las operaciones en los tallos son continuas:

Sean s, t, € 8, y supongamos que i f = s, +t, para alguna f € 8}, entonces
Oy es vecindad de s, + tp. Simllarmente existen g, h € 8§ tales que limg ==y ¥
lim h = t,. Existe una vecindad V de p en donde flv,g|v,hlv € 8y y se cumple
que YL"VHV = lim g|v + im A|yv. Tomando Oy, x O}, como vecindad de (s;,ty)
cumple con aplicarse dentro de Os bajo la suma. La continuidad del producto por
escalares se verifica similarmente. 0O

2.12 Ejemplos. Se tienen los espacios étalés de gérmenes de funciones, gér-
menes de p-formas y gérmenes de campos vectoriales, los que denotaremos respec-
tivamente

€, & =lim 0P, T =UmX
2.13 Definicion. Un morfisyno de espacios étalés es una aplicacién con-

tinua
i F = F

que cumple:
1) Si @ y «’ son las proyecciones en F y 3’ respectivamente, entonces
o=
2) La restriccién de 4 a cada fibra es un morfismo de médulos F — F.,.
Un isomorfisno de espacios étalés es un morfismo tal que F; — F, es
invertible. El morfismo ¢ es necesariamente un homeomorfismo local.
2.14 Proposicién. Un morfismo de espacioa étalés
L9
induce un morfismo entre las pregavillas de secciones
@ 5 e
Prueba. Sea s una seccién en I'(F|y). Definiendo fu(s) = f o s, se tiene un
motfismo I'(F|y) — T(F'|v) y la familia
F={fv}

conmuta con las resricciones inducidas por las inclusiones de abiertosen M. O
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2.15 Proposicidén. Un morfismo de pregavillas

s {wu} s

induce un morfismno de espacios étalés

im$ — lim$§’
— —

Prueba. Sea 8 € 8, entonces s estid en algiin tallo $; y existe una vecindad U
de z y f € Su, tal que m_f = s. Tomemos el limite lmwu(f) enz. Siz€eVy
g € 8v es otro representante de s, se verifica que lim . {g9) = liﬂ\bu (f), y tenemos
una aplicacién bien definida:

Ww(a) = lim Yo (£)

Como en el lado derecho se toma el limite en z, ¥y manda $; en 8. por lo que
conmuta con las proyecciones respectivas. La linealidad de 8. — 8. se hereda de
1a linealidad de las aplicaciones {¢/y}. Resta entonces verificar la continuidad:

Sea O vecindad de ¢(s) € 8,. Si f € 8y representa a s, entonces ¥, (f) es
representante de Y (s) y Oy, (s) €8 un abierto bisico que lo contiene. Sea 7' la
proyeccién en 8’ y tomemos V C #'(O N Oy, (s)) vecindad dez y sea W =U NV.
La restriccién Ilw define un abierto Oy,, que contiene a s y que se aplica dentro
de O bajo v, verificdnd 1a continuidad de . O

2.18 Corolario. Un morfismo de gavillas § — 8§’ es inyectivo (supmyeclnm) 8

y sdlo si el morfismo inducido im 8 — lim 8’ es iny supray ).
2. 17 Proposicién. Sea 8 una gavilla, ent 8 es i rfa a la gavilla de

del io étalé de gér de 8:

Clim 8) = §
Prueba. Sea 8 = {8y, pY}. Definimos
T 8y — L((lim 8)|v) tal que f— o

donde o es la seccién p 2> lim, f, tomando el limite en p € U.

Se puede verificar que {9r,} es un isomorfismo de gavillas. Para los detalles ver
(wa]. O
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2.18 Observacién. En adelante no haremos distincién alguna entre la una
gavilla 8 sobre Af y el espacio étalé lirgs -T» M ya que ambos possen exactamente
la misma informacién, es decir, podemos identificar el médulo Sy con las secciones
r(U,lim, 8).

Denotaremos con I'(S) el K-mdédulo de secciones de IMS definidas en M y
[(8|u) serdn las secciones de lim § definidas sobre U. A ambas las llamaremos
secciones de 8. 8, denotara el tallo sobre un punto x € M, construido como en

{2.11). Gracias al corolario (2.16) es posible verificar que un morfismo de gavillas
8 — 8’ es inyectivo o suprayectivo, verificdndolo en cada tallo $; — 8., = € M.

2.19 Definicién. Un subconjunto R C 8§ es una subgavilla si §: N R es un
submddulo de 8§, para todo punto x € M

2.20 Ejemplos. Sea ¢: 8 — T un morfismo de gavillas. El subconjunto de 8§
que se aplica al cero bajo el morfismo inducido en los tallos 8, N Tz
P(8:) =0 para todo z € M
es una subgavilla, que denotaremos ker ¢ y llamaremos subgavilla kernel.
Andilogamente se define la aubgavilla irnagen, que denotaremos im ¢ C T

2.21 Corolario. Sea § una gavilla y R una subgavilla de 8. El cociente

S/R = U 8:/R: es una gavilla.
zEM

Prucba. Sea Q = 8/Ry ©o: § — Q la proyeccién sobre el cociente. Definimos
V' C Q abierto si y s6lo si (V') C § es abierto. Definimos # como la nica aplicacién
tal que el siguiente diagrama conmuta

S}——;T*

fismo local y es ficil ver que las operaciones en

. < - 1.

7 es un
Q. son continuas. O

OMC

Es posible definir el cociente de dos gavillas 8/R como la asignacién:
U w— Sy /Ru

para cada abierto U de M, pero resultaria mas complicado verificar que en efecto
se camplen los axiomas (G1) y (G2).
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2.22 Ejemplo. Sea 8 9 §' un morfismo de gavillas, y sean R = kerp y R’ =
im i, es ficil ver que 8/R = §'/R’,

2.23 Definicién. Una composicién de morfismos de gavillas de la forma

PR Y B T A T It T SR
tal que im ¢*~! = kery’ se llamarsd sucesidn ezacta de gavillas. Si O = M x 0
es la gavilla constante cuyas fibras son el médulo cero, una sucesién exacta de la
forma
0> 8 288" >0

se 11 a én ta corta de gavillas,

2.24 Ejemplo. Si R es subgavilla de 8, 1a sucesién
09>R~>8 —+8/R—>0
es una sucesién exacta corta, lo que se verifica directamente. Se puede probar que
una toda sucesién exacta corta es isomorfa a una como ésta. Ver [Ha] I1.1, p.66.
2.25 Definicién. Una sucesién exacta de gavillas de la forma
08§ —eC 5 ...

se le lama resolucidn de 8 y la abreviaremos 0 — § — €*.

C) Gavillas suaves.

En lo sucesivo denotaremos con I'(8) a las secciones globales de 8 y con I'(S|v),
U C M, alas locales.

2.26 Definicién. Una gavilla § es suave si para todo cerrado U C M la res-
triccién
r'(s) — r(slv) es suprayectiva.

2.27 Observacién. La suavidad de una gavilla implica la posibilidad de exten-
der secciones locales sobre cerrados a una seccién global. En variedades diferen-
ciables se tiene la capacidad de utilizar particiones de la unidad, con las cuales se
pueden construir secciones globales suaves a partir de cualquier seccién local.

2.28 Definicién. Una gavilla § es fina si para cualquier cubierta abierta local-
mente finita {U;} de M existen endomorfismos {l;} esto es, aplicaciones continuas
1;: 8 — 8 que son endomorfismos en las fibras, tales que:

1) El soporte de I; esti contenido en U,

2) .1, =id
es decir, 8 es fina si acepta particiones de la unidad.
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2.29 Proposicion. Las gavillas de gérmenes de funciones €33 y de gérmenes
de p-formas £Y,, son gavillas finas.

Prueba. Sea {U;} cubierta abierta localmente finita de M y {¢;} particién de
la unidad subordinada a ella. Sea () un mdédulo en la gavilla Q” y definimos
Ii: QP(U)Y — QP(U) como

Tiw) = ¢ilv - w
que es un morfismo de médulos. Sea w € £% y w € OP(U) un representante.
Consideremos el morfismo inducido por I en EP (ver 2.15):

Li(w) = lim(¢ilu - w)
—
Se cumple que el soporte de I; es el soporte de ¢;, ¥ en la restriccién a un tallo
sobre z € U
ST i) = im(3_ il - w) =lim(w) = w
V — G —
lo que implica que 37;I; = id en los tallos. O

2.30 Proposicidé Toda gavslla fina es suave

Prueba. Sea 8 una gavilla fina y s una seccién en I'(8jv), V cerrado en M. Sea
{Ui} cubierta abierta de V y a; secciones sobre U; tales que s;|lu,nv = sly,Av. Sca
Uo = M — V y podemos suponer que {U;} UUqg es cubierta localmente finita de A .
Tomando {l;} particién de la unidad subordinada a dicha cubierta y definiendo

5=2hs.—
i

se tiene que S|y =s. O

2.31 Ejemplo. Las gavilla de gérmes de funciones y de p-formas son suaves.
En cambio, las gavillas constantes no son suaves, y por ende, tampoco finas:

Sea R = M x R la gavilla constante cuyos tallos R = R para todo punto
x € M. Sea U = {{z} U {y}} » 5 una seccién en U tal que s(z) = 0y s(y) = 1.

Naturalmente no existe seccién alguna en I'(R) (funcién constante global en M)
tal que su restriccién a U sea s.

2.32 Proposicién. Sen

0—+8—>8—>38"50

una sucesién exacta de gavillas. Si 8§ es , ent la ién de i
globales

0—I'(8') = [(8) —» I'(8") = 0

es exacta.

Prueba. Podemos encontrarla en {Go], I11,3.5.2 0 en [We], 11.3.32
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3.33 Corolario. L

Sea 0 — A — B — € — 0 una sucesidn exacta corta de
gavillas. Si A y B es suave, entonces C es sudve.

Prueba. Sea S C M cerrado y s una seccién de € sobre S. La sucesién
0— Als =+ Bls =+ Cls — 0
sigue siendo exacta y por (3.2) la sucesién
0 — I'(Als) — C(Bls) —» T'(Cls) - O

es exacta. En particular existe una seccién t de Bls que se aplica a s. Pero ¢ se
extiende a una seccién global T de B. La seccién (f o T)|y = s.

a
2.34 Proposicién. Sea
08 58§ —...
una sucesion eracta de gavillas suaves. La i6n inducida en las glob-
ales
(a) 0 — I'(8°) — (8" — ---
es eracta.
Prueba. Sea K% = ker{8' — $+1}. La sucesién
00— XK 8 5 X+ 50
es exacta. Como JC! = §°, entonces por (3.33) la gavilla X2 es suave. Repitiendo
inducti este arg

>, K es suave y por (3.32) la sucesién
0 — O(XY) — I(8') — I(K*+) =0

es exacta y con ello es ficil ver que la sucesidén (a) es exacta. O

3. Cohomologia de gavillas

A continuacién daremos una caracterizacién axiomaéatica de una teoria de co-
homologia de gavillas. Posteriormente veremos que es posible plantear teorias de
cohomologia en términos de resoluciones de gavillas suaves. Este sera el caso de la
cohomologia de de Rham y de la singular, a partir de las cuales podemos contruir
teorias de cohomologia de gavillas. Se puede ver que cualesquiera dos teorias de co-

homologia de gavillas son isomorfas, a este resultado se le conoce como el Teorema
de de Rham abstracto.
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3.1 Definicién. Una Teorda de cohomologia de gavillas I{ sobre M es
un funtor covariante de la categoria de gavillas de K-médulos a la categoria de

K-médulos:

Shf(AM) — Dodk
8 +—» HY(M,S)

para cada g € Z, que cumple con I y 1I;
1 (Las propiedades de la seccién 1):
Por cada sucesién exacta corta de gavillas
08 8 —>8" 0

se tendra una sucesién exacta larga de médulos

ces— HI(M,8") — HY(M,8) — H(M,8") — HI*'(M,8") — -+ -

Por cada morfismo de sucesiones exactas cortas

o] 8 ) 8" [+]
! | l
1] F T b — O

HO(M,8") —— H(M,8')
el diagrama l l conmuta.
HY(M,T"y —— HY(M,T")
II Adicionalmente,
a) HY(M,8) =0sig<0
b) HO(M,8) =TI(8)
c) H¥(M,8) = O si 8 es suave.

3.2 Definicié Una resolucié
g€ Nsell 4 r lucidn de 8.

0 — 8 — €" tal que €7 es suave para cualquier
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3.3 Proposicién. Para cadua gavilla 8 se puede contrurr urna resolucigy suave
0— 8 — €(S)
lla da ¥ ducidn ons de 8,

Prueba. Sea S una gavilla y consideremos su espacio étalé asociado. A los ele-
mentos del conjunto
C€(U,8) = {8: U —=+ S lwmoas =1y}
di. 3 sobre U < M. La asignacién

U r—» C°2(U,S)

para cada abjerto U de M es una gavilla que denotarcmos C“(g), Trivialmente,
cualquier gavilla de secciones discontinuas es suave.

Haciendo la identificacién de Sy con I'(U,S5) (ver 2.18), se sigue que Su es

submédulo de €°(U/, G) y se tiene la inclusién § — €°(S5). Se construye también la
sucesién exacta corta:

se les llama

0 S e(G) = F(S) =0
donde F(S) = €°(S)/S.
Pasemos ahora a construir una resolucién de 8§ siguiendo inductivamente €l pro-
cedimiento de arriba:
Definimos como antes C%(8) y F1(8) = €°(8)/S,
ci(8) = e*(F(8))
c?(8) = €°(F2(8)), donde F3(8) = €1(8)/F(S).

Ci(8) = e¥(F(8)), donde Fi(8) = ei=1(8)/Fi~1(5)-
Las gavillas ©4(8) son todas suaves pues son de secciones discontinuas, Ademsas,
las sucesiones
0> 8 - €O(8) — FI(S) >0
0 — Fi—1S) —» C~1(8) —» F¥(8) — 0

son exactas y a partir de ellas se construye una sucesién exacta® la resolucién
canénica de 8. 0O

3.4 Corolario. La resolucidn candnica de $ induce un complejo de gavillas
C*(8):
0 — I'(8) — L(CY(8)) — I'(C'(8)) — +--
donde I'( - ) repr ta las 7 lobal

g

Es ficil ver que C*(8) es efectivamente un complejo. Sin embargo puede darse
que sea también una sucesién exacta (tal es el caso si $ es guave, (ver 2.34)).
Sin embargo esto no es cierto en todos los casos y ello se desprende de 1a siguiente
observacién: Si S -2 G’ es un morfismo de gavillas suprayectivo no sucede necesaria-
mente que el morfismo inducido I'(S) % ['(§') también lo sea?,

—_—
2Por ejemplo, 8i S = M x Ry 5%, = R, 5, = 0 para = # zo-
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3.5 Teorcma. Los mddulos de cohomologia HY(M,8) := HY(C"(8)) definen
una teoria de cohomologia de gavillas

s £ Hi(M, 8)

Prueba. Debemos verificar en primer lugar que F es un funtor covariante y ver
que se satisfacen la parte 1 y II de (3.1).
Sea 8 2 T un morfismo de gavillas. A partir de las resoluciones

Q0 —— & —— €~(8)

J

0 — T — €~ (7))
construiremos un morfismo entre los compilejos:

o (8) 25 o ()
ya que con ello, las propiedades funtoriales y las requeridas en el grupo de axiomas
{T) se satisfacen, gracias a los resultado de la seccién 1.

El morfismo h induce un morfismo entre las secciones

e (s) 25 eo ()
sv~>hos
que su vez induce un morfismo entre los cocientes:

FUS) = €2(8)/8 —Pr €(T)/T = FH(D).
¥ éste induce otro en las secciones:

€1(8) = CO(F1(8)) 25 eO(F(T)) = C(T).
Podemos proceder como arriba y definir ind

morfi 2}

ei(s) 2 el
para cada i € Z y los morfismos inducidos en las secciones globales
T(E(s) &5 rEel @)
forman el morfismo A® que buscamos.
Abora, si 8 es suave (2.34) garantiza que la resclucién 0 — 8 — €°(8) induce

una sucesién exacta en las secciones globales, 10 que en este contexto se traduce a

que C*(8) es una sucesién exacta, luego HY(A,8) = 0 para q > 0. Con ello (11.c)
se cumple. Resta verificar (I1.b):

En el complejo C~(8), el segmento 0 -— I'(8) «» T'(C°(8)) es exacto y se sigue
que

T'(8) = kec{I'(C°(8)) — r'(CY(S))} = HO(M,8). [m]
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3.8 Definicién. Una resolucién de 8
00— 88— A"
es acfclicasi HI(M,AP) = O paratodag>0y p=> 0.
Una resolucién suave es aciclica.

A continuacién daremos un resultado que nos permite, por un lado, plantear
teorias de cohomologia de gavillas en términos de resoluciones aciclicas, y por otro
establecer la igualdad de cualesquiera dos teorias.

3.7 Teorema (de Rham). Sea 8 una gavilla sobre M y sea

00— 88— A"

una resolucidn aciclica de §. Existe un isomorfismo
HY(r(A")) T» 1AL, 8).

Prueba. De la resolucién podemos extraer las siguientes sucesiones exactas cor-
tas:
(1) 0— X"~ A"t 5K 50
donde K% = ker{.A? — A’*'} y K° = 8. Por (3.5) se induce una sucesién exacta
larga, que por ser la resolucién aciclica, es de la forma

O = T(3CY) 5 TATL) — (K — HY (M, K1) 50— -+

En el complejo I'(A*), observemos que I'(X*) = ker{I'(A¢) -~ I'(Ai*+1)}. A partir
de la sucesién exacta larga, se deduce el isomorfismo:

(XK Rid -

i “yy = 1 1 i1

HYT(A")) = T (TCA—1) = T(KO) — HY(M,X1™1)
Procederemos ind i Consideremos ahora las sucesiones exactas cortas:
1) 0 — K= 5 A7 4 5ci-I¥ 0

para 2 < j < i, que inducen sucesiones exactas largas en cohomologia:
‘
e 0 — HITY(AML, Iy X gi(M,Kd) 50— -
y se sigue que -y;' son isomorfismos y tenemos una composicién de isomorfismos
Y =afoyi_1evf g0 ---07fonqi

HY((A")) - HY(M, 1) — H*(M,X*"3) s .. — HY(M,K°) = Hi(M,S)
que es el isomorfismo buscado. O

Este teorema gar iza la exist ia de un isomorfi Sin embargo es posible

dulo expliuumenme en algunos caso particulares. Mas adelante lo daremos para
ia entre la cohomologia de de Rham y la singular.

1a equi
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La cohomologia de de Rham.

33

Veremos que la cohomologfa de de Rham es una teoria de cohomologia de gavillas.
Sea EP el espacio étalé nobre la gavilla de p-formas. El operador derivada exterior
es un morfismo de gavillas que induce un morfismo
£ 4 g3

para cada £ € M, que actiia sobre gérmenes de p-formas, por lo que cumple &® =0
¥y se tiene una sucesién

g0 4 g1 3, g3 4,
que cumple la condicién de cociclo en los tallos. Veremos que la sucesién

(a) D> R-5He0 4 g B2 8, ...

€8 exacta:

Consideremos £% = €%, la gavilla de gérmenes de funciones. Definiendo R LAY
como a — f = a la funcién constante a, €l morfismo i es inyectivo y la exactitud se
verifica en R. Similarmente se verifica en £°. La exactitud en el resto de la sucesién
es consecuencia de (1.13), que dice que toda forma cerrada es localmente exacta

(en una vecindad de z € M, homeomorfa a un disco) y como los elementos de £¢
son gémenes de formas. Para r € M, la sucesién

0O R £L 4 gl 42 4 ...

es exacta y por lo tanto (a) es una resolucién, que de hecho es suave, ya que cada
termino es suave.

3.8 Corolario. La cohomologfa de de Rham es una teoria de cohomologia de
gavillas, ademds

Hpn(M) = H*(M,R)
Prueba. La resolucién
O—+>R—E"
es aciclica pues £” es fina para 0 < p < dim M. Por (3.7) se tiene el isomorfismo
HI(M,R) = H(I'(S")) = HI (M)
paral0<p<dimM. O
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La cohomologia singular.

Veremos que la cohomologia singular es posible plantearla, al igual que la de de
Rham, en términos de una resolucién suave.

Al final del capitulo I se introdujo €l espacio vectorial generado por los simplejos
singulares suaves en U C M y se les denoté como Sp(U,R)*® y a sus elementos
de les llamé cadenas, que son combinaciones lineales finitas de dichos simplejos.
Podemos ahora considerar el espacio dual:

(Sp(U, R)™)" denotado simplemente por SP(U,R)

El operador frontera Sp.,1 (U, R)%® 2, Sp(U,R)* inducird un operador en los
duales:
s-'(u Ry -2 SPHY (U, R)
Fr——> fod
al que llamaremos cofrontera. Dado que 8% = 0 entonces 6% = 0 y podemos formar
el cociente s
i p+1
PR i C CA R bl CAL)
im {SP-1(U,R) S SP(U,R)}

denominado p-ésimo grupo de cohomologia con coeficientes en R, que es de hecho
un espacio vectorial.

3.0 Observacién. Para cada p € Z+ se puede construir una gavilla de espacios
vectoriales cuyos elementos son los espacios SP(U, R) para cada abierto U de M.
Prueba. Por cada inclusién de abiertos U + V podemos definir un operador
lineal
SP(U,R) 1Y SP(V,R)

que manda f a su restriccidén al subespacio generado por los p-simplejos singulares

en V. Con ello tenemos una gavilla de R-espacios vectoriales, (S’(U R); v} y
podemos aplicar los resultados de las secciones anteriores. O

3.10 Proposicién. Si SP(R) es el espacio etalé iado a {SP*(U,R);|v}, Ila
sucesion
(¢ )] 0> R4 s (R)

es una resolucion suagve de R = M x R.

Prueba. El operador cofrontera es un morfismo de gavillas ya que de rnanera
obvia conmuta con la restriccién |v. Entonces se induce un operador entre las
gavillas de gérmemes correspondientes; éstos serdn precisamente los operadores
de la sucesién (1) que actuan sobre representantes de clases de equivalencia en



CAPITULO [i. COHOMOLOGIA EN VARIEDADES DIFERENCIABLES 35
{SP(U,R); |v } (por eso los denotamos igual que el operador coforntera). Como son
gavillas de gérmenes de funciones (lineales y con dominios muy particulares), se
construyen particiones de la unidad exactamente igual a coma se hizo en el caso
de C37. Resta entonces verificar que la idn es Sabemos que 62 = O y
por lo tanto (1) es un complejo. Para ver que es exacta, considerernos el mapeo de

complejos

0 —— SUU,R) —2— SHUR) —% 5 SBU,R) —2» .-

(&) l-’d lu lu

0 —— SOU,R) —— S'(U,R) —2— S*U,R) —2— ---

donde SP(U, R) es un elemento en la gavilla de p-cocadenas sobre A y U es home-
omorfo a un disco en R™. Paracada p=0,1,... se pueden construir morfismos de
mdédulos h,: SP(U.R) — SP~1(U.R) tales que

dohp +hpy1 08 =1id

es decir id es un mapeo de complejos homotépico al mapeo cero z. Consideremos
el diagrama que induce (2) en las pregavillas de gérmenes en el que los morfismos
son los mismos pero actuando sobre representantes. Se tiene entonces un mapeo
de complejos $*(R) -4, 8*(R) homotdpico a z. De ello se sigue que el morfismo
inducido en cohomologia id. : HP(§*(R)) — HP(8*(R)) es el morfismo cero. Es
decir i.({f]) = [f] = O y por lo tanto si f es un gérmen de p-cocadena tal que

= 0O existe una p — 1 cocadena tal que §g = f y el gérmen que define g se
aplica a f. Para los detalles de la construccién de los morfismos Ay, ver [Wa] 5.31,

p.194. O

ind una teorva de cohomologia de

3.11 Corolario. La coh J i 2
gavillas. Ademads,

HI(($*(R) = HI(M,R) = HE,(M).

Es posible dar un morfismo explicito entre ambas teorias de cohomologia y éste
se deduce del morfismo clasico por medio del cual se prueba la equivalencia de la
cohomologia de de Rham y la singular.

3.12 Proposicién. Sea N° la gavilla de p-formas y SP(R) la gavilla de p-

denas. La licacid:

arU) 25 sPU, R)

w'——vfw
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donde [w: Sp(U,R) — R es tal que C +— [ w, es un morfismo de gavillas. A su
vez tememos un morfismo (gque denotamos igual):

er L2 sP(w)

Prueba. Para cada inclusién de abiertos V <+ U, el operador [ wly tiene sentido
sol

sobre generadas por simplejos en V y por lo tanto kp; conmuta
con las restricciones y es morfismo de gavillas. O

3.13 Corolario. El morﬁamo er LN 8P(R) induce un morfismo entre las res-
oluciones

0 —t R ——m3 &

1 l 'S l
0 — R — S(R)"
y por lo tanto un isomorfismo

HE (M) — H¥('(8%(R)))
para cada ¢ < dim M.

Prueba. Basta considerar los morfismos inducidos por kp en las secciones glo-
bales. Por el teorema de Stokes, estos morfismos conmutan con la derivada exterior
d y con el operador cofrontera 8§ e inducen un mapeo de complejos 1 — I'(5°(R))

y morfismos entre los médulos de cohomologia asociados. Por el teorema (3.7) son
isomorfismos. 0O

Con esto ter los fund

de la teoria de cohomologia de gavillas.
En el capitulo IV retomaremos la cohomologia de de Rham para determinar la

capacidad que tiene una variedad diferenciable de descomponerse en subvariedades
de una dimensién dada es decir, cuando acepta una foliacién.

El teorema de de Rham asegura que la cohomologia de una variedad diferenciable,
construida a partir de formas, es un invariante topoldgico. Valiéndonos de ciertos

elementos de la cohomologia de de Rham podremos aspirar a dar obstrucciones
topoldgicas para foliar una variedad diferenciable
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FOLIACIONES

Una foliacién de una m-variedad diferenciable M es una descomposicién en var-
iedades inmersas inyectivamente, llamadas hojas, de la misma dimensién, salvo
conjuntos singulares. Por ejemplo, el conjunto

S3ry={2*+y* +22=r2{reR, r>0}

es una foliacién de R® — {0} con esferas de radio r # 0. Si permitimos quer =0 y
tomamos tode R®. Entonces S2(r) tendria una singularidad en 0 € R3.

Un ejemplo tipico de foliacién (con singularidades casi pre) de & ién 1
es un sistema dindmico sobre M, donde las hojas son las curvas integrales, es decir,
las soluciones de la ecuacién diferencial "7} = X(x),dondez € M y X € XT(M)
es un campo vectorial. Asi como el Teorema de Existencia y Unicidad establece
las condiciones para la existencia de foliaciones definidas por campos de vectores,
el Teorema de Frobenius es su equivalente para foliaciones de dimensién n < m
y podemos considerarlo como una generalizacién. De esta forma, una foliacién es
el conjunto de soluciones de una ecuacién diferencial en varias variables sobre M.
En este trabajo nos enfocaremos al estudio cualitativo de dichas soluciones y en el
capitulo IV daremos una condicién para la existencia foliaciones sin singularidades.

1. Estructuras Foliadas

Una foliacién de dimensién »n < m sobre M ™ sin singularidades se ve localmente
como planos paralelos de dimensién n. De manera un poco ma&s precisa, M™
(m = n + s) es localmente homeomorfa a un abierto de R™ = R™ x R”.

Notemos que el conjunto

P={(z,c) ER* xR*" |z € R*, c € R" cte.}

es una foliacién de R™ con planos P (espacios afines) de dim = n. A P la lamare- ’

mos foliacién bdsica de R™. Una variedad foliada es localmente homeomorfa a

‘Typeset by AAeS-TEX

ar
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1.1 Definicién. Sea Af una variedad diferenciable de dimensién m = n + s.
Una foliacidén de di i6n nn y clase C” es un atlas maximal § que satisface:

1) Si (U, ¢) € & entonces
@: U — Uy x Uz donde U, € R™ y Uz € R* son bolas abiertas.

2) Si (U, ), (V,¥) € F son cartas tales que U NV # &, entonces
los mapeos h = 3 o ¢! son difeomorfismos de clase C*:
h:d(UAV) = YU N V)
que cumplen con la propiedad:
h(z,y) = (h1(=,y), h2(y)) ()]
donde (z,p) € (UNV)CR® x R*.

A los elementos de J se les llama cartas de foliacidn.

FOLIACION CON SINGULARIDADES

*» v

% woe ¢

1.2 Observacidén. La propiedad (2) hace que la foliacién sea de clase C" y

€l que § se satisfaga implica que los cambios de coordenadas locales preserven las
hojas.

Las hojas.

\—

1.3 Definicién Placas.
Sea ¢: U — Uy x Uz carta de §. Las aplicaciones ¢“| : U x {c} —» U,

ry =de} ©
¢ € Ua, son encajes. A sus imdgenes a = ¢~ (U1 x {¢}) se les llama placas de
(U,¢») y son discos encajados en U.
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1.4 Observacién. Para cada ¢ € Uy se obtienen placas de U ajenas.
Prueba. Sean a,b € U distintos y o, 8 las placas que definen en U. Supongamos
que -y =an g # &, entonces
&(7) = U, x {a} pues 7y C o
= U, x {b} pues vy C B

pero Uy x {a} # Uy x {b} (!), porlo tanto a # 8. 1

1.5 Definicién. Un ino de pl es una ién {a,...,ax} de placas
tales que a; Naiyy # 3.

1.8 Definicién Hojas.

Sean T,y € M, se dird que x ~ y <> 3 {a;}¥_; camino de placas tal que £ € x
¥ ¥ € ax, es decir, si hay un camino de placasentre z y y.

A las clases de equivalencia se les lamara hojas de la foliacién y al conjunto
M/ ~ el espacio de hojas.
El conjunto F; = {y € M |z ~ y} es la hoja que pasa porz € M.

1.7 Corolario. Por cada punto pasa una y sélo una hoja.

1.8 Corolario. Las hojas son conjuntos conectables por trayectorias.

1.9 Proposicién. Las hojas son n-variedades de clase C™, cuya estructura
diferenciable se hereda del atlas J.

Prueba, Seax € M y (U,®) € F, ¢: U — U; x Uz la carta que lo contiene. Para
algyin punto ¢ € Uz, a = ¢~ (U1 x {c}) es la placa de U que contiene a ¢ € M
Si reescribimos ¢ como (¢1,@2) donde ¢ (U) = Uy y ¢2(U) = Uz podemos definir
é = ¢1la tal que i

d:a—> U CR®

es un homeomorfismo, ya que ¢|lo y @ coinciden (mdédulo una translacién) y el
primero es la restriccién de un homeomorfismo. La coleccién

B = {(a,¢) | a es placa de F:}
es un atlas de la hoja F;:
Debemos probar que para dos cartas cualesquiera (a, $), (3, ) tales que an
B # 3, el mapeo Yo é~1: Hla Nng) — J¥la nﬁ) es un difeomorfismo. Para ello

debemos verificar primero que el dominio de ¢ o $~! es abierto. Tanto @ como ¥
son homeomorfismos, entonces basta checar que a M G es abierto en o y en 3:
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Sean (U, ¢), (V,¥) € § las cartas que definen a ¢ y a i/ respectivamente y sean
a,b € R* las constantes que definen a las placas a y 4. Como las cartas en §

satisfacen (f) y an g # @ se tiene que h = Yo ¢~ ! restringidoa W x {a} c Uy xU;
cumple gue

(a) h(z,a) = (hi(z,a), ha(a)) = (hi(z,a),b)
Por otro lado,
HanV) =¢UNVNa) =UNV)O (R x {a})
WENU) =vU NV NG =$UNV)N(R" x {b})
Utilizando (a) se obtiene:
Y@nvV)=vosp  oglanV)=heWUnV)N(R" x {a}))

CYUnNV)n (R x {b})
=¥(BnU)

esdeciraMmMV C gNU y andlogamente se obtiene que SNU CanNV y se obt.lene
1a igualdad

ang=anNnV abierto en a
=6/nU abierto en 8

Ahora bien, si z € é(a N B) el mapeo P o d~(x) = hi(x,a) es de clase C" y
similarmente su inversa & o ¥~ ! es de clase C* y se satisface que los mapeos de
transicién son difeomorfismos en R®. 0O

Foliaciones definidas por pos vectorial

Un campo vectorial X € X7(M), tal que X (x) # 0 Vx € M define una follacién
¥ de dim 1 y clase C” sin singularidades

El Teorema de Existencia y Unicidad de Ecuaciones Diferenciales asegura con
estas hipStesis que:

1) Para todo p € M existe una curva «v: (—e€,¢€) — AL tal que
7(0) =py ¥(0) = X(p)#0
2) v es vinica (mdédulo el dominio de ).

Las curvas que cumplen con dicha propiedad se llaman curvas integrales del
campo X, y forman las hojas de la foliacién:

i) Dichas curvas definen un flujo local p: W C (M x R) - M

plz,t) = v=(2)
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donde -y: es la curva integral definida cierto tiempo t € (—e,.,€,,.).

ii) Para todo p € M existe una vecindad U, C A y un intervalo suficientemente
pequeiio I C R tal que si x € U, entonces w(x,t) = 7:(t) es una curva integral para
te .

M puede ser cubierta con vecindades Uy, mas aun, {U,}, C M forma una base.
Estas vecindades servirdn para construir los dominios de las cartas de foliacién.

iii) Sea D™~ ! un disco centrado en 0 € R™ y i: D™~1 — Af un encaje tal que
i(0) = p y i sea transversal’ a X (U,). El mapeo

@:D" I xI— M
(d,t) — p(i(d),t)
es no singular en (0,0), ya que
#(0,0) = ¢(i(0),0) = ©(p,0) = 7(0)

y su diferencial

®.(0,0) = 7,(0) = X (p) #0
pues X no tiene singularidades. Entonces existe una vecindad V;, C Up tal que

@V, ~— (D™ xI)) c D™ x 1
es un difeomorfismo local.
Definimos el atlas de la foliacién como F = {(Vp, ¥ ) }pesm-

2. Formas diferenciales y foliaciones

En esta seccién veremos que se pueden definir foliaciones en términos de formas
diferenciales. Como una primera aproximacién, trataremos el caso de 1-formas.
Asfi como un campo vectorial no singular define una foliacién de di ién 1, una
1-forma no nula definird una foliacién de codimensién 1 sobre M.

2.1 Definicién. Sea A una variedad diferenciable de dimensién m = n+s y
sea {(Ui, fi)}icr un conjunto que satisface:
1) {U:} es una cubierta abierta de M
2) Cada f; es una submersién f;: U; — R*
3) Si Us NU; # &, existe un difcomorfismo C7, g;; en R® tal que
Sfi=guef; enUinU;.

A los elementos { fi}ics se les lama map distinguid
1Esto es aiempre posible ya que la tr idad es una iedad genérica. Ver [Bro] para
iad § ¥y p i des de tr lidad.
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2.2 Proposicién. Sea M wuna (n + 8)-variedad diferenciable junto con una
Locrid .

de d: idos {(Ui, fi)}iet, entonces M tiene una foliacién §
de clase C™ y codlmenalén a.

Prueba. La existencia de las submersiones {f;} gar izan la exi ia de cartas
de foliacién:

Las submersiones f;: U; — R® se ven localmente como proyecciones?, es decir,

Vp € U; y fi(p) € R* existen cartas (V,¢) € A, (Vz,id) respectivamente con V C U;
y Vz € fi(V) tales que

@:V —m Vi xV3CR® xR*

y se satisface que la aplicacién

ide fioo tivixVa —r Vs
coincide con una proyeccién. En este case, fi o ¢~ x,y) = w2z, ¥) = y.

Las cartas (V, ¢) € A definen a §:

Si (V,¢), (W,¥) € A son cartas inducidas por los mapeos distinguidos (Ui,_f‘),

(Uy, 13) tales que VN W # &5, entonces los cambios de coordenadas ¢ o »~! son
difeomorfismos en R™ de la forma

doy~ Mz, ¥) = (hi(z,y), ha(z, v))
Veremos que hz depende solamente de y € R*:

ha=mz20¢0y ' =fiodp ooyt = fiop~?!
pero fi = gi; o f; entonces

ha(z,y) = gy o f5 o ¥ (z,¥) = gij o ma(=x,¥) = gi; (¥)
es decir, h3 depende solamente de y.

Como ademiés V es homemorfo a V} x V3 por medio de ¢, entonces las cartas
(V,¢) forman un atlas de §. 0O

2.3 Proposicién. Sea § una foliacion de clase C™ y codimensién s sobre M"""
Erxiste una familic de mapeos distinguidos inducida por las cartas de §.

Para la demostracién de esta proposicién necesitamos el siguiente

2Forma local de submersiones, ver {Br]
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Lema. Sea § un atlas de foliacion. Eriste un conjunto de car!aa {(U;,d)g)} en
3, tales que si UiNU; 7% @ entonces U;UU; C V, donde V es & de
carta de §.

Prueba. Ver [Ca-Lij IL.3.1.

Pyrueba (2.3). Tomemos un subconjunto de cartas {(U;, ¢:)} de F que cubran a
M y que satisf: la propiedad del Lema anterior.

Como ¢;: U; — U} x U2 c R™ x R* es un difeomorfismo, si 73: R” x R* — R*
es proyeccién, entonces

fi=mao¢: Uy — U2 es una submersién

El conjunto {(U;, f;)} serdn los mapeos distinguidos.
Como 7! =iz: R* —» R” x R* tal que ¢ — R™ x {c} entonces,

It = o7 ciz(e) = @7 U x {c}) es una placa de U.

Es decir, las placas de la foliacién pueden obtenerse como f;~ 1(c) con c € R*.

Ahora. falta construir los diffomorfismos g;;. Para ello tomaremos en cuenta la
propiedad requerida al principio de la prueba: si (Uy, ®;), (Us,®;) son cartas tales
que U;NU; # & entonces U,UU; C V, donde (V, ¢) es otra carta de . Con esto se
garantiza que si a, 8 son placas de U; y U; respectivamente, y aMn g # &, entonces
atlu B Cy placade V, 1o que implica que Uy NG Cay ¢(Ui N B) = {p} € R*.

Con esta idea podemos tomar y € f;(Us NU;) ¥y f;7'(y) = B es una placa de
U; €V y BNU; # @ y se asegura que el mapeo f; o j,“(y) = gis(y) estsd bien
definido en f;(U M Uj). Ademés gij = 73 © ¢ 0 $; ! o iz es una composicién de

aplicaciones C™ y su inversa 9!1 = gji €5 bién lo es, isfaciend que sea
difeomorfismo local en R* y que f; = fio f; ' o f; =giy0 f;. O

Los dos resultados anteriores los resumimos en el siguiente

2.4 Corolario. El atlas § existe si y solo si los p distinguid

2.8 Corolario. Sea w € N (Af) cerrada y tal que wx # O para todo x € M.

Ent A pta una foliacion F(w) de codi 1.

Prueba. Localmente w es exacta, es decir para cada z € M hay una vecindad
V' donde w|y es exacta. Tomemos una cubierta abierta {V;} de M tal que w|v; es
exacta y sean {f;} las funciones tales que df; = w; 7 0. Tenemos pues que f; son
submersiones y se checa ficilmente que de V; NV}, las submersiones f; y f; difieren
por un difeomorfismo local de R (una translacién seguida de una contraccién). Por
lo tanto {(V4, f:)} define una familia de mapeos distinguidos. O
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2.8 Ej plo. En R? »s las coordenadas candnicas (x,y,z). Sea w la
1-forma en R® dada por

w = adz + bdy + cdz
con a,b,c # O funciones suaves. w define una foliacién por superficies sin singu-
laridades. Si los coeficientes de w fueran, por ejemplo, polinomios en R[z,y, =], las
singularidades de la foliacién estidn dadas por la ecuacidna =b =c¢ = 0.

2.7 Ejemplo. Sean Af, N variedades y M l» N una submersién. Como para
cadaz € M

(f)e: TeM — Ty N
es suprayectiva, entonces f~!(y) = F, es una subvariedad para cada y € im(f).
Con la forma local de submersiones (ver [Br]) se construye una familia de mapeos
distinguidos y por lo tanto una foliacién. Por ejemplo, R® — {0} 4R,
f(z,y, z) = ax® + by® + c22?, a,b,c€ER
define una foliacién de R®* — {0} por cuddricas.

2.8 Ejemplo. Fibracidn. Una fibracién es una terna (E,nw, B, F) donde E, B,
F son variedades diferenciables, £ = B es una submersién y para cada = € B,
w—'(z) = F, es difeomorfa a F. Mads ain, para cada punto = € B, existe una
wvecindad U C B y un difeomorfismo oy tal que el siguiente diagrama conmuta:

U x F 22 »—Y(U)
1=
A E se le llama el espacio total, a B la base y a F la fibra. A w se le llama
proyeccién y a Fp la fidtra sobre x. Como n es una submersién, las componentes

conexas de las fibras son las hojas de una foliacién de E. El haz tangente TM a
una variedad M es una fibracién por espacios vectoriales (ver cap IV).

L

T

=,
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Fl Teorema de Frobenius

A continuacién daremos la demostracién del teorema de Frobenius. Para ello se
introducira la idea de distribucién, que resulta ser una generalizacién de los cam-
pos de lineas generados por un campo vectorial, a campos de planos: asf como un
campo vectorial no singular X sobre A define en cada punto un subespacio vecto-
rial de di ién 1 del t te, una col ién de campas Xy, ... ,X,, linealmente
independientes en cada punto, definird un subespacio vectorial del tangente de Qi-
mensidén r en cada punto. Localmente, daremos condiciones ias y
para que el espacio generado por Xi(p),... , X,(p) sea el espacio tangente de una
subvariedad de M de dimensién r y que pase por p, es decir cuando un campo de
planos define una foliacién.

Como es de esperarse existe una versién dual de este problema, establecida en
términos de formas. Veremos que toda distribucién de codimensién k puede con-
cebirse como el espacio que genera el anulamiento simultdneo de k 1-formas lineal-
mente independientes en cada punto.

En este capitulo M serad una d-variedad de clase C7. X(M) denotaréi los campos
vectoriales sobre Af de clase C*, k < r, y si (U, ) € & es una cartaen tornoa m €
My = (z1,...,Zd) SOn sus coordenadas locales, entonces cualquier campo X €
X(U) 1o consideraremos una combinacién lineal Zf=, a;& para algunas funciones
a; € C*(U). Si k = oo hablaremos entonces de P , natural M
serd en este caso una variedad suave.

3.1 Deflnicién. Sean X,Y € X(M). Su corchete de Lie [X,Y] se define como
el operador en C™(Af):

(X, Y](f) = X(Y(f)) —¥Y(X(f)

3.2 Observaciones.
1) [X,Y]) € (M)
2) Si f,g € C=(M), [fX,gY] = folX, Y] + fX(9)Y —gY ()X
3) [X,Y] = —[V,X]
Prueba. Dado que X,Y son campos vectoriales suaves si y sélo si X (f) y Y (f)

son funciones suaves (ver [Wa]) es directo que [X, Y] es un campo suave. Los incisos
2 y 3 se verifican haciendo el célculo directamente. O

3.3 Deflnicion. Sea ¢: M — N suave y (¢.), su diferencial en p € M. Dos
campos X € X(M), ¥ € X(Y) se dird que estdn ¢-relacionados si para todo
punto p € M

(¢-)p(Xp) = Yorp
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3.4 Lema. Sean X, X' € X(M), Y, Y’ € X(N). S{ X yY estdin ¢-relacionados
¥y X' y Y’ también lo estdn, entonces [X,X') y [V, Y] estdn ¢-relacionados.

Prueba. Recordando que si v € T M, (¢.)p(v) es un vector en Ty N y que por
definicién (¢.)p(v)(f) = v(f © @) para cualquier funcién f € C*°(NN). Haciendo
v = {X, X'] y usando (3.3) se verifica tras un cédlculo directo. O 4

3.5 Definicion. Seam € M y ¢ = (x1,... ,24) un sistema de coordenadas en
U vecindad de rn. Al conjunto
He = {pe U [(@1(D)s...,Tc(p), k) € RY k = (Ket1,. . ,ka) € R}

lo llamaremos hipersuperficie de dimensidn c.

3.8 Observacion. H; # O:
Tormemos una foliacién bésica de dimensién cen RY (ver §1):
P ={(x.k) ER x R ° |z € R°. k € R ° cte.}

y F un hoja de P tal que ¥ = FNeU) # @. T esti descrita en términos de
{(Z14... ,x4) y como £ C F entonces z..1,...,Zs SOn constantes. De esta manera
H = @~ |£(X) es una hipersuperficie en U.

Si w: R — R°® x R¥—° es la proyeccién sobre R®, entonces H —% 7 (L) es un
homeomorfismo y w e ¢ = (£1,... , ) son coordenadas locales en H.

3.7 Ejemplo. Las placas de una foliacién § son hipersuperficies de dimensién
igual a dim §.

3.8 Lema. Sea H, una hipersuperfice en una vecindad coerdenada U C M

definida como en (3.5) y sea X € X(U), entonces
X € E(Hy) 9i y sdlo si X(x;) =0

paraj =c+1,...,d

Prueba. Podemos suponer que X = 2‘_;, agng—‘- para algunas a; € C*°(U). Si
X(x;) =0 paraj=c+1,...,dentonces necesariamente a; = 0. Asi que podemos
expresar a X solamente en términos de {#&,... , 2=}, que es precisamente una
base de X(Ha).

La otra implicacién se satisface trivialmente pues cualquier campo en Hi se
escribe como Z‘ 1 ag;,% y ¥y se tiene que X (zx;) = §;; = 0 pues i # j para j =
c+1,...,d.

3.9 Definicién. Una c-distribucidn ‘D sobre M es una asignacién z — D(x),
donde D(x) es un subespacio vectorial de T, M de dimensién ijal < ¢ < d. Diremos
que D es de clase CT si est4d generada por campos Xi,... ,.X. todos de clase C7.

Como al principio de esta seccién asumimos que r = oo, trataremos solamente
con distribuciones suaves, salvo que se indique lo contrario. Como X (x), ..., Xc(z)
generan un hiperplano de dimensién ¢, es comun lamar a D un campo de e-planos
o simplemente campo de planos.
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3.10 Definicién. Sea D una c-distribucién y &V -~ Af una inmersién inyectiva.
Si para cada punto p€ N

(i)2(T: N) ="D(x)
se dird que D es integrable y N se llamara variedad integral de D.

3.11 Definicién. Sea D generada localmente por {.X,..

. »X¢}. Diremos que
‘D es involutiva si

[X«(p), X;(P)] € D(p)
paratodop€ M;i,j=1,... ,c.
3.12 Teorema (Frobenius).
Una c-distribucion D es integrable si y sdlo si es involutiva.

Prueba. La demostracién serd consecuencia de los resultados (3.13) y (3.15).

DISTRIBUCION NO INVOLUTIVA

3.13 Lema. Sea D integrable, £ D es i luts

Prueba. Supongamos que para cada punto p € M existe una variedad integral
N. Sea i: N — M la inclusién. Como por hipétesis T, N = D(p), entonces
(t.)p: TpN — D(p) es un ison:_or_f_‘:smo. En particular, para cualesquiera campos
X,Y que generen a D existen X,Y campos en IV tales que

(#)p(Kp) = Ximy
(i.)p(Yp) = Yi(p)
esdecir X y X, ¥y Y estdn i-relacionados respectivamente. Por (3.2.1) [X,¥)p €
TpN y entonces (i.)p([X,Y]p) € D(p). Peroc por (3.4),
(X, ¥ = () ([X, ¥lp)

y se concluye que D es involutiva. O
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3.14 Lema. Sea X: un campo sobre M sin singularidades y J la foliacidn que

define (ver §1). Si (U,w) es una carta de F y ¢ = (v1,... »¥d) Sus coordenadas,
entonces

W X = a%, a e Cc™W)

Prueba. Tenemos que @(U) = Uy x Uz € R x R*~!. Si g es una curva integral
de X1 que pase por p € U, entonces gM U esta contenida en alguna placa a en U
y @{a) = (y1, k) para alguna k € Uz y definimos $ = @|a y se tiene que

(Feo)p: Tpa — (R x {0}) € R?

es un isc fismo de espacios vectoriales.

Por otro lado, en (U, ), X, = EL, a‘i?;. Es facil verificar que parai = 2,...,d

@ (2], =0

¥ entonces ($.),(X1(P)) = (P.)plar £1|,) ¥ dado que (B.), es inyectiva entonces

a9
Xx@):axm parap € U

P

y se concluye que X; = a3 3% En adelante supondremos que a = 1 para simplificar
los célculos. 0O

3.15 Proposicién. Sea D una c-distribucidn i H Para todo m € M,
existe un abierto V y un sisterna de coordenadas ¢ = (x1,... ,z4) en V tal gue las
hiperauperficies Hy definidas por (Tcv1,.-.,xd) = k € R¥~° son las placas de una
foliacién F y (V,¢) es precisamente una carta de foliacién.

Prueba. Prc emos a d ar esto por induccién sobre c. Para el caso
de 1-distribuciones, es decir, un campo de lineas, se puede generar con un campo
vectorial X;. Naturalmente [X,, X;] = 0 € D y como vimos en §1, se define una

foliacién. Sean que (y;,...,¥4) las coordenadas tales que y3 = kz,... ,¥d = ka
definen las placas de §.

Supongamos ahora que (3.15) se satisface para. c— ly demostraremos el casode c-
distribuciones, Tomemos X,,..., ind definidos

en un abierto U € M y por (3.14) podemos asumir que X; = 39— Definimos otros
campos en U:

@ V=X = e

Yi=X¢— X)X parai=2,...,¢
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es fdcil verificar que Yi,..., Y son linealmente independientes y por lo tanto ge-
neran & D en U. Sea S la hipersuperficie definida por y; = 0. Si consideramos la
restriccién de Y; a S

Z; = Yils i=2,...,c
se tiene que Z;(y:1) = 0 y por (3.8), Z2,... ,Z4 sSOn campos tangentes a S.
También se verifica directamente que [Y;,Yi](¥1) = O para j,k = 2,...,c, es
decir [¥};, Ya] es un campo tangente a S, y como Z; y Y; estan i-relacionados,
G)nl(2s, Zalp) = [V}, Yilp € T3S
De manera que [Y;, Yk]|5 = [Z;, Zix] y por lo tanto la (c—1)-distribucién que definen
Z2y... +Zc €s involutiva en S.

Aplicando la hipétesis de induccién, para cada m € S existen coordenadas
Wu,-.. ,Wa €n S tales que las hipersuperficies H, definidas por (Weqy1,... ,wa) =
(Ke+1,--- 5 K4) = k son las placas de una foliacién en S.

En torno a m definimos las sigui coordenadas:
3 T =3
Xy = wy i=2,...,d

definidas en algiin abierto V' C Af.
Si probamos que

(4) Yi(x;) =0 paracadai=1,...,c
i=c+1,...,d

gracias a (3.8) se sigue que Yi,... ,Y. € X(Ha) y se define una c-distribucién D

generada por {;£-,..., £} tal que H, son las variedades integrales de D y (3.15)
seria demostrado.

Para ello notemos que en V y en términos de (z31,... ,z4), Y7 = 2?:; ﬂifz- Las
jones 2 y 3 impli que Yi(x1) = l,entonces a; =1l ya; =0s815=2,...,d,
es decir
8
(5) Y1 = B, ° v

y por lo tanto Yi(x;) =Oparai=1y j =c+1,...,d. Resta ahora verificar (4)
parai =2,...c: .

Por (5) se tiene que

V=) = v (Kata)) = %5, i)
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Como D es involutiva entonces existen funciones by € C*(V'} tales que [Y;,¥7] =
3°¢_, b Y;, entonces

38Y;
(6) __‘(£L. §: b Yo (5)
- r=1
Consideremos una hipersuperficie 5 dada por las ecuaciones x; = const,... ,Tq4 =

const. En ella, Y;(x;) es una funcién que depende exclusivamente de x, y por lo
tanto (6) se transforma en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en z;

dyi(z;) S
(6] TJ— gb;,)’,.(:,) =0
que tiene solucién dnica para valores iniciales dados. Como (7) es homogéneo, las
func-lona oonstnntes Y‘(z,) = O satisfacen (7). Si ésta fuera la tinica solucién para
co 1, habriamos terminado. Veremos que eso se cumple:

Observemos que $N § = {punto} y todas las posibles condiciones iniciales de
(7) se obti al tomar disti s § asi que podemos tomar los puntos de § como
condiciones iniciales y las soluciones de (7) deben coincidir con su restriccién a
SNS. Peroen S

Yi(zy) = Zi(w;) = .
la primera igualdad sigue de la definicién de los Z!s y de (3). La segunda de la
hipétesis de induccién aplicada a S y el lema (3.8). De esta manera las soluciones
de (7) son siempre nulas, y {4) ha sido demostrado.

4. Frobenius con formas

Hemos visto que una c-distribcién involutiva define una foliacién § en M y toda
distribucién puede ser generada lo 1 por ¢ pos lineal independi-
entes no nulos. Alternati de definir un po de pl en términos
de d — c 1-formas linealmente indepen-dzent.es. Esto junto con cierta condicién
equivalente a la involutividad definirdé una foliacién de codimensién k = d — c.
Naturalmente el hecho se desprende de la dualidad 1-formas-campos de vectores.

Al igual que antes M serd una d-variedad diferenciable y P un campo de planos de
codimensién & = d — ¢. Tanto las formas como lo campos con los que trabajaremos
serdn siempre de clase C7, (r > 0).

Sea p € M y U C M una vecindad de p. Sean w!,... ,w* € O} (U) linealmente
independientes y que no se anulen idénticamente en U.

En cada ¢ € U definimos:

P(g) = {v € TyM |wj(v) = - -+ = wi(v) =0}

Dado que wf : T, M — R es supreyectiva, Ker(u‘) es subespacio vectorial de
codimensién 1 en Ty M, como w} son li ] mdp. di se tiene que P(q)
es un subespacio vectorial de codimensién k en Ty .
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Podemos definir un campo de planos de dimensién d — k = ¢ en M como
o: M — TM; g +—> P(g) C ToM

Tomemos una carta (V,p) € A tal que g € V. Si o = (z,;,... ,:,.), se tiene que
B(q) = {dxi1(g),... ,dza(q)} es una base de (ToM)". Como wj son linealmente
independientes podemos tomar algunos dz;(gq) € B(g) de manera que

B'(q) = {w},... ,wiidr;(g),--- ,dzi_o (@)

sea base de (TyM)*. Renombramos wi*! = dx; (@),-..,wd = dzy,_.(q), asi
B'(g) = {w},... ,w:). Por continuidad, si W C V, entonces B'(x) seguird siendo
base de (TyM)" para todox € W.

Ahora consideremos campos vectoriales X?!,... , X% en W tales que puntual-
mente sean la base dual de B'(x). Entonces wi(X7(x)) = 8;;. En particular si
i=1...,kyj=~Fk+1, . ,d, entonces wi(X?(x)) = 0, es decir X¥(z) € P(z)
paraj =k +1,... ,d y como son d — k elementos basicos de T: Af, entonces

(X7 (x)) = P(=x) j=k+1,...,d ze€W

¥ P(z) puede ser generado por d — k = ¢ campos vectoriales linealmente indepen-
dientes.

Ahora bien, si tenemos una c-distribucién P (de codimensién k), es posible encontrar
un sistema de k l-formas que la definan:

b d en‘ generado por Xk+1 | X9 los que asuminos como ¢ campos vectoriales
1i Vi ¥ no nulos definidos en un abierto U
vecindad de p e M. Podemos encontrar k campos vectoriales en U, tales que
{XYg),--- ,X‘(q)) sea base de T M para todo ¢ € U. Si consideramos ahora
la base dual {w},...,w?}, se verifica que w.(X-'(q)) Osii = 1,...,kyJj =
k +1,... ,d. ProbAndose entonces que

{X*+ ., X%} = Ker(w'), sii=1,...,k

com lo que se d a la sigui

4.1 Proposicién. Toda distribucicn ? de codlmemlén k en M se define local-

mente como el kernel de k 1-formas li pendientes y no nulas. Simi-
larmente, si w?, ... ,w* son I-formas li I te independi
P(@) = {v € TyM |wi(v) =+ = wi(v) =0}

La proposicién anterior motiva al planteamiento una nueva versién del teorema
de Frobenius, que resulta ser una trad ién de la condicién de involutividad al
contexto de formas.
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4.2 Teorema. Sea P una dutnbucmn de codlmen.non k en M, definida local-

menleporu s e ,u e Qi(U), { t pendientes en cada p € U. En-

, SONn eq Le.

1) P es integrable
2)dut AW A...AW* =0 para toda j=1,...,k
La demostracién es consecuencia directa del siguiente par de lemas.
4.3 Lema. Sea 8 € N3(U) tal que @AW A...Aw* = 0. Para todo p € U eziste
una vecindad V C U y ay,... ,ax € Q(V) tales que

=aiAw+---+arAu*

Prueba. Como wl!,... ,w* son linealmente independientes en cada p € U, es
posible encontrar d — & 1-formas en V de manera que {w‘, N ,w") sea base de
N1(V), y escribir @ en términos de ella como 8 = 3=, a;;jw’ A wl.

Como @ Aw! A...Aw* =0, entonces

6= E aywf Auw AW, .., w* =0 implicaqueaiy=0sik<i<ji
i<j
Entonces, si hacemos a; = — EKJ aqju’, podemos reescribir a € como

Iy
6 = Z At O
d=1
4.4 Lema. Sean w € 0 (U)y sean X,Y € X(U), U C R", entonces
dw(X,Y) = d(w(X)) - ¥ ~ d(w(Y)) - X +w([X, Y]
donde w(X) es la funcién: p — wp(X (p))

Prueba. Sea {e,... ,e,} base de R y {dz1,... ,dz,} la base dual. Entonces
podemos escribir

w—Za.dz. X = zbie‘ Y = qu‘

=1 i=1

donde a;,b;,c; € CT(U).
Con lo que obtenemos las siguientes ecuaciones:

(1) w(X) = ia‘ba, w(Y) = ia.-ca
i=1 i=t
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. > e, b Sc; b,
@ wX, YD =3 a (33;(":3?; —oEm) ) = (082 ~eser)

i=1

Por otro lado dw = 37, ; agdzg A dz; donde ay; = g;:{- - g%}, por lo que se tiene
que:
du(X,Y) = Zau (bic; — bjcs)
i<j
De (1) se obtienen las ecuaciones:
_ ads) by Bai
dw(X) Y = izj: Tox, = gc,(ag—azj + b‘——azj)
— B(asci) _ Bcy Bay
dw(Y) - X = g “on, by = g b,(a;a——z_j +Cigay
8b, Be;
X)-¥ — Y) - X = —t _p, G
dw(X) Y —dw(¥Y) - X ‘Z‘ja;(cjazj 4 By
Bay
+ H—(bic; — bjei)
g Bz
Sumando ésta iltima a (2) se tiene que:

dw(X) - ¥ —dw(Y) - X +w(X,Y]) =37 g;fw, —bjc0)
i

ahora podemos reordenar los indices del lado derecho de la ecuacién, y dado que
ay = -5—1-’:‘ -~ ﬂ:, reescribirlo como

Q’i—-‘?‘;‘)b —byei) = dw(X,Y) O
g(&n Bz, (bicy — bjci) ( )

Podemos ahora proseguir facil en lad racién del Teorema:
Prueba (Frobenius). Sean X,Y € P campos vectoriales de clase.

Suponiendo que dw? A w! A... A w* = 0, podemos aplicar (4.3) y obtener
&
dw? = E af AWt
=1

y al aplicar los campos X y Y se obtiene:

k
du (X,Y) = Z(a{(X)w‘(Y) — ad(Y)uwi(X)) =0

i=1
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ya que wi(X) = wi(¥) =0,Vi=1,... k. Aplicando la identidad demostrada en
(4.4), se llega a que

0 = du/ (X, Y) = d{w! (X))(V) — d(w! (V))(X) + (X, Y]

y como w¥(X) = «’(Y) = 0, entonces «’([X,¥]) = 0, con lo que se prueba que
[X,¥] € P, es decir, P es involutiva, luego P es integrable.

Ahora bien, si P es integrable, [X,Y] € P y se tiene que «/([X,Y]) = 0, Vj =
1,... ,k. Utilizando la identidad de (4.4), se verifica que duw/(X,Y) = 0 para
cualesquiera campos en P,

Se sigue que duw’ AWl A...AW*=0. O

4.5 Ejemplo. Una 1-forma w define una foliacién de codimensién 1 en Af si:
1) wx # 0 en todo punto x € Af.
2) doNAw=20 :

Si w es cerrada y no se anula en Af, entonces define una foliacién de codimension
1 (ver 2.5) y esto se generaliza a foliaciones de codimensién k.

Hasta aqui hemos visto que dada una distribucién sobre Af podemos determinar
si es integrable o no, pero  serd siempre posible encontrar una distribucién inte-
grable sobre Af?7 En lo que resta de la tesis desarrollaremos la herramienta necesaria
para responder a esta pregunta,

Nuestro objetivo inmediato es traducir la integrabilidad de un campo de planos
a un contexto mas abstracto, en el cual podremos determinar la imposibilidad de
montar una distribucién integrable sobre M. Para ello serd necesario introducir la
idea de haz vectorial sobre Af. Veremos que una distribucién es un subhaz vectorial
del tangente T°Af y su integrabilidad dependersd de la naturaleza topolégica de M.



CAPITULO IV

CLASES CARACTERISTICAS EN FOLIACIONES

En este capitulo daremos una condicién necesaria para la existencia de folia-
ciones sin singularidades en una variedad diferenciable A de clase C", r > 2 y no
necesariamente compacta. Para ello haremos un replanteamiento del concepto de
foliacién en el contexto de haces vectoriales: una foliacién serd un subhaz vectorial
integrable E del haz tangente TAf.

La integrabilidad local de £ queda de antemano resuelta por el teorema de
Frobenius traducido en términos de las secciones de E. Sin embargo la presencia
de singularidades en una foliacién es un problema de indole global. Para resolver
este problema scri nccesario introducir el concepto de curvatura de E con la cual
se definen clases de cohomologia en H3,(Af) llamadas clases caracterfsticas. La
naturaleza de dichas clases determinara la no existencia de foliaciones sin singular-
idades y eso dependerd exclusivamente de la naturaleza topolSgica de M.

El trabajo que aquf se recopila se basa principalmente en el trabajo de [Bol]
”On a topological obstruction to integrability ” modificado ligeramente para el caso
de foliaciones diferenciables reales. Una linea mds prolifica de investigacién se
cimenta en el caso complejo. Haciendo una traduccién de ésta tesis para el caso
de variedades complejas, puede servir como introduccién al estudio de foliaciones
holomorfas seguiendo [Ba-Bo] "Singularities of Holomorphic Foliations”.

1. Haces Vectoriales

1.1 Definicién. Un haz vectorial (o fibrado vectorial) de dimension n sobre
un espacio A es una aplicacién continua y suprayectiva £ ——s M que satisface:

1) Para cada punto z € A, E. = 7w~ !(x) tiene estructura de espacio vectorial
de dimensién n.

2) Existe una cubierta abierta {Us} y homeomorfismos ¢q : Ua x R? — 7~} (Ua)
tal que el diagrama conmuta

Ua x R® —2=2 4 7—1(Us)
x l‘
Ua
3) dalz: {z} x R® — v—3(z) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Typeset by 4asS5-TEX
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Si E, M y w son suaves, ¢ son difeomorfismos, diremos que el haz es suave. En
ocasiones se requiere la siguiente condicién:

Si Ua N Up # @, las aplicaciones 4);;‘ o @o: (UaNUg) x R* = (U, N Uy) x R®
son de la forma

#5' © Palz,v) = (z.9pa(2) - v) zEUaNUs, v ER"
donde la asignacion z + gga(x) € GL(n,R) es diferenciable.

El haz vectorial E ~=» M se denotara por (E,w,M) o simplemente E. En
adelante trabajaremos solamente con haces suaves

1.2 Observacién. F es una variedad diferenciable de dimension n + dim M.

Prueba. To el atlas imal A = {(V;,%;)} de M, {(Ua,$a)} un sistema
de triviali i 1 les como en (1.1) y 8.p.g. supongamos que {(Ua,¥a)} C 2,
es decir, que los dominios de las cartas y de las trivializaciones locales coinciden y
cubren a M.,

Construi hc fi

108 ha = (Wa,id) o d51:

ho: N (Us) = ¢Ya(Ua) x R®

donde las aplicaciones
hg o b3t : Ya(Ua NUG) x R® — Ya(Us M Ug) x R™
(Yalz),v) —> (Ys(z), g9palx) -v)

es facil verificar que son difeomorfismos en R*+dm M = o

1.3 Definicién. Una is

local en E es una aplicacién U »%+ E suave tal
que 7 o8 =iduca. De esta forma todo haz vectorial tience asociada su pregavﬂln
de secciones I'(E). A las secciones locales las llamaremos simpl

salvo que el contexto haga necesario ser mas explicitos.

1.4 Observacién. Como I'( £) son secciones suaves, podemos considerar a I'( E)

como una pregavilla de C'“°-mddulos. Suponiendo esto, los elementos T'(Ely) son
C°°(U)-médulos finitamente generados:

Prueba. Consideremos {(Ua,®a)} el sistema de trivializaciones locales de E for-
mado por la unién de todos las trivializaciones que cumplen con (1.1). Basta
entonces considerar elementos de la forma I'(E|v,) ¥ ver que son finitamente gen-
erados.

Dado que E, 2 n~!(z) por medio del isomorfismo ¢s|, y tomando una base
{e1,... ,ea} de R", podemos contruir secciones s¢(z) = ¢alz(x,e;), que forman

f
una base de E; para todo puntox € Ug y si ¢ € T'(E|y.) es una seccién arbitraria,
o(x) se expresa en téminos de dicha base.

1Sl no, tomemos {(Vi,¥:)} C @A tal que {V;} cubra a M y tomamos {(Vi NUa, Wilv;nu, )} en
donde la interseccion V; M Ua tenga sentido.
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1.5 Definicién. Al conjunto {s¢,...,s3} lo lamaremos marco local de I'(F).

1.8 Ejemplo. Producto tensorial de haces
Sean (£,m, M), (F,n', M) haces vectoriales sobre Af. Se define

E®@F=|) E.®E.
zEM

Es posible ver que (E® F,n®7’, M) es un haz vectorial de dimensién dim E-dim F'.

1.7 Observacién. Sean E, F haces vectoriales sobre M, I'(E) y I'(F) sus
pregavillas de secciones. Entonces,

T(E) ®@c=(an [(F) = T(E @ F)

Prueba. El isomorfismno basta demostrarlo en las restricciones Elv, Flu y
(E ® F)|U, dunde U C M es un abierto arbitrario. Dichas restricciones las deno-
taremos simplemente por E, F y E ® F respectivamente. Definiendo

A:T(E)®I(F) — I(E®F)
oTRT — = 5 o(x) ® r{zx)
es decir, A(0c ® 7) = ¥ es la seccién en E @ F, tal que E(z) = o(z) @ v(x). Se

verifica que A es isomorfismo de médulos. Que A conmute con las restricciones se
verifica trivialmente. [

1.8 Ejemplo. El hax tangente

TM ={J.crs T=M es un haz vectorial TAM = Af, cuyas trivializaciones locales
son inducidas el atlas A de Af:

Sea w: TM — M definido como vp —— p para todo vp € TpM. La trivialidad
local se verifica:

Sea A atlas de M, (U,¢) € A y ¢ = (T1,... ,%Tn). En términos de esta carta,
{21, , 382, } es base de LM y {d(z1)p,- .- , d(Zn)p} s la base dual V p € U.

Si tomamos 7~} (U) = U,cy Tp M y definimos

vl (U)—> U x R™
vp > (prd(z1)p(Vp)s -+ . » d(xn)p(vp))
YU x R® —p 7~ 3(U)

Ll 5]
(Pyary... ,an) —> §G‘E:L’



58 CAPITULO IV. CLASES CARACTERISTICAS EN FOLIACIONES

tenemos que Y es trivializacién local de T°M, es invertible y si (Ua, ®a), (Up, da)
son cartas ¢a = (z7,...,T2), ¢g = (z¥,...,z8) tales que p € Ua NUg # <,
entonces

Yzl evalp.ar,... ,an) = (P, gag - (@1,... , Qn))

donde gaglz) = (%E-L) € GL (n, R).

Antes de dar el siguiente ejemplo, sobre el cual se trabajard méds adelante, debe-
mos introducir el concepto de subhaz.

1.8 Definicién. Sea (E, m, M) un haz vectorial de dimensién nn, y F un sub-
conjunto de E. Si para cada z € M existe una trivializacién local (U, ¢) de E que
cumple

~HUFNr I (U)) =W xR*¥) cU x R®

se tendrd un haz vectorial (F,7|r, M) que es llamado un subhaz de E.

Iiacids

1.10 Ejemplo. El haz tangente o una f

Sea M una m-variedad diferenciable y sea § una foliacién de dimensién n sobre
M. Definimos el haz tangente a la foliacién como TF = {J,ea T=F para toda F
hoja de ¥. Veremos que TF es un subhaz vectorial del tangente.

Ohbservemos que T: F es subespacio vectorial de T, M pues F es subvariedad de
M y ademis dimT.F = n. Sea £ € M arbitrario y (U, ¢) una trivializacién local
de T'™™ tal que £ € U. Tenemos que ¢|: es un isomorfismo entre T M y R™,
en particular es inyectiva, por lo que también es un isomorfismo entre 7> F y su
imdgen. Dado que dim T F = n, identificamos @|.(T: F) € R™ como R™. De esta
forma

Ple: {2} x R® — T F
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es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Como T.F & T:M entonces J,cp, T=F G m }(U) y se verifica también que
TN~ (U) = J.cu T=F ydadoque ¢~ ' : 7~ (U) — U xR™ es un homeomorfismo

entonces
o | JTF 5o (YT =@ xV)c U xR™

zeU zeU

es también un homeomorfismo. Pero por la propiedad (1.1.1), se tiene que
U=m(|JTF)=PW xV)=U"
zeU

donde P es la proyeccién sobre el primer factor. Ademd&s puntualmente,
¢~ 1 (T F) = {z} x R™ por lo que necesariamente V = R", y se completa la verifi-
cacién de que TF es subhaz de TAf. O

Notemos que § es un haz vectorial que cumple una propiedad muy singular, la
integrabilidad, que en el contexto de haces vectoriales se traduce como sigue: Un
subhaz FE del tangente TAf es integrable localmente si I'(F) es una pregavilla
cerrada bajo el corchete de Lie de cualesquiera de sus elementos. Es decir, si
X, ¥ € I'(E|v), entonces [ X, Y] € I'(E|[v).

Es de particular interés formar un nuevo haz en términos de los que acabamos
de contruir. Tomemos T F C T, M y formemos el caciente v = T, M/T.F. Este
nuevo espacio esta formado por clases de equivalencia [v] de vectores en T3 Af, donde
ve~v'siv—v € T.F. Notemos que V w € T F, la aplicacion cociente

ToM —— v,
w—> 0
Si Af es una variedad riemanniana, entonces podemos interpretar »; como el com-
plemento ortogonal de 7> F en T M, respecto a la métrica riemanniana dada.
1.20 Definicién. Llamarernos hAaz normal a la foliacidn al haz

u=LJuz

zEM

1.21 Definicién. Sea (E,w, M) y sea g: M' — A diferenciable. Se induce un
haz vectorial (g" FE, g~7, M’) que construiremos a continuacién:

E
/ I
M 2, ar

definiendo la fibra (g* E)z := Ey(s). El haz inducido serd el subconjunto de Af’' x E:
g E = {(z',e} | g(z') = w(e)}
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.22 Lema. Sean g: M' — M diferenciable, E' = g~ E el haz inducido por g
y N (M) las I-formas definidas en M. Se induce un morfismo

QM) ST(E) —— Q' (M) @T(E")

Prucba. Si o € T{E| as (p)), S induce una seccién g~ = o o g definida en M'.
Como Elyray (5) ¥ E' son haces isomorfas, se induce un morfismo de pregavillas
En particular el morfismo

g :T(E) —» T(E")

Por otro lado, si w € NP(M) su pullback g*w € QP(M') estad definido y es a su vez
un morfismo de médulos. El morfismo requerido serd g" ® g*. O

2. Conezxiones en haces vectoriales

En lo sucesivo T denotard €l haz tangente T M, r* su dual. Consideremos el
complejo de de Rham 2"(M). Sea FE un haz vectorial y T(E) su pregavilla de
sccciones.

Utilizaremos el hecho de que d: fI°~ (M) — QP(AMf) es una derivacidén en el
complejo de de Rham, para contruir una ‘derivacién de secciones’ en T'(E). Para
ello serd necesario introducir las formas diferenciales con valores en un haz vectorial
B

wP(M; E) = T'(AP7" @n E)
que debemos pensar como funciones p-lineales alternantes

W 1 Tg X = X Tp — E

¥y para el caso del haz trivial M x R se tienen las formas diferenciales usuales. Es
posible probar el isomorfismo

QP(M; E) = QP @cooar ['(E)

con el cual podemos ver que toda p-forma en QP (M ; E) se puede escribir localmente
como I w; @ e;, donde w; son p-formas y {e;} es un marco local de E.

Es deseable tratar de generalizar el complejo de de Rham para (M ; E), esto

N 5
no es del todo posible ya que no se tiene una derivacién exterior ‘canénica’. Nuestro
primer objetivo es estudiar la sucesién

(E) = @I(E) — QU IN(E) — QR @T(E) — -

que resulta no ser un complejo y por eso mismo podremos definir segundas dersvadas
de secciones en £ y asignarle su curvatura. En principio trabajaremos localmente
y salvo se especifique 1o contrario I'( E) denotar4 las secciones de E definidas en un
abierto U de M y similarmente ¥ serin p-formnas definidas en U. Las referencias
para ésta y las siguientes secciones son [Bro], [Bo-Tu] y [Mi]
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2.1 Definicién. Una conexién en E es un operador lineal
V:T(E) — Q' @ [(E)
tal que V(f -sa)=df @5+ f-Vs;
¥V se expresa localmente en términos de un marco:
2.2 Proposicién. V gqueda completamente determinada por Vs,,... ,Va, don-
de {81,... ,8,)} es un marco local de E. Ademds existe una matriz de n x n, (Wj:)
con wj; € N tal que

n
Va; = E wi; @ 85
=1

Frueba. Cualquier seccién s € I'(E) se escribe de manera iinica s = 2:;1 Jizs.
De la definicién se sigue que:

Vs = z":(dfi @ 8+ fi - Vi)

i=1

por lo que la imagen de s bajo V queda determinada solamente por Vs;, y €stas
son dadas a priori.

Supongamos que Vs; = n; @ o; € 2! @ I'(E). Ademas n = 3.7, aydz; y
o= E;‘=1 b;js; para algunas funciones a;;, b;; € C°°(M). Entonces

n
Vai =3 (aisbizdz;) @ 8y

i=

definimos wyj = ai;bi;dz;. A la matriz (w;;) se le lama matriz de conexion. 0O
2.3 Ejemplo. Sidefinimos Va; =Oparatodai =1,...,nysis= fisy+----+

Jn8n entonces

Vs=dfi @s1 + -+ dfn Dsn
y se le llama ion 1 ' ] i

P Natural
la matriz de conexién se anule: w; = 0.

¥V plana equivale a que

2.4 Proposicién. E tiene al menos una conexién global.

Prueba. Se toma {U,} cubierta abierta de M y ¥V conexiones locales definidas

en términos de un marco local {af,... ,5%}. Se toma una particion de la unidad
{A=} subordinada a la cubierta y se define V = Ao V™.

[:3
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2.5 Proposicién. Sea V una conexién en (E, 7, M) y E' = g~ E el haz inducido

hacia M' por g (ver 1.21). Existe una tnica conezion V' en E' tal que el siguiente
diagrama conmuta

rNE) —2 = QY(M)e [(E)
ls‘ ln'@!'

I'(E) —Ys QY{M') @ (E")

Prueba. Tomaremos en cuenta el lema (1.22). Como V queda determinada por

su matriz de conexién (8;;), basta ver que sucede en un marco local {s;,...,8a}
de Elu, U Cc g(M") C M.

SiVa; =3;6:; @s;, 0);,=g 6y y s;=g"s;, entonces

@ (V) =D 0, ®
. 3

Por otro lado, si V' existe entonces V's; = 3 ; wi; @ 8} para alguna matriz de
conexién {wi;). Pero para que el diagrama conmute es necesario que

S en=Tuer
E E}

es decir, que @); = wy; y se sigue la unicidad de V' en E'ly-r(uy-
Como g° es un morfismo entre (V) y Q1 (g~2(U)) y (8;) ests determinada

univocamente, g*@;; verifica la existencia de la matriz de conexién y por lo tanto
V' existe. La globalidad de la conexién se hace a partir de V' usando particiones
de la unidad. O

En base a Q! @ T(E) 2 I'(r* & E) hemos construido una derivacién en E
V:T(E) - I(r" @ E)
que esta determinada localmente por una matriz de 1l-formas.

Nuestro objetivo inmediato serd definir la ‘segunda derivada’ en E.

Para ello
definiremos un anadlogo de conexién en el haz vectorial 7 @ E:
Consid €l segundo del complejo pl do al inicio de esta
seccién:

— [(r"®E) —— T(A’ 7" ®E)
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2.6 Definicién. Definimos un operador lineal ¥: I'(+* ® E) — (A’ ® E)
tal que -
Viw®a) =dw®8—~wAVs.

2.7 Observacién. Dada ¥V conexién en E, se determina de manera tinica a <.

Prueba. Supongamos que T existe. Si V es otra conexién en v~ @ E dada por
¥V entonces V(w ® 8) = V(w @ 8) y por lo tanto coinciden.

La existencia basta verificarla en un marco local {s,,... ,8a} en I'(E|y). Toman-
do elementos de la forma w; @ 8; con w; € §'{(U) generadores, se obtiene

G(Zw‘ @ 8;) = zdu; R 8; —wi AVas;
G i
es una conexién bien definida y la imagen de cualquier elemento n® o € 7~ ® E se
expresa en términos de ella. O
2.8 Observacién. ¥ satisface la siguiente identidad:
CVIwos) =df A(w@s) + fV(wa)
para f € C°°.
Prueba. En 2! @c= I'(E), entonces f(w @ s8) = fw @ s y se tiene

Vfw@s=d(fw)@s— fwAVs
=(dfAw+ fdw)®@s — fwAVs
=dfl\w®a+fe(w®a) =]

2.9 Definicién. La composicién K = ¥V o ¥:
ME) — > 7" ®E) —— I(A*T" ®E)
se le llama tensor de curvaturo asociado a V.
2.10 Observacién. El tensor de curvatura es un operador C*-lineal.
Prueba. Sea f € C>(U) y 8 € T(Elv), U C M abierto. Utilizando (3.11) y las
propiedades de V tenemos:
K(fs) =V oV(fs) =V(df @5+ fVUs)
=V(df @ s) + V(fVa)
=df @8 —df AVs+df AVs+ fT(Vs)
= fK(s) =]
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La representacion matricsal del tensor de curvatura.

Sea w = {wj;) la matriz de V relativa al marco local {s8;,... ,sa}y el operador
en 7* ® E inducido por V. Como Vg; = 3, wi; @ s; entonces

K(s:) = Zdwq D 8y —Zuijl\Va_,»
i Bl

Tomemos el segundo término del lado derecho de la ecuacién y lo reescribimos
como:

Z“""'AV"-":z“"’aAE Waj; @ 85
o o 3
=§:E (Wia A way) @ 85
i o

retomando la ecuacién original obtenemos,

K(s:) = E (du.», - ngn Aw.,,) @ s;
3 -3
=3"qy@s;
i
Donde Q; = duwy; — 3, Wia A Way €5 una matriz de 2-formas.
2.11 Definicién. La matriz © = (Qi;) es llamada matriz de curvatura relativa
al marco local {s,... ,s,}.
Podemos reunir todo esto en el siguiente

2.12 Corolario. Sea w la matriz de conezidn y ¥ la matriz de curvatura aso-
ciadas ambas a {81,... ,8n}, marco local de E. Se satisface la ecuacién
A =dw —wAw

llamada ecuacidén estructural.

2.13 Coarolario. € y w satisfacen la siguiente identidad

A =wAQ —-QAw
d, id

como dad de Bi hi

Prueba. Se verifica sustituyendo dw = @ 4+ «w A w despues de haber derivado
exteriormente la ecuacién estructural. 0O
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2.14 Proposicién. Sean 1%, ¢ las matrices de curvatura relativas a los mar-
cos locales {s®)} y a {8°}, entonces existe una matriz invertible A = (aj:) con
coeficientes en C°° (U, NUg)) tal que

ATI0%A =N

Prueba. Para todo p € Ua N Ug existe una matriz de funciones (aj;) tal que
a7 (p) = 2, aij (p)a, (p).2 La matriz A = (ay;) es conocida como la matriz de cambio

del marco {s®} al marco {s7} y A es invertible. Si w>y w? son las matrices de
conexién descritas en términos de los marcos corresp en UaNUpg

VA As™ =VAg°
dA @ 5 + Aw®s™ = WwPs”® = L A8
(dA ® 1 + Aw™)s® = (w7 A)a"

y por lo tanto las matrices de conexién se relacionan en U, M Ug como
dA + Aw®™ = wfA
Ahora bien, derivando ésta expresién y sustityendo dA en la obtenida:

A(dw™ —w™ Aw®) = (dw? — P AWf)A

To do en que se isf; N=dv—wAwse luye lo prop [m ]

Este idltimo r ltado, es fund 1 para defini
de las.matrices de curvatura.

formas globales en términos

Clases Caracteristicas

3.1 Definicidén. Una funcién polinomial P: M(n,R} — R se llamard invo-
riante si para toda matriz B € GL(n,R),

P(B~'AB) = P(A)

3.2 Ejemplo. La funciSn determinante y la traza de una matriz son lineales
rapect.o al producto de matrices. Vistos como polinomios, det( - ) ¥y !raza ( - )
de

son invari N que en general la suma y el prod
dos polinomios invariantes es invariante. Por lo que forman un &lgebra y se prueb;
que estd generada por las funci polin iales {¥g,... , £n,...} donde £,(A) =

traza (A%) (ver {(Bo2]).

2Esto se puede pre que dos trivial [ lea de E con
Por ejemplo, en E = 7, las funciones a;; serfan T — g,3(z) (ver ejemplo 1.8)




66 CAPITULO 1IV. CLASES CARACTERISTICAS EN FOLIACIONES

3.3 Proposicién. Erxisten 2r-formas globales P(S)) donde 0 < 2r < dim M.

Pruebda. Sea ¥V una conexidén en E y {U,} cubierta abierta de Af. Sea P un
polinomio invariante de grado 1 < r < ;— dim M (podemos tomar a X, si se quiere)
y sean 2%, 2° las matrices de curvaturaen Elu, y Ely,. Por(3.17),en U,NUs # @,
se cumple que AN A~! = 0P para alguna matriz A invertible. Evaluando en »

P(F) = P(AN° A~ = P(O~)

y se tienen una 2r-forma P(0QF°) = P(01°) =: P(N) definida en Uy N Upg.

Llevando a cabo este proceso para cada interseccién no vacia de {U,} se tiene
que P(f2) € N?"(M). De esta manera, las matrices de curvatura se ‘pegan’ por
medio del polinomio P y dan lugar a una forma global de grado par. 3

3.4 Proposicié P(N) define clases en H3T (M).

Prueba. Demostraremos que dP(£2) = 0, 1o cual se deduce de la siguiente con-
struccidén:

Sea P : M(n,R) — R un polinomio invariante, al que consideraremos como
una funcién real en n? variables A;; = 4, i,7 = 1,... ,n. De esta manera 8—;}31
representa la derivada parcial formal de P(A) respecto a la variable A,;. Resultaitil
formar un arreglo matricial (%’;‘—ﬁl) ¥ tomar su transpuesta, a la que denotaremos
por P'(A). Observemos que si dP(A) = 3_7;_, Z54ldA,; es la diferencial de P(A)
como funcién, entonces en términos matriciales:

dP(A) = traza (P'(A)(dA))
1o cual se verifica directamente tomando (dA) = (dA;;).
3.5 Observacién. Las matrices P{A) y A conmutan.
Prueba. Sea E € M (n, R) una matriz que tenga todas sus entradas nulas excepto
la entrada E,, = 1 y seat € R. Como P es invariante se cumple la igualdad:
P(A(T +tE)) = P((I + tE)A)

que es una igualdad entre funciones reales. Si derivamos ambos lados respecto a
t-se preserva la igualdad. Reescribamos el lado izquierdo como P o A(t) donde
A(t) = A{Z + tE) es una funcién R — R™’ . La derivada D(P o A(t)) se calcula
utilizando regla de la cadena: :

d arP
Z(PoAm) = z‘: A F- v

que se obtiene tras considerar las matrices D(P) y £ A(t), una vez ‘desdobladas
por renglones’, como vectores con n? entradas.
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Similarmente, si definimios B(t) = (I +tE)A entonces % (PoB(t)) = 3, Ari 25
y se obtinene la igualdad

Z"‘" 8A = ZA"BA -

que se traduce en la igualdad entrada a entrada de P/'(A4)A y AP'(A). O

Dermnostracion de (3.4). Sea A = 1. Considerando (4.5), la identidad de Bianchi
¥ haciendo X := P'(2) A w se tiene
dP(2) = traza (P'(N)(dN))
= traza (PN AwAN — QA P(Q)AwW)
=traza (X AN —QAX)
=D (X ARy — Qi A Xyy)
Ul
=0
pues €2;; es una forma par, y conmuta con cualquier p-forma. De esta manera P()
es cerrada y define clases de cohomologia. O
3.8 Definicién. Las clases P(§1) son llamadas clases caracter{sticas.

Es posible ver que las clases definidas por todos los polinomios invariantes de-
grado 0 < r < } dim A, forman un 4lgebra graduada. Esto se desprende del hecho
que

M(n,R) — HIR(M)

es un homomorfismo de idlgebras, conocido como el homomorfisrno de Weil. Es
posible ver también que todas las clases P(f1) estdn generadas por las clases de
Pontryagin o,(11}, dadas por el polinomio

det(I — kN2) =1+ ko1 (D) + k202(02) + - -

donde k es cierto factor. A esta idlgebra la lamaremos digebra de Pontryagin
del haz FE y la denotaremos

Pont~ (E) C Hpa (M)
el desarrollo de esta teoria podemaos enoomrm-la. en [Mi)].

3.7 Proposicié Las cl de coh logfa en Pont”(E) son independientes
de V.

Prueba. La demostracién se sigue del lema de Poincaré y de (2.5):

Sea M x R = M la proyeccién usual, £ — A un haz vectorial sobre Af y
7#*E = E' el haz inducido sobre Af x R.
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Definimos M %5 Af x R,  — (x,€), € = 0,1. Tenemos una aplicacién inducida

Hp (M x R) — Hp,.(M) que resulta ser una biyeccién y ademas iy = i} en
cohomologia (ver cap. 11.1).

Sean Vg y V) conexiones en E y V}, y V} las conexiones inducidas en E’ como
se hizo en (3.8) y construimos una nueva conexién V = tV} + (1 — )V}, en E'.
Consideremos el siguiente diagrama:

(E) —2*s I(r* @ E)
It L=
r(E) —¥ r(r ® E")
It I
NE) —Y T+ ®E)
Observemos que iz{(V) =
Si w' y # son las matrices de conexién de Vi y V| respectivamente, por (3.8)
necesariamente W' = 7"w y # = 7n"0 donde w y @ son las matrices de Vo y V;. Si
n es 1la matriz de conexién de ¥V, nj se escribe en términos de w' y 6' y se cumple
que ig(n) =w y ii(n) = 6.

Sea 3¢ la matriz de curvatura de E’ asociada a V. Como la curvatura se expresa
en términos de la matriz de conexién (ecuacién estructural) y el pullback de formas

es un morfismo de dlgebras que conmuta con d, luego
i3(0v) = v, i) = Nv,
y al evaluar P,

igP(fty) = P(ftv,), {1P(flv) = P(v,)
en cohomologia

i[P(flv)} = i1[P(RNv)] implica [P(ftv,)] = (P(flv,)] O

4- El teorema de anulamiento de Bott
En esta Wn d unl obstr G pna fohu una variedad M de clase C”,
r > 2, compacta o no, cuya 16

sea * alta’. Las referencias
para esta seccién son [Bol) y [Bo2].

Para ello utlilizaremos el dlgebra Pont®{v), donde » = 7 /T ¥ es el haz sobre M
normal a § (ver 1.10). Gracias al teorema de Frobenuis, podemos olvidarnos de
la foliacién y tomar en cuenta sSlo a su haz t E: basta id
subhaces integrables E C 1.
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La propiedad de integrabilidad se traduce en el anulamiento de ciertas clases
de cohomologia en Pont*(v), v = 7v/E. Si por el contrario, dichas clases no se
anularan, entonces E no serd integrable. Si E' es un haz isomorfo a E, la teoria
de clases caracteristicas asegura que las clases de v son iguales a las clases de v*,
Para ver esto la referencia es [Mi]. Con ello, E' tampoco es integrable y en verdad
tenemos una obstruccién topoldgica.

Para el caso de una foliacién dada por una fibracién (ver 1I1.2.8), este fenémeno
se observa ficilmente:

Sea ¥ una foliacién sobre M dada por la fibracién M 5 X, cuyas hojas son
w—!(x) = F,. Se puede ver que

v=T7/TI=TX

7« induce H}.(X) - H3,(M) y la teoria de clases caracteristicas garantiza que
las clases de Pontryagin de v y las de T°X coinciden. Pero HE.(X) = O para g >
dim X = codim ¥. Por lo tanto, ias <lases Pontryagin de v se anulan trivialmente
a partir de g > codim §, pues eso sucede para las de TX.

Veremos que este resultado puede generalizarse: Si £ C 7 es integrable entonces
las clases de Pontryagin de su haz normal v se anulan a partir de 2 codim Je.

La demostracién del teorema estéd da en el siguk resultado elemental
de Algebra lineal:
Lema fund al. Sea V espacio vectorial de dimension finita y W sub-

espacio de V. Se tiene el siguiente isomorfismo entre los duales:
W= = Vv JA(W)
donde A(W) = {f € V* | f(w) =0 para todo w € W}.

Naturlamente este isomorfismo se extiende a nivel de haces. Nosotros lo haremos
para el caso del tangente 7:

4.1 Proposicién. Sea T el haz tangente sobre M de dimensidén n y sea E un
subhaz de 7. Entonces m(E) es subhaz de 7* y ae tiene el isomorfismo

E* = 1*/m(E)
donde m(E) = {w € r* | w(E) = 0}

Prueba. Como FE es un subhaz de 7, podemos considerarlo como una distribu-
cién. En la demostracién de la versién dual del teorema de Frobenius (II1.4), se vid
que cunlquler distribucién E de codimensién k puede verse como el kernel de k 1-
formas i indep Es facil verificar que aquella nocién coincide con
m(E) y se tiene como corolario que dimm(E) = k, i.e. cada fibra tiene dimensién
constante y m(E) es efectivamente subhaz de 7~.
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Para todo x € M, el morfistno

s — E
w— wig,

es suprayectivo y su kernel es precisamente m{/£). con lo que se induce el isomor-
fistno buscado, que se extiende a los haces. O3

Se tiene la aplicacién cociente v & F*, tal que a nivel de secciones su imagen
es: :

plw) = {8 € Q* | (w ~ 6)(v) = 0 para todo v € T(E)}

De manera que podemos interpretar los elementos de T'(E*) ya sea como formas
restringidas a valuarse en ciertos subespacios de 7., © como clases de equivalencia
bajo la relacién recien descrita. Como hasta ahora hemos utilizado 1-formas para
determinar conexiones en haces, tiene sentido hablar de conexiones restringidas a
subhaces. Esto motiva la siguiente

4.2 Definicién. Sea H un haz vectorial arbitrario sobre M y sea E subhaz de
7. Una conexidn parcial 5 en H es una aplicacién lineal

8: T(H) — T(E* ® H)

tal que §(f - 8) = p(df) @ s + f6(a) para toda f € C>(M)

4.3 Observacion. §g puede construirse en la restriccién Ely, U abierto en M
¥ por medio de una particién de la unidad lograr una conexién parcial en Ejas, tal
¥ como se hizo anteriormente.

4.4 Definicién. Una conexién parcial §g en H se

iende a una S
en H si existe V tal que el diagrama conmuta

T(H) —Y— I(r-® H)

P e
T(E- ® H)

4.5 Observacién. Toda conexién parcial § ¢ se puede extender a una conexién.
Prueba. Sea C cubierta abiertade M, U < Cy {su} marco local de H. Entonces
8(8:) = 2, vis @ 8; para algunos v;; € T(E*®|y) tomando representantes w;; € QU)
tales que p{wi;) = 74; y definiendo V{(s;) = 3 wi; ® a;, se tiene una extensién local.
Para lograr la globalidad se considera una particién de la unidad subordinada a C

y se procede como siempre. O
Antes de entrar a la demostracién del teorema de Bott, es necesario reformu-
lar el concepto de integrabilidad de un haz vectorial. Como se vié en (111.4), un
subhaz E C T siempre se puede describir como el kernel de }-formas linealmente
independientes {uw),... ,wi} ¥ la condicién de integrabilidad de E quiere decir que
doj Auwy A== Awp =0
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4.6 Lema. Sea E C 7 subhaz y m(E) = {w € 77 | w(E) = 0}, entonces

1) Ezisten wiy,... ,wr I-formas li I te independientes que generan local-
mente a m(E).

2) E es integrable si y sdlo si dm(E) C m{E)

Prueba. La primera parte es directa, ya que E es una distribucién generada por
Wiy... ;e € m(FE), que son i 1 independi y dimm(E) = k.

Sea # € m(E) una p-forma y supongamos que df € m(FE). En particular dw; €
m(FE) y podemos escribir dw; = 2:=1 6! A w; para algunas 1-formas Of y por lo
tanto dio; Awi A Awe = 0.

Supongamos ahora que E es integrable, es decir, dws Aw); A --- Aws = 0 para
j=1,...,k y demostraremos que dm(E) < m(E). Basta verificar que dw; € m(E):
Como w;,... ,ws son linealmente independientes, existen wa41,...,wn l-formas
tales que {w;,... ,w,} es base de 7. En general se tiene que dw; € AN yen
términos de ésta base

dwy; = 2 Qiynit A Wi

i<m
Pero por hipdtesis 3., @imwi A Wm Awp A --- Awr = 0, entonces para ! > k,
aim = 0 necesariamente. Por lo tanto
dwj = E Gimwi A wem € M(E) [m]
i<m<q

4.7 Teorema. Sea E subhaz integrable de T, codim (E) =k y seav = 7/F el
correspondiente haz normal, entonces

Pont*(») =0 para todo 8 > 2k

Prueba. Para cada punto de M es posible encontrar una vecindad U, y k
1-formas linealmente independientes w§{,... ,wg tales que generan a Ely,. Sea
m(E|u,) el ideal generado por dichas 1-formas. Definimos una conexién V< en
FEly. tal que su matriz w” tenga entradas l-formas en m(E|y.). Hacemos esta
contruccién en cada elemento de una cubierta {Us,} cuyos elementos son los domin-
ios de las formas que nos proporciona el teorema de Frobenius y la que podemos
suponer localmente finita. Usando una particién de la unidad {Aa} contruimos una
conexién en E: ¥V = AoV y con ayuda de (4.1) y (4.5) puede verse también
que V extiende a una conexidn parcial localmente plana: éelu, = 0.

Consideremos ahora las matrices de curvatura Q% = dw® —w® Aw®. Como FE es
integrable
Q% € m(Elu.)

y definimos P(N?) = P(N°) que coincide con P(N¥), para cualquier 8.
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Notemos que {1 depende fuertemente de una conexién muy especial. Pero esto

es intrascendente, pues como se vié en (3.7), [P(02)] es independiete de 1a conexién
con la que se construyd.

Observemos que m"(E|u,) = 0 para todo r > k. Esto se sigue del hecho que
m(E|u, ) estd generado por 1-formas w, ... ,ws ¥ cualquier elemento 8 € m*(Ely.)
es combinacién lineal de elementos de la forma Wi A---Awp* conmy+---+np = k.
Como {w;]} son linealmente independientes, si 3_n; > k entonces WM A- - -Awr* = 0.

Sea ® € Pont"(v). Entonces existe un polinomio invariante P de grado § tal que

P(f1) = ® pero como las entradas de {1 son combinaciones lineales de elementos de
la forma wy A w; entonces

P(Y) =0 paratodar >2k O



APENDICE A

INTEGRACION DE FORMAS DIFERENCIALES

La integracién en variedades tiene sentido solamente para formas cuyo orden sea
d.im M. ’h-ataremos ese problema, suponiendo que (Af, g) es una n-variedad
i acién de formas de orden p < n es posible realizarla sobre

cadena.s singulares, para ello ver el capitulo L.

La integral de una n-forma definida en el dominio de una carta

L= o
Yo v

donde ¢* = (65!)" ¥ ¢a(Ua) =U C R,

A.1 Definicién.
local (U,, ¢a) se define como:

A.2 Ejemplo. Sea C una curva en R’ dada por la parametrizacién
I — R®
t +— (71(8), 72(t),v3(t))
En este caso C es cubierta por una sola carta (¢,C), donde ¢~ ! = 4. Siw =
aydr, + azdzz + axdzrs es una l-forma en R® restringida a C, su pullback hacia I
es:
3
Y w = (aio7)d(zio7)
i=1

pero z; oy = -;, entonces dvy; = 1"#51&, ¥ la integral de w en C es:

3
/c w=3 Stace vicrar

que se conoce como la integral de linea §.

Typeset by ApS-TEX
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A.3 Ejemplo. Volumen de una variedad riemanniana

Sea (M,g) una variedad riemanniana y sea G = |det(gi;)|, donde (g;;) es la
matriz cuyas entradas g;; = g((a%,-f’.,—l)) son producto interior de los vectores
basicos de Tp M segiin la metrica riemanniana g. Se define la forma candnica de
voldrmnen respecto a la métrica riemanniana g:

Y =vVGdzy A Adx,

Considerando una particion de la unidad subordinada a una cubierta adecuada,
puede definirse una forma global de volumen W y calularse:

Voluie) = [ #
que dependerd de la metrica utilizada.

Integracion global. ’

A.4 Observacién. En integracién en R™ juega un papel importante:

1) La orientacicn del dominio. Por ejemplo, si w = fdr es 1-formaen 7 C R, su

integral es tal que .
a
/w = / fdr = ——/ fdx
1 a 3

2) La compacidad del dominio de los integrandos. Por ejemplo, en R se pide que
los integrandos esten sobre intervalos cerrados.

Para la integracién global en n-variedades, es recomendable que

1) M sea orientable. Esto se establece en términos de sus coordenadas: Se dird
que M orientable si posee un atlas orientado! y A es orientado si para cada
(Ua, ®a), (Us,dg) € A tales que Uy N Up # <, los difeomorfismos ¢g o ¢3! tienen
matriz jacobiana con determinante positivo. Si Af no posee un tal atlas, se dird
que no es orientable.

2) Los integrandos, es decir, las n-formas deben tener soporte compacto, es decir,
{x € M | wz # 0} = Sop w debe ser compacto. Las p-formas con soporte compacto
se denotarén por 0£.

En la integracién sobre variedades, supondremos que Af es orientable y estd
orientada y que w € Q7 (A ). Para definir la integral de w en Af debemos ‘partirla’
para poder hacer su pullback via las cartas de la variedad. Para ello nos auxiliamos
de {pa} particién de la unidad subordinada a {Us}, donde Ua es dominio de carta
en A:

1Una manera de caracterizar a las n-variedades orientables es la siguiente: Af es orientable <>
existe una n-forma global w € I"(M) tal que ws # 0 ¥z € Af. Ver {[Bo-Tuj1.3.2
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A.5 Definicién. Sea w una n-forma con soporte compacto sobre una n-varie-

dad orientada Af entonces:
w = w
o= [ oo

A.6 Ejemplo. Consideremos S! = {3 = (z,y) € R? | 22 + 32 = 1}, junto con
el atlas usual {(U1, 1), (Uz,#2), (Us,#3), (Us,¢4)} = A y sea w = f(a)dx + g(s)dy
una l-forma en R? con soporte compacto en S'. Para calcular [ w, consideremos

{p¢}4-, particién de la unidad relativa a 2, tal que 3_{_, piw = w. En este caso se
tiene

piw = pifdx + pigdy
que es una 1l-forma que se anula en el complemento de U; y cuya integral es

[ otz +pgay = [ pi(pufdz + pigds)
M e (UL}
= [ s esihy wodityar
o (U)
(=) + [ (pugodrh) - wedrtyar
e (U)

Ahora bien, las parametrizaciones correspondientes a las proyecciones ¢; son:

7l (—1,1) = U

ST = (1, V1 — t3)

@7 () = (t, V1 —13)

@3 () = (V1 -13,1)

7 = (—VI-,0)

pudiendo reescribir las integrales {a) como sigue

/Mp,w=-/_llp)f(t.\/1—t2)dt-—[_llplg(t, T=8)-(1—)-ta:
/me -/_‘lpgf(t,——\/l—tz)dt+‘/_" pgg(l,—\/l—l’) (1 — ) e
mew —/:paf(\/x—zz,t)-(1-:2)—i¢u+/_“p;g(\/x—-zz,t)de
meu /_llp.f(— VI—Et) - ta +/:p.g(— \/1—12,¢)dz

cuya suma es una integral en el intervalo (—1,1) € R que representa a fsl w.

I
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A.7 Ejemplo. Si w es 1-forma exacta?, entonces para cualquier curva cerrada
ven M, f_'w =0.
Prueba. Si v: I — M, I € R compacto, es la parametrizacién de ~ tal que

~(a) == p = ~(bd) entonces
YESTAS

pero df = w y d conmuta con 7", asi que

j:w=_/;d(f°'7)=l(P)—f(P)=° =]

En este mismo contexto se puede probar que si f_'w = 0 para cualquier curva
cerrada v € M, entonces w es exacta. Ademds, el teorema de Stokes del capitulo
II, garantiza este resultado. Sin embargo, para el caso de p > 1. la caracterizacién
de las p-formas exactas es més facil cuando se inventa el concepto de cohomologia,
el cual nos permite decir cuando una forma cerrada es exacta, y eso dependerd de

la topologia de la variedad.

2Es decir, existe f € C°° (M) tal que df = w ' ’




APENDICE B

LA SUCESION DE MAYER-VIETORIS

La manera de calcular la cohowmologia de M.

La sucesién de Mayer-Vietoris resulta ser una sucesién exacta corta de cocadenas
cuyos mdédulos son formas definidas en abiertos U,V € M, UNV ## o, y en la que los
mapeos que la constituyen son las restricciones usuales de formas. La simplicidad de
1a sucesién de Mayer Vietoris hace posible el cilculo de 1a cohomologia en variedades
‘pegando’ las cohomologias definidas en abiertos de la variedad. Si los abiertos que
tomemos son difeomorfos a abiertos en R™ (por ejemplo dominios de cartas), su
cohomologia se expresa en términos de la cohomologia de dichos abiertos en R™.
En esta seccién nos basaremos en el libro [Bo-Tu]j.

B.1. Sea M y 2" el complejo de de Rham. Supongamos que M = {J, Ua
¥y tomemos dos abiertos U,V € {U,} tales que UNV 3 &, Se da lugar a las

inclusiones:
UuV +—vuvetunv

Cad—,

vuv vuv vAv

que induce la sucesién de restricciones:

(a) Q" Uuv)0U)sa(V)saUnv)

w —  (wr,w]v)

Se define la sucesién de Mayer- Vietoris:

(b) o UuVv) AL aWen (V) Do wnv)Bo
(w,T) — Wlony ~ Tluav

Typeset by AAS-TEX
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tomando la diferencia de las iltimas dos restricciones de (a) para definir pa.

B.2 Proposicié La s ion de Mayer- Vietoris es exacla

Prueba.

a) Ker p; = 0:

Siw € Ker p; entonces wly y wlv se anulan. Ademas, 0 € Q°(U)NN* (V) cumple
que wly = Olu ¥ w|v = O|v. Pero 11 es pregavilla completaV p = 0,... ,dim M,
lo que implica que w = 0.

b) Im p1 = Ker pa:

Sea (wlu,wlv) € Im p,, al aplicar p; se obtiene p2(wiyv,wlv) = 0 por lo tanto
Im p) & Ker p2

Sea (w,T) € Ker p3, entonces wlvny —Tlunyv = 0 es decir, Ker p2 estd constituido
por formas que coinciden en U M V. Pero la estructura de pregavilla completa
asegura que existe una forma ‘global’ 8§ € Q* (U U V) tal que fly = w y @lv = 7.
Si se define (@|v,8]v) € N (U) & N (V) es un el en lai de p1 que se
anula bajo p3 por lo tanto I'm p) 2 Ker pa.

c) pa es suprayectiva:

Sea 7 € Q" (U N V). Debemos mostrar que 7 € Im pz. Para ello consideremos
{wv,wv)} particién de la unidad subordinada a {U, V'} para construir ¢vr, —ouT
que son formas en U y en V respectivamente que satisfacen v 7 — (—~puT) = 7,
cumpliéndose la suprayectividad de p;. O

Como consecuencia de (I1.1.7) tenemos el siguiente

B.3 Corolario. La st ién de coh logi
© .

v @Y HI (U UV) = HE (U) @ HE (V) — HL (UNV) L5 HEZW(WUV) — .-

es exacta.

B.4 Observacién. La aplicacién d* construida en (I1.1.7) queda descrita expli-
citamente en la sucesién de cohomologia de Mayer-Vietoris como veremos a contin-
uacién:

0 s QU U V) —— W) S IHI(V) — QU AV) —— 0
aT aT aT
0—— RWUV) —— W eQNV) —— DNV} —— 0
P

T I T
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Sea w € (U N V) cerrada. Como p' es suprayectiva, existe 7 € Q9U) N (V), a
saber (pvw, —@uw), que es su preimagen. Como el cuadrado de la derecha conmuta,
dn € Ker p, esto es, d(pvw) y —d(puw) coinciden en U NV, Ademas dn € Im o',
es decir, existe una forma cerrada & € 29+ (U U V) que es su preimagen:

(D) = (Bly, ©lv) = (dpvw), ~d(puw))

y todos los elementos que sean cohomélogos a d{pvw) y todos los que lo sean a
—~d{puw) definirdn a &. De manera que

[d(pvw)] en U
[-d{pvw)] en V

B.S Ej lo La h logia del circulo.

Construyamos $! como la unién de dos abiertos no ajenos U y V:

d[w] =

vouv vuv

y planteamos la sucesién de Mayer-Vietoris
00— N (sY) L Q (U) e N (V) L 0 (UNV) -0
que tiene asociada una sucesién exacta de cohomologia para S!, que es calculable
en términos de HZ (U) y H; ,(V):
a) H3.(U) = {f € C>°(U) | &f = 0 } es decir, esti constituido por las funciones
constantes fos;! =k € R, por lo que H, (U) = HS (V) =R

b) Como U NV consta de dos componentes, cada una difeomorfa a un intervalo
en R, por el mismo argumento de (a) se tiene que HS  (UNV)=R &R

©) Ha(U) =% HL(R) = 0, HL, (V) 2 HL,(R) = Oy HL,(U) @ Hpa(V) =0
pues toda 1-forma en R es también exacta.

‘Toda esta informacién se condensa en la sucecién de cohomologia de Mayer-
Vietoris para S!:

00— HS (S 2L ROR LB ROR L5 HL.(S') =0
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Debemos observar que (a, b)+23(a — b, a — b) y se deduce que dim {Im p2) = 1; por
lo que Im p3 = R necesariamente, y que Ker p2 = R = Irn p1. Planteamos los
diagramas siguientes

0 — HY.(S') —2 5 R = Ker pa —22 , ReR —L HL.(SY)

l 7 l -

como Ker py = 0, se sigue que

er d-

HJ . (S') = Ker p2 =R
y como Ker d&" = Im p;, entonces

H) . (S!) = Coker p2 =R

d) Con el resultado de (B.4) podemos encontrar un generador para H},(S!):

Si a es O-forma cerrada definida en UNV y a € Coker p3, entonces da es un
generador de H} . (S') (Si a estuviera en la imagen de p;, que es el kernel de d°,
entonces d*a = 0 y no generaria H.,(S!)). Si definimos a como 0 en una de las
componentes de U NV y 1 en la otra, entonces (gyva, —pua) — ay la l-forma da
definida por d{wva) en U y —d(pua) en V esta definida en todo S*.

B.8 Observacién. Los diagramas planteados en (B.5) son validos para cual-
quier sucecién exacta de cohomologia de la forma
0 — HO°(A) — HY(B) - H°(C) £ H'(A) —» 0
donde A4, B, C son médulos cualesquiera.
B.7 Ej Pl Coh logéa del cilind

0.

Tomemos un cilindro C = S§!x I, donde I es un intervalo, construido al pegar dos
abiertos U y V, cada uno difeomorfo a un abierto de R2. Se tiene que HY (U) =
HY(V)=Ry HS (UNV)=R®R

También se tiene que H},.(U) y HL.(V) son isomorfos a Hi.(R*) = O y
HL,.(UN V) = 0 y lo mismo sucede en la 2-cohomologia. Recopilando esta in-
formacién se plantea:

0 H3 (C) b RoR B RoR L HL (C) 0
cuya solucién es ex igual a la realizada en (B.5.c)
s H3.(C)=R
Hin(C) =R
HEL(C)=0p2=>2
Con este €j lo & una verifi ién del lema de Poincaré para el caso
H3,.(S)) = H3,.(O).
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B.8 Ejemplo. La cohomologia del toro.

T?! puede construirse como la unién de dos cilindros, cuya interseccién es otra
pareja de cilindros:

L S o
= @B

v vuv vawv

Dado que H3.(U) = R = H5.(V) y HE.(UNV) = RO R para p € {0,1} y
H32,(U) = 0, la secuencia de cohomologia de Mayer-Vietoris queda:

CH.’,,(T‘)———'—’—» 0 —— o©

CH.‘M(T‘) —2 s RoR —2 meam:)

0 —— M2, (T') ——— RoR —% Rem)

a) Como Ker r = 0, se tiene que HS,(7?) = Im r = Ker &, pero el thorfismo

RoRrR-H RoR indicaque Ker § =Im 6§ =R

(a,b) —> (a —b,a—b) L HR.(TH =R

b) De la subsucesién R@ R 45 HL (T!) ™ Reo R 24
siguiente informacién: como R = Jm § = Ker d‘
como nuevamente Im § = Ker &
H) (TY) = R3.

R @& R se obtiene la
entonces Im d&* = R = Ker r;
= IR, entonces Im r; = R y se concluye que

c)De 2 RoR L, H?,,,(Tl) — O se obti los sigui datos: dado que
R-—Im&;—Kerd‘debe ri que Im d* =R y como d" es
suprayectiva, H2,.(T!) = R.
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En conclusién
HS (TYH) =R
HL (T!') = R?
HE (T =R
HZ (T')=0 sip23

B.9 Observaciones.
a) La dimensién de HJ (M) indica el mimero de componentes conexas de M.
b) La dimensién de H} _ (M) indica el nimero de ‘agujeros’ que determina M.
c) Se puede verificar que si M = U NV abiertos no ajenos, y
cee s HEMU NVY 5 HE (M) D HE L (U) © HE (V) — - -+
es el g-ésimo nivel de la sucesién de Mayer-Vietoris, entonces

HI, (M)y=Imd &Imr




APENDICE C

CONEXIONES (VERSION VECTORIAL)

Nuestro objetivo serd definir un operador V en I'(£) que nos permita "derivar”
secciones. Podemos considerar a V como una generalizacion de las conexiones
afines, en las que se deriva un campo vectorial con respecto a otro (ver {DoC]).
Con el fin de satisfacer a la intuicién, daremos una definicién de ¥ en términos de

campos vectoriales.

C.1 Definicién. Sea TA el haz tangente a M y ¥ el conjunto de campns
vectoriales sobre Af. Una conezxicon en un haz vectorial £ es un operador bilineal

V: X x [(E) — [(E)
(X,8) > Vx(a)
que cumple con las siguientes propiedades
1) Vx(fa) = X(f) -8+ f-Vx(s)
2) Vyx(8) = f-Vx(s)

para toda f € C (A1)

Notemos que X es una pregavilla cuyos elementos son C*°(AM)-mddulos, y al
mismo tiempo X € X es una derivacién en C*(Af).

C€.2 Ejemplo. El morfismo X x X_—+ X definido por Vx(¥) = X (¥) es una
conexién. Notemos que si definimos V x(Y') = [X, Y] resulta no ser conexién ya
que la propiedad (2) no se satisface.

C.3 Observacién. En los ejemplos, para un X € X fijo, se tiene que

- 2. 8()
Vx() =X()= ;alﬁ

es un operador en C°°(Af). En general podemos considerar las conexiones como
operadores

Y : X —» Hom (I'(E), P(E))

X — Vx
Esto es consecuencia directa del siguiente resultado puramente algebriico:
Dados V, W, 2 mddulos libres sobre un dominio k, se cumple
Bil(V xW,Z) = Hom (V,Hom (W, Z))}

La demnostracién es sencilla y puede encontrarse en [La].
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84 APENDICE C. CONEXIONES (VERSION VECTORIAL)
C.4 Proposicién. (E,7, M) tiene al menos una conecién global.

Prueba. Veremos primero que existe una conexién V® en I'(E|w,) donde
(Ua, $a) es una trivializacién local de E. Cualquier seccién s* € I'(E|u, ) se ex-

presa en términos del marco local {s7,...,s83} como 3_7., fia7, asique el valor de
V< en el marco local la determina completamente.
Definiendo V*(4?) € T(E|v,), § = 1,...n, como la seccién identicamente cero,

se tiene que
n
V% (™) =D X (f)sf
i=1
y tomando esto como definicién de V% se tiene una conexién en E|y, , dependiente
solamente del marco local.

Para lograr la globalidad, consideremos {Ax} particién de la unidad subordinada
a {I/4}, de manera que
> - AaV(sa)
o

es una seccién global en E dada por la coneccién 3°_, AL,V*. O

A este tipo de conexiones se les denomina iones 1 ' ] {

C.5 Observacién. V queda localmente determinada por un marco local
{81,... 80} de E y por {-z;gT, AN b‘g.'..'} base de X de la siguiente forma:

Ve () =3"71k 5

J=1

para algunas funciones f,-';, k=1,...,m. Esto se desprende del hecho que I'(E) es
un moddulo sobre C°°(M). Ademsis, V x{s) se puede escribir en terminos de esta
expresidn.

Ahora veremos la equivalencia de ésta definicién de conexién y la que se hizo en
el capitulo IV en términos de 1l-formas

C.68 Observacién. Dado un marco local {s,,... ,3,} de E, tenemos que
n
Ve (s) = _12-1 1l -85 vectorial
n
Vs = ZWU Ds; tensorial
i=1

Demostraremos su equivalencia para las bases {s,}, {dz:}, {#Zlde(E), Ny
X respectivamente. La prueba es consecuencia del siguiente lema.
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C.7 Lema. Sean V, E k sdulos finit te generados, k un dominio. En-

tonces

V*e E = Hom (V,E)

Prueba. Definimos

w: V" @E — Hom (V,E)
f@a8 — f(v)-s YveVvV

La inversa la daremos en términcs de 3 = {v;} base de V', {f:} la base dual y {s:}

base de E.
Sea T : V — FE lineal y [T]s = (ui;) su representacién matricial, es decir,

Tv; = 21 #jis;. La aplicacién
T 3 fi @ppn
E)
es la inversa de ¢, lo cual se verifica directamente. O
C.8 Proposicién. La conezidn vectorial y la tensorial son equivalentes.
Prueba. Tomando los médulos X, I'(E), ! y aplicando ¢l lema tenemos que

n n

34
Vs = E wi; @8y —— E w,-j(axk)~.sj=:v 2_ S
=1

=1

¥ por otro lado
n
Vo (8) = _Zlf{; cay—r D fhdrx @s; =1V
= J

Y a su vez

El
V= )J__Tj.—‘j,ztn @ 35 —> ;ﬂ;dx*(a:) @85 = Vg _(a)

coincidendo ambas definiciones. O



[Ba-Bo]
[Bo1l]
[Bo2]
(Bo-Tu]

{Br]
[Bro)

[Ca-Li)
[DoC}
[Go)

[Ha]
[La]
{Ma]
(i)

[Spal
{Sp)
[We]

[Wa]
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