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INTRODUCCIÓN 

La teoría de foliaciones, aunque nacida en el ámbito de los sistemas dinámicos, 
resulta ya difícil catalogarla dentro de un área específica de las matemáticas. 

Ya sea por requerir el uso de hcrra.In.ientas diversas para resolver sus problemas, 
o por el simple pretexto de utilizar las matemáticas más ricas, bellas y novedosas .. 
las foliaciones han aglutinado áreas como la geometría diferencial, la geometría 
y topología algebráicas, los sistemas dinámicos y la teoría de singularidades, por 
mencionar algunas, dando como resultado una fuente de matemáticas de la mejor 
calldad. 

En esta tesis estudiaremos algunos temas relativos a la geometría de foliaciones 
sobre variedades diferenciables reales. Una foliaci6n ;J' sobre una variedad dlferen­
ciable M es, a grandes rasgos, su descomposición en variedades inmersas de una 
dimensión fija llamadas hojas o variedades integrales. Sin embargo se pueden pre­
sentar conjuntos donde dicha descomposición no se da, o donde las hojas tienen 
alguna propiedad especial, por ejemplo la presencia de una boja compacta. Efitos 
conjuntos singulares son el objeto de estudio de la teoría de foliaciones. Se busca, 
por ejemplo, entender el comportamiento de las bojas cercanas a una singularidad 
y obtener inforn1ación con la cual poder aspirar a removerla. 

El problema que trataremos aquí es el siguiente: 1.Bajo que condiciones una 
variedad diferenciable acepta una foliación sin singularidades? Localmente, la res~ 
puesta la da el Teorema de Frobenius, al que podemos considerar como una gene­
ralización del teorema de existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales. 

El principal objetivo de esta tesis es dar una respuesta a la pregunta formulada 
arriba pero desde el punto de vista global. Para ello nos basaremos en el trabajo de 
Raoul Bott realizado al inicio de los afias '70. Con éste resultado, conocido como 
el Teorema de anulamiento de Bott, se da una obstrucción topológica en A-f para 
aceptar alguna foliación no singular. 

El desarrollo de herramienta geométrica y algebrá.ica necesaria para la demostra­
ción del teorema, la desarrollaremos a lo largo de toda la tesis. En el capítulo 11 

daremos los fundamentos de la teoría. de formas diferenciales. El capútulo 11 se 
enfoca al desarrollo de la teoría de gavillas y se prueba el teorema de de Rham 
usando cohomología de gavillas. Este teorema nos da la pauta para poder usar la 
cohomología de de Rham y pretender obtener información topológica de la variedad 
(lo cual es fundrunental, pues eso precisa.IJlente es el objetivo final de esta tesis). 

Probar el teorema de de Rharn usando gavillas pareciera ser innecesario para 
nuestros requerimientos, sin embargo, ya que el estudio de foliaciones singulares 

Typeaet by ~-"IEX 



11 • INTRODUCCIÓN 

demanda el uso de gavillas, se les ha incluido como parte sustancial de esta tesis, 
con la presepectiva de seguir estudiando en esa dirección. 

El capítulo 111 se enfoca hacia una introducción geométrica a la teoría de folia­
ciones y el IV es una traducción de éstas ideas a un terreno más abstracto: el de 
haces vectoriales int.egrables, en el cual el teorema de Dott tiene sentido. Aquí se 
usarán claaes características en la cohomología de de Rbam., contruídas en base al 
haz normal a ;J. La integrabilidad del haz tangente a i!' se traduce en el anulamiento 
de las clases de Pontryagin del haz normal, a partir del doble de la codirnensión de 
la foliación. 

Agradecinaientoa. 

Este trabajo es el resultado de la formación y ayuda que me brindaron varias 
personas. Quisiera agradecer especialmente a José Seade, director de esta t.esis, por 
la confianza que deposicó en ~i desde el principio. También agradezco a Alberca 
Verjovsk.i, Marcelo Aguilar y Javier Elizondo por sus valiosas sugerencias y comen­
tarios. De manera especial agradezco a Omegar Calvo ya que con su ayuda este 
trabajo adquirió forma y consistencia. 

No podría dejar de mencionar a la maestra Ana Irene Ramírez por el papel 
determinante que jugó en mi formación como matemático. 



1 

1 
í 

CONTENIDO ./ 

Introducción 

Cont.enido iii 

Capit.ulo l. Formas Diferenciales 1 

1 Algebra tensorial 1 
2 Algebra exterior 2 
3 Formas diferenciales 5 
4 Integración en variedades diferenciales 10 

Capft.ulo II. Cohomolog{a en Variedades Diferenciales 13 

1 Cohomología 13 
2 Gavillas 19 

Gavillas de TnÓdulos 19 
El espacio étalé 21 
Gavillas suaves 26 

3 Cohomología de gavillas 28 
El teorema de de Rha,-n 32 
La coho1nología de de RhaTn 33 
La cohomología singular 34 

Capft.ulo 111. Foliaciones 37 

l Estructuras foliadas 37 
2 Formas Diferenciales y foliaciones 41 
3 El Teorema de Frobenius 45 
4 Frobenius con formas 50 

Capit.ulo IV. Clases Caract.crist.icaa en Foliaciones 

1 Haces vectoriales 
2 Conexiones en haces vectoriales 
3 Clases características 
4 El teorema de anula.rriiento de Bott 

Apéndice A. Integración de formas diferenciales 
Apéndice D. La sucesión de l\.tayer-Vietoris 
Apéndice C. Conexiones (versión vectorial) 

ReCerencin.s 

111 

55 

55 
60 
65 
68 

73 
77 
83 

87 

Typeset by A.,,vtS-TE,X 



CAPÍTULO l 

FORMAS DIFERENCIALES 

En est.e capítulo introduciremos las nociones básicas de formas diferenciales, 
herramienta que se utilizará en el resto de la tesis. Desarrollan!!mos dicha teoría para 
el caso de variedades diferenciales de clase cr (en general sup0ndremos r = oo). 
Las referencias para esta parte son: [Wa], [Ma] y [Sp]. 

1. Al9ebro Tenaorial 
Consideremos V 1 , • _ • , V., espacios vectoriales sobre 1lL A partir de ellos podemos 

construir varios objetos relativos al álgebra lineal: 

1.1 Ejemplo. El producto de p espacios vectoriales V 1 x · · · x V., es un espacio 
vectorial con las operaciones de suma y producto por escalar definidos entrada a 
entrada. 

1.3 'Ejemplo. Dado V, el conjunto v• de las funciones lineales V -. R. con las 
operaciones usuales entre funciones es un espacio vectorial. 

1.S Dellnición. Sean A, B son módulos sobre un dominio entero K y sea 
F(A x B) el módulo libre generado por A x B. Se define el pr'Olft.eto ten.oriol 
de A y B como el cociente: 

F(Ax B) 
A® B := I(A x B) 

donde I(A x B) e F(A x B) es el ideal generado por elementos de la forma 

(a, "1 + "2) - (a, bi) - (a, "2) 
(a1 + a2, b) - (a,, b) - (a., b) 

()<a,b) - )<(a,b) 

(a,)<b) - )<(a,b) -"E K 

Si F(A x B) ~ A® B es la aplicación cociente, cada pareja (a, b) define una clase 
a® b := w(a, b) en el producto tenaorial. 

Si V1 , V2 son espacios vectoriales sobre R., su producto tensorial Vi_• ® v;· ea 
posible identificarlo con el espacio de las aplicaciones bilineales (V, x V2 ) -+ R, 
gracias a la P"'f1iedad uniuer•al del producto tenaodal (ver [La]). 

Si.nülannente, producto tensorial de p espacioa vectoriales V1• ® • · · ® v; podemos 
Identificarlo con el espacio de las funciones p-lineales 



2 CAPÍTULO l. FORMAS DIFER.ENC[ALES 

1.4 Proposición. Si dim V.= n 1 < oo, entonces clim ®P \.1'¡• = n 1 n 2 • • ·1lp. 

Prueba. [Ma], III.l, p.124 

Para nosotros será necesario considerar solnn1ente el caso V¡ = V 1 i = 1, ... , p. 
A los elementos de ®P v· los lla.m.aremos funciones p-linenlcs o p-tcnsorcs en V. 

1 .. 5 Deftnición. Si f es un p tensor y g es un q-tensor se define su producto 
•enaorial / ® g, que es un p + q tensor dado por: 

/®g(v1, ... ,v,. 1 w1, .•. ,wq) = f(v¡, ... ,vp)g(wi, ... ,wq) 

para todap-ada (v1 , ••• ,vp), y toda q-ada (w1 , ••• ,wv)· 

Las siguientes propiedades se heredan del producto en Ill: 

p..f¡ + µf2) ©g = >.(f, ©g) +µ(f, ®g) 

f <8> (>.g, + µg,) = >.(f © gi) + µ(f ® 92) 

(f © g) © h = f © (g © h) 

Notemos que en general® no es conmutativo. 

1.6 Deftnici6n. Definirnos ®º v· = IR. La suma directa E::o ®P V'"' ju'nto 
con el producto ® es una. lll-álgebra graduada llrunada álgebra tenaorial a.saciada 
a v·. 

1.7 Propo•ición. Sea {e1 , ••• ,en} base de V y {c;b1 , ••• ,q,n} la base dual, en­
tonces B = {rp.i1 ®···©<Pi .. 1 ik = 1, ... ,n; k = 1, ... ,p} es ba.se de ®P \.'•. 

Prueba. Como la cardinalidad de B es igual a dim ®P v·, basta verificar la 
independencia lineal: 

Sea f = Ej •..... ;,, ªJi •... ,J,.<Pi• ® · · · © tJ>i• = O, en particular O = f(e1¡, •.. , e¡,,) = 
a¡¡, ...• • .. para toda colección de índices i 1 , ••• , Íp. O 

2. Algebra Ezterior 
2.1 Deftnición. Consideremos 6p el grupo de pcrmutaciónes de p elementos. 

Una permutación a E 6p puede actuar en los elen1entos f E @P V• intcrca.inbiando 
el orden ~e las entra.das de (vi, ... ,vp): 

Se dirá que 
f es airnétrico si uf = f. 
f es ontiainaétrica o alternante si cr f = e.,f para toda u E Sp 
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+ ·!.- s~ u es par 
-1 si u es impar 

recordar que u es par (impar) si es producto de un número par (impar) de trans­
posiciones, entonces f es alternante si y sólo si 

f(v1, ... ,v., ... ,v¡, ... ,v,,) = -/(v1, ... ,v¡, ... ,vh··· ,v,,) 

Se verifica inmediatamente que la suma de dos funciones alternantes es alternante. 
El producto por escalar de una función alternante es alternante y forman un sub.­
espacio vectorial de ®P v·. 

2.2 Deftnición. En ®" v· definimos el operador lineal A,,: 

llamado alternador. Observemos que si r E Sp~ entonces rA.p(/) = E.,.A,,(/)., es 
decir, el operador A,, hace alternante a cualquier J E ®P v•. 

2.3 Definición. El espacio vectorial de las funciones p-lineales alternantes lo 
denotaremos J\t'V'"'. Si f E ®P V• y g E @ 9 v· definimos 

'" g = Ap+o(I ® g) E /\+•v· 
denominado producto ezterior o producto 'toedge". La suma directa /(eNy• 
junto con el producto /\ es una IR-álgebra graduada no conmutativa denominada 
dl11e•ra ezterior c:a•oc9ada o v·. 

ObserveDl<>s que las propiedades (1.5) se satisfacen automáticamente para el 
producto/\.. 

2.4 Obaervación. Si t/1 1 , ••• ,q,,0 son k funciones lineales y (11 1 , ••• ,111r) E V 1 x 
· · · x V1r, se tiene la siguiente identidad: 

El cálculo se encuentra en [!\ita], IIJ .2. 

2.15 Ob.ervación. Si tP, ,P son funciones lineales, entonces 

"'" "' = -T/J /\ </> 
<f>l\<f> =o 

<f>1(v.J l .P,(v.J 

<f>•(v.J 
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lo que ee verifica inmediatamente utilizando (2.4). 

2.8 Obmervación. Si </J¡ E v·, (i = 1, ... ,p), entonces 

a) t/J1 A···/\ t/Jp = ~ E.,.ee e0'4'a(l) 0 · · · 0 <Pa(p) 

b) t/JO'(l) /\ • • • /\ 4'a{p) = Ea</>1 A · • • /\ </>p 
e) Si t/J¡, ... ,t/Jp,.,P¡, •.. ,1/Jq E v· entonces 

l4>1 1\ •• • I\ </>.} /\ (.P1 1\ •. · I\ Wq) = (-1)P<(.p, 1\ ••• 1\ .P.> 1\ l4>1 1\ .. • I\ 4>p) 
Pn&ek. (a) y (b) se verifican directamente usando (2.4) y las propiedades de los 

detenninantes, (e) se sigue de los anteriores. 

2.T Obaervación. Como B = {q,11 ® • · · ® <J>i.- 1 j~ = 1, ... ,n} genera a 
®" v· y firv• es subespacio de ®P v· es claro que Bes un conjunto ge11P.rador, 
sin embargo debido a la anticonmutativida.d de /\ hay elementos en B que son 
linealmente dependientes. Por ejeDl.plo, en /\.3 V•, 

q,3 1\ .¡,• /\ q,~ = -4>' 1\ q,• /\ q,• 
o bien 4>1 /\ </>1 /\ q,• = o /\ </>3 = o 

Para evitar esto, se toman elementos de B en orden estrictamente creciente. Por 
ejemplo, si dhn v· = 4, una base para f?v• sería: 

{<f>' I\ </>2 /\ <f>'; <f>' /\ .p• /\</>•; q,• /\ <f>' I\ q,•; .¡,• /\ q,• /\ </>.} 

2.11 Proposición. Si {t/J1 , ••• ,cP"} ea: base de v·. entoncea 

e = {4>1 = "'h /\ .•. /\ <P'-- 1 1 ::; i1 < ... < i,. :S n} 

ea lloae de N'V", 11 ade.náo dim /'?'V" = C;) 
Prwebca. Veremos que E. genera.: 

Sea/ una función alternante. En particular/ E ®Pv• y (1.7) garantiza que 
J = Eh.····'• /11 ••••• ,,.t:J>h ® · •· © <J>'• donde /¡1 , •••• ,,. = /(eii, ... ,e,,.) y como f 
es alt.ernant.e, ¡,_,11 ••••• •.1,. 1 = EO'f•i.····•.-· Si además tomainos en cuenta (2.6.a) y 
aplicamos Ap(/) = f se llega a que 

f = L th.··· .... rjlil /\ ••• /\ <t>i· 

'•···· ·'• 
E. es linealmente independiente: 

Sea Ea •.... ,• • .>..h •... ,•,.4'' 1 
/\ • • • /\ tJ;h =O. Aplicando (2.6.a.) tenemos 

l:: A 11 ..... ;:., ~ E e,,q,•-10 ® .•. ® tP'-1.-1 = o 
h •..•• f,_ p. O"Ee 

Como q,h ®· • ·®4>',., 1 ~ i1 < • · · < ip ~ n, son linealmente independientes entonces 
.X1i, ..• ,,,. =O. 

La manera de contruír E es tomar elementos de B que no se repitan en cada 
secuencia 4>1, es decir, se toman combinaciones de p elementos distintos de un total 
den, de esta forma ¡e¡=(;). O 
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2.9 Corolario. El producto /\ es un producto graduado anticonmutativo: 

para cualcaquiera f E t-tv·, g E /\'IV• 

Prueba. De (2.6) se sigue que 4'r /\ </,JJ = (-l)Pt1q,J /\ t/>r· Como e es base existen 
ar, br tales que, f = E ar.Pr y g = E bJ</>J y 

sumando sobre I, J obtenemos 

2.10 Observación. Sea T: V -+ n·· transformación lineal entre espacios vec­
toriales. Se induce la transformación T•: W• -t- v· tal que f •-+ Jo T E V• que se 
extiende a nivel de las álgebras exteriores: 

f'ÍW"-+ f'ÍV" 
g ,___T"g 

2.11 Deftnición. Sea T: V -+ W lineal y g una función p-lineal en ffW•, 
entonces T•g es una función P-lineal en /\"V•: 

T•g es conocida como el npw1fboc••• de g hacia ffV•. 

9. Fornaaa Diferencáa.le11 

A continuación daremos algunas nociones sobre variedades diferenciales con el 
fin de establecer la notación que utilizaremos en adelante. 

Consideremos una variedad diferenciable M de dimensión n y sea !21. un oHoa 
o •••tenaa de c~nodo• locale• de M. Si (U,"1) es una carta en !21, ti> = 
(z1, ...• z._). Las funciones :r, : U -+ R. son llamadBB funcáone• coordenod'cu 
de tf>. Las eoonfen-- de q E M relativas a (U,<f>) son (z1 (q), .•. ,z,.(q)) E R". 

Una función f definjda en un abjerto V de M se dirá que es difenenciable en 
q e V si existe una carta (U1 ti>) E 21 y una vecindad W de q tal que q e W e 
Un V~ 0, donde la función 
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fo ,¡,- 1 : ,P(W) -+IR 

es diferenciab)e en </J(q) E IR". El conjunto de funciones difercnciables definidas en 
V se denotará por CC>tO(V). 

En términos de una carta (U,t;b), se define Ja derivada de f en q 

Df(q) = D(f o ,¡,- 1 )(,P(q)) 

y las derivadas parciales de f son en ton ces: 

8f () = O(fo.p-
1

)(.P( )) 
8xi q lJu¡ q 

donde (u 1 , ••• , un) son las coordenadas usuales en JR.n. Se prueba que la derivada 
de f es independiente de la carta en ton10 a q que se elija. 

M tiene asociado en cada punto q su eApacio tangente TqJl,I. Dada una carta 
(U>tP) podemos considerar a TqM como el espacio vectorial generado por los oper­
adores lineales: 

{!,l.····· a~J.} 
que actúan sobre el conjunto de las funciones C 00 definidas en torno a q E M 
Se prueba que {-/;; f9} ;-=l son linealmente independientes y forman una base para 
T 9 M. 

La diferencial de f en q es una aplicación lineal en (T9 M)• que se define: 

(qf).(v) = v(f) vETqM 

Al aplicar (qf). al elemento básico kJ. E TqJl.I, obtenemos (df). (#o.J.) = -Gf¡(q). 
En particular para la función coordenada x 1 , 

(dz¡). C!, U = ~(q) = 6¡¡ 

por lo que {(d:ri)q, ..• , (dzn)q} es la base dual de { k lqJ:=l' es decir, es base de 
(T.M)". 

El espacio vectorial /\t'(TqM)• se define como en (2.3) y todos Jos resultad.os de 
§2 son válidos para este caso. Es de particular importancia la siguiente 

3 .. 2 Proposición. Si {(dri)z, _ .. , (dx,.)z} es la base de (TzM)•, entoncea 

21 = {drr = dz¡1 /\ • • • /\. dx¡., 1 1 ::; i1 < · · · < i,, ~ n} 

ea &a.ae de A"(TzM)•, cu11a dimenaión es (:) 

Pruebo. Se sigue directamente de (2.8) 
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3.3 Definición. /\(T~M)• representa la suma directa de Jos espacios vectori-
ales: 

R, (T,M)", f\\T,M)", ... ,¡\(T,M)", ... 

y tenemos una R-álgebra graduad.a en cada punto x E M llamada álgebra e:zterior 
aaocSada a p E M. 

3.4 Definición. La unión ajena 

¡\TM := lJ ¡\(T,M)" 
•EM 

es el haz vectorial cotangente de onlen p .aob~ M. 

Si p = 1 tendremos el haz cotangentP TM•. En el capítulo IV fnrmaJizaremos 
la definición de haz vectorial, donde veremos que un haz vectorial tiene estructura 
de variedad diferenciable. Bajo esta consideración, tiene sentido hacer la siguiente 

3.5 Definición. Una fonna dáferencial de orden p o p-forTna de clase cr 
definida en un abierto' U ~ A-1 es una aplicación 

w: U~ lJ ¡\(T,M)" 
zeu 

:r ,__. w, = w(x) E ¡\(TzJl,fl" 

de clase cr, es decir, una p-forma es la asignación de una función p-lineaJ T 2 M x 
· · • x TzM --. Ul a cada punto x E U. El conjunto de las ,rformas en U se denotará 
por {lP(U). En adelante tratarernos solo el caso .9UGVe (r = oo). 

3.8 Definición. Sean w, 8 dos p-formas en U C fl,f y k E IR, se define: 

(<o.1 + IJ) = w, + IJ, 

(kw) = lc(:r)w, 

para todo punto x E U y con ello {}P(U) tiene estructura de IR-espacio vectorial. 

Si f E C 00 (U) podemos definir el producto 

fw = /(x)wz 

para todo punto X e u. Con ello, flP(U) es un C 00 (U)-módulo. 
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S.T Detlnh:lón .. Similarmente, si w E {lP(U) y 9 E Oq(U), definimos su pn>­
~lo -•e<'ior 

(w A 11) = Wz A llz para todo punto x E U 

S.8 Observación.. Sean w 1 , w 2 p--formas y 8 1 , 8 3 q-fonnas. Las siguientes 
identidades son consecuencia de los resultados de la sección anterior: 

wAll = (-1),..llAw 
wl\w=O 

(w1 + w2) A 6 = w1 A 6 + w2 A 6 

.... " (111 + 112) = w "111 + w "112 

S.9 Obmervaci6n. Una J>--forma w, puede escribirse en términos de coordenadas 
locales como una combinación lineal 

w=Ea1d%1 

para algunaa funciones suaves a1 = ª'1·····'• y para algunos d:i:.1 e 'B. 

-llo. Como (lP(U) es c~(U}-módulo y {d:r1(z)} 1 es baae de N'(TsM)" para 
todo "" E U, entonces Wz = Eo1(z}d:r1(z). De (3.6) y (3.7) se concluye que 
w=Eo1do:1. O 

S .. 10 Prop09icl6a. Sean w 1 , .•• ,w" 1-/onnep 11 X 1 , ..• ,X., e ~(U) campoa 
t1ectoriolu clefi.nidoa en U, entonce. 

Pnoello. Como X1(z), ... ,Xp(z) e TzM y (w1 A··· Aw")z E N'CTzM)" el 
.-ultado (2.4) "" aplica. O 

Se obtiene el siguiente 

3.11 COZ'Olario. Si w = Ea1dz1 JI X1, ... ,Xp :Jon campo.s vectorialea en­,_.,..., 
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El operador derávada ezterior. 
En {3.1) se definió {<(f)., la diferencial de f en z, y ee le concibió como un 

elemento en (T.MJ-. Alternativam.ente se puede interpretar la diferencial como un 
operador 

c~cu> = nºcuJ....!!..,.n•cu> 
J >--+ d/z :.:e U 

de esta manera {<f')s es la imagen de f bajo el operador d que acabantos de definir. 

Es fácil verificar la igualdad: 

n {}/ 

d/z = E-8 . I dz1(z) 
J=l z, • 

donde {dz1(z), ... ,dzn(z)} es la b..., de (TzM)º. 

De (3.9) podemos deducir el siguiente 

3.12 Corolario. Si Je c~(U), .ou diferencial ea la J-forma: 

n 8J 
df=E~""'1 

J=l j 

donde 11; : U -. R e• la f•nci6n tal que p ...,.. I!¡ l., para todo p E U. 

3.13 Dellnk:ión. Sea w = E a1dz1 una p-fonna. La denvoda --de w 
es la (p + 1)-forma: 

J = 1, ... ,n. 

Es poalble definir dw sin usar coordenadas locales. Ver (Ma), 111.4, p.140. 

3.14 Prop-ición. 
1) La derivada ei:terior e.111 una ontáde.;vaci:dn: 

d(<o> + B) = dw + dll 

d(<o> l\B) = dw A B + (-l)"w A dD 

(linealidad en la .ouma) 

(ai w ea p-foNRa) 

14) Se cuntple la condi:ci:dn de coci:clo para toda p-/orma: 

dod(w) =O 

Prueloo. El inciso (1) es un cálculo directo. La propiedad (2) se desprende el 
hecho que localmente w está descrica por funciones suaves. 
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4. Integración en variedades diferenciales 

La integracion de formas tiene sentido sólo para aquellas cuyo orden sea igual a 
la dllnensión de la variedad. Esta resulta una verdadera restricción 9 sin embargo 
puede salvarse. Para ello es necesario definir la integración de forrnns sobre cadenas. 
Para ello será necesario hablar un poco de homología. En el Apéndice 1 tratnrernos 
una manera alternativa de integrar formas de orden máximo sobre variedades, sin 
usar cadenas. 

El 'pullbaclc' de forTnaa. 

Si tenemos una p--fornl.a definida dentro de la in1ágen de una aplicación diferen­
ciablc entre variedades, se puede definir una p-forma en la in1ágen inversa. 

Sea <.p: M --+ N aplicación diferenciable y c.p.: TzAf -+ T 11N, r,p(x) =y, el 
morfismo entre los espacios tangentes correspondientes. Si c.p·: (T11 N)- -.. (Tzl\tf)• 
PR PJ morfiRmo inducido en los dualcs1 entonrcs si w11 ~ /'t(T11 N)•, !'(lJ pullback 
cp•wz E l\'\.Tz:M)• queda descrito explícitamente por (2.11): 

4 .. 1 Observación. cp• es un morfismo de álgebras: 

1) <p"(w + 8), = <p"w, + <p"8, 

2) <pº(w /\ 8), = <p"w, /\ <p"8, 

p,,,eba. Se sigue directa.ntente de las definiciones. 

4 .. 2 Definición. Sea M~N clifcrenciable. Si V ~ N es un abierto contenido 
en la imágen de <p y w es una p-forma definida en V. se define 1.p•w como el pullbacl: 
de w hacia M: 

X~ 1.p•wz 

i.p•w es una p-forma definida en ip- 1 (V). NótesC que si I e C 00 (V) entonces c.p• / = 
Jo <p. 

4 .. 3 Proposición .. Con la notación de (,,/.2), si w e flP(V) y cp·w es su pullback, 
entonce.s 

d(<p"w) = <p"(dw) 

e8 decir, el operador derivada exterior 11 el pullback conmutan. 

Prueba. Se prueba primero que si JE c~(V), d(<p" f) = <p"(df). Al expresar w 
en términos de coordenadas locales, el resultado es inmediato. 
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4.4 Corolario. Si w = Ea.rdxr. su pullback queda deacrito por 

op"w = L(ar o op)op"(dxr) 

Prueba. Es inmediata 

Hon&ología aángular. 

11 

Comenzaremos con algunas definiciones básicas en las que no profundizaremos 
demasiado. 

Sea Ap el p-simplcjo estandard en UlP. Sea U e M abierto. Un p-aifnple;o 
ainguJar en U es una aplicación continua u: .6.p -+ U. 

Combinaciones lineales formales finitas de p-simplejos singulares en U 

k; E lll 

::ion lla.Inadas p-cadena.s y forman un fil-espacio vectorial, al que denotaremo~ 
Sp(U,lll). 

Para cada ¡rsi:rnplcjo singular o está dcfinlda su frontero 8u, que se define 
como la suma alternada de sus caras u': 

p-1 

aa = l:C-l)'a' 
i=O 

donde u' es la imagen bajo u de la. i-ésirna. cara de ~P y por lo tanto es una 
(p - 1)-cadena... Se verifica tmnbién que 

8o8a=0 

para cualquier p-simplcjo singular en U. 

Podel'IloB extender O a las cadenas linealemente y considerarlo como un operador 

Sp+i(U,lll) ~ Sp(U,lll) 

4.5 Dcllnici6n. Tenemos los siguientes subespacios de S,,(U, IR): 

Los ciclo.o: Zp(U, lll) = ker{Sp(U, 'A) ~ Sp- 1 (U,IR)} 

Las frvntenu: Bp(U, IR) = im {Sp+t (U, El) .!!,. Sp(U, lll)} 

Dado que 8 2 = O entonces Bp(U, Ill) f;;;; Z,,(U, lll) y se puede formar el cociente 

Hp(U,Ul) = Zp(U, Jfll)/Bp(U, IR) 

que se llama p-éairno eapocáo vectorial de hornolog'o de U. Si en lugar de 
tomar lll tomamos, por ejemplo Z tendremos Hp(U, Z) y será el p-ésimo grupo de 
homología con coeficientes enteros. Si U = J.1 entonces podremos hablar de la 
homología de lo uoriedad, que resulta ser un invariante topológico, es decir, si 
M-+ N es un homeomorfismo, entonces HP(J.,f,IR) ~ HP(N,R) es un isomor­
fismo. 
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Ine..,....ddn •abre cadencu. 
Un p.sim.plejo singular cr no es mas que •un elemento p-dimensional sobre M'. 

Si w ea una p-forma cuyo soporte esta contenido en u(A,.) C U entonces podemos 
aspirar a tener una integral de w •sobre u'. Para ello debemos asunlir que cr es una 
aplicación 

a: A,.-+ U e M 

que ae extiende diferenciablemente en una vecindad de A,,. El espacio vectorial de 
las p-cadenas formadas con tales simplejos lo denotaremos como S,.(U, Dl.)00

• 

4 .. 8 l>ellnlcl6n. Sea w E O"(U) con soporte compacto y sea a un 6'Simplejo 
singular en S.,(U, 8)00

• Se define la integral de w en u en términos del pullbaclc.: 

/., w= l. u•w 

Si C = E, •,a, E S,,(U., R)1X> es una cadena, se define Ja integral de w sobre C: 

· f w = LA:, f u;w 
Ío ' ÍA,,. 

Ahora ilustraremos con un ejemplo la manera de calcular la integral de una 
p-forma sobre una n-variedad diferenciable n > p: · 

Sea w una 3-rorma con soporte compacto sobre una n-variedad, n > 3 y por 
aimplicldad. supongamos que dicho soporte está contenido en el dominio de una carta 
local (U,<p). Supongamos que localmente w = fd:z:1 Ack3Adzg. Sea u E S,(U,lll)~ 
un Bimplejo singular. Enwnces, 

aº(w) = (fo u)d(z1 o o) A d(z3 o u) A d(zs o a) 

y como za =,..,o ¡p, definendo ~ := 7r1 o rp o t7 obtenemos una función A.3 ~ Ilt 
y pode¡nos calcular su diferencial explícitamente y expresarla en ténninos de las 
coordenada& canónicas (z,11,z) de lfl. Como (fo e7)da1 /\.do3 Ada,5 es una 3-fOrma 
con aoporte compacto en ~3 del tipo Fdz /\. dJJ I\. dz, obtenemos 

l w= f FckAdyAdz 
" 1.o... 

que es una integral que se calcula de manera usual. Para formas cuyo soporte 
no esté contenido en una carta local, es necesario •partirla' con part..iciones de la 
unidad. El desarrollo de est.as técnicas lo podemos encontrar en el apéndice A. 

A continuación enunciaremos un teorema de integración de formas, al que puede 
considerarse como el teorema fundamental del cálculo sobre variedades diferenciales. 

4.7' Teorema (S&okea). Seaw "nap-1 /onna con aoporte compacto en U e M 
11' •ea C E S,,(U, 8)~ una p-cadena.. Entoncea, 

f ""'1=/,, w Je BC 

Pnu:&a. La demostración podemos encontrarla por ejemplo en [Sp). 
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COHOMOLOGÍA EN VARIEDADES DIFERENCIADLES 

Para resolver problemas en geometría y topología ea conveniente su replantemniento 
en un contexto algebraico. Para ello se han inventado la homotopía, la homología 
y la cohomología utilizando herramientas diversas: en términos de cadenas singu­
lares se construyen las versiónes clásicas de homología y cobomolog{a de un espacio 
topológico. Usando fonnas diferenciales se obtiene la cohomología de de Rharn de 
una variedad diferenciable. 

Tanto la cobomología singular como la de de Rharn nos proporcionan inforrn~ón 
valiosa de la variedad, pero ¿qué relación hay entre los datos arrojados por una y 
otra? La respuesta es que la infonnación dada por ambas es "equivalente": el 
teorema de de Rharn establece el isomorfismo entre ambas teorías de cobomolog{a. 

En est.e trabajo haremos el planteamiento de la cobomología de variedades uti­
lizando gavillas y demostraremos el teorema de de Rharn traducido a este contexto. 
Las referencias principales para este capítulo aon: (Wa] [Go] y [We]. · 

1. Cohon.olog{a 

En esta sección se introducirá la idea de conaple;oa de cocodenc:u (que lla­
maremos simplemente cornple;oa o cocodena•), necesaria para la contrucción de 
los q-ésimos módulos de cohomología, que se utilizarán las secciones siguientes. 

1.1 Dellnlclón. Un cornp&e;o e•= ED.E:1..C• es una sucesión de K-módulos, 
K un anillo (R ó Z), relacionados por morfiSDlOS cJ9: 

..• ___.. c•-1 ~ e• ~ c41+1 _.. ..• 
tales que Irn d'9- 1 ~ Ker d"I para todo q e Z. 

Se dirá que e• es ezacta si I"' d"- 1 = K er d". A los morfismos ti' se les llmna 
fJ-t!•átno ._......_ co.fn>n&era. 

El kernel de di se denota por z•(C•) y a sus elementos se les llama coc'iclo•. A 
la imagen de t1V- 1 se le denota por B•(c•) y sus elementos son las calronteraa. 
Dado que B"(C") ~ Z"(Cº) se deduce que tJO o <1"- 1 = O y podemos realizar el 
cociente de ambos módulos: 

Z"(Cº) = H"(Cº) 
B•(C•) 

llamado el q-t!•inao naddulo de colaonaolog(a. 

13 
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Hq(C•) es un K-módulo cuyos elementos son clases de equivalencia dadas por 
la siguiente relación: dos cociclos w 1 -w:;i: ~ w 1 -w2 E Bº(C'"), es decir, las clases 
son cociclos que difieren por una cofrontera. 

1.2 Ejemplo. La cohonaologáa de de RhaJTI.. Sea¡;;,• = ffipez+ OP(J\..f). En 
E• está definido el operador derivada exterior: 

d: f1P-l ~ f1P 

que cun1plc la condición de cociclo, es decir, BP(E•) ~ ZP(B•). En este caso, los 
p-coc\clos son las p-formas cert"UdQ.81 esto es, las que dw = O; y las ~cofronteras 
son las p--formas ezocta.8 1 aquellas que d8 = w para. alguna (p - 1)-fonna 8, y se 
tiene que t.oda forma exacta es cerrada. Planteamos el cornple;o de de Rlaarn: 

c~(M) = nº(M)--> n'(M)---. n 2 (M)--+ ... 

qne tiene asociada la cohornolog'o de de Rham 

HZ,.(M) := Hº(!"l"(M)) O~q~ditnAf 

Los elementos de HgR(M) son clases de equivalencia de p-forma.s cerra.das dadas 
por la relación: W1 - W:l: ~ 3 8 E flP-l (M) tal que d8 = W1 - W2 1 es decir, cuya 
diferencia es exacta. 

El caso más sencillo es calcular lu. q-cohomología a M = R 1 : 

a) Si q =O: 

Como las O-formas son funciones diforcnciables en 1R1 tenen1os que f es cerra.da 
si df = O esto es, si f es constante, entonces zo (nt1 ) = IR. Con10 la cobomología de 
de Rharn uo existen O-formas exactas, 

H!:,.(llt1
) = Zº(R1

) = \lt 

b) Si q= 1: 

Si w = 'E fdx es 1-forma, dw = L. *dx /\ dx = O, es decir, toda 1-forma es 
cerrada y Z 1 (lll1 ) = fl 1 (1il1 ). Ahora bien, si fJ = fw, el teorema fundamental del 
cálculo asegura que d8 = w con lo que B 1 (R1 ) = 0 1 (ül1 ) y se tiene 

n::,. (JR') =o 
e) Si q > 1: 

Si w es q-forma en 1il1 se deduce de las propiedades del producto~/\.' que w =O, 
por lo que H1,,.(lll1) =O. 

El lema de Poincaré, que demostraremos tnás adelante, garantiza que 

para todo q 

En el Apéndice 2 damos una manera de calcular la cohomologia de variedades más 
complicadas. 
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1.3 Definición. Un f'J'l,Opeo de cocadenBB e· -4 D'"' consiste de una colección 

de morfisn1os de módulos Cq ~ Dq que contnutan con el operador cofrontera 
correspondiente, es decir, 

-.. D"- 1 --+ D" ---> vq+l ---+ ... 

i.-· T i. T i.+. T 
---+ c 4 - 1 --+ cq -.- cq+l --+ ... 

conmuta cuadro a cuadro. 

Si v· --t E• es un mapco de cocadcnas, la composición 

e· ----> v· ---> E. 

es un mapeo de cocadenas. 

1.4 Proposición. Todo mapeo de cocadenas e· -4 D• induce un morfismo 
entre q-cohomología.a H"(C•)-. H"(D'"'). 

Con ello, un cuadrado conmutativo de mapeos de cocadenas 

e· ---+ v· 

1 1 
6· ---+ fr 

induce un cuadrado conmutativo 

HO(C•) ---+ ll•(D•) 

1 1 
H•(6•) ---+ 11•¡fr) 

Prueba. Es fácil ver que fq: Cq ~ D" manda cociclos en coc:iclos y cofron~eras 
en cofronteras. El morfismo inducido en cohomología es 

a+ B 9 (C•) >----> / 0 (a) + B"(D•) 

1.5 Definición. Una composición de mapeos de cocadenas: 

o -> e· ---+ v· ---+ E· ---+ o 

se le 118.Jlla .auceaidn ezocto corta si 

O ---+ Cq --t Dt1 ---¡.. Eq -. O 

es exacta para todo q e Z. 
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2 .. e J>eftnición .. Un diagrama conmutativo de mapeos de cocadena: 

O --t e· ~ D"' --+ E• ---.. O 

l l l 
o __., C· ---+ D· --+ E· --+ o 

1 ... T Propoelción. Toda auceaión ezacta corta (1.5) induce una auceaión exacta 
1-.a tJe q-colaomolog(u: 

(a} · • ·-+ H•-'(E") ~ H"(C")-+ H<(D")-+ H'(E") ~ H•+'(C") -+ ·· · 

Por cado mor}Umo tJe auceaióne• cortaa ezactoa (1.6), ae tiene un diagramo con­
mutativo 

(b} 

Pru.e&a. La dernostraci6n podemos encontrarla en (Wa]. Reproduciremos la 
parte (a) ya que su construcción la emplearemos más adelante, cuando introduz­
CBlllOB la sucesión de Mayer-Vietoris, en el Apéndice 2. 

Procederemos a definir el morfismo cJ-. Consideremos el siguiente diagraJna: 

T T T 
o---+ c.,+2 - n<+• -> E<+• ----+o .., 

·T dT ·T 
0-+ c.,+1 --+ Dv+1 -----+ Ev+1 -->0 

/J. 13' 

·T dT ·T 
0-+ e• - D• -----+ E• -o 

a• 

T T T 

Como o es suprayectiva, entonces para cualquier cociclo u e E" existe ü e DV tal 
que o(ir) =O'. Como el cuadro i conmuta, enconces /J'od(O-) = eoo(O-) = e(u) =O, 
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por lo tanto d(ü) E Ker {3' = ITn {3. Entonces debe existir 'éi e C 4 + 1 tal que 
,B(a) = d(u). Como el cuadro 3 conmuta -y o c(u) = do .B(u) = t:P(ü) = O. Pero 'Y 
es inyectiva, luego Ker "Y= O, c(U) =O y se tiene que U e zq+ 1 (C•). 

Definimos el morfismo cJ.-: 

H"(E")-+ u•+1 (C") 

CT + B"(E") ..... ¡¡ + B•+ 1 (G") 

y con ello la exactitud de (a) se verifica fácilmente. 

1.8 Lema. Sea O ~ A' ~ A ...!+ A" ~ O una auceaión e:i:acta corta de K -
rnódulo.t. Sea B un K -módulo. 

Si A" ó B ea libre de toraión 1 , la suceaión 

O c:a®l A'®B~A®B~A"®B~O 

ea ezacta. 

Prueba. Puede encontrarse en (Spa). 

1.9 Definición. Sean e• .l.:.!!+ v• dos mapeos de cocad.enes 

-----.. cv-1 ~ cv ~ cv+l ~ 

g•-• lr·-~g· lr~+> l'·•• 
____.. nv-1 ~ D" ~ D"+1 ~ 

Se dice que f, g son honaotópicoa si existen morfismos k 9 : C" -t IJ9- 1 tales que 

f 9 -g9 =69 -1 ok9 +k9 +1 odq. 

1.10 Prop011ición. Si e• ~ v· aon doa mapeos de cocadenas hcnnotópicos, 
entoncu los morfiarno:J inducidoa en cohomolog{a 

H•(G") ..!.:.. H"(D") JI H•(G") ..!:+ H"(D") 

coSnciden. 

Prueba. Basta demostrar que si g = O entonces f- coincide con la aplicación cero 

H•(C") .;. H•(D") 

Consideremos el diagrama de (1.9) con g = O, reescribiendo d 9 = d y 69 = 6, 
para q e Z. Tomemos una clase u e H"(C*) y un representante /1 en dicha cla.ae. 
Como• es un cociclo, entonces / 9 (a) es un cociclo en Dq. Como fq(a) = 6 o l:9 (11) + 
k 4 -1 o d(a) = 6 o k 9 (a) se sigue que / 9 (a) es una cofrontera. Se verifica que esto 
es independiente de la elección del representante en cr. Por lo tanto [f9 (a)] = O E 
H"(D•) y se concluye que /. = z. O 

1 Un K-~6dulo M t.m libre de tonlión si para A: e K, v e M, el product.o kv = O implica que 
le= 06v=O. 
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1.11 'I'eorema (Lema de Po&ncaré). Sea M una variedad di/erenciable, en­
tonce.o 

Pruebo. Definimos aplicaciones M ~ M >< IR, i,(x) = (x, E) E A-! ><IR. x E M, 
E= {O, 1}, que son homot.ópicas en el sentido usual. Si M ><IR 24 Mes la proyección 
sobre el primer factor, la composición 1r o i, = idM y su diferencial es el morfismo 
identidad a nivel de formas diferenciales, conmuta con el operador derivada exterior 
y por lo tanto tenemos un mapeo de cocadenas 

que en ambos casos es la identidad. 

Rest.a verificar que (ic o 11"). es la identidad en O•(M X Dl). 

Obaervernos que si {dx1} .es una base de 0 9 (U), U e M y t E R, entonces 
{1rº(dz1)} U {dt} es base de n•+1 (U >< K). En general, si U= M y w es una forma 
en M podemos suponer que cualquier q-forma en M x Dl se puede representar en 
ténnlnos del pullback w• como: 

11" 0 (w} /\ J(:z:, t)dt 

11" 0 (w} · J(:z:, t) 

para alguna w E fl4'- 1 (M) 

para alguna w E fl4'(M) 

Definimos los morfi.amos h 9 : SlV(M x R) ~ fl9- 1 (M x Dl) corno sigue: 

h 0 (.,,.º(w) · J(:z:, t)) = O 

h.(..-º(w) /\ /(:r,t)dt) = ..-"(w) • g 

donde g = J; /(:r,u}du. La homotopía buscada 9"rá (-1)•- 1 (do h 0 - h•+l o d}: 

Por un lado IE tiene, 

do h.(.,,."(w} /\/(:r,t}dt) = d(..-"(w)g) 

= d11"º(w)g + (-l}•- 1 .,,.•(w} /\ J(:r,t}dt 

y por otro lado 

he+> o d(..-• (w) /\ J(:r, t)dt) = h 0 +1(d11"º(w} /\ J(:r, t)dt 

+ (-l)•-'1rº(w) A<V(:r,t) /\ dt) 

= h•+i(d11"º (w) /\ /(:r, t)dt} = d11"º(w) · g 

y de ambas se concluye que (-l)"-1 (d o hq - h 9 + 1 o el) = ido•(M>cR) e induce la 
identidad en H;,,.(M >< lll). D 
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1.12 Proposición. Si M JI N aon variedadea difeomorfa3 entonces 

Prueba. 
Sea g: M -+ N d.iferenciable. Se induce un morfismo g•: H¡,,.(N} -+ H;,,._ (M): 

El pullback g" : 0"(N) -+ 0"(M) es un morfismo de espacios vectoriales que 
conmuta con el operador derivada exterior (ver 1.4.3). Entonces g• manda fur­
mas cerradas en cerradas y exactas en exactas e induce un morfismo de complejos 
n•(N} -+ o•(M) y un morfismo a nivel cohomología. 

Como g es diíeomorfismo, la inversa g- 1 induce (g- 1 ) • que es Ja inversa de g• y 
(g- 1 )• o g'"' =id induce la identidad en cobomología. O 

1.13 Corolario. Sea M una variedad difer-Enciable 11 aea w una p-forw1a cttTOda 
definida en algun abierto U C M. Para todo x E U e:riate una vecindad V tal que 
w es ezacta en la reatricción wfv. 

Prueba. Sea :z: E M y elijasnos una carta local (U, t/J} en torno a z. Expreaemos 
w en términos de dicha carta. Podemos encontrar V C U una vecindad de z 
difeomorfa a un disco De t/>(U). Entonces H~11 (V) ~ H~R(D) =O y por lo tanto 
la restricción wlv es exacta en V. O 

2. Gavillas 

En esta sección daremos los fundamentos de la teoría de gavillas y consta de tres 
partes: en la primera se dan las definiciones y propiedades básicas de gavUI .. de 
rnddulo• sobre un dominio entero K. En la segunda daremos la contrucción del 
e.-paee tl&altl pues a partir de él ee cont.ruyen lu gavillaa que se utilizan con mú 
frecuencia. En la última parte introduciremos las flGDUlaa •.atre•, 1- cuales son 
fá.cil enc:ontrarl- en variedades diferenciales. Utilizaremos resoluciones suaves de 
gavillas para plantear teorías de cohomologia en la siguiente aección. 

En lo sucesivo asumiremos que Mes una variedad diferenciable y para.compacta.. 
Trabajaremos con gavillas de módulos sobre un dominio entero K. En nuestro caao 
bastará considerar K = R. · 

A} Gavilla. de na6dulo•. 

2.1 Definición. Una p~afl'illa de naddtda• •obn! Mes un funtor contrava­
riante 

'l:op(M) -+ !Dlol>x 
U>-+8u 

donde los objetos en Top(M) son abiertos de M y Jos morfismos son las inclusiones 
y rotoDK es la categoría de módulos sobre K: 
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1) S., =O. 

2) V c....+ U induce 8v ~ Su (llamado reAtricci6n y denotado p~). 

3) Su +- Su es la identidad. 

4) W ~V~ U inducen p:,. op~ = p~. 

Una pregavilla la denotaremos como 8 = {Su, p~}. 

2.1 I>eflnición. Una gavilla es una pregavilla que satisface lo siguiente: 

Para cada abierto U e M y para cada descomposición de U en abiertos: 

U=; LJ Ua. 
a EA 

°cGl) D:.dos f,g e Su 

p'i,.f = p'(, .. g para toda et E A implica f = g. 

(G2) Para cualquier /a E Su., 

P~:nudfor = p'(,:nu,,f/J implica que existe/ E Su tal que p'(,"'f =fa· · 

2.S Ejemplo. Asignando a cada abierto U e M el conjunto de funciones dife­
runciables definidas en U: 

junto con las restricciones usuales de funciones, se tiene una pregavilla de lll-espacios 
vectoriales. Además se satisface (Gl) y (G2): 

Sea U =Ua U 0 • Si/ e C 00 (U) y flu .. =o para toda o, entonces f =O. 

Sean fa Y fp definidas en Uo y en Up respCctiva.niente. Si falu .. nud = folu .. nui' 
podemos definir una función global 

f(u) = fa(u) si u e Ua 

cumpliéndose que f E C 00 (U) y /lu ... =fa.· A esta gavilla se le llama gavilla de 
funcione• dáferenciole• y la denotamos e~. 

2.4 Ei,iemplo. Similannente, las asignaciones 

U>-> flP(U) y U>->X(U) 

son gavillas de Jlt-espacios vectoriales, llBinad.as gaválla de p-formaa y lf'OtJállo de 
campo• "a::::&oráale• sobre M. Las que denotaremos respectivamente OP y X:. 
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2.5 DeBnicióa. Sean 8 = {Su,P~}, 8' = {S(.,,p'~} gavillas. Un rnorft,arno de 
•aWlcu es una colección de morfismos { 'Pv} 

tpv: Su--+ S[., 

tales que 
•u u 

P v o 'Pv = 'Pv 0 Pv si VCU 

Un morfi.Slllo de gavillas es inyectivo (suprayectivo), si cada 'Pv es inyectivo (supra­
yectivo). 

2.8 ~emplo. El operador derivada exterior ee un morfismo de gavillas 

flP ~ OP+l. 

El Uin.ite directo de una pregavilla. 

Sea 8 una pregavilla de módulos sobre M. Tomemos un punto rn en M y 
consideremos todos los abiertos U tales que rn E U y formemos la unión ajena de 
los modulas Su asociad.os a dichos abiertos: 

LJ Su=S;,. 
~eu 

En &;,. decimos que: 

/e Su y 9 e 8v son equivalentes si y &ólo si flw = gjw 

para alguna W e U n V vecindad de n.. 

2.T Deftnlclón. Al conjunto clases de equivalencia en .s:,.. se le denomina &allo 
•oltre na y ae donota por Sna. La proyección ~: Su -+ Sna manda / a su claee 
rwn y ee le conoce como ""'iee di~&o de Su en m. 

B) El e•pacio étolé. 

2.8 Deftalcldn. Un e-Pacao ~&~ de K nadd-'o• es una terna 

!F..!!+M 

donde 

1) ~ y M son espacios topológicos 

2) 1r es un homeomorftstno local (llamado frecuentemente proyección) 

3) Para cada :r: e M, ,,.- 1 (:r:) :=~.es un K-módulo (llamado fibra sobre z) 

4) L- operaciones en :J"". son continuas respecto a la toplología de 'I. 

Noeotros trabajaremos con espacios étalés sobre una variedad diferenciable M. 
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ESPACIO. ÉTALÉ, JUNTO CON SU PREGAVJLLA DE SECCIONES 

M 

2 .. 9 Ejemplo. Sea X = M x K con la topología producto y 'JT: M >< k -to M 
la proyección sobre M. De esta forma cada punto :e E M tiene asocia.da una copia. 
deK: . 

Xz = {:z:} X K 

y podemos identificar a Xs con K. 

2 .. 10 Dcflnici6n. Una aecci6n del espacio étalé T es una aplicación continua 
U e M ..!+ 9" tal que 'JT os = lu. El conjunto de las secciones de ~ definidas en 
un abierto U tiene estructura de K-módulo y lo denotaremos r(U.~) 6 r(T\u). 
Definiendo la restricción de secciones como la Testricción de funciones continuas, se 
puede contruír una pregavilla de módulos f'(3'") llamada. p'f'E90villo de aeccionea 
de 9". 

2 .. 11 Propoaición-DEtftnición .. Toda gavilla S tiene asociado un eapacio étalé 
~g que .9f! le llama l(niite dit"lecto o eapacio étolé de gérrnene•: 

cu.11as. fibraa aon lo.9 talloa sobre 'fTl, 11 cu110 prv11ecci6n es 'JT: S --+ M, tal que~ ........ Tn. 

Pruebo. Se definen las operaciones en li!!\.S beredándolas de la gavilla original: 
Sean f.n, Srn E Srn y sean/ E Su, g E Sv representantes de cada clase. Entonces 

existe una vecindad de rn, \V e Un V, donde las restricciones /\w, g\w e Sw son 
operables. Definimos la sutna. y producto por k E K: 

(b) r~ + 11~ = ~ P(flw + glw) 

A:r~ = ~ P(kflw) 

Se verifica fácilmente que esta definición no depende de los representantes elejidos. 



CAPÍTULO 11. COHOMOLOGÍA EN VARJEDADES DIFERENCIABLES 23 

Para darle una topología a ~S. Tomemos/ E Su y su límit.e directo fp en un 
punto p E U. Definimos los abiertos 0.1 como el conjunto de clases que define f en 
Su, es decir, 0.1 = {fp 1 p E U}. La familia de abiertos 

{Or El f E Su. u e M} 

forma una base para la topología de ~S? lo cual se verifica fácilmente. 

Las operaciones en los t.allos son continuas: 

Sean •p, t.p E s,, y supongamos que~/ = Sp + t.p para alguna f E s;, entonces 
01 es vecindad de a,, + t.p. Similarmente existen g, h E s; tales que ~g = ap y 
~h =t.,,. Existe una vecindad V de p en donde flv,glv,hlv E 8v y se cumple 

que ~/lv = ~glv + !!!!!,hlv. Turnando 0 6 1v x O,.lv como vecindad de (•,.,t,.) 
cumple con aplicarse dentro de O f bajo la suma. La continuidad del producto por 
escalares se verifica similarmente. O 

2.12 Ejemplos. Se tienen los espacios étalés de gérmenes de funciones, gér­
menes de p--formas y gérmenes de campos vectoriales, los que denotaremos respec­
ti varnente 

2.13 Definición. Un n1orfiarno de eapocioa ét.aléa es una aplicación con-
tinua 

i.p: T _. ~, 

que cumple: 

1) Si 7r y 1r'
1 son las proyecciones en !F y T' respectivamente, entonces 

1f' º<P =.,,. 
2) La restricción de c.p a en.da fibra es un morfismo de módulos Tz -+ :J"~. 

Un Uonaorfiarno de eapacioa étaléa es un morfisrno tal que Tz -+ !'J"~ es 
invertible. El morfismo <p es necesariamente un homeomorfismo local. 

2.14 Proposición. Un morfiarno de eapacioa étaléa 

S" .4 S"' 

induce un niorji!Jnio entn: lcu pregavilla.!J de aeccionea 

Prueba. Sea a una sección en r(~Ju). Definiendo fu(a) 
morfismo r(9'1u) --> r(9''1u) y la familia 

j ={/u} 

f o a, se tiene un 

conmuta con las resricciones inducidas por las inclusiones de abiertos en M. O 
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2.115 Propo-.ición. Un rnorfiamo de pregavillaa 

8 {.-u} 8' 

induce un morfi:nno de eapacio8 étalé" 

lim8~lim8' 
--+ --+ 

Pruebo. Sea • E 8, entonces a está en algún tallo 8z y existe una vecindad U 
de"' y/ e Su, tal que~/ =a. Tomemos el límite ~.Pu(/) en z. Si"' e V y 
ge 8v es otro representante de a, se verifica que ~..Pv(g) = lli!\,..Pu(/), y tenemos 
una aplicación bien definida: 

Como en el lado derecho se toma el límite en z, 1/J manda Sz en 8~ por lo que 
conmuta con las proyecciones respectivas. La linealidad de 8z -fo 8~ se hereda de 
la linealidad de las aplicaciones { t/Ju}. Resta entonces verificar la continuid~: 

Sea O vecindad de tP(a) e 8~. Si f e Su representa a a, entonces 1/Ju(f) es 
representante de tP(a) y O-..u<f> es un abierto básico que lo contiene. Sea 71"'

1 la 
proyección en S' y tomemos V e 11"

1(0 n O\llu{f» vecindad. de X y sea w =un v. 
La restricción /lw define un abierto Dri- que contiene a a y que se aplica dentro 
de O bajo .¡,,, verificándose la continuidad. de 1/J. D 

2.l.8 Corolario. Un mor}Umo de gavillcu 8-> 8' ea inuectivo (auprauectivo) ai 
11 aólo ai el morjünao inducido !!!!\,8-> ~S' es in11ectiuo (auprouectivo). 

2.l. 'T Propomici6n. Sea 8 uno gavilla. entonce.a 8 u Uomorfo a la gauilla de 
aeccioniea del upacio étalé de gérmenes de 8: 

r(~S)""S 

Prueba. Sea 8 = {8u,p~}. Definimos 

-ru: Su-> r((~ S)lul tal que f >-+u 

donde a es la sección p ~ ~!, tomando el límite en p e U. 

Se puede verificar que {-ru} es un isotnorfismo de gavillas. Para los detalles ver 
[Wa). O 
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2 .. 18 Observación.. En a.delante no haremos distinción alguna entre la una 
gavilla 8 sobre !vi y el espacio étalé li.~8 ....!!+ M ya que ambos possen exactantente 
la misma información, es decir, podemos identificar el módulo Su con las secciones 
r(U, 1!!!!,S). 

Denotaremos con r(S) el K-módulo de secciones de fu!!.,S definidas en M y 
r(Slu) serán las secciones de ~8 definidas sobre U. A ambas las llantaremos 
.9eccionea de S. Sr denotará el tallo sobre un punto x E M 1 construido como en 
(2.11). Gracias al corolario (2.16) es posible verificar que un morfismo de gavillas 
8-+ S' es inyectivo o suprayect.ivo, verificándolo en cada tallo Sr -1> 8~, x E M. 

2 .. 19 Definición. Un subconjunto !R e S es una aubgavilla si 8 2 n !R. es un 
submódulo de 8 2 para todo punto x E M 

2.20 Ejemplos .. Sea cp: 8 -+ 'J un morfisrno de gavillas. El subconjunto de 8 

que se aplica al cero bajo el morfismo inducido en los tallos s .. ~ 'J"' s: 

para todo x E M 

es una subgavilla, que denotaremos kertp y llamaremos aubgatñlla •e~el. 

Análogamente se define la aubgavü'la át'llagen, que denotaremos im cp e T. 

2.21 Corolario.. Sea 8 una gavilla JI !R. una aubgavilla de 8. El cociente 

8/:R. = LJ Ss/:R..a es una gavilla. 
zEM 

.Pn.eba. Sea O = S/:R.. y tp: S -+ Q la proyección sobre el cociente. Definimos 
V C O abierto si y sólo si cp(V) C 8 es abierto. Definimos 1t como la única aplicación 
tal que el siguiente diagrama conmuta 

8~0 

~l .. 
M 

NecesariaJDente ft es un homeomorfismo local y es fácil ver que las operaciones en 
o .. son continuas. O 

Es posible definir el cociente de dos gavillas 8/'Jl. como la asignación: 

U,__. Su/'.11.u 

para cada abierto U de Af, pero reSultaria más complicado verificar que en efecto 
se cumplen los axiomas (Gl) y (G2). 
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2.22 Ejemplo. Sea 8 4 S' un morfismo de gavillas, y sean !R. = ker cp y !R.' = 
irn r,p, es fácil ver que 8/':Jl.. ~ 8' /:R'. 

2.23 Definición. Una composición de morfismos de gavillas de la forma 

... _. s'-1 ~ g• ~ 8 1+1 _. •.. 

tal que im 1.p•- 1 = kerr.p4 se llamará auceaión ezacta de gavillas. Si O = AJ x O 
es la gavilla constante cuyas fibras son el módulo cero, una sucesión exacta de la 
fonna 

o --+- 8' --+- 8 --> 8'' --> o 
se llamara sucesión ezacta corta de gavillas. 

2.24 Ejemplo. Si ::R. es subgavilla de S, la sucesión 

o -+ !JI. .... 8 -+ 8/'JI. -+ o 
es una sucesión exacta corta, lo que se verifica directrunente. Se puede probar que 
una toda sucesión exacta corta es isomorfa a una como ésta. Ver (Ha) 11.1, p.66. 

2.25 Definición. Una sucesión exacta. de gavillas de la forma 

o -+ 8 -+ e° ~ e 1 ~ ••• 

se le llama reaolución de 8 y la abreviaren1os o --+ 8 -+ e·. 

C) Gavillas suaves. 

En lo sucesivo denotaremos con r(S) a las secciones globales de S y con r(8lu) 1 

U e M, a las locales. 

2.28 Definición. Una gavilla 8 es auat1e si para todo cerrado U e M la res­
tricción 

f'(8) -+ r(Slu) es supraycctiva. 

2.27 Obaervación. La suavidad de una gavilla implica la posibilidad de exten­
der secciones locales sobre cerrados n una sección global. En variedades diferen­
ciables se tiene la capacidad de utilizar particiones de la unidad, con las cuales se 
pueden construir secciones globales suaves a partir de cualquier sección local. 

2.28 Deftniei6n. Una gavilla 8 es fina si para cualquier cubierta abierta local-
1nente finita {U,} de M existen endon1orfismos {l,} esto es, aplicaciones continuas 
l,: 8 _....,, S que son endomorfismos en las fibras, tales que: 

1) El soporte de z, está contenido en u" 
2¡ :r:,1, =id 

es decir, Ses fina si acepta particiones de la unidad. 
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2.29 Proposición. Las gavillas de génnene!J de funcionea e':f y de gérTnenea 
de p-formas é~ • . 'Ion gavillaa finas. 

Prueba. Sea {U¡} cubierta abierta localmente finita de M y {,,P¡} partición de 
la unidad subordinada a ella. Sea OP(U) un módulo en la gavilla flP y definimos 
f,: !"lP(U)-+ {}P(U) como 

l;(w) = <l>; lu · w 

que es un morfismo de módulos. Sea w E e~ y w E flP(U) un representante. 
Consideremos el morfismo inducido por Í¡ en t:P (ver 2.15): 

l;(w) = lim(<l>;lu · w) 
--> 

Se cumple que el soporte de z, es el soporte de q,,, y en la restricción a un tallo 
sobre x E U 

L l;(w) = lim(L <l>•lu · w) = lim(w) = w 
• -t-4 --+ 

lo que implica que ¿:, l, = id en los tallos. O 

2.30 Proposición. Toda gavilla fina ea auave 

Prueba. Sea 8 una gavilla fina y :tuna sección en r(Slv), V cerrado en M .. Sea 
{U,} cubierta abierta de V y B¡ secciones sobre U, tales que a,du.nv = slu,nv- Sea 
Uo = M- V y podemos suponer que {U¡} UUo es cubierta localmente finita de M. 
Tomando {li} partición de la unidad subordinada a dicha. cubierta. y definiendo 

se tiene que iilv = B. O 

H=Ll¡S¡ 

• 

2.31 Ejemplo. Las gavilla de gérmes de funciones y de p-formas son suaves. 
En ca.1I1bio, las gavillas constantes no son suaves, y por ende, tnnlpoco finas: 

Sea !R = M X a la gavilla constante cuyos tallos !Rz = Iíl para todo punto 
x E M. Sea U = {{x} U {11}} y" una sección en U tal que s(x) =O y"(?/)= l. 
Naturalmente no existe sección alguna en r(::R) (función constante global en M) 
tal que su restricción a. U sea s. 

2.32 Proposición. Sea 

o -t 8' _. g -+ 8'' -+ o 
una auceaión e:racta de gavilltJ..9. Si S' u .suave, entonces la .sucesión de aeccionea 
globalu 

o --> r(S') --> r(S) -+ r(S") -+ o 

ea e:Eacta. 

Prueba. Podemos encontrarla en [Go], 11,3.5.2 o en (We], 11.3.32 
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S .. 33 Corolario. Sea O -+ A -+ 'B ..l+ e -+ O una sucesión exacta corta de 
gavillas. Si A !I 'B es ~uave. entonces e es suave. 

Pn.elta. Sea S e M cerrado y s una sección de e sobre S. La sucesión 

O --+ Als --+ '.Bis --+ e¡s --+ O 

sigue siendo exact.a. y por (3.2) la sucesión 

o--+ r(Als) --+ r('.B\s) --+ r(els) --+o 

es exacta. En particular existe una sección t de 'Bls que se aplica a .s. Pero t se 
extiende a una sección global T de 'B. La sección {fo T)lv =s. O 

2.S4 Proposición.. Sea 

0 -+ go -+ 8 1 -#' ••• 

una aucesi6n exacta de gavilla.s suaves. La sucesión inducida en la.9 seccione-9 glob­
alea 

(a) o--+ qsºJ ...... ns'J ...... ·. · 
ea ezacta. 

Prueba. Sea x• = ker{S' -+ gi+t}. La sucesión 

O-+ x1-+ gi __., xi+t -+O 

es exacta .. Como X 1 = go, entonces por {3.33) la gavilla X 2 es suave. Repitiendo 
inductiVBIJlente este argumento, Xs es suave y por {3.32) la sucesión 

es exacta y con ello es fácil ver que la sucesión {a) es exacta. O 

3. Coho'tTl.ologia de gavillas 

A continuación daremos una caracterización axiomática de una teoría de co­
bomología de gavillas. Posteriormente veremos que es posible plantear teorías de 
cobomología en términos de resoluciones de gavillas suaves. Este será el caso de la. 
cobolllOlogfa de de Rhain y de la singular, a partir de las cuales podemos contru ir 
teorías de cobomologia de gavillas. Se puede ver que cualesquiera dos teorías de co­
homología de gavillas son isomorfas, a este resultado se le conoce como el Teorema 
de de Rham abstracto. 
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S.1 Dellnición. Una Teorio de colaonaola.,ío de •• .,..,,_. !Jí sobre M es 
un funtor covariante de la categoría de gavillas de K-tnódulos a la categoría de 
X-módulos: 

Sl)J(M) -> !DloDK 

8 o--> H"(M,8) 

para cada q E Z, que cumple con 1 y U: 

I (Las propiedades de la sección 1): 

Por cada sucesión exacta corta de gavillas 

O -+ S' -+ g -+ 8'' -+ O 

se tendrá una sucesión exacta larga de módulos 

···--> II"(AJ,8')--> H 9 (,U,8)--> H 9 (AJ,8")--+ 11•+i(M,8')--> ·•• 

Por cada modismo de sucesiones exactas cortas 

O---+ S' ---+ 8 ---+ S'' ---+O 

l l l 
o ---+ 'J' ---+ 'j ---+ 'J" ---+ o 

H"(M,8") --> H•(M,8') 

el diagrama l l conmut.a. 

H•(M,'J") --> H•(M,'J') 

11 Adicionalmente, 

a) H 9 (M,8) =0 si q< O 

b) Hº(M,8) ""r(8) 

e) H•(AJ,8) =O si 8 es suave. 

3.2 De8nlción. Una resolución O ~ 8 -+ e• tal que e• es suave para cualquier 
q E N ae llamará re•olucidn ••cave de S. 
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3.3 Propoeición. Paro cadl& gavilla S se puede contrufr una resolución suave 

O-+ 8-+ e 0 (8) 

llamatla re•oluci'.ón con6nica. de S. 

Prtieba. Sea 9 una gavilla y consideremos su espacio étalé asocia.do. A los ele­
mentos del conjunto 

e"(U,S) = {s: U-+ S ¡.,..os= 1u} 
se les llama aecci'.onea di'.acontánuoa sobre U e .ft.tI. La asignación 

U.-. e"(U,S) 
para cada abierto U de M es una gavilla que denotaremos e'°(S). Trivialmente, 
cualquier gavilla de secciones discontinuas es suave. 

Haciendo la identificación de Su con r(U, 9) (ver 2.18), se sigue que 9u es 
submódulo de e°(U, 9) y se tiene la inclusión 9 ~ et»(S). Se constrtlYe ta.JJlbién la 
sucesión exacta corta: 

o--+ S <-+ e"(SJ --+ !T(S) -+O 
donde !T(S) = e" (S) /S. 

Paaemos ahora a construir una resolución de 8 siguiendo inducth'a.tnente el pro­
cedimiento de arriba: 

Definimos como antes e"(8) y 9"1 (8) = e"(8)/8, 

e 1 (8) = e"(!T1 (8)) 

e 2 (8) = e"(!T2 (8)), donde !T2 (8) = e 1 (8)/!T1 (8). 

e'(8) = e"(:T'(8)), 

Las gavillas eJ (8) son todas suaves pues son de secciones diseontin.uas. A.deruás, 
las sucesiones 

O--+ 8-+ e"(8) -+ !T1 (8) -+O 
o-+ :r-•c8J-+ e•- 1 (8)-+ :T'C8J-+ o 

son exactas y a partir de ellas se construye una sucesión exacta: la resolución 
canónica de 8. O 

3.4 Corolario. La resolución canónica de 8 induce un complejo de gavillas 
Cº(S): 

o __. r(8J -+ r(e"(8)) --+ rce' (8)) -+ .. -

donde r( . ) repreaenta ltu seccione.s globales. 

Es fácil ver que c•{S) es efectivamente un complejo. Sin embargo t>uede darse 
que sea también una sucesión exacta (tal es el caso si S es sus.ve, {ver 2.34)). 
Sin embargo esto no es cierto en todos los casos y ello se desprende de la siguiente 
obeervaci6n: Si 9 ~ 9' es un rnorfismo de gavillas suprayectivo no sucede necesaria­
mente que el morfismo inducido r(S) ~ r(S') tlllnbién lo sea2 • 

2 Por ejemplo, 11i 9 = JI,[ X R y 9~0 = R, 9~ = O para z ;i: :ro. 
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3 .. 5 Teorema. Los tnódulos de cohom.ología HV(M, S) 
una teoría de cohornología de gatJilla.8 

8 ~ H"(M,8) 

H• (C" (8)) definen 

P~eba. Debemos verificar en primer lugar que F es un funtor covariante y ver 
que se satisfacen la parte 1 y 11 de ( 3.1). 

Sea S ~ 7 un morfismo de gavillas. A partir de las resoluciones 

O ------+ 8 -----+ e•(8) 

"l 
o --+ -:r ---. e· (':r) 

construiremos un morfi.smo entre los complejos: 

C"(8) .!!.:, C"('J) 

ya que con ello, las propiedades funtoriales y las requeridas en el grupo de axiomas 
(T) RP. "at\Rfan:m. 1 gracias a. )OR TP.sultado de la srrción 1.. 

El Illorfismo h induce un morfismo entre las secciones 

e°(8) ~ e" ('J) 
8 ..-.+ h o 8 

que su vez induce un rnorfiBITlo entre los cocientes: 

9"1 (8) = é'(8)/8 _.E'.__, e°(':r)/':r = 9"1 ('J). 

y éste induce otro en las secciones: 

e1 (8) = e°(9"1 (8)) ~ eº(9"1 (':r)) = e'(':r). 

Podemos proceder como arriba y definir inductiVBinente morfismos 

e'(8) ..!!'... e'(':r) 

para cada i E Z y los morfismos inducidos en las secciones globales 

rce• (8)) ..!!'... rce• c-:rn 

forman el morfismo h • que buscarnos. 

Ahora, si Ses suave (2.34) garantiza que la. resolución O ~ S ~ e•(S} induce 
una sucesión exacta en las secciones globales, lo que en este contexto se traduce a 
que C•(S) es una. sucesión exacta, luego ff"(A-r, S) =O para. q >O. Con ello (11.c) 
se cumple. Resta. verificar (11.b): 

En el complejo C"(8), el segmento O-+ r(S) ...._. r(é'(8)) es exacto y se sigue 
que · 

r(S) = ker{r(e°(8)) ...... rce1 (8))} = Hº(M,8). o 
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:t.e Dellnición. Una resolución de 8 

0-+8-+A• 

ea 9d'cl9ca si HV(M,A'P) =O para toda q >O y p ~O. 

Una resolución suave es acíclica. 

A ex>ntinuación daremos un resultado que nos permite, por un lado, plantear 
teorías de cobomología de gavillas en términos de resoluciones acíclicas, y por otro 
establecer la igualdad de cualesquiera dos teorías. 

3.7' Teorema (de Rham). Sea 8 una gavilla sobre M JI sea 

0-+S-+A" 

uno f"'l!'aoluci6n acíclica de 8. Exiate un illomorfiamo 

H;{r(A"))-.'.!'.. ll'(M,S). 

Prueba. De la resolución podemos extraer las siguientes sucesiones exactas cor­
u.s: 

(1) 

donde x• = ker{Aª -+ A 1+ 1 } y X° = 8. Por (3.5) se induce una sucesión exacta 
larga, que por ser la resolución acíclica, es de la forma 

O--> r(X'- 1 )-+ r(A'- 1 )-+ r(X')-+ H 1(M,x•-•¡-+ O-+··· 

En el complejo r(.A.•), observemos que r(Xi) = ker{r(A') -+ r(Ai+ 1 )}. A partir 
de la sucesión exacta larga, se deduce el isomorfismo: 

H'(r(A" - r{X') ~r H 1 (Af x•-•i 
)J - im {r(A' 1 )-+ r(X')} --'"+ ' 

Procederemos inductivamente. Consideremos ahora las sucesiones exactas cortas: 

(1) 

para 2 =::;: ,; ::S: i 1 que inducen sucesiones exactas largas en cohomología: 

... ~o-+ ¡¡i- 1 (M,xi-J+l) -21. H'(M,x•-i) ~o-+ ... 
y &e sigue que "Yj son isomorfismos y tenemos una composición de isomorfismos 

"Y' = -,: o -r!-1 o "'Y!-2 o ••• o ...,~ o -rt 
H'(r(A•))--> H 1 (M,x•-•¡ ~ H 2 (M,x'-2)-+ ... -+ H'(M,X") = H'(M,S) 

que es el isomorfismo buscado. O 

Este teorema garantiza la eziatencia de un isomorfismo. Sin embargo es posible 
dado explícitamente en algunos caso particulares. Más adelante lo daremos para 
establecer la equivalencia entre la cohomología de de Rharn y la singular. 
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Lo colaotnología de de .Rlaatn. 

Veremos que la cohomología de de Rham es una teoría de cohomologíade gavill&11. 

Sea E..P el espacio étalé aobre la gavilla de ~formas. El operador derivada exterior 
es un modismo de gavillas que induce un morfismo 

para cada z e M, que actúa sobre gérmenes de p-formas, por lo que cumple tP = O 
y ee tiene una sucesión 

que cumple la condición de cocido en los tallos. Veremos que la sucesión 

(a) 

es exact.a: 

Consideremos e.0 = e 00 , la gavilla de gérmenes de funciones. Definiendo :R -!+. E.º 
como a ......+- f = a la función c:C>nstante a, el modismo i es inyectivo y la exactitud se 
verifica en :R. Sitnilarmente se verifica en Eº. La exactitud en el resto de la sucesión 
es consecuencia de (1.13), que dice que toda forma cerrada es localmente exacta 
(en una vecindad de z e M, bomeomorfa. a un disco) y como los elementos de e• 
son gétnenes de formas. Paca x E M, la sucesión 

es exacta y por lo tanto (a) es una resolución, que de hecho es suave, ya que cada 
tennino es suave. 

3.B Corolario. La cohomología de de Rham ea una teoría de cohomol09Ía de 
gavilla.a, ademcia 

Prueba. La re!IOlución 
O-+ !R.-+ e· 

es acíclica pues E.• es fina para O :S p :S dim M. Por (3. 7) ae tiene el isomorfismo 

para O~ p~ dimM. D 
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La cohonaologáa aingular. 

Veremos que la. cobomología singular es posible plantearla, al igual que la de de 
Rharn, en términos de una resolución suave. 

Al final del capitulo 1 se introdujo el espacio vectorial generado por los simplejos 
singulares suaves en U C .Af y se les denotó como Sp(U, Ill)00 y a sus elementos 
de les llamó cadenas, que son combinaciones lineales finitas de dichos simplejos. 
Podemos ahora considerar el espacio dual: 

(Sp(U, lll)~ )" denotado simplemente por SP(U,lll) 

El operador frontera Sp+l (U, R.) 00 ~ s,,(U, IR.) 00 inducirá un operador en los 
duales: 

SP(U, lll) ~ sP+ 1(U,lll) 

f>--+fo8 

al que llamaremos cofrontera. Dado que EP = O entonces 6'.l. = O y podemos formar 
el cociente 

HP(U, lll) = ker{SP(U, lll) .!. 5p+l (U, lll)} 

im {SP-l(U, lll) .!. SP(U, lll)} 

denominado p-ésilno grupo de cohomologia con coeficientes en R, que es de hecho 
un espacio vectorial. 

S.U Obaervación. Para cada p E z+ se puede construir una gavilla de espacios 
vectoriales cuyos elementos son los espacios SP( U, IR.) para cada abierto U de M. 

Prueba. Por cada inclusión de abiertos U +--" V podemos definir un operador 
lineal 

SP(U, lll) .!.!:.. SP(V, lll) 

que manda f a su restricción nl subespacio generado por los p-simplejos singulares 
en V. Con cllo tenemos una gavilla. de Ul-espacios vectoriales, {SP(U,R.)¡ lv} y 
podemos aplicar los resultados de las secciones anteriores. O 

S.10 Propo•ición. Si S"(IR) es el espacio etalé asociado a {SP(U, R)¡ lv ), la 
-'Uceaión 

(1) O-+ !Jl ...!.+ S"(lll) 

ea una reaolución .9Uave de :R. = M x IR. 

Prueba. El operador cofrontera es un morfismo de gavillas ya que de manera 
obvia conmuta con la restricción lv- Entonces se induce un operador enu-e las 
gavillas de gérmenes correspondientes; éstos serán precisa.J11ente los operadorcS 
de la sucesión (1) que actuan sobre representantes de clases de equivalencia en 
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{S"(U, Jll); lv} (por eso los denotamos igual que el operador coforntera). Como son 
gavillas de gérmenes de funciones (lineales y con dominios muy particulares), se 
construyen particiones de la unidad exact.amente igual a como se hizo en el caso 
de eAf-. Resta entonces verificar que la sucesión es exacta. Sabemos que tP = O y 
por lo tanto (1) es un complejo. Para ver que es exacta, consideremos el mapeo de 
complejos 

(2) 

O--> Sº(U,111) ~ S 1 (U,lll) 

1 ;d l ;d 

~S2(U,lll)~··· 

l•d 
O--> So(U,lll) ~ S 1(U,lll) ~ S 2 (U,R) ~ ··· 

donde SP(U., .R) es un elemento en la gavilla de p--cocadenas sobre M y U es home­
omorf'o a un disco en DI". Para cada p = O, 1, ... se pueden construir morfismos de 
módulos hp: S"(U.111) --+ S"- 1 (U • .R) tales que 

ó o hp + hp+l o 6 = id 

es decir id es un mapeo de complejos homotópico al mapeo cero z. Consideremos 
el diagrama que induce (2) en las pregavillas de gérmenes en el que los morfismos 
son los mismos pero actuando sobre representantes. Se tiene entonces un mapeo 
de complejos .s•(Jll) ~ s•(R) homotópico a z. De ello se sigue que el morfismo 
inducido en cohomología id.: H"(S•(R)) --> H"(S•(nt)) es el morfismo cero. Es 
decir i.([/]) = (/] = O y por lo tanto si / es un gérmen de p-cocadena tal que 
6f = O existe una p - 1 cocadena tal que 6g = f y el gérmen que define g se 
aplica a f. Para los detalles de la construcción de los morfismos hp, ver (Wa) 5.31., 
p.194. o 

3.11 Corolario. La cohomolog{a aingular induce una teoria de cohomolog{a de 
gavillaa. Ademáa, 

Es posible dar un modismo explícito entre ambas teorías de cohomología y éste 
se deduce del morfismo clásico por medio del cual se prueba la equivalencia de la 
cobomología de de Rham y la singular. 

3.12 Propo•ición. Sea OP la gavilla de p-fonnaa y S"(Dl) la gavilla de p­
cocadena.,,. La aplicación 

n•(U) ~ s•(U, IR) 

w ,.....__. f w 
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donde J w: S,,(U. R) -+ ni. e:J tal que G ....+ fe w, ea un morfiamo de gavillaa. A su 
vea tenerno• •n morfi.amo {que denotamo:J igual}: 

Prwebo. Para cada inclusión de abiertos V ~ U, el operador J w\v tiene sentido 
solamente sobre cadenas generadas por simplejos en V y por lo tanto le,. conmuta 
con las restricciones y es morflsmo de gavillas. O 

S.1S Corolario. El n1orfemo E.P ~ SP(Ill) induce un mor./iaTno entre las reB-
olucioneB o ---> :R ---+ e· 

·-1 
0.--> :R---+ S(lll)• 

JI por fo tanto un isomorfis.,-no 

para coda q ~ dim M. 

Prueba. Basta considerar los niorfismos inducidos por kp en las secciones glo­
bales. Por el teorema de Stokes, estos morfismos conmutan con la derivada exterior 
d y con el operador cofrontera 6 e inducen un mapeo de complejos o· ~ r(s•(nt)) 
y rnorfismos entre los módulos de cobomología asociados. Por el teorema (3.7) son 
i90rnorfismos. O 

Con esto tennina.m.os los fundamentos de la teoría de cohomología de gavillas. 
En el capítulo IV retomaremos la cohomología de de Rh&In para detenninar la. 
capacidad. que tiene una. variedad diferencia.ble de descomponerse en subvariedades 
de una dimensión dada es decir. cuando acepta una foliación. 

El teorema de de Rha.ui asegura que la cohomología de una variedad d.iferenciable, 
construída a partir de formas, es un invariante topológico. Valiéndonos de ciertos 
eletnentos de la cohomología de de Rhazn podremos aspirar a dar obstrucciones 
topológic- para foliar una variedad diferenciable. 
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FOLIACIONES 

Una foliación de una rn-va.riedad diferenciable M es una descomposición en var­
iedades inmersas inyectivrunente, llamadas hojas, de la misma dimensión, salvo 
conjuntos singulares. Por ejemplo, el conjunto 

5 2 (r) = {x2 + y 2 + z 2 = r 2 1 r E R, r > O} 

es una foliación de IR3 - {O} con esferas de radio r #-O. Si permitimos que r =O y 
toma.1I1os todo nt3. Entonces S 2 (r) tendría una singularidad en O E 1R3 • 

Un ejen1plo típico de foliación (con singularidades casi siempre) de dimensión 1 
es un sistema dinámico sobre M, donde las hojas son las curvas integrales, es decir, 
las soluciones de la ecuación diferencial ~ = ... Y(x), donde X e M y X E xr(M) 
es un campo vectorial. Así como el Teorema de Existencia y Unicidad establece 
las condiciones para la existencia de foliaciones definidas por campos de vectores, 
el Teorema de Frobenius es su equivalente para foliaciones de dimensión n < na 
y podemos considerarlo como una generalización. De esta forma, una foliación es 
el conjunto de soluciones de una ecuación diferencial en varias variables sobre M. 
En este trabajo nos enfocaremos al estudio cualitativo de dichas soluciones y en el 
capítulo IV daremos una condición para la existencia foliaciones sin singularidad.es. 

:l.. Eatructuraa Foliadaa 

Una foliación de dimensión n < rn. sobre M"' sin singularidades se ve localmente 
como planos paralelos de dimensión n. De manera un poco más precisa, M"' 
(rn = n +a) es localmente homeomorfa a un abierto de ur7' = 11" x r. 

Notemos que el conjunto 

~ = {(x, e) E lll" x I!t" 1 :r E Jlln, e E lit" cte.} 

es una foliación de R'"' con planos P (espacios afines) de dim = n. A ';¡.1 la llamare­
mos lolioc.idn bdaica de lit"'. Una variedad foliada es localmente homeomorfa a 
~-

37 



38 CAPÍTULO 111. FOLIACIONES 

1.1 Definición. Sea ~1 una variedad diferenciable de dimensión Tn = n + s. 
Una fol8acédn de dimensión n y clase cr es un atla-c; ma.ximal iJ' que satisff.l.Ce: 

1) Si (U, <1>) e ;J entonces 
</J: U _.,. U1 x U2 donde U1 e Rn y U2 C IR• son bolas abiertas. 

2) Si (U,</>), (V,1/J) e ;J son cartas tales que Un V,,,''" entonces 

los mapeos h = tP o ,,.p- 1 son clifeomorfismos de clase C.,..: 

h: </>(Un V)-> 1/J(U n V) 
que cumplen con la propiedad: 

h(x,11) = (h1(:r,11),h:z(y)) (f) 

donde (x,11) E </>(Un V) e llln X lll •. 

A los elementos de 3' se les 118.m.a carta.a de foliaciórL 

FOLIACIÓN CON SINGULARIDADES 

"'. •' 
1.2 Obaervación. La propiedad (2) hace que la foliación sea de clase C'" y 

el que f se satisfaga implica que los cambios de coordenadas locales preserven las 
bojas. 

1.3 Deftnici6n Placa.A. 

Sea q,: U -+ U1 x U 2 carta. de \J. Las aplicaciones q,- 1 1u, •<el: U 1 x {e} -+ U, 
e e U2, son encajes. A sus imágenes a= q,- 1 (U1 x {e}) se les llama placa.a de 
(U,cP) y son discos encajados en U. 
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1 .. 4 Observación. Para cada e e U 2 se obtienen placas de U ajenas. 

Prueba. Sean a, b E U2 distintos y o, f3 las placas que definen en U. Supongamos 
que ""Y = a n /3 ~ tZJ, entonces 

<f>(-y) = U1 X {a} 
= U1 X {b} 

pues "'Y e a: 

pues -y e fJ 

pero U1 x {a}# U 1 x {b} (!),por lo tanto o"# /3. O 

1.5 Deflnici6n. Un camino de placa.a es una sucesión {cr1, ... ,01;} de placas 
tales queº' n O:i+l ~ 0. 

1.0 Definición Hoj~. 

Sean x,'IJ E M, se dirá que x-... y~ 3 {a:¡}~=l canüno de placas tal que x E cr1 
y '1J e a., es decir, si hay un camino de placas entre :z: y 11· 

A las clases de equivalencia se les llamará ho;aa de la foliación y al conjunto 
M / - el eapoc8o de ho;aa. 

El conjunto Fz: ={u E M 1 :z: - u} es la hoja que pasa por z e M. 

1.T Corolario. Por cada punto paaa una lf aólo una hoja. 

1.8 Corolario. Laa hojas aon conju.nto.s conectablea por tro11ectorioa. 

1.9 Propoaición. Las hoja.a aon n-variedad'ea de cltUe cr, Ctil/O eatruct•ro 
di/erenciable ae hereda del atla.s 3. 

Prueba. Sea :r: E M y (U, ti>) E íJ, ,P: U -+ U 1 x U 2 la carta que lo contiene. Para 
algún punto e e U2, a= q,- 1{U1 x {e}) es la placa de U que contiene a z e M 
Si reescribimos <f> como (<l>i.<1>2) donde <1>1(U) = U 1 y <f>2 (U) = U 2 podemos definir 
¡¡; = <1>1 la tal que 

4': a-+ U1 Can 

es un homeomorfismo, ya que 4'lo y 4' coinciden {módulo una translación) y el 
primero es la restricción de un homeomorfismo. La colección 

!B = {(a,if,) Jo es placa de Fz} 

es un atlas de la. hoja F~: 

Debemos probar que para dos cart.as cualesquiera {a~iJ>), ({J,,P) tales que o n 
/3 ~ "1, el mapeo ij, o ;¡;-1 : if,(a n fJ) --+ i!>(a n fJ) es un düeomorfismo. Para ello 
debemos verificar primero que el dominio de ijJ o ~- 1 es abierto. Tanto ef, como,¡, 
son homeomorfismos, entonces basta checar que a n /3 es abierto en o y en {3: 



40 CAPÍTULO 111. FOLIACIONES 

Sean (U, t/J), (V, '1/J) e \J' las cartas que definen a¡¡, y a i{J respectiva.mente y sean 
a,b e r las constantes que definen a las placas o y /3. Como las cartas en 3' 
satisfacen (f) y on{J :#: fi!J se tiene que h = 1/J o q,- 1 restringido a w X {a} e U1 X u'}. 
cumple GUe 

(a) h(:r,a) = (h1(:r,a),h,(a)) = (h1(:r,a),b) 

Por otro lado, 

<f>(a n V)= </>(U nVn a)= <f>(Un V) n (l!ln x {a}) 
.P(/3 n U) = .P(U n v n /3) = .p(U n V) n (l!ln x {b}) 

Utilizando (a) se obtiene: 

.,P(a n V) =.¡,o .p- 1 o <f>(a n V) = h(.P(U n V) n (IR" x {a})) 
e ,P(U n V) n (IRn x {b}) 

= "1(/Jn U) 

es decir a n V e ¡3 n U y análogamente se obtiene que /3 n U e a n V y se obtiene 
la igualdad 

an/3=anv 
=fJnU 

abierto en a 

abierto en fJ 

Ahora bien, si x E ef,(o: n /3) el rnapeo 1jJ o ¡¡,- 1 (x) = h 1 (x,a) es de clase C"' y 
shnilannent;e su inversa ¡¡, o ijJ-1 es de clase cr y se satisface que los mapeos de 
transición son difeomorfismos en lll". O 

Foliracáonea de/inidraa por er&napoa 11ectoriralea. 

Un campo vectorial X E Xr(M), tal que X(x) #:O Vx E M define una foliación 
1J de dim 1 y clase cr sin singularidades: 

El 'leorema de Existencia y Unicidad de Ecuaciones Diferenciales asegura con 
estas hipótesis que: 

1) Para. todo p E M existe una curva "'Y: {-E:, E:) -+ M tal que 

-y(O) = p y -y'(O) = X(p) "#O 

2) "'Y es única (módulo el dominio de "'Y)· 

Las curvas que cumplen con dicha propiedad se llaman curvas integrales del 
CanJ.pO X, y forman las hojas de la foliación: 

i) Dichas curvas definen un flujo local <p: W e (M x li'l) -+ M 

<p(:z:,t) = 'J'z(t) 
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donde "'Yz es Ja. curva. integral definida cierto tiempo t E (-~.,E..,.). 

ii) Para todo p E M existe una vecindad Up C M y un intervalo suficientemente 
pequeño 1 e Ill. tal que si x E Up entonces cp(x, t) = "Yz(t) es una curva integral para 
t E/. 

M puede ser cubierta con vecindades U 11 , más aun, {Up}p C M forma una base. 
Estas vecindades servirán para construir Jos dominios de las cartas de foliación. 

iü) Sea nrn-l un disco centrado en O E Ill.m. y i: nrn-i ~ M un encaje tal que 
i(O) = p y i sea transversa.11 a X(Up). El mapeo 

4'o: vrn-l X 1 --i> M 

(d,t) .......... <p(i(d),t) 

es no singular en (0,0), ya que 

4'(0,0) = <p(i(O),D) = <p(p,O) = -r,,(O) 

y su diferencial 
4'.(0,0) = -y~(O) = X(p) ,¡,O 

pues X no tiene singularidades. Entonces existe una vecindad Vp C Up tal que 

.-1 : Vp ---+ (Dnl-1 X I)' e nrn-1 X I 

es un difeomorfismo local. 

Definimos el atlas de la foliación como iJ = {(Vp 1 4t- 1)}peM-

2. Fort'nas diferenciales y foliaciones 

En esta sección veremos que se pueden definir foliaciones en términos de formas 
diferenciales. Como una primera aproximación, trataremos el caso de 1-fonnas. 
Así como un campo vectorial no singular define una foliación de Wmensión 1, una 
1-fonna no nula definirá una foliación de codimensión 1 sobre M. 

2.1 Definición. Sea M una variedad diferenciable de dimensión Tn = n + a y 
sea {(U,,f,)},er un conjunto que satisface: 

1) {Us} es una cubierta abierta de M 
2) Cada¡, es una submcrsión ¡,-.u,~ n• 
3) Si U, n Uj #:- tz1, existe un difcomorfismo cr, g¡; en Ir tal que 

Is = 9U o /j en u, n u,. 
A los elementos {/s}•er se les llama naapeo• diatánguácfo•. 

1&to ea siempre posible ya que la tran.svenalidad ee una propiedad genérica. Ver [Bro] para 
la definición y propiedad.ea de tranavenalidad. 
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2.2 Propoaicióu. Sea M una (n + s)-variedad diferenciable junto con una 
colección de mapeoa diat&nguidos {(U,,f,)}•et. entonce" M tiene una foliaci6n ;J 
lle claae cr 11 codimenaión tJ. 

Prueba. La existencia de las subtnersiones {/•}garantizan la existencia de cartas 
de fuliación: 

Las submersiones ¡,: U, -+ Ir' se ven localmente como proyecciones2 , es decir, 
Vp e u, y /1(J>) e W existen cartas (V,t/J) e 2l, (V2 ,id) respectivamente con V e u, 
y V 2 e /<(V) tales que 

y ae satisface que la aplicación 

coincide con una proyección. En este caso, h o c-1 {x 111) = -:r2{:r,11) = ll· 

Las cartas (V,</>) E !ll definen a ;J: 

Si (V,,P), (W,1/J) E m. son cartas inducidas por los mapeos distinguidos (Ua,/1), 
(UJ• /;) tales que V n W :#; 0 1 entonces los caJTibios de coordenadas q, o 1/J-1 son 
difeomorfismos en ~ de la forma 

Veremos que h2 depende solamente de !J E Jil•: 

h2 = '11"'2: o"' o ..µ- 1 = f• o q,- 1 o <Po ..p- 1 = j, o ..p- 1 

pero ¡, = g,J o fJ entonces 

es decir, h 3 depende solamente de y. 

Como además V es bomcmorfo a V1 x V 3 por medio de </l, entonces las cartas 
(V,</>) forman un atlas de ;J'. O 

2.3 Propoaicióo. Seo. \J una foliación de cla3e cr 11' codimeruión B sobre M"+• . 
.&iate una familia de mapeo.s dütinguidoa inducida por las cartaa de \J. 

Para la demostración de esta proposición necesitamos el siguiente 

2Forma local de aubmenionen, ver [Br] 
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Lema ... Sea iJ un atlas de foliación. Existe un con.junto de cartaa { (U1, 4'1)} en 
iJ, tales que si Van UJ :¡i:. 0 entonces U¡ U U 1 C V, donde V es también dominio de 
carta de ;J. 

Prueba. Ver [Ca-Li] 11.3.L 

PMJ.eba (!!.3). Tomemos un subconjunto de cartas { (U1t t;61)} de \J que cubran a 
M y que satisfagan la propiedad del Lema anterior. 

Como t/J1: U¡ -+ Ul X U? e Ill" X a• es un difeomorfismo, si 7r2: IR" X a- -+ w 
es proyección, entonces 

es una submersión 

El conjunto {(U.hf¡)} serán los mapeos distinguidos. 

Como 71"2 1 = i2: ur -+ lll" X Ill.• tal que e ....... JRR X {e} entonces, 

es una placa de U 1 • 

Es decir, las placas de la foliación pueden obtenerse como .f,- 1 (c) con e E ir. 

Ahora falta constrnír los diíeomorfismos 9i;J. Para ello toma.remos en cuenta la 
propiedad requerida al principio de la prueba: si (U1,</J1) 1 (Ui.4'1) son cartas tales 
que u, n U 1 -:¡I: 0 entonces u, U U; e V, donde (V, </J) es otra carta de \J. Con esto se 
garantiza que si a:, fJ son placas de U¡ y U 1 respectivmnente, y a: n{J -:¡I: IZI, entonces 
a U/Je 7 placa de V, lo que implica que U, n/j e a y .p,(U, n/J) = {p} E W. 

Con esta idea podemos tomar 11 E fJ(U1 n U1 ) y fJ 1 ('11) = tJ es una placa de 
U; e V y fJ n u, ~ IZ1 y se asegura que el rnapeo f 1 o ¡ 1-

1 (11) = 9iJ(JI). está bien 
definido en /¡(U, n U;). Además 9iJ = 71":¡ o,¡,, o <P'j' 1 o i 3 es una composición de 
aplicaciones cr y su inversa gij l = 9JI es también lo es, satisfaciendose que sea 
difeomorfismo local en nt.• y que f• = f 1 o f 1-

1 o / 1 = 9iJ o f;. O 

Los dos resultados anteriores los resumimos en el siguiente 

2.4 Corolario. El atlaa íJ e:ri3te ai u aólo ai loa niapeoa diatinguidoa existen. 

2.5 Corolario. Sea w E 0 1 (J\.f) cerrada JI tal que W.;e ~ O para todo x E M. 
Entoncea M acepta una foliación 1J(w) de codimenaión 1. 

Prueba. Localmente w es exacta, es decir para cada z E M hay una vecindad 
V donde wl¡.· es exacta. Tomemos una cubierta abierta{"'} de M tal que wlv, es 
exacta y sean {/,} las funciones tales que cq, = w, ::¡I:. O. Tenemos pues que /1 son 
subrnersiones y se checa fácilmente que de 11' n V,, las submersiones /¡ y f; difieren 
por un difeomorfismo local de R (una translación seguida de una contracción). Por 
lo tanto {(V.,f<)} define una familia de mapeos distinguidos. D 
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2.8 Ejemplo .. En lll3 tenemos las coordenadas canónicas (x,y,z). Sea w la 
1-forma en R 3 dada por 

w=adx+bdy+cdz 

con a, b, e :#; O funciones suaves. w define una foliación por superficies sin singu­
laridades. Si los coeficientes de w fueran, por ejemplo, polinomios en lll[x,y, z], las 
singularidades de la foliación están dadas por la ecuación a = b = e = O. 

2. T Ejcinplo. Sean Af, N variedades y M ..!.+ N una submersión. Como para. 
cada:z: E M 

(f.)z: TzM --+ Tr(z)N 

es suprayectlva, entonces ¡-1 (y) = Fu es una subvariedad para cada y e im(/). 
Con la forma local de submersiones (ver [Br]) se construye una familia de mapcos 

distinguidos y por lo tanto una foliación. Por ejemplo, nt3 - {O} -4 R., 

f(x,y, z) = ax2 + by3 + cz2 , 

define una foliación de nt.3 - {O} por cuádricas. 

a,b,c e IR 

2.8 Ejemplo • .Fabruc'i6n. Una libración es una terna (E,11", B, F) donde E,B, 
F son variedades diferenciablcs, E ~ B es una submersión y para cada x e B, 
.,..- 1 (.z) = F. es difeomorfa a F. Más aún, para cada punto z e B, exis.te una 
vecindad U C B y un difeomorfismo 'PU tal que el siguiente diagra.IIJa conmuta: 

U X F ~ 7r- 1 (U) 

~1~ 
u 

A E se le llBllla el eapacio total, a B la base y a F la fibra. A 7r se le llama 
proyección y a F,,, la fibra :robre z. Como 7r es una submersión, las componentes 
conexas de las fibras son las hojas de una foliación de E. El haz tangente TM a 
una variedad Mes una fibración por espacios vectoriales (ver cap IV). 

S~lh~~~ 
~~. 
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3. El Teore.-na de E'robeniua 

A continuación daremos la demostración del teorema de Frobenius. Para ello se 
introducirá la idea de distribución, que rc&"tdt.a ser una generalización de los Canl­

pos de líneas generados por un cwnpo vectorial, a campos de planos: así como un 
campo vectorial no singular X sobre M define en cada punto un subespacio vecto­
rial de dimensión 1 del tangente, una colección de campos Xi, ... ,X,., linealmente 
independientes en cada punto, definirá un subespacio vectorial del tangente de di­
ntenei6n r en cada punto. Localmente, daremos condiciones necesarias y suficientes 
para que el espacio generado por X 1 (p), ... , X,.(p) sea el espacio tangente de una 
subvariedad de M de dimensión r y que pase por p, es decir cuando un cainpo de 
planos define una foliación. 

Como es de esperarse existe una versión dual de este problema, establecida en 
términos de formas. Veremos que toda distribución de codimensión le puede con­
cebirse como el espacio que genera el anularniento simultáneo de le 1-formas lineal­
mente independientes en cada punto. 

En este capitulo M será una d-variedad de clase C"". X(M) denotará los campos 
vectoriales sobre A-f de clase e•, le !5; r, y si (U, 'P) e !a es una carta en t.orno a na e 
M y r.p = (:1:1, ••• , Xd) son sus coordenadas locales, entonces cualquier campo X e 
.E(U) lo consideraremos una combinación lineal Lt=l aa/z¡ para algunas funciones 
ª' E c•(u). Si k = ex> hablaremos entonces de canapoa auauea, naturalcmente M 
será en este caso una variedad suave. 

3.1 Definición. Sean X, Y E X(M). Su corchete de Lie [X, Y) se define como 
el operador en C°°(A-f): 

(X, Y](f) = X(Y(f)) - Y(X(f)) 

3.2 Ob•ervacionea. 

1) (X, Y) e X(M) 

2) Si f,g e c~(M), [fX,gY) = fg(X, Y)+ fX(g)Y -gY(f)X 

3) (X, Y) = -[Y, X) 

Pruebo. Dado que X, Y son cam.pos vectoriales suaves si y sólo si X(/) y Y(f) 
son funciones suaves (ver (Wa]) es direct.o que [X, Y] es un campo suave. Los incisos 
2 y 3 se verifican haciendo el cálculo directmnente. O 

3.3 Dellnlcion. Sea </> : M ~ N suave y ( </>. )p su diferencial en p E M. Dos 
campos X e X(.l\f), Y e X(Y) se dirá que están <P-relacionadoa si para todo 
punto pe M 
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3.4 Lema. Sean X,X' E X(M). Y, Y' E X(N). Si...-'\'." y Y están tjJ-relacionados 
JI X' y Y' también lo están. entonces [ .. '\'.", ... '1C'] y [Y, Y'] están <P-relacionados. 

Prueba. Recordando que si ve TpM, (t/.l.)p(v) es un vector en Tt/>(p)N y que por 
definición (ql.)p(v)(f) = v(f o ql) para cualquier función f E c~(N). Haciendo 
v ={ .... Y", .. Y'] y usando (3.3) se verifica tras un cálculo directo. O ' 

3.5 Deftnición. Sea Tn E Af y rp = (x 1 , ••• ,Xd) un sistema de coordenadas en 
U vecindad de m. Al conjunto 

H.= {pE U ( (x,(p), ... ,xc(p).k) E l!ld; k = (kc+lo··· ,kd) E l!ld-c} 

lo llamaremos hiperauperficie de dirnenaión c. 

3.U Observación. H1c -::¡i:. 0: 

Tomemos una foliación básica de dimensión e en JRd (ver §1): 

'lJ = {(x,k) E l!l" X lll"-c ( x E lllº, k E a"-c ctP-.} 

y F un hoja de '¡l tal que E = F n ip(U) =/= 0. ~ está descrita en términos de 
(::r11 ••. ,xr1) y como E e F entonces Xc+ 1 , ... ,zr1 son constantes. De esta. manera 
H = cp- 1 h:(I:) es una. hipersuperficie en U. 

Si 71"': nr' ~ ntC x JRd-c es la proyección sobre lll<', entonces H ~ tr(I:) es un 
homeomorfismo y 71"' o cp = (:r1 , ••• , :re) son coordenadas locales en H. 

3. T Ejemplo. Las placas de una foliación \J son bipcrsuperficics de dimensión 
igual a dim ;J. 

3.8 Lema. Sea .lhc una hipersuperfice en una vecindad coordenada U C A-f 
definida corno en (3.5) y aea .#"'< E X(U), entoncea 

X E X(H•) .cJi y sólo ai .. Y(xj) =O 

paraj =e+ 1, ... ,d 

Prueba. Podemos suponer que X = Et=l aqi!z7 para algunas Oí E C 00 (U). Si 
X(:z:¡) =O para j =e+ 1, ... ,d entonces necesarirunentc ªJ =O. Así que podemos 
expresar a .X solamente en términos de { k•···, k }, que es precisa.mente una 
base de X(H.J. 

La otra implicación se satisface trivialn1ente pues cualquier crunpo en H1c se 
escribe como E~=l aí-/;;; y y se tiene que .. Y(x¡) = 6¡; =O pues i '# j para j = 
c+l, ... ,d. D 

3.9 Deftuiciéin. Una c-diatribución X> sobre Mes una asignación x ....,...._,. 'D(:z:), 
donde 'D(:z:) es un subespacio vectorial de T.ieM de dimensión fija 1 ::;: e< d. Diremos 
que 'Des de clase cr si está generada por campos X 1 , ••• , .. Ye todos de clase cr. 

Como al principio de esta sección asumimos que r = oo, trataremos solrunente 
con distribuciones suaves, salvo que se indique lo contrario. Como X1 (z), ... , Xc(:z:) 
generan un hiperplano de dimensión e, es comun llainar a 1> un campo de c .. planoa 
o simplemente cmnpo de planos. 
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3.10 Defhüción. Sea V una e-distribución y N ~ Af una inmersión inyectiva.. 
Si para cada punto p E N 

(i.).(T,N) = '.D(x) 

se dirá que V es integrable y N se llamará variedad integral de 2'. 

3.11 Definición. Sea V generada localmente por { ... Y 11 ••• , ... Ye}. Diremos que 
'D es ánvolutiva si 

(X.(p),X;(p)) E '.D(p) 

para todo p E M; i,j = 1, ... , c. 

3.12 Teorema (Ft-obenius). 

Una e-distribución 'D es integro.ble si y aólo ai es involutiva. 

Prueba. La demostración será consecuencia de los resultados (3.13) y {3.15). 

DISTRIBUCIÓN NO lNVOLUTIVA 

S.13 Lema. Sea 2' integrable, entonce.5 'D ea involutiva. 

Prueba. Suponganios que para cada punto p E M existe una variedad integral 
N. Sea i: N __., Af la inclusión. Como por hipótesis TpN = ".D(p), entonces 
(i.).,: T,.N __., 'D(p) es un isomorfismo. En particular, para cualesquiera cmnpos 
X, Y que generen a 'D existen X, Y campos en N tales que 

(i.),.(X,,) =X;¡,,¡ 

(i.J,.(Y,,) =Y;,,,> 

es decir X y X, Y y }'. están i-relacionados respectivamente. Por (3.2.1) [X, Y]p E 
T,.N y entonces (i.),.([X, Y),.) E '.D(p). Pero por (3.4), 

[X, Y),, = (i.),.([.Y, Y),,) 

y se concluye que 'D es involut.iva. O 
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3 .. 14 Lesna. Sea .. "'<1 un campo 11obre A-1 sin singularidades y~ la foliación que 
define (ver §1}. Si (U,<p) es una carta de 1.Y' u r.p = (111···· dld) sus coordenadaa, 
entoncea 

(1) a E c~(U) 

Pruebo. Tenemos que ip(U) = U1 X U2 e Iil X r- 1 . Si ges una curva integral 
de X 1 que pase por p E U, entonces g n U esta contenida en alguna placa a en U 
y t.p{o) = (111 , k) para alguna k e U2 y definimos ép = c.p\a y se tiene que 

¡.¡:¡.),,: T,,a-> (lll X {O}) e IR. 

es un isomorfismo de espacios vectoriales. 

Por otro lado, en (ll,cp), ... Y 1 = Et=l a,I;¡¡. Es fácil verificar que parai = 2, ... ,d 

y entonces (,P.),.(X1(p)) = (.¡:¡.),.(a1 k-1,.l Y. dado que (iP.),. es inyectiva entonces 

X1(p) = ª' ;:,, L pa.rap E U 

y se concluye que X 1 = a 1 /¡;-. En adelante supondremos que a = l para simplificar 
los cálculos. O 

3 .. 15 Propoaición.. Sea 'D uno c-diatribución involutiva. Para todo m E M, 
esiate un abierto V JI un aiatemo de coordenadas c.p = (:r 1 , •••• Xd) en V tal que l<P 
'lüpe.Nuperjiciea H,, rl.efinidaa por (ze+l, ..• , Zd) = k E ¡ad-e aon las placa.a de una 
/Moción tf lf' (V, ip) ea preciaa.nente una carta de foliación. 

Pruebo. Procederemos a demostrar esto por inducción sobre c. Para. el caso 
de 1-dist.ribuciones, es decir, un C8.lllpo de líneas, se puede generar con un cmnpo 
vectorial X 1 • Naturalmente (Xi. X 1 ] =O E ".D y como vimos en §1, se define una 
foliación. Sean que (111 , ••• , y4) las coordenadas tales que y2 = k2, ..•• y., = le., 
definen las placas de 3". 

Supongamos ahora que (3.15) se satisface para c-1 y demostraremos el caso de c­
distribuciones. Tomemos X 1 , ••• , X e cantpos linealmente independientes definidos 
en un abierto U e Al y por (3.14) p0demos asumir que X1 = k· Definimos otros 
CalllpOB en u: 

(2) Y, =Xi=.!!.__ 

°"' Y,= X, - X1(111)X1 para i = 2, ... 1 e 
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es fácil verificar que Y1, ... , Ye son linealmente independientes y por lo tanto ge­
neran a '1> en U. Sea S la hipersuperfi.cie definida por y 1 = O. Si consideramos la 
restricción de 1-'i a S 

z, =V.Is i = 2, ... ,e 

se tiene que Z¡(yi) =O y por (3.8), Z 2 , ••• , Zd son campos tangentes a S. 

Ta.ntbién se verifica directamente que [Y;,Y1c](y1 ) =O para j,k = 2, •.. ,e, 
decir [lj, Y1c] es un campo tangente a S, y como Z.; y Y¡ están i-relacionados, 

De manera que [lj, Y1cJls = [Z;, Z1r} y por lo tanto la (c-1)-distribución que definen 
Z2, ... , Zc es involutiva en S. 

Aplicando la hipótesis de inducción, para cada m E S existen coordenadas 
W:.t,• •• , w., en S tales que las hipersuperficies H1c definidas por (wc.,. 1 , ••• ,wd) 

(kc+1, •.. ., kd) = k son las placas de una foliación en S. 

En torno a ~ definimos las siguientes coordenadas: 

(3) X1 =1/1 

x; =w; j =2, ... ,d 

definidas en algún abierto V e kl. 

Si prob&Dlos que 

(4) Yj(XJ) = 0 para cada i = 1, ... , e 
j =e+ 1, ... ,d 

gracias a (3.8) se sigue que Yi, ... , Ye e X(H1c) y se define una e-distribución 1:> 
generada por { k• ... , k} tal que H1c son las variedades integrales de 1) y (3.15) 
sería demostrado. 

Para ello notemos que en V y en términos de (:r1, ... ,:rd), Yi = Et=l ª•k· Las 
ecuaciones 2 y 3 implican que Y1 (x1 ) = 1, entonces a 1 = 1 y a3 = O si j = 2, ••• , d, 
es decir 

(5) Y1 = 
8
8 

en V 

"'' 
y por lo tanto 1-'¡(z;} =O para i = 1 y j =e+ 1, ... ,d. Resta ahora verificar (4) 
para i = 2., ... e: 

Por ( 5) se tiene que 

lJYj(x¿) 
8 .,, = Yi(Y;(zJ)) = [Yi,Y.J(x¿). 
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Como 7' es involutiva entonces existen funciones b,r E C 00 (V) tales que (Yi., l'i] = 
E~=l b,rYr, entonces 

(6) 8Y,(:r1) - ~b Y. ( ·) 
8z1 - ~ ir r :.r, 

Consideremos una hipersuperficie S dada por las ecuaciones z 2 = const, ... , Xd = 
const. En ella, 1-';:(z;) es una función que depende exclusivarnente de z-1 y por lo 
tanto (6) se transforma en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en x1 

(7) 

que tiene 1!10lutj6n única para valores iniciales dados. Como (7) es homogéneo, las 
funciones constantes Y,(z;) =O satisfacen (7). Si ésta fuera la única solución para 
cualquier condición inicial, habríamos tenninado. Veremos que eso ae cumple: 

Obeervemos que S n S = {punto} y todas las posibles condiciones iniciales de 
(7) se obtienen al tomar distintas S asi que podemos tomar los puntos de S como 
condiciones iniciales y las soluciones de (7) deben coincidir con su restricción a 
snS. Pero en s 

Y,(z¡) = Z.Cw;) =O 

la primera igualdad sigue de la definición de los z;a y de (3). La segunda de la 
hipótesis de inducción aplicada a S y el lema (3.8). De esta manera las soluciones 
de (7) son siempre nulas, y (4) ha sido demostrado. O 

4. .li'robeniua con formas 

Hemos visto que una c-d.istribción involutiva define una foliación 3' en M y toda 
distribución puede aer generada localmente por e campos linealmente independi­
entes no nulos. Alternativamente se puede definir un campo de planos en términos 
de d - e 1-f'ormas linealmente indepen-dientes. Esto junto con cierta condición 
equivalente a la involutividad definirá una. foliación de codimensión A: = d - c. 
Naturalnlente el hecho se desprende de la dualidad 1-formas-ca.rnpos de vectores. 

Al igual que antes M será una d-variedad. diferenciable y 3> un campo de planos de 
codlmensión k = d - c. Tanto las formas como Jo campos con Jos que trabajaremos 
serán siempre de clase cr, (r ~ O). 

Sea pe M y U e AJ una vecindad de p. Sean w 1 , ••• ,w" e 0 1 (U) linealmente 
independientes y que no se anulen idénticamente en U. 

En cada q e U definimos: 

:P(q) = {v E T•M 1 w!(v) = · · · = w!(v) =O} 

Dado que w: : TqM -.. L.ll es supreyectiva, Ker(w:) es subespacio vectorial de 
codimensión 1 en TqM, como w~ son linealmente independientes, se tiene que !P(q) 
es un subespacio vectorial de codimensión k en TqM. 
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Podemos definir un campo de planos de dimensión d - k = e en M como 

o-:M~TM; q >-> P(q) e T 9 Jl,f 

Tomemos una carta (V,ip) e 9 tal que q e V. Si V'= (z1 , ••• ,xn), se tiene que 
B(q) = {dz 1 (q), ... ,dzn(q)} es una base de (T9 M)•. Como w~ son linealmente 
independientes podemos tomar algunos ü 1 (q) e B(q) de manera que 

B'(q) = {w!, ... ,w!; dz;, (q), ... ,dz;,_.(q)} 

sea base de (T9 M)•. Renombramos w:+ 1 = dz1 1 (q), ..• ,w; = ÜJ•-• (q), así 
B'(q) = {w~, . .. ,w:}. Por continuidad, si W e V, entonces B'(z) seguirá siendo 
base de (T.M)• para todo :r: E W. 

Ahora consideremos campos vectoriales X 1 , ••• ,Xd en W tales que puntual­
mente aean la baae dual de B'(:r:). Entonces w,:.(XJ(:r:)) = 6.;. En particular oi 
i = 1, •.. ~le y;= k + 1, ,'1, P.Ot.('IOCP.l!I w!(Xi(:r.)) = Oi r.111 decb- Ki(:r) '== :P°(z) 
para; = k + 1, ... , d y como son d - le elementos básicos de TaM, entonces 

(Xi (:r:)) = '.P(z) j = Tc+l, ... ,d :i:EW 

y :P(:r} puede ser generado por d - le = e campos vectorialC!I linealmente indepen­
dientes. 

Ahora bien, si tenemos una e-distribución :P (de codllnensi6n le}, es posible encontrar 
un sistema de k 1-fonnas que Ja definan: 

:P está generado por x•+1 , ••• , Xd los que asuminos como e campos vectoriales 
linealmente independientes puntualmente y no nulos definidos en un abierto U 
vecindad de p e M. Podemos encontrar le campos vectoriales en U, tales que 
{X1 (q), ... ,X4 (q)} sea baae de T 41 AI para todo q e U. Si consideramos ahora 
la bue dual {w~ •... ,w:}. se verifica que w;CX'(q}) =O si i = 1, .•. ,k y; = 
• + 1, ... , d. Probándose entonces que 

{x•+•, ... ,X"}= Ker(w'), sii=l, ...• ~ 

con lo que ae demuestra Ja siguiente 

4.1 Propoaición.. Toda diatribuci6n :J> de codimenaión le en M ae define local­
naenle corno el kenael de le 1-/orrnaa linealmente infkpendientea JI no nulas. Simi­
lannenle, ai w 1 , ••• , w'- aon 1-/onnaa linealmt!nle independiente.9, entonces 

'.P(q) = {v E T 9 M 1 w;,(v) = · · • = w:(v) =O} 

La proposición anterior motiva al planteamiento una nueva versión del teorema 
de Frobenius, que resulta ser una traducción de la condición de involutividad al 
contexto de f'ormas. 
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4 .. 2 Teorema. Sea :J> una diatribución de codiT11erutión k en J.\f, definida local­
men'e por w 1 , ... , w• E 0 1 (U), linealmente independientes en cada p E U. En­
toncu, .!Ion equivalentes 

1) :J> es integrable 

J!) dwi /\w 1 /\ ••• l\w• =O paro todaj = l, ... ,k 

La demostración es consecuencia directa del siguiente par de lemas. 

4-3 Lenia. Sea 6 e 0 2 (U) tal que 8 /\ w 1 /\ ••• /\ w• =O. Paro todo p E U existe 
una vecindad V e U JI a 1 , ••• ,a• e 0 1(V} tale11 que 

8 = 01 /\ w 1 + · · · + ª• /\ w• 
~ba. Como w 1 , ••• , w• son linealmente independientes en cada p E U, es 

posible encontrar d - ~ !-formas en V de manera que { w 1 , ••• , wd} sea base de 
0 1 (V). y escribir fJ t!U térrnillO!I de ella COIUO 8 = Ei<J ª•1w' /\ w1. 

Como tJ /\ w 1 /\ ••• /\ w• = O, entonces 

6 = E auw' /\ wi 1\ w 1 
,' ••• , w• =O implica que a¡¡ = O si k < i < j 

i<J 

Entonces, si hacemos o¡= - Ei<J ª•Jc,,.,,J, podemos reescribir a 8 como 

• 
6= Lo¡l\w' O 

•=l 

4.4 Lema. Sean w E 0 1 (U)u aean ... Y, Y E X(U), U C R". entoncu 

dw(X, Y)= d(w(X)) ·Y - d(w(Y)) ·X+ w((X, Y)) 

donde w(X) ""' la función: p >-+ w.,(X(p)) 

Prueba. Sea {e¡, ... , en} base de DI" y { dz1, .•. , d:xn} la base dual. Entonces 
podemos escribir 

w = "f::,a;d:z, 
l=l 

donde a¡,b¡,e¡ e C"'(U). 
Con lo que obtenemos las siguientes ecuaciones: 

(1) w(X) =Ea,b,, 
•=l 

w(Y) = Ea¡c1 
i=l 
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(2) w([X,Y)) = 'i:,a, (i:.(b;;;• -e;:!'))= Lª• (b;;;; -e;;!') 
•=1 J=l j j i,J j J 

Por otro lado di...J = E,<; aod.z1 /\ d:z:J donde au = ~ - f;t, por lo que se tiene 
que: 

dwl(X, Y)= Lª•;(b,c; - b;c,) 
•<J 

De (1) se obtienen las ecuaciones: 

Sumando &ta última a (2) se tiene que: 

dw(X) ·Y - dw(Y) ·X+ w([X, Y]) =E ;a• (b,c; - b;c,) 
i'...J 'ZJ 

ahora podemos reordenar los índices del lado derecho de la ecuación. y dado que 
a,¡ = ~ - ~' reescribirlo como 

L (~ - !°') (b,c; - b1c,) = dw(X, Y) O 
i<J x, Xj 

Podetnos ahora proseguir fácilmente en la demostración del Teorema; 

Prueba (Froheniua). Sean X, Y e ~ campos vectoriales de clase. 
Suponiendo que tA.Ji /\ w 1 /\ ••• /\ w• =O, podemos aplicar (4.3) y obtener 

y al aplicar los campos X y Y se obtiene: 

• 
dwi(X, Y)= E<<Y.'CX)w'(Y) - .r,'(Y)w'(X)) =O 

i=l 
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ya que w'(X) = wi(l'"') = O, Vi= 1, ... , k. Aplicando la identidad demostrada en 
(4.4), !R llega a que 

O= dwi(X, Y)= d(wi(X))(Y) - d(w'(Y))(X) +w'([X, Y]) 

y como wi(X) = wi(Y) = O, entonces wi(lX, Y]) = O, con lo que se prueba que 
{X, Y] e ::P, es decir, ::Pes involutiva, luego ::Pes integrable. 

Ahora bien, si ::Pes integrable, [ .... '\."", }"~] E :P y se tiene que wi([X, Y]) = O, Vj = 
1, •.• ,Jr. Utilizando la identidad de (4.4), se verifica que d...>i( .. Y,Y) =O para 
cualesquiera cwnpos en P. 

Se sigue que ciw' /\ w 1 /\ ••• /\ w• = O. O 

4 ... 5 Ejemplo.. Una 1-fonna w define una foliación de codimensión 1 en .J\,f si: 

1) w. -:¡I: O en todo punto x e .Af. 

2) dwl\w =O 

Si w es cerrada y no se anula en Al, ent.onces define una foliación de codimensión 
1 (ver 2.5) y esto se generaliza a foliaciones de codimensión k. 

Hasta aquí hemos visto que dada una distribución sobre Al podemos determinar 
si es integrable o no, pero ¿será siempre posible encontrar una distribución inte­
grable sobre M? En lo que resta de la tesis desarrollaremos la herranlienta necesaria 
para responder a esta pregunta. 

Nuestro objetivo inmediato es traducir la intcgrabilidad de un canipo de planos 
a un contexto más abstracto, en el cual podremos determinar la imposibilidad de 
montar una distribución integrable sobre M. Para ello será necesario introducir la 
idea de haz vectorial sobre M. Veremos que una distribución es un subbaz vectorial 
del tangente T M y su integrabilidad dependerá de la naturaleza topológica de M. 



CAPÍTULO IV 

CLASES CARACTERÍSTICAS EN FOLIACIONES 

En este capítulo daremos una condición necesaria para la existencia de folia­
ciones sin singularidades en una variedad diferenciable M de clase cr, r ~ 2 y no 
necesarianiente compacta. Para ello haremos un replanteamiento del concepto de 
foliación en el contexto de haces vectoriales: una foliación será un subhaz vectorial 
integrable E del haz tangente TM. 

La int.egrabilidad local de E queda de antemano resuelta por el teorema de 
Frobenius traducido en términos de las secciones de E. Sin embargo la presencia 
de singularidades en una foliación es un problema de índole global. Para re80lver 
este problema será necesario introducir el concepto de cu,....,oturo de E con la cual 
se definen clases de cohomología en H~';,,(M) llamadas cla•e• corocte,....tiau. La 
naturaleza de dichas clases determinará la no existencia de foliaciones sin singular­
idades y eso dependerá exclusiva.mente de la naturaleza topológica de M. 

El trabajo que aquí se recopila se basa principalmente en el trabajo de [Bol] 
"On a topological obstruction to integrobilit71"' modificado ligeramente para el caso 
de foliaciones diferenciables reales. Una línea más prolífica de investigación se 
cimenta en el caso complejo. Haciendo una traducción de ésta tesis para el caso 
de variedades complejas, puede servir como introducción al estudio de foliaciones 
holomorfas seguiendo íBa-Bo) "'Singularitiea of Holomo'TJhic Foliation.s". 

1. Haces Vectoriales 

1.1 Dellnlclón. Un haz t1ectoriol (o fibrado vectorial) de dimension n sobre 
un espacio M es una aplicación continua. y suprayectiva E ~ M que satisface: 

1) Para cada punto x e Af 1 Ez = ?r- 1 (z) tiene estructura de espacio vectorial 
de dimensión n. 

2) Existe una cubierta abierta {U0 } y homeomorfismos 4'a: Ua x R" -+ ?r- 1 (Um) 
tal que el diagrama conmuta 

3) t/Jala: {z} x R"-+ -rr- 1 (z) es un isomorfismo de espacios vectoriales. 

55 
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Si E, /111 y 11" son suaves, 4'a son difeomorfismos, diremos que el haz es suave. En 
ocasiones se requiere la siguiente condición: 

Si Ua n Up:;:. 0, las aplicaciones 4'p 1 o <Po.: (Ua n Up) X IR"' --+ (Ua n U13) X an 
son de la forma 

</>-¡j 1 o .P0 (x,v) = (x,gpa(X) · v) X E Ua n Up, V E Rn 

donde la asignacion z .......+ 9/Ja(x) E GL(n, Ill) es diferenciable. 

El haz vectorial E .....!!..+ M se denotara por (E,71",M) o simplemente E. En 
adelante trabajaremos solamente con haces suaves. 

1.2 Observación. E es una variedad diferencia.ble de dimension n + dim M. 

Prlleba.. Tomemos el atlas maximal 21. = {(V;,1/J,)} de M, {(U0 ,,P0 )} un sistema 
de trivializaciones locales como en (1.1) y s.p.g. supongamos que {(U0 ,,P0 )} C 21, 
es decir, que los dominios de las cartas y de las trivializaciones locales coinciden y 
cubren a M.1 • . 

Construimos homeomorfismos h 0 = (1/J0 ,id) o <P~ 1 : 

ha:..-- 1 (Ua)-+t/Ja(Ua) X lit" 

donde las aplicaciones 

h13 o h;; 1 
: ""ª (Ua n U.a) X lll" __. 1/J13(Uo n Up) X llln 

(t/Ja(x),v) o--> (t/Jp(x),gpa(x) · v) 

es facil verificar que son difeomorfismos en liln+dlm. M. O 

1.S Delhdción. Una aeccádn local en E es una aplicación U ~ E suave tal 
que 7r o a = iducM· I>e esta forma todo haz vectorial tiene asociada su pregavilla 
de secciones r(E). A las secciones locales las llauiarcmos simplemente secciones 
salvo que el contexto haga necesario ser mas explícitos. 

1.4 Ob•ervación. Coi:no r(E) son secciones suaves, podemos considerar a r(E) 
como una pregavilla de C 00-módulos. Suponiendo esto, los elementos r(Elu) son 
C 00 (U)-módulos finitamente generados: 

Prueba. Consideremos {(U0 ,«?0 )} el sistema de trivializaciones locales de E for­
mado por la unión de todos las trivializaciones que cumplen con (1.1). Basta 
entonces considerar elementos de la forma r(Elu ... ) y ver que son finita.ro.ente gen­
erados. 

Dado que E 2 e!: w- 1 (x) por medio del isomorfistno l/Jal~ y tomando una base 
{e1, ... ,.en} de Ill", podemos contruír secciones ac¡(x) = 4tal~(x,e,), que forman 
una base de Ez para todo punto :E E U0 y si~ E r(Elu ... ) es una sección arbitraria, 
u(x) se expresa. en téminos de dicha base. O 

151 no, tomemoa {(Vi,Wi)} e 2l t<J que fV.l cubra a M y tomamos {(\1 n U.,, 1 ..p¡\v;,nu .. )}¡; en 
donde la interseccion v¡ n U.,, tenga sentido. 
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1.5 Definición. Al conjunto {a~, ... ,s~} lo llamaremos ~orco local de r(E). 

1.6 Ejemplo. Producto Cenaorial de hace• 
Sean (E,1r,M), (F,"K', M) haces veccoriales sobre M. Se define 

E®F= LJ E.®Ez 
zeM 

Es posible ver que (E®F, w®1T', M) es un haz vectorial de dimensión dim E·dim F. 

:i.T Observación. Sean E, F haces vectoriales sobre M, r(E) y r(F) BUS 

pregavillaa de secciones. Entonces, 

r(E) ®c-(M) r(F) E!! r(E ®" F) 

Prueba. El isornorfism.o basta demostrarlo en las restricciones EJu, Flu y 
(E© F)IU, donde l.l e M e!I un abierto arbitrario. Dichw;: restricciones las deno­
taremos sbnplemente por E, F y E ® F respecth"aJJlent.e. Definiendo 

A : r{E) ® r(F) --> r{E ® F) 

cr 0 r ,....__. "' .!l cr(:r:) ® r(:r:) 

es decir, A(a ® T) = E es la sección en E® F, tal que l::(:r) = u(x) ® T(x). Se 
verifica que A es isomorfismo de módulos. Que A conrnut.e con las restricciones se 
verifica trivialmente. O 

1.8 FJemplo. El haz tangente 
TM = U.eMT,.M es un haz vectorial TM ~ M, cuyas trivializaciones locales 

son inducidas el atlas 21 de Af: 

Sea .,... : T M __,, M definido como v,, ....._... p para todo vp e TpM. La trivialidad 
local se verifica: 

Sea !21 atlas de M, (U,</J) E !21 y </J = (z1, ... ,zn)· En ténninos de esta carta, 

{~! •. ···, kl.} es base de TpM y {d(xi)., •.. ,d(:r:n)p} es la base dual Vp e U. 

Si tomarnos .,...- 1 (U) = U,.euT,.M y definimos 

..¡,-• : ,,.-•cu>.....--. u x lll" 
Vp ,....__. (p,d{:r:i)p(Vp), .•. ,d(:r:n)p(Vp)) 

..¡,:u x JilR .......... ,,.-•cu> 
n a 

(p,a,, ... ,an) ,....__. Lª•-a 1 
'=1 .x, p 
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tenemos que ,Pes trivialización local de TA-f, es invertible y si (U0 ,c/J0 ), (Up,t/113) 
son cartas cPa = (x'¡", ... ,x~), </>13 = (x~, ... ,x~!) tales que p E Uo n U13 #: 0, 
entonces 

..Pp 1 o,P0 (p,a¡, ... ,an) = (p,gop·(a¡, ... ,a.n)) 

donde 9a¡1(X) = (~IJ E GL (n,IR). 

Antes de dar el siguiente ejemplo, sobre el cual se trabajará más adelante, debe­
mos introducir el concepto de subhaz. 

1.8 Definición. Sea (E, 1T, AJ) un haz vectorial de dimensión n, y F un sub­
conjunto de E. Si para cada x E M existe una trivialización local (U, tP) de E que 
cumple 

se t:~nrirá. un haz vectorial (F,7rlF, .1\.:f) que es llamad.o un .subha.z de E. 

1 .. l.O Ejemplo .. El haz eangente a una foliación 

Sea M una '71-variedad diferenciable y sea ;J una foliación de dimensión n sobre 
M. Definimos el haz tangente a la foliación como T;J = UaeM TzF para toda F 
hoja de Lf. Veremos que T\J es un subhaz vectorial del tangente. 

Observemos que TaF es subcspacio vectorial de TzM pues Fes subvariedad de 
M y además dimTaF = n. Sea x e M arbitrario y (U,t/J) una trivialización local 
de TM tal que ;e e U. Tenemos que t/JJz es un isomorfismo entre TzM y IRrn 1 

en particular es inyectiva., por lo que tainbién es un ison1orfismo entre TzF y su 
imágen. Dado que dimTzF = n, identificamos <Plz(T:rF) C ~como Ill". De esta 
forma 
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es un isomorfismo de espacios vectoriales. 
Como T.zF ~ T.zM entonces UzeuTzF ~ 7r- 1 (U) y se verifica también que 

T;Jn7r- 1 (U) = Uzeu TzF y dado que q,- 1
: 7r- 1 (U) -+U xiwn es un homeomorfismo 

entonces 
,¡,-•: u T,F-+ ,¡,-•e u T,F) =(U' X V) e u X IR~ 

.zEU .zEU 

es ta.m.bién un hon1eomorfisn10. Pero por la propiedad (1.1.1), se tiene que 

U= rr( U T,F) = Pi(U' x V)= U' 
•EU 

donde P 1 es la proyección sobre el primer factor. Además puntualmente, 
q,- 1 (T""F) = {:r} x IR" por lo que necesaria.mente V= lll.n, y se completa la verifi­
cación de que T;J es subhaz de TAf. O 

Notemos que íJ es un haz vectorial que cumple una propiedad muy singular, Ja 
in¡;egrnbilidad, que en el contexto de haces vectoriales se traduce como sigue: Un 
subhaz E del tangente T M es integrable localnaente si r(E) es una pregavilla 
cerrada bajo el corchete de Lie de cualesquiera de sus elementos. Es decir~ si 
X, Y E r(EluJ, entonces (X, Y] E r(EluJ-

Es de particular interés formar un nuevo hnz en términos de los que acabainos 
de contruír. Turnemos T""F e T.;r.Al y formemos el cociente "z = T:¡f!M/TzF. Este 
nuevo espacio esta formado por clases de equivalencia {vj de vectores en T:sM, donde 
v - v' si v - v' E TzF. Notemos que V w e TzF, la aplicacion cociente 

T.zM---+ v:¡f! 

w .......... o 
Si M f'ff una variedad riemanniana, entonces podemos interpretar v:¡f! como el com­
plemento ortogonal de TrF en T'ZM, respecto a la métrica riemanniana dada. 

1 .. 20 Definición .. Llaniaremos haz no~ol a la foliaci6n al haz 

v= LJ "• 
zeM 

1.21 Definición. Sea (E, rr, Al) y sea g: M' -+ Al diferenciable. Se induce un 
haz vectorial (g•E,g•7T,M') que construiremos a continuación: 

E 

/lw 
M' __!..._.,. Al 

definiendo la fibra (g• E)z := Eg(z)- El haz inducido será el subconjunto de Af' x E: 

g•E = {(:r',e) 1 g(z') = rr(e)} 
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1.22 LeDJ.a. Sean g: M' -)o M di/erenciable, E' = g• E el haz induC'ido por g 
JI 0 1 (M) loa 1-formGtJ dejinidGJI en M. Se induce un naorfismo 

0 1 (M) ®r(E) --> 0 1 (M') ®r(E') 

Prueba. Si a E r(E\ara.f (8 >), se induce una. sección g•u =u o g definida en M'. 
Como El•r•f (•) y E' son haces isomorfas, se induce un morfismo de pregavillas. 
En particular el modismo 

g•: r(E) -+ r(E'l 

Por otro lado .. si w e 0"{M) su pullback g•w E OP(.a\l') está definido y es a. su vez 
un mor6smo de módulos. El morfisrno requerido será g• ® g•. O 

2. Conezionea en hacea vectorialea 

En lo sucesivo -r denotará. el haz tangente T M, -r• su dual. Consideremos el 
complejo de de Rham n•(M). Sea E un haz vectorial y r(E) su pregavilla de 
scc::ciones. 

Utilizaremos el hecho de que d: flP- 1 (M) ..__. flP(M) es una derivación en el 
complejo de de Rharn, para contruír una 'derivación de secciones7 en r(E). Para 
ello será necesario introducir las formas diferenciales con valores en un haz vectorial 
E: 

w"(M; E) = r(/\P-r• ®a E) 

que debemos pensar como funciones p-lineales alternantes 

y para el caso del haz trivial M x R. se tienen las formas diferenciales usuales. Es 
posible probar el isomorfismo 

con el cual podeinos ver que toda p-forma en flP(M; E) se puede escribir localmente 
como ¿:w, ®e,, donde w, son p-formas y {e,¡} es un marco local de E. 

Es deseable tratar de generalizar el complejo de de Rham para n•(A:f; E), esto 
no es del todo posible ya que no se tiene una derivación exterior 6 Canónica'. Nuestro 
primer objetivo es estudiar la sucesión 

r(E) 5!! n° 0 r(E) - n 1 ® r(E) ------> n 2 ® r(E) ____, ... 

que resulta no ser un complejo y por eso mismo podrcn"l.os definir segundGJ1 derivadas 
de secciones en E y asignarle su cu"1atun1.. En principio trabajaremos localmente 
y salvo se especifique lo contrario r(E) denotará las secciones de E definidas en un 
abierto U de M y similarmente {lP serán p-fonnas definidas en U. Las referencias 
para ésta y las siguientes secciones son [Bro].. [Bo-Tu] y [?-.1i]. 
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2 .. 1 Defloición. Una. conexión en E es un operador lineal 

V: r{E)-+ 0 1 0 r(E) 

tal que V(f ·a) = d,f 0 a+ f ·Va; 

V se expresa localmente en términos de un marco: 

2.2 Proposición. V queda completamente detenninada por Vsh ... , V.sn don­
de {a 1 , ••• ,an} ea un marco local de E. Ademá.9 e:r:Ute una matriz den x n, (wJi) 
con w,, e 0 1 tal que 

n 

Va¡= EwiJ ©BJ 
J=l 

Prueba. Cualquier sección 11 E r(E) se escribe de manera ünica 11 = E~=t /¡a,. 
De la definición se sigue que: 

Va= L(d,f, 0 "' + f; ·Va,) 
il=l 

por lo que la imagen de a bajo V queda determinada solD.Illente por Vsh y éstas 
son dadas a priori. 

Supongamos que Va, = ,,.,. ®O'¡ E n 1 ® r(E). Además f]¡ = Lj=l ª'Jd:l!J y 
CT = Ej=l b¡j/Jj para algunas funciones aa;, b,, E C 00 (M). Entonces 

v .. ,= ¿ca,;b,,dx,) 0 .. , 
J=l 

definimos W•J = a¡;bi¡dx1 . A la matriz (w1 ,) se le llanla. tnatriz de conezión. O 

2 .. 3 Ejemplo. Si definimos Va¡= O para toda i = 1, ... ,n y si a= / 1 11 1 + · • · + 
fnlln entonces 

V 11 = 4/1 ® 111 + • • • + dfn ® lln 

y se le llama conezácSn localmente plano. Naturalmente V plana equivale a que 
la matriz de conexión se anule: W•J = O. 

2.4 Proposición. E tiene al menoa una conexión global. 

Prueba. Se toma {UQ} cubierta abierta. de M y VQ conexiones locales definidas 
en términos de un marco local {st, .•. ,.s~}. Se toma una particion de la unidad 
{Aª} subordinada a la cubierta y se define V= Aa:Vª. O 
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2.15 Propoaición. Seo V una conexión en (E,?r, M) y E' = g• E el haz inducido 
hacia M' por g (ver 1.21). Exiate una única conexión V' en E' tal que el .siguiente 
diognama conmuta 

r(E) ~ 0 1 (M) 0 r(E) 

l·· l··..,.-
r(E') ~ 0 1 (M')®r(E') 

Pn1ebG. Tomaremos en cuenta el lema {l.22). Como V queda determinada por 
su matriz de conexión (Bjj), basta ver que sucede en un marco local {t11, .•• ,an} 
de Elu, U e 9(M') e M. 

g• ® g*(Va,) = L,s~ ®aj 
J 

Por otro lado, si V' existe entonces V'a~ = E.; w,.; ® sj para alguna matriz de 
conexión (WiJ). Pero para que el diagra.m.a conmute es necesario que 

es decir, que ti~; = w,; y se sigue la unicidad de V' en E'lg-l(U)• 

Como g• es un morfismo entre 0 1 (U) y 0 1 (g- 1 (U)} y (8~1 ) está determina.da 
unívocaJnente, g*81; verifica la existencia de la matriz de conexión y por lo tanto 
V' existe. La globalidad de la conexión se hace a partir de V' usando particiones 
de la unidad. O 

En base a 0 1 © r(E) e! r{T'"' ®E) hemos construido una derivación en E 

V: r(E)-+ r(r" ®E) 

que esta determinada. localmente por una matriz de 1-fonnas. 

Nuestro objetivo inmediato será definir la 'segunda derivada' en E. Para ello 
definiretnos un análogo de conexión en el haz vectorial T"' ® E: 

Consideremos el segundo segmento del complejo planteado al inicio de esta 
eección: 

_,. r(r" ®E) --> r(/\2 r• ®E) 
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2.6 Dcftnición. Definimos un operador lineal V: rc-r· ®E) -+ r(/\2 -r• ®E) 
tal que 

V(w®s) =dw®s-wl\Vs. 

2. T Observación. Dada V conexión en E, se determina de manera única a V. 
Prueba. Supongamos que V existe. Si V es otra conexión en -r• ® E dad.a por 

V entonces 'V(w ®a) = V(w ® s) y por lo tanto coinciden. 
La existencia basta verificarla en un marco local {a1 , ••• , an} en r(Elu). Toman­

do elementos de la forma w¡ ® s¡ con W¡ E 0 1 (U) generadores, se obtiene 

vc¿w, ®s¡) = EcLJ· ®B¡ -W¡ /\Va¡ 

; ' 
es una conexión bien definida y la imagen de cualquier elemento 11 ® u E -r• ® E se 
expresa en términos de ella. O 

2.8 Obeervación. V satisface la siguiente identidad: 

V f(w ®a) = df /\ (w ® s) + /V(w ®a) 

paraf e C 00
• 

Prueba. En 0 1 ®e- r(E) 1 entonces f(w ® B) = fw ® B y se tiene 

Vfw ®s = d(fw) ®a -fwl\ Va 

= (df /\ w + fdw) ® s - fw /\Va 

=dfl\w®a+JV(w®s) D 

2.U Definición. La composición K = V o V: 

se le llama Cenaor de curtJaCuro aaocSado a V. 

2.10 Obaervación. El tensor de curvatura es un operador C 00-lineal. 

Prueba. Sea f E c~(U) y a E r(Elu), U CM abierto. Utilizando (3.11) y las 
propiedades de V tenemos: 

K(fs) =V o V(/a) = V(df ®a+ /Va) 

= V(d/ e a)+ V(/Va) 

= d'¡ ®s - df /\Va +df /\Va +/V(Va) 

= /K(a) D 
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La repreaentoctión n&atricial del ten,.or de cur11atura. 

Seaw = {W;;) la matriz de V relativa. al marco local {8¡, ... 'Sn} y e el Operador 
en -r• ®E inducido por V. Como V s, = E; Wij ® s; entonces 

.k(s,) = Edi...Js.1 ®a; - 'Ewi; /\ Vs; 
j j 

Tomemos el segundo término del lado derecho de la ecuación y lo reescribimos 
como: 

Ews:a /\ V11a = Lw•a /\ 'E.wQ; ® s; 
a a j 

= LL«•J<a /\Waj) ® Bj 
j a 

retomando la ecuación original obtenemos, 

K(s,) = L (.:tw•J - Ew<a /\Waj) ® "J 
j a 

= Lº" e., 
j 

Donde n,; = dwi; - Ea Wía /\ Wa; es una. matriz de 2-fonnas. 

2.11 Dcflnici6n. La. matriz n =(O¡;) es llamada matriz de curvo.tura relativa 
al marco local {a¡, ... , sn}. 

Podemos reunir todo esto en el siguiente 

2.12 Corolario. Sea w la f'Jlatriz de conexión JI n la matriz de curvatura. aso­
ciadQ.6 ambaa a {a¡ 9 ••• ,an}. marco local de E. Se !!Jatis/ace la ecuación 

n =dw-w/\w 

llamada ecUGCá6n eatructurul. 

2 .. 13 Corolario. O SI w tJatiltfacen la aiguiente identidad 

dO =w/\0-0/\w 

conoc'da como ádentádud de Báanclai. 

Prueba. Se verifica sustituyendo ~ = O + w /\ w despues de haber derivado 
exteriorment.c la ecuación estnictural. O 
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2.14 Propomición. Sean Oª, n.a laa matrices de cu,,,aturo relativa. o loa mar­
cos locales {aª} JI a {aP}, entoncea existe una matriz invertible A = (ajs) con 
coeficientea en cc:xi(U0 n Uo)) tal que 

A- 1 nªA = nº 

Prueba. Para todo p E U 0 n Up existe una matriz de funciones (a.;s) tal que 
•l"CP) = E,a,¡(p)af(p).2 La matriz A= (a¡¡)esconocidacomolamatrizdecambio 
del marco {•ª} al marco {.,,.} y A es invertible. Si""ª y ..,P BOn lae 01atrices de 
conexión descritas en términos de los marcos correspondientes, entonces en Ua nU 13 

V 13 Aaª =V6 a/J 

dA ®sª + A.t...Iº•º = wª.a" = w"'Aaª 
(dA ® l + A"'1ª l•ª = (t.1" A)aª 

y por lo tanto las matrices de conexión se relacionan en U 0 n Ua como 

dA + A"'1ª = ..,JJ A 

Ahora bien, derivando ésta expresión y sustityendo dA en la obtenida: 

A(""'ª - wª /\ t.1°) = (dw" - ..,JJ /\ ..,IJ)A 

Tomando en cuenta que se satisface O = dw - w 1\ w ae concluye lo propuellto. O 

Este último resultado, es fundamental para dlf'!finir formas globales en términos 
de laa-matrioe• de curvatura. 

a. Cla.aea Ca.ra.cteráaticaa 

S.1 Dellnlci6a. Una función polinomial P: M(n, R) -+ a Be llam-' anVCl­
rionte al para &oda matriz Be GL(n, R), 

S.2 Ejempla. La función deternúnante y la traza de UD& matriz .UD lineales 
respecto al producto de Dl&trices. Vistos como polinomios, det( · ) y traza ( · ) 
son invariantes.. Notemos que en general la suma y el producto de cualesquiera 
doa polinomios invariantes es invariante. Por lo que fonnan un álgebra y se prueba 
que eet.6 generada por las funciones polinomiales {I:o, ... , E,,, ... } donde Er(A) = 
trcazo (Ar) (ver (BoZ)). 

2Eato • puede alempre que ~mernoa doe t.rivlalla.:ionem local .. de E con dominl08 comun ... 
Por ejemplo, en E= -r. lu funcione• a,; aerfan z - g..,.,,(z) (ver ejemplo 1.8) 
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3.3 Propoaición. Existen 2r-formas globales P(O) donde O :S 2r :S dim M. 

Prueba. Sea V una conexión en E y {Uu} cubierta abierta de M. Sea P un 
polinomio invariante de grado 1 :S r :S t dim M (podemos tomar a Er si se quiere) 
y sean nQ, na las matrices de curvatura en EJu ... y Elua· Por (3.17),cn u .. nU11 -::¡;! 0, 
se cumple que AOuA- 1 =na para alguna matriz A invertible. Evaluando en P 

y se tienen una 2r-fonna P(fl.t3) = P(flª) =: P(O) definida en UQ n Ug. 

Llevando a cabo este proceso para cada intersección no vacía de {U a} se tiene 
que P(O) E n 2r(M). De esta manera, las matrices de curvatura se 'pegan' por 
medio del polinomio P y dan lugar a una forma global de grado par. O 

3.4 Propo•icióu. P(O) define clases en ll°f,~(A-1). 

P"'eba. Demostraremos que dP(O) = O, lo cual se deduce de la siguiente con­
strucción: 

Sea P : A:f{n, R) -+ 1ll. un polinomio invariante, al que considera.remos como 
una función real en n 2 variables Au =A, i,j = 1, ... ,n. De esta manera º:A,~ 1 

representa la derivada parcial formal de P(A) respecto a la variable A,1 . Resulta útil 
formar un arreglo matricial ( 8JÁ~l) y tomar su transpuesta, a la que denotaremos 

por P'(A). Observemos que si dP(A) = E~J=l º~.~1 dA,J es la diferencial de P(A) 
corno función, entonces en términos matriciales: 

dP(A) =traza (P'(A)(dA)) 

lo cual se verifica directa.mente tomando (dA) = (dAiJ). 

3.5 Obaervación. Las matrices P'(A) y A conmutan. 

Prueba.. Sea E E M(n, R) una matriz que tenga todas sus entradas nulas excepto 
la entrada Er• = 1 y sea t E R. Como Pes invariante se cumple la igualdad: 

P(A(I + tE)) = P((/ + tE)A) 

que es una igualdad entre funciones reales. Si derivamos ambos lados respecto a 
L ee preserva la igualdad. Reescribamos el lado izquierdo como P o A(t) donde 
A(t) = A(I + tE) es una función 111 -> lil"

2
• La derivada D(P o A(t)) se calcula 

utilizando regla de la cndena: 

~(Po A(t)) =LA,.:: . .. 
que se obt.iene tras considerar las matrices D(P) y f¡A(t), una vez 'desdobladas 
por renglones', como vectores con n 2 entradas. 
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Similarmente, si definin1os B(t) = (I +tE)A entonces "1;(Po B(t)) = E, Ar1 -ff.¡­
y se obtinene la igualdad 

que se traduce en la igualdad entrada a entrada de P'(A)A y AP'(A). O 

DeJTiostroción de (3 . ..¡). Sea A= O. Considerando (4.5), la identidad de Bianchi 
y haciendo X := P'(O) /\ w se tiene 

dP(O) = traza (P'(O)(dfl)) 

= traza (P'(O) /\ w /\O - O/\ P'(O) /\ w) 

= traza (X /\O - O/\ X) 

= ¿ (x,, "o,, - o,," x,1 ) ,, 
=0 

pues O;¡ es una forma par, y conmuta con cualquier ¡rforrna. De esta manera P(O) 
es cerrada y define clases de cohomología. O 

3.6 Definición. Las clases P(O) son llamadas cla.aea etnuctertaticaa. 

Es posible ver que las clases definidas por todos los polinomios invariantes de, 
grado O $: r $: i dim M, forman un álgebra graduad.a. Esto se desprende del hecho 
que 

M(n, 111) --> Hi,';.(ll-f) 

es un homomorfismo de álgebras, conocido como el hoTnomorfisrno de WeiL Es 
posible ver también que todas las clases P(O) están generadas por las claaea de 
PontrJJagin u¡(O), dadas por el polinomio 

det(I - kO) = 1 + ka1 (O) + k 2 a 2 (0) + · · · 

donde Je es cierto factor. A esca álgebra la llllnlaremos dlgebra de Pont-,,,agin 
del haz E y la denotaren1os 

el desanollo de esta teoría podemos encontrarla en [Mi]. 

3.T Proposición. Las cla.se.s de cohomolog{a en Pont•(E) .son independientes 
de V. 

Prueba. La demostración se sigue del lema de Poincaré y de (2.5): 

Sea M x a ~ M la proyección usual, E -+ M un haz vectorial sobre M y 
7r• E = E' el haz inducido sobre M x IR. 
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Definimos M ~ M x lll.. :r ....+ (:r,e}, e= O, l. Tenernos una aplicación inducida 
á; : n;,.(M x K) -+ H;,"(M) que resulta ser una biyección y además i(j = ii en 
cobomología (ver cap. 11.1). 

Sean V 0 y V1 conexiones en E y Vó y V~ las conexiones inducidas en E' como 
ae hizo en (3.8} y construimos una nueva conexión V = t'V'~ + (1 - t)Vó en E'. 
Consideremos el siguiente diagr1UJ1a: 

r(E) 

1 r• 

r(E') 

l•: 
r(E) 

Obeervetnoa que s:(V) =v.:· 

~ 

~ 

~ 

re..-· e E) 

k 
r(-r• ®E') 

l•: 
re..-· 0 E) 

Si w' y fl' son las mat.rices de conexión de Vó y V~ respectivamente, por (3.8) 
neceaarialnente w' = 1f•w y ll' = 1f•9 donde w y 9 son las matrices de Voy V1. Si 
'I es la matriz de conexión de V, 'I se escribe en términos de w' y 9' y .e cumple 
que iO('I) = r..> y i¡(r¡) = 8. 

Sea Ov la mat.riz de curvatura de E' asociada a V. Como la curvatura ee expresa 
en ~nninos de la matriz de conexión (ecuación estructural} y el pullback de formas 
es un DK>rfismo de '1gebr- que conmuta con d, luego 

iQ(Ov) = Ovn, ii(Ov) = Ov, 

y .J. evaluar P, 

ioP(Ov) = P(Ov.), >iP(Ov) = P(Ov.) 

en cohomologfa 

i 0(P(Ov )) = ii(P(Ov )) implica (P(Ov0 )) = (P(Ov, )) O 

4. El teoretna de anulatnsento de Bott 
En e.ta aección daremoe una obstrucción para foliar una variedad M de clame cr, 

r ~ 2, compact..a o no, cuya dbnenaión sea •suficientemente alta'. Laa referenci­
pu-a esta eecc:ión eon (Bol) y (Bo2). 

Para ello utlilizaremos el álgebra Pantº(I'), donde"= -r/T~ es el haz eobre M 
normal a 3 (ver 1.10). Graciaa al teorema de f'robenuis, podemos olvidarnos de 
la foliación y tomar en cuenta sólo a su haz tangente. Entonces basta considerar 
subbacea integrables E e .,. . 
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La propiedad de integrabilidad se traduce en el anula.nüento de ciertas clases 
de cobomología en Pont•(v), v = -r/E. Si por el contrario, dichas clases no se 
anularan, entonces E no será integrable. Si E' es un haz isomorfo a E, la teoría 
de clases características a.segura que las clases de v son iguales a las clases de v'. 
Para ver esto la referencia es [Mi}. Con ello, E' tampoco es integrable y en verdad 
tenemos una obstrucción topológica. 

Para el caso de una foliación dada por una fibración (ver 111.2.8), este fenómeno 
se observa fácilment.e: 

Sea iJ una foliación sobre M dad.a por la fibración M ~ X, cuyas hojas 80n 

7f-1{:r) =F •. Se puede ver que 

v=-r/T~""TX 

7f induce H;.,.(X) ~ H';,,.(M) y la teoría de clases características garantiza que 
las claaes de Pont.ryagin de v y las de TX coinciden. Pero Ht .. (X) =O para v > 
dim X = codim 3'. Por lo tanto, las '..:lases Pontryagin de v se anulan triviahnente 
a partir de q > codim íJ, pues eao sucede para las de TX. 

Veremos que este resultado puede generalizarse: Si E e -r es integrable entonces 
las clases de Pontryagin de su haz normal v se anulan a partir de 2 codim ;JE. 

La demostración del teorema está. sustentada en el siguiente resultado elemental 
de allgebra lineal: 

Le1na IUndas:neutal. Seo V eapac'io vectorial de dimenai6n Jinita 1f W aub­
eapacio de V. Se tiene el aiguiente iaornorfismo entre loa dualea: 

W""" Vº/A(W) 

donde A(W) ={/E V" l /(w) =O JJG"' todo w E W}. 

Naturlam.ente este isomorfismo se extiende a nivel de haces. Noaotros lo baremos 
para el caao del Ulllgente -r: 

•.1 Propomlci6uª Seo T' el hoz tangente aoltre M de dirnenaión n 11' aea E un 
.n&fllacaz de -r. Entonce• ft\( E) ea aublaaz de -r• 11 •e tiene el iaotnor/inno 

E""" Tº/m(E) 

donde m(E) = {w E Tº 1 w(E) =O} 

Prue&aª Como E es un subhaz de r, podemos considerarlo como una distribu­
ción. En la demostración de la versión dual del teorema de Frobenlus (111.4), se vló 
que cualquier distribución E de codimensión k puede verse como el kernel de A: 1-
formas linealmente independientes. Es fácil verificar que aquella noción coincide con 
m(E) y se tiene como corolario que dUn. m(E) = le, i.e. cada fibra tiene dimensión 
constante y m(E) es efectivaniente subhaz de -r•. 
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Para todo .;e E M, el morfismo 

-r;~E; 

W-WIE. 
es suprayectivo y sU kernel es precisa.tnente m{E)z con lo que se induce el isomor­
fismo buscado, que se extiende a. los haces. O 

Se tiene la aplicación cociente -r· ~ E•, tal que a nivel de secciones su imagen 
es: 

p(w) = {11 En· 1 (w - ll)(v) =o para todo V E r(E)} 

De manera que podemos interpretar los elementos de r(E•) ya sea como formas 
Testringidas a valuarse en ciertos subespacios de T"z, o como clases de equivalencia. 
bajo la Telación recien descrita. Como hasta. ahora hemos utilizado 1-formas para. 
determinar conexiones en haces, tiene sentido hablar de conexiones restringidas a 
subbaoes. Esto motiva la siguiente 

4.2 Deflnici6u. Sea H un haz vectorial arbitrario sobre M y sea E subbaz de 
T. Una eoned6n pon:ioJ óe en Hes una aplicación lineal 

ó: r(ff)-> r(E" ® H) 

tal que ó(/. B) = p(4f) ® B + /ó(•) para toda./ E c~(Jl,f) 

4.3 Ob&crvacióu. Óg puede construírsc en la restricción E}u, U abierto en M 
y por medio de una pa.:t"tición de la unidad lograr una conexión parcial en E\M, tal 
y como se hizo anteriormente. 

4.4 Deftnición. Una conexión parcial Óg en H se eztiende: o uno conezión 
en 11 si existe V tal que el diagrama conmuta 

r(H) ~ r(.,.. ® H) 

~ 1•®1 

r(E" ® H) 

4.5 Observación. Toda. conexión parcial 6 8 se puede extender a una conexión. 

Prueba. Sea.C cubierta. abierta de A-f 1 U e C y {su} marco local de H. EntonCes 
6(11,) = L:'"Y•J ®"J para algunos '"Y•J E r(E"lul tomando representantes W¡¡ E O(U) 
tales que p(WiJ) = ""YtJ y definiendo V(s;) = Ew,1 ®s¡, se tiene una. ext.eneión local. 
Para lograr la globalidad se consideTa una partición de la. unidad subordinada a C 
y ee procede.como siempre. O 

Antes de entt'a.r a la. demostTación del teorema de Bott., es necesario reformu­
lar el ooncepto de integrabilidad de un haz vectorial. Como se vió en {lll.4), un 
subhaz E e -r siempre se puede describir como el kernel de 1-foruias linealmente 
independientes {w1 1 ••• , Wk} y la condición de integrn.billdad de E quiere decir que 

dLJ; /\ W1 /\ • • • /\ Wk = 0 
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4 .. 6 Lema. Sea E C T aubhaz 11 m(E) = {w E -r• 1 w(E) =O}, entoncea 

1) Existen w 1 , ••• ,W• 1-forrnaa linealmente independiente.9 que generan local­
mente a m(E). 

2) E ea integn¡ble •i 11 a6/o si dm(E) e m(E) 

Prueba. La primera parte es directa, ya que E es una distribución generada por 
w1, •.. ,W• E m(E), que son linealmente independientes y dimm(E) = ~-

Sea 9 e m(E) una p-forma y supongamos que d8 E m(E). En particular dw1 e 
m(E) y podemos escribir dw1 = E:=l 9f "W.¡ para algunas 1-formas 9f y por lo 
tanto d...Jj /\. Wt /\ • • • /\ W• = Q. 

Supongamos ahora que E es integrable, es decir, d!...J; /\. w 1 /\ • • • /\ w• = O para 
j = 1, ... ,k y demostraremos que dm(E) C m(E). Basta verificar que dw1 E m(E): 
Como w 1 , ••• ,w• son linealmente independientes, existen W•+1 •••• ,Wn 1-formas 
tales que {w1 , ••• ,w,.} es base de -r•. En general se tiene que dw; e /\2

'!'"• y en 
términos de ésta base 

dw1 = E a1mw1 /\ Wm. 
l<m 

Pero por hipótesis Lt<m. a1rnw1 /\ Wm. 1\ w1 1\ • • • /\ w1c 
a1rn = O necesaria.mente. Por lo tanto 

dw; = E a1rnw1 1\ Wm. E m(E) 
l<rn:Sq 

O, entonces para l > k, 

o 

4.7 Teore-rna.. Sea E subhaz integrable de T, codiTn (E) = k y sea v = -r/E el 
correapondiente haz nonnal, entonce.9 

Pont'(v) =O para todo s > 2k 

Prueba. Para cada punt.o de M es posible encontrar una vecindad U 0 y A: 
1-forrnas linealmente independientes wf, ... , w~ tales que generan a Elu.... Sea 
m(Elu .. ) el ideal generado por dichas 1-formas. Definimos una conexión Vª en 
Elu ... tal que su matriz wª t.enga entradas 1-formas en tn(Elu ... ). Hacemos esta 
contrucción en cada elemento de una cubierta { Ua} cuyos elementos son los domin­
ios de las formas que nos proporciona el teorema de Frobenius y la que podemos 
suponer localmente finita. Usando una partición de la unidad {..\ 0 } contruímos una 
conexión en E: V= L:..\0 Vª y con ayuda de (4.1) y (4.5) puede verse también 
que V extiende a una conexión parcial localmente plana: óElu. = O. 

Consideremos ahora las matrices de curvatura {}ª = dwª - wª 1\ wª. Como E es 
integrable 

flª e m(Efu.) 

y definimos P(O) = P(Oª) que coincide con P(Oº), para cualquier {J. 
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Notem<>11 que Oª depende fuertemente de una conexión muy especial. Pero esto 
es int.raac:endente, pues como se vió en (3.7), (P(fl)] es independiete de la conexión 
con la que me construyó. 

Obaervemos que m.r(EJu .. ) = O para todo r > k. Esto se sigue del hecho que 
m(E)u.) está generado por 1-formas w 1 , ••• , W• y cualquier elemento 8 E m• (Elu .. ) 
ea combinación lineal de elementos de la formawi' /\·• ·l\w;:• con n1 +· · ·+n• = k. 
Como {wa} aon lineabnente in.dependientes, si En;: > Je entonces wi*' /\· · ·l\w;:• = O. 

Sea+ E Pantr(v). Entonces existe un polinomio invariante P de grado i tal que 
P(O) = • pero COD'lO las entradas de n son combinaciones lineales de elementos de 
la forDla w, /\ w; ent.onces 

P(O) =O para toda r > 2k O 



APÉNDICE A 

INTEGRACIÓN DE FORMAS DIFERENCIALES 

La integración en variedades tiene sentido solamente para formas cuyo orden sea 
n = dint M. Trataremos ese problema, suponiendo que (M, g) es una n-variedad. 
riemanniana. La integración de formas de orden p < n es posible realizarla sobre 
cadenas singulares, para ello ver el capítulo l. 

A.J. Deftnición. La integral de una n-fonna definida en el dominio de una ca.rt.a 
local (U0 ,t/J0 ) se define como: 

1 w = r <p"w 
u.. Íu 

A.2 Ejemplo. Sea C una curva en IR.3 dada por la para.m.etrización 

-y:I-->i!t3 

t ,_. C'Y1(t),,,,(t),-y3(t)) 

En este caso Ces cubierta por una sola carta (jj6,C), donde t/J- 1 = 7. Si w = 
01 d!i1 + a2d:r2 + a3dx3 es una 1-forma en lll3 restringida a C, su pullback hacia I 
es: 

3 

-y"w = L<ª• o -y)d(z, o -y) 
i=l 

pero x, o "Y = "Y•, entonces d11 = ~dt, y la integral de w en C es: 

que se conoce como la integral de linea J. 
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A.3 Ejemplo. Volumen de una variedad riemanninna 

Sea (M,g) una variedad riemanniana y sea G = /det(gii)I, donde (g¡;) es Ja 
matriz cuyas entradas g¡; = g ( ( k, ~)) son producto interior de los vectores 
básicos de TpM según la rnctrica riemanniana g. Se define la formo. canónica de 
eohlrnen respecto a la métrica riernanniana g: 

,P = ../G dz1 /\ · · · /\ <kn 

Considerando una particion de la unidad subordinada a una cubierta adecuada, 
puede definirse una forma global de volumen ti" y calularse: 

que dependerá de la metrica utilizada. 

Integraci6n global. 

A.4 Observación. En integración en R" juega un papel im.portante: 

1) La orie11tación del dominio. Por ejemplo. si w = fdx es 1-forma en I e ~ su 
integral es tal que 

J;w = [ fdz = - J.º fdx 

2) La compacidad del dominio de los integrandos. Por ejemplo, en Ill se pide que 
los integrandos esten sobre intervalos cerrados. 

Para la integración global en n-variedades, es recomendable que 

1) M sea orientable. Esto se establece en términos de sus coordenadas: Se dirá 
que M es orientable si posee un atlas orientado1 y 2l es orientado si para cada 
(U0 ,.;60 ). (Up,.;óp) E 21 tales que UQI n Uo #- 0, los difeom.orfismos ,Pp o q,-¡; 1 tienen 
matriz jacobiana con determinante positivo. Si lvf no posee un tal atlas, se dirá 
que no es orientable. 

2) Los integrandos, es decir, las n-formas deben tener soporte compacto, es decir, 
{:i: E M 1 Wz #:O} = Sop w debe ser compacto. Las p-formas con soporte compacto 
se denotarán por n~. 

En la integración sobre variedades, supondremos que A-f es orientable y está 
orientada y que w E O~(M). Para definir la integral de w en Af debemos 'partirla' 
para poder hacer su pullback via las cartas de la variedad. Para ello nos auxiliamos 
de {Po} partición de la unidad subordinada a {UQ}, donde UQI es dominio de carta 
en!&: 

1 Una manera de caracterizar a las n-variedades orientables es Ja siguiente: Mes orlentable ~ 
existe unan-forma global w E O"(M) tal que w,., ~O 'rlz E AF. Ver [Bo-Tu]l.3.2 
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A.5 Definición. Sea w una n-forma con soporte compacto sobre una. n-varie­
dad orientada 1\..1 entonces: 

A.8 Ejemplo. Consideremos S 1 = {s = {x,y) E R.2 1 x 2 + y 2 = l}, junto con 
el atlas usual {(U1 , <i> 1 ), (U.,Q'»), (U>,4>3 ), (U4 ,<i>4 )} = 2l y sea w = f(•)dx + 9(a)dy 
una. 1-forrna. en IR2 con soporte cotnpact.o en S 1 • Para. calcular Jw, consideremos 
{p,)!= 1 partición de la unidad relativa a 21, tal que E~=l p,w = w. En este caso se 
tiene 

p;W = p;fdx + p;9dy 

que es una 1-forma que se anula en el complemento de u. y cuya integral es 

(a) 

J. p.Jdx + p,9dy = 1 <p¡(p.Jdx + p;9dy) 
M d>,(~} 

=1 (p;fo.p¡-')·(xo.P<')'dt 
it>.{U.} 

+ 1 (p,90.p¡-'). (yo</>j 1)'dt 
.P.(U,] 

Ahora. bien, las parwnetrizaciones correspondientes a las proyecciones <P' son: 

4>1 1 :(-1,1) -Jo.U¡ 

<i>1 1 (t)=(t,~) 
<i>2 1 (t)=(t,-~) 

<i>3 1 (t)=(~,t) 

<i>4 1 (t) = (-~.t) 

pudiendo reescribir las integrales {a) como sigue 

!Mp1w= /_
1

1 p1f(t,~dt- /_
1

1 p1g(t 1~ ·{l-t2)-idt 

JM1>2w= j_1

1
p2f(t,-.,¡¡=t2)dt+ j_1

1
p,o(t,-Vi=t2) ·(l-t2)-!clt 

JM p.w = - /_
1

1 
P•f( .,¡¡=t2,t) · (1- t 2 )-!dt + /_

1

1 
p3g( ~,t)dt 

!Mp4w = /_
1

1 
P•f( - .,¡¡=t2,t) · (1- t2)-idt + i>•9( - .,¡¡=t2,t)dt 

cuya suma es una integral en el intervalo (-1, 1) E Ill. que representa. a J5 , w. 
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A.T Ejemplo. Si w es 1-forma e.Yacta2 , entonces para cualquier curva cerrada 
7 en M, f.., w =O. 

Prueba. Si 7 : I -+ M, i E a compacto, es la parametrización de -y tal que 
-y(a) = p = -y(b) entonces 

pero 4f = w y d conmuta con -y•, así que 

/_, w = /, d(f o -y) = f(p) - f(p) = O D 

En este mismo contexto se puede probar que si f.., w = O para cualquier curva 
cerrada "'Y e M, entonces w es exacta. Además, el teorema de Stokes del capítulo 
11, garantiza este resultado. Sin embargo, para el caso de p > l. la caracterización 
de las p-formas exactas ea más fácil cuando se inventa el concepto de cohornología, 
el cual nos permite decir cuando una forma cerrada es exacta, y eso dependerá de 
la. topología de la ,:uriedad. 

2& declr, exiate J E CDQ (M) tal que dJ = w 



APÉNDICE B 

LA SUCESIÓN DE MAVER-VIETORIS 

La naanero de calcular la cohonaologáa de M. 

La sucesión de Mayer-Vietoris resulta ser una sucesión exacta corta de cocadenas 
cuyos módulos son formas definidas en abiertos U, V e M 1 Un V :#:e, y en Ja que Jos 
mapeos que la constituyen son las restricciones usuales de furmas. La simplicidad de 
Ja sucesión de Mayer Vietoris hace posible el cálculo de Ja cobomoJogiaen variedades 
5 pegando' las c-ohomologías definidas en abiertos de la variedad. Si los abiertos que 
tomemos son difeomorf'os a abiertos en ntn (por ejemplo dominios de cartas), su 
cohomología se expresa en términos de la cohomología de dichos abiertos en ll". 
En esta ~cción nos basaremos en el libro [Do-Tu]. 

D.1. Sea M y o· el complejo de de Rham. Supongamos que M = Uc:w U 01 

y tomemos dos abiertos U, V E {U0 } tales que Un V ':#: 0. Se da Jugar a las 
inclusiones: 

uuv 

uuv .... uuv~unv 

o--.. ----~--- .. 
__ á::)_(_ __ .. ~---.) 

uuv 

que induce la sucesión de restricciones: 

(a) n·cu u v) ..... n·cu) e n·cv> =::i n·cu n V) 

>-+ (wJu,wlv) 

Se define Ja sucesión de Ma11er- Váetori•: 

(b) o ..... n·cu u V).!!+ n·cu> e n·cv> ~n·cu n V)~ o 
(w,T) -+> Wfunv - Tfunv 
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tomando la diferencia de las últimas dos restricciones de (a) para definir p 2 • 

D.2 Proposición. La aucesión de Mayer- Vietoris es exacta 

Prueba. 
a) Ker P1 =O: 
Si w e Ker P1 entonces wlu y wlv se anulan. Además, O e n•(U)nn•(V) curnple 

que wlu = Olu y wlv = Olv. Pero OP es pregavilla completa V p =O, ... 1 dimM 1 

lo que implica que w = O. 

b) bn Pi = Ker P:J.' 

Sea (wlu,wlv) E bn p1, al aplicar P2 se obtiene p2(wlu,wlv) =O por lo tanto 
Irn p¡ s;;: Ker P2 

Sea (w, r} E Ker p 3 , entonces wlunv -·rlvnv =O es decir, Ker P2 está constituido 
por formas que coinciden en U n V. Pero la estructura de pregavilla completa 
asegura que existe una forma 'global' 8 E n·cu u V) tal que Blu = w y Blv =T. 
Si se define (9Ju,Blv) e n•(l.J'.') EB O•(V) es un elemento en la imagen de p1 que se 
anula bajo P2 por lo tanto Irn p 1 ;2 Ker p 2 • 

e) P2 es suprayect.iva: 
Sea r E n·cu n V). Debernos mostrar que re /Jn p 2 • Para ello consideremos 

{cpu,cpv} partición de la unidad subordinada a {U, V} para construir cpvr, -cpu-r 
que son formas en U y en V respectivamente que satisfacen cpvr - (-cpur) = T, 

cumpliéndose la suprayectividad de P2· O 

(e) 

Como consecuencia de (11.1.7) tenemos el siguiente 

B .. 3 Corolario. La sucesión de cohomolog(a 

•.. ~ HZ,,.(UUV)-+ HZ,.(U)$1IZ,.(V)-+ 1:1:;ncunv) ~ nz-; 1 cuuv)-+ ... 

ea e:i:acta. 

D .. 4 Obscrvaci6n .. La aplicación d• construida en (11.1.7) queda descrita explí­
citaxnente en la sucesión de cohornología de Mnyer-Vietoris como veremos a contin­
uación: 

T T T 
O ---> n•+ 1 (U U V) ---> n•+1 cu> e n•+>cv> __,. n•+ 1 cunv)---> o 

dT dT dT 
0--> n•(UUV) ---> O<(U) e O"(V) __,. O"(UnV) -->0 

p' p 

T T T 
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Sea.w e flll(UnV) cerrada. Como p' es suprayectiva, ex.isteJ] E {}9(U)EB0111 (V), a 
saber ( tpyw, -tpuw), que es su preimagen. Como el cuadrado de la derecha conmuta, 
dq e Ker p, esto es, d(cp"·w) y -d(<puw) coinciden en Un V. Además d11 E Irn p',, 
es decir, existe una forn1a cerrada W E f!q+l (U U V) que es su preimagen: 

p'(w) = (wlu.wlv) = (d(<pvw),-d(<puw)) 

y todos los elementos que sean cohomólogos a d(tpvw) y todos los que lo sean a 
-d(cpuw) definirán a W. De manera que 

d'"[w] = { [d(<pvw)] 
[-d(<puw)] 

en U 

en V 

B.5 Ejemplo La colaonaologáa de' c(rculo. 

Construyamos S 1 como la unión de dos abiertos no ajenos U y V: 

( ") ----o o 
{_ _) · ..... · 
~ 

uuv uuv unv 

y plantearnos la sucesión de Mayer-Vietoris 

o-+ n·cs'> ~ n·cui m n·cv> ~ n·cu n V)-+ o 
que tiene asociada una sucesión exacta de cohomología para S 1 , que es calculable 
en términos de H~11 (U) y H;,.(V): 

a) HgR(U) ={fe C 00 (U) l "f =O} es decir, está constituido por las funciones 
constantes f o.,P~ 1 = k e~ por lo que Hg"(U) = Hg,.(V) = Iil 

b) Como Un V consta de dos componentes 9 cada una difeomorfa a un intervalo 
en R. por el mismo argumento de (a) se tiene que ng"(U n V) =lit e IR 

e) Hf,,.(U) "'Hf,,.(l!l) =O, Hf,,.("V) "'Hf,,.(Ol) =O y Ilf,,.(U) 6' Hf,.,(V) =O 
pues toda l~forma en R es también exacta. 

Toda esta información se condensa en la suceción de cohomologío. de 1\-tayer­
Vietoris para S 1 : 
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Debemos observar que (o, b)....!!+(a - b, a - b) y se deduce que diFn (Im P2) = l; por 
lo que /na P2 = R necesariamente, y que Ker P2 = IR = Irn Pl· Plantearnos los 
diagramas siguientes 

o__,. HgR(S') ~ lll=Ker ~ ~ 

l /' 

~ P• 

como Ker Pi =O, se sigue que 

H!!,,.(S1 ) =:!! Ker P2 = Ill 

y como Ker cr = /rn p2, entonces 

H!,.(S1
} e!! Colcer P2 = Ill 

llle>lll 
.. __,. H~n(S 1 ) 

l /' 

~ 

d) Con el resultado de (B.4) podemos encontrar un generador para H~,.(S 1 ): 
Si a es O-forma cerrada definida en Un V y a E Coker p 2 , entonces d•o: es un 

generador de Hl,.,.(51 ) (Si a: estuviera en la imagen de p 2 , que es el kernel de cr, 
entonces d•a = O y no generaría Hb,.,(S 1)). Si definimos o: como O en una de las 
componentes de Un V y 1 en la otra, entonces (cpvcr, -f.Puo:) ..-+ a: y la 1-forma d·o 
definida por d(tpvo) en U y -d(<Pua:) en V está definida en todo S 1 • 

D.6 Observación. Los cllngraxnas planteados en (B.5) son válidos para cual­
quier suceción exacta de cohomología de la forma 

O-+ Hº(A)-+ Hº(B)-+ llº(C) .!!:., H 1 (A)-+ O 
donde A, B, C son módulos cualesquiera. 

DeT Ejemploe Coho9nología del cilindro. 

Tomemos un cilindro C = 5 1 x I, donde I es un intervalo, construido al pegar dos 
abiertos U y V, cada uno difeomorfo a un abierto de IR2 • Se tiene que H!!"(U) = 
Hº(V) =lll y Hl',.(UnV) =lile lll 

También se tiene que Hl,,.(U) y H~ .. (V) son isomorfos a Hl, .. (R2 ) = O y 
Hl:,. .. (U n V) = O y lo mismo sucede en la 2-cohomología. Recopilando esta in­
formación se plantea: 

o-+ ng .. (C) ~ ReR~ Illent. ..!!.:.+. H:, .. (C) ~o 
cuya solución es exactamente igual a la realizada en (B.5.c) 

.. HgR(C) = ll 

Hi,R(C) = R 
H!:.(C) = O p ;:: 2 

Con este ejemplo damos una verificación del lema de Poincaré para el caso 

H;,8 (S1
) e!! H;,R(C). 
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B.8 Ejemplo. La éohotnolag'a del toro. 

T 1 puede construirse como la unión de dos cilindros, cuya intersección es otra 
pareja de cilindros: 

uuv uuv unv 

Dado que Hl;,.(U) = lll = Hl;,.(V) y Hl;,.(U n V) = lll El> lll para p e {O, l.} y 
H~11 (U) =O, la secuencia de cohomología de ?vtayer-Vietoris queda: 

(1:'f,,.(T1) ~ O __. ~ 

<:_H},,.(T1 ) ~ lllE!>lll ~ lllE!>lll_) 

O----+ ·~,.(T1 ) ~ illE!>lll ____!___,. lllE!>lll) 

a) Como Ker r =O, se tiene que Hg,.(T 1 ) ~ ITT& r = Ker 6, pero el ~orfismo 

lllE!>llt...!.+l!lE1>lll 

(a,b) o---+ (a - b,a - b) 

indica que Ker 6 = ITT& 6 = 1il 

.. H~,.(T1 ) = lll 

b) De la subsucesión lil E9 R ~ H},,.(T 1 ) ..!:!+ Jll e R ...!!+ Ill E& lll se obtiene la 
siguiente información: como Iil = /'171 6 = Ker <J-, entonces Irn tJ- =lit= Ker r 1 ; 

como nuevamente ITn 61 = Ker 61 = R., entonces Im r 1 = R y se concluye que 
H},,.(T1 ) = lll2 • 

e) De .!!..,.. RE& IR -2:+ H~ll(T 1 ) _..O se obtienen los siguientes datos: da.do que 
1il = Ini 61 = Ker d• debe cumplirse necesariamente que /rn cr = Iil y como tr es 
suprayectiva, H~,.(T 1 ) = lil. 
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En conclusión 

B.9 Obaervaciones. 

H~n(T 1 ) =IR 

I-Ii,R(Tl) = IR2 

H-:,n(T 1
) =IR 

J-If-n(T 1
) =O si p ~ 3 

a) La dimensión de Hgn(M) indica el número de componentes conexas de M. 

b) La dimensión de H1;,R(M) indica el número de ~agujeros' que determina M. 

e) Se puede verificar que si M = U n V abiertos no ajenos, y 

es el q-ésimo nivel de la sucesión de Mayer-Vietoris, entonces 
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CONEXIONES (VERSIÓN VECTORIAL) 

Nuestro objetivo será definir un operador V en r(E) que nos permita "derivar" 
secciones. Podemos considerar a V como una generalizacion de las conexiones 
afines, en las que se deriva un campo vectorial con respecto a otro (ver [DoC)). 
Con el fin de satisfacer a la intuición, daremos una definición de V en términos de 
cani.pos vectoriales. 

C:.1 DAOnir-ión. ~ra Tfl,.f P.1 haz tangent.P a. M y ~ P.} ronjunto rlP. rampnR 
vectoriales sobre Jif. Una. conezádn en un haz vectorial E es un operador bilineal 

V: X x r(E) ----> r(E) 

(X, s) >-+ V x (s) 

que cumple con las siguientes propiedad.es 

1) Vx(fs) = X(f) ·s+/·V.'<(s) 
2) VJx(s) = / · Vx(s) 

para toda I E e~ (JI,[) 

Notemos que X es una. pregavilla cuyos elementos son C°°(M)-módulos, y al 
mismo tiempo X E X es una derivación en C 00 (.Jlf). 

C.2 Ejemplo. El morfismo X x X~ X definido por Vx(Y) = X(Y) es una 
conexión. Notemos que si definimos V x(Y) = [X, Y] resulta no ser conexión ya 
que la propiedad. (2) no se satisface. 

C.3 Ob•ervaci6n. En los ejemplos, para un X e X fijo, se tiene que 

Vx(-) =X(-)= i: ª'O(·) 
•=l ax, 

es un operador en CC'Q(M). En general podemos considerar las conexiones como 
operadores 

V: X--+ Jlom (r(E), r(E)) 

X--+ Vx 

Esto es consecuencia directa del siguiente resultado puramente algebráico: 

Da.dos V, W, Z módulos libres sobre un dominio k, se cumple 

Bil (V x W,Z) ""Hom (V,Hom (W,Z)) 

La demostración es sencilla y puede encontrarse en [La]. 
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C .. 4 ProJ?O•ición. (E, ?T, Al) tiene al tnenos una conexión global . 

.Pr.eba. Veremos primero que existe una conexión vea- en I'(Elu .. ) donde 
(Ucu .Pa) es una trivialización local de E. Cualquier sección sª E r(Elu ... ) se ex­
presa en términos del marco local {a':, ... , a:} como E:-= 1 / 1s'f, asique el valor de 
Vª en el marco local la determina completamente. 

Definiendo Vª(.s'f) E r(Elu .. ), i = 1, .. . n, corno la sección identicament.e cero, 
se tiene que 

V~(sª) = LX(f;)sf 
i=l 

y tomando esto como definición de V~ se tiene una conexión en Elu .. , dependiente 
solaniente del marco local. 

Para lograr la globalidad, consideremos {..\0 } partición de la unidad subordinada 
R. {llQ}, cir. manera. quP 

es una sección global en E dada por la conección Ea A0 Vª. O 

A este tipo de conexiones se les denomina conexione.a localmente planoa. 

C.5 Obaervación. V queda localmente determinada por un marco local 
{111, ••• ,an} de E y por { ~' ... , J;;;-} base de X de la siguiente forma: 

v..._.cs,) = Lft ·s; 
j=l 

para algunas funciones f¡~, k = 1, ... ,Tn. Esto se desprende del hecho que r(E) es 
un módulo sobre C 00 (A--I). Además, Vx(s) se puede escribir en termines de esta 
expresión. 

Ahora veremos la equivalencia. de ésta definición de conexión y la que se hizo en 
el capítulo IV en términos de 1-formas 

C.6 Obllervación. Dado un marco local {s1, ... , sn} de E, tenemos que 

va,= Ew,j ®s¡ 
J=l 

vectorial 

tensorial 

Demostraremos su equivalencia para las bases {.s¡}' {dz1}, { /1z¡} de r(E}, 0 1 y 
.'E respectivamente. La prueba. es consecuencia del siguiente lema. 
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C.7' Lema. Sean V, E le-módulos finitamente generados. le un dominio. En-
ton ces 

v· e E"" llorn (V,E) 

PMJ.eba. Definimos 

'P: v· ®E---> Hom (V, E) 
f @B ,___. f(v) • S Vv E V 

La inversa la daremos en términos de fj = {v¡} base de V, {f,} la base dual y {s,} 
base de E. 

Sea T : V -> E lineal y [TJp = (µ¡i) su representación matricial, es decir, 
Tv, = ¿ 1 µJiSJ· La aplicación 

es la inversa de r.p, lo cual se verifica directamente. O 

C.8 Proposición. La conexión vectori.al y la tensorial son equivalentes. 

Prueba. Tomando los módulos X' 9 r(EL 0 1 y aplicando el lema tenernos que 

y por otro lado 

V~(s¡) = i:,J,~ · Bj t--Y "L,f/'¡dx• ®sJ =:Y 
j=l , 

y a su vez 

coincidendo ambas definiciones. O 
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