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INTRODUCCIÓN 

Muchas personas después de enterarse de que soy suizo y estudio Matemáti
cas aquí en México Die preguntan sorprendidas "¿ pero por qué MateD1áticas 
en México ?". Bueno, esa pregunta es fácil de contestar. En 1992 estaba 
escribiendo mi "Diplom" (""tesis de maestría) en Züricb con P. Gabriel y 
me topecé con un problema. Mi asesor se encontró ocupado y me mandó 
con J. A. de la Peña que durante aquel semestre estaba dando clases en 
la Universidad de Zürich. Es así como me encontré por primera vez en la 
agradable situación de trabajar con J. A. de la Peña. Después de varias 
citas habíamos resuelto el problema y estabamos en la cafetería platicando, 
cuando yo le pregunté si sería posible ha.cer mi doctorado en México, ya que 
P. Gabriel no iba a asesorar a ninguna persona más. No sé cuánto influyó 
P. Gabriel en esa historia, pero J. A. de la Peña aceptó y en agosto de 
1994 llegué a México y empecé el doctorado en la UNAM. Ahora, tres años 
después, me permito presentarle el resultado de mi doctorado, empezando 
con un breve recorrido (incompleto) a través de la historia del campo de 
representaciones de álgebras. 

El objetivo 01ás antiguo en el ca111po de representaciones de álgebras es 
clasificar los módulos sobre un álgebra dada A (denotaremos con modA la 
categoría de A-módulos). Desde un principio, las formas cuadráticas que 
se asocian a las álgebras han jugado un papel importante. Mencionamos el 
resultado de P. Gabriel de 1972. Durante todo el trabajo fijamos un campo 
k que es algcbráicarnentc cerrado y todas las algcbras son algebra..o;;¡ sobre 
k. Un álgebra A se llama de tipo finito si sólo existe un número finito de 
A-módulos inescindibl~s y no isomorfos dos a dos. 

Teorema. (5.1) 1 Sea A un álgebra hereditaria. Entonces A es de tipo finito 
si y solamente si la "forma de Tits" qA es positiva. 

Además de eso, P. Gabriel dió una clasificación completa de esas álgebras 
describiendo los carcajes de esas álgebras como unión ajena de diagramas de 
Dynkin orientados. Por eso, a un álgebra hereditaria y conexa la llamaremos 
también Dynkin. 

10 años después, K. Bongartz demostró que la forma de Tits qA, es "débil
mente" positiv-..i. si el álgebra A es de tipo finito. Nuevas clases de álgebras 
fueron investigadas. En 1983 se clasificaron las álgebras "mansas ocult&~" 
que tienen su importancia por ser "minimales de tipo infinito", es decir., no 
son de tipo finito pero cada restricción propia es de tipo finito. En 1984, C. 
M. Ringel publicó un libro resumiendo lo que se sabía sobre ciertas clases 
de álgebras conocidas hasta ahí e introduciendo una nueva clase, la de las 
álgebras "tubulares" .. 

1 La referencia da el lugar en donde se cita o demuestra el resultado en el trabajo. 
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D. Happel introdajo en 1984 el concepto de la categoría derivada Db(A) 
de un álgebra A al campo de representaciones de álgebras (los objetos son 
complejos en modA, pero los morfismos no son morfismos entre complejos 
sino .más complicados). Fue también Happel quien calculó la categoría 
derivada de un álgebra Dynkin y de un álgebra mansa oculta. Un año 
después, D. Happel junto con C. M. R.ingel describieron la estructura de 
la categoría derivada de un álgebra tubular. Aparte de esas tres clBBeS de 
álgebras se conoce la categoría derivada sólo para ejemplos particulares. 
La forma de Tits no es una invariante de la clase de álgebras que tienen 
categorias derivadamente <lquivalentes (dos álgebras de la misma clase lla
mare.mas también "derivad.amente equivalentes"'), pero hay otra forma cua
drática que se puede asociar a un álgebra de dimensión global finita: la 
forma de Euler XA, que sí es un invariante. 

A principios de los años noventa J. Assem y A. Skowroñski demostraron el 
siguiente resultado. 

Teorema. (5.5) Un álgebra A es derivadamente equivalente a un álgebra 
Dynkin si y aólo si A cumple las siguientea condiciones: 

(i) A es '~ertemente simplemente coneza" 1J 
(ii) x.. es positivo. 

La propiedad de un álgebra de ser "fuertemente simplemente conexa" es 
combinatória. En el mismo artículo también caracterizan ciertas álgebras 
que son derivadamente equivalentes a un álgebra mansa oculta (las álgebras 
Diansas ocultas se puP.<fen agrupar por su "tipo": A.. (n > 1), Dn (n > 3), 
iE.. (6 :5 n :5 8)). 

Teorema. (6.13) Sea A un álgebra que es fuertemente simplemente conexa. 
Entonces A es derivadamente equivalente a un álgebra mansa oculta de tipo 
lD,, (n > 3), iE,. (6 :s; n :5 8) si y sólo si x .. es no negativo y tiene corango 
uno. 

Pero no había un análogo de esos teoremas para álgebras que son derivada
mente tubulares, es decir derivadamente equivalentes a un álgebra tubular. 
El problema consiste en la existencia de álgebras "2-tubulares" cuyas formas 
cuadráticas son muy similares a las de las álgebras tubulares. 

El presente trabajo llena este hueco. La técnica que se desarrolla para esto 
se compone de varios ingredientes. Se ocupa el teorema de D. Happel que 
describe la categoría derivada de un álgebra de dimensión global finita A por 
la categoría estable de la categoría de módulos sobre el álgebra "repetitiva" 
de A. Otra de las herramientas fuertes es un resultado que se obtuvo 
en trabajo conjunto con H. Lenzing y que tiene su propio interés por su 
generalidad. 
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Teorema. (2.8) Sean Ai 11 A2 do_s álgebras <p : Db(Ai) --> Db(A2) una 
equivalencia triangulada. Sean Mi 11 M2 dos módulos sobre Ai 11 A2 res
pectivamente tales que ip(Mi[O]) = M2[0]. Entonces ip se e:z:tiende a una 
equivalencia triangulada e¡;: D 6 (Ai[M1]) -+ D 6(A2[M2]). 

Aquí, M[O] es el complejo que tiene en grado cero al módulo M y en los otros 
grados al módulo cero, y A[M] denota. la "extensión~fuente" del álgebra A 
por el A-módulo M. 

Otro punto que es importante es la distinción por propiedades de la forma 
de Euler entre álgebras tubulares y álgebras 2-tubulares que es válido sola
mente si las álgebras tienen más de 6 "puntos". 

Proposición. (7.2;7.4) Sea A un álgebra con más de 6 puntos. 

(a) Si A es tubular entonces x:;1 (1) n (x:;1 (0)).1. = IZI 
(b) Si A es 2-tubular, entonces x:; 1 (1) n Cx:; 1 (0)).J.. # IZI 

Como la distinción no se aplica si las álgebras tienen 6 puntos (menos no 
es posible por definición), se investiga. este ca.so aparte. Se clasifican las 
álgebras con 6 puntos que son derivad.amente tubulares completamente en 
una lista y se demuestra el siguiente resultado. 

Proposición. (8.5) Un álgebra con 6 puntos que es derivadamente tubular 
es de tipo infinito. 

Con estos ingredientes es posible demostrar el siguiente resultado. 

Teorema. (8.9) Sea A un álgebra conexa y "dirigida". Entonces A es deri
vadamente tubular y de tipo de representaci6n finito si y sólo si A satisface 
las siguiente.9 propiedades. 

(i) A tiene más de 6 puntos. 
{ii) La forma xA e.9 no negativa y tiene corango 2. 

(iii) x::.'Cl) n <x::.'(o)) ... = 121. 
(iv) La forma de Tits qA es débilmente positiva. 
(v) A es fuertemente simpleTnente conexa. 

Aunque sólo hay un número finito de álgebras con más de 6 puntos que 
son derivadamcnte tubulares no sería de gran uso dar una lista completa ya 
que hay miles de ellas. Junto con J. A. de la. Peña se obtuvo la siguiente 
generalización. 

Teorema. (8.8) Sea A un álgebra cone:z:a y fuertemente simplemente conexa 
con más de 6 puntos. Entonces A es derivadamente tubular si 11 s6lo si A 
satisface las siguientes propiedades. 

(i) La forma x,. es no negativa y tiene corango 2. 
(ii) x::.1 (1) n <x::.'Co)).J.. = 121. 
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De este resultado se siguen dos corolarios que caracterizan dentro de las 
álgebras que son fuertemente simplemente conexas aquellas que son tubu
lares y aquellas que son mansas "de crecimiento polinomial". Además, las 
técnicas desarrolladas permiten demostrar los resultados de l. Assem y A. 
Skowroñski mencionados antes de una manera diferente. Esto hace más 
homogénea la comprensión de las tres clases de álgebras: álgebras derivada
mente equivalentes a álgebras Dynkin, mansas ocultas y tubulares. 

La. gra.n venta.ja que tienen las caracterizaciones por IDedio de formas cua
dráticas es la rapidez de los algoritmos correspondientes. Las condiciones de 
los dos teoremas anteriores fueron traducidas en un progra01a de cómputo, 
escrito en C++, en trabajo conjunto con J. A. de la Peña.. El estudio de 
los problemas que enfrentamos nos permitió sustituir la. condicion x:;.1 (1) n 
(x:;.1 (O))-'- = 0 por otra que es más fácil de checar. Eso dirigió la investi- · 
gación hacia reducciones de formas cuadráticas en donde demostramos un 
resultado que sorprendentemente no era conocido aún. Para ello observamos 
que el "radical", rad q = q-1 (O) de una forma. cuadrática. no negativa q : 
zn --¡. z es un sumando directo de zn. 

Teorema. (4.7) Sea q: zn-+ Z una fornaa unitaria no negativa y conexa. 
Entonces existe una Z-base de zn I rad q en la cual el rnapeo q : zn / rad q __,. 
Z,U >-+ q(U) = q(v), (para algún ve U) t?B una forma unitaria positiva y 
conexa. 

Sabiendo eso demostraremos el siguiente resultado que permite reforrnular 
los teoremas (8.9), (8.8). 

Proposición. (9.3) Sea A un álgebra derivadarnente tubular con 6, 8, 9, 
respectivamente 10 puntos. Entonces la forma inducida Xc es de tipo ID>-1, 
lF-6, ~, !Es respectivamente. Si e es derivadamente 2-tubular con n puntos 
entonces Xi: es de tipo Dn-2. 

El programa desarrollado usando ( 4. 7) es muy útil como mostraremos cal
culando listas completa..c:; de álgebras derivada.I11ente tubulares con ciertas 
características. 

La te..qis está. organizada de la siguiente manera. Los primeros 4 capítulos 
introducen a las nociones más tratadas, así el capítulo 1 introduce las 
nociónes básica..c;; para el carnpo de representaciones de álgebra..'"i, en el capitulo 
2 se define la categoría derivada mientras el capitulo 3 trata sobre las 
álgebras repetitivas y finalmente en el capítulo 4 resumimos lo que será 
importante sobre formas cuadráticas. 

En los últimos 5 capitulas se investigan las álgebras que son derivadamente 
equivalentes a un álgebra Dynkin (en capitulo 5), las álgebras que son de
rivadamente mant<aB ocultas (en capitulo 6) y las álgebras que son deriva
da.mente tubulares (en capitulo 8). El capitulo 7 se dedica a la distinción 
entre álgebras tubulares y álgebras 2-tubulares mientras en el último se 
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exhiben las consideraciones acerca de la implementación de los algoritmos y 
se presentan las listas que éstos no8 produjeron. 

Cada capítulo empieza con un resumen más detallado dando también la 
mayoría de las referencias usadas. 

La mayor parte de los resultados que arrojó esta tesis se publicarán en [6], (9], 
[10], [8] y (7], pero algunos resultados no se mencionan en estos artículos. 
Eso concierne las demostraciones nuevas de los resultados de l. Assem y 
A. Skowroñski, los resultados sobre las componentes postproyectivas en los 
capítulos 6 y 8 y la última lista con la cual el trabajo termina. 

Quiero agradecer a José Antonio de la Peña por su crítica y enseñanza en 
las inumerables discusiones y a DGAPA que con su apOyo económico hizo 
todo posible. 
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l. EsPECTROIDEs 

En este capítulo ae definen ciertoa nociones que aon báaica.a en la teon"a de re
preaentaciones de álgebras. Paro un deaarrollo completo recomendamos el libro de 
P. Gabriel 11 A. V. Roiter [21], el artículo de P. Gabriel [20] sobre sucesiones que 
caai se dividen y la técnica de tejer u una introducción a álgebras de tilteo de K. 
Bongartz [12). Para el lector que bu..ca una introducción que re.9uma los desarrollos 
en el campo de repreaentaciones de álgebraa recDf'11endanaos (23]. 

1.1. Algebras y espectroides. Sea A un álgebra de dimensión finita sobre 
un campo algebráicamente cerrado k, que fijamos ahora para todo el trabajo. 
Sea RA la intersección de los ideales maximales de A (el ideal de Jacobson). 
El cociente A/ RA es isomorfo a un producto de álgebras de matrices kn 1 xn, x 
... x kn,xne por el teorema de Wedderburn. El álgebra A se llama básica 
si ni = 1 para cada i = 1, ... , t. La condición que A sea básica 110 es una 
restricción para nosotros ya que nos interesa más bien la categoría modA de 
los A-módulos izquierdos de dimensión finita sobre k: para cada álgebra A 
existe un álgebra básica B tal que modA y modB son categorías equivalentes. 
Sea A un álgebra básica con unidad lA de dimensión finita sobre k. Sean 
e 1, ... , en idcmpotentes primitivos y ortogonales dos a dos y tales que lA = 
e¡+·. ·+en· Sea eA la k-categoría que tiene {1, ... , n} por objetos y espacios 
de morfismos eA(i,j) = e;Ae; con la composición dada por la multiplicación 
en A. Una categoría se llama k-categor(a si sus cortjuntos de rnorfismos 
forman espacios vectoriales sobre k y la composición es bilineal. Como A 
es básica, (i} dos objetos diferentes de eA no son isomorfos. Como A es 
de dimensión finita, (ii) los espacios de 1norfismos son de din1e11sión finita y 
finaln1cnte, (iii) cada objeto en CA tiene un álgebra de endomorfisn1os local. 
Una k-catcgoría que cumple estas tres propiedades se llan1a espectroide y 
sus objetos puntos . 

Como cje1nplo trivial observarnos que el álgebra k nos provee el espcctroidc 
con un punto con espacio de endon1orfismos trivial. 

Para cada A-módulo izquierdo M obtenemos un k-funtor covariante M : 
eA--+ modk poniendo M(i) = e;M y para a E eA(i,j), M(a) =a·?: M(i) --> 
M(j). Por otro lado, si F : CA -+ modk es un k-funtor covariante entonces 
F = Ef)°f= 1 F(i) es un espacio vectorial sobre k que podemos equipar con 
una estructura de A-módulo haciendo a· (/;)~ 1 = (~=j= 1 F(e;aej)(f;));'.:, 1 • 

Denotan1os con Mode. .. , la categoría de los funtores cova.ria.nteH E..t -+ modk y 
con modeA la subcategoría plena dada por los objetos F t.alcs que dimk F < 
00 que también lla.nia1uos eA-rnódulos .. Un e A-módulo F se lla1na omni
presente si F(x) ~ O para cada x E e,.. El siguiente lema se verifica sin 
proble111as. 

Lema. El /untar ? : modA __.., modC~.t es una equivalencia de ca.t.egorías y ? 
su casi-inverso. 
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Los A-módulos proyectivos corresponden a. los eA-módulos de la forma Pf = 
eA(i,?) y los A-módulos inyectivos a lj = OeA{?,j) donde O= Hom.,(?,k). 
Sea. a.hora. e un espectroide cualquiera.. Entonces llamamos a. e localmente 
acotado si e(i, ?), O e(?,j) e mode. Un espectroide !K se llaJJla hereditario 
si cada submódulo de un !K-módulo proyectivo es también proyectivo. 

1.2. Ejemplos importantes. (a) Observamos que la categoría. mode de 
un espectroide localmente a.cotado e satisface las siguientes propiedades: 
(i) para cada objeto inescindible X E mode, el espacio Home(X, X) es un 
álgebra. sobre k que es local, (ii) para ca.da dos objetos X, Y E mode existe 
la suma. directa. X e Y en mode y (iii) para cada. dos objetos X, Y e mode, 
el espacio de modismos Home(X, Y) es de dimensión finita. sobre k. Una k
categoría X que cumple esas tres propiedades se llama ca.tegoríe de Krull
Scbmidt. Si escogemos en cada. clase de isomorfia. de inescindibles un 
representante, entonces la. subca.tegorfa. plena de .A da.da. por estos repre
sentantes es un espectroide que se denota por indX. Si E. es un espectroide 
localmente acotado, escribimos inde en vez de ind mode. 

(b) Sea X una. k-ca.tegoría de Krull-Schmidt y X E X. Sea X = $;'=1 Xi 
una descomposición en inescindibles en X. Definimos la categorfa de en
domorftsmos End.A{X) como la k-ca.tegoría cuyos objetos son {l, ... ,n} 
y cuyos espacios de morfismos son End.A(X)(i,j) = Hom.A{X;, X;) con la. 
composición dada por la composición en .A. La. categoría. End.A(X) es un 
espectroide si y sólo si X; no es isomorfo a X; para todo i #- j. 

(e) Para dar ejemplos es muy útil usar carcajes con relaciones. Un carcaj 
es un cuadruplo (60 , ~¡, t, h) de un conjunto Ao de puntos, un conjunto 
A 1 de flechas y dos inapeos t, h : A1 -> Ao. Los ma.peos t y h definen 
el principio y el fin de las flechas. Por ejemplo, si Ao = {l, 2, 3, 4, 5, 6}, 
Ai = {a,,6,-y,6,e,cp} y 

{

a>--+ 1 
,6 >--+ 2 

h • -y>--+2 
. 6.--+2 

e.--+2 
cp>--+ 5 

entonces .O,. se puede visualizar como en la figura l. l. 
4 

-ri ó 
ª C·__¿_·=· .-le-. 1 2 E 3 5 6 

Figura 1.1 

Un camino de longitud n ;:::: 1 en A es un n-tuplo (<><n, ... , ai) de flechas 
tales que °'i+I empieza donde a; termina. para cada. i E {l, ... ,n - l}. 
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Además de estos caminos definimos para cada x E L!>. 0 un camino JI., de 
longitud O que empieza y termina en x. Obviamente un camino (an, ... , a 1 ) 

empieza donde a1 empieza y termina donde On termina y su longitud es 
n. Un clclo en A es un camino que empieza y termina en el mismo punto. 
Ciclos de longitud 1 también se llaman Jas09. 

Sea C(x, y) el conjunto de ca.minos que empiezan en x y terminan en y. 
La categoría de caminos k.ó.. tiene los vertices de A como puntos y 
espacios de morfisrnos kA(x, y) = k(C(r,11)) con la composición k-linealmente 
inducida por la composición de dos caminos (a.,., ... , ai) y (/3n, ... , /31) que 
es ({Jn, ..• , /31, ª"" ... , a1) si /31 empieza donde C:Wrn termina y cero en el otro 
caso. La categoría de carninas es un espectroide si C(x, y) es finito para 
cada x,y E A. 

Generalmente consideramos cocientes k.ó../ I donde I es un ideal admisible 
en k.ó.., es decir cada elemento E~1 .A;(ai:], •.• , a~i)) de l satisface n; 2: 2 
para cada i = 1, ... , N (los parámetros .A; son elementos de k \ {O}) y para 
cada punto x E ~ existe un número positivo nz tal que cada camino que 
empieza en x o termina en x con longitud mayor o igual que n:c pertenece 
a I. Es usual dar solamente un conjunto R de generadores de l. Haremos 
también uso de la siguiente convención. Si (cwm, .. :. , oi) es un elemento 
de un conjunto generador R de I dibujamos una curva punteada cerca del 
camino dado por las flechas ai, ••• , Om- Si E~1 e¡ es un generador donde 
C(x,y) = {ci, ... ,cN} entonces dibujamos una linea punteada recta entre 
X y y. 

Así por ejemplo, ia figura 1.2 define un espectroide kA/I donde el ideal I 
es generado por (,81,an) + (a2,""11) y (/3-.z,02) • 

.ay--·~· 
.By'.'.~~;::;< 
-~~A; 

Figura 1.2 

A cada espectroide locah:nente acotado E. le podemos asociar un carcaj ~ y 
un ideal I de kA que es admisible tal que e es isomorfo a kA/ I. La categoría 
de las representaciónes de .6. que son compatibles con I es isomorfa a modE. 

1.3. Extensiones en un punto. En la mayoría de los casos consideranios 
espectroides dirigidos que se caracterizan por la propiedad de que no con
tienen un ciclo. Un ciclo en un espectroide e es una. sucesión 

fi h In 
XO - Xt - x2 -··-Xn-1- Xn 

COD n ~ 0 y Xo,X1, ••• ,Xn-1,Xn puntos de e COD Xn = XO y /¡, ... /n DO 

isomorfismos no cero en E.. Para un espectroidc dirigido, los morfismos 
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no ceros determinan un orden parcial que nos permite hablar de puntos 
minimalea o maximalea. 

Sea e un espectroide finito y dirigido y x un punto maximal. Sea E. 0 el 
subespectroide pleno de e dado por los puntos de e diferentes de x. El 
espectroide E. se puede recuperar de E.o y del E.o-rnódulo rad P., construyendo 
la extensión de E-o por rad Pz. En general, sea Eo un espectroide localmente 
acotado y M un E.o-módulo de dimensión finita. Definimos la extenaión
f'uente de E.o por M (denotada por E.o[M]) como el espectroide que tiene 
como puntos los mismos que Eo, tnás un punto nuevo OM llamado el punto 
de extensión y espacios de morfismos dados por E.le. =E.o, E.(ar..,, ?)le. = 
M (como E.o-módulos a la izquierda), E.(?,a..,)le. =O y E.(aM,aM) = k. 

Dualmente definimos la extensión-po•o de E.o por M corno el espectroide 
que tiene como puntos los mismos que E.o más un punto nuevo w1u y espacios 
de morfismos dados por E.le. =E.o, E.(wM, ?)le. =O, DE.(?,wM)le. = M y 
E.(wM,WM) = k. La extensión de pozo de E.o por M la denotamos por [M]e0 • 

1.4. Tipos de representación. El tipo de representación de un espec
troide finito e refleja la cantidad de módulos inescindibles y no isomorfos 
que admite e. Así decimos que e es de tipo de representación finito (más 
corto, de tipo finito) si inde es un espectroide finito. En el caso contrario 
decimos que e es de tipo infinito. 

Definiciones de mansedumbre y salvajismo existen varias equivalentes, pero 
todas requieren de un aparato más técnico del que queremos dar. Sin 
embargo daremos una definición laxa que refleja Ja idea y referimos a [23] 
para una definición más precisa. Un espectroide finito G. es manso si para 
cada d E N todos los e-módulos inescindibles de din1ensión d salvo un 
número finito se dejan 'parametrizar' hasta isomorfía por un número finito 
n(d} de familias en un parámetro, mientras un espectroide se llama salvaje si 
la clasificación de los E.-módulos incluye el problema de clasificar los módulos 
sobre el álgebra de polinomios en dos indeterminantes no conmutativos. Un 
teorema fundamental de la teoría de representaciones es: 

Teorema. Un espectroide finito es rnanso o salvaje. 

Existen dos demostraciones independientes: la primera se debe a Y. A. 
Drozd [18] ver también [16] y la otra a P. Gabriel, L. A. Nazarova, A. V. 
Roiter, V. V. Sergeichuk y D. Vossieck [22] y ambas requieren del lector 
perseverancia. 

Sea e un espectroide manso. Sea µ(d) el mínimo número n(d) que sea 
necesario para 'parametrizar' los e-módulos de dimensión d. Entonces e 
es de crecimien~o polinomial (resp. domñtico) si µ(d) ::;; d"' (resp. 
µ(d) ::;; m) para todo d E N. 
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1.5. Suce11ione11 que casi se dividen. Los resultados de esa sección son 
funda.mentales para la teoría de representaciones de álgebras. Para las 
demostraciones referimos al artículo de P. Gabriel [20]. Sean f : M --. N 
y g : N __. M dos mortislllOS entre módulos. Si gf = nM entonces f 
se lla.ma sección y g se llama. retraccióa. Sean M = (9~1 M; y N = 
(9j'=1 Nj decomposiciones en inescindibles y/;¡: M¡--. N; tal que f = [/;<]. 
El morfismo f es radical si ningún /j¡ es invertible. Sea rade(M, N) el 
subespacio de Home(M,N) de morfismos radicales y rad2(M,N) paran> 
1 el subespa.cio de rade(M,N) de morfismos que son composiciones de n 
morfismos radicales. Además definimos rad~(M, N) = nn>l radl!(M, N). 

Un morfismo radical f : M--. N se llama. irreducible si la existencia de 
una factoriza.ción f = gh implica. que g es una retracción o h una sección. 
Observamos que el conjunto de los morfismos irreducibles de M a N es 
rade (M, N) \ rad~ (M, N). Un morfismo f : M -+ N caai .., divide a la 
derecha si ca.da morfismo v : N' --. N que no es retracción se factoriza 
sobre f, y f casi se divide a la izquierda si ca.da morfismo µ. : M --. M' 
que no es sección se factoriza sobre /. 

Esas definiciones son 'categóricas' por lo que podemos hacer uso de ellas en 
situaciones más generales también. 

Teorema 1. Sea e una categoría abeliana y 
O --M_!!_E_!_N-- O 

una sucesion exacta en e con M y N inescindibles. Entonce.9 las siguientes 
condiciones son equivalentes. 

(1) El morfismo f casi se divide a la derecha. 
(2) El morfismo g casi se divide a la izquierda. 

Sucesiones que satisfacen las propiedades equivalentes del teorema 1 se 
llaJ.IIan sucesiones que casi se dividen. Usando el teorema 1 es fácil verificar 
que N determina a M hasta isomorfia y al revés. Denotamos por -re M 
un representante de la clase de isomorfia de N. El mapeo -r, M se llama 
traslación de Auslander-Reiten. Al mapeo que nos provee de N a partir 
M denotamos por -re- • 

No siempre existen sucesiones de Auslander-Rciten, pero existen en los casos 
que serán de interé.s en este traba.jo. 

Teorema 2. Sea e un espectroide localmente acotado. Entonces para cada 
e-Tnódulo M existe una morfisrno f : M ~ E que casi se divide a la izquierda 
y un morfisrno f' : E' -+ M que casi se divide a la derecha. Si M is 
inescindible y no proyectivo, entonces Ker f' es inescindible y la sucesión O -+ 
Ker /' -+ E' ~ M ~ O casi se divide. Sirnilannente, si M ea ineacindible y 
no inyectivo entonces Coker f es inescindible y la sucesión O --. M --. E __. 
Coker f --. O casi se divide. 
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Las fórmulas de Auslander-Reiten ee enuncian en.el siguiente teorema. 

Teorema 3. Seo E. un espectroide localmente acotado. Entonces paro cada 
X, Y E modE. tenernos isomorfismos 

Ext~(X, Y}_::_.. O Home(Y, TcX}--=:.+ O Home(-rC-Y,X} 

en donde Hoiñe(U, V} (resp. Hom.(U, V}) es el espacio Home(U, V} módulo 
los rnorfismos que se factorizan a trovés de un E.-rnódulo proyectivo (resp. 
inyectivo). 

1.6. El carcaj de Auslander-Reiten. Sea E. un espectroide localmente 
acotado. Para representar a indE. dibujamos el carcaj de Auslander
Relten re de E. cuyos puntos son los puntos de indE. y las ftechas {fi. ... ' f n} 
de M a N son mortismos irreducibles f& : M -+ N tales que 7r : radc (M, N} -+ 
rade(M, N)/ rad~ (M, N} induce una base (7r(f1), ... 7r(fn}) del espacio vec
torial radc(M, N)/ rad~(M, N). La acción de -r, ee acostumbra visualizar por 
lineas punteadas rectas. 

Por ejemplo sea E. el espectroide dado en la figura 1.3 por un carcaj con 
relaciones. 

Figura 1.3 

Entonces el carcaj de Auslander-Reiten re de E. es dibujado en la figura 1.4. 

Figura 1.4 

Las propiedades del carcaj de Auslander-Reiten que se obtienen como con
secuencia de los teoremas 1 y 2 se pueden axioma.tizar. Un carcaj de 
traslación es un triple (~,!Po, r) con .6. un carcaj, !Po un subconjunto de 
~º y una inmersión T : !Po -+ ~º tales que se satisfacen las siguientes p1·0-

piedades. 

(a) A no contiene lazos. 
(b} Para cada x E Po existe una biyección u : {a E Ai 1 ha = x} -+ {.6 E 

A1 1 t,6 = -rx} tal que h(ua) =to. 

El lllapeo u se llama polarlaaclón. Una sección E de un carcaj de tras
lación r es un subcarcaj tal que E 0 es un conjunto de representantes de las 
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T•Órbitas de ro y :E1 es un coltjunto de representantes de las a-órbitas de 
1'1 • En la figura 1.4 hemos indicado loe puntos de una aec:ción con circulitos. 

Sea e un espectroide locabnente acotado. Los morfismos en indE. que pertene
cen al radical infinito rad'i:" no son visibles en el carcaj de Auslander-Reiten 
re por lo que re puede tener muchas componentes conexas aunque baya 
morfismos no ceros entre ellos. Un subespectroide pleno de indE. dado por una 
componente conexa de re se llama también·componente conexa de indE.. 
Una componente conexa de indE. se llama-table si no contine ni proyectivos 
ni inyectivos. Sea r una componente conexa del carcaj de Auslander-Reiten 
re y e la componete conexa correspondiente de indE.. Consideramos el ideal 
de mallas 1 en la categoría kr que es generado por los elementos .,.., = 
E.,,,

11
_.r a(a)a por todos los x E :Po. El cociente k(r) = kr / 1 se llama 

categorfa de mallas. Si k(r) es isomorfa. a e entonces e se llama eatllndar 
en cuyo caso todos los morfismos en esta componente se pueden leer en el 
carcaj r. 
Un E-módulo inescindible se llama dirigido si no está en un ciclo en indE.. 
Una componente e de indE. es dirigida si cada punto de e es dirigido. Una 
componente e de indE. se llama postproyectiva (resp. preinyectiva) si es 
dirigido, sólo hay un número finito de 'Te-órbitas y ca.da de ellas contiene un 
e-módulo proyectivo (resp. inyectivo). 

Una componente 'J" de indE. se llama tubo si cada M E 'J es 'Te-periódico 
con período n (llamado el rango de 'J") y la gráfica. subyacente de cualquier 
sección es A.o.o, véase figura 1.5. 

Áoo : ·-·-·-·-·-·-·-·-·-·----

Figura 1.5 

En la figura 1.6 mostramos el carcaj de Auslander-Reiten de un tubo de 
rango 4 (hay que identificar las líneas verticales). 

Figura 1.6 

Un tubo se llama homogéneo si su rango es uno. En un tubo 'J cada 
inescindible tiene una cadena maximal de submódulos en 'J tal que los 
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factoreiJ pertenecen a :r ta.mbién y esa cadena es única. Por ello definimos 
la longitud en una componente e de inde (reep. la colongltud en e) de 
un inescindible en e como la longitud de la cadena maximal de submódulos 
(reep. de cocientes) con factores en e. 

1.7. Módulos de tilteo. Tomaremos la presentación de (23] para dar un 
breve repaso de la teoría de tilteo. Sea e un espectroide finito con n puntos 
y T un subespectroide pleno de inde. Si T satisface las tres condiciones 

(Tl) Ext}:(X, Y) = O para cada X, Y E T. 
(T2) ExtH?,X) =O para. cada X E T. 
(T3) El número de puntos de ?f es n. 

entonces T se llama -pectrolde de cotilteo y el módulo T = EDze:r X se 
llama módulo de cotilteo. Si T sólo satisface las condiciones {Tl) y {T2) 
entonces T se llama espectroide de cotilteo parcial. 

Lema. Sea e un espectroide finito. Para cada eapectroide de cotilteo parcial 
!J" de indE. exi11te un espectroide ~ de cotilteo que contiene !F. En particular, 
!J" no tiene más puntos que e. . 

Si un subespectroide pleno T de inde satisface {Tl), {T3) y 

{T2)' ExtHX, ?) =O para cada X ET, 

entonces !1" se IJama espectroide de tilteo y T módulo de tilteo. 

Proposición 1. Un espectroide 3"' finito con n puntos es cotilteado si y sólo 
si existe una componente conexa y dirigida e de ind:.T que adrnite una sección. 

La siguiente proposición muestra como se relacionan los espcctroidcs inde y 
indEnde{T) si T es un e·módulo de cotilteo. Sea e un espectroidc finito y 
T un e-módulo de cotilteo. Sea T = Ende{T). Cada X E e 1108 provee un 
T-módulo S., : Y i-+ Y(x). El espectroide e es isomorfo al •mbespectroide 
pleno de ind:T dado por {S., 1 X E e}. Denotamos s = E9.,ee S.,. 

Proposición 2. Los Juntares de los siguientes diagramas definen anti-equi
valencias casi-inversos. 

mode 2 Ker Ext~ (?, T) 

modé: 2 Ker Home(?, T) 

Home(?,T) 

Hom,,.(?,S) 
Ker Ext/;-{?, S) ~ mod~ 

ExtH?,T) 
---------- Ker Hom,,.(?, S) ~ modT 

Ext}(?,S) 
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Calculamos un ejemplo para ilustrar esta proposición. Sea e dado por el 
carcaj con relaciones de la figura. 1. 7 . . , _____ /· 

./···········:····· .. ~. 
Figura 1.7 

La figura 1.8 muestra el carcaj de Auslander-Reiten de e en el cual hemos 
indicado con ' T ' un subespectroide :r de tilteo. Sea T = E9 x E!T X. Los 
puntos marcados con un círculo pertenecen a Ker Ext~ (?, T} mientras los 
puntos marcados con un cuadrado pertenecen a KerHomc(?,T). 

/º"-... /<!)'-..... 
O ·····O ···O · O·· <!> · ·•- ·· •··· • • 
"-.../"-.../"-.../"-.../"-.../"-.../"-.../"-.../ 
0_,.,9"-º/9"º/º"º/C!J~¡;;/'!'"'iio/!'!'""'/•"•/•,,.,... 

O · ·O····· O ·····<!> ·· ·• · •······• 
"-.../"-.../"-.../"-.../"-.../"-.../ o o • • . • • 

"-.../"-.../"-.../'-...../'-...../ o <!) • <!) • 
Figura 1.8 

En la figura 1.9 hemos dibujado el carcaj de Auslander-Reiten de :r = 
Endc(T) y con • s' hemos indicado Jos sumandos directos e inescindibles 
del módulo S definido anteriormente. Los puntos marcados con un circulo 
pertenecen a Ker Ext}(?, S) mientras los puntos marcados con un cuadrado 
pertenecen a Ker Hom!T(?, S). 

o . • ········· • o o • • . • • 
'-...o/' '-.,.o/"..../ ">o/'-....../.''-....../'-....../"-..../"-.... 

"-.../"-.../"-../"-../"-../"-../"-.../"-.../"-... 
0?º""º?

0

~07~" -7~<:::::...~?~<:::::...·?~<:::::...~?·"'·7!'!'"•/· o .......... o .......... o ..... ····· •..........• ··········· • ........... • .. . .. • . .....• 
/"-.../"-.../"-../"-.../"-../"-../"-.../"-.../"-... o . o o······ • • • • . • . • • 

"-..o/"-..../.'-..../.' "-../.'"-.o/"..../.'"-..../ 
Figura 1.9 

Para módulos de tilteo las relaciones son equivalencias y los funtores corres
pondientes a la proposición 2 son un poco diferentes. 
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2. CATEGORÍAS DERIVADAS 

En loa primeraa secciones se define la categoña derivada D"(e) de un espectroide 
finito e. Paro una discusión máa general 11 máa abslracta recomendamos el libro 
de R. Harúhome [28]. Se calcula un ejemplo concreto a partir de la definición 11 
deapuéa ae conaidera el ca.so importante en donde e e• laereditarlo, véaae el libro de 
D. Happel [25]. Concluimoa el cap(tulo con un .....Wtado nuevo que se obtuvo en 
trobjo conjunto con H. Lenzing, [8]. 

2.1. Complejos acotados. Sea e un espectroide finito. Un complejo 
diferencial C en mode es una fauúlia (C',d'c)1ez de e-módulos C' y mor
fismos d'0 : C'-+ c<+l tales que d'éf 1ct'0 =O para cada i E Z. Un mortismo 
de complejos diferenciales J : C -+ Des una familia (J');ez de morfismos 
f': C' -+ D' tales que Ji+lct'c = d'0 f' para cada i E Z, es decir, tales que 
todos los cuadrados en el siguiente diagrama conDlutan. 

. ¿-1 . ~ . rl-=--,1-=:-l-··· 
···-- Di-1 -;r,=r- n•-----::;;-- Di+l---·· 

D u.o 
Figura 2.t 

Decimos que J : C -+ Des homotópico a cero si existe una familia. (h')iez 
de morfismos h;: C'-+ n•- 1 tales que J' = d',) 1 h'+h'+ 1 <f'0 para cada. i E Z 
(ver la siguiente figura). 

,.~r~,1 ??.r-··-
···- v•-1 -:ñ="i- n•-......---- v•+t---·· 

d'o d'o 
Figura 2.2 

Más generalmente, dos morfismos f, g : C -+ D son homotópicos si f - g es 
homotópico a cero. Un complejo diferencial X se llama. acotado si X' ~ O 
sólo para. un número finito de indices i E z. 
Sea. C(e) la. categoría. de complejos diferenciales en mode y Cb(e) la subcate
goría plena de C(e) dada por los complejos diferenciales acotados. Definimos 
K(e) como la categoría que tiene por objetos los complejos diferenciales en 
mode y cuyos espacios de morfismos son las clases de morfismos bomotópicos. 
Denotamos por Kb(e) la. subcategoría plena de K(e) dada por los complejos 
diferenciales acotados. 
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2.2. Localisación en caai-iaomorftsmoa. Sea C e Kb(e) e i un entero. 
El i-úlmo módulo de cobomologfa de Ces Hi(C) = Ker~,j" 1 

/ lm .ti0 . Un 
JDorfismo f : C --. D en Kb(e) induce JDOrfisJDos Hi(f) : Hi(C) --. Hi(D) 
para cada i e Z. Si Hi(f) es un isoJDorfismo para cada i e Z, entonces fes 
un casl-isomorftamo. 

Definimos :Je como la categoría cuyos objetos son pares (X, s), donde X E 
Kb(e) y ses un casi-isoJDorfismo s: X--. C y cuyos morfismos /:(X, s)--. 
(X', s') son dados por morfisJDOS J : X --. X' en Kb(e) tales que s' f = s, es 
decir, que el siguiente diagrama conmuta. 

x__L__x, 
~ /s• 

e 
Figura 2.3 

Definimos la categoría derivada D 6(e) de mode como la categoría que tiene 
por objetos los complejos diferenciales acotados y espacios de morfismos 

Homo•cc¡(C,D) = !m, HomK•(1:¡(X,D). 
(X.•)E:Jc 

Un morfismo f: e ..... Den Db(e) se representa por un triple.(s,X,<p) co1no 
se indica en la figura. 2.4 a. la izquierda. 

X 

y~ 
C D 

Figura 2.4 

Otro representante (s', X', ip') define el mismo morfismo f si y sólo si existe 
un Y e Kb(e), y existen casi-isomorfismos t,,P,1/J' como indica la figura 2.4 
a. la derecha tales que s'l/J = t = s'..P' y tp1/J = tp11/J'. 
Para definir la composición de dos morfismos en Db(e) ha.Y que trabajar 
más. Para esto sean (s, X, <p) y (t, Y, 1/J) representantes de dos morfismos, 
f : C --. D y g : D --. E respectivamente. Definimos un complejo Z por 
zi =D;-1 e Xi e y; Y 

. [~º1 d'z = o . o 
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Se verifica fácilmente que d'z+1<f'z = O para cada .¡ e Z y que Z es acotado. 
Sea t : Z -+ X (resp. ;¡; : Z -+ Y) el morfismo en K"(e) dado por 
ti = [o Ilx• O) (resp. ;¡;' = [O O Ily<]). Para verificar que el siguiente 
diagrama 

z 
y~ 

X y 

y~y~ 
G D E 

Figura 3.5 

conmuta en K"(e) observamos que la familia de morfismos h; : zi -+ ni-1 
definida por hi = (-l)i·[Ilo•-1 O O) satisface (típ- cpt)i = d'.i)1hi + hi+1 ct'E 
para cada i E Z. 

Verifica.Dlos ahora que tes un casi-isomorfismo. Sea :z; E Kerfiix- Entonces 
cpi(x) E Kerdh y como tes un casi-isomorfismo, existen y E Kerct'y y d E 
D'-1 tal que t'(y) - cp'(x) = d'0 1(d). Entonces ((-l)'d,x,y) E Kerd'z y 
t'(d,x,y) = x lo que demuestra que t' es suprayectivo para cada i E Z. 

Sea (d,x,y) E Kerd'z tal que t'(d,x,y) =X E lmd';¡1. Sea x' E n•-1 tal que 
d'¡¡ 1(x') = x. El hecho de que (d,x,y) E Kerd'z implica que 

(1) t'(y) = cp'(x) -d'0 1(d) = d'.i) 1 (cp'- 1(x') -d) 

y por lo tanto existe y' E yi-l tal que d'y- 1(y') = y, ya que t es un casi
isornorfismo. Como t•- 1 (y') = cpi-l - d (por la ecuación (1)) obtenemos 
ctiE 1 (0,x',y') = {d,x,y) y tes un casi-isomorfismo. 

Definimos la composición gf : C -+ E por el representante (st. Z, ..p~. La 
verificación de la independencia de la selección de representantes así como 
de los axiomas de asociatividad y de la existencia de unidades lo dejamos al 
lector interesado. 

Definimos el funtor Il : K"(e) -+ Db(e) en objetos C por Il(C) = C y en 
rnorfisrnos f: C-+ D por Il(/) = (Ilc,C,/). 

·Ahora es fácil ver que Il satisface las siguientes propiedades. 

(i) II(s) es un isomorfismo para cada casi-isomorfismo s. 
(ii) Cada funtor \11: Kb(e) -+A, donde \ll(s) es un isomorfismo para todo 

casi-isomorfismos, se factoriza de manera única a través de n. 

2.3. Un ejemplo. Sea e el espectroide hereditario cuyo carcaj es dado en 
la figura 2.6 a la izquierda. A la derecha en la misma. figura está el carcaj 
de Ausla.nder-Reiten de e. 
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e: ./· 

./ 

inde: e 
/ .......... 

B ·············E 
/ .......... / .......... 

A··· ··D ··········F 

Figura 2.8 

Para tener una breve notación de los complejos en mode sólo denota.DlOS los 
módulos y no los diferenciales, por ejelllplo 7:!.E denota el complejo que tiene 
en grado cero (las barras indican el grado cero) al módulo D y en grado uno 
al módulo E. Como sólo consideramos complejos que son inescindibles en 
cr.(e) esos datos determinan un complejo basta isomorfía. Al complejo 

B ----o-o-A-e-E-o----
t8rado o e 

Figura 2.7 

se denotará. por l!A~E. Calculando todos los complejos inescindibles en 
cr.(e) y los modismos entre ellos, obtenemos un espectroide de cr.(e) (ver 
tabla 2.1). 

Observese que la identidad de un complejo X X es homotópico a cero. Por 
lo tanto, esos complejos son isomorfos al objeto cero en la categoría Kb(e). 
En la tabla 2.2, que muestra un espcctroide de Kb(e), son marcados los casi
isomorfismos con una doble ftecha. Los complejos en círculos son complejos 
exactos y por lo tanto isomorfus al complejo cero en Db(e). El complejo Jl.E 
se escinde en Db(E)~ ya. que existe un casi-isomorfismo 11..C e :d: _.. J:i.E. 

Por lo tanto obtenen1os un espectroide de Db(E) que se Uluestra. en la figura 
2.8. 

.4Q DQ FQ 

\/\/~ 
BQ EQ 

\/\ / 
············ CQ ······· ··· Aoil ··· 

Figura 2.8 
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······ @F ············ ºª ·········· A " All,D ·QEF ..... llF ··············· Q ······· .. Aº . "'ABº""'""""""'' ... 

/ \/\/\/ \/\/ 
AA ... .. ··· ll.D ....... qFF AAll ·············· Dll ....... . 

Tabla 2.1: La categoría de C1(e). 
t? 



-~e- -- -~e- - ~ ········ AB ··········· B E OEF BC ··· ········ · CE ············· AB ········· ·B E ············ EF ··············· BC ··············· •" 

... /\,-· ..... i.\!~!\!~,.~ ..... l\!~\ji· 
"(;;J/' ,,-o··{;;f/' - / !2.M.!2.' /-o~' -
\f '\7 \1 V: '/\} \'f \J \E ... ~. 

7\1\l\l ~\/\1\/\7 
!iCF ;iC · ···· fi.D Afi.EF ·· · ·· !J.E ····· ······· QF · ········· · AQ ··············· B!J. ········· 

\/\/\/ \/\/\/ 
······@F·············!iC···· ll qF .......... Q Aq 

Tabla 2.2: La categoría K1{e) con los casi isomorfismos indicadas con doble flecha. 
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Observamos que encontramos como subespectroide pleno y convexo a inde 
en D 6e. Eso se debe al hecho de que e es hereditario, véase {2.6). Pero más 
importante es que podamos definir una traslación parecida a la traslación de 
Auslander-Reiten en modE:, véase (2.4), lo que se debe a la dimensión global 
finita de e. 

No siempre es tan fácil calcular directamente la categoría derivada. Se 
pueden calcular ejemplos más avanzados utilizando un teorema de D. Happel 
[25] que dice que para un espectroide e de dimensión global finita la categoría 
D 6 (E:) es equivalente a la categoría estable de la categoría de módulos sobre 
el espectroide repetitivo de e {véase capítulo 3). 

2.4. Tr-illngulos. Primero observamos que tenemos un automorfismo T : 
K 6{E:) --. K 6 {E:) dado por la asignación TX = (x•+•,,P...t1 )aez para cada 
complejo X = (Xi,,Px)ieZ· Para cada morfismo f : D --. E en Kb(e) 
definimos su cono C¡ como el complejo que tiene en grado i el módulo 
w- 1 e n• y diferenciales 

[
,r.-1 

,Pe, = 'ti 

Con los morfisrnos canónicos O/ y w¡ obtenernos una sucesión 

C¡-~D-~1--E~TC¡ {l) 

Sea :r el conjunto de los sextuplos {C, D, E, a,/, w) en K 6 {e) con objetos 
C,D,E E Kb(e) y morfismos a: C--> D, f: D--. E y w: E--. TC tales 
que existe un isomorfismo <p C --. C¡ tal que ªl'P = a y (T<p)w = w¡, 
véase figura 2.9. 

I 
Figura 2.9 

Los elementos de T se llaman t;rillngulos. Un morfismo de triángulos, o más 
general de sextuplos, t = (c,d,e): (C,D,E,a,f,w)--> (C',D',E',a',f',w') 
es un triple de morfismos e : C -+ C', d : D -+ D', e : E -> E' tales que el 
siguiente diagrama conmuta. 
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O' --.. "CT--D'--f.,,.--E' ---¡;;r- TO' 

Figura 2.10 

Vamos a verificar una serie de condiciones que satisface T. Para cada D e 
Kb{e) el complejo On 0 es homotópico al complejo cero. Por lo tanto :r 
satisface 

(Tl) Cada sextuplo isomorfo a un triángulo es un triángulo. Para cada 
morfismo d : D -+ E en Kb(e) existe un triángulo que contiene a 
d de Ja forma (0,D,E,c,d,e). Para cada D E Kb{e), el sextuplo 
{O, D, D, O, llo, O) es un triángulo. 

Sea f: D--> E un monismo en K•(e). El complejo O..,f es isomorfo (aún en 
c•(e) ) a la suma directa De F, donde Fes el complejo que tiene en grado 
i el módulo E;-l E!l E; y como diferencial 

- r.r-1 d'p = ~ 

y este último complejo es homotópico a cero en Kb(e). Por lo tanto T 
satisface 

(T2) Un sextuplo (0,D,E,c,d,e) es un triángulo si y sólo si el sextuplo 
(D, E, TO, d, e, -Te) es un triángulo. 

Fácilmente se checa 

(T3) Sean (0,D,E,a,<p,w) y (C',D',E',ol,cp',w') dos triángulos y d : 
D --.+- D', e : E --t E' dos morfismos tales que c.p'd = ecp. Entonces 
existe un rnorfismo e : C -+ C' tal que (e, d, e) es un morfismo de 
triángulos. 

para trángulos de la forma (1). Por (TI), se sigue que :r satisface (T3) en 
general. La verificación de la propiedad (T4) se demuestra con argumentos 
similares y un poco de paciencia.. 

(T4) Sean (O,D,E',o,<p,<p'), (D,E,C',{3,.,P,,P') y (O,E,D',/3a,x,x') tri
ángulos. Entonces existen morfismos f : E' _,,. D' y g : D' -.. C' tales 
que (E', D', O', f,g, ..P'T<p) es un triángulo y {<p,')(, llc•), (lle, /3,f) son 
morfismos de triángulos. Es decir el siguiente diagrruna conmuta y 



su tercer fila es un triángulo. 

e He e 

l• • r "' O' <' TD 

l'P' lx lllc• lT,., 
E' D' 9 C' (T'P'),¡I TE' 

l""' lx' l~' 
TC~TC~TD 
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Una categoría triangulada es un triple (.A, T, "3") doude A es una categoría 
aditiva, T un autornorfismo de A y T un conjunto de sextuplos tales que 
(Tl), (T2), (T3) y (T4) se cumplen. Así que hemos demostrado la siguiente 

Proposición. Sea e un espectroide finito. Entonces (Kb(e), T, 'J") es una 
categoría triangulada. 

Sean (A, T, 'T) y (.A', T'. T') dos categorías trianguladas. Un funtor F : A -+ 
A' es triangulado si FT = T' F y para cada trhí.ngulo t = (C, D, E, a, <.p, w) 
de A, el scxtuplo Ft = (FC, F D, FE, Fnt, F'P', Fw) es un triángulo en A'. 

Sen T el aut.01norfismo de Db(t:.) inducido por T. Sea T el coujuuto de 
scxtnplos .... = (X,}', Z, x, 7J, z) en Dh(t:) tales que existe un triángulo t = 
(C, D, E, e, d, e) cu Kb(e) tal que .... es ison1orfo a Tit. 

Teorema .. Sea e un e ... pcctroidc finito. E11.tonce.'i (Db(t:), T, ;y) e.'i 1l1Ul cate
goría triangulada y n un fuutor triangulado. 

Denio~<1tración. Corno :Y es cerrado bajo iso1norfía~ es suficiente clen1ostra.r 
(Tl), (T2), (T3) y (T4) para scxtuplos en T de la forma Ilt, donde t es 
un triángulo en Kb(t:). Las propiedades (Tl), (T2) y (T4) no presentan 
ninguna dificultad. Para. (T3) observarnos pritncro c¡ur. T satisface tamhii'~n 

(T3') Sean (C,D.E.<>,,.,,w) y (C',D',E'.n',,.,',w') dos triángulos y d : 
D --+ D', e : E -+ E' dos ca.si-isomorfis111os tales que ip'd = eip. 
Entonces existe un ca.si-isomorfisrno e : C --+ C' tal que (e, el, e) es un 
1norfis1no <le t.ri1i11gulos. 

Sean ahora (C,D,E,c,d,e) y (C',D',E',c',d',e) dos triángulos en Kb(e) y 
f: IlD--> IlD', g: IlE--> IlE' dos morfismos en Dº(e). Sea (s, X, 'P') (resp. 
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(t, Y,,P)) un representante de f (resp. de g). La composición de f con Ild' 
es representada por (s,X,Ild'r,p) y la composición de nd con g por (u, Z,'ljJf;) 
donde { : Z -+ Y es un mortismo tal que du = t{, compare figura 2.11. 
Como las dos composiciones definen el mismo morfisrno en Db(e), existen 
un complejo Z' y casi-isomorfismos s' : Z' -+ Z y u' : Z' -+ X tales que 
su'= us' y d'ipu' = ,Pt;s'. 

Figura 2.11 

Observe que (su', Z', r,pu') define al mortisrno f. Por (T3'), existe un casi
isomorfismo r : C<•' -+ C tal que (r, su', t) es un morfismo de triángulos. Por 
(T3), existe un morfismo p: C(•'-+ C' tal que (p,ipu',,P) es un Jnorfismo de 
triángulos. Por lo tanto, (r, C(•'•P) representa a un morfismo h: ne-+ ne• 
tal que (h,f,g) es un morfisJno de sextuplos en Ob(e). O 

Decimos que dos categorías trianguladas "1J y "D' son triangular1Dente 
equivalente .. si existen funtores triangulados <P : 'D -+ 'D' y 'ljJ : 'D' -+ 'D 
que son equivalencias casi-inversos. 

2.5. Triángulos de Auslander-Reiten. Sea (.A, T, 'J'") una categoría trian
gulada. Un triángulo (C,D,E,c,d,e) en Db(.A) se llama triángulo de 
Aualander-Reiten si satisface las siguientes condiciones. 

(ARl) C y E son inescindibles. 
(AR2) e~ O. 
(AR3) Si f : Z' -+ Z no es una retracción, entonces f se factoriza sobre d. 

Para propiedades de triángulos de Auslander-Reiten referimos al libro de D. 
Happel [25], así como para la demostración del siguiente teorema. 

Teorema. Sea e un espectroide finito de dimensión global finita. Entonces 
la categoría derivada o•(e) tiene triángulos de Auslander-Reiten. 

Una categoría derivada tiene triángulos de Auslander-Reiten si para cada 
objeto X existen triángulos de Auslander-Reiten de Ja forma (X, Y, Z, t, y, z) 
y (V, W, X, v, w, u). 

Una propiedad importante es Ja siguiente. Cada triángulo de Auslander y 
Reiten (X, Y, Z, t, y, z) está determinado por Z hasta isomorfía. En par
ticular, X está. determinado hasta isoinorfia. Si denotaIDos con TZ un 
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representantefijoobtenemosaBíunautomorfismo-r: D"(e) __. Db(e) llamado 
t:raalación de Aualander-R.eit:en. 

2.6. El caso hereditario. Sea e un espectroide finito y dirigido. Para cada 
e-módulo M y cada entero i, denotauios por M[i] al objeto en Db(e) que 
tiene en todos los grados al módulo cero excepto en grado -i, en donde 
está el módulo M. Corno TM[i] = M[i + l] escribirnos también ?[l] en vez 
de T. El siguiente lema es importante porque describe todos los objetos 
inescindibles de Db(e) si e es hereditario. 

Lema. [25] Sea e un espectroide finito y hereditario. Para cada objeto 
inescindible G E Db(e) existe un e-módulo inescindible M y un entero i 
tales que C es isomorfo a M(i]. 

Demostración. Primero demostraremos que para cada complejo GE Kb(e) 
existe un complejo P(C) E Kb(e) cuyos módulos son proyectivos en cada 
grado y un casi-isomorfismo e : P(C) __. C. 

Sean E Z tal que en ~ O pero cm = O para cada 111 > n. Sea en : pn __. en 
una cubierta proyectiva de en, d'p = O y inctn : K" = Ker4 --¡., pn la 
inclusión canónica. Denota con D"- 1 el producto de fibras de ~-l y é" incl"; 
como conjunto tenernos 

Dn-l = {(c,p) E cn-l x Ker4 J <iC-l (e) = en(p)}. 

Sea 7r : pn-t -+ Dn-l una cubierta proyectiva de Dn-l y En-l : pn-l -Jo 

cn-t la composición de 7r con la proyección pr¡ : Dn-t ~ cn- 1 • Además 
sea ,rp-1 : pn-t -+ P" la composición incln pr2rr de -rr con la proyección 
pr2: Dn-l __. Kn y la inclusión incln, ver figura 2.12. 

P(C) 

Figura 2.12 

Si seguimos así obtenernos un complejo P(C) = (P', d'p );ez que es acotado, 
ya que e es de dimensión global finita, y un morfismo e = (e')•ez : P(G) -
C. Sin dificultad se verifica que e es un casi-isomorfisn10. 

Sea ahora P un complejo acotado inescindible cuyos módulos son proyec
tivos en todos los grados y sean E Z tal que pn ~ O pero P"' = O para 
cada 772 > n. Corno !K es herditario., Q = lm crp- 1 es un !}(-1nódulo proyec
tivo. Si Q =O entonces Pes isomorfo al complejo pn[-n] y terminauios. 
Supongauios entonces que Q #O. El morfismo inducido (dp-1 ),: pn-l - Q 
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es suprayectivo y por lo tanto una retracción. Sea u : Q - pn la sección 
correspondiente. Se verifica fácilmente que el morfismo definido en la figura 
2.13 es un isomorfismo . 

.r¡.-• ~-2 

···-pn-3 pn-2 p 
Keé~-1 

l ·--· !·--· Q pn o 

l e~·J lu- l 
... -pn.-3 

.r¡.-• 
pn-2 

,r.c-2 
pn-1 

,r.-1 
pn o 

p /> 

Figura 2.13 

Como P es un complejo inescindible y Q # O, tenemos que P es isomorfo al 
complejo 

···-O -----o ----- Q ----=--- pn ----- O 

que es isomorfo al complejo Cokert[-n). o 

En [25), D. Happel también calcula los triángulos de Auslander-Reiten en 
Db(::H:) donde !J{ es un espectroide hereditario. Con esto le es posible demos
trar el siguiente resultado. 

Sea r el carcaj de Auslander-Reiten de un espectroide hereditario :JC y sea r, 
una copia de r para cada i E z. Denota con i' el carcaj que se obtiene de la 
unión ajena llieZ rt añadiendo una flecha del inyectivo lb en rs al proyectivo 
Pa en ri+l para cada flecha b-+ a en el carcaj de :X. 

Teorema. El carcaj de Db (::H:) es isomorfo a i'. 

2.7. Complejos de tilteo. Sea e un espectroide finito y de dimensión 
global finita. Un cornplejo de tilteo en Db(e) es un complejo diferencial 
T que satisface Horno•( e) (T, T[n]) = O, para cada n ~ O, y que además 
genera a Db(e), es decir, la subcategoría plena, triangulada y cerrada bajo 
isomorfismos más pequeña de Db(e) que contiene a Tes Db(e) misma. 

El siguiente teorema que enunciamos sin demostración se debe a J. Rickard 
[41]. 

Teorema. [41] Sean e y ~ dos espectroides finitos. Entonces existe una 
equivalencia triangulada <p : Db(e) - Db(~) si y sólo si eriste un complejo 
de tilteo T en Db(~) tal que End(T) es isomorfo a e. 

Si dos espectroides finitos cumplen las dos condiciones equivalentes de este 
teorema se llaman derivadarnente equivalentes. 
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El caso donde T es isomorfa al espectroide de endomorfismos de un módulo 
de tilteo sobre un espectroide finito e de dimensión global· finita es un caso 
especial, ya que se verifica fácilmente que T[OJ es un complejo de tilteo. 

2.8. Extendiendo equi"8lenciaa derivadaa. En esta sección se demos
trará un teorema importante que facilitará las argumentaciones de los resul
tados principales de los capítulos 6 y 8. 

Teorema. Sean e1 y e 2 dos espectroides finitos y cp : D 6 (e1} -+ Db(e2 } 

una equivalencia triangulada. Sean M1 y M2 dos módulos sobre e 1 y e2 
respectivamente tales que cp(M1[0)) = M2[0J. Entonces cp se e:z:tiende a una 
equivalencia triangulada v;: D 6 (e1 [M¡J} -+ D 6 (e2 [M2 J). 

Antes de empezar con Ja demostración hacemos unas notas. 

Notas. Sea e un espectroide finito y M un e-módulo. Denotamos e= e(MJ, 
'.D = D 6 (e} y 'D = D 6 (e}. 

(1) La subcategoría plena de '.D dada por los objetos X tales que 

Hom:v(e[OJ, X[n]) =O, '<fn ~O 
es la imagen de Ja inmersión canónica mode ..._. '.D, N .--¡. N[OJ. 

(2) Sea M el e-módulo proyectivo inescindible cuyo radical es M. La 
subcategoria plena M(OJ.1. de 'D, de todos Jos objetos X tales que 

Hom,,(M(OJ, X(n]) =O, '<fn E Z 

es Ja imagen de la inmersión canónica incl: 2:>-... 25', cX i-+z-X. 

(3) Los funtores Hom:v(?, M[O)) y Hom(incl(?}, M(OJ) : '.D -+ modk son iso
morfos. 

(4) De (2.7) se sigue que e[O) genera a D 6 (e). 

Sólo la tercer nota requiere un argumento. Sea X e '.D. Cada morfismo 
f : incl(X} -+ kf[O] en 'D está dado por un morfismo de e-módulos /º : 
Xº -)> M. Como Xº es un módulo sobre e, tenemos que fº se factoriza 
sobre la inclusión L : Af ~ M. Por Jo tanto, f se factoriza sobre el morfismo 
t(OJ : M(O) -+ M(O), ver figura 2.14. En otras palabras, Homv(X, •(O)) es 
suprayectivo. La inyectividad es evidente. 

X ···-x-1 Xº X 1 -··· 

fj"\[O[ \.~ ~-i~O 
Áo1 / /. / 

M(OJ ···- O M O -··· 

Figura 2.14 
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Dernoatraci6n del teorema. Para i = 1, 2 denot&DJos Ea = Ea[M1] y M, el 
e,-01ódulo proyectivo inescindible cuyo radical es M, y 'D; = Db(t:;), resp. 
'15; = Db(E;}. 

Va01os a demostrar que 

T = <¡>(E[O]} EB M2[0] 

es un complejo de tilteo en '152 con End(T) -=-. e,. El resultado se sigue 
entonces de (2.7). 

Hom:¡;
2
(M2[0],M2[n]} =O para cada n #O, por nota {1}. 

Hom:¡;
2 
(T0 , To[n]} = Hom:¡;, (t:[O], e[n]} = O para cada n -# O, donde T 0 

<¡>(E[O)}, por nota {1}. 

Como To pertenece a '1>2, 

Hom:¡;
2
(T0 , M2[n]) =Hom:¡;

2
(T0 [-n], M2[0]) 

~Hom.,,2 (To[-n], :M'2[0]) 

=Hom.,,2 {T0 , M2[n]) 

=Hom.,,, (e[O], M[n]) 

~o Vn-#0 

Finalmente Hom:¡;
2
(M2,T0 [n]) =O vale para. cada n E Z, por nota (2). Eso 

demuestra que Hom:¡;
2
(T, T[n]} =O para cada n-# O. 

Sea e la subcategoría plena y triangulada más pequeña que contiene a To y 
M2· Entonces e contitme a <P("D1} = "D2, en particular a e2 y a M2 y por 
lo tanto a €:"2. Eso demuestra que T genera a ~2, y con eso que T es un 
complejo de tilteo en 'D2. 

Por la equivalencia <P tenernos que End(T0 } es isomorfo a e~P. Por lo de
mostrado anteriormente tenemos Hom:¡;

2
(M2[0J, To) = O. Como M2 es el 

proyectivo que corresponde a una fuente tenemos Hom:¡;
2
(M2[0], M2[0]} -=-. 

k. Finalmente 
(3) 

Hom'i)
2
(To, M2[0]} -=-.Hom'.D2 (To, M2[0]} .., 

...::::..+Hom.,,, (e, [O], M1 [O]} 
(1) 

...::::..+Home, (ei. M 1 ) 

con lo que queda demostrado End(T)-=-. e,. o 
Corolario. Sea :J< un espectroide hereditario finito y A derivadamente equi
valente a :K. Para cada A-módulo M eziste un :Je-módulo N tal que A[M] 
y :K[N] son derivadamente equivalentes. 
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Demostración. Sea <p: Ob(A) -+ Db(!J!) una equivalencia triangulada. Por 
(2.6), existe un !K-módulo N e i E Z tales que ip(M[O]) ....::::..+ N[i] y lo 
enunciado se sigue por el teorema anterior usando la equivalencvia T-i<.p. O 
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3. EL ESPECTROIDE REPETITIVO 

En este capítulo se introduce el espectroide repetitivo E de un ~pectroide finito 
11 la técnica de aplicar rejlezionea. La.a doa coaaa eatán (ntimamente relacionados 
como afiNna el teorema de Hughes JI Wa.schbü.tch que se demueatru aquí ligeramente 
diatinto que en el texto original (30]. Aparte de .ser cubierta..t de eapectroides autoin
yectivos. véase por ejemplo (43] 7 los espectroides repetitivos tienen su importanc;a 
por un teorema de D. Happel que dice que la categoría eatable I!l2dÉ° de mode y 
Dl>(e) son triangularmente equivalentes si e tiene dimenai6n global finita. Para 
una demostración de e.ste teorema referimos a (25]. El cap(tulo termina con unas 
conaideracionea generales aobre laa categoriaa modE JI !!lSlSl.E. 

3.1. Definición. Sea e un espectroide finito. Definimos el espectroide 
repetitivo e de e como el espectroide cuyos objetos son Obe = Obe X z (que 
denotaremos con s[i] en vez de (s,i)) y espacios de morfismos e(r[i],s[i]) = 
e(r, s) X {i}, e(r(i), s(i - l]) = 0 e(s, r) X {i} y e(r(i), s(i]) = 0 si i #< j,j +l. 
La composición en e es dada por las evaluaciónes: para e• E e(r(i + 1), s[i]), 
f E e(s[i],t[i]) yg• E e(t(i),u(i-1]) tenemos/eº= e"(/·?) yg•J = gº(?·f). 

3.2. El primer ejemplo. Sea e el espectroide con un puntos y un álgebra 
trivial de endomorfismos. Entonces el espectroide repetitivo e de c. es: 

s[-5] s[-3] sf-1] s[I] sf3] s[5] s[7] 

·:·•"-:;/'."~/'.~;</·""./'.""~/-:~~7:~~/'.""-<. 
sf-6] s[-4] sf-2] s[OJ s[2] s[4] sf6J 

Figura 3.l. 

Para calcular ejemplos más difíciles es útil presentar la técnica de reflexiones. 

En este ejemplo es obvio que e es autoinyectivo9 es decir los proyecti
vos coinciden con los inyectivos. En geueral, se puede verificar que los 
funtores De(?, s[i]) y e(s[i + l], ?) son isomorfos y por lo tanto, e siempre 
es autoinyectivo. 

3.3. Reflexiones. Sea e un espectroide localmente acotado y o una fuente 
en e. La extensión-pozo del espectroide e\ {ar} por rad P 0 se llanta reflexión 
de e en a y se denota con p¡;E.. El punto de extensión lo denotamos con 
o(-1]. 

En la figura 3.2 mostrarnos un ejemplo concreto de una reflexión. 

e: p¡;e: ·-i 
of-IJ·-·-· 

Figura 3.2 
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Dualmente, definimos para UD pozo w de e la reflexión p-;i; e de e en w 
como la extension-fuente de E.\ {w} por l..,/socl.., y al punto de extensión lo 
denotamos por w[l]. 

Observ&J11os que los espectroides P![-i]P;;; E., e y P:[iJP-;i; E. son isomorfos y que 
e, p-¡;_E. y p¡!E. tienen espectroides repetitivos isoIDorfos. Por eso podernos 
definir una relación de equivalencia E.' - E. si e• se puede obtener de e por 
medio de una sucesión de reflexiones (en fuentes y pozos). 

3.4. El teorema de D. Hughes y J. Wascbbüscb. Hemos visto que 
dos espectroides que son equivalentes por reflexiones definen espectroides 
repetitivos isomorfos. El teorema de D. Hughes y J. Waschbüsch [30] afirma 
que el converso también. es cierto bajo una ligera restricción. 

Sea e UD espectroide finito. Un subespectroide ~ de e es una sección si 
x[i],x(j] E ~ implica i = j. La sección es completa si para cada x E E. 
existe un i E Z tal que x[i] E ~-

Teorema. [30] Sean E. y ~ dos espectroides finitos y conexos. Si E. es 
dirigido, entonces las siguientes condiciones son equivalentes. 

(i) Los espectroides e y :f son isomorfos. 
(ii) ~ es equivalente a e bajo reflexiones. 

(iii) ~ es isomorfo a una sección plena, completa y conveza de e. 
Demostración. (ii)=>(i): Se sigue directamente de las definiciones. 

(i)=>(iii): Corno E. es dirigido, también e, :f y~ son dirigidos. Sea 4>: :f......:::... e 
un isomorfismo y c.p la composición de la inclusion t. : 9" ~ ~, x .......+ x[O] con 
4'. Corno ~ \ t.{9") se descompone en dos componentes conexas e infinitas, 
también e \ t.p{~) se desco1npone en dos con1ponentes conexas e infinitas e1 
Y e2. 
Si suponemos que existe un x E e tal que para cada i e Z, x[i] <¡! ip(~) 
entonces todos los x[i] pertenecen a la misma componente conexa, digamos 
a e 1 • Como <p(~) es finito, existe un número N tal que y[n] <¡! ip(T) y y[-n] <¡! 
ip(~) para cada n ~ N y cada y E E. Todos estos puntos están conectados 
por medio de {x[i] 1 i E Z}, así que e2 es finito - una contradicción. 

Eso demuestra, que para cada x E E. existe al menos un i E Z con x[i] E ip(T), 
en particular !:TI ;;::: !el. Cambiando los papeles de e y :r, obtenemos que ip(~) 
es una sección plena y completa. Como •(~) es convexo en :T, también <p(~) 
es convexo en e. 
(iii)=(ii): Sea ~ una sección plena, completa y convexa de e. Defina ~(il 
para cada i E Z como el subespectroide pleno de ~ dado por los puntos 
x[i] E :r. Sea m E N minimal tal que :r<ml -,é l2l. Si m > O eligimos w 
maximal en 9"(in). Entonces w es maximal en 9" y la reflexión p-;!9" está bien 
definida. 
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El espectroide T = p;f;:T es una sección plena y completa de e. Vamos a 
demostrar que Tes también convexo en e. Primero, 9"'\ {w[l]} es convexo en 
e, BSÍ que sólo falta deDlOstrar QUe para cada C&lll.ÍDO de DlOrfiSDlOS DO cero y 
no isomorfismos w[l] =Yo--> Yt --> · • ·--> Yn ET, se tiene y¡ ET para cada 
i =O, ... ,n. Como e(w[l],yi) 'i6 O obtenemos un camino Yt-> w--> yt(-1) 
y, como 9" es una sección completa y convexa en e, o bien Y1 o bien Y1(-l] 
pertenece a :T. Por la maximalidad de w en :T, obtenemos Yt e :T\ {w}. Otra 
vez por la convexidad de :T\ {w} en e concluimos que y¡ E :T\ {w} e T para 
cada i = 1, ... ., n. 

Así reflejamos sucesivamente todos los puntos x[rn] E :T, después todos los 
puntos x(m- 1) hasta llegar a un espectroide s con s«> = "' para cada i > o. 
El mismo proceso efectuamos también para las fuentes. Por fin obtenemos 
así una sucesión de reftexiones que transforma :T en un espectroide isomorfo 
ae. D 

Sea e un espectroide finito y dirigido y :T = P'i'n · · · P'i', e. Si y E e \ 
{x1, ... ,xn} decimos que la sucesión de reftexiones evita y. Si seguimos 
cuidadosamente la argumentación (iii)=>(ii) del teorema vemos que también 
demuestra el siguiente 

Corolario. Sea e un espectroide finito y dirigido y :T y S dos secciones 
plenas, conipletas y convexa.*l de 'l. Entonces ezist.e una sucesión de refle
xiones que evita a !T n 9 y que transforma !J' en S. 

3.5. ¿Para qué considerar el espectroide repetitivo? Considerarnos 
la categoría !.!!QQe que tiene los mismos objetos que modé" pero espacios de 
rnorfismos Hom(X, Y) = Hom¡;(X, Y)/::J(X, Y) donde::l(X, Y) es el subcspacio 
de morfisrnos que se factorizan a. través de un E-módulo inyectivo. Sea M un 
e-módulo de dimensión finita y Ll\f : M --> I(M) una cubierta inyectiva de Jl,f 
y "M : I(M) --+ T(M) = CokerLl\f la proyección canónica. Sea f: Jl,f--> N 
un rnorfisrno. Por Ja. propiedad universal de los módulos inyectivos existe un 
morfisrno I(f) : I(ll-f) --> I(N) tal que LNf = I(f)LM-

M Ll\f I(M)---2!.M-T(M) 

J l I(f) 1 T(f) l 
N LN I(N) --w-¡;¡--T(N) 

En particular existe un morfismo T(f) : T(M) --> T(N) tal que 7rNI(f) = 
T(f)7rM· Para cada morfismo t : T(M) --> T(N) tal que 7rNI(f) = t7rM 
tenemos que T(f) - t se factoriza a través de 1f"N· Así se demuestra que T 
induce un funtor (que también denotamos con T) mode--> mode. 
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Como e es autoinyectiva, el morfismo 11:M es una cubierta proyectiva de 
T(M) y LM isomorfo a Ker1TM- El argumento se puede voltear por lo que 
vemos que T es una autoequivalencia de .1!!2!!E. 

Antes de proceder calcul&1nos un ejemplo. Sea !T dado como en la figura 3.3 
a la izquierda. A la derecha en la znisJDa figura se muestra el espectroide 
repetitivo donde denot&lllos los puntos por x; en vez de z(i]. 

!T: :=¡: 
b 

_¿>>-. 
e a 

Figura 3.3 

En la tabla 3.1 (página 41) dibuj&1nos el espectroide ind!T, en donde escribi
mos sólo el soporte de los módulos. 

Regresamos a las consideraciones en general. Ahora es fácil calcular T. La 
figura 3.4 muestra el efecto de T en ind:T. 

Figura 3.4 

Ahora definimos un conjunto de sextuplos 'J. Para cualquier inorfisino f : 
X -+ Y obtenemos un diagrama conmutativo como en la figura 3.5 y por 
lo tanto un sextuplo t1 = (X, Y, Z, f,p, r). Sea 'J el conjunto de sextuplos 
isomorfos en modE a sextuplos de la forma t1. 



. 
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Y --P-- Z ----:-r-TCM) 
11 

Y ll I(X) 
/.1..x 

Figura 3.5 

Proposición. (25) (mode, T, '.T) es una categoría triangulada. 

El siguiente teorema es una de las principales razones por las que se consi
deran espectroides repetitivos. 

Teorema. [25) Si e es un espectroide finito 1J de· ·dimensión global finita 
entonces modE y Db(e) son triangularmente equivalentes. 

El ejemplo que hemos considerado es tilteado del ejemplo en (2.3) y por 
(2.7), las categorías Db(e) y mod:J" son triangularmente equivalentes, donde 
e es el espectroide de (2.3), y :J" es el espectroide del ejemplo arriba, De 
hecho, !Tes una «rama", véase (5.7) para una discusión más completa. 

3.6. Un lema importante. 

Lema. Sean e y :J"" dos espectroides finitos y dirigidos, tales que e --+ :T. 
Además sea 9"0 un subelipectroide pleno y convexo de !1". Entonces el /untar 
F : mod!T 0 -+ modE' que es la composición 

mod!T 0 ~ mod3" ~ modl ~ modl 

ea una inmersión. 

Demostración. Sea L = l2L1. Como t(:T o) es convexo en e, tenemos que 

Hom,,.0 (X, Y) ....::::..+ Hom¡: (LX, LY) 

para :f"o-módulos X y Y. 

Si existe un n1orfisrno f : tX -+ t.Y diferente de cero que factoriza a través de 
un 'l-módulo proyectivo P entonces para un sumando directo e inescindible 
Pz de P tenernos Hom¡:(X, Pz) <FO y Hom;:(P:, Y) <FO. Es decir, X(z[-1)) -,!= 
O y Y(z) -,!=O lo que contradice que :f"o e :J"" y :J"" es una sección de e (3.4). O 
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3.7. Sucesiones que casi se dividen especiales. Sea e un espectroide 
finito y dirigido. 

Lema. La sucesión que casi se divide en indl que empieza en rad Pz es de 
la forma 

donde el prirner 

(proj - incl]. 

rad Pz-+ Pz el rad P,/socP,-+ Pz/socP, 

rnorfisrno es dado por . 11 el segundo [
incl] 
proJ 

rnorfisrno por 

Demostración. Los módulos de los extremos son inescindibles y la sucesión es 
exacta, así que es suficiente demostrar que cada morfismo /:X--> Pz/socP, 
que no es una retracción factoriza a través de (proj - incl). Para ello es 
suficiente considerar el caso en donde / es irreducible. 

Observa que 

P I P ( ) _ {e(z, x) si x '#- z[l] 
z SOC z X - Ü X = z[l] 

Si ll, E lm /z entonces para cada e E P,/socPz(x) tenemos e = /e{llz) y/ es 
suprayectivo. Entonces f se factoriza a través de proj : P.: -+ Pz/socPz por 
la propiedad universal de proyectivos. 

Si llz <t lm /z, entonces f es inyectivo por la irreducibilidad de f. Como e 
es dirigido tenemos fz =O y f se factoriza a través de incl : rad Pz/socPz -+ 
P,/socP,. O 

Al e-módulo rad P,/socP, lo denotamos por P,. 
El lema demuestra que las componentes conexas de ind€ están en una cor
respondencia uno a uno con las componentes conexas de ind°l por medio de 
la proyección canónica 7r : inde ~ indl, salvo en el caso que E. es el espec
troide del ejemplo (3.2) en donde nos encontrarnos con una situación un 
poco patológica, ya que no existen morfismos radicales no ceros en inde. 

3.8. Factorización adaptada. Denotamos f = 7r(f) para un morfismo 
f E mode. -

Lema. Sea e un espectroide finito y dirigido y sean X, Z dos e-rnódulos 
inescindibles, no isomorfos y no proyectivos y f E Homz(X, Z) un m.orfismo 
no cero. Si f se /actoriza a través de un 'l-módulo proyectivo entonces 
existen e-módulos proyectivos ineacindiblea pji) y rnorjisTnOS h'/) 

X ~ Pi'i) h~·> .PJ•> __., ... __. i>~!~1 h~i?-l P~!> !:EL. y Vi E {l, - .... 'N} 

tales que/ = L:'=l hi:! · · · hh;) 11 !!.Y) .,,t. O para cada i E {l, ... ,N} y cada 
j E {O, ... ,n;}. 
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Demostración. Por hipótesis, f se factoriza. a través de un proyectivo Q, es 
decir f = ba donde a E Hom;;(X,Q) y b E Hom;;(Q,Z). Si Q = Q 1 EB···EBQ1 
es la. decomposición en inescindibles, a = [a1 a¡)T y b = [b1 b¡] 
podemos suponer que a; #- O y b; #- O. 

. Q; 

~~ 
X a'· rad Q; Q;/socQ; --b-,.-- Z 

'. pr~-~c:I ' 

Q; 

Figura 3.6 

Para. cada i el morfismo ai se factoriza a través de incl : rad Qi _., Q¡, a¡ 
inda~, y el morfismo ba se factoriza a través de proj: Qa _.. Qa/socQ¡, b¡ 
bi proj .. La composición b¡ai es, por (3. 7), la misIDa que bi incl proj a~. 

Si proj~ = O ó Mincl = O, podernos aplicar ese procedimiento otra vez a 
proj ai ó bi incl. Para convencernos que el proceso se detiene después de un 
número finito de pasos observamos que cada proyectivo inescindible Pz que 
aparece en la factorización satisface X(z[-1]) #-O y Z(z) #O. Este número 
es finito (porque los módulos tienen dimensión finita. sobre el campo k) y no 
puede haber repeticiones entre los proyectivos PJil con el mismo i, porque 
e es dirigido. o 

3.9. Predecesores de componentes. Sea e un espectroide. Decimos que 
x E e. predecesor de z E e (y z sucesor de x) si existe una sucesión x = 
Yo, y1, ..• , Yn-11 Yn = z t~l que é:(y¡, Yi+1) :#=O para cada i E {O, ... ,n-1}. Si 
x es predecesor de z lo denotamos con x ~ z. Si existe un i E {O, ... , n - 1} 
tal que rad e (y¡, Yi+ 1) :#= O entonces escribirnos x -< z. Para dos componentes 
conexas X y Z de e escribimos X-< Z si existe·una sucesión de componentes 
conexas X = \to,~¡, ... , ~n-1, ~n = Z. con (n > O) tal que para cada i E 
{O, ... ,n - l} existen y¡ E 'I!; y y: E '11;+1 tales que rad00 (y;,yi+i> #-O. Si 
X = Z 6 X -< Z, decimos que X es predecesor de Z (y Z sucesor de X} y lo 
denota1nos con X ~ Z.. 

Lema. Sea e un espectroide finito y dirigido y ~ y S, dos componentes de 
iru!.E tales que ~ -/: g.. Entonces también en indE vale X /, Z. 

Dernostración. Prhnero observamos que cada e-morfismo h con !!. #=- O satis
face que si h E radCX) entonces !:!. E radexl. 

Suponga.tnos que X -< Z, es decir que existe una sucesión de componentes 
conexas X = ~º' ~i, ••• , ~n-1' ~n = 2'.. con n > O tal que para cada i E 
{O, ... ,n - l} existen y; E 'I!; y Yi E '11;+1 tales que rad""(y;,Yi+i> #-O. Sean 
fi E rad00 (y¡, Yi+i) morfismos diferentes de cero. 
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Si b_ = O, entonces existen JDOrfismos hi•> taleR que /; = E~=l h~:> · · · h&•> 
y h},•l =F O por (3.8). Como /; pertnece a rad00 existen p y q tales que hi•> 
pertenece a rad00

• Eso implica. !JJ,•l E rad00
, lo que demuestra :ll.;-< :ll.i+i· Por 

transitividad, se sigue ;!;; -< g,. O 
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4. FORMAS CUADRÁTICAS 

Primero se definen la forma de Euler Xie 11 la forma de Tita q ~ que suelen aaociarse 
a un eapectroide finito E. de dimensión global finita. Se demuestro un lema que 
ae obtuvo en un trabajo conjunto con J. A. de la Peña, véaae [9], sobre el com
portamiento de la /onna de Euler de subespectroides plenoa. Luego se consideran 
formaa semiunitarias no negativas más en general. Se introduce la técnica de aplicar 
deflaciones e inflaciones a /oNnaa 8emiunitariaa con la cual se demueatro que si 
q : Z" -Jo Z es una forma semiunitaria no negativa 11 conexa entonces la forma 
inducida 'ij: Z"/ radq ~ Z es una forma unitaria positiva 11 conexa; estos resultados 
se publicarán en (10]. 

4.1. Formas cuadráticas no negativas. Sea M E znxn una matriz y 
q = QM : zn -+ Z,x ...-.+ xTMx la forma cuadrátrica entera asociada. La 
forma q es positiva {resp. no negativa) si q(x) > O (resp. q(x) ;:::: O) para 
cada x E Z"\ {O}. La forma es débilmente positiva {resp. débilmente no 
negaf;iva) si q(x) >O {resp. q(x) ;:::: O) para cada x EN" \{O}. El conjunto 
radq de los vectores x de zn tales que xTM? = -?TMx es el radical de q. 

Por definición, radq es un subgrupo de zn y x E radq si y sólo si q(x+?) 
q(x) + q(?). El rango de radq es el corango de q. 

Lema. Si la forrna q es no negativa entonces rad q = q-l {O). 

Demostraci6n. Sea x E radq. Entonces O = q(x - x) = q(x) + q(-x) 
2q(x). Sea ahora X E q- 1 (0). Supongamos que existe un z E zn tal que 
a= xTMz + zTMx ;>f O. Sea N = (q(z) + 1). Por lo tanto, q(-N0tx + z) = 
q(z) - N0t2 $ q(z) - N = -1 en contradicción a la no negatividad de q. D 

4.2. La forma de Euler. Sea e un espectroide finito y K0 (e) = zobe 
el grupo de Grothendieck de e. A cada e-módulo M le asociamos su 
vector de dimensión dim.i\f E K 0 {e) por (dimM){x) = dimkM{x) para 
cada x E e. Observa1nos que la función rl.im: modG. ~ K 0 (e) es aditiva en 
sucesiones exactas. 

Si e es de dimensión global finita, entonces Jos proyectivos forman una Z
base de Ko(e}, ya que cada e-módulo simple admite una resolución finita 
por proyectivos. 

Sea{¿,?), : Ko(e) X Ko{e) -+ z la rorrna bilineal homológica, dada en 
vectores de din1ensión de módulos M y N 

00 

(dimM,dimN), = L(-1)' dimk Ext~{M,N) 
i=O 

Observamos que {ilim P,,, dim M), = dimk M(x) = (dim M, dirn 1,,),. La 
forma cuadrática asociada x, : Ka{e) -> Z, x, (x) = (x,x), es la carac
t;eríatica de Euler-Poincaré o más brevemente la f"orma de Euler de e. 
l:rnportante será el siguiente 
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Lema. Sea e un eapectroide finito 11 dirigido, x un punto mazimal de e 11 
e'= p-;te. Entoncea los grupos K 0 (E.) 11 K 0 (E.') aon iaométricoa, es decir existe 
un isomorfismo de gnJpos Ka(E.) ~ Ka(e') que preserva la forma bilineal 
homol6gica. 

Demostración. Sea I = I~ y x' = x[l]. 
v - v(x)(dimI +e,.,,). Observa que 

Defina rp : Ka(E.) -+ Ka(E.'), V t-+ 

rp(e.,) = {e"d. pe' 
---1.m :r:' 

si y#< x, 
Si y= X 

lo que demuestra que rp es un isomorfismo. La forma bilineal homológica 
satisface (e1,,dirnl~)c = 611z, donde 611:: es uno si y = z y cero en los 

otros casos. Utilizando las ecuaciones rp(diml~) ~ -diml!;; y rp(diml~) ~ 
- dim •i' - dimk E.'(x', y) dim 1;;' para y ::¡l:. x es fácil demostrar que 

(e.,, dim 1;), = (rp(e11 ), rp(dimli-))<' 

para cada y, z E e. Por ejemplo si y #< X #< z entonces 

(rp(e11 ),rp(diml;))<' ~ (e11 ,dimli-), -dimke'(x',z)(e,,,diml;;)<' 

= Óyz - dimk e'(x', z). o 
= (e11 , dim 1;), 

o para y~ x, (rp(e11 ),rp(diml~)),. ~ -(e11 ,dim1;;)<' 
para los otros casos también. 

O y de esa manera 
D 

Más general, pero sin demostración, recordarnos que espectroides de di
n1ensión global finita que son derivadamente equivalentes tienen grupos de 
Grothendicck isométricos, ver [25]. 

4.3. La forma de Euler de subespect;roides convexos. El siguiente 
resultado aparecerá en [9]. 

Lema. Sea e un espectroide finito y dirigido y 9 un subespectroide pleno de 
e. Si xl: es no negativa entonces también Xa es no negativa y corang:ox0 :5 
corangoxc. 

Demostración. Por inducción sobre el número de puntos de e\ s. Sea X E e\ 
9 y E. 0 =E.\ {x}. Defina x-< ={y E e J x-< y}= {y,, ... ,y.,,} donde cada Yi 
es maximalen x-<\{y1 , ••• ,y,_ 1 }. Observe que x !i!' x-< y que x es maximal en 
S = p¡)"~ · · ·p¡)",E.. Por eso Sa = S\{x} es convexo en S y x •• es no negativa con 
coranaox.

0 
:5 coranaox. = coranaoxc.· Como 80 = P'trn ···pt1 Eo, obtenernos 

que Xi:o es no negativa y que coranaoxr:
0 

= coranaox.0 .:5 corangox •. La 
afirmación se sigue aplicando la hipótesis de inducción a e.. D 



·-

49 

4.4. La f"orrna de Tita. Hay otra forma cuadrática que suele asociarse con 
un espectroide. Como no vamos a hacer uso extensivo de elJa sólo daremos 
las definiciones básicas y los teoremas más conocidos. 

Sea e un espectroide finito y dirigido, A su carcaj e I un ideal de kA 
tal que kA/ I y e son isomorfos. Sea I = (P1, •.. , t>p) donde cada Pi es 
una combinación de lineal de caminos paralelos y p es minimal. La forma 
cuadrática ,, 

qe : Z" ~ Z, v 1-? E v(i) 2 - E v(ta)v(ha) +E v(tp¡)v(hp¡) 
iE.0.o aE~1 i=l 

es la f"orrna de Tits. 

Hay otra manera de definir Ja forma de Tits pero ésta tiene la ventaja que 
se puede leer inmediatamente dado el carcaj con relaciones. 

Lema. [13] Sea e un espectroide finito y dirigido. Si la dimensión global de 
E. es menor o igual que dos, entonces la forma de Tita y la forma de Euler 
coinciden. 

La mayor aplicación de Ja forma de Tits está en su aptitud de reflejar pro
piedades del tipo de representación. Mencionamos sin demostración los 
siguentes teoremas in1portantes: 

Teorema l.. (13] Sea e un espectroide finito y dirigido. Si e es de tipo finito 
entonces qe es débilmente positiva. 

Teorerna 2. (38] Sea e un espectroide finito y dirigido. Si e es manso 
entonces qc es débilnit1ite no negativa. 

Las demostraciones emplean algunas nociones de geometría algebráica. El 
converso del Teorema 1 vale bajo la restricción de que indC contiene una 
componente postproycctiva [13]. Conversos del Teorema 2 existen también 
para ciertas cla.~es de álgebras [32,38]. 

4.5. Formas semiunitarias, deflaciones e inflaciones. Una forma cua
drática c.ritera 

" q: Z" ~ Z,q(v) = L q;v(i)2 + L Q;jv(i)v(j) 
i=J l~i<J:fn 

es unitaria (resp. serniunitaria) si q(e;) = q; = l (resp. q; E {O, l}) para 
cada i E {1, ... ,n} en donde (e¡, ... ,en) denota Ja base canónica de zn. 
A una forrna cuadrática q asociamos su bigráfica B 9 que tiene -q;j aristas 
entre i y j si q;j < O y q;j aristas punteadas entre i y j si Qij > O y -q¡ + 1 
lazos en i si q; < 1 y q;. - 1 lazos punteados en i si q; > L Por ejemplo Ja 
forma q(v¡, V2, va) = (v¡ - v2)(v1 - v2 +va) tiene Ja bigráfica Bq mostrado 
en la figura 4.1. 



Figura 4.1 

Por otro lado cada bigráfica B determina una forma cuadrática qs hasta 
permutaciones de la base canónica. 

Sean i,j E {1, ... , n}, i ?6 j y T;]' : Z" -+ Z" la transformación dada por 
ea .._.,ea sis~ i y et.......+ e.¡::!:: e3. Definimos Qij = q;¡ para i > j. 

Lema. Sea q una forma semiunitaria no negativa e i,j E {1, ... , n}. Si 
q;; < O (resp. q;; > O} entonces qT;) (resp. qT,.j) es también semiunitaria. 

Demostración. Sea e = ± tal que eq;; < O y sea q' = qT;";- Para cada 
s ~ i tenemos ~ = q.. Como q es no negativa también q' es no negativa y 
1 :::; Jq;;J ::5 2. Por lo tanto O:::; q'(e;) = q: = q¡ + q; + eq;; ::5 l. O 

Si q;; < O (resp. q;; > O) decirnos que T;j (resp. T,.j) es una deflación 
(resp. inflación) para q. 

El siguiente resultado es clásico, ver por ejemplo [36]. 

Proposición. Sea q una forma unitaria positiva. Entonces existe una su
cesión de inflaciones con composición T tal que qT = Q6. en donde A es la 
unión ajena de diagramas de Dynkin. 

4.6. Formas cuadráticas conexas. Una forma cuadrática es conexa si 
la bigráfica Bq es conexa. Si Bq es la unión ajena de dos bigráficas B

9
c1) 

y B
9
,,, escribirnos q = qC 1 l e qC 2 l. El siguiente lema demuestra corno una 

deflación o inflación puede desconectar una forma serniunitaria no negativa 
que era conexa. 

Lema. Sea q una forma semiunitaria no negativa y conexa. Sea T una 
deflación o inflación paro q. Si q' = qT no es conexa, y q' = qo e qCll con 
qCll 'i' O entonces qo : Z -+ Z es la /onna cero en una variable y q(tl es 
conexa. 

Demostración. Sea T = T{; una transformación tal que q' = qT es una 
deftación o una inftación de q que no es conexa. Como Bq es conexa, la 
bigráfica Bq' tiene exactaJDente dos componentes conexas, C 0 que contiene 
a j y 01 que contiene i. En particular q:; = O. Calculamos O = ql; = q;; + e2 
y qj = e 2 qa + eq¡; + q; = q¡ + q; - 2. Como q' es una forma semiunitaria 
también, véase (4.5), tenemos q; = q; = 1 y qj =O. Para cadas 'i' j vale 
ti.; =O ya que lo contrario implica q'(2e; - tf.;e6 ) <O en contradicción a la 
no negatividad de q'. Por eso Co solo contiene un vertice j. En particular, 
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Co define la forma cero en una variable. El otro sumando qC 1> es conexo, ya 
que para s =/= r puntos de 01 tenemos q~s = 9ra y q era conexa. O 

4. 7. Reducción de una Corma no negativa a una Corma positiva. 
Para cualquier vector v E zn definimos JvJ = E~1 Jv(i)J, suppv = {i 1 v(i) ~ 
O} y vectores v+, v- E zn por v'(i) = max(ev(i), O). 

Vamos a presentar una generalización de (4.5), que se publicará en [10]. 

Proposición. Sea q una forma semiunitaria no negativa y conexa de co
rango c. Entonces existe una sucesión de deflaciones e inflaciones con 
composición T tal que qT = qo e qA en donde qo es la fonna cero en e 
variables y A es un diagrama de Dynkin. Además A es detenninada de 
7nanera única por q. 

Dernostración. Por inducción sobre el corango e de q. Si e = O entonces q 
es positiva y (4.5) muestra que existe una sucesión de inflaciones T tal que 
qT = q.:::,,. en donde A es unión ajena de diagran1as de Dynkin. Como (¡ es 
conexa y positiva, (4.6) n1ucstra que a es conexa. 

Para el paso de Ja. inducción demostramos primero que existe una sucesión 
de inflaciones con co1nposición I tal que el radical de qI contiene un vector 
positivo v. Sea v E rad q. v =F O. Si existcu puntos j E supp v+ y i E supp v
tales que 'liJ > O aplicaruos la inflación T;j a <J y obtenernos q = t¡T¡j y 
V = (T¡j r 111 <1ue es un vector radical de ;¡. Con10 V = 11 + v(j)e¡ tcuetuos 
¡v- ¡ < Ju-¡. Repctitnos este p1·ocedirniento ha.."'ita que ya no es posible y 
obtcuc1uos una forn1a. cuadrática q' y un vector 11' E rad q' con la propiedad 
de que si i E supp v+, j E supp v-, entonces <Jij ::5 O. Ahora. t.uuc111os 

O= q'(v') = q'(v1+) +c/(111-) + L-qiJv'+(i)v1-(j) .. , 
en donde la stuna rcc.:orrc supp v'+ x supp u' - . Cada. su111a.udo del lado derecho 
es a.l n1enos cc!rO y por lo tauto igual a cero. Si 11' no es positivo, entonces 
u'- uo es cero y pode111os sustituir v' por u'-. Eso dt~11111cstra. el pritner p•L~o. 

Ahora dcn1ostrarno:-o que existe uua sucesión <le dP.ftacioncs con cou1posicióu 
D tal qut? q' D = q'(O) Ef)q1<1> en donde q 1<0 > es la forn1a. cero en s >O variables 
y e/< 1 > es una. for111a S(~ruiunitaria no ucgati'\·a. y conexo con corango e- s < c. 
Si exist.cn i.j E suppv', i ~ j talt~s que <J:j < O aplicamos liL deflación 
T = T;; si v'(i) ~ o'(j) (ó T = rJ-:- si u'(i) < v'(j)) a q' para obtener 
ij' = q'T y un vr.ct.or V' E rad ;¡. Observe que V' es positivo otra vez y que 
JV'I < Ju'J. Rt!pet.i1nos t.;uubién este procedirnicut.o hasta que ya no es posible 
y obt.cuc111os una forina cuadrática. q" y un vector positivo v" E rad q 11 con 
la propiedad de que si i,j E suppv", entonces qij ~O. En la suma del lado 
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derecho de 
n 

O= q"(v") = Eq:'v"(i)2 + E q;jv"(i)v"(j) 
i=l i.jEsuppv'' 

cada sumando es al menos cero, y por lo tanto igual a. cero. En particular, 
q;' =o siempre que v"(i) ""o. Eso demuestra que q'' = q'(O) e q1<1 > en donde 
q 1<0 > es la forma cero en al menos una variable. Podemos suponer que en 
q 1<0 > celeccionamos todos los sumandos directos de q'' que son formas ceros, 
entonces por (4.6), q 1 <1> es una forma serniunitaria no negativa y conexa 
con corango 1nenor que c. Eso demuestra el segundo paso. Aplicando la 
hipótesis de inducción obtenernos la primera parte del resultado. 

Que ~ está determinado por q de manera única se sigue de la siguiente ob
servación: si A es un diagrama de Dynkin, entonces el número de puntos de 
A junto con Ja cardinalidad de q~(l) identifican de manera única a A. O 

El mapeo q: Z"/radq-> Z.,U ,__,. q(U) = q(v), para algún v E U es bien 
definido por (4.1). El grupo abeliano Z"/ rad q es libre ya que para cada 
11 E z.n y cada NE N1 = N\ {O}, Nv E radq implicav E radq, es decir para 
cada v E Z"/ radq y cada NE N1, Nv =O implica v =O. 

Corolario. Sea q : zn ~ Z una forma unitaria no negatiua y conexa. 
Entonces exi.de una Z-ba.,e de zn¡ rad q en la cual q es una fonna unita1-ia 
positiua y conexa. 

Demostración. Sea. e el corango de q. Por la. proposición (4.7), existe una 
1natriz TE znxn que es Z-invcrt.iblc tal que qT = qo EB q(lJ en donde qo es la 
forn1a cero en e varia.bles y q<ll : zn-c -Jo Z es una for1na unitaria poMitiva. 
y conexa. Corno zc = T(rad q) = rad(qT) obtenernos un Z-isomorfisrno 
inducido T: Z"/ rad q ~ zn-t:: tal que el siguiente diagran1a. conu1uta. 

Z"/radtJ 

rl~ 
z.n-c-qrrJ z 

Por Jo tanto q = qCl>r y (T 
1 

(e1 ), ••• , T 
1 
(e.,_c)) es la. hase buscada.. O 

La forma q llan1a1nos la forma inducida de q. 
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5. ESPECTROIDES DERIVADAMENTE DYNKIN 

La primera clase de. espectroides que fue caracterizada por medio de sus formas 
cuadráticas es la clase de espectroides que son hereditarios y de tipo finito, véase 
[19), que se llaman espectroides Dynkin. Este capítulo se dedica a la investigación 
de los espectroides que son derivadamente Dynkin. Se demuestra un lema sencillo 
sobre extensiones en un punto de un espectroide Dynkin. La caracterización de 
espectroides derivadamente Dynkin por medio de la forma de Euler se debe a I. 
Assem y A. Skowroñski, véase (4]. Dare711os una P"'eba diferente y Tnás sencilla de 
este resultado después de un repaso rápido sobre conexidad siTnple de espectroides. 
Usamos la descripción de la categoría derivada para describir los espectroides de
rivadamentc Dynkins de tipo .Ar,. (m ~ lJ. que se llaman rrunas generalizadas. El 
cap1

1tulo tennina con una observación acerca de extensionea-fuente-romas y exten
siones-pozo-ramas. 

5.1. Espectroides hereditarios. Recordamos que trabajamos sobre un 
campo k que es algebraicamente cerrado. Los espectroides hereditarios que 
son de tipo finito fueron caracterizados por P. Gabriel en [19]. 

Teorema. Sea :J{ un espectroide hereditario y conexo. Entonces la.• siguien
tes propiedades son equivalentes. 

(i) 
(ii) 

(iii) 

:}( es de tipo finito. 
X:7, es po."litivo. 
La gráfica subyacente 
el n-1111u~ro de puntos} 

A,, 

al carcaj de !}( es una de la siguiente li.da (n es 

~--·- ... ___ J __ 
;:~ ____ J ___ _ • JE.. ______ J ___ _ 

Un espectroide conexo que cu1nple la...o;; condiciones equivalentes (i),(ii) y (iii) 
del tcorc1na se llan1a Dynkin y su tipo es el tipo de la gráfica {iii). 

5.2. Descripción de la categoría derivada. Sea. A un carcaj. El carcuj 
Z.A tiene con10 conjunto de vértices .A0 x Z y flcch;L..:; (n, i) : (x, i) -> (y, i), 
{o, i)* : (y, i - 1) -> (x, i) para cada flecha o : x -> y cu ~- Por (2.6) 
sa.be1nos que el carcaj de indDb(modkA) es f'kA donde rkA CH el carcaj de 
Auslandcr y Rcitcn de kA. 

Si A es de tipo Dynkin entonces í''.,a es isomorfo a ZA. Sea T : ZA -> 
ZA el automorfismo dado por -r(x, i) = (x, i - 1) y u : (ZA)i -+ (ZA)¡ 
el niapeo biyectivo de las flechas de ZA definido por u((o, i)) = (o, i)" y 
cr((o,i)") = (o,i - 1). En particular, u induce una biyección de conjuntos 
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de flechas {y -+ x} a {rx -+y} para cada par (x, y) de vértices de z.ci.. En 
otras palabras, (Z.O., Z.0., r) es un carcaj de traslación con polarización a, 
ver (1.6). El siguiente teorema se debe a D. Happel [25]. 

Teorema. Si .O. es de tipo Dynkin, entonces indD•(k.00.) y k(Z.00.) son iso
Tnor/os. 

Un espectroide que es derivadamente equivalente a un espectroide Dynkin 
se llama también derivadarnente Dynkin 

Corolario. Cada espectroide derivadamente Dynkin es de tipo finito. 

Demostración. Sea E.. derivadar:nente Dynkin de tipo ~. Entonces ind'f es 
isomorfo a k(Z~) y por ello existe una sección plena, completa y convexa 
!J-í de l que es hereditaria. Sea E..' una sección plena, completa y convexa 
de 5{ que es isomorfa a e. Para cada punto X E 5í, tenemos que sólo hay 
un número finito de :R-módulos Y con Y(x) '# O. Eso implica que inde' es 
finito. O 

5.3. Extensiones en un punto. 

Lema. Sea ~ un espectroide hereditario de tipo Dynkin y M un :Ji-1nódulo 
inescindible. Entonces exi,<;te un espectroide hereditario :Ji' y un !J-f'-1nódulo 
de tilteo T tal que End(T)ºP es isomorfo a :K[.IU]. 

DeTnostración. Observe que cada :H-n-.ódulo incscindiblc es su111a11do directo 
de una. sección S de ind1-í. En particular, si S denota una sección tal que A-/ 
es sun1ando directo de S, entonces S' = S EB P 0 M es una sección de ind::H'[l\--1]. 
Por lo tanto, el espcct.roidc ~' = End(S')ºP es hereditario y T = Hom:>f' (S', J) 
es Ull !Ji'-n1ódulo de tiltco donde J = $rE:H'' lx. 0 

El lema falla. si se omite Ja hipótisis que !}{ es de tipo Dynkin (más adelante 
en los capítulos 6 y 8 vcrc1nos que los espectroides 'tubulares' no son dcriva
dan1ente equivalentes a un cspectroide hereditario, pero que hay cspcctroidcs 
'tubulares' que se pueden obtener extendiendo a un espectroide hereditario 
~ con un ~-111ódulo incscindible). 

5.4. Sobre conexidad simple. La noción de que un espectroide dirigido es 
"sitnplen1entc conexo•• entró a la teoría de representaciones de álgebras por 
el estudio por K. Bongartz y P. Gabriel de cubiertas de Galois de carcajes de 
traslación, en [14]~ que tiene su aplicación en espectroidt~ de tipo finito. En 
[33], R. Martínez-Villa y J. A. de Ja Peña introdujeron la noción de cubierta 
de Galois del carcaj con relaciones (Q, R) de un álgebra. A= kQ/(R). Así, se 
dice que un álgebra A es simplemente conexo si todo carcaj con relaciones 
(Q, R) tal que A-=:...+ kQ/(R), no acepta una cubierta de Galois propia. Ese 
concepto se usó explícitamente por primera vez en [2] por l. Assem y A. 
Skowroí1ski, pero ya había sido usado en casos especiales en [15] y otros. 
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Un punto x de un espectroide e se llama separando si para la descom
posición en inescindibles rad Pz = E9~1 cada dos sumandos directos M¡, 
Mj que son diferentes (pueden ser isomoños) tienen el soporte en diferentes 
componentes conexas del subespectroide e\ x~, donde x:::i = {y 1 x :::5 y}. 
Un espectroide es separado si todos sus puntos son separandos, véase el 
artículo de R. Bautista, F. Larrión y L. Salmerón [11], en donde también se 
demostruestra que un espcctroide de tipo finito e.s separado si y sólamente 
si es simplemente conexo. La situación general es más complicada. Un 
espectroide dirigido se llama fuertemente simplemente conexo si y sólo 
si cada subespectroidc pleno y convexo de e es simplemente conexo. En [44] 
A. Skowroñski demostró que las siguientes propiedades son equivalentes. 
(a) e es fuertemente simplemente conexo, (b) todo subespectroidc pleno y 
convexo es separado y (c) el primer grupo de cohomología de Hochschild es 
trivial para cada subespectroide pleno y convexo de E.. 

Importante para nosotros será el siguiente teorema de l. Assem y A. Sko
wroñski [2]. 

Teorema. Sea E. un espectroide finito. Supongamos que mod~ 
es de ciclos finitos. Entonces e es sirnplemente conexo si y sólo 
si no es iteradamente tilteado de un espectroide Dynkin de tipo 
A.n {rn;,:: 1). 

Por [24), pode111os sustituir 'iteradarnente tilteado' por 'derivadarncntc equi
valentes'. El tipo A.n es definido en (6.1). La categoría mode es de ciclos 
finitos si cada ciclo de rnorfismos radicales y no ceros entre E.-módulos 
incscindiblcs no contiene ningún morfisrno en el radical infinito. 

5.5. Caracterización de espectroides derivadamente Dynkin. El si
~uicntc tcorcn1a. fue dcntostrado por l. Asse111 y A. Skowroñski en [4) utili
zando una técnica diferente a la que presentamos aquí. 

Proposición. Un espectroide finito C. es dcrivadarnentc Dynkin si y sólo .<1i 
e cu1riple llJ..'l siguiente ... condicione.'i: 

(i) E. es fuertemente sirnple1nente conexo y 
(ii) x~ es po.'iitivo. 

Dernostración. Pri111cro demostramos la necesidad de las condiciones (i) y 
(ii). Por [2], e es simplemente conexo y por (5.2) e es de tipo finit.o. Entonces 
(15) in1plica que e es fucrtc1nentc sin1plcrnente conexo, nlientras (ii) se sigue 
directamente de (4.2). 

Que las condiciones son suficientes lo demostrarnos por inducción sobre el 
número de puntos de e. Sea X un punto de e tal que eo = e\ {x} es conexo. 
Entonces eo es fuertemente simplemente conexo y por (4.2), x,. es positiva 
otra vez. Por la hipótesis de inducción, E.o es derivadamente Dynkin, es 
decir, existe un espectroide hereditario :X de tipo finito tal que o•cmodeo) 



56 

es triangularmente equivalente a D 6 (mod:H:). El e0 -m6dulo M = rad P., es 
inescindible (5.4) y por lo tanto, (2.8) demuestra que existe un :H:-módulo 
inescindible N tal que D 6 (e) y D 6 (:H:[N]) son triangularmente equivalentes. 
Por (5.3), existe un espectroide hereditario :J<' que es derivadamente equi
valente a :J<[N]. Otra vez por (4.2), se sigue que x,., es positivo. Por el 
teorema (5.1), se sigue el resultado. O 

5.6. Reflexiones de espectroides derhradamente Dynkin. Sin demos
tración recordamos de (4] Ia siguiente caracterización: 

Proposición. Sea e un espectroide finito y de tipo finito que es 
simplemente conexo. Si pam cada sucesi6n de pozos i1, ... , im el 
espectroide P"/;. · · · pt;_ E. es de tipo finito entonces e es derivada
mente Dynkin. 

Que el contrario de esa proposición también vale se sigue fácilmente de la 
descripción de la categoría derivada que daremos en seguida. 

5.7. Espectroides derivadamente Dynkin de tipo A.,. Sea !R~ el es
pectroide que es el cociente del espectroide de ca.niinos del carcaj fractal Q~ 
dibujado en la figura 5.1 módulo el ideal generado por todos los posibles 
composiciones o/3 y /30. El siguiente resultado, que no presenta mayor 
dificultad en dernostrarlo, es bien conocido, ver por ejemplo [1,31]. 

Figura 5.J. 

Proposición. Un espectroide A es derivadamente Dynkin de tipo A., si y 
sólo ai A es un subeapectroide pleno y convexo de !Roe con n puntos. 
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Demostración. Sea :Ji un espectroide Dynkin de tipo An y .A un espectroide 
derivadamente eqivalente a :K. Por [25], véase (2.6), sabemos que el carcaj 
de la catogoría derivada Db(:K) es isomorfo a ZA,. y por [41] que existe un 
complejo de tilteo Ten Db(:K) tal que End(T) es isomorfo a .A. 

Sean X #- Y sumandos directos e inescindibles de T. Las zonas sombreadas 
en la figura 5.2 no son permitidos para la ubicación de Y, por la condición 
Homo•cx¡(X, Y[n]) =O para cada n #-O. 

~~~ 
Figura 5.2 

El subespectroide pleno dado por los posibles lugares que quedan para Y 
tiene la forma dibujada en la figura 5.3. 

Figura 5.3 

Por lo tanto. los sumandos directos e incsc.:indibles Y =F X de T que satisfacen 
Hom(X, Y) ~ O forman dos cadenas ajenas {Y1 -> Y2 -> · · · -> Y1 }, {Y¡' --> 
Y:;f -+ · · · -+ Y/.} y los sun1andos directos e inescindiblcs W # X de T 
que satisfacen Hom(l-V,X) =¡l:. O fortnan tainbién dos cadenas ajenas {Wm-+ 
· · · -> W1 }, {~V~,. -> · · · -> ll'{} tales que el subcspcctroidc pleno de End(T) 
dado por estos sun1andos es con10 lo iudican1os r.n la figura 5.4 a la izquierda. 
(unos brazos pueden ser vacíos). 

CY 
Figura 5.4 
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Además, el espectroide End(T)/(llx) se descompone en componentes conexas 
como se dibuja en la figura 5.4 a la derecha (algunas componentes pueden 
faltar). Aplicando estos argumentos para cada punto de End(T) obtenemos 
que End(T) es un árbol de la estructura afirmada. 

Por otro lado, si A es un subespectroide finito, pleno y convexo de ::R.~ 
podemos llevarlo por medio de una sucesión de reflexiones a un subespec
troide pleno y convexo de !R.cx::i que contiene al punto 0, donde ::R.00 es el 
espectroide cuyo carcaj es el árbol fractal dibujado en la figura 5.5 módulo 
todas las posibles composiciones o/3. 

0 

-é'·<-~~~-· .r 13 • .r f3 • .r ;;::.. . .r f3 • 

Figura 5.5 

Estos cspectroides son exactan1ente los espectroides tilteados de tipo A.n. 
véase (42]. O 

Los subespectroidcs plenos y convexos de ::R.00 que contienen al punto 0 
se llaman tan1bién ramas y los subespcctroidcs plenos y convexos de :R~ 
ramas generalizadas. 

5.8. Extensiones con ramas. Un espectroide punteado (G.,p) es un c
spectroide e junto con un punto excepcional p de e. Un subespectroide 
punteado de un espectroidc punteado (e,p) es un subespectroide :J" de e que 
contiene a p corno punto excepcional. 

La pegadura de dos espectroides punteados (e,p) y (:J", q) con e= kQ,J Ic. 
y :; = kQ,., / I" es el cspcctroide denotado con e llp.q :; , cuyo carcaj es la 
unión ajena. de Qe y Q~ identificando los dos puntos excepcionales p y q y 
el ideal I en kQ tal que e llp.q :J" = kQ/ I es (Ic., I,,.). En la figura 5.6 damos 
un ejemplo corno ilustración con carcajett y relaciones. 

q·-· u 

eu:J": • 

p,q ..... ·· 1 
·-o-· 

e: 

i ·--·p 

:J": 

Figura 5.6 
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Sea ahora e un espectroide finito, M un e-módulo y (e, 0t11r) el espectroide 
punteado con e = e¡M] y OtM el punto de extensión. Sea además :R una 
rama. La pegadura eu.,.M.0:R también se denota con e[M,!RJ y se llama 
extensión-f'Uente-rllJlla de e con :R por M. Dualmente la extensión
poso-rama de e con !R por Mes Ja pegadura [:R,M)e = _gLJ..,M.0 :R donde 
_g = [M)e y wM es el punto de extensión. 

Lema .. Sea e un espectroide finito, M un e-módulo y !R una rama. Entonces 
existe exactamente una extensión-pozo-rama de e que se obtiene de la exten
sión-fuente-rama e[M,:R] por medio de una sucesión de reflexiones que evita 
a e. La sucesión recorre todos los puntos -y.,.·· ·-y1 (-y; e {at,¡3- 1 }) tales que 
"Yrn >6 0t (compare figuro. 5.5 para la definición de loa puntos). 

Demostración. Aquí sólo daremos las ideas de la demostración en un ejemp
lo. Para una argumentación más completa referimos a [6). Sea 8 el espec
troide dado por el carcaj con relaciones de la figura 5. 7 a la izquierda. 
Queremos obtener una extensión-pozo-rama .s• de e por medio de una suce
sión de reflexiones. En s• cada punto de E. será menor o incomparable con 
Jos puntos afuera de e. Por Jo tanto~ tenemos que reflejar al punto 0 y para 
ello a cada punto 13'. En la figura 5. 7 a la derecha se puede ver el resultado. 

g: 

Figura 5.7 

La relación cero que cn1pieza en el punto 13- 1a13-l no puede existir en !R.ºP 
con lo cual espera1nos que se forme s• como extensión-pozo-rama de e. Por 
lo tanto hay que reflejar tainbién el punto 13- 1°'13- 1 y para ello todos los 
puntos 13-ia13- 1 con i :;:: l. Como se ve, el argumento se repite y una 
inducción demue.."'ltra la afirmación. O 
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6. ESPECTROIDES DERIVADAMENTE DYNKIN EXTENDIDOS 

Después de la definición de e.spectroides Dynkin extendidos veremos que dentro 
de la clase de espectroides hereditarios el tipo de representación está determinada 
por la /onna de Euler. El cap{tulo se ocupa de loa espectroides que son deri
vadamente equivalente a un espectroide Dynkin eztendido. Entre ellos están los 
eapectroides 111anso ocultos que se caracterizan por aer minimal de tipo infinito 
y que fueron clasificado completamente por D. Happel 11 D. Voasieck, [27]. De 
la descripción de la categoría derivada de un espectroide derivadamente Dynkin 
extendido e desarrollaremos varias consecuencias para la categoría in de. Esta 
inversión pagará en las últimas secciones admitiendo demostraciones sencillCJB para 
los siguientes resultados. Un espectroide derivadamente Dynkin extendido es equiva
lente bajo reflexiones a una extensión tubular doméatica, originalmente demostrado 

·por I. Assem y A. Skowroriski en (5], y una descripción de los espectroides deriva
da71Jente Dynkin extendidos de tipo infinito, también de I. Asse71J y A. SkowroTiski. 
(3]. Además pcnnite generalizar la caracterización de espectroides derivadaTnente 
Dynl.."i.n extendidos de tipo finito, de I. Assem y A. Skowroñski, véase (3]. Esta 
generalización se publicará en (9]. Finalmente demostramos que cada Stlbespec
troide pleno y convexo de un espectroide derivadamente Dynkin extendido tiene 
una componente postproyectiva y una componente preinyectiva. 

6.L El caso hereditario. El siguiente análogo del teorema. 5.1 se debe al 
trabajo de varias personas, ver por ejemplo [34,17,42]. 

Teorema 1. Sea ~ un espectroide hereditan"o y conexo. Entonces las si
guientes condiciones son equivalentes. 

(i) :X: es rnanso. 
(ii} Xx es no negativa de corango uno. 

(iii) La gráfica subyacente al carcaj de :X: 
el rufrnero de punto.'l} 

iF.i i 
____ J ___ _ 

es de la si.quiente lista (n + 1 es 

~I ___ .. -___ J __ 
~7 _____ ¡ _____ _ 

~---·-·-·-I-·-· 
Un espectroide hereditario y conexo que cumple las condiciones equivalentes 
(i),(ii) y (iii) del teorema se llama Dynkin extendido y su tipo es el tipo 
de la gráfica (iii). Junto con (5.1) obtenemos las siguientes caracterizaciones 
de cspectroides hereditarios. 

Corolario. Sea :J( un espectroide hereditario. Entonces 
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(a) :K es de tipo finito si y sólo si x,, es positivo. 
(b) ~ es manso si y sólo si X:>c es no negativo. 
(c) :K es salvaje si y sólo si x,, es indefinido. 

El espectroide ind:J{ de un espectroide Dynkin extendido :K fue descrito en 
(42]. 

Teorema 2. Sea E. un espectroide Dynkin extendido. Entonces indE. consiste 
de una componente postproyectiva '.P, una componente preinyectiva :J y una 
IP 1 k-farnilia tubular T que es estable y separa fuertemente '.P de :J. Además 
indf: es controlado por X.e. 

Antes de explicar las nociones que surgen daremos el dibujo que se usa para 
visualizar la situación, ver figura 6.1: • 

Figura 6.1 

Una IP1 k-familia tubular es una familia (TP·l),.ElP'k de tubos. La función tu
bular t: IP1k-+ N, >. - (rango de -r<-'l) induce el tipo tubular (p,, ... ,pt) 
donde e es el número de tubos no homogéneos y p¡, ... ,p, los rangos res
pectivos. Forman1os la estrella 1I'(p¡, .•.• p,) (la gráfica con f. brazos que 
tienen Pt, ... , p~ puntos rcspcctivan1ente; por ejemplo 1I'2.3.4 y Er son gráficas 
isomorfas). Si e es Dynkin extendido de tipo 2í. y el tipo tubular (p¡, ... ,vt) 
de la familia tubular, entonces~ y 1r(p¡ •..•• p,) son gráficas iso111orfas. 

Sean X y lJ subespcctroides plenos de inde. Una familia e = (e;);e1 de 
con1ponentes conexos de indt: separa X de ~ Ni se satisfacen las siguientes 
condiciones. 

(a) Cada E-módulo inescindible pertenece a uno y solo uno de los sub-
espectroidcs X, e o }l. 

(b) No hay n1orfismos no ceros entre diferentes componentes conexas de e. 
(e) Hom(lJ, X) = O, Hom(li, e) = O y Hom(e, X) = O. 
(d) Cada 1norfis1110 f de X a }1 factoriza sobre un e-módulo cuyos suma.ndoH 

directos pertenecen todos a e. 
Si en vez de (d) es posible encontrar para cada i e I y cada morfismo f de 
X a 14 un G-módulo M¡ cuyos sumandos directos pertenecen a e¡ y tales que 
f se fact.oriza sobre M¡ entonces decimos que e separa f"uertemente X de 
li-

Decimos que un vector x en K 0 (G) es conexo si el soporte suppx es conexo 
respecto al carcaj de t:. Finalmente definimos cuando la forma de Eulcr Xc 
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controla a indE.. Esto es el caso si Xc es no negativa y satisface las siguientes 
propiedades. 

(a) Cada e-módulo inescindible X satisface x. (dimX) :5 l. 
(b) Para cada vector x E x;;- 1 (1) que es positivo y conexo existe exacta

mente una clase de isomorfía de E.-modulos cuyos vectores de diDlensión 
son x. 

(e) Para cada vector x Erad Xt: que es positivo y conexo existe una familia 
in.finita de G.-rnódulos inescindibles y no isomorfos dos a dos cuyo vector 
de dimensión es x. 

6.2. Espectroides mansos ocultos. Dentro de la clase de los cspectroides 
derivadarnente Dynkin extendidos encontramos una clase importante, la de 
los espectroides mansos ocultos. Un espectroide e se llama manso ocul'to 
si existe un espectroide Dynkin extendido :Ji y un :Ji-módulo de tilteo T 
cuyos sumandos directos inescindibles pertenecen todos a la componente 
postproyectiva tales que End:><(T) es isomorfo a e. 

La importancia de los cspcctroides mansos ocultos está sin duda en la si
guiente caracterización, véase [27] (un cspectroide e es mínimo de tipo 
infinito si es de tipo infinito pero para cada. punto x E e el cociente E./(x) 
es de tipo finito). 

Teorema. El espectroide e es mínimo de tipo infinito con u.na componente 
postproycctivu si y solarncnte si e es rnanso oculto o e es el espectroide de 

caminos kA con ~ = ·~· para algún r 2: 3. 
º• 

Se sigue directamente de ln. teoría de tiltco que también indE. contiene una 
con1poncntc postproycctiva. 'Y~ una componente prcinycctiva 3 y una fan1ilia. 
tubular "J'" = ('T<-'>)..\EI?lk estable que separa 'J> de 3. 

6.3. Descripción de la categoría derivada. La descripción de la cate
goría. deriva.da de un espectroide Dynkin extendido se debe a D. Happel, 
[25]. Sea e un c~pectroide derivadamente Dynkin extendido de tipo 3., 
es decir, derivada111ente equivalente a un espectroide 4D Dynkin extendido 
de t.ipo 6. Entonces la. categoría. ind'l consiste de uua familia (~i)ieZ que 
satisface Hom(~¡, ~j) = O para cada j < i y para cada i E .Z, la fan1ilia ~i 
separa fuerte111cntc Uj<iXj de Uj>i~j· Escribirnos Z = ~i y ~i = ~2i-l• Las 
co1nponcnetes ~i son conexas, estándar e isomorfas a k(Z.Ó.) (las llamamos 
cintas) y la .. ~ componentes Z son fa111ilias de tubos 2"i = <21Á».\EIP'lk con tipo 
tubular ~' los tubos son ortogonales, es decir entre dos tubos diferentes 
todos los 1norfis1nos son ceros. 



Figura 6.2 

Lema. Todas_ las componentes de ind'l son estándar. 

Demostración. Suponemos que e es hereditario y que la imagen bajo la 
inmersión i[O] : inde--+ indDb(e), M - M(OJ de la familia tubular de inde es 
To. Como la familia tubular 'J' de inde es estándar y i(O]('J) = 'Jo se sigue el 
resultado para. los tubos de inde 

Para. X, Y en eo existe un n E N tal que T" X, ,.ny E lm i[O], es decir existen 
e-módulos M y N tales que T"X = M(O] y ,.ny = N(O]. El funtor T 
es un automorfismo en Db(e). Por lo tanto tenemos Homo•(t:)(X, Y) --=::... 
Homo•(t:)(M(O],N(O]). Los módulos M y N son preinyectivos y como la 
componente preinyectiva de inde es estándar se sigue el resultado para ea. 
Luego también para todas las componentes e;. O 

6.4. Implicaciones para inde. Definimos el mapeo µ : inde--+ :Z. por M E 
x,,(A-f)· La descripción de inde muestra que ind°l es de ciclos finitos. 

Lema 1. La categoría ind'l es de ciclos finitos. 

DcTnostración. Sea 

X =Yo_.!2.._Y1 -----Yn-1..l!!__Yn= X 

un ciclo en indE' en donde /¡ no es cero y no un iso111orfis1no para. cada 
i E {1, ... ,n}. Vatnos a dcn1ostrar que /1 ~ radE°(li-1' Y;) para cada i. 

Podemos suponer que ningí1n Yt es proyectivo (si no, sustituimos Yt por 
rad Ys/socY; y /;, fi+1 adecuadamente como en (3.8)). Por (3.8), existen 
morfismrn• hl~} tal que /; = ¿¡,;,1 h¡~~' · · · h¡~l y b.I~ ,¡. O para cada I!. E 
{l, ... , L;} y cada j E {l, ... , mt}. Efectuando este procedimiento con cada 
/¡ obtc11cn1os ciclos 

Cl!~~~J,n · · · l!~~l > > · · · (h.~~~'• · · · l!\~i > > 
end inde. Como inde es de ciclo finito obtenernos h.~~] ~ rad~ para cada 

combinación de indices posibles. Eso implica que h~~~ ~ radf para cada 
combinación de indices posible y por lo tanto J¡ ~ radz para cada i E 
{l, .. ., n}. O 
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Lema 2. Sea e un espectroide derivadarnente Dynkin extendido y 'J un tubo 
estable de indl'. Entonces 'J'"' es estándar. 

Demostración. Sea 'J C X;. Por el lema anterior y (3.9), el soporte de 'J 
está incluido en {x E e 1 µ(P.,) :5 i < µ(l.,)} que es una sección completa y 
convexa de e. Por (3.6), se tiene que 'J y 2: son equivalentes. El resultado 
se sigue de (6.3). O 

Lema 3. Si T$"'l y T$"> son dos tubos estables de la misma familia tubular 
X¡, entonces suppT$"'l = suppT$">. 

Demostración. Sea ~ la sección plena, completa y convexa de 'l dada por 
los puntos {x E e 1 µ(P.,) :5 i <µ(l.,)}. Para cada x E T~"'l tenernos µ(P~;} < 
i < µ(li). El rnorfismo canónico s:r : P~ -¡. I~ satisface tk #- O y factoriza 
por lo tanto sobre 21"'). En particular tenemos x E supp T~v). Eso demuestra 

supp'J'"~~) ~ T~"'>. Volteando el argumento, obtenemos la igualdad entre los 
dos soportes. O 

6.5. Soportes de tubos homogéneos son convexos. La demostración 
del siguiente resultado se tomó de (39]. 

Lerna. Sea e un espectroide derivadamente Dynkin extendido. Si "J e.<:J un 
tubo homogéneo en Tj, entonces suppT es convexo en l. 

De1nostración. Sea M E T un 1nódulo y 
01 On 

X= YO ---y1 ----- Yn-1--Yn = Z 

un camino en e cou X' z E supp T. Supone1nos que existe un i tal que 
Yj ~ supp'T y den1ostramos que entonces indl no es de ciclos finitos en 
contradicción con el len1a 1 de 6.4. 

Podcn1os suponer que Yt y Yn-1 no pertenecen a suppT. Sea S = E.¡:; en 
donde 3 es el ideal generado por {.601,orn-ylV,6,-y E rade}. Como M(yi) = 
M(Yn-1) =O, tenernos que kl es un S-rnódulo, es más, Tes una cotnponente 
conexa de indS y ind9 es de ciclo finitos porque ind'E. es de ciclo finitos. 

Vatnos a construir un ciclo en indS. Para ello denotamos por D¡ el E.-módulo 
inescindible que satisface D;(y¡) = D;(Y;+il = k y D;(a) =O para cualquier 
otro punto a de E.. Obvian1cnte cada D¡ es ta.IIIbién un S-rnódulo. Con ellos 
obtenc1nos una cadena en indS de morfisrnos no ceros con10 se dibuja en la 
figura 6.3 

Dn-2 

/ ""-.. / 
·~n -- Sy,.-J SYn-2 

Figura 6.3 
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El primer morfismo l~n -+ 5 11,._1 es inducido por la proyección canon1ca 
ti .. -+ l~,./socl~n y el último morfisrno es inducido por la inyección rad P~0 --+ 
P:

0
, mientras los otros morfismos son canónicos. Con morfismos no ceros 

f : P~0 --+ M y g : M --+ l~n cerramos el ciclo. 

Eso nos produce la contradicción buscada: Como T es una componente 
estable de indS, no contiene proyectivos ni inyectivos y los morfismos f y g 
pertenecen al radical infinito radS° en contradicción con el hecho que ind9 es 
de ciclos finitos. D 

6.6. Una f"amilia de tubos sumergido en cada ':rj• Entramos ahora a 
la parte más técnica del trabajo. Denotamos 

'rj = LJCT; u e;+1) y r; = LJ(T; u e;). 
i<j i>j 

Lema. Sea ':rJÁ) un tubo homogéneo de ':rj y sea :;- = supp .,y>. Entonces 
ind9" n T¡ es una familia de tubos que son estables y ortogonales. 

Dernostraci6n. En lo que sigue tomarnos la terminología y los resultados de 
(29), véase también (39]. Sea M un módulo inescindible en T?>. Definimos 

indo:7" ={X e ind:7" I Hom:.-(X, M) =O= Hom::r(M, X)} U T!Á) 

ind+:r ={X e ind:7"1 Hom:.-(X,M)-# O}\ 'J?> 

ind+:r ={X e ind:7" I Hom:.-(M, X) '#O} \ T!Á) 

y demostrarnos que se satisfacen las siguientes propiedades. 

(Sl) indo!T es exacta, es decir. es cerrada bajo extensiones, T:r, -r; y no 
contiene ni proyectivos ni inyectivos. 

(82) Cada !T-n1ódulo incscindible est:i en uno y solamente en uno de los 
subespcctroides indo!T. ind+:T o ind_::J" de ind!T. 

(S3} Los !T-rnódulos proyectivos e inescindible:-1 pertenecen a ind+!T y los 
!T-módulos inyectivos e i11escindibles pertenecen a ind_'9'". 

(S4) indo:J"' = ind:r n 'J;, ind+:7" = ind:r n 'J{ y ind-:1' = ind:7" n Tj. 
(SS) Para cada X e indo:7" vale pdim,,.X ~ l y idim:.- X :::;; l. 

(S3): Sea x E !T. Con10 JvI es omnipresente, existe un 1norfis1no 110 cero 
f: Pi--+ 1\-1. Dualmente se demuestra l;i e ind_:;- y con eso (S3). 

(S2),(S4): Primero notamos que :r está contenido en la sección plena, com· 
pleta y convexa dada por los puntos {x e e 1 µ(P,,) :::;; i < µ(I,,)}. Por (3.6), 
poden1os hacer uso de la inmersión ind!T c....+> indl. Por las propiedades de 
indé' se tienen las inclusiones ind+~ ~ ind!T n T{ y ind_T ~ ind:T n T¡. Sea 
ahora X e ind:7" n 'J{ y f : X -+ 1¡; un rnorfismo no cero. Por (S3), l. se 

factoriza sobre T,ÁJ. Eso implica Hom,-(X, M) "#- O. Dualmente se demuestra 
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ind:'.'FnT¡- ~ ind_!J". Como consequencia obtenemos indo:J" = ind!Tn'T¡:, es decir 
(S2) y (S4). 

(SI): Sean ahora X y Z en indo!T y O - X - Y - Z - O una sucesión 
exacta. Usai:nos que no hay morfismos no ceros en indé" de 'T¡ a "Jt ni de 
'Ji a 'J; U 'J'°t para concluir que Z está en T; y por Jo tanto en indo!T. Si X 
está en :r~">, también T:rX y TiiX están en :r~">: Para ello supongamos que 
X satisface (•) Hom:T(X,M) =O= Hom:r(M,X) y de1Dostramos que T:rX 
y T¡;X también satisfacen (•)· Usamos las fór1Dulas de Auslander-Reiten 
(1.5). Clar&JDente T:TX está en indo:T o en ind_:T. Por lo tanto tenemos 

Hom:;r( T:;rX, M) = Hom:T( T:rX, M) 

....::::... DExt}(T¡;M,r:rX) 

....::::... D Ext}(M, r:rX) 

....::::... Hom:T(X, M) 

=O 

en donde Ja última igualdad se debe (•). De manera similar calcularnos 

Hom:r(M, r:rX) = Hom:T(M, r:;rX) 

....::::... O Ext}(X, M) 

....::::... O Extl,.(X, r,,.Af) 

....::::... Hom,,.(M, X) 

=0. 

Analogamente se verifica Hom:;r(r¡; X, M) = O = Hom,,.(M, r¡;) y con eso 
(SI). 

La propiedad (S5) sigue directamente de (SI), (S3) y el hecho, véase [42], 
de que pdim!TX :5 1 vale si y sólo si Hom:;r(I, r:;rX) = O para cada :T-módulo 
inyectivo I, y dualmente que idim!T X :5 1 si y sólo si Hom(-r;-X, P) =O para. 
cada :T-rnódulo proyectivo P. 

Por [29), se sigue que indo:T es una categoría uniserial, es decir cada objeto 
tiene una cadena de subobjetos con factores sin1ples y esa cadena es única, 
y si indo!J" = U.reX U.r, entonces para cada x E X, la componente Ux es un 
tubo estable de rango r(x). Además r(x) = 1 para casi todo x E X. O 

6.7. La inclusión de Ja f"arnilia indo:T en la f"arnilia Z;· En lo que sigue 
vamos a investigar la huncrsión de la familia indoT ~ Z· La fan1ilia L es 
una familia de tubos que son estándar y ortogonales. Por lo tanto, para 
cada 1norfismo J : X --+ l: en Z existe un núcleo Ker J : N -+ X de 
f y un conúcleo- Coker f : l:: - Q. y Ker Coker f es isomorfo a Coker Ker f. 
Por eso podemos hablai= de sucesiones exactas Cn z. Si la categoría fuera 
aditiva podríamos decir que es abeliana, pero nos vamos a restringir a los 
inescindibles. La misJTI.a estructura encontramos en indo:T y por medio de la 
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inmersión indo:T <-+ Z; podemos comparar las dos estructuras. Por (6.4.3), 
todos los tubos estables de T; pertenecen a indo:T. Sea ::ri"> un tubo que 
contiene al menos un 'l-DJódulo proyectivo. 

Los objetos de ;d"> que tienen el mismo subobjeto rninimal S forman un 
rayo r(S) y los objetos que tienen el mismo objeto cociente minimal S 
forman un cora.yo c(S), véase figura 6.4, aquí como en todas las figuras que 
siguen hay que identificar las líneas verticales. 

c(S r(S) 

i 
···~ i ~-

Figura 6.4 

Lema. Sea U,.. = ind9" n -ri"'' y p el rango de U.,. Entonces existen objetos 
simples S¡, • .. , Sp en ~v) tales que la imagen de la inmersión U,., c.....+ 2:~~·» es 
igual al subespectroide pleno de ;ti"> dado por los punto.• {r(S,), ... , r(Sp)} n 
{c(r;¡:Si), •.• c(r;¡:Sp)}, ver figura 6.5. Además, si f: X---> Y es un morfismo 
en indo!T entonces tenemos Ker f = Ker f y Coker f = Coker f, en particular, 
la inmersión indo!T c....+ Z. mandil suce.'liones exacttis a sucesiones exactas. 

Figura 6.5 

Demostración. Sean X, Y dos !T-m6d.ulos inescindiblcs. Como !Tes pleno y 
convexo en 'l tenernos que 

Extf,.(X, Y) = Ext~(X, Y) ....::::..... O Hom;¡:(Y, r;¡:X) = O Hom;¡:(Y, r;¡:X). 

Si además X, Y pertenecen a 'J"'¡, es decir, a indo:.T entonces tenemos por otro 
lado 

Extf,.(X, Y) ....::::..... O Hom;r(Y, r:rX) = O Hom:r(Y, r:rX). 
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En particular tenemos las siguientes fórmulas para X, Y E ind0!T, de las 
cuales la segunda se demuestra analogamente. 

(1) dimk Hom!T(Y, r,..X) = dimk Hom,;(Y, r,;X) 
(2) dimk Hom!T(r:TY, X) = dimk Hom,;(rzY, X) 
(3) dimk Hom!r(X, Y) = dimk Hom,;(X, Y) 

Sea ahora Z E indo!T en la boca de un tubo de la familia tubular indo!T y 
sea O -+ X -+ Y -+ Z -> O una sucesión exacta en indo!T. Eso implica que 
podemos hacer uso de las siguientes ecuaciones. 

(a) dimk Hom!T(X, Z) = O (d) dimk Hom""(Y, Z) = 1 
(b) dimk Hom!T(X, r""Z) = 1 (e) dimk Hom!T(Y, T!rZ) =O 
(c) dimk Hom""(X, Y) = 1 (f) dimk Hom""(r:T X, Y) =O 

Si traducimos las ecuaciones (a) - (f) por medio de (1), (2) y (3) obtenemos 
de (b) que X tiene que estar en la cinta C infinita indicada en la figura 6.6 a 
la izquierda y de (a) obtenemos que X no puede estar en el área sombreada 
de la figura 6.6 a la derecha. Si combinamos esos dos resultados obtenemos 

·~s~: ~·~ ~ .. =··~ ··~ .. ~~o ••• ;~··-· 

Figura 6.6 

Colocados X y Z, nos preguntamos por las pos1c1ones posibles para Y 
(nótese que Y es inescindible). Por (e) y (d), Y tiene que estar en el 
rectangulo R sombreado de la figura 6. 7. 

~'~:" 
r:¡ X Figura 8. 7 r¡ X 

Pero por (e) y (f), Y no puede quedar en el área sombreada de la figura 6.7 
a la derecha. Por lo tanto sólo queda una sola posición posible para Y: la 
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esquina superior del rectangulo R. Por eso, todos los :J"-módulos inescindibles 
que están en el mismo corayo de indo:J" también están en el mismo corayo en 
_;[¿ y en el mismo orden. Similiarmente, los :J"-módulos que forman un rayo 
en ind~:,f vuelven a quedar en el mismo rayo en Za y en el mismo orden. 

Sea S' el minimo cociente de X en Z y Sel mínimo subobjeto de Z. en Z· 
Entonces tenemos Tc_S = S'. 

Fijamos ahora un tubo no homogéneo :,ti"l y sean r(S1), ... , r(Sn) esos 
rayos (definidos por objetos S; en la boca de Z) y c(SD, ... ,c(S:,) corayos 
correspondientes. Notamos que ya hemos demostrado la inclusión 

ind:T n Tr"> ~ {r(Si), ... , r(Sn)} n {c(SD, ... c(s:,)} 

y la propiedad rzS¡ = s; (suponiendo una enumeración apropiado de los 
objetos S; y Sj). Por inducción sobre la longitud de los módulos en indo:T se 
sigue fácilmente la igualdad ' 

ind:T n Tl"' = {r(S1), ... ,r(Sn)} n {c(SD, ... c(S:,)} 

y con eso también el hecho que para cada morfismo J en indo:T el núcleo y 
el conúcleo de/ en Z vuelven a estar en ind0 :'.J". D 

Corolario 1. La familia tubular ind0 :T separa fuertemente ind+:T de ind_:r. 

Demostración. Sean X E ind+!T y Z E ind_!T módulos inescindiblcs y f : 
X -+ Z un rnorfismo no cero. Se sigue de la separación fuerte en ind'é° 
y el hecho que f no es cero, que para cada v e IP1k, existe un objeto 

M(v) = Ef>j::; 1 Mf> cuyos surnando._c¡ directos e inescindibles MJ''» pertenecen 

todos a T."' y existen morfismos o}"' : X -+ MJ"> y h)"l : MJ"' -+ Z tales 

que[_= E:'.;;1 !!.)"ltf/'' · 
Por el lema anterior existe para cada v E 1?1 k y cada j = 1 1 .... , nv una 
factorización de hj">gJ"> sobre un !T-módulo inescindible ~("') en •:rJ">y ver 
figura 6.8. 

Figura 6.8 
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Como m"> es estándar, cada mornsmo que entra al tubo y factoriza sobre 
M}"l también factoriza sobre X:)">. Sean :Ü"l : X ~ X:)"> y !!}"> : X:)"> ~ Z 

morfismos tales que !Z}"):Üv) =h.)">!//>. Como X, Y,;(v) y Z son !T-módulos 
obtenemos de la igualdad 

la buscada factorización 

f = ~ 71C"l-y("l 
- ~-J -J 

i=l 

f = f: 71)">-y)"1. 
i=l 

Eso demuestra la separación fuerte. D 

Corolario 2. Para cada x E e tal que P:r E 'J"Jv> se tiene que rad P:r y 
Px/socPx pertenecen a uno de los triángulos sombreados de la figura 6.9, en 

dondeJos la intersecci6n de los rayos y corayos indicados define a ind:Tn:i"'l. 

Figura 6.9 

Demostración. Sea X E e tal que P.:r E 7}"'>. Si rad P;r no está en uno 
de los triángulos so111hreados de la figura 6.9 entonces existe un 3""-tnódulo 
inescindiblc en 'J'~v) y un morfismo no cero f : X--+ rad P:r- La composición 
de f ;/:- O con la inclusión 1- : rad P:r --+ P.:r nO es cero. Por lo tanto tenemos 
X (x) .,¡. O, en contradicción con el hecho de que X e ind!T y x fi! !T. 
Similartnentc se dc1nucstra que P.r/socPx pertenece a uno de los triángulos 
sonll>rcados. O 

6.8. Pedazos en 'rubos. Aquí se deu1ostra.rá un len1a técnico que es de 
importancia fundamental para el resto del capitulo. 

Lema. Sea E: un espectroide derivadarnente Dynkin extendido y sea S un 
subespectroide pleno y convexo de e. Sea T~.\) un tubo homogéneo de Ti y 

!T = supp -:r-~"l. Si 5" e;¡; S entonces indS n Ti es finito y dirigido. 
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Demostración. Como todos los tubos homogéneos de la familia 'J"; tienen 
el mismo soporte (6.4.3), tenemos que indS n 'J"~,.¡ = 0 para cada tubo 
homogéneo 'J"i">. Sea ahora 'J"i"'l un tubo no homogéneo. 

Como en (6.5) vemos que :r = supp'J"i"'> ~ {z E e I µ(P~) $ i < µ(1~)} = 5. 
Sea z E supp 'J"5v> \ S. La componente ind!J" n 'J"~") es un tubo estándar, por 

(6.6). Sea X en la boca de ind:T n 'J"i"'l tal que X(z) # O. 

Demostramos que cada Y E 'J"~"') no proyectivo tal que ~ está en el área 
sombreado A= A1 U A 2 U A3 de la figura 6.10 satisface Y(z) -,6 O. De eso 
sigue la afirmación ya que T,"'l \A es finito y, por el corolario 2 de (6.7), 
también dirigido. 

Figura 6.10 

(1) Sea primero Y e A 1 • El modismo canónicos,: PI_,. 1; factoriza. sobre 
X en ind!T. Co1no ª-= no es cero y 2:~"') estándar, se sigue que Sz factoriza 
tambíen sobre Y. Eso implica Y(z) #O. 

(2) Tratamos ahora el caso Y e A 2 (la demostración del último caso, Y e A 3 , 

es analoga.). Sea f : X ~ Y un rnorfis1no no cero y lm/ = Eei'!:. 1 Z¡ una 
dcco1nposición en incscindiblcs. Sea. t¡ : Z¡ --+ Y la inclusión canónica y 
f¡ : X -1' Z¡ el 1norfis1no inducido por f. Como fi y t¡ son 1uorfis1nos no 
cero, obtene111os que Z¡ está en 'J'"Sv). Por otro lado, lm f es un !T-1nódulo. 

Los únicos 9"-mód11los Zen 'J")vl qnc satisfacen Hom:T(X, Z) #O e"tán <'n T,"'1 

en el mismo rayo que X. Por lo tanto, obtenemo" de (1) que lm /(z) # O. 
Como 1, es inyectivo se sigue el resultado. D 

6.9. El soporte de un tubo homogéneo. Sea E. un espcctroidc dcriva
dan1cnte Dynkin extendido. 

Proposición. Se.a A1 un 'l-rnóclulo en un tubo homogéneo "J"l"). Entonces 
el e."lpectroide de soporte supp M es manso oculto. 

Demostración. Vamos a utilizar la cara.eterización de Ringel [42, 4.3(8)] 

Teorema. Sea f. un espectroide finito de dimensión global finita 
con Xc no negativa y cuyo radical rad Xc. tiene rango uno y un 
generador omnipresente. Supongamos que existe una coTnpo
nente :P en indf. tal que Home (1, :P) = O para cada f.-módulo 



inyectivo. Entonces e es manso oculto (y ~ su componente post
proyectiva). 
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R.ecordamos que un vector x E zn se llama omnipresente si Xi ~ O para 
cada i = 1, ... ,n. Sea 9 = {z E El µ(P,) :5 i < µ(1,J}. 

Por (3.4), Xs es no negativo y tiene corango uno. Además M = supp Mes un 
subespectroide pleno de 9 y entonces X""' es no negativo y corango XM ::::;; 1 por 
(4.2). Como la componente 'J"f'l es estándar y pdimM :5 1 (6.4.2) tenemos 
dimk End,.r(M) - dimk Ext~r(M, M) = x,. (!lim M) = O, lo que demuestra que 
corango XM = 1 y que el radical de XM contiene un generador omnipresente. 

Sea :Ji el subespectroide pleno de ind:M dado por los M-módulos X con µ(X) < 
i. Corno todos los M-módulos inyectivos I satisfacen µ(I) > i,obtenernos 
Hom(I, :Ji) = O para cada :M-módulo inyectivo. Además cada X en :¡; es 
dirigido. Esto se debe a que si X pertenece a una cinta X2j, ésta es estándar 
y en los otros casos a (6.8). Si eligimos P una componente conexa de P. 
satisfacernos todas las condiciones de la caracterización y M = supp M es 
manso oculto. o 

6.10. Extensiones tubulares con ramas. Sea e un espcctroide 1nanso 
oculto y M1, ... , Mn e-módulos inescindibles y no iso1norfos dos en dos que 
están en las bocas de los tubos de e y .'.R¡' ••• '.'.Rn ramas. Sea e¡ = e(M¡ • .'.R¡ l 
e inductivamente G.¡+1 = t:¡(Mf, !R¡) donde Mi es la extensión con ceros de 
M¡ a C¡. El resultado final e. 0 , lo denotamos por e(M¡, ~¡)I1= 1 y lo llan1amos 
extensión tubular con ramas de e. 
Definimos la función de tipo tubular de t:[Ma, !R¡]~=t por 

t: IP' 1 k--> N,>. >->to(-")+ L l.'.R;I 
AfaET(>..) 

donde to es la función tubular de e. Sea (P1, ... ,p1) el tipo tubular corres
pondiente. Si 1rcp1 , .•.• p,) es de tipo Dynkin entonces t:[M;,:R:¡)t~ 1 se lhuna. 
extensión t.ubular doméstico de C.. Vamos a necesitar una generalización 
de la construcción presentada. Para eUo admitin1os que las ram<L"i !R1, •.. , ~n 
sean generalizadas. Sea rn¡ el ntimero máximo tal que p-m. E !R¡ y sea. /vi¡ e] 
e[M¡,!R¡]-n1ódulo proyectivo correspondiente al punto p-.,n •. Sean !R~, ..• ,!R~, 
ramas generalizadas. Inductivamente definimos e\ = [.'.R\, M 1](e[M1, .'.R¡]) y 

e~+l = [!R~~ ~](t:[Alf, ~¡]), donde l\'1/ (rcsp. lvf~) es la extensión con ceros 
de l\f; (rcsp. J\;f;) a e.:. El resultado final E: .. se lla1na ext.ensión tubular 
con ramas generalizadas de e. De n1anera analoga se define la función 
de tipo tubular y el tipo tubular (p\, ... ,p~). Si 'll'(pj , ••• ,p¡) es Dynkin E:, se 
llama extensión tubular doméstico generalizado de e. 
El siguiente lema se demuestra como lo hace C. M. Ringel en (42] para 
extensiones tubulares de ramas. 
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Lema. Sea !T es una extensión tubular de ramas generalizados de un espec
troide manso oculto. Si el tipo tubular de !T es Dynkin entonces ind!T tiene 
una componente postproyectiva ~' una componente preinyectiva O y una 
fa'Tnilia tubular que separa fuertemente :J> de Q. 

Durante el trabajo va.mas a confrontar varias veces la situación en que se 
extiende un espectroide manso oculto (en la mayoría de los ca.sos va ser 
hereditario) con un módulo inescindible. J. A de la Peña demostró en (37] 
lo siguiente. 

Teorema. Sea eº un espectroide manso oculto no de tipo A.n. 
Sea R un e-módulo inescindible en un tubo de inde y sea e 
e0 [MJ. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes. 
(a) e es manso 
(b) q< es no negativa 
(e) e es tubular doméstico, tubular o 2-tubular. 

Unas notas al respecto. Para una definición de espectroides 2-tubulares 
véase (7.4). Si cambiamos 'manso oculto' por 'hereditario de tipo Dynkin 
extendido' podemos cambiar también la forma de Tits por la forn1a de Euler 
ya que la din1ensión global de e, en ese caso, no excede a 2. Si M uo está 
en un tubo, entonces la forma cuadrática Xc es indefinida, véase (37]. 

6.11. Espectroides equivalentes por reflexiones a extensiones tubu
lares domésticos.. El siguiente teorema fue demostrado en (5] con diferen
tes métodos. 

Teorema. Para cada P.spectroide derivadamente Dynkin extendido e exi.'itC 
una extensión tubular doméstico ".D de un e.9pectroide man,.,o oculto tal qut! 
"l es iso111.orfo a '1>. 

Demostración. Record;unos que Xo es una cint.a. Sea E una seccióu completa 
de Xo suficientemente a Ja derecha, es decir tal que para cada "l"-1uódulo 
proyectivo P en Xo y cada i 2: O tcnc1nos Hom(r-iS, P) =O para cada .,'i E E. 
Sea S = Ef)TeE T y 'D = supp S y Jl,f un módulo en un tubo homogéneo ~t'". 
Por la proposición anterior, supp M es Dynkin extendido y supp M ~ S = 
{z E e/ ¡•(P,) :5 O < 1•(1,) }. El S-módulo S es un módulo de tilteo con 
:>< = End(S)ºP hereditario y manso de tipo Dynkin. 

Vamos a usar la siguiente caracterización de Ringel [42: 4.9(1)]. 

Teorema. Sea 1I'm1 ••••• m, un diagrama de Dynkin y C. manso 
oculto de tipo tubular (m1, ... , .,,.,¡. Si T es un e-módulo de tilteo 
con ningún sumando directo e inescindible que es preinyectivo, 
T = To $ T 1 con una suma directa de módulos postproyectivos 
To y una suma directa de módulos en tubos T 1 , entonces !To = 
End(To) es manso oculto y :7' = End(T) es una extensión tubular 
con ramas con tipo tubular (rn 1 , ••• ,rnt). 
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Sea F = Home{S, ?) : modS - mod:K, T., = F(I.,) para x E S y T = EBzes T.,. 
T es un :K módulo de tilteo y sus sumandos directos e inescindibles T., son 
postproyectivos o regulares. O 

6.12. Espectroides derivadamente Dynldn extendidos de tipo infi
nito. El siguiente teorema fue demostrado por l. Assem y A. Skowro1íski 
en [3] con otras técnicas. 

Teorema. Cada espectroide de tipo infinito y derivadarnente Dynkin ex
tendido es una extensión tubular doméstico generalizado de un espectroide 
manso oculto. 

Demostración. Sea e derivadamente Oynkin extendido. Para cada entero 
j fijamos un l-módulo M2j+l en un tubo homogéneo de X2j+t y definimos 
M2j+I = suppM2j+l· 

Vainas a dernostrar primero que existe un j 0 tal que M2j0 +1 nindt: es infinito. 
Para ello suponemos que eso no es así. Por (6.8), cada e-módulo es dirigido 
y por eso indé: contiene una cornponcutc postproyectiva. Por (6.2), existe un 
cociente e de f.. que es Dynkin extendido. La proyección 7r : C. ~ e iuducc 
uu funtor <p : inde ~ indC., F """-7 F7r que es fiel. Sea t/J la cou1posicióu de 
cp con incl : indC. ~ inde. Sea T un tubo hou1ogéneo de inde. Co1uo existen 
inódulos cu 'J"" que adinitcn autocxtcnsiones, .,P('r) está contenido en una 
familia tubular X2j+l· Por (6.8), sólo existe un nú1nero finito de fa111ilias 
X 2 j+t tales que indf.. n X2j+1 es infinito. Por lo tanto existe un e-n1ódulo T 
tal que 1./'(T) pertenece a uu tubo ho1nogéneo de X2j0 +1 ~ inde. Por (6.4.3) 
obtcne1nos .J\.f2jo+l ~ e~ f... 

Sea S una. sección suficiente a Ja derecha (G.11) en X2j· En (6.11) se deruostró 
que S = supp Ses una extensión tubular doméstico de un M2jo+l tal que S y 
E son isomorfos. Entonces por (3.4), existe una sucesión de reflexiones que 
t.ransfornu.L Sen C. y que evita J\'C2j

0
+1 · Por (5J~), é. es una extensión tubular 

do1néstico genera.liza.do de J\f:.!Jo+ I · D 

6.13. Espectroides derivadamente Dynkin extendidos que son fuer
ternent.e sirn.plemente conexos. El siguiente resultado es una generali
zación de un resultado de l. Asse1n y A. Skowroñski. véase [4]. 

Teorema. Sea f.. un espectroidc finito y diri_qido y fucrtenlente sirrlplernf!nte 
conexo. Entoncc.'1 E. t~s derivadarnente Dynkin extendido de tipo Dn o de tipo 
JE,1- si y .'lólo si la forrru' X,: es no negativa de corango uno. 

Derllostración. La necesidad se sigue de (6.1). Sea ahora E. un espcctroide 
que satisface las condiciones (i) y (ii) y sea x E e tal que C.c = e \ {x} es 
conexo. Entonces eo es fuertemente shnplemente conexo, X1.:o es no negativa 
y corango Xcº ::5 1, en particular Af = rad Px es un G0 -rnódulo inescindible. 
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Si corangoxc
0 

= 1 suponemos por inducción que E.o es derivadamente Dynkin 
extendido de tipo ID>n' o de tipo En• . Por (2.8) existe un espectroide here
ditario :K de tipo ID>n' o de tipo En• y un :K-módulo inescindible N tal que 
e = eo[M] y :K[N) son derivadamente equivalentes. Entonces Xx(N] es no 
negativa y tiene corango uno. Por (6.10), se sigue que :K[N] es derivadamente 
Dynkin extendido. 

Si corangoxc
0 

=O, entonces C. 0 es derivad.amente Dynkin por (5.5). Entonces 
existe un espectroide hereditario :K de tipo Dynkin y un :K-módulo inesciu
dible N tal que e = e0 (M) y :K(N) son derivadamente equivalentes. Por 
(5.3) :K(N] es derivadamente hereditario y entonces por las propiedades de 
la forma Xxr.vl' el espectroide :K(N] es derivadamente Dynkin extendido. O 

La hipótesis de ser fuertemente simplemente conexo no se puede evitar corno 
muestran los siguientes ejemplos. Sean ei los espectroides dados por carcajes 
con relaciones de la figura 6.IL 

e,: 

Figura 6.11 

Los dos espectroides no son fuertemente simplemente conexos y tienen gru
pos de Grothendieck isométricos. El espectroide E. 1 es dcrivadamcnte Dynkin 
extendido de tipo 5 4 y C.2 no es dcrivadan1ente Dynkin extendido. 

6.14. Componentes vostproyect;ivas. 

Proposición. St!<J e de1·ivada1nente Dynki11. cxl<!7'dido. Entonce.~ cada .'lub
espcctroidc pleno y convexo de E. tient: TlTl.a <Ynn¡10rtt'!1dr. po . .,t¡Jroye<:tiua y una 
co1nponenetc pn!i11.11cr.tiua. 

De11lo.01tmció11. Sea :.T un subespcctroidc pleno y r.onv•~XO de e. Para. cada 
i E 2.Z sea. S¡ el soporte ele uu tubo hon1ogéuco e.Je Ti. 

Si S; S?; :T, para cada i E 22. <>ntonces por (6.8), cada :T-módulo es dirigido y 
!T tiene una co1npouc11te po.stproyectiva y uua co111poncntc prciuycctiva. que 
es la 111Í!n11a, ya que !Tes de tipo finito por (6.12). 

Sea i E 2Z 111iuhual tal que S¡ ~ :Y. Entonces !T es subespectroide pleuo y 
convexo de una extensión de rama..'i generalizados 9 de 8¡ y por lo tanto !T 
ta111biéu es extensión de rarnas generalizados de S¡. Por (6.10), se sigue el 
resultado. O 
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7. Los RIVALES DE LOS ESPECTROIDES DERIVADAMENTE TUBULARES 

Se definen espectroides tubulares y eapectroides 2-tubulares y se investiga la similitud 
y la diferencia de la fonna bilineal homológica de los dos. Después se calcula con 
ese enfoque un ejemplo concreto de un espectroide derivadamente e-tubular y se 
demuestra en general lo que se conatató en el ejemplo. La importancia de los 
espectroides 2-tubulares consiste en que contienen la clase de espectroides críticos 
de crecimiento polinomial. El capítulo se tennina con una observación sobre equi
valencias derivadas entre espectroides 2-tubulares. 

7.1. Espectroides tubulares. Un espectroide e es tubular si es una ex
tensión tubular con ramas de un espectroide manso oculto tal que Ja estrella 
del tipo tubular p de e es Dynkin extendido. Los únicos casos posibles 
son (2,2,2,2), (3,3,3), (2,4,4) y (2,3,6). El espectroide inde fue calculado 
por C. M. Ringel en (42] y consiste de una componente postproectiva :P. 
una componente preinyectiva :J y una familia ('.Tq)qEQ• Q = Q n [O, l] en 
donde cada '.Tq = (T~.>.JhelP''k es una familia tubular de tipo tubular p. Para 
q E Q n {O, 1 ), la familia Tq es estable, 'J"o contiene uno o n1ás proyectivos y 
'J"1 contiene uno o más inyectivos. Todos los morfismos de :J a 'J"q (q E Q) y a 
:J> son cero y todos los morfisrnos de Tq a Tq• y a P son cero si q > q', adcn1ás 
dos tubos diferentes de la misma familia son ortogonales. Cada fau1ilia Tq 
separa :PUUq'<q '.T de Uq'>q TU:J. Se acostumbra dibujarlo como en la figura 
7.1. 

E~·····~·····b;j 
q E Qn(O, 1) 

Q 

Figura 7.1 

En [42], C. M. Ringel también demostró para un cspcctroide tubular E. que 
también f.ºP r.s tubular y que la forn1a de Eulcr de E. es no negativa. y tiene 
corango dos y controla a. indE.. 

7.2. Omitiendo puntos extrema)es. Uno de los objetivos de ~st.c traba.jo 
es caracterizar cspectroides que son dnrivadan1e11te tubulares bajo ciertas 
restricciones. Las demostraciones de los teore1na.s analogos para cspec
troides derivadamente Dynkin (5.5) y espectroides derivadan1ente Dynkin 
extendidos de tipo ii'i>,. o de tipo íE,. (6.13) muestran la siguiente técnica. Al 
espcctroidr. en cuestión E:. se le quita un punto para obtener un espectroide 
conexo E.o. Se infieren propiedades de la forn1a de Euler xl'.

0 
y se aplica 

inducción. 
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Empezando de esa manera nos topezamos rápidamente con un problema qÜe 
queremos investigar en este capítulo. Sea entonces e derivad.amente tubular 
y sea :z: E e extrema! tal que ea = e\ {:z:} es conexo. Dos situaciones son 
posibles: 

(a) Xca tiene corango uno y entonces E.o es derivada.mente manso oculto por 
(6.13). Este caso será objeto de investigación de las secciones que siguen. 

(b) Xco tiene corango dos. La primer idea sería aplicar inducción, pero eso 
es irnpracticable: Espectroides tubulares existen sólo con 6,8,9 y 10 puntos. 
Para cspectroides derivada.mente tubulares con 6 u 8 puntos no se podrá 
aplicar la inducción. Por eso queremos excluir este caso. Necesitamos que 
espectroidcs derivadamente tubulares satisfagan una condición como 

{e)' Existe un punto extrema} X E e tal que eo =e\ {x} es convexo y Xco 
tiene corango uno. 

El siguiente lema demuestra que podemos pedir una condición aún más 
fuerte: 

(e) Para cada punto x E e extrernal, la forma Xt:a tiene corango uno, donde 
eo =e\ {:z:}. 

Para. ello definimos primero para cada. subconjunto U de K 0 (e) su grupo 
ortogonal derecho (resp. izquierdo) como U.L = {x E Ka(e) 1 (u,x), 
O, Vu E U} (rcsp . .Lu = {x E Ko(e) 1 (x, u), =O, Vu E U}). 

Lema. Sea e deri11adamente tubular. Entonces x;:- 1 (1) n (rad x, ).L = 12l. 

DcTnostración. Por (4.2), es suficiente demostrar la afinuacióu para cspec
troidcs tnhnlarcs. Sea. entonces €. tubular y Hcan u 0 , u1 E rad Xt los vectores 
que co1·rcspoudc11 a los dos Hnhcspcctroidt~s convt?xos qne sou n1ansos ocultos. 
Ohscrva.111os que u = 1'c- +vi es 0111nipre:mnt.c y positivo. 

Suponga.1nos qne existe :.1: E x; 1 ( 1) n (rad Xi.: )...l.. Eut.onccs existe ttu uíunl"!r<> 
1iatnrnl N tal que x' = x+Nu es on111iprcsr.11te y positivo. Por (4.1 ), tcnc111os 
.L(rad Xi.:) = (rad )(,.)J. y por lo t.anto X~· (:1:1

) = Xt· (x) = 1. Co1110 Xi: coutrola 
a inde existe un l:-rnódnlo int!sr.indible k/ tal que ilim M = x'. 
Corno (v0.ffimM) = N(v0.u1) y (v1.ilimM) = N(111,110) co11cluin1os que Af 
cst.;i en un tubo "J de la. fatnilia t.uhular fonna.da. por los incscindiblcs X ta.les 
que 

(u0 ,dimX) = -(v1,ill!!lX) "#O 
donde la. desigualdad se debe a [42, 5.2(1)). Sea 

· · · -> S[i - 1) --> S[i) = M -> S[i - 1) -> · · · -> S[2) --> S[l) 
el corayo que pasa por M y termina en S[l) y sea r el rango del tubo 'J". 
Además sean a E N y /3 E {O, ... , n- l} tales que i =ar+ /3. Corno iliruM 
es una raíz de X,e:: tenemos {3 '=FO. Por la exactitud de la-sucesión 

O -> S[/3) -> M -> S[or] -> O 

-i 



79 

obtenemos (va, dim M) = a(vo, dim S[r]) + (v0 , dim S[,B]). Pero por otro lado 
tenemos (vo,dimM) = N(v0 ,v) que es un múltiplo de (v0 ,dimS[r]). Eso 
contradice el hecho de que (vo,dimS[,B]) no es un múltiplo de (v0 , dimS[r]). 
D 

Corolario.. Cada espectroide derivadamente tubular satisface la condición 
(e). 

Demostración. Sea e derivadamente tubular y X E e extremal. Denota 
ea = e \ {x}. Si el corango de x,. es dos, entonces por la convexidad de 
e0 en e tenemos que para cada V E rad X,, v(x) = 0 Ó equivalentemente 
(v,dirnl,,), =O, es decir diml,, E x;- 1 (1) n {radx.).1. en contradicción con el 
lema anterior. O 

7.3. Viendo un rival de cerca. Retomarnos la argumentación de la sec
ción anterior en donde vimos que si C. es un espectroide derivada1nentc tu
bular, X E e un punto extremal tal que €. 0 = e \ {x} es conexo cntouccs 
E. 0 es dcrivadamente Dynkin extendido~ es decir exif;t.e un espectroidc :>< 
que es hereditario de tipo Dynkin extendido y una equivalencia triangulada 
cp: Db(e 0 ) -=:..., Dº(:H). El f. 0 -módulo M = rad P., es inescindible y por (2.8) 
existe un ~-módulo incscindible N tal que C. y !)-([N] son <lerivadan1ente 
equivalentes. 

Para obtener una caracterización de espcctroides derivadamentc tubulares 
sólo nos falta den1ostrar que :J-C[N] es tubular. Por la investigación de [37] 
y utilizando que X'.)(r:1.·i es no negativo y tiene cora.ugo dos sabcn1os que sólo 
dos situaciones pueden ocurrir: 

(a) :H(N] es tubular 
(b) !}{ es de tipo fin y N pertenece a un tubo con rango 11. - 2 y ticue 

colongitud dos. 

Espectroidcs que se obtienen por niedio de una construcción co1110 en (h) 
son casos especiales de lo que vainas a llamar cspcctroidcs "2-tubularcs", 
ver la siguiente sección para una definición. 

Vamos a estudiar uu ejernplo concreto de un espectroidc 2-tubular. Sea!)-( el 
cspectroidc hereditario dado por el carcaj de la figura 7.2 a la izquierda y N 
el !}{-n1ódulo indicado a la derecha de la misma figura. La parte a la derecha. 
111uestra los vectores de din1c11sió11 de los n1ódulos que están en el tubo con 
rango 5 cerca de la boca (las líneas verticales se tienen que identificar). 
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Figura T.2 

La extensión de :Jf por N es el espectroide con el carcaj dado en la figura 
7.3 a la izquierda, con una relación cero indicada por una línea punteada.. 

!K[N]: 
V¡ 

Figura 7 .. 3 

Como !){ es hcrcditarin., :J-í[N] tiene dimensión global 2 y la forma de Eulcr 
x:H(NJ y la forina de Tits q:>t"[NJ coinciden. La forma de Tits se lee fácilmente 

q:>.(.'''](X¡, ... ,Xg) = X¡
2 + • • • + Xn

2 
- XtX3 - X2X3 - X2X.1 + 

+ X2Xo - X3X6 - X4X7 - X5X7 - X7Xs - X7X9 

= (x¡ - ?;-x3)2 + frex2 - X4 + x9)2 + t.-(xa - x2)2 + 
+ ~(x4 - x7 + X9) 2 + (xs - ?;-x7)2 + (x6 - ~x3)2 

+ (xs - ~x7)2 

La segunda for1na nos n1uestra que Xx(NJ = q,.[NJ es 110 negativa y tiene 
corango dos. En la figura 7.3 damos una Z-base (vi, v2) del radical de Xx¡Nr 

Sea.e = p¡ pf:><[N] (ver figura 7.4) y sea <p : Ko(:J-í[N]) ....:::..... K0 (e) la ismorfía 
inducida (4.2). La tabla 7.1 muestra el carcaj de Auslander-Reiten que se 
obtuvo por el llamado 'proceso de tejido'. 
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e: 
w1= 

Figura 7.4 

Los grupos de Grothendieck de :>C(N) y e son isomorfos. Por las fórmulas en 
(4.2) obtenemos una Z-base (w1,w2) de radxc, véase figura 7.4. En la tabla 
7 .. 2 evaluamos (w1, ?}~ y {w2, ?)c. en indG (observe que vale para un inyectivo 
lz, (w;, lz) = w;(z) Y que el resto se da por la aditividad). 

Observamos que existen e-módulos inescindibles M con (w1 , dim M), = O y 
(w2,dimM)c =O. Eso implica dimM E x;;- 1 n (radx,).L. Para ver cuáles 
son esos módulos, traducimos sus vectores de dimensión por 1nedio de (4.2) 
a vectores en Ko(:H:[N)): 

.,,-•ex)=? i 1 

8°8 
,_,-• (ut) =8 8 O -1, 

-r1 o 

.p-•(y) =??o o' 
0 1 1 

<P-'(u,) =? 1 1 ' _q-rJ 

Figura 7.5 

Nótese que cp- 1 (x) es el vector de din1cnsiún del módulo X indicado en la 
figura. 7 .2 y si1nilarn1cntc cp- 1 (y) = <lirn Y .. Por eso tenemos ditn X. <li1n Y E 
K 0 {:J-C[N]). En lo que sigue se clernostraro.i que r.so sit'?n1pre es a..o;i si el tubo 
es suticicnt.c111cnte gra11d1"?. 

7.4. Espectroides 2-tubulares y la condición de la intersección. Sea 
"D un cspcctroidc tubular doméstico con tipo tubnlarID>n-2 y M un ".D-rnódulo 
iucscindiblc que tiene r.olongit.ud 2 en un tubo de rango n - 4 (si n = 6 hay 
tres de estos tubos, si n. > 6 sólo ha.y uno). La extensión-fuente ~(.Af] Re 

llruna 2-tubular. Obscrvesc que '.D[M] tiene n puntos. 

Proposición. Sea e derivadamente 2-tubular con n puntos. Si n = 6 
entonces x;;-' (l)n (rad Xc ).L = 0 y si 11 > 6 entonces x;;- 1 (1) n (rad Xc ).l. ~ 0. 

Deniostración. l. Prin1ero observamos que es suficiente demostrar la afirma
ción para cspectroides 2-tubulares ya que una equivalencia derivada induce 
una isometría de los grupos de Grothendieck. Sea entonces e = X>[M]. 
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2. Si n = 6 entonces el tubo en donde está M tiene rango 2 que es igual a la 
colongitud de M, por lo que dimM es igual que el vector de dimensión de 
un módulo N inescindible que está en la boca de un tubo homogéneo. Eso 
implica que las matrices de Cartan de '.D[M) y '.D(N) coinciden. Pero como 
'.D[N] es tubular.con tipo tubular (2, 2, 2, 2), (7.2) demuestra la afirmación. 

3. Sea ahora n > 6 y denota N el '.D-módulo inescindible que es el único 
factor propio de M en el mismo tubo que M. Sea además a el punto de 
extensión de la extensión de fuente '.D(M). Vamos a demostrar que el vector 
w = <I>~ dimN + dimSo pertenece a x;- 1 (1) n Cx;- 1 (0)).L. 

Vamos a utilizar la transformación de Coxeter cite que se deja expresar por 
medio de <1>'.D y la forma bilineal homológica (¿, ?),, de la siguiente forma [42] 

[ 
<l>'.D -c:¡,T dim MT J 

-dimM<I>"' x.,,(dimM) - 1 (•) 

4. Como preparación de1nostrarnos 

<I>e dimN + dim N = dim P 0 + dim50 • 

Si N no es proyectivo, tenemos dirnr'DN + dirnN = dimP0 + dimS 0 • Se 
verfica que rnN = rc.N calculando Ja sucesión que ca...,;;i se divide cu mode 
y que termina en N. Usando (•) se obtiene cite dintN = 4'"D dhnN -
(dint N, dim M}-u · <lhn 5 0 . Por eso cflc dirn N + dim N = din1 P 0 + ciin1 Sn 
ya que n > 6 Ílnplica que el tubo en el cual están M y N tiene rango al 
menos tres y por lo tanto (di111 N. dirn NE}.1, = O. 

Si N es proyectivo, N = Pt;1, entonces 4'c. dim N = - clin1113 = - din1 S,t1, en 
donde la 1íltin1a ecuación se debe a la. posición de N en el tubo. Por lo tanto 
<I>i: dirnN + diln N = - din1S1:1 + ditnN = dirn.NI. 

5. Para cualquier vector v en Cx;- 1 (O)) .l. tenemos 

(u,w),. =O. 

Para ver esto aplican1os prhncro las reglas generales (a): {x, y)t: = -(y, •I>cx)c 
y (b): ol>edimP, = -diml, para obtener (v,w), = (<l>edimN,v), -v(a). 
Por el paso anterior, (<l>e dirn N, u), = -(dim N, v), + v(or) - (dim S,,,, u),. 
Aplicando al primer y al 1íltilno ténnino de la. expre!iióu a la derecha. dos 
veces (a) y usando el hecho que «l>l'_v = v obtene111os 2{dhn 5 0 , u),: = 11(c:t) -
(<l>c dim 5 0 , tl)" que es igual a 2u(o) por la regla (b). Eso implica (u, w),. =O. 

6. Finahncnt.c den1ostra1uos 

x,(w)=l. 

Si N no es proyectivo tenemos cite din1N = dimr-nN, como ya hemos visto 
en 4. Por el rango del tubo tenemos (dim T"DN, dim M).,, = 1 y por lo tanto 
<l>e dirn T.,,N = <J>,,, dim T'.DN - (dim T•DN, dirn M).,, · dim S., = <1>'.D dim T'.DN -



dim 5 0 • Si combinamos estos resultados obtenemos 

x.(w) =xcC<l>"'dimT"'N) 

=x.,(<l>"'dimT:I>N) 

=x., (ili!n T:I>N) 
=l, 

8& 

en donde la segunda igualdad se debe a la convexidad de 'D en e y la tercera 
a la regla (a). 

Si N = Pp entonces existe un punto -y en :Je tal que rad P 0 = rad Po = P-y. 
Por lo tanto, (dimlp,diml.,,), =O y 'l>e(dimlp) = '1>,;(dimPp - dimP.,,) 
-dimlp + diml.,,. Eso implica ('1>edimlp,!liml0 ), = (diml-y,9.iml0 ), =l. 
Otra vez concluimos 

x, (w) =x, - <l>e dim lp + dim 10 ) 

=x, (-<l>e dim lp) + x, (dim lo) 

- (<I>edimlp,diml0 ), - (diml0 ,4>,;dimlp), 
=l + 1 -1-0. 

Eso den1ucstra la afirmación de la proposición. o 

Si ni N ni r"DN es proyectivo, entonces dim ri:,N = w, que se ve fácihncnte 
utilizando (•). 

7.5. Espectroides 2-tubulares y espectroides críticos de crechniento 
polinomial.. Dentro de la da.se de cspcctroidcs 2-tubulares encontramos Ja 
clase de cspectroides que son críticos de crecimiento polinon1ia.J. Un espec
troidc E:. se lla.1na crítico de crecimiento polinomial si C. es n1a11so pero 
no de crecin1icnto polino1nial y cada subespectroide propio, pleno y convexo 
es de crccirnicnto polinornial. El siguiente resultado se debe a R. NOrcnberg 
y A .. Skowro1íski, véa.~c [35]. 

Proposición. Sea e un espectroide finito que es ftJ.erleTnente SÍTliplemente 
conexo.. Si G. es critico de crecimiento polinoTTiial entonces E. es 2-tubula.r. 

El siguiente resultado de A .. Skowroñski [45] da una priniera caracterización 
de espectroidcs que :;ou mansos de crccirniento polinomial. 

Teorema l .. Sea e un espectroide finito y fuertemente simplemente conexo 
con la forma de Tits débilmente no negativa. Si G. no contiene un subespec
troide pleno y convexo que es critico de crecimiento polinomial, entonces E. 
es manso de crecirriiento polinomial .. 

En el siguiente capítulo usaremos también la siguiente caracterización de J .. 
A. de la Peña, f40]. 
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Teorema 2. Sea E. un espectroide finito 71 fuertemente simplemente co
nezo. Entonces e es manso de crecimiento polinomial si y solamente si 
se satisfacen las siguientes condiciones. 

(a) La forma de Tita q, es débilmente no negativa. 
(b) Cada subespectroide pleno 71 convexo :J" de E. tal que q,, admite un vector 

radical omnipresente es manso oculto o tubular. 

7.6. Equivalencias entre espectroides 2-tubulares. El siguiente resul
tado es una aplicación de (2.8) y se publicará en [8]. 

Proposición. Dos espectroides 1?-tubulares con el mismo número de punto.~ 
son derivadamente equivalentes. 

Demostración. El resultado se sigue de (2.8) utilizando que dos espectroides 
derivadamente Dynkin extendidos de tipo ñJ>.. son derivadamente equivalen
tes y del siguiente hecho. Para 'D derivadamente Dynkin extendido de tipo 
[ii,. y M e Ob('D) de longitud 2 en un tubo de rango n - 2, el conjunto 
{g(M) ¡ g e Aut(Db('D))} es el conjunto de todos los objetos en Ob('D) que 
tienen longitud 2 en un tubo de rango n-2. Eso se ve de la siguiente manera. 
Sea e un cspectroide Dynkin extendido de tipo fin. Si n > 4 observarnos 
que la traslacion T : Db(E.) -+ Db(E.), C ,_. C[l] genera un subgrupo cíclico 
9 e Aut(Db(E.)) con la propiedad que para cada i e 2Z existe un g E 9 tal 
que y(M) E 'J'"¡. Junto con la traslación de Auslandcr-Rciten obtenemos el 
resultado en el caso n > 4. Sea ahora n = 4 y E. el espectroide dado por el 
carcaj de la figura 7.6. 

E.: /"º 
¿::...-· /j 
·~·-Y 

•li 

Figura T.6 

Un auto1norfismo h de E. permuta los puntos a, /3, -y y ó y induce un automor-
6.smo de indC. que pennuta los tres tubos no homogéneos. Pero h también 
induce un auton1orfis1no de Db(E.) que pern1uta los tubos no homogéneos 
de la familia 'J"; para cada. i E Z simultaneamente. Sea :X C Aut(D•(en)) 
el subgrupo de autornorfismos inducidos por los auton1orfismos de C.. Eso 
demuestra que para cada tubo no homogéneo T de Ob(E.) existen auton1or
fü•mos g e 9 y h E :X tal que hg(M) E 'J". Junto con la traslación de 
Auslander-Reiten obtcne111os lo que queríamos den1ostrar. O 
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8. ESPECTROIDES DERIVADAMENTE TUBULARES 

El estudio se dedica ahora a cspectroides derivadamente tubulares, es decir a espec
troides que son derivadamente equivalentes a un espectroide tubular. Después de la 
descripción de la categoria derivada que repetimos de [26] se verifica que las técnicas 
desarrolladas en el capítulo 6 para el estudio de la categoría indl (E. derivadamente 
Dynkin extendido) también aplican para la investigación de ind~ si e es deriva
damente tubular. Eso permite dar demostraciones Tnás sencillas de que para cada 
espectroide derivada mente tubular e existe un espectroide tubular 'j tal que e .....::::.;.. ;:r. 
ver (5) y también de que un espectroide derivadamente tubular de tipo infinito es 
una extensión tubular de ramas generalizadas, ver [3]. Se demuestra que espectroi
des derivadamente tubulares con 6 puntos siempre son de tipo infinito y se obtiene 
una lista completa de ellos. esto aparecerá en [9]. Las técnicas también permiten 
demostrar que cada subespectroide pleno y convexo de un espectroide derivadamente 
tubular tiene una componente postproyectiva y una componente preinyectiva. Nuevo 
es también la caracterización de espectroides derivadamente tubulares de tipo finito 
que se publicará en (6]. Junto con J. A. de la Peña se obttivo una generalización, 
ver (9]. Se presentan dos corolarios. de los cuáles el último caracteriza de manera 
co1nbinatoria 10.<1 espectroide.llJ 1nansos de crecimiento polinomial que son fuerte
mente simplemente conexos. Final"icnte se estuclia la po.'lición ele los l":-1nóclulos 
proyectivos en ind~ si e es derivadarnente tubular. ver· [7]. 

8.1. Descripción de la categoría derivada. La categoría derivada de un 
cspcctroidc tubular E:. fue calculada en (26] por D. Happcl y C . .!'vi. Rinµ;cl 
utilizando el resultado (3.5) de D. Happel. Si el tipo tubular de E:. es p, 

entonces ind€ es una fan1ilia (2:q)qEQ en donde cada fan1ilia '.J:.
1 

= (::ri..\»Ae?1k 
es una fa.n1ilia tubular estable de tipo tubular p. Todos los i:nortis1uos de 
Zq a :J::q, son ceros !"i q > q' y para cada q E Q, dos tubos diferentes de la 
n1is1na fan1ilia. son ortogonales y la. fa.tnilia :J:q separa uq' <I/ Zqt de uq'>r¡ z,,. 
Dcuotainos por ·r~..\) la. cornpoucntc conexa de indi que corresponde a T,,..\). 
Decirnos que uu cspectroide es derivadamente tubular si es derivada.
mente equivalente a un cspcctroidc tubular. 

8.2. Pedazos en tubos. Aquí den1ostran1os un análogo del lcn1a 6.8. Para 
la dcrnostración sólo obs<~rvan1os que los 1ni.s1nos a.rgun1e11tos que en (6.8) se 
aplican. 

Lema. Sea e un espectroide derivadamente tubular y sea 8 un subcspec
troide pleno 11 convexo de 'l. Sea M un €"-rruidulo inescindible en un tubo 
homogéneo 'J~-"). Si supp llf >?; S entonce .. indS n :r~-"l es finito ¡¡ dirigido. 

8.3. El soporte de un tubo hoD1ogéneo. Como para espéctroides deri
vadamente Dynkin extendidos e1npezarnos la investigación de mod"l para un 
espcctroide tubular e con los tubos homogéneos. 
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Para ello definimos Il = {q E Ql'J"q contiene un proyectivo} yµ.: inde--+ Q 
tal que ME Tµ(M") para cada e-módulo M que es inescindible. 

Proposición. El soporte de un tubo homogéneo en Tq es manso oculto si 
q E Il y tubular si q ~ Il. 

Demostración. Para cada q e Q sea Sq el soporte de los tubos homogéneos 
de Tq. 

Con los mismos argumentos que en (6.9) se demuestra que para cada q e Il, 
el espectroide Sq es manso oculto. 

Sea ahora q ~ II y p e II máximo tal que p < q. Entonces tenernos Sp e 
Sq = {x E e 1 µ{P,,) < q < µ(1,,)}. Como en (6.6) se demuestra que Sp n 'J"p 
es una familia de tubos estables y ortogonales dos a dos y la imagen de la 
irnersión Spn'J"i.>.¡ ..__. :;d,-"l es la intersección de rayos r(S1 ), ••• ,r(Sn) con 
corayos c(S~ ), ... 'ces:.> tales que Tc_S¡ = s;, ver figura 8.1. 

Figura 8.1 

Además, co1no en (6.7) tenernos que para cada X E e tal que Px pertenece a 
"J"i.\), los objetos rad Pr y P 7 /socPx pertenecen al área sombreada de la. figura 
8.1. 

Definhnos 

'.T ={:r. E C 1 µ(Px) < p < µ{I,.)} 

::;+ ={x E e 1 µ(P,,) ::5 p < ¡¿{I,,)} 

::;- ={:r. E e 1 ¡t(P,.) < p ::5 ¡t(I.,.)} 

!f ={.r. E C 1 ¡t(P,.) ::5 ¡> ::5 ¡t(I~)} 

Equipado con eso dcu10Ntramos los siguientes pasos. 

(1) Sea X E indSp n "T~/'> 111inin1al en su rayo en gj,.\l y sea. R un rectángulo 
con e.squina superior X.. que no contiene a ningun objuto de la. forma 
rad P;J"' o P;r/socPx· Entonces R contiene a lo 111áximo uu objeto de la 

boca de :;rl,-"l. 
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(2) Sea l::. ~ {c(SD, ... , c(S;,)}. Si Y no está en el "interior" de uno de Jos 
triángulos sombreadas de la figura 8.1, entonces Y~:;+. (El interior 
de un trángulo T determinado por el rayo r y el corayo e es T\ (rUc).) 

(3) Para cada Z tal que Z. e {c(S¡), ... ,c(S;,)} tenernos Z e ind!T+. 
(4) S9 es una extensión tubular con ramas. 
(5) El tipo tubular de Sq es el tipo de Ja familia tubular ¿J,·•». 

De (4) y (5) sigue por definición, que Sq es tubular. 

(1) Supongamos que existe un rectángulo R con las propiedades requeridas 
que contiene rná.s de Un punto de Ja boca de nA), ver figura 8.2. 

X 

~ 
Figura 8.2 

Como R no contiene a puntos de la forma rad Px o Px/socPx, el área co

rrespondiente en ~~.),,) no contiene p.roycctivos y la sucesión O -+ A -+. X -+ 
B -Jo. O es exacta en 'r~">. Por lo tanto, A y B son también 8p-1nódulos. un 
contradicción con la rninhnalidad de X. 

(2) Sea Y un punto de zi,-'> que no está en { c(s¡ ), .... c(s:,)} ni en el interior 
de uno de los triángulos so111brcada.s de Ja figura 8.1. Sea e el corayo de 21,A) 
que couticnc a Y. Por (1). existe un trhingulo T cuya esquina superior es 
rad P:r y tal que T ne~ 0~ ver figura 8.3. 

Figura 8.3 

Por Jo ta.nt.o existe un rnorfismo no cero f : X:. -+ rad Pr. Eso implica que 
la composicióu de f con la inclusión incl: rad P:r ~ P.r no es cero. Por 
lo tanto te1wmos O ~ Hom¡;(Y, P..,) = Hom¡;(Y, lx[-1¡) = Y(x[-1]). Corno 
:r.[-1] e !f \ !T+ obtenemos Y~ ind!T+, lo que queríamos demostrar. 

(3) Sea Z. E c(Sj). Entonces tenernos Hom¡;(g;:,Ll_) = O para cada d que 
está en un tráugulo so1nbrcada de la figura 8.1. En particular obtenemos 
Hom¡;(Z., rad Pr) = O para cada :r. E e tal que Px E T~-'J. Pero corn.; 
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rad P., pertenece a un triángulo sombreado de la figura 8.1, vale también 

Hom;:(Z,radP,,) =O para cada x E E tal que P., E T?l. Eso demuestra 
Z(x) = O para cada x E !f \ :T+, es decir Z E ind:T+. 

(4) Primero notamos que :T+ = Sq. Finalmente estudiamos los triángulos 
sombreados en la figura 8.1. No hay morfismos entre diferentes triángulos. 
La esquina superior pertenece a Sp, mientras todo el resto del lado izquierdo 
no pertnenece a :;+ y el resto del lado derecho si pertenece a :;+. Sea r_ 
un objeto en el interior. Si Y no pertenece a ind::.T+ entonces ningún objeto 
del rectangulo sombreado en la figura 8.4 pertenece a !T+, por los n1ismos 
argumentos que se usaron en el paso (2). 

Figura 8.4 

Si omititnos la parte son1brcada y juntamos las dos partes por medio de los 
morfismos obtenernos una de la....; situaciones de la figura 8.5, dependiendo si 
Y está en el borde inferior del triángulo (a la derecha) o si no está ahí (a la 
izquierda). 

Figura 8.5 

luductivau1cnte sobre la. distancia de la e:-;qina. derecha. ohtc11c1nos que la. 
parte indT+ en cada. tri;ingulo es iso1norfo a ind:R en donde :R. es una ra.n1a 
con punto excepcional o y :R.' una. ra111a. con punto cxcepcioua..l o'., véase 
figura 8.6. 

o 
0 • 

~ 
Figura 8.6 

Sl~a. p~' un :R'-1116dulo inesciudihlc y proyectivo.. El correspondiente :;+_ 
n1ódulo en el triángulo t;unbién e,.; proyectivo en ind:T+ ya. que PZ'+ no puede 
'~star en "J"fo.\l ui satisfacer ¡i(P~+) < p. Por lo tanto, Sq es una extensión 
tubular de ra111as dl~ Sp. 
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(5) El tipo tubular de 8 9 es el tipo de Tq. Así concluimos que 8 9 es tubular. 
o 

8.4. Espectroides equivalentes por reflexiones a espectroides tubu
lares. El siguiente teorema, que para nosotros es una reformulación de la 
proposición anterior, fue demostrado en [5] por J. Assem y A. Skowroñski 
con otros métodos. 

Proposición. Para cada espectroide e que es derivadamente tubular existe 
un espectroide tubular T tal que e y T son equivalentes bajo reflexiones. 

Demostraci6n. Sea e derivadamente tubular y q ft Il. Entonces por (8.3), 
el soporte S de un tubo homogéneo de Tq es tubular. Por otro lado Ses una 
sección plena, completa y convexa de e. Por (3.4), se sigue el resultado. O 

8.5. Espectroides tubulares con 6 puntos. Aquí demostraremos que no 
existen cspectroides derivadamente tubulares de tipo finito con 6 puntos. 

Lema. Sea e un espectroide dirigido tal que existen dos puntos a y b de e 
con dimk e(a, b) ~ 2. Entonces todos los espectroides que son equivalentes 
bajo reflexiones a e son de tipo infinito. 

DeTnostración. Sea :.T un cspectroide que es equivalente bajo reflexiones a. 
e. Por (3.4), podemos considerar 9" como una sección plena, cou1plcta y 
convexa de E:. Eso irnpJica que existen enteros ia e ib tal que a[ia] y b[ib] 
pertenecen a :T. Por la convexidad de :J" en e sigue que ia = ib ó ia = ib - 1. 
En atnbos casos existen dos puntos a' y b' en :J" tal que dimk T(a', b') ~ 2. 
Eso ilnplica que el tipo de representación del subespectroidc pleno de ::r 
dado por estos dos puntos es infinito, por lo tanto a.sí tan1bién lo es el tipo 
de representación de !T 1nisn10. O 

Proposición.. Un cspectroide derivadamentc tubular con 6 puntos e.o; de tipo 
de representación infinito. 

Demostración. Sea E. un espectroidc derivadatncntc tubular con seis puntos, 
es decir de tipo tubular (2, 2, 2, 2). Por la proposición 8.4 existe un cspcc
troide tubular T que Cti equivalr.ntc bajo rcffexion(~S a e. El tipo tubular de 'J"' 
es tainbién (2, 2, 2, 2). Por definición, Tes una p..xtc-nsión tubular de ranH\.,o.; de 
un espectroide manso oculto J\t de tipo tubular (), (2), (2, 2) ó (2, 2, 2). En 
cualquier caso, Mes hereditario. En los pri1ncros dos ca.sos existen puntos a 
y ben M tal que dimk M(a, b) = 2 y la afirn1ación se sigue del leu1a anterior. 
En el últin10 ca.so hay que extender e por un n1ódulo inescindible M que 
está en la boca de un tubo hon1ogéneo para obtener 'J'". Pero para todas las 
posibles orientaciones que puede tener M siempre tenemos dimk M(c) = 2 
si e denota el punto "central" de JY(. Por lo tanto, dimk T(a.u, e) = 2 y la 
afirmación se sigue otra vez del lema anterior. 
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En el caso que M tenga tipo tubular (2, 2), el carcaj de M es uno de Jos dos 
de la figura 8. 7 

·(~)· 
Figura 8.7 

de los cuales el de la izquierda se maneja igual con el lema anterior. Sea ahora 
M hereditario cuyo carcaj subyaciente es el de Ja figura 8. 7 a la derecha. Para 
obtener T de M hay que extender el último en dos módulos inescindibles y no 
isomorfos M)i. y Mµ que ambos están en un la boca de un tubo homogéneo. 
Por lo tanto, :res isomorfo a kQ / Ip, en donde Q es el carcaj dado en la figura 
8.8 a la izquierda e Ip es el ideal generado por 0 1 "")'1 - aj'"YÍ., 01"')'2 - ºÍ'"'Y~, 
0-2")'1 - o2'1'~ y 02")'2 - p · 027~ para un p E k, p # O, l. 

Figura 8.8 

La derecha de Ja figura 8.8 muestra el carcaj de 7. Por (3.4), e eH una 
scccion plena completa y convexa en T. Por eso !T contiene un subespectroidc 
pleno y convexo que es iso111orfo a J\.'(, lo que de1nuestra que !T es de tipo <le 
representación infinito. O 

Los espectroidcs derivadamente tubulares con 6 puntos se pueden construir 
por (8.4) aplicando reflexiones a Jos espectroides tubulares con 6 puntos. 
La tabla 8.1 un1estra uua lista cou1pJct.a de Jos espectroides derivada111cnte 
tuhu]ares con 6 puntos. Para cada carcaj se admiten relacioucs que dependen 
de un para1nctro p :F. O~ l; Jos r.oujuntos de espectroicl~ ison1orfos para 
diferentes valores de p son finitos cu cada ca.so. 

8.6. Cornponentes postproyectivas. 

Proposición. Sea C. un e.'ipectroide derivada"iente tubular y :J" un sube.spec
troide pleno y co1u1cxo de E:.. Ento11ces :J" tiene tn1a co111ponente po~'itproyec
tiva. 

De1nostración. Para cada q E Q sea 8q e) soporte de un tubo homogéneo de 
Tq. Sea q E Q 111axin1al tal que 8q ~ T, si un q existe con esta propiedad, y 
q = oo sino. Sea P el subespectroide pleno de ind!T dado por los !T-módulos 
iuescindiblcs X tales que ¡•(X) < q. Por (8.2), cada módulo en Pes dirigido. 
Sola1ue11te nos falta verificar que ~ consiste de componentes conexas. Si 
q = oo ya terminamos. Sea ahora q < oo y X e P, Y e ind:T \ P. 



Ap: (PF 0,1) 

@:· 
f1e1 + he2 + f,e, =O 

fie1 + f2e2 + pf.e• =O 

~~-
01e1 =O 

g2(e1 + he2) =O 
g3(e1 + phe2) =O 

gf1 =O 
f2e1 =O 

(f1 + hk2 =o 
(f1 + pf,)c:i = O 
.:Tp: (p ~o, 1) 

. ..!L.~.7· 
~A,~. 

fie1 =O 
(f¡ + 92f2)c2 = O 
li(f¡ + PU2h) = 0 

fie1 +he2+foe3 =O 
g(f1e1 + pf,e,) =O 

Ep: (p FO, 1) 

v~• ~~-
fiei =O 
he2 =O 

f,(e1 +e2) =0 
f4(e1 + pe2) =O 
'Hp: (p #' o, 1) 

f1e1 =O 
he2 =O 

91(f1 +h) =O 
92(/1 + Ph) =O 
ICp: (p ~ O, 1) 

17~;~ 
·~/"-!!._•/e; 

- ·-y¡¡-· -

"•fi + h2h =o 
h,g, + li2g2 =o 
f1e1+g1e2=0 

f2e1 + pg2e2 =O 

Cp: (p #' O, 1) 

91(fie1 + he2) =O 
!h(fie1 + pf2e2) =O 

:Fp: (p 'F O, 1) 

·x-1ll-.x---!!L.. 92 e2 
h1 f¡ 

"/;2·--r,· 
01e1 +02e2 =O 
h1e1 + h2e2 =O 
sifi +u2h =o 

h,f¡ + ph2f2 =o 
Ip: (p ~ 0.1) 

. ..!L.r·'-<:.~. 
~.A 

h(91fi + g,f,) =o 
(g, f1 + P92h)e = O 

'rabia 8.1: Lista de Jos espectrojdes derivadainente tubulares con 6 puntos 

(Solamente Jos espectroides .Ap,Bp 1 Bj,P,Cp,C;P,VP,v;!P,Gp,E~P y :Fp son tubula
res.) 
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Si suponemos que existe un rnorfismo irreducible f : X -. Y entonces por 
la separación existe un F-módulo T cuyos sumandos directos e inescindibles 
pertenecen todos a un tubo homogéneo Ti>.) y morfismos g : X -> T y 
h : T -> Y tales que f = hg. Como f es irreducible y g no es una 
sección tenemos T =Y, g = f y h =[y. Pero entonces existe un morfismo 
irreducible f': rT-> X en contradicción de que µ(rT) = µ(T) = q > JL(F). 
o 

8.7. Espectroides derivadamente tubulares de tipo infinito. El si
guiente resultado fue demostrado por l. Assem y A. Skowrmíski en [3] 
aplicando una técnica diferente. 

Teorema. Cada espectroide derivadamente tubular de tipo infinito es una 
extensión tubular de ramas generalizadas de un espectroide manso oculto. 

Demostración. Para cada q E Q. sea Sq el espectroide de soporte de un 
tubo homogéneo de Tq· Por la proposición 8.6 y (6.2), existe un cociente 
manso oculto M de e. La inclusión inducida L : indM e-.+ inde manda la 
familia tubular de indM en una familia Tp. Por lo tanto, M es t.antbién un 
subcspectroide pleno y convexo de e. Si p ~ Il terminarnos ya que M es 
tubular. Si p E Il eligimos q I¡¡! Il con q > p y tal que !lp C !lq. Por el 
corolario 3.4, existe una sucesión de reflexiones que evita a Sp y transforma 
s 9 en e. Corno S 9 es una extensión tubular con rau1as de Sp es fácil ver que 
e es una extensión tubular de ramas generalizadas de Sp = M. D 

8.8. Espectroides derivadamente tubulares que son Cuertemente 
simplemente conexos. El tcorcrna de esta sección es el resultado principal 
de un trabajo conjunto con .J. A. de la Peña, [9]. 

Teorema. Sea E. un cs¡1ectroide finito y fu.ertc1ne11.te ... i1nplemente conexo 
con 1nás de 6 punto.... Entonces C. es derivadan1ente tubular si 1J sólo si e 
satisface las siguientes ¡1ropiedades. 

(i) La Jonna X.e es no negativa y tiene corango 2. 
(ii) x; 1(1) n (rad x,, ).i. = 0. 

Demo."jtración. Que las condicioucs son necesaria.e;; se sigue de (7.1) y (7.2). 
Sea ahora E. un espectroidc fiuito. conexo y fuerten1ente sin1plen1entc conexo 
cou nuL"' de 6 puntos tal c¡ue se cun1ple11 las condir.iones (i) y (ii). Escogernos 
X, Ull punto dt~ E. cxtrc111al (una fuente O Ull pozo) tal que G.o = t: \ {x} es 
conexo. Supougatuos que x es una fuente (el otro caso es dual). Entonces 
l\'1 = rad Px es un C: 0 -1uódulo inescindiblc porque E. es fuertemente simple-
111e11tc conexo y con eso separado. Por el corolario (7.2), se sigue que Xt:., es 
no negativa y tiene corango uno. Adetnás, E. 0 es fuerte1nentc simplemente 
conexo. Por el tcorctna (6.13), E:.o es derivadamente equivalente a un cspec
troide hereditario :H Dynkin extendido ele tipo Dn ó E,,, (p = 6, 7,8). Por 
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el corolario (2.8), se tiene que existe un !Jí-módulo inescindible N tal que 
e = e 0 [M] es derivadamente equivalente a !Jí[N]. Por (6.10), se sigue que 
!Jí[NJ es tubular o 2-tubular. Finalmente (7.4) y la condición (ii) implican 
que !Jí[N] no puede ser 2-tubular y por lo tanto !Jí[N] es tubular y e deriva
damente tubular. O 

8.9. Espectroides tubulares de tipo finito. El siguiente resultado se 
publicará en [6]. 

'Ieorema. Sea e un espectroide finito, conexo y dirigido. Entonces C. es de
rivadamente tubular y de tipo de representación finito si y sólo si e satisface 
las siguientes propiedades. 

(i) e tiene más de 6 puntos. 
(ii) La forma Xc es no negativa y tiene corango 2. 

(iii) x~ 1 (1) n (rad x, j.L = 0. 
(iv) La forma de Tits q, es débilmente positiva. 
(v) e es fuertemente simplemente conexo. 

Demostración. Sea primero e derivadamente tubular y de tipo de represen
tación finito. Por (8.5) e tiene más de 6 puntos. Las propiedades (ii) y (iii) 
siguen de (8.8). La condición (iv) sigue del argumento de Tits, compara aquí 
(4.4). Para la última propiedad usamos que mode es de ciclos finitos (5.4), 
para ver que e es simplemente conexo. Como e es de tipo de representación 
finito, se sigue por [15] que G. es fuertemente simplemente conexo. 

Sea ahora e un cspectroide que satisface las condiciones (i) - (v). Por (i)~ 
(ii), (iii) y (v) sigue por (8.8) que e es derivadamente tubular; por (iv), (v) y 
un resulta.do d~ K. Bongartz [13J~ se sigue que G. es de tipo de representación 
finito. O 

8.10. Caracterización de espectroides tubulares. Co1no corolario de 
(8.8) obtencn1os el siguiente resultado que sr. publicará en [9J. 

Proposición. Sea G. t1.n espectroide fir1.ito. conexo y fuerternente siTnple
mente conexo con más de 6 puntos. Entonces E:. es tubular si y sólo si G. 
satisface las s·iguientes propiedades. 

(i) La forma de Tits qi; es no negativo y tiene corango 2. 
(ii) q;: 1 (1) n (radq<).L = 0 (la ortogonalidad es respecto a la forma bilineal 

Jiornológica). 
(iii) Existe un vector en rad q,; que es positivo y omnipresente. 

Demostración. Si e es tubular, entonces gldime :5 2 y por (4.4) las formas 
cuadráticas x, y q< coinciden. De (8.8) siguen las propiedades (i) y (ii). La 
última propiedad vale por (7.1). 

Sea ahora e un espectroide finito, conexo y fuertemente simplemente conexo 
con más de 6 puntos que además satisface las condiciones (i), (ii) y (iii). 
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De (ii), se sigue que e no contiene un subespectroide pleno y convexo que 
es 2-tubular. Por lo tanto (7.5.1) implica que e es manso de crecimiento 
polinomial. Entonces podemos aplicar (7.5.2) para concluir que e es manso 
oculto o tubular. Como espectroides manso ocultos tienen una forma de 
Tits con corango uno, el resultado se sigue de (i). O 

8.11. Aplicacidn para espectroides de crecimiento polinomial. Con 
la caracterización de (8.10) es posible reformular el resultado (7.5.2). 

Corolario. Sea e un espectroide finito y fuertemente simplemente conexo. 
Entonces e es rnanso de crecimiento polinomial si y sólo si qc. es débilmente 
no negativa y cada subespectroide pleno y convexo !T de e tal que q:r es 
no negativa de corango 2 y admite un vector positivo y omnipresente en el 
radical de q:r satisface la siguiente condición: o bien T es isomorfo a un 
e~'fpectroide Ap~ Bp ó Eft,P de la lista (8.5) o bien !T tiene más de 6 puntos 
y q; 1 ( 1) n ( rad q,. )-'- = 0 en donde la ortogonalidad es respecto a la forTTia 
bilineal 11.omológica. 

Demostración. Sólo tenemos que combinar los resultados (7.5.2), (8.5) y 
(8.10). o 

8.12. La partición repetitiva de un espectroide tubular. Recordau1os 
que para un cspcctroide derivadarnente tubular C. definimos en (8.3) el rnapco 
/L : indé°-+ Q tal que A/ E T,,(.\f) para cada é'-módulo M que es inescindiblc. 
Sea V: e-> Q, X ..._, µ(Px)· En (8.3) definimos t.ambién el conjunto rr = {p E 
QI ,,-i (p) o;! 0}. Nos preguntamos ahora por las fibras ¡t- 1 (p), p E Q, o en 
otras palabra...~ por Jos conjuntos de puntos df~ E tales quf! Jos corrP.spoudicntes 
proyectivos pertenecen a Ja 1nis1na fau1ilia T,,. La part.icióu de E: en ]a.<ot fibra..o;; 
de V llan1an1os la part;icióo repetitiva de e. Los rr.su)tados de esta sección 
se publicarán en [7]. 

Para ello sea o : Il -+ Il el tnapeo hiycctivo definido por u(p) = min{7r E 
Il f 7r > p} y para cada r E Q sea Sr el soporte de un tuhu horuogéru_~ de ':Tr. 

Proposición .. Sea p E n y <J E {p, a(p)). Ento11.cc,o,¡ Sq r.s u.na CXÜ!Tl.."li<frt 

tubular con rarna.'i ele Sp. Sea Sq \Sv = !R1 U··· U!Rn .'lJ Pi e!/ punto exce¡u:ionn.l 
de la rama 3l.i. Su.¡>011.qa111os que los ¡>untos clr. la rauia 3l.; sean no1nb1·ado."I 
por palabra.o; c~u la ... letra.e; o, y f:i;- t como en (5. 7). Entonces v- 1 (IJ) = 
{p;,{3¡- 11v/i = l~····u;/3;- 1 u1 E 3l.¡}. 

Demo .. tmción. Escogemos q E (p,u(p)) y q 1 E (u- 1 (p),p). Por (8.3), S9 es 
una extensión-fuente tubular con ramas generalizadas de Sp y Sq' es una 
extensión-pozo tubular con rnrna..q generalizadas. Por el corolario (3.4), 
existe uua sucesión de reflexiones que evita Sv y transforma Sq en Sq'. El 
resultado se sigue por (5.8). O 

., 
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Daremos un ejemplo para ilustrar Ja partición repetitiva. Sea e el espectroide 
dado por el carcaj con relaciones de Ja figura 8.9 

Figura 8.9 

En la siguiente figura hemos dibujado Jos primeros pasos que hay que efectuar 
para obtener la partición repetitiva de e según nos indica la proposición 
anterior. A la izquierda reconocemos al espectroide e que nos podernos 
imaginar corno Sq. El subespectroide pleno, indicado con un cuadro repre
senta Sp y los puntos marcados con 0 forman el conjunto ¡1.- 1 (p). El espec
troide que está a Ja derecha de Sq se obtiene reHejando Jos puntos de µ- 1 (p). 
Por lo tanto este espectroide es Sq' y en particular, es tubular ta1nbié11. 
Por lo tanto podemos repetir el procedimiento. El sexto espcctroide que se 
obtiene n.sí es isotnorfo al prhnero. 

Figura 8.10 

Por otro lado hcn1os visto en {3.4} que cada espcctroidc en la sucesión es un 
subespectroide pleno y convexo de~- En la figura 8.11 hemos dibujado el 
carcaj de e, en donde las líneas verticales separan las fibras µ- 1 (p) . 

.. :~·<[ ~- ·<[ . ·<[ .. 11 ,_;,·m' '-mr·I 1 '-·· 

... ¡-·1 1·~ . 1· ·1 ¡··. -rr1:¡::ttf 11:t-1r-i= 
Figura 8.11 



9. LISTAS DE ESPECTROIDES DERIVADAMENTE TUBULARES, UN 
PROGRAMA DE COMPUTO 

•• 

Los reaultados del capítulo anterior auryieren que ea poaib/e checar algorítmicaTnente 
.si un espectroide e es derivadamente tubular 11 de tipo finito. Este capítulo se 
dedica a analizar los problemcu relacionados con la transcripción de la propie
dad x;1 (1) n (rad Xc )..1... = 0 en un algoritmo. Primero ae expone como definir y 
construir subconjuntos finitos de x; 1 (1) llamados sistemas de raíces que contienen 
suficientemente información 8obre todo el conjunto x;- 1 (1). Se deTnuestran criterios 
para que x;1 (1) n (rad Xc )..L. = 0 en casos especiale8. Después se relaciona la 
cardinalidad de un .OJi.dema de raíces con la forma inducida del capítulo 4. Eso 
pennite caracterizar por un lado espectroides derivadamente tubulares de tipo finito 
y por otro lado dentro de la familia de espectroides fuertemente simplemente conexos 
aquellos que son derivadamente tubulares. Esto se obtuvo en trabqjo conjunto con 
J. A. de la Peña 11 se publicará en (10). El capítulo y con eso el trabajo se concluye 
con la presentación de dos listas que se calcularon con un programo de có"iputo 
escrito en C++ utilizando los algoritmos discutidos en este capftulo. Las dos li.Yta,'I 
muestran espectroides derivadamente tubulare3: la primera aquellos cuyo carcaj c.'I 
Ar. linealmente orientado y la segunda aquP-llos cu.yo carcaj es un árbol con 8 punto.<J. 

9.1. Sistemas de raíces. Las caracterizaciones (8.8) y (8.9) surgieren que 
es posible determinar algorítrnicamcntc si un cspcctroide dado es derivada
mente tubular o no. Vemos esto un poco más de cerca. Según (8.9)., un 
espectroide C.. es derivadamente tubular de tipo finito si se satisfacen las 
siguientes co11diciones. 

(i) e tiene más de 6 puntos. 
(ii) La fornia Xc es no negativa y tiene corango 2. 

(iii) x~1 (I) n (radx,).L = 0. 
{iv) La forn1a de Tits qc es débihneute positiva. 
{v) e es fucl"temcntc shnplcn1cute conexo. 

La condicion {i) es evidente, 1nir.ntras: la verificación (ii) es un problema 
clásico, igual que (iv) (reducción de Lagrange). La condición {v) es 111cra
rnentc co1ubinatoria. Sólo la propiedad (iii) puede causarnos dificultades. 
Observa111os que 

(1) rad x, es un snbgrupo de K 0 (E.). 
(2) Para cada v E Ko(E.) y cada r E rad ;>(,, x, (r + v) = )(, (11). 

es decir radx,. es un conjunto infinito y por (2) también lo es x:1 (1). Que 
la verificación de (iii) se deja reducir a cálculos con conjuntos finitos es Ja 
1uateria de las siguientes consideraciones. 

Para eso generaliza1nos Ja situación. Sea q: zn ~ Z una forma cuadrática 
unitaria que es no negativa. En (4.7) hemos visto que existe un Z-base 
de zn / rad q tal que Ja forma inducida q es una forma unitaria positiva y 
conexa. Sea 7r : zn ~ Z"/ rad q la proyección canónica. Un subconjunto 
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S ~ q-1 (1) se llama sistema de ralees si 7r induce una biyección S --> 
q- 1 (1). Un sistema de raíces todavíua contiene información redundante, ya 
que si U pertenece a 9- 1 (1) entonces también -U pertenece a 9- 1 (1). Por eso 
definirnos que un subconjunto S ~ q- 1 (1) es reducido si.,.. induce un mapeo 
inyectivo S-+ zn¡ rad q y 7r(S) n -Tr(S) = 121. Observamos que S ~ q-1 (1) 
es reducido si y solamente si s + t e rad q implica s = t y s - t E rad q implica 
s =t. De la definición se sigue que ca.da subconjunto reducido de q-1 (1) es 
finito. 

Ahora damos un algoritmo para construir un subconjunto de q- 1 (1) reducido 
y maximal (es este algoritmo que se implementó en el programa de có1nputo). 
Para eso definimos 

t:Ti: zn-+ Z",v i--+ V - e¡. i¡(v,e¡). 

Observe que a; es un autornorfismo que satisface q(a;(v)) = q(v) para cada. 
v E Z"z, es decir los 1napeos Ui producen nuevas raíces a partir de raíces ya 
encontradas. 

Sea Do= {c¡, ... ,en} y S1 ~ D 0 un subconjunto reducido y maximal en 
D 0 • Sea D; = {a;(v) 1 v E S; y l<i(u, e;)I = 1, j = 1, ... , n} y S;+1 tal que 
S; ~ S;+1 ~ (S; UD;) y S;+t es reducido y rnaxima.1 en S; UD;. 

Lema. S = LJ;S; es un subconjunto de q- 1 (1) reducido maximal. 

Demostración. Pri1ncro S1 e q- 1(1) e inductiva.mente S; e q- 1(1) => D; e 
q- 1 (1) => S;+i e q- 1 (1). 

Dcrnostran1os qnc para cada tJ E r[ 1{1) existe un s(u) ES tal que s - v(s) 
o . ..;+ v( . .;) pertenece a radq. El lerna 1 iruplir.a que S = SN pa.ra. un N 
suficiente grande y SN es reducido. 

Sea 11 E q- 1 (1). Entonces existe un j E {I, ... ,n} tal que l<i(v,e;)I ,t. O. Si 
i¡(v,cj) = 2 entonces q(v -ej) =O. Si Cj ES tcrminan108, y si Cj fl S existe 
un e1c E S tal que ej ±c1c E rad q, lo qtll~ in1plica. 11±e1c = (u-ej) + (ej ±e1c) E 
radq y tcrminan1os t.ambién. El ca...o;;o ij(u,e;) = -2 (!N shuilar. 

El resto de la dcn1ostración se hace por inducción sobre lvl = L?=i lv(i)!. 
Si 1111 = 1 entonces 11 =±e; y si Cj fi! S existe un e1c E S .tal que ek ± e 3 E S. 
Observamos que 

n 

¿v(j)q(v,e;) = q(v,v) = 2q(v) = 2 
j=l 

y que por lo tanto existe un j E {l, ... , n} tal que v(j)q(v, e;) > O. Sea v' = 
u;(v) (lv'I < !vi y a;(v') = v). Por la hipótesis de inducción existe s(v') e S 
tal que v' ± s(v') E radq. lo que implica v ± a;(s(v')) = a(v') ± u;(s(v')) E 
radq. Si u;(s(v')) <,! radq existe un .•(v) ES tal que a;(s(v')) ± s(v) E radq 
y entonces v ± .•(v) = (v ± a;(s(v'))) :¡:: (a;(s(v')) ± .•(v)) Erad q. O 
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Junto con .J. A. de la Peña escribimos un programa. de cómputo que imple
menta Ja construcción de un subconjunto S C x;- 1 (1) reducido y maximal 
para un espectroide C.. Para cada ejemplo que calculamos resultó lo siguiente: 
Si C. es tubular con 6, 8, 9 ó 10 puntos, S tiene 12, 36, 63 ó 120 elementos 
respectivamente, mientras para e 2-tubula.r con 6, 8, 9 6 .10 puntos s tiene 
12, 30, 42 ó 56 elementos respectivamente. En (9.3) demostramos que esto 
siempre es así. 

9.2. Checando la intersección. En esta sección daremos para casos es
peciales una receta para checar si para una .Corma cuadrática no negativa 
q = qM: zn ~ Z (notación de (4.1)), el conjunto q- 1 (1) n (radq).L es vacío 
o no. La ortogonalidad es respecto a Ja forma bilineal (y,x) = yTMx. Para 
ello sea e= COl'illngoq y radq = (P1, .•• ,pe). 

Proposición. Definimos la matriz r E zcxc por r;.; = (p;, p.;) y J = 
{l, ... , e}. Paro cada vectorx E zn sea a,, E zc definido por a,,(j) = (p.;. x}. 
Además sea S un sistema de ra(ces de q y p E zcxn la matriz cuya j-ésima 
columna es Pj. 

(a) Sir es la matriz cero entonces q- 1 (1) n (radq).L = 121 si y sólo si para 
cada s ES, el vector a 3 no es cero. 

(b) Sir ea invertible (en qxc) entonces q- 1 (1) n {rad q).L = /21 si y sólo si 
para cada s ES el vector s - pr- 1 ns no está en .zn. 

Demostración. Para cada x E q- 1 (1) existe exactamente un .q ES tal que 
v = x-s E radq. El vectorº u se dc>ja escribir como v = EJ= 1 PJPJ de 1nanera 
tínica. Por Jo tanto tenernos 

x E (rad q).L """'lj E .1, (p_;, x) =O 
e 

<=> 'lj E J, (p.;,s) = - Lfit(Pj,Pk) 
'=I 

~o ... = -r/3 

con f3 E zc tal que /3{j) = /3.;. 

Si r = O, obtenei-nos que x pcrtnecc a (rad q).l. si y sólo si a-.. = O. Eso 
demuestra (a). Sea ahora r invertible. Si x pertenece a (radq).l..., entonces 
obtenemos :i: = s + Ej=1 /3jPj = s + p/) = s - pro.,, E .zn. Por otro lado, 
si suponemos 1J = .~ - pro8 E zn entonces obtenemos q(y) = l ya que el 
vector pra .• es uua conibinación lineal de los vectores pi, .... ,pr,. Nos queda 
por verificar que y E (rad q).l., es decir que p 1 My =O. Calculrunos 

Eso demuestra (b). 

prkfy = pTMs - (pTMp)r- 10ta 

= aa - rr- 1 a_, 

=O. 

o 
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Si r no es invertible ni cero, no es posible dar un criterio sencillo. Para 
nosotros el resultado anterior es suficiente, ya que nos interesa el caso e = 2 
en el cuál tenemos 

[ 
O (p1,P2)] _ [ O (p1,P2)] 

r= (P:z,p1) O - -(pi,P:z) O • 

9.3. El tipo de la forma inducida. Sea q una forma unitaria no negativa 
y conexa. Se sigue de las definiciones que si S ~ q- 1 (1) es reducido maximal 
entonces Su-Ses un sistema de raices. Como la forma q es unitaria positiva 
y conexa podemos aplicar le teorema (5.1) y hablar del tipo de q. 
Proposición. Sea e un espectroide derivadamente tubular con 6, 8, 9, 
respectivamente 10 puntos. Entonces la forTna inducida Xc es de tipo ID>4, 
IEo, :Er, lEs respectivamente. Si e es derivadamente 2-tubular con n puntos 
entonces Xc. es de tipo IIl>n-2· 

Demostración. Para quien confie en la veracidad de Jos resultados obtenidos 
por un programa de cómputo presentamos una demostración sencilla para 
el caso de un espectroide C. que es derivadamente tubular. El progran1a 
calculó que un subconjunto de x;- 1 (1) reducido maximal tiene 12, 36, 63 ó 
120 elernentos si E:. tienen =6, 8, 9 ó 10 puntos respectivamente. Co1no 'ij es 
una forma en n - 2 variables, el tipo dC q tiene que ser con10 enunciado por 
el lema anterior ya que cualquier otro tipo para el mismo número de puntos 
da un número diferente de raíces positivos de q. Da.ren1os otra demostración 
aqui tarnbién. Sea e el espectroide tubular dado por el carcaj con relciones 
a la izquierda en la figura 9.1. 

2 3 4 

l-~~~-9 
"" . 7 6-7-5 

111 

"' 1 

Figura 9.1 

La derecha de la misn1a figura 1nuestra dos generadores del radical de Xt:. 
Los vectores v1, v2, ea, •.. , e9 forinan una base del grupo de Grothendieck. 
Eso implica que la forrna Xc restringido a los puntos 3, ... , 9 es iso1norfa al 
la forma Xc, es decir la forma inducida de Xc es de tipo IEq. Con10 cada 
espectroidc tubular 'J con tipo tubular (2, 4, 4) es dcrivadamente equivalente 
a e, queda demostrado que el tipo de Ja forma inducida de x~ es E,. Los 
otros casos se dc1nuestra11 sitnilarn1ente. 

Aunque es posible usar Ja. n1i:nna idea para demostrar que el tipo inducido 
de Ja forn1a. de Euler de un espectroide 2-tubuJar con n + 2 puntos es ID>r1 

qucrc1nos dar todavía otra demostración que hace uso de las deflaciones 
e inHaciones definidos en (4.5). Co1110 dos espectroides 2-tubulares con 
el 111isrno ntírnero de puntos son derivadamente equivalcnte.s por (7.6), es 
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suficiente considerar un caso especial para cada n. Sea e el espectroide 
2-tubular dado como en la figura 9.2 (para no confundirnos luego con las 
aristas punteados dibujarnos .__.._.......__. para señalar un ca.mino orientado 
desde el vértice a la izquierda hasta el vértice a la derecha. 

J 2 : 

·"'-,.¡ . . t 
·-·-·-----~·-· 3 4 ~ 6 7 n.-2 n-1 

Figura 9.2 

La bigráfica de la forma cuadrática q = x. está redibujada en la figura 9.3 
arriba a la izquierda, en la cual sólo una arista esta orientada y nos indica 
que primero formamos la deflación qT43 cuya bigráfica está dibujada a la 
derecha. Otra vez forma.nios la deflación como indicado por la flecha y así 
sucesivamente hasta obtener una suma directa de una forma zcro en uria 
variable (el punto con el lazo) y una forma unitaria conexa q' dibujada en 
la misma figura al final. 

l) 1 2 n 

>---L.. __ :~.-.______._I_. 
3 4 5 6 7 n-2 n.-1 

2) iXi······... i 
-~·-·-·__.....,_......·-· 

3
) i/i i 
·~·-·-·_.......__·-· 

4) i/i··... . i 
·~•...,:.,;,:...:•~·-·__......,_.....·-· 

5
) i/~ i •.....:.... · .......... ·---===--·-•--""-•-• 

6) 
1 , 

i ó i 
;-:.:. : ......... ;,--:::::=-~-;~:-:;---:;:, 

Figura 9.3 

Para transforu1ar q' t?lllpczamos primero con el lado derecho y proccdcn1os 
con10 antes. La burbuja a la izquierda rcprest"?nta q' cu los pnutos 1,3,4,5,6. 

1) 

·---------·-·-·-I_. 06 H-.S n-4 n-3 n-2 u-J 

2) 

n-9) 

i 
C>----------·-·~·-· 

c~~!T;;~1 
Figura 9.4 

Observe que después de la primera transformación podc1nos proceder induc
tiva1nc11te con T,1°- 2 .,._4 , T,t_2 .n_5 , ••• , T;t_2 •7 para obtener la forn1a unitaria 
dibujada al final de la figura 9.4. 
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Redibujamos· toda la forma y procedemos ·como en· la figura 9.5 basta que 
obtenemos Ja suma directa de una forma zero en una variable y una forma 
unitaria conexa q''. 

2) .---=-=::::.._. 
/'-~ ·--~-~.L.._. __ _....._......,,_ 

7 ) ! Z n;~;l 

·--~---~· l 3 ~ 6 T 8 n-3 

Figura 9.5 

En los últimos pasos, véase figura 9.6, transformarnos finalmente q" forman
do inflaciones a una forma de tipo [J),,_2 • Por (4.7), la forma x, es de tipo 
JÍ)J,._2. 

1) : ~·:~;· 

·--~---~· 1 3 !'. 6 T ff n-3 
2) ·----~:=:-----------. 

n-6) ·-·-·-:=:~. 
Figura O.O 

Hemos escogido casos especiales para n > 6. Pero el argun1ento dado en 
(7.4) muestra que un espectroide 2-tubular con 6 puntos tiene grupo de 
Grothendieck isométrico al de un espcctroidc tubular con 6 puntos. O 

9.4. Nuevas caracterizaciones de espectroides derivadB.Dlente tubu
lares. La proposición (9.3} nos provee con otra distinción entre espectroides 
tubulares y 2-tubulares con más de 6 puntos. Si repasamos la de111ostración 
de (8.8) vemos que la propiedad x;"' (1) n (rad Xe ).!. = 0 de un espectroide 
tubular e entra dos veces en Ja argumentación. La prilnera vez para acertar 
que corangox,;., = 1 si G. 0 = C.\ {x} en donde x es un punto extrema) de 
e. Es por eso que nccesitatnos una condición nuí.."I (la propiedad (iii) en el 
primer teorema y (vi) en el segundo) para demostrar los siguientes resultados 
analogamente que en (8.8) y (8.9), véase también el artículo conjunto con 
J. A. de la Peña (10]. 
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Teorema l. Sea e un espectroide finito, conexo y fuertemente simplemente 
conexo con n > 6 puntos. Entonces E. es derivadamente tubular si y sólo si 
e satisface las siguientes propiedades. 

(i) La forma x, es no negativa y tiene corango !!. 
(ii) El tipo de la forma inducida x, es lEn-2. 

(iii) Existe un punto extremal X de e tal que eo =e\ {x} es conexo y x •• 
tiene corango uno. 

La hipótesis de que E. es fuertemente simplemente conexo es necesario. Eso 
mostraremos con un ejemplo de (10). Sea e el espectroide dado por el carcaj 
con relaciones de la figura 9.7. 

v= 

Figura 9.7 

El espectroide e tiene más de 6 puntos y satisface las condiciones (i), (ii) y 
(iii), pero e. es salvaje, Inientras cada espectroide derivad.amente tubular es 
n1a.11so. Observamos que e no satisface la. condición (ii) del teorema (8.8), 
que dice x;:- 1(1) n (rad Xc).L = 0, ya que e) Vector V dado en Ja misma figura 
pertenece a x;:- 1 (1) n (.ad x, ).L. 

Teorema 2. Sea e un espectroide finito con n puntos, conexo y dirigido. 
Entonces G. es derivadamerite tubular y de tipo de representación finito si y 
sólo si e sati ... face 'ª·"' ."lÍgtliente.'i propiedades. 

(i) e tiene tnás de 6 puntos. 
(H) La forrna Xc es no negativa y tiene corango 2. 

(iii) El tipo de la /orTTla inducida X, es lEn-2. 
(iv) La forma de Tits q, es débilmente positiva. 
(v) C. es fuertemente simplemente conexo. 

(vi) Existe un punto extrema{ X de e tal que eo = e\ {x} es conexo y x,o 
tiene corango tlno. 

9.5. Listas de espectroides tubulares. (a) La siguiente lista muestra 
todos los espcctroidcs tubulares cuyo carcaj es linealn1ente orjentado. Esta 
Hsta fue calculada utilizando un programa escrito en C++ que jmplementa 
el teorema (9.4). 

Cada dibujo define una clase de espectroidcs que se obtiene efectuando las 
siguientes operaciones: Añadir relaciones /30t si f3a ~ O y voltear todas las 
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flechas simultaneamente. Así define la figura (6) en total 16 espectroides no 
isrnorfos. 

Para cada espectroide damos a un lado generadores del radical de la forma 
de Euler. Para obtener generadores del radical de un espectroide que se 
obtiene añadiendo relaciones de longitud 2 se calcula a partir de los vectores 
dados [vi v2 vn] los nuevos de la siguiente manera: 

Añadir una relación de 2 a 4: [(vi -v2) -v2 (va -v2) v4 vn]. 

Añadirunarelacióndela3: [-v1 (v2-v1) V3 v4 vn]· 

Añadir una relación de 2 a 4 y una relación de 1 a 3: 
[(-v1+v2) -v, (v3-V2) V4 vn]. 

Similarmente se efectuan los cambios al lado del pozo del espectroide. 

Espectroides con 9 puntos (8 espectroides) 

(1) 
. - . . 

·-·~-..:.-. ..:........-.---·-·-· 
(2) _____ ..;....;.:...:.....:..-.---·-·-· 
(3) 

(4) 

(5) 

-1 o 1 0-1 -1 -1 o 1 
1 1 -1 -1 o 1 2 1 o 

-1 1 1 0-1 -2 -1 o 1 
I 0-1 -1 O 1 1 1 O 

o 1 o -1 -1 -1 -1 o 1 
1 -1 -1 -1 o 1 2 1 o 

-t o l 1 0-1 -1 o 1 
J 1 0-1 -1 o t 1 o 

o 1 1 0-1 -1 -1 o 1 
t o -1 -1 -1 o 1 1 o 

Espectroides con 10 puntos (123 espectroid('!H) 

(6) 

(7) 
.···· .. ·-·-·-·-·-·-·-·-·-· 

(8) 
. . ·-·-·-·-·-·-·-·-·--· 

(9) 

(10) 

-1 -2 -1 o l 2 1 o o o 
o 0-2-1 o 1 2 3 2 1 

-1 -'.2-1 o 1 2 2 2 2 1 
-2-1 o 1 2 3 2 J o o 

-1 o J 1 1 l J 1 0-1 
-2 -2 -'2-1 o 1 2 3 2 1 

o o o 1 1 o -1 -1 o 1 
1230-1-'20210 

o 1 0-2-l o 2 3 2 
1 0-1-1 o 1 1 1 1 



(11) 

·--~=4·:::::..._2:::::;:~·~--
{12) ···;,,, ... ,". 

.;.::.:;;.;.:::;~·s·---~---~-
(13) . .... . 

·--~---2::.:::::·=::~---·.....::..·. 
(14) 

... , ..... ":.;;.: ········· ... 
-~-~-~.-..:...---~·--·-·_...· 

(15) ............ ,._,...._ ____ , ...... . 

-~---~-~-~-~---~---
(16) 

(17) ..... ···········7-''·'~::············ . ..;;..:.._.~._:_...-.--..:...___... ___ ~.--
(18) . .;;.:__ . ...:.:.._. . ..;;.:._. _______ _., ___ _..:_. 

(19) 

. .:.:.....;.:..·~-~----·_:...·-~~~~-
(20) 

·----.:...-·-·-·-·-·-·-· 
(21) 

(22) 
. .. .. . .. ·-·-·-·-·-·-·-·-·-· 

(23) 

. ...:..-.~.--:...:.....~----·-·-·-· 
(24) 

. . . . . . . . ·-·-·-·-·---·-·-·-· 
(25) 

-~----·-·-...::_. . .......:....---·__:._.· 
(26) 

(27) 
.. . . . ~ . ..:....------~-_..:.._--._......._._ 

o o 1 0-1 -2-1 o 2 1 
1 2 0-1-2-1 o 1 o o 

0-1 o 1 2 3 2 1 0-2 
-1 o 1 2 2 2 1 0-1-1 

o o 1 2 0-1-2-1 o 1 
1 2 o -2-1 o 3 2 1 o 

l 0-1-1-1 o l 1 1 1 
o -2-1 o 1 2 3 2 1 o 

10-1-2-102221 
0-1-2-1 o l 2 1 o o 

00-1-2-1o1221 
1 2 2 1 0-1-2-1 o o 

0-1-2-l o l 2 2 2 1 
-1 -2-1 o 1 2 2 1 o o 

l o -1 -1 -1 -1 o 1 1 l 
-1-2-1 o l 2 2 2 1 o 

-1 o 1 1 l l 1 o -1 -1 
"'2"'2-1 o 1 2 3 2 1 o 

1 2 3 0-1 o 2 1 0"'2 
o o o 1 o -1 -1 o l l 

1 2 0-1 o 3 2 J 0"'2 
o o 1 0-1 -2-1 o 1 1 

-1 o 1 0-2 "'2-1 o 2 1 
o 1 0-1 -2-1 o 1 1 o 

-1 o 1 2 0-'2-l o 2 1 
0-1 o l l l 0-1 o o 

o 1 0-'1-J o 2 3 2 l 
l 0-1 -1 o 1 l o o o 

-1 o 1 2 2 0-1 -1 o l 
o l o -1 -2-1 o 2 1 o 

o J 0-1 -2 -1 o 2 2 J 
10-1-2-1o11 00 

0-1 o J 2 2 J 0"'2-J 
-J o J 2 2 1 o -1 -1 o 
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(28) 
.~:::2~-¿~s:=:::~::::::~~-~=·~·~-~-

(29) 
.~.-2z:~s:s.__. .. ~_..· 

(30) 
········.·:;:.·--tr-~-.~··•r.7"' 

(31) 
·····················~·-·····:7::'!."'--"·'":":':":""::·· 

-~-~-~-~---2:+. . ..::...::::....~. 
(32) 

---~-~-~-¿-~---.+.---..:... 
(33) 
.~ . ..;.:,;..:,:...~.~:·~~-~---..:+.--. 

(34) 

.:.:.:.:.....~-~---=.+-~-~.-:.::.....-.-.::.. 
(35) 

-~-~--=.... . ..:.:.:.....~ . ....:.:._._:__ . .....:..:..._. 
(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 
. . .. - . . . ·-·-·-·-·-·-·-·-·-· 

o -1-2 o 1 2 2 1 0-1 
1 0-2-1 o 2 3 2 1 o 

o 1 2 2 0-1-2-1 o 1 
1 0-1-2-1 o 2 2 1 o 

1 l o -1 -1 -1 o 1 1 1 
0-1-2-1 o 1 2 2 1 o 

o 1 2 2 1 0-1-2-2-1 
-1-2-2-1 o 1 2 2 1 o 

o o 1 0-1 o 1 1 0-1 
-1-2 o 1 0-1 o 2 1 o 

0-1 o 1 -2-1 o 2 1 
-1 o 1 0-1 -1 o 1 o o 

0-1 o 1 2 0-1-1 o 1 
-1 o 1 0-2 -1 o 2 1 o 

-1 -2 ] 2 0-1 -2 o 2 1 
o 1 0-1 -1 o 1 1 o o 

1 2 0-1 o 2 1 o -2 -1 
o o 1 0-1-1 o 1 ) o 

-1 o 1 0-2.J..?-1 o 2 1 
o 1 0-1-:z-1 o 1 l o 

o 1 0-1 -1 o 2 1 o -1 
-l o 1 2 o -1 -1 o 1 o 

1 o -1 o 1 0-2 -1 o 1 
o 1 0-1 o 1 1 o -1 o 

o 1 0-1 o 1 o -1 o 1 
1 0-1 o 1 0-1 o 1 o 

(b) La segunda lista que daremos fue calculada también con el programa 
de cómputa y exhibe todos Jos cspectroides derivadamcnte tubulares cuyo 
carcaj es un árbol con 8 puntos. Un espcctroide A se llama árbol si 110 

contiene doble flechas y para cada punto x E A que no es extrema), A/(x} 
no es conexo. 

Arista.o;; sin orientación se pueden orientar en ambas direcciones y se pueden 
voltear todas las flechas al n1ismo tiempo. La lista muestra 81 espcctroidcs. 
Los espectroides marcados con un asterisco son de tipo infinito, aquellos 
marcados con dos asteriscos son tubulares. 

Para cada espectroidc daJUos a un lado generadores del radical de la forma 
de Eulcr. 
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LISTA DE REFERENCIAS 

En esta referencia i es un entero qualquiera, mientras n es un entero positivo; e 
es un espectroide y p un punto de. E., X un e-módulo, f un mor.fismo entre E.
módulos y C un complejo diferencial en modE:; A es un carcaj y r es un carcaj de 
Auslander-Reiten. 
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sección 

- de un espectroide repetitivo 38 
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- fuertemente 62 
separado, separando 54 
simplemente conexo 54 
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extendido 61 
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