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ABSTRACT 

Grothendrick introduces in his book t.he E 8 -spaces, wich where studied by Bosch, 
Kucera and Me Kennon in the case when Bis a Banach disk; on t.he other hand De Wilde 
works the theory of webbed spaces in arder to obtain results about the closed graph theorern, 
the technic used is later taken by Gilsdorf, Kucera and others. 

In the present work of Doctoral Thesis we study questions of convergence in this kind 
of spaces with the rnet.hods used befare by Bosch, Gilsdorf, etc. 

This study gives a descript.ion of t.he loally complete spaces in terrns of seqnences of 
elements of the space, and the preservat.ion of properties when t.he space lp(E) is forrned; 
finnally, by t.he structures called double sequences, this gives condition for the Mackey's 
convergence condition be satisfied, and for the validity of the uniforrn boundedness principle 
using convex series. 
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-A mí Tlo me gusta nada de aquí: piedra y viento, hueso y aliento. T·ierra, agua, aire, 
todo parece maldito. Pero es el camino que nos fue trazado. 

-Sí. es verdad -dijo Sam-. Y de haber sabido más antes de partir, no estaríamos ahora. 
aquí scgummente. Aunque 71le imagino que así ocurre a menudo. Las hazañas de que hablan 
las antiguas leyendrJ.S y canciones, serlor Frado: las m1cnturas, como yo las llamaba. Yo 
pensaba que los personajes mamvilloso.<; de. las leyendas salían en busca de aventuras porque 
querían tenerlas, y les parecían excitante.-;, y en cambio la vida ern un tanto aburrida: una 
especie de juego, por asi' decir. Perv con las lu.storias que importan de veras, o con esas 
t¡UC uno guarda en la rnemoria, no ocu1Tia lo 1nisnio. Se <liria f/UC los protagonistas .<;e 
C7lcontraban rlc ¡11v1ito en medio de una ar1c:nturn, y que casi si·enipre ya tenían lo . ., caminos 
tru.zados, corno dice 1L•dcd. Supongo qut~ tan1bu!11. ellos, "º"'º nosotrns, tuvieron rnuchas veces 
la pa.'tibililiad dt~ volve1-se atrás, sólo que no la flprovecharon. Quiu1, pues si la aprovr.charan 
larnpoco lo sabn'artzos, porque nadie ,'ie oconiar{a de ello.'>. Porque .•ujlo se habla dr: los r¡ue 
contirnJaron hasta el ji11.... y no .<rticrnprr: f<!T7ninan bien, observe ustcrl; al rn<!nO.'i no de ese 
111odo que la gente 1/e la historia, y no la gerztr. 1/c fucrn, //arna tcnrnnar bien. Usted sabe 
que quiero decir, volver a casa, y encontrar todo r:n ordcu, auruµu: uo t:xaclamentc igual que 
antes... corno el viejo scr1or Bilbo. Pero rio son [!S<LS las historias 'Jllt! uno prefiere escuchar, 
¡aunque .w:an las que uno ¡JT-cjierr: vtvir! 1\/c 9ustaria .saber r:n que cla.'>e 1ir: lzistona, /labrcrnos 
cafdo. 

-A mi' larnbién -dijo Frado-. Perv no lo sé. Y a.sí son las historias de la vid<J. real. 

J. R. R. To1 .. 1<1EN. 
EL SEÑOn. Dr.; LOS ANU .. J..OS Il. 

LAs Dos TorutE.."i. 
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1. Introducción 

El objetivo de esta tesis es estudiar propiedades globales de los espacios localmente convexos, 

en particuln.r propiedades de convcrgcncin de sucesiones u. través de secciones del mismo. Po.rn. 

ello nos basamos en In idea. de Grothcndicck, quien introduce los espacios (En, Po) (cfr.(17} lll, 

pg. 105), donde En es el espacio vectorial generado por un subconjunto a.cotndo, bn.lnnccado y 

conve:<o D de un espacio localmente convexo E y PB es In semi norma. de ~tinkowski nsocin.da al 

conjunto B. Con la aparición de estos espacios, surge ta.mbién una u.rnplia gan1n de problemas 

rcforentes a ellos; algunos de los cuales son: investigar las propiedades de estabilidad inducidns 

por los espacios En al espacio E al formar espacios producto, cociente, lín1itcs inductivos, 

etc; determinar cuándo se satisfncc ln condición de la convergencia. de ~ln.ckcy, esto es, si una. 

sucesión converge a cero en el espacio E, entonces ¿converge tn.rnbién n. cero en 11.lg\Ín cspncio 

En?; a.si como otros problemas de convergencia, corno da.r una caracterización de ta.les espacios 

en términos de sucesiones convergentes; o el problcrna del acotantiento uniforrne con los espacios 

Ea; etc. 

Bosch, Kuccra y Gilsdorf estudia.ron en {3} los espacios Eo; para. obtener resultados referentes 

al problema. del acota.miento uniforme, en el caso que pnra. cndn. subconjunto B e E acoto.do, 

balanceado, convexo y cerrado el espacio Ea sea. un espacio de Bnnn.ch o bien 'In espacio 

barrilndo, L"S decir, cuando el espacio E es locahncntc completo o loca.hncnt_c barritado. 

Posteriormente, varios mntcrná.ticos han incursiona.Jo en el estudio de loM t!Spn.cius localmente 

completos, que son ln. base del prcscnh~ trabajo. En el capitulo 2 rlarcrnos los resultados 

preliminares para estudiar estos espacios que tratamo:¡ en el des.arrollo de la. t~is. 
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Pérez-Carreras y Bonct tienen en su libro ({27}, Capítulos 3 y 5), una recopilación de los 

principales resultados obtenidos hasta el año 1987 sobre estos espacios: caracterizan de varins 

maneras un espacio localmente completo en términos de propiedades de subconjuntos del mismo. 

En el capítulo 3 de la tesis lo hacemos en términos de sucesiones convergentes a cero, utilizando 

la. propiedad de lo,1 -sumabilidad definida por ~lcKennon y Qiu ((26) pg.217 Teorema 2(3)), 

cuyo propósito fué el encontrar espacios con In propiedad de Banach-l\:lackcy, o bien del aco­

tamiento uniforme; 1nostran1os adcmñs, cuándo, la propiedad de l\:lcKcnnon y Qiu es equivalente 

a la de Banach-1'.tn.ckcy. Esto nos lleva a estudiar lns series convexas con10 una extensión nat­

ural del concepto de con1hinación convexa, y siguiendo Jn línea de .trabajo de Jn.rncson ([Hl) 

pg.37-1) y l<iikol ((23) pg.2) estudiamos los suconjuutos ultrnncotados y In CS-ccrrndurn de 

subconjuntos del espacio E; estas <los :-;on nociones rnás fuertes qtw la-"l de conjunto acotado 

y envolvente con,,•exn rcsp1~ctivnn1ente. De esta 1nancra y utilizando el concepto de espacio 

palmcndo -introducido por De \\'il<le ( {8] pg. ·18 definición IV.1.1) para estudiar el teorema 

de la gráfica cerrada- po<lcn1os <lar resultados :->obre lilnitcs inductivos regulares y ultrnrrcg­

ulnrcs; esto último, np1icando el tcorc111n dr. locn.liznción para espacios. palrncudrn> localrnent.c 

completos, uua técnica. de Dosch y Kuc1•n\ (25]. 

Posterionucntr., rn el capítulo •I, hasandonos en el traba.jo de Gilsdorf (12),(13]t.ohre conver­

gencia. de l\.1nckcy en l'SJHU:ios pahuc¡ulns locnhncntc convexos, nplicn1nos el concepto de sucesión 

doble - introducido por Kii.kol ([22) pg.230) para estudiar espacios CS-barrilndos- y t.tunbién el 

concepto de espacio locahnent.c r-convcxo -d1~ .Jarcha\\' ((20) Capítulo G)- pnru. mnplinr los re­

sulta.dos sobre convergencia del rni:-;1110 Gilsdorf. 

Finnlmentc cu el cnpít.ulo 5 nprovechnn1os el trabajo <lcsu.rrollu<lo en los capítulos anteriores y 

combinándolo con resulta.dos sobre ¡mlmn.'i -1h? De \Vilclc (8) y Gilsdorf (15]- podemos detenninnr 

cónto nlgunns propiedades que fut~ron e ..... t11di1ullL'> en los capítulos dos y tres son preservadas ni 

for1nnr )o:i diferentes csp1u:ios de succsion~ 11,(E). ClllUH.lo E t.!M un t!:ipacio loc1tlnwntc convuxo, 

n diferencia <le In 1nanern clásica t~n In. que al considerar 11,(E) el espacio base E es de Bn.nn.ch. 
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2. Preliminares 

En este capitulo preliminar daremos las ideas y resultados básicos necesarios, de la. teoría de 

espacios vectoriales topológicos y de Jos espacios locnlrncntc convexo."I, pnrn el desarrollo de 

los capítulos posteriores. Los conceptos de topología compaUblc, limite inductivo, espacios 

pn.lmcudos y espacios Eu son n.mplinrncntc estudiados en los libros de H • .JnrchoW' [20), y de C. 

Dosch y T. Cilsdorf 12), por lo que estos libros son la base de este capítulo. 

2.1 Topologías ~ébil y Fuerte 

Definición 2.1.1 E es un espacio vectorial topológico (c.v.t.) si: 

a) E es un espacio vectorial sobre R o C 

b) E es un e3pacio topológico 

e) La suma y la multiplicación por e.scalares son funciones continua.5. 

Al conjunto de vecindades de cero en E lo denota.remos N 0 (E). Se tiene a.demó.s que la 

ÍB.nlilin de traslaciones de No(E) genera una base de la topologfn.. 

Definición 2.1.2 Una scminorma en un e.:ipacio vectorial E $Obre el campo K t!$ una función 

p: E - a+ u {O} tal que 

1.·Para cuale.squierax,y E E,p (x+y) Sp(x) +p(y) 

2.·Paro. cuale$quiera x E E,.\ E K. p(..\x) = l~I p(x). 

4 



Propoaici6n 2-1-1 Seo. E un e.v.t. Si V E N 0 (E) es abierto, convexo, balanceado entonce.s 

e%:Ute una único aeminorrna p en E tal que V= {x: p(x) < 1}. 

Observación .. - Esta.es lo.seminormo. o funcional subaditiva. de f\.tinkowski, que más o.delante 

precisaremos como se construye. 

Deftnici6n 2 .. 1.3 Sea E un e.v.t., E es localmente convexo (e.l.c.J si el origen tiene un 

.sistema fundamental de vecindades convc:ra.'9. 

'rec>rema 2.1.1 Sea E un espacio vectorial topológico, E es localmente convexo si y s&lo si 

eriate una familia de seminorrnaa {p,,,.}
0

E 6 que dcterrninan la topolo9fri. ele E. 

Definición 2.1.4 Sea E un c.u.t., A CE es acotado .'Ji para ctrnl,iuicr V E No(E) c.:ri.ol'tc a 

real positivo tal que A e ..\V para cualquier>-. e J< tal que \..\I ~ a. 

Definición 2.1.5 (E, F) es una dunlidnd cntn: E y F si (E, F) : E x F - I< es una fonna. 

bilineal, entonces E,F estdn en dualidad o Fes d dual tic E. (E, F) es u.na dunlidn.d estricta, 

en cuyo ca:to sr. dice que (E, F) cst,fn en dualidtul estricta, ... i: 

l)(x,y) =o para todo y e F ünplir.a X= o 
2)(x.y) =o para todo X e E"im¡1lictl y= o. 

Lo. dualidad es uun. herrn.n1icntn para tratar de transferir un prohle111a en el cspncio, el cunl 

puede ser n1uy dificil, n. uno que usa los teoremas lincnlcs lo cual puede ser mñs fácil. Cracias 

a la dualidnd se puede reemplazar In. topologin. original por unn 1ntU. sintple cuando se trntc de 

problemas de convexidad, continuidad o ncolmniento, entre otros. Unn de las topologías más 

importantes que puede sustituir n. otro..'\ es In topologín débil; lns construcciones básicas recaen 

en los conceptos de polar y bipolar. 

Definición 2.1.6 Sea (E,F) una rlualitlatl, A CE. La polar de A rs 

Aº= {y E F' l(x,y)I :S 1,Vx E A} 

Proposición 2.1.2 Sea (E.F) una clualitlnd. Co1L•iflcrenios A,A1,A2,(A0 ) 0 e1 e E, .). e 

K - {O} ; entonces: 
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a) (J.A)º = ¡;.-1 ¡Aº 

b)A1 e A:z implica A:l e Ai 

- cJ(u Aa)º = n A::, 
nEI oE/ 

d} A.- = conv&ílA 

e)A000 =Aº. 

Definición 2.1.7 Sea (E,F) una dualidad. Se define t7 (E,F) com.o la topologfo mtís débil, e.s 

decir, con. mcraos abiertos en E tal que para cualquier 11 E F 111 función 

ev: E- J<, dmla por~y(x) = (x,u) 

es continua, E5ta es la topolog:ín débil en E. 

De la definición anterior. se sigue de inmediato el 

rrcorc111n 2.1.2 Sea (E, I·") una dualitlud. Enton1T,o; d 1luul to¡iológiru tlc E con ln topología 

n (E; F) t:s F, esto es (E,n (E; F))' =F. 

Una de la .... principn.lc:-i prnpit,;ludcs de Ja lupoln~ia dtóhil rs d :-;iguieutc rcsult1u.Jo debido a 

Alno~lu: 

Tcorcrnn 2.1.a Scu E c:.11.t . . 'ii V E ,Vo(E) cntunrc."l \/"e F' ,,_., n (F.J;;).co111711¡ctu. 

Definición 2.1.8 Set& {E, F) tUHl en. dw11id.id !/ T uuu to¡>olo!/ÍU cu E tol que la hucc c.v. t. T c.• 

ccnnpatiblc con In dualidad si E ticrir. d trusrno du,11 to¡mlrifJico con 1r.spr:cto n ln to7ml09fa 

T y <1 í1 (E~F); l".4to r.."; 

(E,r)' ~ (E,n{B;F))' ~F. 

De nq\l{ surgen In.." pregunta .. ~: ¡_existe la. tnayor topolo~ía conipatihlc con u111i. duu.litla<l?; 

¿cómo se cu.rnctt!riznn sus nbicrlo.<i"! 

Tcorcmn 2.1.4 Scati E, F c . .,7111cio . ., ur:ctorinle.'i en dualitlml m1tricta. Sea 

D ={Yº:}' C F es canvcxo,baln.11ccado y í1 (F; E) -ccJJnpacto} 
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Entonces B e.s una base de vecindades de cero en E. La topolog(a generada por B hace de E 

un espacio localmente conve:z:o Hau..sdorff. Más aún, esta es la topología de e.Le. HausdorjJmds 

fina compatible con la dualidad. E:ita e:i la topología de Mnckey y se denota por /L (E• F) . 

Corolario 2.1.l Sea (E,F) una dualidad estricta. Sea (E,T) un e.l.c. HausdorJJ entonces T 

e:i compatible con la dualidad :ii y s6lo :ii <7 (E; F) C T e 1L(E; F). 

Teorema 2.1.5 Sea {E,F) una dualidad estricta y 

G = {A": A e F e:i o (F; E) -acotado}. 

Entonces G es una base de vecindades de cero en E parn la topologín que llarnarcmos la 

topología fuerte de E y se denota {3 (E; F) . 

Observemos que ln. lopologín débil se puede definir de JUlLncra. t>imilar si considcrn.n1os el 

conjunto p = {{y}" : y E Y} . Así tenemos qut~ tanto 1n topología débil como la de :Vtnckcy y la 

fuerte son topolog(lLq definidas por 1>ohue.<J y adc111(u; 

o (E;F) e T (E;F) e /J(E;F). 

En gcncrn1 no se dn.n ln..s ~gunldndcs y ln topología fuerte no <-S compatible con la. dunlidud. 

Pn.rn. ver esto, hny <tUc ho.bln.r del concepto de rcflc.xivi<ln.d, pero slllo dirC111os que t>i (E, \\-11) es 

un cspncio nornui.<lo no rcficxivo y no cornplcto resulta. que f1 (E; F) 110 es cmnpatiblc con ln. 

duolido.d. 

2.2 Espacios En 

En esto. sección vnmos n. construir en eJpncios locn.hncntc cou,.-uxos st1hcspacios cuyn .. -; topo1ogín.s 

están inducidns por normBS. Con los cun.lc:-; u. pn.rtir de propicdrnlOH locnles podrcrnOH conocer 

el comportlUTlicnto globnl lh'~ un cspncio locnhncntc convexo. 

Definición 2.2.1 Sea (E. r) un c.v. t. A e E c.~ un disco .o1i es un r:ou1uuto ccrrndo, balanccaclo 

y conue:ro. 
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Definición 2.2.2 Sea E un espacio vectorial y A e E un subconjunto conve:ro, balanceado y 

absorbente. La funcional subadit.ivn de Minkowski de A, P.A está dada por 

PA(x) =in[ {o> 0: x E oA} 

para ctrnlquzer x E E. 

Sl? pueden l1snr las propiedades de ínfin10 para mostrar que p 11 es una scminormn. 

Sen (E, -r) nn e.l.c. y A C E convexo y balanceado. Dcnotc1nos por E.A al subcspncio 

V<"ctorial generado por A. Cla.rnmcntc .r1 es nbsorbcntc en EA y por lo tanto (E11,TA) es un 

e.Le., doudc TA es ln. topología generada por PA· 

Proposición 2.2.1 Sea (E,T) un c.l.c. f/ausdorff y A C E un subconjunto convexo y bal­

aurra1J.,. St A es acotu.do entonces (EA• T~\) es un c~~paciv nof'7nrulo. Adcnui. .. si,..\ es un di.~co 

Ct1rr17u1r·to. r~11tor1rcs (E11.TA) es un cs7u1ctt1 1/c Dunach. 

r>rnposiciún 2.2.2 Sc1n1 E y .A C E corno 1•n la ¡nvposiciún ant1!f-Íor. Entoucc.<i. TA es rná.s 

Ji.11a 1111• T 1 E~, ~s 1/ccir, r.'i rnás fina t/UC la topolo9í11 de E rrstr-ingitla 11 EA· 

Dmnostrnción. Sea V E No (T 1 EA). Por la definición de T 1 EA • l'Xistc U E No (T) tal 

qtw V = Un EA. Como A es ncotndo, existe b >O tnl que A C 1,u lÍ /,A e U. 

Crnnu A CEA tune1nos que l;A C Un EA= V. Por otro lmlu, por <lelinición };A E TA• es 

lh'<"ir,T~\ es nut.~ finu. que T \ EA.• 

Esta t!:'i unn propiedad de gran irnport¡utdn pues algunos de los prohle1na.<i que se puedan 

rl-solvcr en (E11. TA) Mlnrán r~ucltos en (E, T), por cjr.1nplo ln convcr~ci1cia de =-ucc..-.ioncs. 

Definición 2.2.3 Sea E un cs¡mcio locu.lrncntc convczo. E c.1 locnln1cntc con1plct.o si ¡H.Un 

tocio A C E ncotu.do c.ri.<Ctc D C E ucotmlo, convr..:ro y balanccudo tul que A C D y (Eu, Tu) c.1 

un f'.'IJ>ncio de Dunucla, 

Tcorc111a 2.2.1 (/5), Tcor-c1ntL'I J !I !1} Pun1 E f!S]>acio localnicntc convr..:ro tcn1!rno.'I: 

n) Cor11¡1lcto u11¡1licu. sccucnc1uhncutc cor11¡1lcto in1plica locnln1cntr rn111plcto. En general, lus 

ir11¡1licaeioncs rn ucr.'ln.'1 son Juls1i.."I. 

b) Si E es 1nctrl.=ablc, lus J"'VJnctlrules en (u) son c1¡uivulcntcs. 

8 
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Con be.se en este teorema~ ¡;>odemos ver que la. propiedad ser localmente completo es muy 

débil y general, pero que satisfará propiedades muy importantes pnrn. aplicaciones posteriores. 

Definición 2.2.4 Sea E un espacio localrncnte convexo. E es localmente de Bnirc si para 

todo A e E acotado existe Be E acotado, conve:i:o y balanceado tal que A e B y (En.To) 

un espacio de Baire. 

De la mis1nn. manera., dado un cspncio locnlmcntc convexo con alguna propiedad "P" pode­

mos definir un espacio locnlmente "P". 

Definición 2.2.5 Un e.l.c. (E~TJ c:t bnrrilndo si cada con1un.to balan.ccaclo, convexo, cerrado 

y <J.bsorbcnte, es decir, cada barril es vecindad de ccn:>. 

Definición 2.2.0 Sea E un espacio localrrwntc convc.:ro. E t!.'j locnlmcntc bnrrilndo .~i P<tnJ. 

todo A e E acotado existe De E acotarlo, conuexo y balanccmlo tnl que A e B y (Eu, Tu) 

un espacio barrilado. 

Analizando ln.s dcfinicionL"S y nlguno..;; ('jcmplos y contrncjtm1plos de cspncio~ con t_'!Stus 

propicdndcs se puede ver que locu.lrncntc co111plcto in1plica local111cntu Dairc; localrncntc Iln.irc 

implicn n su vez locn.hnenlc bnrrilndo (cfr. {2} Cap.2 pg.31). Sin cmb11.r~o lns in1plica.ciontm 110 

son reversibles, es decir existen cspncios locahncntc bn.rriln.<lo.s que no son locnln1e11tc Dnirc; y 

espacios localmente Dnirc que no son localn1cnte con1plctos. 

2.3 Principio del Acotamiento Unifor1ne y Espacios K 

Tcorcn1n. 2.3.1 (De Banaclt-SteinhatJ.s) Sean A, D espacios de l1'1n<1ch y (T.,)nEN una .OJuccsión 

ele funcion~ linealc.s continuas rlt! A en D. S1 T,,(x) es convcryt:nh! pcun cada x entonces 7•: 

A - D definida por T(:r) = nli~ Tn(:r.) es lineal y co11tmuc1. 

Pn.rn probar t.."Stc tuorcmn <!S 11ccesario el principio dd ncntmnit~nto uniíorn1c, que n. contin­

\ll\CÍÓU 1ncncionnn1os: 

Si pnrn todn x E A se tiene sup {llTn(x)ll} < oo entonces sup {l!T,,I\} < oo. 
oEN nEN 
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Aquí, es importante notar que esta propiedad nos indica que si un conjunto es puntualmente 

acotado, entonces es fuertemente acotado. Así, In pregunta escencial resulta ser: ¿cuándo un 

conjunto débilmente ncotndo es fuertcrnentc ncotndo? 

Una respuesta a esta pregunta es el teorema de l\1nckey (f31J, pg.114 Tcorenta 8-4-1): Todas 

las topologías compatibles cu un espacio locnlnicntc convexo tienen los mismos conjuntos aco­

tados. De rnancra más ~cnernl, un espacio de Dnnnch-Mnckcy E es un espacio locahnentc 

convexo para el cual los conjuntos déhiJn1cntc acotados son fucrtctncntc acotados. En el sigu­

iente teorcn1n cxhibircrnos ~?...;pacios de Bauach-1\Inckey a partir de los conceptos <le In sección 

anterior. 

Teorentn 2.3.2 (f."J/, T,·urr.rna 1) Sea (E, r) ttn c.">¡mcio localmente baTTilado y If C E' entonces 

H es r7 (e, E) - acutudo ·"' y .<iólo si JI t~ • ., ¡J (E', E) - 11cotmlo. 

Tcorcnm 2.3.3 (/:JI/, 1'!1· 158, Teoremn 10-4-.S) S1•u E: 1-.l.c, E es tic Banach-ft/ackey si y sólo 

si E' lo 1'.'i. 

Es decir E local1111!1lfc barritado irnplica E es dl• Dnnach-!\.Jnckcy. J\ifás ndclnntc nos interc­

surii dar un recíproco pa1·a este resultado. 

Definición 2.3.1 /1/ St•a (E,r) 1ltl. t•.v.l. E lit•ne ltt propiedad /\,o c.'i 1111 !<-espacio, si 

¡mtn carlc1 ,'i1lcí'sic;:,i (.r.,).,EN CE convergente a cc.rYJ, r~i.-;lr! uru1. .subsuc1:.<1ión (x,..,)kEN C (xn)nEN 

tal t/ttr: /u .'icrir L: .;r.,., e.o; cottt1c1yente " a/91i.n x E E. 
k=I 

Proposición 2.3.1 (/7/, Introducción) Sea (B,1) c.l.r:. mdrü:ablc y cmu¡1leto, (_'fllo11ccs (E,r) 

tiene la ¡Jro¡Jir?tla1l /\. 

Proposición 2.3.2 (/14/. pg . ./7, 7'corY!rna :J) Cua.lquu!r e.l.c. con la pro]Jicdad /\ t~~ /ucu.lrncutc 

Bairr.. 

Definición 2.3.2 u) Un e./.c. (E, r) sati.-iface la co11<lició11 de convcrgencin de Mnckcy 

(c.c.l\.1.) si paru Ctuln .'iUrt!sión (x,.),,E:N e E COUt1t:ry1~11te a ccrv, r.xi.'itc De E rtcotatlo, C'onvcxo, 

bnlance11do y ecnntlo tul que x,. - O ''" la topologÍtt TIJ. 

bj Vu c.l.c. (E,r) .•mti.-;fncc lo condición cst.rictn de Mnckcy (c.c.M.) s1 ¡1arn tndo 

.A C E ucotado, r.xi . .;te D C E ucotado, convexo, baltinc<'nrlo y ccrnulo tal que .A C D y las 

to¡>ologín...• T y TIJ coincitlr•n t•n A. 
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Teorema 2.3.4 (/6/, Tceorema 1) SupongaTnos que (E,T) e.l.c. satisface la condición de con­

t1e7!1encia de Afackey y es localmente completo. Entonces (E,-r) tiene la propiedad J<. 

2.4 Límites Inductivos 

Definición. 2.4.1 Sea {(E ... r.,): ne N} una sucesión de espacios localmente convexos, tales 

que parn todo n EN, En C E,1+t y la/unción identidad id: (E .. , 1.,) - {En+l • T,1+1) es continua. 

Dotemos a E = U En con la topolog{a r, definida coTno la topología localrnentc convexa niás 
TOEoN 

fina tal que parn todn ti EN, id: (En.•n) - (E,1) es continua. Dcci11io."i que (E,1) es el 

límite inductivo 1le {(En, 1,.) : r1. E N} y escribiremos 

Obsnrvcn1os qtw In contiuuidndid: E,, - En+l• e<¡uivalc n que In topología de E .. +1 

stringidn n E,. :;ca rnii."> débil que In. topología 1,.. Es decir, lns topologías se hacPn llHi."" débiles 

conforrnc u crece. Co1110 id: (E.,, 1,.,) - (E, 1) es continua tenernos que T, la topología de E, 

restringida n cnda E,. es ru¡i.'i t.ft~UiJ que r,.. Adcrnñs se pide que T st~a Ja topología loc:aluumte 

convexn n1ñs fina qui'! tienn esa propiedad. 

Si tenemos que Tu+J /1.; .. =::T.,, cntouccs decimos que E = 1!.!;i E,. es un Iiruite inductivo 

estricto. 

Uno de los principales prohlcn1n.."i l!tl In teoría de lin1itc:; iuductivos t.!S: ;.Cada co11j1111to 

..4 e E ncotn.<lo cst1i contenido y es ncotndo en alguno de los niveles E.,? En el cn...,u de un Jíruitc 

inductivo estricto clc espacios de Fróchet la respuesta 08 nfirrnntivn, este hecho t.?N couucidu co1no 

el h .. 'Orernn de Dictulonué-Schwnrtz: 

Tcorcn1n 2.4.l (/10/, C1ipítulo ./, Proposición./) Sean E1 C E2 C ··CE., C ·· urrn .'lucc.oón 

de espacios 1lt: F'rcchct. Si E = 1~1 E,. es estricto, y parn tenla n E N , E,. es cct"t'fido en Eu+I, 

entonces A C E (~ . ., acotodo en (E, 1) si y sólo si existe rn E N tul que A C E,,. y A ('·" acotado 

Definición 2.•J.2 Sea (E, T) = !~1(E.,,1,.). E es regular si ¡Jani tmlo A C E ucoto1lo, e.ri..•tc 

TU E N tal que A C Em y A es acotado en (E,..,, 1.,..). 
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Un resultado más general acerca de límites inductivos es el siguiente teorema que precisa la 

definición de espacios palmeados, los cuales trataremos en la siguiente se?Cción 

Teorema 2.4.2 (/25/, Teonoma 1) Sea (E,T) = l~ (E.11 Tn) tal que cada (En,Tn) es localmente 

completo y paln1eado. Entonce.s (E,r) es regular si y sólo si (E~T) es localmente con1pleto. 

2.5 Espacios Palmeados 

Dentro de 1n familia de los C!Spacios 1ocnln1ente convexos, la noción <le palma fue introduci<ln. 

y ampliamente Cf'tudinda. por De '\Vilde. El propósito de su estudio fue encontrar una clase de 

~pncios apropiados para genernliznr el tcoren1a de In gráfica cerrada con In propiedad adicional 

e.Je ser lo suficientemente estables con rt>tipccto a las construcciones u~ualcs de espacios locnl­

nwntc conv(~x08, con10 son los Hntitcs inductivos, cocicnlcH, productos,ctc. AdcmtL<> de obtener 

propicdndcs adjuntas n c:-otc resultado con10 puede ser (•) lt:-<"lH!tna de locnliznciún del cunl se 

lll':'¡>rf"!ndt~n 11111ncrosa.<> nplkncioncs. 

Todos los rcsultn<los que nparcccn en esta sección pueden ser ronsult ados eu el capítulo 

~lhre espacios pnhncaclos del libro de .lnrchu'"' [20]. 

Dcllniciún 2.l).1 Sea (E, r) <.'.oipacw vectorial topológico de /lau.oidorff. 

I'dm \V: LJ N"" - 2 6 y ¡mm </JE NN srn \V.:o,k = \\'"(9(1). ..• fj.o(k)}, 7n1.m. todo k EN. 
. kEN 

\V es una paln1n en E si .'fahsfac<!: 

1) El ningo de \V con.si."lle 1tnica1ncntc de con3unto." liolr1ncca"o."I. 

2) U { \V4'.1 : ~E NN} r!.'I absorbente en E . 

."J) Duda.• <J> E NN y k E N cc1dt1 x E H'.:o.k c."I absorbido ¡mr 

.4) U'..,,k+I + \V.,f),k+l C \Vi>,k , ¡mrn. todo~ E NN, ¡mra todo k E N. 

AtlcmcÍ."I \V ~ con1pat.iblc con la t.opologin do E ."li 71urn trnlu U E No(E) y pum t0<la 

c/I E NN c.ri.dc 11 = n(f/>,U)-E N tal que \V.:.,n CU. 

Tcoremn 2.5.1 Pan1 unu ¡mlrna \V r!n E .o;un cr¡uiualerites: 
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1) W e:i compatible. 

2) Dada 4' E NN y (Yn.)n CE tal que Yn E W6.n implica (t. y ... ) e3 Cauchy en E. 
n-l kEN 

3) Sean <P y (Yn)n. como en el inciso anterior entonces Yn - O en E. 

Definición 2.5.2 Una palma W en E es completa si para toda q, E Ns, Yn e lVotaon. , n EN 

se tiene que ( 'Í:, u ... ) es converycnte en E. 
n-I kEN,.. 

Observación.- Una pahua completa es sicn1prc cotnpatiblc, el recíproco es cierto si. por 

ejemplo, E es sccucncinln1cntc completo. 

Si E es un c.v.t. y ndn1itc una pahna completa, diremos que es un espncio pnhncndo. 

Como un ejemplo de un espacio palmeado consideremos E c.v.t. rnctrizable con (Uk)k bnsc de 

vccinclu.dcs de cero ccrrndns, bn.lunccadns y tnlcs qun U1c+1 + U1c+1 C U1t; para todo k. Entonces 

\\": LJ Nk - 21-: dada por (n 1, .•. ,nk) - U1t; 
kEN 

es una pahua cornpn.tihlc; y esta es co111plctn si y sólo si E CN completo. 

A partir dü esto t>C desprende úl siguiente rcs1tltndo: 

Tcorcmn 2.5.2 Ctulu. espacio vccton'al to¡10lóyico 1uct.rizable y completo es palntcatlo. 

El :iiguicntc tcorcrnn nos pcr1nitc apreciar In grnn estabilidad e invnriancia de los cspn.cios 

pahncados bajo diversas fonnncioncs y nplicuduncs; de uqui su utilida.tl para rc:mlvcr problc11uL"i 

con una gran gcnmnli<liuL 

Tcorcmn 2.5.3 Sea (E~r) c.v.t. ¡mlrncmlo. 

a) L C E sccucncittlrncnl.c (cornplcto) ccrra•lo c.'I un cspucio pahneatlo. 

b) Si /•.., c.'I un r:.11. t. de llausdorJI y cxist.i: un rpi11iorjisn10 lineal 11ccuencialrncntc continuo 

f : E - F, entonce . ., F es ¡u1lrncado. 

e) Cada cs¡mcio r-acicntc l/au.sclorff de E c.1 ¡mlnicntlo. 

d} E c.• pahncarlo con rcs¡,ccto a cualr¡uicr topolmJÚ& linctll t11cno.1 fi.ntJ. que T. 

Teorema 2.5.4 Sean (E.,,r.,) .. EN palnu·a,lns. 

a) G = ñ E., es palr11caclo con respecto n lu. topología producto. 
n-1 
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b) H = E9 E,. es palmeado con respecto a la topología de la suma directa. 
n-1 

Corolario 2.5.1 a) Sea E el limite proyectivo de una sucesión (E,.),. de espacios palmeados, 

entonces E es palmea.1lo. 

b) Sea E el límite inductivo de una sucesión (E,.) .. 1lc espacios palmeados, entonces E es 

palmeado y admite una palma completa lV tal que W(n) =E., pani toda n. 

Tenemos n continuación el principal rC?8ultndo para espacios pn.hncmdos: 

Tcorc1na 2.5.5 (De la. gráfica cerruda) Sea E r..v.t. tlr. llairc. y F palmcll.do: T : E - F 

lineal. Suporaganlos que tiene yrúfica Ct!rnula en E x F. Entonces 'T es continua. 

Corolnrio 2.5.2 Sean E,F e.v.t. rnctrizablrs y cnrnpfrto,'I. Entoncc.'I tm.la función T: E - F 

lint~il y rcrrndu es continua. 

Notan1us m1 el tcorcrna de In gní.ficn c~rrada alJ.,?.una rdnción de los e;pncios pnlniendos con 

los espacios de ünirc tal con10 sucede en ven;ioncs chbicns corno es el anterior corolario, con 

arnbos <!spncios ruét.ricos y cutnpletus los eualcs son d1• Ba.irc: Surge a...o.;Í de tnodo natural la 

pn•g;uoita: ;.Córno e .. 'i un espacio que es pn.hncado y n la vez es de Dnire'! 

Tcoretna 2.5.G Sea E r:.11.t. de Dairc. E r'.'f 71u/111r.n1lo .'fi 1J :-idlo .'ti c . ., r11ctrizc.1.ble y con171leto. 

Co1no consecuencia. directa del tcorc111a de la gnifica cerrada se tiene el tcorcrnn de In. 

a¡>licnció11 abierta pnrn espacios pnl1ncado....¡; 

Tcorcrnn 2.5.7 Sr·an E,F c.v.t. lff1U .. 'lclorJJ; E pa/n1rado y T: E - F linct1l y ccrnula. Si 

R(7~) es dt! la srguudu catcgona tlc Dairc r:n F cntouc1:s T es nbicrta. 

Definición 2.5.!I Sr:a E c.11.t. llau.-"lorff. Umt pahna en E es cMtrictn si c . ., com¡dcta y 

1latl11 f/J E NN, y., E \V"'·" . se tiene qt1t: ¿: y,. E 1 v ..... N • 7JU.rn toda tt E N. 
"""N+t 

En pnrticulnr si lV es coniplctn y :;;11 rango consiste S()lo de conjunt08 S(.'Cllencinhncntc 

cerrados C8 estricta. Tatnbién se tic1u~ que si E es pahncndo y locn.hncntc cotnplcto, ~mtonccs 

E e> cstrictatnr.ntc pnhucndo, para esto tiltirno se Jlllf.._"<lc cnnsultar f30J, capítulo •J, tcorcn1a 3. 



Proposición 2.5.1 Todo E e.v.t. Tnetrizable y completo admite una palma estricta. 

Proposición 2.5.2 Las propiedades de estabilidad para espacios palmeados son válidos para 

espacios estrictamente palmeados. 

El siguiente resultado consecuencia del teorema de Ja gráfica cerrada es para nosotros el 

más importante de este apartado por la gran cantidad de consecuencias que de él se desprenden 

y por sus aplicaciones posteriores para obtener rcsult-ados en relación a Hn1ites inductivos y 

convergencia de Mackey. 

Teorema 2.5.8 (De localización) Sea E c. v. t. de Bairc y F que admite una palma estricta lV. 

Sea T : E - F lineal y cerruda, entonces T es continua y para alguna tj> E NN , los conjuntos 

r- 1 (lV~.n) E No(E). para tocfo n EN. 

Corolario 2.5.3 Scr1. E e.u. t. de Bairc y F = ]~ Fn tal~s que cada Fn es estricta1ncntc 

palnieado. Sr..a. 'T : E -. F l111cal y cerruda; entonces exi.'lte n e N tal que T( E) e Fn y 

T: E - Fn inducida por T es continua. 

15 



3. Espacios Localmente Completos 

3.1 lp,q-Sumabilidad 

Los espacios co(C) y l,.(C) tienen por su estructura de espacios de Dnnuch todns lus propiedades 

interesantes que se estudian en los espacios de funciones; sin cmLn.rgo, cuando consideramos un 

e.Le. E y formnmos los espacios co(E) y lp(E) estos carecen de µ;rnn parte de estas propii...·dndcs. 

Una de las propiedades más importnntrs que se pierden al forrnnr tales espacios y que es útil 

para determinar el c.<>pacio dual es la siguiente: Si ~ + ~ = l y (an)n E lp(C) , (b,..)~, E lq(C) 

entonces (a ... b,,)n E /1 (C). A partir de esta propiedad definiremos una amplia fnmilin. de cspncios 

localmente convexos con buenas cuaJida.dcs y que nos pcrnlitcn gcncr:Jiza.r o cn.ractcrizar otros 

tipos de espacios. 

Recordemos que PA denota In funcional o ~cminormn. de 1'.tinkowski. 

Definición 3.1.1 a) Sean ~ + ~ = 1 para 1 < 1' < oo, {xn)n C E es una .orucesidn 1,. -

absolutamente sumablc (rcsp. nula) si f p1¿, (xn) < oo ¡Jara toda U 11cciudad de ccrv en 
·•-1 

E, (respectivarnr:ntc :rn - O) • 

b) Una succstón I,.·absolutan&cntc sumablc (rcsp. nula) c." lp,q - sumnblc {rcsp.lo,J -

sumnble) si para toda {nn)n E 19 (re.<fp. (an) •• E 11) se tiene que L anx., - :r para al· 
neN 

gunax E E. 

e) Un cs¡xic10 localrncntc can ver.o tumc lu 11ropicdad de lp,q - sumabilidad ... ; cada ,'iUCC.'ifÚ" 

absolutamente l,.-sumable es 11,.9 -sumablc. 
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McKcnnon y Qiu (f2GJ, pg.217. Teorema 2(3)) definieron y estudiaron específicamente el 

caso 0,1; basandonos en su idea gencrnlizarnos ni caso p,q y veremos que el tipo de espacios 

que proponen con el objetivo de dar espacios de Banach-Mnckey, son finnln1cntc los espacios 

localmente con1pletos. 

Pnrn efectos prácticos cuando nos refiramos a lp,q-sumabilidnd esto incluirá el caso O, l; salvo 

que lo ndnrcrnos o en el contexto y desarrollo hagnrnos notar la diferencia entre estos casos. 

Proposición 3.1.1 Un cs7mc10 localrut!ntc convexo con la 71ro11icdad l1.,11 surnabilidad es de Danuch-

1\/ackey. 

Dcmostrnción. Pnra esto, bn.stn ver que cadn barril en (E, T) es hornh·oro, es dcr.ir 

que nbsorbc conjuntos ucotndos en T (cfr.f2Ci], Tcorcn1n 1, (S3)). Supon~amos que (__'Sto no se 

cu111plc, es decir, consideremos un bnrril \V e (E,•) que no es bornívoro. Entonces cxit:.tc una 

sucesión ncotndn (Yn),. tnl que !ln '/. 2"l-V pnrn cndn n E N, así (x,. = ~ ),. f$ unn sucesión 

/ 1,-nbsol11ta1ncntc s11rnable 

f: 1Y.:(x.,) = f: p1,;(~) $ f: 2-"''P!:Cu .. ) $ f: ~~~ < oo 
"=J n=J - n=J n-=l 

donde l<u = sup {p'ú(y.,)} .. (re.sp. la sucesión (.r.,),. es nula) y que está en el complemento 

de lV. 

Dcfinnrnos d .siguiente OJH~rador y vcnn1os quu es continuo 

T (1.,,,,(1.,,lp)) - (E,a(E,E')) 

(R=p. T' {l¡,a(l1.c,>)) - (E,n(E,E'))) 

<In.do por 7~(c) = 'f: r....,,:r.,, ··-1 
Sen f E E'. y U E /Vo(E); .sea 

/\fu =sup{l/(y)I :pu(u) $1}, (rc:-op. /\/=s::r>{f(y.,)}) 

este rnilncro es finito por In continuidnd de f • y para cunlcsquicrn suc<-:;ioru~ de esca.lares 
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e= (e;.). d =(el.a) en 19 (resp. co l1) tenemos: 

lf<T<cJJ -f<T<dJ)I :s f; /<c.. -<1..JfrFi/ :s f; l<c.. - •t..JI Af,.p,. (F) 
n•I ,..,.¡ 

:s (j;, 1<r~ - •t..>1•) ! (j;; /M.P.:<F>/) ~ · 

lf(T(c)) - f(T(dJ)J :s Nu (f l(c., - d .. w) ! . 
n=I 

( ncs¡>. lf(T(c}J - f(T(d))f :S ,%:; /«· .. - d.,)f(F i/,;; "'.f;. /(e,,;. d .. )/) 

Por Jo qu~ T l.!S n(l,,, lp) - '1'(E. E') c1.mt.inthl. ( n~P- 'T '!.." t'T(f1, r.0 ) - a(E, E') contiuuo). 

Como D Ju bola unitaría cerrada en 1,1 n.'i rT(/,1 , 11,)-cou1pac:1.a. (n~p. 1•u 1 1 1~.o; f1(l 1 , r:r->}-ctlmpnctn), 

se t.ienc qt1t! su hungcn T(D) es n(E, E'')-r.ompiU""ta. Cu1110 lV , •·fi llJJ lmtdl y v1•ciudnd ele c~ro 

m1 la topoJogfn fuerte, de? rnnnen1 q11n dche ab~orh1!t a 'F(D) Pf cn:il 1?;S ¡l(E, E 1)-ar:otado por ser 

•7(E,E')-compncto. ~c:knuí..<t (.r:';,J .. e T(D), por la df'tiuidcJu d1! r, Ju cun.I I~ in1posih1'!. A:d' 

coudui11h>N qut! ca(fn burrU es liorui ... •vro t•n E. a 

Tcorn.rnn :s.1.1 TCk/r> ~.spacio nonuado E c""on /u prv¡1tr1/1J.'1 l,.,q-·""'"ª'"'"'nd rs dt• flturc. 

Dcrnostr.ación. Sea Ui ::J U2 :::;:, • .. sucr~..-Mu ele abiertos dcn~o...,; (~fJ E. Sen 6 > O Sin f>'~nJída. 

<fo getWC"Hlídnd. \.-Ca.mus quf? cxísw ::z: E n Ur1 t.a.J qtw fJ.r.ll < c'I, Exi.sff! .r.i E U1, Jl:r.111 < z-~6. 
n<:JV 

pnrn nlgunn a1 < 2-! exist.c 1li ahiúrto t..nl que f'ltXJ E l"í e rJVi e U1 i111plica V, - <.l1:J"J f~ 
1.'t..'CÍndn.d ele c~ro eu ."<. Uz nbicrtu denso ru E in1pHca q1u~U:.!' - a1x1 •!:> nl1i1~rlo d1•trno cnt.oncf•s 

c.""Cistc;r;i E (U2-a1z1)r1(Vj -<.ti.xi), nm ll:r.:.?JI < :?-!¡') tnJ tpH! para .alAlllla u-,i < 2-~ f~xistr!' un 

abierto V tnl tfllC 
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Por otro lado a2x-:i: e U e V 1 - a 1:c1 implico. 

Sigo.mas este proceso inductivamente para obtener una sucesión (xn)n C E con U:rnll < 2-~ y 

uno. sucesión (an)n E lp que satisface . 
¿:a,.x,. E Vk e dVk C Uk e Uk-•• para toda i = 1 1 •• ,k - l . 
.. =1 

Por hipótesis temernos que ln. serie E n.,x" converge n alguna x E E, y 
neN 

llxll :5 L: !a,.¡ nx,.n :5 (¿: lan1•) ~ (¿: nx,.nP) ~ 
nEN ••EN "EN 

:s ¿: 2-~ ¿: 2-T.6 = --
6
--, 

nEr-4 nEN (2~ - t) 

y ndcmú.s X = E a,.x,. E n el Vi, e n U1.. . • 
nEN nGN nEN 

Si considcrn111os n. E un cspncio 1nt!trico, la dc1nustrad~l11 es análoga. usando d(x, O) y lo. 

continuidad del produc:to por escalares <>ll lu~nr de l\xlJ. 

En el siguiente ejernplo vcrc>111os que el inverso no es cierto. 

Ejemplo 3.1.1 E = /.,.¡(R.) tiene u.n .o;ubrs¡mcio fJfJC '"·" fl<! Buirc y no tiene la 11ropiedad de 

l 0 , 1 ·.su111abilidml. 

Construirc1110::1 una .SllCl~Íllll (E,.,)m de subespacios propios <le E, ninguno <le ellos tcndrñ. lo. 

propiedad de 10,1 -sumabilidnd y tu.les que E = U E..,.; por d t.corcni.n de Dairc nlgunu Ju ellos 
n•tEN 

es de segunda categoría en si 111isn10. Para construir los subl":Spncios E.,~ t~lcgimos unn SUCCMión 

(xn)u en E tnl que: 

n) E U.nXn es convcrge11t1~ para to<la el= (u,.)n E 11 . ...... 
b) Si (..\ • .)., es una suct~ión acotada de cscnlnrcs tal que In st1111n. E ..\,.xn = O hnplicn 

ntEN 
.\,. = O pn.rn todo nnt.urnl 11. 

Se puede to1nnr parn cadu. natural n, .r., = !; X!n,••+lJ· 

l!l 



e= (e;.), d = (dn) en lq (rcsp. en 11) tenemos: 

lf(T(c)) -f(TCd))I :S: f: l<c.. - d.,)f(F)I :S: f: i(c.. -d.,JI MuPu (F) 
n-1 n-1 

:s: (%-;ice.. - <L .. w) ! (%-; ¡uup¡;c~il) ~. 

Sen Nu = ( f fA-fuPC(~)f) 'f. , entonces ,,_, 

lf(T(c)) - fCT(d))I :S Nu (%-; i(c., - d,,)I") ! . 

(ncsp. l/(T(c)) -f(TCd)JI :s: .~Ice .. - d.,)fC~>I :s; M.~ ¡ce.. ;.<L .. )I) 
Por Jo que Tes a(l.,, lp) - <T(E, E') continuo. { tt~p. T 1~s <7(/ 1 , c0 } - a(E, E'} continuo). 

Corno D In bola uuitnrin cerrada en 1,1 1~ a(l,,,l,,).co1npact.n (rcsp. cu l 1 t~s a(l 1 , co)-corupncta), 

.se tfone q1m su irnngcn T(D) e:; n(E, E')-cornparta. Co1nn 11" , t'!'o uu barril y vcdn<la<l <le cero 

t.•11 In topolog(a. fuerte, de runnern que dch1! ah:-.orher a "l'(D) d 1:11al es /3(E, E')-ncot.ndo por ser 

rr(E, W)-compncto. ~dcntás (x;,),. C T(D), por la dcfiuicil)ll <le 7\ Ju cual es imposible. Así 

co11cluiu1os que en.da hurril e:¡ l..oc>ruívuro t!ll E. • 

Tcorcnu1 3.1.1 'I'<Hlo espacio nonna1[1J ¡:;ron lu J1'V¡nc1l1ul l1,,,1 -t>uTnuln/idn.1l es de D1zirc. 

Dcn1ostrnción. Sen U1 :::> Uz ::J · ·• st1C"l!..,ión de nhicrtos dcus~ rn E. Scn. li > O Sin pt~rdi<ln 

(le geucralidnd, veamos que lU.:istc X E n u .. tal que llxll < 11. Existe XJ E U1. /lx111 < 2-!¡¡, 
•1EN 

pnrn n.Jgunn. 01 < 2-! existe Vi abierto t.nl c¡ttc n1x1 E V1 e dV1 C U1 hnpJica Vi - a 1x1 es 

vecindad de cero en X. U2 nbicrtu dcuso t'n E in1pJica q11eU:1 - n1x1 es al.iierto denso entonces 

existe r2 E (U2 - n1x1) n (Vi - a1:r.1). con l/:r2ll < 2-l.¡, tal q1w para afg1111a u2 < 2-~ existe un 

abierto U t.nl que 

U:¿XzE u e dU e (U;z -tl1X1)n(V, -"1x1) 
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Por otro lado a2x2 E U C Vi - a1:r1 implica 

a1x 1 + a2x2 E U+ a1:z:1 = V2 C Vi-

Sigamos este proceso inductivamente para obtener una sucesión (:rn)n C E con IJxnJI < 2-~ y 

una sucesión (a,.)" E lp que sntisfncc 

• L UnXn E vk e clVk e u,,, e u,._ •• parn toda i = l, .. ,k - l. ·-· 
Por hipótesis tencn1os que In serie E a,..x,.. converge a alguna. x E E, y 

oeN 

JlxJI $ L: Jn.,J Jlx.JJ $ (¿; Jn.J•) l (L Jlx.JJP) ~ 
uEN nEN ••EN 

s :L2-i?¿:2-;;6=~ 
.. eN .. eN (2,.-1) 

y además :z; = L a,,x ... E n clVk e n u,. . • 
nEN HGN nEN 

Si consideramos u. E un espacio ruétrico, la Ucrnostracibu es amlloga usando d(x. O) y Ja 

continuidad del pooducto por escalan~ f'U lu~nr de flxlJ. 
En el siguiente cjc1np)o v1~rc1nos que el inverso no t...>s cierto. 

Ejemplo 3.1.1 E = I..1{R) tit:nc 1Hl .o;u.bt•spar.ro 111u: es de Bairc y nu tiene la propiedad ele 

10 , 1 -surnabilidad. 

Con:-truirctnos unn suc~hlu (E....,),,. de suhcspacios propios de 1::, ninguno de clJOH tcndrii In 

propiedad de 10,1-surnnbili<lad y tales que E= U E..,.; por el tcorcrnn de Dnirc alguno de ellos 
n,EN 

es de segunda catcgoria cu si 111is1no. Para construir Jos subcspncios E ... clcgin1os una succsióu 

(xn)n en E tal que: 

a) E a,.1 x,. es converAcnte para toda n = {u.,) .. E /1 
.,.,.J 

b) Si (..\ .. )., es una suct!;Si6n acotada de t!:-.cnlarcs tal qllr? la s11n1a E ..\.,x ... 
nEN 

..\" = O pnrn todo natural 11. 

Se puede torunr para en.da natural 11, x., = ~Xl•• ... +ll· 

O implica 



Sea {Ana: Tn EN} una particion de l1(C) formada por conjuntos infinitos. Sen Yk la envol­

'\"entc lineal del conjunto 

{ f:nnxn: a= (an) E Ü Ana, o Bn =O para cnsi toda u} 
n-1 n1-=l 

(así x,. E Yk,Vn,k naturales). Sea Y= U Yk y Z el complemento algebraico de Y en E . ._. 
Definimos Ek = Yk <D Z; ns{ E= U E1,... ((x,1 )nEN CEA:., Vk). Para cada (n")" E Ak+t tenemos 
00 k=zl 00 00 OQ 

E a .. r .. E Yk+ 1 \Yk por (b) pues si E a.,x .. E Yk entonces L: UnXn = E bnxn pnra alguna ,,_¡ n=l n..,l "=l 

(IJ,.)n E Ak y I: (a .. - b .. )xn = O irnplica ª" = bn y Ak+l = A1i:. Y como Ek n Y1i:+1 = Yk In. ,._, 
SlllUI\ L tt,,Xn '/. E1c.. 

"""' 
Proposición 3.1.2 Sea (E,r) e.l.c. con la prvp11~1lad 11,,.,-sunaabilidad ('ritonc"·" E tiene local­

m1:nt1~ fu ¡nupicdml l,. . .,-1nunabilidml {y por lo tunto "·" loculmcntc Duire). 

De111ostración. Srni . .-1. e E acotndo, .. 4 C D C E para D disco cerrado y acotado, 

u::u.Pu) es nornrndo. Sea (xn),. e E unn f;IJCcsicin tal que ~ ,1¡,(x,.) < 00 (rt!Sp.pu(x,.) - O) 
... -:1 

en (E11,fJ1J), la. s11111n l!S también convcrgl'nt'? con respecto n f'U para cualquier U E No(T). 

Partl carla (u ... ),. E lq (rcsp. (an)n E l1) la serie L llnXn conv(~r~(? ax t~ll (E, T). Por otro Indo, 
neN 

por lo qut~ a continuacilln 1no~trnn10."', In. sucesión de s1111H1...~ parciales l'S clf! Cuuchy : 

( 

RL'!-ip. si Xn - O y (a,..) E 11, existe A/> O lnl que p11(x.,) </\./y ) 

(

k+r k ) ( k+r ) k+r 
/llJ I: Un.Xn - E CJ.nXn = Pn E flnXn $ Al E (a .. ! 

n-1 n=l n""'k+l nsok+I 
lo cunl hnplicn 

(

f.+k ) 
Pu E anXn < f.: si L es suficicntc111entu grande. 

""""'· 
Oc esta 111nncrn1 {E a,.,xn: k EN} C oD para. o = IJ(an)nll,1 llPu(xn)nllp (rcsp. a: 

n-1 
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M Jla.11..,) • Como B es T-cerrndo oB tnmbién lo es y x E oB. Yn q~c po tiene una base 

de ·vecindades de cero formada por conjuntos T-ccrrndos tenemos que E a,,xn - x trunbién 
Tl.,.J 

en Ja topología po (cfr. [20], Teorema 3.2.4.). Por lo tnnto (En,Pn) tiene In propiedad 1,,,..,-

sumabilidad y es normado; por tanto de Baire. • 

La proposición anterior nos pcr1nitc visualizar n los c:-;pacios con la propiedad de lp,q­

sumabilidnd con10 unn familia contenida dentro de los espacios localniente de Bairc. ¿Qué 

relación guardan con respecto a otras faniilias de espacios cuino los locahucntc co1nplctos"! Esto 

Jo respondercn1os con el dcsnrrollo de lns proph><:lndcs que vcrcrnos a continuación, bnsnndouos 

en idens de De \Vildc [BJ. 

Proposición 3.1.3 Sea (E,o(E,E')) uu f!.l.r.. qru: suli.o;facc /u. propicdu.tl de lp . .,- . .,urnab1lfrlad 

(resp. lo,J •su1nabilidad). Supongamos fJUf! (.r.,.) .. cN e E es ""ª ."lllCcsiáu lal que para cada 

U E N 0(E) se tiene E J?u(x,.) < oo (rc.o;¡J. co11vcryc11lf' a ccn:J). E11tanccs fo cen-aduru ab-
,.€!'i 

solutarnentr. convexa de {x,. },,c;N f'."I el co11j1"1fn dt~ foda.<1 111.'> serir·.'I d1• lll fonua E r..,.x., tale.• 
"€N 

que L fe;,/''$ 1 (rcs11. E /r..,,j :5 1). ,.\drrmi.'i /11. ccrrncJura de In envolvente convexa y 
nEN •1EN 

balnnccndn con u {xu}nEN rs ro1r1¡u1cf1l. 

Dcn1ostr.nción. Consideremos la f1111cii'.u1 T: (l,1 ,n(l,,,11.)) - (E,rT(E,E')) (rc:;p. T: 

(/i,n(l1,r-o)) - (E,a(E,e))) cfacla J>or (c.,)., -.. .~Nc.,,:r..,; cor11a se vi<> antcriortncntc en la 

proposición 3.1.1, esta función es t'Olltiuua. Co11!>.i<lcrc111os D In hola unitnrin ccrradn en /,1 

(rcsp. en /¡}, este conjunto t!S n(l,1 ,1,,)-cornpncto; t?:-;to irnpJica r¡ur. ¡..,· = T(D) <.'S co1npncto cu 

E. Por otro Indo, J..; es nUsolutanieute convexo y cPrru<lo; a.o.ií co1111 {.:r.,.}.,EN C J..;. De hecho 

estos conjuntos son iguales, para v1•r esto tun1crno._"'i cunl<¡uier k E /\ 1~tu quiere decir que 

k = T(r~) .. = ¿ c,.x,. parn alguna succsián (r.,,)., E 1,1 (rcsp. / 1). Eut.onccs t~xistc unn sucesión 
ne:"i 

N 

kN = ¿:r..,,;z-,. = T(c';'/)., E c.ouu{x,,}.,eN 
.. =J 

donde (e;:)., t~ ig:ual a (<·n),. hm.ta ,.¡ 1V-1~'>Íllhl tt!nninu y c,.ro post••rionucntc; corno (e;{) .. 

converge en la topc>logín déhil a (e;,)., y T t!.o,; continua se ticrll' q111~ 7'(c;{)., - T(c..1 ),. y esto 

dentro de conv {x~,J .. eN· Por lo tanlo /\.. = couv {x,. }P>EN es con1pacto. • 

Lcmn 3.1.I (/27/, Proposicióu .5.J.6) s,·a ¡:; e.l.r., .'>on cquiv11.lcut~ . .;: 
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a) E c.s localrnentc completo 

b) Si B e E es un di.seo acotado entonces ca<la sucesión de Cauchy en En converge en E. 

Proposición 3.1.4 Sea (E, T) e.l.c. si la cenudum absolutamente convexa de ca<la su.cesi6n 

(xn)n C E tal que f: ~ (xn) < oo {rcsp. converge a cero} es compacta, entonces E es ·-· /ocalmc,,te cornpleto. 

Dcn1ostrnción. Sen D e E un disco cerrado y ncot.ndo, y (xu)n e En unn. sucesión 

En-Cnuchy, por tnnto r-Cauchy. Escojamos unn sucesión creciente de 11nturnlcs (nk)k t.n.l que 

(.rn.,+ 1 - x.,.,) E 2-2kB y sen Yk = 2k(x"•+i - Xn._). A.sí 

f:P'l1(Yk) = 'f:,µ1;, (2k(x,.,... 1 -xn,.)) $ f:2-"1• < oo 
A:=I k""l k=J 

(!Jlt.onc"s pnra cndu. U E No(E) ~e ticJJP ~ ¡{, (!Jk) < oo (n_•sp. !Jk c0Jn:1~rg1' n cero). Pur lo 
.l·=I 

tnnto ln r.erradura nbsolutnnwntc convexa de (x.,},. es co111pncta 1·11 E. CJarn111c11lt? la .sucesión 

" (::u=,."!;-, z-k!Jk)ll es de Cn.uchy en E y 1~st;i contenida en couv {::r,.}.,c:N· Por Jo tnnto c.xist.c 

:r E E tnl qlln ~,.. - :r. Co1no 

n n n 
::1t = ¿ 2-""u1.:. = E 2-k2"(x,. •• 1 - x.,.) = LCx ...... 1 - x.,.) = .T..,,,. 1 - ::r .. ,. 

k=I k""'I k=I 

Tcndrcnios que ::r,,,,. - x + x,, 1 y x,.. - :r. + :r,. 1 C'Oll respecto n E; y por d Jc1na. anterior E es 

loca)111c11tc con1pfoto. • 

CoroJnrio 3.1.1 S1 E e.l.c. tiene In. prvpirxiad de lp.q-sumubilida1l (rr."ip.lo,1-sumabilidwl) r.n­

tunccs etc /oca/111cutc con1plcto. 

Proposición 3.1.5 (E, T) e.l.c. tiene /d. ¡1rvpi<'datl 1fe lo,1-sumabilidml si y sólo si es loculmcnte 

completo. 

Den1ost.rnción. Ncce>idad: E.s el coculnrio ni1tcrior. 

Suficiencia: Sea (xn)n e E sucesión nuln, por tanto acotndn, y routcnida cu alg1ín B e E 
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disco de Banach, entonces conv {.:rn}neN CD y es acotado en Eo. Sea (a")n E l1(C) entonces 

para alguna J\I > O pues Ja sucesión es E 0 -ncota<la. LJegnn1os a que esta serie t.."S absolutamente 

sumablc en el disco <le Dannch By así es sumnhlc en En (cfr. f2DJ. Teorema 13-5,12). Por lo 

tanto sumo.ble en (E, T) por ser una topología más débil. • 

Corolario 3.J.2' (E, T) es loca/1ncntc co1uplt:to si y . .-.ólo ~·• ¡mnl todr1 (.x,,),11'°.N C E cont-•crgente 
. ~ 

a cero y parn toda (an)n E 11 (C) la .sene L:' nnx,, co1n•r.1yc " al!/tÍ.11 .x e E. 
,,...,¡ 

Dudo lo anterior tcncn1os una cnractcrizaci<)n d1! los 1~pacius JocnhnP-ntc cn111p)ctos en ter­

minas de sucesiones convergentes n cero (esto es /0 , 1 -siunabilidnd); i,Pen-. q11t'! ocurre con Jn 

propiec.Jn<l de /p,q-surnaUilidad"? Corno se dijo arriba, esta propie<lud ir11pJica c¡11c el espncio en 

cuestión es Jocnhn<!ntc corupl1!to y adern1l"' v1·n~u10~ a conti1111nci611 q111• 1!11 c11ul1¡11icr 1..~pacio 

locnh11c11tc curn.·cxo, si tnnuunos (x .. )., C E nl1~ol11tar11eute ¡>-bt1ruablc y u11a s11Ct.."!'i<">11 (n,.),, E l., . 
Ja sucesión <le .s111uu.s pnrdaJcs ( L:' u.,..--,·,.)1.: 1~ dt• Ca11d1y: 

.. =J 

si k es suficicntcrucnte grand<?. 

Ahora bien, con bnsl.! en Jo anterior no..<; prcg1111t.an1os: ¡,Cu<indo Jocnhncnt<? corupJcto huplicn 

propiedad de lp,q-sun1ahilidad'! Uuu. prirucra t! iurnl"<.liatn n.!SJ>tH!Sla a •~to t'S cuando E es 

Reeucncialn1c11tc con1pJcto; para unn coudiciún nui.s débil sobre el espacio E podmuos pcusnr 

en In condición de convergencia de 1\fackcy y la condiciUn estricta d1! :0..I.nckcy que dcfinin1os 

antcriorn1entc (cfr. Dcfiniciúu 2.J.2); pcru ru1r.~ r11ostnm1os r.J 8ig11i•!llh! h!rlla qut! :-.i~ni. nt..>ct.!Sario: 

Lema 3.1.2' Si (E, T) sati ... fn.cc la co1ulrciúu tic r'ouvc1yencia dt! 1\/11<.·kr:y t!11tonr.1~ ... cu.tln. succsiórt 

de Cauchy en (E,r) es tle. Cauchy cu algúu disco cr.rnulo y acotado. 
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Demostración. Sea (xn),. e E de Cnuchy y i: N - N x N, i(n) = (i1(n),i2(n}). Consid­

eremos Jn sucesión (y, = X¡ 1 (n) - x,:i(n,>n. por ser (x.,.) 0 de Cauchy en E se tiene que Y• - O y 

por ln condición <le convergencia de ~tn.ckey y¡ - O en un disco D. Esto quiere decir que (x.,.).,. 

es de Cnuchy en D. • 

Proposición 3.1.6 Si (E,T) c./.c. satisface alguna de las .o;i.guicntes tn!S condiciones: 

1) (E, T) e.o; secuencialmente com1Jldo 

2) (E, T) suti.sfacc fo conclicióu de convcrycncici de Alcickcy 

3) (E,•) .·rntisfacc la condición c ... tricta de Afackcy, 

rntoricc.'i son cquivalcnh•s 

u.) (l;. .. , T} e.o; locabncntc cnniplctn 

b) (E,T) tiene la prupie,Jad i1,,., .... u111nb1lidad. 

Dctuost.ración. Por lo dicho anlcrior11u?11tc lm.sta pruhnr que si E es locn.lrncntu cornplcto 

y 1 ic•111• nlJ.tt1n:L de las condicioru-:-; ;.ulido11ah~. entonces tiene In. propiedn<l de l,.,q-surna.bilidn<l. 1) 

Si E es :--ccuendahncntc cornpll'tn la concl11sirl11 c•s inrncdintn. 2} Consi<lcrcrnos que E sn.tisfnce In. 

nuutición de convcrs;cncia dt! l\11wk1'_\'. Sea (.r..,),. C E 1111a :.11c<-sitS11 tul que pnrn cn<ln. vccirulad 

dt·,, c<"'ro en /~ se tcnJ,!;a .~r 11,~ (.r..,) < CX>; co1110 M! hizo auh~, la succsitln de sun1as pn.rcialc:-; 

(E o.,.r,.)k es Pu-Cnuchy para cualquit~r (a,.),. E 1,1 • Por la condición <le convl.!rgcnciadc l\1ackcy 
.. -1 . 

tn111Uil·n 1~s dt..! Cauchy en algli11 disco dt> l3auach D y en co11scc11t!Ucia convl.!rgcntc cu Eu y en 

E: <le esta 111n11cra se satisface la cnndk:i<'m de /p,q-surnahili<lad. 3) Finahncntc considcrernos 

qm? E satisface Ja condición t!Stricta di.' :'\.lackcy. Sea (x,.) .. CE una sucesión tal que para cada 

vecin<ln<l de cero en E He tcng:n L: 11,'1 (.r,.} < oo; sen. . .4 la envolvente nhsolutu.n1cntc convexa de 
u=I 

esta succsit)n, A •?t> acotad1L y por las hipl11esis existe un disco <le Dnnach D tal que T (A= PJJ IA. 

es decir existe Uo E No( E,•} tal q1w .A = A n Un e A n D, por lo que para cada x E A se tiene 

f: ¡}j1 (x.,) $. f: ¡I~., (x .. } < oo . 
.,=J n=I 

Oc t~'ifl! rnodo corno se hizo cu PI nuncntario n.ntcrior, la sucesión de su111as parcial~ 

' ( L: n,..r.,)A, es 1111-Cn.uchy para cualquit•r (u,,},. E l,1 • Por lu ta11to es convergente en (En 011u) y 
..... 1 

""¡ convt•rv.cnte tn111bh'm cu E. • 



De esta manera, o.l definir las condiciones de lo,1-sumabilidad y lp,q-sumo.bilidad aparecen, 

como en varios artículos las series que podríamos llamar convexas como una generalización 

natural de la idea de combinación convexo.. Dichns series ayudan n trnbnjnr sobre proble­

n1as con10 son el acotamiento uniforme o caracterizar espacios localmente cornpletos. l\·lcKcn­

non y Qiu (cfr.{26), Teorema 2(3)) las utilizan para mostrar espacios de Dnnnch-?1.-lackcy. A 

nosotros nos interesará saber, ¿cuándo un espacio de Bnnnch-~lnckcy satisface la condición 

para las series convexas dada por l\1cKennon y Qiu? <".S decir, ¿cuándo satisfnccn In condición 

de lo.1-sumahilida.d? Por otro Indo, tratnrcn1os de dar recíprocos, co11 cierta ~t!JH!r<lli<lad, n 

algunas implicnciones dndns por ellos en [26), teorema 2. 

Definición 3.1.2 (/27/, pg.2./ 1, Definici6n 8.2.!!2} a) (E, ¡1(E, E')} 1~.l.c. t.:s c-0-quasibnrrilado 

si cada suce5i6n en el tlual que es /3(E',E)-uufo es 1~r¡uicontinuu. 

b} (E,¡,L(E,E')) c.l.c. es Co-barrilndo ."li cmla ."lUCP."liúu t!n d dtwl tJllC c.~ rT(E',E)-rmlci c.<J 

equicontinua. 

Obscrvnción.- A partir de In definición C..""i claro que c 0-barrila<lo i1nplica c0 -qunsiburriludo. 

Proposición 3.1.7 (/27/, Jl!l·:!-1 J, obs.S.2.:!:J} (E, ¡i(E, E')) r.<J ro-bum/mio (co-quusibm-rdmlo) 

si y sólo si su dual débil (fuerte) es localmente completo. 

Lctnn 3.1.3 Sea (E,JL(E,E")) de Bauuch-J\fuck1:y y co-l}tHL->ib11tT1lmlo, l'Ulonct!.'I es r-0-lm.T"f-.lmlo. 

Demostración. Usemos la proposición anterior; :->ca. A e (E', "{E', E)) ncotndo, por ser E 

de Dannch-Mnckcy, E' C8 de Banach-Mnckcy {cír.(31), p,_;.l[i8, Teorema 5), A es {E' ,/J(E', E))­

ncotndo y cstlÍ. contenido c!n un disco de Dnnnch ncot.ndo, por M!r E r-0-qun.."libn.rrilndo, y 

(E', n(E', E)) es locnlmcnt.c completo. • 

Proposición 3.1.8 (E,¡,1(E, ~)) c.l.c. t!s co-qwi.o;j[,urrilmlo y llu11ud1-1\/11ckcy si y .-;Olv 

(E', n(E', E)) e.• localn1entc cornplcto, esto c."l, su.ti.-;facc lu. condición ,le lo.1--"urnabilillad. 

Dcn1ostrnción. Necesidad: Es consecuencia. tic la propo:->ición 3.1.7 y del lmna 3.1.3. 

Suficiencia: Se sigue de In proposición 3.1.7, <ld lu..--cho que locah11c11te? co111plcto in1plica 

Bnnnch-l\1nckcy (cfr.{26), Corolario nl Tcorcrna 3) y dd lwcho qm~ co-hnrrilndo irnplica ru­

qun..<1ihnrrilndo. • 
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Corolario 3.1.3 (E, µ.(E, E")) es co-qutL<jibarrilado y Danach-Makey .si y .s61o .si paro toda 

.iuceai6n (xn)n C (E', a(E'. E)) convergente a cero y para cada (o.n.)n E 11 se tiene que E anxn -
neN 

x para alguna x E (E', a(E'. E)). 

Ejemplo 3.1.2 (cfr./27), ejemplo 8.2.21) Un espacio cuyo dual débil es secuencialmente com­

pleto y no es t='°-barrilario y por lo ttlnto no e.'i ea-bflrrilado. Sea E= (100 ,¡,(l00 ,l 1
)), por el 

lema de Schur (/2.l), pg.281, Tcoremu 22 . ../.t!) E no puede ser l 00-quasibarrilado porque en caso 

contrano seria barrilado, tic acucnlo a (/:nj, pg 2.19, obs. S.2.1.f(d) y p!J. 241, corolario S.2.20) 

y 11 deberla ser reflexivo. (cfr./27/, ejemplo S.2.21). 

Ejemplo 3.1.3 Un espacio cuyo dual défnl e.'i localnientc completo y no secuencialmente com­

pleto. E= (1 1 ,¡1(1 1 ,C-O)) , CL'iÍ en este caso, cmln. sucesión nula en (E', a(E', E)) es E-cquicontinua. 

(cfr./2?), ejemplo S.2.21). 

En l2ti}, Tl'Ol'CllHl 2(3) , !\1cl(cn11011 y q111 pnlcban q1H~ cadn espacio con la pl'Opic<lnd de lo,1-

s1unabilidad l'S de Bannch-~lnckcy¡ ni11uu1110~ ahol'll los l'CS1tltndos antcdol'cs pltl'n VCl' cuándo 

son equivalente"> estas condiciones. 

Corolnrio 3.1.4 En (E.¡t(l::,E')) (•.l.c., con lu to¡Jologíu de .Aluckcu .-;on c1¡uivulcutcs: 

<1) E CR C-O-barrilatlo 

'')E (','i q, .. ,,tJa.-;ibu.rnlmio y E C."i lJ-.AI (t.111ubién e~ t•s D-/\1) 

e)( E'. n (E'. E)) c.1 lor..a.lmcnte com¡1lcto 

el)( E' .n(E'. E)) es un ~.'iJmcio con lu l'"'JHCd11tl de lo, 1-."utnabilitltul. 

Definición 3.1.3 E c.l.c. r."I bamlmlo (q1111 .. 'i1bomlado) si carla burril (11uc u.bsurbe cJ.cotado11) 

es uccirtdnil tic cero en E. 

Lcn1n 3.1.4 E t~.l.c. f!.'j qu11.'li-barrilc11lo !I na.nuch-.Altickcy SI y sólo .'ii ('S ba1rilado. 

Dc1nostrnción. Snhcmos que E es l3n.11a.ch-?\1nckcy Ni y sólo Ni cada bal'ril es bornívoro 

l!S det:ír ahso['he acotndo!'O (cfr. [2G}, '1''--'l>l'c111a 1), cn1110 E es qua .. -.i-bardlado c;uln. l>ardl bon1iva['o 

CN Vl'CiUdatl de CCl'O, a,:,.Í IC"llCltlOS que t"l'> bal'dlado. El TL'CÍJJl'OCO c:<lo i1111u.'lliato •• 

Cn.dos D~ch 1noestrn cu {3} Teu['C1J1a 1, qrn! cadn cspncio locahucntc hal'dlado es de Banu.ch­

l\1n<·kcy así nuta111os ql1c cada r.spac:i1) lncal111c11tc ha.rrilndo y c.¡un.,..ihal'l'ilado es bn.l'dln<lo; y 
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usando el siguiente teorema de \Vilansky podemos cerrar una serie de impJicaciones dadas por 

McKennon y Qiu. 

Teorema 3.1.2 (/31}, pg. 153, Teorema 10-2-4) Sea (E, F) una dualidad son equivalentes: 

i) (E, F) es scmirreflexivo. 

ii} IJ(E,F) es compatible. 

iii) µ(E,F) es barrilado 

iv} (E,a(E.F) es tnl que cada cerrado y ncotado es completo. 

Proposición 3.1.9 Sea (E, T) qu~.,,.ibarri/u.do, son equivalentes: 

a) E es de Banach-!tfackey 

b) E' es Danacli-Afackcy 

e) (E, 1) es barritado 

d) g es semirTCflexit-•o 

e) E' .satisface que abconvl< ea cornpacto pum. cada I< C E' co,n¡mcto 

f) E' satisface la propiedad de lo,1 -sumabilidad 

9) E' r.s localmente completo 

h) e es localmente bat'Tilado. 

Demostración. u) irnplicn U) Por (31], pg.158, Tcorcnm 5. 

b) jmplicn e) Por eJ lema 3.1.4. 

e) implicn d) Por el teorema anterior pnrtc (iii implica i). 

d) implica e) Por el teorema anterior parte (i irnpJicn iv) y por cJ hecho que In envolvente 

convexa de uu cornpncto es totnln1cntc acot.a.da y que la cornplete;.; vale pn.ra todn topología 

comprendida entre Jn débil y Ja fuerte (cfr. (31} pág. 122 ej. 8-5-5). 

e) implica f) Por (26], Tcormna 3. 

f) implica g) proposición 3.1.5. 

g) irnplicn u) Es el resultado (3J, 'IiX>rcrnn l. • 

Enuncinnios ahorn el siguiente tcorcrun de Dosch, Gilstlorf y J(uc.:t!ra: 

Proposición 3.1.10 (/3}, Teore1na 1) Sea E e.1.c. localmente lmrri.lmlo cnlorlcr.Jt E CJI de 

Danacli-ltlackcy. 
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Estos mismos autores dan posteriormente [3), teorema. 2, un recíproco a esta ultima proposición, 

utilizando dos propiedades técnicas: 

P: Para todo disco cerrado y acotndo A existe un barril D tnl que A= DnEA. 

H: Parn todo disco cerrado y n.cotado A se tiene (EA,TA) es compatible con la dualidad. 

Proposición 3.1.11 ({3}, teorema 3) E c.l.c. con lns propicdaclc.~ P y H. E es localmente 

barrilado si y sólo si C.'i de Banach-.Afackcy. 

Sin e1nhnrgo, Qiu y !\1ckennon (26), tcorcmn. 4, muestran que un espacio de Dn.nach-1"1ackey 

con la propiedad P es tal que cada funcional lineal acotada es continua; por lo que Bosch, 

Gilsdorf y I<uccra [4), dan de:;;pués un resultado má.'i ~eneral con hipótesis rná..~ débiles: 

Teorema 3.1.3 ({4}, Tcorcrna 2.2) Sea E c.l.c. Supouyarnos que ¡mru ca.da conjunto acotado 

A e E. CXÚitc 1l1l di.,co e, tal t¡tJ,C A e e y 1JUfi cada btuTtl De Ec hay un disco D absorbente 

en E • con D ~"' D n Eu y Sf~ curuplc 1lfH1 dt• l11s SÍ!JUÚ·ntr.s co11tlicionf'.<;: D C.<; ccmulu en E o D 

es vecindad de. cc.1-0 en E. Si atlC'1HL'i los coujun/o.'i cú'.biln1cntc acotrulns en E' .'ion fucrternentc 

ncotudos. rntoncc.'i E r . ., ¡.; -localrncntc baTT"Ílmlo. 

3.2 Conjuntos CS-Cerrados 

En In sección nntcriur, hablarnos un poco de i-;rrit.-s c:o11v1!."<1'S, en (~t.n sección prccisa.rc1nos este 

concepto y vcren'los su utilidad pnra. generalizar In iderL de envolvcule convexa <le un conjunto, 

nsí co1no pnrn dchililn.r la 11oció11 de c1!rrnd11ra secuencial y dar otra. vi~i6n de la$ discos de 

Bnnnch, hnsandonos en los trabn.j08 de .J1unc:;o11 (l!J) y Kiikol [23J. 

Definición 3.2.1 Sen (E,T) c.l.c. 

a) A e E • (un)n e A y (e,,) e (O, 1) tol tJUC .~, 1;, = 1 si In serie .~1 C,.,CJ.n es convergente 

diremos que es una serie convexa convergente de clc111cntos de A. 

b) A C E <"-1 CS-ccrrndo si cont1cnc l<t sunu1 tic cud" scn1: corn1c.r-r1 co11t:1crgcnt1: de sus 

clcrnenfo.•. 

e) A C E es CS-compncto _.., cotlci serie con11r.xu de ."itt.'i clc111cnto.'i convc.ryc a un 71111110 en 

A. 
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d} A e E es ultraacotado .si cada .serie conve:ra de aus elenientos es convergente en E. 

e) La CS-cerradura de A es el nienor conjunto es.cerra.do que contiene a A. 

Notemos que la. intersección de conjuntos CS·cerrados es CS-ccrradn. 

Recordemos que D es acotado si y sólo si pnrn. cualquier sucesión (xn).,. e D y cualquier 

sucesión de escalares convergente a cero t.,. - O se tiene tnXn --+ O. Por tanto, ultra.acotado 

implica acotado. 

Definición 3.2.2 Una topolog(a T en E es admisible si es una topolo_qia polar más fina que 

la débil y rnds gruesa que la fuerte, es decir, entre la débil y la fuerte. 

Proposición 3.2.1 a)(/23/, Propo.sici6n 2.2) A es ultraacotado si y s6lo si e.riste /( CS­

cornpacto tal que A C K. 

b)(/19}, Proposici6n 6.8) Todas las to¡Jolo9ia.'1 mlmisiblcs tienen los mi.nnos conjunto:t CS­

compactoa (ultraacotados). 

Notcn1os que la propiedad citada en (a) de alguna n1ancra <lcbilita el hecho que pnrn un 

conjunto acolado en un espacio con la lopo1ogfa débil sicntpre existe un co1npu.ctn que lo con­

tiene. 

Proposición 3.2.2 En (E, r) c.l.c. con la ¡1ropictlad lo, 1.sunlabilidad toda :tuccsióu convergente 

es ultrnocota1la. 

Demost.rnción. Si Xn - x, entonces (x~, - .x) -- U y para. lodn En,.= 1, 
N 

E n.n,(.;cn - x)--+ x' implica ¿a"x" --+ x' + x. • 
N N 

Proposición 3.2.3 Sea (E, r) r..l.c. tal que cvxl< es CS·cornpacto 11ara todo J< contp11cto en 

E. entonces E es loc11lmcntc completo; y por lo tanto tic Danach-J.fackcy. 

Dcmost.rnción. Para toda Xn - 0 1 I< = {xn}" U {O} es compacto, por hipótcsif'I cvxl< es 

CS-compnct.o, así que E es un espacio con In propic<lnd 10 , 1-surnnbilidad y es ele Drumch-1\lnckcy . 

• 
Definición 3.2.3 {/15}, Dcfinici6n 3.1) Sea E c.l.c., lV una ¡HJ.lrna c.5lricta en E es compnt­

ible con los conjuntos acot.ndos si ¡mra todo A e E acota1lo se satisfacen: 



l)~te una cuerda Wk tal que para toda k EN, existe U1r. E N 0 (X) absolutamente convexa 

tal que A n U1r. e 1-Vi •. 
2) A e o,,,lV¡~ para algunaº"' . 

Proposición 3.2.4 Sea (E. -r) e.l.c. con una palma estricta cornpatible con los conjuntos aco­

tados. Entonces la CS-cerTTJ.dura. de un conjunto acotado A es el conjunto de todas las sumas 

de series convr.xa.s converyentes ,fe JJ1.L.'I elementos. 

Dcniostración. Da.do A C E ncotac..lo sen Ao el conjunto de surna.s de series convexas 

co1n,-crge!1tcs de elementos de A. l\1ostrarcrnos que Ao c.s CS-ccrru.do y es la. CS-cerradurn de 

A, es decir, dnda. la serie ¿:>..,.xn = x tnl que (x,.) C Ao y E>..,. = 1, >..,. E [O, l) existe 
N flEN 

(o.,.)n e .-\y ('ln)n e (O, l]. E ..,. .. = 1 tnl qUH E '"ª" = x. Sen. E >..n:r., = x. para. to<ln n 
-N -N -N 

natural existe (a-l.) CA y (0-:,) C lü, 1}, E n{ = l tnl que E C-~1 a!1 = x,.. Parn. todo k nnturnl 
,EN nEN 

•~-«:ujn1nos No= 1, y NA:> N1c-1 tnlcs que E >.,. > 1 - Í; , y para todo l\' > N1.: se curnplc X-
.,,,_¡ 

·" ~ E >.r0r., = E >.,.xn E \V1c+1 {esto se pnt>dc ~arnntiz.ur por la. coudkiún 2 de In. cotnpa.tibilidnd 
oi=I N+l 
l"Oll los coujuntos acotados de la pi\.hnn). 

'1'0111cn1os ahora \\'(A.+ • ...,,.} para cndn k natural; y ••scnjan1ol'ó .]¡,.: > J,.._, tal que patn. ,,_ = 

1,2, ...•• Vk tengan1os .r,.- É W,,o:, = ~ n~,n:, E \V(k+N .. } pilrn tenlo .1?: .J, .. y ~el"!,> l - J.. 
'=I J+I '=I 

To111c1nos los t"!scn.lar~ >..,o:, y arreglc111oslos corno una fictit? que tlcpcutlc <h? k, Jk-1 < j ::S Ji. 

y JV1.:-1 < ,,_ ::S Ni. y vciunO..'i q11c pa .. 'ia con las s1111HL'> parcialus 
fto'• J., N,,, J,. N. 

x - E E >. .. o-!,a-l. =X - E .>. .. E n{,u:, Ex - E .>.,.(xn + \.\'<k+N•» 
ro=l,=I n=l .1=1 n=I 

N• N,. 
ex- E >.. .. :rn - E .\.,\VV,+N .. J e \V1.:+1 - (\V1c+N. + .. + \\;"k+N .. ) 

n=-1 n=l 
C \\".1,;+ 1 + \V1c+t C ll'&. por tanto In serie convcr~e ;\. x. 

Sen D1.: = {(j,u): 1 ::S j ::S .11.;, l ::; n ::S N,.,} y notemos qtu~ 

1 ~E >. .. e~,= E ..Xn ~ n!,. > ~ >. .. (1 - f) > {l - l)".! para. todo k natunJ, por lo lnnto 
''• n=I .J=l ""'t 

et unn. !>cric convcxn.- • 

Definición 3.2.4 u) B C E f!.S un CS-barril .si c.• ubsoltdtUr&<·ut.c con1•r.ro, ttbto;or·bcntc y CS· 

cerrado. 

b} E f!.• locnlrncnlc CS-hnrrilado .••i 7mn1 cad11 conjuut.o acot1ulo A C E existe un disco 

ncotado D tal '/UC A C D !J Eu 1•to; CS-l1arrilndo, ,._.. decir cuda CS-l1<u.,,l 1• • ..i 11cciutlnd tlc cero. 
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Veamos que muchas de las propiedades de los barriles son válidas para los CS-ba.rriles a 

pesar de ser estos conjuntos más pequeños que Jos primeros. 

Proposición 3.2.5 a) Si E es CS-barrilado entonces es barrilado. 

b) (/19}, Tco~ma 1) Si E es metn·zable critonccs (A") 0 = Aº parn todo A CS-cerrndo (nos 

referimos al interior de A). 

Por otro In.do, si consideramos (E, T) localmente bn.rriln.do, es decir. para cada conjunto 

acotado A CE existe B disco cerrado y acotado tal que A e Be E y (Eo.Pn) es barrilndo, 

tenemos que para cada U CS-barril en En , V es un barril y vecindad de cero en p,¡1 , con10 

(Eo. po) es mctrizablc y satisfncc In coudici6n (b) de Ja proposición anterior por Jo que U es 

también vecindad de cero con respecto n P/J. Concluimo,_o;; asj: 

Proposición 3.2.6 (E, r) c.l.c. c.• localmmitc barri.lmlu .~i y sólo si c.• /oc,ilruente CS-barrilado. 

Definición 3.2.5 La envolvente CS-con1pacta de un con3unto A e.• el conjunto de St!r-ics 

convczas convergentes de. su..'I elernentos. 

Rccorden1os ndctmis que A C E t-S CS-cornpacto si cada serfo convexa. de cl<"zncntos de 

A converge n un elemento de A. Esta definición con10 podcnio.s ver, tiene el problcn1a que 

In envolvente CS-compacta de A no ncccsarian1c11tc r_'i CS-coznpacta, corno s11ccdc ~11 d tL.o;o 

de Ja envolvente convexa de un conjunto; por r~o <lefiniu1us Jos conjuntos uJtrnacotudos para 

Jos cuales si se tiene csn propiedad. Adcuui.s dchcinos notar que la f'IJ'\"olvcntc CS-cmnpactn 

uunpoco es en general In misrua que In. CS-cerradurn., de ahf que sea iznportn.ntr. In proposicióu 

que habla de In CS-ccrrll<lurn de conjuntos ncotndos r.n 1111 espacio con una pnlrna co111patihlc 

con ncotndos. 

Tuorcmn 3-2-1 (/23/, Teorema, 2.-f) Scu (E, r) uu. 1·.l.c. 1•ritoriCt!s 

a) De E e.• un 1lisco 1lc Dnnach si y .<;ó/o sir.• CS- con1pncto. 

b) E es looJ.!rnente cor11¡1/eto si y sálo si aidu coujurilo acotado c.• ultruacotridn. 

Proposición 3.2.7 E11 (E,r) e.l.c. cadu CS-btnri/ alncorbf! conjurito.-v ultruucotados (<fiscos de 

Bariach ). 
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Demostración. Sen (E. T") c.J.c •• W un CS-bnrril y A un conjunto uhrnacotado en E. Sea 

D la envolvente baJancenda. CS-compacta de A, por el teorema anterior, este es un disco de 

Banach y por tanto Eo es Uarrilndo. i : En - E es continua nsi que WT" n En es un barril en 

(Eo,Po) y es vecindad de cero ahí, entonces A e De,\ wr nEo; ahorn bien, canto tV es un 

CS-bnrril en E. lV n Eo es un CS-barril cu (Eo,Pn) por lo siguicntt?: dada (xn) e tV n Eo y 
Lnfl = 1 tal que Ennx,1 - x en (Eo,po) e11to11ct~'l Ea,,x,. - x en (E,T) y :r E IV por ser 
~ N N 
un CS-bnrril en E, es decir, x E lV n Eo y este t!s 1111 CS-harril en (Ev. Pv) y tiene el rnismo 

interior. con respecto a Pn que WT n En. Por lo tanto A e De ,\(1\1' n En) e ..\lV' .• 

Proposición 3.2.8 (/!!6/, Demostración tlcl TL'o1-c11ut 2( 1)) Sc<1 E localmt•utc barrilado, 

toncc.<o ca.dt1 btJrril es lmrníuorv. 

Vcnn1os In propclsición análoga para los CS-liarriles 

P1·of)osición 3.2.0 Scu E loc1limeuh: CS-l•IJtTilado, n1touc1· ... ct11lr1. CS-ban·il c.'i bor11.lvoro. 

3.3 Lí1nites Inductivos 

D~Unición 3.3.l (E,r) = l!!!t(E,ior .. ) (~.'j ultrarr•.?g;ulnr si 1:atla A e E ultnrncotrulo es ultrn-

11cott1.do f:n al91i11. E .. -

Proposición 3.3.1 Sea (E,-r) = l!..!.!1(E.,,1,.) 

a) Si ,...\ C E,. c."f ultrnncotudo eutoru .. ·c."f rs ultntacol.dtln cu E. 

b) Si E c."f loct1lt11.cntc co111¡1lctu sotl. 1?r¡ui1•t1lt•ntes E r!., rr._q11lt1r y E e.o; tlltn117y•911lt1.r. 

e) Si cut/el. E,. es ¡JC1.l1nca,fo E e.o; uJtrnny•9ulr11·. 

Detnostrn.cidn. n) St!a A e E,. \lltrancotmlo t!UfUJICt'!'ó existe ¡\· e li:u CS-co1npncto taJ 

que A C J< por la proposiciúu 3.2.1. Corno/\. t.>s disco de Du11ad1 (vt?r ·n .... :lrcma 3.2.1), I< sig1m 

:-oima<lo disco de Bnunch en E y por la nüsn1a pruposicion :J.2.1, como .-1 C /( C E t?sto ilnplica 

que A es ultraacotndo cu E. 

h) Sra E rev;11lnr y Iocnl111cnt<! l"c1111plc•111, Vf!lUIHIS que .. ~ 11llrarn•J..!,Ular: SPa .-t e ¡:;ultra-

ncot.ndo, .._:utonces .-\ es acotado r11 E y PXbh? D disco de Dauach qun co111i1•111! a .-\¡ por t>cr 

B tnn1bil-u ncotndo l?Stii. t·onteni<lo "11 aJs.;i"iu Ji:.,, :ulenHi." l:s acul;ult1, y <lisn1 rle 13nnnch uhi, 
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como A e B C En, se tiene que A es ultraacotado en En· Inversamente si E es ultrnrrcgulnr y 

localmente cornplcto, cada acotado en E es ultrnacotndo por el teorcmn 3.2.1, y está contenido 

y es ultrancotado en nlgun E"º' por lo cual está contenido y es acotado en Ena• 

c) Sea A e E ultraacotndo entonces A e I( e E para al!,.'1.Ín I< CS..compacto (disco de 

Bnnach) id: (EK,PK) - (E,T) es continua; por [B], pg.71, corolario iv.G.5 existe un natural n 

tal que i: (E¡..·,pK) - (En,-r,.) es continua, por lo que J( sigue siendo disco de Dnnach en E._; 

nsí A C I< C E 0 es ultrnacotn.do en E., • 

Lcmn 3.3.1 Sea (E,T) = l~n(E0 ,-r,.); sea. (G) /u siguiente prnpií'1lucl: ¡mrn lodo no.turnl n 

existe B,. e E,. barril tal que D., e E1.: es ultrnacot<ldo ¡i1¡1u 1zl!1u1111. k ~ n. Su¡1on9anws que 

(E,T) tiene la propiedad (G). Si A e E t!S un disco de Bflirc cntancí'." 1:xiste tHI naturol m tu.l 

que cada ba17'"il en E.,. es 1lenso en alguna ¡1u.rtc cu (EA,flA)• 

Dcmostrnción. Supongnrnos <pw no, esto es, existe uu barril D1 C E1 tal que IJ1 e E•(I) 

ultrnacotudo y denso rn ninguna parte en (EA,PA)· Supo11ga1110~ q111! ¡Jara {.o;(j)}j'= 1 existe 

n, e E.(,J-1) tnl que n, e E.~.,,, es uilraacotado y denso en 11i11gunn. pnrtc l!ll (EA./IA); por la 

propiedad (G) C?Xistc? Ull lnlrl'ilD .. +1 e E,., .. , tal que Ll .. +1 e E.c .. +-1) c~s utt.rnacutadu y dm1so 

cu 11in1-tt111n partr! m1 (EA•l'A)· 1\si <:011Mrui111os unn succsi<jJI de! barriles {D(j)};:_ 1 . Pnrn rn 

fijo en los 11nt11rulo.'>, 1nD1 t'S <leuso c~11 ni11g:u11n parte en (EA,(IA) y por ser ultrnacutado en 

E•(l)• 111D1 C AD',! para alguna A > O, ya qur. los barriles nbsorvcn couj1111tos ultracotndus, 

nsí rn(B1 + D".l) C ¡tD2 para al~una ¡1 > O deuso en 11inguua parte 1•11 (EA,¡JA) y por ser 

ultrancotado cu E.c2 >o '8e tic11t? ur(D1 + D;!) e A'D.'1; esto implica m(D1 + D2 + D:1) e ¡t'J.13 

denso en ninguna parll"! en (EA,f'A); st•~11i1uus in<luctiva.ntentc este proct!.-;u y coucluiruus que 

pnrn toda 111,k naturales n1(ll1 + n'.?. + .. + DJ..-) e 11"D1c denso Cll lliUAlllll\ part1! (!Jl (E~t.(IA). 

luego 

EA e E e u u 111(/31 + LJ2 + .. + DJ.:) 
kt::.NrnGN 

e U U ,,,-,,=.,-,-+-n-,-+-.-. +-ll~1.:) e U U "n'-+1 

J.<:!i mEN kEN /•EN 

con (EA.,p,.i) d1~ Dairn. Lo cual e...¡ iruposiUle. Por lo tanto existe 1111 natural nl tnl quu cndn 

hnrril Cll Ern ns denso c11 n.)i;unn part<! c11 (EA,p,,). • 
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Proposición 3.3.2 Sea (E,r) = J~(En,Tn)· Paru todo natural n, En es de Banach kfakey y 

que aati:J/ace (G). Entonces E es regular si y sólo si es localmente Baire. 

Demostración. Necesidad: Sea A e E acotado entonces A e E" para nlgunn n natural; 

por ser Banach·Mackcy cada barriJ en En es bornfvoro (cfr. (26J, Teorema 1(53)). Sen B,. e En 

el barril que es ultran.cotndo en algún E1c. Entonces A C tD" e I< k C E1t:. con I< k disco de 

llana.ch en E1c y también en E. Por lo tanto E es localmente cornplcto y localmente Dairc. 

Suficiencia: Sea A e E acotado existe D disco de Bn.ire que lo contiene. Por el lenia nn· 

tcrior, existe un natural Tn tal que cndn barril cu E..,.. es denso cu alguna parte en Eo, y por 

la propiedad (i:;) se puede escoger un barril n e E"" que sen ultrucotudo en E,., k 2!: 711. Ten· 

emos que el interior de In cerradura de D con respecto ni disco de Dnirc D, que dcnotnrcruos 

0 (7i) 0 -::¡!: q, implica que existe r >O tal que A C r '-'(Ji)°. Sc:_l p E A, existe x 1 E rD tnl que 

Po(x1-p) < 2- 1 • Supongamos que tencrnos{x,};_ 1 tal quex, E 2-,+ 1,·D y Po<:J;., x, -¡1) < 2-, 

pnrn todo j = l, .. ,n. Entonces cE X¡ - 71) e 2-"r º(l])" y cxislc x•l+I E 2- .. rn t.al qtw ·-· Pn(xn+J - (p- 'E, x¡)) < 2-Cn+O. Por lo tanto f; x, - ]'con respecto a /JD y n. E. 
•-1 •=I 

Por otro Indo, considercnios Ja funcional de l\fiukowski generada por d barril rll en E., .. 

P(,.OJ(xn) ~ 2-n+I implicn. que. CÍ: x.)., es de Cnuchy con P(rIJ)· Como rD es ultra.a.cotndo ·-· en E,., In misma sucesión (z01 ) es acotada en E,., y rD e 1<4 disco de I3a.11nch implica que 

( f: x¡)n es de Cnuchy en (EJ..·,,., PK,,.) y convergente, tuuto nhí como en E1c y en E a alA•ÍU punto ·-· q E E1c; y por ser E de Hnusdorff, q = p con Jo cunl A e E,.. Por lo t.anto E es n~gulu.r. • 

Obscrvncidn.- Si usarnos el hecho que cadn CS-bnrril nbsurbe coujunt.~ ullraacotndos so 

puede qultn.r In. condicJón de Dnnnch.l\.fnckey y concluir E uJtrarrcguJar cu lugar de regular. 
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4. Convergencia de Mackey 

4.1 Convergencia de Mackey y Sucesiones Dobles 

Recordemos, como en la definición 2.3.2 que una sucesión (xn)n en un e.1.c. E es Ma.ckcy 

convergente si converge a algún x en (EB. PD) para algún disco acotado, por lo que toda sucesión 

?vlnckey convergente es convergente en In topología original. En el libro de KOcthe ((24], pg. 382, 

Tcoren1a 28.3. l (e)) se puede ver la demostración de que que cada sucesión convergente en un 

n.J.c. mctrizn.ble es l'Ylackcy convergente. Nuestro problema ahora, es dar condiciones para que 

una sucesión convergente en un espacio E más general sea también convergente en el sentido 

de ?\ilnckcy; Jarchow y Swart (21), dnn condiciones cuando el espacio es localmente completo 

y bornológico, aquí examinaremos principalmente espacios vectoriales topológicos (e.v.t.), no 

ncc:esar_iameutc localmente convexos que posean una sucesión doble completn.ntc (cfr. (22], pg. 

230) y localmente r-convexos (cfr. (20], pg. 101); y en los cuales adoptaremos la siguiente 

definición de sucesión Mackcy nula: 

Definición 4.1.l Sea (E, r) e.v.t. (x")" e E es Mnckcy nula si y s6lo si e:z:i.de una suce.sidn 

de n!alt!S positivos (rn)n tal que r" - oo y r"x" - O en E. Andlogamente decirnos que 

(xn),.. e E es 1\-lackcy convergente ax si (x" - x),.. es Mackey nula. 

Se puede consultar 124], pg. 382, teorema 28.3, para ver que cuando E es localmente convexo 

esta última definición es equivalente a: (xn)~ 1 e E es Mackey convergente ax si existe 

B e E disco acotado tn.1 que x,. - x en (Eo,Po) (cfr. definición 2.3.2). Si x = O , (xn)~ 1 
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es Maclcey nula; análogamente se define Ja noción de Mnckey-Cauchy y como se vio en el 

capítulo anterior lema 3.1.2 Ja condición de convergencia de Muc.key implicn Mackey-Cnuchy. 

Observemos que i : (Eo, po) - (E, T) es continua, por Jo tanto Mnckcy convergente implica 

originalmente convergente. 

Por lo dicho antedormnntc, tcncnios que cadn e.Le. metriznblc satisfncc In condición de 

convergencia de ~taclmy. 

Sabemos que, para. un c.l.c . .ser con1pfoto iruplicu sccucncialrnm1tc cou1plcto, Jo que in1pJica 

n su vez ser Jocalnicntc cornplcto y que en uu espacio rnétrico Jn.s trc...., :mn equivalentes ( cfr. 

ISJ,.T<--orrma 2); por otro lado, en un espado métrico Ja condición de convergencia de Mnckcy 

se satisface; vc1uno.o; que en un c.J.c. con Ju c.c.l\.t. es equivalente ser sccue11cinhncntc completo 

y locnlmcntc cornplcto, el cual es un n•sultado ui;i.<; fuerte que el anteriorrncntc citado. 

Proposicicln •1.1.1 Sea (E,T) c.l.c. tul 1¡uc se .'>ritufacc /ti e.e./\/. Eritoncrs ·"'º" cquitialentcs: 

E c:I loc11lmcntc eornplcto y E e.<1 .'>ecuc11e1alnu~1lfc rorup/rto. 

De1nostración. Sea (x.,),. C E 1111a sucnsi<)n el,_. Cattd1y, c11tu111.:1•s cxi:>tc 1111 disco B 

arotndo tal que Ja succ:-;ión es de Cn11d1y en (En.Po) y existe un <fisco de Dannch D que 

co11tiC?1u• ;t D; a .. .,,¡ (xn)•• C (En,pv) es C~;iud1y y pur Jo ra11to es eo11vcrJ4entc en es.te c>..spn.cio y 

en E u1is111u. &•cucncinht1cntc coruplcto ,:.;icruprr. implica lnca.flncrlt<! coruplcto. • 

OcOnici<in 4.I.2 E c.l.c. e.<1 bornológico .-.i ctu/a conjunto absoltlltirnrutr 1~01lvc:r.o y bornívora 

es l!r!c.,1dud 1/c cero. 

El ~ig;t1it?ntc rcsultn.do carnet.eriza nlguuos ~µacios con Jn coudidt'iu dt? convc>rgcnciu. de 

~tnckcy. 

"I"'corcmn 4.1.1 (Jt¡rr;/¡0111-Swart, /21/) Sni E localmcntr. co"1plrto. Son n¡uiva/cntr.s 

a) E es bon10/ógieo y .'iati.<1faec la cu11d1ción de ronvcrycncia tic /\lackcu. 

b) E = liJ!~ E •• cada E 0 es de Dunach sr]'arnble !J cada suecsióTJ uula cu E e~ flrltl sucrsióu 

uula. en ulg1í11 E ••. 

H'.t."Cha.-.; <!:SliLo.; con.sidcrncioucs JHJdt•1u11~ dcfiuir In co11dich_Jn de c11uv1~r~t!Ucia d<? l\.1'aekcy de 

u1111. 1nnucrn uuls ;;:unplin parn espacios "·pcturialcs topoJügicos y dnr uua carHcterizncióu de una 

fnniiJin de 1!:Spados, :-iuficicntcmrmtc graudn que In s-'lth1fnc1!. 
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Definición 4.1.3 E e.v.t. satisface la condición de convergencia de Mackey (c.c.M.) si 

ca.da .sucesi6n nula es }.fackey nula. 

A continuación definiremos unn estructura silniJar en apariencia a. las palma.e; y que nos será 

muy útil paro. encontrar espacios que sntisfagnn la c.c.l\f. 

Definición 4.1.4 (/22/, pg. 230) U7ta sucesión doble completantc en un espacio vectorial 

topológico (E, T) e." una familia (J<;')n . .1EN' de conjuntos balanceados tales que: 

1) l<;' e l<;•+I para todo n,j "aturules. 

2) 1<;+ 1 + 1<;'+1 e l<;' ¡mrn todo n,j naturnlc.'i. 

3) U K;' es absorbente. en E pan1 todo j natuml. 
ne.''I/ 

4) Para todo io E N si x.1 E 1<'; ¡itnn. j > in. entonces '~º x, conucrge en E a alguna 

X E J<;~. 

Adcuuí.s ( 1<;•) .1,•aEN es con1pntiblc con In topología si paro todo U E N 0 (E), y para todo 

n E N existe un natural J la.I que b.:;• e U para todo j ~J. 

Por cjcn1plo si E es scc1u~nciahnPt1I•? eornplcto y ticnu una st1ccsiú11 fuudarneutal <le conj11nto8 

acotados cerrados i.c. A 1 e A:: e .. tal q1u! para cualquier acotado De E existe n 0 natural y u 

real positivo tales <Jtlü D C 0.-1.,0 (esto t_•n particular cuando tcncr110~ 1111 espacio dual fuerte de 

un n1ctrizablc); t!ll este ca .. ">O sn define/\~;• = 2-.1_..t .. y las propiedades SP verifican <lirectnrncntc!, 

En ndclnute trabajarcrnos succsiu111~ dohl1>..~ cornplctantes ( 1-..·;) n,.1<0 N tales que /(';~ 1 C ~ 1<;• 
pnrn toda n y para todn j. 

Definición 4..1.5 (E,T) tiene unu s11ccsi611 doble secuencial (SDS) .'li 710.'H!é unn. succ . .,ión 

fiable con1¡1lcta11tc (1<;) tfll qur ¡Jurn to.Ju (.r.,.)rnEN C E 11ult1 r.xutr. 110 E N tal que 1'an1 cadn 
r1tltun1l j • cxi.'ltc un natunil /!.1.1 tul qut• .r.,. E 1-..·;• ... ¡iani t.C)(/tl 111 ~ J\I,. 

Definición -t.l.G (E, T) = l~1(E1.:, r,,) ,._., sccucncial1ncntc rctructivo si cculll ."IUCcsión cou­

VC1!JCntc en E convcry¡c lll rnisrno ¡nirilo t'Tl al!I'¿" E1.:. 

Proposición •1i.l.2 Un límitr ITlduetrt•o ."lt"C1H'71Cialmcntc n•trncli110 (E, T) = l~1(E,.., TJ.:) ticn1! 

uuu sucesión doble secuencial si y stJlo ·"' la tiene caclci cs¡Htcio E1.:. 



Demostración. N~sidnd: Pnra cada k E N sen ( 1<;) (k) e Ek succsi6n doble secuencial 

en Ek· Sea /\jª = con.v ,,y¡;
1 

I<j,(k) lns propiedades de succsióu doble se verifican fácihncntc; y para 

'\"er que es secuencial, sea (xn)n C E nula, por tanto nula en algún E1.: , con su correspondiente 

sucesión doble scc:ucncinl y por In fornui de I<," también es secuencial en E, 

Necesidad: Sen J<," sucesión doble? cornplctuntc en E consicfcre1nos J<;:{k} = J(;• nE1.:. claramente 

en E1c se l"ntisfncen las condiciones 1,2,3 de SllCl~ioucs dobles, para ver C]llC es con1plctnntc en E1,;., 

sca:r, E A";'.(.l:) C I<," entoncr..s E'X.1 convrr~(! n alguna :r; E I<;: en Ja topología de E. a.hora bien, 

por St!r E srcucnciuln1cnte retractivo Ja St1t:csi{>11 de =-1111HL'> pnrcinJr_o;¡ y la de Jos :r., cst1i contenida 

rn algún·/;;,.. y l!S convergente nhí. Por Ju ta11tof,:."1':.1 convcrgn a nJguun x E E1c• nJ<;:_ = I<i:..c1c•J 

y Ja suc-c-sii111 es complctnntc. Oc rnanera arHilo~n se verifica <¡un es sccucucinJ. • 

Obst-rvcrnos que con una dcn1ostr11cki11 arHilu~a se JlllL'<lc ver que cada subc.<>pncio sccucn­

ciuh11<'ntc cerrado dn un espacio con una sucesión doble secuencial timu• una sUCf!."lión doble 

secuencial. le.> culll no ncccsnrinnirmte s11cPd1~ 1·u11 el producto i111i11ito, s1uua dirtictn infinita o 

i111agcr1 t.lin!cta. 

'l(-.!orcin.a •l.1.2 Sea (E.r) e.11.t. cori unu ~·ucesióri tioldc .o;ccucncral ror,,pt1tiblc cou lu topologúi. 

E.0 11toncc.o; E sali."iftJ.cc /fl coruliciári de cou111•1ycuciu dt! 1\/lit:k1·y. 

Dtnnostrnción. Sea Xm - O <'11 (E. r). 'I'cncruos que (xm).,•EN e.-. ~Iackey nuJu. si y sólo 

si existe (1· • .,).,.EN• 1·,.,1 - 00 tal <¡lit! r,.,.r,,, - O t!1l (E,r). Sea (1 ... ·;•) :-.1u:c:-.ió11 doble sccUt!UCinJ 

curnpntih)t! con la topología, entonces (•xbte no E N tal que par•\ cada uaturnl j, existe un 

untura) .lF, tnl que Xm E f(';ª, pnrn toda "' ~ JtJ,. Rccnrdc1nos que para cualc..<>ci11icrn nnturalcs 

n,j :->e tiene l<,"+ 1 e ~A·,n; nsf f\:;'+ 2 C ~/\.·;~ 1 e :_b/\";• por Ju tanto, para toda l EN tcucmos 

I<,"+1 e ;ji-A·;·. Notemos que;}, s; ;;.. pnrn todo j EN. Sr.a /\"j; := H;'+.1 IL ... Í rq; e .,P1<;· e ;1<;· 
e11tonc1'='i t~xistc 1\1, E N tal que V111 2:: ;\f, /'ll? r.u1nplc :r,,. E Aºí;" e :;}:;1<;··· e ~1<;10 lo que 

itnplicn q11t! Vru ~ Jtl, se tieuc j:.r,.,, E !<;'". Aniiloga.n1cutc para. j + 1 f?Xiste AJ, H ;::: ,\I, t.al 1¡11c 

Vru ~ ,\I,+1. (j + l)x,.,. E l<;'+¡o y a.-.( pura todo j EN. Dcfinn111os r,.. = j si 1\/.1 $ rrJ. < J\F.1+J 

hnplicn ,.!!.!!J..:. r,., =}!."e!. j = cao. Por· ser ( /\·;•) cornpatibJe con Ja topología l'll! tic1u? 1·,.,x,., - O. • 

Dado ll• :u1tcrior, cuncluin1os c¡ue t•I tt>uer una s11ccsicí11 dnblt? SL>clll!llcial es, <h? nlJ?;uua ruancrn, 

In proph'<lnrl de COll'l.'l!r~cncia de l\fack .. y uui..-.¡ uua cierta. propiedad adicioual dl! Jo.'> espacios con 

:>ur.esiont'S dolih~. V1•1unns r.unl l'S esa prupi<'dnd ndicionnl <JllC c ..... ta111u!" pidiendo. 
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Definición 4.1.7 Un e.v.t. (E,•) tic.ne una sucesión doble casi secuencial {SDcS) si 

admite una sucesión doble cornpletante ( I<;') tal que pani. cada sucesión nula en E existe no 

natund tal que para todo natural j existe /\Ij v ºi real positivo tal que m > /\Ji implica 

xn1. e o,I<;0
• 

De aquí tenemos que cndn cspncio sccuendahnente cornplcto con una sucesión de conjuntos 

balanceados y acotado.."> (A .. )., tale.-. que An + An C An+l y que cada conjunto acotado B es 

nbsorbido por algtin An, tiene tal proµicdnd, tornando I<," = 2-' A,.. 

Proposición 4.1.3 Sea (E, 1) e.v.t. que satisface la condición ele co11vcrgcncia 1'/ackcy y tiene 

una sticesión <loblc casi secuencial. Entonces dicha sucesión es doble secuencial. 

Demostración. Sen x.,. - O en (E, 1) por ln condición de :'l.Jnckcy existe (r.,.)"' sucesión 

crL-cientc de rcnlcs positivos que tiende a infinito y r.,.r..,.. - O cntouces 1·.,,x .. ,. E a,,I<;' .. sicrnpre 

que 111 ~~\/_,.Por tanto Xm E ;;;;,1<;• .. e 1<;10 siernprc que Tll::: ,,1, y,..,.~ n-, .• 
Vcan1os n continunción el cjcn1plo de un espacio con una :nrccsión doble ClL"ii !'>ccucncinl, pero 

que dicha succ>sión dohlc no es S<'CUcncial y el t!Spacio en cuestión 110 Natisfacc la c.c.l\·J. 

Ejemplo 4.1.1 Sea (E.111/) un e.o;pacio ele Dar1ach con sucesiones dr~bilmcntc coni•crgcntcs que 

"º :u~an convcrycntc."i en nonna (por cjc111plo U'. 1 $ 1' :S oo). Sc11 ll lu bola u11itaria ccrrrulu. 

en E, y pani cada n .'U:a I<;' = 2-, ll u11t1 suc<!sióri rloblr. co11iplcla11l.t~ -con TY'.SJJccto a la uorrnrt 

y a la lopolo9fu débil-. Adcuuis c1111lquicr di.seo tic llan<1cll cou 1-cspt'cto a lu non111L lo r.s cou 

respecto a cualquier otrn topolo9ír1 c:n,,tpatiblc. Sea (x .. ,)., C E una .'lurcsiún tlébilnu!nlc nula, 

no cont•crgentr. con respecto a la nonriu. Entoricc.<1 110 puede c.'ltru· coulcr&úla 1!n ningrín 1<;• 
y por {lS}, corolario 1 del tcorcrnn :J, el cs¡mcio E no sr:ti..<1/uce la corulición de convcrycncia 

<le J\IackCy; .">ÜI ernbaryo, esta sucr!.<1ió11 tJI ser acotatlt1 débil1nc11tc y ocota1la en norrna, cst<Í 

contr.nida en Oj/(; po.ru al9u1u1 o, rral positir:o. 

A partir de lo anterior vcn1os que: 

1) SDS implica e.e.AJ. 

2) SDcS y c.c.J\J. implican SDS. 

3) SDS implica SDrS (cst.o tomando o, = 1). 

Por lo tn.tito SDS es equivalente n SDcS y c.c.1\1. sirnultiinl·nu1e11tc. Por otro Indo, por el 
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ejemplo anterior vemos que SDcS no implicn SDS ni c.c.Af. Así tenemos uno. cnru.cterizo.ción 

de la convergencia de Mackcy cuando hay unn sucesión doble completnntc y esto es válido atin 

considerando espacios sin convexidad local. Resumiendo obtenemos el siguiente resul tndo para 

espacios vectoriales topológicos: 

Corolario 4.1.1 Sea E e.v.t. con una sucesión cloblc. Entonces E tiene una SDS si y sólo si 

tiene una SDcS y satillface c. c . .Af. 

Restrinjan1os E nuevruncntc ni caso de ser espacio locnlnu~nte convexo, paru. co111plc1nentnr 

un resultado de T. Gilsdorf sobre convcrgc-ncin local 

Detlnición 4.1.8 (/13} pg. 23-3) Sea (E, T) c.l.,:., (x .. )., C E una sucesión nula es locnhncntc 

convcrgcnto a cero .<ii existe un disco de Bcuuich B tal que x,. - O en (Eu,Tn). Si cad1i, 

.'iucrsióu nula en E es locnlrncnte con11crgc11tc o cr1v 1lccirnos que E sati.o;facc fo, condición de 

co11vcrg;cucin 1ocnl. 

TcorC?111n 4.1.3 ({J:Jj, Tcorcnrn 4) Sc1i, (E, T) r•.l.c. Son c1plivalc11trs 

i) E suti.<1/acc la condición 1lc cnnv~ryc11ciu local .. 

ii) Ptini ctulax,. - O en (E,r) existe ti.n di.'ICtJ rorn¡J1u:to J.; CE tul qucx" - O en (EK,PK). 

iii) E es localmente completo 11 sati.-rfacc lu curiclición de convergencia ele hfackey. 

Rcu11ic11cJo los n .. -sultndos nntcriorcs se obtiene el si~uicntc 

Tcorcrnn 41.1.4 Scu E c.l.c. con una sucf.•sióu fioh/1• Cdruplet111lle (1<;•). Entonces .son equiv­

alcntc11: 

ri,J E su.tisfacc lu condición 1lc conucry¡encici locril y /ti condición SDr.S. 

b} E es loc,i/mr:ntc completo y :mti.-rf,icc fo conclicirin SDS. 

Dcmostrnción. n=>h) Se sigue de (i implica iii) (!fl el teorema nntcrior y Jn proposición 

4.1.3. 

b=>n) Propiedad SDS irnplicn cuu<lición df~ cu11v,~rgc11cin de 1\-lnckcy, por tnntn :m puede 

npllcnr In parte (iii implica i) en el teorema •1.1.3. • 
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4.2 Convergencia de Mackey en Espacios Palmeados 

En su artículo '"Thc l\tnckey convergcncc condition for spaccs with wcbs" {12} (que es la base 

de esta parte del trabajo), T. Gilsdorf utiliza espacios locnlmcnte convexos para llegar a la 

siguiente: 

Proposición (f12). Teorema 12) (E. T) e.Le. sccucncialmcntc palmeado satisface Ja condición 

de convergencia de Mackey. 

Así mismo da un recíproco parcial para este resultado: 

Teorema. ((12). T~rcma 18) Sea (E. r) c.J.c. locnlrncntc completo y e;trictnmcutc palnlcado. 

Si E satisface la condición de convcrgcncill de 1\.lnckcy, entonces es sccucncinhnentc Pnlmcndo. 

Donde E e.Le. es sccucncinlmcnte palmeado si tiene una pnlnm. compatible lV tnl que 

para cndn. sucesión nula en E existe una colección finita. de cuerdas { (tv!1l) , ... , (iv!"'))} <le 

W, tales que pnrn. en.da k natural existe i\lk natural tn.l que n ~ J\fk itnplicu. Xn E O \V!'l. 
¡,..¡ 

Ahora. bien, si scguhnos la construcción de estos espacios paln1cndos en el libro <le .Jnrchow 

({20), J>g. 89-5.2), nos pcrcatnrc1nos qlll! lo hrtcc sin condiciones c.11? convcxi<lrul local; pnrn. 

ello pide espacios. vrctorinlcs topológicos con tlnn paln1a tal que para cudn. cuerdo. se tenga 

\Vk+l + \Vk+l C \Vk; y se tiene u.sí una ddit1icic'Jn nhcruativn. rnás general de ~pa.cio vectorial 

topológico pnhneiulo. Con l>iL<>c en CMto po<lcn1os grncraliznr los re5ultados citados arriba, ya. 

que pnrn. verificar la proposición anterior en rl cu.so de un espacio vectorial topológico LlL'iln 

notnr que el hecho fundo.n1cntnl es \Vk+q e 2-•1urk para cualeH¡uicrn l.:., r¡ naturales; lo cual 

obtenemos con In. definición de Jnrchow (20) a partir de 2\Vk+I C \Vk+I + \Vk+I C \V,1., irnplicn 

\.Vic+l C 2-1tV1c. pnrn concluir a.sí: 

"rcorcma 4..2.1· (E,-r) e.v.t. sccucnciulmcntc palrncado suti.•facc ln condición de conveT'!Jcnci11 

de .Alackey. 

Con el objeto de proporcionar recíproco, parcial tnmbién pero rnás general, du este 

hecho ncccsitaren1os el teorema de locnli7.nciún (cfr. \20}, pg. 97 Teorema 5.G.3) y n1gunos otros 

resultados ncercn. du espacios localmC!nte r-cor1vcxos. 

Tcorc1nn 4.2.2 ( {20/, pg. 97 Teorema 5.ll.3) (De Localización) Seo. E c.v.t. de Bain: y F 

e.u.t. estrictamente palrnea<lo, con \V palrna cstn'cta en F. Si T : E - F es una función 
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lineal cerrada, entoncea T ea continua y para alguna cuerda (Wk), loa conjuntoa r-1 (\Vk) _,¡on 

recindn1fes de cero en E para toda k natuml. 

Definición 4.2.1 (/20}, pg. 101, Definición 6.1.J} Sea 0< r :$ 1 fijo. A e E es r-convcxo si 

..\A + 11.-l e A. paro toda ..\, 11. ~ O tale8 que ,.\r + 11.r = l. Si además A es balanceado decimos 

r¡ue es absolutamente r-convexo. 

Observación.- Si r = 1, tenemos la definición usual de convexidad. 

Proposición 4.2.1 Ser absolutamente r-conucxo :1c prc..otcn1a bajo irnrígcncs clircctu.s y ¡Jre­

'"11I9cflc.oJ dr. /t1ncioncs lineales, cornbinacionc.• lincn.lcs e ir1ter.•ccci.ones nrbitrnrias. 

Parn U e E bnlnnccudo y absorbente sc puede definir q 14 : E - n+ el funcional de 

::\linkow~ki dado dt~ In siguiente fonna x -- iní {p >O: x E µU} que :m.tisíncc q .. (11.r) = 1111 c¡.,(x) 

para cualesquiera x E E.1i E I<. Si q .. c111nplu la r-dmiigualdnd dd trhingulo q,.(x + !l)r ::; 

1¡,.(.rY ~ t¡~(yy es unu r-snn1inor1na y si q,-; 1(0) =O es 111111. r-norrn.a. 

D1~finición 4.2.2 (E,T) es locnlmcntc r-convcxo ... i tiene una. brL~f! de vcciudmlcs de cero 

fo,.,na.1/<1 Jlor conjunto.<i r-convc:ros. 

Si r <~ unn fn1nilia. de r-scrninor1nas en E, S•? pucdu definir lUUL lopolui.;ín. r-convcxu usando 

(/J.rr) = {D(O,t:,qr): e:>º· q E r} COJllO Sllb-Un..-..c de vccinclmfos d<? Cl!rt>. 

Proposición 4.:2.2 ({:!O}, 1'!1· JOS, Tcon:ma 6.5.J) (E,r) t~.tt.t. ,._., lc>erihucnte t'·con11e.ro ,.,¡y 

.!HHo .'fi 1·.riste una fa,,lilin 1lc 1·-scrninonna.• 1¡ue rlcjinc T. 

Co11 )¡L ... siguientes tfofinicioncs, J>roposicioncs y ejc111plos l1n.rc111os ver la in1porl1u1cin <le? 

1 rabajnr con estos <~pacios, 11parcntcu1entc raros puro 1nuy fr<"ct1<:utc111<!Utc usn.clos cu a111ilisis 

funcional. 

Definición 4.2.3 (/20/, Sección 6.8) (E,T) c.<17>0.cio 11cctoriu.l topoló!lico c.• locahncntc nco­

tnclo .'fi tiene unu 111•cirulncl tl1• cf:ro rirotadu. 

Proposición 4.2.3 ({:!O/, Pn>po.•icidn 6.S.J) Totlo (E,T) c.v.t. lcx·ul11wufr ucotmlo es mctri;;;­

ablc. 
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Proposición 4.2.4 (/20}, Teorema 6.8.3) (E,T) e.v.t. es localmente acotado si y sólo si su 

topología cstd detenninada por una r-nonna, para alguna O < r :5 l. Es decir, si y sólo si tiene 

una vecindad de cero acotada y r-convexa. 

Ejemplo 4.2-1. (/20}, Sección 6.10) a) To<lo espacio Lp(X,n1), para O< p '$ 1 y (X,1n) un 

espacio de medida, e.s un espacio p-normable y completo. 

b} Sea X un conjunto infinito, paro O< p < 1, el espacio l1,(-'\'.') no es localtnentc r-conve:co, 

vara to,lo r E (p, 1). 

e) Sea X un conjunto infinito. Parn O < 1' < r :S 1, se tiene que Lp(...,Y) es localmente 

r-conve.:ro ai y sólo si es de dimensión finita. 

d} Consideremos Lp([O, l} ,>.), (>. la mcdid11 de Lebesyuc}, O< p < 1• :$ 1, este c.spncio no 

contiene propiamente a ninguna vecinrlarl de cc1v r-convexa. 

De n1n.ncra. análoga a como se definieron los cspncius En pnra E c.1.c. Ne hace también en 

E cspncio localn1cnte r-convcxo. 

DcHnición 4.2.4 (E,T) CRpacio localmente r-convexa c.'f locnln1c11.tc r-Bnirc .si pan1 ciula 

A e E acotatlo existe D absolutaJncntc r·canvt!Xo y acotndo tal r¡ue A e D y el c.s¡mcio (En. pu) 

ea de Bairc, dort1lc Eu c!I, corno se definió nntcrionnf~utc, el C/IJpacio Ut'ctoritil 9m1crnrlo ¡1or D 

y pu es la topolo9{n 9r:ncrndu por fo r-norrna q{1 cu E,,. 

De esta manera., usando los cspncirn; vectoriales topuló~ico.'i locnlttmntc r-co11vcxo~ pollcnlON 

dnr un reciproco n1ñ.s an1plio para la condición de In pnhnn secuencial diuln. por T. Cilsdorf. 

Teorema 4.2.3 Sea (E, r) espacio localrncntc r-convt!XO localrncntc r-Dairc u cstJ"icltltncntc 

palmeado. Si E :tatU/acc la con,lición de coruJcrycnciu rlc J\lockcy, entonces c."I ."lccuc11cüdmc11tc 

¡111l1neailo. 

Dcmost.ración- Sen \V unn. pnhnn c..-.;trictn en E; (x,, ),. C E Ullll :mc:e .... ;.·u1 nulil y r,. - oo 

~UC<'!Sión de ren.lcs positivos tnl que r,.r., - O en E. Sen. A= {t·,.x .. : n EN}, cn1110 e.'i ncotmlo, 

entonces existe D nhsoluttuncntc r-convexo y ncutn.cln tnl <1t1c (Eu, pu) es du Bairn y A t~ 

ncotndo t.~n En. La función i : Eo - E es contioun, por lo tanto, por el tcorcrna 4.2.2 la f,1nción 

i tiene gráfica cerrada. y existe unn. cucnla. (\Vk) t.nl que i- 1(\V,.) = Eu n \.V,1i; CM '\'t~!incl1u.l de 
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cero en (E0 ,p0 ) para toda k natural. Por lo tnnto A e Ok(Eo n W.,) e 01otV., para algunaº" 

real positivo. As( rnXn E nklVk por lo que Xn e ~t-V1o C w.,, si n es suficientemente grande 

para que f~J S l.• 
Recordemos finalmente una propiedad más general que In convergencia de li..lackey y una 

condición suficiente para que esta se verifique 

Definición 4.2.5 (cfr. Definición 2.:J.2) Un c.l.c. (E,r) .satisface la condición estrictn de 

l\tlnckey (c.c.l\tl.) si para todo A e E acota1lo, existe un disco D cr.nudo y acotado tal que 

A e D y las topologlas T y Pn coinciden. cu A. 

Definición 4.2.6 Uua sucesión doble ( I<';) ,,nEN es compatible con los conjuntos ncotn­

dos si ptirn todo A e E acotado existe J\7 E N tal que 

a) Pd1n todo j E N r-:ristc un r_<1cafor n(i) tul t¡uc A C 11.(j)l<J'1 

b} PdnJ. todo j E N existe U(j) vrcin1l111l de cero fll>solutarncntc convexa tal que A n U(j) e 

b."j°"· 

Para verificar C]l1C un espacio 1nctrizablc tiene una s11ccsiú11 doblo co111p11tiblt! cun los cu11-

j1111tos acotados confróntese (15], 3.3(b). 

Proposición 4.2.5 Sc11 (E,T) c.l.c. con (A#;•) una .'IUCcsif)n. ,foblr. co1u¡u1hblc con la lo]IOÍogín. 

Si la succsidn doble es corn¡>atiblc con ftCntmlos entonces E .sutisfncc c. r. Al. 

Ln dcntostrnción es similar n In. que apa..n .. 'Cc pnru cspncios pa.Jntcados en el artículo f15J, con 

In. vcnt.njn. de que hay espacios con s11cc:donc:1 dobles que no Non palrncn<los, y viceversa; por lo 

que este rcsultndo complementa In información dada. por Cilsdorf fl5] aceren de la. condición 

estricta de 11.-lnckcy. 
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5. Espacios lp(E) 

5.1 Convergencia en Espacios lp(E) 

Es un hecho conocido que si E es un espacio de Banach los espacios lp(E). parn 1 ::::;: p ::::;: oo 

heredan la estructura de E, es decir, son también espacios de Bannch; sin embargo, cuando se 

considera cualquier espacio localntcntc convexo, en general sus propiedades no son heredadas n 

tales espacios de sucesiones. Aquí estu<lia.rcn1os en algunos en.sos, la preservación de propiedades 

que hemos considerado antes. canto el ser localmente completo, convergcncin. de ?\lac..\cey, etc., 

bajo la formación de estos espacios. 

Definición 5.1.1 Sea E e.l.c. 

a) Para 1 :s; p < oo, .se define el espacio de sucesiones (lp(E), T) como el conJUnto 

{ (x.). e E' f: ,,¡j(r.) < oo, para toda CJ e No(E)} ·-· 
con la topolog{a T definida por la faniilu1. de 3CTninortnus 

{(t. Plj(·)) ~. tal que U E No( E)}. 
b} El espacio de .,ucesiont!.:1' (l~(E), r) ~s d conjunto 
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con la topolog{a -r definida por la fumilia de seminorrna.s 

{ s~p(pu(·)). ttd que U E Na(E)}. 

Proposición 5.1.1 Sea E e.l.c. sccucnc1ulrncnte completo, critonces lp(E) es secuencialmente 

completo. 

Demost.rnción. Scu (x1)lEN C l 1,(E) s11ccsiém dcCnuchy, esto es, E p7LJ(x1,(m)-xlc,(rn)) <e 
... -1 

si k, l > L; entonces para cada 1110 fiju la sucesión (xl,(rn<1) )u~N es de Cauchy en E y convergente 

ahí n algún X(mo)· Sea X= (X(noJ)meN y vcnrnos que x1 - x con respecto a la topologft\ de l,.(E). 

Sen. U vccindnd de cero cu E fija, entonces por el lema de Fl\tou: 

~ = 
L 1/,~(lipi.xl,{rn)) = }: lip1p~~(x1,(m}) 
•u=I .. .,.,.¡ 

::::;: li111
1
i11f }: ¡f,',(x1,(uo}) <OO. 

'"=I 

De cst.a. 1111\.ncrn, vcnins <¡uc x ~t:\. r.u 11,(E). Por otra pnrt1?, vean1os q11c se dn. la. convergencia 

t1~n11do 1111cvnnu!ntc Fn.t.ou: 

f: t~(x(rn) - :r.1.,(mJ) 

"'ª"'."' = = L li~n ,l,:',(.rr,(m} - .C1<.(m)) $1im1inf }: P'ú(xr.(m) - X1;:,cm,) < ~-
"''""'' "L""} 

• 
Vc•UllOl-lo que t1unbién se ptt<"<le verificar t.$to 1>nra l00 (E). 

Proposición 5.1.2 Scu E c.l.c. .1cc1u·nciubnentc cor1171lcto, entonces l00 (E) es secuencial. 

naente cornplcto. 

Dc1nost.rnci6n. Sen (ru) .. = (:r ... (m})m,•a e lc-;i(E) SUCC!iié>n de Cnuchy. Esto es: pn.ra crulo. 

U vecindad de cero en E y para cndn. ~>O 1!xiste /./ >O tal q\le s!!}, t'u(:r.1,(rn.) - Xk,(u•i) <e si 

l, k ~ L. Oc e¡tn 1nnucrn 

pu(xi.(,,.) - xk.(rn}) Ss!:.J> pu(x1,(m) - xk.(n•)) <e 
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si l 1 k ~ L, para cada n1 fijf\, por lo que (x1.c~,)f: 1 es de Cauchy en E. 

Sen. X(m) = liFxr,(m)• en donde se tomo. el límite con respecto a lo. topología de E. Necesi­

tamos mostrar que x = (x(m)) E l 00 (E) y x = lirxr <..-on respecto n. la topología de l00(E). 

Primero veamos que s~ pu (x(m)) < oo para cualquier U vecindad de cero en E: 

y donde ll(U) = ~.~ pu(Xn,(mi)· Por lo tnnto s~p PU(X(na)) < 00 y x = (x(ua)) E l 00 (E). 

Al1orn vcrunos 

Pu(x(.-n) - xk.(m)) li~n Pu(x1,(m) - Xk,{m)) 

~ lip_!.!!!fs!!J> pu(xl,(m) - xi.:,(na)) <~si k ~ N(t:). 

Por lo tnnto Xn - X con Tl~pccto u. h-L topologfo. du l 00 (E). • 

Proposición 5.1.!I Sea E c.l.i;. lucahrtcntc: coni¡1l1•to, entonces lox:o(E) es locahnentc cornplclo. 

Dctnostrnción. Sen (x.,),. e l00 (E) convergente a ccn.>, es decir, pnrn cu.e.In U E Nn(E) y 

pnrn cnda e> O existe \.In natnrnl N t.nl que s!!!' {11u(.r.n,(n•J)} <~sin> lV. E.sto i111plica que 

J>llrn. cndn. rno fija, In. sucesión (:r.u,{mo))nc;.N t~S conv<.'.'rgcntc a Cl~ro en E; de hecho, la fn.111ilia de 

s\lce!-iioncs: { (xu.{•no»n<;N : tilo E N} r_'i unifor111en1cntu convcrgeu: a. cero cu E. 

Consi<lercn1os unn serie de reales positivos quu :-aunen uuo, E ª" = 1, n..-;í para. cada 1110 
n=I 

tenemos Ei a.,xn,(rn.;i) - X(no0) con rcsprcto n la. topología. de E. Sua. X = (x(n..,)lmEN rntonccs 

ncccsitnn1os rnostra.r: x E l....,(E) y x., -. :r. con rc:;pectu n la. topolog{n du lcoo(E). 

llngnn1os pritnero ln. siguiente ob:-iervncióu: Sen. U E No(E) y e: > O, entonces 

pu(x(.,.) - "t o,.xn,(m» :S "f: pu(nnxn,(n,,> S f: la .. ! <c . 
.,.,.¡ n=Ni+l n-Na+l 

Ahora consideremos 



N, 

$ t: +E In.ni PU(Xn,(m>} ::S e+ \lnnlli sup pu(xn,(m.» 
n=-1 "•"' 

Por lo tanto suppu(xcm» $ Afu lln.,,Jlt donde /.,fu = suppu(xn,(m»· Y concluimos así que 
X E loa(E). rn n,m 

Pnrn la segunda parte, sea U E No( E) y t: > O, existe N natural tnl que (:z:n,(m)) E U pnra 

todn 111 sin> N, entonces pu(xn,("')) < 1 pnrn tod:.,n1. sin> N lo que in1plicn 1>u(an::r.,.,(m,) ::S 

n., pn.rn toda 111 si n. > N. Sea N1 ~ N y tnl que E ª" <e entonces, 
n=N1 

N, 

f'LJ(X(na) - ¿u,.Xn,( .. ••J) l'U( f: íl.nX'n.{na,) 
n=I •1=N1+l 

f: pu(anxn,(m)) ::S 'f: ª" < t: 
"=N1+l n=N1+l 

Por 111 tauto sup {11u(x(m) - E n.,a:,.,(.,.))} < t: si N, es s11ficicntc-1neutc gnl.n<lc. 
"' n=I 

Concluirrn._-n; u.si que l'Slc espado tiene la propiedad lo,1-su1nahi1idnd, que es cciuivalcntc n ser 

locahncnt.t? con1plct.o por la proposición 3.1.il. • 

Corolnrio 5.1.1 Si E c.<> loculmcntt! com]llcto t•nt.oru•1:.<> c0 (/l:) tau1biéu lo c,o;. 

Dutnost.rnción. Esto l'tl! sigtu? dd hecho que n:1(E) C l00 (E) co1110 un suLcspacio cerrado. 

Sm1 puna :>e!1ninonna en l 00 (E) y (x.,),. e co(E) tal que :r., - x e l00 (E) Vl'IUH(>.."i que x E c.o(E), 

e:; decir, ¡1(X(rra)l - O. Sl!U e> O, cncontra111ns lV llntural tnl que p(x(m) -x .. ,(na)) <~sin> N . 

.At>{ 

si rn l':> suficicntc1nl!lllc g,ran<lc. • 

Nos v,ust.nría obtener tan rcsultn.<lo sitnilar a c.">te en el caso de lp(E), pero ni ann.1izar la idea 

de ln dr1nost.rndón en el caso l 00 (E) Vl•1nos <Jlll' un hecho fundruncntal Ílll! la cnrnctcrizndúu dl! 

espacio lucah1u•ntc cu111ph!tn cu térniinus tic sucr.sioncs; cusa que no se da 1!11 lp(E) co1no se vió 

en In proposidún 3.1.G. Sin cmb¡Lr~o ~e 111ostrú que la prnpic<lnd ele l,.,,,-M111111bilid1ul hnplicn 

St!r locnhucntc l"Olnplcto (cfr. prupo."iirit"111 3.1.1 ), tic lo cunl obtcndrc111os un rcsult:ulo tü1nilur 

ni d1>Nc1uln, p••ru nu\:.¡ dúhil: 
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Proposición 5.1.4 Si E tiene la propiedad lp,.,-sumabilidad entonces lp(E) también tiene la 

propiedad lp,q-sumabilidad. 

Dcmost.rnción. Sea (:rn)n e lp(E) tal que É Pi,(x.,.) < oo y sea (an)n E l.,. Necesitamos 
o:;-1 

mostrar que existe y = y(an)n E lp(E) tal que E o.n:rn = y. 
c:-1 

1) Ventnos que para ende. 71l EN se tiene E ~(xn,(m)) < oo. ·-1 
f: J{,(xn.(mi) ,; f: f: J{,(xn.(m)) = f: ¡{,(xn) < oo. 
n=-1 n:slual n=l 

2) Por hipótesis se tiene que para cada n1 natural E, nnX'n,(na} - y,,. en E. De esta. n1ancr1L 
.~1 

dcfinhnos la sucesión y: N - E como y(nt) = Ym. = E, an:rn,{m)· 

00 
n-l 

Necesitamos mostrar 3) y E lp(E) y 4) E nnXn - y con respecto n. l,,(E). 
•-1 

3) Tenernos y = (y(..,.J) = (E a,.x.,.<•n>) entonces 
n=I 

f: J?u(f:n,..r,..(.,.¡) 
•n-1 ,.,..¡ 

llnnll~ f: f:J?u(n,.xn.(m)l· 
na=lu=l 

Por lo tanto 

es decir, y E l,.(E). 

4) Nc-ccsit1unos ver que f rlr.i (Y(m) - Í: Xn,{na)) < e si N es tmficicntmncntc grnndc. 
nii=l t1=-l 

E l-{1 (Y(on) - E n.,x,•,(•.,)) = f: 11,~ ( E <lnXn,(•n)) 
•ri=I •1=1 rra=I •1-N+I 

= ,.~ 1 n-~...i p'¿.(a.,:r.,.,(on)) = .. ~i ., ... ~+I (fri .. lpu(x .. ,(,.,J))'' 
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5 ua:~u.,.n~l n•~-H pV(xn,(m)) <e; si N (!:S suficientemente grande y donde 

(a!:')n = (O ••.• o,a.v+1.aN+2 ••• }. • 

Corolario 5.1.2 Si (E,T) es localtncntc completo y satis/a.ce la condici6n de convcJ11encia de 

Mackey, entonces lp(E) es localmente completo. 

Demostración. Por la. proposición 3.1.G E tiene la propiedad lp,4 -sumahilidn.d y por la 

proposición anterior lp{E) tiene también lu. propiedad l,.,.,-sumabi\idad, la cua.l implica a S'\l vez 

localmente completo (cfr. proposición 3.1.1). • 

Para ln. siguiente propiedad ncccsitarctnos d concepto de pnln\a. cotnpatiblc coñ acotados 

qut.~ se consideró en la definición 3.2.3, lUiÍ co1uo la. cerradura. nlgcbraicn. de un conjunto: Da.do 

A C E. E espacio ve<:torial, ~ E E es punto frOntcra nlgcbraicn de A si existe un punto 

x E A tnl c¡uc Ax+ ( l - >-.)y E A f>a.rn cHalquier O $ >-. < l. La frontera algebraica de A es el 

conjunto <le todos los puntos frontera al~cbrninl. du A. Teniendo esto en cuenta, dccin1os que A 

es nlgcbrnicnmcntc cerrado si coincide con sn frontera 11lgcbrnicn.. A partir de lo ru1terior, se 

por.de concluir que un conjunto n.bsolut.a1nr.ntc convexo y ccrrn<lo es ccrr:uio nlgebraicnmcnte. 

Ln. ccrnuhirn n.\¡?;chraicn clu A li\ dcnotnn~111os A. 

Proposición 5.1.5 Scu E c.l.c. locahucntr. co1n1•lcto con uru1 palrna corn7u1t.iblc con lo.s conjun.­

to:r1 acotados. Entonces l00(E) tarnbién tiene un11 pulrun r.orrt71C1tiblc r.on los conjunto.• acot11dos. 

Demostración. Sea. \V = {\V.}•EI una. pahnn estricta con1pntiblc con los conjuntos aco­

tados de E. Por {8}, p~. 93, propo ... ición (V.3.4) lCIO(E) os estrictamente pn.hncn.do con ln. 

palma 

mJ°" = {W,~ = ((xn)n E l~(E) 'Coñú {xn},. C W,} }-</ 

(supone1no.s cnda \V. e:. nbso\ut.n.n"lcntc cou,.-cxo y ct:rnu\o). Vcn.1nos que Q:D00 f'.S co1npn.tible con 

los ncotrulos de l 00{E). Sea A C l 00(E) a.entado. Entonces para cndn. vecindad U de E existe 

Al= /.fu> O tal que pnrn. to<ln {Xn)oeN E A, ~e tiene '"''!P h'u(Xn)} <Al. Sen 

A•= {x E E: pa.ra al¡J;un1\ {x .. )., e A, existen. t.n.l que x = Xn} 
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entonces A• es acotado en E pues para cualquier vecindad de cero U en E * la misma M de 

arriba satisface pu(x) < M para toda x E A. Luego, por hipótesis existe (Wir)k e W cuerda 

tal que parn toda k EN existe a(k) e C tnl que A• e a(k)W,.. 

Sea x = (xn)n E A entonces c:@iV {:z:n}nEN e a(k)Wk implica A e a(k)W:" (la misma k 

que en ln cuerda de E, por la definición de sus elementos). Por lo tanto para todo A e l00 (E) 

ncotado existe unn cuerda (Wk')kEN e 2IJ'°'=' tal que para todo k e N. existe<ª<"»"' e e tal que 

A e a(k)\Vf'°. 

Verifiquemos ahora la segunda condición de las palmas compatibles con acotados: Sen. A el 

mismo conjl1nto ncot.ndo en l 00(E) y A• como antes, para toda k natural existe u; vecindad de 

cero en E absolutn.mente convexa y cerrada tal que A•nu,; e W,.; y u;= {x E E: Pu,:(:r.):::; 1} 

consideremos la siguiente vecindad de cero cn l 00(E), U,. = { (:z:n)n E loa(E) : s!!_p(pu; (xn)) :::; 1} 
así para cada (:z:,.) .. E A tal que s?~Pl'U,:(:z:,.) $ 1 se satisface que éOñV {xn}n C lVk:; por lo que 

A n Uk e l\'k' por la definición de los l.Vk'. Por lo tanto, loa(E) tiene una pnlma compatible 

con )o..¡ ncotn.do.s. • 

Corolario 5.1.3 Si E snti.-.facc lu coudiciún estricta rle Mackey, y es localmente cornplcto y 

l'alrncfldCJ enlonccs l 00(E) satisface lu con,Jici6n estricta de Afackcy. Además, co(E) también 

.•atisfacc fo condición e."ltricta rlc Mackcy (r.fr. corolario 5.1.J). 

Den1ostrnción. Por [15], teorc1nn 4.4, snbmnOH que si E es locn.hncute cornplet.o, pn.hncndo 

y sntisfncc In. condición estricta de 1\1nckcy entonces E tiene una palma compn.tiblc con los 

conjuntos ncutndos; por In. proposición nntcrior l 00 (E) tiene una palma co1np1Ltiblc con ncotndos 

y por [15), tcormnn 3.2 , :mtisfnce la. condición cstrictn. de Mnckey. • 

Snhcrnos a<lcnuís que: 

1) ((15), Proposición 3.6 y {12]. T(._-orema. 12) E tiene una. p:t.lma. compatible con los conjuntos 

ncotndos implica E satisface In condición <le convcrg:cncin de Mo.ckcy. 

2) ([14), TL-arcmn 2) Propiedad I< irnplicn localmente Bnire. 

3) ({lG)) Localmente Ba.ire y palmen.do implica loca.lmentc cornplcto. 

4) ([6], Tt..-ormun. l{i)) Localmente completo y convergencia de Mnckey implica propiedad l<. 
De c:>to puden1os concluir el siguiente rcsultndo: 
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Corolario 5.1.4 Si E tiene la propiedad K • e . ., palmeado, y satisface c.e.M. entonces l00 (E) 

tiene la propiedad K. 
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