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ABSTRACT

Grothendrick introduces in his book the Eg-spaces, wich where studied by Bosch,
Kucera and Mc Kennon in the case when B is a Banach disk; on the other hand De Wilde
works the theory of webbed spaces in order to obtain results about the closed graph theorem,
the technic used is later taken by Gilsdorf, Kucera and others.

In the present work of Doctoral Thesis we study questions of convergence in this kind
of spaces with the methods used before by Bosch, Gilsdorf, etc.

This study gives a description of the loally complete spaces in terms of sequences of
elements of the space, and the preservation of properties when the space [,(F) is formed;
finnally, by the structures called double sequences, this gives condition for the Mackey’s
convergence condition be satisfied, and for the validity of the uniform boundedness principle
using convex series.



A mis padres:
César y Virginia,
¥ a mis hermanos:
Fernando, Catalina, Cesareo,

Maricruz, Carmen y Andrea ..

.- @ quienes todo debo.



Agradecimientos

Deseo agradecer de manera rmuy especial al Doctor Carlos Bosch Giral, por todas sus
enserianzas y apoyo para realizar este trabajo; pero sobre todo, porgque mds alld de un excelente

profesor encontré en €l a un amigo.

Gracias tamb:é’n, a los Doctores Guillermo Gmbznsky Stetder y Salvador Pérez Esteva,
d tal de mi formacidn profe

por ser parte fi

Al Doctor Thomas E. Gilsdorf, por su valiosa ayuda, sin la cual no se hubiese terminado
este trabajo.

A los Doctores Rigoberto Vera Mendoza, Martha D. Guzrmndn Partida y Ma. de la Luz
J. de Teresa de Oteyza, por todas sus sugerencias y comentarios a la tesis.

Gracias a Lore, Malena, Rita, Bernardo y Hugo, mis companeros y amigos de cubiculo
que, durante tantos anios, han sabido comprenderine, ayudarme y sobre todo soportarme.

A Rafael, José Luis, Miguel Angel y los demds que cstin lejos y pronte, o mds tarde,
volverdn.

A los Doctores AMigucl Antonio Nader, Esteban Alolina y Luis Huerta, quienes mds me
tos mds dificiles de la vida. -

han ayudado en los

A los Doctores Manucl Ramos, Alfonso Rumorosoe, Héctor Lerma, Jorge Mordn, Héctor
Lucio y Rubén Rodriguez, directores del Centro Cultural Louisiana.

A Ignacio Cortés, Juan Daniel Gutidrrezr y AMiguel /fngel San Miguel, mis amigos de
toda la vida en las buenas y en las malas.

Gracias también al Instituto de Matemdticas de la U.N.A.M., por todo el apoyo brindado
para la realizacidn de este proyecto.

A todos por su ayuda y emistad ...
Gracias.
Grdtias tibi ...



-A mi no me gusta nada de aqui: piedra y viento, hueso y aliento. Tierra, agua, aire,

todo parece maldito. Pero es el camino que nos fue trazado.

-S7, es verdad -dijo Sam-. V de haber sabido mds antes de partir, no estariarnos ahora
aquf scguramente. Aunque me imagino que asi ocurre a menudo. Las hazarias de que hablan
las antiguas leyendas y canciones, serior Frodo: las aventuras, como yo {as llamaba. Yo
pensaba que los personajes maravill de las { das salian en busca de aventuras porgque
querian tenerlas, y les parecian excitantes, y en cambio la vida em un tanto aburrida: una

Pero con lus historias que importan de veras, o con esas
Se dirta que los protagonistas sc

especie de juego, por asy decir,
que uno guarda en la memoria, no ocurria lo mnismo.
encontraban dec pronto en medio de una avcntura, y que casi siempre ya tenian los caminos
truzados, como dice usted. Supongo que tambicn ellos, como nosolros, tuvieron muchas veces

la posibilidad de volverse atrds, sélo que no la aprovecharon. Quizd, pues si la aprovecharan
Porque silo se habla de los que

tampoco lo sabriamos, porgue nadie se acordaria de ellos.
y no siempre termninan bien, observe usted; al menos no de ese

continuaron hasta ¢l fin...
modo que la gente de la historia, y no la gente de fuern, lama terininar bien. Usted sabe
2 nte igual que

que quicro decir, volver a casa, y encontrar todo en orden, 7 no e
antes... como el viejo serfior Bilbo, Pero no son esas las historias que uno prefiere escuchar,

jeunqgue scan las que uno prefiere vivir! Me gustaria saber en que clase de historin habrernos

caido.

-A mi tambicn -dijo Frodo-. Perov no lo sé. Y ast son las historias de la vida real.

J. R. R. TOLKIEN.
EL SENOR DE LOS ANILLOS II.

LaAs DOSs TORRES.
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1. Introduccién

El objetivo de esta tesis es estudiar propiedades globales de los i

cn particular propiedades de conver, in de i

local

a través de secciones del mismo. Para

ello nos basamos en la idea de Grothendicck, quicn introduce los espacios (Eg, pp) (cfr.[17) III,
pE- 105), donde Eg es el espacio vectorial generado por un subconjunto acotado, balanceado y
convexo B de un espacio localinente convexo E y pg es la seminorma de Minkowski asociada al
conjunto B. Coun la aparicién de estos espacios, surge también una amplia gama de problemas
referentes a ellos; algunos de los cuales son: investigar las propicdades de estabilidad inducidas
por los espacios Ep al espacio E al formar espacios producto, cociente, limites inductivos,
ctc; determinar cuando se satisface la condicidn de la convergencia de Mackey, esto es, si una

sucesion converge a cero en el espacio E, entonces jconverge también a cero en algin espacio
Ep?; asi como otros probl

de conver como dar una caracterizacién de tales espacios

en términos de i conver; es; o el probl del acot, i

o uniforme con los espacios
Ep; etc.

Bosch, Kucera y Gilsdorf estudiaron en {3] los espacios Eg; para obtener resultados referentes
al problema del acotamiento uniforme, en ¢l caso que para cada subconjunto 8 € E acotado,
balanceado, convexo y cerrado ¢l espacio Eg sea un espacio de Banach o bien un espacio

barrilado, es decir, fo el espacio E es local te 1

o o localimente barrilado.

icos han incursionado en el estudio de los espacios localmente
completos, que son la base del prescente trabajo.

Posteriormente, varios matema:

En ¢l capitulo 2 daremos los resultados

pacios que tratamaos en el desarrollo de 1a tesis.

pr ares para diar estos
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Pérez-Carreras y Bonet tienen en su libro ({27}, Capftulos 3 y 5), una recopilacién de los
principales resultados obtenidos hasta el afio 1987 sobre estos espacios: caracterizan de varias

maneras un espacio | \] leto en términos de propiedades de subconjuntos del mismo.

En el capitulo 3 de la tesis lo hacemnos en términos de sucesiones convergentes a cero, utilizando
la propiedad de lp,; —sumabilidad definida por McKennon y Qiu ([26] pg.217 Teorema 2(3)),

cuyo propésito fué el rar espacios con la pr dad de Banach-Mackey, o bien del aco-

tamiento uniforme; mostramos ademis, cuindo, la propiedad de McKennon y Qiu es equivalente
a la de Banach-Mackey. Esto nos lleva a estudiar las series convexas como una extensién nat-
ural del concepto de combinacién convexa, y siguiendo la lfnea de.trabajo de Jameson ({19}
pE.37-1) y Kikol ([23] pg.2) estudiamos los suconjuntos ultraacotados y ln CS-cerradura de
subconjuntos del espacio E; cstas dos son nociones mis fuertes que lias de conjunto acotado
¥ envolvente convexa respectivamente. De esta manera y utilizando el concepto de espacio
palmeado -introducido por De Wilde ( [8] pg. 48 definicidon IV.LI) para estudiar el teorema
de la grifica cerrada- podemos dar resultados sobre limites inductivos regulares y ultrarreg-
ulares; esto ultimo, aplicando el teorema de loealizacién para espacios palimeados localmente
completod, una técnica de Bosch y Kucern [25].

Posteriormente, en el capitulo 4, basandonos en ol trabajo de Gilsdorf [12],[13]sobre conver-

gencin de Mackey en espacios palmeados localmente convexas, apli D5 el cepto de ién

doble - introducido per Kiikal ([22] pg.230) para estudiar espacios CS-barrilados- y también e)
concepto de espacio localinente r-convexo -de Jarchow ([20] Capftulo G)- para ampliar los re-
sultados sobre convergencia del mismo Gilsdorf.

Finalmente en ol enpitulo 5 aprovechamos ¢l trabajo desarrollado en los capitulos anteriores y
combinindolo con resultados sobre palinas -de De Wilde [8] y Gilsdorf [15)- podemos determinar
cémo algunas propicdades que fueron estudiadas en los capitulos dos y tres son preservadas al
formar los diferentes espacios de sucesiones {,(E), cuando £ cs un espacio loealmente convexo,

a diferencia de la manera clisica en la que al considerar I,(E) ¢l espacio base E es de Banach.



2. Preliminares

En este capitulo preliminar daremos las ideas y r ttados bdsi ios, de la teorfa de
espacios vectoriales topoldgicos y de los espacios localmente convexos, para el desarrollo de
los capitulos posteriores. Los conceptos de topologia compatible, limite inductivo, espacias
palinesdos y espacios £p son ampliamente estudiados en los libros de H. Jarchow [20], y de C.

Bosch y T. Gilsdorf [2], por lo que estos libros son la base de este capitulo.

2.1 Topologias Débil y Fuerte

Definicién 2.1.1 E es un espacio vectorial topolégico (e.v.t.) si:
a) E es un espacio vectorial sobre R o C
b) E es un espacio topoldgico

Itinls. ig i

¢) La suma y la ip por es son fu i continuas.

Al conjunto de vecindades de cero en E lo denotaremos Ng(E). Se tiene ademsds que la

familin de traslaciones de Ng(E) genera una base de la topologia.

Definicidn 2.1.2 Una i ma en un espacio vectorial £ sobre el campo K es una funcidn
p: E — R* U {0} tal que

1.-Para cualesquiera z,y € E,p (x + y) < p(x) + p(1)

2.-Para cualesquiera z € E, A € R, p(Ax) = |A] p(x).




Proposicién 2.1.1 Sea E un e.v.t. Si V € No(E) es abierto, convero, balanceado entonces

eriste una tnica seminorma penE talque V = {z: p(x) < 1}.

Obser i6n.- Estacsla

ma o f ional subaditiva de Minkowski, que mds adelante
precisaremos como se construye.

Definicién 2.1.3 Sea E un e.v.t.,, E es localmente convexo (e.l.c.) si el origen tiene un
ist Sfund tal de indad.

Teorema 2.1.1 Sca E un io vectorial topoldgico, E es | 1 te si y sdlo si

existe una familia de seminormas {pa},eca Gue determinan la topologia de E.

DPefinicién 2.1.4 Sea E un e.v.t., A C E es acotado si paru cualquicr V € No(E) eriste a
real positivo tal que A C AV para cualquier A € K tal que |A| = a.

Definicién 2.1.5 (E,F) es una dualidad entre E y F si (E,F): E x F — K es una forma
bilineal, entonces E, F estdn en dualidad o F es el dual de E. (£, F) es una dualidad estricta,
en cuyo caso se dice que {E, F) estdn en dualidad estricta, si:

1)(x,y) = 0 para todo y € F implica x = 0

2)(z,y) = 0 para todo x € E*implica y = 0.

La dualidad es una herramienta para tratar de transferir un problema en el espacio, el cual
puede ser muy diffeil, a uno que usa los tcoremas lineales 1o cual puede ser mas fdacil. Gracins

a la dualidad se puede reemplazar la topologin original por una miis simple cuando se trate de
probl de convexidad, continuidad o acot

o, entre otros. Una de las topologias mds
importantes que pucde sustituir a otras es la topologia débil; las construcciones basicas recacn
en los conceptos de polar y bipolar.

Definicién 2.1.6 Seca (E, F) una dualidad, A C E. La polar de A cs

A® ={ye F:{z.p)| < 1,vz € A}

Proposicién 2.1.2 Sea (E,F) una dualidad.

Considerernos A, Ay, A2,(Aadacr € E, X €
K — {0}; entonces:

«



a) (AA)° = |A—1| A°
b)A) C Az i:nplica Ag C AT

- ¢} U Aa = 1 A2
€l acl
d} A°° = convbalA
e)AT® = A°.

Definicién 2.1.7 Sea (E,F) una dualidad. Se define o (E,F) como la topologia mds débil, es

decir, con menos abiertos en E tal que para cualquier y € F la fi

£y : E — K, dada por £,(x) == (z,u)
¢s continua. Esta ecs la topologia débil en E.
De la definicién anterior, se sigue de inmediato el

Teorema 2.1.2 Sea (E,F) una dualidad.

@ (E; FY es F, esto es (E,a (E; F)) = F.

Entonces el dual topoldgico de E con la topologia

Una de las principales propiedades de Ja topologin déhil es el siguiente resultado debido a
Alnoglu:

Teorema 2.1.3 Sea E e.nt, #i V & No(E) entonces V° C F es a (F\ E)-compacto.

Definicidén 2.1.8 Sca (E, F) una e¢n dualidad y T una t logti

en I tal que lo hace e.v.t. T ea

compatible con Ia dualidad si E tiene ol dual topolisgi con resp a la topol.

T yaa(EF); eato es

(E, 7)Y = (E,o(EF)) =

De aquf surgen lns preguntas: jexiste la mayor topologin compatible con una dualidad?;

Lcomo se caracterizan sus abiertos?

Teoremn 2.1.4 Secan E,F espacios vectoriales en dualidad estricta. Sea

B={Y°:YCFes e, bal do ya(F; E) }



Entonces B es una base de vecindades de cero en E. La topologia generada por B hace de E

un espacio local te

Hausdorf]. Mds atn, esta es la topologia de e.L.c. Hausdorff mds

fina patible con la dualidad. Esta es la topologia de Mackey y se denota por pu(E,F).

Corolario 2.1.1 Sea {E, £) una dualidad estricta. Sea (E,T) un e.l.c. Hausdorff entonces T
es compatible con la dualidad si y sélo sia (E:F)C v C u(E; F).

Teorema 2.1.5 Sea (E, F) una dualidad estricta y

G ={A®°: AC F es o (F;E)-acotado}.

Entonces G es una base de wvccindades de cero en E para la topologia que llamaremos la
topologia fuerte de E y se denota 8 (E; F).

Observemos que Iln topologin débil se puede definir de manera similar si considleramos el

conjunto p = {{y}° : y € Y} . Asi tenemas que tanto la topologin débil como la de Mackey y Ia
fuerte son topeologias definidas por polures y ademaés

a(E;FYC T(EiF)CB(EF).

En general no se dan las igunldades y 1a topologia fuerte no es compatible con Ia dualidad.
Para ver esto, hay <ue hablar del concepto de reflexividad, pero sélo diremos que si (£, ||-|]) es

un espacio normado no reflexivo y no completo resulta que G (E; F) no es compatible con la
dualidad.

2.2 Espacios Eg

En esta seccién vamos a construir en espacios local © convexos sul.

o8 cuyns t )
estdn inducidns por normas. Con los cuales a partir de propicdndes locnles podremos conocer

el comportamiento global de un espacio localmente convexo.

Definicién 2.2.1 Sea (E,7) un c.v.t. A C E cs un disco si es un conjunto cerrudo, balanceado
Yy convezo.



Definicién 2.2.2 Sea E un espacio vectorial y A C E un sub,

M bal, d

absorbente. La funcional subaditiva de Minkowski de A, p, estd dada por

pa(x) =inf{a>0:x € aA}

para cualquier z € E.

Se pueden usar las propiedades de infimo para mostrar que p4 es una seminorma.
Sea (E,7) un elie. y A C E convexo y balanceado. Denotemos por E4 al subespacio
vectorial generado por A. Claramente A es absorbente en E4 y por lo tanto (Ea,Ta) es un

v.lc., donde T4 es la topologfa genecrada por pa.

Proposicién 2.2.1 Sea (E,7) un cl.c. Hausdorff y A € E un subconjunto convezro y bal-
anceadv. Si A es acotado entonces (B4, 7o) es un espacio normado. Ademuis si A es un disco
compacto. entonces (Ea,TA) s un espacto «de Banach.

Proposicién 2.2.2 Scan E y A C E como en la proposicion anterior. Entonuces, Ta s mds
Jina que 7| Eq os decir, es mds fina que la topologia de E restringida o Ex.

Demostraciéon. Sea V € No{r | £4). Por la definicidn de 7 | E, , vxiste U € No(7) tal
que V = U N E, . Como A es acotado, existe > 0 tal que A C U & l".A cU.
Como A C E4 tenemos que (A C U N Ep =

V. Por otro lado, por definicion J A € T4, es
decir, T4 s mis finn que 7 | £4. 8

Esta es una propicdad de gran importancia pues algunes de los problemas que se puedan

resolver en (E,4, Ta) estarin resucltos en (£, 7), por ¢j 1o 1a convergencia de 3

Definicidn 2.2.3 Sca £ un io 1 !

7 ¢

E es localmente completo si para
todo A < F acotado eriste B C E acotado, convexo y balanceado tal que A < B y (Ep,7y) es
un espacio de Banach,

Teorema 2.2.1 ({5}, Teoremas 1 y 2} Paru E

¥ 1 convero tene H

n) Completo implica secuencialmente c pleto i i

I 1 te o pleto. En generul, lus
implicaciones inversas son falsas.

b) Si E es metrizable, lus propicdades en (a) son cquivalentes.

8



Con base en este teorema, podemos ver que la propiedad ser local

0 es muy
débil y general, pero que satisfard propiedades muy importantes para aplicaciones posteriores.

Definicién 2.2.4 Sea E un io local

E es localmente de Baire si para

todo A C E acotado existe B C E tad y bal do tal que A C B y (Ep,T) es

un espacio de Baire.

De la misma manera, dado un espacio localmente convexo con alguna propiedad " P" pode-
mos definir un espacio localmente » P".

Definicién 2.2.5 Un e.l.c. (E,7) es barrilado si cada conjunto balanceado, convezo, cerrado
y absorbente, es decir, cada barril es vecindad de cero.

Definicién 2.2.8 Sea E un espacio localmente convero. E es localmente barrilndo si para

todo A C E acotado existe 3 C E acotado, convero y balancrado tal que AC B y (Ey,Tn) es
un cspacio barrilado.

Analj jo lns defini

iones y algunos ejemiplos y contracjemplos de espacios con estas
propicdades se puede ver que localmente completo implica localiente Baire; localmente Baire
implica a su vez localmente barrilado (cfr. [2] Cap.2 pg.31). Sin embnrgo Ias implicaciones no
son reversibles, es decir existen espacios locahnente barrilados que no son localmente Baire;

espacios localmente Baire que no son localmente completos.

2.3 Principio del Acotamiento Uniforme y Espacios K

Teorema 2.3.1 (De Banach-Steinhaus) Sean A, B espacios de Banach y (Tu),en #na sucesion
de funci lineal.

de A en B. Si T,(x) es converyente para cada x entonces T
A — B definida por T(x) = lim Tw(x) es lincal y continua.
nilto

Para probar este teorema es necesario ¢l principio del acotamicnto uniforme, qite a contin-
uacién mencionamos:

Si parn toda x € A se tiene sup {||Th(x)ll} < oo entonces sup {||7,}|} < co.
neN neN



Aquf, es importante notar que esta propiedad nos indica que si un conjunto es puntualmente
acotado, entonces es fuertemente acotado. Asf, la pregunta escencial resulta ser: jcudndo un
conjunto débilmente acotado es fucrtemente acotado?

Una respuesta a esta pregunta es el teorema de Mackey ([31], pg.114 Tecorema 8-4-1): Todas
las topologias compatibles en un espacio localmente convexo tienen los mismos conjuntos aco-
tados. De manera mas general, un espacio de Banach-Mackey E e¢s un espacio localmente
convexo para el cual [os conjuntos débilmente acotados son fuertemente acotados. En el sigu-
iente teorema exhibiremos espacios de Banach-Mackey o partir de los conceptos de la seccidn
anterjor. -

Teorema 2.3.2 (/3/, Teorema 1) Sea (E,7T) un espacio localmente barrilado y H{ < E’ entonces
H es o (E', E) —acotado si y sélo si H es f(E’', E) —acotado.

Teorema 2.8.3 ([31], py. 158, Teorema 10-4-5) Sea E el.c. IE es de Banach-Mackey si y sdlo
st B lo es.

Es decir £ localmente barrilado implica £ es cde Banach-Alackey. Mas adelante nos intere-
suril dar un reciproco para este resultado,

Definicidn 2.3.1 (1] Sea (E,7) un ec.v.f. E tiene la prapiedad K, o es un K-espacio, si
para cada sucesion (£n),en © £ convergente a cern, oriste una subsucesion (., ien € (Fndnen
=
tal que la serie 37 i, cs converyente a algtinx € E.
=1
Proposicién 2.3.1 (7). Introduccion) Sea (£2,7) e.l.c. metrizable y completo, entonces (£, 1)

tiene la propicdad K.

Proposicién 2.3.2 ({14}, pg.47, Teorema 3) Cualquicr el.c. con la propiedad I ¢s localinente
Baire.
Definicién 2.3.2 a) Un e.l.c. (E,7T) satisface la condicién de convergencia de Mackey
(c.c.M.) si parit cada sucesion (€,),,en © £ convergente a cero, existe B C E acotado, convero,
balanceado y cerrado tal que x,, — 0 en la topologia Ty.

b} Un el.c. (£,7) satisface la condicidn estricta de Munckey (c.e.M.) si para todo
A C E acotado, existe B © E acotads, convero, balanceado y cerrado tal que A & B y las

topologias T y Ty coinciden en A,




Teorema 2.3.4 (/6/, Teorema 1) Supongamos que (E,T) e.l.c. satisface la condicidn de con-

vergencia dc Aackey y es local t ol E (E,T) tiene la propiedad K.

2.4 Limites Inductivos

Definicién 2.4.1 Sea {(£n,7,) : n € N} una idn de espaci [Z l te s, tales
que parn todon € N, E,, C E, 4, y la funcidn identidad id : (E,,,7n) — (Ena1.Tn+1) €5 continua.
Dotemos a E = ) E, con la topologia T, definida como la logia localmente convexa mds
for Decimos que (E,7) es el

n
fina tal que parn todan € N, id : (£,,™) — (E,7T) es continua.
limite inductivo de {(En,7,) : n € N} y escribiremos
(E,7) == lim(Ln,Tn) ¢ £ =limE,.

Observemos que la continuidadid : E,, — En4;, cquivale a que la topologia de E, 4 re-
stringida a E,, sea inids débil que In topologia 7,. Es decir, las topologias sc hacen mds débiles
conforme n crece. Como id 2 (E,, Tn) — (£,7) es continua tenemos que 7, la topologia de £,
restringida a cada £, es s débil que 7. Ademds se pide que 7 sea [a topologia localmente

convexa mids fina que tiene osa propiedad,
Si tenemos qQue Tna {1, =7a, cntonces decimos que £ = lim £,, es un Iimite inductivo
estricto. )

Uno de los principales problemas en la teoria de limites inductivos es: ;Cada conjuuto

A C E acotado esti contenido y es acotido en alguno de los niveles £,,? En ¢l caso de un limite
inductivo estricto de espacios de Fréchet la respuesta es afirmativa, este heeho os conocido como
el teorema de Dieudonné-Schwartz:

Teorema 2.4.1 (/10/, Capitulo 4, Proposicién 4) Sean £, C E; C - € E,, C -+ una sucesion

de espacios de Frechet. Si E = Ii_x.n E, es estricto, y para todan € N , E, es cerrado en Eaqq,

entonces A C IZ es acotado en (E, 1) si y sélo si existe n € N tal que A4 C £,,, y A ¢s acotado
en (BmTm) -

Definicién 2.4.2 Sea (£,7) = liun (En,7a). E es regular si para todo A C E acotado, eriste

me N tal que A C E,, y A es acotado en (Ep,Tem) -

11
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Un resultado mas general acerca de i

ivos es el siguiente teorema que precisa la

definicién de espaci )] d los cuales trataremos en la siguiente seccién

Teorema 2.4.2 ([25], Teorema 1) Sea (E,7) = lim (Ey,7a) tal que cada (En,Tn) s localmente

completo y palmeado. Entonces (E,T) es regular si y sdlo si (E,T) es localmente completo.

2.5 Espacios Palmeados

Dentro de la familia de los espacios localmente convexos, la nocién de palma fue introducida
y ampliamente estudiada por De Wilde. El propdsito de su estudio fue encontrar una clase de

ecspacios apropiados para generalizar el teorema de la grifica eerrada con la propiedad adicional
de s

r lo suficientemente estables con respecto a las construcciones usuales de espacios local-
mente convexos, como son los l{mites inductivos, cocientes, productos,ete. Ademis de obtener
propicdades adjuntas a este resultado cotmo pucede ser el teorema de localizacion del cual se
desprenden numerosas aplicnciones.

Tados los resultados que aparecen ¢n esta seccién pueden ser consultados en el capitulo

sobre espacios palmeados del libro de Jarchow [20].

Definicion 2.6.1 Sea (£, T) cspacio vectorial topoldgico de Hausdorf].
Parm W : U Nf — 28 4 para p € NN sca We o = W(S(1),..,d(&)) , para todo k € N.
W oes mm palma en £ si satisface:
1) El rango de W consiste dnicamente de conjuntos balunceados.
2)U {w.,,, 1 ¢ € NN} es absorbente en E.
3) Dadas ¢ € NN y k € N cada © € Wy, es absorbido por

U {Woksr s v € BV 9() = (i), VI < i < &}

4) Woswt + Woset © Wi, para todo ¢ € NN, para todo k € N.
Ademds 1V es compatible con la topologin de £ si pare toda U € No(E) y para toda
¢ € NN criste n = nu(p,U)-€ N tal que Wy, C U.

Teoremn 2.5.1 Para una palma \W en E son equivalentes:



1) W es compatible.
x
2) Dada ¢ € N¥ y (yn)n C E tal que yn € W, implica (2 !/n) es Cauchy en E.
n=1 keN
3) Sean ¢ Y (Yn)n como en el inciso anterior entonces yn — 0 en E.
Definicién 2.5.2 Una palma W en E es completa si para toda ¢ € NN, y, € Wy , nEN

x
se tiene gque (2 yn) es convergente en E.
-t keN

Observacién.- Una palina completa es siecmpre compatible, el reciproco es cierto si, por
ejemplo, E es secuencialmente completo.
8i E es un c.v.it. y admite una palma completa, diremos que es un espacio palmeado.
Como un cjemplo de un espacio palmendo consideremos E e.v.t. metrizable con (Ux), basc de
vecindades de cero cerradas, balanceadas y tales que Ugyy + Uxyy € Ug para todo k. Entonces
W N¥ — 2% dada por (m,...,nx) — Us
kEN

cs una palma compatible; y esta es completa si y sélo si E es completo.

A partir de esto se desprende el siguiente resultado:
Teorema 2.5.2 Cada espacio vectorial topolégico metrizable y completo es palmeado.

El siguiente teorema nos permite apreciar la gran estabilidad e invariancia de Jos espacios
palmeados bajo diversas formaciones y aplicaciones; de aqui su utilidad para resolver problemas

con una gran generalidad.

Teorema 2.5.3 Sea (E,7) e.v.t. palmeado.

a) LC E ial; te (completo) cerrado es un espacio palmeado.

b) Si F es un e.v.t. de Hausdorf] y existe un cpimorfismo lineal ial: te ti

S : B — F, entonces I es palmeado.

¢) Cada espaci iente J lorf] de E es palmendo.

d) E es pal {o con r a cualquier t. logiu lineal

fina que T

Teoremna 2.5.4 Secan (E.,Tn),en palmeados.

oo
a)G= 1] E, es ¢ 1o con resp a la topologia producto.
n=1
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b)”=5£,,cs,' do con r a la topol de la sumna directa.
=1

Corolario 2.5.1 a) Sea E el limite proyectivo de una sucesion (E,), de espacios palmeados,

entonces E es palmeado.

b) Sea E el limite ind ivo de una ion (Eyn), de espacios palmeados, entonces E es

palmeado y admite una palma completa W tal que W(n) = E,, para toda n.

T a conti ién el pri

ipal resultado para espacios palmeados:

Teorema 2.5.5 ( De la grdfica cerrada) Sca E e.v.t. de Baire y F palmeado, T : E — F

lineal. Supongamos que tiene grdfica cerrada en E x F. Entonces T" es continua.

Corolario 2.5.2 Sean E,F e.v.t. metrizables y completos. Entonces toda funcion T : E — F

lineal y cermda es continua.

Notamaos en ¢l teorema de la grifica cerrada alpuna relacion de los espacios palmeados con
los espacios de Baire tal como sucede en versiones clisicas como es ¢l anterior corolario, con
ambos espacios tnétricos y completos los auiales son de Baire: Surge asi de modo natural la

preguata: jComo es un espacio que es palmeado y a la vez es de Baire?

Teorema 2.5.6 Sea E e.v.t. de Baire. E es paltcado si y sélo si es metrizable y completo.

Como consecuencia directa del teorema de ia griafica cerrada se tience el teorema de la

aplicacion abierta para espacios palincados:

Teorema 2.5.7 Scan E,F c.v.t. Hausdorfl; E palmeado y T : E — F lincal y cerrada. Si

R(T) es de la sequnda categoria de Baire en F entonces T es abierta.

Definicién 2.5.3 Sea £ ec.v.t. Hausdorf]. Una pahma en E es estricta si es completa y

=
dada ¢ € NN, y,, € Wy . se tiene que S°  yn € Wan . pura toda n € N.
n=/N+1

En particular si IV ¢s completa y su rango consiste sélo de conjuntes secuencinbmente
cerrados es estricta. También se tiene que si £ es palmeando y locahmente completo, entonces

F cs estrictamente palmeado, para esto iltimo

c puede consuliar {30], capitulo 4, tecorema 3.
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Proposicién 2.5.1 Todo E e.uv.t. metrizable y completo adrnite una palma estricta.

bilidad para i 5L dos son i para

Proposicién 2.5.2 Las propiedades de

trict. ¢ 1 de
SLy P

El siguiente resultado consecuencia del teorema de la grdfica cerrada es para nosotros el
mds importante de este apartado por la gran cantidad de consecuencias que de €l se desprenden
¥ por sus aplicaciones posteriores para obtener resultados en relacién a limites inductivos y
convergencia de Mackey.

Teorema 2.5.8 (De localizacidn) Sca E e.v.t. de Baire y F' que admite una palma estricta W .
¢ T es ti y para alguna ¢ € NN |, los conjuntos

Sea T : E — F lincal y cerruda,
TN (Wan) € No(£E), para toda n € N.

Corolario 2.5.3 Sea £ e.wt. de Baire y F = limF,, tales que cada F;, es estrictamente

palmeado. Sea T : E — F lincal y cerrada; entonces existe n € N tal que T(E) € F, y

T : E — F, inducida por T es continua.



3. Espacios Localmente Completos

3.1  lpgs—Sumabilidad

Los espacios co{C) y {,{C) tienen por su estructura de espacios de Banach todas las propiedades
interesantes que sec estudian en los espacios de funciones; sin embargo, cuando consideramos un
e.l.c. E y formamos los espacios co(E) y {p(E) estos carecen de gran parte de estas propicdades.
Una de las propiedades mis importantes que se pierden al formar tales espacios y que es util
para determinar el espacio dual es la siguiente: Si %+ -}l = 1y {(@u)n € Ip(T) , (bn)n € 1L(T)
entonces (@nbn)a € 11 (C). A partir de esta propiedad definiremos una amplia familia de espacios
localmente convexos con buenas cualidades y que nos permiten generalizar o caracterizar otros
tipos de espacios.

Recordemos que p4 denota la funcional o seminormn de Minkowski.

Definicién 3.1.1 a) Sean § + 1 =1paral < p < oo, (zn), © E es una sucesion I, —
20

absolutamente sumable (resp. nula) si 3 g}, (zn) < oo pam toda U vecindad de cero en
w1

E, (respectivamente x,, — 0) .

b) Una I,-absolut ] ble (rvesp. nula) es l,, — sumable (resp.lo; —
sumable) si para toeda (a,), € l; (resp. (an)n € 1) se tiene gque 3° anx, — x para al-
newN

gunazr € E.

c) Un ! & tienc la propiedad de l, o — sumabilidad si cada sucesion

bsol bl

L~ s lpg— ble.




McKennon y Qiu ([20], pg.217, Tcorema 2(3)) definieron y estudiaron especificamente el
caso 0,1; basandonos en su jdea gencralizamos al caso p,q y veremos que el tipo de espacios
que proponen con ¢l objetivo de dar espacios de Banach-Mackey, son finalmente los espacios
localmente completos.

Para efectos pricticos cuando nos refiramos a I, o-sumabilidad esto incluird el caso 0, 1; salvo

cque lo aclaremos o en el contexto ¥ desarrollo hagamos notar la diferencia entre cstos casos.

Proposicién 3.1.1 Un L & te rxo con la propiedadl,, , bilidad es de B
Mackey.
Demostracién. Para esto, basta ver que cada barril en (E,7) es bornivoro, es deeir

quec absorbe conjuntos acotados en T (cfr.[26], Teorema 1, (S3)). Supongamos que csto no se
cumple, es decir, consideremos un barril W C (£, 7) que no es bornivoro. Entonces existe una
sucesidn acotada (yn)n tal que y, ¢ 2°W para ecada n € N, asi (&, = #%)u es una sucesién

{p-absolutamente sumable

St = S o = 3ot < 35 5 <o
=1 n=1 n=1 n=1

donde Ky = sup {p3(yn)},, (resp. la sucesion (Ta)n s nula) y que esta en e} complemento
de V.

Definamos el siguiente operador y veamos que os continuo

T (el lp)) — (E.0(E,E'))
(Resp. T°: (I, 0(ly, c0)) — (£.0(E, E")))
diddo por T'(c) = i £, Ty,
el

Sen f€ E', yU € Ny(E); sea

My =sup {lf(): puu) S 1}, (resp. Af = sup {f(yn)})

cste mimero es finito por la continuidad de f, y para cual jicra ] de lares
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c = (cn), d = (d,) en 2, (resp. en {;) tencemos:
> e — a5 S 3 e = o)l Aupa %)

=
3
p::(;-’,%)[) T

IA(T(e)) - (T (@) =<

P
oo S
= (’:3;: Ien — dn)w) (?:. [as.

r
Sea Ny = ( )f"f‘ Ml,‘p:(;a;)l) P entonces
=

o :
(1T — S < Mo ( 3 ien - /n)l”)
n=1

o= v X o = n
(nmx» () = ST = 3 [(on = sG] = a1 5 [Ln o) [)
et <
Por lo gue T es o(ly, Ip) — o {E, E'} continuo. ( resp. T s (i, rp) — (£, £*) continuo).
Como D2 la bola unitaria cerrada en i, es a4, 4, }-compacta (resp, en {ges o{ly, cg)-compacta),

se tiene que su imagen T(D) es a(F, £')-compacta. Como 3V, es un barril y vecindad de cero
on la topologia fuerte, de manera que debe absorber a T(P) ¢l enal es (3£, £')-acotada por ser

o (£, E)-compacto. Adenuis (7). © T(D), por la detinicion de 7', Jo cunl s imposible. Asf

conctuimos que cada barril es bornivoro en /2. 8

Teorema 3.1.1 Todo espacio normado £ can la propicdod by, , —sumabilidad es de Baire.
- suension doe abiertos densos an E. Sea 6 > 0 Sin pérdida

Demuostraciéon. Sea Uy DUy O --
da generalidid, veamuos que existe = € () Un tal que flefl < & Existe ny € U, o] < 2‘:“6.
&

para alguna a; < 277 existe Vp abierto tal que ayxy € V) € oV C U imiplica Y ~ a2y es
vecindad de cero en X, Uz abierto denso en £ implica quel/y — aja; ox abierto denso entonces

-2 - X
existe x2 € (U — a1z ) (Vi —ay:), con flxel] < 2728 1al gua para adgana az -2 279 existe nn

abierto U tal que
apxy € U C U C (Uz — gy} N (Vi ~agry)
= L + ayxy entonces cdVz = ol + ayry C Vs,

asf que U + ayx) € Ua. Sea Vo
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Por otro lado azx; € U € Vj — a1z implica
ayzy +azxr e U +arzy =VaC Vy.

. . Lo —n
Sigamos este proceso inductivamente para obtener una sucesidn (zn),, © E con [zl < 27» y
una sucesién (a,),, € I, que satisface

x
Za,.z,. € ViceadVi CUr C Uk, paratodai=1,..,k — 1.

Por hipétesis tenemos que la seric 3, anx, converge a algunaz € E, y
nen

[[ES]

IA

1
> ladlllzall < (Z lnnl") (Z llx..ll")
nenN nenN
> =% L 2 %6 =

neN neN (2.~ - 1)

A

v ademiis z = ): anzy, € ﬂ Vi C n Us.
Si consldcrnmoa a E un cspm:lo mc-mnco. la demostracion es andloga usando d(x,0) y la
continuidad del producto por escalares en lugar de =]

En el siguiente ejemplo veremos que el inverso no es cierto.

Ejemplo 3.1.1 E = [L;(R) tiene un subrspacio que es de Baire y no ticne la propiedad de
Lo,y -sumabilidad.

Construiremos una sucesion (E£,,),,, de subespacios propivs de 2, ninguno de cllos tendri 1o
propiedad de lg ; —sumabilidad y tules que £ = LJN E,,; por ¢} teorema de Baire alguno de ellos
cs de segunda categorin en si mismo. Para (:ou-:;..runr los subespacios E,, ¢legimos una sucesién
{Tn)n en E tal que:

a) El @, T, es convergente para toda a = (a,)a € 4,

e
b) Si (An)n es una sucesion acotada de escalares tal que la suma 32 Anxn = 0 implica
neN

O para todo natural n.

Se pucde tomar para cada natural 1, Tn = L X{n.naal-
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¢ = (cn), d = (dy) en ¢, (resp. en ;) tenemos:

IF(T(D) = £(T()] < [<c.. :t..mf,:)] |<c,. )l Mur (43)

(Zl(c,. «z,.)l") (E]M Pt )D
1
Seca Ny = (ngl lltlupﬂ(f;?)]) ¥, entonces

= ¥
1(T(e)) — S(T ()] = Nu (Z I{en — d.-)l")
byt

’(c'.z—d.-) D

(nmp 11T ~ ()] < zl(r,.—'z..mz::)l arss

Por Jo que T es a(ly, Ip) — a (£, E) continuo. ( resp. T os o(l;, cg) — o (£, E') continuo).
Como D la bola unitaria cerrnda en {, es o ({,,1,)-compacta (resp. en Lies o), cg)-compacta),
se tiene que su imagen T{D) es a (E, £')-compacta. Comeo 1V | es un barril y vecindad de cero
en la topologia fuerte, de manera que debe absorber a T°(0) ef cunl es G(E, £’)-acotado por ser
o (£, E')«compacto. A_dcmﬁs {(zn)n © T(D), por la definicidon de 77, lo cual es imposible. Asi
concluimos que cada barril es bornivoro en £. @

bilidad es de Baire.

Teorema 3.1.1 Todo espacio normado £ con la prog L dyy—
Demostracidon. Sea U D Uz O sucesién de abjertos densos en £. Sea 8 > 0 Sin pdrdida

de generalidad, veamos que existe x € () U, tal que |zl < 8. Existe @y € Uy, llm|] < 2786,

neN

-1 . . .

para alguna a; < 27+ existe V) abierto tal que ayx; € V) C odV} < U, implica Vi — a;x; es

vecindad de cero en X. Uz abjerto denso en E implica quelly — aparp es abierto denso entonces

. Y . .

existe xrz € (Uz —a1z1) (V) —ayiry), con [lea]l < 2788 tal que para alguna az < 279 existe un

abierto U tnl que
a2ty € U € el © (Uz — ayay) O (Vy = ayer)

asf que U +myaxry © Uz, Sea Va = U + ayx) entonces edVa = U + ayey C Uz.
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Por otro lado azxz € U C V; — ax, implica
ey +axxz € U+ayzy = Vo Wi

Sigamos este proceso inductivamente para obtener una sucesién (zn), € E con |lza[] < 2% ¥

una sucesién (a,),, € {p que satisface
*
Z ant, € Vi C clVi C Ur C Uiy, para toda i =1, ..,

n=1

Por hipdtesis tenemos que la serie 3 anx, converge a alguna z € E, y
neEN

1 1
Izl < 37 laalllzall < (Z Innl") (Z III-II”)
neN neN
5

neN

< Zz'ﬁ Z'_)—?a—_-
(

Y
nEN neN " — 1)

y ademds x = 2 a,T, € ﬂ Vi < ﬂ Uk.
Si consndernmos a F un mpano nlc!.rlco Ia demostracion es andloga usando d(=,0) y la
continuidad del producto por escalares en lugar de (|,

En el siguiente ejemplo veremaos que el inverso no es cierto.
Ejemplo 3.1.1 £ = L |(R) ticne un subespacio que es de Baire y no tiene la propiedad de
Lo,y -sumabilidad.
Construiremos una sucesion (E,,),, de subespacios propios de £, ninguno de ellos tendri Ia
propiedad de {p ; —sumabilidad y tales que £ = U £y, por el teorema de Baire alguno de ellos
meN

es de segunda categoria en si mismo. Para construir los subespacios E,, elegimos una sucesion
(xn)n en E tal que:

oo
a) 3° a,x, os convergente para toda o
ey
b) Si (An)n es una sucesion acotada de escalares tal que la suma 3 A,x,, = 0 implica
nEN

= (an}n € L

An = 0 para todo natural n.

Sec puede tomar para cada natural o, v, = Ix(n 1)



Sea {A,, : 1n € N} una particion de {;{C) formada por conjuntos infinitos. Sea Yk la envol-
vente lineal del conjunto

Zan:x:,. :a = (an) € U Am, 0an =0 para casi toda n }
nm=l m=1

(as{ x, € Y%,Vn,k naturales). Sea Y = ﬁ Yi y Z el complemento algebraico de ¥ en E.
k=t

Definimos Ex = Y @ Z; 05f E = UJ Exy ((Tn)nen C Ex, V). Para cada (an)n € Axs: tenemos
k=1

o

¥ apry € Yis1\Ye por (b) pues si E a,T, € Yi entonces § AnTy = E bnxy para alguna

n=1 n=h " n=1

=
Undn € Ak ¥ 3 (An — bu)Tr = 0 implica a, = bn y Aksy = Ax.
n=l

Y como Ex N VYis1 = Yk la
sima )E nify & Ex.
n=1

Proposicién 3.1.2 Sea (E,7) e.l.c. con la propiedad [ g bilidad entonces E tiene local-

mente la propiedad 1, o-sumabilidad (y por lo tanto es localmente Baire).

Demostracion. Sen A € E acotwdo, A € B C E para B disco cerrado y acotado,

=

(I, p1) os normado. Sea (), € E una sucesion tal que 3 o (x,) < oo (resp.pp(x,) — 0)
n=l

en (Ep,pp), 1a suma es también convergente con respecto a pyy para cualquier U € No(T)

Parn cada (an), € Iy (resp. (ay),, € §) la serie )_, e converge nx en (£, 7). Por otro lado,

por lo que a continuacién mostramos, la sul_(nlun d(_ sumas parciales es de Cauchy

A4-r k+" k4r 5 k4r :
pn {3 anwn — E n..x..) = pB anta ] £ | D laal? S fhle)
n=1 1I=k+l nark 41

nekel

Resp. si xn — 0y (@n) € Ly, existe M > 0 tal que py(z,) < M y

k4T L3 k4T ktr
Ho (2 anTn — 3 n-u:c..) = pp ( > unr..) = A3 el
o n=1 n=k4l ne=k4l
1o cual implica
L4k
> u,.x,.) < ¢ si L cs suficientemente grande.
n=1.

&
De esta manera, {El anx,: ke N} C aB para o = |[(au)all, lpsGen)all, (tesp. a =
ne
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M |la]l,) . Como B es 7-cerrado af3 también lo es y = € aB. Ya quc pp tiene una base

de vecindades de cero formada por conjuntos 7-cerrados tenemos que 2 anzs — x también
Er-4]

en la topologia pg (cfr. [20], Teorema 3.2.4.). Por lo tanto (Ep,ps) tiene la propiedad {4

sumabilidad y es normado; por tanto de Baire. B

La proposicién anterior nos permite visualizar a los espacios con la propiedad de 4
sumabilidad como una familia contenida dentro de los espacios localmente de Baire. ;Qué
relacién guardan con respecto a otras familias de espacios como los locallente completos? Esto

lo responderemos con el desarrolloe de [as propicdades quie veremos a continuacién, basandonos

en ideas de De Wilde [8].

Proposicién 3.1.3 Sea (E,0(E,E’)) un c.d.c. que satisface la propiedad de b, bilidad
(resp. lo,- bilidad). Sup s que (Fn)pewy © £ ¢s una sucesidn tal que para cada

U € No(E) se tiene 3. plj(xn) < co (resp. converyente a cerv). Entonces la cerradura ab-
ned

solutamente convera de {Tn},on ¢35 ¢l conjunto de todas las series de lu forma Z: enLa tales

que 3" jc, |7 < 1 (resp. 3 el € Aderuis In cerradura de la envolvcntc convexn y
neN NnEN

balanceada conv {Tn},cn €5 compactae.

Demostracion. Consideremos In fncion T : (I, o(lg 1)) — (E.0(E,E’)) (resp. T :

(o, co) — (E,0(E,E'))) dada por (en)n ~— 2 €y CONO se vio anteriormente en la
Cousndvrunox D In bola unitarin cerrada en I,

= T(D) es compacto en

propasicién 3.1.1, esta funcién es continua.

(resp. en l), este conjunto es o(l,,1;)-compncto; esto unplica que A

E. Por otro lado, /A es absolutamente convexo y cerrado; asi conr {

lnen © #C. De hecho

estos conjuntos son iguales, para ver esto tomemos cualquier & € I esto quiere decir que
4;). Entonces existe una sucesién

k=T(Ca)n = 3, cuZn parn alguna sucesion (c,)n € {, (rosp.
ne.

~
=3 euwy = T(c )0 € Conv (=,
sl
donde (c¥)n es igual a (¢.)n hasta ¢l NV-ésimo término y cero posteriormente; como ().,
converge en la topologia débil a (6n). y T es continua se tiene que (e ), — T(Cu)n ¥ csto

dentro de conv {z,.},,en- Por 1o tanto K = conv{zu}, cn e compacto. B

Lema 3.1.1 (/27]. Proposicion 5.1.6) Sca E c.l.c., son cquivalentes:
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a) E es localtnente completo

b) 8i B C E es un disco o 2 cada idn de Cauchy en Ep converge en E.

Proposicién 3.1.4 Sea (E,7) e.l.c. si la cerradura absol: nt de carda 17

=
{Tn)n © E tal que 3 py(xn) < oo (resp. converge a cero) es compacta, cntonces E es
n=t

localmente completo.

Demostracién. Sea 8 < E un disco cerrado y acotado, y (&,)a © £p una sucesién
Ep-Cauchy, por tanto 7-Cauchy. Escojamos una sucesién creciente de naturales (ng)x tal que

(Traer — Ty ) € 27228 y sen yie = 2%(xn,,, — Zn,). Asi

k=1

35 ) = 30 (2 — 7)) £ 32 < oo
A=t Aez

P
entonces para cada U € No(&) se tiene 3= pf, (x) < 0o (resp. gk converge a cero). Por lo
&=1

tanto la cerradura absolutamente convexa de (xy, ), es compacta en £. Claramente ln sucesion
ntnen- PPor lo tanto existe

i contenida en conw {

7¢

(2 = 5 2~ %y)n es de Couchy en E y os
k=

€ £ tal que 24 — x. Como

n n Int
=3 27 = Do 272K (., — ) = D (T, — Ta)

ket k=1 k=1

Tnpgyr — Lay-

Tendremos e Iy, — X -+ Ty, ¥ Tp — T + I, con respecto a £; y por el lema anterior £ es
localmente completo. W

bilidad (resp.loy bilidad) en-

Corolario 3.1.1 Si £ e.lc. tiene la propicdad de ly 4-5

tonces es localmente completo.

bilidad si y sdlo si cs localmente

Proposicién 3.1.5 (E,7) e.l.c. tiene la propiedad de lg ;-

completo.

: Es el corolario anterior.

D racion. N sid s

Suficiencin: Sea (zn),, € E succsién nula, por tanto acotada, y

contenida en algmin B C £

n
[




disco de Banach, entonces corntu {zn Fne" C B y es acotado en E£5. Sea (an),, € {1(C) entonces

L3 A L3
o3 mn) < 3= [anl pn (za) < M S lan] < A llall,
n=l n=1

n=1
para alguna Af > O pues Ja sucesién es Eg-acotada. Lleganios a que esta scrie ¢s absolutamente

sumable en el disco de Banach 2 y asi es sumable en Egp (cfr. [29], Teorema 13-5,12). Por lo
[}

tanto sumable en (£, 7) por ser una topologia mais débil.

Corolario 3.1.2 (E,7) es localinente completo si y solo si paru toda (x,),cn © E convergente

R =
a cero y para toda (@,),, € LH(C) la serie 3° a,x, converge a algin x € E.
n=1

Duado lo anterior tenemos una caracterizacién de los espacios localinente completos en ter-
minos de sucesiones convergentes a cero (esto es lop-sumabilidad); jPero qué ocurre con la

a propiedad implica que ¢l espacio en

propicdad de I, -sumabilidad? Como se dijo arriba, es
cunlquier espacio

cuestidn es Jocalmente completo y ademids veremaos i continuacion e

localmente convexo, si tomamos (F,)a € £ absolutamente p-swnable y una sucesion (a, ), € {,;

In sucesién de smnus parciales ( 32 a,3n)e s de Cauchy:
n=1

k4t A ‘r:l K+
Pu (E anz, ~ > a..-n..) = pu{ 3= awxa ) = 30 lawlpu(aa)
n=1 i r=Al n=k+1
1 1
k41 - &+l »
< 3 32 i) <e
nok4l

+1

si & es suficientemente grande.
Ahora bien, con base en Jo anterior nos preguntameos:
Una primera ¢ inmediata respuesta a

rompleto implica

Cuiindo localinenta

1wdo £ es

WLo oS Ct

propicdad de I, g-sumabilidad’?
secuencialmente completo; para una condicién mas débil sobre el espacio £ podemos pensar

en la condicién de convergencia de Mackey y Ia condicion estricta de Mackey que definimos

n 2.3.2); pero antes mostremos el signicate lema que serid necesario:

anteriormente (cfr. Definici
Lema 3.1.2 Si (£, 1) satisface la condicidn de convergencia de Mackey entonces cada sucesidn

de Cauchy cn (£,7) es de Cauchy en algiin disco cermdo y acotado.
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Demostracién. Sea (z,), € E de Cauchy y i : N — N x N, i(r) = (i1(n), iz(n)). Consid-

cremos Ia sucesién (¥ = Ti,(n) — Tiy(n))n, POr ser (xn)n de Cauchy en E se ticnequeys — 0 y

por la de conver de Mackey y; — 0 en un disco D. Esto quiere decir que (Tn)n

es de Cauchy en D. B

Proposicién 3.1.68 Si (£,7) e.l.c. satisface alg de las siguientes tres dici :
1) (E,T) es ial te compl

2) (E,7) satisface la condicién de converyencia de Mackey

3) (E,7) satisface la condicidn estricta de Mackey,

son equivalentes

) (£,7) es localmente completo

b) (E.,7) tiene la propicdad by, 4-sumabitidad.

Demostracién. Por lo dicho anteriormente basta probar que si £ es localimente completo
¥ tiene algnna de las condiciones adicionales, entonces tiene 1a propiedad de {;, g-sumabilidad. 1)
Si 2 es seenencialinente completo ba conclusion es inmedinta. 2) Consideremos que £ satisface 1n

condicion de convergencin de Mackey. Sea (ir,)n € E una sucesién tal que para cada vecindad

=
de cero en E se tenga 3 o)) (#,) < o0 comno se hizo autes, la sncesiéon de sumas parciales
Wt

X
{ 32 anra)k es pu-Cauchy para cualquier (a4),, € {,. Por la condicién de convergencia de Mackey
n=1 .

también es de Cauchy en algin disco de Banach B y en consceuencia convergente en E y en
E: de estaomanera se satisface Ia condicion de I, o-sumabilidad. 3) Finalmente consideremos

y. Sea (Ta)n C E un

que £ satisface la condicién estricta de Mo sucesion tal que para cada

=
vecindad de cero en E se tenga 3= g4y (irn) < 00; sen 41 In envolvente absolutamente convexa de
Ih

esta sucesion, A es acotadn y por las hipétesis existe un disco de Banach B tal que 7 [4== o5 |a,

es decir existe Ug € Np(E,7) tal que A = ANUs € AN B, por lo que para cada x € A se tiene

Pu(r) € py(x) ¥ ast

PR AE

~o
= 3" A (En) < oo
1 n=1

De estee modo como se hizo en ¢l comentario anterior, la sucesién de sumas parcinles
&
(32 anrn)i es pu-Cauchy para cualquier (a,),, € {;. Por lo tanto es convergente en (Ep,pn) y
n=t

noen £. 8

asi convergente tamb!




De esta manera, al definir las condici de lp,1 bilidad y {,¢-sumabilidad aparecen,
como en varios artfculos las series que podrfamos llamar convexas como una generalizacién
natural de la idea de combinacién convexa. Dichas series ayudan a trabajar sobre proble-

mas como son el acotamiento uniforme o caracterizar ios local @ 1 McKen-

non y Qiu (cfr.[26], Teorema 2(3)) las utilizan para mostrar espacios de Banach-Mackey. A
nosotros nos interesara saber, jcudndo un espacio de Banach-Mackey satisface la condicién
para las series convexas dada por McKennon y Qiu? es decir, jcuindo satisfacen la condicién
de lp;—sumabilidad? Por otro lado, trataremos de dar reciprocos, con cierta generalidad, a

algunas implicaciones dadas por cllos en (26}, teorema 2.

Definicidn 3.1.2 ({27], pg.241, Definicién 8.2.22) a) (E, n(E, E')) e.l.c. ¢s cp—quasibarrilado
si cada sucesidn en el dual que es B(E’, E)—nula s equicontinua.
b) (B, p(E,E")) e.l.c. es cg—barrilado si cada sucesion en el dual que es o(E', E)—nula es

equicontinua.
Observacién.— A partir de la definicién es claro que co-barrilado implica cp-quasibarrilado.

Proposicién 3.1.7 (/27/, pn.241, 0bs.85.2.23) (E, 1«(E, E")) rs co—barrilado (co—quasibarrilado)

si y sdlo si su dual débil (fuerte) es localmente completo.

Lema 3.1.3 Sea (£, u(E, E')) de Banach-Alackey y co-quusiburrilado, entonces es co-barrilado.

D i6 U la proposici anterior; sea A C (E',0(E’, E)) acotado, por ser F
de Banach-Mackey, EY es de Banach-Mackey (cfr.[31], p.1568, Teorcma 5), A es (E', B(E’, E))-
acotado y esti contenido en un disco de Banach ncotado, por ser E cg-quasibarrilado, y
(E',0(FE’, E)) cs localmente completo. @

Proposicién 3.1.8 (E, u(E, E’)) c.l.c. es co-quasibarriludo y Banach-Mackey si y solo si

(E',a(E’, E)) es localmente completo, esto es, satisface la condicidn de lg,) -sumabilidad.

Demostracién. Necesidad: Es ja de la proposicion 3.1.7 y del lema 3.1.3.

Suficiencia: Se sigue de In proposicion 3.1.7, del heclio que localinente completo impliea
Banach-Mackey (cfr.[26]), Corolnrio al Teorema 3) y del hecho que co-barrilado implica co-
quasibarrilndo. @




Corolario 3.1.3 (E, u(E, E’)) es co-quasibarrilado y Banach-Makey si y sdlo si para toda

Sucesion (Tn)n C (E',0(E’, E)) convergente a cero y para cada (an)n € Iy se tiene que ZNanz,. —
n€
z para alguna x € (E',0(E’, E)).

Ejemplo 3.1.2 (cfr.[27], ejemplo 8.2.21) Un espacio cuyo dual débil es secuencialmente com-
pleto y no es P°—barrilado y por lo tanto no es co-barrilado. Sea E = (I%°, u(I°, 1)), por el
lema de Schur ([24], pg.281, Teorema 22.4.2) E no pucde ser [°°-guasibarrilado porque en caso
contrario seria barrilado, de acuerdo a ([27], pg 239, obs. 8.2.14(d) y pg. 241, corolario 5.2.20)
y 1! deberfa ser reflezivo. (cfr.[27], ejemplo 8.2.21).

Ejemplo 3.1.3 Un espacio cuyo dual débil es 1 ! ¢ pl. y no ial te com-

pleto. E = (I', i(I1, co)) » asi en este caso, cada sucesivn nula en (E', a(E’, E)) es E-cquicontinua.
(cfr.[27]. ejemplo 8.2.21).

En [26], Teorema 2(3)

MeKennon y Qin prucbhan que eada espacio con la propiedad de lo,1-
sumabilidad es de Banach-Mackey; reunamos ahora los resultados anteriores para ver cudindao
son equivalentes estas condiciones.

Corolario 3.1.4 En (E, n(E, E')) e.lc, con lu topologia de Mackey son cquivalentes:
a) E e¢s cg-barrilado
B)E ex co-quasibarrilado y E es B-A (también E* es B-M)
cHE'.0(E'. E)) es localmente completo

d)(E'.a(E', E)) es un espacio con la propicdad de o,y - bilidad,

Definicién 3.1.3 E e.l.e. es barrilado (quasibarrilado) si cada barril (que absorbe acotados)

s vecindad de cero en E.

Lemn 3.1.4 E e.lc. es quasi-barrilado y Banach-Mackey o1 y sdlo si ¢s barrilado.

Demostracién. Sabemos que E es Banach-Mackey si y sélo si cadn barril es bornivoro

os deci

absorbe ncotados (cfr. [26], Teoretna 1), como E es quasi-barrilado cada barril bornivoro

eos vecindad de cero, nsi tenemnos que os barrilado. El reciproco es inmuedinto. @
Carlos Bosch muestra en [3] Teoreman 1, que cada espacio localinente barriludo es de Banach-

Mackey asi notamos que cada espacio localmente barrilado y quasibarrilado es barrilado; y
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de Wilansky podemos cerrar una serie de implicaciones dadas por

do el sigui

McKennon y Qiu.

Teorema 3.1.2 (/31], pg. 153, Teorema 10-2-4) Sea (E,F) una dualidad son eq
i) (£, F) es semirreflexivo.

ii) B(E, F) es compatible.

iil) u(£, F) es barrilado

iv) (E,0(E, F) es tal que cada cerrado y acotado es completo.

!

Proposicién 3.1.9 Sea (£,7) q 25id rilado, son equi

a) E es de Banach-Afackey
b) E' es Banach-Mackey
c) (E,7) es barvilado

d) E' es semirreflezivo
e) E satisface que abconvk es compacto pama cada K C E' compacto
bilidad

tad de lo s -

f) E’ satisface la g
) E' es localmente completo
h) E' es localmente basrvilado.

5.

Demostracién. a) implica b) Por [31], pg.158, Teorema

b) implica ¢) Por el lema 3.1.4.
c) implica d)} Por el tecorema anterior parte (iii implica i).
d) implica e) Por el teorema anterior parte (i implica iv) y por cl hecho que In envolvente

o cs totalmente acotada y que la completez vale para toda topologia

cor de un co
comprendida entre Ia débil y la fuerte (efr. {31] pig. 122 ¢j. 8-5-5).

e) implica f) Por [26], Teorema 3.

£) implica g) proposicién 3.1.5.

g) implica a) Es el resultado {3), Teorema 1. B

Enunciamas ahora ¢l siguiente tcorenma de Bosch, Gilsdorf y Kucera:

Proposicién 3.1.10 (f3/, Teorermma 1) Sea E e.lc. localmente barrilado entonces E es de

DBanach-Aackey.
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Estos mismos autores dan posteriormente (3], tcorema 2, un reciproco a esta ultima propesicién,
utilizando dos propiedades técnicas:
P: Para todo disco cerrado y acotado A existe un barril D tal que A = DN E,,

H: Para todo disco cerrado y acotado A se ticne (E4,Ta) es compatible con la dualidad.

Proposicién 3.1.11 (/3/, teorema 3) E e.l.c. con las propiedades PP y H. E es localmente
barrilado si y sdlo si es de Banach-Aackey.

Sin embargo, Qiu y Mckennon [26], teorema 4, muestran gue un espacio de Banach-Mackey
con la propiedad P es tal que cada funcional lineal acotadn es continua; por lo que Bosch,

Gilsdorf y Kucera {4], dan después un resultado mais general con hipStesis mas débiles:

Teorema 3.1.3 (4], Teorema 2.2) Sea E e.l.c. Supongamos que pera cada conjunto acotado

A C E, eriste un disco C, tal que A C C y para cada barril B C Ec hay un disco DD absorbente

en E, con B == DM\ Ey y se cumple una de lus siguientes condiciones: D es cerrado en E o D

es vecindad de cevo en E. Si ademds los conjuntos débilmente acotados en E' son fuertemente

acotados., ¢ E es K- 1y te barrilado.

3.2 Conjuntos CS-Cerrados

En la seccién anterior, hablamos un poco de series convexas, en esta seccién precisaremos este
concepto y veremos su utilidad para generalizar In idea de envolveute convexa de un conjunto,
asf{ como para debilitar la nocién de cerradura secuencial y dar otra visién de los discos de

Banach, basandonos en los trabajos de Jumeson [19] y Kiikol [23].

Definicién 3.2.1 Sea (E,7) elc.
= oo
a) ACE, (an)a € A y(c,) C(0,1] tal que 3, = 1 st la serie 3= cua, €5 convergente
n=1 ns1
diremos que es una scrie convexa convergente de clementos de A,

b) A C E es CS-cerrado si contienc la suma de cada seric convera convergente de sus

clementos.

¢) A C E es CS-compacto st cada serie a de sus el tos converge @ un punto en
A,



d) A C E es ultraacotado si cada serie de sus el es yente en £,

e) La CS-cerradura de A es ¢l menor conjunto CS-cerrado que contiene a A.

N que la i ién de conjuntos CS-cerrados es CS-cerrada.

Recordemos que B es acotado si y sélo si para cualquier sucesidn (2,),, € B y cualquier
sucesién de escalares convergente a cero t,, — 0 se ticne th,x, — 0. Por tanto, ultraacotado

implica acotado.

Definicién 3.2.2 Una topologia T en E es admisible si es una topologia polar mds fina que

la débil y mds gruesa que la fuerte, es decir, entre la débil y la fuerte.

Proposicién 3.2.1 a)(f23], Proposicién 2.2) A es ultreacotado si y sdlo si eriste K CS-
compacto tal gue A C K.
b)([19], Proposicién 6.8) Todas las topologi frnisibles tienen los mi. conjuntos CS-
tos (ultr tados).

Notemos que la propiedad citada en (a) de alguna manera debilita el hecho que para un
conjunto acotado e¢n un espacio con la topologia débil siempre existe un compacto qtue lo con-

tiene,

Proposicién 3.2.2 En(E,T) e.l.c. con la propi 1 1oy bilidad toda id: gente

es ultraacotada.

Demostracién. Si x, — T, eutonces (T, —x) — 0 y para toda S_a, =1,
N

S-an(xzn — x) — ' implica o apTn —z' +x. B
N N

Proposicidén 3.2.3 Sea (E,7) e.l.c. tal que cuxrKX es CS-compacto para todo I compacto en

B, t E es l It e pleto; y por lo tanto de Banach-Mackey.

Demostracién. Para toda £, — 0, X = {z,},, U {0} es compnacto, por hipdtesis coz/ es
CS-compacto, asf que E es un espacio con la propicdad lpj-sumabilidad y es de Banach-Mackey.

Definicién 3.2.3 (/15/, Dcfinicién 3.1) Sea E e.l.c., W una palma estricta en E es compat-

ible con los conjuntos acotados si para todo A < E acotado se satisfacen:
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1)Existe una cuerda Wi tal que para toda k € N, eriste Ux € No(X) absolutamente convera
tal que ANUx C W,

2) A C axWi pare alguna ay .

p con los
A es el

Proposicién 3.2.4 Sea (E,7) e.l.c. con una palma estricta
tados.

171 aco-
Entonces la CS-cermdura de un conjunto 1,

%3 de todas las sumas
de series conuveras convergentes de sus elementos.

Demostracién. Dado A C E acotado sea Ag cl conjunto de sumas de series convexas

converg; de el de A. Mostraremos que Ap es CS-cerrado y es la CS-cerradura de

A, cs decir, dada la serie 3. A, = x tal que (r,) C Ag y 5_: An = 1, A, € [0,1] existe
(@ndn C Ay (n)n C0,1): 3 v = 1 tal que T2 suan ==

Scx\ Z AnTyn = x, para todan
ne
natural existe (e} C Ay (a{,) < (0,1}, ): a?,

=1 tal que ¥ ofai z...
n€N

Para todo & natural
--scujmnos No =

1,y N > Nk, tales que ): A > 1— ¢ ,y para todo N > Ni sc cumple —
1
= : :
AnLy = AnZn € Wi esto se punede garantizar por la condicidn 2 de la commpatibilidad
+1 ¥ S I H
=1 N¥L
con los conjuntos ncotados de la palma)

Tomemos ahora Wi v,y parn eada & naturaly y escojamos Jy > Jiey tal que para o

J = g

1,2, ..., Nk terigamos o, — 2. odal, = J};l adal, € Wieen,) paratodo J = Jx y z‘ o > 1 -4
EAnd 1=

Tomemos los oscalares Ay, arreglemoslos como una seric que depende de b, Sy < j < Ji

¥y Ny < N < Ni y veamos q\lL pasa con las smmas p’lruull‘s

P E. z Ancdal, =z — >: S >: AnlEa + Wikan,))
T

C r— }: AnTn — 2 AaWiane) © Wiar — (Wiaw, + -+ W)
< W L+| + Wi C "

» por tanto la serie converge a x.
Sea Dy =

{(Go1) 11 €7 < .Ji,1 €1 < N}y notemos que
N g

s N .

12 T el = 3 An S5 a2 > 55 An (1—4) > (1= })* para todo k natural, por lo tanto
D . =1 n=l

©s unn seric convexa.

Definicién 3.2.4 o) B C E es

un CS-barril si es absolutamente convexrn, absorbente y CS-
cerrado.

b) E es localmente CS-barrilado si para cada conjunto acotado A C E cxiste un disco

acotado B tal que A< B y Egp ¢s CS-barrilado, ¢s decir cada CS-basril es vecindad de cero,
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Veamos que muchas de las propiedades de los barriles son védlidas para los CS-barriles a
pesar de ser estos conjuntos mds pequeiios que los primeros.

Proposicién 3.2.5 a) Si E es CS-barrilado entonces es barrilado.
b) ([19], Teorema 1) Si E es metrizable entonces (A)° = A° pam todo A CS-cerrado (nos

referimos al interior de A).
Por otro lado, si consideramos (£, 7) localmente barrilado, es decir, para cada conjunto
acotado A C £ existe B disco cerrado y acotado tal que A C B € £ y (Ep,pn) es barrilado,

tenemos que para cada U CS-barril en Ep , U es un barril y vecindad de cero en pg, como

{Ep.pr) es metrizable y satisface la condicién (b) de la proposicién anterior por lo que U es
también vecindad de cero con respecto a ppz. Concluimos asi:

Proposicién 3.2.68 (E,7) c.l.c. es localmente barrilado si y solo si es localmente CS-barrilado.

Definicién 3.2.5 La envolvente CS-compacta de un conjunto A es el conjunto de series
convezras convergentes de sus elernentos.

Recordemos adernis que A C £ es CS-compacto si cada serie convexa de elementos de
A converge a un clemento de A. Esta definicién como podemos ver, tience el problema cque
la envolvente CS-compacta de - no necesariamente es CS-compacta, como sucede en el cso
de la envolvente convexa de un conjunto; por eso definimnos Jos conjuntos ultraacotados para
los cuales si se tiene esa propicdad. Ademiis debemos notar que la envelvente CS-compacta
tampoco ¢s en general la misma que In CS-cerradura, de ahf que sea importante la proposicién

qute habla de la CS-cerradura de conjuntos acotados en un espacio con una palma compatible
con acotados.

Teorema 3.2.1 ({23, Teorema, 2.4) Sca (E,7) un e.l.c. cntonces
a) B C E es un disco de Banach st y sdlo si es CS— compacto.

b) E es localinente completo si y sdlo si cada conjunto acotado cs ultraacotado.
Proposicién 3.2.7 Bn (E,7) ed.c. cuda CS-barril absorbe conjuntos ultraacotados (discos de

Banach ).



Demostracién. Sea (£,7) ed.c., W un CS-barril y A un conjunto ultraacotado en E. Sea
D la envolvente balanceada CS-compacta de A, por ¢l teorema anterior, este es un disco de
Banach y por tanto Ep cs barrilado. 7 : Ep — E es continua asi que W~ M Ep es un barril en
(Ep,pp) ¥ es vecindad de cero ahf, entonces A € D ¢ A W' N Ep; ahora bien, como 1V es un
CS-barril en E, W n Ep es un CS-barril en (£p,pp) por lo siguiente: dada (zn) C WNEp y
S an =1 tal que T-anT, — T en {Ep,pp) entonces 3 a,x, — T en (£,7) y € W por ser
\ un CS-barril en (£p, pp) y tiene ¢l mismo

un CS-barril en E, es decir, z € W N Ep y oste
interior. con respecto a pp que W NEp. Porlotanto A C D C AW N Ep)cC AlV. @

Proposicién 3.2.8 (/26], Demostracidn del Tvorema 2(1})) Sea E localmente barrilado, en-

tonces cada barril es bornivoro.
Venmos la propdsicidn andloga para los CS-harriles

Proposicién 3.2.9 Sea E loculmente CS-barrvilado, entonces cada CS-barvil es bornivoro.

3.3 Limites Inductivos

Definicidn 3.3.1 (£, 1) = lim(E,, 1,) ¢s ultrarregular si cada A C E ultrmacotado es ultra.

acotado en algin E,.

Proposicién 3.3.1 Sea (E,7) = lim(En, )
a) Si A C E, es ultraacotado entonces cs ultraccotado en E.
b) Si E cs localmente completo son equivalentes I s reqular y E s ultrarregular,

c} Si cada E, cs palmeado E es wtrarreqular.

Demostracién. a) Sea A C E, ultrancotado entonces existe i < E,, CS-compuacto tal
qQue A € I por la proposicion 3.2.1. Como I os disco de Banach (ver Teorema 3.2.1), K sigue
siendo disco de Banach en E y por la misma proposicion 3.2.1, como 1 € K C F esto imnplica
que A es ultraacotado en £,

b) Sea £ regular y loealmente camnmpleto, veamos que es nltrarregularc: Sea »1 & E ultra-
acotado, entonces A o acotado en £ y existe I disco de Banach que contiene i #; por ser

B tambidén acotado estid contenido en adgmin E,, adeniis os acotadao, v disco de Banach ahi,
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como A C B ¢ E,, se tiene que A c¢s ultraacotado en E,. Inversamente si E es ultrarregular y
localmente completo, cada acotado en £ es ultraacotado por el teorema 3.2.1, y estd contenido
¥ es ultrancotado cn algun E,,, por lo cual estd contenido y es acotado en Eng.

c) Sea A C E ultraacotndo entonces A C K C E para algiin K CS-compacto (disco de
Banach) id : (Ex,px) — (£,T) es continua; por [8], pg.71, corolario iv.6.5 existe un natural n
tal que i : (Ex, px) — (En,Tw) es continua, por lo que X siguc siendo disco de Banach en £,,;

asi A C K C E, es ultraacotado en E,, B

Lema 3.3.1 Sea (E,7) = lim(En,7a); sca (G) la siguicnte propicdud: para todo natural n
eriste B,, C E., barril tal que B, C Ex es ultmacotado para alguna k 2 n. Supongamos que
(£,1) tiene la propiedad (G). Si A C E e¢s un disco de Baire entonces existe un natural m tal

que cada barril en I, es denso en alguna parte en (Ea,pa).

Demostracién. Supongamos que no, esto es, existe un barril 3) C £ tal que 3y C E,q)

existe

ultrancotado y denso en ninguna parte en (£4,p24)- Supongamos que para {.c(j));‘
By C £, tal que B, C E,(,) es ultraacotado y denso en ninguna parte en (£a,p4); por la
propicdad (G) existe un barrilBne1 C© Euqny tal que Byt © Euq, +1y s ultraacotado y denso
en ninguna parte en (E4, pa). As{ construimos unn sucesion de barriles (B(j))“,’;, . Para m
fijo en los naturales, m83; s denso en ninguna parte en (E4,p4) ¥y por ser ultraacotado en
E,yy my C ABy para alguna A > 0, ya que los barriles absorven conjnntos ultracotados,
asi m(By + B2) C pB2 para alguna g > 0 denso en ninguna parte en {(Ea,p4) y por ser
ultrancotado en E,(z), se ticne (43 + B32) C N33 esto hnplica mi(B), + B2 + Ba) C /133

» proceso y concluimos que

denso en ninguna parte en (E,4, p4); seguimos inductivamente
para toda m, &k naturales m(3, + B2 + .. + Bi) C p” By denso en ninguna parte en (Ea,p4),

luego

Exn ¢ EclJ U mBi+82+ ..+ B)

keENmeN
c YU UmBi+G+ . +Lac ) U sbBin
LN meEN kEN pEN

con (Ea,pa) de Baire. Lo cual es imposible. Por lo tanto existe un natural 1 tal que cada

barril en £, cs denso en alguna parte en (F4,p4). B
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Proposicién 3.3.2 Sea (E,7) = lim(En,7m). Para todo natural n, E, es de Banach Makey y

que satisface (G). Entonces E es regular si y sdlo si es localmente Baire.

D id N idad: Sea A C £ acotado entonces A C E,, para alguna n natural;

por ser Banach-Mackey cada barril en E, es bornfvoro (cfr. [26], Teorema 1(S3)). Sea B, C E,

el barril que es ultraacotado en algin Ex. Entonces A C tB,, € K, C Ei con K disco de

B h en Eix y también en E. Por lo tanto £ es localmente completo y localmente Baire.

Suficiencia: Sea A C E acotado existe DD disco de Baire que lo contiecne. Por el lema an-
terior, existe un natural rn tal que cada barril en E,, es denso en alguna parte en £p, y por
la propiedad (é) se puede escoger un barril 2 C E,, que sea ultracotado en Ey, & = . Ten-
emos que el interior de la cerradura de B con respecto al disco de Baire D, que denotaremos
D(B)e # ¢ implica que existe » > 0 tal que A € r P(B)°. Seu p € A, existe z, € r2 tal que
pp(x; —p) < 2~%. Supongamos que tenernos{r, } u) tal quex; € 2=+, By /11_,(‘él @xi—p) < 277

para todo 7 = 1,..,n. Entonces (}’j @wy - p) € 27" P(BF)e y existe w1 € 27700 tal que

Pp{(Tnsy — (p — Z: xi)) < 2=+, Por lo tanto ): &, — p con respecto a4 pp y n .

Por otro Indo, con:ldcrcn)os la funcional do l\hlxko\x\kx generadn por el barril 2 en E,..
Pirp)(Tn) < 277+ impliea que (.).;i Z,)n o5 de Cauchy con pip). Como rD cs ultraacotado
en Ej, la misma sucesién (x,) es ncotada en Ey, y r3 C K disco de Banach implica que
(f: Ti)n es de Cauchy en (Ex,, rx, ) y convergente, tanto alii como en Ex y en £ a algiin punto
q; Ey; y por ser E de Hausdorff , g = p con lo cual 4 C Ex. Por lo tanto £ es regular. @
Observacién.- Si usamos el hecho que cada CS-barril absurbe conjuntos ultrancotados se

puede quitar la condicién de Banach-Mackey y concluir £ ultrarregular en lugar de regular.




4. Convergencia de Mackey

4.1 Convergencia de Mackey ¥y Sucesiones Dobles

Recordemos, como en la definicién 2.3.2 que una sucesién (¥n), en un el.c. E es Mackey

convergente si converge a al@in x en (£, pg) Para algiin disco acotado, por lo que toda sucesién
Mackey convergente es convergente en la topologina original. En el libro de Kéethe ([24], pg. 382,
Teorema 28.3.1(c)) se puede ver la demostracién de que que cada sucesién convergente en un
e.l.c. metrizable es Mackey convergente. Nuestro problema ahora, es dar condiciones para que

una sucesién convergente en un espacio £ mds general sea también convergente en el sentido

de Mackey; Jarchow y Swart [21], dan condiciones cuando el esp es local
y bornolégi aqui i emos principalmente espacios vectoriales topolégicos (e.v.t.), no
local convexos que posean una sucesién doble completante (cfr. [22], pg.

230) y localmente r-convexos (cfr. [20), pg. 101); y en los cuales adoptaremos la siguiente

definicién de sucesién Mackey nula:

Definicién 4.1.1 Sea (E,T) e.v.t. (Tn)n € E es Mackey nula si y sélo si existe una sucesidn
de reales positivos (rn), tal que r, — ©O Yy Tax, — 0 en E. Andlogamente decimos que

(n)a € £ es Mackey convergente a x si (xn — T)n es Mackey nula.

Se puede consultar [24], pg. 382, teorema 28.3, para ver que cuando E es localmente convexo

esta iltima definici es equjval e a: (Tn)ok: C £ es Mackey convergente a r si existe

B C E disco acotado tal que , — T en (Eg,pp) (cfr. definicién 2.3.2). Six = 0, (Tn)32%,
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es Mackey nula; andlogamente se define la nocién de Mackey-Cauchy y como se vio en el
de Mackey implica Mackey-Cauchy.

capitulo anterior lema 3.1.2 Ia dicién de conver
Obtservemos que i : (Eg, pg) — (£, 7) es continua, por lo tanto Mackey convergente implica

originalmente convergente.
Por lo dicho anteriormente, tenemos que cada e.l.c. metrizable satisface la condicién de

convergencia de Mackey.
Sabemos que, para un e.l.c. ser completo implica seccuencialmente completo, lo que implica

a su vez ser localmente completo y que en un espacio métrico las tres son equivalentes ( cfr.

[5),. Teorema 2); por otro lado, en un espacio métrico la condicién de convergencia de Mackey
cuencjalinente completo

se satisface; veamos que en un e.l.c. con la c.c. M, ¢s equivalente ser s
» localmente completo, el cual es un resultado miis fuerte que el anteriormente citado.

4.1.1 Sea (£,7) el.c. tal que se satisface la c.c.AM. Entonces son cquivalentes:

! P 7

E es localmente /{ y E es scc

s existe un disco B

Banach D que

Demostracidn. Sea (£n)n € £ una sucesion de Cauchy, entonc
wcatndo 14l que la sucesion cs de Canchy en (£x,pp) y existe un disca de
contiene i B; asi (fa)n C (En, pp) es Cauchy y por lo tanto ¢s convergente en oste espacio y

-

en £ mnismo. Secuencialinente completo siempre implica localmente completo.
Definicidn 4.1.2 E e.l.c. es bornolégico si cada congunto absolutamente convero y bornivoro

es vecindad de cero,

El siguiente resultado caracteriza algunos espacios con la condicion de convergencia de

Mackey.

pleto. Son cq

Teorema 4.1.1 (Jarchow-Swart, [21]) Sca E local;

2 de conver de Mackey.

a) E es bornoldgico y satisface la ¢

b) E = “e”‘ E.. cada E, es de Bunach sepamble y cada sucesidn nulu en F es una sucesion
"€

nula en algin E,,.

Hechas ostas coasideraciones podemos definir Ia condicion de convergencia de Mackey de
una manera mis amplin para espacios vectoriales topolagicos y dar una caracterizacion de una
emente grande que la satisface.

familia de os sufici
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Definicidén 4.1.3 E e.uv.t. satisface la condicién de convergencia de Mackey (c.c.M.) si

cada sucesidn nula es AMackey nula.

A continuacién definiremos una estructura similar en apariencia a las palmas y que nos serd

muy 1itil para encontrar espacios que satisfagan la c.c.M.

Definicién 4.1.4 (/22/, pg. 230) Una sucesién doble completante en un espacio vectorial
topoldgico (E,T) es una familia (K} )n en de conjuntos balanceados tales que:

1) K7 € K}*! para todo n, j naturules.

2) K7 + K7y © K} para todo n,j naturales. -

3) U K} es absorbente en E pam todo j natural.
neN

o
4) Para todo jo € N si x; € K} para j > jo. 2 T = we en £ a alg
i=30
z € K},

Adetniis (I\’,") es compatible con Ia topologia st para todo U € No(E), y para todo

imeN
n € N existe un natural J tal que A7) € U para todo j > J.

Por cjemplo si £ es secucncialmente completo ¥ tiene una siteesion undamental de conjuntos

acotados cerrados i.c. A C Ay C .. tal que para cualquier acotado B C E existe ng natural y o
real positivo tales que 8 C ad,, (esto en particular enando tenemos un espacio dual fuerte de
sn

un metrizable}; en este caso se define AP = 2724, y las propiedades se verifican directamente.

D o abajnremos s 5 . - s (Rn cn cn
En adelante trabajaremos sucesiones dobles completantes (I\J )n,JGN tnles que K74, © %I\J

para toda 11 y para toda j.
Definicidén 4.1.5 (£, 1) tiene una sucesién doble secuencial (8DS) si poseé una sucesidn
doble completante (K}') tal que para toda (£n)men © E nula existe no € N tal que para cada

natuml j , existe un natural M, tal que 1, € K3, para toda 1 > A,

Definicidn 4.1.6 (E,7) = lim(Ey, 7a) cs secuencialmente retractivo si cada sucesién con-

vergente en E converye al mismo punto en alpin .

Proposicién 4.1.2 Un limite inductivo sccuencialmente retractivo (£,71) == li_m(Ek,rk) ticne

una sucesidn doble secuencial si y sdilo si la ticne cada espacio Ej.
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ién doble ial

s N sdad: 3
ad: Para cada k € N sca (](;)(k) < Ex

n
conv 3 K ;‘(k) las propiedades de sucesién doble se verifican facilmente; y para
k=1

D
en Ey. Sea K =
ver que es sccuencial, sea (z,)n € £ nula, por tanto nula en algin £y , con su correspondiente

i6n doble ial y por la forma de K} también es secuencial en £.
Necesidad: Sea l(;' sucesién doble completante en E consideremos I(J':“_) = K} NE}, claramente

en Ey se satisfacen las condiciones 1,2,3 de sucesiones dobles, para ver que es completante en Ey,,

=
seax; € K\, C K} entonces 5 x; converge a alguna x € KX, en la topologia de £, ahora bien,
sucesion de sumas parciales y la de los x; esti contenida

o
por ser £ sccuencialmente retractivo Ji
o
en algdnr Ky y es convergente ahi. Por lo tanto3” x, converge a alguna x € Ep MK = K7, (*%)

e

¥ In sucesion es completante. De manera andloga se verifica que cs secuencial.
Observemos que con una demostracion andloga se puede ver que cada subespacio secuen-
cinlmente cerrado de un espacio con una sucesiéon doble secuencial tiene una sucesién doble

secyencial, lo cunl no necesarinmente sucede con el producto infinito, suma directa infinita o

imagen dirceta.

Teorema 4.1.2 Sea (E,7) e.v.t. con una sucesion doble secuencial compatible con la topologia.

Entonces E satisface la condicion de convergencia de Mackey.
Sea v — 0 on (£,7). Tenemos que (o), en €5 Mackey nula si y sélo

Demostracisn.
— Oen (£,7). Sea (1{;-) sucesion doble secuencial

e Tm — oo tal que r

1oy € M tal que para cada natural j, existe un

compatible con la topologia, entonce
natural M, tal que ry, € l\’;", para toda m > Af;. Recordemos que para cualesquiera naturales

n,j se ticne Ky, © 3R asf Ko < LA, C© & A por o tanto, para toda { € N tencemos
K}y © gr ) Notemos que g5 < 3, para todo j € N. Sea I3 1= Ky asl K < LK < LK)
iste Al; € N tal que Vi 2 AJ, se cumple x,, € A7 € LK < LK 1o que

entonces
implicn que Vi 2 Af; se tiene jr,, € i)
Vm 2 My, (G+ 1) xm € K3,y asi para todo j € N. Definamos r,,, = j si Al

Jim = co. Por ser (#3) compatible con la topologia se ticne 7,

- Anidilogamente para 5 + 1 existe Af; oy = Afy tal que

< mo< My
w—0.m

imaplica lim r,, =
mldo
Dado lo anterior, concluimos que el tener una sucesion doble secuencinl es, de alguna manera,
' 3
Ia propiedad de convergencia de Mackey miis una cierta propiedad adicional de los espacios con

sucesiones dobles. Venmas cual os esa propicdad adicional que estamos pidiendo.
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Definicién 4.1.7 Un e.v.t. (E,T) ticne una sucesién doble casi secuencial (SDcS) si

drmite una ién doble

letante (1(;‘) tal que para cada sucesidn nula en E erxiste n,
natural tal que para todo natural j ezxiste Al; y aj; real positivo tal que m > Af; implica
T € az 70,

> con una sucesién de conjuntos

De aquf tenemos que cnda espacio ialmente cc
balanceados y acotados (A,), tales que A, + A,, C A, ¥ que cada conjunto acotado B es

absorbido por alglin Aa, ticne tal propiedad, tomando K = 277 An.

Proposicién 4.1.3 Sea (E, 1) e.v.t. que satisface la condicidn de convergencia Alackey y ticne

una idn doblc casi {. Ent dicha idn es doble ial.

Demastracién. Sea z,, — 0 en (£, T) por la condicién de Mackey existe (rn,),,, sucesién
creciente de renles positivos que tiende a infinito y rpem — 0 entonces 7,,xm € a, I\‘;" siempre
que m = Af;. Por tanto o € $4 K} C K}° siempreque m 2 Al y rpp 2 o, @

Veamos a continuacién el ejemplo de un espacio con una sucesién doble casi secuencinl, pero

ace la c.c.M.

que dicha sucesion doble no es secuencial y ¢l espacio en cuestién no satis

Ejemplo 4.1.1 Sea (E,||)} un espacio de D h con 1 {ébilrnente convergentes que

1o sean converyentes cn norma (por cjemplo LP,1 < p < o). Sen I3 la bola unitaria cerrada

en E, y para cada n sea K} = 2773 una sucesidn doble pl -con respecto @ la norma

y a la topologta débil-. Ademnds tquier disco de D con ¥ a la norma lo es con

lquier otra ¢t logi tible. Sea (xn),, € E una sucecsién débilmente nula,

T o a c q 7

no convergente con respecto a la norma. Entonces no puede estar contenida en ningin K}
y por {13/, corolario ! del teorema 3, ¢l espacio E no satisface la condicidn de convergencia
de Afackey; sin embargo, esta sucesidn al ser acotada débilmente y acotada en norma, estd

contenida en oK} pars alyuna o, real positivo.

A partir de lo anterior vemos (ue:
1) SDS implica c.c.Af.
2) SDcS y c.c.A. implican SDS.
3) §DS implica $DcS (csto tomando ay = 1),

Por lo tanto SDS es cquivalente a $DeS y c.c.Al. simultinenmente.  Por otro lada, por el
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ejemplo anterior vemos que SDeS no implica SDS ni c.c.Af. Asf tenemos una caracterizacién

de la convergencia de Mackey cuando hay una sucesién doble completante y esto es vilido atin

iderando ios sin convexidad local. Resumicendo obtenemos el siguiente resultado para
espacios vectoriales topolégicos:
Corolario 4.1.1 Seca E e.v.t. con una ion doble. Ent E tiene una SDS si y sdlo si

ticne una SDcS y satisface c.c. M.

Restrinjamos £ nuevamente al caso de ser espacio localmente convexo, para complementar

un resultacdo de T. Giledorf sobre convergencia local

Definicién 4.1.8 (/13] pg. 23-3) Sca (E,T) e.l.

., {(Tn),, C© E una sucesién nula es localmente
convergente a cero si eriste un disco de Banach B tal que x,, — 0 en (Ey,7g). 8Si cada
sucesidn nula en E es localmente convergente a cero decimos que E satisface la condicidn de

convergencia local.

Teoreman 4.1.3 ([13], Tcorema 4) Sea (E,1) e.l.c. Son equivalentes
i) E satisface la condicion de convergencia local.

if) Paru cadax, — 0 en (E,T) existe un disco compacto K C E tal quex, — 0 en (Ex,pic) -

tii) E es localmente completo y satisface la condicidn de conver ia de Mackey.

Reuniendo los resultados anteriores se obticne el siguiente

Teorema 4.1.4 Sca E ec.l.c. con una s ion doble ol te (l(;'). Entonces son equiv-
alentes:
a) E sutisface la condicidn de convergencia local y la condicién SDcS.

b) E es localinente completo y satisface la condicicn SDS.

Demostracién. a=sb) Se sigue de (i implica iif} en el teorema anterior y la proposicién
4.1.3.
b=sn) Propicdad SDS implica condicién de convergencia de Mackey, por tanto se puede

aplicar la parte (iif implica i) en el teoremn 4.1.3. W



4.2 Convergencia de Mackey en Espacios Palmeados

En su articulo "The Mackey convergence condition for spaces with webs” (12} (que es la base
de esta parte del trabajo), T. Gilsdorf utiliza espacios localmente convexos para llegar a la
siguiente:

Proposicién ([12], Teorema 12) (E,7)e.l.c.
de convergencia de Mackey.

ialmente palmeado isfe 1a condicién

Asf mismo da un reciproco parcial para este resultado:

Teorema ([12], Teorema 18) Sea (E, 7) e.).c. localmente completo y estrictamente palmeado.
Si E satisface In condiciéon de convergencia de Mackey, entonces es secuencialmente ;:mlmcndo.

Donde E e.l.c. es secuencialmente palmeado si tiene una palma compatible W tal que

(W""’)} de

para cada sucesién nula en E existe una coleccion finita de cuerdas {(lVL“))
W, tales que para cada Ak natural existe Afx natural tal que n = Af, implica x,, € U |V(')

Ahora bicn, si seguimos la construccién de estos cspacios palmeados cn el libro de Jurcho\v
({20), pg. 89-5.2), nos percatnremos que lo hace sin condiciones de convexidad local; para
cllo pide espacios vectoriales topoldgicos con una palma tal que para cada cuerda s¢ tenga
Wis1 + Wiy © Wy y se tiene asf una definicion alternativa mas general de espacio vectorial
topolégico paline:mddo. Con base en esto podemos gencralizar los resultados citados arriba, ya
que para verificar la proposicién anterior en el caso de un espacio vectorial topolégico basta
notar que ¢l hecho fundamental es Wiy, C 2791 para cualesquicra k,q naturales; lo cual
obtenemos con la definicién de Jarchow (20} a partir de 2Wiy © Wi + Wiy € W, implica
Wi+ € 2 'Wi, para concluir asf:

Teorcema 4.2.1 (E,7T) e.v.t. secucncialmente pal ! tisfe la licidn de ncia
de AMackey.

Con el objeto de proporcionar un reciproco, parcial también pero mds general, de este

hecho necesitaremos el tecorema de localizacion (cfr. [20], pg. 97 Teorema 5.6.3) y algunos otros

resultados acerca de espacios localmente r-convexos.

Teorema 4.2.2 ( (20}, pg. 97 Teorema 5.6.3) (Dec Localizacién) Seca E c.v.t. de Baire y F

e.v.t. estrictamente palmeado, con W palma estricta en F. §i T : E — F es una funcidn
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lineal cerrada, ent T es i y para al, cuerda (Wy), los conjuntos T=! (Vi) son

vecindades de cero en E para toda k natural.

Definicién 4.2.1 (/20], pg. 101, Definicidn 6.1.1) Sca 0< r < 1 fijo. A C E es r-convexo si
AA 4+ A C A, para toda A, ge = 0 tales que A" + u™ = 1. Si ad is A es bal lo di

que es absolutamente r-convexo.

Observacién.- Si r = 1, tencmos Ia definicién usual de convexidad.,

Proposicién 4.2.1 Ser absol te r-

se preserva bajo imdgenes directas y pre-
imdgenes de funci 1 . bi : lineal.

¢ inter es arbitrarias.

Parn U C E balanceado y absorbente se puede definir g, : £ — R* el funcional de
Minkowski dado de la siguiente forma x — inf {p > 0 : x € pU} que satisface q.(ser) = |11l g, ()
para cualesquiera £ € E, i € K. Si qu cumple la r-desigualdad del tridngulo q,.(z + y)" <

u (£)" + 44, (¥)" es una r-seminorma y si g5 '(0) = 0 cs una r-vnorma.

Definicién 4.2.2 (E,7) es localmente r-convexo si tiene una base de vecindades de cero

SJormada por conjuntos r-converos.

S$i T' es una familia de r-seminormas en E, sc¢ puede definir una topologin r-convexa usanda

($3,77) = {B(0.2,q") : € > 0, q € I'} como sub-base de vecindades de cero.

Proposicién 4.2.2 (/20/, py. 108, Tcorema 6.5.1) (E,T) c.v.t. es localinente r-convero si y

sdlo si criste una familia de r-seminormas que define 7.

Con las siguientes definici pr iciones y ejempl

s haremos ver Ia importancin de
trabajar con estos espacios, aparentemente raros pero muy frecuentemente usados en andlisis

funcional.

Definicién 4.2.3 (/20], Scccién 6.8) (E,7) espacio vectorial topoldgico cs localnente nco-

tado si tiene una vecindad de cero arotada.

Proposicién 4.2.3 (/20/, Proposicién 6.8.1) Todo (E,7) c.v.l. localmente acotado es metriz-
able.




Proposicién 4.2.4 (/20), Teorema 6.8.3) (E,T) e.v.t. es localmente acotado si y sdlo si su

topologfa estd determinada por una r-norma, para alguna 0 < v < 1. Es decir, si y sdlo si tiene

una indad de cero tada y r-

Ejemplo 4.2.1 ({20), Seccién 6.10) a} Todo espacio L,(X,m}, para 0 < p < 1 y (X,m) un
pacio de dida, es un io p-normable y completo.

b) Sea X un conjunto infinito, para 0 < p < 1, el espacio {,(.X) no ecs localmente r-convezo,
para tode r € (p,1).

€) Sea X un conjunto infinite. Pam 0 < p < r < 1, se tiene que Ly(X) es localmente
r-convezo si y sélo si es de dimensidn finita.

d) Consideremos Ly([0,1],A), (X la medida de Lebesgue), 0 < p < r £ 1, este espacio no

prop te a ning indad de cero r-convera.

De manera ansloga a como se definieron los espacios Ep para £ e.l.e. se hace también en
E espacio localmente r-convexo.

Definicién 4.2.4 (E,71) espacio local e 1

s localmente r-Baire si para cada
A C E acotado eriste B sbsolutamente r-convezo y acotado tal que A C B y el espacio (Ey, pp)

es de Baire, donde Ep es, como se definié anteriormnente, el

Y pp es la topologia gencrada por la r-norma q7, en Ep.

pacio vectarial generado por B

De csta manera, usando los espacios vectoriales topoldgicos localinente r-convexos podemos

dar un reciproco mis amplio para la condicion de la palina secuencial dicda por T. Gilsdorf.

Tecorema 4.2.3 Sea (E,T) espacio localinente r-convezo localmente r-Baire y estrictamente
palmeado. Si E satisface la licid

palmeado.

de convery, de AMackey, entonces cs secuencialmente

Demostracién. Sea IV una palma estrictn en E; (a, < E una suc

sucesidn de reales positivos tal que r,x,, — O en E. Sen A = {r,x,

i6n nuln y v, — o0
1 n € N}, como es ncoraddo,
cntonces existe B absolutamente r-convexo y acotndo tal gue (Egy,pn) e de Baire y A es
acotado en Eg. La funcién i : Eg — E es continua, por lo tanto, por ¢l teorema 4.2.2 la funcién

i tiene grifica cerrada y existe una cuerda (1) tal que iYW = Eu N Wy es vecindad de
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cero en (Ep, pp) para toda & natural. Por lo tanto A € ax(Ep N W) C ax Wy para alguna o

real positivo. Asf rnz, € axlVi por lo que z,, € ‘,—’:PVk C Wi, si i es suficientemente grande

para que [':—:l <18
Recordemos finalmente una propiedad mias general que la convergencia de Mackey y una

condicién suficiente para que esta se verifique

Definicién 4.2.5 (c¢fr. Definicion 2.5.2) Un e.l.c. (E,7) satisface la condicién estricta de
Mackey (c.e.M.) si para todo A C E acotado, eriste un disco B crrrado y acotado tal que

A C B ylas topologias T v pa inciden en A.
Definicidén 4.2.6 Una sucesién doble (I\';') en o5 compatible con los conjuntos acota-
n
dos si pura todo A C E acotado existe N € N tal que
@) Pam todo j € N existe un escalar a(j) tal que A C a(F KN
b) Purn todo j € N erxiste U(j) vecindad de cero absolutamente conveza tal que ANU(G) <
-V
ASA
Para verificar que un espacio metrizable tiene una sucesion doble compatible con los con-

Juntos acotados confrontese [15], 3.3(b).

Proposicién 4.2.5 Sca (E,T) ell.c. con (I\‘)") una doble patible con la topolog
Si la sucesién doble es patible con ac 4 ¢ E satisface c.e Al

La demostracién es similar a la que aparcce para espacios palmeados ¢n el articulo [15], con
la ventaja de que hay ios con jobles que no son palmeados, y viceversa; por lo
que este resultado compl a ln infor: i6n dada por Gilsdorf [15] acerca de la condicién

estricta de Mackey.
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5. Espacios [p(FE)

5.1 Convergencia en Espacios [,(F)

Es un hecho conocido que si £ es un espacio de Banach los espacios {,(EF), para 1 < p < oo
heredan la estructura de E, es decir, son también espacios de Banach; sin embargo, cuando se
considera cualquier espacio localmente convexo, en general sus propiedades no son heredadas a
tales espacios de sucesiones. Aqui estudiaremos en algunos casos, la preservacidn de propiedades
que hemos considerado antes. como el ser localmente completo, convergencia de Mackey, etc.,

bajo la for ién de estos ios

Definicién 5.1.1 Sea £ e.l.c.

a) Para 1 £ p < oo, se define el espacio de sucesiones (Ip(E),T) como el coryunto

{(z,.)" C E: i Pl(xn) < co, para toda U’ € .'Vo(E)}

ne=t

loate tefirnid

con la topologia T de inormas

por lu f

oo -
{ zp{,(.)) ., talque U € No(E)}A

nml

b) El espucio de sucesiones (Io(E),T) e3 el conjunto

{(:z:,‘)" C E:suppy(fa) < oo, pam toda l” € .‘VD(E)}
n

45




con la topol T definid

por la fe ilia de inormas

{sl':P(PU(')). tal que U € Nu(E)} .

Proposicién 5.1.1 Seca E e.l.c. L ¢ pl cntonces lp(E) es secuencialmente

complcto.

Demostracién, Sea (x;)icn C Ip( E) sucesidn de Cauchy, esto es, ":f:;‘ p’l’,(:z:,.(,,.) —Trm)) < €
si k,1 > L; entonces para cada mp fija la sucesién (T} (o) NieN €5 de Cauchy en E y convergente
ahi a algin Timg)- Sea T = (T(m)dmeN ¥ venmos que x; — x con respecto a la topologia de I,{(E).
Sea U vecindad de cero en E fija, entonces por cl lemn de Fatou:

oo

S AilEmy)

m=1

1

o oo
'Z "{.l(li;“zl,(vn)) =3 lim 75 (Ze,omy)

1 m=l

oo
£ linginf S AilEnom) < oo.

=1

De esta manera, vemos que x esti en [ (£). Por otra parte, veamos que se da la convergencin
usando nuevamente Fatou:

oo =
3 A Ee = Taem) = D fl[l(li}“-rl.(vn) = Li(m))
) e
oo o
= 3 Um g = Eagem) SEmind 37 o (E1m) — Txm) <e-
mal =1
=

Veamos que también se pucede verifiear esto para o (E).

Proposicién 5.1.2 Sea £ clec.

ial )
secue te ¢ t

7 1o (E) e¢s secuencial-

mente completo.
Demostracién. Sea (), = (£, (m))on © la{ E) sucesion de Cauchy. Esto es: para cada

U vecindad de cero en E y para cada € > 0 existe Af > 0 tal que sup py{&y (m) — i (o)) < € si
m
1,k 2 L. De csta innnera

PUCEL(m) — T (m)) SS:'!_P U (T (m) — Tk (m)) <€
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si i,k = L, para cada m fija, por lo que (Z; (m))i2; es de Cauchy en E.
Sea x(m) = li{n:,‘(..,.), en donde se toma el limite con respecto a la topologia de E. Necesi-
tamos MOSLTAT qUe T = (Z(m)) € ln(E)y = = li{nx, con respecto a la topologia de loo( E).

Primero veamos que sup py(T(m)) < o0 para cualquier U vecindad de cero en E:
"
pu{tmy) € pulE(ng — Te(m)) + PU(T(m)) <€+ H(U) si k= L(m, )

y donde H(U) = sup pu(xn m))- Por lo tanto sup pylz(m)) < 0@ y T = (T(m)) € l=(E).
m.n ™
Ahora veamos

PU(Tm) = Ti(m)) = tim py (T (rm) = Th,tom))

< liminfsup pu(Tim) ~ Ti,(my) < € si k = N(e).
i—oo m R B
Por lo tanto T, — T con respecto n la topologia de lo(£). B

Proposicién 5.1.3 Sea E c.l.c. localmente completo, entonces 1o (E) es localinente completo.

Pemostracién. Sea (x1,),, C le(E) convergente a cero, es decir, para cada U € No(E) y

parn cada £ > 0 existe un natural N tnal que sup {pu(.x:,,_(,,.))} < £ si n > N. Esto impliea que
B
para cada ma fija, la sucesion (&, (ime))neN 08 convergente a cero en E; de hecho, 1a familin de

sucesiones: {(x,_.(.m))ncs tmg € N} es uniformemente convergente a cero en E.
=
Consideremos una serie de reales positivos que sumen uno, 3. an = 1, asi para cada mo
n=1

o=
teNeMOS 3° Ann,(mg) — T(ma) CON Fespecto a la topologia de E. Sea x =
=t

(£ (umg))men entonces
necesitnmos mostrar: r € lo(E) y Ty, — i con respecto o la topologia de Lo (£).

Hagamos primero In sigiiente observacion: Sea U € No(E) y € > 0, entonces

Ny oo o0
P E(ny = D_ Ganm)) S D pU(@nTamn) £ D
n=xi

lanl < €.
"Ny 1

n=Ri+1
Ahora consideremos

Ny
pu(Tem) < €+pu (2 u..::..,(...)))
=

AT




~y
£ e+ 3 lanlpulEam) € € + llanil, f‘“'L)PU(In,(m))
n=1 !

Por lo tanto sup pu(cim) < My llauli, donde Ay = il'l'gpu(:r,..(,,.)). Y concluimos asf que
T € loa(E)-

Para la segunda parte, sea U € No(E) ¥ € > 0, existe N natural tal que (z, (m)) € U para
toda m si n > N, entonces py (Zn (m)) < 1 para toda m si n > N lo que implica pu(a,.::,,_(,,.)) =
a, para toda m sin > N. Sea Ny = N y tal que E a,, < & cntonces,

n=R,
Ny oo

PU(Tn) = D nTue) = pul Y AnTn (my)
ast n= N1

o oo
= 3 pu@aam) € S an<e

n=Ny+1t ne=Ny+1
Ny . ..
Por 1o tanto sup ¢ pu(Fmy — 3 Gutin (ey) ¢ < € si NV os suficientemente grande.
" n=1

Councluimos asi que este espacio tiene la propicdad {g1-sumabilidad, que es equivalente a ser

localinente completo por la proposicién 3.1.5. @
Corolario 5.1.1 Si E es localmente completo entonces co(f2) también lo es.

Demostracion. Esto we sigue del hecho que o E) € leo( E) cotmo un subespacio cerrado.
Sea p una seminorma en oo (E) y (£4),, € co(£) tal que x,, — x € loo(£) venmos que = € cp(E),
es decir, p(:£(m)) — 0. Sea ¢ > 0, encontramaos N natural tal que p(Tgn) — Fn,(n)) < € 8t > N.
Asi

M) € P(Tany — Tnem) + (TN ) < €+ plazn(n)) < 2¢

si o es suficientemente grande. @

Nos pustaria obtener un resultado similar a este en el easo de L,(E), pero al analizar la idea
de la demostracion en el caso [ (£) vemos que un hecho fundamental fue la earacterizaciéon de

espacio locatmente completo en términos de sucesiones; cosa que no se da

1 {p(E) como se vié
en la proposicion 3.1.6. Sin embargo s¢ mostré que la propiedad de I -sumabilidad implica

ser loealimente completo (efr. proposicion 3.1.1), de lo cunl obtendremos un resultado similar
al desendo, pero mias daebil:
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Proposicién 5.1.4 Si E tiene la propiedad lp4- bilidad £,
propiedad ly, ;-sumabilidad.

Ip(E)} también tiene la

Demostracidn. Sea (zn)a C [H(E) tal que f‘pﬁ(x,‘) < ooy sea (an),, €1,

o=
mostrar que existe ¥ = y(@n)n € [L,(E) tal que I anxn =y.
na)

¢- Necesitamos

o=
1) Veamos que para cada m € N se tiene Y, g5 (Zn(m)) < oo.

Z/’&(-‘En ) < z 2 T Znmy) = Z Ay(xn) < oo.

w=t

o

2) Por hipétesis se tiene que para cada m natural 30 @GnZn (m) — Um en E. De csta manera
n=1
o=

definimos la sucesion y : N — E como y(m) = ym = L. @nTn (m)

Necesitamos mostrar 3) y € {,(E) y 1) E anTn — Y con respecto a i, (E).
A=

oo
3) Tenemos y = (Y(m)) = (2 n,.r,_'(,,,)) entonces
ne1

m=1 m=1 me=1

- ,E:. (“z: ltnl pu(en, (...,)) < 2 (uo,.u (z ffuu..,(...))) )
- unnu"zz (o)

m=1n=

|(Eemeeo)...

es decir, y € I,(E).
4) Necesitiunos ver que ): rA (_/(,,,) 2 :r:,,_(,,.)) < £ si N es suficientemente grande,

.,El o (y(,,_) - ugl “"I"'("')) = .E A (..-?;+|“"z"'("'))
=

oo = "
Z PZ(Z Bulnmy) = D /JU(Z "v\In.(m)) 2 Z pulanz, (m)))

Por lo tanto

< lianlly | (o @) el -

n

1
oo o

= £ 5 daney=E 5 (e puaen)”

m= nn N4 1

o gs1a TERS WO nEst

SAIR BE LA BIBLIGTECA




< “ﬁ‘,‘.’ “ E E Py{zn(my) < € si N es suficientemente grande y donde
9 m=1 =N+l *
(ﬁﬁ)“ =(0,..,0,an+1,0N42,..). B
Corolario 5.1.2 Si (E,7) es ! !

p y isfc la dicidn de conver ia de
Mackey, L. 1p(E) es local L 1}

Demostracién. Por la proposicién 3.1.6 E ticne la propi

proposicién anterior I;{E) tienc también lu propiedad I, ,-s
localmente completo (cfr. proposicién 3.1.1).

4ty Wilid

ad y por la

dad, la cual implica a su vez
-

bili

Para Ia siguicnte propiedad necesitaremos ¢l concepto de palma compatible con acotados
que se considerd en la definiciéon 3.2.3, asi como la cerradura algebraica de un conjunto: Dado
A c E, E espncio vectorial, v e £ es punto frontera algebraica de A si existe un punto
x € A tal que Ax + (1 — Ay € A parn cualquier 0 £ A < 1. La frontera algebraica de A es el
conjunto de todos los puntos frontera algebraica de A. Teniendo esto en cuenta, decimos que A
o3 algebraicamente cerrado si coincide con su frontera algebraica. A partir de lo anterior, se
puede conchiir que un conjunto absolutamente convexo y cerrado es cerrindo algebraicamente.

La cerradura algebraica de A la denotaremos A.

Proposiciéon 5.1.5 Sea E ¢.

c. localmente completo con una palma

tible con los 13
tos acotados. Entonces lo(E) también ticne una palma compatible con los conjuntos acotados.

Demostracién. Sea W = (W}, una palma cstricta compatible con los conjuntos aco-
tados de E. Por [8), pg. 93, proposicion (V.3.4) la(E) os cstrictamente palmeado con 1a
palma

W2 = {W = {(xndn € loo(E) : Eo0D {Tn},, € Wi}} oy

{suponcinos cada W; es absolutamente convexo y cerrado). Veamos que W es compatible con
los ncotados de 1oo{E). Sea A C I(E) ncotado. Entonces para cadn vecindad U de E existe
M = My > 0 tal que parn toda (Ta)uen € A, se tiene sup {py(xz,)} < M. Sea

~

A* = {x € £: parn alguna {(x,),. C A, existe n tal que T = T}



entonces A es acotado en E pucs para cualquier vecindad de cero U en E , la misma Af de
arriba satisface py(x) < M para toda z € A. Luego, por hipétesis existe (Wi)x € W cuerda
tal que para toda k € N existe a(k) € C tal que A* C a(k)W,.

Sea x = (Tn)n € A entonces oo {Tn}uen © a(k)Wi implica A C (k)W (Ia misma &
que en la cuerda de E, por la definici de sus el

). Por lo tanto para todo A C l(E)
acotado existe una cuerda (W°)ien € 20 tal que para todo k € N, existe (a))x C C tal que
A C a(k)Wge.

Verifiquemos ahora la segunda condicién de las pal

ibles con dos: Sen A e}
mismo conjunto acotado en I, (E) y A* como antes, para toda k natural existe U vecindad de
cero en E absolutamente convexa y cerrada tal que ASAUL C Wiy U = {:c € E:pyz(x) < l}
considercemos la siguiente vecindad de cero en loo(E), Uk = {(::,.),. € I (F) : sup(puz(xn)) < 1}
as{ para cada (Za)n € A tal que st'x‘ppu:(z:,.) < 1 se satisface que Zonv (:c,.),_”c Wk; por lo que

ANU, € W por la definicién de los Wg°. Por lo tanto, {(FE) tiecne una palma compatible
con los ncotados. B

Corolario 6.1.3 Si E satisface la condicidn estricta de Mackey, y es localmente completo y
palmeado entonces lo(E) satisface la condicidn estricta de AMackey. Ademds, cg(E) también
satisface la condicidn estricta de Mackey (cfr. corolario 5.1.1).

Demostracién. Por [15), teorema 4.4, snbemos que si E es loealmente completo, paimeado
y satisface )Ja condicién estricta de Mackey cntonces E tiene una palma compatible con los
conjuntos ncotados; por la proposicién anterior {o( £) tienc una palma compatible con acotados
¥ por [15), teorema 3.2 , satisface 1a condicién estricta de Mackey. @

Sabumos ademds que:
1) ({15}, Proposicién 3.6 y [12], Teorcma 12) £ tienc una palma compatible con los conjuntos
acotados implica E satisface la condicién de convergencia de Mackey.
2) ({14)], Teorema 2) Propiedad K implica localmente Baire.

3) ({16)) Localmente Baire y palmeado implica localmente completo.

4) ([6]. Teorema 1(i)) Local o ) ia de Macke

pleto y conver

y implica propiedad K.
De csto pudemos concluir el siguiente resultado:



Corolario 5.1.4 Si E tiene la propiedad K , es H do, y isfc c.e. M. £ loo(E)
tiene la propiedad K.
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